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INTRODUCCION

EL presente trabajo pretende ponern al alcance de Los
estudiantes de Licenciatura en Matemdtica, fLemas thrascen-
dentales, como es el tratamiento de Las ALgebras de Banach,
no de una manera exhaustiva, Aino mds bien como una breve
introducedlbn que Le peamita familiarnizarse con tan £mpoh-

Ltantes conceptos.

EL trnabajo se divide en sels Capitulos y hemos trata-
do que su secuencia sea Lo mds Ldgica y natural posible.

Dichos Capitulos son Los sdgudientes:

E¢ Capfltulo 1 thata de Las propledades preliminares
de una dlgebra de Banach, es decirn, que presentamos nesul-
tados bdsicos, Los cuales utilizaremos en capltulosd poste-

ni{ones,

En el Capitulo 11, estudlamos el conjunto de funcilo-
nes contlnuas que van de X hacda T, es decir, el espa-
clo C(X), mostrando al final que C(X) es una dlgebra de

Banach, donde X es un espacio compacto de Hausdorgt.

EL Capiltulo 111, trata de "EL espacio de Las funclo-

nates Lineafes", centrando nuestro desarnollo en Las pro-

VI



VII

piedades fundamentales de Las funcionales Lineales mulli-

plicativas sobre una dlLgebra de Banach.

En el Capitulo IV estudiamos "EL espectro y radio es-
pectral" de una dLgebra de Banach, el cual es necesario pa
ha establecen propiedades importantes de La trhansformada

de Gelfand, que es de Lo que trata el sigudente capitulo.

EL Capltulo V trata fundamentalmente de La Transforma
da de GelLfand; pero También estudiamos de manera elemental
otho concepto importante, como es, el radical de una dlge-

bra.

En el Capitulo VI, nuestro intenés es desarrollan "EL

teornema de Stone-Weinstrass", cuyo thatamiento es a nivel

eLemental,

De manera nespetuosa aghradecemos La valiosa colabora-

cibn prestada por nuestro Aseson para La finalizacidn de

este trabajo.
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CAPITULO I

PROPIEDADES PRELIMINARES DE UNA ALGEBRA DE BANACH.

1

2

DEFINICION.

E es un espacio Topoldgico si existe una familia

T ¢c P(E) tal que

1) Unidn de elementos de T es un elemento de T.

2) Toda interseccién finita de elementos de T es elemen

to de T.
3) ¢ e T

4) E e T
Los elementos de T son 1lamados abiertos.

Una topologia sobre un conjunto E es una familia de

abiertos de E. E1 complemento de un abierto es 1lamado cerrado.

DEFINICION,

Un espacio topoldgico E se dice que es normal si cumple
la siguiente condicibn: Si F1 ,F2 son dos subconjun-
tos disjuntos cerrados de E, entonces existen dos conjun
tos disjuntos abiertos, uno conteniendo a F y el otro

1

a FZ'
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DEFINICION.

Un espacio topoldgico es de Hausdorff (o separado) si
para todo x, y € E, x # y, existe O1 y O2 abiertos

de E tal que x e 0, ye 0, y 0;N 0, = ¢

1 2

1

DEFINICION.

Un espacio topolégico E (separado) es compacto, si para

toda familia (Oi)i e 1 de abiertos de E tal que
E= U 0i existe J c I, J finito, tal que E = 0i
iel ied

Todo espacio compacto de Hausdorff es Normal.
DEFINICION.

E es un espacio métrico si para todo x, y € E existe

un nimero d{(x,y) > 0 de manera que

1) d(x,y) = 0 <=> x =y

2) d(x,y)

d(y,x), para todo x,y

3) d(x,z) < d(x,y) + d(y,z), para todo x,y,z
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DEFINICION.

Sea E un espacio vectorial. Se dice que "E es nor
mado" si para todo x ¢ E, existe un nidmero | x| >0

de manera que

1) || x| > 0, para todo x
2) |l x| = 0 <= x =0

3) M x+yll < Il + [yl

la] [ x|}

Llamaremos "norma de x" al namero || x|

4) || ax|]

DEFINICION.

Sea (xn)n . 1] una sucesidn en un espacio (E,d). Se di
ce que (xn)n -~ 1 €S una sucesion de Cauchy, si a cada
ndmero real ¢ > Q0 corresponde un v & N tal que para

todo par de ndmeros naturales n,n', no menores que Vv
(abreviadamente: ¥n, n' > v), se verifica que

d(X an) < g.

n’

DEFINICION.

Un espacio métrico es completo si toda sucesién de Cau-

chy es convergente.



1.9 DEFINICION.
Un espacio vectorial normado es de Banach, si, como es
pacio métrico, con la distancia d(x,y) = || x -y, es
un espacio completo.
RESUMEN : Espacios
T T: Topolégico
L 2" H: Hausdorff
M: Métrico
Q N: Normado
C: Completo
B: Banach.
.10 DEFINICION,
Un subgrupo N de un grupo G se dice que es un sub-
brupo normal de G si para todo g e G y todo n e N,
gng'1 e N.
.11 DEFINICION.
Para todo elemento a € G existe un elemento a_1 e G
tal que aa~ ! - a la = 1. Al elemento a ! 1o 1lama-

remos elemento inverso.

G denotard un grupo (no necesariamente abeliano).
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DEFINICION.
Sea A un k-espacio vectorial; A es una "k-dTlgebra"
si para cada X,y € A existe xy € A de modo que:
1) (A, +,+) es un anillo.
2) Para todo a € K y para todo x,y € A se cumple
que a{xy) = (ax)y = x{ay).
EJEMPLOS DE ALGEBRAS.
C es una C-4d1gebra . € es una R-4lgebra
- R es una R-4lgebra Toda C-dl1gebra es una R-3dlgebra
Toda C-&1gebra es una K-dlgebra con k subcampo de C.
X #é; A= {f:X > C/f es una funcién}
(f+g)(x) = f(x) + g(x)
(fg)(x) = f(x) f(x)
(af)(x) = af(x)
es una C(-&Tgebra unitaria y Conmutativa.
DEFINICION.
Una dl1gebra de Banach B es una dlgebra sobre (€ con
identidad 1, Ta cual tiene una norma convirtiéndola en
un espacio de Banach y que satisface ||1]| =1y la de-
sigualdad || xy || < [|x|| [lyll , para x,y e B.
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.15 EJEMPLOS DE ALGEBRAS DE BANACH.
T, R,C(X), mas adelante se probard que %- es una 41
gebra de Banach, con I un ideal maximal.
16 PROPOSICION.
Si x estd en el &lgebra de Banach B y || 1-x]|| < 1,
entonces x es inversible y || x71]| < 1
1 _||1—x||
PRUEBA.
Si establecemos & = [[1-x|[ < 1, entonces para N > M
tenemos:
N n M n N n
2 (1-x)" - § (1-x)" |I=ll } (1-x)" |
n=0 n=0 n=M+1
< ) Hl-an , por propiedades de Norma
n=M+1
N n
< Y S e ()
~ n=M+1
N N M
Asi, § 8" = 7 s"-y 4"
n=M+1 n=0 n=0
N N+1
s M1 n_1(l-p )
S10-6 ) 1380 7)o que nzop -5
1-6 1-34

para todo p e R



N
6n_1—6N+1 1M ML gD i
N=M+1 =~ 1-38 1-6 - 1-8
Asi, volviendo a (a) tenemos
N M N,
+
1y 0= § "< 36 < 6™
n=0 n=0 n=M+1 1-8
N n
y la sucesién de sumas parciales T (1-x)
n=0 N> 1 es

una sucesion de Cauchy.

Dado € > 0, probemos que existe K > 0 tal que M,N >K

N M
implica || § (1-x)" - ¥ (1-x)" || <e
n=0 n=0
Supongamos que N > M
N M M+1 .
) (1-x)" - y (1-x)" I f.?-@ por lo anterior ;
n=0 n=0
6K+l
ademds, existe K > 0 tal que o5 < €
Luego N,M > K , N > M
N M M+1 K+1
§ 8
|y (1-x)" - (1-x)" || < < <e
n=0 nZ'O N
N n
Por tanto Y (1-x) es una sucesidn de Cauchy.
n=0 Ni 1



Sabemos que en todoc espacio completo, toda sucesidn

de Cauchy es convergente.
Asi { ) (1-x)n es convergente y existe el

1imite de esta serie.

) (1-x)" entonces
=0

Ahora, si

<
I

n
xy = [0 1-(1-x) ] {

I ~1 8

N
. (1-x)“] = Lim [ F1-(1-x)] ¥ (1-x)"

n

N-eo Ln 0 n=0
= Lim [1+(1-x) + (1—x)2 +ot (l-x)N - (1-x) - (1-X)N+1 ]
N-co
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inversibles y G, la coleccidén de elementos

2

a la derecha en B que no son inversibles.

NOTACION DE G, G, Y G

1 2"

G ={me B/ mes inversible en B}

G,= {p € B/ p es inversible a la izquierda

es inversible a la derechal

GZ= {r € B/r es inversible a la derecha en

inversible a la izquierdal.

DEFINICION.

10

inversibles

en B y no

B y no es

Un espacio métrico E es un espacio Topolégico con Tlos

abiertos siguientes:

A c E es un abierto de E si A =§¢ o si
x € A existe r >0 tal que B(x,r) c A,

B(x,r) = {y e E/d(x,y) < r}.

PROPOSICION.

para todo

donde

ST B es una dlgebra de Banach entonces cada uno de

los conjuntos G, Gl’ G2 es abierto en B.
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PRUEBA.

i} Probemos que G es abierto
Sea Yy e B, x e G

Como X € G entonces Xx es inversible

Supongamos que || x-y|| < —Tr“%TTr

X

. -1
Ast, [x" 2 [l x-yll <1

Luego, por ser B una &lgebra de Banach

xy [l < 1 x{ 1yl

entonces ||x'1(x1y)H < x—lﬂ Ix-y|l <1

It -xtyl <1

-1

l1-x"yll <1
Luego, por proposicién 1.16 x"ly e G, es decir,
x—ly es inversible. Asi y = x (x'ly) y
CoOmo X x-ly e G entonces y e G.
Luego G contiene la bola abierta de radio 1f—'

| x|

Yy centro x en G.
Por tanto G es un conjunto abierto en B.

ii) Probemos que G, es un abierto en B.

Si x estd en Gl’ entonces existe h en B tal
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que hx = 1, ya que x es inversible por la iz-

quierda.

Si hacemos || x-y || <—TﬁhT— entonces

hx-nyll < [lnll IIx-y Il <1

= |l 1-hyll < Inll Ix-hll <1, ya que hx =1

= |l1-hy || <1

AsT, por proposicién 1.16

k = hy es inversible y la identidad
1= k" 1k = k" 1(ny)
1 = (k'lh)y , es decir, que y es inversi

ble a la izquierda.

Ademds, supongamos que y es inversible, entonces

h = ky_1 es inversible (ya que k también es in-

versible).

Esto implica que x es inversible, ya que hemos
supuesto que x € Gl’ es decir, hx =1 10 que im-

plica que también h es inversible a la derecha.

Pero como h es inversible entonces hx = xh =1
de donde concluimos que x es inversiple 1o cual

es una contradiccidén, ya que x € Gl'
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Esta contradiccién muestra que y € G, asT G, con
1
[ 1l

tiene la bola abierta de radio y centro X.

Luego Gl es abierto en B.

Probemos que G2 es abierto en B.

Sea X € G2 entonces existe h en B tal que

xh = 1 (x es inversible por la derecha).

Si hacemos || x-y]| <_TT%TT_ entonces

I xh = yhll < [ x-yll [[n]] <1, peroxh =1
de donde || 1 - yh|| < 1.

Luego, por proposicidén 1.16

k = yh es inversible, y la identidad
kk~ L= (ynyk ey (ncty = 1,

es decir, y es inversible por la derecha.

Ahora supongamos que y es inversible, entonces

h = y'l k es inversible (ya que k es inversible).

Lo que implica que x es inversible, ya que hemos su
puesto que X € GZ’ es decir, xh = 1 1o que implica
que también h es dinversible a la izquierda; pero co

mo h es inversible entonces xh = hx = 1 de donde
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concluimos que x es inversible, 1o cual es una con-

tradiccién, ya que x ¢ GZ’

Esta contradiccién muestra que y ¢ G2, luego G2 con

tiene a la bola abierta de radio - y centro x.

Il

Luego, G2 es abierto en B,
DEFINICION.

Sea E un espacio métrico cualquiera, A ¢ Ej;se l1lama
clausura o adherencia de A a la unién de A con sus
puntos de acumulacién, y se denota por A = A U A’

A' denota el conjunto de puntos de acumulacién de A.
OBSERVACION.

Una importante caracterizacidn de los elementos de Ta

clausura de un conjunto es "x € A si y solo si existe

una sucesidn (x n X+ x" decir ue
¢ (x,)y 5 1 en A con x_ , es decir, q

son Timite de sucesiones en el conjunto A.

DEFINICION.

Sea A un conjunto no vacio en un espacio métrico
(E,d). Decimos que los conjuntos S,T son una disco

nexién de A si son no vacios, disjuntos, abiertos en
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el subespacio (A,d) y A= S U T. Si tales conjuntos

existen decimos que A admite una disconexion.

OBSERVACION.

Decimos que el conjunto A es conexo si no es disco-

nexo, es decir si no admite disconexién.

‘En general, todo espacio normado es conexo.

DEFINICION.

Sea (Ai)i I lTa familia de conjuntos conexos conteni
dos en A y que contienen al elemento x; l1lamaremos
componente conexa del elemento x a la unién de 1los

elementos de esta familia. Lo denotamos por [(x), es

decir

DEFINICION.

Un espacio métrico (E,d) es localmente conexo si para
todo punto x € E y todo entorno S de x, existe un en-

torno T de x tal que T ¢ S, T conexo.

-En general, en un espacio localmente conexo toda compo

nente conexa es un conjunto abierto y cerrado.
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Los dos teoremas siguientes son utilizados en préximas

pruebas, aunque sus demostraciones no las incluimos.

(Ver Introduccién a la Topologia General).

TEOREMA.

Un conjunto M ¢ F es abierto en el subespacio (F,d)

de (E,d) si y solo si existe un conjunto A abierto

en (E,d) tal que M = A N F.

TEOREMA.

Si F es una familia de conjuntos conexos de (E,d)

tal que

N A#$d , entonces vJ) A es conexo.
AeF Ae F
PROPOSICION.

La componente conexa de un elemento x es el mdximo

conjunto conexo contenido en A al cual el elemento

X pertenece.

PRUEBA.

Como [(x) = U Ai afirmamos que [(x) es un con-
iel -
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junto conexo, ya que x e N Ai entonces N Ai # ¢
iel iel

y por teorema 1.28 tenemos que  Ai es conexo, Tue
iel
go [ (x) es un conjunto conexo.

Probemos ahora que | (x) es el md&ximo conjunto conexo

contenido en A y que contiene a X,

Basta probar que si x estd en un conjunto conexo en

tonces ese conjunto estd contenido en |‘(x).

Sea B un conjunto conexo, x & B y B c A.

Sea y € B entonces y e u Ai, ya que B es un ele
iel

mento de la familia (A1')1.€I (en general, tenemos que

¥. Aj c uy Ai) luego, B ¢ uy Ai entonces
J iel iel

B ¢ [(x)

Asi, ["(x) es el mdximo conjunto conexo contenido en

A 'y que contiene al elemento x.

LEMA.

Sea B un 4dlgebra de Banach, G el grupo de elementos
inversibles en B, y Go la componente conexa en G, la

cual contiene a la identidad; si x € Go entonces xGo
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es un conjunto conexo abierto y cerrado.

PRUEBA.
Sea H = xG_ = {z/z = xg, g € Go}

Supongamos que H no es conexo; entonces, existen

S ~TcH, con S,T disjuntos, no vacios y abiertos

en H tal que H =S y T.
Sean S, = {m e Go/xm e Sty T1 = {k ¢ Go/xk e T}

Ahora, probemos que S1 y T1 son una disconexidn de
GO, es decir, que Sl’Tl son disjuntos, no vacios y a-

biertos en Go tal que G, =S, y T

0 1 1

S1 y T1 son diferentes de vacio ya que S y T son di

ferentes de vacio, es decir,

Para S1

Sea p e S (p existe ya que S # ¢)

Como S ¢ H entonces p = xg , g ¢ Go
=>ge S, => S1 7 ¢

Para T1

Sea r e T (r existe ya que T # ¢)

Como T ¢ H entonces r = xg, g ¢ Go

=>ge€ T]_ => T].#(b



19

Ahora probemos que S; M T, = ¢ (S, y T

1 1 disjuntos).

1

Supongamos que S, N T, # ¢, entonces, existe heSlﬂT1

1
hs—:SlﬁT1=>heSl"h€T1
hgsl == Xh€S
h eTl => xh € T

de donde xh e S N T asi S N T # ¢
Lo cual es una contradiccidén ya que S N T = ¢

Probemos que S1 y T1 son abiertos en GO.

Para S1

Como S es abierto en H por Teorema 1.27 existe un

abierto 0 en B tal que S =0 N H
Para probar que S1 es abierto en Go’ probaremos que

S1 = x 0 N GO con x_10 abierto.

<=> %Xxp € 0 ~ xp € H

Xp
p ,qge0

A
l
v
x
I



20

Luego S, = x "0 N G

Por tanto S1 es abierto en Go.

Para T1

Como T es abierto en H por Teorema 1.27 existe un

abierto 0 en B tal que T =0 N H,

Para probar que T1 es abierto en Go, probaremos que

-1 -1

T1 = x 0 N GO, con X 0 abierto.
Sea H = {z/z = xg, g ¢ GO]
X_10 = {n/n = x_lr, r e 0}

p e T1 <=>Xxp eT , p ¢ GO

- -1 _ -1
g = Xp <=> X g= X ~Xp
-1
<=> X q=p , qe0
_ -1
<=>pex 0 y pe G
-1

<=>pex 0nNG

Luego T1 = x 0 n G

Por tanto T1 es abierto en G
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As1i, GO es disconexo en G 1o cual es una contradic-

cién ya que Go es conexo en G.

Por tanto H = x Go es un subconjunto conexo de G.

Ahora, probemos que f : G > G : y wvn> f(y) = x_ly

es una funcién continua, con x fijo.

Sea a e G. f es continua en a, si dado € > 0, exis-
te § > 0 tal que |f(y) - f(a)| < e siempre que || y-all <5

| £(y)-f(a) |=|x " Ly-x"Ta| =[x L(y-a) [=]x"!| || y-all
1£(y) - fla)] < |x"Y] s

- €
-1
|

tomando §

se cumple que f es continua.
| x

Ahora probemos que xG0 es un subconjunto conexo a-
bierto y cerrado de G, para cada x e G.

Ya probamos que xG0 es un subconjunto conexo.

i) ”xG0 es un subconjunto abierto"

Sea f : G > G

y wvn> fy) = x'ly una funcién continua
Como Go es un conjunto abierto (por ser una com-

ponente conexa)

2 CENTRAL \
B‘BLID e G ’r.".\ca-'-\l-‘i-

po 4

e

wT-1" S

'“!Vhﬂ"i

e
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—h
|
—
—
j<p]
~
1

{y € G/f(y) ¢ Go} ={y ¢ G/x'ly € Go}

{y e G/z=x_1y,z £ Go] = {y e G/y = xz,z ¢ Go]
= xGo

Como la imagen inversa de un conjunto abierto es

abierto resulta que xGo es un subconjunto abierto.

De igual forma

ii) "xG_ es un subconjunto cerrado”

Como GO es un conjunto cerrado (por ser una conm-

ponente conexa)

f_l(Go) = {y e G/f(y) ¢ GO] = {ye G/x_ly € Go}
={y e G/z = x-ly, Z ¢ GO}
={y e G/y = xz, z ¢ Go} = XGO.

Como la imagen inversa de un conjunto cerrado es ce

rrado, resulta que xGo es un subconjunto cerrado.

LEMA.

Sea B una dlgebra de Banach, G el grupo de elementos
inversible en B y GO la componente conexa en G Ta
cual contiene la identidad; si x e G entonces xG0 X

0
-1 .
y X Gox son conjuntos conexos,

-1
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PRUEBA.
1" - ]- n
xGO X es conexo
-1 _ -1
Sea 7= sGO X = {r/r = xgx ~, g € GO}

Supongamos que Z es disconexo, es decir, existen
Sy T subconjuntos de Z; S y T disjuntos, no vacios

y abiertos en 7Z tal que Z =S U T

-1
1 {m ¢ Go/xmx e S} vy

Sean S

—
1]

{k ¢ Go/xkx—1 e T}

Probemos que S1 y T1 son disjuntos, no vacios y a-

biertos en GO tal que GO =S,y T

1 1

Probemos que S1 y T1 son diferentes de vacfo.

Para S1

Como S # ¢, existe p e S; ademds S c Z, entonces
p = xgx T, g ¢ G,
Asi, g ¢ S; ¥y se tiene que S, # ¢

similarmente se prueba que T1 £ ¢

Probemos que S; N Ty = ¢ (Disjuntos)

Supongamos que S1 y T1 son no disjuntos entonces
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. . \
S1 N T1 # ¢, es decir, existe h € S1 f T1 luego

h e S y helT

1 1

h € S1 => xhx_1 e S 3 h e T1 = xhx_1 e T

de donde xhx 1 eSS N T=>50N0T#4¢ lo cual es una

contradiccién, ya que S y T son disjuntos.

Probemos que S1 y T1 son abiertos en GO.

Para S1

Por teorema 1.27, tenemos que:

Como S es abierto en Z, entonces existe un abierto 0O

en B tal que S =0 n Z

Para probar que S1 es abierto mostraremos que

x-10x n 1z

w
1}

2= (r/r = xgxl, g e Gy}
-1 _ _ -1
x "0x = {n/n = x "rx, r g 0}
p € Sl<=> Xp X e S , pe GO

<=> XpX e 0N 1

<=> Xpx ¢ 0 ~ xpx " e Z

“lgx = x"Lx px'lx
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q =xpx'1 <=> x'lq X = p

<=> p € x"Lox y pe G

<=>p € x 10 x n G,

Luego S1 es abierto en Go

Similarmente se prueba que T1 es abierto en G

0

Luego, Go es disconexo, 1o cual es una contradiccién

ya que Go s conexo.

Por tanto Z = x Go x'1 es conexo.,

La prueba para x_1 Gox conexo es similar a la anterior.
PROPOSICION.

Sea B un &lgebra de Banach, G el grupo de elementos
inversibles en B y GO la componente en G 1la cual
contiene a la identidad. Entonces GO es un subgrupo
normal abijerto y cerrado de G, las clases laterales de
Go son las componentes de G 'y & €S un grupo.

G
0

PRUEBA.

Como G es el grupo de elementos inversibles en B, en

tonces G es un subconjunto abierto de B.
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Pero B es un dlgebra de Banach, luego es un espacio
normado, y asi afirmamos que es un espacio conexo y

por tanto, localmente conexo, ya que en general, todo

espacio normado es un espacio conexo.

Por tanto G es un subconjunto abierto de un espacio
localmente conexo. Luego sus componentes son subcon-
juntos abiertos y cerrados de G, ya que para un espa-
cio localmente conexo, las componentes del espacio son

conjuntos abiertos y cerrados.

Si x ey estdn en GO, entonces x G0 es un subconjun

to conexo de G, el cual contiene a xy ~ Xx.
i) Por el lema 1.30 x GO es un subconjunto conexo de G.
ii) Probemos ahora que xy ~ x estdn en X GO.
x6_ = {z/z = xg, g ¢ GO}

como x=x.1, 1 € GO entonces X € X GO
También,

Xy = Xy , Yy € GO entonces Xy £ X GO.

Ahora probemos que G0 U xGO es convexo.

Como GO y xGO son conexos, por Teorema 1.28, bas

ta mostrar que G0 N x G, # ¢, como X g GO y

X = x.1, 1 ¢ GO entonces x ¢ xGO y por tanto
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xe G, N xG  , asi G, N XG 7 ¢, de don-

de concluimos que GO U xG0 es conexo.

Por otro lado, GO W xG0 c G, ya que GO es la compo-

0

nente conexa en G que contiene la identidad, de donde xG0 Cc GO.

Mostremos también que x GO 5 GO es conexo.

Igual que en el caso anterior probemos que

x_lG0 N GO # ¢ por teorema 1.28, ya que sabemos que

GO es conexo y ademds x_leo es conexo por lema 1.30;

-1

Como 1 = x "x , X ¢ G0 entonces 1 ¢ x'l

GO y 1 ¢ GO,

ya que GO contiene la identidad.

1 ¢ x'lG N G asi x_lG N G # ¢

Entonces
€ 0 o’ 0 0

de donde x—lG0 U GO es conexo.

Pero GO es la componente conexa en G que contiene

la identidad entonces x "G. U G_. ¢ G

AsT X G ¢ G

Como para X,y € GO probamos que x y xy estdn en
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xG0 y xG0 C Go entonces X, Xy € GO

Ademds, como G es un grupo y GO c G entonces G

es un semigrupo.

Por otro lado x'1 € Go, entonces Go es un subgrupo

de G; finalmente, mostremos que el grupo conjugado

xG, x 7 es un subconjunto conexo que contiene la iden

tidad y por tanto xG x 1 = G, -

Probemos primero que xG0 x'1 es conexo, lo cual se
verifica por Lema 1.31.

Ahora, probemos que XG x1 = G,

n,n -1 . -1

C XGO X C GO, esto es cierto ya que xGo X es

conexo y Go es la componente conexa de G 1la

cual contiene la identidad.

Ademds, 1 = x.1.x—1 , 1 ¢ GO = 1 ¢ xG0 x—1
nan G, ¢ XG | x~ 1
_ _ -1 -1
zZ € Go =>z = 1.z.1 => 2 = x X Z X X
= z = x(x'lzx)x_1 => z = xmx_l, m=xlzx e Go
-1
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Afirmamos que m estd en Go, ya que X Gox es co-

nexo por Lema 1.31.

. -1 -1 _
As i xGO X C GO y por tanto xGO X = GO
Luego resulta que GO es un subgrupo normal de G, ya

que xG x 1 ¢ G, para todo x e G.

0

Y por tanto éi- es un grupo ya que G eS un grupo y
0

Go es un subgrupo normal de G.

DEFINICION.

Sean A y B dos C-dlgebras; f : A > B es un homomor

fismo de &lgebra si y s6lo si

1) f(x+ty) = f(x) + f(y) , ¥,y ¢ A

2) fxy) = f(x) fly) ., ¥x,yeA

3) flax) = a f(x) , Yoe €, ¥xe A
COROLARIO.

Sea B una dlgebra de Banach, G, el grupo de elemen
tos inversibles en B y Go la componente conexa en G

. . G .
entonces la funcién f : G > @L es un homomorfismo
0

de grupo.
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PRUEBA.
G
Sea f : G —> T
0
x wvw> f(x) = XGO

Sea x,y € G

flxy) = (xy)6 = (xG )(yG ) = f(x).f(y)

Por tanto f es un homomorfismo de Grupo.

DEFINICION.

Si B es una 4dlgebra de Banach, entonces la funcidn
exponencial sobre B, denotada por exp, estd defi-

nida asi:

exp x = #} x"

I e~1 8

n=0

LEMA.

Sea B una dlgebra de Banach; si x ~ y son elemen-
tos de B, los cuales conmutan, entonces

exp(x + y) = exp x . exp y.

PRUEBA.

Multipliquemos las series que definen a exp x y

a expy y reordenemos.



exp X.exp.y

31
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exp.x.exp y =| 1+ (x+y) + (%.x2 + Xy +§1,—y2) +
1 .3 2
B doa s doo o doh
1 .4 1 .3 1 2 2 1 3 1 4
T X 3y F i XY Sy )
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16,15 1 24 1 33

2
AsT,
expx expy = 1 + (xty) + é%—(x +2xy + y°) + 5%—(X + 3x2y +
3xy? + y?)
+ i%—(x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4 ) 4+
é%(x5 + 5x4y + 10x3y2 + 10x2y3 + 5xy4 + y5)
+ é%—(x6 + 6x5y + 15x4y2 + 20x3y3 + 15x2y4 + 6xy5 + y6)
F o e e
Luego
expx.expy = 1 + (x+y) + f%(X+Y)2 + g%(X+Y)3 +
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En una d&lgebra de Banach general, es dificil determi-
minar los elementos en el rango de la funcidn exponen

cial, esto es, los elementos que tienen un Tlogaritmo.
E1 siguiente Lema da una condicidn suficiente.

LEMA.

Si B es una &lgebra de Banach y a es un elemento

de B tal que || 1-a|| < 1, entonces a estd en exp B.
PRUEBA.
Sea exp B = {z ¢ B/z = exp y , para algdn y en B!}

]
—~~
N
m
oo
~
N
1
nNe-18
|
<
>

, y € B}

y sea y

H
I ~18

[se]
Probemos que Ta serie Z converge

absolutamente, Utilizando el criterio del cociente tene

mos
n+2 1 n+l
|| Un+1]| I (-1)7° g (a-1)7 ] n 1
= = (a-1)|l= la-1 ||
lon | o 33 1
| comt Ly n
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Aplicando 1imite cuando n » o tenemos

b

Lim J|Un+1]|_ Lim 1 Ha-1ll = lla-1ll = Il1-all
N--co N—>co 1
l unll L+ =

Por hip6tesis, ||1-a|| < 1, asT la serie dada conver-

ge absolutamente.

Probemos ahora que exp y = a, para algin y en B

(e o]

exply) = exp | § (-1 La "
n-1
0] 0] n
1
RN RSP SRR PL ()
exp(y) =1+ (a-1) + § (-)™1 1@ o

m=2

He~18

2 m=1

n
%?T [ z (_1)m+1 %(a—l)m}
n

Al desarrollar la serie (a) paran =0 y n =1 obte
nemos 1 y (a-1) respectivamente, entonces sélo basta

probar que Tos demds sumandos son cero. Para esto tra

bajamos con:
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Llamemos (B) a § (—l)n1+1 L (a-1)" y

En (8) si m =2 tenemos (-1)° 1 (a-1)%=-% (a-1)% (1)
En (y) si n=2 y m=1 tenemos é%-[(—l)z(a-l)}2= él—..—(a—l)2 (2)
Sumando (1) ~ (2) se tiene - %—(a—l)2 + —2;1—._-(a-1)2 =0

En (B) si m=3 tenemos (—1)4 %—(a—l)3 = %—(a—l)3 (3)

En (y) si n=2 tenemos

T +1 1 S 111
s [ oo

1
27

Evaluando, para m=1 y m=2 tenemos

A D% @1 (175 (a-n1= - 1 (-1’ (4)
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Para m=2 y m=1
L [(-1)3 1 (a-1)2 (-1)2 (a-1>} SR O SYETE (5)
2! 2 2 2!

En (y) para n=3 y m=1 se tiene

—

_ 3
[0 (a—l)} - L (a1 (6)

)5 1

En (y) si n=2 tenemos

[ 7 (1™ %—(a-l)m] [ (-1 %—(a-1>m} }

3

11 I~

1
2v !

Evaluando para m=1 y m=3 tenemos
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Para m=3 y m=1 obtenemos 1o mismo %—%r(a-l)

Para m=2 y m=2 tenemos

1 3
& [(-1)

N —

(-7 (1% 3 (-1 = 7 (a-1)"
En (v) si n=3 tenemos
SLE o™ L | ™ L (o

(a-1)"

7

—_——
=3
]
—
1
—
E
+
—
S

Evaluando para m=1 , m=1 y m=2
m=1 , m=2 y m=1
m=2 , m=1 y m=1

obtenemos el mismo valor, asi tenemos

3 130 [0 (a-1) (12 (a-1) (1) (a-1>21

38

(8)
4 (9)
(10)
737 (a1)°
7t oan
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En (R) si n=4 y m=1 se tiene

Sumando (7), (8), (9), (10), (11) y (12) tenemos

1 4 1 1 4 11 4 11 4 1 .. .\4
-7 (a-1)" + To7 (a-1)" + 3 o7 (a-1)" + T o0 (a-1) i (a-1)
1 4 _ 1 1 1 1 1 1 4
b (a-)? - [-a_+g+g+§_ Ly ?ﬂ (a-1)

De esta manera se puede seguir verificando que los de-

mads sumandos son cero.

Ast, exp(y) = 1 + (a-1) de donde exp(y) = a.
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CAPITULO II

ALGEBRA DE FUNCIONES CONTINUAS.

DEFINICION.

Sea E y F dos espacios normados, una funcidn f : E~>F
es continua en un punto a € E si para todo € > 0 exis

te § > 0 tal que

| f(x) - f(a)|| < € siempre que |[|x-a| <8
PROPOSICION,

Sea E un espacio de Banach. Las funciones

i) f:E x E~>E : f(x,y) = xty
ii) g : 0 xE > E: ga,x) = ax
ii1) h: E->R: h(x) = || x|
Son continuas.

Probaremos nada méds para 1iii).

PRUEBA para iii) h : E > R

x s hix) = || x|

40

TECA CENIRAL
.- A® DE Eb BaLVAREE
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Sea € >03 encontremos & >0 tal que

[h(x) = h(x )| <€ siempre que | x - x Il <6
() = hx) | = L Ix I = el 1< [1x - xgll <
Tomando §&§ =e tenemos que h(x) = ||x || es continua.

DEFINICION. (Grupo Topolégico).

Sea B una dlgebra de Banach, G el grupo de elementos
inversibles en B. Se dice que G es un grupo Topoldgi
co si la funcién ¥ : G » G definida ¢ (x) = x"1 es con

tinua.
COROLARIO.

Si B es una dlgebra de Banach entonces 1a funci6én so-

bre G definida por x > x es continua. Asi, G

es un grupo topoldgico.
PRUEBA.

Sea G ={m € B/m es inversible en B}

Sea la funcién ¢ : G > G

X > P(x) = 1

y sea a e G; probemos que ¥ es continua, es decir, da-

doe> 0, existe § > 0 tal que
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-1

la-x [l < ——=— = lla "Il lla-xll < >

Pero,

I a"l(a—x)|| §_||a-1|| la-x1l vy
I a_l (a-x)|| =1 - a'lx” , es decir

l1-atxll = lla™t (a=x) Il < Ha~ bl llax]l < %
Luego

1 -a x| <2 .o (1)

También

1

-1
"l

Pero

Ix~Yap fa=ty = bty ety



-1 -1
[[x"a | fla™i

A
—
jol]

x|

| A
[o}]

t

—
-
o
=
—_
i
g

Regresando a (2) tenemos
-1 -1
x| < 2 1E N (3)

Ahora bien

-1 -1 -1 -1 -1
X775 = am =[x ()™l < |17 flx-all la
-1 -1
< 2ffa 7l [l x-all [[a~7I, por (3)
-1,2
= 2ffa |7 |l x-all

Esto implica que

v (x)-wa)ll = |l x! - a™
<2llat 2 | x-all
<ollactllzs s - &
272 L4712

43

'1|| , por Prop. 1.16

Tomando & = min {61 , 62} se cumple que Y es continua.
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DEFINICION.

Sea X un espacio compacto de Hausdorff; C(X) deno-
tard al conjunto de funciones continuas de valores.com

plejos sobre X, es decir,
C(X) = {f : X > €/f es continual
DEFINICION,

Para fl , f2 e C(X) vy A e €, definimos:

c) (fy fo)(x) = f1(x) fr(x)
PROPOSICION.

Sea C(X) el conjunto de funciones continuas de X a C

entonces C(X) es una dlgebra conmutativa con identi-

dad, con las operaciones definidas en 2.6.

PRUEBA.

En esta demostracién para concluir que C(X) es una al

gebra conmutativa con identidad, (nicamente probamos las

propiedades no obvias.
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Sean f,qg e C(Xx) -entonces f+g e C(X)
Sea a e X

Como f e C(X) entonces dado >0 , existe. 8§, >0

1

N M

tal que [[x-a|l <&, = [f(x) - fa)] < %

Como g € C(X) entonces dado % > 0, existe 6, > 0

Tal que |jx-al| < 6, = |g(x) - g(a)] <5

Probemos que |(f+g)(x) - (f+g)(a)| <e sq |[[x-al] <38

| (f+g)(x) - (f+g)(a)] = [f(x) + g(x) - f(a) - g(a)|

| A

[f(x) - f(a)| +|g(x) - g(a) |
< %+%=g
Tomando & = min {61 . 62} se verifica que f+geC(x)

Sea f e C(X) y A e € entonces Af € C(X)

Como f e C(X) entonces dado € 5 0, existe
| 2]

€
A

§ >0 tqg ||x-a|]] <8=>|f(x) - f(a)| <
Probemos que |[(Af)(x) - (Af)(a)]| < e sq ||x-a]| < &

€
[T(x) - f(a)| < T}T = [A] [f(x) - f(a)] < e = [Af(x)-Af(a)] <

= [ (M) (x)(Af)(a)| < e sq|lx-all <8



iii)

Sean f,g e C(X) entonces fg e C(X)

Sea ae X. Como f e C(X) entonces dado

[ - .
-> 0 existe 6, > 0 tal que
2(1 + |g(a)]) 1

[
2(1 + [g(a)])

I x-al] < 6, => [f(x) -f(a)] <

1

Como g € C(X) entonces dado

€
2(1 + | f(a)])

> 0 existe Sy > 0 tal que

Fx-all < 8y = la(x) - s(a)] < e

Sea € = 1 entonces existe 63 > 0 tal que

| f(x) - f(a)| <1 siempre que || x-al|| < 6 4

AsT [ f(x)[=]F(x)-f(a)+f(a)|<|f(x)-f(a)|+]|f(a)
|F(x)| < 1+ [f(a)]

Luego,

46

| (fg)(x)-(fg)(a)|=] f(x)g(x)-f(a)g(a)+f(x)g(a)-f(x)g(a)|

= f(x)(g(x)-g(a))+g(a) (f(x)-f(a))|

<[ F(x)|lg(x)-g(a)|+|g(a)||f(x)-f(a)]
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|(F9)(x) - (fg)(a)] < |F(x)| lg(x) - gla)[+ (1 + [g(a)])

([f(x) - f(a)l])

< (F@D STy O 9@

[N
[ 21+ a(a)[) ]

£ , € _
<-2-+_2_—€
Tomando & = min {61 s 8o s 63} se verifica que

fg es continua.

jv) Prcbemes conmutatividad para suma Yy producto.

Sean f,g e C(X) entonces
"(f o+ g)(x) = (g + f)(x)"
(f +g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x)

"( fg )(x) = (gf)(x)"

1

( fg )(x) = f(x) g(x) = g(x) f(x) (gf)(x)

v) Probemos la existencia de elemento identidad para

la suma y nroducto.

Sea T £ C(X) entonces existe g e C(X) tal que
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- Sea f € C(X) entonces existe g e C(X) tal

Probemos ahora que para o eC y f,g e C(X)

(fg) = (af)g = f(ag)

vi)
Sea x =
[a(fg)] (x)
[(af)g] (x)
DEFINICION.
Para f en C(X)

X

il

—
Q
-

—
>

(e}

—
>

It

—
Q
—h

—
x

(]

—
x

1]

—

Y

—
>
Q
(]
x

—+
—
>
~—
—
Q
[{e]
—
>
~—
~—
It
—+
—
x
~—
——
1
(e}
~—
—
x
"
1
—+
—
2
le]
~—
| S
—
x
~—

denotamos || f||_ como la norma de

.f_‘
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y la definimos por:
1 £1] = sup{[f(x)|/x e X}

PROPOSICION.

La norma definida anteriormente, convierte a

un espacio Normado.

1) |Ifll_=0 siy solo sj

.F

=0

2) |IAf]l o= | || £, para A e C

3) Nf +all, < Ifll, + Ilall,

4) el < I fll, Hall,

PRUEBA.

Para 1)

ATl = 0 > 0

| f1l, = 0 <=> Sup {|f(x)|/x e X}=0
<=> |f(x)] =0, ¥ x & X
<=> f(x) =0 , ¥ x € X

C(X) en

49



Para 2)
CAF]L = Il I FHLY para d e €
A, = Sup{|(Af)(x) /x e X}
- Sup{|Af(x)|/ x & X3
= Sup{|x] [f(x)|/x e X}
= | x| Sup{|f(x)|/x & X}
= Ixf Il Fll
Para 3)

| R O | 1 D | KN P

| f+gll, = Sup {{(f+g)(x)] /x e X}
= Sup{|f(x) + g(x)[/x & X} < Sup{[f(x)[+|g(x)|/x & X}
< Sup{[f(x)|/x & X} + Sup{|g(x)|/x e X}
= |Ifll,+ lall,

Luego || f+gll, < Il + Ilgll,,

Para 4)

"l = Hflle Halle"

50
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I fgll, = Sup {[(fg)(x)| /x e X}
= Sup{|f(x) g(x)|/x e X = Sup{|f(x)|]g(x)|/x & X}
< Sup{|f(x)|/x e X} Sup{|g(x)|/x & X}

= el lgll,

Luego fFgll, < IFll, Mgl

PROPOSICION.

Si X es un espacio compacto de Hausdorff entonces

C(X) es un espacio de Banach.

PRUEBA.

Si {fn}n>1 es una sucesion de Cauchy en C(X)
|fn(x) - fm(x)| < [[fn - fm||_ = d(fn , fm) para cada x e X,

{fnbd}n>1 es una sucesion de Cauchy de nimeros complejos.

JUSTIFICACION.

| fn(x) - fm(x)| = |(fn - fm)(x)]|

| A

Sup {|(fn - fm)(x)|/x e X}

| fn(x) - fm(x)|

I A

|| fn - fm||oo
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Justifiquemos que {fn(x)} es de Cauchy.

n>1

Sea e > 0, encontremos N > 0 tal que

| fn(x) - fm(x)| < e , para todo n,m > N

[fn(x) - fm(x)] < d(fn , fm)

Como {fn}n>1 es de Cauchy y € > 0, entonces existe N > 0,

N e N tal que d(fn, fm) < e ¥ n,m > N

Asi, {fn(x)} es de Cauchy

n>1

Ahora definamos,

f(x) = Lim fn(x), esto se justifica porque toda sucesién
n->co

de Cauchy de nidmeros complejos es convergente, ya que el

espacio de 1los nimeros complejos eS un conjunto completo.

Probemos que f e C(X)

Como Lim fn(x) = f(x), tenemos que dado € > 0, existe
N oo

N, > 0 tal que | fn(x) - f(x)| < e siempre que n > Ny

Ademds, para X € X, dado € > 0, existe N2 > 0 tal que

| fn(x.) - f(x0)| <esiempre que n > N,

0

(fn) es una sucesién de Cauchy, luego tomando € > 0

nil

y escogiendo N > 0 tal que n,m > N entonces
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|| fn - fm||oo < g

Para Xy € X existe una vecindad U de X, tal que
|fN(x0) - fN(n)| < e para x € U (U existe porgue

fy@ X » € es una funcidn continua) .

Tomemos N3 = max {N1 . N2}

[F{x) = FOO| = [Fx)) - fix ) + fx)) - f(x) + i (x) - Fx)]
<) = Fylxg) ]+ o) = Fy (0] + [Fy(x) - £(x)]
<egtete=3

AsT, |f(xo) - f{(x)| < 3e, para todo x e U.

Luego f es continua y por tanto f ¢ C(x).

Probemos ahora que Lim [|f- fn|l =0
n-o

Para n > N , x € X tenemos

| fn(x) - f(x)| = |fn(x)

Lim fm{x)| = Lim |fn(x) - fm(x)]|
| {gatd [ Ixasd

Lim [ (fn - fm)(x)| < Lim Sup [(fn - fm)(x)|
N0 m>oe xeX

| A

Lim |[fn - fm|l < Lime = ¢
Mo Moo

Luego |[fn(x) - f(x)| < € ; entonces
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| (fn - f)(x)| < & => Sup |(fn - f)(x)] < €
xe X

=> |[fn - fl]_ <e = || f- fn]|l_ <€

de donde Lim [[f - fnll_= 0

n-—>oo

Por tanto C(X) es un espacio de Banach.

PROPOSICION.

Si X es un espacio Compacto de Hausdorff, entonces

C(X) es una dlgebra de Banach.

En esta proposicién sélo probaremos

i) [I1]l, =1 , 1 e C(X)

ity I fall, < Ifll, llall, - f.g & C(X)

ya que en proposicién 2.7 probamos que C(X) es una
d1gebra y en proposicién 2.10 que C(X) es un espa

cio de Banach.
PRUEBA.
Para 1)

Sea 1 : X > C

x wvw> 1(x) = 1
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1], = Sup {]1(x)|/x e X} = Sup[1l] = [1] =1
Luego [[1]]_=1

Para i1)

Se verific6 en proposicién 2.9 que

Ifall, < lifll, Holly » f . g e CX)

Por tanto C(X) es una &lgebra de Banach.



CAPITULO III

EL ESPACIO DE LAS FUNCIONALES LINEALES.

En el estudio de espacios lineales Ta nocidn de uné fun
cional lineal es extremadamente importante. La coleccidn de
funcionales lineales definidas sobre un espacio lineal dado,
es a su vez, un espacio lineal y esta dualidad es una podero

sa herramienta en el estudio de otros espacios.

Para dlgebras de Banach y en particular, para C(X) la
idea importante es la de una funcional lineal multiplicativa,

a las cuales se dedicard gran parte del presente Capitulo.

3.1 DEFINICION.

Sea E un espacio de Banach, una funcidn  de E a

es una funcional lineal acotada si:
a) IP(AI Xl + AZ X2) = A]. 'P(Xl) + AZ EU(XQ) ) para

X1 s Xo en E vy Al s AZ en (.

b) Existe N > 0 tal que [y¢(x)| < NIl x]|[, para todo

x en E.

56
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PROPOSICION.

Sea ¢y una funcional Tineal sobre un espacio de Banach

E; entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

a) ¢ es acotada.
b) ¢ es continua.

c) ¢ es continua en cero.
PRUEBA.
n a => b 1

Sea y e E, queremos mostrar que dado ¢ > 0, existe § >0
tal que |w(x) - ¢ly)| <& siempre que || x - y||<6.
lp(x) - w(y)| = Julx - y)]

Como i es acotada, existe N > 0 tal que

w(x) = wly)| = v {x-y)| < N||x-y|, Si tomamos &= %
entonces [¥(x) - wly)| = [w(x - y)| < N|x - Y”:iN(%), entonces

[y(x) - ¥(y)| < e y por tanto ¢ es continua.

Es obvia, ya que si y es continua en todo punto, en par

ticular es continua en cero.
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Como ¥ es continua en cero, entonces dado € > 0, existe

§ > 0 tal que |w(x) - y(o)| < e siempre que [[x -0 <3¢

Sea e= 1 entonces |p(x)| <1 siempre que [Ix|| < 6§, para

todo x en E.

Asi para y # 0 en E tenemos:

2
<2 Yyllya que | y Il <s

el Hﬂw yl

2{ly 1l

Si N =

O ro

, se tiene |u(y)| <N |lyl] y por tanto ¥ es a-

cotada.

DEFINICION.

Sea E* el conjunto de funcionales lineales acotadas so-

bre el espacio de Banach E. Para ¥ en E* sea

foll = Sup {-'w(xh , X #0 } ) Entonces E* se dice
X

que es el espacio conjugado o espacio dual de E.

PROPOSICION.

E1 espacio conjugade E* es un espacio de Banach, con

Ta norma definida en 3.3,
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PRUEBA.

Que E* es un espacio Vectorial resulta obvio, por lo
que nos dedicaremos a mostrar que E* es un espacio

normado y completo.

i) {lw |l >0 1Te cual se cumple, porque

W wll = sup {—hﬁgiﬁi— / x #0 } >0 vya que l%%l%#—z_O, x #0
X X

ii) Jlw ||=0 <=>y =0
]l = Sup {—‘M/X#O}=O<=>-JM=O,X#O
| x| IEYl
<> |p(x)] =0, x#0
<> P(x) =0
<> 9P =0, ya que ¢ E*
i11) [ awll = (Al ffell, req
I x| = Sup {—“—"»”(Txi)L /x # 0} - Sup {Jih”’—hx)i /x;eo}
S X

Sup { |A|_M1U—/x;eo} = [*lsup{ LB iy o}
Il x| | %]

ALl
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Sup

| (v, + 0, (x) [, (x) + 9, (x) ]|
i) ey wyll = S4p A 08— .

0
x| XF x|

Sup |'1’1(X)‘ Sup |‘1"2(X)l B

Sup L sup TVRRTT

kT T 1 ’
Por tanto ||w1 +W2||i Ilell t ||W2|

Luego E* es un espacio normado.

Finalmente mostramos que E* es completo.

Supongamos que (Y )

e na cesion de Cauchy en
nln s s u su 0 y

E*¥ , sea x en E; probemos que (¢ (x)) es de Cau-

chy en €, es decir, dado & > 0, existe N > 0 tal que

iwn(x) ~ Wm(x)l < e, n,m>N

[, () = w3 = [y = w0l < o, = wgll (xl (1)
Como (tpn)nil es de Cauchy en E*, entonces dado

€4 :_TF?TF— , existe N; >0 tal que ||\pn - wm||< €1
n,m > N
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Volviendn a (1)

|¢n(x) - Wm(x)| j_||Wn - WmH x|l =& | x|l = ||E|| x| = e
X

iﬂh(x) -Um#x)| <g , n,n> N,

Asi la sucesidn de nlmeros complejos (ybn(x))n>1 es de

Cauchy, para cada x en E.

Como € es un espacio completo, podemos definir

v E > C

Lim 4 Y d ion de Caucn

x avs p(x) = yn(x) (Ya que toda sucesid auchy
n--co

en un espacio completo es con-

vergente).

A continuacidn mostramos que  estd en E* , para lo

cual probamos que ¢y es lineal y acotada.

i) Probemos que ¢ es lineal. Sea x,y en E, o en .

P (x+y) = Lim wn(x+y) Lim (wn(x)-rwn(y) ya que y_es lTineal.

n-eo n-eo

= Lim ¥, (x) + Lim v, (y) +9(x) + w(y)

n-—oee n—»co

- plox) = Limdh (ax) Lﬂnaqh(x) ya que 1 es Tineal
n-ee n-co

o Lim wn(x) = ap(x).
n—o
Por tanto Y es lineal.
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Mostremns que ) es acotada.

Como (U )

n-n>

tonces dado

v, -v Il <

Para x en

1

E

1

es una sucesion de Cauchy en E*,

e=1 y escagiendo

, n,m >N,

tenemos:

N
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en

> 0 tal que

-y

N)(x)

x ||

[p O [ = T () =y, () #py (X)) < W{x) - + oy (x) |
< hlz Pp(x) =y ()| + !wN(x) ,ELT, v (x) = (x)
+ vy ()]
<SG ) [« Sl suel o,
gl 1]
R [N I Y[ N I R P
« ol Nl

UYE. 1B AR BE LA BAAVARDE

BIELIOTECA CENTRAL 1

e




63

RIC S N I | I L (A (R | I @ S | LY | DI S R | Y

donde P =1+ |lyyll Luego [p(x)] < Pl
AsT ¢ es acotado y por tanto P estd en E*.

S61o queda por probar que Lim ||y - wn||= 0
n—>co

Como (wn)n>1 es una sucesién de Cauchy, dado % > 0, exis

a - €
te Ny >0 tal que [y -y |l <=, n,m>N.

Ademds, como yY(x)

Lim ¥ (x) entonces para %—||x||> 0
mae

existe N, > 0 tal que [¥(x) - ¥ (x)] < %-||x|| siempre

Para x en E y m,n > N, con N = max [Nl,NZ} , tenemos:

(x)]

m

[ =9 YO =wx) = (x) =9 () + (] < wlx) -y

- ¢ ) (x)|

m n

+ | (w

< w0 = o 601+ e - e Il 1l

<SlxI+5 Nxll =e fx

Asi, |(p - wn)(x)l < e || x|l de donde
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NUBERINACON _sup (V- ) (0]

< = ep ce=llu-v ll<e,
Ixll x|

para todo n > N.

Luego la sucesidon (¢ )

1Jnhs1 converge a Yy por tanto £*

es completo, con To que se concluye que E* es un espa

cio de Banach.

Como dijimos, para &lgebras de Banach, la idea importante
es la de una funcional lineal multiplicativa, lo que a

continuacion formalizamos.
DEFINICION.

Sea B una adlgebra de Banach. Una funcional lineal

compleja ¢ sobre E se dice que es multiplicativa si:

a) ¢ (xy) =¢(x) ¢(y) para x,y en B.

En 1o que sigue de esta unidad, M denctard al conjun-
to de funcionales Tineales multiplicativas sobre B vy
MC(X) al conjunto de funcionales lineales complejas mul

tiplicativas sobre C(X), asf como también X denotard

a un espacio Compacto de Hausdorff,
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Antes de probar otros resultados importantes, recorda-

remos dos conceptos utilizados mas adelante.

DEFINICION.

Una funcidn ¥ de un espacio métrico F a un espacio

métrico F' se dice que es un homeomorfismo si:
a) ¢ es una biyeccidn.

-1 .
b) ¢, son continuas.

DEFINICION.

Sea F un espacio métrico, V ¢ F es un vecindario de
un punto a de F si existe un conjunto abierto "0"

tal que a estd en 0 y 0 c V.

LEMA.

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, a e X,
fe C(X), si f(a) # 0; entonces existe un vecindario

V de a tal que f(x) # 0, para todo x en V.

PRUEBA.

Como f e C(X), f es continua, en particular f es con

tinua en a € X, es decir, para todo abierto

0 =B (f(a), e) en el codominio de f, existe un abier
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AsT tenemos:

F710) = (x e X|F(x) € 0} = {x ¢ X/|F(x) - fla)]| < el.

Necesitamos ver que dado

para cada X

Para ¢

en V.

Supongamos que f(x

|f(x) - f(a)]

Lo cual es una contradiccidn; por tanto f(x) # O

para todo X

DEFINICION.

= |_f

en V.

) = 0 3>

(a)| =

Sea f una funcidon de X

funcidn de X

x en X, donde

LEMA.

Sea (fn)n>1

a [
f{x)

tal que

es el

e > 0 adecuado f(x) # 0,

= f_l(O), entonces:
_ f(a)l < _|f(a)

para un x en V

66

1-1] |£(a)] = |f(a)] < -LEL2)

al; definimos f como 1

a
f(x) = f(x), para todo
complejo conjugado de f(x).
una sucesidn de funciones de X a C,
tal

{Ul,UZ,...,UN} un cubrimiento abierto finito de X
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N
que para cada n <N fn #0 en Un; si g = 2 fn fn,
entonces g # 0.

PRUEBA.

Probaremos que g(x) # 0, para todo x en X.

N
Como g = ) fn fn entonces
n=1
N N N
g(x) =Y Fn fn = Y (fn fn)(x) = ) Fn(x) fn(x)
n=1 (x) n=1 n=1
N N 2
= Y fn(x) fn(x) = } [fn(x)]
n=1 n=1
Sea x e X, como {Ul,UZ,...,UN] cubre a X, entonces
N
X = U Un’ esto implica que x e Un para algin n < N,
n=1

entonces fn # 0 en el vecindario Un, asf

N
fn(x) # 0= |fn(x)| >0 = |fxn(x)|2 >0 = ) |fn(x)|2 > 0
n=1

Y por tanto g(x) # 0 para todo x en X.

La prueba del siguiente teorema no la incluimos; pero es
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te resultado es utilizado en 1a siguiente proposicion.

(La demostracién puede hallarse en cualquier TopologfTa).

TEOREMA 3.11

Sean (E,d) y (F,d') -espacios métricos cualesquiera

y A un subconjunto de E.

Si f : Ac E ~» f(A) ¢ F es una biyeccidén continua en
el conjunto compacto A, entonces f'l es continua en

f(Aa).

Como caso particular de este teorema, tenemos:
"Sq f : E~>F es biyectiva, continua en E .y E es

compacto, entonces f es un homeomorfismo".
PROPOSICION.

Para todo x en X, sea ¢x una funcidon compleja sobre

C(X), tal que para f en C(X), ¢X(f) = f(x) y sea ¢

Ta funcién de X a MC(X) tal que w(x) = ¢, 5 enton-

ces ¢ define un homeomorfismo.
PRUEBA.

Probaremos que i) ¢ es biyectiva; 1i) v, w_l son con

tinuas.



69

Para i) 3 Sea h e } h : C(X) > T y sea

K = Kerh = {f g C(X)/h(f) = 0}

Supongamos por contradiccién que para todo x en X, exis
te f en K tal que fx(x) # 0; como f es continua, e-
Xxiste un vecindario Ux de x sobre el cual fx # 0, por

lema 3.8.

Como x es compacte y {U_} es un cubrimiento abier

X7 XeX
N
to de X, existen UX , U ,...,Ux con X = U UX
1 "2 N n=1 "n
N_
Sea g = ) f_ f_ , asfi
n=1 *n *pn
) ) G
h(q) = h ff = h (F, f ) = h(f ) h(f ) =0
n=1 *n *n n=1 *n *n n=1 11 *n
ya que fx estd en K, por lo que g esta en K.
“n

Pero por Lema 3.10 ¢ # 0O sobre X, asi es inversible en

c(x).

Esto implica que h(1l) = h (g ) = 0 ya que

g estd en K, 1o cual es una contradiccidn ya que h(1)=1.

Asi, existe X, en X tal que f(x_.) = 0 para cada f

en K.
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Si f e C(X) entonces f-h(f).l pertenece a K, ya que

Luego f - h(f).1 estda en K.

ya que f - h(f).1 e K y todo elemento de K aplicado

a x_ € X es cero.

Pero f(x_.) = ¢_ (f) , Por como se ha definido Ta fun-

cidon compleia ¢, sobre C(X).

Entonces ¢

0
o, (f) = h(f) , para todo f e C(X).
0
Asf{ ¢X = h y por tanto
0

Y es sobreyectiva.

Probemos ahora que y es inyectiva.

Sea l!) . X+MC(X)
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Como X es un espacio compacto de Hausdorff, X es nor

mal, ya que todo espacio compacto de Hausdorff es nor-

mal .

Ademds, en 1os espacios separados los conjuntos unita-

rios son cerrados.

Asi, tomando x # y puntos distintos de X, tenemos

lTos conjuntos cerrados {x} , {y}

Por todo 1o anterior podemos aplicar el lema de Urysohn,

el cual dice:
LEMA DE URYSOHN.

Un espacio Topoldgico X es normal si y sdlo si para
cada dos subconjuntos disjuntos cerrados F1 y F2 de X
y el intervalo cerrado [a,b] de nimeros reales, existe

una funcidn continua

f : X > [a,b] tal que f(F;) = {a} y f(F,) = {b}
Asi utilizando dicho Tlema, existe f e C(X)

f @ X~>0C con f({x}) = {1} , f({y}) = {0}

y f(x) =1, f(y) = 0 tal que f(x) # f(y)

{¢: C(X) > €/ ¢ funcional Tineal multiplicatival

[ep]
—
>
N
]
~
-+

X > C/f es continual
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Sea x,y g X

f{x) # fly) = ‘.U(X)(f) #U)(y)(f) => lL’(X) #U)(y)
Luego ¥ es inyectiva.
Ahora mostremos que Y es continua.

Sea (x.)

n una sucesidén en X que converge a x, enton

nil

ces Lim y(x_)(f) = w(

n (f) para todo f e C(X).
n-

x)

Asi la sucesion (¢ converge en la W*- topolo-
(

xn))nil

gia a w(x)’ por tanto ¢ es continua.

-1 . .
Para mostrar que es continua, hacemos uso del Teo-
rema 3.11 como ¢ es una biyeccidon continua en un espa-

cio compacto X entonces w'l es continua.
Por tanto ¢ es un homeomcrfismo.

LEMA.

Sea B8 wuna algebra de Banach; M el conjunto de funcio-

nales lineales multiplicativas de B a €, ¢ en M y sea
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K = Ker ¢, si x estd en K, entonces x no es inver-

sible.

PRUEBA.

La demostracion equivale a que prcbemos que si x es

inversible entonces x no estd en K.

Como x es inversible, entonces existe s en B tal

que xS = sx = 1

XS

Il
—
il
v
RS2
—
>
[¥2]
~
H
=
—
—
~
Il
Y
=
—
<
~
=
—
[¥2]
~
1
—
<
[o}]
o]
[y
1)
=
@]
=

LEVMA.

Sea B una dlgebra de Banach, ¢ ¢ M y K

Ker ¢; enton

ces

1) Sup A _ Sup 1
xe K A x heK T+h
A#0

2)  Sup

1
= 1
heK || 1+h

A + x representarda al elemento A.1 + x de B.
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PRUEBA 1)

Sea P = Sup {_ ll

1
| x #0, x¢ K} y T=Sup { |he K},
o || | 1+h]

Probemos P =T

Sea h € K entonces -Jll——-e {_le___| NFAEO,xe K} , Luego
l1+nll  Vja+n]|

{.__l___.|y1€ K} C~{-—l£L——| AEO, xeK

,10 que implica
Toen] | 1o

1 A .
sw { i | 0 e K s { i 1270 e s deci

T <P

Supongamos que T < P, entonces

2]
T < ——l&L—— = ———_Ai___ = 1 , luego
|| A+ x|] I A+ x| |1+ TET I
RY '

1 X

. 0 h =
TR e <o K

Lo cual es una contradiccidén, ya que
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1
T = Sup {_ﬂT:ETr | h e K} , Yy por tanto P = T.

PRUEBA 2)
h e K=>h no es inversible, por lema 3.13

=> |[1 + h|] > 1, por proposicién 1.16.

1 => Sup { TTT{%TH— | h e K} <1,

1<

=>
1 + h |

Como cero estd en K, entonces 1 ='TT;laTr >
+
1
Luego Sup{m | hoe K} - 1.
PROPOSICION.

Si B es una dlgebra de Banach y ¢ estda en M, entonces

e |I= 1.
PRUEBA.
Sea K = Ker¢, como ¢(x - $(x).1) = 0, resulta que cada

elemento en B puede ser escrito de 1a forma X + x,
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para algin X en € y x en K, es decir, para y en B,

hacemos

y =y = o(y).l + ¢(y).1 =>y =y - o(y).l + ¢(y)

Si x =y - ¢(y).1 y X = o¢(y), se tiene que
Yy = X + X
Luego || ¢ ||=Sup Lol para ¢ en M
y#0 ||y |l
(A+x) |
ll¢ |l = Sup do (x| , ya que y = A + X
xek 1A+ x]]
A#0
- sup LeA 0] gy JeOn D)0 e g,
xeK | A +x]] xe K [ A+x ||
A#£D A#EO ¢ es lineal.
Apll
= SUD--L—E-(-—)—l = Su _Jél__ , va que ¢(1) =1
xeK || x| xeK || xx|
A£O A0
Luego Sup 2 S or parte 1) de 1 3.14
T = Sup T — T e lema 3.
xek |1 A+x]] hEE INETRI por b
A£Q
Pero S M =
th T1+hll 1 por parte 2) de lema 3.14

Con 1o que || ¢ |

1]
—
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DEFINICION.

Para una dlgebra de Banach B, se define (B*), como Ta

bola unitaria del dual de una dlgebra de Banach, es de

cir, (B*); = {¢ e B*/[[¢]] <1}
PROPOSICION.

Si B es una dlgebra de Banachj; entonces M es un sub

conjunto w* -compacto de (B*)l.
PRUEBA.

Sea (¢n)n>l

una sucesion de funcionales lineales multi
plicativas en M que convergen en la w*-topologfa so-

bre (B*)1 a un ¢ en (B*)l.

Por el Teorema de Alaoglu la bola unitaria (E*)1 del

dual de un espacio de Banach es un conjunto compacto;

por tanto (B*)1 es un conjunto compacto.

Para mostrar que M es un subconjunto w*-compacto de
(B*)l, utilizamos el hecho de que "todo subconjunto ce
rrado de un conjunto compacto es compacto en dicho con

junto". Para ello basta probar:
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a) Mc (B*)1

b) M es cerrado.
PRUEBA para a)
Sea ¢ ¢ M probaremos que || ¢ || <1

Por proposicion 3.15 tenemos que "si B es una alge-

bra de Banach y ¢ estd en M, entonces || ¢ || = 1"

AsT || ¢ || < 1, Luego ¢ € (B*)1

y por tanto M c (B*)1

PRUEBA para b)

Para probar que M es cerrado basta probar que el 17-
mite de una sucesidn de elementos de M estd en M.

Supongamos que ¢(x) = Lim ¢n(x)

n->oa

Como (B*)1 es un conjunto compacto €1 es cerrado, Tue

go todo 1imite de sucesiones tomadas en (B*)1 estd en

(B*) 13 (o)

nlps1 €S una sucesién de funcionales lineales

multiplicativas en M que convergen en la w*-topologfa

sobre (B*)1 a un ¢ en (B*)l, es decir, ¢ € (B*)l.
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Queremos probar que ¢ & M;

i) te(1) =1

1) "e(xy) = ¢(x) ¢(y)"

¢(xy) = Lim ¢ (xy) = Lim [ ¢ (x) ¢

n—><o n—o

)1, ya que ¢ e M

Lim ¢n(x) Lim ¢ (y) , por dlgebra de 1imites

n
n-»co n-»eo

d{x) ¢(y)
Luego ¢p(xy) = ¢(x) o(y)

Hemos probado que el 1imjte de una sucesidn de elementos

de M estda en M.
Por tanto M es cerrado.

de a) y b) concluimos que M es un subconjunto

w*-compacto de (B*)l.



CAPITULO 1V

ESPECTRO Y RADIO ESPECTRAL.

DEFINICION,

Para B wuna &lgebra de Banach, x un elementode B, de

finimos el espectro de x en B, <como el conjunto

Sp(x) = {Xx e €/x = X no es inversible en B}.

x - X representard al elemento x - X.1, el cual perte

nece a B,

De Ta definicidn anterior obtenemos otro conjunto, el

cual 1o denotamos por p(x) y le 1lamaremos el comple

mento del espectro, es decir,
p(x) = € - Sp(x) = {Xx e €/x - A es inversible en B}.
DEFINICION,

Para B una &lgebra de Banach, x un elemento de B,

definimos el radio espectral de x en B, denotado por

v(x), como:
v{(x) = Sup {|r|/x & Sp(x)}.

Los siguientes dos lemas son necesarios en el estableci-

miento de proposiciones posteriores,

80
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LEMA,

Sea B una 4lgebra de Banach; si x es un elemento de
B, la funcidén v : € > B definida por V¥(X) = x - A,

para todo A en T, es una funcidon continua.
PRUEBA.

Sea o e C

Probemos que para e > 0, existe & > 0 tal que
N -al <8 = || y (AN -v(a) ]|l < ¢

lo@) - vl = llx -2 -x +all =fa-Al =|Ix-a

Pero || A - aff Al - ol =] (A=) 1] =|x=-a] [|[1]

tl

| A - a|J.= |A - u|
Tomando § = ¢

resulta que Y es continua.

LEMA,

Sea B una algebra de Banach, x ¢ B; si 1 -

> <

es

inversible entonces x - A es inversible, para A e [,

A £ 0.
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PRUEBA.

1 - ; es inversible entonces existe y € B, y # 0 tal

que

y (1-5)=0-3y=1;

y(1-5) =1 = y® =180 s 1= - L (k-2 =1
=>m(x -A)=1,m-= - %

=>x - A es inversible a la izquierda.

Similarmente se prueba que (x - A) es inversible ala

derecha.

Por tanto, x - A es inversible.

Antes de Ta siguientes proposicién recordemos que un

conjunto es compacto si es cerrado y acotado.

4.5 PROPOSICION.

Si B es una dlgebra de Banach y x estd en B, enton-

ces Sp(x) es un conjunto compacto y Y(x) < [ x||

PRUEBA.

Sp(x) = {Ax e C/x =X no es inversible en B}.
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Sea ¢: € ~ B wuna funcibn definida por

Pp{x) = x - A; entonces pes continua por Lema 4,3,
Ademéas
0 16) = (A e T/W(2) € G} = {he C/x - A e G}

{x € C/x - X es inversible en B} = p(x)

G es un conjunto abierto en B; como Y es continua en
tonces la imagen inversa de un conjunto abierto es un

abierto, de donde
w—l(G) es un conjunto abierto.

Como hemos probado que w'l(G) = p(x), entonces p(x)
es un abierto. De aqui resulta que Sp(x) es un con-

junto cerrado, ya que es el complemento de p(x).
Probemos ahora que Sp(x) es un conjunto acotado.

Supongamos que Sp(x) no es acotado, entonces existe

A e Sp(x) tal que |A]| > || x]|], asf

)| =||£H = I Xl < 1 entonces

- -
) [l Al

X
A

1 - % es inversible por proposicidon 1,16
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Ademds, si 1 - es inversible entonces x-A es in-

> =

versible por Lema 4.4

Asi A e p(x), 1o cual es una contradiccidn ya que

X e Sp(x)
Por 1o tanto Sp(x) es acotado por || x|

Ahora, como Sp(x) es un conjunto cerrado y acotado

concluimos que Sp(x) es compacto.

Probemos ahora que v(x) < || x|
Como Sp(x) es acotado por || x|| entonces para
A e Sp(x) se tiene |A]| < |[ x|]| de donde

sup Al < lxll 5 Tuego v(x) < || x|
AeSp(x)

Otra de las propiedades importantes de Sp(x) es 1a
de ser distinto de vacio; para verificar este hecho de

finiremos los siguientes conceptos y probaremos algu-

nos resultados.

DEFINICION.

Sea R una regidn en el plano complejo y F(A) una

funcidén definida para todo A en R. La funcidén F (X)
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se dice que es analftica en R si:

F'(ho) = Lim F(X) - F(Xo)
ArAo A - AO

existe, para Ao arbitrario que pertenece a R.
DEFINICION,

La funcidédn F(X) se dice que es analitica al infinito

si cumple las siguientes condiciones:

a) F(X) estd definida en alguna vecindad {x € C/|A| >N}

del punto al infinito.

b) Lim F (
A0

) existe

>

c) La funcidén g(an), definida para |X| < % con las

condiciones

g(Ar) = F(%) para A# 0
g(0) = Lim F(%) es analitica en alguna vecindad
A+0

del punto A = 0

LEMA.

Sea B una &lgebra de Banach y sea F Ta funcidon de



86

p(x) a B, definida por F(A) = (x - >\.1)'1 entonces:

a) F es analitica

b) F es analitica al infinito, con 1 el elemento iden

tidad de B.
PRUEBA para a)

Probemos que F'(Xo) existe para Ao arbitrario.

F'(Ao) = Lim F(2a) - F(Xo)
>\_*>\0 A - A0

[(x - >\.1)-1 - (x - >\o.1)-1

\
X - Ao J

= Lim
A%Aol

= Lim J1.(x - A1) - (x - r0.1)7E

A+AO A - Ao

1

= Lim (x—Ao.l)'l(x—Ao.1)(x-A.1)-1—(x-xo.1)'1(x-l.1)(x-A.l)-q

A+Ao X - %o [

= Lim (x—>\o“1)'1 [(x—xo.l) - (x-x.1)] (x-->\.1)_1

Mg A= 2

= Lim | (x=x0.1)" (A 1-20.1) (x-2.1)7}

AFAO A - Ao
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F'(xo) = Lim [(x-xo.l)"1 (x-20).1 (x—x.l)'1

A*Ao ] A-Xo

- Lim (x - 20 L (x - A1)t
A+AO

= (x - Ao.l)_l.l.(x - >\o.1)_1

i} 1
(x - >\o.1)2

Esto implica que F'(Xo) existe para Ao € R y por tan

to F es analitica.
PRUEBA para b)

i) Supongamos que Ug(1l) es una vecindad de la iden
tidad, donde todo x en Uo(l) tiene inverso.

Sea W = % ; como f : €~ B tal que f(A) = (x - A.1)

es una funcibn continua de , existe una vecindad

1
U
{peC/|u| <e,e >0} tal que (x - Ax.1le Uo(l) y
por tanto (x - >\.1)'1 existe para |u| < e.

Ademis Lim (x - A.1)"1 = % ;
A0

esto significa que {(x - X.l)"l} existe en la ve-
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7i1)

cindad {x & C/|A| > % e > 0} del punto al

3

Ahora probemos Lim F(%) existe

A+0
fdy = (x - L1yl (xy - 171 .

AT T A xA - 1
Lim F($) = Lim e = 0

A0 A0

Por cuanto Lim F(%) existe
A0

Veamos que g(A) definida para |A] < %

3

con las condiciones:

g(A) = F(3) para a7 0
g(0) = Lim F(5)
A-+0

88

infinito.

es analitica en alguna vecindad del punto A= 0

) - g(ro)
00 - 3o ; probemos que

g'(Ao) existe.

BIBLIOTECA CENTRAL \

SvARNIQAE 2K EL BALVAEREE !‘

1

-




- -1
xA-1 xAo-1
g0)-g(20) (x-g1)7" - (x5 17 { ) ] [ Yo ]

A=A0O A - AO A - AO
A _ Ao A{xAo-1)-ro(xA-1)
. xA-1 " xdo-1 _  (xA-1)(xAo-1)
A = AO A - AO

A xro-1) - 2o(xAr-1)
(A-20) (xA-1){xAo-1)

_ A0.1 - ALl _ (ho-X).1
T (3 x0) (xA-1) (xxo-1) ~ (A=x0) (xA-1) (xro-1)

1
(xA-1) (x)o-1)

Luego

g'(Xo) = Lim 1 1

A0 (xA-1)(xAo-1) = (xAro-1)Z2

Por tanto g¢'(Xo) existe, para A # 0 y asfi

—

g(r) = F(X) para A # 0 es analitica.

Ahora sea

g(0) = Lim F()
x>0

Pero ya sabemos que Lim F{
A0

) = 0 entonces g(0)

> =

it

89
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xA-1) "} A
= Lim A _ Lim _xA-1 _ Lim A
A>0 ) A0 A ~ a0 A(xa-1
= Lim 1 1 1
A>0 xA-1 1

Por cuanto g'(0) existe y asi g(A) con las condicio

nes dadas es analitica.
Luegqo F es analitica al infinito.
TEOREMA DE LIOUVILLE.

Si F(A) es una funcidn analitica en el plano entero

complejo, que incluye el punto al infinito, entonces

F(A) es una constante.

Haremos uso de este Teorema, aunque no 10 probamos; no
obstante su demostraccidn se puede encontrar en cualquier

libro de variable compleja,

TEOREMA.

Si B es una &lgebra de Banach y x en B entonces Sp(x)

es distinto de vacio.
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PRUEBA.

Sea la funcidn F : p(x) —> B

A s F(A) = (x -a.1)71

la cual por lema 4.8 es analitica al infinito.

Supongamos ademds que Sp(x) = ¢ ; entonces todos Tlos
puntos en el plano serian puntos inversibles, es decir

que F(Ax) = (x - >\.1)'1 es analitica en el plano ente

ro.

Luego por teorema de Liouville F(X) es una constan-

te, F(A) = ¢
Observemos que 1 = (x - A.1l)c (1)
Tomando A= 0 se obtiene que 1 = xc (2)

Sustituyendo (2) en (1) tenemos

x¢c = (x - A.1)c => xc (x - A)c

~ AC =>AC

I
v
bed
]

]
bed
O

0 para todo A, A € C

si A =1 entonces ¢ = 0.

De aquf que 1 = x(0); entonces 1 = 0, 1o cual es una

contradiccidn,
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Por tanto Sp(x) # ¢

DEFINICION.

Sea B una algebra; se dice que B es una algebra
divisidn si cada x que pertenece a B, con x distin-

to de cero, es jnversible.
DEFINICION.

Sean ELE' dos espacios normados; una funcidn f de
E a E' es un isomorfismo isométrico si cumple las
siguientes condiciones:

a) f es lineal

b) f es biyectiva

c) f preserva la norma, es decir

Ao = 1l x e E.
LEMA.

Sean A y B dlgebras divisién, f : A - B un isomor-

fismo isométrico; entonces
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PRUEBA a)

f:A——>8

X > f(x)

Supongamos que f(1) = 0

f(x) = f(x.1) = f(x)f(1) = f(x).0 = 0 => f(x) = 0O,

para todo x en A.

Lo cual no puede ser, por ser f un isomorfismo isomé-

trico.

Por 1o que f(1) # 0.
PRUEBA b)

f(1) = 1.F(1) = f(1.,1) = f(1)f(1)

Como f(1) # 0 entonces f(1) =1
LEMA.

Sea B una dlgebra de Banach, la cual es una algebra
divisién y sea f un Isomorfismo Isométrico de B so-

bre €; entonces f(x) pertenece al espectro de Xx.
PRUEBA,

Queremos probar que f(x) e Sp(x) es decir, que
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x - f(x).1 no es inversible en B, o 1o que es lo mismo

x - f(x).1 = 0, ya que B es una dlgebra divisidn,

Pero, una condicidon suficiente para que esto suceda es

que x - f(x).1 € Ker f ya que f es inyectiva.

f(x - f(x).1)

1l
-5
—
=<
~—

1

f(f(x).1), ya que f es Isomorf.

= f(x) - f(x).f(1) por Lema 4.13

= f(x) - f(x).1 , por ser f un Isomorf,.
= f(x) - f(x)
= 0

Luego, x - f(x).1 & Ker f

de donde x - f(x).1 =0
=> x - f(x).1 no es inversible en B
=> f(x) e Sp(x)

TEOREMA DE GELFAND-MAZUR.

Si B es una dlgebra de Banach la cual es una adlgebra
divisidn; entonces hay un (nico Isomorfismo Isométrico

de B sobre (.
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PRUEBA.

Si x estd en B, entonces Sp(x) es diferente de va-

cio, por teorema anterior.

Si Ay estd en Sp(x), entonces x - A, no es inversible
en B, por definicién. Como B es una algebra divisidn

entonces x - AX = 0.

Ademds, para A # xx tenemos que

=> x - 1. A= XA_ -~ 1.Xx el cual es inversible
ya que para XX # A se tiene que A, - A # 0y asi

X - 1.2 # 0. Luego es inversible,.

Asi el Sp(x) consiste de exactamente un nimero com-

plejo Ax para cada X en B.

La funcién f : B > € definida por f(x) = A, €s un

Isomorfismo Isométrico de B sobre (.
Probemos primero que:

i) flx +y) = f(x) + f(y)

i) f(kx)

kf(x)

iii)  fxy) f(x)f(y)
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f(x+ty) = f(x) + f(y)

Sea o € Sp(x) es decir f(x) = a

§ € Sp(y) es decir f(y) = 6

Probemos que o + & & Sp(x+ty)

Esto es
ae Sp(x)

entonces a + & & Sp(x+y)
e Sp(y)

a € Sp(x) =>%x=-a no es inversible en B, por defini
cidn

(1) = x-0=0, ya que B es una dlgebra divisidn.

§ ¢ Sp(y) =>y - 8§ no es inversible en B, por defini
cion

(2) =>y - & = 0, ya que B es una dlgebra di

visibn.

Sumando (1) . (2) tenemos

(x =a) + (y -8) =0=>x-a+y-6=20

=> (x + y) - (o t §) =0
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=> (x+y) - ¥
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no es inversible en B, ya que B es

una algebra division

=> Y € Sp(x+y), por definicién

=> g + & € Sp(x+y)

Asi, f(x+y)

a + 6

f(x) + f(y)

Por tanto f(x+y) = f(x) + f(y)

f(kx) = kf(x)

Sea k en €

a en Sp(x) es decir f(x) = a

Probemos que

Esto es

koo € Sp(kx)

a € Sp(x) => k a ¢ Sp(kx)

x
i

@ no es inversible en B, por defi

nicion
x - a =0, ya que B es una dlgebra di

vision
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=> k(x-a) =0

=> kx - ka =0

=> kx -y=0 , vy = ka

=> kx -Y no es inversible en B, ya que B
es una algebra divisidn

=> Y € Sp(kx), por definicidbn

=> ka € Sp(kx)

Asi, f(kx)

ko

1
=~
-
—
>
~—

Por tanto f(kx) = k f(x)

iii) f(xy) = f(x) f(y)

Sea a € Sp(x) es decir f(x)

I
R

]
(oc]

§ € Sp(y) es decir f(y)

Probemos que a & € Sp(xy)
Esto es:

a € Sp(x)

entonces a § € Sp(xy)
§ e Sp(y)
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a e Sp(x) => x

& no es inversible en B, por de
finicién
=> x -a= 0, ya que B es una dlgebra

divisidn

§ € Sp(y) =>y - & no es inversible en B, por de
finicion
=>y -6 =0, ya que B es una dlgebra

division

Multiplicando (1) ~ (2) tenemos:

Xy (0.1)(8.1) => xy - (a.1)(8.1) =0

=> xy - a{68.1) = 0 => xy - {(a8).1 =0

=>xy - Y.1 =0, Y = af

=> Xy - Y no es inversible en B, ya que B es una
dlgebra divisidn

=> v ¢ Sp(xy), por definicidn

=> 0 6 € Sp(xy)
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AsT, fxy) = ab
= f(x) f(y)

Por tanto flxy) = f(x) f(y)

Ahora probemos que f es inyectiva, sobreyectiva

e Isométrico.

f es inyectiva.

Sea f : B

> C

x vuu> f(x) = A
Probemos que f(x) = f(y) => x =y

Sea o € Sp{x) wes decir f(x) = o
§ € Sp(y) es decir f(y) =6

a e Sp(x) => «x

ano es inversible en B, por defi-

nicidn

=> X - a.1 =0 =>x = a.l (1)
§ e Sp{y) =>y - 8§ no es inversible en B, por defi-
nicidn
=>y - § = 0, por ser B una algebra divisidn

=>y - §.1 =0=>y = §.1 (2)
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Luego f es Inyectiva.
ii) f es Sobreyectiva.

Probaremos que para cada A en €, existe x en B

tal que f(x) = A

Sea x = A.1l; entonces x - A.1 =0 ,

Asi, x - A.1 no es inversible en B,

Lo que implica que X € Sp(x) de donde f(x) = A

Luego, existe x en B tal que f(x) = A, para cada

re O,

Por tanto f es Sobreyectiva.

iii) Probemos que f es Isométrico esto es
|f(x)| = |Ix]|| , para cada x en B. (Preserva la

norma).

Sea f(x) € Sp(x) entonces

x - f(x).1 no es inversible en B.
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—> x-f(x),1 = 0, ya que B es una dlgebra divisidn

=> || x[] = [[ f(x).1]]
= | f(x)| [l 1ll, por prop. de norma
= lr(x)
= | f(x)]
Luego I x| = |[f(x)]

Por tanto f es un Isomorfismo Isométrico de B sobre C.

Ahora, supongamos que f' es otro Isomorfismo Iso-
métrico; entonces f'(x) € Sp(x), por lema 4.14;

pero, sabemos que Sp(x) consiste de exactamente

un nimero complejo Ay

de donde f'(x) = f(x)

Por tanto f es el {nico Isomorfismo Isométrico de B so-

sobre €,

A continuacibn recordaremos otros conceptos, que nos
seran de mucha utilidad en Ta prueba de resultados pos

teriores.
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DEFINICION,

Sea A una algebra, I ¢ A un Subespacio Vectorial de
A se dice que I es un ideal de A, si para todo x que

pertenece a A y z que pertenece a I,
se cumple que xz , zx pertenecen a I.
DEFINICION.

Sea A una algebra, I ¢ A un ideal de A se dice que

I es un ideal maximal de A si:

a) I #A
b) Si existe un ideal J de A tal que I c J c A en

tonces J =1 6 J = A.
DEFINICION.

Sea A una dlgebra, I ¢ A un ideal de A, se dice que

[ es un ideal propio de A si I # A.
OBSERVACION.

En el caso que A sea una algebra unitaria, para mos-

trar que I es un ideal propio de A, bastard mostrar

que 1 no pertenece a I.
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LEMA,

Sea

B una 8lgebra de Banach conmutativa, ¢ una fun-

cional lineal multiplicativa sobre B; entonces Ker¢

es un ideal propio y Maximal.

PRUEBA.

Se probard que:

a)

b)

c)

a)

Ker¢ es un ideal

Ker¢ es propio

Ker¢ es maximal.

Ker¢ es un ideal.

Kerd = {x e B/d(x) = 0}.

Kerd # ¢
ya que ¢(0) = 0 con O e B,

"X,y € Ker¢ => x+y € Kerop"

x € Kerd => ¢(x)

1
o

1
o

y € Kerd => ¢(y)

=> ¢(x)+d(y) = 0 => ¢p(x+y) =0 => x+y ¢ Ker¢.
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"x € Kerp, o € T => ax & Kerg¢"

xeKerg => ¢(x)=0 => ad(x)=0 => ¢(ax) = 0=> ox € Ker¢.
"x € Kerd, y € B => xy , yx ¢ Kerg"

xeKere => ¢(x)=0 => ¢(x)p(y)=0¢(y) = ¢(xy)=0=>xy & Kers.
xeKerd => ¢(x)=0 => ¢(y)9(x)=¢(y).0 => ¢(yx)=0 => yx e Kers.
Por tanto Kerd es un ideal.

Probemos que Ker¢ es un ideal propio de B.

PRUEBA.

Supongamos que 1 € Kerd entonces ¢(1)= 0, lo
cual es una contradiccidén, ya que ¢ es una funcio-
nal Tineal multiplicativa y por tanto Ker¢ es un

ideal propio de B.

Probemos que Ker ¢ es un ideal maximal de B.
Por definicion tendremos que verificar que:
i) Kero # B.

ii) Si existe un ideal U de B tal que Ker¢ ¢ Uc B

entonces B = U o Ker¢g = U,
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1) Que Ker¢ # B se verifica porque Ker¢ es un

ideal propio.
ii) Sea U wun ideal de B tal que Ker¢ ¢ U c B

Supongamos que Ker¢ # U y probemos que B=U,

es decir probaremos que 1 € U.

Como Kerd # U y Kerd c U, entonces existe xel

tal que x 4 Ker¢. Ademds como U es un ideal

61%7x € U, por otro lTado 1 - Ef%T £ Ker¢ entonces

X

Luego 1 = [[1 - $T;TJ + 5T§71 ¢ U por ser U un

ideal entonces 1 ¢ U, es decir, U= B y por tanto

Kerp es un ideal maximal.
4.21 LEMA,

Sea B una algebra de Banach Conmutativa, si I es

un ideal maximal y propio, entonces I es cerrado.
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PRUEBA.
X € I => x no es inversible, ya que I es un ideal propio

=> || 1-x}| > 1 para todo x € I por proposi-

cidn 1.16
=> x ¢ B(1,1) para todo x & I

=> B(1,1) n I = ¢

Ademds como I es un ideal, entonces 1 es un ideal

y como 1 4 I, entonces T es un ideal propio de B.

También como I ¢ I ¢ B y como I es maximal entonces

I = T.
Por tanto I es cerrado.
.22 DEFINICION.

Sea una algebra de Banach, I un ideal maximal de

B
~%~ el espacio de Banach de las clases de equiva-

lencia { [x]/x e B}, donde [x] = {x+y/y e I} con la nor

ma definida asfT

I IxJIl = Inf || x+y|l = Infl| nl|
yel he [x]
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PROPOSICION.

Sea B una &4lgebra de Banach, I un ideal maximal de
B, si J% es un espacio de Banach con 1a norma defini-
da en 4,22 entonces J% es una algebra de Banach con di

cha norma.
PRUEBA.

Como J% con la norma definida es un espacio de Banach,

resulta que J% es un espacio vectorial,.

Por otro lado como I es un ideal y B wun anillo, por

ser algebra de Banach, entonces resulta que J% es un

anillo, de donde J% es una algebra.

Para que J% sea algebra de Banach sdlo quedan dos he-

chos por verificar:
1) [0l =1

2) DD DI < I Dai o

PRUEBA para 1)

Sea || [X]|I = Inf || x+y|l = Ing || h]|
y el he []
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Luego
I 011 = Inf [[ 14yl = Inf || 1~ (-y)I| = Inf || 1-y|]
yel yel yel
Verifiquemos que inf || 1-y|| =1
yel

inf {||1-y||/y € 1} = 1 entonces

i) 1 < || 1-y|] , vy e T (es decir, 1 es una cota infe_

rior),

Supongamos que 1 > || 1-y|| para algin y el enton-
ces y es inversible, por proposicion 1.16.

Asi, existe p # 0 tal que yp = py = 1

Como y e I entonces yp = py =1 e 1 Tuego I =B

y por tanto I no es ideal propio, lo cual es una
contradiccidn; de aqui 1 < || 1-y|| y asi 1l es una cota

inferior de {|| 1-y||/y e I}.

ii) Probemos que 1 es la mayor de las cotas inferio
res, es decir, para todo € >0, 1+¢e > ||1-y|]|, para

algin y en I,
Si y = 0 entonces 1 + ¢ > || 1-0|

= 1+e>|[1]] =>1+e>1 ,
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esto significa que ningln nimero mayor que 1 es

cota inferior para el conjunto {|| 1-y|| /y & I},
Otra forma de probar 1o anterior es:

ii) Supongamos que m es una cota inferior para el
conjunto {|| 1-y||] /y € I} entonces m < 1

m < || 1-y|]| , para todo y e I.

A
—

Si 'y = 0 entonces m < |[1|] =>m <
Luego de i) e ii) tenemos
g I =1
PRUEBA para 2)

NI =1l [xyl I = inf || xy=h]|

hel

Probemos que

inf lbo-h [l < Inf Il (xehy) (-h)ll
hel hl,hzeI

Sea P

{ll(x'hl)(Y‘h2)||/ hl,hz € I} N

—
I

{|| xy-h|| /h € 1}

Ahora (x-hl)(y-hz) = xy - xh, - yhy + h;h,
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Como I es un ideal

xh2 . yh1 . hlh2 e I entonces

xh2 - yh1 + h1h2 = z¢e I

M
—

=> (x - hl)(y - h2) = xy +z , 2
de donde P ¢ T

Luego inf T < inf P

AsT resulta que

inf || Xy - h || i inf H (x‘hl) (Y‘h2)||
hel hl,hzeI

Como in ] Gy ) (y=hy) | <11 Gy (o 1< [l [1 v+ by
entonces inf || x-hy)(y-hy)[| < inf ([| x-hy|l [ y-h, | )

Ahora probemos que

inf (1 xhyll 1iy=hyll < inf || xhyll inf | y=h]
Sea a = inf (||x—h1|| ||y—h2||) entonces

a < ||x-h1|| ||y-h2|| para todo hy,h, e I
fijando h

1
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: < Il y-hy|l para todo h, € I (2a. propie-
W_
dad de infimo)
2 < inf [ly-h,{| esto implica que
Ix - h1l| hZEI
7 < Hlx - hll
inf ||y-h2|| - 1
h2€I
7 a < inf ||x -~ hq|]
Asi , inf l|y_h2|| — h1€I 1
h2€I

de donde a < inf || x=hy || inf || y-n,]|

hIEI hZEI

Luego,

inf (]l x=hy]] ||y-h2||)ih1'r€n; [l x=hy 1l inf Ly -l

hphoel . el
AsTt,
T = 1Bl = inf | xy-hl]

< inf || (x—hl)(h—hz)H

hlh2€I

< inf || X-h || inf y_h
= e Il y=hy|

= DI 1Tl
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Por tanto || [X] YIIl < I IXJI 1V D1l

.24 LEMA,

Sea B una dlgebra de Banach Conmutativa, I un ideal
maximal de B, entonces el algebra Cociente J% es una

dlgebra divisidn.
PRUEBA.

Probaremos que para todo y # 0 que pertenezca a J%
existe y-l que pertenece a J% .

Sea y =b + I tal que b+ I # I entonces b ¢ I,

como I es un ideal maximal de B, entonces I # B vy
existe un ideal J = {r ¢ B/r = a + bx, a € I, x € B}
tal que I ¢ J ¢ B entonces J =B o J = 1; pero si

b =0+ b.1 entonces b e J, pero como b ¢ I enton-

ces J # I.
Luego J = B.
le JdJ=>1=5bx+a, acecl, xeB

=> 1 - bx g I =>1+1 = bx + I

=> 1+ I = (b+I) (x+I)

Por tanto y'l = (x+I) y asfT J% es una dlgebra divisidn.
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LEMA,

Sea B una dlgebra de Banach Conmutativa, I un ideal
maximal de B y sea { un isomorfismo isométrico de

B . . B
T @ C; si I denota el homomorfismo natural de B a T

entonces

a) ¢ = YN es una funcional lineal multiplicativa dis-

tinta de cero

b) Ker¢ = 1

PRUEBA a)
B
Sea Y : I > s MT:B—> B
I
Xxvuu> I (x) = x+1
X+ > p(x+1) = AX+I

Probaremos que:

i) elxy) = ¢(x)d(y) , x,y € B

ii) (1) =1
iii) ¢ # 0
PARA 1)
o(xy) = (m{xy) = p((xy)) = plxy+I) = pl(x+1) (y+1)]

Y(x+1) ¢(y+I) por ser P un isomorfismo isométrico

(poll) (x)  (Wwoll)(y) = ¢(x) ¢ (y)
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PARA 11)
o (1) = (wom(1) =y (m(1)) = ¢(1+4I) =1 por Lema 4.13
PARA  ii1)

Como existe 1 e B tal que ¢(1) = 1 entonces ¢ es
una funcional lineal wmultiplicativa distinta de cero

sobre B.

PRUEBA b)

Queremos mostrar que I = Kerd.

nen

x € I=x+I=] = P(x+I) = P(I) = P(n(x)) = 0
=>(Po ) (x) = 0 —> ¢(x) = 0= x € Ker¢

y por tanto I ¢ Kerd¢,

x € Kero=> &(x) = 0= (Yoll)(x) = 0 => P(Mi(x)) = 0 => Y(x+I) = O
Como ¥ es un isomorfismo isométrico, entonces

lw D] = |l x+I| = [ Of] => x+I=T= xe I

Por tanto Ker¢c I y asi I = Ker¢ .

A CENTRAL \
"R 1Y B2LVABER



4,

26

116

PROPOSICION.

Si B es una algebra de Banach conmutativa,entonces
el conjunto M de funcionales lineales multiplicati-
vas sobre B, estd en correspondencia biyectiva con el

conjunto de ideales maximales en B.

PRUEBA.

Sea ¢ una funcional Tineal multiplicativa sobre B 'y
sea K = Ker¢ = {x & B/d(x) = 0}, el cual por el lema

4,20 es un ideal propio y maximal.

Supongamos que I es un ideal maximal y propio de B,

entonces I es cerrado, por el Tema 4.21.

Por otro lado como el dlgebra cociente %% es una al-
gebra de Banach, la cual por ser I maximal y B con

mutativa es una algebra division, por lema 4.24,

Por tanto por Tema 4.15 existe un isomorfismo isométri

co Y J%—+ C tal que Y(x+I) = AX+I , ¥y si I
denota el homorfismo natural de B a ;% tal que
M(x) = x+I entonces por el lema 4.25 la Composicidn

¢ = Y es una funcional Tineal multiplicativa distin-

ta de cero.
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Finalmente, mostremos que la correspondencia

¢ <—> Ker¢ es biyectiva, es decir, sea

g : M > R = {Conjunto de ideales maximales en B}

¢ vwv> g(d) = Kerd.
i) Probemos que g es inyectiva.

Sean ¢1,¢2 en M tal que Ker¢1 = Ker¢2 probemos

0100)=05(x) = x=05(x)=(x-01(x)) = x-¢,(x).1-(x-,(x).1)
x—¢2(x).1 e Kerg, = Ker¢1==> x—¢2(x).1 € Ker¢1
x—¢1(x).1 € Ker¢1 = Kerg, => x—¢1(x).1 £ Ker¢2

=> X=¢,(x).1-(x-¢1(x)) e Kerg,

Aplicando ¢1 se tiene:

0101000 (x)) = o1 [x-¢,(x).1 - (x-¢;(x).1)]

P (07 (x). 1= (x).1) = 0 => ¢1(x)pq(1)-0,(x)9,(1) = 0
Como ¢, € M entonces ¢1(1) = 1 entonces
Op(x)=dy(x) = 0 => ¢1(x) = ¢p(x) —> ¢7 = ¢,

Por tanto g es inyectiva.
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Probemos que g es sobreyectiva.

Sea J e R, probemos que existe ¢ en M tal que

J = Kerd,

Como J es un ideal maximal, %} es una algebra

divisidén luego por teorema 4.15 existe un Gnico

isomorfismo isométrico V¥

L.|UU

> C y si

H:B+%§ denota un homomorfismo natural, entonces

¢ = .10 es una funcional Tineal multiplicativa

distinta de cero y Kerd = J por el lema 4.25
Por tanto g es sobreyectiva.

Con 1o que se concluye la prueba.



CAPITULO V

LA TRANSFORMADA DE GELFAND.

En el Capitulo III, mostramos que M (conjunto de fun
cionales lineales multiplicativas) es un subconjunto compac-
to de la bola unitaria del espacio conjugado de B y otras
propiedades importantes de M, las cuales en este Capitulo
serdn de mucha utilidad. Recordamos ademds que para cada x

~

en B existe una funcidn continua x de (B*), a C, definida

1
por x(¢) = ¢(x).

~

Como M estd contenida en (B*)l, entonces x restrin

gida a M también es continua, 1o cual lo formalizaremos en:

5.1 DEFINICION.

Para el algebra de Banach B, Tla transformada de Gelfanc

~

es la funcidén T : B - C(M) definida por I'(x) = X|M’

esto es I'(x)(¢) = ¢(x), para ¢ en M,

5.2 LEMA.

Sea B una dlgebra de Banach, x en B y T la trans-

N

formada de Gelfand definida por T(x) = X|M; entonces

119
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PRUEBA.

' : B

X > T(x) = X | M >T

¢ > T(x)(¢) = d(x)
Sea ||;||w = Sup{lg(n)|/n e (B*),]
‘|;|MHa>= Sup{|;|M(m)|/m e M}

Sea P = {|;lM(m)|/m e M}y T =(lx(n)|/n e (8%)}

Probemos que P ¢ T

g € P => existem € M tal que xiM(m) = q

=>q = T{x)(m) , m gM

]

=> q m(x) =>q € T , ya que M ¢ (B*)1
=> P ¢ T

Como P ¢ T entonces Sup P < Sup T

Sup P <Sup T=> Sup{|;|M(m)|/m e M} < Sup {|;(n)|/n e (B*)l]

= [l < 11 x(n)y)

120



5.

3

121

PROPOSICION.

(Propiedades elementales de 1la Transformada de Gel-

fand).

Si B es una dlgebra de Banach y I' es Tla transformada

de Gelfand, entonces
1) T es un homomorfisﬁo de Algebra.
2) Ir() I, < Il x|l » para x en B.
PRUEBA 1) Probaremos que

i) T(xty) = T(x) + T(y) , x,y ¢ B

ii) r(ox)

1l
Q
—
—
pS
—
"
=
™
jow)
"
Q
™
&

iii) T(xy)

1l
—
—
P
=
—

<

X,y € B

i) Sea ¢ en M, x,y € B
I'(x+y)(¢) = d(x+y) , por definicidn

=¢(x) + ¢(y) , ya que ¢ es lineal

I'(x)(¢) + ¢(y)(¢) , por definicién

= [r(x) + r(y)](¢) , por &lgebra de funciones

Luego I'(x+ty) = T(x) + T(y)
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ii) Sea ¢ en M, x e € , x € B

I(ax)(¢) = ¢(ax) , por delinicidn

= ob(x) , ya que & es lineal

i

al (x)(¢), por definicidn

lor(x)] (¢) , por &lgebra de funciones
Luego T'(ax) = al'(x)

jii) Sean ¢ en M, x,y en B

r(xy)(¢)

d(xy), por definicidn

= ¢(x)d(y), ya que ¢ estd en M

T(x)(¢)r(y)(d), por definicidn

| T(x)r(y)](¢), por &lgebra de funciones
Luego T(xy) = I'(x)r(y)

Por tanto T' es un homomorfismo de Algebra.

PRUEBA  2) || T(x)||_, < || x|| » para x en B.

A

Supongamos que x estda en B y mostremos que T es una

funci6n contractiva, es decir || T(X)||_< | x|l x en B
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T N, = [ xyllez I x|l , » por lema 5.2
TN I xll, = Sup [x(n)] < Sup_|Inll Il x|
- ne(B*)1 ne(B*)1

T, < Sup Lol x|l < [ x]]
Luego || TCx) ], <[] x|
LEMA.

Sea B una algebra de Banach; x,y en B, I la trans-
formada de Gelfand; entonces T envia todos los elemen

tos de T1a forma xy - yx a cero.

PRUEBA.

Sea ¢ € M entonces T(xy-yx)(¢) = d(xy-yx)

F(xy-yx) = ¢(xy) - ¢(yx) , ya que ¢ es Tineal

= o(x)o(y) - o(y)o(x), ya que ¢ estd en M

0 , ya que ¢(x), ¢(y) estdn en € y este

campo es conmutativo.

Por tanto T(xy-yx) = 0

No asumiremos en 10 que sigue que B es conmutativa,

hasta que esta suposicidn se haga necesaria.
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A continuacidn haremos el recordatorio de una defini-
cifn y s6lo enunciaremos el Lema de Zorn, pues estos

resultados seran utilizados mas adelante.

DEFINICION.

Se dice que un conjunto parcialmente ordenado A esta
totalmente ordenado, si para todo o,B en A se cumple

que o > 3 0o B > «
LEMA DE ZORN.

Si un conjunto parcialmente ordenado A es tal que
todo subconjunto totalmente ordenado tiene una cota su

perior entonces A contiene un elemento maximal.

LEMA.

Sea B wuna adlgebra de Banach Conmutativa. Si I, c B
es un ideal propio de B entonces existe un ideal ma

ximal I de B tal que Iy c I.

PRUEBA.

Sea N = {J c B/J es un ideal propio de B, Ig c J} un conjun-
to parcialmente ordenado;

ademdas, sea H ¢ N un conjunto totalmente ordenado
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jv) Sea x en B.

y € L => existe J e H tal que y €

Como J es un ideal entonces xy y yxed c L
de donde Xxy .~ yx ¢ L ,

luego L es un ideal de B.
2) L es propio.

Supongamos que 1 € L entonces existe J e H tal
que 1 € J ;3 pero esto es una contradiccidn ya que

J es un ideal propio, lTuego 1 ¢ L y por tanto

L es un ideal propio.

Ahora probemos que L & N, es decir, que I, c¢ L como
L = UJ entonces IgcdclL =>1gcl

JeH
Veamos que L es una cota superior de H, esdecir,

J ¢ L, para todo J £ H, esto es cierto ya que L = UJ
JeH

3

10 que implica que J ¢ L, para todo J ¢ H.

Luego como el conjunto N parcialmente ordenado es tal
que todo subconjunto H (totalmente ordenado) de N
tiene una cota superior (L) entonces, por el Tema de

Zorn, N contiene un elemento maximal P.
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Probemos que P es un ideal maximal en B.

i) P # B (1o cual se verifica porque P es un ideal

propio).

ii) Si existe un ideal R de B tal que P c R c B

entonces R =P o R = B.

Supongamos que R # P 'y probemos que R = B3 como

R#P y P es maximal en N entonces R § N, ademas

como Ig ¢ P ¢ R entonces I, c R.

Como R ¢ N esto implica que R no es un ideal pro-
pio de B. Por tanto R =B y as{ P es un ideal ma-

ximal de B.

Por 1o que todo ideal propio 1[5 estd contenido en un

ideal maximal.

PROPOSICION.

Si B es una dlgebra de Banach conmutativa y x esta
en B entonces x es inversible en B si y sdlo si

I'(x) es inversible en C(M).

PRUEBA.

=>" x inversible en B => T(x) inversible en C(M)



Probemos
F(x-l) €
Probar T

Sea ¢ en

es inversible en B entonces existe

tal que xx~ b= 37l =1

que T(x) es inversible en C(M)
c(M) ;
GOT(xY) = r(x7l) rix) =1

M entonces ﬁTX)T(X—l)] (¢)
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[TOOT(x D] () = r(x)(@)T(x"1)(4) , por definicion de

Lu

De igual

Asi{

(L F(X) es

producto en C(M)

= ¢(X)¢(X-1), por definicién

= ¢(XX-1) , ¢ es lineal
= ¢(1) ., por hipdtesis
= 1 s P & M

ego T(x) F(x_l) = 1
forma se prueba que F(x'l) I'(x) =1

i I'(x) es inversible en C(M).

inversible en C(M) => x inversible en B.
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Supongamos que X no es inversible en B, es de-

cir, que para todo z en B, xz = zx # 1
Sea I, = {yx/y & B} el cual es un ideal en B.

Probemos que I, es propio, para ello mostraremos que

14 1.

Supongamos que 1 € I, entonces 1 =yx , y € B ; pero

esto es una contradiccidén ya que 1 # yx , con y € B

por hipGtesis.

Luego 1 4 Io y asf 1o es un ideal propio en B.

Como B es conmutativa, Iy estda contenido en algiin

ideal maximal I, por lema 5.7.

Por proposicidon 4.25 existe ¢ en M tal que Kerd

1
—

Como x € I y Ker¢ = 1 entonces T'(x)(¢d) = ¢$(x) =0

Verifiquemos que I'(x) no es inversible en C(M); esto

significa que para todo H en C(M) tenemos

P(x).H = H.T(x) # 1 o sea (I'(x).H)(¢4) # 1

[T (x).H](d) = T(x)(®).H($) = ¢(X)H(®) = 0.H(), ya que &(x) = O

1

[T(x).H] (o)

Luego T(x) no es inversible en C(M).

0 #1, para algin ¢ en M.
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E1l siguiente teorema resume los resultados anteriores,

para el caso en que B sea conmutativa.
TEOREMA (GELFAND).

Sea B una dlgebra de Banach conmutativa, U el espa-
cio de ideales maximales, M el conjunto de funciona
les lineales multiplicativos sobre B y T : B = C(M)

la transformada de Gelfand; entonces:
1) U es diferente de vacio.

2) T es un homomorfismo de &lgebra -
3) [Ir(x)|l,< |l x|l ., para x en B.

4) x es inversible en B si y solo si I'(x) es inversi

ble en C(M).

PRUEBA.

Solamente se probard el numeral 1), ya que anteriormen-

te se probaron 2), 3) y 4).

Sea I = {0} un ideal propio de B; entonces por lema 5.7
existe un ideal maximal H de B tal que I ¢ H, con

1o que se concluye que U # ¢.
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LEMA.

o

Sea una &lgebra de Banach conmutativa, 1 estd en
By T : B » C(M) la transformada de Gelfand; entonces

r(1)

i
—
.

PRUEBA,

Sea B una algebra de Banach conmutativa, x esta en B
y T : B> C(M) 1la transformada de Gelfand; entonces
f es inversible si y solo si f(¢) # 0, para todo

$ en M y f en C(M).

PRUEBA.

=>"  f inversible en C(M) => f(¢) # 0 , ¥ ¢ e M
como f es inversible en C(M) entonces existe

g e C(M) tal que
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il
—

fg = gf

fg = 1 => (fg)(¢) = 1(d) , ¥ ¢ & M

=> f(¢) g(¢) = 1

si f(¢) = 0 entonces f(¢) g(¢) = 0, 10 cual

no puede ser ya que f(¢) g(¢) = 1 # 0
Luego f(¢d) # 0 , ¥ o e M

"<=" f(¢) # O, para todo ¢ en M, f es inversible en C{(M)

Definamos f'l M —

b s £ () =

—h| =

)(¢)=ﬂ{—ﬁ

como f(d) # 0 entonces existe ?f%T # 0

1
tal que f((b) "fm =1
Luego f es inversible en C(M).
.12 COROLARIO.

Si B es una dalgebra de Banach conmutativa y x estad

en B, entonces
a) Sp(x) = rango I'(x)

b) Y(x) = [Tl
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PRUEBA a)

I +: B—> C(M)

X w> T'(x) : M —> C
¢ > T(x) () = o(x)

{Xx € C/x-x no es inversible en B}

1l

Sp(x)

rango T (x) {x e C/T(x)(9) = A, para algin ¢ en M}

{A e C/d(x) = A , para algidn ¢ en M}

"¢" Sp(x) ¢ rango T(x)

Supongamos que A t rango T(x):; entonces
I'(x)(d) # XA, para todo ¢ en M.

=> I'(x)(%) - A # 0, para todo ¢ en M.

=> I'(x)(¢) - A.1 # 0, para todo ¢ en M.

=> T (x)(¢) - A, 1(d) # 0, para todo ¢ en M.

=> (I'(x) - A.1)(¢) # 0, para todo ¢ en M.

=> T(x) - A.1 es inversible en C(M).

=> r{x) - ».7(1) es inversible en C(M), por lema 5.10.
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=> T'(x) - T(A.1), es inversible en C(M), ya que I es

=> T(x - A

homomorfismo de algebra.

.1) es dinversible en C(M), por ser T' homo-

morfismo de algebra.

=> x - A.1 es inversible en B, por proposicidén 5.8

=> A ¢ Sp(x

)

Luego Sp(x) ¢ rango T(x)

Supongamos

X - 2.1 es

x - 2.1 es

2" rango T'(x) ¢ Sp(x)

que X ¢ Sp(x) entonces

inversible en B, por definicién.

inversible en B.

=> T(x - A.1) es inversible en C(M), por proposicidn 5.8

=> T(x) - T(X.1) es inversible en C(M), por ser T un

homomorfismo de algebra

=> T'(x) - A.T(1) es inversible en C(M), por ser T homo-

morfismo de dlgebra.

=> T'(x) - X.1 es inversible en C(M), por lema 5.10.
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=> (I'(x) = A.1)(¢) # 0 , ¥ ¢ en M, se da para todo ¢

por lema 5.

=> T(x)(¢) - A.1(¢) # 0 , para todo ¢ en

=> T(x)(d) - A.1 # 0 , para todo ¢ en
=> T(x)(¢) # 2.1 » para todo ¢ en
=> T(x)(4) # A , para todo ¢ en

=> A ¢ rango Y(x)

Luego rango I'(x) c Sp(x)
Por tanto Sp(x) = rango I'(x)
PRUEBA para b)
Sea

I + B —> C(M)

x vuu> T(x) + M > T

11.

M

M

M

M

b vun> T(x) () = ¢(x)

y(x) = Sup {|A]/r e Sp(x)}

I T(x)[l. = Sup {|T(x)(¢)]|/¢p & M}

Y (x) = Sup {|x]|/x e Sp(x)}
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Y(x) = sup {|r]|/x e rango T(x)}
= Sup {|Al/A=T(x)(¢), para algin ¢ en MI
= Sup {{A]/ A= #(x), paga algin ¢ en M}
= sup {|o(x)[/¢ e M}
= Sup L|T(x)(¢)|/9 e M}
= |l r(x) 1l
Por tanto y(x) = || T,
LEMA.

Sea B una dlgebra de Banach; x y (x - A.1) en B en

tonces x ~ {(x - A.1) conmutan.

PRUEBA.

Probemos que (x - A.1)x = x(x - A.l)

(x = A.1)x = x.x - (A.1)x
= x.x - A{l.x), asociando
= Xxx - X (x.1), ya que x.1 = 1.x

xx - x{(A.1), ya que A(xy) = (Ax)y = x(Ay)

il

x (x - A.1)

Por tanto x ~(x-X.1) conmutan.
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5.14 LEMA,

Sea B una &lgebra de Banach, x en B y ¢ una funcidn

entera con coeficientes en € tal que

d(x) = }oa x" converge a un elemento de B, enton-

ces x y (¢dx) - u.,1) conmutan.
PRUEBA.
Probemos que (d(x) - u.1)x = x(¢$(x) - u.1)

(6(x) - w.1)x = [o(x)]x - (p.1)x

li

— 1
=
o~ 8

a xn}x - p(x%.1), sustituyendo y
0

asociando

= 7 (ax").x - u(x.1), ya que x.1 = 1x

= ) a_(xx) - x(u.1l), asociando vy

Alxy) = (Ax)y = x (Ay)
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Por tanto x ~ (¢(x) - u.1) conmutan.
LEMA.

Sea B una dlgebra de Banach, x en B y ¢ una funcion
entera con coeficientes en C; entonces (x - A.1) ¥y

(p(x) - u.l) conmutan.

PRUEBA,

Probemos que (x - A.1) (d(x) - p.1) = (d(x) - pw.1)(x-a.1)
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(x=-A.1)(d(x) - u.1)

1

x(d(x) - 1.1) = (M1)(d(x) - ¥.1) Distribu
yendo.,

n

(¢(x)-1. 1)x = ALL(6(x)-1. 1)] Por Tema 5.14 y
asociando,

(o(x)-1.1)x = AL(¢(x)-11.1).1], ya que 1 es la
identidad.

(d(x)-nu.1)x-(d(x)-u.1)(A.1) , ya que
Axy)=(Ax)y = x(xy)

(¢(x)-n.1) (x - A.1)
Por tanto (x-A.1) ~ (¢(x)-p.1) conmutan.

LEMA.

Sea B una dlgebra de Banach, x en B y ¢ una funcidn
entera con coeficientes en (3 entonces (x - A.1) vy

(6(x) - p.1)"% conmutan.

PRUEBA.

Debemos mostrar que:

(x=2. 1) (60x)-u. )7 = (a(x)-u. 1) (x-a.1).

(x-A.1) = (x-A.1)
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= (x - A.1)

= (x - X.1)

=> 1.(x = A1) = (d(x) - uw.1) (x = A1) (d(x) - w.1)

= (¢(x)-u.1)

140

=> (x - A,1) = (x - A1l).1

(x - A1) (9(x) - 11.1) (6(x) - n.1)7}

(d(x) = . 1) (x =2 1)(d(x) - U.l)_l, por lema 5.15

-1

= (d)(x)—u.l)((1>(x)—u.1)—1(x—>\.1)=(¢(><)—u.1)(x->\.1)(<b(x)—u.1)'1

-1 1

(x-X.1) = (x=A.1){(d(x)-u.1)"

Por tanto (x-A.1) y ((b(x)—u.l)—1 conmutan,

LEMA.

Sea B una dlgebra de Banach, T : B =+ C(M) la trans-

formada de Gelfand y ¢ una funcidn entera con coeficien
tes en € tal que ¢(x) =) a_ x" converge a un ele
n

mento de B entonces



.18

141

PRUEBA.

r(gp(x)) = P xn] , ya que ¢ es una funcidén entera
n=0 4
= ) r(a Xn) ,ya que T es continua

= ) r(x") , ya que T es un homomorfismo

de adlgebra

[e0]
= ¥ a_r(x)" , por ser I un homomorfismo de

algebra.

Por tanto T (¢(x)) = ¢(r(x))
LEMA,

Sea B una &lgebra de Banach, T : B -+ C(M) Ta trans
formada de Gelfand y ¢ una funcidn entera con coeficien

te en €; entonces rango ¢(I'(x)) = ¢(rango T'(x)).
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PRUEBA.
"¢ rango ¢(T(x)) ¢ ¢(rango T(x))

z £ rango ¢(I'(x)) => 2z = ¢(T(x))(h)

=>z € ¢ (rango T(x))

2" ¢(rango T(x)) c rango ¢(I'(x))

z £ ¢d(rango T'(x)) => z = (I (x)(h))



5.

19

143

=> z € rango ¢(I(x))

Por tanto rango ¢(T'(x)) = ¢(rango T'(x))

LEMA.

Sea B una &lgebra de Banach, x en B, ¢una funcidn en-

tera con coeficientes en T entonces la subdlgebra B

de B generada por 1,x, (x - >\.1)_1 y (¢(x) - u.l)

0
-1

es conmutativa.

PRUEBA.

1

Sean 1,x, {(x - A.1) "y {(¢(x) - u.l)"1 elementos de B.



144

Como Bg es la subdlgebra de B generada por dichos

elementos, bastard probar que ellos conmutan entre sf.

Probemos que 1 conmuta con x,{(x - >\,.1)—1 ,(q)(x)-u.l)"1

i) 1x = x=x1-1.x=x.1

1) 1.0 - DT (- T = (-t
— 1(x - .17 = (x - a )"t

111) x0T = (b)) = (a(x) -1
= 1(6(x) - w.1)7 = (o(x) - w17l

1) "x(x - A1) 7 = (x - x.1)77 x"
X=X => x = Xx.1
= x = x(x - a.1) (x - x.1)71
=> x = (x - a.1)x (x -A,l)"l, por Tema 5.13
—1.x = (x - AnDx(x - x.1)" 1

s (x-1.1) (x-a.1)"1x = (x-A.1)x (x-r.1)71

= (x-2.1)71x = x(x-2.1)7]
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=<
1l
>
Ny
>
1}
>

—

(d(x)-u.1)x (dJ(x)-u.l)'1 , por lema 5.14

i
v
<
1l

=>1,X

(d(x)-u.1)x (9(x)-u.1)7!

—> ($(x)-1. 1) ((x)-p.1) " Tx=(d(x)-u. 1)x(d(x)-p. 1)L

=>(¢>(><)-u.1)_1x = w(d(x)-p.1)7L

(x-A.1)"% conmuta con 1,x, (¢(x) - p.1)" %

i) (x - A1) h1 = 1(x - aL1)7h

i) (x - A1) ox o= x(x - a1y

1 -1

111) ") (a0 )7 = (p(x)-p.1) 7 (xeaa1) T
[600) - DT 1000 - ™
—> To(x) - 177 =00 - wayTha

= To(x) - 1.1 = [0(x) = w1]™! (x-r.1) (x-x.1)70

-1

= [e(x)-n.1] =(X->\.1)|:¢(X)—u.1:[_1(x->\.1)_1 , por lema 5.16

— 1.Io0x)-1 117 = (A D 0011771 (x-x.1) 7!
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-1 -1

= (x-A. 1) (A D) T o 0= = e D) [B ()1 (x=a )

= (x-A.1)" Eb il -1 1111 (x-A.1) -1

Por tanto By es conmutativa.

COROLARIO.

Si B es una dlgebra de Banach, x en B y ¢ es una fun

cidn entera con coeficientes en €, entonces

Splo(x)) = o(Sp(x)) = {p(X)/X € Sp(x)}
PRUEBA.
Si ¢(z) = ) a z" es la serie de Taylor expandida pa-
n=0
ra ¢, entonces ¢(x) = ) a x" puede verse que conver-

ge a un elemento de B,

Si B, es la subdlgebra de B generada por 1,x, vy

los elementos de la forma (x->\.1)_1 para A en p(x) y

(d(x) - u,l)'1 para pu en p(¢(x)) entonces Bo es
conmutativa, por lema 5.19, ademés, SpB(x) = SpBO(X) y
Spp(e(x)) = Spg (o(x))

"Spglx) = Spg (x)"
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SpB(x) = {A e C/x - A.1 no es inversible en B}

A e SpB(x) => x - A.1 no es inversible en B
Como Bo ¢ B entonces x - A.1 no es inversible en By
=> A e SpBo(x), lTuego SpB(x) c SpBO(x).
"t Spp (x) © Spg(x)

supongamos que A ¢ SpB(x).

A ¢ Sppx) => X ¢ pB(X)

=> X - A.1 es inversible en B

=> (x - )\.1)_1 existe y estd en By
=> (x - A.1) es inversible en Bg

= A€ pg,(x)

= X ¢ SpBO(x)

Luego SpBO(x) c SpB(x)

Por tanto Spy(x) = Spgo (%)
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Ahora probemos que SpB(¢(x)) = SpBO(¢(x))
como ya probamos que SpB(x) = SpBo(x) con x en B

entonces SpB(¢(x)) = SpBO(¢(x)) con ¢(x) en B.

Ahora, podemos asumir que B es conmutativa y usar

la transformada de Gelfand para probar que

Sp(e(x)) = ¢(sp(x))

Sp(d(x)) rango I'(¢(x)), por corolario 5,12

rango ¢(I'(x)), por lema 5.17

¢ (rango T(x)), por lema 5.18

¢ (Sp(x))

Antes de pasar a definir el concepto de radical de una
dlgebra, probaremos otros resultados que posteriormen-

te nos servirdn en la justificacidn de algunas proposi

ciones.

LEMA.

Sea B una adlgebra de Banach conmutativa, a un elemen
to de B, si J es un ideal maximal de B tal que

a¢$J ysilL={z/z=x-ya,xed,yeB} entonces L=B.
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PRUEBA.

Para probar que L=B se tiene que verificar:

1) L es un ideal de B,

2) JdclL
3) J # L
Para 1).

i) L # ¢ . porque existe 0 € L tal que 0 = 0 - 0.a

ii) "Sea m.,n £ L; bprobemos que M+n g L"

me L=>m=x-ya 3 xed , ye B,

nel =>n==s-ra ; sed, re B.
=> m+n = x+s - (y+r)a ; con x*+sed , y+reB
iii) "Sea me L, aoe € ; probemos que amel™"

meL=>m=%x-ya; xed,yecB

=>agm = ax-oya ; oxed , oyeB.
=>am € L.
iv) "Sea z € L, r € B ; probemos que vz , zr e L"
zZ gl =>2z=x-yaj; xe dJ , y € B.

s RAL |
s BALVADRR !'
’__‘-#'

I

w i
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=> yrz = rx-rya ; rx g J , ry ¢ B

=> rz e L.

Por otro lado sea 2z € L

z e L =>2z=x-ya ; xed ,y e B

=> zv = (x-ya)r => zr = Xxr-yar, como B es
conmutativa ar = ra
=> zr = Xr - yra ; xr e J , yr c B,
=> zr € L
Con 1o que se concluye que L es ideal de B.

Para 2).
Sea n € J ,
ned=>n=n-=-2=0.,a; 08B

=>ne L =>J¢c¢c L.
Para 3).

Hemos probado que J ¢ L; para que L # J, es necesario
exhibir un elemento que pertenece a L, tal que éste no

pertenezca a J.
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i

a4t J; pero a (-1)a 3 0 e J, -1 ¢ B

entonces a e L, <con lo que se concluye que

L # J.
Luego de 1), 2) y 3) L = B.
LEMA.

Sea B una algebra de Banach, J un ideal de B,

1 € J entonces J no es un ideal propio de B.
PRUEBA.

La prueba consiste en mostrar que J = B,
Tenemos que J ¢ B, ya que J es un ideal de
Solo probaremos que B ¢ J,

Sea x € By como J es un ideal de B y 1 ¢

entonces x = 1.x € J, por tanto x g J.

Asi B ¢ J, con To que se concluye que J = B,

de resulta que J no es un ideal propio de

oo

LEMA,

Sea A un anillo unitario y conmutativo, a €
a # 0y no inversible entonces existe un ideal

1 de A, tal que a ¢ I.

151

S

de don-

A, si

propio
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PRUEBA.

Sea I ={z e A/z = ay , y e A},
Probemos que I es un ideal propio.

i) 1 +# ¢ ya que existe 0 € I tal que

0 = a.0 0 e A.

ii) Sean m,n & I ; probemos mtn € I

me I =>m=ay , y e A
nel=>n=23ax, x &g A

=> m+n = ay + ax

—> mtn = a(y+x) , y + x € A

=> m+n € I,

iii) Sean a € €, me I ; probemos que o« m & I

=2 om = oax
=>am = a(ox) o€ I
=> aom € I,
iv) Sean me I ; r € A probemos que rm, mr £ A

melIl=>m=ay , vy e A
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rm = ray pero como A es conmutativa ra=ar
rm = a(ry) ry € A
=> rm £ I

Por otro lado:

me | =>m = ay , y e A
mr = ayr
mro= ary ry € A
=>mr e I,

v) Probemos que 1 ¢ I,
Supongamos 1 € I

lel=>1=ay ,ycel

=> a es inversible

1o cual es una contradiccién, por tanto 1 ¢ 1 y

as? I es un ideal propio de A.

DEFINICION.

Sea B una dlgebra de Banach y G el grupo de elemen

tos inversibles en B; el radical de B, denotado por R
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se define como el conjunto:
R=1{x B/l + ax r G, ¥ ar B},
DEFINICION.

E1 &1gebra B, se dice que es semisimple si R = {0}.

PROPOSICION.

Sea B un dlgebra de Banach conmutativa, G el grupo
de elementos inversibles en B, R el radical de B; en-
tonces R es la interseccidon de los ideales maximales

en B,
PRUEBA.

Sea R

{x ¢ B/1 + zx € G , ¥z ¢ B}, queremos mostrar

que R =N

J ideal maximal en B.

Sea a

M

Ry J un ideal maximal de B; entonces

se probara que a e J.

Supongamos que a ¢ J y sea L = {z/z = x-ya,xed, yeBhL
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Entonces L = B, 1o cual se verifica por lema 5.21.

Ademds como L = B en particutar 1 € B; también 1

pertenece a L, es decir, 1 € L; entonces

1 =x-ya, xed, ye B, Tuego

x =1+ ya , como a € R entonces 1 + ya es inversible,

es decir, que x es inversible, en otras palabras, e-
xiste r £ B tal que rx = xr =1, como x £ J, enton-
ces xr e J, es decir, 1 € J, 1o cual no puede ser, ya
que por ser J ideal maximal, es un ideal propio de B
(es decir, 1 ¢ J, por lema 5.22).
Ast a e J, v por tanto R c n J

J maximal.

nadn

Sea x e N Jd.

J ideal maximal en B.

entonces x ¢ J, para todo J ideal maximal,.

Supongamos que:

X ¢ R; entonces 1 + ax no es inversible para algin

a e B, es decir, (1+a><)_1 no existe para algin a € B
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entonces
z =1+ ax pertenece a algin ideal maximal J, por
lema 5.23 1o cual implica que: 1 = z - ax;

luego como z £ J , J es un ideal y x & J entonces

ax £ J de donde

1o cual no puede ser, ya que J por ser ideal maxi-

mal es propio, es decir 1 4 J, y por tanto x € R, y asf

n J c R

J ideal maximal en B

Por consiguiente R = n J

J ideal maximal en B.

COROLARIO.

Sea B una algebra de Banach conmutativa, R el radi-

cal de B, entonces R es un ideal cerrado en B.

PRUEBA.

La prueba consiste en:



.28

157

1) R es un ideal.

?) R es cerrado,

Para 1).

Como en la proposicion 5.26 se mostrd que
R = 0nJ

J ideal maximal en B ; entonces R es un ideal,
ya que en general la interseccidon de ideales es un i-

deal.
Para 2).

Ya que R = N J

J ideal maximal en B.

Como todo ideal maximal J es un ideal cerrado y la
interseccidon de una familia cualquiera de cerrados es

un conjunto cerrado, se sigue que R es cerrado.

Por tanto R es un jdeal cerrado.

PROPOSICION.

Si B es una algebra de Banach conmutativa, entonces
B es semisimple si y solo si la Transformada de Gelfand

es inyectiva.
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PRUEBA.

"
A4

Sabemos que T es lineal,

Supongamos que I no es inyectiva y probemos que R # {0}

Sea x # 0 tal que x € KerI', vamos a probar que x € R,

Sea J un jdeal maximal de B; existe & = M tal que

Kerd

J,
x € Kerl' => T'(x) = 0 =>T(x)(4) = 0=> ¢(x) =0

=> x &€ Ker¢ => x € J; pero R = N J
J ideal maximal;

de donde x & R.

Y por tanto R # {0}, con 1o que se concluye que I es

inyectiva.

N oemalt

Sea x € R; Ta prueba consistirda en demostrar que x = 0.
Sabemos que R = N ¢

J jdeal maximal en B.
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Sea & en M, entonces por el lema 4.20 Kerd es un ideal

maximal; adem&s

x € R=>x € Kerd => ¢(x) = 0

=> x € KerT

Pero como T es inyectiva, Kerl = {0}.

Por tanto x = 0, 1o que implica que R = {0}.

Y por consiguiente B es semisimple.
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CAPITULO VI

TEOREMA DE STONE - WEIERSTRASS.

DEFINICION.

Sea B una dlgebra de Banach, A ¢ B; se dice que A

es una subdlgebra de B si y s6lo si
a) A ¥ ¢

b) Si x,z pertenecen a A, entonces x+tz y xz per-

tenecen a A.

c) Si o pertenece a [ y x pertenece a A, entonces

aX pertenece a A.

DEFINICION,

Sea X un espacio compacto de Hausdorff; un subconjun

to H de C(X) se dice que es autoadjunto, si cuando

f pertenece a H entonces f estd en H.

Donde T(x) = F{x) como en definicién 3.9.

160
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DEFINICION,

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, S wuna &l-
gebra de C(X); se dice que S separa los puntos de

X, si existe para cada par de puntos Wi s W, de X

un elemento f de S tal que f(wl) # f(wz).
DEFINICION.

Para X un espacio compacto de Hausdorff, C_(X) de
notard el dlgebra real de funciones continuas sobre X.
Ademds en lo que sigue del presente capftulo U serd
una subdlgebra cerrada autoadjunta de C(X), Ta cual
separa los puntos de X y contiene la funcidn constan

te uno; asi como también Ur denotard@ el conjunto de

funciones reales en U, es decir,
C(x) =4{f : X = €/f es continual.

Cr(X)

{fe C(X)/f(y) e R , y e X}.

Ur

{f e U/f(y) e R , y e X}.

DEFINICION.

Sea X un espacio compacto de Hausdorff; para f, . fs

en C(X) y o un nlimero complejo, definamos:
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i) (fy fo)(x) = F(x).fr(x).
i) (ofy)(x) = of (x)
iv) a(x) = a

v) (o + fl)(x) =g+ fl(x).

Los siguientes resultados ser&n de mucha utilidad cuan

do estudiemos el teorema de Stone-Weierstrass.
LEMA.

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, Ur el con-
junto de funciones reales en U; entonces la funcidn

constante 1 pertenece a Ur.
PRUEBA.

Sea 1 : x > €

x wvun> 1(x) = 1 3 pero 1 € R, por tanto

1 pertenece a Ur.



163

PROPOSICION.

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, si Ur de-
nota el conjunto de funciones reales en U, entonces

Ur es una subdlgebra cerrada de Cr(X).
PRUEBA.

i) Ur # ¢, ya que Ta funcidn constante 1 le pertene

ce, por lema 6.6.
ji) "Sea f,g € Ur, probemos que f+q g Ur".

T ¢ Ur — f(X) ¢ R

ge Ur =>g(X) ¢cR
Necesitamos mostrar que (f+g)(X) ¢ R, para esto sea
A= (f+g)(X) ={ze T /z = (f+g)(x), para algin x en X}.

Probemos nada mds que A c¢ R.

me A =>m (f+g)(x) , para algin x en X.

=>m = f(x) + g(x) ;3 f(x), g(x) en R

=>me R =>A c R. Por tanto f+g € Ur.

. owriniv | WAL
e 9K b SAARVAREE |
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iii) "Sea f ,g e Ur; probemos que fg e Ur".

Necesitamos mostrar que (fg)(X) c¢ R, entonces

sea

A= (fg)(X) = {ze C/z = (fg)(x), para algin x en X}.

p e A=>p=(fg)(x) , para algln x en X

=> p = f(x) g(x)

=>p g R=>A c¢c R, por tanto fg ¢ Ur.

iv) "Sea a e R, f e Ur ; probemos af ¢ Ur".

Sea A

it

(af)(X) = {z € C/z = (af)(x), para algin x en X}.

Probemos que A ¢ R

re A=>r (af)(x) , para algin x en X.
=> r = qogf(x) =>r ¢ R=>M~cR

y por tanto of ¢ Ur.

Luego de 1), ii), jii), iv) Ur es una subdlgebra de

Cr(Xx).

Por Gl1timo mostremos que Ur es cerrada, es decir,

Ur = TUr.
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Bastari mostrar que Ur c Ur.

Sea f € Ur; entonces existe una sucesidn (f ) .,

tal que f = Lim fn , es decir, f(x) = Lim fn(x) para

X en X,
Deseamos mostrar que f(x) e R.

Como (fn)n , 1 €S una sucesidn en Ur, entonces para

x en X y para todo n e N fn(x) £ R, 1o que implica

que Lim fn(x) e R ya que R es un conjunto cerrado
n ->oo

en €; por tanto f(x) e R y asi f ¢ Ur, con 10 que

se concluye que Ur es cerrada.
COROLARIO,

Sea X un espacio compacto de Hausdorff:; entonces 1la
funcidon constante definida por B8(x) = B, pertenece

a Ur, para todo B en [.

PRUEBA.

Sea B : X >

x vuw> B(x) = B.

en Ur
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Como por proposicidon 6.7 Ur es una subdlgebra de
Cr(X) y por lema 6.6 1 pertenece a Ur, la prueba con

sistird en mostrar que R.1 = B.
(B.1)(x) = B(1(x)) = 8.1 =8 = B(x)
Por tanto 8.1 = B8 y asi 8 ¢ Ur.
PROPOSICION.

Sea X un espacio compacto de Hausdorff; para cada

n
he N, sea o = (_1)n[1/2]: (-1) m(m—l)gm—Z).a.(m—n+1) . con
n n n!
_ 1
m = 7 entonces
. . . . . _ 1/2

1) La serie binomial para la funcidn ¢(t) = (1-t)

Q

es Z o tn
L n
n=0

2) La sucesién { ’ antn} converge uniformemente a
' n=1 N>1

¢ en el intervalo [0,1-8] para § > O.

PRUEBA 1.

En general (1-t)P =1 + ? p(p-1)(p-2)...(p-n+l) (-t)"

n=1 n'

. _ 1
S1 D—'Z

> PE]R



167

1 1,1 2 1,1 1 3
=t F(5-1)t° =(5-1)(5-2)t
1/2 2 2\72 27 2
d)(t) (].‘t) ]." 1: + 2! = 3: + -
) Hz-1)(z-2)(5-3)...(5-n+D) "
- [}
n.
GO ilondoodosy . d e
Si o= 2'2 Zn, 2 2 entonces

o = (-1)" [”2]
n n

Luego ¢(t) = § a t"
n=0 "
PRUEBA 2.
N n [1/2 n
Sea SN = ) (-1) t la enésima suma parcial
n=0 ¢ n
de ¢(t).

Utilizando el criterio de la razdén para la convergencia

de series tenemos:



l.uego

n-e

Entonces {
n

Lim |fp+1t | _ Lim |a-n| ] = Lim

la t
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(—1)n+ld(a—l)(a—2)...(u - (n+1) + 1 tn+1
- (n+1) 1 .- L
} (-1)"alo-1) (a-2)...(c- n+1) t" l 2
n!

Int (-1)"(-1)ala-1)...(a- (n-1))(o-n)t" t]
| (n+1) n! (-1 alo-1)... (e (n-1))t"]

1(-1) (a-n) t]|

[n+1]

D
:
=

n+l o4
I~

n| nx  n+l oo 1+%

[-1] 1t = |t <1

1

Hes-1 =

“ntﬂ' converge absolutamente en el
0 N>1
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intervalo -1 < t < 1; pero si converge absolutamente,
converge puntualmente en ese mismo intervalo y utili-
zando el criterio de Weierstrass el cual dice que "Da
da una serie de funciones LUn que converge puntualmen
te hacia una funcién f en un conjunto A, si existe
una serie numérica convergente de términos positivos

ZMn tal que 0 < |Un(x)| < Mn , para todo n > 1 vy
todo x de A, entonces la serie ZUn converge unifor-

memente en A",

se tiene que 1
{n

converge puntualmente a

i o~=
Q
>
+
=
—_

d en -1 < t < 1,

Como la convergencia uniforme en un intervalo S se
da para todo t de S y [0, 1-8] ¢ J-1,1[ entonces
N n
{ ) oot } converge uniformemente sobre el inter
n=0 N>1

valo cerrado [0,1-8], para § > O.

LEMA.

Sea X un espacio compacto de Hausdorff,

95 = s+ (1 - 6)f2 y sean los conjuntos
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N
A - {{nz(;xn<1-gé<x>>n_ 01 0500 |/ e x

B = { } oot - o(t)|/t e [0,1-6] } , con o= (-1)" (M7
n n n
n=0
entonces Sup A < Sup B, para f en Ur, [ mej_l y
§ ¢ ](),1]
PRUEBA.
Observemos que 0 <1 - 9s <1 -45. Bastard gque A c B.

N

pehA=p-= nzoan(1—96(X))"

-¢(1-g,(x))|, para algin

Como 1 - g € [0,1-8] entonces 1 - gé(x) e [0,1-8],

X en X To cual se da ya que

1 - 96 e [0,1-6] = 0<1-g
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Si hacemos t =1 - gﬁ(x), para x=x_ en X, entonces

p= | Y o t" - ¢(t)] , para algin t en [0,1-6]

Por tanto p e B y asi A c¢ B, Tuego Sup A < Sup B.

DEFINIGION,

Sea f una funcién de X a C; definimos |fl como Ta
funcidn de X a €, tal que |fl(x) = If(x)!, para todo

x en X.
PROPQOSICION.

Sea X un espacio compacto de Hausdorff; f una funcidn

en Ur, [[ Il <1, gg = 8 ¥ (1—6)f2 para & en [0,1]

y si la serie binomial para Ta funcidn &(t) = (l—t)l/2
es ) antn , con o = (-1)" (12 , entonces:
nZo n n
N n
1) hy = ) un(l—gG) pertenece a Ur, para &>0 fijo
n=0
2 Lim 1/2
L PR I R TR
3 Lim 1/2
POLIO e - g2 = 0
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PRUEBA 1)

Por corolario 6.8,8 € Ur, entonces (l—d)f2

que f e Ur,de donde 95 = § + (1—<S)f2 e Urs Tueqo

e Ur, ya
1 - 96 e Ur, 1o que implica que (1_96)n e Ur y tam-
bién an(l—ga)n e Ur, para todo n & N.

N
- B n
Y por tanto hy = Zoan(l 96) pertenece a Ur.

PRUEBA 2)
Sabemos que:

N

|
- Sup nZOOLn (1-95 ()" - #(1-95(x))

“ hN - (96 )l/ZHOO

ya que (9,00 % = ¢(1-0,(x))

Si t = (l-ga(x)) para algin x en X, entonces
1/2 N n
HhN - (96) Hooz Sup ‘ Z O"n(l"QS(X)) - ¢(1“95(X))
xeX |[n=0

sup | ¥

' n
tELQ,LajhéO@nt - ¢(t)] por lema 6.10
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Queremos mostrar que Lim||hN - (96)1/2||m = 0, es
N >0

decir, que para todo ¢ > 0, existe k > 0 tal que

|th - (96)1/2||m < ¢, para todo N > k
Sea & > 0; sabemos ¢(t) = Y o t" , para t ¢ [0,1-8],
n=0 "
h n
es decir, ¢(t) = Lim ) ant , esto implica que existe

N+ n=0

I antn (t)||_ < e, para todo N > k y para todo
t e [0,1-8] , ya que ) a t converge unifor-

memente a ¢.

N N
) o t" - a(t)]], <e= Sup | T oo t"-o(t)] < e,
" te[0,1-6] n=0 "

Para todo N > k

=> [ hy -(96)|li/2 < e, para todo N > k.

=>Lim h

_ 1/2
Now N = (95)
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PRUEBA 3)

Como Ta rafz cuadrada es una funcidn uniformemente con

tinua en [0,1] entonces,

Lim

Lim (96)1/2 - L1m |6+ (1-6 f2]1/2 [%lg 5 _6)f2]1/2
- ()12 =
1/2
Luego L1m H |f| - (96)1/2” - ” L1m|f|_L1m g ) / ”
= TFL - Ifl I = ol =
Por tanto Lim 1/2 _
550 [ rfl - (95) llm =0,

COROLARIQ.

Sea X un espacio compacto de Hausdorff. Ur una suba 1

gebra cerrada de Cr(X), f wuna funcidn en Ur, || fll, <1,

si g.= & + (l—d)fz, para § en ]0,1] vy hy = un(l-gé)n,
n

=
e

con o = (-1)" (142] , entonces (96)1/2 y |f| pertene-

cen a Ur.
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PRUEBA.
. 1/2
Primero probemos que (96) pertenece a Ur,
Por proposicidén 6.12 Lim h_ = (g )1/2, como (h )
N 8 N o>

N~ Z

es una sucesion de elementos de Ur y Ur es cerra-
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da, se concluye de aquf (96) pertenece a Ur.

Mostremos ahora que |f| pertenece a Ur.

También por proposicién 6.12 Lim (g(s)l/2 = | f|

§-+0

, para

§ e ]0,1].

Como 0 ¢ ]0,1] , existe una sucesidn (Gn)n>1 en ]0,1]

tal que Lim &6 = 0,
n—+o
Z s 1/2 . -
Luego |f| = Lim (95, , entonces |f| es el 1imite de
n -0

una sucesidn (g )1/2 de Ur, por tanto |f|l eUr y como
8n

Ur es cerrada, |[f]| e Ur.

DEFINICION.

Sea X un espacio compacto de Hausdorff. entonces 1las
funciones f v g y f . g, para f,g que pertenecen a

Ur se definen:
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(f v g)(x) = max {f(x) , g(x)} ,
(f ~ g){(x) = min {f(x) , g(x)} , para x e X,
.15 LEMA,

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, si f,g,|f-g]

pertenecen a Ur, entonces las funciones
i) f v g

ii) f ~ g pertenecen a \Ur.

PRUEBA i)
La prueba consistird en verificar la identidad:

fvag-s= % {f+g+ |f-g|}. Supongamos que max {f(x),g(x)} = f(x),

entonces debe probarse que

(F v 9)(x) = [3 (frg+|f-g[)](x) = f(x)

[%(f+g+|f-g|)](x) = %f(x) + %Q(X) + %—If—g|(x)



De igual manera si g(x) = max {f(x), g(x)}

Por tanto f v g ¢ Ur, ya que lzf, %g, %lf-g| e Ur.

PRUEBA q1i)
Solo verificaremos Ta identidad f . g = %{f+g—|f—g|}.

Supongamos que min {f(x),g(x)

probarse que (f . g)(x) =
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De igual manera si g(x) = min {f(x), g(x)}

1
Por tanto f . g e Ur. ya que 5f, 59, > | f-g| € Ur.
LEMA.

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, si

f3 pertenecen a Ur, entonces

v f2) v f, = f, v (f2 v f

3 1 (Asociatividad)

3)

PRUEBA para 1)

OQueremos probar en general que:

T(flAfz)Afé](x)=m1n{(f1Af2)(x),f3(x)}

min{fl(x),fz(x),f3(x)}

min{fl(x),(szf3)(x)}.

Haremos solo una parte de estas pruebas y dejaremos al

lector 1la comprobacién de las otras.
Sea A = {(f{.fy)(x),fa(x)} o B = {f (x),fy(x)f;(x)}

Supongamos que min A = (flAf2)(x), entonces

min A = fl(x) o min A = fz(x).
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fl(x) < fz(x), fl(x) < f3(x), esto implica que

fl(x) = min B.

ii) Si min A = fz(x) entonces

folx) < fi(x), fo(x) < f(x), To que implica que

fz(x) = min B.
Supongamos que min A = f3(x) entonces
f3(x) < fl(x), f3(x) < fz(x), por tanto f3(x) = min B.

Por consiguiente min A = min B, asf

La prueba para 2) es andloga.

COROLARIO.

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, si

fys foyon., f pertenecen a Ur, entonces l1as funciones:
1 2 n

flA foneinf flv fzv..A/fn pertenecen a Ur.
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PRUEBA.

Sdlo mostraremos que fyafoneen £ pertenecen a

Ur; para la otra funcién. la prueba es andloga.

POR INDUCCION.
i) Si f,.f, € Ur entonces fy ~ fo e Ur por Tema 6.15.
ii) Supongamos aue
fl.fz.“.,fne Uy => flA fZA“.Afnc Ur; Hipdtesis

inductiva.

iii) Probemos que

”1:1 !f2)"')fn) fn+1 € Ur => 1:1 ~ 1:2/\.../\ fn A fn+1 o UT”
fl ~ sz...Afn N fn+1 = (fl,\sz...Afn),an+1 por
lema 6.16

(fl Asz“.Afn)E Ur por hipdtesis inductiva,

Ademids fn e Ur, entonces (f,. f A.”Afnyf

1 2 1EUY

+1 n+

por lema 6.15
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Por tanto fl ~ fZA...Afn ~ fn+1 ¢ Ur., por constquien-
te f]. A f2/\o AFn f UY‘
LEMA.

Sea x,v dos puntos distintos de X. a.b nilmeros
reales arbitrarios v f una funcidn en Ur, tal que
f(x) # f(y) entonces existe una funcién g en Ur

tal aque g(x) = a, g(y) = b.
PRUEBA.

La prueba consistira en mostrar que la funcidn g, de

finida por g(z) = a + (b-a) —(—7——~?T§7' estd en Ur,

para luego establecer que: g(x) = a y g(y) = b.

Sea

9(z) = a + (b-a) HEEEL -0 0 o ABa)(e(h) - r ()
=+ [l ) - et fo)
= a + af(z) - af(x) S yb:? S

= a - of(x) + of(z)
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Por

g =

n

B+ (af)(z)

(B + (af)z)

tanto

B + of , de donde g pertenece a Ur,

Ademas:

a + (b-a) ;%3%{};%§%==a, por tanto g(x) = a.

TSN (1R {1 N,

b

y asT g(y) = b.

PROPOSICION.

Sea

que

1)
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X un espacio de Hausdorff; si f es una funcion

pertenece a Cr(X) vy x0 en X, entonces:

Para todo x en X, existe g, en Ur tal que

9, (xy) = Flx )y g (x) = f(x).

Para todo x en X existe un vecindario abierto

U, de x tal que g (y) < f(y) + €, para todo
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PRUEBA 1)

Por lema 6.18, como f ¢ Cr(X), para cada x en X, exis-

te una funcion gy © Ur tal que

PRUEBA 2)
Sean 1os conjuntos abiertos

A =B (qx(x),e/2) y 0 = B(f(x),s/2) (Ya que son bolas

abiertas), entonces:

g;l(A) y f—l(O) son conjuntos abiertos, ya que 9, ¥ f

son funciones continuas y A,0 son abiertos.

Luego haciendo U_ = g_l(A) 0N f_l(O), U

C jun -
« y x €S un conjun

to abierto porque es l1a interseccidn de dos conjuntos

abiertos.

Verifiquemos que x ¢ Ux, es decir, veamos que

X € g;l(A) y X e f'l(O).

£

— - _ _. -1
> > 0= |9x(x) gx(X)| <e/2=>g (x)eh = xeg, (

A) ; también

£

S> 0= [f(x)-F(x)] <e/2= f(x) e 0=> x ¢ £71(0)

tant X : —

y por tanto E!Qx'-_ -~ ENTRAL |
=1 s pasgapmR

| 7_______‘__..——'

Gz
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lg, (y)-fly)l = Tg (y)-g, (x)+g, (x)-f(y)!

| A

la, (y)-g, (x)[+]g, (x)-F(y)]

A
Na]
—
>
~—

_gx(y)|+|f(x)—f(y)| ya que f(x%@x(x)

| A

N
+

N ™
§
)

Por tanto |gX(y) - fly)| < e

«Qa
>
—
<
N”
| A
-+
—
<
S—
+
™

LEMA.

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, si h perte

nece a C(X) entonces existen h ,h2 que pertenecen

1
a Cr(X) tal que h = h; + i h



PRUEBA.

Definamos primeryo las funciones h, h1 y h2

h + X —> C y hy + X ——> (€ :

x > h(x) X > hl(x) = Re h(x)

X —>

X VU h2(x) = Im h(x)

Solo mostraremos que h1 s h2 son continuas.

PARA hl'

Sea € > 03 como h e C(X) es continua, entonces existe

§ >0 tal que |h(x) - h(y)| < e siempre que || x-v|l < ¢ ,

Tuego [hy(x)-h (y)]=|Re h(x)-Re h(y)|= [Re(h(x) - h(y))|

< |h(x) - h(y)| < e y por tanto

|h1(x) - hl(y)l < e siempre que |[x-y}| < & , de donde

resulta que h1 es continua.

PARA h2 LA PRUEBA ES ANALOGA,

De aqui que h h2 pertenecen a C(X) y como por defi

1’

nicién h;, h, son funciones que tienen su rango en R,

entonces hl’ h2 pertenecen a Cr(X).
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Por dltimo veamos que: h = h, + i h

2

Sea x r X
(h1+ i hz)bd— hl(x) + i hz(x)

= Re h(x) + i Im h{(x)

= h(x)
y por tanto h = h1 + i h2.
TEOREMA (STONE - WEIERSTRASS).
Sea X un espacio compacto de Hausdorff. Si U es

una subdlgebra cerrada autoadjunta de C(X) que sepa

ra los puntos de X la funcidn constante

y contiene

1, entonces U = C(X).

PRUEBA,

La prueba del teorema consistira en demostrar primero

que Ur = Cr(X) para luego concluir que U = C(X).

Por definicién tenemos que Ur ¢ Cr(X) con 1o cual

se prueba la primera inclusién.

Antes de probar que Cr(X) ¢ Ur,

estableceremos algunas
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condiciones que nos serdn de mucha utilidad, para lo

cual haremos uso de los resultados anteriores.

Comenzamos estableciendo que si f estd en Ur enton

ces |f| estd en Ur,

Por proposicifén 6.9 se verifica que la serie binomial

para Ta funcidn

p(t) = (1-1) 12 es DR (-1)”(1g2]

N
y que Ta sucesidn Z antn] converge uniformemen-
n=0 JNE}

te a ¢ en el intervalo cerrado [0,1-6] para § > 0.

Observamos que si f estd en Ur tal que || f|[ <1
y si gy = & ¥ (l-d)f2 para & en ]0,1] entonces

0 <1 - 95 = 1 - ¢,

Por parte 1) de proposicidon 6.12, para 6 > 0 fijo

N
h, = J a (1-g_)" estd en Ur.
N n=0 " 8

i - () Y211, = Supl T o (1-g500)"- (1-g ()] por defi

N 8 ® xeX n=0 " 8 6 ’ N

nicion.
N n
< Sup | '} o t-é(t)] , por lema 6.10

te[0,1-6] n0 "
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Luego, por parte 2) de la proposicién 6.12

Lim ||h|\| _(98)1/2‘|m: 0, asi por corolario 6.13 tene-
N-co
mos (g )1/2 pertenece a Ur.

Luego como Ta funcion raiz cuadrada es uniformemente
Y

continua sobre [0,1] , tenemos que Lim || |fL%ga) o= 0
§-+0
por parte 3) de proposicién 6.12 y por tanto |f| es
td en Ur por corolario 6.13, para f ¢ Ur y ||me < 1.
Ahora si f e Ur, ||f||_ > 1 probemos que [f| e Ur.
1
Sea h = -1 3 h e Ur
ell
_ 1 . B 1
l|h]| = fl = ] || f]] = 1, por tanto | g]| <1,
Il 0

luego |h| e Ur

|h| € Ur => || f||_ |h| € Ur, pero

1

1
e o f = I f fl = |f
M A R

1l Inl =11 £l

entonces | f | e Ur.

Ademds, si x,y son puntos distintos en X, a,b nlme-

ros reales arbitrarios y f wuna funcidon en Ur tal

que f(x) # f(y) entonces la funcién g definida por
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g(z) = a + (b-a) Ty = ?(i% estd en Ur y tiene 1la

propiedad que g(x) = a y g(y) = b ; 1o cual fue
verificado en lema 6.18. Por tanto existen funciones

en Ur, tomando valores preestablecidos a dos puntos

de X.
"Cr(X) c Ur"

Tomando f en Cr(X), € > 0 y fijando X, en X, para
cada x en X podemos encontrar una funcidn g, en Ur

tal que g (xo) = f(x ) vy gx(x) = f(x) por lema 6.18.

X o)

Como f y g, son continuas, existe un conjunto abier

to UX de x tal que gy(y) < f(y) + ¢ para todo y en

Ux’ por proposicion 6.19.
Los conjuntos abiertos {Ux}xex cubren a X y por ser

X compacto existe una subcubierta finita

Sea h = g, A~ 9. Ae..ng e Ur; por corolarin 6.17

H
3
—a
>
—
[{a]
>
—_—
>
g
-
[{a]
>
—_—
>
o
g
-
-
Se]
>
—_—
>
g
—



= min {f(xo), f(xo),...,f(xo)}
= f(xo)
Por tanto hxo(xo) = f(xo) y hxo(y) < f(y) + &, para

y en X por proposicidén 6.19.
En forma analoga, como hx y T son continuas existe
0

un conjunto abierto v, de X tal que f(y) - e < h, (y)
0 0

para y en VX , y la familia {v_ 1} cubre a X y asf
0 0 erX

existe una subcubierta finita V , V ) .
X1 %2 “m

Si hacemos k = h v h Ve..V hxn

, entonces k esta
X1 X2

\

en Ur por corolario 6.17, y como k y f son funciones
continuas existe un cenjunto abierto SX de x tal que

fly) - e < k{y) < f(y) + €, para y en Sx'

fly)-e<k(y)<f(y)+e=>-e<k(y)-f(y)<e=>|k(y)-f(v)]|<e

=>| (k-f)(y)|< e= Sup|(k-f)(y)|<e= ||k-f]||_< €, es decir,
yeX

existe k e Ur tal que k€ B(f,e),

k € B(f,e) —> B(f,e) n Ur# ¢ =>Fe Ur =>felUr,
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ya que Ur es una subdlgebra cerrada, por tanto

Cr(X) ¢ Ur, con lo que se concluye que Ur = Cr(X).

Como dijimos al principio de la prueba, debemos mostrar
que U = C(X), para lo cual tenemos que U cC(X) es una

inclusion obvia.
5610 verifiquemns aue C(X) c U.

Sea h una funcién que pertenece a C(X); entonces exis

ten dos funciones hl’h2 que pertenecen a Cr(X) tal

que h = h1 + i h2, por lema 6.20.

hl’h2 e Cr(X)=> hl’h2 e Ur => hl,hze U

=>h1 + i h2 e U, por ser U una subdlgebra de C(X)
=>h = hy +1ih,e U=> C(X) c U.

Por tanto U = C(X).
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