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lNTROVUCCI0N 

El phe~ente thabajo phetende poneh al alcance de lo~ 

e~tudiante~ de Licenciatuha en Matem~tica, tema~ tha~cen

dentale~, como e~ el thatamiento de la~ ~lgebha~ de Banach, 

no de una maneha exhau~tiva, ~ino má~ bien como una bheve 

inthoducci6n que le pehmita 6amiliahizah~e con tan lmpoh

tante~ concepto~. 

El thabajo ~e divide en ~ei~ Capltulo~ y hemo~ thata

do que ~u ~ecuencia ~ea lo m~~ l6gica y natuhal po~ible. 

Vicho~ Capltulo~ ~on lo~ ~iguiente~ : 

El Capitulo 1 thata de la~ phopiedade~ pheliminahe~ 

de una ~lgebha de Banach, e~ decih, que phe~entamo~ he~ul

.tado~ bá~ico~, lo~ cual e·!! u ,tilizahemo~ en capltulo~ po~ te

hiohe~. 

En el Capltulo 11, e~tudiamo~ el conjunto de 6uncio

ne~ continua~ que van de X hacia ~, e~ decih, el e~pa

cio C(X), mo~thando al 6inal que C( X) e~ una ~lgebha de 

Banach, donde X e~ un e~pacio compacto de Hau~doh 66 . 

El Capltulo 111, thata de "El e~pacio de la~ 6uncio

nale~ lineale~", cen.thando nu e~ tho de~ ahholl o en la~ phO-
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p,¿e.dade..6 6undame.nA:a.te..6 de. ta.6 6uvl.c.'¿on.at e..6 tÚI.e.ate..6 muLt,¿

pt'¿c.a~'¿va.6 .6ob~e. un.a ~tg e. b~a de Ban.ac.h. 

En. e.t Cap1A:uto IV e..6tud.(amo.6 "Et e..6pe.c.tJto IJ Jtad'(o e..6-

pe. c..tJtat" d e. un. a át 9 e. b Jta de. B an.a c. h, e.t c..u at e..6 n. e. c. e..6 aJt,( o P.9: 

~a e.6tabte.c..e~ p~op'¿edade.6 '¿mpo~tan.te.6 de. ta t~an..66o~mada 

de. Ge. t6an.d , que. e..6 de. to que. tJtata e.t .6'¿gu,(e.n.te. c..ap~tuto. 

El Capltuto V tJtata 6un.damen.tatme.n.te. de t a TJtan..66o~m.9: 

da de Gel6an.d; pe~o tamb,(~n. e.6tud'¿amo.6 de. man.e.Jta e.te.men.tat 

otJto c..on.c.e.pto '¿mpo~tan.te., c..omo e.6, et ~ad'¿c.al de un.a átge.

b~a. 

En. e.t Capltuto VI, n.ue..6t~o '¿n.te~l.6 e..6 de..6a~~otta~ "Et 

.te.oJte.ma de. Sto n.e.-(Ve.,(Jt.6 tJta.6.6 ", c.UIJO .:tJta.:tam,(e.n..:to e..6 a n.,(ve.l 

e.l e. me.n..:tat. 

Ve. man.eJta ~e.6pe.tuo.6a ag~adec.e.mo.6 ta vat,(O.6a c..o taboJta

c.,¿6n. p~e..6tada po~ n.ue.6t~o A.6e.6o~ pa~a ta 6'¿n.a.t'¿zac..,¿6n. de 

e..6te tJtabajo. 
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CAPITULO 1 

PROPIEDADES PRELIMINARES DE UNA ALGEBRA DE BANACH. 

1.1 DEFINIeION. 

E es un espacio Topológico si existe una familia 

T c P(E) tal que 

1) Unión de elementos de T es un elemento de T. 

2) Toda intersección finita de elementos de T es elemen 

to de T. 

3) <p E T 

4) E E T 

. Los elementos de T son llamados abiertos. 

Una topología sobre un conjunto E es una familia de 

abiertos de E. El complemento de un abierto es llamado cerrado. 

1.2 DEFINICION. 

Un espacio topológico E se dice que es normal si cumple 

la siguiente condición: Si F1 , F2 son dos subconjun

tos disjuntos cerrados de E, entonces existen dos conju~ 

tos disjuntos abiertos, uno conteniendo a Fl y el otro 

a F2 . 

1 
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1.3 DEFINICION. 

Un espacio topológico es de Hausdorff (o separado) si 

para todo x, y E: E , x f y, existe O 1 Y 02 abiertos 

de E tal que x E: 01 ' Y e: O2 y 0 1 
n O2 = <P 

1.4 DEFINIeION. 

Un espacio topológico E (separado) es compacto, si para 

toda familia ( O . ) . 
1 

de abiertos de E tal que 
1 1 e: 

E = U Oi existe J e I , J finito, tal que E = u Oi 
i E: 1 i E: J 

. Todo espacio compacto de Hausdorff es Normal. 

1.5 DEFINICION. 

E es un espacio métrico si para todo x , y E: E existe 

un número d(x,y) > O de manera que 

1) d(x,y) = O <=> x = y 

2 ) d(x,y) = d(y,x), para todo x,y 

3 ) d ( x , z ) < d(x,y) + d(y,z), para todo x,y,z 



1.6 DEFINICION. 

Sea E un espacio vectorial. Se dice que "E es nor 

mado" si para todo x E: E, existe un número 11 xii > O 

de manera que 

1) II x ii > 0, para todo x 

2) \\ x \\ = O <= > x = O 

3) 11 x+yll < 11 xii + 11 y 11 

4) 11 a x 11 1 a 1 11 x 11 

Llamaremos "norma de x" al número 1I xii 

1.7 DEFINICION. 

3 

Sea (xn)n > 1 una sucesión en un espacio (E,d). Se di 

ce que (xn)n > 1 es una sucesión de Cauchy, si a cada 

número real E: > O corresponde un v E: fi tal que para 

todo par de números naturales n,n', no menores que v 

(abreviadamente: ~n, n' > v), se verifica que 

d(x , XI) < E: • n n 

1.8 DEFINICION. 

Un espacio m~trico es completo si toda sucesión de Cau-

chy es convergente. 
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1.9 DEFINIeION. 

Un espacio vectorial normado es de Banach, si, como es 

pacio métrico, con la distancia d(x,y) = 11 x - y 11, es 

un espacio completo. 

RESUMEN: Espacios 

T: Topo16gico 

H: Hausdorff 

M: Métrico 

N: Normado 

C: Completo 

B: Banach. 

1.10 DEFINICION. 

Un subgrupo N de un grupo G se dice que es un sub-

brupo normal de G si para todo g E G Y todo n E N, 

-1 gng E N. 

1.11 DEFINICION. 

Para todo elemento a E G existe un elemento a- 1 
E G 

tal que -1 -1 aa = a a = 1. 

remos elemento inverso . 

Al elemento -1 
a 10 11ama-

. G denotará un grupo (no necesariamente abeliano). 



1 . 12 DEFINIeION. 

Sea A un k-espacio ve c torial; A es una "k-álgebra" 

si para cada x,y E A existe xy E A de modo que: 

1) (A. +,.) es un anillo. 

2) Para todo a E K Y para todo x,y E A se cumple 

que a{xy) = (ax)y = x(ay). 

1.13 EJEMPLOS DE ALGEBRAS . 

[ es una R-á l gebra 

5 

[ es una [-á l gebra 

R es una R-álgebra Toda [-álgebra es una R-álgebra 

Toda [-álgebra es una K-álgebra con k subcampo de [. 

Xl <p; A = {f : X -+ [ / f es una función} 

(f+g)(x) = f {x) + g{x ) 

(fg){x) = f(x) f{x) 

(a f)(x) = a f(x) 

es una [-á l gebra unitaria y Conmutativa. 

1. 14 DEFINI CION. 

Una álgebra de Banach B es una á l gebra sobre [ con 

identida d 1, la cual tiene una norma convirtiéndola en 

un espaci o de Banach y que satisface 11111 = 1 Y la de

sigualdad IlxYII~ Ilxll Ilyll. para x,y E B. 



1.15 EJEMPLOS DE ALGEBRAS DE BANACH. 

([ , ffi,C(X), más adelante se probará que 
B 
T es una ál 

gebra de Banach, con 1 un ideal maximal. 

1.16 PROPOSICION. 

Si x está en el álgebra de Banach B y 111-x 11 < 1, 

entonces x es inversible y 11 x- 1 11 < 1 

1-111-xll 

PRUEBA. 

6 

Si establecemos o 111-x 11 < 1, entonces para N > M 

tenemos: 

N M 
11 ¿ (1-x)n - ¿ (l_x)n 

N 
11 =11 L (1-x)n 11 

n=O n=O n=M+1 

N 
< L 111-x 11 n , por propi edades de Norma 

n=M+1 

N 
< 1: eSn . . . . . . . . . . . . . .. (a) 

n=M+1 

N N M 
eSn Así, 1: eSn = ¿ eSn _ ¿ 

n=M+1 n=O n=O 

1 (1-eS N +1) 1 (1-6 M+1) 
N l(1_pN+l) 
L pn = = , ya que 1 - ¡:i 

1 - 6 1 - o n=O 

para todo p E m 



I n 1_o N+1 -1 + oM+1 = oM+1 _ o N+1 

N=M+ 1 o = 1 - o 1 - o 

Así, volviendo a ( a ) tenemos 

oM+l 
~ -1:---0-

N M N 
11 L (1-x ) n - L (1- x ) n 11 < L o n < o M+ 1 

n=O n=O n=M+1 1-0 

7 

y la sucesi6n de sumas parciales { I (1-x)n} 
n=O N > 1 es 

una sucesión de Cauchy. 

Dado E: > O, probemos que existe K > O tal que M,N ~K 

N M 
implica 11 1: (l_x)n - 1: (l-x)n 11 < E: 

n=O n=O 

Supongamos que N > M 

N M 0~1 
1: (l_x)n - 1: (l_x)n 11 <

- 1-0 
por lo anteri or 

n=O n=O 

además, existe K > O ta 1 que < E: 

Luego N,M > K , N > M 

N M oM+1 0 K+1 
11 n~o (l_x)n - n~o (l_x)n 11 ~ --r=8 < 1-"8 < E: 

{ I (l-X)n} es una sucesión de Cauchy. 
n=O N > 1 

Por tanto 



Sabemos que en todo espacio completo, toda sucesi6n 

de Cauchy es convergente. 

Así { I (l_x)n} 
n =0 N > 1 

es convergente y existe el 

límite de esta serie. 

00 

Ahora, si y = I (l_x)n entonces 
n=O 

xy = [ 1-0-x)] [ I O-X)n] = L im [[ l-(l-x) J I O-X)n] 
. n=O ~oo n=O 

= Lim [ I 
N~ n=O 

= Lim 
N~ 

(l_x)n - (l-x) I (l_x)n] 
n=O 

n N n+1] (l-x) - I (l-x) 
n=O 

8 

= Lim I}+(l-x) + (l-x)2 + ... + (l_x)N - (l-x) 
N~ 

(l_x)N+1 ] 

= L im 1) - (l_x)N+I J = 1 - L im (l_x)N+l = 
N~ N~ 

1 - 0=1 

también, yx = [ I (l-x)nl [ i-(1-x)] 
n=O . 

yx = Lim {[ I (l-X)n] [l-(l-X) J} 
N~ n=O 
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inversibles y G2 la colección de elementos inversibles 

a la derecha en B que no son inversibles. 

1.18 NOTACION DE G, G1 Y G2 . 

G = {m E BI m es inversible en B} 

G1= {p E BI p es inversible a la izquierda en B y no 

es inversible a la derecha} 

G2= {r E B/r es inversible a la derecha en B y no es 

inversible a la izquierda}. 

1.19 DEFINIeION. 

Un espacio métrico E es un espacio Topológico con los 

abiertos siguientes: 

A c E es un abierto de E si A = 0 o si para todo 

x E A existe r > O tal que B(x,r) c A, donde 

B(x,r) = {y E E/d(x,y) < r}. 

1.20 PROPOSICION. 

Si B es una álgebra de Banach entonces cada uno de 

los conjuntos G, G1 , G2 es abierto en B. 
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PRUEBA. 

i) Probemos que G es abierto 

Sea y E B, x E G 

Como x E G entonces x es inversible 

Supongamos que 11 x-yll < 1 

Así, Ilx- 111 Ilx-yll < 1 

Luego, por ser B una álgebra de Banach 

11 xy 11 .::. 11 x 11 11 y 11 
entonces 11 x-

1(x_y)1\ .::. 1\ x-111 Ilx -yll < 1 

11 (x-1 x) _x-1 yll < 1 

111-x-1yll < 1 

Luego, por proposición 1.16 -1 x y E G, es decir, 

-1 x y es inversible. Así y = x (x- 1y) y 

como X A 
-1 x y E G entonces y E G. 

Luego G contiene la bola abierta de radio ___ 1_ 
11 x -111 

y centro x en G. 

Por tanto G es un conjunto abierto en B. 

ii) Probemos que G1 es un abierto en B. 

Si x está en G1 , entonces existe h en B tal 
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que hx = 1, ya que x es inversible por la iz-

quierda. 

1 
Si hacemos 11 x-y 11 < ~II -h ;-;-II- entonc e s 

11 hx-hyll .:. 11 h 11 11 x-y 11 < 1 

=> 111 - hy 11 .:. 11 h 11 11 x - h 11 < 1, ya q u e h x = 1 

=> Ill-hy 11 < 1 

Así, por proposición 1.16 

k = hy es inversible y la identidad 

1 = k- 1k = k- 1 (hy) 

1 = (k- 1h)y es decir, que y es inversi 

ble a la izquierda. 

Además, supongamos que y es inversible, entonces 

-1 ( h = ky es inversible ya que k también es in-

versible) . 

Esto implica que x es inversible, ya que hemos 

supuesto que x E G1 , es decir, hx = 1 lo que i m

plica que también h es inversible a la derecha. 

Pero como h es inversible entonces hx = xh = 1 

de donde concluimos que x es inversible lo cual 

es una contradicción, ya que x E G1 . 
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Esta contradicci6n muestra que 

tiene la bola abierta de radio 

y E 

1 

11 h 11 

G
1

, así G1 con 

y centro x. 

Luego G
1 

es abierto en B. 

iii) Probemos que G2 es abierto en B. 

Sea x E G2 entonces existe h en B tal que 

xh = 1 (x es inversible por la derecha). 

Si hacemos Ilx-yll entonces 

11 xh - yhll 2. 11 x-yll Ilh 11 < 1, pero xh = 1 

de donde 111 - yhl\ < 1. 

Luego, por proposici6n 1.16 

k = yh es inversible, y la identidad 

kk- 1=(yh) k- 1=y(hk- 1 ) = 1 

es decir, y es inversible por la derecha. 

Ahora supongamos que y es inversib1e, entonces 

- 1 ( ) h = Y k es inversib1e ya que k es inversib1e . 

Lo que implica que x es inversible, ya que hemos su 

puesto que x E G2 , es decir, xh = 1 10 que implica 

que también h es inversib1e a la izquierda; pero c~ 

mo h es inversible entonces xh = hx = 1 de donde 



14 

concluimos que x es inversible, lo cual es una con-

tradicci6n, ya que x E G2 . 

Esta contradicci6n muestra que y E: G2 , luego con 

tiene a la bola abierta de radio 1 

11 h 11 

y centro x. 

Luego, G2 es abierto en B. 

1.21 DEFINICION. 

Sea E un espacio métrico cualquiera, A c E;se llama 

clausura o adherencia de A a la uni6n de A con sus 

puntos de acumulación, y se denota por A = A U Al 

Al denota el conjunto de puntos de acumulaci6n de A. 

1.22 OBSERVACION. 

Una importante caracterización de los elementos de la 

clausura de un conjunto es IIX E: A si y solo si existe 

una sucesión (xn)n > 1 en A con xn + XII, es decir, que 

son límite de sucesiones en el conjunto A. 

1.23 DEFINICION. 

Sea A un conjunto no vacío en un espacio métrico 

(E,d). Decimos que los conjuntos S,T son una disco 

nexi6n de A si son no vacíos, disjuntos, abiertos en 
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el subespacio (A,d) y A= S u T. Si tales conjuntos 

existen decimos que A admite una disconexi6n. 

1.24 OBSERVACION. 

Decimos que el conjunto A es conexo si no es disco-

nexo, es decir si no admite disconexi6n. 

'En general, todo espacio normado es conexo. 

1.25 DEFINICION. 

Sea (Ai) . la familia de conjuntos conexos conteni 
1 E I 

dos en A y que contienen al elemento x; llamaremos 

componente conexa del elemento x a la unión de los 

elementos de esta familia. Lo denotamos por [(x), es 

decir 

[(x) = U Ai 
i E I 

1.26 DEFINICION. 

Un espacio m~trico (E,d) es localmente conexo si para 

todo punto x E E Y todo entorno S de x, existe un en-

torno T de x tal que T c S, T conexo. 

'En general, en un espacio localmente conexo toda comp~ 

nente conexa es un conjunto abierto y cerrado. 



16 

Los dos teoremas siguientes son utilizados en pr6ximas 

pruebas, aunque sus demostraciones no las incluimos. 

(Ver Introducción a la Topología General). 

1.27 TEOREMA. 

Un conjunto M c F es abierto en el subespacio (F,d) 

de (E,d) si y solo si existe un conjunto A abierto 

en (E,d) tal que M = A n F. 

1.28 TEORn~A; 

Si F es una familia de conjuntos conexos de (E,d) 

tal que 

n Atrp , entonces 
A E F 

1.29 PROPOSICION. 

LJ A es conexo. 
AE F 

La componente conexa de un elemento x es el máximo 

conjunto conexo contenido en A al cual el elemento 

x pertenece. 

PRUEBA. 

Como [(x) = U Ai afirmamos que [(x) es un con
i E: 1 



17 

junto conexo, ya que x E (') Ai 
i E 1 

entonces n Ai ; ct> 

i El 

y por teorema 1.28 tenemos que U Ai es conexo, 1 ue 
i E: 1 

go [(x) es un conjunto conexo. 

Probemos ahora que [(x) es el máximo conjunto conexo 

contenido en A y que contiene a x. 

Basta probar que si x está en un conjunto conexo en 

tonces ese conjunto está contenido en [(x). 

Sea B un conjunto conexo, x E: B Y B c A. 

Sea y E: B entonces y E U Ai, ya que B es un ele 
i E 1 

mento de la familia (Ai). 1 (en general, tenemos que 
l E 

lJ-. 
J 

A. c 
J 

B c [(x) 

u Ai ) 
i E 1 

luego, B c u Ai 
i E 1 

entonces 

Asf, [(x) es el máximo conjunto conexo contenido en 

A y que contiene al elemento x. 

1.30 LEMA. 

Sea B un álgebra de Banach, G el grupo de elementos 

inversibles en B, y G la componente conexa en G, la 
o 

cual contiene a la identidad; si x E Go entonces xG o 
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es un conjunto conexo abierto y cerrado. 

PRUEBA. 

Sea H = xG o = {z/z = xg, 9 E GO} 

Supongamos que H no es conexo; entonces, existen 

S A T c H, con S,T disjuntos, no vacíos y abiertos 

en H tal que H = S U T. 

Ahora, probemos que Sl y T1 son una disconexi6n de 

Go ' es decir, que Sl,T 1 son disjuntos, no vacíos y a 

biertos en Go tal que Go = Sl U T 1 

Sl y T1 son diferentes de vacío ya que S y T son di 

ferentes de vacío, es decir, 

Para SI 

Sea p E S ( P existe ya que S f <1» 

Como S c H entonces p = xg 9 E Go , 

=> g E SI = > SI 1 <P 

Para T1 

Sea r E T (r existe ya que T 1 <1» 

Como T c H entonces r = xg, 9 E Go 

=> 9 E T 1 => T 1 f <1> 
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Ahora probemos que SI (¡ TI = </> (SI y TI disjuntos). 

Supongamos que SI n TI t </>, entonces, existe hES 1 n TI 

h E S 1 ('\ T 1 => h E S 1 A h E T 1 

h E SI => xh E S 

h E T 1 => xh E T 

de donde xh E S n T así S n T f </> 

Lo cual es una contradicción ya que S n T = </> 

Probemos que SI y TI son abiertos en Go 

Para SI 

Como S es abierto en H por Teorema 1.27 existe un 

abierto O en B tal que S = O n H 

Para probar que SI es abierto en Go ' probaremos que 

SI = x-lo n G
o 

con -1 x O 

Sea H = {z /z = xg,g E Go } 

-1 . {n/n - 1 x O = = x r, r 

p E SI <=> xp E S , 

<= > xp E O 

<=> xp E O 

q = xp <= > -1 x q 

<= > -1 x q = 

abierto. 

E O} 

P E Go 

n H 

A xp E H 

x -1 xp 

p , q E O 
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q = xp <= > P E 
-1 X O Y P E G 

O 

<=> P E X-lO n G o 

Luego SI 
-1 x O n G o 

Por tanto SI es abierto en Go ' 

Para TI 

Como T es abierto en H por Teorema 1.27 existe un 

abierto O en B tal que T = a n H. 

Para probar que TI es abierto en G o ' probaremos que 

TI 
-1 

Go ' 
-1 abierto. = x a n con x a 

Sea H = {z/z = xg, g E Go} 

-1 {n/n - 1 a} x a = = x r, r E 

p E TI <= > xp E T , P E Go 

<=> xp E O n H 

<=> xp E a A xp E H 

q = xp <=> -1 x q = -1 x xp 

<=> -1 x q = P , q E a 

<=> P E x-lo y p E Go 

<=> P E x-lo () G o 

Luego TI 
-1 Go 

= x a n 

Por tanto TI es abierto en Go ' 
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Así, Go es disconexo en G lo cual es una contradic

ción ya que Go es conexo en G. 

Por tanto H = x Go es un subconjunto conexo de G. 

Ah b f G G f(y} -- x-1y ora, pro emos que : -+ : y'vv\,> 

es una función continua, con x fijo. 

Sea a E G. f es continua en a, si dado E > 0, exis-

te 6 > O tal que 1 f(y) - f(a) 1 < E siempre que 11 y-all < 6 

If(y)-f(a)I=lx-1y-x- 1al=lx- 1(y-a)I=lx- 11 lIy-all 

If(y) - f(a)1 < Ix- 11 6 

tomando 6 = se cumple que f es continua. 

Ahora probemos que xG o es un subconjunto conexo a

bierto y cerrado de G, para cada x E G. 

Ya probamos que xG o es un subconjunto conexo. 

i) "xG es un subconjunto abierto" 
o 

Sea f G --> G 

y 'vv\,> f(y) = -1 x y una 

Como Go es un conjunto abierto 

ponente conexa) 

función continua 

(por se r una com-



ii) 
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f-1(G
O

) = . {y E G/f(y) E GO} . -1 } = {y E G/X y E GO 

= {y E -1 } G/Z=X y,z E GO = {y E G/y = XZ,Z E GO } 

= xGo 

Como 1 a imagen inversa de un conjunto abierto es 

abierto resulta que xG es un subconjunto abierto. 
o 

De igual forma 

IIxG es un subconjunto cerrado ll 

o 

Como Go es un conjunto cerrado (por ser una com

ponente conexa) 

-1( ) { ( ) -1} f Go = Y E G/f y E GO} = {y E G/x y E Go 

= {y E: G/z -1 } = x y, Z E G 
o 

Como la imagen inversa de un conjunto cerrado es ce 

rrado, resulta que xG o es un subconjunto cerrado. 

1.31 LH1A. 

Sea B una álgebra de Banach, G el grupo de elementos 

inversible en B y G la componente conexa en G la o 
cual contiene la identidad; si 

y son conjuntos cone xos. 

-1 entonces xGo x 
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PRUEBA. 

IIxG 
o 

-1 x es cone xo 11 

Supongamos que Z es disconexo, es decir, existen 

5 Y T subconjuntos de Z; 5 y T disjuntos, no vacíos 

y abiertos en Z tal que Z = 5 U T 

Sean -1 G Ixm x E S} o 
y 

T1 = {k E -1 } Go/xkx E T 

Probemos que 51 y T1 son disjuntos, no vacíos y a

biertos en Go tal q ue Go = S1 LJ TI 

Probemos que S1 y T1 son diferentes de vacío. 

Como S 1 ~, existe p E S; además S c Z, entonces 

-1 p = xgx ,g E G o 

Así, 9 E S1 y se tiene que 51 t ~ 

similarmente se prueba que T1 t ~ 

Probemos que 51 n TI = ~ (Disjuntos) 

Supongamos que 51 y TI son no di sjuntos entonces 
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SI (l TI :; cp , es decir, existe h E: SI (l TI luego 

h E: SI Y h E: TI 

h SI xhx -1 S E: = > E: h E: T => xhx -1 T , 
1 

E: 

de donde xhx -1 S n T = > S n T t ~ 10 cual es una E: 

contradicción, ya que S y T son disjuntos. 

Probemos que SI y TI son abiertos en Go ' 

Por teorema 1.27, tenemos que: 

Como S es abierto en Z, entonces existe un abierto O 

en B tal que S = O (l Z 

Para probar que SI es abierto mostraremos que 

-1 SI = x Ox n Z 

-1 Z = {r/r = xgx ,g E: Go} 

-1 . / -1 x Ox = {n n = x rx, r E: O} 

P E: S <=> -1 S G xpx E: , P E: 1 o 

<=> xpx -1 
E: O n Z 

<= > xpx -1 
E: O '" xpx -1 

E: Z 

-1 x- l qx -1 -1 q= xpx <=> = x x p x x 
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-1 <= > q = xpx -1 x q x = P 

<=> P E: 
-1 

X Ox y P E: G
O 

-1 Go <=> P E: X O x n 

Luego S 1 es abierto en Go 

Similarmente se prueba que TI es abierto en Go 

Luego, G es disconexo, lo cual es una contradicci6n 
o 

G es conexo. 
o 

ya que 

Por tanto Z -1 x Go x es con ex o. 

La prueba para x- 1 Gox conexo es similar a la anterior. 

1.32 PROPOSICION. 

Sea B un álgebra de Banach, G el grupo de elementos 

inversibles en B y G la componente en G la cual o 

contiene a la identidad. Entonces Go es un subgrupo 

normal abierto y cerrado de G, las clases laterales de 

son las componentes de G y es un grupo. 

PRUEBA. 

Como G es el grupo de elementos inversibles en B, en 

tonces G es un subconjunto abierto de B. 
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Pero B es un álgebra de Banach, luego es un espacio 

normado, y así afirmamos que es un espacio conexo y 

por tanto, localment e conexo, ya que en general, todo 

espacio normado es un espacio conexo. 

Por tanto G es un subconjunto abierto de un espacio 

localmente conexo. Luego sus componentes son subcon-

juntos abiertos y cerrados de G, ya que para un espa-

cio localmente conexo, las componentes del espacio son 

conjuntos abiertos y cerrados. 

Si x e y están en Go ' entonces x Go e s un subconj u!!. 

to conexo de G, el cual contiene a xy A X. 

i) Por el lema 1. 30 x Go es un subconjunto cone xo de G. 

ii) Probemos ahora que xy A x están en x G
o

' 

como x=x.l, 1 E Go entonces x E x Go 
También, 

xy = xy , Y E Go entonces xy E x Go ' 

Ahora probemos que G u xG es conve xo. o o 

Como G y xG son conexos, por Teorema 1. 28, o o 

ta mostrar que Go n x Go f <P , como x E Go 

x = x. 1 , 1 E G o entonces x E xG y por tanto o 

bas 

y 
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de concluimos que Go lJ xG o es conexo. 

Por otro lado, Go U xG o c Go ' ya que Go es la compo

nente conexaenGque contiene la identidad, de dondexGocGo' 

Mostremos también que -1 x Go U Go es conexo. 

Igual que en el caso anterior probemos que 

-1 x Go n Go t <1> por teorema 1.28, ya que sabemos que 

Go es conexo y además x- 1G es conexo por lema 1.30; 
o 

Como 

ya que Go contiene la identidad. 

Entonces n G , así o 
-1 

x G
o 

n 

de donde -1 x Go U Go es conexo. 

1 E G , o 

Pero Go es la componente conexa en G que contiene 

la identidad entonces X-
1Go LJ Go c Go 

Así 

Por otro lado, x- 1 
= x- 1 .1 , 1 E Go 

-1 -1 => x E X Go c Go = > 

Como para x,y E Go probamos que x y xy están en 



xG c G entonces o o 

Además, como G es un grupo y Go c G entonces 

es un semigrupo. 
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G o 

Por otro lado -1 x E Go , entonces es un subgrupo 

de G; finalmente, mostremos que el grupo conjugado 

-1 xG o x es un subconjunto conexo que contiene la id e n 

tidad y por tanto xG x- 1 = G o o· 

Probemos primero que es cone xo, lo cual se 

verifica por Lema 1.31. 

Ahora, probemos que 

"e" 

"J" 

-1 -1 xG o x e Go ' esto es cierto ya que xG o x es 

conexo y G es la componente cone xa de G la o 

cual contiene la identidad . 

Además, -1 -1 1 = x.1.x , 1 E Go = > 1 E xG o x 

-1 Go e xGo x 

Z E Go => Z = 1.z.1 => z = x x- 1 

> z = x(x- 1zx)x- 1 => z 

-1 
=> Z E: xG o x 

= xmx -1 

-1 z x x 
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Afirmamos que m está en G o' ya -1 G es que x x co-o 

nexo por Lema 1.31. 

Así xG -1 G x c o o y por tanto xG o x -1 Go 

Luego resulta que Go es un subgrupo normal de G, ya 
-1 que xG o x c Go para todo x E G. 

G y por tanto 
~ 

es un grupo ya que G es un grupo y 

Go es un subgrupo normal de G. 

1.33 DEFINICION. 

Sean A Y B dos C-álgebras; f A -+ B es un homomor 

fismo de álgebra si y sólo si 

1 ) f(x+y) = f(x) + f(y) V-x,y E A 

2) f(xy) = f(x) f(y) V-x,y € A 

3) f(ax) = a f(x) JJ- a E a:, JJ- x E A 

1.34 COROLARIO. 

Sea B una álgebra de Banach, G, el grupo de eleme~ 

tos inversibles en B y Go la componente conexa en G 

entonces la función f : G 

de grupo. 

G 
-+G 

o 
es un homomorfismo 



PRUEBA. 

Sea f G --> ~ 
G 

o 

X 'V\I\J > f(x) = xG o 

Sea x,y E: G 

f(xy) = (xy)G o = (xGo)(yG o ) = f(x).f(y) 

Por tanto f es un homomorfismo de Grupo. 

1.35 DEFINIeION. 
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Si B es una álgebra de Banach, entonces la funci6n 

exponencial sobre B, denotada por exp, está defi-

nida así: 

00 

1 xn 
nT exp x = 1 

n=O 

1.36 L Er~A . 

Sea B una álgebra de Banach; si x A y son elemen-

tos de B, los cuales conmutan, entonces 

exp(x + y) = exp x . exp y. 

PRUEBA. 

Nultipliquemos las series que definen a exp x y 

a exp y y reordenemos. 



exp x.exp.y = 

= 

00 

¿ 
n=O 

1 n 
n:- Y 

12131415 
x + yX + ~x + VX + ~x 

~ 1 n 00 1 n 1 00 1 x2yn + 
¿ ñ' y + I ~ xy + 2' I ~ 

n=O' n=O . n=O 
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00 00 x4y n 1 00 1 5 n 
1 'i' 1 3 n + 1 'i' 1 + -51. 'i' -x y + ... V ¿ -ni x Y -4 1 ¿ -ni ¿ 
• n=O . . n=O . n=O 

= 1 + Y + .l-. y2 + 1 y3 + 1 y4 + 1 y5 + 1 y6 + 1: ~ ~ 5T ~ 

+ .l-. xy2 1 3 1 4 1 5 + x + xy 2 : + ~ xy + V xy + ~ xy + 

+ 1 x2 + 1 2 + 1 1 2 2 + 1 1 2 3 + 2! ~xy ~~xy ~~xy 

1124 1125 
~~xy +~~xy + 

1134 + 1135 
3T4T xy 3T5T xy + .... 
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1515 115211531154 
+~x +~xy +~2"!xy +~3!xy +~~ x y + 

1 1 5 5 
~ ~x y + .... 

16 16 1162 1163 1164 
+~x+~xY+~ 2"!x y +~ 3! xy +~~ x y + 

+ 

1 1 6 5 
~5':"x y + .... 

Asociando tenemos, 

1

- 1 2 1 2 
e x p . x . e x p y = _ 1 + (x+y) + (2! x + xy + 2"! y ) + 

1312 121 3 
(3! x + 2"! x y + 2"! xy + 3! y ) 

14 13 122 13 14 
+ ( ~ x + 3! x y + 2! 2! x y + 3! xy + ~ y ) 



16 15 1 24 133 
+(6"!X +~xY+4!2:xy +3~3~XY + 

124 15 16 
~xy +~xy +~y) 

+ 

Así, 

15 4 32 23 4 5 
~(x + 5x y + lOx y + lOx y + 5xy + y ) 

+ .......................... . 

Luego 

expx.expy = 1 + (x+y) + 2\(x+y)2 + 3\(x+y)3 + 

= 

14151 6 
~(x+y) + 5!(x+y) + ~(x+y) + .... 

! J:. (x+y)n 
O n. 

n= 

33 
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En una álgebra de Banach general, es difícil determi-

minar los elementos en el rango de ,la funci6n expone~ 

cial, esto es, los elementos que tienen un logaritmo. 

El siguiente Lema da una condici6n suficiente. 

1.37 LEMA. 

Si S es una álgebra de Sanach y a es un elemen t o 

de S tal que 111-al! < 1, entonces a está en e xp S. 

PRUESA. 

Sea exp B = {z E B/z = exp y , para algan y en S} 

00 

= {z E S/z I 1 n S} = nT y y E , 
n=O 

00 

y sea y = I (_1)n+1 1 (a-1)n -
n=l n 

Probemos que la serie 

00 

I (_1)n+1 
n=l 

1 
converge -

n 

absolutamente. Utilizando el criterio del cociente tene 

mos 

11 Un+ 111 

11 Un 11 
= 

11 
(-1) n+2 _1_ (a-1) n+ 1

11 n+1 1 lIa-111 
1+1-

n 



Aplicando límite cuando n -+ 00 , tenemos 

LimJIUn+111_ Lim 
n+oo 11 Un 11 n +00 

1 1 lIa-111 == 
1 + -

n 
Ila-111 111-a 11 
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Por hip6tesis, 111-a 11 < 1, así la serie dada conver-

ge absolutamente. 

Probemos ahora que exp y = a, para algún y en B 

exp{y) = exp [ I {_1)n+1 1 {a_1)n] 
n -1 n 

I no I 00 1 [ 00 
n==O • m=l 

{_l)m+l 1 (a_1)m]n 
m 

00 

exp(y) == 1 + (a-1) + I 
m==2 

{_1)m+1 1 (a_1)m + 
m 

I h [ I (-1) m+ 1 1 (a -1 ) m] n 
n == 2 n. m==l m 

(a ) 

Al desarrollar la serie ( a ) para n == O Y n == 1 obte 

nemos 1 y (a-1) respectivamente, entonces sólo basta 

probar que los demás sumandos son cero. Para esto tra 

bajamos con: 
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I (-1) m+ 1 ~ (a -1) m + I nI, (I ( -1) m+ 1 ~ (a -1) m] n 
m=2 n=2 . m=1 

00 

Llamemos ( 6 ) a I y 
m=2 

(y) a I J. [I ( -1) m+ 1 1 (a -1) m] n 
n= 2 n. m=1 m 

. 3 1 2 1 2 En (6) S1 m = 2 tenemos (-1) 2 (a-l) = -2 (a-l) (1) 

En (y) si n=2 y m=1 tenemos l~ [(-1)2(a-l)Y= l~ (a_l)2 (2) 

Sumando (1) A (2) se tiene - } (a_l)2 + l~ (a_l)2 = O 

() _ 4 1 313 En S si m-3 tenemos (-1) ~ (a-l) = ~ (a-l) (3) 

En (y) si n=2 tenemos 

Evaluando, para m=1 y m=2 tenemos 

(4) 
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Para m=2 y m=1 

(5) 

En (y) para n=3 y m=1 se tiene 

(6) 

Sumando (3), (4), (5) A (6) tenemos 

1 311 311 31 3 3 (a-l) - 2 ~ (a-l) - 2 ~ (a-l) + 3! (a-l) = 

En ( B) si m=4 tenemos (-1) 5 } (a_1)4 = - } (a_1)4 (7) 

En (y ) si n=2 tenemos 

Evaluando para m=l y m=3 tenemos 
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1 ,- 2 4 1 3J 1 1 4 -. (-1) (a-1) (-1) - - (a-1) = -3 -. (a-1) 2. 3 2. 
(8) 

Para m=3 y m=l obtenemos 10 mismo ! ! 4 
"3 ~ (a-1) (9) 

Para m=2 y m=2 tenemos 

1 ¡- 3 1 2 ~ _(-1) 2 (a-l) ( -1 ) 3 } (a -1) 2J 114 
= 4~ (a-l) (10) 

En (y) si n=3 tenemos 

~ [[ I ( -1) m+ 1 1 (a -1 ) m] [I ( -1 ) m+ 1 -mI ( a -1 ) m] 3! m=l m m=1 

[ I (_l)ln+l 1 (a-1)mlj m=1 In 

Evaluando para m=! m=! y m=2 

m=l m=2 y m=1 

m=2 m=1 y m=l 

obtenemos el mismo valor, asf tenemos 

{ 

1 - 2 2 
3 3! _( -1 ) (a -1) (-1) (a -1 ) 3 1 2J} 3 1 4 (-1) 2 (a-1) _ = - 2 Y (a-l) 

1 4 
= - 4 (a -1) (ll) 
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En ( a ) si n=4 y m=1 se tiene 

( 12) 

Sumando (7), (8), (9), (10), (11) Y (12) tenemos 

1 411 411 411 41 4 - "4 (a-l) + 3" 2! (a-l) + 3" ~ (a-l) +"4 ~ (a-l) -"4 (a-l) 

De esta manera se puede seguir verificando que los de-

más sumandos son cero. 

Así, exp(y) = 1 + (a-l) de donde exp(y) = a. 



CAPITULO II 

ALGEBRA DE FUNCIONES CONTINUAS . 

2.1 DEFINICION. 

Sea E Y F dos espacios normados , una función f E -+ F 

es continua en un punto a E E si para todo E > O ex is 

te o > O ta 1 que 

11 f(x) - f(a) 11 < E siempre que 1I x-a II < o 

2.2 PROPOSICION. 

Sea E un espacio de Banach. Las 

i ) f E x E -+ E f(x,y) = x+y 

i i ) 9 IX x E -+ E g(a ,x) = ax 

i i i ) h E -+ JR : h( x) = I1 xii 

Son continuas. 

Probaremos nada más para i i i ) . 

PRUEBA para iii) h E --> JR 

fun c iones 

x '\IV\,> h( x ) = 11 xii 

Sea Xo E E. 

40 
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Sea E > O; encontremos ó > O tal que 

Ih(x) h(xo)1 < t: siempre que 11 x - xoll < o 

Ih(x) - h(xo)1 = I Ilxll- Ilxoll I ~ Ilx - xoll < ó 

Tornando ó = E: tenernos que h(x) = 11 x 11 es continua. 

2.3 DEFINICION. (Grupo Topológico). 

Sea B una álgebra de Banach, G el grupo de elementos 

inversibles en B. Se dice que G es un grupo Topológi 

co si la función 1jJ: G + G definida 1jJ (x) = x- 1 es con 

tinua. 

2.4 COROLARIO. 

Si B es una álgebra de Banach entonces la funci6n so-

bre G definida por x '\IV\,> x -1 es continua. Así, G 

es un grupo topológico. 

PRUEBA. 

Sea G = {m E B/m es inversible en B} 

S e a 1 a f u n ció n 1jJ: G --> G 

x '\IV\,> 1jJ (x) -1 
= x 

y sea a E: G; probemos que 1jJ es continua, es decir, da-

dOE:> O, existe o > O tal que 
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11 x - a 11 < eS = > 11 \~ (x) - ~ (a )11 < E 

Sea °1 
1 tai que 

1 -1 1 
11 a-x 11 < 211 a -1

11 
~> 11 a 11 11 a-x 11 < 2 

Pero, 

11 a- 1 (a-x) 11 = 111 - a-1xll , es decir 

111- a- 1 xii = 11 a-1 (a-x) 11 2 11 a- 1 11 11 a-x 11 < } 

Luego 

11 1 - a -Ix 1/ <} .............. ........... (1) 

También 

I/x- 1 1/ = 11 x-la a- 1 11 = 11 (x-la) a-ll/ 

2 l/x-la 1/ lIa- 1
11 ................ . .... (2) 

Pero 



< 

1 
1 _ 1\1-a-1xll Ila-11\, por Prop. 1.16 

Ila- 1 11 

1 
1 - 2" 

Por (1) 

= Ila~lll = 2 Ila-111 

2" 

Regresando a (2) tenemos 

Ilx- 1 11 ~ 2 Ila- 1 11 . .. ...... . ... (3) 

Ahora bien 

< 211 a- 1 11 11 x-all 11 a- 1 11, por (3) 

= 211 a- 1112 11 x-all 

Esto implica que 

11 l/J (x)- l/J (a)11 = Ilx-l- a- 111 

~ 2I1a-1112 IIx-all , 

43 

Tomando 8 = min ° { 8 1 ' 8 2} se cumple que l/J es continua. 
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2.5 DEFINICION. 

Sea X un espacio compacto de Hausdorff; C(X) deno

tará al conjunto de funciones continuas de valores . com 

plejos sobre X, es decir, 

C(X) = {f : X + (L/f es continua} 

2.6 DEFINICION. 

Para f I , f 2 E: C( X) y A E: [, definimos: 

a) (f I + f 2 )(x) = fI(x) + f 2(x) 

b) (t..fl)(x) = Afl(x) 

c) (f l f 2 )(x) = fl(x) f 2(x) 

2.7 PROPOSICION. 

Sea C(X) el conjunto de funciones continuas de X a [ 

entonces C(X) es una álgebra conmutativa con identi

dad, con las operaciones definidas en 2.6. 

PRUEBA. 

En esta demostraci6n para concluir que C(X) es una ál 

gebra conmutativa con identidad, únicamente probamos las 

propiedades no obvias. 
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i) Sean f,g E C(X) entonces f+g E C(X) 

Sea a E X 

Como f E C(X) entonces dado Í > O , existe . 0 1 > O 

tal que 11 x-a 11 < 01 => If(x) - f(a)1 < ~ 

Como 9 E C(X) entonces dado ~ > O, existe 02 > O 

Tal q u e 11 x - a 11 < O2 => I 9 ( x) - 9 ( a) 1 < ~ 

Probemos que I (f+g)(x) - (f+g)(a)I < E: sq \lx-all < ° 
I (f+g)( X ) - (f+g) (a) I = I f ( x) + 9 ( x ) - f ( a ) - 9 ( a ) I 

.2. If(x) - f(a)1 + I g(x) - g(a) I 

Tomando o = min {0 1 02} s e ver i f i ca q u e f+g E C ( x ) 

;i) Sea f E C(X) y A E: [ entonces Af E C(X) 

Como f E: C(X) entonces dado _E:_ > O , existe 
lA I 

E: ° > O t q II x - a II < o = > I f ( x ) - f ( a ) I < ~ 

Probemos que I(Af)(x) - (Af)(a)1 < E sq Ilx-all < o 
E 

I f (x) - f (a) I < \iI => lA I I f (x) - f (a) I < E: - > p .. f ( x ) - A f (a) I < ~ 

=> I (Af)(x)(Af)(a) I < E sq IIx-all < o 



iii) Sean f,g E C(X) entonces fg E C(X) 

Sea a E X. Como f E C(X) entonces dado 

E 

2(1 + Ig(a)l) 

11 x - all 

Como 

< 8 => 1 

9 E C(X) 

> O existe 8 1 > O tal que· 

E 
If(x) -f(a)1 < 2 (1 + Ig(a)l) 

entonces dado 

E 
2(1 + ¡f(a)l) > O existe 02 > O tal que 

11 x -a 11 < 82 => 1 9 ( x ) - 9 ( a ) 1 < 2 (1 + E 1 f ( a ) I ) 

Sea E = 1 entonces existe 8 3 > O tal que 

If(x) f(a)1 < 1 siempre que 11 x-all < 8 3 

A s í 1 f (x) 1 = 1 f (x) - f (a) +f (a) 1..::.1 f (x) - f (a) 1 + 1 f (a) 1 

lf(x)1 < 1 + If(a)1 

Luego, 
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1 (fg)(x)-(fg)(a)I=lf(x)g(x)-f(a)g(a)+f(x)g(a)-f(x)g(a)1 

=lf(x)(g(x)-g(a))+g(a)(f(x)-f(a))1 

. ~I f(x) 11 g(x)-g(a) 1 +1 g(a) 11 f(x)-f(a) 1 



\ (fg)(x) - Ug)(a)I2.\f(x)\lg(x) - g(a)l+ (1 + Ig(a)l) 

(\f(x) - f(a)\) 
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< (1+lf(a)l) 2(a + íf(a)l) + (1 + Ig(a)l) 

Tomando 8 = min { ~ 1 ' 8 2 ' 0 3} se verifica que 

fg es continu a . 

iv) Probemos conmutatividad para suma y producto. 

Sean f,g E C(X) ento nc es 

"(f + g)(x) = (g -{- f)( X)" 

(f + g)(x) = f( x) + g(x) = g(x) + f(x) (g + f)(x) 

11 ( f 9 ) ( )~) = ( g f ) ( x ) 11 

( fg ) ( x) = f ( x) 9 ( x ) g( x) f(x) = (gf)(x) 

v) Probemos la e xi ste ncia de e l e mento identi dad para 

la suma y producto . 

. Sea f E C(X) entonces existe 9 E C(X) tal que 
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(f + g)( x ) f (x) = (g + f)( x) 

(f + g)(x) = f(x ) = > f(x) + g(x) = f(x) 

=> g(x) O( x ) 

Sea f e C(X) entonce s existe 9 e C(X) tal 

que 

(fg)(x) = (g f)(x) = f(x) 

(fg)(x) = f(x) => f(x) g(x) = f(x) 

= > 9 ( x) = 1 ( x ) 

vi) Probemos ahora que para a c a: y f,g e C(X) 

(fg) = ( a f)g = f( ag ) 

Sea x e X 

[a (fg)J(x) = a (fg)(x) = a f(x) g(x) = (a f(x)) g(x) 

= ( a f)(x) g(x) = [( a f)g] (x) 

[(af)g] (x) = (af) (x) g(x) = (a f(x)) 9 ( x ) = (f(x) a ) g(x) 

= f ( x ) ( a g ( x )) = f ( x ) ( a g )( x) = [f (ag )] ( x ) 

2.8 DEFINICION. 

Para f en C(X) deno t amos 11 f ILlO como la norma de f 
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y la definimos por: 

11 fll = Sup{ 1 f(x) 1 I x E X} 00 

2.9 PROPOSICION. 

La norma definida anteriormente, convierte a C(X) en 

un espacio Normado. 

1) Ilfll oo= O si y solo si f = O 

3) 11 f + gil 00 ~ 11 f 11 00 + 11 9 11 00 

PRUEBA. 

Para 1) 

11 

11 f 11 00 = O <=> f = 0 11 

11 f 11 00 = O <=> Sup { If (x) l/x E X } = O 

<=> If(x)\ = O JJ.- x E X 

<=> f(x) = O , V- X E X 

<=> f = O 



Para 2) 

11 IIAfll oo = 1 A 1 IIfll oo ll para A E a; 

11 A f 11 00 = SUP{I(Af)(X) Ix E X} 

SUP{IAf(x)11 x E X} 

SUp{IAI If(x)l!x E X} 

= 1 Al Sup{lf(x)l/x E X} 

= P-I Ilfll oo 

Para 3) 

" IIf + g16.2. .2. 11 fl!oo + IIgll oo " 

11 f + 9 11 00 = S u p {i( f + 9 ) ( x ) 1 I x E X} 

= Sup{lf(x) + g(x)l/x E X} .2. Sup{lf(x)I+lg(x)l/x E X} 

.2. Sup{lf(x)l/x E X}+ Sup{lg(x)l/x E X} 

= IIflloo+ IIgll oo 

Luego IIf+gll oo .2 IIfll oo + IIgll oo 

Para 4) 

" Ilfgll oo < 11 fll oo Ilg 1100" 

50 



51 

= Sup{lf( x ) g( X)I/X E x = Sup{lf(x)llg( x)l/x E X} 

~ Sup{lf(x)l/ x E X} Sup{lg( x)l/x E X} 

Luego 

2.10 PROPOSICION. 

Si X es un espacio compacto de Hausdorff entonces 

C(X) es un espacio de Banach. 

PRUEBA. 

Si {fn} 1 es una sucesión de Cauchy en C(X) 
n> 

Ifn(x) - fm(x)I 2. lIfn -fmll oo = d(fn, fm) para cada x E X , 

' { fn(x)}n >1 es una sucesión de Cauchy de números complejos. 

JUSTIFICACION. 

I fn(x) - fm(x)1 = I(fn - fm)(x)1 

< Sup {I(fn - fm)(x)l!x E X} 

I fn(x) - fm(x)1 2. Ilfn - fmll oo 



Justifiquemos que {fn(x)} I es de Cauchy. n> 

Sea E > O, encontremos N > O tal que 

Ifn(x) - fm(x)1 < E , para todo n,m > N 

Ifn(x) - fm(x)1 < d(fn ,fm) 
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Como {fn} 1 es de Cauchy y E > 0, entonces existe N > 0, n> 

N E N tal que d(fn, fm) < E V- n,m > N 

Así, {fn(x)}n>l es de Cauchy 

Ahora definamos, 

f(x) = Lim fn(x), esto se justifica porque toda sucesi6n 
n -+oo 

de Cauchy de nOmeros complejos es convergente, ya que el 

espacio de los nOmeros complejos es un conjunto completo. 

Probemos que f E C(X) 

Como Lim fn(x) = f( x ), tenemos que dado E > O, existe 
n-+oo 

NI> O tal que Ifn(x) f(x) I < E siempre que n ~ NI 

Además, para Xo E X, dado E > 0, existe N2 > O tal que 

(fn)n >l es una sucesi6n de Cauchy, luego tomando E > ° 
y escogiendo N > ° tal que n,m > N entonces 
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11 fn - fm 11 00 < € • 

Para Xo € X existe una vecindad U de Xo tal que 

f N: X + a: es una funci6n continua). 

< € + € + € = 3 € 

Así, If(x o ) - f(x)1 < 3 € , para todo x € u. 

Luego f es continua y por tanto f € C(X). 

Probemos ahora que L im Ilf - fnll oo = O 
n +00 

Para n ~ N , X € X tenemos 

Ifn(x) - f(x)1 = Ifn(x) - Lilll flll(x) I = Lilll Ifn(x) - flll(x) I 
lTl-toO ~ 

= Li m I(fn - fm)(x) I < Lim Sup IUn - fm)(x) I 
~ - (ll-t<lO XE X 

< Lim Ilfn - fmll oo 2. Lim € = E 

I~ ~ 

Luego I fn(x) - f(x) 1 < E entonces 



I ( f n - f) e x ) I < E: => S u p I ( f n - f) ( x ) I < E 

x€ X 

=> 11 fn - f 11 00 < E: = > 11 f - fn 11 00 < E: 

de donde Lim Ilf - fnlloo= O 
n +00 

Por tanto C(X) es un espacio de Banach. 

2.11 PROPOSICION. 

Si X es un espacio Compacto de Hausdorff, entonces 

C(X) es una álgebra de Banach. 

En esta proposición sólo probaremos 

ii) 11 fg 11 00 .::. 11 f 1100 11 g 11 00 ' f,g E: C(X) 
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ya que en proposición 2.7 probamos que C(X) es una 

álgebra y en proposición 2 . 10 que C(X) es un esp~ 

cío de Banach. 

PRUEBA. 

Para i) 

Sea 1: X --> Ir 

X 'VV\» 1 ( x) = 1 



1111100 = SUp{ll(x)l/x E X} = SUplll = 111 = 1 

Luego 11111 00 = 1 

Para ii) 

Se verific6 en proposici6n 2.9 que 

Por tanto C(X) es una álgebra de Banach. 
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CAPITULO 111 

EL ESPACIO DE LA S FUNCIONALES LINEALES. 

En el estudio de espacios lineales la noción de una fun 

cional lineal es extremadamente importante. La colección de 

funcionales lineales definidas sobre un espacio lineal dado, 

es a su vez, un espacio lineal y esta dualidad es una poder~ 

sa herramienta en el estudio de otros espacios. 

Para álgebras de Banach y en particular, para C(X) la 

idea i mportante es la de una funcional lineal multiplicativa, 

a las cuales se dedicará gran parte d€l presente Capítulo. 

3.1 DEFINICION. 

Sea E un espacio de Banach, una función ~ de 

es una funcional lineal acotada sí: 

E a a: 

b) Existe N > O tal que I~(x) 1 < NII xii, para todo 

x e n E. 

56 
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3.2 PROPOSICION. 

Sea ~ una funcional lineal sobre un espacio de Banach 

E; entonces los siguientes enunciados son equivalent es . 

a) ~ es acotada. 

b) ~ es continua. 

c) ~ es continua en cero. 

PRUEBA. 

11 a = > b ll 

Sea y E E, queremos mostrar que dado E > 0, existe (5 > 0 

tal que I~( x ) 

I ~ ( x ) - ~ (y) 1 

~ (Y)I < él siempre que 

I ~ ( x - y) 1 

11 x - y 11 < él • 

Como ~ es acotada, e xiste N > O tal que 

I ~ (x) - ~ (Y)I = I~) (x -y) 1 ~ NII x - yll Si tomamos E 
6 = N 

entonces 1'11 (x) - ~ (Y)I = I ~ ( x - y)1 < Nllx - yll < N(~) entonces 
- - N ' 

I ~ ( x ) - ~ (y) 1 < E Y por tanto ~ es continua. 

11 b = > C 11 

Es obvia, ya que si ~ es continua en todo punto, en pa~ 

ticular es continua en cero. 
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11 C = > a 11 

Como \jJ es continua en cero, entonces dado E > 0, e xiste 

ó > O tal que I tjJ ( x ) - 4)(0) 1 < s s iempre que 11 x - 011 < ó 

Sea s = 1 entonces 1\jJ (x)1 <1 siempre que Ilxll < 8 , para 

todo x en E. 

Así para y f O en E tenemos: 

2 Ilyll 
ó 

Si N = i- ' se tiene 1\jJ (y) 1 < N Ilyll y por tanto \jJ es a

cotada. 

3.3 DEFINICION. 

Sea E* el conjunto de funcionales lineales acotadas so-

bre el espacio de Banach E. Para \jJ en E* sea 

111jJ11= sup { 11jJ (x) I , x fO } 
11 x 11 

Entonces E* se dice 

que es el espacio conjugado o espacio dual de E. 

3.4 PROPOSICION. 

El espacio conjugado · E* es un espacio de Banach, con 

la norma definida en 3.3. 
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PRUEBA. 

Que E* es un espacio Vectorial resulta obvio, por 10 

que nos dedicaremos a mostrar que E* es un espacio 

normado y completo. 

i) 11 1); 11 > O lo cual se cumple, porque 

11 (1) 11 = S u p { I lj; ( x ) 1 I x t O } 2. O ya que 
, 11 x 11 

J....Jlpc....:...( --,-x )-,--1 > O, x f- O 
11 x 11 

i i ) 11 ljJ 11 = O <= > ljJ = O 

11 ljJ 11 = S u p { I lj; ( x) 1 I x f O } = O <= > I lj; ( x) 1 = O , x f- O 

11 x 11 11 xi i 

<=> l·.); ( x ) 1 = O , x f: O 

< > ~)( x') = O 

<- > ljJ = O , ya que 1); E E* 

i ii ) 11 Al); 11 

11 AljJ ll = Sup {l A ljJ (x) I 

, 11 x 11 

I x f- o} = Sup { I AII t/J(x) I / Xf O} 

11 x 11 

= Sup { I AI J~t~.H--/xf-o\ = IAlsup{-Lt~ Ix1 o} 
11 x 11 J 11 x 11 

= 1 A 1 II ~) 11 
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i v) II¡JJI + t~2 11 
s up 1 ( ~) l + ti) 2 )( x )1 _ Sup I~l( x ) + ¡JJ2(x) 1 

= xfO 
11 xii 

- xfO 
11 x 11 

< Sup 
1 l/JI ( x ) 1 + Sup 

I I/J2 ( x ) 1 
= 11 ¡JJ lll + 11 ¡jJ 211 - xfO 

11 x 11 
x¡iO 

11 xii 

Por tanto 

L uego E* es un espacio normado. 

Finalmente mostramos que E* es completo. 

es una sucesión de Cauchy en 

E* ,sea x en E; probemos que (~n(x))n > 1 es de Cau

chy en a:, es decir, dado E> 0, e x iste N > O tal que 

( l ) 

Como ( ~J n ) n > l es de Cauchy en E* , entonces dado 

E 
E l = 

11 x 11 
e x i s te NI > O tal que 11 ¡jJn - ~) mll < El' 

n,m > NI 
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Volviendo a (1) 

I ~) (x) - ~ (x) 1 < Il t/) 
n m-n t~ 11 

m 11 x 11 .:::. E l 11 xii = _ E -- 11 xii = E 

\\ x \\ 

n,m > N. 

Así la sucesión de números complejos ( t~ n(x))n > l es de 

Cauchy, para cada x en E. 

Como ([ es un espacio completo, podemos definir 

~ E --> ([ 

X 'Vuf\,> ~ ( x ) = Lim ~) n(x) 
n -t-oo 

(Ya que toda sucesión de Cauchy 

en un espacio completo es con-

vergente) . 

A continuación mostramos que ~ está en E* para 1 o 

cual probamos que ~ es lin ea l y acotada. 

i) Probemos que tjJ es lineal. Sea x,y en E, ex en (L. 

. tV ( x+y ) = Lim ~ (x+y) 
n~ n 

= Lim (~ (x) +tjJ (y) 
n~ n n 

ya que tVn es lineal. 

Lim tVn(x) + Lim ~n(Y) +tv(x) + ~(y) 
n-t-OO n-t-OO 

• tjJ (ax) = Lim ~n (ax) 
n-t-OO 

ya que ,1, es 1 ineal 'f' n 

Por tan t o 1!) e s 1 i n e él 1 . 
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ii) Mostremos que ~ es acotada. 

Como ( ~ n)n > l es un a sucesión de Cauchy en E*, en 

tonces dado E = 1 Y escogiendo N > O tal que 

n,m > N, 

Para x en E tenemos: 

BI8UOTECA CENTR~l 
lYIl 111 ' n .""~ ........ -. 
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Il/J ( x ) 1 ~ 11 x 11 + II ~) N 11 11 x 11 = (1 + 11l/J N 11) 11 x 11 = p 1'1 x 11 , 

donde P = 1 + 1l1ji ~1 11 Luego IIji (x)l.2. P Il xll 

Así l/J es acotado y por tanto ¡P está en E*. 

s ó 1 o que da por probar que Lim 11 ~) - Iji 11 = O . n n-+oo 

Como ( 1jJ n)n > l es U'1a sucesión de Cauchy, dado ~ > O , ex is 

te NI > O tal que 111jJ n - 1jJm ll < 7 , n,m ~ NI' 

Además, como 1jJ(x) = Lim 1jJ ( x ) entonces para §:.2 11 xii > O m m-+oo 

existe N2 > O tal que 11jJ(x) - 1jJ111( x ) 1 < ~ 11 x 11 siempre 

Para x en E y m,n > N, con N = ma x {N 1 ,N 2} , t enem os: 

1(1jJ- 1jJ )(x)I=I1jJ(x) - 1jJ ( x ) -1jJ (x) + 1jJ ( x)1 < 11jJ( x) -1jJ (x)1 n n m m - m 

+ 1(1ji - Iji )(x)1 m n 

< ~ 11 xii + -2- 11 xii = E: 11 xii 

As í, 1 (1jJ - lPn ) ( x) 1 < E 11 x 11 de donde 
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1 (¡Ji - ¡Ji n) ( x ) 1 

< E = > s u p 1 ( ¡Ji -' \~ n ) ( X ) 1 < E = > 11 ¡Ji _ ¡Ji 11 < E , 

XE E 11 x 11 . n 
11 xii 

para todo n > N. 

Luego la sucesión ( ,11 ') con ver 9 e a 111 y por tan t o E * 
'1' n n > 1 '1' 

es completo, con lo que se concluye que E* es un esp~ 

cio de Banach. 

Como dijimos, para á l gebras de Banach, la idea importante 

es la de una funcional lineal multiplicativa, lo que a 

continuaci6n formalizamos. 

3.5 DEFINICION. 

Sea B una álgebra de Banach. Una funcional lineal 

compleja ~ sobre 8 se dice que es multiplicativa si: 

a) <p ( xy) = ep(x) <p(y) para x,y en B. 

b) cp U) 1 

En lo que sigue de esta unidad, M de nctará al conjun-

to de funcionale s lineales multiplicativas sobre B y 

MC(X) al conjunto de funcionales lineales complejas mul 

tiplicativas sobre C(X), así como también X denotará 

a un espac io Compacto de Hausdorff. 
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Antes de probar otros resultados importantes, recorda

remos dos conceptos utilizados más adelante. 

3.6 DEFINICION. 

Una función ,/) de un espacio métrico F a un espacio 

m~trico F' se dice que es un homeomorfismo si: 

a) ~ es una biyección. 

b) ~ , ~ -1 son continuas. 

3.7 DEFINICION. 

Sea F un espacio m~ trico, V c F es un vecindario de 

un punto a de F si existe un conjunto abierto "O" 

ta 1 que a e s tá e n O y O c V. 

3.8 LE ~lA . 

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, a E X, 

f E C(X), si f(a) f O; entonces existe un vecindario 

V de a tal que f(x) f O, para todo x en V. 

PRUEBA. 

Como f E e ( x ) , f es continua, en particular f es 

tinua en a E X , es de c ir, para to do abierto 

O = B (f(a), E) en el codominio de f , e x i s te un 

to S = f-l ( O ) en X. 

con 

abi e r 



Así tenemos: 

f-1(0) = {x E X!f(x) E O} = {x E X/!f(x) - f(a)! < E} . 

Necesitamos ver que dado 

para cada x en V. 

Para E 
! f ( a) ! 

2 
, s e a V 

E > O adecua do f(x) f O, 

f- 1 (0), entonces: 

I f ( x) - f ( a ) I < E = > I f ( x) - f ( a ) I < J f ~ a ) I 

Supongamos que f( x ) = O, para un x en V 
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If(x) - f(a)1 = l-f(a)1 = 1-11 lf(a)1 = If(a)1 < !f(a)! 
2 

Lo cual es una contradicción; por tanto f(x) f O , 

para todo x en V. 

3.9 DEFINIeION. 

Sea f una función de X a [; definimos T como la 

función de X a [ tal que T( x ) = nxT, para todo 

x en X, donde nxT es el complejo conjugado de f( x). 

3.10 LEMA. 

Sea (fn)~ > 1 una sucesión de funciones de X a [, 

{U 1 ,U 2 , ... ,UN} un cubrimiento abierto finito de X tal 
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N 
que para cada n < N fn f O en Un; si 9 = I 1n fn, 

n=l 

entonces 9 f o. 

PRUEBA. 

Pro bar e 1110 s q u e 9 ( x ) f O, par a t o d o x e n X. 

N 
Como g = I fn fn 

n=l 

g(x) 
[

N 1 ¿ 1n fn 
n=1 (x) 

N 
= í fn(x) fn( x) 

n=1 

entonces 

N 
¿ (fn fn)(x) 

n=1 

N 
í 1 fn (x) 1

2 

n=1 

N 
¿ 1n(x) fn(x) 

n=1 

Sea x E X, como {U 1 ,U 2, ... ,U N} cubre a X, entonces 

N 
X = U Un' esto implica que x E Un para algOn n < N, 

n=l 

entonces fn f O en el vecindario Un, así 

2 N 2 
fn (x) f O = > 1 fn (x) 1 > O => 1 fX n (x) 1 > O => I 1 fn (x) 1 > O 

n=l 

y por tanto g(x) f O para todo x en X. 

La prueba del siguiente teorema no la incluimos; pero es 
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te resultado es utilizado en la siguiente proposición. 

(La demostración puede hallarse en cualquier Topología). 

TEOREMA 3.11 

Sean (E,d) Y (F,d') espacios m~tricos cualesquiera 

y A un subconjunto de E. 

Si f: A c E + f(A) c F es una biyección continua en 

el conjunto compacto A, entonces f-1 es continua en 

f (.~ ) . 

Como caso particular de este teorema, tenemos: 

"Si f: E + F es biyectiva, continua en E .y E es 

cO lllp acto, entonces f es un homeolllorfislllo". 

3.12 PROPOSICION. 

Para todo x en X, sea ~x una función cOlllpleja sobre 

C( X), tal que para f en C(X), ~ (f) = f(x) y sea l/J x 

la función de X a MC(X) tal que l/J(x) = ~x ; enton-

ces l/J define un hOllleomorfislllo. 

PRUEBA. 

Probaremos que i) l/J es biyectiva; son con 

tinuas. 
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Para i) Sea h E MC(X) , h c(X) -+ a; y sea 

K Kerh = {f E C( X)/h(f) = O} 

Supongamos por contradicción que para todo x en X, e xis 

te fx en K tal que fx( x) f O; como f x es continua, e

xiste un vecindario Ux de x sobre el cual fx f O, por 

lema 3.8. 

Como x es compacto y {UX} XE X es un cubrimiento a b i e r 

N 
to de X , existen U U , • • . , U con X = U Ux xl 

, 
x 2 x N n=l n 

N 
Sea 9 ¿ f f así 

n=l xn xn 

[1 f Xn 1 
N N 

h(g) h f ¿ h (fx f = ¿ h(f ) h(f ) = O x X xn xn n n=l n n n=l 

ya que f está en K, por 1 o que 9 está en K. x n 

Pe ro por Lema 3.10 9 f O sobre X , así es inversible en 

C ( X ) . 

E sto implica h ( l ) h 1 h ( 9 ) h (l) que = (g- ) = = O ya que 
9 9 

9 está en 

Así, existe 

en K. 

K , l o c u al 

x en X o 

es una contradicción ya que h(l) = l. 

tal que para cada f 
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Si f E C(X) entonces f-h(f).1 pertenece a K, ya que 

h(f h(f).I) = h(f) 

:: h(f) 

h(h(f) .1) = h(f) - h(f)h(l) 

h(f).l = O 

Luego f - h(f).1 está en K. 

Así 

f(x o) - h(f) = (f - h(f).I) (x o) = O 

ya que f - h(f).1 E.: K y todo elemento de K aplicado 

a xo E.: X es cero. 

L ue 9 o 

f( x ) - h(f) = O 
o 

Pero f(x o ) = </>x (f) , Por C0l110 se ha definido le. fun
o 

ci6n co~pleja </> x sobre C(X). 

Entonces </> (f) - h(f) = O 
Xo 

</> (f) = h(f) , para todo fE.: C(X). 
x o 

Así ,¡.. "'x h y por tanto 
o 

~ es sobreyectiva. 

Probemos ahora que ~ es inyectiva. 

Sea ~ : X + MC(X) 
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Como X es un esp ac io compacto de Hausdorff, X es no~ 

mal, ya que todo espacio com pa cto de Hausdorff es nor-

ma 1 . 

Además, en los espacios s eparados los conjuntos unita-

rios s on ce rrado s . 

Asi, tomando x f y puntos distintos de X, tenemos 

los conjuntos cer rad os {x} , {y} . 

Por todo lo anterior podemos aplicar e l lema de Urysohn, 

e·l cual dice: 

L U1A O E U R Y S O H N • 

Un espacio Topoló gi co X es normal si y s 6lo si para 

cada dos subconjuntos disjuntos cerrados Fl y F2 de X 

y el intervalo cerr ad o [a,b] de números reales, existe 

una función continua 

f : X 7 [a,b] tal que f(F 1) = {a } y f(F 2) = {b} 

Así utilizando dicho l ema , existe f E C(x) 

f : X 7 a: con f( {x} ) = { l}, f( {y} ) = {O} 

y f(x) = 1 , f(y) = O tal que f( x ) f f(y) 

MC( x) = { <jl : C(x) 7 a:/ <jl funcional lineal r.lu l t i plicativa } 

C( X) = {f : X 7 a:/f es continua } 



x --> Me( x) 

X 'V'V\' > 1jJ ( x) = ~x 

Sea X.Y E X 

Luego 1jJ es inyectiva. 

c(X)-> [ 

f 'VV'v> cjJ (f) x 

Ahora mostremos que 1jJ es continua. 
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Sea (x n )n >1 una sucesión en X que converge a x, enton 

ces Lim 1jJ ( xn )(f) = 1jJ (x)(f) para todo f E C(X). 
n-+oo 

Asi la sucesión ( I ~ ) 
~ ( x ) n>1 

n -
converg e e n la W*- topolo-

gia a 1jJ (x)' por tanto 1jJ es continua. 

- 1 Para mostrar que 1jJ es continua, hacemos uso del Teo-

rema 3 .11 como 1jJ es una biyecci6n continua en un espa

cio compacto X entonces 1jJ -1 es continua. 

Por tanto 1jJ es un homeomcrfismo. 

3.13 LEI'I,A. 

S e a í3 u n a á 1 g e b r a de 8 a n a c h; t1 e 1 ca 11 j un t o de fu n e i 0-

na 1 e s 1 i 11 e a 1 e s m u 1 ti P 1 i e a ti vas de B a [. <p en j\1 y s e a 
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K = Ker ~ ,si x está en K, entonces x no es inver-

sible . 

PP.UEI3A. 

La demostración equivale a que probemos que si x es 

inversib l e entonces x no está en K. 

Como x es inversible, entonces existe s en B tal 

que xs = sx = 1 

xs 1 = > ~ ( x s) = ~ ( 1) = > ~ ( x ) $ ( s ) 1 ya q ue $ E M. 

= > ~ (x) f O = > x i K. 

3.14 LE~A. 

Sea B una á l gebra de Banach, $ E ~ Y K Ker $ ; enton 

ces 

1 ) Sup lA I S up 1 
XE K 11 A+X 11 h EK IIl+h 11 
AfO 

2 ) Sup 1 = 1 
hEK 111+h 11 

A + x representará al elemento :\.1 + x de B . 
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PRUEBA 1) 

S e a P = S up { 1 Al 1 A f O, X E: K} Y T = S up { 1 1 h E: K} , 
II A+X 11 Ill+hll 

Probemos P = T 

Sea h E: K entonces 11 1 {I Al 1 A f O , X E K} , L ue 90 
lTl:hjf E . 11 A + h 11 

{ 1 Ih EK} C{ IAI I A fO, XEK },lOqUeimPlica 
IIl+hll lIA+xll 

h E: K} .::. Sup { ~ 1 A f O , X E: K}, e s de e ir, 

T < P 

Supongamos que T < P , entonces 

T < _.LIA----1I_ 
IIA+xll 

1 
T < ..... 1..-1 1-+-h-TI"""--1 

11 A+xll 
1 A 1 

con h = 

1 

111+ m 11 

x 
lA 1 

Lo cual es una contr adicci6n, ya que 

luego 
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T = Sup { liI~h 11 1 h E K} , Y por tanto P = T. 

PRUEBA 2) 

h E K = > h no es inversible, por lema 3.13 

= > 111 + h 11 > 1 , por proposición 1.16. 

= > 1\1 + h 1\ 
1 

< 1 = > SLIp { 111; h 11 \ h E K} < 1 

Como cero está en K, entonces 1 
1 

111 +0 11 

Luego Sup { 111~hll 1 h E K} 1. 

3.15 PROPOSICION. 

Si 8 es una álgebra de Ba nach y ~ está en M, entonces 

11 <P 11 = 1. 

PRUEBA. 

Sea K = Ke r ~ , como </J (x - cp (x).I) = O, resu lta que cada 

elemento en B puede ser escrito de la forma ~ + x, 
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para algún A en ([ y x en K, es decir, para y en B, 

hacemos 

y = y - ~ ( y) • 1 + cp (y) . 1 = > Y = Y - cp (y) . 1 + cp (y) 

Si x = y - </J (y).l Y A = </J (y) , se tiene que 

y = A + x 

L u e 9 o 11 </J 11 = S u p 1 <P ( y) 1 par a </J e n t~ 

11 cp 11 Sup 
XE K 
AfO 

y-;O 11 y 11 

I </J ( A+x) 1 

111..+ x 11 
ya que y A + x 

S u p 1l( A ) + <P ( x ) 1 
xEK 11 A +x 11 

SupJ CP ( A. 1)+01 ya que x E K, 

xEK IIA+ x ll 
AfO 1..10 cp es lineal. 

s up 1 A<P (W 
= Sup 1 Al , ya que cp( 1) = 1 

XE K 11 A+xll xEK 11 A+x 11 
1.. 10 1..10 

Luego Sup 
1 Al 1 

por parte 1) de lema 3.14 
11 1..+ xl 1 

= ~~k 1I1+h 11 XE K 
1..10 

Pe ro 
1 

~~k 111+hll 
1 por parte 2) de lema 3.14 

Con lo que 11 <P 11 = 1. 
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3.16 DEFINIeION. 

Para una álgebra de Banach B. se define (B*)1 como la 

bola unitaria del dual de una álgebra de Banach. es de 

cir. (B*)1 = {<P E: B*/II<PII < 1} 

3.17 PROPOSICION. 

Si B es una álgebra de Banach; entonces M es un sub 

conjunto w* -compacto de (B*)1. 

PRUEBA. 

Sea ( ~ ) 1 una sucesi6n de funcionales lineales multi 
n n> 

plicativas en M que convergen en la w*-top olo gia so-

bre (B*)1 a un <p en (8*)1. 

Por el Teorema de Alaoglu la bola unitaria (E*)1 del 

dual de un espacio de Banach es un conjunto compacto; 

por tanto (B*)1 es un conjunto co mpacto. 

Para mostrar que M es un subconjunto w*-compacto de 

(B*)1' utilizamos el hecho de que "todo subconjunto c~ 

rrado de un conjunto co mpacto es compacto en dicho con 

junto". Para ello basta probar: 
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a) M c (B*)l 

b) M es cerrado. 

PRUEBA para a) 

Sea <P E M probaremos que 11 cf> 11 < 1 

Por proposición 3.15 tenemos que "si B es una álge-

bra de Banach y cf> está en r1, entonces 11 <P 11 = 1" 

Así 11 <P 11 < 1, Luego <p E (B*)1 

y por tanto M c (8*)1 

PRUEBA para b) 

Para probar que M es cerrado basta probar que el lí-

mite de una sucesión de elementos de M está en M. 

Supongamos que cp(x) = Lim cf>n(X) 
n -rOO 

Como (B*)1 es un conjunto compacto él es cerrado, lue 

go todo límite de sucesiones to~adas en (B*)l está en 

( B*) . ( ~ ) es una sucesión de funcionales lineal es l' 't' n n>1 

multiplicativas en M que convergen en la w*-topología 

sobre (B*)1 a un cf> en (8*)1' es decir, cf> E: ( B*)I-
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Queremos probar que cp E: n; 

i) "cjl(l) = 1" 

cp(l) = Lirn CPn(1) = Lim 1 , 
n -+00 n -+00 

ya que CP n E: M 

Luego cp( 1) = 1 

i i ) 11 cp ( X y) = cp ( x) el> ( y ) " 

cp (xy) = Lim cp (xy) 
n-7<X> n 

Lim [ <pn(x) <P n(Y) ] ' ya que CPn E: M 
n-+oo 

= Lim ep n(x) Lim CP n(Y) , por álgebra de limites 
n +00 n-+oo 

= cp ( x ) cp (y) 

Luego cp(xy) = ep ( x ) cp (y) 

Hemos probado que el limite de una sucesi6n de elementos 

de M está en M. 

Por tanto M es cerrado. 

de a) y b) concluimos que M es un subconjunto 

w*-compacto de (8 * )1" 



CAPITULO IV 

ESPECTRO Y RADIO ESPECTRAL. 

4.1 DEFINICION. 

Para B una álgebra de Banach, x un elementode B, de 

finimos el espectro de x en B, como el conjunto 

Sp(x) {A E [Ix - A no es inversible en B}. 

x - A representará al elemento x - A.l, el cual pert~ 

nece a B. 

De la definici6n anterior obtenemos otro conjunto, el 

cual lo denotamos por p(x) y le llamaremos el cOlllpl~ 

mento del espectro, es decir, 

p(x) = [ - Sp(x) = {A E [Ix - A es inversible en B}. 

4.2 DEFINICION. 

Para B una álgebra de Banach, 

definimos el radio espectral de 

y {x), como: 

x un elemento de B, 

x en B, denotado por 

y(x) = Sup {IAI/A E Sp(x)}. 

Los siguientes dos lemas son necesarios en el estableci

miento de proposiciones posteriores. 
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4.3 LEMA. 

Sea B una álqebra de Banach; si x es un elemento de 

B, la funci6n ~ : «: ~ B definida por ~ ( A ) = x - A, 

para todo A en «:, es una funci6n continua. 

PRUEBA. 

Sea a E «: 

Prob emos que pa r a E > O, e xis t e o > O tal que 

1 A - al < eS ~> 11 ~) (A) - 1jJ (a) 11 < E 

Il ljJ (A) - ljJ (a) 11 = 11 x - A - x + a 11 11 a - A 11 = 11 A - all 

Per o 11 A - all 11 A.l - 0. .111 = 11 (A - a).111 = lA - al 111 11 

= 1 A - al.l = lA - al 

To mando o = E 

resulta que ljJ es continua. 

4.4 LH1A. 

Sea B una álgebra de Banach, x E B; si x 
1 - I es 

inversible entonces x - A es inversible, para A E a:, 

A 1 o. 
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PRUEBA. 

1 - ~ es inversible entonces existe y E B, Y f O tal 

que 

y (1 - ~) = (1 - ~) y = 1 
A. A. 

y (1 - ~) = 1 => Y ( A - x ) = 1 => 'L (A. - x ) = 1 => - 'L (x - A.) = 1 
A A A. A. 

=> m (x - A. ) = 1 , m = - f 

=> x - A. e sin ver s i b 1 e a 1 a i z q u i e r da. 

S i mil a rm en t e s e p r u e b a q u e (x - A.) e sin ver si b 1 e a 1 a 

derecha. 

Por tanto, x - A. es inversible. 

Antes de la siguientes proposición r ecordemos que un 

conjunto es compacto si es cerrado y acotado. 

4.5 PROPOSICION. 

Si B es una álgebra de ~anach y x está en B, enton 

ces Sp(x) es un conjunto compacto y y (x) .::: II xi i . 

PRUEBA. 

Sp(x) = O. E [Ix - A no es inversible en B}. 
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Sea 1jJ : o: -+ B una funci6n definida por 

1jJ(x) ::; x - A ; entonces 1jJ es continua por Lema 4 • 3 . 

Además 

1jJ -1(G) ::; {" E [/tjJ(,,) E G} ::; {" E [/x - " E G} 

::; {" E [Ix - " es inversible en B} = p(x) 

G es un conjunto abierto en B; como ljJ es continua en 

tonces la imagen inversa de un conjunto abierto es un 

abierto, de donde 

1jJ -1(G) es un conjunto abierto. 

Como hemos probado que 1jJ-1(G) ::; p(x), entonces p(x) 

es un abierto. De aquí resulta que Sp(x) es un con

junto cerrado, ya que es el complemento de p(x). 

Probemos ahora que Sp(x) es un conjunto acotado. 

Supongamos que Sp(x) no es acotado, entonces existe 

A E Sp(x) tal que 1 Al > 11 x 11 , así 

\\ 1 - (1 - f) \\ ::; \\ fll ::; \\ xii < 1 

11 A 11 

entonces 

1 - ~ es inversible por proposición 1.16 
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Además, si 1 - Í es inversible entonces X-A es in-

versible por Lema 4.4 

Así A s p{x), lo cual es una contradicción ya que 

A s Sp(x) 

Por lo tanto Sp{x) es acotado por II xII 

Ahora, como Sp{x) es un conjunto cerrado yacotado 

concluimos que Sp(x) es compacto. 

Probemos ahora que y(x) .:: 11 xII 

Como Sp(x) es acotado por 11 xii entonces para 

A s Sp(x) se tiene IAI.2. II xi i de donde 

Sup IAI < II xii; luego y (x) < II xii 
ASSp(X) 

Otra de las propiedades importantes de Sp(x) es la 

de ser distinto de vacío; para verificar este hecho de 

finiremos los siguientes conceptos y probaremos algu-

nos resultados. 

4.6 DEFINICION. 

Sea R una región en el plano complejo y F(A) un a 

función definida para todo A en R. La función F ( A) 
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se dice que es analítica en R si: 

F'(Ao) Lim F( A) - F( AO) 
A+Ao A - Aa 

existe, para AO arbitrario que pertenece a R. 

4.7 DEFINICION. 

La funci6n F(A) se dice que es analítica al infinito 

si cumple las siguientes condiciones: 

a) F(A) está definida en alguna vecindad {A E [/IAI > N} 

del punto al infinito. 

b) Lim 
A+ o 

existe 

c) La función g( A), definida para I A I < j con las 

condiciones 

g (A) para 

g(O) = Lim F(f) es analítica en alguna vecindad 
A+O 

del punto A = O 

4.8 LEMA. 

Sea B una álgebra de Banach y sea F la función de 
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p(x) a B, definida por F(A) = (x - A.1)-1 entonces: 

a) F es analítica 

b) F es analítica al infinito, con 1 el elementd iden 

tidad de B. 

PRUEBA para a) 

Probemos que F' (Aa) existe para AO arbitrario. 

F'(Ao) = Lim F ( A) - F(AO) 
1..+1..0 A - 1..0 

Lim {(X - A.1)-l - (x - -1 

} = Ao.1) 

1..+1..0 A - AO 

= L i m {( x-l..o . 1 ) -1 (x -1..0. 1) (x - A. 1) -1_ (x - AO .1 ) -1 ( X-A. 1) ( X-A. 1) - ~. 
A+AO A-l..o r 

= L i m 
A+AO 

{
(X-AO))-1 [(x-Ao.1) - (x-A.1)] (x - A.1)-1} 

A - AO 

{
(X-AO.1)-1(A.1-AO.1)(X-A.1)-1} 

A-l..O 



F' U.o) 

= L i m (x - AO.1) -1 .1. (x - A.1)-l 
A-+AO 

= (x - Ao.1)-1.1.(x - Ao.1)-1 

1 = 
(x - Ao.1)2 

8 7 

Esto implica que F1(AO) existe para Aa E R Y por tan 

to F es analítica. 

PRUEBA para b) 

i) Supongamos que Uo (l) es una vecindad de la iden 

tidad, donde todo x en U o ( 1 ) tiene inverso. 

Sea l.l 
1 
A como f ([ -+ B tal que f(A) = (x - A.1) 

es una función continua de 1 existe vecindad , una 
jJ 

{jJE([/!jJ! < E , E > O} tal que ( x - A.1) E Uo(l) y 

por tanto (x - A.1)-l existe para I jJ ! < E • 

Además ( ) -1 1 Lim x - A.1 = x 
A-+O 

esto significa que · {(x - A.1)-l } existe en la ve-
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cindad 
, 1 

O , E [/11..1 > - ,E > O} del punto al infinito. 
€: 

ii) Ahora' probemos Lim F(t) existe 
).,+0 

1 1 1 __ (Xl.. 1..- 1
1
-1 

A F ( - ) = ( x - - 1 r = ---,--------=-A A xl.. - 1 

Lim xl.. ~ 1 
1..+0 

= O 

Por cuanto Lim F(t) existe 
1..+0 

iii) Veamos que 9(1..) definida para 

con las condiciones: 

9(1..) F(t) para A'f O 

9(0) = Lim F(t) 
1.. + 0 

1 
11..1 < N 

es analítica en alguna vecindad del punto 1..= O 

Sea 9(1..) = (x - t.1)-1 

9'(1..0) L i m ..L.9 -,-(A---4-) _->l9'--'.(_A-=-0..!-) 
1..+1..0 A 1..0 probemos que 

9 1 (1..0) existe. 

'-,:===~--------~ 



( 1 )-1 ( 1 1)-1 
9 (~)-g (Aa) = x-X-1 - x-xo 

= ----=--~---A - Aa A - Aa A - Aa 

Luego 

A 1.0 A(xAo-1)-Ao(xA-1) 
= -x 1.---1 - xl. 0-1 = _->{..:..:x:....:..A ---.::1'-.!..)->..( x:..:.:,Ac-=0,---=-l !..-) _ 

A-l.O A - Aa 

= A( x A o - 1) - AO ( x A - 1 ) 
(A-Ao)(xA-l)(xAo-l) 

= 1.0.1 - A.1 = (Ao-A).l 
(A-AO) (xA-1) (XAO-l) (A-AO) (XA-l) (xAo-1T 

1 
(xA-1) (xAo-l) 

gl(AO) = Lim ___ l~ ____ _ 1 
= (x Ao-1)2 A+AO (xA-1)(xAo-1) 

Por tanto gl (AO) existe, para A 1 O Y así 

g(A) = F(f) para A 1 O es analítica. 

Ahora sea 

g(O) = Lim 
A+O 

Pero ya sabemos que entonces g(O) = O 
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Luego: 

g' (O) = 

= 

Lim g(A)-g(O) = 1..+0 X - O 

t=cl- 1 
X~-l 

Lim = A+O A 

L i m 1 
A-rO xA-l = 

1 
- -1 
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Lim g(A) Lim (x~tl) -1 
= 1..+0 -1..- 1..+0 A 

A 
Lim xA-1 Lim A = A(xA-l) 1.+0 A A-rO 

- 1 

Por cuanto gl (O) existe y así g(A) con las condicio 

nes dadas es analítica. 

Luego F es analítica al infinito. 

4.9 TEOREMA DE LIOUVILLE. 

Si F(A) es una función analítica en el plano entero 

complejo, que incluye el punto al infinito, entonces 

F(A) es una constante. 

Haremos uso de este Teorema, aunque no lo probamos; no 

obstante su demostracción se puede encontrar en cualquier 

libro de variable compleja. 

4.10 TEOREMA. 

Si B es una álgebra de Banach y x en B entonces Sp(x) 

es distinto de vacío. 
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PRUEBA. 

Sea la funci6n F p(x) - > B 

;\ 'v V\J > F(;\) = (x _;\.1)-1 

la cual por lema 4.8 es analftica al infinito. 

Supongamos además que Sp(x) = ~ ; entonces todos los 

puntos en el plano serían puntos inversibles, es decir 

que F(;\) = (x - ;\.1)-1 es analftica en el plano ente 

ro. 

Luego por teorema de Liouville F(A) es una constan-

te, F(A) = c 

Observemos que 1 = (x - A.1)c ( 1 ) 

Tomando ;\ = O se obtiene que 1 = xc ( 2 ) 

Sustituyendo (2) en (1) tenemos 

xc = (x - ;\.l)c = > xc = (x ;\)c 

= > xc = xc - AC = >AC = O para todo A, A E [ 

si ;\ = 1 entonces c = O. 

De aquí que 1 = x(O); entonces 1 = O, lo cual es una 

contradicción. 



Por tanto Sp(x) f ~ 

4.11 DEFINICION. 
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Sea B una álgebra; se dice que B es una álgebra 

división si cada x que pertenece a B, con x distin

to de cero, es inversible. 

4.12 DEFINICION. 

Sean E,E I dos espacios normados; una función f de 

E a E' es un isomorfismo isom~trico si cumple las 

siguientes condiciones: 

a) f es lineal 

b) f es biyectiva 

c ) f preserva la norma, es decir 

11 f(x)11 = 11 xii, x E: E. 

4.13 LEMA. 

Sean A Y B álgebras división, f 

fismo isométrico; entonces 

a) f(l) f O 

b) f(l) = 1 

A + B un isomor-



PRUEBA a) 

f : A - > B 

x '\/v\, > f(x) 

Supongamos que f(l) = O 

f(x) = f(x.l) = f(x)f(l) = f(x).O = O => f(x) = O, 

para todo x en A. 
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Lo cual no puede ser, por ser f un isomorfismo isomé

trico. 

Por lo que f(l) f O. 

PRUEBA b) 

f(l) = 1.f(1) = f(l.l) = f(l)f(l) 

Como f(l) f O entonces f(l) = 1 

4.14 LEMA. 

Sea B una álgebra de Banach, la cual es una álgebra 

división y sea f un Isomorfismo Isométricode B so

bre [; entonces f(x) pertenece al espectro de x. 

PRUEBA. 

Queremos probar que f(x) E Sp(x) es decir, que 
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x - f(x).1 no es inversible en B, o lo que es lo mismo 

x - f(x).l = 0, ya que B es una álgebra división. 

Pero, una condición suficiente para que esto suceqa es 

que x - f(x).l € Ker f ya que f es inyectivn. 

f(x - f(x).l) = f(x) 

f(x) 

= f(x) 

f(f(x).1), ya que f es Isomorf. 

f(x).f(1) por Lema 4.13 

f(x) .1 , por ser f un Isomorf. 

f(x) f(x) 

O 

Luego, x - f(x).1 € Ker f 

de donde x - f(x).l = O 

=> x - f(x).1 no es inversible en B 

=> f(x) € Sp(x) 

4.15 TEOREMA DE GELFAND-MAZUR. 

Si B es una álgebra de Banach la cual es una álgebra 

divisi6n; entonces hay un dnico Isomorfismo Isomªtrico 

de B sobre [. 
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PRUEBA. 

Si x está en B. entonces Sp(x) es diferente de va-

cfo, por teorema anterior. 

Si A:J< está en Sp(x), entonces x - Ax no es inversible 

en B , por definición. Como B es una álgebra división 

entonces x - Ax = O. 

Además, para A '1 A x tenemos que 

x - A = O => x A = L A - LA x x 

=> x - LA = Ax - L A el cual es inversible 

ya que para AX '1 A se tiene que AX - A '1 O Y asf 

x - LA '1 O. Luego es inversible. 

Así el Sp(x) consiste de exactamente un número com-

plejo A para cada x en B. x 

La función f: B -* [ definida por f(x) = Ax es un 

Isomorfismo Isométrico de B sobre (L. 

Probemos primero que: 

i) f(x + y) = f(x) + f(y) 

ii) f(kx) kf(x) 

iii) f(xy) = f(x)f(y) 



i ) 
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f(x+y) = f(x) + f (y) 

Sea a E S P (x) es decir f(x) = a 

o E Sp(y) es decir f(y) = o 

Probemos que a + o E Sp(x+y) 

Esto es 

a E S P ( x ) 

} entonces a + o E Sp(x+y) 
Ó E Sp (y) 

a E Sp(x) =>x-a no es inversible en B,por defini 

ción 

( 1 ) - > x - a = O, ya q u e B e s u n a á 1 g e b r a di v i si ó n • 

o E Sp(y) = > y - o no es inversible en B, por defini 

ción 

(2) = > y - o = O, ya que B es una álgebra di 

visión. 

Sumando (1) A (2) tenemos 

(x - a ) + (y - o ) = . O => x - a + y - o = O 

= > (x + y) - ( a + o ) = O 

=> (x + y) - y = O , Y = a + o 
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=> (X+Y) - y no es inversible en B, ya que B es 

una álgebra división 

=> y E Sp(x+y), por definición 

=> a + o E Sp(x+y) 

Así, f(x+y) = a + o 

f(x) + f{y) 

Por tanto f{x+y) = f(x) + f(y) 

ii) f{kx) = kf(x) 

Sea k en o: , 

a en Sp(x) es decir f(x) = a 

Probemos que ka E Sp(kx) 

Esto es 

k E a: y a E Sp{x) => k a E Sp{kx) 

a E Sp(x) => x - a no es inversible en B, por defi 

nición 

=> x - a = O, ya q u e B e s u n a á 1 9 e b r a d i 

visión 

=> k ( x - a ) = k. O 
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=> k (x - o: ) = O 

= > kx - ko: = O 

=> k x - y = O , Y = k o: 

= > kx - y n o e sin ver si b 1 e en B, ya q u e B 

es una álgebra división 

= > y E Sp(kx), por definición 

= > ko: E Sp(kx) 

Así, f(kx) kO: 

= k f(x) 

Por tanto f(kx) = k f(x) 

iii) f(xy) = f{x) f{y) 

Sea o: E Sp(x) es decir f(x) = o: 

o E Sp(y) es decir f(y) = o 

Probemos que o: o E Sp(xy) 

Esto es: 

Ó E: 

SP(X)} 
Sp{y) 

entonces o: o E Sp(xy) 
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a E Sp(X) = > x - a no es inversible en B, por de 

fin;ción 

=> x - a = O, ya que B es una álgebra 

división 

=> x a .1 = O 

=> x a .1 (1) 

o E Sp{y) => y - o no es inversible en B, por de 

finición 

=> y - o = O, ya que B es una álgebra 

divisi6n 

= > y 0 .1 = O 

=> y = O. 1 ( 2 ) 

Multiplicando (1) A (2) tenemos: 

xy = ( a . 1 ) ( O. 1) = > xy (a .1)( 0 .l) 

= > xy - a( O. l) = O = > xy - ( ao ). 1 = O 

=> xy - Y.l = O , Y = a 6 

O 

=> xy - y no es inversible en B, ya que B es una 

álgebra división 

= > y E Sp(xy), por definición 

=> a o E Sp(xy) 
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Así, f(xy) = 0.0 

f( x ) f(y) 

Por tanto f(xy) = f(x) f(y) 

Ahora probemos que f es inyectiva, sobreyectiva 

e Isométrico. 

i) f es inyectiva. 

Sea f: B ---> [ 

x ~~~> f( x ) = AX 

Probemos que f(x) f(y) => x = y 

Sea a E Sp(x) es decir f(x) = a 

o E Sp(y) es decir f(y) = o 

a E S P ( x) = > x - a n o e sin ver s i b 1 e en B, por de f i -

nición 

= > x - a = O, por ser B una álgebra división 

= > x a .1 O => x = 0. .1 ( 1 ) 

o E Sp(y) => y - o no es inversible en B, por defi

nición 

=> y o = O, por ser B una álgebra división 

=> y - 0 .1 = O => Y = 0 .1 (2) 



f(x) = f(y) = > a = o = > a .1 = 0 .1 

= > x = y por (1) A (2) 

Luego f es Inyectiva. 

ii) f es Sobreyectiva. 

Probaremos que para cada A en [, existe x en B 

tal que f(x) = A 

Sea x A.l; entonces x - A.1 o , 

Así, x - A.l no es inversible en B, 

Lo que implica que A E Sp(x) de donde f(x) = A 
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Luego, existe x en B tal que f(x) = A, para cada 

A E a:. 

Por tanto f es Sobreyectiva. 

iii) Probemos que f es Isomªtrico esto es 

1 f(x) 1 = 11 xii, para cada x en B. (Preserva la 

no rm a) . 

Sea f(X) E Sp(x) entonces 

x - f(x),l no es inversible en B. 



Por 
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= > x-f(x),l = O, ya ~ue B es una álgebra división 

= > x = f(x).l 

=> 11 x 11 = IIf(x).lll 

= 1 f (x) 1 11 1 11 por prop. de norma , 

= If( x )I.1 

If(x)1 

Luego 11 x 11 = 1 f ( x ) 1 

tanto f es un Isomorfismo Isométrico de B sobre (L. 

Ahora, supongamos que fl es otro Isomorfismo Iso

métrico; entonces fl(X) E Sp(x), por lema 4.14; 

pero, sabemos que Sp(x) consiste de exactamente 

un número complejo AX 

de donde f'(X) = f(x) 

Por tanto f es el único Isomorfismo Isométrico de B so-

sobre a:, 

A continuaci6n recordaremos otros conceptos, que nos 

serán de mucha utilidad en la prueba de resultados po~ 

teriores. 
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4.16 DEFINICION. 

Sea A una álgebra, l c A un Subespacio Vectorial de 

A se dice que l es un ideal de A, si para todo x que 

pertenece a A y z que pertenece a 1, 

se cumple que xz ,zx pertenecen a l. 

4.17 DEFINICION. 

4.18 

Sea A una álgebra, 1 c A un i de al de A se dice que 

I es un ideal maximal de A si: 

a) I 1- A 

b) Si existe un ideal J de A tal que l c J c A en 

tonces J = 1 Ó J = A. 

DEFlNICION. 

Sea A una álgebra, I c A un ideal de A, se dice que 

1 es un ideal propio de A si I 1- A. 

4.19 OBSERVACION. 

En el caso que A sea una álgebra unitaria, para mos

trar que l es un ideal propio de A, bastará mostrar 

que 1 no pertenece a l. 



104 

4.20 LEMA. 

Sea B una álgebra de Banach conmutativa, ~ una fun

¿ional lineal multiplicativa sobre B; entonces Ker~ 

es un ideal propio y Maximal. 

PRUEBA. 

Se 

a) 

b) 

c) 

a) 

probará que : 

Ker~ es un ideal 

Ker~ es propio 

Ker~ es maximal. 

Ker~ es un ideal. 

Ker~ = {x € B/~(x) = O} . 

. Ker~ 1 ~ 

ya que ~(O) = O con O € B. 

• 11 X ,y € K e r ~ - > x + y € K e r ~ 11 

X € Ker~ => ~(x) = O 

Y € Ker~ => ~(y) = O 

=> ~(x)+~(y) = O => ~(x+y) = 0=> x+y € Ker~. 
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• "x E Ker <t> , a E II => ax E Ker<t>u 

xEKer<t> => <t> (X)=O => a<p(x}=O => <t> (ax ) = O => ax E Ker <t> • 

• U x E Ker<t> , y E B => xy , yx E Ker<t>u 

xEKer<t> = > <t> (x)=O => <t> (x)<t>(y)=O<t> (y) -> <t> (xy)=O =>xy E Ker<t>. 

xEKer<t> => <t> (x)=O = > <t>(y)<t>(x)= <t> (y).O = > <t> (yx)=O => yx E Ker<t>. 

Por tanto Ker<p es un ideal. 

b) Probemos que Ker<p es un ideal propio de B. 

PRUEBA. 

Supongamos que 1 E Ker<p entonces <P (l)= O, lo 

cual es una contradicción, ya que <p es una funcio

nal lineal multiplicativa y por tanto Ker <t> es un 

ideal propio de B. 

e) Probemos que Ker <t> es un ideal maxilllal de B. 

Por definición tendremos que verificar que: 

i) Ker<p 1 B. 

i i) S i e x i s t e un i d e a 1 U de B tal q u e Ker<p c U c B 

entonces B = U o Ker <t> = U. 
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i) Que Ker ~ i B se verifica porque Ker~ es un 

ideal propio. 

ii) Sea U un id ea l de B tal que Kercp c U c B 

Supongamos que Ker ~ i U Y probemos que B = U , 

es decir probaremos que 1 E U. 

Como Kercp i U Y Ker~ c U, entonces existe x E U 

tal que x ~ Ker cjJ . Además como U es un ideal 

1 x 
~x E U, por otro lado 1 - ~ E Kercp entonces 

x 
1 - (J)lXT E: U. 

Luego 1 = [[ 1 - ~J + cp(x )] E U por ser U un 

ideal entonces 1 E U, es decir, U= B y por tanto 

Ker~ es un ideal maximal. 

4.21 LEMA. 

Sea B una álgebra de Banach Conmutativa, si 1 es 

un ideal maximal y propio, entonces I es cerrado. 
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PRUEBA. 

X E 1 = > x no es inversible, ya que 1 es un ideal propio 

=> Ill-xll > 1 para todo x E I por proposi

ción 1.16 

= > x f B(l,l) para todo x E 1 

= > B ( 1 , 1) n 1 <P 

=> 1 f T 

Además como 1 es un ideal, entonces T es un ideal 

y como 1 f l, entonces T es un ideal propio de B. 

Tambi~n como 1 c T c B y como 1 es maximal entonces 

l = T. 

Por tanto 1 es cerrado. 

4.22 DEFINIeION. 

Sea B 

B 
1 

una álgebra de Banach, 1 un ideal maximal de 

B Y el espacio de Banach de las clases de equiva-

lencia {[x] /x E Br, donde [x] = {x+y/y E I} con la nor 

ma definida así 

II [x] I1 Inf 11 x+yll 
YEI 

= Infll hll 
hE [ x] 
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4.23 PROPOSICION. 

Sea B una álgebra de Banach, 1 un i de a 1 maximal de 

B , si B espacio - es un 
1 

de Banach con 1 a norma defini-

da en 4.22 entonces B 
-1 es una álgebra de Banach con di 

cha norma. 

PRUEBP .. 

Como ~ con la norma definida es un espacio de Banach, 
B resulta que - 1- es un espacio vectorial. 

Por otro lado como 1 es un ideal y B un anillo, por 

B ser álgebra de Banach, entonces resulta que ·- 1- es un 

anillo, de donde ~ es una álgebra . 

Para que ~ sea álgebra de Banach sólo quedan dos he 

chos por verificar: 

1) 11 [lJII = 1 

2) 11 [ x] [y] 11 < 11 [ x] 11 11 [yJ 11 

PRUEBA para 1) 

Sea 11 ex] 11 Inf 11 x+yll 
y d 

= lng 11 hll 

hE [x] 
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Luego 

11 [lJ 11 = Inf 11 Hyll = Inf 111 - (-y)11 = Inf 111-yll 
y d yd yE:l 

Verifiquemos que inf Ill-yll 1 
YEI 

inf {111-y" /y E I } = 1 entonces 

i) 1 < Ill-yll , y E 1 (es decir, 1 es una cota ínfe 

rior), 

Supongamos que 1 > 111-yll para algún y El enton-

ces y es ínversible, por proposición 1.16. 

Así, existe p f O tal que yp = py = 1 

Como y E 1 entonces yp = py = 1 E 1 luego 1 = B 

y por tanto 1 no es ideal propio, lo cual es una 

contradicción; de aquí 1.2. Ill-yll y así 1 es una cota 

inferior de {lIl-yll/y E O. 

ii) Probemos que 1 es la mayor de las cotas infería 

res, es decir, para todo E> 0,1 + E > IIl-yll , para 

algún y en l. 

Si y = O entonces 1 + E > 111-011 

= > 1 + E > 11 1 11 -> 1 + E > 1 
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esto significa que ningún número mayor que 1 es 

cota inferior para el conjunto {111-yII/Y E: I}. 

Otra forma de probar 10 anterior es: 

ii) Supongamos que m es una cota inferior para el 

conjunto {111-y Il/y E: I} entonces m < 1 

m < 111-yll , para todo y E: l. 

Si Y = O en to n c e s m < 11 111 => m < 1 

L u e 9 o dei) e i i) ten em o s 

11 I)J 11 = 1 

PRUEBA para 2) 

11 [x] [y] 11 = 11 [x il 11 inf Ilxy-hll 
hE:! 

Probemos que 

T = {II xy-hll /h E: I} 
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Como 1 es un ideal 

h 2 ) = xy + Z , Z E 1 

de donde P c T 

Luego inf T < inf P 

Así resulta qu e 

Ahora probemos que 

Sea a = i nf (11 x-h111 11 y-h211 ) entonces 

fijando h1 
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a < 11 y- h 2 11 para todo h2 E l ( 2 a . propie-
11 x - h111 -

da d de ínfil11o) 

a < inf 11 y- h 2 11 esto implica que 
11 x - h111 

-
h2E:J 

a oC 11 x - h 1 11 
inf 11 y- h2 11 -
h2d 

Así a <. in f 11 x - h 1 11 , inf 
11 y-

h2" 
- hIEl 

h2El 

de donde a < inf 11 x-hl" inf 11 y- h 2 " 
- hld h2d . 

Luego, 

Así, 

11 [x] 11] 11 = 11 [xyJ 11 = i n f 11 xy - h 11 

= 11 [x] 11 11 [y] 11 
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Por tan t o 11 [x] [y] 11 < 11 [x] 11 11 [y] 11 

4.24 LD1A. 

Sea B una álgebra de Banach Conmutativa, 1 un ideal 

B maximal de B, entonces el álgebra Cociente - 1- es una 

álgebra división. 

PRUEBA. 

Probaremos todo t- O pertenezca B que para y que a -1 

existe y -1 que pertenece B a -1 

Sea y = b + 1 tal que b + 1 t- 1 entonces b i 1 , 

como 1 es un id e al maximal de B , entonces I t- B Y 

existe un ideal J = { r E B/r = a + bx, a E I , X E B} 

tal que I c J c B entonces J BoJ 1; pero si 

b = O + b.l entonces b E J, pero como b i 1 enton

ces J t- l. 

Luego J = B. 

1 € J => 1 bx + a , a € 1 , X E B 

=> 1 - bx E 1 => 1 + 1 = bx + 1 

=> 1 + 1 = (b+I) (x+I) 

-1 () ~ B Por tanto y = x+I y aSl - 1- es una álgebra división. 
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4.25 LEMA. 

Sea B una álgebra de Banach Conmutativa, 1 un ideal 

maximal de B y sea ~ un isomorfismo isom~trico de 

B B 
- 1- a [; si TI denota el homomorfismo natural de B a -1-

entonces 

a) cp = 1jJTI es una funcional lineal multiplicativa dis-

b) Ke rcp = 1 

PRUEBA a) 

Sea B 
-1 --> a: 

x+I 'v",\,> lp(x+I) 

Probaremos que: 

i) cp (xy) = cp (x) cf> (y) 

ii) cp (1) = 1 

iii) cf> to 

PARA i) 

A +1 x 

X,y E B 

tinta de cero 

TI : B - >- B 
-1 

x'vv\, > IT (x) = x+1 

cf> (xy) = (1jJIT)(xy) = 1jJ ( IT (xy )) = 1jJ (xy+I) = 1jJ [(x+l)(y+I)] 

= 1jJ (x+I) 1jJ(y+I) por ser 1jJ un isomorfismo isom~trico 

= (1jJoIT)(x) (1jJoIT)(y) = <j) (x) cp (y) 
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PARA ii) 

<p (1) = (1jJ O rr) (1) = ti) (rr ( 1 )) = 1jJ (1 + 1) = 1 por L e m a 4. 1 3 

PARA iii) 

Como existe 1 E B tal que <P(l) = 1 entonces <p es 

una funcional lineal multiplicativa distinta de cero 

sobre B. 

PRUEBA b) 

Queremos mostrar que 1 = Ker<p. 

IIC II 

X E 1 ==l> x+I=I => lji(x+I) = lji (I) => lji(rr(x)) = O 

=> (ljio n )(x) = O - > <p (x) = O > x E Ker<p 

y por tanto 1 e Ker <p . 

X E Ker <p => <P (x) = 0=> (ljJoIT)(x) = O >ljJ (rr(x)) = O -> ljJ(x+I) = O 

Como lji es un isomorfismo isom~trico, entonces 

11 lji (.x+ nll = 11 x+ 1 11 = 11 011 => x+ 1 = 1 => X E 1 

Por tanto Ker <p c y así 1 = Ker <P . 

. A CENTR~\. \ 
!l ............. .. 
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4.26 PROPOSICION. 

Si B es una álgebra de Banach conmutativa,entonces 

el conjunto M de funcionales lineales multiplicati-

vas sobre B, está en correspondencia biyectiva con el 

conjunto de ideales maximales en B. 

PRUEBA. 

Sea ~ una funcional lineal multiplicativa sobre B y 

s e a K = K e r cp = {x E: B / cp ( x) = O}, el c u a 1 po r elle m a 

4.20 es un ideal propio y maximal. 

Supongamos que 1 es un ideal maximal y propio de B, 

entonces 1 es cerrado, por el lema 4.21. 

Por otro lado como el álgebra cociente ~ es una ál

gebra de Banach, la cual por ser 1 maximal y B con 

mutativa es una álgebra división, por lema 4.24. 

Por tanto por lema 4.15 existe un isomorfismo isom~tri 

co B ljJ:-I- + [ tal que tV(x+I) = A +1 , Y si II x 

denota el homorfismo natural de B a + tal que 

II(x) = x+I entonces por el lema 4.25 la Composición . 

~ = ljJII es una funcional lineal multiplicativa distin-

ta de cero. 



Finalmente, mostremos que la correspondencia 

~ <-> Ker~ es biyectiva, es decir, sea 
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9 : M --> R = {Conjunto de ideales maximales en B} 

~ ~~~> g(~) = Ker~. 

i) Probemos que 9 es inyectiva. 

Sean ~1'~2 en M tal que Ker~l = Ker~2 probemos 

que ~ 1 = ~2 

~1(x)-~2(x) = x-~2(x)-(x-~ 1(x)) = x-~2(x).1-(x-~ 1(x).1) 

x-~ 2(x).1 € Ker~2 = Ker~l => x-~2(x).1 € Ker~l 

x-~ l(x).l € Ker~l = Ker~2 = > x-~l(x).l € Ker~2 

=> x-~2(x).1-(x-~1(x)) € Ker~l 

Aplicando ~1 se tiene: 

~1(~1(X)-~2(X)) = ~1 If-~2(x).1 - (x-~l(x).l)] 

~ 1(~1(x).1-~2(x).1) = O = > ~ 1(x)~1(1)- ~2 (x) ~ 1(1) = O 

Como ~ 1 € M entonces ~ 1(1) = 1 entonces 

Por tanto 9 es inyectiva. 
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ii) Probemos que g es sobreyectiva. 

Sea J E R, probemos que existe ~ en M tal que 

J = Ker~. 

Como J es un ideal maximal, ~ es una álgebra 

división luego por teorema 4.15 e xiste un único 

isomorfismo isométrico 1J; : ~ -+ «: y si 

TI: B-++ denota un homomorfismo natural, entonc es 

el> = 1J; .TI es una funcional lineal multiplicativa 

distinta de cero y Ker~ = J por el lema 4.25 

Por tanto 9 es sobreyectiva. 

Con lo que se concluye la prueba. 



CAPITULO V 

LA TRANSFORMADA DE GELFAND. 

En el Capftulo 111, mostramos que M (conjunto de fu~ 

cionales lineales multiplicativas) es un subconjunto compac-

to de la bola unitaria del espacio conjugado de B y otras 

propiedades importantes de M, las cuales en este Capítulo 

serán de mucha utilidad. Recordamos además que para cada x 

en B existe una función continua x de (B*)l a [, definida 
A 

por x(~) = ~(x). 

Como M está contenida en (B*)l' entonces x restrin 

gida a M tambi~n es continua, lo cual lo formalizaremos en: 

5.1 DEFINICION. 

Para el álgebra de Banach B, la transformada de Gelfand 
A 

es la funci6n r: B + C(M) definida por r(x) = x 1M' 

esto es r(x)(~) = ~ (x), para ~ en M. 

5.2 LEMA. 

Sea B una álgebra de Banach, x en B y r la trans-

formada de Gelfand definida por r(x) = x 1M; entonces 

119 
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A A 

11 xlMll oo < 11 Xii 00 

PRUEBA. 

r : B - > C(M) 

A 

M - >[ 

cp 'vv\,> r(x)( cp ) = cp ( x ) 

A A 

Sea 11 x 11 00 = Sup{lx(n)l/n € (B*)I} 

A A 

11 XI M ll oo = Sup { I X IM(m)l/m € M} 

A A 

Sea P = {lxIM(m)l/m € M} Y T ={lx(n)l/n € (B*)l} 

Probemos que P c T 

A 

q € P => existe m € M tal que xIM(m) = q 

=> q = r(x)(m) m €: M 

=> q = m ( x) => q €: T , ya q u e M c (B * ) 1 

=> P c T 

Como P c T entonces Sup P < Sup T 

A A 

Sup P .:.Sup T => Sup{lxIM(m)l/m € M} ~ Sup { l x (n)l/n €: (B*)I } 



5.3 PROPOSICION. 

(Propie"dades elementales de la Transformada de Gel

fand). 
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Si B es una álgebra de Banach y r es la transformad a 

de Gelfand, entonces 

1) r es un homomorfismo de Algebra. 

2) 11 r(x) 11 00 .2 1I x ii, para x en 13. 

PRUEBA 1) Probaremos que 

i) r (x+y) = r( x ) + r (y) , x ,y E B 

ii) r (a x) = a r( x) X E B a E o: 

i i i ) r ( xy) = r ( x ) r (y) x,y E B 

i) Sea <P enM, x ,y E B 

r (x+y)( cp ) = cp (x+y) por definición 

Luego 

= <p ( x ) + CP (y) , ya que <p es lineal 

= r (x)(cp) + <p (y)( <p ) por definición 

= [r(x) + r(y)]( <p ), por álgebra de funciones 

r( x+y) = r(x) + r(y) 
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ii) Sea <p en M, a E a:, x E B 

r (ax )( q» ) = ~ ( ax ) , por de fini C"i6n 

:=: acjl ( x ) , y a q u e cjl e s 1 i n e a 1 

:=: a r (x)( <P ), por definición 

= [ar ( X ) ] ( <P ) , por á 1 9 e b r a d e f u n e ion e s 

Luego r( ax) = ar(x) 

ii;) Sean <p en M, x,y en B 

r(xy)( <p ) :=: <P (xy), por definición 

= <p (x) cp (y), ya que cp está en M 

= r(x)( <p )r(y)( <p ), por definición 

:=: [ r ( x)r (y)] (cp ), por á 1 g e b r a de fu n c ion e s 

Luego r(xy) r(x)r(y) 

Por tanto r es un homomorfismo de Al gebra . 

PRUEBA 2) II r (x)ll co ~ II xii, para x en B. 

Supongamos que x está en B y mostremos que r es una 

función contractiva, es decir II r(x)ll co~ II xii, x en B 
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A A 

11 r(x) 11 00 = 11 xl~111 00 2. 11 xii 00 ' por lema 5.2 

A A 

11 r ( x) 11 < 11 x 11 = S u p 1 x ( n ) 1 < Su p 11 n 11 11 x 11 
00_ 00 m: (B*)1 - nd B*)1 

11 r(x) 11 < Sup 1.11 xii < 11 xii 00 _ _ 

Luego 11 r(x)11 < 11 xii 00 _ 

5.4 LEMA. 

Sea B una álgebra de Banach; x,y en B, r la trans-

formada de Gelfand; entonces r envfa todos los elemen 

tos de la forma xy - yx a cero. 

PRUEBA. 

Sea ~ s M entonces r(xy-yx)( ~ ) = ~ (xy-yx) 

r(xy-yx) = ~ (xy) - ~ (yx) , ya que ~ es lineal 

= ~ (x) ~ (y) - ~ (y) ~ (x), ya que ~ está en M 

= O , ya que ~ (x), ~(y) están en [ y este 

campo es conmutativo. 

Por tanto r(xy-yx) = O 

No asumiremos en lo que sigue que B es conmutativa, 

hasta que esta suposición se haga necesaria. 
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A continuaci6n haremos el recordatorio de una defini

ci6n y s610 enunciaremos el Lema de Zorn, pues estos 

resultados serán utilizados más adelante. 

5.5 DEFINICION. 

Se dice que un conjunto parcialmente ordenado A está 

totalmente ordenado, si para todo a , B en A se cumple 

que a ~ B o B > a 

5.6 LEMA DE ZORN. 

Si un conjunto parcialmente ordenado A es tal que 

todo subconjunto totalmente ordenado tiene una cota su 

perior entonces A contiene un elemento maximal. 

5.7 LEMA. 

Sea B una álgebra de Banach Conmutativa. Si lo c B 

es un ideal propio de B entonces existe un ideal ma 

ximal 1 de B tal que lo c 1. 

PRUEBA. 

Sea N = {J e B/J es un ideal propio de B, lo e J } un conjun

to parcialmente ordenado; 

además, sea H c N un conjunto totalmente ordenado 
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i v ) Sea x en B. 

Y E L => existe J E H tal que y E J 

Como J es un ideal entonces xy y yx E J c L 

de donde xy A yx E L , 

luego L es un i de a 1 de B . 

2 ) L es propio. 

Supongamos que 1 E L entonces existe J E H tal 

que 1 E J ; pero esto es una contradicción ya que 

J es un ideal propio, luego 1 4 L Y por tanto 

L es un ideal propio. 

Ahora probemos que L E N, es decir, que lo c L como 

L = UJ entonces lo c J c L => 10 c L 
JEH 

Veamos que L es una cota superior de H, esdecir, 

J c L, para todo J E H, esto es cierto ya que L = UJ , 
J EH 

10 que implica que J c L, para todo J E H. 

Luego como el conjunto N parcialmente ordenado es tal 

que todo subconjun t o H (totalmente ordenado) de N 

tiene una cota superior (L) entonces, por el lema de 

Zorn, N contiene un elemento maximal P. 
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Probemos que P es un ideal maximal en B. 

i) P 1 B (lo cual se verifica porque P es un id eal 

propio). 

ii) Si existe un ideal R de B tal que P c R c B 

entonces R = PoR = B. 

Supongamos que R 1 P y probemos que 

R ~ P y P es maximal en N entonces 

como lo c P c R entonces lo c R. 

R = B; corno 

R ~ N , además 

Como R ~ N esto implica que R no es un ideal pro

pio de B. Por tanto R = B Y así P es un id ea l ma

ximal de H. 

Por lo que todo ideal propio lo está conte nido en un 

ideal maximal. 

5.8 PROPOSICION. 

Si B es una álgebra de Banach conmutativa y x está 

en B entonces x es inversible en B si y sólo si 

r(x) es inversible en C(M). 

PRUEBA. 

"=>" X inversible en B => r(x) inversible en C(M) 
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como x es inversible en B entonces existe 
-1 x E B tal que -1 -1 xx = x x = 1 

Probemos que r ( x) es inversible en C(M) 

Probar r( x ) r(x - 1 ) r( x- 1 ) r (x) = 1 

Sea ~ en M entonces ~(x)r(x-1)] ( ~ ) 

[r(x)r(x- 1)] ( ~ ) = r(x)(~)r(x-1)( ~ ) , por definición de 

producto en C(M) 

= ~ (x) ~ (x-1), por definición 

ct> es lineal 

= ct> ( 1 ) por hipótesis 

= 1 ct> E M 

Luego 

De igual forma se prueba que r(x- 1) r(x) = 1 

Así r(x) es inversible en C(M). 

11 <= " r(x) es inversible en C(M) = > x inversible en Bu 
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Supongamos que x no es inversible en B, es de

cir, que para todo z en B, xz = zx f 1 

Sea lo = {yx/y € B } el cual es un ideal en B. 

Probemos que lo es propio, para ello mostraremos que 

1 ~ lo. 

Supongamos que l .€ lo entonces 

esto es una contradicción ya que 

por hipótesis. 

1 = yx y E B pero 

1 f yx , con y € B 

Luego 1 4 lo Y así lo es un ideal propio en B. 

Como B es conmutativa, lo est~ contenido en algOn 

ideal maximal 1, por lema 5.7. 

Por proposición 4. 25 existe ~ en M tal que Ker~ I 

Como x E I Y Ker~ = I entonces r(x)( ~ ) = ~(x) O 

r(x) ( ~ ) = O = > r(x) ( ~ ) f l. 

Verifiquemos que r(x} no es inversible en C(M}; esto 

significa que para todo H en C(M) tenemos 

r(x).H = H.r(x) f 1 o sea (r(x).H)(~) f 1 

[r(x).H]( ~ ) = f(x)(~ ).H( ~ ) = ~ (x)H( ~ ) = O.H( ~ }, ya que ~ (x) O 

[r(x).HJ( ~ ) = O f 1, para algOn ~ en M. 

Luego r(x) no es inversible en C(M}. 
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El siguiente teorema resume los resultados anteriores, 

para el caso en que B sea conmutativa. 

5.9 TEOREMA (GELFAND). 

Sea B una álgebra de Banach conmutativa, U el espa

cio de ideales maximales, M el conjunto de funciona 

les lineales multiplicativos sobre B y r : B + C(M) 

la transformada de Gelfand; entonces: 

1) U es diferente de vacío. 

2) r es un homomorfismo de álgebra. 

3) II r(x)ll oo 2. II x ii, para x en B. 

4) x es inversible en B si y sólo si r(x) es inver s i 

ble en C(M). 

PRUEBA. 

Solamente se probará el numeral 1), ya que anteriormen

te se probaron 2), 3) Y 4). 

Sea 1 = {O} un ideal propio de B; entonces por lema 5.7 

existe un ideal maximal H de B tal que 1 c H, con 

lo que se concluye que U;~. 
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5.10 LEMA. 

Sea B una álgebra de f3anach conmutativa, 1 está en 

B y r: B + C(M) la transformada de Gelfand; entonces 

r(l) = 1. 

PRUEBA. 

r(l) ( cj» = cj> (l) , cj> E M 

= 1 

Luego r(l) = 1 

5.11 LE MA. 

Sea B una álgebra de Banach conmutativa, x está en B 

y r B + C(M) la transformada de Gelfand; entonces 

f es inversible si y solo si f( cj» 1 o, para todo 

cj> en M y f en C( M). 

PRUEBA. 

"= >" f inversible en C(M) => f( cj» -¡ O, J.J- cj> E M 

como f es inversible en C(M) entonces existe 

g E C(M) tal que 
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fg = gf = 1 

fg = 1 => (fg)( ~ ) = 1( ~ ) , ~ ~ E M 

=> f ( ~ ) g ( ~ ) = 1 

si f( ~ ) = O entonces f( ~ ) g( ~ ) = O, lo cual 

no puede ser ya que f(~) g( ~ ) = 1 f O 

Luego f( ~ ) fa, JJ.. ~ E M 

11 <_ " f ( </» f O. par a t o do </> e n M. f e sin ver s i b 1 e e n e ( M ) 

- 1 Defi namos f : M - > «: 

como f( ~ ) f O entonces existe ~ f O 

tal que 1 
f ( ~ ) fl4iT = 1 

Luego f es inversible en C(M). 

5.12 COROLARIO. 

Si B es una álgebra de Banach conmutativa y x está 

en B, entonces 

a) Sp(x) = rango r (x) 

b) Y( x ) = 11 r(x)ll
oo 



PRUEBA a) 

r : B - > e (M) 

X '\IV> r(x) M - > a: 

~ 'Vu > r(x)( ~ ) = ~ ( x ) 

Sp(X) = {A € a:/X-h no es inversible e n B} 

rango r(x) {A E [/r( x )( ~ ) = A, para algún ~ en M} 

= {A E a:/ ~ ( x ) = A , para a lgún ~ en M} 

lIe ll Sp(x) e rango f (x) 

Supongamos que A t rango r( x); entonc es 

r(x)( ~ ) f A, para todo ~ en M. 

=> r(x)( ~ ) - A f 0, para todo ~ en M. 

=> r(x)( ~ ) - A.1 f 0, para todo ~ en M. 

=> r(x)( ~ ) - A.l( ~ ) f 0, para todo ~ en M. 

= > (r(x) - A.l)( ~ ) f 0, para todo ~ en M. 

=> r(x) - A.l es inversible en C(M). 
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=> r(x) - Avf(l) es inversible en C(M), por lema 5.10. 
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=> r(x) - r(A.l), es inversible en C(M), ya que r es 

homomorfismo de álqebra. 

= > r(x - A.l) es inversible en C(M), por ser r homo

morfismo de álgebra. 

= > x - A.l es inversible en B, por proposición 5.8 

=> A ~ Sp(x) 

Luego Sp(x) c rango r(x) 

11 J 11 r a n 9 o r ( x) c S p ( x ) 

Suponqamos que A ~ Sp(x) entonces 

x - A.l es inversible en B, por definición. 

x - A.l es inversible en B. 

= > r(x - A.l) es inversible en C(M), por proposición 5 . 8 

= > r (x) - r(A.l) es inversible en C(M), por ser r un 

homomorfismo de álgebra 

=> r(x) - A.r(l) es inversible en C(M), por ser r homo

morfismo de álgebra. 

=> r(x) - A.l es inversible en C(M), por lema 5 . 10. 



=> ( r ( x ) - A.1)( ~ ) t O , V- ~ en M, se 

por lema 

= > r{x)(cp) - A.1(CP) t- O , para 

= > r(x)(~) - A. 1 t O para 

=> r( x )( cp ) :f A.1 para , 

=> r(x)(<jJ) :f A para , 

=> A ~ rango y (x) 

Luego rango r(x) e Sp(x) 

Por tanto Sp(x) = rango r(x) 

PRUEBA para b) 

Sea 

r B -> C(M) 

x 'vV\J> r(x) M - > a: 

todo <p 

todo ~ 

todo cp 

todo <jJ 

da para 

5. 11. 

en M 

en M 

en M 

en t~ 

<p ~~~> r(x)( <p ) <p ( x) 

y(x) = Sup {IAI/A s Sp(x)} 

11 r(x)lI oo = Sup{lr(x)(<jJ)I!<jJ E M} 

y (x) = Sup { IAI/ A s Sp (x)} 
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todo <jJ 
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y(x) = Sup {IAI/A E rango r (x) } 

= Sup { lA I lA = r ( x ) ( ~) ), par a algún cp en M1 

sup {lAI lA = <p (x), paqa alqún <p en M} 

= Sup {1<p(x)l/</> E M} 

= Sup {lr(x)( <p )II <P E ~H 

= 11 r(x)ll oo 

Por tanto y(x) = 11 r(x)lI oo 

5.13 LEMA. 

Sea B una álgebra de Banach; x y (x - A.l ) en B en 

ton ces x A (x - A.l) conmutan. 

PRUE~A. 

Probemos que (x - A.1)x = x(x - 1...1 ) 

(x - A.l)x = x.x - (A.1)x 

= x.x A(I.x), asociando 

xx A (x vI), ya que x.l ::: l.x 

xx x(A.l), ya que A(XY) ::: ( AX )Y X(AY) 

x ( x - A. l) 

Por tanto x A (x - Ll) conmutan . 
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5.14 LEMA. 

Sea B una álqebra de Banach, x en B y ~ una función 

entera con coeficientes en [ tal que 

00 

~ (x) = L a X
n 

n 
converge a un elemento de B, enton-

n=O 

e e s x y ( CP( x) - jJ . 1 ) e o n m u tan . 

PRUEBA. 

Probemos que ( ~ (x) - jJ.l)x = x( ~ (x) - jJ.l) 

( cp (x) - jJ.l)x = [ cp (x)]x - (jJ.l)x 

= [I an xn] x - jJ( x. 1), susti tuyendo y 
n=O 

asociando 

00 

L (anxn).x - jJ(x.l), ya que x. 1 = I x 
n=O 

00 

= L an(xnx) - x(jJ.l), asociando y 
n=O 

A ( xy ) = (A x) y = x (AY ) 

00 

= L an(xn+1) - x(jJ.l) 
n=O 



<Xl 

= L an(x xn) - x(]l.l) 
n=O 

<Xl 

L x(an xn ) - x (]l.1) 
n=O 

00 

=x L an xn - x(]l.l) 
n=O 

x ( <j) (x) - ]l.1) 

Por tanto x A ( <j) (x) - ]l.1) conmutan. 

5.15 LEMA. 
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Sea B una álgebra de Banach, x en B y <j) una función 

entera con coeficientes en [; entonces (x - A.l) Y 

( <j) (x) - ]l.1) conmutan. 

PRUEBA. 

Probemos que (x - A.l) (cp(x) - ]l.1) = ( cp (x) - ]l.l)(x - A. l) 
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(x-A.1)( ~ (x) - ~.1) = x(~(x) - ~.1) - (A.1)( ~ (x) - ~.1) Distribu 
yendo. 

= ( <j>(x )-~ u 1)x - AI1( <p ( x )-~.l)J Por l ema 5.14 y 
asociando. 

= ( ~ (x)-~.l)x - A[(Hx)-lJ.1).1], ya que 1 es la 
identidad. 

(CP (x)-ll.l)x-( CP (X)-ll.l)( A.l) • ya que 

A( XY )=(AX)Y = x(i\y) 

( ~ ( x )-~.l) (x - 1.. .1) 

Por tanto (x-A.1) A ( CP (X)-ll.l) conmutan. 

5.16 LEMA. 

Sea B una álgebra de Banach, x en B y cp una función 

entera con coeficientes en [; entonces (x - 1...1) Y 

-1 ( cp (x) - lJ.l) conmutan. 

PRUEBA. 

Debemos mostrar que: 

-1 (x-A.l)(cb(x)-u.l) 

(x-A.l) = (x->...l) 
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=> ( x - A. 1 ) ( x - A. 1 ) . 1 

=> (x - A.1) (x - A.1) ( ~ ( x ) - ~.1) ( ~ ( x) - ~.1) -1 

=> (x - A.1) = ( ~ (x) - 11.1)(x-A.1)( ~ (x) - ~.1)-1, por l ema 5.15 

=> 1. (x - A. 1) ( cp( x) - jJ. 1) (x - A. 1) ( cj> ( x) - jJ. 1 ) - 1 

= > ( ~ ( x )-jJ. l )( ~ ( x ) -jJ.1)- 1(x-A. l) = ( ~(x)-jJ .l)( x-A .l)( CP (x)-jJ.1)-1 

=> ( ~ ( x )-~.l)-l (x- A.1) = ( x-A .1)( ~ (x)-~. 1)-1 

Por tant o (x-A .l) y (cj> (x)_p. l)-l con mu tan . 

5.17 LEMA. 

Sea B una á l gebra de Banach, r: B + C(M) la trans-

formada de Ge lfand y ~ una funci6n entera co n coef i c i e n 

tes en tal que ~ ( x ) 

mento de B entonces 

r( ~ ( x )) = ~ ( r ( x )) 

00 

= I 
n=O 

a X
n 

n 
conv er ge a un e l e 
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PRUEBA. 

r( ~ (x)) = [i an xn] , ya que ~ es una funci6n entera 
n=O 

()() 

= \' 
/. 

n=O 

()() 

r(a xn) ,ya que r es continua 
n 

= 1. a r(x n) ya que r es un homomorfismo 
n=O n 

de álgebra 

()() 

= I a r(x)n po r ser r un homomorfismo de 
n=O n 

álgebra. 

= ~ ( r ( x ) ) 

Por tanto r( ~ (x)) = ~ (r(x)) 

5.18 LD~A u 

Sea B una álgebra de Banach, r: B ~ C(M) la trans 

formada de Gelfand y ~ una funci6n entera con coeficien 

te en [; entonces rango ~(r( x )) = ~ (rango r(x)). 



PRUEBA. 

"e" rango <j> (r(x)) e qJ(rango r(x)) 

Z E rango q)( r ( x )) => z = <P (f( x)) (h) 

= > z = [I a n (f (x) )n] ( h ) 
n=O 

00 

=> z L 
n=O 

00 

=> z = L a n ( r ( x )) n (h) 
n=O 

00 

=> z = L a n (r ( x ) ( h ) ) n 
n=O 

=> z <p ( r ( x ) ( h ) ) 

=> Z E <p (rango r ( x)) 

"J" <j> (rango r(x)) e rango <p (r(x)) 

Z E <P (rango r ( x )) => Z = <p ( r (x)(h)) 

00 

=> z y a
n 

( r(x )(h))n 
n=O 

14 2 
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(Xl 

=> z l. 
n=O 

00 

= > Z L [ a n (r ( x ))n ] ( h ) 
n=O 

= > z = r y. a n (r ( x )) n 1 ( h ) 
n=O 

=> z ~(r(x)) (h) 

= > z s rango ~ (r(x)) 

Por tanto rango ~ (r(x)) = ~(rango r(x)) 

5.19 LEMA. 

Sea B una álgebra de Banach, x en B, ~ una función en-

tera con coeficientes en [ entonces la subálqebra Bo 

de B qenerada por l,x, (x - A.l)-l Y ( ~ (x) - ~.l)-l 

es conmutativa. 

PRUEBA. 

Sean 1,x, (x - A.l)-l Y (~(x) - ~.1)-1 elementos de B. 
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Como Bo es la subálgebra de B generada por dichos 

elementos, bastará probar que ellos conmutan entre s í. 

Probemos que 1 conmuta con x,( x - 1.. ,, 1)-1, ( CP ( X)-1l.1)-1 

i ) Ix = X = x , 1 - > 1. x = x . 1 

ii) 1.(x - 1...1)-1 = (x - 1...1)-1 = (x - 1...1)-1.1 

= > 1(x - 1...1)-1 = (x - 1...1)-1.1 

iii) x.(CP(X)-1l.1)-1 = ( cp ( x )-1.I.1)-1 = ( cp (x)-1.I.1)-1. 1 

= > 1( ~ (x) - 1.I.1)-1 = ( ~ (x) - 1.I.1)-1.1 

x conmuta con 1,(x - 1...1)-1 , ( ~ (x) - 1.I.1)-1 

i) x.1 = 1.x 

i i ) " x (x - A. 1 ) - 1 = ( x - A. 1 ) - 1 x" 

x=x => x = x . 1 

=> x = x (x - A. 1) (x - A. 1 ) - 1 

=> x = (x - A.1)x (x - 1...1)-1, por lema 5.13 

=> 1 . x = (x - A. 1 ) x (x - A. 1 ) - 1 

=> (x-A.1) (x-A.1)-1x = (x-A. 1)x (x-A.1)-1 

=> (x-A.1)-1x = x(x-A.1)-1 
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i i i ) 11 X ( cp ( x) - Jl. 1 ) - 1 = ( cp ( x) - jl. 1 ) - 1 . X 11 

x = X ~> X = x.l 

=> x x ( cp ( x )-Jl.l)( cp ( x )-Jl.l)-1 

= > x = ( cp ( x ) - Jl . 1) x (cp ( x ) - Jl. 1) -1 , por 1 e m a 5. 14 

=> I.x = ( cp (x)-Jl.l)x ( cp (x)-Jl.l)-1 

= >(Cp (x)-Jl. l)( cp (x)-Jl.l)-l x=(cp (x)-Jl.l) x( cp (x )-Jl.l) - 1 

(x_~.I)-1 conmuta con ) -1 l, x, ( cp {x) - Jl.l 

l.( x - ~.1)-1 

" 
,') ( 1 ) - 1 ( 1 ) - 1 x -~. .x = x x - ~. 

= > [ cp {x) - Jl.IJ-l =[ cp (x) - p.1J-l.l 

= > [ cp (x) - P.1J- 1 = [cp (x) - Jl.lr 1 (x-~.I) (x-~.1)-1 

=> [cp (X)-Jl.IJ-l=(x-~ .1)lj( x )-jl.l]-I{x-~.1)-1 , por lema 5.16 

=> 1. [cp ( x ) - Jl. 1] -1 = (x - ~ . 1 ) [cp ( x ) - p . 1] -1 (x _ ~ . 1) - 1 
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Por tanto Bo es conmutativa. 

5.20 COROLARIO. 

Si B es una álgebra de Banach, x en B y ~ es una fun 

ción entera con coeficientes en [, entonces 

Sp(~(x)) = ~(Sp(x)) = { ~ (A)/A s Sp(x)} 

PRUEBA. 

00 

Si <P ( z ) = ¿ a n z n es 1 a serie de Taylor e xpandida pa-
n=O 

00 

ra ~ , entonces ~ ( x ) I n puede = a n x verse que conver-
n=O 

ge a un elemento de B. 

Si Bo es la subálgebra de B generada por l,x, y 

los elementos de la forma (x-A.1)-1 para \ en p(x) y 

( ~ (x) - ~,1)-1 para ~ en p(~(x)) entonces Bo es 

conmutativa, por lema 5.19, además, SPB(x) = SPBo(X) y 

SPB( <P (x)) = SPBo( <P (x)) 

" S P B ( x) = S P ( x ) " Bo 
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SPB(x) = {\ E [Ix - \. 1 no es inversible en B} 

SPBo(X) ={\ E [I x - \.1 no es inversible en Bo} 

\ E SPB ( X) = > x - \ .1 no es inversible en B 

Como Bo c B entonces x - \.1 no es inversible en Bo 

,,::> 11 

supongamos que \ ~ SPB(x), 

=> x - \.1 es inversible en B 

( ) -1 .-
=> x - L 1 e x i s t e y es ta en Bo 

= > (x - \.1) es inversible en Bo 

Luego SPBo ( x) e SPB (x) 

Por tanto SPB(x) = SPSo ( x ) 
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Ahora probemos que SPB(~(x)) = SPBo( ~ ( x)) 

como ya probamos que SPB (x) = SPBo(x) con x en B 

entonces SPB(~(x)) = SPBo ( ~(x )) con ~ ( x ) en B. 

Ahora, podemos asumir que B es conmutativa y usar 

la transformada de Gelfand para probar que 

Sp(~(x)) = ~ (sp(x)) 

Sp(~(x)) = ra ngo r ( ~ ( x )), por corolario 5.12 

= rango ~ ( r (x)), por lema 5.17 

~ (rango r ( x) ), por lema 5.18 

~ (Sp( x) ) 

Antes de pasar a definir el concepto de rad ical de una 

§lgebra, probaremos otros resultados que posteriorm e n

te nos servirán en la justificación de algunas proposl 

ci ones. 

5.21 LEMA . 

Sea B una álgebra de Banach conmutativa, a un elemen 

to de B, si J es un ideal maximal de B tal que 

a ~ J Y siL = { z/ z = x - ya , x E: J, Y E: B} en ton c e s L = B . 
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PRUEBA. 

Para probar que L=B se tiene que verificar: 

1) L es un ideal de B. 

2) J e L. 

3) J t L. 

Para 1). 

i) L t ~ . porque existe O E L tal que O O - O.a 

ii) IIS ea !n.n E L; probemos Que M+n E: LII 

m E: L => m = x-ya X E: J Y E B. 

n E: L => n = s-ra S E: J r E: B. 

=> m+n = x+s - (y+r)a con x+s E J , y+r E B 

iii) IIS ea m E L, aE (t ; probemos que a m E LII 

m E L => m x-ya ; x E: J , Y E B 

=> am = ax-a ya aX E J • aY EB. 

=>am E Lo 

iv) "Sea z E L, r E B probemos que rz, zr E: L" 

Z E: L => z = x-ya X E: J , Y E: Bo 

" ..... 1.:. , 

"tl:. "~ ..... ., ..... ¡, 
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= > r z = r x - r ya rx E: J , ry E: B 

=> rz E: L. 

Por otro l ado s ea Z E L 

Z E: L => Z = x - ya; x E: J , y E: B 

=> zr = ( x-ya )r => zr xr-yar, como B es 

=> zr = xr - yra 

=> z r E: L 

conmutativa ar = ra 

xr E: J , yr E: B. 

Con lo que se concluye que L es ideal de B. 

Para 2). 

Sea n E: J , 

n E J => n n - O.a ; O E B 

=> n E L => J c L. 

Para 3 ). 

Hemos probado que J c L; para que L t J, es necesario 

exhibir un elemento que pertenece a L, tal que ~ste no 

pertenezca a J. 



a ~ J ; pero a = O - (-1)a ; O E J , -1 E B 

entonces a E L, con lo que se concluye que 

L t J. 

Luego de 1), 2) Y 3) L = B. 

5.22 LEMA. 

Sea B 

1 E J 

PRUEBA. 

una álgebra de Banach, J un ideal de B, si 

entonces J no es un ideal propio de B. 

La prueba consiste en mostrar que J B. 

Tenemos que J c B, ya que J es un ideal de B. 

Solo probaremos que B e J . 

Sea x E B; como J es un ideal de B y 1 E J 

entonces x = 1.x E J, por tanto x E J. 

151 

Así B c J, con lo que se concluye que J = B, de don

de resulta que J no es un ideal propio de B. 

5.23 LEMA. 

Sea A un anillo unitario y conmutativo, a E A, si 

a 1 O y no inversible entonces existe un id ea l propio 

1 de A, tal que a E l. 
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PRUEBA. 

Sea 1 = {Z E A/z = ay , y E A}; 

Probemos que I es un ideal propio. 

i) 1 f ~ ya que existe O E 1 tal que 

O = a.O O E A. 

ii) Sean m,n E 1 probemos m+n E I 

m E I => m = ay Y E A 

n E I => n = a x • x E A 

=> m+n = ay + ax 

=> m+n a (y+ x) , y + X E A 

=> m+n E l. 

i i i ) Sean ex E o: , m E probemos que ex m E 1 

m E 1 => m = ax x E 1 

=> c¿ m c¿ax 

= > exm = a( ex x ) ex E 1 

=> ex m E I. 

i v) Sean m E I • r E A probemos que rm, mr E A 

m E 1 = > m = ay y E A • 
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rm ray pero como A es conmutativa ra =ar 

rm a(ry) ry E A 

=> rm E 1 

Por otro lado: 

m E I = > m = ay , y E A. 

mr = ay r 

mr a ry ry E A 

=> mr E I 

Probemos que 1 ~ I. 

Supongamos 1 E 1 

1 E 1 => 1 = ay , y E I 

= > a es inversible 

lo cual es una contradicción, por tanto 1 ~ I Y 

así I es un ideal propio de A. 

5.24 DEFIN I erON. 

Sea B una álgebra de Banach y G el grupo de elemen 

tos inversibles en B; el radical de B, denotado por R 
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se define como el conjunto: 

R = 1X r R/l + nX r G, ~ ñ r 81. 

5.25 DEFINICION. 

El álgebra B, se dice que es semisimple si R = {O}. 

5.26 PROPOSICION. 

Sea B un álgebra de Banach conmutativa, G el grupo 

de elementos inversibles en B, R el radical de B; en

tonces R es la intersecci6n de los ideales maximales 

en B. 

PRUEBA. 

Sea R = {x E B/1 + zx E G , ~Z E B}, queremos mostrar 

que R = n J 

J ideal maximal en B. 

IIC Il 

Sea a E R Y J un ideal ma ximal de B; entonces 

se probará que a E J. 

Supongamos que a ~ J Y sea L { z/z x-ya,x E J, Y E B}. 
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Entonces L ~ B, lo cual se verifica por lema 5.21. 

Además como L ~ B en particular 1 E B; tambi~n 1 

pertenece a L, es decir, 1 E L; entonces 

1 = x - ya , x E J, Y E B, luego 

x = 1 + ya , como a E R entonces 1 + ya es inv ers ibl e , 

es decir, que x es inversible, en otras palabras, e-

xiste r E B tal que rx = xr ~ 1, como x E J, enton-

ces xr E J, es decir, 1 E J, lo cual no puede ser, ya 

que por ser J ideal maximal, es un ideal propio de B 

(es decir, 1 ~ J, por lema 5.22). 

Así a E J, y por tanto R e (1 J 

J maximal. 

11 :> 11 

Sea x E n J. 

J ideal ma ximal en B. 

entonces x E J, para todo J ideal maximal. 

Supongamos que: 

x ~ R; entonces 1 + ax no es inversible para algún 

d ( ) -1 ~ a E B, es ecir, l+ax no existe para algun a E B 
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entonces 

z = 1 + ax pertenece a algan ideal maximal J, por 

l ema 5 . 23 lo cua l i mp lica que: 1 z - ax; 

luego como Z E J , J es un id eal y x E J entonces 

ax t: J de donde 

1 = Z - a x E J 

lo cual no puede ser, ya que J por ser ideal maxi-

mal es propio, es decir 1 ~ J, Y por tanto x t: R, Y así 

n J c R 

J ideal maximal en B 

Por consigu 'i e nt e R = n J 

J ideal maximal en B. 

5.27 COROLARIO. 

Sea B una á l geb ra de Banach conmutativa, R el radi

cal de B, e ntonces R es un ideal cerrado en B. 

PRUEBA. 

La prueba consiste en : 



1) R es un ideal. 

7) R r~ c rrr~do , 

Para 1). 

Como en la proposición 5.26 se mostró que 

R = n J 
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J ideal maximal en B ; entonces R es un ideal, 

ya que en general la intersección de ideales es un i

de al. 

Para 2). 

Ya que R = n J 

J ideal maximal en B. 

Como todo ideal maximal J es un ideal cerrado y la 

intersección de una familia cualquiera de cerrados es 

un conjunto cerrado, se sigue que R es cerrado. 

Por tanto R es un ideal cerrado. 

5.28 PROPOSICION. 

Si B es una álgebra de Banach conmutativa, entonces 

B es semisimple si y sólo si la Transformada de Gelfand 

es inyectiva. 
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PRUEBA. 

Sabemos que r es 1 i nea 1, 

Supongamos que r no es inyectiva y probemos que R ~ {O} 

Sea x t a tal que x ( Ke rr, vamos a probar que x € R. 

Sea J un id ea l ma ximal de B; existe ~ ( M tal que 

Ke r ~ = J, 

x ( Kerr = > r(x) = a => r(x)( ~ ) = a => ~ (x) = a 

=> X E K e r ~ => x E J; pe ro R = n J 

J ideal maximal; 

de donde x ( R. 

y por tanto R t {al, con lo que se concluye que r es 

inyectiva. 

"<= " 

Se a x ( R; la prueba consistirá en demostrar que x O. 

Sabemos que R = n J 

J ideal maximal en B. 
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Sea ~ en M, entonces por el lema 4.20 Ker~ es un ideal 

maximal; además 

X E R => X E Ker ~ => ~ (x) = O 

=> r (x) ( q! ) = (p( x) = O = > l' (x) ( (p) = O => l' (x) = O 

=> X E Kerr 

Pero como r es inyectiva, Kerr = {O } . 

Por tan t o x = O, lo que implica que R = {O}. 

y por consiguiente B es semisimple. 



CAPITULO VI 

TEOREMA DE STONE - WEIERSTRA SS . 

6.1 DEFINIeION. 

Sea B una álgebra de Banach, A c B; s e dic e que A 

es una subálgebra de B si y s610 si 

a) A t- <P 

b) Si x,z pertenecen a A, enton ces x+z y xz pe r 

tenecen a A. 

c) Si a pertenece a [ y x pe rtenec e a A, entonc es 

ax pe rtenece a A. 

6.2 DEFINICION. 

Sea X un espacio compacto de Hausdorff; un subcon j u~ 

to H de C(X) se dice que es autoadjunto, si cuan do 

f pertenece a H en t onces f está en H. 

Donde T(x) = nxY co mo en definición 3 .9 . 

160 
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6. 3 DEFINICION. 

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, S una ál-

gebra de C ( X ) ; se dice que S separa los puntos de 

X , S i existe para cada par de puntos W 1 ' Wz de X 

un elemento f de S tal que f(w 1 ) t- f(w 2 )· 

6.4 DEFINICION. 

Para X un espacio compacto de Hausdorff, Cr(X) de 

notará el álgebra real de funciones continuas sobre X. 

Además en lo que sigue del presente capitulo U será 

una subálgebra cerrada autoadjunta de C(X), la cual 

separa los puntos de X y contiene la función constan 

te uno; así C0l110 tambi é n Ur denotará el conjunto de 

funciones reales en U, es decir, 

C( X) = {f X 7 [/f es continua}. 

Cr(X) = { f E C(X)/f(y) E ]{ , y E XL 

Ur = {f E: U/f(y) E: R , Y E: X}. 

6.5 DEFINICION. 

Sea X un espacio compacto de Hausdorff; para f l , f
Z 

en C(X) y a un nGmero complejo, definamos: 
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iv) a (x) = a 

Los siguientes resultados serán de mucha utilidad cu a n 

do estud i emos el teorema de Stone-Weierstrass. 

6.6 LEMA. 

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, Ur el con-

junto de funciones reales en u . , entonces la función 

constante 1 pertenece a Uro 

PRUEBA. 

Sea 1: x ---> [ 

X 'vv\.¡> 1 ( x) 1 pero 1 E ffi, por tanto 

1 pertenece a Uro 
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6.7 PROPOSICION. 

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, si Ur de-

nota el conjunto de funciones reales en U, entonces 

Ur es una subálgebra cerrada de Cr(X). 

PRUEBA. 

i) Ur f ~, ya que la función constante 1 le perten~ 

ce, por lema 6.6. 

i i) "S ea f,g E.: Ur, probemos que f+q E.: Ur". 

f r. Ur => f(X) e m 

9 E: U r => 9 ( X) c lR 

Necesitamos mostrar que (f+g)(X) c m, para esto sea 

A = (f+g)(X) =' {z E.: ([ /z (f+g)(x), para algún x en X}. 

Probemos nada más que A c lR. 

m E.: A = > m = (f+g)(x) para algún x en X. 

= > m f(x) + g(x) ; f(x), g(x) en F 

=> m E.: lR = > A c:R. Por tanto f+g E.: Uro 

~ J:~i-~;,...\J~ lA -- \ 
[;;;~ ............... ; 
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iii) "S ea f, 9 E Ur; probemos que fg E Ur". 

Necesitamos mostrar que (fg)(X) c m, entonces 

sea 

A = (fg)(X) = {Z E [/Z = (fg)(x), para algún x en X}. 

P E A = > P (fg)(x) , para algún x en X 

= > p = f ( x ) g ( x ) 

=> P E R => A c R, por tanto fg E Uro 

iv) "Sea a E F, f E Ur ; probemos a f E Ur ll
• 

Sea A = (af )(X) = {Z E [/Z = (af)(x), para algún x en X}. 

Probemos que A c R 

r E A => r = (a f)(x) para algún x en X. 

=> r = a f(x) => r E R = > M c R 

y por tanto a f E Ur o 

Luego de i), ii), iii), iv) Ur es una subálgebra de 

Cr(X). 

Por último mostremos que Ur es cerrada, es decir, 

Ur = Uro 
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Bastará mostrar que Ur c Uro 

Sea f E Ur·, entonces existe una sucesión (f ) en Ur n n > 1 

tal que f = Lirn f ,es decir, f( x ) = Liln f (x) para n n n +00 n +00 

x en X. 

Deseamos mostrar que f(x) F. m. 

Como (f) 1 es una sucesión en Ur, entonces para 
n n > 

x en X y para todo n E N fn(x) E m, lo que implica 

que Lim f (x) E R ya que m es un conjunto cerrado 
n n-+oo 

en [; por tanto f(x) E m y así f E Ur, con lo que 

se concluye que Ur es cerrada. 

6.8 COROLARIO. 

Sea X un espacio compacto de Hausdorff; entonc e s la 

función constante definida por B(x) = B. pertenece 

a Ur, para todo B en [. 

PRUEBA. 

Sea X --> a: 

X '\/\.¡fu > B ( x ) B. 
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Como por proposición 6.7 Ur es una subálgebra de 

Cr(X) y por lema 6.6 1 pertenece a Ur, la prueba con 

sistirá e n mo s tl'ar qu e fL l = B . 

( S .l)(x) = S (1( x )) S . 1 s = S (x) 

Por tanto S .l s y así B E Ur o 

6.9 PROPOSICION. 

Sea X un espacio compacto de Hausdorff; para cada 

n E :N , sea ct n = (_l)n[1~21= (-1)nm(m-l)(m-2) . • . (m-n+l) con n! 

= 1 entonces m 2 , 

1) La serie binomial para la funci6n ~ (t) = (1_t)1/ 2 

es 

N 
2 ) La sucesión {I ct t n} converge uniformemente a 

n =l n N~ l 

~ en el intervalo [O,l- oJ para o > O. 

PRUEBA 1. 

En general 

si 1 
p = '2 

(l-t)P = 

00 

1 + L p(p-1)(p-2) ... (p-n+1) (_t)n , 
n=l n! 



<b (t) (1_t)1/2 1 

Si a = 
n 

n 1 1 1 1 1 
( -1 ) "2("2 - 1) ("2 - 2) ("2 - 3) .•. ("2 - n+ 1 ) 

n! 

Luego </l (t) 

PRUEBA 2. 

N 
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entonces 

Sea L (_1)n r1/ 2] t n 
l n 

la en~sima suma parcial 
n=O 

de </l (t). 

Utilizando el criterio de la razón para la convergencia 

de series tenemos: 



lan+1 t
n
+

11 
(_1)n+1a (a_1) (a-2) ... (a .;. (n +1) + 1 t n+1 

~~tnJ-- = r~(-~1~)~na~(~a~-~1 ~)~(~a-~2~)~. ~ .. ~(~a~-~n~+~1~) _t~n ________ ~ 
n! 

(n + 1) ! 

= 

Luego 

n+1 
Lim lan+1t 
n-xx> 

la tnl 
n 

In!(-l)n(-l)o, (a- l) ... (a - (n-l))(a-n)tn ti 
I(n+l) n! (_l)n a (a-l) ... (a-(n_l))tnl 

I ( -1) ( a- n) t L 
1 n+ 11 

la-n i 
n+1 

Lim = n-xx> 

I ti 

la-ni 
n+1 

=y Itl 

I t i 

= 

a 

Lim 
In -11 

I ti = 
n-x:o 1+1 

n 

I ti < 1 

168 

1 , a = r; 
L 

Entonces {~ ant~ converge absolutamente en el 
n =O r N> l 
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intervalo -1 < t < 1; pero si converge absolutament e , 

converge puntualmente en ese mismo in terva lo y uti li-

z a n d o e 1 c r i ter i o d e l4 e i e r s t r a s s e 1 c u a 1 d ice q u e " O ~ 

d a u n a s e r i e de fu n c ion e s I: Un q u e con ver 9 e P un t u a 1 m e ~ 

te hacia una función f en un conjunto A, si exis te 

una serie num~rica convergente de t~rminos positivo s 

L: M tal que O < IUn( x )l .2 Mn, para todo n > 1 Y 
n 

todo x de A, entonces la serie L: U converge unifor
n 

memente en AII
, 

se tiene que nI 
Ct n t J' converqe puntualmente a 

N>1 

el> en -1 < t < 1, 

Como la convergencia uniforme en un int erva lo S se 

da para todo t de S y [O, 1- 6] c J-1,1[ entonces 

t
n

} 
N>l 

converge uniformemente sobre el 

valo cerrado [0,1- 0], para o > O. 

6.10 LE MA. 

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, 

9 = 0 + (1 - o )f2 Y sean los conjuntos o 

in t e r 
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B = 

entonces Sup A < Sup 13, para f e n Ur, 11 fl1 oo2. 1 y 

o € ]0,1] 

PRUEBA. 

Observemos que 0 < 1- 9 < 1- 0 . Bastará que AcB. - o -
N 

P € A => p L ct n (l-g o(x))n - CP (1-g o (x)) , para algún 
n=O 

x = X
o 

en X. 

Como 1 - 9 0 € [0,1- 0] entonces 1 - 90 ( X) € [O,l- oJ, 

x en X lo cual se da ya que 

1 - go € [O,l- oJ => 02. 1 - qo 2. 1 - o 

=> O(x) ~ (1 - go)(x) 2. (l- o)( x), para todo x en X 

- > O ~ 1 ( x ) - 9 o ( x) .2 1 - o 



Si hacemos t = 1 - 9
0

(X), para x=x o en X entonces 

N 
p = I Y o: n t n - ql ( t ) I , par a a 1 9 ú n ten [O, 1 - t) ] 

n=O 
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Por tanto p E B Y así A c B, luego Sup A < Sup B. 

G.ll D~FlNICION. 

Sea f una funci6n de X a [; definimos Ifl como la 

funci6n de X a [, tal que Ifl( x ) = If( x )l, para todo 

x en X. 

6.12 PROPOSICION. 

Sea X un espacio compacto de Hausdorff; f una funci6n 

en Ur, 11 fll oo 2 1, 9 = o + (1- 0 )f 2 
o para o en 10,11 

y si la serie binomial para la funci6n ~ (t) = (l_t)1/ 2 

es 

2 ) 

3 ) 

Lim 
N -+eo 

N 

, con CY.. 
n entonces : 

¿ CY.. n(l-g o )n pertenece a Ur, para 0 > 0 fijo 
n=O 

11 h
N 

- (g )1/2 11 =0 o ce 



PRUEBA 1) 

2 Por corolario 6. 8, 0 E Ur, entonces (l- o )f E Ur, y a 

que f E Ur,de donde 2 98 = o + (1- 8 )f E Ur; lueqo 

1 - 90 E Ur, lo que implica que (l- 90 )n E Ur y tam 

bién a n(l-9 0 )n E Ur , para todo n E N. 

N 
Y por tanto hN = L a n(l-9 0 )n pertenece a Uro 

n=O 

PRUEBA 2) 

Sab emos que: 

Si t (1-g 0 ( x )) para algún x en X, entonces 

17 2 
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Queremos mostrar que 

decir, que para todo E > O, existe k > O tal que 

00 

Sea E > O; sabemos ~(t ) = I a t n , para t E IO,I- 01, 
n=O n 

N 
es decir, (p (t) = Lilll \' a t n , est o impli ca que ex ist e 1, n 

N-+oo n=O 

k > O tal que 

N 
III a nt n ~ (t)ll oo< E, para todo N > k Y para todo 

n=O 

t E 10,I-oJ ' ya que converc¡e unifor-

memente a ~ . 

Para todo N > k 

=> 11 h N - (g o ) 11:'/2 < E , para todo N > k. 

=> Lim 
N-+co 



174 

PRUEBA 3) 

Co~o la rafz cuadrada es una funci6n uniformemente con 

t i n u a e n [O, 1] e n t o nc e s , 

= l i ll1 ,-o + ( 1- o ) f 2J 1/2 = [l i m (o + ( 1- o ) f 2-_1 1/2 
0-+ 0 - 5-+0 

Luego 

= 11 1 fl - 1 fl 11 00 = 11 011 00 = O 

Por tanto L i rn II 
0-+0 

Ifl - (g )1/2 11 = o. o 00 

6.13 COROLARIO. 

Sea X un esoacio comoacto de Hausdorff. Ur una sub51 

gebra cerrada de Cr(X), f una función en Ur, II fll < 1, 00 _ 

con a n = (_1)n (1~2) • entonces (g o )1/2 V Ifl pertene-

cen a Uro 
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PRUEBA. 

P . b (g ~ )1/2 t U rlmero pro emos que u per enece a r. 

Por proposición 6.12 Lim h = (g )1/ 2 como (h) 1 
N 8 ' N > N +00 

es una sucesión de elementos de Ur y Ur es cerra-

d 1 d ; (g ~ )1/2 t U a, se conc uye e aqul u per enece a r. 

Mostremos ahora que If l pertenece a Uro 

También por proposición 6.12 Lim (g o)1/2 = Ifl , para 
8+0 

Ó E JO,lJ. 

C0l110 O E JO,lJ 

ta 1 que Lim 8 
n n+oo 

e x i s t e u n a s u e e s i 6 n ( él n ) n > 1 en] O , 1J 

o . 

Luego Ifl = Lim (g 8n)1/2, entonces Ifl es el límite de 
n +00 

una sucesión (g 8n)1/2 de Ur, por tanto I fl E Ur y como 

Ur es cerrada, Ifl E Uro 

6.14 DEFINIeION. 

Sea X un espacio compacto de Hausdorff. entonces las 

funciones f v 9 y f A g, para f,g que pertenecen a 

Ur se definen: 
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(f v g)(x) = max {f(x) 9 ( x ) } 

(f A g)(x) min {f(x) , g(x)} , para x E X. 

6.15 LEMA. 

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, si f,g,lf-gl 

pertenecen a Ur, entonces las funciones 

i ) f v 9 

ii) f A 9 pertenecen a Uro 

PRUEBA i) 

La prueba consistil~ á en verificar la id e ntidad: 

1 f v 9 = "2 {f+g+ If-glL Supongamos que max {f (x),g( x)} = f(x), 

entonces debe probarse que 

1 (f v g)(x) = 12 (f+ g+lf-g l)]( x) = f( x ) . 

I1 . I I ] 1 1 1 2 (f+g+ f-g ) (x) = If (x) + zg (x) + I If-gl(x) 

1 1 1 1 1 1 = 2f (x) + zg(x) + 2 1(f-g)(x)l= "2f( x )~( x )+2If(x)-g( x) 1 

= tf(x) + ~(x) + t (f(x)-g(x)) ya que f(x) es el máximo 
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= -}f ( x ) = 
1 1 1 
~g (x) + ~f( x ) - ~g ( x ) 

= f(x) 

De igual manera si g(x) = ma x { f( x ), g( x ) } • 

Por tan t o f v 9 E U r, ya q u e 1..2 f, }g, } I f - g! E U r • 

PRUEBA ii) 

Solo verificaremos l a identidad f A 9 = !{f+g -!f -9! l . 

SuponCjamos que min {f(x) ,q(x)l = f(x), entonces d ebe 

probarse que (f A g)(x) = [}(f+9-!f-g!)] (x) = f(x) 

111 
= ~f(x) + ~(x) - ~lf(x)-g(x)1 

= if(x)+~(x )-i(-(f( X )-9( x )))ya que f(x) es el mínimo 

f ( x ) 
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De igual manera si g( x ) = min {f ( x ), g(x) } • 

Por tanto f A g E Uro I I I 
ya q u e 2"f, 2g , 2 I f - 9 I E U r . 

6.16 LEtM. 

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, s i 

f l , f Z , f3 pertenecen a Ur, entonces 

1 ) (f 1 A fz) A f3 = f A (f z A f 3 ) 1 

2 ) ( f 1 v f 2 ) v f3 ::: f 1 v (f 2 v f 3 ) (Asociatividad) 

PRUEBA para 1) 

Queremos probar en general qu e: 

[( f 1 A f 2) A f 3J (x) =m i n { ( f 1 A f 2) ( x) • f 3 ( x) }::: mi n {f 1 ( x) • f 2 (x) • f 3 (x) } 

Haremos solo una parte de estas pruebas y dejaremo s al 

lector la comprobaci6n de las o tras . 

Supongamos que min A ::: (f1 Af2)(x), entonces 

min A ::: f 1 ( x ) o min A ::: f 2 (x). 
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i) Si min A = fl(x) entonces 

f 1 (x) ~ f 2 (x), f 1(x) ~ f 3 ( x ), esto impli ca qu e 

fl( x ) = min B. 

ii) Si min A = f 2 (x) e nt onces 

f 2 (x) ~ fl( x ), f 2 ( x ) ~ f 3 ( x ), lo que implic a que 

f 2 (x) = Illin B. 

Supo ngam os qu e min A f 3( x ) entonces 

f 3 (x) .2. fl(x), f 3 (x) < f 2(x) , por tanto f 3 ( x ) = Illin 

Por consigu ie nt e min A = min B , as í 

( fI '" f 2 ) '" f3 = f l '" (f 2 '" f 3 ) 

La prueba para 2 ) es análoga. 

6.17 COROLARIO. 

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, si 

B. 

f l , f 2 , ... , f n perten ece n a Ur, e ntonces l as funcion es : 
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PRUEBA. 

Sólo mostrar emos c¡u e f 1 /\ f 2/\ •. · " f n nerte necen él 

Ur; oa ra la otra funci6n. l a pru e ba es an§ log a. 

POR INDUCCION. 

i) Si f I ,f 2 E Ur entonces f I " f 2 E Ur por lema 6.15. 

i i) Suponqamos aue 

inductiva . 

iii) Prob emos que 

f 1 " f 2'" .• A f n A f n+ 1 = (f 1 A f 2"" .. " f n) A f n+ 1 por 

le ma 6.16 

(f I AfZ " ''' Af n) E Ur por hip6tesis inductiva, 

por lema 6.15 
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6.18 LEMA. 

Sea X.Y dos puntos distintos de X. a.b números 

reales arbitrarios y f una función en Uro tal Que 

f(x) 1 f{y) entonces existe una función 9 en Ur 

tal Que g(x) = a. g(y) = b. 

PRUEBA. 

La prueba consistirá en mostrar que la función g, de 
f(z) - f(x) finida por g(z) = a + (b-a) f{y} _ f(x} está en Ur, 

para luego establecer que: g(x) a y g(y) = b . 

Sea 

9 ( z ) f(z)-f(x) 
a + (b-a) fT.Y}-f{x} 

(b-a) [ (b-a) J 
a + [f(y)-f(x)] f(z) - f(y)-f( x ) f(x) 

a + a f(z) a f( x ) b-a a f{y}-f{x} 

= a - a f(X) + a f(z) 

= B + af ( z ) B a - a f(x) 
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B + ( a f)(z) 

= ( 6 + ( a f))(z) 

Por tanto 

9 = B + a f , de donde 9 pertenece a Uro 

Además: 

g(x) = a + (b-a) f(x) - f(x) = f(y) _ f(x) a, por tanto g ( x ) = a. 

g(y) = a -+- (b-a) f(y) - f(x) = a + b T{y) - f(x) - a = b , 

Y así g(y) = b. 

6.19 PROPOSICION. 

Sea X un espacio de Hausdorff; si f es una función 

que pertenece a C r ( X ) y x en X, entonces: o 

1) Para todo x en X, e xiste gx en Ur tal que 

gx(x o ) = f(x o ) y gx(x) = f( x ). 

2) Para todo x en X existe un vecindario abierto 

Ux de x tal que gx (y) < f(y) + E , para todo 

y en Ux • E: > O. 
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PRUEBA 1) 

Por lema 6 . 18 , como f E Cr(X), para cada x en X, ex i s-

te una función 9 x e Ur tal qu e 

9 ( x ) x f (x) . 

PRUEBA 2) 

Sean los conjuntos abiertos 

A = B (g x ( x ) , E / 2) Y O = !3 ( f ( x ) , F / 2 ) ( Ya q u e son bol a s 

abiertas), entonces: 

g~1(A) Y f-1(O) son conjuntos abiertos, ya que ºx y f 

son funciones continuas y A,O son abi e rtos. 

Luego haciendo U
x g~l(A) n f- 1 (O), Ux es un conjun-

to abierto porque es la intersección de dos conjuntos 

abiertos. 

Verifiquemos que x e Ux ' e s decir, veamos que 

X E g~l(A) Y X E f- 1(O). 

f.2 > O => I 9 (x) - 9 ( x) I < E / 2 => 9 (x) E A = > X E 9 -1 ( A ) 
. X X X X 

también 

i> 0=> If(x)-f(x)1 < [ /2 => f(x) [ O => X E f-1(O) 

U ~_ - ~T l. \ 
BI UOTECI"'\ o ... " •••• . 

",'J IJ . 
• • ':lr.' lUc- ~ '-------

y por tanto X E 
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Ahora: 

= > 9
X

(Y) E A A f(y) E O 

= > I 9 x ( X) - 9 x (y ) I < E/ 2 A I f ( X) - f ( y) I < E/ 2 

Así: 

F: + E .2"2" "2" = E 

Por tanto !9 x (Y) - f(y)! < E 

6.20 LEMA. 

Sea X un espacio compacto de Hausdorff, si h pert~ 

nece a C(X) entonces existen h1,h Z que pertenecen 

a Cr(X) tal que h = h1 + i h2 . 
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PRUEBA. 

Definamos primero las funciones h, h1 Y h2 

h X --> O; h1 X --> a: 

x 'vv\.¡> h ( x ) X 'vv\.¡ > h 1 ( x ) = Re h ( x ) 

h2 X --> a: 

x ,.vv\.¡> h2 (x) 1m h ( x ) 

Solo mostraremos que h1 , h2 son continuas. 

PARA h 1 . 

Sea E > O; como h E C(X) es continua, e ntonces existe 

o > O tal que I h(x) - h(y) I < E siempre que II x-vii '< o , 

luego Ih 1 (x)-h 1(y)I=IRe h( x )-Re h(y)l= IRe(h(x) - h(y))1 

.2. Ih(x) - h(y)1 .2. E Y por tanto 

Ih 1(x) - h1 (y)1 < E siempre que IIx-YlI < o , de dond e 

resulta que h1 es continua. 

PARA h2 LA PRUEBA ES ANALOGA. 

De aqui que h1 , h2 pertenecen a C(X) y como por defl 

n i ció n h l' h 2 son funciones que tienen 

entonces h 1 , h2 pertenecen a Cr(X). 

su rango en ]R, 
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Por último veamos que: h 

Se a x F: X. 

= Re h(x) + i Im h(x) 

= h(x) 

y por tanto h = h1 + i h2 . 

6.21 TEOREMA (STONE - WEIERSTRASS). 

Sea X un espacio compacto de Hausdorff. Si U es 

una subálgebra cerrada autoadjunta de C(X) que sep~ 

ra los puntos de X y contiene la función constante 

1, entonces U = C(X). 

PRUEBA. 

La prueba del teorema consistirá en demostrar primero 

que Ur = Cr(X) para luego concluir que U = C(X). 

Por definici6n tenemos que Ur c Cr(X) con lo cual 

se prueba la primera i nclusi6n. 

Antes de probar que Cr(X) c Ur, estableceremos alqunas 
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condiciones que nos ser§n de mucha utilidad, para lo 

cual haremos uso de lo.s resultados anteriores. 

Comenzamos estableciendo que si f est§ e n Ur e nton 

ces Ifl está en Uro 

Por proposición 6.9 se verifica que la serie binomial 

para la función 

~ (t) = (1_t)1/2 es 

y que la sucesión 
[ 

~ a t n

J

1 converg e uniformemen-
n=O n N ~} 

te a ~ en el intervalo cerrado [O,l- oJ para o > O. 

Observamos que si f está en Ur tal que II fll oo < 1 

Y si 90 = o + (1- 0 )f 2 para o en JO,lJ entonces 

O < 1 - go < 1 - O. 

Por parte 1) de proposición 6.12, para o > O fijo 

N 
Supl L a (l-90 (X))n- (l-g)x)) 
XEX n=O n u 

por defl 

nición. 
N 

< SUD ! L antn- <I> (t)! , por lema 6.10 
- t E [O .1-oJ n=O 
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Luego, por parte 2) de la proposición 6 .1 2 

Lim 
N-HO 

así por corolario 6.13 tene-

mos (g )1/2 pertenec e a Uro 

Luego como la función raíz cuadrada es uniformemente 

continua sobre [0,1] , tenemos que 

por parte 3) de proposición 6.12 y por tanto I fl es 

tá en Ur por corolario 6 .13, para f ( Ur y 11 fll
co

'::' 1. 

Ahora si f ( Ur, 1I fll oo > 1 probemos que I fl E: Uro 

Sea 1 h E: Ur 

11 h 11 = . f 1 
11 fll 11 fll = 

00 

1 , por tan t o 11 g 11 < 1, 

luego Ihl E: Ur 

1 h 1 E U r => 11 f 11 co 1 h 1 E U r , pe ro 

entonces 1 f 1 E Ur. 

Además, si x,y son puntos distintos en X, a,b nGme-

ros reales arbitrarios y f una función en Ur tal 

que f(x) f f(y) entonces la función g definida por 
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( ) (b) f(z) - f(x) 
9 z = a + -a f{y} _ f{x} está en Ur y tiene la 

propiedad que g(x) = a y g(y) = b; lo cual fue 

verificado en lema 6.18. Por tanto existen funcion es 

en Ur, tomando valores preestablecidos a dos puntos 

de X. 

IICr(X) c Ur ll 

Tomando f en Cr(X), € > O Y fijando x en X, para 
o 

cada x en X podemos encontrar una función gx en Ur 

tal que gx(x o ) = f(x o ) y gx(x) = f(x) por lema 6.18. 

Como f Y gx son continuas, existe un co njunto abi e~ 

to Ux de x tal que 9 x (Y) < f(y) + E para todo y en 

Ux ' por proposición 6.19. 

Los conjuntos abiertos {U} X cubren a X y por ser x x€ 

X compacto existe una subcubierta finita 

Sea 

h (x) = 
Xo o 

E Ur; por corolarin 6.1 7 
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Por tanto 

y en X por proposición 6.19. 

En forma an5loga, como h y f son continuas existe 
Xo 

un conjunto abierto V 
X

o 
de x o tal que f(y) - E < h (y) 

X
o 

para y en V ,y la familia {V} cubre a X y asf 
Xo Xo x EX 

o 

existe una subcubierta finita 

Si hacemos k está 

en Ur por corolario 6.17, y como k y f son funciones 

continuas existe un conjunto abierto Sx de x tal que 

f(y) - E < k(y) < f(y) + E, para y en Sx' 

f(Y)- E< k(y)~f(Y)+E=> - E~k(y)-f(Y)~E=> lk(y)-f(Y)I ~E 

= >1 (k-f)(y)l < E-> Supl(k-f)(y)I <E=> Ilk-f I LX) ~ E , es decir, 
- y EX -

existe k E Ur tal que k E B(f,E), 

k E B ( f , E) - > B ( f , d (') U r f <p = > f E U r => f E U r , 
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ya que Ur es una subálgebra cerrada, por tanto 

Cr(X) c Ur, con lo que se concluye que Ur = Cr(X). 

Como dijimos al principio de la pru e ba, de bemos mostrar 

que U = C(X), para lo cual tenemos que U c C(X) es una 

inclusión obvia. 

Sólo verifiquemos Que C(X) c U. 

Sea huna funci6n que pertenece a C(X); entonces exis 

ten dos funciones h1,h 2 que pertenecen a Cr(X) tal 

que h = h1 + i h2 , por lema 6.20. 

=> h + 1 h 2 E U, po r s e r U u n a s u b á 1 9 e b r a d e C ( X ) 

= >h = h
1 

+ i h
2

E U=> C(X) e U. 

Por tanto U = C(X). 
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