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I'm «l presenie trabajo se pretende estu-

diar la Integral de Riemann y especialmente la In-

tegzral de Lebhospue., A la primera de ellas se le -
dedica el capituleo 1, a la segunda se le dedican -
los 3 siguientes capitulosz. En el (ltimo cap

tulo

53
les.

o

s& hace una comparacidn entre ambas integr
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CAFITULD 1
[NTEGRAL DE RIEMARN

Fece 2atitula s de'ica epatunivdnente al estu o de

la integral - Rismana. Ln #1 30 estudiardn las orincipa

ler npopiedades Je :nta intesyal asi como tapnhifa el teore
ma s rexiztencia = Jes funeienss Riepann-intesrables.

v zuponen coneccidas las propiedades de los reales -

-
L

come un canmpa croenadn arnuimedeans.  Asi ¢ome tamhign al-

az --

[

gunas Jdo sus provlcdades topoléziecas fundamantalas,
que ce utilizorin mis que tode al demcstrar =1 tecrema de
existencia de las funecirnes Picmann-integratles,

' o larveo dol cerituls ze trabais en un intervelo -
“inite [a,blv, mientrasz he se advierta l¢ contraris todas
lag “unciones ge= supondran funciones realeg definidac v --

acotadns e [a,hl.

PLPINTCTON (1)

Tea la.b] rn dntervals cerralde v acotado.  Una partii

cién i de dicho intervalo =5 una colecedén Tinita
Ixn, Mo e ‘:‘? i puntns del wmlage 14l ous
E .o 2 se e £ =

NEFINLICION (23

Seem ”] Voo ¢z parti- onz: del interwvaln [z2.b]l. Se

2
dira que 1a jarcicién v, 2a a%s “inz one (o es egn ra2fina -
mieonte d2) 0., 21 17270 rmmito de i¢ iyt Je T . Ee decirp
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Llamarcmos Supa superior de Fiemann de  pan

Similarmen e 2 77
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PROBOSTCIO (5}
Sea f una Funcién arotad
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PROPOSICION (8)

Sea [.-';__.i_] = F ura lMunedibn cootasa, cntonces

VEMNCTEACT O

Fara cida = » [  dgrlkditraria exis:t una particidn Mp -

de [&a,h] tal que

L., f) < inf {lin, 7/ 1€ ?[1‘, } 2 8

e doeolr -

1 £ ( I ) P
L(ﬂp. ) < J T +c (")

Adomés, por provoslirifn (f-cy, se afirma que para to-da
nmoe P[a S L(m, £) < u(rm, ). Utilizardo esta desigual-

dad ¢n lu expresidn (1) resulta

b

a : , . - | o
quivre decir esto nue ei nimero reat | F + & €5 una cota
)

s |
it de la funcidn

suporior para las sumas Infericres de Fierann

i Luego puede aceglurarse jue

‘—J
sup {Llw, )/ n & P[1 ;]} < J P g, es drecir
« L) L

57]
"

Como Exu v2 arkbitraric, pucds tomarse tan pequailo CoOmo



quiera, y as

PROPOSTCTON (%)

Seda 1: [z2.%] *F wny §3.728n ccotzla.  Entonmoc: las -
cuatro propas.tinnes giediertes acn equivalentes:

2) [ ez Fiemann-intzoralle ea la,bl]

b, A(Crit=eric e integraciiicad ~o Tauahv)
Para cada € > 0 existe una rartici
1, con refinamisntes de N an {a.h] Ze tiene oue:

1 “ —

|s{n,, £ - 5fm . D] < ¢

0
-
=
o

ara cada € D &ritdte uoa particidn A, de [ ,h] tal quea

Para cad- > t part it fz,h] * 1u
. he - + . | ~ -

s T es un vefivam ento de M. en lashl. YSerad

f
J
N
et
I
T Ty
o
1

DEMOSTREACTON
Foolrarns primocramonte cue o0 [ 28 Biemaan- integoable

tcrie de intepranili-
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en [a,bl enyoncen se s3t =T

dad de Taunhy. AL N
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Mostremos ahora, que 21 3e vatisface el eritfterio de integra
bilidad de Cauchy tambidn ve satisrace el de Riemann:

Sea € » 0, cxliste entonces vLna particridn I, de {a,b]

=

al que si 0. = {3 ; IR 4 = dy . Ce
tal que si ! {{C, Xy o x]} 5 H? Vs Yoo . ym}

Son refinamientos de 1. en [a,b], se ticne

[3(111, FY = S¥n._, £Y| = @2
Es decir qgua
7 v |
Feet)odme, = ) 10EM)Aay. )<
1%y !
=1 k )= &

yk]

En particular pnede =2=scozerse )y £ en [= - Y
. k, - k-1 k
[yk_ . v, 1 respectivamente, de tal manera que
=1 e

F(t! ) = zsup {FCES)/ £ & [=x
¢ ko p 17 k. k [ k-

FOEM ) = dinf {f(t;‘f ;E e Iy, x yF]1. aara X2 Tgewa ol
Py R t. . ,

par: ecte caso pavrticular. 1: desipualiad (1) se¢ convierte

en la silgutents

v

2
Lo ¥
N
g

|H(n1,' E) = Ltm_, £ = uif,, F) < L(R,; L) =




. ;

tuamuten saicdo zoogsr )y voeg lag e X|J y
; k=
[ ¢ W] Fas T AT g fE JL TIRRGTA L
F1 ¥

filtd 3 = RLOBIE B i (o nlil O = | - 1 b Tele R T

J'—_l i < I_'1 ]

U S *r = Wi § JP]* GSra KT G, ...,

']’_‘l’ﬂ-] 1 F) o 'T(H 3 :)l - LS
Sumando (2, v (3) ge ~otien:
|5 r T i T i -
!_nl.:_|:. _':'J - ['{52- Ty - :=‘.,]-|?, 1] < =

[U(nl, S

de doniz

5¢ Tarbiafooc
. , _ ;
oTqc - la cond_cibon de

bre
(I {
Eleman «ntonaes J 1 {
|
Sepa 2 > U, ex sire o, Ioacr 3 un2 pcartieidn f, de [a.k]
tal cue si T es un votfigamlernto Yo ¢ en [a.b]l. sera
udn, () o, AR v~
( (it
| SR O L 7 | TG i)
I I
se ticne Tara val paviTioBn 3 soTuieats dewiecualdad
- =% T 's I = ~ -
! T LlTle & 4 s ) + = ks L



10,

L s
< f + 2
a -
Como € > 0O ag arbitrario., pueda hacerse tan pzgueiio como

ge nulera, v an

e [ (1)
£

por otra parte., se sabe por la proposicidn (8), que

de (1) y (2) sa enncluve e- objetive de la prueka, que es:

—'tl .-‘1—:'
Foo= J £

Aa -

e

B (_ b

T
Por Qltimo mostremos que si J o f I enton

[
(P

3

I

a
ces f es Riemann-integrable en [a,bl:
Sea € > 0, existe entonces una pavrticibn N} de [a,b]

tal que

-
U(Hé, f) < 1Tlf {U{H, f);".‘_i e P[Ell'l]l e = i[' f + 2
A

Y como U(m, £) < U(n'\, f) caande I 5 L. se puede asegurar
que para toda particidn 1 de [a,b] m3s fina que T} se tien

b

U, £) <« f r+ e (12
a

Similarmentz, para =21 Apsilorn dadeo existe una parti-

cidn H; de [a,b] tal gque
5 a
f - ¢ = BSup {1L(m, £)/ 1 & F[_ “]}_ e < L(ng, 1)
a5 b 3



14.

y come L0, ) < Lk, ) cuando I > HE, Ge L 156Eg

que para tela nartici@n 1 oac [a,0] mis fina ane I, oo tie
o @

ne r|'
bof -8 < (m, ) (2)
J
-
Lhes M., o= m' U iY, podemos aflirmar entoneos qne para to-
= - s

da rartici®én 0 ue [a.h] més fina que 1,,., sera
-

I : . I
J f -2 <« Lln, f) =« 3(m, £) < 1(n, ) < J f+ €
A a

Utilizande 1i hipdtesis, resulta

T - £ < 8(, fY < T + ¢C

Sean  y g 1low funciones acotadas eun el intervalo fi
nito [a,b]l, v #, B cos nimures reales. Dada una particidn
m = {HD, AREREERE xn} de [a,.k] ge =atisface la siguiente -
igualdad,

86y = + Bg) = &.5(F, 1) # pJGEH, @)

DEMOSTREACIGN

T
S(m,  ef + gp) :}ij (ef + B)CE Dby s 1, € Dy s %]
E ): LCef)(r: ) + €R2) (L) ]ax,

.,._
-
—

.'Il =13
pp|

a, FOt, ¥.x + Paglt, ).Ax

. Rt T i ; k
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PRCPOSTCION (11)

i F y g acon dos funcioner Riemann-integrables en el

intervale finite [a2,b], v =, B dos niimeros reales. Enton-

cee la funeidn «f + By as Riemarn-inteprable en [a,bl vy
ademis

———ry
”~
A
h
-+
ho o]
Ja
S
H
|
i
=
M,
09

DEMOSTRACICN :

Para unc particidn cualguaiera i de [a,bl utilizan
k q E] b} o

do el lema antirior. ceri:

11

S(I, «=f + Bg) - \j F+ej _{j}i «S(M,F) + BS(H,g)—me~BJ g‘

a 3 a a
o

S(n,f -J i

a

+|8].

< =l

b
S(H,g)—Jg‘
a

Por otre parte, com~ [ v g son kRiemann-integrables,
Para cada € » 0 existcn particionse RIL v 0F de {a.bB] ta-

les que si [ es un vefinamiento de anhas on [a,b] sera:

ah ' b
- | .
s(m, f£) - J £| - vl BN —{ 8
Tl e ]

a

Lntonces rars todo @ » 1 existe unra particidn

I, = n4i v 15 de [«,k] tal aue si 1 es un refinaniento

1. Surcniremos que =70 y p#F0, S1 e« =g =0 la prueba
es trivial.

i uno de =lles er cors e demuestrd en forma <imilar.



de dicha particidn se tien:
S(n, of + gr) - [nJ o+ E:J u]l < A
2|«
a a
(12)
‘lemann-integrable en cada uno de los sub
Entoneces f es Riemann-inta2rra -
(1)

1N

=

31 ;
1'«'] 1'_7"- [C'-HL’]-

intervalo [a,b] v ademds
b
T

a)
rvalos [a
I (:
= 1+
J
fiemann~integrable en el intervalo [a,b]
en cada

inte
i

ble en ol

b}

Fiemann-integrable

Si [ es : =
Entonces eg
vintervalos [a,e] v [e.b] v ademds

exister particio-

G [ |
b
amien

Y

unc de los

J £

o

2da € > 0

regpectivamente fales que si
un refi

ra aa
a5

N

DEMOSTRACTON :
FPor hipbtesis,
de [a,c] ' [U_.
1 ie F! en [a,c
to de T} en [a,c]
(n_, £) ~ { £
Ne 2n

]-[h‘
e

de

Hi!

t

nes 1!
e -
n un refinamicento
to de H; en [c,b] seri:
S c |
s(n, £f) - f f' €= T l“
1 ) .
=t
ng .51 T e
nrnla,cl

uri refinamiento
v I Y [C.,‘f:]

L
= !
respectivamente.

nl
S

Seca Tl =
g e
as particione
de TI' v ¥
E b "t:’

son relinamientos



Ademéds S(n, £f) = =&(n', f) + s(n", f£J.
De lo anterior puede asegurarse que para el épsilon dado,

W particidn de [a,b] tal que sin

existe NG = T

"
sl
=

!
=

ec an refinamiento de i1, en [a,b], tendremos:

) &
£, E —[{ F +J f}l = |SCHYLEY # BLOY,FY = J £ J E'
a Q a c
| ¢ b
< |s¢n',f) - [ i + |s(n",f) - j f‘
5 el
<%+§:G

.". f es Riemann-integrable en [a,b] v

s b
[Feo] s

134 A i 8

—
r
.—1.l|
i

b) Como f es Riemann-integrable en [a,bl, para cada

de [a,b] con e &€ 7, vy tal

€ > 0 existe una particidn T -

que para todo refinamiente T de T, en [a,b] sera

[
udn, £) - L(n, ) < &.

te, ~ Nnla,c]l es una particidon de [a,c]

Por otra parte, NI. = I
=

para la cual 51 NI' 25 un refinamiento de L en fa,c] se

tiene que n-= I'W T, es an ecafinamiento de M. en [a,bl]
Lt

(Coincidiendec loc puntos de [a,b] de dicho refinamiento, -
con los puntos de [ec,b] de 1n.].

Entonces para cada € » 0 existe una particién 1) :HefW[a,c]

en [a,c] y

tal que s5i ' es un refinamiento de I



15.

I = 1n' U N, se tiene que U(n, ) - L(n, £) < €. Eg de-

[Mk(f) ! mk(f)]Ax <

k

Y DM -om (£)]ax, 4 é

x, en'
e
- (f).ax, < 6
2 M. (£)ax, = g rZ‘ .tmk i
%, En' 5 e

uln', £) - L(n', £) < €

.. f es Riemann-integrable en l[a,c].

€

De la misma forma se muestra que f es Riemann-integrable en

el subintervalo [c,bl. Como f es Riemann-integrable en
da uno de los subintervalos [a,c] y [e,bl, por la parte

de esta proposicidn puede asegurarse que

1=
L2

COROLARIO (13)

ca-

(a)

Sea f una funcidn Riemann-integrable en [a,b]. Enton-

ces f es Riemann-integrable en todo subintervalo [c,d] de

fa,b].



16.

b

MOSTRACION:

M

t

Como f es Riemann-integrable en el intervalo la,b] vy
d € [a,bl, por la proposicidn anterior, concluimos que f
eg Riemann-integrable en el subintervalo [a,d]l. Ademas,
del hecho que f es Riemann-integrable en [a,d] y ¢ € [a,d]
se afirﬁa que dicha funcidn es Riemann-integrable en el -
subintervalo [c,d].

DEFINICION (1Y)

Sea f: [a,b] » R una funcidn. Se llama parte posi-
. .. + o .
tiva de f a la funcidn f definida asl:

f(x) s1 f(x) > 0

{O s1 f(x) < O

Similarmente sc dencmina parte negativa de £ a la funcidn

f~ definida asi:

si f(x) > 0

1
|
e——
()]




Usando las

sigulenteas

a) £2
4 £

e) T

PROPOSTICION

fuhciones definidas

t

anteriormente se

)

&

tienen

las

Si f es una funcidn Riemann-integrable en el interva-

lo

c)

DEMOSTRACTON ;

seran también

las siguientes:

a) Mostremo= cue' para cualquier subintervalo

gatistace 1z

M, (f) - 1:;_},(5'":-

de una particidn cualauiera 11 = {x ,

- 0

siguiente desigualdad:

5 H](i} = T"lk\f).

(1)



k=17 xk]

tenga &l u=rnos un purio ¥ para el caal f(:1) > 0, en tal -

Examsnenes =1 caso en aue el subintersale [x

L ) _ + .
M (i ¥ = ﬁL(L] v mk(f ) > mkkz)

restande 12 decipualdad Gz 1z igualded resultas

Por otra garte, 35 para todo z de [x, . xk] es f(x) < 0,
se sifgue Jua

M CE 5 = m(f') = 0

Por conuigiuisnte, =n 1odo tdarnn e zacisface la desigualdad

(1), ¥y do este heche a3ée decuce la cigulaare desigualdad

Como f es& R =mamn-intezrarie on la,b), nare ~zda ¢ > 0 --

exiate una ravticion W, ag? [a,ri tal gues s1 1 28 un refina

mirnts us en la,bl tenewos

8 £ g Fiamann-artegralile en (a&a,3].
) Hacienloc oo de le hipdtesis y de 1a parte (a)
o - _+ :
de esta proposicidi, o2 2Tirw: gque £ v F gen fanciones

Diemann-integralles =3 [a,bh] v poer 1a proposiecifn (11) po-

4 -

decs coreluzr gue & - & = | ¢% woa funcidn Piemann-in-

tegrable en Fa,ib].
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Cema § =z Wirssnp-istzsrable 2u la.bi. pare qada € > 0 exas
foovnd narticads 2. de lalr] st ruws= o8 T oos un refinamien-
+o Le Tft_, age: ([ s i = T it
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CAPITULO Z

ALcerrAa bDE Convuntos Y Funcion Mepibpa

En rl zrec=nte capitulc se estudia en

ciase de conjuntos gue= forman una o-algehra, va

-

que interesa, en =1 desarrollo de la Integral -

T

2 Lepoogus particalarmente, el cetudic de la -

Tuy especo zimente inad s-algebra de conjuntos

ambiéan ge satidii en forma cencral la funcid

N\

o

madila (3is Srevemente la nedidal y sus prople-

o »

dadze plc dmpertirnten, pera lus=gd en el proximo

nepiwzte 2rtudisr wuna  medida especial, como es

Lase de =ub-copiuntns pedibles de R la que cons



ALcerrA DE CONJUNTOS

DEFINICION (1)

C‘

ez ¥ un ccnjunto. Una clase no vacia F de subcon
Junteos de X es un anillo si:

i) AUEBEE

e

cuando A, B € K.

1) A - B R ecuandoe A, B € R.

]

Es degir gue un anillo ez una clase no vacia de -
conjuntosg, la cual es cerrada para la formacidn de unioc
nes finitas y diferencias.

EJEMPLGS

Sea X un canjunto:

a) Ll coniurnto {7, ¢} es un; aniilo

L) El conjunte P(¥) 2s un anillc,

FRGPOSICION 20

El cunjunte warlc periencee a todo anillo R.

Sea F un auilin 3y 5 ¢ R. Por (1-1iJ se concluye
qus ¢ = 5 - L & &,
PROFPABIOION 33

2 bl 2 S g i = 4
_L:l-) .\“ ru [ g = .'P. 5k e

* Fn realidad si & €3 un anililc, puede demostrarge que:
i) (R, A) es un grupo abeliano; 1i) (F, (W} €S un se-
mi-grupo; iii) Lta opsraciln N es ulbtrlbuthd respec

to de 4.
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se govtrafa Fimers ¢ * 8 1 ¢ oumu o dilie, 87 es
cerrals para la formacibn ae eé.f 2e2c 3. s.mAirices e
ANTEr SeCol SRS

sea L, 1 £ R, Comd K =g vn ani"lo, (7 - B) 2 &

y (B - A} 8 R v por consipuiente

v A B = (A~ 3) U {B < A) E R. V12

Ancrz isn, cumec A L B € K Opor 7)) vy AU BeR
por hindicosis. Yendrewsdss

4M0M0% = (AT By - (A A B) € R, (2) .

Ahora hay gus mestrar gue si i o5 ~errade para la
sariparidn s Fifemepaisae -3 Ztwmiecss e intepseccicnes, -
Say sy e sz 12 Torracifrn ile 10 @ y r;.f— aTie
S2rd cefraud Dars e L OPN8clicn de unlones y direrenclas.

Fasta cbservar lar igualdddes signierts .

o = o Bt on LA Y B

3 - = A a LY Y By
PROPOSTOION (47

Ua z2ndlla B oas cesrade para la formacidrn de unio-

5 Finitas.
GEE Naue d * fHo 6 I i o= S e % e Il
b 171 i<n ? i £ *3 z =
unz sucenifn finite de e:2mentos doe P, Hay que —o.trar
I I1
e € U A € R 5 ( 1 A.)} € F.
=g 2 - i H
1= =7
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LEF:2 (272D
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- . B |
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CAPITULO 3
MEDIDA DE LEBESGUE

1

Como se verd en el capitulo 4, la condicién necesa
ria y suficiente para que una funcién f sea lebesgue -

integrable es que tal funcién sea una funcidn mediblel

O

Por tal razdn en el presente capitulo se estudiari la

e

medida de Lebespgue y especialmente las funciones medi--

bles.

MEDIDA EXTERIOR

La longitud ¢(I) de un intervalo [ con extremos a

y b, (a < b), sc define como la diferencia de los pun—-

Tos extremos del intervalo,

Es deecirp

En la presente zeceidn extenderemos la nocidn de

longitud de intervalc a subconjuntos cualesquiera de R.

la familia de ceoleceio:

o |
m
il

Sea E o R iy U .
Y 17 kaK
num=rablcz de intervalcs ablertos gue cubren a L. Es de

cir Ay o= (I D doende I, es un intervalo abier-



DEFINICION (1) {(Medida cxTeriorn

Sea E c R. S¢ define la medida extericr del con-

junto E, v se denota por uw(E}), como

“
& 1) ¢ bien un nume-
J>1
o . puies E(I,_ ) > 0. Es decir que u¥ e3 una
I . —

funcién de conjunto tal que
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82.

nes de colecciones numerables de elementos de M. Sea

(An)n>l una sucesidn de elementos de M. Por la proposi

cidén (2-17) se asegura gue existe una sucesidn (B) 51

de elementos de M dos a dos disjuntos y tal que

U B o= U A
n>1 n>1

n? por lo que el lema anterior afirma que

el conjunto U A es medible.
n>1

LEMA (15)

Todo intervalo abierto Ja, b|_  es medible.

DEMOSTRACION
Como Ja, bl = [ -« , b n Ja, + =« , es su-
ficiente mostrar que | -« , b[_ y Ja, + «|_ son in--

tervalos medibles.

Mostremos primeramente que I = |- =, b[ es medi-
ble. Sea A ¢ R. Por proposicidn (8) es suficiente mos-

trar la sigulente desigualdad .

uFCA)Y > p#(A Yy I) + utCA N I') . (1)
En el caso que p®(A) = + « la desigualdad es ob-
via. Supongamos que u%*(A) < + = . Entonces, por defini

cidn de u®(A), para cada e > 0 existe una coleccidn -
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numerable (1P)r“’ de intervalos abiertos tal que
il el Iy
oo
Ao Y 1] 7
nsg o

R (AY) + ¢ >E ECI__) - (2)

1L
n=1
1
= ' = B " Y, il
Sea In = In v I Y In = I, . para

n 2 LGBy SN
Los I} v I; asi definidos son o vacios o inter
I ]
valos abiertos tales que

o - = 1 A Vo= % ! 4= H " 3
u (In) = L(I_) L(IHJ + ﬂ(IH, U (In) u (In) (3)

Tl
Como A ¢ U T se tiene
i Ti
n=1
n o ™
: = ] 3 = 71 '
AY T < (71 Inj i 1 = hj (Ln A 4, i
=i =l n=1
= - : - -
o vy T = U (X M ITYy = U i
A Y I%c (U Tn g oA N
p=1 n=1
Por lo nue
WECA O T) £ uE( 10y o« § wk(In) (1)
- : - e n
n=i
WHCA (VT) < pE(U T < ] R(Tn) (5)
) n=1

1. T' wignifica coplemento de I.
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Sumando (L) s

a=(A (Y T) + p@(~ Y I

N
He-- 8§

f o)
—_
-1
-
+

g o
;‘::
H
—

=

Por la ccusclén 3) ce tienc

nECA oy T o+ um(A oy IN) = z E.-(IP}

mo & quisra, R
< . e - EC
u* (A vOIY fopOA MY OTYY 2 ouTA)
Par iu tanre L = j= & 4 i g medihle.

Mor.acs Sseuidarente sue #1 intervale ja, + mI_
es meadiabhle s For 1a .arte niering 50 pucde asegurar que

¢l intervala vz e T :s wedible. Y como M es

una o - 2lzeo e It jA. b = werq Tambifn medible.
- I - | P
For 1lc :+ + g ! e med. Ple  para togo n
£ - e
= 1 2 AL
- 1 .
el Joga e = 4 e = |a, + = scrd wedible.



La ¢ - Sigcubra B ode sorel es un subconijunteo de la

¢ - algebra M s corijuntos medibles.

Zade coniunto abierco () se pucde escribir como la
reunidn Jde una coleccidn numerable de intervalos abier-
» [or la aue sze puede afirmer
que tede conjunte asicrts o es un ccnjunto medible?.

“leebra M contiene a la

)
.'I_
—
Ly,
oz
)
£,
T
it
)
&%
1k
oL
-
|

clase de lof conjuntos glf ewtasg apara hish, ¢omo B es
- e o ~ ¥ = b ik s - - b | - 3
la ms pocunta o - 3lgeeny nue cunbtlione & la clase de

los  2onunrtos apisrpcr (G0 Inmleién J-1ud, tendremos -~

DrETNLICTOY (i7) (edida o Lehenraad

Se Ldany, mesids e Lo bosenw 7ose delota por poa la

Fur.ziér ge orwlpdc % Legtriugsida 2 la zlase M de con=

M
1S
.
=7
L
¢
|
1
=
)
1
|
v
e
S
[
'

v plBY = uS(E).

—
|
'

Vege Trad sard. oio T L Eoe-deil: ) Sapirulé 2, Propesicidn 8

T 1o corndunta abierio o cerrado es medi

, i alo o *oda gon anto Jue. ¢ la reunidn e inter

poeliin adrerable de abicrtas v/ corrados Tambi&n es
: &
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La medidan e Lebooons e kA FPanelbn medidal. Bs

glgulentes

fv
1

;"‘,\-
(L

=

A farsmiodidsn 1Y 7 13) won obvian, puestc que

ellas 3o Teamosda tan 10 Ta ped lae axterior vw®. Hay que

U EELRN G A Tl qr el 0T Slee comuentr 2 Titiva

heg o o =N apd fuocdCo. S dicw gue t

CE and "anelte medite siofu o anrinie U ocs meditie oy




87.

B} or zedible Lacs teddo Boreliana B.

1Y 7 (- W) Tt =})  sea zonjuntos medi-

LS
BPROPOSICTON 207

Ced £ 3 Y pE +» B una funcidn cuyc dominio

contunco medinle. Las cuatro condiciones sigulen-

iiz) 7 "0~y M} =2 mudib I pare todo r € R.
Jer ot i =mo 0 1) e meldib e rara todo p € R
DOMOZ 1o
Conongamas Drgneramente 1 v ol "L( e m_-f 3 o o =
Adgelicllliials LIz L0 nente il A ._llj' - i r a5 Ine

) me _ . - - G il
d1tle mara wods ¥ € RH O Comg Py, =| = i Irw—— b m:[ W

=1, - -1, = 1 a9 .
£ o ; = | F7C 1= = &%}
= n

a K o _I_ y e 3 = . .
por Lo Baws o F L r, @) s un contanie mediile por ser

ura dutsrsecoidn numeranls oo eanjuntos medibles.



[
-
1t
i
!
~h

FTH S e, b

un conjunte m

de conjuntas

S
[VILN




el conjunto £ - (]r,
cila de dos conjuntos

LEMA (213

[

a

(W3]

jaln]
]

iy

1 Ak e 23 18 w1 _—
L -7 (]-=,rl) por lo que
«]) es medible por ser la diferen

medibley,

» R una

un conjunto medible. La clase £ = {A cRjf (A ¢ M}
ez una ¢ -algebra de conjuntos.
DEMOSTRACTOMN

Mestoemns primers que L &5 cerrada para la diferen
cia. Sean Ay v A, dos elementos de §. Ouiere decir =sto

- =1 R :
Jque los conjunto f "(&y y f T(AzJ) son medibles.
<=1 N -3 & -l « =

Como L "(A; - A2) = F "(Ay) - f "(A;) se afivma que
- - &3 SN '-1:'!\ - g gt - B = : 7
] conjunto (A, - &g} er medible, 1o que significa
"_'54)"." (.—r‘.l - ;2\ \-:' l:

Mostrem s anora gque § «f caprrada jpara las reunicnes
numerables. Sea (H_?r)] un= sucesion e alementos de g |

i o .
Bongs g g e POt - R
i que signilaca cu (0 "CA_2)_ 4 o5 una suoesidn de
= = ’ n>1
: Fe i < ; oAy | ;

conjuntons medibles., Qome 1 (U A I =11 F (A ) se ase

o
= ) i
f7( A ) =z medible para ser
13
njuntos medibles. .°'. U A_ € &.



a8 .

la complaassnrazidn. 34 AL §, 1o que significa que
_ oma &1, =5 s g
el caniunto LA wG o TnedlDbli. COme

=
-
=g
<
-
t
=
P
St
1
=g
S
1
L‘l
|
~
=
p-

se concluye que el

conjunts £ “{A'} es medibkle y por conziguiente

i ]
(=)

oy - il . =
R sera una ifuncidn
medihie i ¢ =£6la i rfu dominio =5 medible y zatisface

unz de las auatra conidilioncs cquivalentes de la propo-

DEMNSTRE IO

Tier 4 ames A=1 Jaohs it T s 11 g Fumnmif 'Pj']“_F %

Vel Lains T=a Dh=Sanlys il 2o Wild Tuninn medinie vy

= T - = ‘-J * -1 e -

MRt oencs qite =3 coaiuaro { |r, = } ez ma2dible -

pard cualcu'er ¥ real, Lome o una tuncidn medible,
ﬂ i , = 2

€8 maaiile. Por svoad parle ({+ =})} e un o2onjunto

medihle y ado £ o0 jvy = ) es tanbifn un cenjun-
o medibia por sap |5, st un Rormaliano pare cualgui



Supongamos ahora que se

de 1la proposicidn (20).

1

te = {AcR|f (A

fa
s ed

Como Ja, b[[ = Ja, + =]

£t Ja, b)) =

lo que

de dos conjuntos medibles.
tervalo abierto Ja, b[ € ¢
es una
conjunto abierto (} es

nidn numerable de intervalos

Significa esto que la ¢

clase de todo: los conjuntos

te a la ¢ - algebra de Borel
£t ¢ M para
Como f—?([ $e}) = FTC Jr.
y tleg w19 = e,
se afirma que los conjuntos

f_](]a, +w]) N £

un elemento de £

91.

satisfacen las condiciones

e M.
M [} A b[:

se tTiene

1

(==, b)) por

—~1 — : ; -
f77( Ja, b[ ) es medible por ser interseccidn

Quiere decir esto que el in-
. Como por lema (21) &g

g - dlgebra de conjuntos, se cumplird que todo

(por ser () reu-
abiertos).

- dlgebra £ contiene a la
abiertos y por consiguien-

B. Por lo tanto

¢ B. (1)
£ Je, + =)
£ =, r[0)

£ ([ @)

todo B
] ) -
r| J

T ({r =) y

son medibles por ser diferencias de conjuntos medibles.

Por este hecho v por la conclusidn (1)

f es una funcidn wmedible,

se asegura que



[Rel

]

De acuerdo a la proposicidn {9) se dice que un con

junte E ¢ R  es de medida cero (u(E} = 0) si y sblo
gi w*([l) = 0. E3 decir, que para cada e > 0 existe

una coleccibn de intervalos abiertos (I_) _. tales gue
o o
Ee U I y ) (I ) < e,
- . n
E n=1
Evidentenente la unidn numerable de conjuntos de

medida cera es de medida es=ro (ver proposicidn 5).

DEFINICION (23)

~

Un enunciado P(x) concernisnte a los puntos del --

conjunte L se dice que es verdadero casi por doquler si

(!

r

el conjunrtc de Tuntces de £ para 1 cuales P(x) es fal-

6]
w

sc s de medida cero.

Abreviadamente, la frase casi por dogquier se denoc-

tard por " o 4",

Sean f, g w«os [uncicnas reales cuyo dominio comin

es el conjunto E.
a) Se dice que f = 5 e , d siy sblo si existe

o
I'___l

¢ L con u(D) =

1

tal que f(x) g(x) ¥ x GE-

T

Es decir ul{x € E| £f(x) § g(x)}) = 0.

D
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b) Una funeién f : E —— R es continua casi por do-
quier en E, si el conjunto de discontinuidades de 1la

es de medida cero.

s/

misma en

LEMA (24) :
s | s
Sea E. ¢ R un conjunto medible y f : E — R

|
una funcién continua, entonces f es una funcidn medible.

DEMOSTRACION

Sea r € R. Hay que mostrar que el c?njunto

f_l(:]r, + =] ) es medible. Como f es una funcidn conti

nua seréa f-l({+ w}) = 6 y ademds existird un abier-

to () ¢ R tal que f—l(:]r, +«[) =01 E.

Comc & y () rv E son conjuntos medibles, el

conjunto f_lCIr, + w]) = f_l(:]r, + o ) U g+ =)
|

|
es medible y por consiguiente f es una funcidn medible.
|

PROPOSICION (25)

» R una funcién continua casi por

=

Sea £ : E

doquier definida en el conjunto medible E. Entonces f

es una funcidn medible.

DEMOSTRACION

Sea »E€R 7y A= ({x6 E]| f(x) es discontinua}.

Evidentemente la funcibn f]E~A es continua en todo
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-1 ; .
( Tr, + =»]) es un conjunto me-

i} Lo

su deminiec v ausi
Fr ...‘_1 k
t2, Como fiA ( Jr, +=]) c & ¥y

urda por proncesicidn (49) gque

Y} = 0, ge aseg

== un conjunto medible. De lo anterior

s asegura que

e, +aly = fia, O, + D U f]i ( Jr, + =]) es

un conjunto wadible vy por consiguiente £ es una fun-

cidn medible.

d DE N

PROPOSICION {263

una funcidn medible v D un sub-

Sea £ : E
T. Frtonces la resiricceidn le es

Furry

conjunto medible de

una funcidn medilble.

DEMOSTRACIUN

fea v 8. (omo £ ez una funcidn medible,

conjunto medible y por consiguien

te el conjunto
~1 -
l—ll_,’ (_lP, +

2s medible por cer interseccifn de conjuntos medibles



915

de 1o cual se concluye que la funcidn es medible.

ftD

PROPOSICION (27)

Sean f, g : E — R dos funciones tales que

f =g ¢, d. Entonces si f es una funcidn medible, tam

bién lo serd z.

DEMOSTRACTION

Sea rE€R y D= {x€E | f(x) % g(x)}. Hay que
mostrar que el conjunto g—l(:]r, + %]) es medible. Co

mo gﬁl(:]p, + %1) = g}%—D ¢ Jr, + w«{) U gT% ¢ Jr, + @)

basta mostrar que cada uno de los conjuntos de la dere-

cha de la igualdad es medible; asi =2
Como u(D) =0 y g3

3 ol o -1
marse por la proposicifn (2) que g]DC}r, +ea]) € M.

Por otra parte g, = flp_D s v por la proposi-

cidén anterior se afirma que la funcidn es medi-

fIE—D

ble y por consiguiente

-5 _ ik i .
gl; B ( Jr, + =«]) = f;z—D(:IP’ + ={) ¢ M.

a7
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LEMA (28)

Sean f, g : E —— R dos funciones medibles. Los
siguientes conjuntos son medibles

1) {x € E | £f(x) < g(x)}

f A

ii) {x8 £ | f(x) < g(x)}

iii) {(x € E | £f(x) = g(x)}.

DEMOSTRACION

i) Para cada x € E tal que f(x) < g(x) existira,
por la propiedad arquimedeana de R!, un racional r
tal que f(x) < r < g(x). Por consiguiente se tie-

ne la igualdad =siguiente

{x€E | £(x) < g(x)} = U [IxBE | £(x) <v} N {xE€E|r<g(x)]]
a0

=Y Ef_l(Em,r‘[:) N g—l(:[r‘ﬁw:[):[.

&l
Comoc £ yv g son funciones medibles, los conjuntos
Lo - ot ! - :
- EL:” L) Y 8 (:]P, + é]) seran medibles

para -todo v € Q. Y ademids, como Q es un conjunto

numerable, se tiene que el conjunto

{x € E| f(») < g(x)} es medible por ser unidn nu-

merable de conjuntos medibles,

l IEntre dos nfimeros reales cualesquiera siempre existe
al menos un nbGmero racional.
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i1i) Por hipbtesis L es un conjunto medible y por el 11
teral anterior el conjunto {x € E | g{x) < f(x}}

es tambifn medible. Por lo tanteo

{x€T | £f(x) < g(x)} = E - {x € E| gx) < £(x)}
es un conjunto medible por ser diferencia de dos
conjuntos medibles.

i1i) Por el literal anterior los conjuntos

{x € B| f(x) < g(x)} v {2 & E|gx) < £f(x)}
son medibleg. Por consiguiente el conjunto

{%CF | £¢») =g(x)} = {xeL | Flx)<g(xI PN {xEE | g(x)<f(x)}

i L T

ez medible por ser intacsszecidn de dos conjuntos me

dibli==.

ea ¢ &R yv £, p : E ~ R dJdos funciones medi

=

bles. Entoncas son medibles las funciones siguientes

1)y f =+
i1iy = F
11§ o+ g
17y f - ¢



DEMGSTRACTION

t

1) Sea r €6 R y h(x) = f(x) + c. Hay que mostrar

— b .
que el conjunto h™( Jr, + =]) es medible.

h"l(:]r, +«]) = {x €k | f(x} > 1r - ¢}

también h T ( v, + =]} lo serd. De lo cual se
concluye gue la funecién h = £ + ¢ es medible.

r ER y 1(x) = o f(x).

2 d
[
L —
LI
1)
o

Si e = 0, 1(x) = G v, evidentemente, i(x) es

una funcidn medible po» ser constante.

wl

1 ¢ > U r:=aulta

_..l — T ’ o
17 Jr, + =]) = {x € E|ecf(x) > v}
= {x € E|f(x) > =}
= £HIE, ¢ @])
' ju:' 2l
- =1 g -
Como 1 'f:jg , * =) es medible, la funcidn



i1i)

iv)

[7a)
(5o

Como & (|- = | ) es urn conjunto medible, la

i

funeidn 1(x) = ¢ f(x)} ¢35 medible.

f(x) + g(x). Entonces se ti1

o
T
f
=
(1p]
75
Sl
S
"
S
1
|

57 Jr, +=]) = {=€E | F(x)+g(x)>r} = {xCE|-f(x)<g(x)-1}

Por los literales 1) y 1i) de esta misma proposi-
ci1dn se afirma que lag funciones gi{x) - r vy

~F(x) son medibles y seguidamente utilizando el le

es medible. Por consiguientes, de 1= ecuacidn (1) se

concluve jue iz furziéa  j(¥) = f(x) + g(x) es me-

dible.

Bea r ER y (i = £(x) - z(x). Por ol

ii}) se afipma qure la funecidn -gi{x) s medible y

seguldawenice utilizance 1itecral ii1) ze concluye

gue lz funoidn  x{x) = (%) - g(x) = f(x) + (-g(x))

(1)
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v) Primeramente mnsiremos que el cuadrado de una fun-

Qi1dn medible ern de nuevo una funcidn medible. Asi

s (e =2 =T o ;
Sea v eR y q(x) = | f{x)]|*“ . Hay que mostrar

que es medible el conjunto siguiente
-1, - . — . Ta
q (Jr, +=]) = {x ¢ E| [F(x)}]? > r}.
81 v < 0 resulta
{x 2 £ ] [f(x)]%2 » r} = E de donde se afirma gque

el conjunto q—l(:]r, +=]) es medible.

de donde se afirma que

[

{x6E | [F(x)]2 » =} = {xGE

flx)< -vT} U{xCE|f(x)>V7}

= 'I__li' [_— o ,'-F}l_“) 8] f_lf :[‘;I—‘ ’+m]).

De 1o cual se asegura gque el cmn]unté qwl(:]r,'F%j)
es medible por ser unidn Jde dos conjuntos medibles.

Por consiguiente la tfuncidn q = f? es medible.

Para mostrar que 13 funcidn £ . g es medible, basta

observar que lac funciones (f +g)2 , f2 y g2 son



PRt TP - = g > = = o vl
medinles por 1a swimsTa parte de la demostraecidi.
Y enconces 2o afirma gue la tuncidn

A
- ¥ o . pid =] 2N P t
F g = [TF &) (r2 + g?) es meditle.

Sea L.
L
medibles con

,.
—~
4‘"

Yy

L

liiep Una coleacién finita de Funciones
* . 3 i

a1l mismo dJdominic "E'" de definicidn. Enton

Nopmpigm - = Vs _— e ¥ -+
Jes la2s fFunciones saigulentes.

. YT - N %) Y X 3
= Maw {f,00), fa0%)y; coewy T (%)}

i1} hiw) = Mip {(£30xd Fo(xds o5 £ (x31) .
DiMOSTRACLON
1) 3ea r 2 T. Irnronces Ternomot
T. 7
== = s | . = A =T %
t I]_'.‘ - I_E_I) = 11 '_1. \ ,_J.l"’ S mj’,a
$=1
™ il ~'—-r( 5 N s J -
Como caua F00 oy ae])  ws un zonjiato medible se
1 'T . =T R 5 &
sigue que v ( lp.4w() oF medikle y uor consiguilen
te a()  wr 2o Tunlidn mediblce.
11) Para poutr.yr coe Hl) ey naa Fureifn medible es st-
Fizients onfervar la izuaidadt gicuicnte
nl=) = - haw (=T:0a). =falxry 2a.y —fnkx)J y utili
zar =21 pasuliado del liceral anterior.
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COROLARTO (31)

81 f : E ~——TR es una funcidn medible, son medi

bles las funciones sigulentes

i
i1y f°
iii) | £
DEMOSTRACION
Evidente, pues £t 2 Max {f, 0} , £ = Max {-f, 0}
y it = f
PROPOSICICON (32)
Sea (f ) una sucesidn de funciones medibles

n n>1
con el misme dominio E. Entonces son medibles las fun-

clones siguientes

i) M(x) = Sup {f (%) | n € W}
iiy m{x) = Inf {f (%) | n €W}
111) £ (x) = lim Sup f_(wx) *
ns+® b

§4

iv) £,.(x) lim Inf fn(x)

1o

DEMOSTRACION

1) Sea r 6§ R . Entonces
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100,

£ f{w) & Flx)t..

—~
H
N
0
L.
b
1F:
s

t
b}
>

i
~~
™
-
n
N ——
]
i
p
=
X
.
#
B
.
.

o]
ft

X

it
b

5

_h___.
r
"
b
[0
i
\a
)
=T

£
-
(4]
~
>

Come u{A) = 0 se tlene

I
il
[}
)
{3
h
=)
i

. . e
De la iguaidza (1) ze

€ 28 una Funcidn jredinles. Asi
g4 % 8 A. =5  laim gq(”J = {1 = g(x) (33
s
81 # @ Ay g_{e) = lim £(x) = g(x) . (4)
' n-o

RIFIMITEA CRM WAL

emL woaid

WmiveEsaiLsal LE EL

R
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~

Dz (2) yw (L) se afirma le siguiente

iim g, (x) = glxr) = ¥ 8 E

de la cual. por la proposicidn (32-1ii-iv) se concluye
que g =235 una funcién mediblsa,
Si A es cualguier conjunto, definiremos la funecidn

caracteristica X, del conjunte A, como

Szan A y B dos subconjunto=: de R. Entonces

1) X = X,; - X

ACB A B
ST R
DEMCSTRACTON
) ¥ 2 A Y B === {(x 6 A A% & D) ‘
eSS (XA(X) = 1 A YB(X) = 1)
s (R () HB(X“ = 1)

Poar lo tante {x) = Xi(X) . KB(M). (1
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1v)

fean Ay =
BG =
dg =

Como 2ada

g

S F | a(x)

e F | v(x)

fa

s un conjuntc medible y

marc real

simple.

1

Se

"

e

concluye que
r
= . {
i By,

: 1

n

1.." i 5

; A2 D s
8o 11 A
n

.)d 3! _-} - .«"’)5
= - 4 o

acda (a.
1

la funcibn

I
iw bf KH
X
B{
16.
i
dzduce

¥+ b.)
]

T

2

110.

+ ¥

{0
n



CAPTTULO 4
INTEGRAL DE LEBESGUE

En este cacitulo se defininid la integral de Lebes
gue e una funcifn f E —— R v se ectudiaridn sus -

propiedadss principales. Para ellc comenzaremos estudian
do la integral de una funcidn simple para luego extender

o

diclho 2studioc a las funcilones acotadas. Seguidamente se
estudiari la integral de las funciones no-nagativas (no

necssaviamente acotisas) v por Gltlmo se extenderda el -

ectudla a las funclones arbitrailas.

5%
I. 4
0
)
bos
ity
<\
v
}.—'—
1‘.“
o
[
&)
FI

n
(*
s
=
s
|_-l
0]
ir]
0
=
]
O

dominic <r E. Ajemd. en &ata v en prdximaz cecciones re

presentaremos <1 sonorte de und fun~ién f : E —— R

con la novTacifn M(v) el c¢ual e define como sigue

NCEY = {x 6 T | Fix)

-
)

DEFINICICN (1) (Integral de una funcifdn simple)

Sea ¢ &£ S(E) econ u(N(#)) < + « y cuya repre-
T
centacilin coendnica o Z a- ﬂA . Definivemos la inte-
i g i

gral de ¢ solvc L, y 14 dencraremncz mor el simbole



j o{x) ax 5 mds simplemente por
E
11
raal Z 2. p(Aa.).
i=1 B
Como una funcidn simple no si
da por su forma candnica, conviene
expresard la integral de dicha func
ma responde a dicha iInterrozante.
LEMA (2
T.
% r by —
Sea #(x) = ) e, XK. (®) un
. 1 | S
1=1 1
finida sobre E; con Ei i Ei = &

Finita .

A

es medible y de medida

n
[ ¢ = Lo uiE.)
it 3
Ig 1=1
DEMOSTRACION
Sea {a; , @2 5 <., ap} =2l
de §(x) diferentes de ceroc y difere
Para ceda &k = 1, 2, ..., m
solo conjunto A, a todss los cenjun
4
MISME IMEEED A, a3l Ak = X ?J Ii

id
Entunces la funcibn simple o(

5 - _ -
sentacidn candnica como cigue

.Ir -

[ & , caomo el nimero
i

empre vendri expresa
investigar como se -

idén. El s'guiente le

& funecién simple de-
para 1 % j vy cada

Entonces

coniunto de imdgenes

-~

ntes entre si.
puede reunirse en un

tos Ei que tienen la

H

N

K

¥} tendrid una repre-
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i ;
5 . . N -1 ,
¢{z)y = Vv a, N, () 53 wecon A _ = ¢ “(a,l
ey he A 18 R
i=1 le

"r.l
_f-p = 7 oa, u(A)) . (1)

Anora bian, ©omo Ay = 1T E. v los Ei son dos
. 4.

Sustituyendo =gta =xpresidn en la ecuacidn (1) se

obtiens=

U B o P
D = ; - E '|_I___| ! = P C,_: p(E-1 .
- 1=l . !c4=a T i=1 = -
pe=— ! 8 . =

La int=egrazl de u.a furcilon simple tiene varias
propiedades, las cvuales tiener expresadas por la siguien

te proposicidn,

PROPGSICINN (3)

Sea ¢ €R: » y " dos Tuncicnes simple definidas

sokre E tales que p(N(2)) < + = y p(N{P)) < + = |



Entonces

s
e

(%)

e
o
[

DEMOSTRACION

te 5 sl
Jp
iz) Sean A

.

[

e

W=l

2

b-a

N1

-

@

il

[V

5 repr

5 &

[

esentacs

.

Q
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proposicidn (3-36) 8 + ¥ 25 una func

Pop

simple ia czual puade exprecsarse asi

o

(EI e

n o m
¢t v = ] ] (a; + b)) w(A. OB
E i=0 3=0 ; *
1 m n m
= ) T a; wla.nB) + ] Xbi
iZ0 =0 ° ] i=0 §=0 -
g i 1 n
= J a. (A.NB.Y+ § b. ) ulA
i=0 — 4=1 - J Jr=0) J =0
Il
m
— Vo A T o- ST
- ..(_!‘—~_. 1i ";E‘Li-] + ,i _E:l IJ\.]'_‘_-.)
1=1 =0 - -
I r
= I @ + l ¥ @
i T
iii) Sea D = {x € B | a{x) < {].
Podemos representar a ¢ de la manera siguie
4
T al ¥ + ) a; ¥
i = a - X+ = S
4 iél i %a; BT £
donde a vy a. son las imfgenes positiv
i 4

.
10T

nte

as y



. e e ” ~ Bz S el = £ o
nesativas de ¢, respectivamente, y ademids

Comz cada - ¢ D v w(l) = 0 se tiene

nlA;) = 0 pera i = 1, 2, ..., 1 Yy por consi-

guiente

N——
g
=}
1
f=e
11~
]
e
-~
B
ok
e
A%
=

iv) Como per hipbtezis & <« ¥ e , d , puede afirmar-

se quz ¥ - & > 3 ¢ ., d , y utilizando luego los
llterales anterioresz e tiens

Sea & &€ S(E) vy £ una parte medible de E. Se

define Ja integral dz ¢ scbre A como



INTEGRA!. DE LEBESGUE DE UNA FUNCION ACOTADA DEFINIDA

SOBRE

de me

cicne

e

menos

UN CONJUNTO DE MEDIDA FINITA:

En esta zeceidn z2e extonderd la nocidn de inte
a 1as runcioncs acotadas sobre un conjuntn E ¢

dida rinita.

Sea T : E —— T una funcién acotada v p(E) < + =
g ¢ 0 —F o ox wur g{x) = Inf f£(x)
=xel
F i & ——T : x avwr () = Sup f(x) .
% CF;
Las funcionzs o v £ asi definidas son dos fun-

£ constantes, y por consiguisente simples, tales

ta

Se  denctand con 1L{IY &l ~conjunto de todas las

anes simple ; F — F tal=as qus ¢ . Y

IGT e = .- ST e e A (o e P L. J
0 a1l conjunto der Lzdas dlae funoiones simples
~— IF, Calden que % » T, = decir

<y = {y c s(rEy ' v » £} .

. . 1 ~ - B aaics 5 -

Loz zonjuanics L{f) y U(Ef) scn no-vacics pues a
~ T a oo T r

a o LIFY v A e UCE).

Asociades a los cenjuncos L(Ff) v U{f) podemos



contrar los conjuntas de nhaerce reales siguientes

d S 4

e

|
Doz | 26 L) ] (13

ol
e
"
-
(1]
~u
Lt}
LS
P
T3
—

i

r > 3 - - -
El primerc de taleg conjuntos esti acotado

[N
s
i)
D

|

TIOYRIETIIe DUEesSTo que b < [ <

=

D]
t—l
P
h
p—

=

2 Bup £, ¥
F

a
u
',_ L
A
i
—
Lo
iy
i
s
S =4
=
et
i
A
%+
a
xih
42
£
[LB]
ot
Eam Y
~h
—t
.

erTd seolado Inferivemente Lues de  la

degipualdad cipwewte Tl © =@ = § <« ¢ , ¥ ¥ € U(T)

Geodafiodrd vuss. 1a dnteprzl inferdier de Lebesgue

de F sorre T comd o1 cusranc del primep conjunto y la de

= = —

noetaranos  DoIno [ s i & miz sioplementce nop r .

= 5
Bs doeciyn ,q - = il ! 9,
N gliriy 4L



13,

Similaguente ge definiy” 1z integral superior de

Lebespue ac [ sulee B ooome ~l Infime del secundo eonjun

F dw & mdc zimpleaente

T 2
ol K
™
¥
st
sl

LTl
-

Cemo para toda 4 2 LIF) v toda ¥ € U(f) siem-
pre se Jda que ¥ < ¥ . ec immediata la siguiente desi--

guaidad

Ec evidente cve cuando f sea una “nn2idn simple

s cumpliid 1a ignual jad

\—'_‘_"l
!
Fh
L
= TN
-
n
L'—_-_'"‘n
-9
[N
ey
A
P,
g
-
]
=
T 3
ol
L
o=
LAY
.‘____'\
I3
(=)

de donde ze dadiics la Ignelddad (1),

DEFTNTICICH (%) (Funclitn inlegsrable)
2 r3my e T 117 = L A SN T S w7
S EE) 2 4, ===y i Ing 7Tunolicn A90radad Y
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'I(F“ A Cev dice odus U o TlE ) M-‘-'-.;:rl [ oheao|ies —
i ) s . S dicE fque |oDE una tuneion Lehbescue

intezralbla (o ziwplemente integrable) ¢l se cumple la

=

Al valor comin ce le llama la integral de f sobre

L]

o a

E v ze& denota por 1 simbleolo J fdx & més simplemen-

il

o

s

T una “uneidn acotada v

I
=1y
|

p(E) < + = | La corviieién necesaris v suficlienta para

]
=
m
Ij
L
i
1l
ad
-
'_l
()9
-

ea aintegrable es que ~lla sz und

pr.nmevanente que 1a {funcidn [ es una

o Ine F{) ¥ B 2 Sup FlE) 4+ I



¢ LA e
- . g —a
Jedn nec i y & = —
n ®

Ey = & "(lasa + 67 = {x €E|lea < £(x) < a + &}

R — =
En = ¥ ‘(|_a + (rn-136 , 6+nd | )

H

G+ (-8, 8

Ceme f es medible, cada uno de los conjuntos Ei
es medib’e. fAdemiAs los L. aon disjuntos dos a dos vy

1

E= i E. , por consigulente

-
o
o]
—_—
i
TR i
f =
i
T3
-
.
U
'_..I
o

cean 4, ¢ doc funcilones simples definidas

okre B, 2ol

|

_,
B
e
L —

1}
i~
Fany

=)
el
s
b
ry
oy
L

[

Se tiene entouncs=s l& siguients desigualdad

p (x) < £(x) < ¥ _(x) , Y28 F

n - - 1i ’
por consiguiente #_ 8 L{F) vy L € U(f), de donde
k 0 i



(2)

S
5]
-y
\__1
i
. 5
I
(e e
R
‘.
!
T_I
-
in
g
P
&)
L

fatn

(a + 152 u(EB,) (3)
3 i

H__'__ﬁ
3|
=
ey
.‘__-\
L
£
i
It o~13

;

recstando la decipualdad (2) de (3) se obtiene

de donde utilizandc (1) p-szulta

[ f
0 < |, £ - T oa plE) (4)
- jt = E
~oma ¢ = i—i & pueds hacerss Lan pequefo como

se quilera, oIn sale Tomar un '"a' bastante grande, ¥

n(h) < + « resulterid de ( = £ lo que
E

significa fque [ es una funcidn integrable.

Jupcngames que f es una funeién integrable y mos-
tremos que I @5 maedibl

Cowo f es iutegrable se satisface la siguiente

ignaldad

e
]
g
N——
1
{3
I
iy, |
i
Ty
h
——
o
4
1]
53
T~
(i
—~ 1
(¥]
S
——
nz]

il
L

J}H



de 1la cual puede afirmars

i)

L(
|
E

funciones ¢n@

{ _
il < f
: f oo
i ™
par) ds

restandc (5) de (g)

0 < ] = =
1 < [ (un @n)
T

v como por hipdtesis

Definamos dog uncio

¢(x) =

Como nuestro objetiv

resultas:

( (
I J ¢ < S
J . n S )
20 E E il
©s [ I = { f, se afirma
E _E
o 1 L 3
- &)< = &0
Il Tl
nes ¢${x) v ¢(x) come sigue:
Sup @I(X‘
neq *
Inf ¢ ()
new M
2 1, 11) ce afirma que Adichas
s ¢{2) < flx) < (=}, ¥ x €
¢ &8 mostrar que f(x) es una
C-,‘:rj 6

123,

e que para cada n 8 N existen dos

+

€ ULF) t=les
n

3

I

-

o
I:_j l|-—"

medible, bastara mostrar aque #(z) = f(x)

pl{x) = f(¥) czd. E

1

I

las dos. Es decir qus

(%)

Sea m un nimerc natural

J’r}
i

conjuntos

gulisntes:

LURSTra pr

— Wi (

deha s= mostrard
») axd:

arhitrario vy

gue

5)

o
-

1

5|

-

funciones

i o

funcidn -

Se adn

1]

consideremos los -



-

Dm_ = {x € B/ ¢ix) - ¢(xr) > §}

T = I |5 5 = 4 «
D {x € E/ “Jn( ) wn( ¢} >

Se puede ver clavamente la sigulente desigualdad:
4 i ~
g ) = 9 Cx) » =¥ _ Tx) n=1,2,...
1,.1 n .___m ™

U
min

de donde integrando miembro a miembro se tiene:

s 11, - 1o s
[E(wn - ¢n) L Jr ){Dmn - u(Dm} {8)

1 4
Comparando (7 (8) resulta = u(D < = ns 9142;...
P ¥ ) W Ldmpumn n-: LI
™
MDD ) < =3 = 1.2, .u. (9)
mn n
Como @n < ¢ < Y < ¢y Ppara n = 1,2,... tendremos
= - =
D < D rara n = 1,2, ...
m mr
de donde yp(L ) < p{0 ) para n = 1525 .=
mo - mn :
Utilizandc este 0O1ltimo recultade en (9) seri
WD) = B para n = 1.2, ...
m = .F} ’
por lo tanto F(Dm) < (10)
Comoc m es5 un natural arbitrario, el resultado (10) es vali

do para todo m £ I v asil por proposicidon (3-5) se afirma

pC W D) =0 (11
m=" L
Ahora Dien, come
= © B R e : N
oD o= Vo{z 2 B wled —4(x)s =1 = {xCEB/p{u) - e(x} > 0]
m=1 W iy ] B

Se asegura que Y(x) - ¢(x)

I
(i
r
[aF




o sea Pp(x) = ¢(x) cud
y por lo tanto f(x] =s

PROPOSICION (B)

Sean f v g dos

sobre un conjunto E

real. Entoncec:
i) J gf = & (
J
E E
133 J (f+g) =
E
aid) f=g csd =

:\f‘) fc—g Q:’(_l — j
r
: [
v) E { £l < j | £]
l - s
E E
vi) S1 A v B son dos
tales quma A ) B
[ & -
)T
Lip

DEMOSTRACTON &

e

i)

¥ por conslguiente integrable.

funcicn medible,

de medida

funciones medibles v acotadas

£

inita v sea ¢ un nimero

i

defini

ra
w

das

f < f g
_JF
B
onjuntos medibles vy disjuntos
E. Entonces:
o
B
c fes medible

Por proposicidn (3-2%) se sabe que



Supongamos primeramente que ¢ > 0, entonces

¢ 68 L{EF) <==» c¢ € L(ef), y asi

| { AN (
cl £ = ¢ <Sup J d > = 3up el ¢ =
JE Nlc¢8L(cf} r J cBLlef) ju
= Sup [ cy = J cl
c¢El(cf) /|

supongamos ahora que ¢ < 0, entonces ¢ < f <=> ¢4 > cf

es decir ¢ € L(f) <=> c ¢ € U(ef), y asi

i

c[ £ (-1)(-c){Sup J 9} = -{Sup (-c) J b}
E $eL(f) o $EL(1T) r

—J cd} = inf J cy = J cf
ael Ulcef
¢€ U(ef) r e

1
)
Wl
o
o

i1) Por proposicién (3-29) se asegura que f +g es medi-
ble y por consiguiente integrable. Sean ' € U(f),

p'" 6 U(g) de donde se obtiene ¢! + ¢ 6 U(f+g) v por -

consiguiente:
j( f+g < J ‘é) ? + ].‘!)H = [ o) ¥ 4 l( (i»"'
o E E

de la desigualdad anterior se deduce que el numero real

J (f+g) es una cota inferior para los valores {J P+ ( w")
E
_— |
por lo tanto | f+r < [ f o+ g (13
F
e E E

Sean ¢" € L(f) v ¢™ € L(g) y asi ce tiene ¢' + ¢" € L(f+g)

de donde se aobtiene



]
s

‘ ’ {

S A ! = = | + J "

3 E E E
Adesigualdad anterior as= deduce que el ntmzro real

]

J (f+g) ez una cota surperiors para loo valcres (J &"*I ¢”J
t o

——— e,
Liy:
s
2|
4
/
H
N
——
o
Y
2]
g

-y
|
o]
4
Sy
i
-+

111} A ecausa de los Jiterceles anteriores es suficlente mos

g > 0 ecud para teda v &€ W(i-g). Por este hezho se nue-

Quiere decir que verc ec una cota inferior para tales inte

T

{

grales y por consiguiente

| f-g > 0. il

)
E

En forma similar ascguramos que ¢ < 0 <¢pd para *todo

-
¢ 2 L(f-g) v ror propeziciim (F-1ii) =se afirma J < 0 pa
ra todo ¢ £ L{f-g). Quiere Jocir gue c2ro =28 “ una cota

auperior para tales integrales vy por consiguicnte



e,
i
]

o
i
F
)
g

E
es cota inferior para tales integrales y por lo tanto

J (g-f) > 0. Utilizando los literales (i y ii) se tiene

{ ] r
J g - ] f =+ 0 de donde { z > ] F.

o £l
do el literal anterior so asegura - {[f el f f = J [ £
L f | ! / I o
de donde 11 5 [ < { L€, & £ =
JTI H :r

vi) j F = ( F X AL 1D = J{ = ( B = :"‘-._1:‘:_ }

( ) ( {

= | (EX, rI8) = | EX, ¥ FX
| I B J A B
E E E

COROLAKIO (7)

S s R, S, S

Si1 £: E +R es una funcidn medikbla v acotada con

. - s + = b
p(E) < +e. Entonces las funecicnes f y f cor. también me
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__i._.ﬁ
“hy
]
I\_.---——o—\
h
acha
H
e
—+
I

—e
Hh
1
e —
s
+
P
Hy
I

DEMOSTRACION:

. s - L .
Es evidente que f y f son acotadas, y por Corclario

(3-31) se ascgura gue son funcionas medibles y por consi-

ul

guiente integrables.

Como f = [ - f v I fl = £ + f  entonces

S
h
1y
P——
-
+
+
o
{

11
Ny,
Hh

+
4
ey
hh
]

PROPOSICION (8) <(Teorema de la Convergencia Acotada)

Sean (f_)r_ti una sucesinn de funciones medibles de-
it T

finidas sobre un conjunto dz medida finita E, vy suponpgamas

que existe un nlmero real 4 tal que ?F“(x)| ~ M pera todo
13
n €N v tode x € E. 81 1im [ (%) = fix) para 2ada x € F,
!‘ B ' 1 n=+ =« i
entonces J r = 1im | F
A? ne—m'? n
ok —

DEMGSTRACTION &

Hav que mnctras que nara cada € > J, euiste un ng,E6 N

1
= * = o >
— J fi < ¢ 3limpre que n > a,. Ahora bien,
1 .

tal que }[.ﬁ
T

L} W
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- & ;o fed = o 2 T S ey = ¥
COmo por DropoLGIeLon {(6-1-11) ar =Tirma due2

L]
I
T
™
i
ety
-~
=
|
(s
Lo

v por proposice.on (f-v) le siguiente:

1 (
(f -f}! < lfn»f[7

P ' E

entonces es suticiente mostrar aue para cada e > 0 existe

un n, € N tal que &fn—f| < ¢ siempre que n > n,. Asi:
E
Sea e > C yv S8 = {x € 0/!If G)-F(x)| < ¢} para n=1,2,...
[ 51 =
5 L : " . &
Congideremecs la sucesidn (LI,‘-P ; con En = M S, .

k=n
La sucesidn en cuestidn es creciente, v ademds, como por -

hipbdtesis 1im F_(x) = f(x) pacra cada = € E, tendremos

Utilizando la proposicién (2-26 a) se asegurs que

1o que sgignifica que existe un n, & I tal aue
i £ d & .
(L 3 s s PR yars todo n » n,,. we donde
‘”(Ln IJC]—\ P ? H lond
ufF—En) = p(B) - p(ﬁn?' E. ¥ n > n, €2)
Luego para todo n > n, se tiene:
‘
PLE -f] = f e < J e = & ul(E) (3
J ‘L -
E B E




P
%]
}__\

i f

1 N E I b (R~ ( e R - e tad - TR

IR R ! + i £]7 210 = M E-E 2r 4)
i I l & J i L-.| } , i } 21 ]"l(r :[_i) i. CLE ( £

n - T
E-3 E-F L.-E
Ti n Tl

LA INTEGRAL DE UNA FUNCION NO-NEGATIVA
Hemos visto cu= la integral de Lebesgue de una funcidn

medible [! fch tiene un significado preciso rajo el su —--
&) i
E

puesto que dicha funcidin sea acoteda y p(E) < +« . Vamos

a prescindir en esta secoiin de 2gas prestricciones, consi-

~

deranco que f es une funcidn medible no-negativa (no nece-
sariamente acotada) defianina =obre un conjunto E (no nece-

sariamentc de madida

un concuarnto medinpls. Al conjunto de funciones -

4

e

ol

definidas sobre E wedihls: y acotadas, y cuyo soporte es -

finite lo denciaremcs owor ALY, EBEs deciv:

[an)

A{E) = {h: E =T/ t ea nedible v acovada. yv piN(h)lc + =}
Para axtender la integral a una funcidn no-negativa f con

gsideraremcs el siguicente conjunto:

LCF) = {n/ k € A(E) v h <

=
—

DEFINICION (8) (Intepral de una Funcidn No-negativa)

4

Sea f: L » E una funcidn nedible no-uegativra. Definire

mo = f . (_
| T dx = Bup |[ndx
1 heL* (£



AT L Bl = . - - PRSP .
Notese que 51 1la fancion nc-regativa 1 es acoftada y -

adem&s u(E) < +=, tendremos entonces gue [ € L7(f) v la -

integral [ f sa2 reducce a la integral definida en la sec-

.'}'_ -
cion ante

U2 acuerdc a la de

-,'\

finicidn (9}, le@ integral de una --
funcidn no-negativa f no siempre serd finita, lo cual de-
penderd de 1a Tuncidn en cuestidbn y/o del conjunto E. Por
este hecho daremos la definicin de lo que entenderemos -

por funcidn integrable scbre E.

DEFINICION {(1G) (Funcibn Integrable)

Una funcidn f: © » B medible, no-negativa es llamada

i

integrable si y onla =1:

o
Ut 4o

PECGPOSICION (2117

Sean £ y g dos funciones medibles no-regativas defini

das sobre B, entonces:

s i
1) | e = & j? c > U

S

L 5

[ s [ & .

3—1) 2 - g = f ¢ =)

J 1” I

E £ E
. .

iii} € <z exa ==> f £ ] 2

)

vl



DEMOSTRACION:

i} Como ¢ > 0 ez evidente la siguiente equivalencia:
h & L°(f) <=> ¢ h & L¥(ef)
Adem&s por preoposicién (3-42 i) se tiene c [ h = J ch
J

oo L2 LEIN T - TR E E
para h € L"(f). Por consiguiente
e J f = efSun, I h = Sup, {c Jh} = Sup Jch — [L

r hel."(£) B heL (f) n ChGL,(Df)E =

ii) HMostremos primeramente la siguiente desigualdad:

[f+15—‘,_<_ [(f+g) (1)
EE

Iy

para este propdsito tomemos h € L7(f) v

(b}
[y
N
m
<
M
wn
o

k
tendremos h+k < f+g, v por consiguiente J h + J k< J (f+g).
E

E E
{
Significa la precedente desigualdad que la 1ntegralJ (f+g)
O
es una cota superior para ios vajores reales ( h PJ k, de
4
E E

f (f+a) « | £ + | g (2
L

I
m.

L (f+3). Fs decir gue la funcidn

i3

Para esto tomsmas £
£: E ~ R, e: medible, acotada y con soporte finito. Ademds

i() = Fls=r + glx). {(3)



hi{zx) = Min{f(x),£L(x)} = 4

Klx) = L(xi-hi(x) = <

la el L£(x) < f(x)

Las funciones h vy k asl definidas son medibles y acotadas,
y con soporte finitc (pues hix) = k(x) = £(x) si £(x) =0).

Adem&s h < f y k < g de donde se afirma que h € LY(f) y

T ——
t
t=
1t
tvl
=
<
it
o
BN
s
A
s,
L—h
+
‘!—n—-—...-—.\
m

La precedente desigualdad significa que la expresidn

Moo - f
! £+ ’ g| es una cota superior para log valores reales JK
L

de donde =se deduce la ds

0

cigualdac (2).

De los resultados (1) v (2) se concluye la demostra --

1i1) Como por hipbresis f < g ezd, serd h<k czd
para h € L'(f) y Kk 6 L°(g). Utilizando proposicidbn (5-iv)

resulta




PROPOSICION (12)

1=

Sea (fn)r . una suc esidn creciente de funciones medi

bles ncoc-negativas (definidas sobre el mismo dominio E) ta

les que 1lim £ _{x) = f(x), entonces
n-=w o
J £ o= limJ )
E R :

DEMOSTRATTON :

Sea h € L(f) y hn(x) = min Th(x), fn(x)] para n=1,2,
Cada hT1 es una Ffuncidn medible, acotada (por la cota de h).
Adem&s 1im h_(x) = h(x) para cada x € N(h). Utilizando

I+ e

la proposicidn (8) se tiene

[ a = no= i h (1)
J n

% HCh) > )

Por otra parte, comc hn < f  tendremos

[h = { h <[f para n = 1.2,...
B J A J n g 0
M{h) E F
y por lc tanto
13 ] n < 1%m [ £ (22
n+ = - o T nﬂ-ﬂjq B
REQLD) s

Ve las inecuacionez (1) y (2) se afirma Jue [ h < 1imJ ¥
n-+e

lo que significa que la expresidn |1lim J n) es una cota

> e E J

superior vara los valores reales [j q], y asi

f < 1im J £ (33
g Il

o E



Ahora bien, comoe £ < f
. T ==
( f <« [ f pava n = 1.2,
J. H )
E E - (
1im f <
Ti—+ o= J— .
E
De las inecuanicnes (3) y

| £ = 1im
J T+

uce

gativas definidas sobre E
r eg]
pros

n=

DEMOSTRACTION:

L4
hn—‘

w3

e
[ e e

T_I 0 37 ;t::.-
1 ?

i)

=4

1

L B

e

2

|

1

de funciones m le

o

no-=-n

[

Utilizando la proposicidn

para

= 1,2,...

it

y por consigu

(1)

se concluye

136.

[a oy

aCa

nte

ia

(D

(4)

no-ne

una sucesidn -

{ J.rll
s5i6n de funcianes medibles
o3
T 1 e
v £ o= ) U_, entonces
n=i
" n
i
L.
nees (t ) ) es
nn=>1

coativan
5

taleg que

anterior resulta

f ( 7 n
f 2z 1w | £ = 1im | ¥ WU. = 11z { E
new J_ T nee JogE1 t n+e i=i
E I B LT
PROPOSICICH (1%)
Sea f: E » F una funcidn medible no-nega
una sucesifn dz conjuntos medibles, disjunto
R oo
tal cue © = ) E_, =ntoncas
=1 n
S ¢ LY
| = %
| F = { £
J =1 J
E S

1im

n—-=

[n?]

)

(E
"Ln n>1

a dos -~



DEMOSTRACION:
Sea U = fX_ , entonces
o' E o
F=fX,=fx, =f{ ] Xt = ] X = } U
) E Nzl n=1 n n=1
1= Il

aplicando el corolario anterior, tenemos:

it 2 i = §
J == J Uy = I | g = I J -
E n=1 E H n=1'é n n=1 o

LA INTEGRAL DE LEBESGUE GENERALIZADA

En esta seccidn extenderemos la nocidn de integral a
las funciones medibles (arbitrarias).

Recordemoz que una funcidn medible f£f: E » R puede ex-
presarse como una combinacidn lineal de dos funciones me-

dibles no-negativas, asli:

Per este hecho estamcs en condleidn de definir la in-

tegral de la funcidn f basé&ndonos en las funclones no-nega

3

tivas £ y £ .

DEFINICIGN (15)

Una funcidén f: ©E + TR medible serd integrable sobre E

si y sb6lo si las funciones £ vy f son ambas integrables

caso definiremos

J £ f‘f+ - J F7,

E E E

4]

Similarmente como en las secciones anteriores si AcE,



PROPOSICION (18)

L

Si la funeibn f: E + R es integrable, dicha funeidn -
es finita casi por doguier. Es decir, los subconjuntos
-1 . -1 ) )
f "({+=}) v £ ({-=}) son de medida nula.

DEMOSTRACION:

Mostremos primeramente gue el conjunto

-1

A = {x € E/ f(x) = +=} f ({+=}) es de medida cero.

i

Para cada natural n y cada x € E se tiene la siguien-

te desigualdad nXA(x) < £7(x) de donde

¢
J £* > n} XA nu(A) y asi % [ £" > u(Ad,
E

jany j ]

. . + -~
Como m es un natural arbitraric y Jf < te serd p(A)= 0.

- E
Mostremos ahora que el conjunto

=1 . .
B = {x € EB/ f(x) = -=«} = f ({-«}) es de medida cero:

Para cada natural n y cada x € E se tiene n¥g(x) < f (x),

de donde J 7> n[ Xy = nu(B). Y asg % J f7 > u(B)
E E

Como n es un natural arbitrario y J F < 4o serd p(B) = 0.

PROPOSICION (17)

Sea f: E » R una funcidn. Si pw(E) = 0, f serd una --

funecidn medible e integralble tal que: J f = 0.
E



139.

DEMOSTRACTOH ;.

Como para cada v 6 R es £ (lr, +=])c E, pedemcs asegu
. - L - e ) - -*1 -i !
rar peor proposicidn (3-9) que el conjunte £ (lr, +=]) es me

dible v de medida cero. Por consiguiente por proposicidn --

(3-22) £ e

m

una funcidn medible y utilizando luego el corola

, ; + o _ ; ‘
rio (31) se afirma que £ y f son funciones medibles.

[ 1 & + ey _
meJ h=0 vy Jk=0 pma}leL%f) y k€ L (f ) se

E
tiene J S CSup J h=0 vy J R Sup, J k=0 v
asi afirmamos que r y £ son integrables y por consiguilente

LEMA (18)

Sean f, f1 y f_ funciones integrables sobre el conjunto

Mo

medible E tales qus

H
1t
Hh
I
Hh

“
)

> 0 yv f_ > 0. Entonces:

1 2 i = 2 =
[ £ - J £ - J £
J 1 2
E E E
DEMOS TRACION :
Como £ = £ -f 'y £ = £ -f se tiens £7 4 £ = £+ &
v asi

\‘_\
Hy
-+
s
|
)

1]
E_-"_\
Lar ]

-
_G
h
i

’ {

1 Es clarc que L:}1=O pues J
E

k.

(
h < &: Sup{h(x)/x8E} = Sup{h(x)/x6E}.y(E)}

lo mismo se afirma para

tr3 :



i 3 i r
| r " ! 4 - '( 4T L i ="
g O | = = | I ; 1 k
i £ ) : J
E E E E
{ P ( ; [ _
T - ' = 5 - - i,
7 / J 1 / 2

»
C
3]

PROPOSICION (19)

Sean ¢ un nlmero real, £ y g funciones integrables

bre L. Entonces:

iii) S8i £ y B son conjuntos medibles y
tenidos en L, entonces I £ = [ £ o4 ( i
J ;. J
" T3 1 kBl
AUL i Lo
.
iv) £ >0 cad => | f >0
Z J
E
(
v) f 2> g czd == i r 28
- Py s
E i

DEMOSTRACTON:

i) Supongamos primeramente que c > 0.

4+ r %
so se tiene (cf) = cf v (ef) = eof .

H
IP_K
i
I_.J
o
]
(3]
"
i
o]
N
=
«

Como f es integr:

también cf = (ecf) vy of = (ef) vy asi:
b4 i

En

0
jo

este ca-

por consiguiente



SUpONEAMOs ANOPE que -

CIoN [C-e)(-o)7t

1"
1"

(503 2 [(~e)(-f)] =

<
~el=f) = eef
N - +
=2L=F = =L

tambiérn

E

(1)

(43

Ccmo ¥ ¢s intepgralle lo cerdn también f v I v asi
+ " = Lt .
-of = (ef) v -¢f = (e¢f) . Tendremos por lo tanto:
[ - L ( - = + - +
ef = (cf) - J(cf) = |-c¢f =~ [-cf = ~c|f + c|f
J
F I E . E E
[+ fioome [
= af|f - (f} = colf
J J
E B E
1i) Se rienen las siguientes igualdades:
ath + - _
fig = (f + gy - (f + g
_ : + ) -
ttg = (L + g) - (£ + g)
[Trg i = (F + g7 ¢+ (F « )~ (
De 1la ecuaciin (1) r¢ decduce la sipuiente desigualdad:
# - = -
botg | 4 g+ F 4og
Sustituvendo (3) ei. (3) ~e (btiene:
- - - - + + ~ 'l
{(F+g) + (£+p) <« £ + g + T + g
de Ja ~ual afirmancs voe proposicifn (11-33ii-3ii) que
+ . = [+ [ + [ = =
£l E T T E E
Come por hipdtesis © y g sen integrables, tendremos
: . . R .
da una de laz cuatre funciones positivas 1 , g , £ v g
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son  integrables v por concipuiente la expresidn de la de
re~ha de la inecuacidn (5) es un nlmeroc real y asi

ey P i .

(f+g) < + e 4 J(r+g) < += de donde se afirma gue

la funcidn f+= ez integralle,

Pcr otra parte, utilicande la igualdad (1) y el lema ante
rior se tiene
R _+ + [ =
(f+g) = J (f +g) - | (f +g)
J j
E Ep E
[+ + e -
. T+ g - |f - lg
i ) N
i E E B

iv) Sea oD = ix 2 L/ Ffi{x) < 0t; por hipbtesis
(
w(D) = 0, Utilicandec (iii, se tiene [ £ = J f
E E-D

. (v =] ¢ » @

+
|-
(> R
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COMPARACION ENTRE LA INTEGRAL DE R

143.

TEMANN Y LEBESGUE

aoidn haramos uind

camn

;

emann ¥ Lakb

ogrue,

- - . o y
isleion (4025 as

crura qu

ra - -~
para una funoion

dlle

tervalo finito

sca FPlemann-integrable
cagl por doguier y Lla propozicion (4-5

funcidn serf Lebespue-irtegrable

Lile. Como toda {funcib&r centinua o

aracisn entre 1 in-

[ib
{3

e la condici®n necesa

anotada

2g que gez continua -
) afirma que dicha --

e1la ec medi-

ble (propcsicidn i-"%, neagenos asegurar aae toda funcidn que
5 Ricmann-irtegral:le lo ez tambi&n c¢n el sentide de Lebes
gue. Y asi, la camiidia d- fanclones Que son Lehesgue-inte-
grables eg nuzhe ris ampliz gque las aues 2on Plemann-integra
bhles.
Ei sipulente ejunirlo muzgtra un oaso de una Funcidn -
que es Lehercgac—ipterrearte rore no o0 Riemann-integrable:
(1 ci %€ D
|
Sea T [IJ._."]] —= Tl glis wru T2 - -{'I
{D si x 6N’
pava cualquiesr particidn I <=2 [0,1] s2 tiene
Nk(ij = 1 v ml(f) =1 fara k= 1.2,...n. ¥ asl.



i~
[y

by

o~

S

o

por consiguiente
< e
B J T = 1 y R{f =0
J
a ‘a
.« f no es Riemann-integrable.

1L,

En cambio, dicha funcifn si es Lebesgue-integrable como -
VEY emes
Sea E = {x € [0,1]1/ » e}, vy asi f(x) = X.(2} es una -~
funeidn simple v por 1lo tanto
1 1
LJ = LJ XF = 1.p(EY = 0.
0 o
Cuando do= funciones f v g son igualec casi por do -
quier vy una de ellas es Lebesgue-integrable la otra lo es
también v el valor de sus integrales coinciden. Mientras

que con la

afirmacidn como lo veremos en el siguiente ejemplo:
Sean f, g: [0.,1]— 12 tales que
(1 s1 x €D
. [
g{x) =0 v &) = =2
IW si xw &¢I

.t
E2

integral de Riemann no puede hacerse la misma -

Fara hacer distincidén entre Integral de Riemann e Integral de Le-

besgue antepondremos al simbolo de integral una R o una L seglin --

zea el caso.
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—

#5 clarec que T = g cad v que la funcidn g es Riemann-inte
grable (su integral es igual a 0). Mientras que la funcidn
f no es Rismann-integrable come se vid en el ejemplo ante-
rior.,

Cuando nos ocupamnos de funciones medibles, todas --
las operaciones crdinarias y en especial las de paso al 11

mite nce conducen & funciones medibles y asi como vimos en

la proposicidn (4-8) cualquier funcidn acotada obtenida --
por un procesc de limite de funciones Lebesgue-integrables
sera Lebesgue-integrable, en cualcuier conjunto de medida

finita. Para la integral de Riemann no es cierta, en gene

ral, iz afirmacidn an&dloga como veremos en el siguiente --

ejemplo:
Sea (Er)r - una sucesidn de funciones acotadas definidas
L 1
sobre [0,1] ael . . _D *
{1 si x = con q<n Ap,q8Z,
fr'r[ﬂ,l] + R  tal que » wws () = <
1 |
{ en otro caso
A‘:i '3-:‘_'"57'1' 1':1(.__\) - 0
fi 1w e 0,1}
|

€ [J “n Giro caso
- il 1 *
;'.I. L5 N R R | [", o) 1_]-

{E 2n otra caso

Laf s
L 3
|
'
wi|
-
l,_\
()

il si x € 19,

U er otrao

'
ol
£l
Q
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Corio cualguier nlmero racional r cal intervale [0,1] puede
i s ¥4 & H . -
escriblirse cocme — acon v, T & 7., 2a zZigue nue dicha suce--
: : ]

sién convcrge 2 ls funoidn

——,
=
iy}
[
»
(B}

o]

f: [0,1) » R tal gque = vwns flx) = <
tD si x € 0!
pues sicmpre puede encontrarse uvna funcién £, de la suce-

n
sitn, ta 1 {con solo tomar n = t+1). Es cla-

’—J
Na
=
Ty
L}
~
3
I

ro ademis guz cada Lr 25 Piemann-integranle en [0,1] vy su

integral es ipual & cerc. Ior otra parte f(x) no es Rie-~

0

mann-integranle cono w2 vidé =n el =2jempls anterior.

Log ejemplnz aercovior = corraeboran nuestra afirma --
2idn de que 1o familia de funcicnes guae sScon Lebesgue-inte-
grables e3 mucho mis ampiie que 13 de Zlemann-integrables.
A 2 - e (g T B sy s ;
Aln m3s, puede demogtrarse fcue 51 una
integrable el valor e

a2 Intersral de Riemarn coincide —-

corr el vilopr de =z litegrol de leresgue de dicha funcidn,
comn lo versmos mAs adelante,

Sea ¥: [a,b] — L una funcifn acotada vy
I = {x , X 4 ooy % )V una Darticidn de [ask)l. En &l capi-

tulo i azfinimcs para cada subintervaios 7. =[x % ]

los valoraso

t, (£) = sup f(x

nf (=)
1=
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tomando en cusnta lo anterior, para cada particidn 1 6P

[a,b]
puede construirse las funcidn escaldn ¢, ¢:[a,b] »R asi:
n
plx) = ) M, (£).¥%. (x)
P e

I
e(x) = ) m (f).x. (x)
k=1 K Tk

dichas funcicnes con tales que ¢(x) < f(x) < ¢(x») para =€ la,bl

La integral de Riemann de cada una de las funcidnes esca--

5 e b ®_=b n
1 2 I ;‘
J Pp(x)dx = J H(F)d% # J M. (Pax + ... +( M_(£).dx =& M (£).Ax
1 z J n =1 k
a N X ¥ )
A= ) 1 N—=1
b ¥, Xy X F -
J ¢(x)dx = J m (f).dx + [ 7 Gy F e ¥ mo () dx2 Z m, (f).Ax
] a2 n £k
% : k=1
a . T4 H
asx, T
|rL‘ (t
Notese que las integrales | vy J i corresponden respec

tivamente & una zum

)
Ie

superior de Riemann v a una suma in-

ferior de Riemann <2 f para 13 partinié: I. De agui que -~

podemos definir la integral

(i
=

rerior e infericr de Riemann

de la funecidn f en [a,b] asi:
(b e = b
I £ = 4inf ! g % | £ = sup [ #
) L ogxs ) ) p<f g

donde el infimo se toma sobre todas las funclones escald

2

Yy mayores que { y &l supremc zobre todas las funciones esca
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-

1én  mencres que f; como cada funcidn escaldn es un caso
particular de funcién simple se puede intuir que la inte-

gral de Lebesgue es una extensidn de la integral de Rie -

mann. Dicha aseveracitn viene fundamentada en la siguien

te proposicidn:

PROPOSICION (1)

Sea f: [a,b] + R wuna funcibn acotada. Si f es Rie

mann-integrable en [a,b], entonces es tambiZn Lebesgue-in

tegrable en la,b] v ademis
b b
e - ofe
a a
DEMOSTRACION:
Como cada funcién escaldn es una funcidn simple sera:
b D e
RJ f =< sup J ¢ = LJ f
OL(E
25 $ELIE) 7 "
y 30 b b
RJ f > anf J v = L o
5 L,'JQI,‘(f}' a a
b (b
¥ como para tods funcién F es LJ f < LJ f, resulta
=7 a
P b b b
RJ Foe L] f < LJ < RJ £ (1)
4
~a -a a A

, v asi de la expre-
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g b B b
Rl £ = LJ £ = LJ £ = R[ £
)

a

. . Ff es Lebesgue-integrable y R| £ = LJ f.

La proposicidn precedente nos permite no hacer algu-
na distineidn entre la integral de Riemann v la integral de
Letesgue para las funciones que son Riemann-integrables --
(continuas casi por doguier).

Muchas veces, aungue una funcidn medible f no sea Rie
mann-integrakle, para calcular la integral de Lebesgue se -
puede utilizar lo:z cenceptos de la integral de Riemann bus-
cande para ello una funcidn g que sea Riemann-integrable y

i
tal gue f = g cgd. Tor cjemplo, calcular LJ f(x)dx si

1

f: R R tal que x vwa>f(x) = < /x
3

es claro que f nc es Riemann-integrable en {1,4], pero si

lo es la funcidn

g: R +R tal que % waas g(x) = %E 5
VX
v ademds f = g e¢=xd. Por lo tanto
] 4 It g
;J fo= Ll g - RI 9 s o] = 2
1 )y L Ve .

El procedimiento anterior también puede ser utiliza-

do para integrar funciones no acctadas. Por ejemplo, para



la funcidn f definida en el ejemplo anterior calcular:
ﬁ
LJ 3 (1)
o

Es claro que f no es acotada en el intervalo [0,1].

Similarmente como en el ejemplo precedente definamos la -

funcidn g(x) =

3 |-

a la siguiente L( g.

Como g tampoco es acotada, tratemos de utilizar la proposi

nes no-negativas y acotadas que converjan a la funeidn g.

Asi cean gn(x) = min {g(x), n} paran = 1,2,... es decir

:
1 ; 1
= il T 2L =
p 'r‘fk_ n
— = fi =+ 1 - <
g, (x) = min =
TR
. 1
ol 81 ¥ <« il
Tl
es clarc guc la sucesidn (gq(x))n 1 @8 ¢reciente hacia la
A >

funeidn g(x) v ademds cada gn(x) es acotada y Riemann-inte

grable. Y asi: 1
(L ! 2 : ,
! a [ 1 f ' i -
Rl & = 82 4 ndx = {2 - =] + =3 para n=1,2,...
J n ) Y L nj o
0} it ]
3
1

por le tanto por oreposicion (4-12), resulta
1 ;1

r r)\‘ j
LJ g = 1iim l z = 1im i|? - =+ =} = 2
1] -2 ).G “n Ti-rn l nj n
1
L L! f = 2



RIRLICGRAFIA

Apnstol, Tom. "An&lisis Matemidtico'

Ed. Reverté, Barcelona 1360

Bartle, Robert G. "The Elements of Real Analysis"

John Wiley v Sons, N.Y. 1964

Halme:s, Paul R. "Measure Theory"

Springer-Verlag, N.Y. 1974

Foyvden, H. L. YReal Analysis"

Mc-Millan Publishing, N.Y. 1968

Sze-Tsen-Hu. "Clements of Real Analysis"

Holden-Day, 1967



