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En eJ presente t rabajo se pretende estu­

diar l a Integral de Riemann y especialmente la In ­

tegral de Lebesgue . A la primera de el las se le -

dedica el capStulo 1 , a la segunda se l e dedican -

lo s 3 s igui entes capitulas . En el Gltimo capitulo 

se hace una comp~raci6n entre ambas integrales . 
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CAPITULO 1 
INTEGRAL D~ RIEMA~N 

la integr>al d0 Ri8T!lann . t:n PJ. ~;~ cbturliarán las Drincip~ 

ma d0 rxistencia ~G Jas funcicnes Riemann-inte~rables . 

Sr:; supon,en conocidas lar- p.rop i ~dades de los reales -

como un carnpo c'Y'd~nad() arquimedeano. As í como tamhj én al -

gunas de sus propi ~ddcie,3 top016gj cas fundamenta] es, las --

qUE" SR utiliz2r,'3.n más que tod0 al demostrar p1 teorema de 

ex is t enci 71 dc las funci0~les Ri emalm-j ntegrables . 

/\ lo largo del (~apít\..'lo se trtILi=lj"1 en nnintervalo -

finito [a,b]v, mientras no se advier~a le contrario todas 

las C'uncionr-s se supondrán func} 0,1 E' S reAl es def i nida s V - -

aeotad,-:u:; eIl [ a, b] . 

nr.:FINTCION (1) 

Sf'a [Ci,r) '111 j::'ttervalo cerraJo v .=:Icotado. Una parti 

cj,ón ji de dir.l1o intervAlo es una colección finita 

x , 
1 

'= } dí: punt0s del 
.1 

a = :< 

TlF.F1NlrION (2, 

O 
x < x < 

1 - 2 
< H -: b 

n 

S~an TI V n d<.'s narti,r:::'one:...: del int'el'"'valo [a,b]. Se 
1 2 

d1.rc <lue la T,artjeión 1'2 c.,; In~8 fi n'3. Ql1P. ( o es un refina -

mjento ele) I[ 1 ' punto ele T, 

? 
Ss ciecir 

Tl
I 

e r.:::. 



r, 
L. 

,. üdl rJc::;one=:: de [a.,b] con 

'~r' "r 
j ,,- J";'" f " • e 1 

I>E'T:n-:T ;,' •• ,' 

{.... • :-. , r 

') 1 

~~rr~-lonCl~rip a 
r, 

F (~ ) I .....-X
l 

) 
. }- •• " 1 , _ i 

",­
" 

[a,1) Una 

'";(:! die,::> que f 

e'{l s -

,jE- t.i, . .1 ta' '1U~ r 1. T. C:!8 '.l' re!" :i.narnien 

t cj,~ ""n ~ r', J ,~\,.. ...... ,. 
e 

I ~ ( T . ) " C' - - " 

C' • C'.-..... - _ ..... c eo 
(.-

a a 

D F' I 11·1 i C.l C' },j (r) 

lo. 'JL,1. 

" (.,,) = C' 
~ 1 f.1 {fe"")! ¡: [ x, " ] J 

j 'k' ''' , 
.K - . J 

TTl
l
_ rf} T !' 

,.. 
{F{·~) ! ... ~ f [Xk _ ~ :< 1 1 '. ..,.. 



3. 

Llamaremos Suma superior de Riema nn de f para la partici6n 

TI , al .. 
numi"'ro 

TJ(TI, r) = 

Similarmpntp se 11~mQ ~uma i~fcrio~ rl~ Riemann de f para la 

part ici6n TI , al nC~ero 
n 

L ( Ir, :-) =- L IT\ ( f) . 1'. xl;: 
k =l 

PROPOSICI ON (6) 

Sea f una funci6n acotada en [ a,b] . 

a) Si TI ;; p 
[ a, 1 ] se tierL L(n, f) .::. '3 ( ,), f ) < U(rr , f ) 

b) Si r¡ y Ji I son Dart iciofles de [a, b) tal aue IT I ~ TI , enton 

ces: U(!:', F ) < 1]('1, f) 

Ler ', f) > Ler, f) 

c ) Si IT I Y TI 2 son d0S particiones cualesauiera de [a,b] se 

tien e 

DD10STRAr:I')N 

a ) Sea t
K 

G [xk -
l

" x
k

] · :nto~cRS mk(f) < f(t k ) < Mk ( f ) -­

para k = 1 , 2 , ... , n . 

Como I\x
k 

es no-ner:,at i"lJ para cualqui-:.:r 1:;: , se tiene 

mk ( f ) ·x, < f(t )~x < y (r\ I:::.x 
_ u 1'"- t, ): ~;.), para Y = 1.2, ... ,n yas! 

n n 
I rnk(f).l:::.x~ ~ r fet,.)8Xk k=l '- " =1 ,., -

LeTI, f) < seIT, f) < VeD, fl. 

b ) Sea JI = f x 
o 

x , 
1 

... , ).:: }. 
n 

3upunrlremos que n' tien e un 



4. 

'1 Il C • 

U(r¡', f) L l-L¡,- ( f) . ,1\, v k + ]'ví',:'). ( e - x -'.' _ 1) t t"''' ( f) • (z 1_' - c) (1 ) 
] = , 

d'-:mG(::. 

des: 

~·1 ' (f; - '~ur' 

tifl!(f) = ~ 

e ~:p 

-í'(f) .: J1.(~¡ 
1 

{ .r:Cx)! 

:=( x) I 

Jo-: G [v '=) , 
-J ~ 

A ~ [ ,., , ;. 
-1 

] } . 

< ~~. (¡) . 
J . .~uego : 

M ' ( f) • ( e -:>. • ) f· '1" (f ) . (~. - e) < H (f ') • [ (e - y. • ) + ( x . - c ) ] 
J-1 I J 1-] J 

:: 11 . ( f) . ¡\ x . 
J ¡ 

Utilizando est~ resultadr en l~ ~cuacl~r (1) 3P tiene 

n 
PCTI',f) < I 1: k ( f) • f' Xl, + f\l, ~ - ) ¿ x. -: 

k=l' l' -. j 

k;tj 

En farma siqi~dr ~e demu¿ctr~ lu c~~a Dar+p del literal, -

así: 
n 

L(n', f) = ) P\:(f) . L>.>i.}.. + Il' (f), (2-X.
J
, -1)+ m"cn. Cx], -c) 

k=l 
k;ij 

donde 

ir, t < f) :: inf r f (;-:) / x G [x. (..: ] j 1 , 
-, - 1 

m" ( f) = inf {fCd I x G [e, ~ 
~ 1 
J J 

(2) 



AdE'má. se satisfacen las 

11' (f) > m. (f) 
J 

" f 

d~~: igualdades 

r!1"(f) > m.(f) 
J 

, 

= m . (f) . (x . -x . ) 
J J ] -1 

= In. (f) . h. x . 
J J 

5. 

Usando estp resultado en la ecuaci6n (2), se tiene 
n n 

L(IT', f).2 I lTIk(!").IIY-
k 

+ n .(f).t\.x. 
k=1 1 J 

= L ffi}, (f) . tlx k k=l 

e) 

k;ij 

Se¡:l '1 = jl 
1 

L( TI' , n / L(lT, f) • 

LJ JI 2 • Cr")!"J1C' n ,... rr JI TI 
i" ~ 

'- " c . ,:Jera. 
1 l 

Len , " f) < L(n, f) 
1 

cler.. f) ~ ü( 11 • f) 
:' 

j, (l[ • 
i 

1) " • (1'" 
~ _ J ., r) < :¡ ( ,¡, f) < ti ( TI , n 

T, (r , 
J 

<. -1(1 , :") 
,) 

? 

~ t", [: [¡, ~ J 

í 
la 

w rl ~ i I ¡' ) / 11 (.~ P r ' 1 1 
d ,1.'. 

de f 2n ['1,1'], ,l [ 'í: ¡'t. - {T (JI f-)/rr r> p } 
- :: :::; 11 \) " ,. ':; [ a , b ] J , 



6. 

PROPOSICION (8) 

.3 e cJ. f: [ a. , iJ] -). JR 1.1 f¡ a r un C' ión é C' o t a da, [' n ton c: e s 

J LF 

a 

DEMOSTRJ\CJON: 

Para. cl.da b > G 0rbitr ario exist~ una partición n -
8 

de [ a ,b] tal que 

< 

es decir 

U(TI~, f) < 
(t 
J f + ~ ( 1 ) 

a 

Adcmás, por proposición ( h- C), se afi r ma que para t00a 

TI 8 P[a ,b ] es LCn , f) ~ U(TI, f ) . Utilizando esta desigual -

dad e n l a expresión (1) result2 
-

LCn, f) < fb f + 8~ 
.1. 

l.f- TI 8 p [ b 1 a, j 

qui ~r e d ecir esto q u e e~ nGmero r~a ~ 
( b 
I f 
}J. 

+ ~ es una cota 

superior p ara las sumas inferior es de F.1..ertan:r. de la f unc ión 

f. Luego pu~de asegurarse qu~ 

Sup {LCn, f ) ! n 8 P( a , b ]} < f b f + 8, e.3 docir 

a 

< 

Como ~>u ('s arbitrario, puede t omarse Tan pe'1ueño c omo se 



7 • 

qUlera, y 
... aSl 

JD ( 1 

f < ¡:: 

I " . 
.1 _ El a 

PROPOSICION (C)) 

Sed f: [a.~] ---W ura f J;l(::ión étCot2cJa. EntoncE.s las -

cuatro proposiciones sigui~nte8 son e~uivalGntes: 

a) f ps.kiemann-~n~egrable en [a,b] 

b) (Criterio de integrabilidad de rauchy) 

Para cad~ G > O existe un~ rartición IT
G 

~e [a,h} tal que, 

si TI
I 

y 1 2 son re-inamientrs de TI
G 

en [a,h] se tipne que : 

ISCD
1

, f) - SCII
2

, f)1 < ~ 

Para cada G > O e~iste UDa partición IT G de [2,b] tdl que 

si n es un refi: am~ento d¿ DG en [a , o} . Será 

o < l; ( TI , f) - L (J1 • f) ..:: G -
·1 fb f d) I f = I 

J 
-a a. 

DEMOSTf-{PCION: 

dad de Cauchv. ~0i: 
h 

= e f tal que: 

para ~odo G > Q eXJ~T~ una partici6n TI G de [~.l·] t21 que 

;-ser<..i: 

r 

I ~ (nI' 1.- ) - J I < -
2 

y f) - I I ~ ~ (1) 
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Isen, f) - sen, f)1 :: ICS(JI, f) - 1) - (SCn ) f) -ni 
1 2 1 2 

por lo tanto 

. [SU! ) 
1 

< IseJI
l

, f) - 11 + ISCII
2

, f) - II 

" b 
f) - S ~ II , f) I < '" ¡. :: b. 

2 2 2 

Mostremos aho~a, que ~i se satisface el criterio de integr~ 

bilidad de Ca~~hy tambi~n se satisface el de Riemann: 

Sea G > 0, existe entonces una partición ll8 de [a,b] 

Son refinamientos de rr~ en [a,b], se tienR 
e 

Es decir que 

... , y } m 

I I f(t]~).lJx}_ - I t(t~~HYkl< ~,para t k8(Xk _ 1 ,xkJy t k G[Yk -
1 

'Yk] 
k= 1 k= 1 .1'.. -

En particular puede escoge.:>se tkoY tkoen (xk _
1

' xk] y 

(Y
k
-., V

k
] r.?spectivamente, de tal maner a que 

1 

fCtk ) = 
o 

sup Cf(t_') / t' 
k. k 

para este ca·so part icuJar, la ctesigualG.ad (1) se convier t e 

en la siguientr:: 

:: (2) 

(1) 



tdmbi~n plCJO ~sc~ger t ' y y 
1 

[ Yk -
1

, v }...J resp'3ctivamcn \:.? , 

f(t' ) = ~nf ff(t-')! .... , r · 
Lk \-

k
1 

f(t" ) - '~u"'" ( f ( t- l' ) I t" b 
k l( k 

1 

9 . 

G€ ~ ¿¡ L mane;Y'EI (lue 

("'k ' ] } pdrd k :: 1 , . . ,n . 
'- 1 "J 

l y , y ]} prora k :: 1, .. . ,m k, 1 k 

Para estE cast la dcsigual¿ad (1) se convierte en Ja 81 -

guiente 

¡L( IT
1

, f) - Uen;;, f )1 = U(TI , 
2' 

Sumando (2) y (3 ) se ~btien€: 

G 
F) - LCn f) < 

1 ' 2 

[u(n , f) - LCn 
1 1 ' 

f)] + [U(J:
2

, f) - LCfT
2

, f )J <: G 

de dond2 

( 3 ) 

tren, 1:) - L(n , ~) .:: C; y l' (n
2

, f) - L(n~). f ) < G 
1 1 -

y as! se 2atisfacc la COnGiCl ~n de Riemann . 

Mostremos a:hora que Sl sr :.:;at i <'f'-lC '. la cond ':' ción de 

lb emann eni:onr;e~; fe f :: 
n 

r" <=. 

a 

Sea .:; > 0, px::'s¡~e el tnncl3 una l'Japt i.clón nC; de [a,b] 

tal que sj n es un l'c>finamiento J e r g en [a , b J, ~~erá 

ue n , f ) <' L ( lT , r) + G Y ~O"TIO 

t ') ( e 
f -<. T)(JT, f) Y I 

~ > 1.(11, f) 
1..3. 

se tiene rar~ tal partic16n Ja siguie lt e rlesigua ldad: 

r iJ f < u ( ;1, f) < L ( TI, f ) + G 
.la -
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f
u f 1> 

< f + b 

a -a 

Como G > O es arbitrario, puede hacer~e tan pequefto como 

se qU1er a, y é'lGJ 

(1) 

por otra part~, se sabe por Id proposici6n (8), que 

( 2) 

d e (1) y (2) se concluye es objetivo de la prueba, que es: 

r ~ = Ib 

f 
a _a 

Por último mostremos que 81 I b f = 
a 

ces f es Riemann-integrable en [a,b]: 

= 1 enton 

Sea G > 0, existe entonces una pa~tici6n TI' de [a b] G . , 

tal que -
= J

b 
f + G. 

y como ven, f) ~ UCIT G, f) c llando JI ~ n8, se puede asegurar 

que para toda partici6n TI de [a, b] 
, 

fina TI' se tien' ma3 quP e 

U(Jf, f) < (b f .¡ 8 (1) 
) a 

Similarmrnte, p~ra el §psilo~ dado existe una parti-

." Clon nG de [a,b] tal que 

f - G = 



11. 

y comc LCn;;, f ) .2. Lell, E) cuandrJ TI :J HG, se p u ede asegurar 

que par(J. tocla par-tjcién TI dr~ [.::1.,1;] más fina IJU nG, ~;e ti~ 

ne (b 
J f - º < Len , f) 

-él 

(2) 

::: TI 8 lJ n~, podemos afirmar entonces quc para to -

da partici6n TI de [a,h ] m~s fina qu TI
G

, será 

Jb < f- b 
f - G < Len, f ) < sen , f ) < ue n, f) f + G 

-a a 

Utilizando la hip6tesis, r esulta 

1 - G < sen , f ) < 1 + G 

es decir 

¡s en, f) - 11 < G. 

LEJv:A (10) 

Sean f Y g jos funciones acotadas en el intervalo fi 

nito [ a , b ], v ~ , Boas nGmeros reales . D¿d a una partición 

TI ::: {x , X , 
o 1 

igualdad. 

... , x } dp. [a,b] se satisface la s i guiente -
n 

Se n, ~f + Sg ) ::: a. SeD, f ) + ~ . S (n, g ) 

DEMOSTF:ACION : 

seTI, 
n 

::: I (~ f + Bg)(t
k

)·6X
k

; 
k=l 

n 
= 1 [( <x f) (t-k ) + ( B g) (t k ) J li x :-:: 

k::: L 

n 
= I ~ . f(tk) · \X~ 

1..=1 

n 
+ J. s.g etk)· liXk 

k =_1 
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= 

= ~.s(rr, [) + S.SCTI, 6 ). 

PRCPOSICION (11) 

Si .f Y g son dos funciones Riemann-integrables en el 

intc~valo finito [~,bJ, Y ~, S dos nGmcros reales. Enton-

ceE la funci6n.~f + Sg es Riemann-integrable en [a,b] y 

además 

J
b 

(o:f + Sg) = · t f + a t g . 
a a 

DEMOSTRACION: 

do el 

Is(n, 

Para un.::' part-'Lción cüalq~iera n de [a ,bJ , Y utilizan 

lema antl:rior, sel'á : 

exf + f3g) - {o: fbf + e Jb g}¡ 

a a 

b b 

= Ia:SCIT, f) + BS(IT,g) - ~J f-eJ gl 
a a 

< l' I ·1 S ( rr , f) -t + I B I ·1 S ( TI , g ) - f~ I 
a a 

Por otl ,¿. paY'"t~, com'"' .[ y g son R i emann- i.ntegrabl es 5 

Par~ cada G > O existen particioneG n~ y IT p de [a,b ] ta­

l es que si E es un refinamiento ele aniDas 0T! [a, b] será: 

< --- y 

tntonccs rara todo C. > r: exist"? una partición 

= IT G tJ II~ de [c.t,b] tal que si TI e3 un refinamiento 

-------
lo Sur ordrE'TIlos que a: i O Y S ;z' o. Si ~ = 13 = O lü prueba 

es tr> ~vial. 
Si unn de ,=:1105 e:- c ero se demuestr'rl e;:l forma si!nilar . 



de dicha partición se tiene: 
b 

I S (TI, a:f + Sg) [ cr f f + 

a 

PROPOSICION (12) 

a 

+ Isl G 

2181 

13. 

= 

a) Si f es Riemann-integrable en cada uno de los sub 

intervalos [ a,c ] y [c, b ]. Entonces f es Riemann-integra -

ble en el intervdlo [a,b] y adem~s 

t f = (1 ) 

a a c 

b) Si f es Riemann-integrable en el intervalo [ a,b] 

y c G (a,b). Entonces f es Riemann-integrable en cada -­

uno de los 3ubintervalos [a,c] y [c,b) y adem~s : 

a a c 

DEt10STRACION: 

a) Por hipótesis, para c3da G > O existen particio-

nes TI G Y TI G de [a,c] y [c ,b] respectivamente tales que si 

TI
I 

es un refinami ento de IT G en r a,c] y IT
2 

es un refinamien 

to de TII! en [c,b] ~ 

8 
sera: 

I S ( 111' f)' fCfl < 
G 
'2 

G 
< '2 ' 

a 

Sea TI G = TI ' lJ n" . 
G G 

Si TI es un refinamiento de IT
G 

en 

[ a , b L J a s par tic ion e s TI n [ a, C ] = TI' y TI n Ic,b] = TI" 

son refinamientos de TI G y ITG, respectivamente. 
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Además S (n, f) = S ( n " f) + S (TI ", f ). 

De lo anterior puede asegurarse que para el épsilon dado , 

existe IT
S = TI' U TI" partición S 8 de [a,b] tal que si rr 

e8 un refinamiento de IT
8 

en [a,b ), tendremos : 

IH IT,O -f(f ·tfJI = IS(IT'_n • S(IT ", fl - t f - tfl 
a e a e 

b 

< I SCIT"f) - fe fl + I SCIT",f) - i fl 
e a 

G G 
< - + - = S 

2 2 

f es Riemann-integrable en [ a , b ] y 

éJ. a e 

b ) Como f es Riemann-integrable en [a,b], para cada 

8 > O existe una partiei6n IT
G 

de [a,b] con c G H
S 

y tal 

que para todo refinamiento IT de' IT
8 

en [u,b ) será 

uen, f) - L(IT, f) < G. 

Por otra parte , Jl' = nS n[ a,e ] es una partiei6n de [ a, e] 
S 

para la cual si n' es un refinamiento de TI ' S 
en [ a, c] se 

tiene que TI· = TI' U T!S es un C' .. ~finamiento de nS en [ a, b ) 

( Coin cidiendo 10G puntos de [a,b] de dicho refinamiento , -

con los puntos de [ c,b] de TI
S
)' 

Entonces para cada 8 > O existe una partici6n TI G = TI S n [a, e) 

tal que s i TI' es un refinamiento de TI8 en [a,e] y 
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n = n' u nb se tiene que VCn, f) - LCn, f) < G. Es de-

Clr 

+ 

entonces 

I m
k 

( f) . 6 x] < G 
x Gn' < 

k 

veIT', f) - LCTT', f) < G 

f es Riemann-integrable en [a,c]. 

De la misma forma se muestra que f es Riemann- integrable en 

el subintervalo [c,b]. Como f es Riemann-integrable en ca-

da uno de los subinterva los [a,c] y [c, b ], por la parte Ca) 

de esta puede asegurarse que 

= 

COROLARIO (13) 

Sea f una f unci6n Riemann-integrable en [a,b]. Enton­

ces f es Riemann-integrable en todo subintervalo [c,d] de 

[ a,b] . 
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DEMOSTRACION: 

Como f es Riemann-~ntegrable en el intervalo [a,b] y 

d b [a,b], por la proposición anterior, concluimos que f 

es Riemann-integrable en el subintervalo [a,d]. Además, 

del hecho que f es Riemann-integrab le en [a,d] y c b [a,d] 

se afirma que dicha función es Riemann-integrable en el -

subintervalo · [c,d], 

DEFINICION (104) 

Sea f: [a,b] 7 F una función, Se llama parte POSl­

tiva de f a la función f+ definida así: 

+ ff(X) 
f (x) =< 

si fex) > O 

lo si fex) < O 

Similarmente se denomina parte negativa de f a la función 

f definida así: 

Sl f(x) > O 

f 
[-feX ) Sl f (x) < ° 

~_o 



Usando las funciones definidas anteriormente se tienen las 

siguientes igualdades: 

a) f = f+ - f-

b) Ifl = f+ + 

e) f2 = Cf+)¿ + 

d) f+ = max Cf, 

f 

e) f = max C-f, 

PROPOSICION (15) 

(f-)2 

O) 

O) 

Si r es una función Riemann-integrable en el interva-

Id [a,b], lo ser&n tambi~n las siguientes: 

a) f+ 

b) f 

c) Ifl 

DEl"lOSTRAcrON: 

a) Mostremos que' para cualquier subintervalo 

[xk ,x,~] de una partición cualquiera IT = {x , x , 
-1 ~ O 1 

d~ [a,b] se satisface la siguiente desigualdad: 

... , 

C 1) 

x } 
n 
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Exami;'"¡em():3 ~ 1 C'lSO En que el snbintE::T'"lalo [x
k

_
1

' x
k

] 

teng a l nenas un punto x para el cual fC~) :> 0 , en tal -

y 
+ 

ffi]r (f ) :> ID (f) 
'- - ! 1< . 

restandc la desi~l~!dad de la igualdad resulta: 

r _= L" ( e) m
k

, J ) - M, . .!. 
- K 

Por otr'a )ar·t'::l, SJ. p;:¡:ra todo x de [X
k

-
1 

x
k

] es f(x ) < O, 

se slgue que 

y así será 

'If (-:-+,. ~ Cf+) 
. ... '1_ ! ", - J.: - ::. 

y y 

Por con~igu~pnte, en ~0¿O caso se sa~isface Ja desigualdad 

(1), y d¿ pst~ h~cho se derl~ce la ~~gu~~n 'r~ desigualdad 

--(- c+) u'. J:, J. - L ( JI, - Le"!, f). 

Como í es K:'~mann-irlLegrat j e en [a, b.l; IJdT'a ~dda G :> O 

r::;X1STe una rarticiún JI .... de [a, t 1 ·t.1.} que s"i. 
>:: 

f + (,8 iÜ'3J!l1.nn--lr."tegral,le en la, 'J 1 . 

es un refina 

:;:;) Haciend o t,S0 de la. Ilipóte:::d s y de la parte ( a) 

+ 
de esta. proposic:::'ÓI!, se afirm.:l que f y ~ ",eJ. f'lnciones 

f'.iememn-in tegratles e~ [a,~] y pe:':"' 1,J proposición (11) po-

deJí,os cor cluir qut ... f+ - f = f .. -s u.r.!;:J f"unción :F~iemann-in-

teg~dble en [a,b]. 
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.L ,-, r = Ir! es una 

LElIfi (lb 

,"bl. ;- UTl'l fun,,:'¡ón r:ü··ffiilnn - integ:r.able ~:n [a,b) y 

2 
f(y) > G para 'coJo x ~ [3,b]. Entonces f es Piemann -inte 

DEI;OST}'J\CION 

~")¡=:;a n = { :.: ., 
o x 1 ~ • o o, ;< } tilia pdctición de [a,bj. To - n -

') 

:: r 'K ,. f • J '­
,ilk\oJ y 

2 ? 
L; ( TI, f ) - L ( ]¡, f ) 

n 
= I 0-", (f~) 

Y. 

n ? 
\' -;; L [[ M, (r; 1 

1(" 

l' - 1 _ .. - ....t. 

2 
'¡¡l, (f ) 

.í<: 

-= ",1' l' fll" (~. ') + T' (t: J'] r ',: ( f 'j' - ,(; ,. -F ',1 A '07 • )' ,j,}., • "y' ,,'}:\_.f Jo U ro. y 

Siendo f acotada en [a,~J 

tal q'!E' e par'} :- 01' ccns 'i,i:T,ui'-nt-e 

? ~ n 
U ( TI .1:; '- ) T (r. .r ,.) " \' ?,_ r (l,t (C:: '" ( f .) J- r, 

., . - ~j, lJ, L L. ~. - JT,
k

, , LI x ,!., 
j ~ 

} "1 

= 

L(i, .i)J 
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Co~o f 83 Fi~nann-intsgrdblc en [a,b], pare carta G > O exis 

1.tnA tal yue si TI es un refinamien-

r> 

U(iI, f) - I¡CIT, ) 
>::; 

: <? 
~C 

y por taüto 
2 ¿ 

UeIT. f ) - Len , f ) < º. 
ppoeOSIC10i,! (17 J 

r 1] 1 a,,' , .!0O será también 

DEt'OSJ HACJ OJ! : 

PO!' ;38[' f ]:;'iciTl.m r • int • ..!graLle pn (a, b], pOP propcsi -
.J.. 

<':"lt.t'~ l<.~s :f1lrlC'iones f I :f' ¡-~- lo L.on tam1ién. 

Ade.Tlás, 
+ f > (j ¡ .t= 

.1 > r:. 
,~ 

y (f - ) funciofle- 'nt0srablEs ~n [d.~]. 

PRGP()S:;:C~ON (·1.') 

,:- ) f.r; 

b) na." (f.,"-) 

l.' ) JIu n Cf,q) 

1'E1« STF.ACIOfJ: 

Evici'2I.T -:., V.l:?':; 

,. 2 
Ir-, 
t, I = f 

T;-ti_iizand0 la pl"~ 
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= 
1 2 
" [ (.f+z) - 1 

·1 

ma}. (f ,g) l tf + + I ~ I ] = g ! 1 - ,S', 2 

1 

I müCf,r;) = - [ t + g f -'-1 ] - . 
'/ e 

Aunqu~ en los prOXlmcs capitulas estudiaremos con -

más detalle lo~ conjuntos medibles ) los cuales son de gran 

impori..aLCiéi. para definir la integral de Leb<?sgue, en esta 

parte definiremos lo que se entiende por conjunto de medi-

di? CE:!ro. El ob4et o de esto es para en unciar y demostrar 

(:-L teorc:. J. eh:' e:d str:n ,la ce 1,J:? l' Itrrci onfC:S Riem.J,nn-integra-

(l onj 'lntc de T'll::dida cex'u) 

exici..c un."" col r:!r;ción 1l1,l...fnerE"jble (I ) 
, n n > 1 

de irJt(;p'h31os que 1: _ J 
~¿ :'; 

~(l ) < G. 
n 

n=l 
E,:,; ,;] apo (Iue '" VAC~C ~omo tam --

ti ér, 1:0 () con ~ U!1tc ;:-j"'Oí :,0 de 1 . ,lIlt,:)s . 

PROPOSICION (20) 

es u n 

co::~junto .jI.:! JaP,lir':o. Cc..Y'O. 

:UE)'-103TI<,AC':ON: 

Sea una cnle0ci6n numeratle de coniuntos -
<Xl 

el conj I~ntú E = \.J E 
- n=l n 

i c.. lo! J " í TU d ,1 0 1 



c.ada E 1m2 ~ '..J.~( sión ( 1 ) . 
n n· 1 > ~ 

-1 -l,t 

,.o 

I f(T
r

) 

i=1 :l 

r:)r::~r;" 11::: 1.,'/,._ 

00 O'> ( '\ 
.j": 

( 
Ú, 

"" lJ " lJ ! E: L 
.... 

c: U j 
\ rl ¡ L 

L 
n 

n=l n n=l i :: .L \] n i j n ::: 1. 1 i. .:: l 

. - - j - -. .. t (' ~ (1 r~ In t ' J Q a. e ere: . 

e l.; 
i=l 

I 

.f.CJ ) ¡ 
n · j 

L 

1 
J: . 

J 
" J 

< I 
n=1 

22 . 

= ro .-, .. ~ 
L 

lo [ a,b) :-,. -1;·;(' (~'l; ".s cier~o casi Dor dOQuier SJ. el r.:on -

[ ::¡ 1-] 
\, ... , ,,) 

docJ ,6 (;1' ::; i '-1 L' •• 
L - F(X) < g(x)} es de 

medirla CST'O. 

fJI:.FJNICION (2í j 



finito. Se define la oscilaci6n de f en I come 

\¡[ f, 1] SU1-

xGI 
re ,,:) - ir..F 

x81 
;; sup 

x,yGI 
(f(x) 

23. 

= lj/ x G 1 A -r 
J. es intervalo abierto}. 

Es e'v idente '.:jue vd f; 1 J > O, Y por cons íguiente taJll-

PROPOSICION (22) 

Sea f: .IR -)- 1R G JR. Entonces f es -

continua en X o Sl y 6010 si w[f; Ka] = O. 

DEl'lOSTRACION: 

Consid(~_'ano~; primCr&,I1o?Tlte que f es continua en x o ' -

Por le dicho an1.. :cic 'mE.r,te ~T COTl . ..>idp', .11(-") que le:. lonsi tud 

de] inTeF./e:l) (f{--'.,,)-8, 

qu P para cadd G > O e/:st~ un intervaJo abisrto 

J = (xc-ó, x n +8) ~~l que s~p (f(x) - f(y) < 2G . 
~: </8I 

Como G O '~ ar')itr '!L-·irj , s'':! conc1.':¡ye C¡UF 

lnf {SlJTJ = o 
:~:; y GI 

contienen al punto x o ' 

COESloJcpeP103 a'hol'a que "']~ f; }' o];; O. Corno 
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inf {sup (f(x) - f(v))/ I S CI
k

)l .. (""l"} = 
,...- , l',cl\' :.: ,yb1 

o 

donde (Ik)k~K es la familia d~ intervalos abiertos que --

contienen al p~ntc xO' Quiere Je2ir que para cada G > O -

siempre se puede encon~rdr un intervalo abierto 1 qu~ con-

tiene a X o y tal que sup (f(x) - f(y» < G. Es decir, -­
x ~ '/SI 

que para cada G > O puede encontrarse un 6 > O tal que Sl 

x S (xo-o, x c +6)c 1 entonces sup (fex) - f(y) < S, Y 
x,y~n 

f(xo)+S) . 

.c(:..;.) es continua en '~o. 

COROLARIO (22) 

La funci6n f: ~ +~ ~s discontinua en X o SI y s610 

e l' , ,T [ .ro . • • 1 ' O 
'-)- W .L .. '/"O.J /' • 

DE1".'OSTRACION: 

Iruned :L?t¿L 

LENA (23) 

Sea f : :IR + W una función, y !Jara c.::ida r' > O sea 

= {;.~ G JPI .. ¡( f; y] 

r'ra 10. 

DEH0S'I'RACION: 

E 
r 

c-.::; un conj l' Tro ce-

~Q~ti~ne a c0dos sus puntos de 

acumulacicJr¡. 1;::- Q0cir'; ql e Sl x (~S un pun-co de acumulFición 

de L entc~ce~ wff: xl I") 
1 

> - r 



25. 

Sea. x un punto de acumulación de Er y (Ik ) kGK la familia -

de todos los intervalos abiertos y acotados que contienen 

al punto x. Como x es de acumulación de Er y x G Ik' VkGK, 

se concluye que habr& al mAnos un Yk # x tal que Yk G Ik 

.'. w[f; x] = 

LEHA (24) 

V. kGK . Del hecho que Y
k 

G Er , V. kGK, con -

1 > -­- r' V- kGK. 

1 inf {w[f; I k ]/ k G K} > r 

Sea f: J +F una función y J un intervalo cerrado y 

acotado. c: j para 8aJa x G ,r es v.Tl f; x] < a, entonces eX1S 

te una partici6n rr de J tal que 

U(II, f) - LeII, f) < a.l e -.J 

DEMOSTRACTON; 

Por hip6tes is, para cada x G J existirS un subinter-

vale atiertc T 
-l. 

X 

-,¡' ... f,. 

que cODtiene a x tal que w[f; Ix] < a
on 

Es decir que eXlste una colccci6n 

abiertos de J tales que J c lJ I x xGü 

(1 ) 0J de subintervalos x XtP 

y y.l[f; I ] < a. 
x 

Como ,J es compacto, pu€.de extr'élerse de tal colección una -

tal que J c 
l1i 
U 1 

.; =1 x. -'- 1 

* Un sub intervalo abierto de J es In intersección de un intervalo a­
bierto de JR con J. Por ejemplo, s::' J =, [0,1], un subintervalo a-­
bier>to podrla ser rO, ~) . 

2 

~'~* I es la cerradura de 1 . 
x Yo 

unido a sus extrerrOG. 

En nuestro caeo sera el subintervalo I x 
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S8a TI el conJ'unto de los puntos extremos de estos 1 TI - x. 
l 

así definida es una partici6n del intervalo J. Sea 

< n los intervalos componentes de dicha partici6n 

entonces 

Es decir;: 

fe x) - inf 
xGl k 

para k :; 1, 2 , •.• , n. 

fCx) < a; k = 1,2, . .. , n 

k = 1,2, ... , n 

M'u-(f) .lix. - iTL1,(f) .6X l~ < a.lix
k l'. 1< _ 1'. • 

k = 1,2, ... ,n (1) 

Sumando miembro a miembro las desigualdades de (1) se tiene 

n 
I !fiJe ( f ) . frX, < 

k - ,. K 
~ = 1. 

vCn, n - LCIT, f) < a.lCJ) 

PROPOSICIO~ (25) (Teorema de existencia de la integral de 
Riemann) 

Sea f: [d,b] -+JP una función acotada. La condición 

necesaria y suflciente para que dicha función sea Riemann-

integrable es que tal función sea continua casi por doquier. 

DEMOSTR!.CION: 

Pr'imerallente c:sum.:::uno·-, que f es continua casi por d~ 

qUler' en [a,bJ y mostr emos que ta] función eS Riemann- inte 

grable. ".sí: 
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Sea G > O ymGJN 
b-a tal que --- < G. 

m 
Sea también 

r • , [ J 1 E ::: i- X G 1a,bj/ l¡.1 f; X>'::'}. m -m Por hip6tesis se asegura --

que E es de medida cero, lo que significa que existe una 
ID 

colección el) 1 de subintervalos abiertos de [a,bJ ta-­
n n> 

les que 
ro 

) LCI ) < G 
~ n 

n=l 

Como E es un conjunto cerrado (lema 23 ) y acotado, se pu~ m 
d t b 1 '~f " (T , e ex raer ~na su ca eCClon lnlta L n . ' 1 < 

1 

brirá a E. Ahora bien, el complemento de m 

i < k 
k 
lJ 

i:::l 

que cu--

1 relati n . 
1 

va al [a,b] es una colección finita de intervalos cerrados 

{.] 
1 ' 

J 
2 ' 

.. e " , J } p , que tienen la propiedad de que para ca-

da punto " J . Ci 1,2, . .. , p) ti w[f ; 
, 1 

z "-' ::: se ne XJ < - . 
1 m 

Quiere decir que cada uno de lo ':n -t-erv" "los J ..L .. ....... - 0_ i cumple las 

condiciones del lema anterior y por consiguiente, se puede 

afirmar que para cada ,J . existe una partici6n TI. tal que 
1 1 

1 uen., f) - L(II., f) < .t eJ . ); i::: 1,2, ... , p (1) 
J 1 m 1 

formemo s la 0artición rr de [a,b] como la reunión de todas 

las particiones TI· Ci = 1,2, ••• , p). 
1 

Los intervalos cOillponentes de dicha partición son los ln--

tervalos componentes de cada una de las particiones 

ni Ci ::: 1,2, ... , p), y los res tantes, que serán subconjun-

tos de 6 
i=l 

1 n. 
1 

Por consiguiente 



~8. 

2 y 
u ( fl ,.;) - L ( JI , e / < \ { II ( ]T • ; f) 

--. t.. l 
l=-1 

L(~j.,:)~ 
l 

--I fiUp (fex)-í(v) • .t.CI) 
l· - 1 -- \.,c1 J n l· 

< 
1 

¡:. ' ... 
\' j'J , - ) + ~ L. (. \. o.J ; a 

~; = 1 
_. 

i --: '1 

!:¡ -d 

J1l 
+ .[.c. 1- tjl w .:.., l Cl , J 

< G !- .1 [ j-; [d.}¡ J ] • e 

.. .t'., J ~ 

l-J [ f ; [a,b} 1 

k 

1 
i=l 

,te I ) 
r .. 

n. 
) 

. .t(J, 
Jl. 

1 

) 

(1 + w[ f; [a, b] ] ) G 

y mostremos '..:jue el c"n j l:nt0 de j)ld1 tOE; (.lA di :.,conti nuid2d, al 

:.:ual denoten ,2ffiOS ~,cr' t., es de' ITlEdiJ2' l..C10. 

tonces E = \) E 
Y.]..:1 ID 

. . ... 
pOS1.ClOn (2 G) e:, sufi,"'; enTe IT:l;str'A:' que 

junto d~ medida ' ,ero, as5: 

c!acia L 
m 

Por pr,2 

('C tU c on- -

ble, e:,{j Sl:(-;! t~ --:. CJ. ue s ,i n ~ JI , 
G 

entonce::i 

U(;';~ f) - T r r 
.l..J \, Jl .c-) < 

e . 
."l la co-::"ección inte'i'va los formados por 

la p.tr+ic-iGl" H, ~e tiene: 
TI 

I , .. J(f~ I,],,~xJ 
k::. 1 'K r 

= u~rr, f) - L(rr~ f) 
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por ctr>a particiona~se en dos 

subconjuntos, a s~bFr: 

E' Tr, = -r I 
""ITl 

E" 
TH = E 

m 
E' 

m 

ObviamGnte E:...J... ~¡ es de medida cero. pues éste po-
ir. ' 

see un narner0 finitc d2 elementos. Adem§s, cada elemento 

de El' es lnterioT' d algún int"er-.Ja10 de 1iJ colección m 

un Ik 
o 

t,:1 qle 

y '-;'0:'- ci.')nsiguien'::e para cada x G El! existirá 
If¡ 

1 
<: ~.¡ ~ 

" xl < !tl[.f; T L de donde ~ ~ , 
J.'l v 

' -(; 

l . ..e (1 ) < " r 10". T 1:.. r -r (2) 
m kl'j 

.. "! L .J.. ~ _ .. , • \....!.- '..-
00 J\. r.) 

1 .. , ., L } 1.3 rúmj Lió. de ip'rervalos q uc con-
j( -

2. r 
tienen en Entonces uti-

}; .. 
" ~ 

,~, !(::k " - 'o !.. In l:': 1 ,. }::: 

p 
donde 

1 ] r(r \ 
r'· . - .. ' }: . .' 

} J 

\.J l f 1, 1 , ! . 
"1 
L 

n 
\' .- ¿ 

}--= 1 

Lx. < 
r .. 

8 
Ti. 

..,.. ] " - . J., • D;"k 
~: " 

dí':! meci,da ceL'C. Como 



3 O. 

meiida. cero. 

LENA (2fi) 

f ' ...,... . . b' 1 una unClon ~lemann-lntegra ~e ta 

que f(x) > O caS2 por doquier. Entonces 

> c. 

D2MOSTP-ACION: 

Por proposici6n (15) se asegura que la funci6n f 

es Rierr.ann-in-tegrable. Además, para cualquier partici6n 

-
m (f ) = O k ' (L~: 1,2, ... ,n), y así LOI,f-) = O 

,'b 
',1- 6 rjon,ie ¡I f' -- O ~ _ . , y por conslgulenTe 

I _ e 
h , 

¡ f :. U 
j 
o. 

v nGPr .] a,D 

b 

Por otr¡:¡ pa.rt~~ f + ;:;8 tamh~!-éll -:ntegl'able y además J f+ ~ O. 

a 

(t; ,b 
f+ 

(b (D .c+ I f = I 
1 :: e I ; -

j 
.l . 

) 

a 2, a a 

PFOPOSlCION (27) 

Sean f Y g 80S runciones Rie~ann-integrables en el 

intervalo [a,b] ta~es qu~ f(x) ~ g(x) casi por doquier. 

~ t t.n on:;es 

f 
J 

1) b 
( 

J g. 
a ,,:.¡, 



31 . 

Por proposioión (11) se élfi ,'ma qU'3 f-g es una función 

Riemann-integrable. Además cerno f(x) - g(x) > O casi por 

doquier, se tiene b (b (1) ( 
O < 1 (f-g) = I f J 

g 
! ) J 

a a a 

(b 

J 
g 

rb 

J f 
éi a 

LENA (28) 

Si f ~s Rlema~n- jntegréible en [a,b]. Entonces ¡fl 

también lo 

..:Iande '1 ,.' 11 -u " .J.. I _. 
I " 

.; 

sera, 

rb 
i 
1 

) 

a 

f 

SUL 

DEl,IOSTRAC10¡r: 

y arlemás 

/D 

I < 
j 

2. 

I - i 
I! i < i I .c I . , ) 1 .f i, • ~ D-a 

flf(v" " ! . " .r.I,/ •• G la,0]}. 

De' 3CUSr(~o a J.a proDo:::ición (15)~ !f! serd P.iemann-

integrablE. 

de! [a,b] y 

ces 

Tom~mos UP& oar+ici6n P = {x , x , . .. , x } " o 1 TI 

. ,.... [,. ~x'., 'j' 
~. '" .r_, , 

}, j'- 1 ,r (le :: :1,2, ... ~r¡). Enton-

< 11 f 1I 
_ ., I Ck:::l,2, ••• ,n) 

MultipJ.irancio por y ::-,umanc10 3'.:: 

n 

-i!f!!·I 
k= AL 

., ( I F' " IJ. X'Ir 2. - ::; rr, I t; < '. 
r-' Ifl' 11 li -< ,) 1, n ,! ¡ i .2. , f I í f::.x . 

.k 



de donde 

I S ( n ~ f) I < S (Ir, t f 1) < I i f I iC b-a) 

Como lo anterior se cumple para cualquier partici6n 

TI G PI 1]' se concluye que a,D 

f 
b 

a. 

PROPOS ICION (29) 

I.¡::· I 
i L I < 11 fl! (b-a) 

32. 

Sea (f ) 
n TI > 1 

una sucesi6n de funciones Riemann-in-

tegrables en [a,b] que convergen uniformemente en [a,b] a 

la función f. Entonces f es Riemann-integrable . Y además 

I
b 

f = 
a 

DEl-'íOSTRACION: 

II f -fi! < n J 

G ::;iempr€ 3(b-a) 

particióT1 TI de 
n 

ía,b} 

... , y } 
"' 

se i-iene 

Ir. ( +,' 
.)TI,.1.) 

I 1 n 

tal 

.-b 
15m 

J 
f 

n 
n+co 

a 

que n ;. 

que Sl E 
1 

= r X 
lO' 

también una 

X 5 ••• 5 

1 
x } y 

n 

Por otra parte, Sl tomamos los mismos puntos 

pa.ra f V 

I"'(n ~) S(r. f \1 I"I..L(") · (.\ ".r:- ~¡I(b ' b !w JI' ''''' -" dI' nil < L..i. :[k - t ,L1}1·Ll.x, ~ 12"" -"':"!1' -aJ<-;:;-_ n A .K n ,:) 



,', 

33. 

En forma similar, para la par't"ición II 2 , si se toman los JUlS 

mos puntos ~k b [Yk-l~ Yk ] para. f y fn' se obtiene 

Además se tiene 

G < -
3 

sen ,f) - sen ,f) 
1 2 

= [sen ,f)-SCn ,f )]+[SCrr ,f )-SCTI
2
,f )]+ 

1 1 r: 1 n n 

de donde + [sen ,f )-s(n ~f)] 
2 n 2 

¡S(n ,f)-SCI! ,f)! < ISCJI , f) - SCn ,fo)I, + Is(n ,f)-S(TI .f )!,+ 
'1 2' 1 1 n ] 11 2' n 

+ I S (JI ,f ) -S (JI ,f) I 
2 n 2 

< 

f es Riemann-inte[rable en [2,b]. 

Como f Y f
n 

s-,n ambas intPgo'ables, le. será tamhién r - f , y 
n 

éln ,_ericn ... · r'esul'ta 
(b 
I if-fn; < !! f-fnl!.(b-a) 

a 

pasando al limit~ es 11m 
D_¡.'" n'*oo 

lím '1 f-f II.eb-a) = O n 

t '- D l' l 
( 

'" ., ... ( r=- \ 1...l.m I f ::. O y ::"le:''''': -'-J,m j = G ..... _4 '- -L 

J 
... ) JC TI 

n"'l-"" '"'1-+0; 
a 'o" a 

(s. ,D 
I f " ~ I 1 , ... .L l..rn 
) J n n...>.'" 

~ 

e 

Es de impori:ancj a qul" :La , c o::J.'!er?encia :' f ::; ~C1, uniforme, - -

pues si ~stJ DC lo ~3~ LO 0uedc asegurarse que f sea inte-

graLle y/o q'le fD f = 1 .. ro 
f Por ejemplo. sea la su 

J.., ' ... fll . 
J n .:¡_· ... cn 

3- c.. 



cesi6n Cf ) 
n n ;> 1 

f = n 

definida 

[2n \, 
I 2 

< n-2n 

I 
lO 

" aSí : 

si 

( 1 ~ x - -;¡-) Sl 
_n 

5l 

34. 

O 
1 

< x <: 2n 

1 
., 
.1. 

2n < x < n 

.., 
.L - < X < 1 
n 

Es claro que para cada n la función f es continua en [0,1] 
n 

y por lo tanto integrable. 

Además la 

J
I f ::: 1 

"2 O n 

sucesión ( f ) 
TI n >- 1 

función 
( 1 

f ::: O. y como 1 O 
Jo 

li.rn 
n->-ro 

Por cálculo direc t o se obtiene 

para. n 
_ ., r¡ 

~ ~,L,... 

conver 'ge puntualrnente a la -

dx ::: O se tiene 
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CAPITULO 2 

ALGEBRA DE CONJUNTOS y FUNCION MEDIDA 

En el pres~nte capítulo se estudia en 

forma general las propi~dades principales de la 

clase de conjllntos que fOY'man una a-algebra, ya 

que interesa~ en el desarrollo de la Integral -

de Lebe~gHe partic\llannente, eJ estudio de la -

clase de sub-conjuntos ITtedi~ de JR la que con~ 

tituyc espec~alm~nte una o-algebra de ronjuntos . 

TaP.l.bién se estJdi., en forma genpY'al ló. función 

dad·::s JTI2.S importr:nt:F:<" pera luego en el pr'óximo 

cdpi~ulo eSTudiar una medida especial, como es 

la m,~diua rie Le:bes~u·':!. 
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ALGEBRA DE CONJUNTOS 

DEFINIerON (1) 

Sea X un conjunto. Una clase no vacía R de subcon 

juntos de X un anillo 52: 

i) A U B G R cuando A, B G R. 

ii) A - B G R c~ando A, B G R. 

Es decir que un anillo es una clase no vacía de -

conjuntos, la cual es cerrada para la formación de unlO 

nes finitas y diferencias. 

EJEI1PLOS 

Sea X un conjlmto: 

a) El COIljUr:~O C" ~} 
. ~ ~ . ) es un anl.LLO. 

b) El c :mju~to P(X) es un anillo. 

PROPOSICION (2) 

El c onj unto va~ío' pertenece a todo anillo R. 

DEMOSTR~C1CN 

Sea R un anilio y E G R. Por (l-ii) se concluye 

que • = E - E ~ R . 

PRoposrCIOrl ( 3) 

ln,a clase EO vacío E de lJar·tes de " es un anillo '" 
si v solo ':'l Se cum:;,ler las dos condiciones .. 1 

--
slgulentes : 

-i ) .... , A () B G R; O::l 1-, , B G R. 

ii) A t. ¡; 8 R; ::'l A : p 
~ G R. 

1 En realidad si R es un anillo, puede demostrarse que: 
i) (R, t:J.) es un grupo abeliano; ii) CR., n) es un se­
ml-grupo; iii) la Q~eración () es distributiva respec 
to de ti. 



jI. 

DEHOSl'RACION 

-s· .1~ L U.! 2··illr:~1 PS 

cerca o para la formación de. d_ j- :: e ,e 3. _ s-,-m~-: rici'_s e 

inTer·secci.ones: 

Sea A, B G R. Co~o R ~s VD ani'lo, e! - B) ~ ~ 

y (B A) G R Y por consibuifnte 

A A B : (A - E) U ~B - A) G R. \j~ 

Ahcró. ')ien, cumo A tJ. B Q R por ~" ) y ~ TJ BGR .. 
púr hipótesis. '-~ endreJno s 

1\ (1 D = (1\ Tj B) (A b B) ~ R. (2) ,J 

i\hora hay que ffi0stl'ar que si l~ ,.-:;'6 "erradí' para la 

será cerr'ado para. la ¡·or;r-..ación de uniojles y diferencias. 

13a8ta !)bSer'Ja.I· la~ 19ualdades sigllieT'TC-, 

PROPOSlt:ION (4) 

Un F...úi :"10 ?- es cerr·ad'.J Dara la formaci6rl de -mi:>-

nes finita " e interseccione:3 finitas. 

DEMC;STPA2:LON 

un·:;. 

<::: '. 
___ e¿¡ "'i.)l-i<n 

s~cesien finita de 
n 

(l) A.)f.?R Y 
i=l J_ 

A- G R 
l 

l = 1, '- , .. .. , n 

e l·::!rrlentos de; ? Hay que "10,trar 
n 

( () A.) G R • 
. 1 l l=-
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Por d(::?: TJ.ición (1) y (3-i) se tiene 

" ') ... 
~J A G P " n A .Q r . 'Í H 

i =l 
~ i=1 ..l.. 

Supongamos que la Jr0posición es Jál ida pÓ.ra n-l. Es 

decir 
n-l 

A' ;:: (U Al) G R Y 
i=1 

n-1 
A 11 = ( (1 A.) ~ n. 

l i=1 

Usando naevaffie~te la definici6~ (1) y proposici6n (3-i) 

se puede asegurar C}U'~ 

y L (, F. 
L.Io!l ':; 

pero 
n·-j n 

Al U A ::: ( • T A ) lJ ,,>-LI 
n i--' l Ji. 

-.J.. 

= -J /\ . 
i ::-1 

l 

ry:, 1 
TI 

A' n A'n = t A. ) ( ) 
., :- r1 A. ... n 

i=l l ;-i 
i=l l 

n !l 
I U .14 • ) º 

.~ y ( f' A .) 
~ R \ -l' -, '. I . . 

-- -, i=l l 
l-L 

DEFINIeION 5) 

Sea X un con:: unto y R c P( X). R Gsrá. un cr - anillo 

si: 

i) A - B G R cuanrtc A, B G R. 

, ') S': (A '\ l .l . L -, 1 n n> es 

eptoT'lces 1.. TJ 
n=l 

una sacesi6n de ele~en~os de R 

A ) G }{. 
n 
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Sec:. i": un CCTJj unte) y LX e Fe X). Diremos que A es 

un álgeLPa si: 

i¡ A ~~ un anil:o. 

. . A " ll) S l f.':. º- _ 

X G !~ º G A (por ser A un 

ani 110; . 

DEFINIeION (7) 

S-3d X .1:1 ce.J unTO y A e peo. :Jiremos c;;.u.e es 

un a - álgebra ;3 -1 : 

j) PI es un J - aniJ lo. 

ii) Si A G l\ , Al G A . 
E,TEMPLO 

E.i '~cnjllTr;::o Fe~) '('s un G -tilgf:-1r •. 

LEdA (8 ~ 

La ir.terscccién de toda tamiliti de &ni 1.10 es un 

,:llli.llo . 

DEMOSTRACION 

3E.~ (P')"1 una familict de anillC)s ~e partes ¿e X; 
l J.b . 

:~y que mc)8tra~ oue 

V l G 1; Y como cdda 1'. 
1 

r', 
iG.L 

es tUL 

R. 
1. 

es un anil.lo. 

A, B G R. 
l 

dilillo, tendr-=-mos 



)or lo que 

A T , d ~ } ,., .-, 
l 

l · - jj 

'" 
j{..; 

. 

A lJ .J ,-; ,.' 

iGT 
R. 

1 

A - P G () 1<. 
iGJ 1 

,+0. 

4 1. G -r 
L. 

V J 6 1 

R'; 2S Lerrado p-3.1-:a las Uf'lon,=:s finl tas y dif er¿n--

Clas. 

PRúPOSICIO\ (9) 

Sed X un conj unto y furia cla "e n0 va.cl a de partes 

de X. Ex·: SL:c: er.tOi1cc:s U ~l úr~i (~o anille .Ro de partes de X 

que cont;enc ~ € Y ~s contcnid0 a la vez Dor todo anillo 

R de partes de X iJuE. ~O'1~iei1E~ ,1 L.;. 

DEH007r<,,':lON 

110 de p¿rte~ d~ x que :on:i~~e a (, vues r(~~ ea un ani 

llv. 

Sea (R ').""T le l¿1J:1Íl ió. dé-_ a.n:~llos de pé1l."'tes de X 
1 1.'i .1. 

~ (~ R. , 
1 

Po:c pI 

y sea Ro = (1 F ... 
i 21 

T") ., O u':: un ::;¡,ni:'lo" y por cons-

t!'ur:ci6fi 'O L le 
1 

•• . ro -
ltj ~ .~ ...i. .. 

u • í: .. "".~ .. ,} (t i. -----



t <... n R. = Hu , 
iGT .J 

pues ~ e R. 
l 

41. 

V i G l. (hJ"i..e.c~ d~":::"::...· ·.:::::;to qUé P'o es un a.nillo que COTl-

que conti2ne a ~. 

todo anillo R. 
l 

Hay c;ue l::1:)S (" l.'é;.Y' aher\J Cil¡e R O e:::: único. Sea F. . el 
lO 

; 
péq1.:.,~io aIlillo ccnt":enr_ 1'; • Entonces R. Ro mas q\le a c 

lO 

pues S c Ro y i-<.o e3 Li.r! ani.Llo. POL" o"tpa parte Ro c R. 
lO 

por definici ón <le Ro' For lo c;ue s(~ COi1c~uye que 

RO = R.: • 
.Lo 

lIGTACION 

FO es el mas peSJefiotnillo d0 partes de X que 

por la clase a y }.o denot":u'c:n03 por :K( f;,) • 

Pl:W.f'OS ICI 01, (10) 

Jea ": -Jn:::Ol)~ Lmto y ~ c:. ? cn. '1'od,_ eJ em~nto de 

P (t:) est.:'~ COI:. iJ·Lid.c en U:12 lmióll f-:.ni ta de eleID,;mtos 

de <;;. 

DE!'10S T1\./'-.C::;: OH 

,:: €a R = {t:\, .:. A E.;3"'::a ;..:·::>r t ~ j¡id.v es una unión 

R asi definidc es U~ a~i]lo. 

Sec.u A, P G P.. Lxu,Lel! entonces dos sucesiones 



n 
( A_- ) J.- - 1 J. - _ 

y 

por lo OUE: 

A U r c 

-i_= ]. 

TI 
( U 

i :::-: 

A.-
1 

20n A-, B_ G ~ tal que 
l 

y 

ro 
( u B ), 

. .c 
.1.= 1 

rn 
U B· 

~_=l l 

cür: 13-
1 

L ... ~iSLen , ó..::;í a lo sumo n + 111 ,,::lementos de ~ que 

! I í J.3 ¡; J~ 

por ctr',~ Dá.rte 

:~ 

" - E G K 

n 
U A,' 

i:;:l L 

( i) 

de (~) j (2;:31;;. c .. ncJuye que) es -clíl c-1.nijlo. 

r~ t:'Vi.1 .. 1·JL~~ ( ~)O.C /1()f"j 1!i.2 ;4é,r· (1 e 1<) qUE 

I'e U.::-':'lI' e'-" ) rlUO:: R ,..~ C'"' -" nn , n ; .. 110 Ge !Jar'::~s u 

LE!1,A (j 1.) 

~ C' P. r • 
,~UJ ::::. 

, X --::ue con 

La inccr~, xción rjp -roc!. .... ,_ f a.mil ia ':ir;: o - anillos es 

un a - éln lJ. ::. o . 



de 

.::t) 

x. 
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~ca (e:. )':( ' 1 Uf'.a f .:;';Tn~ia, de u - anil~o::: di" pD-Ftes 
~ .J e 

}la.y quc:-; 

l .. B f 0 , 

(J = n 
jGr 

G . 
l 

A, B ¡=. 

¿s un a - .:3.Tlillo. 

a. 
l 

iJ i. G l. Como 

caJa. (j. es un a-é!.nJ,~l.C, se tjE;rJ.e A - B G a. 1J. iGI, 
~ l 

por le, que ( ;'\ - 'j) ~ ('¡ (). = o 
i~l l 

( :! ) 

bi SC2 (A) ~ ,me:.. SUCE:::si6r. de :;l-::rncntos ce o , 
n n>J 

entonces 

(\ ) 
n r,> 1. 

V J. b l. 

CCillO c.:.1.Úa v. A, c"'~Taiü }ié'r2. las llnl01Jf"S Tlufltérables, 
col 

S~ ".:iea2 (ij A ) L 

n=1 11 

"" 
U 

, 
." 

i. ) 

;1-1 TI 

c. 
l 

() 

i~_ 

í¡ í G 1 p/J:':- 10 (~ue 

:: a ( 2 ) 
l 

J(~ (1) :> \¿) se ... 01(...:luY0 ClI;..: a c: UJ a - dnillo. 

f'FC?CSICJGH (12) 

1 , 
'-J,. ~}.is :-,. 

LLi'lOSTPhCION 

.; una cla2í::: '10 par-

u - an.i2..lo de 
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fj - aYli llo dE:: p,-·:'.::ct.cs 0':' X quP c0n~:ú~nc- a [" pl.t(~s POO es 

un 0 - a r¡j .: -'-o . 

v tai que J ~ca a(t:,) = n 0-
1 "1"-

1\::;.L 

Por tI lema (11) Se a~sgura QU8 J(~) es un a -

se "tiEne 

0(0 e e-
L 

Sea (J. ,~J. m~s p -C!.-~ll ño 0 - ¿,ni11o 'lUí-; con Licne a 
.1 

t;. EntoDC'C:'s 

Ad eJTI '1. s 

de (1) y 

NUTA 

r .., "\ 
\. - j 

" 

pUI?S r. C' {.leE). ( j ) 

o (¡;:) = 



4 S . 

qUE contiene al;. A dicho 0 - a!Jillo s(:: 1(;: llama "el a -

PROPOSICIO~ (13) 

Se:3 X un ccnj 111, to y E; una clase no vacía de pal~tes 

O,2 J~. :nton.::e-, caca ele!leTit) di:-. o(U está contenido en 

DEhOS'TP.ACI01\ 

nl~s 

l :: 

s~~ a = {A e X ! P ~st~ contenido en una un16n nu-

( 

,'7> 

A.-). -'1 
..l ..l"_ 

. . •. tu '_ C¡U'-

clef inid:l es un (J - anillo. 

cvn A. G t., 
l 

l.) J\. y , 
..L::l -

y 

.b e 

l' ,""\ r 
D · ::; rJ 

J 
o 

U B . 
_: -1 l 
...... --

en'tonceS A.. - '3 e ¡.., el! A. I!0' lo 'lUE: 

UJ 

CA-:l ) CCl"t . 1 
i l 

l=l l 

1'1;. - 2. 

e~)to c,,'lC: j:'c....!","'- c·J.úa {\ e;.{i.:,t~ una. slicesión 
ú 

h b e ,., :- 1 '¿ cal I'jue L, , , , 
n 

l 

"" 
.\ c: 1) 1.;.\ TI .. 1 r¡ 

n n , - , 
i.::l l 



En tor:C~':3 

n ,\ e 
1 n n= 

1l ( t' 
n-:: i::1-

c. ) 
n· 

l 

4G. 

p~r lo 4ue U A e~tá cunt2niao en Lna uni6n numerable 
n :: 1 n 

de ~~~ment0E de ~. :8 je~ir 

ti A n 
Tl:::l 

-.. 
\::; CJ. ( 2 ) 

De (~) y (2) ~e ..:::oncll1~r€ qw·~ CJ '::!s un CJ - anillo. Es 

clal'O, ade.rr.:ís Q'1e t; e 0 _ 1-01" lo '1 JR !) es u.D cr - éi::1illo 

de parte:::; (le ¡. ql..::' (!C'lr::ü-:1L o. ~, "7 1'1..'1" con::;iguiente 

LEMr'. (14) 

La in1.:E;T>s<...cc::'Ó::1 je toda .!.rJmjlia Je cr - álg2'oT'óS de 

iGT 

11 
1-,. 

'1. 
2S ur.a a - 5.1gebra, de X. Hay A :: (i 

l) Es inmed.i.ato, ~.or lema (."!l), r:jU P t\ es un 'í -a.ni110 

ii) Sea A ~ A, qu~ere decir esto qUR A G l\.. 
l 

v i G 1 

f1 .~ '1 Y comí' cc..oa "i es una C' - algebra, t '. neremos 
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'. IrA 
" t ' lJ. ..... (. 1 Y así 

,\ 
, 

G 1 .4, = A I 

i"';l . ' 

De (1. ) } (i 1.) 

I' '<,OPOS 1 e Ií")l·r (! 5 ) 

~f.Cl. X ~d, c:;r.ji.lTI"Lu \r E, L'na clase T:O vac':a de partes 

por toda G - cil.sebC'c. A. 

n:LHGST"Ot.CIJN 

Se Jue l.~ a.:;eg:urat"· la f'x1. . .:t.enci:i de a] Tücn,)s U.na 

C', (,'l. . 
Jea ,~_) 'c 

J, .1 . .1 

ce X tal 

POi:-

V l f. :r 

, 
TI-= é! ,4 ( :::: (~S 

n A. 
1. iGI 

bra, y por construccj6n d~ ~([) S~ ~~ene 

Además 

t; e () 
lGI 

1\ 
l 

A. = A (-) .pues ~ e A., 3J 1 G 1. 
1 1 

f'.,r.OY3. hay que m.ostrar qtlP. A(~) es ... ' 
UD] ca. 



4B. 

A ~UE.S E., e A( O . (1 ) 

:.::e -::icne 

í~, ( t;) e ,~ , 
J O 

Luego (1) Y (~) ~c concl~ve 

A( U = f.\. 
lO 

NuTA 

A( F:) se lláITu.=t lila. a - á::"gr-_l r.:l generada por t;, It la 

cual es la pequoía 

D.crINICIGN c. .. G) 

B,I A 'todo t~lemen'i..o de: le 

Kót-ese que todc CClDJun·,:o cerrddo es un 30reliano 

puesto qUé": es el cO'flpler!I".ntú 19 '.Jn~vnj un"to abi~:r1:o . 

es tambi,OH un 130l:'<-.üian0 



,.. 

PRo-aSIeION (:7) ____ o ___ _ 

Sea ~ un ále-brd ce conjuntoE v (A) :1 una suce-
- n n> 

si6n de ~18il2DtOb de A . Lxiste entonce~ una sucesi6n 

ca ) d~ el~mentos i~ A dos a dos cisjuntos y tal rl li.>.1 

que 

DENOSTRACION 

El 

-1 
!..J., .. 

8~ 
'" 

l' n 

::; P 1 

:;: A,¿ 

=. l"l-l 

:: l'; 
n 

1-\.1 

- ( A. 1 

[3 
TI 

U !-,., 

:: 

\ , 

lJ 
ü» 

[', 
n 

::: 

::; 

--

}r . .):. 

Al 

~ n D? 

A ,~ tI -' 

~lones de cl~me~t~8 de A estdn en A 

'tos. Sea .a " 
Tl ..J 

(,GI! n. ::;upongórnr)s 

! , 
n A ( ", Al n n A 1 D -TI: 111 - n¡-

B :: ti. n A I ( \ n Al ( \ . . . 
n r¡ ! m 

• A; 

! I 

/\ 1- n A,·, 

I 

(i ¡\~~ r 1 

3 º A n 

dos ci.is-;un 
.) -

m < n 

I 

nA - n-l 



! 
[, 

m 

te T' J 
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(;uJ!lü er, B él pa-r:'(::(..!r: e 1 ccnj unto A y en B aparece 
,,1 ID n 

P ,..J 
111 

n B -::::P. 
n 

SeguíCLament:e haJ qUe Jfi').3TI'ar la igualdad slgulen-

= 
n>l 

A 
.'l. 

B 
11 

e A 
n 

:::odu ~­H, la inclusión en 

1m sent~do 2S clara, 22 decir 

S E.. a 

p 
n>l 

.3 e . .. U !\ 
n n>l 

( 1) 

Mos'Ll'e:nos a=lO:::'d 1.:1 i.-1C] usióll en el Otl-'O sentido. 

n>l 

U 
nGN 

'1 

r , 

U A 

n 

A 
n 

::: 

r. 
n 

13 
n 

( / ') 

que 

T ' .... ' 
nGiJ 

B 
n 
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FUNCI0N Mt.DIDi\ 

E"Stl1di.ará paT'ticula~ 

COl.j untos .10 j-'(X) y su CC~Om]niO ~~ el siste -

\l _. --- -:- i[ I~ "vv,,-' V (r:) • 

EJEi'lPL'J 

Sea 1 U.Ti in-:':fT?c:lJ o \ ab: er· rD, c": rada _ a semi-abier-

~ cea] n~ denota por ~(T) , -

-:::OTn') la jifer,enci¿. de 10:-; pllTI tos ex-C:t."'erlUS 

..J _. Cl. 



DEFlPTCI,:N (19) 

u 
11!:: 1. 

NOTA 

52 . 

(~ ) dp el2mentos de ~ dos a dos 
11 ]l'1 

\,( 

'1 ( 

~, 

U 
n::: 

cue T] 

n::l 

T:: ) 
1 

,- \ 
\ ¡- I -

i' n>.l. 

ro 

D ¡-o ) 
TI 

- ,- .'-

::: 

-= 

f - L G 

E G <, 
r· 

\lO 

se 

) v(1' ) 
L n 

n- I 

<Xl 

\ 
L ....... , 

01- ..L 

v(L 

=,' -
•• j 

n 

vC"') - v(f) 

r: ¡, enl < +00 
" ): --

~i la~ iglalóadec 

se cliIl1pl~n FcJl."l s le .S.l(nes ·r=-:"r..i-:af"'. se dic'-' que \i es f:i.·-

re:::.pectiva-
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mentE .. 

Und función de (:onluIlto "U", CU 
~ -

yo dOJTI.l.nio E-~ un ry - álg·::bra A e PCX), es L1.amada mp-di 

da 3l . 

i) ¡l ( 1')) ::: O. 

2.i; ¡¡ ( A'~ > O, :". P ~ A • 

iii) ~ es numerableme~~e aditiva. Es iecir, 81 

CA ) es und su~esj6n de elementos de A dos 
TI n:..1 

va, pues 

E.JEHf'L(· 

rOl- de·s rlÜ·; j tlTITeS , 

ji 

n 
.1 

.' -, 

ro 

( 1..1 !\ ) -... 
1 '1 

n~ 

A. = t¡ U 1"2 
.1 

,. 
sf..:ra 

= 

. .., 

1 
11:. :r 

i1 (A .. 
, 
) 

11 

. • '. U i\ IJ '!J TJ ,~ 
n 

un"'l T:1eClid¿ :iii1it:r., puoS p~:;) < + '. '.j. 1.: c S. 

PROP0S:CION (~l) 

C8S v es 
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:JEt10STEACION 

Y'á (¡:- - :u ~ A (por s ':!l' f\ CE.eraCa 0c.ra las diferen--

E () (r - .r) = JI ~:;,~ t:':'eno. (pc,,~ C' (~r J.l fir li tamente adi ti 

Vn) 

lJ(f) -:: ¡¡(:::;) + l;(F - 'E) (1) 

po:r 10 tantc ~(L~ < jJ(F). p1..:C-::3 ¡¡CF - E) > O. Lo que --

signif .-i Cá. que ' 
. 

:.:~-. I"'OnOT0f 3.. 

~lF - F) = u(f) - »(F) 

PRGPOSIC~O~ (7~j 

g ~·DJ·.~ ~ A 0' 2 r'l~T' ,-
- \,4. ':' 1'", 1. .~) \J e ./. ~ 

.~) Si r ,.., A 
J.I \-: :. 

EntC'nL.es 

\' 

L 11 ( .. .': ) 
n 

< 

y lj E e E. 
.-.=1 TI 
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ii) ~ 00 nw~erable~~~te suba~itiva. Es decir, Sl 

CA ) es U;12 ::;; .ce:~i 5n de .üeTIlpntos de ,D. se -tiene 
Il "">1 

DFNOSTFf\c.rOIJ 

i) Como TI 
. .J L 

.fi 

,J.( U 
n=l 

e E y 

< }' 
t... 

n=l 
-!leA) 

n 

¡J es' mon.:'>tona, 

E ) 
n 

< 1J \ E) 

Ademá~, por def~~jri6n (20) 

00 ,~, 

v( T - E ) ... IJ ( i '1 , ) .' I 
1 n n;] 

" ..In" 
n::: 

'" 
\ ~.; t L ) (.. . - rl 

n:.:-l 

II ) 
,.., 

;.! ~l = , h 1- ... j 

") = 1\ ' - /\. "l .. - .{ 

n-l 
D -= \ l· 

T. r: _" _ 1 
J - I 

~ ,"> 

U Bn ::: tI ... Y 
r n 'Q = n, 

"- ":'j.; .., . 
JI 1 n=l n= 

(1) 

. 

par.:::;. J<: f J . 

BIBUOTECA c rNT"Al 
UHI,,€ •• u_,.o (lit El ""~"""LJ. 



EntonceG 

)..í es 

u( u 
n=l 

G) 

ro 

L 

A ) 
n 

:: )J ( íJ 

n=J 

Bn e ,A,. 
TI 

par'a 

se Clljapie 

,.. 

"l"j=} 
vCB ) 

TI /, 
n=l 

.-.') 

I 
n=l 

jJ(B ). 
n 

TI = 1,2, ... . 

l1U", ) • 
n 

(4) 

Por lo tanto, .:11" ( , 
, j, v ( 1~ ) se concluye 

c:. 

V ( IJ tI ) < \' )J(A ) L . 
n:..}, T1 n=:. 

r. 

COR0LAF<IO (~) 3) 

56. 

( 3 ) 

y 

.... . E G 
A ( ., . 

I,..)l H y , :'r) ~ 1 es 1'11a sucC::3ión de clemen--

tos de ,~ i:a 1 que 

DEHOSTRJI.C.:LON 

('omo T' e U 
n=l 

T' 
j. 

E n 

. n .... 
00 

r' TJ L' 
.~ . Ertnnces 

n=-l 
i J 

< 

< 

¡leE) • 
n 

iJ es mor,ótona, 

)le u 
!1=1 

E ) 
n 

(1) 
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i\r:i2rrlál:::, POL' se:," 1J numer.ablemen-'ce subAditiva 

.~ c.o 

j.! ( U E ) 1"' 
p(En > (:~) < ¡ 

Ti Lo 

.J. = 1 .0=] 

Por -'..0 ta:-rto 
00 

]..1 (E) < I 11C[ ) 
n 

1'=1 

DEfINICT,JN (2!+) 

i) (En)n>l e~ un·. 'Dc~si6~ creciente de conjuntos Sl 

E e E _ 
n n+.1 n = 1, 2, 

ii) 0-, ) 1 es l .na sucesión dccrecient.:e dE: conjuntos n D> 

Sl n = :.., 2, 

• iii) Sea (A) _ una ~uc¡.sl6n d- conjuntos, se define 
. TI 11>.1 

O'l 

Sup A 
n 

TI 

:; 1J 1\ 
n:::l n 

"" 
Inf l\ - ( " A n 

1, .::1 r. 
TI 

r-... 00 

T • Sup " .: 111f ~lJ.I) A ::. () V AJ<. LIJ.ffl J", 
r. y. 

n .... "" nGN n:: J. k:;n J(>n 

o, oc 

Ljm Inf A. ;: Sup ú1f f\::. - U tI Ak. n 
)1+GO n8N k-"n n::! k=n 
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iv } Sea (A ) 
n n>l 

una sucesi6n de conjuntos, se dice 

qUE: 1im 1\ 
Ji. 

existe y es igual a L si y 5610 si 

lim Sup 1\ 
r 

= lim I~f A = L. n 

LEN}!. (25) 

a) Si CE) ~E una 5uaesi6n creciente de conjuntos, n n."-l 

eX.l.ste eJ J1mi~e y es igu~l a 
ro 

.: U 
n:.:l 

E ) . 
1i 

b) Si CE) 1 es una suces~6n d~creciente de conjun-­
TI n> 

00 

tos, e,~isi:E.: el l::mi-t-e 'j es igual a ( (i En)' 
n=l 

lJEI1CSTPACIGN 

a"} Hay 

::"i.m 
n 

.' '\ 
~. I 

IDustr.= r " que seg1.iTl 

~:lp r = lim Inf _L 
TI 

'1 

1 Jm 0UP T' (). 
~ n n=l 

~ 

" 

como f.n e E .L~ 
TI· j 

E-l m 

tI L e u El 
k=._ 

}-
k=n 

.K 

n-1 'O 

( U 
1'"' , 

l~ ( Ll -¡:" '1 

;<= 1 
!: k 1 

k=n 
~k' 

lé::. definici5n (24-iv) : que 
, .... 

:.: ! I E 
n 

1J -=1 n 

<.Q 

]T ...... , '1 ) 
,J L \..J.. • 

.1 1, _~ 
.' .. - • 

n = i, L, 3, . . .. se cumple que 

Ix. 

= Ti ¡: 
J,,-

--r, 
J.'C" ...... 



ii ) 

y ¿sí 
(JJ 

" u 

k=l 

susti +-..... !vt~t1(lo 

lim ~up r: -" 

T"' 
L ­

.i< 

r 2 ) 

n . 

() 

59. 

;; (2) 

en ( :l..) se obtiene 
co ,... 
11 E = T ¡ .- . (3) 

Tl k~l 'k k~l-'--'k n n=.l 

QO ca 

Lim Ir!f E: ;:; U n f. 
íl 

n=l k: ~ n 
K 

n 
( tI ) 

., 'C' .~ '-' l.orn J ...... '- 1._ + 1 
.11 11 J 

11 - J, 2, .. ... tendremo s 

y sustituyendo 0ste résultado en la pcuaci ón (4 ) 

., 
~ . 

-CEf En e J:' LJll'P Un --, n lj -~. 

( 5) 

De ( 5) Y ( ') , se.l 1- ' • 
'.J F" o u"!::l.cne 

00 

Lj_Ill S LlJ-l c' -:: Lim Inf F - tI 1:. :-J

I1 n n<t n 
n Il 

b) S~a O~ j , UTla suces _LSn deCl:.'0Ciente (le conjunto s. 
"1 n L 

H~y que ~ostraY, ~0~Gn l~ definici 6!! (2 4- i v ) que 
.~) 

Lim Sup ~ = Lim Inf E = i .¡ E L 
n n 

P '': J n n :'-i 



i) Lirn Sup 
n 

C0TIlO T' 
W 

n 

TI 

ii) L,] m Int-
n 

00 

í~ E. 
}r ::: j, 

J( 

Lim In-F 
r~ 

00 ro 

1:: :: ' , 
I ¡ U 

n 1 ]e = l~ ; :: 

:,) 
¡ 
L, 

r.t+1 

L 
TI 

-

t: 
~1 

" 

U 
>:::: n 

:: 

,X; 

t 
n=l 

D- l . 
( 

; . 
! 1 

k= 1. 

<:o 

;;; '1 

n=l 

, n 

F 
rl 

<t> 

tI 

;;; 

, , 
;-

!-::: e) 

E;~ } n 
,'. 

", 
( ) 

~k 

J(=l 

LIr 
J. 

1, 2 , 

L 
11 

( n 
f. :ü 

'9 

" .. , I 

J" = 

, ,., 

1 

, 

~ . 

. . . 

n=l 
n 

J~;;; 1 

::.. -k. J 

:r }: 

Compd.L'andc .. r \ 
\_ C J ~Cl:r.. ~ 3) '..;onc l'ümos 

OJ 

Lj,l~n S1 1p .. :: I,.i?' Irlf ;-o ::: ( ) E L [, 

n TI n::l n n n 

PROPOSICIO~ (26) 
----~----

60 . 

( "1 ) \ • .1 

. . . 

(tI) 

resulta 

(O 

() ¡:, 

k::l 
"k 

( 5) 

f ,- \ 
\ O) 
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gebra A dE p~rt~~ de X. 

a) el.; . é:S lJTl~ ?uc~:siA!1 crr-!ciente de elementos de 
n 11 1. 

p(lim E ) 
n n 

:: l.im {.l(E J. 
n n 

b ) Si (!,) c.: s l.lni'l 
n 0>1 

S1.JCe:'3_l ón decreciente de elementos 

de Pi par.]. lCi cual 

DEHOSTP.f\.CIGN 

C! dos ,1i:,.'juntC'~ 

Su!. :: 01 

el _. "S1 T" 
- J .. 

'. 

l! ::.r: 

existe al menos un E con medida 
n 

n TI 

(8 ) , de conjuntos dos 
n n>..L 

U 
n=] 

U 
Il ::l 

E 
li 

, Así 

TI n n-J.. 

U 
n=l 

d03 a do c. a~~jun~os. 

Como 

ro 

que 
~ . 

E :: ij t: .Ll)";, 
n n=1 

¡, 
n 

:: 'lJ L~ 
n::l " 

y 3.oernás los 

(1) 

( 2 ) 

B n sorl 



Toma.ndo crJ CUp.Ilta (2) Y (1) se afipma 

"" ex> 

)! (lim 1:~ ) :: \.le u r> ) :: 1: ( iJ r, ) :: .r:. JJ 
n n=l T: 

n=l TI 
TI 

it') ~I 

I ¡J(E~) = lim I f.j(B
i

) 
" i-o:1 n::l 

Por o·tra parte 

n , . 
L ]..I(B. -'..lfT! 

i n-+ oo 5.=1 

1 irn j.l Cl~ ) 
r:. n-.. oc 

\ 
I :: 

TI-r'Y:. 

n 
ljm uC U B. ) .- 1J.J0 

i=l 1. n -:-~o 1"1-+ 00 

Slls·ti-tuyendc· (:.¡) en (:3) OU-'ce;Jcmo:::=. 

u(lim E ) - ~1.~ p(E ). 
n J~ 

]le 

62. 

( 3) 

11 

U CE - 1:"' ) ) = -,-,. l' 
j=l .L 1. -

C 4 ) 

b) Supnnga~as ~ue ,J (, 1\ i < + uJ 
T! 

.eo)" lema (~ 5·-ii) Y pro 

S~~a 

A ) :: ¡! ... 
j' 

b 1 -= A 
-11 

8::. = l~ 
]1 

n ú ) < 
;( 

~ ' . 1 

Ar. 

ti - A .A n m !! 

]leA ) < 
r. 

w(A) <+oo 
m 

( 1) 
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La (B ) 
TI n>l 

.. 
¿tSl formaJa es creciente. 

Aplicdndo lema (2S-i) y pro~o3ici6~ (26-a) 

00 

}.l( U S ) = 
n:::1 TI 

., . 

.l.lITt 

n+oo 

¡l(B ) = 
n 

llffi v C; - A ) 
ITI. 11 n..,.r.o 

(~) 

CLlande \ \ 
- - " n Es decir', 

lim jJ (Am - f; Ji) = } im 
n+~ ~+oo 

( 3 ) 

Por lo tanto 1 ~,;uSTi tuyen!Jo (3) en ' 2) se obtiene 

• .<:¡ 

].1 (-' H '-'n } 
n=l 

( l~ ) 

?ür (Jt:r.:; t:3.PTe . "toman C·:::' 8D cuenta 1 , igna :c:ad en la 

lJ (P'. ; - p ( l:'m A ) ::: 
ni r: 

J 

.A. 

~ (A ) < + ro 
Dl 

.~ 

nA) ::. 
n Ti=l 

JTl 
( ) A 

n 
n=~ 

re ', 
\ ,.; J 

= 

y la 

,.; 

U B 
r¡=1 n 

\1 cuusidc! ... .'ando lél -i.gll, la¿,ü (l~) 0!'tenemos de (5) 

].i (1 i- fI 

n 
r. ) ::: 

rJ ' 

l.i..m ).! ( : , ). 
n 



CAPITULO 3 
MEDIDA DE LEBESGUE 

64. 

Como se verá en el capitulo 4, la condici6n necesa 

ria y suficiente para que una función f sea lebesgue -

integrable es que tal función sea una función medible! 

Por tal razón, en el pr'esente capítulo se estudiará la 

medida de Lebesgue y especialmente las funciones medi--

bIes. 

MEDIDA EXTERIOR 

La longitud 9. (I) de 1m intervalo 1 con extremos a 

y b. Ca < b), se define como la Q·iferencia de los pun--

tos extreroos del intervalo. 

Es decir 

~.(I) = b - a .. 

En la presente sección p.xtend~remos la noción de 

longitud de intervalo a subconjuntos cualesquiera de R. 

Sea E c:IR y {Ak}kGK Id familia de colecciones 

n11Jnerables de intervalos abiertos qUe cubren a :C. Es d5:. 

cir donde 

to y además E c U Ik .. 
j~l J 

es un intervalo abier-



65. 

DEFINICION (1) (Medida exterior d~ un conjunto). 

Sea E c~. Se define la medida exterior del con-

junto E, Y se deno-ta por ~~"(E), como 

~*(E) = Inf I !(Ik .) 
kGK j>l J 

Claramente ¿ 
j.::l 

ro positivo, pues 

es infinito o bien un nfune~ 

n(T ) > O ~s de 0 1'y' qu P u* e~ una 
)oC -'-k _ '. ..... ~ - ~ ~..., 

J 

funci6n de conjunta tal que 

POR) 

PROPOSICION (2) 

~+ 
----¡-r JR o 

i) La medida exterior del conjunto vacio es cero. Es 

decir, ~*(t) = D. 

ii) La medida ~xterior d2 un conjunto unitario es cero. 

Es decir, Sl x G ~ tendremos ~*({x}) = O • 

. iii) La medida exterior es una funci6n de conjunto mon6 -

tona. 

DEMOSTRA0 ION 

i) Sea ¡;: > O y 1 = (- E ~) 2 ' 2 ~ o 
Como ~ es subconjun-

to de todo intervalo se tiene ~ c I y por conSl-

gu":'en-:e o < ~* (~) < 2(1) = c. 
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Como t ···n t. ........ J. pequefio como quera-

mos, y ~S~ ~*(~) ~ O. 

E 
+ ~) lue-- "2 , x j 2 

i i ) SeCi E::" O. i":erdrE.:ml)S \}.} 1:2 (x 

go O ~ p*({x}) < 1((X - f x + .::) ) = E: . 2 

Como E e~ arbitrario. será u~({x}) : o. 

iii) SEa A e B con A, B c P. 

Como A e B, todo 0lbrimiento abierto de B l o es 

tambi§n de A y po~ consiguiente u*(A) < u*(B) . 

f =-

uc! k 1 

un k-o ta..t. que 

h¿l.rd. un ;,. 'i -tal 

un intcI'VnlO 

He; ;. 1::. - .í 

r 
,-.1 'c 

I...;t.le 

T 
~k 

'r:. . '¡ 

"'k' 

J 

, 
.Li1 

2 
I 1'-\ .::. \ V ,. 

~"< ~: 

(:er-:t'd.do y CI ) 
k l< k <'ll 

., ..... ') !l ~ 

(T ¡ habrá 
'~k'l<k<n ' 

.3i < b, habrá 

1 
b.' ) así eL ' 7 St;-

'< ., K3 
, J 
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ceso termin.::..rá con algún 8 ·:.1 t7'~ite Ik 
J. 

. Es dec i r 
m 

Se puedE:. entonces formar la b 1 . "'" (~ T "-su ,ca eCClon U· j l . 
l ..... <l.<Til 

de j~t~rvalos abiertos t al que " 

-1-1<:. 
l 

= u ­
l 

:: (~-" 
J. 

b. ) . 
l' J 

i .. 1, 2~ .") ID será por consiguiente 

.";l . < b . < j). 
l 1.-1 l 

2. -: L < b 
In m 

< "c.¡ 
:r. 

de la desisu~Ld~d (2) 

b. 

¡TI 
\' 
¿ 

J 

1.- - r; 
- t.. 

(D. 
l 

j"l. - 3. 
l J. 

- i). -, I 
-'- - ~ 

< 

] = 2~ :i, " . • :'> m 

lfi 
\' 
L. 

1::2 
(b. 

l 

( 1) 

( ') ., 
... '" l 

( 3 ) 

( ., \ 
-rJ 

... h . 1 < - '3. Y 
} - 1. 

0 :- . 
1. 

.:; :: 2, :1, • .. .. .,, "; Tn 

(5 ) 



n-a < "\. .¡ --m 
.& ~. 

- .3.} 

C' OIT10 

rn 
'i' 
L 

i :. l 

b .. . :1 < 

.,.. 
.. 

L) f l >l 

Cl, 
i 

< j) 
In 

:.:>U:31.:i.tuyen-'o (5) 

y 
-: :: 1 
...L-~ 

x.,CI . ) 
l 

t, - 2. 

C. n 
00. 

se asez.;ura que 

r-.:TI f i¡.) 

;(~ 

= ¿ (b.: 
i=l ..l-

- a.) 
1. 

es un irc 

a I 

G0 ~eine - Bo~el Sb 

• o" 
C : .. ':_L .. [l cont.iE..ne una 



bJ . 

S '.lbccú (:c.i 'Sn -r-i ni. ta que c'lbre l-a.Dlbién a ¡-a 1] 'J · .... omo 

prob=¡y la d-~s_ii.é> 1-311·<.G (1) par'a c olecciones f.lni tas q u E" 

cubre!"! L.i Sea i.. .... \ .J. • I _ . 
l' J.<l<n 

de int2r valo" ~tiE~to~c21 que 

lema. (3) se '3.f .ir'Tí,=¡ nue:: ,L: - e1. < 

~) i: ( 1 : > b - a . 

. -T € 
1. = l.ii '. ~j e '. a ~ 

'j CiS] 

una colccci6n fini t a 

¡~ tU ~ 

TI 
Y Y¿{T. ) 

.;~ , 'l 
.,,- - ...L. 

+ e 
) f: -;;;-

L 

n 
lT ..- .L Por 
-1 l 

-1.- ..l-

y as] 

( 2 ) 

<:. t ( (..l. - ¿ , J) ..,.. 
L ,·. = 
";) j . ' 

b -- ., +-

< .- d ( 3 ) 



da 

7 (1, 

. ., 
pr0p081.C~OD es --

.l J b, 

¡, L """ - J l,..' ". , 

1- E: 
._a + ~­

? 

l-.. _ él 

tcdo 

T . .., e . 

, iJ~l(ra _ . . '-- ~ 

.. " . , 
~2.S0 ce. la (:emOSTX'aCJ on 

b - Ci - L' < 1:" i. 1) < L - a 

...... .r -..., 
!l &"\o 1" I ) = t - a. 

t0ClO 

-f JJ = HI). 

n ~ JN-

·tal que 



7t .. 

8: (E) '::-S una. sLlc esión 
r; TI> 1 

,. ) 
j~n 

DII10STRAC'IGN 

Si se ,.'la el case Que ~l menos uno de los E tiene . TI 

t~rva¡os abierC08 ~Jl que 

E 
Tl 

~J 

:i.::: 1 
y 

]:.::.1 

1. ( r ) 
n. 

:L 

bicr:. ~ la 

n l.~Jll e.r a. i) 1 e ::3 
~ 

"" 
p ,; ( U 

n=l 
E ) --: 

11 

y 
, ¡<-

éid'~·mfi s p E ..1 
-, n 

! !.- L. 

,- -
c:> ¡ <X> ¡ 
') ¡ Y!¿(i Ji 

::'";.;1 t .i~l rll ...... 1 ._-
< 

l 

(o 

e lJ 
11=1 

Dado 

(T J. - Je in­
::1. .1 > J 

'" 
1.] 1 
--, 

..i .- ~'. 

! 

I .', F ro ' ! ,. " 'l... ) 
, r' i ., 
¡-

l 

n==1,2.3, . . . 

es 
]" .. J x:IT'i 

una cr¡ 

TI 
por lo ta.n--

...!.. 

= 



"" ... 
2.. 

n==l 
1 

mo se j'Ulera., y .:;'i::;l 

COfWLAIUO (G) 

T'lOP C<'::Y'O. 

L -

T 

L = u 
~I::: . 

!~ ';:~ ( i I 

~ ",.,. ~ 
.. --1 

~-, 
!i.- i.... 

~ .-.. :~ 

C(jf! 

72 . 

1 ~1 :;:, ( :--"1) .. ¡ s . 
f1=1 !. ! 

p 
-: 1. 

n=l 

-, 
...... :. ~ --;1." .... ..... . }cJR .. L':: cecir 

.. Ll 

Haciende uso de las p~0poslc~ones (S) y (2-ii) se 

].l o': ( U 

CO~JUNTOS MEDI3LES 

juntos. 

{;-: }) < 
n 

00 

'i' 
L 

n=J 



TI' edi. ¡, le) 

-1 
!' :~~ (P:.) = ~ !,': ( /J.. [ 1 E ) + 1-i:': I /\ r ~ :: '1 ) ..... 

í)Etv1L) :~) 11'I-r,i::C 1 ;_¡ ~.~ 
---:::.::..--~----------

... ", '\. r, J y la me~ida ext€- -

. ,. . . 
::n:~ :-.,i . .:::!:' .~; ~/ a ( 5) ) 

'l.: ".:. ( I\'~ <" ~.! -.}~ (i\ i i }~ ) / ,} \ 
\. ... J 

1 • G I - .i g '. i f i c: C. -3"1 e o ni p 1 e In e n t o d 8 ¡-,. 
r::=--~---n.....,.. 

e.BllOTECA C'-:t-! 



,'-
" Lf .. 

g~r!c-r.,,:a ljf!Erl \:2 

DEl"10STF./~CIO'{\j 
~ ... _ .. - -----

C(jIHG e E y la 

n .r r i: ( f:... r) r ) .< l-: ~~: ( t') ...: l,J 

( ¡ ) 
... .... .1 

LErl /. (1 fj ) 



'7 ,.. 
.' .'J . 

DEHOSTRACION - _ ... _-----.- .. ~ ......... -

ci6n de unlones. 

ss me 

(l) 

también 

p " 
J.:, 1 } en 

" ~': r t r 1 1:' 1 n -¡:-. ') p. ~ .. f .... _· 1 - ' ':''J 2 ~- / ¡', ' ') ~! ."'" !"'" j '.. -?-" ~J M . ,¡ 1. ~ • .Lt 1 ! 1 L 2) _. 

Sustit uyend o (2) Y ( 3) en la 2cuaci6n (1) S~ obti~ne 

Si se r~emplaza A [or A (1 (E~ U E2 ) 8n la ecuaci6n 

(4) S<::: tiene 

. 
:; Jj~«¡\nElnF.2) + u~·'(AnEl()E2.) + 

( 5) 

Su st~ttl:/E:r¡j (") r r' 
t. ~} (Lj.) resulta. 



Que rf! es , . 
de cif :rt;:ncias .. 

r,!¡ 
! I -

, -' 
t:::C ¡lC;.C len 

( q. ) T ' '> :::: " 
~;> ; ~ :. 

, .... -" ....... 
! ¡ S L;L 

11 ! ; (A (i ~ " 1=' '¡ :.-; ( .1:... (' ( r Tí .,.., 
) : 

..t.J 1 ' I 0,....:2- ~ '7" '¡'¡ • I , ", r~ .., ) -
. ~. ( l\. .' -, r: r ~ E2 ) + ',' 1- (A 

, 
i ¡.~ t ( .. ~ ..... ) ~ ~;: ~ ¡ c'2 - L ... .!..~ 1 

(6) 

! 
II ;'< Ui ) ... ;J ..:~ U.,. ( " es 1 - E 2 ) ') • 'tJ ,'t U. n Ce 1 n E 2. ) ') 

e-' ~' ... ... 

que 

U'·" (A ) ~ ¡l x ( A (1 ( E t ») + 11 * ( f\ r '\ ( l: ? j t ) 



7 ? . 

~ y ~ son ~edi01es. 

LrMA 

Sea f.. e 1~ "J (E.1. ¡ma ccl:::;cción fini LC! de 
J . . 1 <: l <:': 

ces la siguie~Te ig~a]da~ 

Tl 
r U E..;)) ::: 

'-

f 

n 
~ 
L 

i::;l 

() El (; 

f.: ) 
!.. 

es 

l"'Ja?;r¡ 

1:2) + }.!:;;(1~ {~ Ei 

1.1 :'c(A 
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J \" • 

s~ 8e S~.l;.:;titl.lY':; I 2) ~!1 (1) se obtiene 1. 

1J .~: ( J.t':\ ) :: iJ ;': .- (:.,. í 1 r' "\ ;- ~ >'~ CA l\ .... ) + .w~ I , Í"J2 

1.1 ~': (A ( (El T' EZ ) ~ ) I .J (3) 

. -' Susti tuyen0.0 /.J, por A n (E l tI 811 la 8(;U2C:.10n 

y -tomando €:::-~ cuenTa las igualdades s.i.guiertC-es 

... .,. -~ \ , 
u L?I ( : 

EL'; dec.f. l."¡ 

. 1-:: 1. 

1'1-1 

n-l 
:s - -- ( 1..) ., 

.J.::: J .. .:;..:., _L 

i .. ) 
1. 

n-l 
(l E . ) .., .... 

~on med:Lbles v ., 

Por-

( S) 



uso de la '6 eC~J. ,=t.·~l {J. 

n 
jJ.~': ( A f 1 

i Tf ~ ) ) ¡, ',,) .t'" ::: 

~ -1 J. 
..1.-."" 

{l.I.\ 
~ . I Y 

1J~'~{ A 

()btener 

r' I 

T1-1 
( Tj 

i-' . - ..... 

n-·}. 

( U 
';-1 
...!.- ... - ,.¡,. 

v U E .l .' 

J. 

E . )) + 
J. 

'\ 
-) 
l;, 

U:ando la hip6tesis i~Ju_tiva en l a 

= 

!.,EMA (1 3 ) . ___ oJ~._ ... _ .. 

n-l 
}' 
,~ 

.; .. _, 
ooc,..- ... . 

E.) + 
1. 

E .) .. 
.1 

) 
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. ". 

E ) 
n 

e~uac;..or¡ ar:l:e.-

S ~a A e ~ v ,~, una 3uc2si6n de co«_\untos 
.J ' ''::''11 J ¡1>1 

medibJe e disjuntos dos & dos . Ent0Dces 

i ) 

.. . ... .. , 
.l.~. J 

F n 

'C'. ':,.ln 

1"1. 

€;s medibl.e. 

f. . 
l 

¡:; ), 
Ji. 
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n 
Come F as medible y 

TI 
l-I": CA n F ) :: 

n 
\' .' ( t. ("ro \ L \.1 "' .ti, 1 l:.. • ) ~ es 

.: ~l J . 

::1 
í ,,* (A 
.'.,1 t-: 

i=<i. 
(l :S . ) 

J.. 

.L-

Adewás, pUL" 16 monotonía de u 1\ se ti ene 

n 

. 
;-'1 1!"J I " 

4. .~ / , 
H 

\"" .". J' ,.., .. l.. ¡; .• \ ii r 1 

.i::l 

de d.::mdo 

.~ f ' 
,t, ) 

como la desigu21dad. an:terior es válida par'e 'todo ro G Ji'!} 

resu'lta 

( "1 "1 -, 
n=.L 

A r, :c::; U CA (\ ~ ,' nc.)~ ~.l' ~. - BubR~itividad de "~ . J.;n " ,,- ...... - "-'- - .. 
n:;;.l 

~ 

se tiene u*CA (\ E) < I u* (Ar)E i ), De 10nde 
n=l 

"" 
" !.. 

n:l 

es clar'o ademá~ la desigu,üdacj sigui.€Iíte 

I .." 
... L, } 



Cc·mparando 10.8 desiglJ.e.ldadGS (1); eZ) V (3) $<':' concluye 

J" 
n::l 

n E') 

(4· ) 

~ 1.1 l'c ( A ('1 E) .... )1 -lt (A (! E :) (5 ) 

Para demostrar la segunda parte del 12ma, se susti 

tuye Ji 

,~ 

¿ 
,. .... -1 
;'j- M . 

por en la ecuaci6n '5), yasf 

t<) 

¡.¡,:, (A (l E):: 'i. lJ ;'; (A t) 

n;;;:} 

Obsérvese. que en la eC~<:1.ciÓn. {S) no puede emplcar-

se dir·$ctmnerrt.G la ~1.ey ü2il1·:eürt.:L'!a ~ plies no se sabe si 

~*(A f1 El) es finito. 

PROPO'S- --'-"'" (· ~I' 
--=---~-'=.!.~ 

La colección :1 de d.Jnjuntos med:i.bles es una a - .sl-

lo que 5610 resta mostr·aí::' que i~ es c:er'r>ada par-a las urlÍo 
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nes de colecciones numerables de elementos de M. Sea 

(An)n>l una sucesión de elementos deM. Por la proposi 

ción (2-17) se asegura que existe una sucesión CBn)n>l 

de elementos de M dos a dos disjuntos y tal que 

U 
n>l 

B = n U An , por lo que el lema anterior afirma que 
n>l 

el conjunto U An es medible. 
n>l 

LEMA (15) 

Todo intervalo abierto ] a, b [ es medible. 

DEMOSTRACION 

Como Ja, b[ = ] _00 b[ () Ja, + <o[ , es 

ficiente mostrar que ] _ co b[ y Ja, + <o[ son 

tervalos medibles. 

su-

l.n--

Mostremos primeramente que 1 = J - 00, b [ es medi-

ble. Sea A c~. Por proposición (8) es suficiente mos­

trar la siguiente desigualdad 

].l~':(A) > ].li:(A fI 1) + \l~:(A () II) . ( 1) 

En el caso que ].l*(A) = + 00 la desigualdad es ob-

via. Supongamos que ].l*CA) < + 00 • Entonces, por defini 

. ci6n de \l*(A) , para cada € > O existe una colección -
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numerable (,1 ) d' 1 . n n>l e lnterva os ablertos tal que 

A e 
00 

U 
n=l 

1 
n 

y 

jJi'(A) + s > I R,(I n ) 

n=l 

( 2) 

1 

y I" = I (1 l' 
n n 

para 

n - 1, 2, 

Los l' 1'\ " y aSl n n 

valos abiertos tales que 

\l::~(I ) = R, (1 ) :: ~ (1 I ) + n n n 
GO 

Como A C U In 
n=l 

00 

A n 1 e ( U 
n=l 

In) ('¡ 

00 

n 1 ! C ( U 1 "' 
n A 

n=l n 

Por lo que 

.r, 

l1~~(A n 1) < ll~' (T) 1') 
n 

]l)~(A () 1') < \ll':(U 111) 
n 

se 

I = 

1 I = 

, 

< 

definidos son 

9.(1 11 ) = )J~':(I~) 
n 

i:iene 

00 

U (In n 1) 
n- 1 

-J.. 

00 

U CI n 
(l 1 t ) 

n=l 

<JO 

~ )J~'~(It) 

n::1 
n 

00 

í 11"(1") 
n=l n 

1. J [. significa complemento de l. 

'" inter o vaClOS o 

+ lJ 7:(Il1) (3 ) 
n 

00 

= U 1 1 

n=l n 

00 

:: U II! 
n 

n=l 

(4) 

( 5) 
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SlliMndo (4) y (5) miembro a miembro se obtiene 

ro 

Por la ecudción (3) se tien~ 

00 

lJ*CA n 1) + lJ~':( A nI ') < L 
n=l 

t(r ) 
n 

de donde haciendo uso de la i necuaci6n (2) 

lJ ~': ( ¡. ( '\ 1) + II ~'i ( A ( '\ 1 T) < 11 ,'; ( A) + E • 

eJmo E: es al~b-i -trar·io, se puede tomar tan pequeño co 

mo se quiera, 

¡;-J:(A .'"\ 1) + lJ":(A r'l 1') <: jJ.":(A). 

P·:::>r lo tant0 1 = l- 00 , t[ es medible. 

Ho'- L. ·1.1 CjTlOS sE.guid?mE.-nte '-tuc. el inter'valo ] a, + 00 [ 

es ffi'_diblE:. P,)r l c"'t ¡arte "lntel'ior s(:: puede asegurar que 

el interva] 0 ) -= ] - ' :o , =t [ '2S LlediLle. Y como M es 

una íJ - álgebra, J' 

Por- le 

~1 a oO' .J. U 
n=l 

ra + 1 
'- n 

~ l + I~ + n ' 

[a ~ + ",[ ser.3. tambi8n medible. 

+ '.or 
'-

es medible para todo n G N, 

] -. + o. , será medible. 

] - 00, b !_ ( ) ] a, + 00 [ = ] a, b [ 8 t1 . 
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PROPOSICION (J6) 

:",a G - á 2.,é,cbl."">a B de .t3orel es un subconj unto de la 

a - álgebra M de conjuntof fuedibles . 

Cada conjunto abierto O se puede escribir como la 

reuni6n de una colecci6n numerable de intervalos abier-

tos y dis~untoG dos a dos I , por lo Que se puede afirmar 

que Todo conjUJlto é.tDiel.,to O ,::::3 un ccmj'J.nto l!ledible 2 • 

Si .. ;nifir';"J. psto 'iue li'i cr - ;ll.r:,-~bra M contiene a la 

a - 11geuru que contiunp a la clase de 

los con~untoc ilb~e~tcs (dc C inici6n 2-16), tendremos -

por p-rúíoslcj ,~n ( L - ~ 5 j iue B e M . 

jun .... ')s TnE-G:'b:'" E:: S • ~s Je.'if' \': ~1 --- JH,~ : t: '\,''''1>-+ )J (E) = )J<':(E). 

1 Ver Eral J'dléÜJ';;'~ (T1.1.. Rn~'ojen) Cdpítulo2, Proposic ión8 

2 In p,-r1.j C'1~~ a"" t'lJ·:) c'Jnjul¡to abierto () cerpado es medí 
bl'::::, =:¡ún n .. -Í:-::, t~odo con~ llnto qU( _ e:.: la reunión e inter 
sccci6n ::'JUJT,C!rable de abierTOS y/n cprrados también es 
med.lb1e . 
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PRO}03ICION (1,1) 

La Pléd id:'! (:12 Lebec,~ue ~. (;s una fllLción medida l. Es 

aeClr q~( u sat~sfdC2 ~~c tres propiedadps siguientes 

= ¡) • 

i.i) J.;(I\) > o . , 

ii ~') ¡J es numer'A blr'rnente aditiva. 

:ü¡::HOSTn¡\C rr¡;: 

~) y ii) bon otvia~, puesto que 

Sea (1. '; I'~ -:¡ f'lcr>;,j6n rj , . conJ'untos med-ih18s ".-'-'rJ n> 1 <liu .1 

:-'or e.1. I1c\.;hu F.n(UE)= UE 
, n=1 TI n=l n 

y '.iR n ~ = L, 
11 

ma que 
,-;'J '.:: 

¡.. ( , ¡ -= y. )J 
r C' ) '.J ., \. ~ 

rJ.= 1 
n 

l 
D 

I = 

FUNC.ONES MEDIBLES 

1: .:; ll. --~. '1,; lln.:, funcié::l.. ,~e dice que f 

es ~~Tia '¡';uílción rneci ')1.::: si 2 Tl dO;T:'n:"o i~ es medibl~ y Sl 
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_1 
i) f (B) es :if¡erliblc. pal ';j t"odo Boy'eliano B. 

-1 -1 
~i) f -({- ~}) y f ({+ ~}) son conjuntos medi-

PFOPOSICIO; J t 20) 

Sea f ; ;:: c:IR ---+~ JF. una función cuyo dominio 

es un conjun to medible. Las cuatro condiciones siguien-· 

tes sen equivalen"tes 

i) :-l ( I _ir, ce] ) '~-'S medih~Le para todo r G ]\. 

ii) --l, ,-- .~ , 
::n~c.1ible t'Jdo G :R. e l. _. l· ~ ":J ) es Yi.tra r 

i ll) -1 1- "C ) rnedib 1 (~ todo G JR. "- ( , -=-~ , t::'~ para 1--: 

f
-J/ ,-, !-= ~ ~ r G JR • 

D:CHOS'HU\CION 

Sut:Jongaillos pri 1i1e:ca'Tlente qU(! f-l( Jr, ta]) es me-

di t.l(~ T).=J.ra todo 

en 

f-l( n -' 
n:::l 

l' -
1 
n 

r G JR 

[)~ ) ::: 

= 

Como 
00 

, 1 
(1 l r - - » coJ 

n -' _. TI 
-J.. 

y 

('¡ f--( JI' 
: ¡ -: 1 

1 , cn]) 
n 

se cumple 

ml ) 
-' 

es un conj un"to medible por ser 

une?, i.nterseccj ór. numel"'abl,~ de conj lm"tos medj bIes. 
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Supongamos ahora que --1 ,- :-r i 1_'100,) 
.• \'}:'-J. es un conjunto m~ 

dib1e para todo r G JR. Como G co , r [ ::: JR - [E, ~ y 

se tiene 

f -1 (r:. 00 , r' [) = E - f -1 ( fr, ooJ) 
-" -1 ,- ,-y aSl f (- 00 , r L es un conjunto medible por ser la 

diferencia de dos conjuntos medibles. 

Supongamos ahora que f- l ( ¡-=- 00, r [ ) es un con] u!2 

to medible para todo r G~. Como 

I-=- ca rl = ,_ '-J. 

00 
..-

() r:. co 
'-n =l 

r + 1 I­
n 1-

00 

'" -F,-Ir f -le ( " 1 ¡-) I~ , I 1..:: 00 r + ::: n 00 , nL ... , r + 1:,) 
n'- , sera 

n=l n=l 

00 

f - le I-=- ro, ¿}) :: n 
n=l 

.¡:--1( ¡'-

..l. \. - OJ. 
1,-

1'" + nl-

por lo que es un conjunto medible por 

ser la intersección numerable de conjuntos medibles. 

Final mente, supongamos que f-1 ( G 00, r] ) es un 

conjunto medible para todo r G~. Como 

] r, ooJ ::: JR - I~ co r] y a.demás 

.¡::-l =- r -.- -1 -

.L ( J1:'< - ,- 00 ,rJ) = f CJP,) -1 ,-:;¡ - 1 1- :;¡ - f (..::00, r-l) ::: E - f (.:.. 00, r..J ) , 
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será f-l( Jr, ooJ) ::: E - f-l( G 00 ,rJ) por lo que 

el conjunto -1 J f (r, es medible por ser la diferen 

cia de dos conjun~os medible~. 

LEMA (21) 

Sea f : E e P . --). JR una función cuyo dominio es 

un conj unto medible. La clase ~ = {A e JR i f - 1CA) 8 M} 

es una G - álgebra ele conluntos. 

DEÍ"'1OSTRACION 

Mostremos primero que e es cerradd para la diferen 

cla . Sean Al y A? dos elemento~ de t. Quiere decir esto 

que los conjuntos son medibles. 

Como se afirma que 

el conjunto .e-l'A 
J (1 e~ medible, lo que signif ica 

Mostremos aho~a que ~ es cerrada para las reunlones 

numerables. Sea CA) 1 una. sucesión de elemenJcos de ~ , 
n n> 

lo que signif~ca ~U8 ([-lCA) 1 es una suce'i6n de 
n n> 

conjuntos Lcdiblpc::. Como 
1 00 00_1 

,.- (lT P _) ::: U f (A) 
1 - 11 n se ase 

O> _1 
1 ...... ~ ..... (. T1 r, ) gura que e conJun •. o I . . M n es medible para ser 

uni6n numerable de conjuntos medibles. U 
n:;l 

A 
n 
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rinalrnent8, ha y que JJlostrar que t; es cerrada para 

la compl~mc:ntación. S ,~a 1\ º F" lo que signi fica que 

el conjunto f-l(A) es medible. Como 

-1 _ 1 - 1 
f - ( A ¡) = f .'- (11-, - A) - E - f - ( A ) se concluye que el 

conjunto f-LCA') es medible y por consiguiente 

Al ~ ~ . 

PROPOSICION (22) 

Un¿¡ runción f : E c.;]{ ---~:IR será una función 

medible si y sólo si su d0minio es medible y satisface 

una de las cuai:: .... 'o co .... ¡cliciol¡c:; ~quivalentes de la propo-

sici·5.., (2G) .. 

DEHOSTRP,r::ION 

Partamos del hecho que f ~~ una funci6n medible y 

mosteerr_oc: gue .:;J ccmluD to -J f "-T 

f (.J Y', '':1 ) e2 m·:=dible 

pa.ra (..:üalqu í sr r l-'eñ l. Lome, f es un,3. tunciór¡ medible, E 

es medi~le. Po~ 0tra ~a~te r -1({i oo}) es un conjunto 

-1 -r F -( - ....... 
- 'J~ 

es tclmbi~n un conjun-

Tü ffiéd.i.ble por un BOY'eliano para cualquier 

r r'eal. COITlO 
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Supongamos ahora que se satisfacen las condiciones 

de la proposición (20). 

Sea ~ = {A c :R I f-l(A) G M}. 

Como Ja, b[ :: Ja, + ooJ n [- 00 ,b[ se tiene 

.. 

-1 ] '1'- -1 ] ::-r -1 ,- [ f ( a, b...:..):: f ( a, + 00--1) () f (.:: co, b ) por 

lo que f-l ( J a) b [ ) es medible por ser intersección 

de dos conjuntos medibles. Quiere decir esto que el in-

tervalo abierto Ja, b[ ~ ~. Como por lema (21) ~ 

es una o - álgebra de conjuntos, se cumplirá que todo 

conjunto abierto O es un elemento de ~ (por ,ser O reu-

nión numerable de intervalos abiertos). 

Significa esto que la o - álgebra ~ contiene a la 

clase de todo r
' los conjuntos abiertos y por consiguien-

te a la o - álgebra de Borel B. Por lo tanto 

f-l(B) ~ M para todo B G B· (1) 

Como f-l( { + 00 } ) :: _1 J f -( r, ooJ ) -1 ] f ( r, + 00 [) 

y f-le { _ 00 }) :: -1 E f (=-00, re) -1 ] f ( _00 re) 

se afirma que los conjuntos y 
-1 f ({- oo}) 

son medibles por ser diferencias de conjuntos medibles. 

Por este hecho y por la conclusión (1) se asegura que 

f es una función medible. 
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De acuerdo a la proposici6n (9) se dice que un con 

junto E c m es de medida cero (~(E) = O) si y s610 

si ~*(E) = O. Es decir, que para cada E > O existe 

una colecci6n de intervalos abiertos (In)n>l tales que 

OC! 

y 1 
n=l 

Q,(I ) < c: • 
n 

Evidentemente la uni6n numerable de conjuntos de 

medida cero es de medida cero (ver proposici6n 5). 

DEFINIerON (2 3) 

Un enunciado P(x) concerniente a los puntos del 

conjunto E se dice que es v81'cladero casi por doquier si 

el conjunto de puntos de E para los cuales P(x) es fal-

so es de medida cero . 

Abreviadamente, la frase casi por doquier se deno-

tará por "e :', d 11 • 

EJEMPLOS 

Sean f, g dos funciones reales cuyo dominio común 

es el conjunto E. 

a) Se dice que f = g c * ct s~ y sólo si existe 

D e E con jJ(D) ::: O tal que f(x) = g(xi V. x G E - D . 

Es decir p({x G E f(x) ~ g(x)}) = o. 
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b) Una función f: E ~~ es continua casi por do-

qu~er en E, Sl el conjunto de discontinuidades de la 

mlsma en E es de medida cero. 

LEMA (24) 

Sea E, c F un conjunto medible y f : E ~F 

una función continua, entonces f es una f nción medible. 

DEMOSTRACION 

Sea r g F. Hay que mostrar que el c njunto 

f-l( ] r, + <»]) es medible. Como f es una función cónti 

nua será f-l({+ ~}) = ~ y además eXlS irá un abier­

to O c F tal que f-l( Jr, + GO [) = O 

Como 4> Y O n E son conjun"tos me el 

es medible y por consiguiente f es ión medible. 

PROPOSICION (25) 

Sea f: E ~F una función contin a caSl por 
... 

doquier definida en el conjunto medible E. Entonces f 

es una función medible. 

DEMOSTRACION 

Sea r g F Y A = {x G E r f(x) es discontinua}. 

Evidentemente la función es continua en todo 



94. 

su dominio y a::;í f -1 ( ] r, + co]) 
IE-A 

es un conjunto me-

dible. Por otra parte, como -1 - ::-r 
flA (JI', + 00--1) e A y 

uCA) = 0, se asegura por proposición (9) que 

_1 ] f lA ( r, + es un conjunto medible. De lo anterior 

se asegura que 

F- l (J U .J.. lA ' r, + 
I • 

es 

un conjunto medible y por consiguiente f es una fun-

ción medibll':!. 

PROPOSICION (26) 

Sea f : E ---+~ una función medible y D un sub-

conjunto medible de E . Entonces la restricción es 

una función medible. 

DE1'10STRACION 

Sea r G E. Como f es una funci6n medible, 

f-le Jr, + ooJ) es un conjunto medible y por conslgule~ 

te el conjunto 

-1 -¡ 
f I D ( j r, + 00..1) = -1 ] ::-r f (r,+oo--1)nD 

es medible por cer intersecci6n de conjuntos medibles 
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de lo cual se concluye que la función f
lD 

es medible. 

PROPOSICION (27) 

Sean f, g : E ----.rR dos funciones tales que 

f = g c * d. Entonces si f es una función medible, tam 

bién lo será g. 

DEMOSTRACION 

Sea r b R Y D ={x b E I f(x) t g(x)}. Hay que 

mostrar que el conjunto g-lCJr, + ooJ) es medible. Co 

basta mostrar que cada uno de lo~ conjuntos de la dere­

cha de la igualdad es medible; así 

Como j.I(D) = O Y gitc JI', + <Xl]) C D. Puede afir-
I 

marse por la proposición (9) que gT;Or, +~) b M. 

Por otra parte g!E-D = f
IE

_D , Y por la proposi-

ción anterior se afirma que la función f
IE

_D es medi-

ble y por consiguiente 
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LEMA (28) . 

Sean f, g : E ---+F dos funciones medibles. Los 

sigui~ntes conjuntos son medibles 

i) {x G E f(x) < g(x)} 

.' 

ii) {x " G E fex) < g(x)} 

iii) {x G E fex) = g(x)}. 

DEMOSTRACION 

i) Para cada x G E tal que f(x) < g(x) existirá, 

por la propiedad arquimedeana de JR 1, un racional r 

tal que fex) < r < g(x). Por consiguiente se tie-

ne la igualdad siguiente 

{xGE I ;f(x) < g(x)} = U IJxGE I f(x) < l"} r) {xGE lr<g(x) n 
rGQ 

Como f Y g son funciones medibles, los conjuntos 

f-l~ Ga:> ,r[) y g-lc JI', + a:>]) serán medibles 

para·todo r G Q. Y además, como Q es un conjunto 

numerable, se tiene que el conjunto 

{x GEl f(x) < g(x)} es medible por ser unión nu-

merable de conjuntos medibles. 

1 Entre dos números reales cualesquiera siempre existe 
al menos un número racional. 
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ii) Por hipótesis E es un conjunto medible y por el l! 

teral anterior el conjunto {x gEl g(x) < f(x)} 

es también medible. Por lo tanto 

{x bE I f(x) .:: g(x)} ::: E - {x GEl gex) < f(x)} 

es un conjunto medible por ser diferencia de dos 

conjuntos medibles. 

iii) Por el literal anterior los coniuntos 
.J 

{x GEl f(x) < g(x)} y {x GEl g(x) < f(x)} 

son medibles. Por consiguiente el conjunto 

{xf'F. I f(y) ::: g(:-)} ::: {xGE I f(x) ~g(x)} n {xGE I gex) .::f(x)} 

es medible por ser inte~secci6n de dos conjuntos me 

PROPOSICION (29) 

Sea c G]R Y f, g ; E --)-:IR dos funciones medi 

bles. Entonces son medibles las funciones siguientes 

i) f + e 

ii) c f 

... ) .c + g lli. , .J. 

iv) f - g 

v) f . g . 
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DEMOSTRACION 

i) Sea r G:R Y h(x) :: f(x) + c. Hay que mostrar 

que el conjunto h- l ( JI' , + ooJ) es medible. 

h -1 ( ] r, + ro]) := {x 8 E I f ( x ) > r - c} 

= f -1 ( ] r - c, + ooJ). 

Como f es una función medible, el conjunto 

f- l ( ] r - c, + ca]) es medible y por consiguiente 

.. _1 -,. :-r 
tambien h ~(Jr, + "':.J.) lo será. De lo cual se 

concluye que la función h = f + C es medible. 

i i ) S ea r 8:IR Y i (x) = c f (x) • 

Si c:= 0, i(x) = O v, evidentemente, i(x) es 

una funci6n medible por ser constante. 

Si c > O 

i -1 ( JI', + ooJ) = {x GEl cf (x) > r} 

Como 

:= {x GEl f(x) > ~} e 

= f-:L ( 1 x' , + ooJ). 
-c 

-r) . + ooj es medlble, 

iex) = c [(x) es medible. 

la f unci6n 
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.-le J l r, + - {xGE I cf (x) >r} = {xGE I f (x) < ~} 

-1 1- rl-Como f (_- QJ ,- ) c- es un conjunto medible, la 

función iex) = c f(x) es medible. 

iii) Sea r b ~ Y jex) = f(x) + g(x). Entonces se tie 

ne l~ siguiente igualdad 

j-l( Jr, +ooJ) = {xGE I f(x)+g(x»r} = {xGEI-f(x)<g(x) - r} (1) 

Por los literales i) y ii) de esta misma proposi-

ci6n se afirma que las funciones g(x) - r y 

-f(x) son medíbles y seguidamente utilizando el le 

ma (28) se asegura que, el conjunto {xGEI-fex)<g(x)-r} 

es medible. Por consiguiente, de 1& ecuación (1) se 

concluye que la fupci6n j(x) = f(x) + g(x) es me-

dible. 

iv) Sea r G JR Y k(x) = f(x) - g(x). Por el· literal 

ii) se ?.fi.rma ql...·e la función -g(x) es medible y 

seguidilllle~te utilizando litera] iii) se concluye 

que J.,: furK'-Lón \:(x) = f(x) -- g(x) = f(x) + (-g(x» 

es medible. 
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v) Pl"imeramente mostremos que e l cuadrado de una fun­

ci6n medible es de nuevo una funci6n medible. Asi 

Sea r G:R Y q(x ) = l](x)]2 . Hay que mostrar 

que es medible el conjunto siguiente 

q -1 ( ] r , + ooJ) = {x GE l 1] ( x )J 2 > r}. 

Si r < O resulta 

{x GEl l](x)J 2 > r} = E de donde se afirma que 

el conjunto q-l( Jr, +ooJ) es medible. 

Si r > O se tiene 

1.1 ( x)] 2 > r<:=::::::>. 1 f ( x) I > Ir -:=::> '.' 

<==> (f(x) < - -Ir v f(x) > .,Ir;) 

de rlonde se afirma que 

{xGE 1 11(x)J2 > r } = {xGElfCx)< --Ir} U {xGE!fex»!r} 

= f- L G 00 ,- Ir) U f-l( J ir ,+ ooJ). 

De lo cual se asegura que el conjunto q-l( Jr, + ooJ) 

es medible por ser uni6n Je dos conjuntos medibles. 

Por consiguiente l a f unci6n q = f 2 es medible. 

Para mo s trar que la función f . g es medible, basta 

observar que las funciones (f + g) 2 , f2 Y g2 son 
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m13dih les pOY' la ::)l-;}.mera. f'arte de la demostración. 

y en~onces 88 afirma que la funci6n 
-1 

f . g = ~. Uf + g)2 - (f2 + g2)] es medible. 

PROPDSIC;ON (30) 

Sea (f')l' una colección finita de funciones 
1 <l<n 

medible s con el :-ni smo dominio I'E!I de definición . Enton 

ces son medi~les las funcion-s siguientes. 

i) g(x) 

i-L) 

D.t::MOSTRACJ.O ~ 

..... , 

:;: I1i n {f 1 C:z), f 2 (x:> , 

f (x)} 
n 

f Cx)} 
n 

i) Sea r G~. En~onQe, tenemos 

Cumo carla 

-1 1 ' ~ (_ :c - .; Ul-.l ) 

r: 
U 

i=l 

es 

.e-Ir] :;¡ 
1 - 1. r, +ooJ). 

1 

un ~onj~~to medible se 

es medible y por conslgulen 

te g(x) er -1.1& fUT12ión m,:::diblc. 

ii) PéirA. mostr .... r c;ue )oC.) es una fUTlción medible es su-

ficient~ observa-:-; la. i;<;lJc...idad siguien"ce 

h(x) = - t .. a:r: {-fl(x)~ -:Í2(X), .•. , -fn(x)} y utili 

zar el r9sul ado dE] literal an~erior. 
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COROLARIO (31) 

Si f: E ~~ es una función medible, son medí 

bIes las funcione s siguientes 

i) f+ 

íi) f 

iii) Ifl 

DEMOSTRACION 

Evidente, pues f+ = Max {f, O}, f-l:: Max {-f, O} 

y I f I :: f+ + f 

PROPOSICION (32) 

Sea (fn)n>l una sucesión de funciones medibles 

con el mismo dominio E. Entonces son medibles las fun-

ciones siguientes 

i) M(x) :: Sup 

ii) m(x) = Inf 

iii) f~':(x) :: lim 
n-+oo 

lim 
n-+oo 

DEMOSTRACION 

{f ex) 
n 

{fn(x) I 

Sup f (x) 
n 

Inf f (x) 
n 

i) Sea r G ~ . Entonces 

n b ]N} 

n G ]N} 



ii ) 

ro 

"'.' 1- 1 ( ~T~.., ... (Xl!) = 
\, -i .J.., , =-..l U {)~ G E 

n=l 

= lT 
n==-

f ex) 
n 

> r} 

.103. 

Como es medible para todo n g E , 

.. d . b 1 1 . t M- J. ( ¡ Y1 , + ~;-r '., sera JI.e 1. e e _ conJun o -,.L ':.J ! 

M( x) será una funci6n medible. 

Como Inf {f I n 

y así 

se 

concluye por el li ter¿¡l an-'cex'ior que la función 

m(:~) es rr;edib~e. 

LOS ú~t':Ü;lCIS 002 liter.=:.les son inmediatos Ge los li 

terales a~terlcr~d, pues 

t~ .. ': = l":":-fl .sup .L 

n n-·' o; 

-i-= = 1 irr~ Inf f .L ~t: n 
D-)-(X) 

PRO?OSICION (33) 

Sea (f) . n n> .. 
una 

= 

= 

- . .J~ 

l.ll_ 

nGl1T 

S·,.lp 
nGj;.j 

.... 

Sup 
k>·,1 

:!Tlf 
k>71 

st.~eSi.on c..e 

.1.. • 
j( 

fc.<ncien02S ..:l " .-¡ meulD.LeS con 

el mismo dominio de deflnici6n E. S~ l~rn f (x) - fex ) c*d 
11 

enLence::; la función f medibl':.:. 
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DEl10STRACION 

Seo. A = {x 8 E 1im f (x) ± f(x)} .. 
r 

Tl+O:> 

( 

1 
f (X) 

n Sl. X $ A 

g,1 (x) =i 
l O Sl X G 

, 
M. 

( f(x) Sl x $ A 

gex) :: ~ . 
I ¡ 
j O Sl X G A l 

Como ]J (A) ::: O se tiEme 

gn :: 4= e G (1) 
n -;f~ 

g = f C. ~', 
d ( 2) 

De la igualdad (1) se afirma que 

n = 1, 2, 

(g) - es una 
TI n>l 

s~cesi6n de fu~cione3 meditles. Como el objetivo de 

la deraos"tr2.::ión '':;8 :H"o~ai..'" que ::L.:l. función f es medible, 

a causa de la igüó.l,j.::. d (2) es suficiente demostrar que 

g es una funcl6n mediole. Asi 

.-.: 
X G h, es liI7t g ex) :: o :: g(x) 0~ 

TI n+co 

( 3 ) 

C'. 
X ~ A 1 . 

'.Jl , _lm g (x) :: 
n 

lim f(x) ::: g(,,) . (4) 
fi -,00 D-,o-CO 

----------
BI~UOTECA GEN r~lI. L 

w .... .,.... ,~ .. LJ DE Ll. .......... U.:. 



De (3) Y (4) se afirma lo siguiente 

lim g (x) = g(x) 
n 

n+"" 
x G E 

105. 

de lo cua l , por la proposici6n (32-iii-iv) se concluye 

que g es una fu n ci6n medible. 

Si A es cua lquier conjunto, definiremos la funci6n 

caracterísTica XA del conjunto A, como 

-j 
1 si , x G A 

XA(x) 

O si x $ j \ 

PROPOSICION (34) 

Sean A Y B dos subconjunto s de F. Entonces 

i) = 

ii) :: 

DEMOSTRi\CION 

i) x G A n B ".'-:> (x G A f\ x G B ) 

( 1) 



ii) 

10G. 

J.. 

i\ I., ( $ 11 ,D 1:: ) 'l= í' ...:=:--:::-.. )( \, ;. I ~:""'1 .. 1 '-' 

~,' ( :: ( ,. ) - (j V "/ ( ',' ; = e ) p. ' -", ~ ~ 3 

<:===-"'" = ¡)) 

(2) 

De los -(·es .. ll Lacios "- 1) Y 
( 2 \ 

SE: concluye la prueba , ) 

de lj 

x $ p. Ti E -< .. I 
l. 

., l.. 
¡~ -. 'f J\ .. ': ± ~, '? 15) 

r· = O) 

c>,,(-'{) 
1'"1 

+ .' ,," . t \, x. ¡ 
-,' () v r ' = n) AA" x . ,'1. 8 ' x j ,1 

:Por ~L() Ta.r:.-; .. ~j 

.Y" ( '.") + v ('") - .: ,. E. ~~- - ( 3) 

- -, 
- .J.. 

(Y
" 

(:.) = l 
¡ 

"y,' ( )-Cl "B ,x -

. - -- )', C::) +){ (:>:.) .' X" ( x ). • X-¡:.." ( x) = .l. 
n L; J-. '-' 

e ) (x ti; A .\ É _ (,.: B) K, (x) = 1) 
.:.; 
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"- = >~ - v + . , - .' V r\ 
i-')]l: .. / ...... r. ?;. " -

1.:- b 
( 4) 

Lel re3u~tado (~~ y (4) 3e concluye la prueba . 

llaJnatléi s fu;¡ci.)i!c,s si i;; Dles i.c~s Cüé: ~l F::S se deFinen a --

conti nüaciór,. 

DEFI ¡HCI Ü~·: (~::,) 

<1> : .... --:- iR es 

. . . , 

( ¡ o . . 

: 
4 ( :-: ) = < 

i 

i . 
I !! 

= 

r • , '. 

a~. ;~ '[.; 

l 

~ ,.. (x) 
l •. í 

tina f1.,Tlc I.ón 

. .. , ú 
n 

.1 - 1 , 2, 

de núme 

• ~ m 

(:1 I ) 

( 1 '. 
-'- ) 
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(a) La f0nci6~ esca16n ee una funci6n simplE. 

1 

'1 , -_._-
--¡ 

(:t) La Lmc:i.ón c:aractex'ís·tica de un con:j unto A medible 

e~ SiTIlple 

1 x G A 

N6t~Ge que la reprcsenTBci6n de o(x) dada en (1) y 

(1 1
) no es Gnica. Existe una representaci6n de t(x) 

~; l.gl] J.. 0riL e" 

....... , 

L 
..; _ 1 
-,--J,. 

.] j 
n 

Canónica qt:e consiste en la 

el conjunto de imágenes 

i :: 1, 2~ ....... .. , Ti . Entonces 

3,. 
.1. 
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PROPOSICION (36) 

Sea c: G:R 'J ip, q¡ dos funciones simples defini-

das sobr~ el mismo conjunto medible E. 

Eni:onces son simples las funciones siguientes. 

i) e 4> 

ii) <P + e 

i ii) 1: + 'Y 

iv) ~ IJI . 

DEMOSTRAC ION 

ID 

Sean .I 
l=l 

a· 
l 

X A . 
l 

y las representacíones 

canónicas de ~ y IJI respectiva~ente. 

ID Tri . , 
~ I X L X., lj C :::: C c.. :::: e 0..: 

l A. .l. 1"\. i =l 1 i=l 1. 

Como cada e a~ es un nGrnero real, se concluye que 
.L. 

c e es una funci6n simple . 

ii) Sea A :::: {x G E ¡ ~(x) ~ O} y ao:::: O y así se-
o 

rá E = 

<f1 + e 

ID 

U 
i=O 

m 
L 

i=O 

P .. 
l 

y por consiguiente 

+ ) '>t e "A . de donde se concluye 
l. 

que • T C es una funci6n simple. 



iii) 

iv) 

110. 

Sean Ao ::: {x G E q¡(x) ::: O} = q¡-lCQ) 

Ba ::: {x n E ljI(x) ::: O} = liI-lCO) b 

ao = b a = O. 

Y así .# seran 

m n 
<f>(x) ::: L a. XA . y 'PCx ) ::: l b · X 

i:::O l i=O l B. 
l l 

Y por consiguiente 

m n 
::: L 

i=O 
\' (a. + b . ) X (' 
¿ . l J A · 'B. 

j=O l J 

Como cada A. n B. l = 1, 2, .. . , m; j::: 1 , 2, ... , n 
l J 

f'S un conjunto medible y cada (a. + b . ) 
l J 

es un nú 

mero real, se concluye que la funci6n <p + ljI es 

simple. 

= 

= 

= 

n 
( 

m 
\' 
l.. 

i=l 
c i XA .)( y. b..; XB . ) 

l j =1 ..J J 

m n 

1. I 
i=l j =l 

a.b. 
l J 

a.J::.. 
l J 

XA. XB. 
l J 

XA . () B. 
l ] 

De la ~ gualdad anterior se deduce que t. ljI es 

una función siInple. 



CAPITULO 4 
INTEGRAL DE LEBESGUE 

111. 

En este capitulo se definirá la integral de Lebes 

gue Ge una funciñn f; E ~ JR y se estudiarán sus -

propiedades principaies . Para ello comenzaremos estudian 

do la integral de una funci6n simple para luego extender 

dicho estudio a las funciones acotadas. Seguidamente se 

estudiará la int~gral de las funciones no-negativas (no 

necesariéuneEte aco1::'idas) y por último se extenderá el -

estudio a las funciones arbitrarias. 

INTEGRAL DE UNA FU~CIÓN SIMPLE 

En esta 
. , 

seC·~lon E c I? será un cG~junto medible 

y SCE) denotar:=" él conjUIlto r::e funciones simples cuyo 

dominio 8S E. A.j emá~. en ésta y en pr'óximas secciones re 

prp.sentaremos ~l sonarte d~ un2 fun~i6n . f: E ~'m 

con la notaci6n N(f ) el cual ~e define como s lgue 

1\,J(f) = {x b L I f(x) * O} 

DEFINIerON (1) (Integral de un~ funci6n simple) 

S~a ~ G S(E) con ~(N(~» < + ~ y cuya repre-
n 

sentaci6n ... . 
canon1ca.~s ¿ a · XA . 1 . 

1=1 1 

. Definiremos la inte-

gra1 de t sobre E, y Id denotar~no3 por el simbolo 



f Q(X) dx 

:c 
n 

real ¿ 
i=l 

a· 
l 

ó más simplemente por 

~ CA.) • 
l 

( 

J 
<P, 

E 

112. 

como el número 

Como una función simple no Slempre vendrá expresa 

da por su forma canónica, conviene investigar como se -

expresará la integral de dicha función. El s~guiente le 

ma re sponde a dicha interrogante. 

LEMA (2) 

Sea <b(x) :: 
Ti 

L c· XE ex) 
i=l l i 

finida sobre E; con E. n E. :: ~ 
l J 

E. l es medible y de medida fini ta· 

n 

una f~nción simple de-

para i f j y cada 

. Entonces 

r q, :: I c· ]J(E..:) 
J"C' l i=1 .1. 

..... 

DEMOSTRACION 

Sea , a2. , ... . , a } 
m 

81 conjunTo de imágenes 

de ~(x) diferentes de cero y diferentes entre si. 

Para cada k = 1, 2, ... , m puede reunirse en un 

solo conjunto Ak a todos 

misma imagen a k , a3í 

los conjuntos E. que tienen la 
l 

E. 
l 

k = 1, 2, .. . . , ri1 • 

Entunces la función simple $(x) tendrá una repre-

sentación can6nica como sigue 



ID 

¡pez) = )' 

i~l 
X ( , A .X) 

k 

por' consiguiente su integral ... 
ser-éL 

::; 

Ahopa bien, COJT10 TJ 

con 

Cl) 

y los E. 
l 

a dos disjuntos, se tiene la siguiente igualdad 

= 1"' 

L 
c· =a} l (. 

pCE.) • 
l 

113. 

son dos 

Sustituyendo es~a 3xpresi6n en la ecuaci6n (1) se 

obtiene 

fE 
m 

"(E i J 1i 
.p = í 

al<. L ::.. \' c. v(E .. ) L L. l ..1.. 
i=l C. =0.. i=l 

-l jo: 

La int~gral de U"la fUT'cibn simple ti ene varlas 

propiedades, las cuales tiene~ expresadas por la siguie~ 

te pro}>csici6n. 

PROPOSICION (3) 

Sea c G JR; y y ,l' dos funciones simple definidas 

s0bre E tales que ¡..¡(N(ip») < + ce y ~(N(In) < + ex> • 
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Entonces 

i) 
fE 

e ¡p = e 
fE 

ij¡ 

r r 

fE ij, ) (.p + o/) = J E 
4> + 'ti 

JE 

iii) Si I!>(x) > O c ~t, d entonces 
fE 

4> > O . 

i'J) Si. º -: 1f c .. '~ d entonces ( 4> <: 

fE 'l' 
JE 

DEMOSTRACION 

n m 
Sean ¿ , y \' b · XB. a· t ~ " L 

i=l l H.. i=l l 
l l 

las representaci~ 

nes can6nica~ de ~ y, respectivamente. 

i) c q, 

te 

ií) Sean 

n 
= e I a. . XA . = 

i=l 

f c ~ = 
E 

,t..o = {)': 

Bo ::: { -. --

ao = L () 

l 
l 

11 

L e a. 
i=l J. 

, .... I: '" 

G r. 
~, 

= r 
\J • 

n 
'i' 

C L 
i:::1 

l>( x) = 

ljJ(x) = 

a· XA . l 
por consiguien 

= e 

a} 

O} 

n 
\ a 'A \ = L .]..1'.; I . 1 l ... 1 ::: 

e J ~ . 
E 



115. 

Por proposición (3 - 36) ~ +, es una funci 6n 

simple ia cual puede ~xpresarse as! 

n m 
¡ 1) (a. 
L '" 1 i:' O j:::: O 

, entonces 

fE 
n m 

.p + 'f ::; I . I Ca. + b. ) veA. n B. ) 
• O • O 1 J 2 ] l= J = 

TI 'TI n ID 

= I I a· vCA .()B . ) + I L b . veA. (lB.) 
i=O j=O 1 1 ] i =O j=O J 1 J 

n m m TI 

= I a· L 1JeA . nB.) + L b. L u(A .()B.) 
i=O 1 j~O 1 J j=O ] i=O ' 1 J 

TI 
m 

= rL a u(A.) + ~ b. ,,(B.) 
i ' 1 L 1 ~ ] 

2'-0 ~,--O -- , 

::; + 

iii) Sea D = {x GEl ~(x) < O}. 

Podemos representar a ~ de l a manera siguiente 

cp = I 
i=l 

donde 

+ a. 
1 

+ a . 
1 

XA: 
1 

y 

q 

L XA : + a . 
1 

i-' 1 - ..... 

-a . 
1 

son las i mágenes positivas y 



nega'tivas d~ ¡Ji, respec tivamente, y además 

+ '1 + A, = q¡-"Ca,) 
l l 

La integral de ~ 
.. sera 

fE 
p 
}' T + q, = r=t . J..l (A, ) + L l l i=-=l 

Como cada. A.. c D y 
l 

y 
-1 -. = l' (a.j 

J, 

entonces 

q 
I a: 

• ... J. 
l=.L 

u(A:) 
l 

)..leD) = O se tiene 

116. 

p~ra l - 1, 2, ... , q y por conSl-

guiente 

f 
p 

q;::; L 
E i=l 

+ a. 
l 

o . 

iv) Como po~ hipótesis ~ < ~ c * d , puede afirmar-

se aU2 o/ - , > O e * d, Y utilizando luego los 

literales antepjores se tiene 

r o/ -
) 

( 
I q¡ 
j 

= 
r 
J IV - \f> > o 

Sea 1> G SCE) y ¡~. una pa::>te medible de E. Se 

define Ja integral de 4> sobre A como 

r tI> XL A • 
J E -
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INTEGRAL DE LEBESGUE DE UNA FUNCIÓN ACOTADA DEFINIDA 

SOBRE UN CONJUNTO DE r"1EDIDA FINITA. 

En esta sección se extenderá la noción de inte--

gral a las funciones acotadas sobre un conjunto E c ~ 

de medida finita . 

Sea f E --+ JP una funci6n acotada y jl (E) <: + 00 

a E ~F : X ~~~ a(x.) = Inf f(x) 
xGE 

E --+ JR x ~~~ a(x) = Sup f ( x) . 
xGE 

Las funciones a y B as i definidas son dos fun-

cienes constantes, y por consiguiente simples, tales 

que a < f < S x 8 E. 

Se denota~á con L(f) al conjunto de todas las 

funciones simples '1 : r:: -r JR tales que <P < f. Y 

con G(f) ..11 conjunto J~ to~as las fJnciones simples 

'ti E -,:ffi ta. 1 c::; -lUE: \ji > f . Es decir 

L(t) = {9 º 2(E) 1- < f} 

uCt) = {9 ~ SCE) \ji > f} 

Los cODjuntos L(f) y UCf) son no-vacios pues al 

menos a 8 Lef) y a G UCf ). 

Asociados a los conjun-cos L(-O y ue f) podemos en-
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contrar los conjuntos de reales siguientes 

í 
{ I ~ clx ¡ ,p º L(f) 1 

J (1) 
) E 

e f I!I 1x I 'ir G U(f) } t e 2 ) 
JE 

El prlmero de Tales conjun1:os está acotado supe -

riormente puesto que t < f < B = Sup f 
".:C,E 

y por co~siguiente 

J
f q¡ d>: ~ J e -:lx = S II (L) < + 00 

E E 

V- ~; º Lef) 

V- cJl G L(f) . 

EJ sevundo ~cütddu infer~ormente Lues de la 

desigualdé:.d Gizu-1cntc Inf f = a < f < 'v , V 'V G Ver) 
- -,....., .... 
_' .. ?l... 

se slgue 

_ w < ¡.t(E) u. rlx V 'V º ve f) .' 

Se Jef~Dir~ pues, la integral inferior de Lebesgue 

de f sorJrf~ r; com·:) 

notaremos como fE 

Es decir· 

el 

f 

su?rernc 

( ~ )< 

SU) 
.;·GL( f) 

ó 

del prime..:' ::;onjunto y la d r , 
-

... 
,~ijflplel!lent e por JE f mas . 
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SirnilanJiente se definir;:; la. integral superlor de 

Lebeseue de f soLl~e E l-;OJI10 el ínfimo del seg;undo conju!::. 

to y la denotaremos COTJ10 
r 
J 

f dx '" más simpleo.lente o 
~ 

1:, 

por r f. f,s (Oto.cir 
JEf = In": ( 

'JI ! 
) 'JlGU( f) JE E 

Como para toda tj¡ ~ L(f) Y toda lJl G V(f) Slem-

pre se da r,lue ~J < 'l' , es inmediata la siguiente desi--

gualdad 

Sup 
1JGL(f) 

r 
= ]E: f < r f = 

)E 
Inf 
If'GU( f) I 1Jl. 

E 

Es evidente que cuando f sea una funci6n simple 

se cumplilá l~ igualdad 

pues como 1 G S(~) ~e 

... ; 
'7 oJ aSl sera 

r oC < Sup r <fJ = Ir JI .1 

J <pGL(f) 
f 

tjene 

r 
¡ f 
)E 

1" 

< I~f = 

G L(f) 

Inf 
IlfGU(f) 

de donde se deduce la igua,.ldad (1). 

DEFINIerON (4) CFunci6n in~egrable) 

(1 ) 

J f G Vef) 

JE 
'1' <: JE 

Sea ~: E --; m una función acotada y 

f 
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~(E) < + w • Se dice que ~ es una funci6n Lebesgue 

integrable (o sirrp18mente integrable) si se cumple la 

siguiente igualdad 

r 

JE f dx = dx . 

Al valor común se le llama la integral de f sobre 

r .; " E Y se denota por el .; 1- ~ I f dx simplemen-Slm_·Ol.O o mas 
Jr:; 

te por J- f . 
L" 
L 

La siguiente proposición da una caracterización 

de las f0Dciones ~ntegrables. 

PROP03ICIor·! (S) 

Sea f: E ----+ JR una 'función acotada y 

f.1(E) < + oc La condición neces.3.rib y sllficiente para 

que dicha función sea integrabl~ es que ~lla SE3 una 

funcjcm ffie:Jiblc . 

Supong2.mús pr.~meramentL' que la ¡unción f es una 

fUIlci.ón rr,ed~~blE.' y acotad,'1. S ,"-,an 

Ct :: Ini~ fCx) 
xGE 

y B = Sup fex) + 1 • 
:<GE 

Claramen te se :";,J,cisf¿cc.: la s:: ~uiente dE" sigualdad 

Ct <: f(x) < i3 



Sean n G]~ Y o=i3- a 
n 
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E 1 = f -1 ( G , a + 05 ,- ) = {x GEl a < f(x) < a + o5} 

E2 = f-l(/]l + 8 ,a + 2o[) = {xGE aTo < f(x) < a+2o} 

-1 r - 1 ~ 
=f (/a+(n-l)ó,o+n¿¡[)=f Ci....st+(n-l)8 

Como f es medible, cada uno de los conjunt os E. 
l 

es medible. Además los E· son disjuntos dos a dos y 
l 

E = 
n 
U 

i=l 
E· , por cons;guiente 

J. 

n 
= I fj(E,) 

. -1 l 
J..-

~ean 1l n I/J dos funciones n 

c.obrc E " a r , , ~..I.. 

n 
<I> (};) 

.. 
(u -l (i 1) 5) = l -n i~] 

TI 
\11 (x) = I (a + ió) X,.., (x) 

n 
i=l L· 

l 

(1) 

simples definidas 

XE . (x) 
1-

Se tiene entonces la siguiente desigualdad 

~ (x) < fCx) < ~ (x) , 
n il 

por consiguierte 1> G L(f) 
n 

y 

17 x G F 

q¡ G UCf), 
n 

de donde 
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n 

fE f > f 'J = 
lE n I Ca + 

i=l 
Ci - 1)6) ¡.l(E.) 

l 
( 2) 

/ 

n 
I (a + ió) ¡.¡(E i ) 

i=l 
( 3 ) 

restando la desigualdad (2) de ( 3) se obtiene 

de donde utilizando (1) resulta 

o < jr f 
.,., 
L 

< Ó !J(E) 

n 
ifJ = o I ¡.¡eE.) 

n . 1 l l= 

(4) 

Como ó = puede hacerse tan pequeño como 

se qUlera, con sole tomar un Hn
ll bastante grande, y 

j.I(E) < + 00 resul-tará dF: (In: Jr f = f f 
E JE 

lo q\1e 

significa que f es una función integrable. 

Supongamos que f es una funci6n integrable y mos-

tremos que f es medible. 

Como f es integrable se satisface la siguiente 

igualdad 

S..lp f <P = r f = fE 
f = Inf fE 'lI 

q,GLCf) )-r.' JE \jlGU( f) L 
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de la cual puede afirmarse que para cada n G ~ existen dos 

funciones 4>n G L(f) Y 1jJn b U(f) tales que 

f r 
... 

cp > f .L 
( 5) 

n J 2n 
E -E 

-
( I f + 

1 
Y J 1jJn < ( 6) 

2n 
E t:' ..... 

restando (5) de (6) resulta: 

o < ~ ) 
n = J < 

E 

y como por hipótesis es f f = f .¡:: 
-'- , se afirma 

E -E 

O < r (w <b ) < 
1 -- J . n n n 

(7) 

Definamos dos funciones $(x) y 1jJ(x) como slgue: 

q¡(x) = Sup <Pn (x) 
n8N 

1jJ(x) = Inf 1jJn (x) 

nGN 

por proposición (3-32 l, ii) se afirma que dichas funciones 

son medibles. Además cj>(x) 2. Ux) 2. 1jJ(x) , v x b E . 

Como nuestro objetive es mostrar que fCx) es una función -

medible, bastará mostrar que cp(x) ::- f(x) c~,:d Ó 

1jJCX) = f(y) c*d. En n~estrA prueba se mostrará que se dan 

las dos. Es dec~r que ~(x) = ~(x) c*d: 

Sea m un número natural arbitrario y consideremos los -

conjuntos siguientes: 
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D ::: {x G El t/J(x) - q,(x) > l} 
m m 

D mn 
::: {x G El 1J;n (x) - 4>n (x) > 1:.} . 

m ' 
n=1,2,.o. 

Se puede ver claramente la siguiente desigualdad: 

1/J C x) - cp (x) > 1. x
D 

(x) n = 1,2, ... 
TI TI - m mn 

de donde integrando miembro a miembro se tiene: 

f( _,¡,»1 rx ::: 
1/J n ~TI m J D 

E E mn 

1 jJ(D ) 
m mn 

Comparando (7) y (8) resulta 1 ~(D ) < -n 1 .. ; 
m mn _ 

]le D ) 
mn 

m < -' 
n' n ::: 1 , 2, 

Corno cp < ~ < t/J < t/J para n ::: 1,2, ... tendremos 
n -' TI 

D e D m mn 
para n ::: 1,2, 

de donde ~(D ) < ~(D ) m - mn 
para n ::: 1,2, 

Utilizando este Gltimo resultado en (9) ser~ 

m 
¡.t(D ) < -

m-n 

por lo tanto ~(D ) = 0. 
m 

para n = 1 , 2, O" 

(8) 

n=1,2, ... 

( 9 ) 

(10) 

Como m es un natural aI'bi tl,ario, el resultado (10) es váli 

do para todo ID G ~ Y as1 po~ proposici6n (3-5) se afirma 
.., 

p( lJ D ) ;: O 
m=1 m 

Ahora bien, como 

(11) 

oro 
U D 

.Tn = 
~ 1 
lJ rz G El 1/J(Y) -1)(x) >..=:.} =' {x G Elt/J(x) - q,(x) > ol 

m =1 m m=l 

Se asegura que 1j; (x) - <p ex) ::: o c~·:d 
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y por lo tanto f(x) es una función medible. 

PROPOSICION (6) 

Se~n f Y g dos funciones medibles y acotadas definidas 

sobre un conjunto E de medida finita y sea e un número 

real. Entonces: 

i) f c f = c r f 
) 

E 
,... 
L 

ii) f (f + g) = f f + r g 
.1 

E '"' E r" 

iii) f=g c,';d => f f = J g 

E E 

r 
f 

iv) f.::.g C1: d => f < J 
g 

) 
L E 

v) I J fl < J Ifl 
E E 

vi) Si A Y B son dos conjuntos ffiédibles y disjuntos 

tales que A U B c E. Entonces: 

f 
r 

f f = J f + f 

Al) B A B 

DEMOSTRACION: 

i) POl" proposición (3 - 2 9) se sabe que c f es medible 

y por consiguiente integrable. 



Supongamos primeramente que e ~ 0, entonces 

<p G L(f) <=> c<jl G L(ef), y así 
( 

eJ f 

E 
~ e {~~~L(Cf) fE ~ r = ~~~L (C f) 
= Sup 

e<j>GL(cf) 
= J ef 

E 

~ 26. 

Supongamos ahora que e < 0, entonces <p < f <==> e~ > ef 

es decir ¡p G Lef) <==> e ¡P G U(ef), y ". 

aSl 

eJ f = (-l)(-e){Sup 
J 

¡p} = -{Sup (-e) 
J 

Ij>} 

E ¡pGL(f) 
E <j>GL(f) 

E 

= -{Sup -J e4>} = inf J e¡p = J ef 
e¡pG U(ef) 

E 
e<pG U( ef) E E 

ii) Por proposición (3-29) se asegura que f+g es medi-

ble y por consiguiente integrable.' Sean 1/1 T G U (f), 

lpTl G U( g) de donde se obtiene 1/1' + I/I tr G U(f+g ) y por-

consiguiente: 

f f+g < 

E 

J q; T + lP TI = f 1/1' + J 1/1" 
E E E 

de la desigualdad anterior se deduce que el número real 

J (f+g) es una cota infE:rior para los valores (f 1/1' + J 1/1") 
E E E 

por lo tanto J f+[ <: I f + (1) 

E E 

Sean <p' G L(f) Y ¡pTl G L(g) Y así se tiene el> I + cPu G L(f+g) 

de donde se obtiene 
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( ( I f+,~ ;.. 1} I + <l>1! 
J 

I = '-' - J 

( 

J <p I + f <l> 1i 

J 
F E E E 

de la desigualdó:td a1i.lerlOr se deducE.; que el número real 

I (f+g) es IJ.na cota superim" para los va10res r r <p I + f .:p ti JI 
lJE 

E E 

pOl"" lo Tanto 
( 

J =+g > 

E 

De las desigualdades 

f f+g ;: 

E 

J f + J g 

f E 

(1) y (2) se concluye 
( 

+ i b 
) 
E 

( 2) 

iii ) A causa de los Jiterales anteriores es suficiente mas 

trar que J Cf-g) = O. Asi: como f-g = O c*~ se tiene 

E 

1jJ :: O c~;d para to,~a 1~ t;; 'J C f- g) • Por este hecho se pue-

de asegurar por' la proposic: ón (3· iíj) que J 1J¡ > O par·a 

toda 1jJ G UCf-g). E 

Quiere decir que cero es una cota inferior para tales inte 

graJ es y por consiguiente 

J f-g > O. 

E 

(1) 

En forma similar aseguramop que ~ ~ O c*d para todo 

<1> 8 L(f- g) Y ror proyosicl6n (3-iii) se afirma f 

ra todo <1> G L(f-g). Quiere 0ccir que cero es E una cota 

superior para tales integrales y por cOllsiguic:nte 
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r < O (2) 
) 
E 

De (1) y (2) se concluy~ que f (f-g) ::: O. 

E 

iv) Como g ~ f c;,:d se tiene g-f > O c~.>d. Entonces 

f ~ > O para todo ~ G U(g-f). Significa esto que cero 

E 

es cota inferior para tales integrales y por lo tanto 

J (g-f) > O. - Utilizando los literales (i y ii) se tiene 

E 

I g - f 
E E 

f O de dond e f 
E 

> J e 
1 • 

E 

A causa d e la desigualdad -Ifl < f < 

do el literal anterior se asegura - .Jlf! < 

Iffl < I Ifl. E 

v) 

de donde 

" J-, E 
( 

f J XB) vi) I f ::: .c X
AuI3 

::: f(XA 
-}-

) 
1 

AlJB E r 
( 

r ::: ¡ (f " + f XB) ::: f X ?\.A I A 
/ / 

E E 

r 
, 

= f + I f. 
) J 

A B 

COROLARIO (7) 
-~--

Ifl y utilizan-

1 f < J Ifl 
E E 

f + f XB ) 

E 

Si f : E +m es una func i6n medible y acotada con 

fl(E) < +00. Entonces las f unciones f+ y f SOL también me 
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dibles y acotadas y adG;J.f:',s: 

f 
( + ( 

f :; I f - J 
f 

J 
E E E 

r I 0= I = ( f+ -f f-I~ 

) J 

E 
.,~ r> 
.t. L 

DEHOSTPACION: 

Es evidente que f + y f son acotadas, y por Corolario 

(3-31) se asegura que son funciones medibles y por consi-

guiente integrables. 

Como f :; f+ - f V fl = f+ + f entonces I 

f f 
r + - f f+ f f-= f - f :; 

J 
E :t: E E 

J 
( .J.. 

J f+ f I fl = j f' + f -= + f 

E 
.,.., 

E E .r:. 

PROPOSICION (8) (Teorema de la C()TIw,=rgencia Acot.ada) 

Sean (f) 1 una sucesión de funciones mcdibles de­
n n > 

finidas sobr'e un conj un"to de medida finita E, Y supongamos 

que existe un nGmero ~cal M tal que Ifn(x>1 ~ M para todo 

n b]-.J Y todo x 
( 

entonces J f = 
E 

DEMOSTRI\CION: 

G E. Si J.ím f (x) :: f: x) para cada x G E, 
!1 

Hay que mOEtra~ que ,ara cada E > 0, pxiste un DoG N 

tal que Ir f n 
E 

J F\ < E siempre que n ~ Do' Ahora bien, 

E 
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como por proIJosj ción (6-i-ii) SP é.firma que 

f f - ( f 
j n j 
E -E 

= 

y por proposicl6n (S-v) lo siguiente: 

I r I 
'

1 (f~,-f) 
, ) 1> I 

< 
( 

J I f -f i , n 
r E 

entonces es suficiente mostrar que para cada E > O existe 

un Do G W Tal qUe f ! fn-fl < E Slempre que n ~ no ' Así: 
E 

Sea e: > O y S = {x GEl I f
n 

(x) - f (x) I < e:} para TI = 1, 2 , ... 
!"1 

Consideremos la sucesión (E) 1 con E 
n n > n 

:: •• n 
k=n 

La sucesión en cuestión es 2reciente, y además, corno por -

hipótesis lím 
n +00 

f (x) ::: fex) para cada x G E, tendremos 
TI 

lím 
n-+ oo 

E 
n 

::: E (1) 

Utilizar,do la pI'oposición (2- 26 a) s e a.segur2 que 

lím p(E) ::: ~(E) 
n-+ oo n 

lo que significa que existe un no G ~ tal que 

para todo n > nc' De donde 

0(E-E) ::: fj(E) 
TI 

Luego para todo n > Do se tiene: 

< 

E 
n 

< J E ::: E lJeE) 

E 

( 2 ) 

(3 ) 



<. J If 1+lfl) < n 
E-F. 

n 

utilizando (3) Y (4) t8ndremos: 

J 211 ::: 

E-E n 

2f1 ]l (E-E ) < 2t1e: 
n -
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(4) 

J I f -f I = 
TI 1

, If-f!<e:CjlCE) + 2M); 
~ . n 81 n > no 

E E-E 
n 

LA INTEGRAL DE UNA FUNCION NO-NEGATIVA 

Hemos visto que la lntegral de Lebesgue de una función 

medible (f f dX) tiene un significado preciso raj o el su -­

E 

puesto que dicha función sea acot2da y ~ (E) < + "" . Vamos 

a prescindir en esta sección de esas restricciones, consi-

derando que f es una función merlible no-negativa (no nece-

sariamente acotada) definida sobre un conjunto E (no nece-

sariamentc de mr:dida fin-i. ta) . 

Sea E un coniupto medible. Al conjunto de funciones 

definidas sobre E TtlPdibl~s_ y ~cot0-r'las, y cuyo soporte es -

finito 10 den':yta:cemos :)or /1(L:, . Es dec:'r: 

A(E) = {h: E ->-:IR! h es Jr.edible V acotada, y jl(NCh»< + <Xl} 

Para extender la j n t-egrctl a unSl- hmción no-negativa f con 

sidereremos el 3igui~nte conjunto: 

{hl h G A(E) Y h ~ f} 

DEFINIerON (9) (IntGgral de una Función No-negRtiva) 

Sea f: E + ~ una funci6n medible no-negativa. Definire 

mas. J f OX 
E 
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Nótese que 51 la función no-regat";va 1 es acotada y 

además ¡.dE) < +«>, tendremos entonces que f G L~\f) Y la -

integral r f se reduce a la integral definida en la sec­
)17 

ción anterior. 

De acuerdo a la definici6n ( 9), la integral de una --

función no-negativa f no siempre será finita, 10 cual de-

penderá de la función en cuestión y/o del conjunto E. Po~ 

este hecho dare.rIlo'" la definición de lo que entenderemos -

por función integrable sobre E. 

DEFINICION (10) (Función Integrabl e ) 

Una función f: E -+::iR nedible~ no-negativa es llamada 

integrable si y solo 81: 

PROPOSICION (11) 

r f 
J 
E 

< + co. 

Sean f Y g dos funci0iies medíbles nc-r:egativa s defini 

das sobre B, entonces: 

i) 

.. , 
1lJ 

... \ 
lll) 

( 

J cf 
E 

r f..¡g 
J 
E 

f < ':r 
- ' : ,-:;1 

= 

( 

e J :­
E 

í 

J 
f 

E 

+ 

'2 .. 't~d => 

e > O 

( g 
J 
r 

( 

f 
1 

f I < g 
} 
E E 
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DEMOSTRAcrON: 

i) Como e > O es eviden"te la siguiente equiva lencia: 

h G L~(f) <==> c h G L*Ccf) 

Además por proposición (3-42 i) se tiene c J h = ( 
J ch 

para h G L"(f) . Por consiguiente 

c J 
f :: e{SuD" f h = Sup 

hCT a
(-",) hGL ¡'e (f) 

E J ~_J .1. E 
{c fh} 

J 
E 

:: 

E E 

Sup ,'. J eh :: 
ehGL "( en E 

ii) Mostremos primeramente la s iguiente desigualdad: 

J f + J g < J (f+g) (1) 

E E E 
... 

para eSTe propósito tornemos h G L" (f) Y k G 
.'. 

L"(g), Y así 

Jef 
E 

tendremos h+k ~ f+g~ Y por consiguj ente f h 

E 

+ f k.-::. J (f+g). 

E E 

Significa la precedente desigualdad" que la integral J (f+g) 

E 

es una cota supei'ior para los valores reales de 

lo cual se deduce (1). 

Seguidamente mostremos la desiguaidad en el otro senti 

do. es decir': 

I (f-rg) 

E 

(2, 

Para esto tomemo!? f G 1:' (f+g) . Es decir que la función 

1.: E -+ :IR, e" medible , acotada y con sopori:e finito. Además 

¿(x) ~ f(xJ + g(x). ( 3) 

Sean 



hex) 

kex) 

= Min{f(x), [ex)} = 

= lCx)-h(x) = < 

r.e(x) 
I 

lo 

J.34. 

(fex) Sl f(x) < [ex) 
I 

) 

l[(x) Sl [ex) < f(x) 

- f(x) S2 f(x) < [(x) 

Sl [ex) < f(x) 

Las funciones h y k así definidas son medibles y acotadas,' 

y con soporte finito (pues h(x) = k(x) = [ex) si [ex) = O). 

-'-
Además h < f Y k < g de donde se afirma que h G L~(f) Y 

k ("1 T ~'e C -
t _, g). 

Como [ = h+k se tiene 

J [ = I (h+k) = 
E E 

La precedente desig~aldad significa que la expresión 

es una cota superior para los valores reales Ji 
E 

de donde se deduce la desigualdad (2). 

De los resultados (1) y (2) se concluye la demostra - -

.". Clan. 

iii) Como por hipótesis f .::. g c<,;d, será 11.::. k c~ .. d 

para h b L i: ( f) 
( 

resulta J h < 

E 

y k G L~(g). Utilizando proposición (5 - iv) 
( 

I k , por 10 tanTO 
J 
E 

r g-. J . 
E 
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PROPOSICION (12) 

Sea (f) 1 una sucesión creciente de funciones medi n n>_ 

bIes no-negativas (definidas sobre el mismo dominio E) ta 

les que lím 1:: ex) :: f ex) , en-'(onces 1 
n n-+OI> 

f f ::: lím f f 
TI 

E n""'" E 

DE110STRACION: 

Sea h G Lef) y h (x) = mín {h(x), f (x)} para n = 1,2 ... 
n n 

Cada h es una función medible, acotada (por la cota de h ) . 
n 

Además 1ím h (x) = hex) para cada x G N(h) . Utilizando 
n .... oc n 

la proposición (8) se tiene 

f h::: 
N(h) 

lím I h n 
n"" <lO N(h) 

Por otra parte, como h < n 

f h :: i h ) n n 
N(h) 'r 

L 

y por lo tanto 

lím r 
n-r <Xl • 

.J(h) 

f 
n 

< f 
E 

< 

tendremos 

f n 
para 

lím r f 
n -+ '" J...., n 

L 

n = 

(1) 

1,2 ) .. . 

( 2) 

De las inecuaciones (1) y (2) se afirma que J h ~ límf f
n 

E n-+oo E 

lo q u e significa que la expresi6n (lím 1 fn) es una cota 
n-+ ca E 

superior para los valores reales (J .h), Y así 

I 
) 
E 

f < J.5.m f f n 
n-+ ca E 

E 
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Ahora bien, como -C < f para n = 1 , 2 , ... Será ..L. 
n 

r f < r f para n = 1 ,2 , ..• y por consiguie nte 
J n -

) 

E E ( 

f lím J f < f (4 ) 
n -n-+ ce 

E r 
1J 

De las 
. . 

(3) (4 ) concluye lnecuaClones y se 

r r ::: lím f f . 
) n-Ha 

n 
E E 

COROLARIO (13) 

Sea (U ) 
n n >1 

una sucesión de funciones medibles no-ne 
00 

gativas definidas sobre E y f ::: I entonces 
n=l 

( 
. J f 

E 

00 

::: l 
n=:l 

DEMOSTRACION: 
n 

Sea f = L 
l ' -1 

-.l. 

U" entonces (f) 1 
1 n n > 

.~ es una sUCeS10TI 
TI 

de funciones medible s no-negativas tales que lím f :: f. 
n 

Utilizando la proposici6n anterior resulta 
( 

J f 
E 

:: lím r f 
J n 
E 

:: lím ( I U, 
J l n+.:.' j:: 1 r 

::: u. } 
1 

n+oo 

PROPOSICION (14) 

Sea f; E +~ una funci6n medible no-negativa y (En )n>1 

una sucesión d2 conjuntos medibles, disjuntos dos a dos - -
00 

tal que 
.,..., 

= U E í2 .,l tonces L n' n=l 

f 
t:h 

r f ::: I f 
n=1 ) 

E E 
n 



DEHOSTFACION: 

f = 

Sea U = fXE ' entonces 
n n 

= fX 00 = f { L XE } 
U E n=l n 

n=l n 

= I = 
n=l 

aplicando el corolario anterior, tenemos: 

J f 
00 

J Un I f fX E 

C>O 

= I = = L 
n=l n=l n n=l E E E 

LA INTEGRAL DE LEBESGUE GENERALIZADA 

1 
n=l 

I 
1:' 
.Lo 

n 

U 
n 

f 

137. 

En esta sección extenderemos la noción de integral a 

las funciones medibles (arbitrarias). 

Recordemos que una función medible f: E ~~ puede ex-

presarse como una combinación lineal de dos funciones me-

dibles no-negativas, así: 

+ f = f - f - . 

Por este hecho estamos en condición de definir la in-

tegral de la función f basándonos en las funciones no-neg~ 

. + -
tlvas f y f . 

DEFINICION (15) 

Una función f: E +R m8dible será integrable sobre E 

Sl y sólo si las funciones f+ y f son ambas integrables 

sobre E. Y en este caso definiremos 

Similarmente como en las seCClones an-teriores si A e E, 
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será f f 

A 

PROPOSICION (16) 

Si la función f: E +m es integrable, dicha función -

es finita casi por doquier. Es decir, los subconjuntos 
-1 _1 

f ({+ro}) y f ({-~}) son de medida nula. 

DEMOSTRACION: 

Mostremos primeramente que el conjunto 
_1 

A :: {x G El f(x) :: +oo}:: f ({+oo}) es de medida cero. 

Para cada natural n y cada x G E se tiene la sigui en-

te desigualdad 

I f+ ~ nI XA 
E E 

+ nX
A 

(x) < f (x) 

:: n]J (A) y así 

de donde 

1. I f+ > n -
E 

Como n es un natural arbitrario' y 

Mostremos ahora que el conjunto 

¡;(A) • 

< +00 será ]J (A):: O. 

B :: {x GEl f (x) :: -oo} :: 
_1 

f ({_oo}) es de medida cero: 

Para natural n y cada x G E tiene nXB(x) f 
- (x) , cada se < -

de donde J f- nf X = n]J(B). y así 1 

J f 
- ]J(B) > > - B n 

E E 

Como n natural arbitrario y f f < +00 
, 

]J(B) O. es un sera = 

PROPOSICION (17) 

Sea f: E + F una función. Si u(E) :: O, f será una - ­

función medible e integrable tal que: I f = O. 
E 
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DEMOSTRACION: 

Corno para cada r G~ es f-1 (]r, +m])c E, podernos 

rar por proposición (3-9) que el conjunto f-l(lr, +m]) 

aseg~ 

es me 

oible y de medida cero. Por consiguiente por proposición 

(3-22) f es una función medible y utilizando luego el corola 

(31) afirma que f+ f - son funciones medibles. rlO se y 

r ( 1 
G L~"(f+) ~', -Como 

) 
h::: O y 

J k==O para h y k G L (f ) se 

E E 

tiene J f+ ::: Sul? J h == O Y J f- ::: ~~L'(f)E k = O 
Y 

hGL': (f+) 
E E E 

... afirmarnos f+ f integrables consiguiente: aSl que y son y por 

J 
r 

f+ Jf-f :: 
J 

::: O 

E E E 

LEMA (18) 

Sean f, f Y f
2 1 

funciones integrables sobre el conjunto 

medible E tales que f ::: f -f f > O Y f > o. Entonces : 
1 2 ' 1 - 2 -

r f ::: J f J f . 
) 1 2 
E E E 

DEMOSTRACION: 
+ - . f+ Como f ::: f -f Y f:: f -f se tlcne + f ::: 

122 
f + f 

1 

y así 

1 

I :: 

E 

( 

J 
E 

f + f 
1 

Es claro que L h::; O pues fE h ~ i Sup{h(x)!xGE} ::; Sup{h(x)/X(,;E} ' ll(E) 

lo mismo se afirma para J k. 

E 
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J f + + J f 2 J f 
r 

= + 
J 

f 
1 

E E E E 

f f+ I f- = J f 1 I +: 
..L 

2 
E E E E 

f f J f 1 

f 

= J f 
2 

E E E 

PROPOSICION (19) 

Sean c un número real, f y g funciones integrables so 

bre E. Entonces: 

i) cf es integrable en E y JCf = 
E 

ii) f+g es integrable en E y ff+ g 

E 

iii) Si A Y B son conjuntos medibles y 

tenidos en E, entonces f f = r f + 
) 

A 

iv} f > O c*d ==> f f > O 
E 

v) f > fE c~·,d => f f > f g 

E E 

DEMOSTRACION: 

f f 
B 

disjuntos con 

i) Supongamos primeramente que c ~ O. En este ca-

. ()+ + () -so se tlene cf = cf y cf = cf . 

... + -Como f es integrable lo seran f y f Y por consiguiente 

.... + + - - ~ 
tamblen cf = (ef) y cf = (cf) y aSl: 
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f cí - Jr::f- = C{If+ 
E r; E 

Supongumos ahor¿: que e < O. Entoncc;s 
.Lo + + (cf) , = I(-c)(-"')] = ~c(-f) = ~cf 

(cf)- [(~c)(-f)J- -c(-f)- + 
::: = = -cf 

+ 
Cerno f es integrable lo serán tambi~n f y y así también 

..¡.. 

(cf)+. _ef ' = (cf)- y -ef = Tendremos por lo tanto: 

f I (ef)+ 
r 

f-ef-
( + 

-efr- e f f+ = ef = JCCf)- = - J -ef = + 
) 

T"" E E E E E E L 

= C{Jf+ (f- } 
J = eff 

E E E 

ii) Se rienE;n las siguientes igualdades: 

f+g = (f+ + 
+ 

g ) - (f - + g ) (1) 
.Lo 

f+g = Cf + g) . (f + .g) (2) 

If+E ¡ = ( f + ).;- + (f "l' 0")- (3) 
', .J • 

g . <=> 

De l~ ecuacitn (1) ~e deduce la siruientc desigualdad: 

.r+ + < J -i g + f + g 

Sus·t~ tuyendo (3) ej. (-+) ::e c.·btiene: 

~ - + + 
(f+g) + (f+9) :. f + b + f + g 

de J.a C!ua.} afirmamo,,; ·,)o.c .... 
(ll-iii - ii) que proposlclcn 

r + f(f+ g )-
( ( + ( 

Jg-(f+g) + -< 1ft + le f. J f- + 1 ) ) , 
(S) 

E E "E E E E 

Como por hipÓ"ted s F y g son integrables, tendremos que c~ 

+ + ~ 
da una de las cuatro funciones positivas i , g ,f Y g 
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son integrables y por consiguiente la expresión de la de 

recha de la inecuación (5) es un número real y así 

y f (f+g) - < + CI) de donde se afirma que 

la funci6n f+3 es integrable . 

Por otra parte, utilizando la igualdad (1) y el lema ante 

rior se tiene 

r (f+g) 
) 
E 

r 

iii) 
J 

f = 

AUB 

= 

= 

= 

= 

J (f+ 

r: 

f f 
+ 

E 

r + J f 
E 

( 
f I 

I 
) 
E 

+ 

( 
J-F){AlJ;} 

1:' 
u 

+ 
+ g ) - f (f + g-) 

E 

+ fg+ Jf- Ig-
E E E 

f~ (=> 
E 

( (r< 
Jf = + fX

B
) ;:: + 

)' 'A 
E A 

iv) Sea .. ;:: {x b El f(x) < 01-· por hip6tesis ~I j , 

u(D) = O. Utilizando (iii) se tiene: f f ;:: I 
E E-D 

Como r f ;:: O 
) 

por propocicJ6n (17). Ernonces 

D I: = J f > O 
E 1-D 

v) UtiJizando (ii y se tiene 02..f(f - g) 
~ 

por lo tanto E 

f 

ff 
) 

B 

+ Jf 
D 
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rAD1TTU10' r; ~I.I L_ 

COMPARACION ENTRE LA INTEGRAL DE RIEMANN y LEBESGUE 

En esta sección haremos un,~, comparación entre las ln-

tegrales de Piemann y Lebcsgue. 

La proposición (1.25) asegura que la condición necesa 

ria y suficiente para que una función a~otada sobre un ln -

terva10 finito sed Riemann-integrab1e es que sea continua -

casi por doquier y la proposición (4-5) afirma que dicha --

función ser~ Lebesgue-interrable SJ . y solo si ella es medi -

b1e. Como Toda función continua caSl por doquier es medi--

ble (proposlción ·~_ ? c.) , :¡,:,oaemos asegurar que toda función que 

es Riemann-integrab le lo es tambi~n en el sentido de Lebes 

gue. y así, la ~ éLlli :Lía d <c: f uncio,1cs que son Lebe~gue-inte-

grab1es es mucho ~§s ~nrlia que las que s on Riemann-integr~ 

bIes. 

El slgu:..enTE ej.:::mplo mUestra un CilSO de una función 

que es Lebesg· ¡ ,~ -int egl.".J. b le :- pr 'o no ce r-.í·";:rnalln - integrable: 

Sea f: [O,-¡J --- a trt.J qlle x '\. ' \J'\.'\.-+ [(X) = 

(1 
I 

< 

si xG :Q 

lo Sl X G JQ' 

para 'ua1quicr p~rtici6n TI d e (0 . 1] se tiene 

'" ( f \ - 1 Lk .) - ~ y rn"l (,;) = L; I-'ara k. = 1,:!, ... 11 .. '{ d sí. 
r, 
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n n 
veII, f) = I Mk(f).~xk = I L1X

k = 1 
k=1 k=1 

n 
L(II, f) = ¿ mk(f).Áxk = O 

k- 1 
- .L 

por consiguiente: 

¡bf 
.b 

J f 
,'; 

R = 1 Y R = O 

a _a 

f no es Riemann-integrable. 

En cambio, dicha función si es Lebe5gue-integrable corno -

veremos: 

S ea E = { x G [O, 1 ] / x b ~} , y así f(x) es una --

función simple y por lo tanto 
1 1 

L f f = L f XE 
o o 

= o. 

Cuando dos funciones f y g son iguales casi por do -

qUler y una de ellas es Lebesgue-integrable la otra lo es 

también y el valor de sus integrales coinciden. Mientras 

que con la integral de Riemann no puede hacerse la misma -

afirmación corno lo veremos en el siguiente ejemplo: 

Sean f, g : rO,1]-+F. tales que 

51 X G ~ 

g(x) = O y f(x) = < 
I 

l (1 si x G JQ I 

;', Para hacer· distinción entre Integral de Riemann e Integral de Le­
besgue antepondremos al símbolo de integral una R o una L según -­
sea el caso. 
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es claro que f = g c*d y que la función g es Riemann-inte 

grable (su integral es igual a O). Mientras que la funci6n 

f no es Riemann-integrable como se vió en el ejemplo ante -

Cuando nos OCUpruüOS de funciones medibles, todas 

las operaciones ordinarias y en especial las de paso al li 

mite nos conducen a funciones medibles y así como Vlmos en 

la proposici6n (4-8) cualquier función acotada obtenida 

por un proceso de limite de funciones Lebesgue-integrables 

será Lebesgue-integrable, en cualquier conjunto de medida 

finita . Para la integral de Riemann no es cierta, en gen~ 

ral, la afirmación análoga como veremos en el siguiente --

ej e..mplo: 

Sea (f) 1 una sucesión de funciones acotadas definidas 
n n > 

sobre [ 0,1] ~ 

q<nAp,qGZ: 
aSl: 

r1 si x:: p con 
q 

f :J [ 0,1] -+ W. tal que x 'VV\,-~ f(x) = < n 
lo en otro caso 

Así 
, 

.p «",) O seran: :-
1 

(1 ~' l x G {O,l} 
f (x) :: I 

< 
2 lO ::n otro caso 

r~ si G {O, 1 1} x 2' 
f (:x) = < 

3 lo 
l en otro caso 

['1 
si b { O , 1 1 2 1} x 3' 2' 3' 

f ex) :: < 
4 

lO otro en caso 



Cor.o cualquier número racional r d el intervalo [0,1] puede 

v 
escribirse como t con v, t 

sión converge a la funclón 

se sigue que dicha suce- -

Sl X G ~ 

f : [0,1) ~ ~ tal que x ~~~~ f(x) = < 

si X G:Q' 

pues siempre puede encontrar se una función f , de la suce­
n 

si6n, tal que f (r) = 1 (con solo tomar n = t+1). Es cla­
n 

ro además qU€ cada f es Riemann-integrable en [0,1] y su 
n 

integral es igual a cerco Por otra parte f(x) no es Rie--

mann-integrable COi'10 c e vió ~n el ej emplo anterior. 

Los ej cmplos an t02l',ior - s corroboran nuestra afirma 

ción de que la familia de funciones qu~ son Lebesgue-inte-

grables es mucho más amplia que la dp Riemann-integrables . 

Aún más~ puede demostraY'se eue Sl una función es Riemann -

integrable el valor 1e la integral de Riemann coincide - -

con el v~lor de Ja ~,tegral de Lehesgue de dicha función, 

como Jo v~rern03 ~ás adelante. 

Sea r; [a,b] -+:ffi una función acotada y 

TI = {x , x , ... , x } una partición de [a~b]. En el capi-
011. 

tu10 1 definimos para cada subintervai.os 1 k = [xk -
1

' x k ] 

los valores 

Mk(f) = sup 
xGl

k 

f(x) 

lTIk(f) :: inf 
xGl k 

f(x) 
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tomando en cuenta lo anterior, para cada partición TI GP[a,b] 

puede construirse las función esca16n ~ , ~;[a,b] +E asi: 

n 
tjJ(x) = I Mk(f). X

Ik 
ex) 

k=l 

n 
= L m

k 
( f) • XI ( x) 

k=l k 
~(x) 

dichas funciones son tales que 4> (x) .::. f (x) .::. I/J (x) para x G [a, b] 

La integral de Riemann de cada una de las funciónes esca- -

Ión tjJ y cp será; 

r ,,(x)dx = (~l (f) .dx + 

a 

b x] 

f cp (x) dx = I mI (f) . dx + 

a a=x 
O 

v 
"2 

I H¿Cf)dx 

x 
1 

x2 

I t1.
2
(f)dx 

Xl 

,J:¡ 

Nótese que las integrales J tjJ V 

a 

"1- ••• 

+ 

ft P 

a 

x =b 

+r ~ (f).dx 
) n 
x 
n-l 

x =b 

n 

=¿ M (f).6x 
k=l k k 

J 
TI n 

+ m (f) .dx = L ffik(fLl.IXk TI k=l 
x 

n-1 

corresponden respe~ 

tivamente a una suma s uperlor de Riemann y a una suma ln-

feriar de Riemann ce f para la. rartici6r! TI. De aqLlí qu.e -

podemos definir la integral superior e inferior de Riemann 

de la función f [a,b] ... Rn aSl: 
r-b b t r

b 
I oC = inf ( tjJ y f = sup cp 
J 

l. 

tjJ>E J tP .::.f Ja a a -a 

donde el ínfimo se toma sobr~ todas las funciones escalón 

tjJ mayores que f y el supremo sobre todas las funciones esca 
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Ión menores que f; como cada función escalón es un caso 

particular de función simEle se puede intuir que la inte-

gral de Lebesgue es una extensión de la integral de Rie -

mann. Dicha aseveraci6n viene fundamentada en la siguie~ 

te proposición: 

PROPOSICION (1) 

Sea f: [a,b] +R una función acotada . Si f es Rie 

mann-integrable en [a",bj, entonces es también Lebesgue-i~ 

tegrable en [a, b] 

b 

RJ f 
a 

DEHOSTRACION: 

y además 
b 

:: LJ f 

a 

Como cada función escalón es una función simple será: 

RJb f t· 
b 

< sup = L J f 
-a <jJGLCf) a -a 

y Rfbf 

b L{bf . J ~ > inf = 
a VIGU(f) 

a a 

b 
LJb f , Y como para toda función f es L r f < resulta 

J 
-a a 

b (b r-b 
RJbf . Rf f < LJ f < L) < (1) 

) 

-a -a a a 

b 
Además por hipótesi s es Rf f 

) 
= y así de la expre-

-a 

sión (1) resulta la siguiente igualdad: 
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b 

Lfb L f b f RJb f R r f :: f :: :: 
) 
-a -a a a 

b L( f es Lebesgue-integrable y Rf f :: f. 

a a 

La proposición precedente nos permite no hacer algu-

na distinción entre la integral de Riemann y la integral de 

Letesgue para las funciones que son Riemann-integrables 

(continuas casi por doquier). 

Muchas veces, aunque una función medible f no sea Rie 

mann-integrable, para calcular la integral de Lebesgue se -

puede utilizar 103 conceptos de la integral de Riemann bus -

cando para ello una fllnción g que sea Riernann-integrable y 
4 

tal que f :: g c*d. Por ej emplo, ca·lcular L f fCx) dx si 
1 

Sl X ""...o.,( r..2.- . f"' Ti , 

f : :IR -+:iR tal que x '\.'v,,-rf(x) :: < IX l-3 SJ x G:O 

es claro que f no es Riemann-integrable en [1,4], pero sí 

lo es la función 

g : JR+:iR 

y además f = ¡:r 
C) 

4 4 

L{ f L f ¡:r :: :: 

j "" 
1 

tal que x ~~~~-+ g(x) = 

c~';d . Por lo tanto 

{ 2~" dx :: = ;;. .l 
1 

2 

1 

IX 

El procedimiento anterior tambi~n puede ser utiliza-

do para integrar funciones no aco·tadas. Por ej emplo, para 
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la función f definida en el 
1 

ejemplo anterior calcular: 

L ( f 
Jo 

(1) 

Es claro que f no e e' ..... acotada en el intervalo [0,1]. 

Similarmente como en el ejemplo precedente definamos la -

función g(z) ;: 
1 

para x G JR Y así la integral (1) es igual 

a la siguiente 
1 

L f g. ' 
O 

Como g tampoco es acotada, tratemos de utilizar la proposi 

ción (4-12) construyendo una sucesión (g) 1 de funcio-­
n n> 

nes no-negativas y acotadas que converjan a la función g. 

Así sean g (x) = mln {g(x), n} para n = 1,2, ... es decir 
n 

g (x) 
n 

;: '" rnln {-=-, ¡} 

.IX 

1 

IX 
Sl X 

1 
>2 

n 

Sl X < 
1 
2 

n 

es claro que la sucesión (g (x») ~ es creciente hacia la 
n . n>l. 

función g(x) y adem&s cada g (x) es acotada y Riemann-inte 
n 

grable. 

RJl gn 
o 

por lo 
1 

LJ g 
O 

= 

;: 

v ~ 
.l. af.l : 

F 1 
I 
) 

1 

.1 

dx 
r- + 

Y'x 

1 
(n2. 

Jo n dx 

tanto por 
f 1 

proposición (4-12), resulta 

lírn 
n·+'" 

I 
J. o 

gn = lím 1[2 - ~)+ ~} ;: 2 
n-+'X> 

1 

L ( ~ ~ 2 
. r = 
Jo 

para n;: 1, 2 , ... 
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