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. . 
da ~e~ ~¿liz4do eomo texzo de eon~ulta en un e~~o de C~leu 

lo O¿6e~ene~4l, e~o que eh de huma impo~tancia pa~a lo~ e~ 

tudlanteh de m4temá~ca pU4a q que encuent~an di6icultade6 

eon la b~btlog~a6la exihtente en nu~~~o med~o. Inquietud 

nu~~a eh que lOh e~tud¿anteh de Licenclazu~a en Matemáti

ca, qa eg~ehadoh, que tengan ¿nte~é~ en el tema contlnúen 

con el ehtud¿o del Cálculo ent~e e~pac¿oh euc~deoh, de6a~4~ 

llando t6p¿co~ como: Apl¿cae¿oneh del Cálculo Vi6e4enclal y 

6eguldamente con Cálculo rnteg~al, tomando como texto gula 

el llb~o Calculuh 06 Seve~al Va~iable6 de Cahpe~ Go66man. 

Capl¿tuloh! 

CAPITULO!: ESPACIOS EUCLIVEOS. 

Eh la pa4te má6 extenha de nue6~O t~abajo~ ya 

que e~ la bah e Itece6a4ia pa4lt el de6a4~ollo de.l liblLo an

teh menclo nado. 

El ehpaclo euclldeano eh un e6pacio vecto~ial en 

el cual exi~te una 6unción di~tancia que ~ati66ace cielLtah 

condlcione6. En dicho Cap~tulo d4mo~ la de6lnición q p~opi~ 

dade~ p4lncipaleh de ehOh e6pacloh. Tambl€n ~4tamoh 6uncl~ 



ne~ !ineale~ en~~e e~pa~io~ ve~~o~ia!e~ y ~u~ p~opiedade~. 

Adem~~, de~a~~ollamo~ pan~e de la ~opolog~a que puede de6i

ni~~e en e~~o~ e~pa~io~. 

CAPITULO II: FUNCIONES VIFERENCrABLES. 

Ve6inimo~ ~on~in~dad y dine~en~iabilidad pana 

6un~ione~ en~e e~pacio~ eu~l~deo~. Vi~ha~ deóinicione~ 

~on independien~e~ de la~ nonma~, a~~ ~omo ~ambi~n de la~ 

coo~denada~. La~ p~opiedade~ pnin~ipaleh de la~ 6un~ione~ 

dióenen~iable~ ~on de~annoll.ada~. 

Ag~ade~emo~ al Lic. Jo~~ Javien Rive~a Lazo po~ 
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da pon la ~e~ne~a~ia doña Edda Vanga~ y pon el impnehon don 

Maunicio Gan~~a. 
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1 . 1 lSPAC IOS VECTOR IALES 

Defrnrcfón 1.1-1 

Llamaremos E6p4Cio Vecto~ sobre el campo de los rea-

les a un conjunto E, con las funciones: 

g: E x E ---+ E: (x,y) ~ (x+y) 

y v: IR x E ---+ E: (a,x) '\t--+ éx 

asumiendo como válidas las siguientes condiciones: 

a) E es un" grupo abeliano respecto a la funci6n g. 

b1) Para todo x E E Y a,b e~, (ab)x = a(bx). 

b2} Para todo x E E Y a,b E IR, (a+b)x = ax+bx· 

b3) Para todo x,y E E Y a e IR, a(x+y) = ax+ay • 

~4) Para todo x E E, lx .. x. 

Usaremos el símbolo e para la identidad del grupo en E. 

Proposición 1.1-2 

Para todo x e E, Ox = e. 

Demostración 

Oado que 0+0 = O, para todo x E E, Ox • (O+O)x • Ox+Ox, 

por 1.1-1; como E es grupo abeliano respecto a la función g, Ox· 8. 

Proposictón 1.1-3 

Para todo x E E, {-l)x+x - 8; es decir (-l)x es el fnver 



so de x. 

DemostracJ6n 

(-l)x+x • (-l)x+(l)x 

• «-t)+1)x, 

• Ox 

... e 

Luego (-l)x+x - 8. 

por 1.1-1 

por 1.1-2 

EJEMPLOS DE ESPACIOS VECTORIALES 

Ejemplo 1.1-4 

Sea E el conjunto de n-adas de números reales; si 

a E R, x - (x1, ••• ,xn) e E y Y - (Yl" •• 'Yn) E E, sean 

g(x+y) - x+y = (xl+Y I , ••• , xn+Yn) E E 

Y v(a,x) • ax = (ax1, ••• ,ax
n
) e E. 

E con estas operaciones es un Espacio Vectorial. 

.2 

a) E es un grupo abeliano respecto a la funci6n g, por cumplfr las 

siguientes propIedades: 

t) "t i erre" 

La cumple por defrnici6n de §. 

¡i) "Sean x, y, z = (Z1""'Zn) elementos de E; 

X+(y+z) ... x+(y+z)". 



x+(y+z) = (xl~···,xn) + ({Yl""'Yn) + (Zt""'Zn}) 

a (x1'···,xn) + (Yl+ZI""'Yn+Zn) 

- (Xt+(Yl+z,}, ••• ,xn+(Yn+Zn» 

.3 

• «X t+Yl)+Zl"'" (xn+Yn)+3n) por ser cada componente 

de las n-adas un elemento de m. 

x+(y+z) • (xl+Yl""'xn+yn) + (zl, •.• ,zn) 

- «X1'···,Xn) + (Yt,···,yn» + (z,' •••• zn) 

.: (x+y) + Z 

¡ f i) "Existe un et~nto e 6 E tal que para todo x 6 E; x+9 :. x". 

X· (xl" •• ,xn) • (x1+O,···,xn+O) 

x • (x1' ••• ,xn) + (0, ••• ,0) 

Luego e • (0, ••• ,0) 

Iv) "Para todo x 6 E existe un elemento -x e E tal que 

x+ ( - x) - 6". 

Sea x - (xl"" ,xn) 6 'E; dado que 

(xl+{-xt ),···, Xn+{-xn» - (O, ••• ,O) 

entonces 

Luego 



-x D (-X" ••• , -Xn) es el inverso de x. 

vl ('Para todo x,y e E, x+y a:: y+~'. 

a:: (Yl+x1, ••• , y +x ); x.,y¡ e R, lO: 1,2, ••• , n . n n I 

e (Yl".' Yn ) + (Xl'··" xn) 

... Y+x 

bt ) "Para todo X e E y a,b e IR, (ab)x D a(bx)". 

= a(bx) 

x. e IR , 
I 

- 1, •.. ,n 

b2} "Para todo X e E y a,b e IR, (a+b)x" ax + bx". 

lO: ax + bx 

.4 



.5 

b
3

) "Para todo x,y € E Y a e IR, a(x+y) = ax + ay" • 

.. (axt , ••• , ax ) + (aYl"'" ay ) n n· 

la ax + ay 

b,.> "Para todo x € E, lx = x". 

lx .. 1 (xl' ••• , xn) 

..: (1 xl ' ••• , lx ) n 

.. (xl"'" xn) 

lIS x 

Luego E es un espacio vectorial. 

Ejemplo 1.1-5 

Sea A P f cualquier conjunto, X espacio vectorfal. Sea 

xA el conjunto de todas las funciones de A hacia X. Para cualquIer 

f,9 € xA, a e A; 

Para todo f e xA y a e IR; 

! 



(af) (a) = afea) 

Demostrar que xA, con las funciones 

h: xA x XA ---+ xA: (f,g) ~ h(f,g} = f+g 

J: IR x 0 ----. XA: (a,f) ~ J(a,f) = af 

forma un Espacio Vectorial. 

.6 

a) xA es un grupo abeliano respecto a la función h, ya que cumple las 

siguientes propiedades: 

i} "Cierre" 

Se cumple por definición de h. 

fi) 'ISean f,g,l e xA, (f+g)+l = f+(g+l.)". 

Sea a E A 

«f+g)+!)(a) = (f+gXa) + lea} 

= (f (a) + 9 (a» + l (a) 

= f (a) + (9 (a) + l (a», ya que pertenecen a X. 

= fea) + (g+l) (a) 

= (f+(~·+l» (a) 

Luego (f+g)+!= f+(g+!). 
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¡ii) "Existe un elemento q e xA tal que para todo f e xA, 

f+q = f". 

Sea a e A 

(f+q) (a) = fea) + q(a) 

Si necesitamos que f{a) + q(a) = fea), q(a) tendría que ser 

la función cero, la cual será definida como: 

e : A ----t- X: a ~ e(a} = 9; luego 

q(a} = e(a) entonces q = S. 

iv) IIPara todo f e XA existe un elemento P e XA tal que f+p = e". 

v) 

Sea a e A entonces (f+p)(a) = fea) + pea} 

Si necesitamos que fea} + q(a) = e(a) = 9, P tiene que ser la 

función 

-f: A -+- X : a'V\,- (-f)(a) 

Así-

fea) + (-f)(a) =f(a) - fea} = e 

A "Para todo f,g e x , f + 9 =: 9 + f". 

Sea a e A 

(f+g)(a) = fea) + g(a} 

= g(a} + f(a} , por ser elementos de X 

= (g+f)(a) 
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Luego f+g = g+f. 

A "Para todo f e x y a,b € IR, (ab)f c: a(bf)lI. 

Sea a € A. 

«ab)f) (a) = (ab)f(a) :: a(bf(a) = a(bf) (a) 

:: (a (bf» (a) 

Luego (ab)f = a(bf). 

A "Para todo f € X Y a,b e IR, (a+b)f = af+bf". 

Sea a e A 

«a+b)f) (a) = (a+b)f(a) 

= afea) +bf(a) 

= (af) (a) + (bf) (a) 

= (af+bf) (a) 

Luego (a+b)f = af+bf 

A "Para todo f,g € X Y a € IR, a(f+g) = af+ag ll
• 

Sea a € A 

(a(f+g»(a)= a(f+g)(a) 

= a ( f (a) + 9 (a» 
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(a(f+g)(a) =af(a) +ag(a) 

= (af}(a) + (ag)(a) 

= (af+ag) (a) 

Luego a(f+g) = af + ag 

b4) "Para A todo f € X , 1 f ,., f". 

Sea a € A 

(1 f) (a) = 1 fea) ,., fea) 

Luego 1 f = f 

Por consiguiente XA es un Espacio Vectorial. 

Definición 1.1-6 

Sean E Y T espacios vectoriales sobre~; la aplicación f 

de E en T es un homomo~6~mo si : 

1) f(x+y) = f(x) + f(y) 

2} f(ax) = af(x} 

para cualesquiera x,y € E Y a € R. 

Observación 1.1-7 

Un homomorfismo de espacios vectoriales es llamado tam-
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b i én Funwn Uneal. 

Definición 1.1-8 

Un homomorfismo f es llamado !~omo~6ihmo si f es biyectl 

va. 

Proposición 1.1-9 

Sea X un espacio vectorial, entonces existe un conjunto 

infinito de isomorfismos distintos de X sobre él mismo. 

Demos trac ión 

Definamos la función ha: X ---+ X x ~ ha(x) = ax; 

a € IR, a ,; o. 
La función está bien definida puesto que todos los ele

mentos del dominio poseen imagen bajo ha; además la imagen es única! 

x = y => ax = ay =:> ha(x) = ha(y) 

Sean a,b € IR 

a I b ==> ax # bx 

=:> ha (x) I hb (x), x ,; e 

==> ha {: hb 

Luego existe un conjúnto infinito de estas funciones ya Que para cada 

elemento de IR obtenemos una función. 



• 11 

111 somorfismoll 

i) Sean x,y € X; a,b € m; ha(x+y) : ha(x) + ha(y) y ha(bx): bha(x). 

ha(x+y) = a(x+y} = ax+ay = ha(x) + ha{y) 

ha(bx) = a(bx) = (ab)x : (ba)x = b(ax) = b ha(x) 

ii) IIlnyectiva" 

x # y ==> ax # ay ==> ha(x) # ha(y) 

iii) "Sobreyectiva" 

Lo es ya que para todo y € X existe 

x = ~ € X, a # 0, tal que ha[f) = a(f) = y. 

Luego las funciones ha son isomorfismos de espacios vectoriales. 

Definición 1.1-tO 

Dos espacios vectoriales E y T son lhOmÓ~tiCOh si existe 

una función f de E en T la cual es un isomorfismo. 

Definición 1.1-11 

Si E es un espacio vectorial sobre m y T c E, entonces T 

es un Subeópacio de E, si con las operaciones de E, T forma un espacio 

vectorial. 
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Lema 1. 1-12 

Un subconjunto no vacío T de un espacio vectorial E sobre 

m es un subespacio de E si y solamente si cualesquiera sean a e ~, 

x,y e E, se cumple: x+y e T y ax € T. 

Demostración 

La condición necesaria es evidente por defini~;ón de sub 

espacio. 

Para la condición suficiente: el negativo -x de todo ele 

mento x € °T pertenece a T, ya que por la proposición 1.1-3; 

-x = (-l)x y (-l)x € T; e € T; ya que tomando a = 0, ax E T. 

EJEMPLOS DE SUBESPACIOS VECTORIALES 

Definicion 1.1-13 

Sean E y T e$pacios vectoriales y f un homomorfismo de 

E en T. Se denomina Núcleo del homomo4ñ~mo f, al conjunto de todos 

los elementos x € E para los cuales f(x) = 6. 

NOTACION: Denotaremos al Núcleo del homomorfismo f por: 

K(f) = {x E E / f(x) = e} 

Definición 1.1-14 

Sean E y T espac ios vectoriales y f un homomorfismo de E 
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en T. Se denomina Rango d~ hcmcmc~61Ámc f, al conjunto de les elemen 

tos u € T para los cuales exi~te x € E tal que f(x) ~ u. 

NOTACION: Denotaremos a; Rango ¿el homomorfismo f por 

r(f) = {u € T / f(x} ~ u. para algún x € E}. 

Proposición 1.1-15 

Sean E Y T espacios vectoriales la fuoeión f de E en 

T es inyectiva si y solamente si K(f) = {e}. 

Demos t rac ión ( ~>, Supcn9~mos que f es un homorno~fismo inyecti

YO. Puesto que f es homomorfismo, lleva el e!e~ento e de E al eleme~

to e de T; luego el elemento e de E está contenido e~ e l K{f), ya que 

f(e) = S. Por ser f inyectiva, f-
1 (9), la imagen inversa del elemento 

e € T~ no puede contener más de un elemento de E, 10 que nos implica 

que K( f) = e. 

( <=) Supongarros ahora que K(f) =fe}; sean x,y € E. 

Si f(x) = f(y)_ entonces f(x) - f(y) ::: 9, y por ser f homomo¡-fismo 

f(x) - f(y) - f(x-y) = e 

es decir x-y e K(f); como el único elemento de K(f) ,es e, entonces 

x-y::: O; por consigciente x = y. luego f es inyectiva. 
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Proposición 1.1-16 

Sean E Y T espacios vectoriales y f: E~ T un homomor

fismo, entonces 

a) El núcleo de f es un subespacio de E. 

b) El rango de f es un subespacio de T. 

Demostración 

IIE 1 núc 1 eo de f es un subespac i o de TII • 

i) Sean x,y € K(f); por ser f homomorfismo, 

f(x+y) ~ f{x) + f(y) = e + e = e· 

Luego x+y € K(f). 

i i} Sean a e IR y x € K (f); por ser f homomorf ¡SITIO, 

f{ax) = af(x) =ae = e 

Luego. ax € K( f) 

"El rango de f es un subespacio de TII. 

¡) Sean u,v € r(f); existen x,y € E tal que 

f (x) = u y f (y) = v • 

f(x+y) = f(x) + f(y) = u+v 

Luego existe x+y € E tal que f(x+y) = u+v; así u+v € r(f). 
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i j) Sean a € IR Y u € r(f); existe x € E tal que f(x) = u. 

f(ax) = a f(x) = au 

Luego existe ax € E tal que f(ax) = au~ 

Lema 1.1-17 

La intersección de cualquier familia de subespacios de 

un espacio vectorial E sobre m es un subespacio de E. 

Demos t raci ón 

Consideremos una familia arbitrariamente elegida 

1jJ = {B. / i € U} de subespacios de un espacio vectorial E sobre IR y de
I 

notemos por B su intersección; esto es B = () Bi 
i€U 

B ~ ~ puesto que cada Bi contiene a e ,i € U; B c B. para todo i € U; 
I 

si x € S., Y € B. 
I I 

y a € IR, po r Lema l . 1- 12, x+y € B i y 

que es cierto para todo i € U, entonces x+y € B Y ax € B. 

Luego B es un subespacio de E. 

Definición 1.1-18 

ax € S.; ya 
I 

Llamaremos .6u.be6pa.cio genvw..do pOIt A a un subespacio EA 

que cumple las siguientes condiciones 

ii) Si T es un subespacio tal que A c T entonces EA e T. 
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Observación 1.1-19 

Si el subespacio EA existe, por la condición ii) de la 

definición 1.1-18 es único. 

Proposición 1.1-20 

Sea E un espacio vectorial y A un conjunto arbitrario de 

vectores tal que A e E. Entonces el subespacio vectorial generado 

por A existe y es único. 

Demostración 

Existen subespacios B que contienen todos los elementos 

de A (esto es tales que A c B); el espacio total E, es por ejemplo uno 

de ellos. Sea B la intersección de todos los subespacios que contie

nen a A; por 1,1-17 es claro que B es un subespacio que contiene a A. 

La condición i i) de la definición 1.1-18 también se cumple,ya que ,si 

A está contenido en el subespacio C, entonces B c e ya que B es la in

tersección de todos los subespacios que contienen a A. Luego B es el 

espacio generado por A, es decir B = EA' 

Observación 1.1-21 

Cuando EA es igual al espacio total E, decimos que A es 

un conjunto de generadores de E y que E es generado por A. 

Definición 1.1-22 

Sea E un espacio vectorial sobre~; si xl'xZ"'" xn € E 
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entonces cualquier elemento de la forma 

n 

I 
i=l 

a .X., 
I I 

Proposición 1.1-23 

Sea E un espacio vectorial, A :¡. </>. El conjunto de todas 

las combinaciones lineales de vectores en A es un subespacio de E. 

Demostración: 

ii) 

n 
Sean ¿ 

i=l 
a .x. , 

I I 

A, entonces 

n 

I 
i=1 

a.x. + 
I I 

m 
L 

j=l 

m 
I 

j= l 
b.y. combinaciones 1 ineales de elementos de 

J J 

b.y. = 
J J 

es una combinación 1 ¡neal de e l ementos de A. 

m 
Sea a € IR Y L 

j=l 
Entonces 

m 
a l 

j=l 
b.y. = 

J J 

m 

I 
j=l 

b.y. una combinación lineal de elementos de A. 
J J 

a (b. y') = 
J J 

m 
¿ 

j=l 
(ab .) y . 

J J 

es tamb ién una combinación li neal de elementos de A, puesto que 

abo € IR, para todo j = 1, ... , m. 
J 

Proposición 1.1-24 

Si A :¡. <p es cualquier conjunto de vectores en un espacio 
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vectorial E Y s i B es el subespacio ,gene rado po r A, entonces B es 

igual al conjunto de combinaciones lineal es de vectores de A. 

Demos t raci ón 

Sea e = {~ a.x./ a. e IR, x. € A, n € B\l} el 
I I I I 

conjunto de todas 
i=1 

las combinaciones lineales de elementos de A. 

"B=C" 

i) B e e 

Por la proposición 1. i - 23 e es subespacio de E. Para cada x € A, 

x = lx € A. Luego A c C. Como 8 es la intersección de todos los 

subespacios que contienen a A entonces B está contenido en C. 

i i) e c B 

Si B es generado pcr A entonces A es subconjunto de B; como B es 

subespacio, toda combinación lineal de elementos de A pertenece a 

B; es decir todo elemento de e pertenece a B, ya que todo elemen-

to de e es una comb i naci ón 1 i nea 1 de elementos de A. 

Definición 1.1-25 

Sea E un espacio vectorial sobre~. Un subconjunto 

A = {xl"'" xn} es llamado Linealmente ~ndependiente si para toda n

ada de escalares (al"'" an) se cumple: 

n 

L 
i = 1 

a.x. 
I I 

= a = O n 
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Si, por otra parte, existen escalares al' ...• an no todos cero tates 

n 
que ¿ 

i=1 
a" x. = e, diremos que A es Unea1.me.n.-t.e. de.pe.ncüe.n:te.. 

I I 

Lema 1.1-26 

Sean E Y M subespacios de 5; si M c E entonces M es sub 

espacio de E. 

Demostración 

Como E es subespacio de 5, en tonces las operaciones de 

E son las mismas que para S; como M es subespacio de S, las operacio-

nes de M son las mismas que para S y como M c E las operaciones de M 

son las mismas que tiene E. Luego M es subespacio de E. 

Lema t. 1-27 

Sea B subconjunto de A, entonces el espacio generado 

por S es subconjunto del espacio generado por A. Es decir 

Demostración 
n 

Sea x € ES; entonces x = í 
i=l 

a.x., con a . €~; x. € B, 
I I I I 

= 1,2, .. , n; como B e A entonces Xl'··.' xn € A. 

n 
Luego I 

i=l 
a .x. € EA" 

I I 
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Proposición 1.1-28 

Un subconjunto A de~eslinealmente independiente si y 

solamente si para todo subconjunto propio B de A el espacio generado 

por B (Ea) es un subespacio propio del espacio generado por A (EA)' 

Demostración 

Para la condición necesaria suponemos que A es lineal-

mente independiente. Sea x € A tal que x ~ B; entonces x t EB, por ser 

A linealmente independiente; luego x € EA Y x ~ E
B

• 

Como EB c EA y dado que EB y EA son subespacios de E, 

entonces Es es subespacio de EÑ por lo tanto Ea es subespacio propio de 

Demostraremos la suficiencia por reducción el absurdo. 

Sea {xl"'" xn} un subconjunto finito de A y suponga

mos que existe al menos un esca lar a. :1 O, con i = 1,2, ..• ,n tal que 
I 

n 
¿ a.x. = 9; sea 

1 1 
j € {l, ... , n} ta 1 que a. :! O; entonces 

J i = 1 
n 

x. = L 
J i=1 

if-j 
[

a. ) 
- _1 IX .. a. 1 

J , 

Hagamos B = A - {X
j
}; si demostramos que B es tal que ES no es subesp~ 

cio propio de EA ' tendremos 10 que deseamos. 
m 

Sea x € EA; entoncesx=¿ b.y. 
i=1 1 I 

Para ello demostremos 

yi € A, bi € IR; si 



y. € B para todo i = 1,2, ... , m entonces x € ES; si existe v 
1 . r 

m 
entonces Yr ::: x. es decir es de la forma x ::: ¿ b. y . + b x. 

J ¡:::1 I 1 r J 

¡:Ir 

m n 
x = ¿ b.y. + b L 

i = 1 
r ! r i ::: 1 [-~l x. a. 1 

J 
i :11- i:lj 

m 

L 
i ::: 1 

b.y. € ES ya que es una combinac ión lineal de elementos de S. 
1 1 

i#r 

n 
b L r. 1 1= 

i:lj 

n 

L 
i= l 
i#j 

[

_ br a.) 
---'Ix, a' I 

J } 
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t B 

por ser una comb inación lineal de elementos de B. Luego x € ES; por 

tanto EA c EB lo cual es una contradicción. Luego toda combinación li

neal nula de elementos de B nos impli ca que a. = O. para todo i = 1,2, .. ,n. 
1 

Definición 1.1-29 

Un espacio vectoria l E posee dimenh~6n b~nita n, si 

existe un conjunto 1 inealmente independiente {el' .•.• en} c E tal 

que cada x € E es una combinación lineal de la forma 

a . e. 
1 1 

Defin¡ción 1.1-30 

a. € IR . 
1 

Una B~e de un espacio vectorial E es cualquier subcon-

_ ~ r r<AL 

UNI\lE"bIUAC DIL !:L. ·AL.YA .... 
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junto de E 1 inea lmente i ndependient e que genera al espacio entero E. 

Proposición 1.1-31 

A es una base de E si y solamente si el espacio gene

rado por A es igual a E y el espacio generado por B es diferente de E, 

para cualquier subconjunto propio B de A. 

Demostración 

Para l a cond i ción necesaria; como A es una base de E 

entonces A es un subconjunto de E linealmente independ iente tal que A 

genera al espacio entero; es decir EA = E; dado que A es linealmente 

independiente aplicando propos ic ión 1.1 - 28 tendríamos que EB c EA y 

EB # EA' s i B ~ A, como EA = E en t onces ES ~ E. 

Para la cond ición suficiente; como A es generador de 

E por hipótesis t bastar¡ proba r que A es l i neal mente independiente1 lo 

es apl ¡cando Proposición 1. 1-28. 

Proposición 1.1-32 

Si E es de di mensión fi n i t a entonces cada base de E 

tendrá el mismo número de elementos . 

Demostración 

mentos de E, 



Sea 

un sistema de 

soluciones de 

y. = 
1 

all = 

a 12 = 

a 13 = 

a 1n = 

n 

L 
j=l 

n+1 ¿ 
i=Z 

n+1 
L 

i=2 

n+l 
L 

i=Z 

n+l 
I 

i=Z 

ao o e o 
I J J 

b o a i 1 I 

bo a i2 I 

bo a i3 I 

b. a o 
1 In 

n ecuaciones con 

este sistema. 

= 1, ••• , n+ 1 

n incógnitas, entonces existen 

Y¡ = a 11 el + a 1ZeZ + 0.0 + al e o n 

[~~: 1 [n+1 J r
n
+ 
1 

Yl = b o a i1 el + i~2 b o a 0 2 eZ + .0. + l b o a.Je I I 
I t 1=2 I In n 

Yl = (b
2 

a Z1 el + b3 a31 el + + b 1 a el) + n+ n+l , 1 

(b
2 

a22 e
2 

+ b
3 

a
32 

e2 + ... + b 1 n+ a n+l,2 ez) + 

.oo+b 1 a, e) 
n+ n+ ,n n 

·23 

b2 ,·o.,bn+1 
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n n n 
Y1 = bl ¿ al)' e. + b3 L a3j e. + .•• + bn,+l l: an+],J' e. 

j=l J j=l J j=I J 

por consiguiente 

y así {y I , ••• , Yn+l} es 1 inealmente dependiente, por tanto no puede ser 

base. Luego toda base de E debe poseer n elementos. 

Proposición 1.1-33 

Dada una base {el"'" en} de E, entonces todo elemen

to de E tiene representación única en la forma 

Demostración 

Supongamos x 

n 
La.e., 

i=1 I , 
cona.€IR, 

J 
= 1, ... , n. 

Sea x € E, entonces x es de la forma 

n 
l a.e. 

i=l I J 

n 
= l 

1=1 

n 

b.e. , 
' I 

n 
l a.e. =: L 

i=1 I I i=1 

a. € R. 
I 

b ¡ € IR; entonces 

b.e. , J 

restando el miembro derecho de la igualdad a ambos miembros y por ser 

el"" e elementos de un espacio vectorial ya., b. escalares, enton
nI' 



ces 

n 

I 
i=l 

Ca. - b.) e. ::o e , 
I I I 

10 que por la independencia 1 ineal de {el •••• ' en} nos conduce a 

a. - b. = O, para todo i = l •... ,n; es decir: 
I I 

a. = b. 
I I 

para todo = 1, •.• , n .. 

Observación 1.1-34 
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En términos de esta representación tenemos una función 

canónica ~ de E sobre el espacio vectorial mn de n-adas de nameros rea-

les. (Ejemplo 1.1-4). 

Proposicion 1.1-35 

Sea E un espacio de dimensión n; la función ~ de E s9-

n bre m es un isomorfismo de espacios vectoriales. 

Demostración 

Dado que E es un espacio de dimensión finita n sobre 

IR, posee una base {el"'" en}; por la Proposición 1.1-33 todo elemento 
n 

x € E posee representación única en la forma l a. e., con a. € m. 
i= l I I I 

Por la unicidad de esta expresión la función 

~ : E --.,. IR
n 

: x 'VV--+ (al' ... , an) 

está bien definida. 



"lJ! es isomorfismo" 

¡) Homomorf i smo 

n n 
Sean x = I 

i=1 
a.e. , 

I I 
y = I 

i= 1 
b.e. elementos de E, e e ~ 

I I 

n 
con x+y = l 

i.= 1 

n 
(a. +b.) e. , ex = ¿ 

I I I i= 1 

= 1jJ(x) + 1/1(y) 

1/1 (ex) = 1/1 [I ( ca .) e ·l i= 1 I I 

= e 1jJ(x) 

ii) Inyectiva 

n 

(ea.)e. 
I I 
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n 
Sean x = ¿ 

i= 1 
a.e. 

I I 
y = l b.e. 

i=l l' 
ai ,bi € IR, = 1, ... , n. 



1jJ(x) = "'(y} => "'[ I a. e¡] = "'Lt b . e ¡] 
i=1 1 , 

=> (a 1 ' •.. , an) = (b 1 ' ••• , b ) n 

=> a. = b. 
I I 

para todo r ~ 1, ... , n 

n 
Luego l: 

i=l 
a.e. = 

I I 

jii} Sobreyectiva. 

n 
l: 

i = 1 
b.e., es decir x = y 

I I 

1jJ es sobreyectiva ·puesto que s j 
n n 

te x = l: a.e. tal que 1/1 ex) = ¿ a.e. 
i=l I I i=1 I I 

Proposición 1.1-36 

(al"'" 
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a ) € IRn exis-
n 

Cualesquiera dos espacios vectoriales de dimensión fini 

ta n sobre IR son i somórf i cos. 

Demostración 

Sean V Y E espacios vectoriales de dimensión finita n 

sobre m; entonces existen dos isomorfismo f y g, f: V -+IRn y g: E -+ IRn ; 

g-I es un isomorfismo; luego g-I of : V -+ E por ser composición de ¡somor 

firmos es también un isomorfismo. Así V, E son espacios vectoriales ¡so 

mórficos. 

Definición 1.1-37 

E es un conjunto in6~ si existe un subconjunto propio 
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A de E y una función 

f: A --+ E, biyectiva. 

Proposición 1.1-38 

Todo espacio infinito dimensional posee un subespacio 

propio al cual es isomórfico. 

Demostración 

Sea B una base de E; luego S es un conjunto infinito; 

por 10 tanto existe un subconjunto propio A de B y una función f: A ~ S 

la cual es biyectiva; por el Lema 1.1-27 si A es subconjunto propio de 

B entonces EA es subespacio propio de EB y como ES = E definamos un iso

morfismo 

n 
g: EA ~ E: x = L 

;= } 
a .x. 'VV~ 

I I 
g[ I a.x.] = 

i=l I I 

9 está bien definida por la unicidad de la expresión 

n 
x = I 

i= l 
a.x. 

I I 

"9 es un isomorfismo" 

i) Homomorfismo 

n 
Sean x = I 

i=l 
a.x. 

I I 
y = 

n 
I b.X. e EA' 

;=1 I I 

c € IR 

n 
I 

i=l 
a.f(x.) 

I I 



g{x+y} == gU1 (ao+bo)Xo] 
I I I 

n 
= I (a.+b.)f(x.) 

i=l I I I 

n n 

= ¿ a. f (x.) + I b.f(x.) 
i=l I I 

i=l I I 

= g(x) + g(y} 

g(cx) = 9 [I ( c~ . ) x .] 
i=l I I 

n 
= ¿ 

i == 1 
(ca.) f (x. ) 

I I 

n 
= c ¿ a. f(x.) 

i= 1 I I 

= c g(x) 

ji) Inyectiva 

Sean x € EA' x € K(g); probemos que x = e . 
n 

Como x € EA' entonces x = L 
i=1 

g( ) = g[ I a.x.] x i=l I I 

~ e K(g) ===> g[ I a.x.] == 6 
i::: 1 l' 

a.x., es decir 
I I 

.29 
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n 

i= 1 
¿ a.f(x.) = 6j 

I I 
como f es inyectiva, f(x.) # f(x.), si 

I J 
# j y 

f(x i ) € B Y B es base de E, luego a¡ = O , para todo i; enton 

ces x = e. 

iii) \ Sobreyectiva. 

n 
Sea y € E, Y es de la forma y = ¿ a.y., con y. € B. Como f es 

i= 1 I I I 

sobreyectiva, para y. € B existe x. € A tal que y. = f(x.) o sea 
I I I I 

n 

i= 1 
I a.f(x.~ y por definici6n de 9 

I I 
y = 

n 
x = ¿ 

i= 1 
a.x. 

I I 
es tal que g(x) = y. 

1.2 DEFINICION DE ESPACIO EUClIDEO. 

Definici6n 1.2-1 

Sea E un espacio vectorial n-dimensional, 

n > 1. Una función 

L .. I ... ): E x E ---r R 

(x,y) '\,'\,'\,.+ (x/y) 

que satisface las propiedades siguientes se llama p~oductc ~~ so 

bre E. 

CI ~I __ L.:"" . ' L. 

UNIVE~ IiIt .. .. .. OE eL ""LVAOOIIt 



a} {x/y} = (y/x), para todo (x,y) e E x E. 

b) (x+y /z) = (x/z) + (y/z), para todo x,y,z € E. 

e) (ax/y) = a (x/y) , para todo (x,y) € E x E y a € R. 

d) (e/e) = o y (x/x) > o, para todo x € E, x' '1 e. 
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De las igualdades b) y e} se dice que los productos escalares son lfne~ 

les con respecto al primer factor, a) expresa la ley simétrica o conmu-

tativa. Del conjunto de estas tres resulta que el producto escalar es 

lineal con respecto a ambos factores (bilinealidad). 

Es deci r: 

para toda x,y,z € E, a € R 

(x/ay) = (ay/x) os a(y/x) = a(x/y) 

(x/y+z) = (y+z/x) = (y/x) + (z/x) 

= (x/y) + (x/z) 

Proposición 1.2-2 

Sea E un espacio vectorial de dimensión finita n 

n 

n 
Si x € E, x = ¿ xre •• 

¡=l I 

Entonces ( x/y) = ¿ x¡y¡ es un producto escalar sobre E. 
;=1 

Demostración 

a) 11 {x!y ) .., (y/x), para todo x, y € E". 



n n 
(x/y) = I x f y. =. ¿ y. x . = 

f=l I t=l I I 

(y/x) 

b) "(x+y/z) = (~Jz) + (y/z) , para todo x,y,z e El!. 

n 
(x+y/z) = 2 

i= t 

n 

(x . +y.) z. 
I I I 

= ¿ (x.z. + y.z.) 
I I I I i=J 

n n 
= ¿ x.z. + ¿ y¡z¡ 

i=l I I 
i= 1 

= (x/z) + (y/z) 

e) "(ax/y) = a (x/y) , para todo x,y e E y a e R". 

n 
(ax/y) = 2 (ax.)y. 

• 1 I I 1= 

n 
= ¿ a (x.y.) 

• 1 1 I 1= 

= a (x/y) 

d) "(e/e) = o y (x/x) > o, x e E, x # e". 

(a/e) 
n 2 2 

= 2 e. = al + 
i= 1 I 

2 
+ e n 

= o ...... + o 

= o 

.32 



n 
Como x'" ¿ 

i= 1 
x.e. ~ 0, existe un j tal que x. ~ O; 

I I J 

2 n 2 
O < x. ~ l x. 

J i=l I 

n 
luego (x/x)... ¿ x~ > O. 

i=l 

n 

2 x. > 
J 

Por 10 tanto (x/y) = l xrY¡ es un producto escalar. 
i= 1 
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O, entonces 

Una norma puede ser introducida en E en términos del 

producto escalar. 

Definición 1.2-3 

Para todo x € E la no~ euctldea de x está definida 

'por 

Ixl = (x/x)1/2 

Teorema 1.2-4 (Desigualdad de Schwarz) 

Para todo x,y € E se cumple: 

i) I (x/y) I ::. I xl I y I . 
i i) I (x/y) I < Ix Ilyl, si x, y . son 1 inealmente independientes. 

r ir) I (x/y) I "" Ixll yl , s i x'''' ay. 

Demostración 

Bastará demostrar i j), r ir). 
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rr) 11 l{x/y)I<lxllyl, si x,y son linealmente independientes ll
• 

Supongamos entonces x ~ e, y ~ e y a € R, x - ay ~ e porque 

x,y son linealmente independrentes 

o < (x - ay/x - ay) = {x/x} - (x/ay) - (ay/x) + (ay/ay) 

o < (x - ay/x - ay) = (x/x) - 2a{x/y) + a2 {y/y) 

Sea a2 = (x/x) (y/y) , entonces 

(x/x) - 2a{x/y) + a2 {y/y) 

l/2 
= (x/x) - 2 (x/x) (x/y) + (x/x) (y/y) 

(y/y) 1/2 (y/y) 

s imp 1 i frcando 

o < (x/x) - 2 I~~ (x/y) + (x/x) 

O < 2 (x/x) Iyl - 2 (x/y) Ixl 

2 (x/y) Ixl < 2 (x/x) Iyl 

(x/y) < (x/x) I:z: I 
Ixl 
2 

(x/y) < Ixl b~1 
Ixl 

(x/y) < Ixlly l 

Además 

(x/-y) < Ixll-yl = Ixllyl, 



luego -(x/y) = (x/-y) < lxllyl 

Por 10 tanto !(x/y)! < !xllyl 

Ji i) " ! (x/y) I = I xiI y 1, s i x = ay". 

Existe un a e R tal que x = ay 

1
2 2 

, Cx/y) I = I (ay /y) ! 

2 
= la (y/y) I 

= Isl2 Iyl'+ 

= lal 2 
lyl2 lyl2 

2 2 
= la I (y /y ) I y ! 

2 = (ay/ay) Iy' 

2 2 
= layl Iyl 

2 2 
= Ixl Iyl 

Por 10 tanto I (x/y) I = Ixl Iyl 

Llegamos a la misma conclusión si y = ax. 

Teorema 1.2-5 

La norma satisface las siguientes propiedades: 

a) lel = O, Ixl > O, si x:l e . 

.35 
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b) laxl !Z lallxl , para todo x € E Y a € R. 

e) Ix+yl ~ Ixl + Iyl , para todo x, y € E (Desigualdad triangular). 

Demostración 

a) "1 e I = O, Ixl > O, s i x.¡. en. 

lel = (e/e)1/2 ~ O 

Ixl = (x/x)1/2 > O, x .¡. e , por 1.2-1 

b) 11 I ax I ~ la II xl, pa ra todo x € E, a € R " 

2 2 2 
laxl = (ax/ax) = a.a(x/x) = lal Ixl . 

Luego laxl ~ lallxl 

c) "Ix+yl ~ Ixl + Iyl , para todo x,y € E ". 

2 
Ix+yl = (x+y/x+y) 

= (x/x) + (x/y) + (y/x) + (y/y) 

= Ixl2 + 2 (x/y) + lyl2 

~ Ixl2 + 2 Ixlly l + lyl2 , por 1.2-4 

Luego Ix + yl ~ Ixl + Iyl 
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Definición 1.2-6 

Una función 

11 11: E ~ R+ 

X ~ IIxll 

que satisface las propiedades del Teorema 1.2-5 es decir: 

a) lIell = O, l/xII> O, x r/: e 

b) 118xII = lal /Ix 11 , para todo x e E, a e R 

c) 11 x+y 11 < IIxll + !lyll, para todo x, y e E es llamada una norma sobre 

E. 

Proposic ión 1.2-7 

La norma en un n-espacio eucltdeo satisface la ley del 

paralelogramo 

Demostración 

2 2 
Ix+yl + Ix-yl = (x+y/x+y) + (x-y/x-y) 

= (x/x) + (x/y) + (y/x) + (y/y) + (xIx) - (x/y) - (y/x) 

+ (y/y) 

= 2{x/x) + 2 (y/y) 

2 2 
= 2 Ixl + 21yl 



2 2 2 2 
Luego Ix + Y[ + Ix - Y[ = 2 Ixl + 2 IYI 

Proposición t.2-8 

Desigualdad de Cauchy-S¿hwarz. 

Para todo x = (xl'·." xn) e y = (Y l ,···, Yn) puntos cualesquiera de 

IRn , 

Demostración 

Si x = e ó y = e, entonces la desigualdad se reduce 

a O < O Y es, por tanto, verdadera. Consideremos el caso en que X-F e 
~ -

y y F e, es decir en el que Ixl # O Y lyl F o. 

Sean a,b € R, O ~ (a-b)2 = a 2 - Zab + b2 o, equivalentemente 

· 2ab < a 2 + b2 

Como a y b son números reales arbitrarios tomemos 

Ixil 
a =--

Ixl 
Iy ¡ I 

y b=-
Iyl 

Entonces, para cualquier i , 

¡n )1/2 
Como Ixl = l !x.1

2 

i=l I 
es la norma euclídea, entonces 



n 
I ~.Y.I 

I I 
" tl [x.\2 ~ Iy 12 

2 ... 
l. t 1.. i = Lvi + I"yl-, < ~i =_"1 ___ + i= 1 "" JLL. 2 i=l 

Ixl Iyl Ix[2. Ivl2 Ixl2 lyl2 

Ix. y.1 
I I 

Ixl Iy\ 
Luego 

n 
I Ix.y.1 < Ixlly\ 

I I -i=l 

Proposición 1.2-9 
2. 

S~a t el conjunto de todas las sucesiones 

x:: {x } (n :: 1,2, ••. ) de elementos de R tales que 
n 

<lO 2. 
L Ix I < <lO , 

n=l n 

2. 
entonces t es un espacio vectorial con producto escalar. 

Demostración 

Sean {x } y {y } elementos de t 2
; 

n n 

definimos 

.39 

2. 
Para demostra r que t es un espacio vectorial bastará 

veri fi ca r 



i} A x € ,t2 

i i) x+y € ,t2 

2 Sea {x } € ,t. 
n 

. 2 ce> 

{Ax } € t · <==> r A2 x2 < ce> 
n t n n--

n 
Sea x = lim r 

n-+ex> i=1 

2 
x. , 

I 
entonces 

n 
L x~ < x =-> A2 

i=l 1-

n 
==> L A2 x~ < A2x 

i=l I -

~ 22 n 22 2 
L A x. existe por que L A x. < A x, para todon> l. 
r~1 I i=l I -

Luego 

ir) "x + y € ,t2;, 

ce> 

r 
i=l 
n 

2 
!x.+y ! 

I 
existe, si existe A > O tal que 

~ IX'+Y'1 2 
< A, para todo n _> 1, ya que r~q I / -

ce> 2. n 2 
l Ix.+y¡ I = L/m r Ix.+y.1 

i=l 1 ~ i~l / / 

Entonces por 1.2-5 (aplicado a Rn) 

[ I Ix.+y.¡2Jl/2.::. [r x2

r
] 112 + [.r y~]1/2 

(=1 I I i=l 1=1 1 

.::. [.r x~ll/2 + [ I Y~l1/2 
1=1 1 i=1' / 

·40 



De donde 

[ I Ix.+y.~2)1/2 < e ==> 
i= 1 I I 

n 2 Z 
¿ \x,+y ¡ I ~ e = A 10 que 

i = 1 

[
n . 2] 

vergencia de la sucesión creciente ¿ Ix.+y.1 
r=l I I 

n>l 

Además por 1.2-8 

n n 
¿ xjy. < 1 Ix.y.1 < 

"1 1-'1 11 
1= 1= 

[
n 2]1/2 [ n 2]1/2-¿ Ixil ¿ ly,1 

'=1 i=l 

~ I IX i I .! [ 
2]1/2 [ ~ 

j= 1 1 1 
IYi I == A 

2]1/2 
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imp 1 i ca 1 a con 

n 

Por 10 tanto ¿ 
i=1 

Ix.y. I ~ A; entonces la sucesión es acotada y crecien 
I I 

.., 
te, luego I Ixry.1 existe. 

i=l 1 

Podemos ahora verificar que 

(x/y) = I x y 
n=1 n n 

2 
defIne un producto escalar en i ; la prueba es similar a la de Propo-

sición 1.2-2. 

DefInición 1.2-10 

Sea E un espacio vectorial con producto escalar; x,y S E;' 

la :~tanci« entre x é y es el número positivo 
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d(x,y) = Ix - yl 

Proposición 1.2-11 

La distancia en E cumple las siguientes propiedades: 

para todo x, y , z 6 E 

a) d(x,x) = O, d(x,y) > O si x 1: y 

b) d(x,y) = d(y,x) 

c) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) 

Demostración: 

a) "d(x,x) = 0, d(x,y) > O; si x 1: y". 

d(x,y) = O <==> Ix - y l = O <==> x = y. 

d(x,y) > 0, si x ~ y 

b) IId(x,y) = d(y,x) , para todo x,y e E". 

d(x,y) = Ix - yl = Iy - xl ~ d(y,x) 

c) "d(x,y) ~ d(x,z} + d(Z,y)lI. 

d(x,y) = Ix - yl = I (x - z) + (z - y)l 

~ Ix - zl + Iz - yl , por 1.2-5 

~ d(x,z) + d(z,y) 

Definici6n 1.2-12 

Sr en E puede definirse una distancia, entonces E se 
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11 ama E6 pa.c1.c MUJr.i..c.o. 

Definrción 1.2-13 

Si E está dotado de una norma, E se denomina e6pacio 

vec;l:tJlúai. nDlUnadO. 

Definición 1.2-14 

El espacro vectorial E de dimensión finita n, junto 

con un producto escalar y la correspondiente norma y distancia, es lla 

mado Upac,(.o w.cU.de.o de CÜJnen6.wn. 6bz.U:a. n. y será denotado por n-e;.,pa. 

c.io eu.c.U.deo. 

1.3 BASES ORTONORMALES. 

Definición 1.3-1 

Sea E un n-espacio euclídeo. Si x,y € E. X e6 o~gon.al 

a. fJ si 

(x/y) = O 

Definición 1.3-2 

Un vector x e E es llamado nolUnal si Ixl = 1. 

Definición 1.3-3 

Un conjunto A c E es llamado o~no~al, si todo x e A 
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es normal y si para x,y S A, x # y, x e y son ortogonales. 

Proposición 1.3-4 

e es ortogonal a todo y S' E. 

Demostración 

Sea y € E 

(e/y) = (Oy/y) = O{y/y) = o 

Proposición 1.3-5 

Todo conjunto o'rtonormal es 1 inealmente independiente. 

Demostración 

Sea {xl' ... ' x
n

} un conjunto ortonormal y sea 
n 
L 

i=1 
a.x . = e· 

I I 

n 
Para cada j ,(x./ ¿ a.x.) 

J ;=1 I I 

Luego 

n 
= L (x .la . x . ) 

i:: 1 J I I 

n 
== ¿ a. (x.lx.) 

i=1 I J I 

= a. 
J 

si = j y (x./x.) = O, si 
J I 
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a. = (x. / e) 
J J 

e o, para todo j . 

Teorema 1.3-6 

Todo n-espacio euclídeo E tiene una base ortonormal. 

Demostración 

Sea {v l ,v2 ' ... , vn} una base de E. Partiendo de es

ta base construiremos un conjunto ortonormal {el"'" en}; por 1.3-5 

este conjunto es 1 inealmente inde'pendiente,entonces será una base de E, 

ya que todo subconjunto de E 1 inealmente independiente de n elementos 

es una base de E. 

{v 1,vZ} es linealmente independiente; sea el =-- entonces, 

de donde le l I "" 1; 

sea YZ = v2 - (v2 / el)e l ; veamos si yz y el son ortogonales. 

= O 

Luego yZ y el son ortogonales. 



entonces lezl ~ 1. 

Y2 1 
(e le) = (--- I el) = -- (Y

2 
I el) 

2 1 !Y21 IY21 

Supongamos que hemos construido· {el"'" ek } conjunto ortonormal, 

k < n. 

Entonces para k+l tenemos 

k 
Yk+l ~ v k+1 - I (v k+1 I e.)e. 

i=l I I 

k 
= (vk+ l - I (vk+1/e¡)e¡/e

j
.) 

i=l 

= O 

Como Yk+l :f. e es norma 1. 

Luego {e1, ... ,ek+1} es un conjunto ortonormal. 

Por inducción tendremos un conjunto ortonormal {el, ..• ,en}. 

.46 
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Definición 1.3-7 

Los espacios euclídeos E y F son ~om6~óico~ si existe 

una función 

que es un isomorfismo de espacios vectoriales tal que preserva los pro

ductos escalares, es decir: (x/y) = (T(x)/T(y», para todo x,y € E. 

Proposición 1.3-8 

Un isomorfismo de espacios euclídeos preserva la dis-

tanci a: 

d (x, y) = d (T(x), T( y) ) . 

Demostrac ión 

d{x,y) = Ix-yl 

2 
Ix-yl = (x-y/x-y) = (T(x-y)/T(x-y» 

= !T(x-y) 1 
2 

entonces, 

Ix-yl = IT(x-y) = IT(x)-T(y)! = d(T(x), T(y». 

luego d(x,y) = d(T(x), T(y». 

Teorema 1.3-9 

Si E Y F son espacios euclídeos de dimensión n, enton

ces ellos son isomórficos. 



.48 

Demostración 

Verifiquemos que existe un isomorfismo de espacios vec-

toriales T: E + F tal que (x/y) = (T(x) / T(y». 

Sea {el, ... ,en} una base ortonormal en E y {el"'" en} una base orto

normal en F. 

Definimos la función T como sigue T(e.) = e. 
I I 

n 
para x == ¿ 

i=l 

n 

a. e., 
I I 

.. Sean x = "I a.e. e 
i= 1 I I 

n n 
(x/y) == (¿ a.e. / I 

n 
tenemos T(x) == ¿ 

i= 1 

n 
y = l 

i= 1 
b.e. 

I I 

b.e. ) 
i z:: 1 I I i= 1 I I 

+ (a e /b e ). 
n n n n 

a.e .. 
I I 

= 1, ... ,n. Entonces 

(x/y) = a l b1(e l /e 1) + •.• + a1bn(e1/en) + o" + anb1(en/e1) + ... + 

+ a b (e /e ) n n n n 

n 
Luego (x/y) = ¿ 

i==l 

+ a b 
n n 

a.b. , , 



n n 
T(x) = I a.e. y T(y) = I boe. 

i=1 I 1 i=l 1 1 

(T (X) /T (y» = (al el + o .. + a
n
e/b1e l + o o o + be) n n 

+ (a e /b e ) 
n n n n 

+ a b (e le ) 
n n n n 

n 
Luego (T(x)/T(y» = 1 

i=l 
a.b. 

I I 

Por 10 tanto {x/y} = (T(x)/T(y». 

Definición 1.3-10 

+O+o.o+ab 
n n 

,1,0 
"", 

Una matriz cuadrada A de orden n se llama o~ogonal si 

y solo si, cada fila de A tiene norma (como un elemento de Rn), y dos 

filas cualesquiera son ortogonales. Es decir 

n 
A = (a .. ) es ortogonal si y solo si ¿ a.o a .. = 1 para todo 

IJ j=l IJ IJ 

n 

k~ 1 a i k a j k = O si 
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Proposición 1.3-11 

Sea E un n-espacio euclídeo, sean {el"'" en} y 

{el' "', en} bases ortonormales en E. Entonces la matriz de cambio 

de base es ortogonal. 

Demostración 

vectores (el' 

Dado que {el' .'" en} es una base, escribamos los 

... , e} como combinaciones 1 ineales de la otra base. n 

n 
Para r = 1, .•. , n, e. == 

1 
¿ 

j=l 
a .. e. 

1 J J 

r n 
:= CéJe.) = l L 

" j=1 
a .. e. 

IJ J 

n 
I 1: 

j= ¡ 

+ .. , + (a. e la. e ) 
In n In n 

;: a i 1 a i 1 + ... + O + ..• + O + .. - + a j na i n 

n 
= L a .. a .. 

j_¡ IJ 'J 

+ ... + a. e la,te1 + ... + a. e ) ,n n J Jn n 

= (a.¡et/a.le.) + ... + (a.¡e1/a. e ) + ... + (a. e /a.le l )+ 
I J I 1 Jn n IF:! n J 

+ .•. + (a. e la . e ). 
In n Jn n 
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+ .•. +a. a. (e/e). 
In Jn n n 

.¡. j . 

Luego la matriz (a .. ) es ortogonal, 
IJ 

= 1, •.• , n , j = 1, ••• , n. 

1.4 EL ESPACIO L(E,F) 

Consrderaremos solamente funciones de un espacio vec-

toria! sobre otro; sean E un espacio vectorial de dimensión finita n y 

F un espacio vectorial de dimensión f inita m. 

Definición 1.4-1 

Una función f: E + F pertenece al conjunto de Óuncio-

nu -U.n.e.a.tu de E en. F, s j : 

1) f(x+y) = f{x) + f(y) 

2) f(ax) = af(x) 

cualesquiera sean x,y e E y a e ~. 
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NOTACION: 

Al conjunto de funciones lineales de E en F 10 denotare 

mos por L(E,F). 

Proposición 1.4-2 

gof pertenece a L(E,H); siempre que f e L(E,F) y 

9 € L{F,H). 

Demostración 

j) "Sean x,y 6 E; '(gof) (x+y) :: (gof) (x) + (gof) (y)" . . 

(gof)(x+y) = g(f(x+y» 

= g(f(x) + f(y», f e L(E,F) 

= g(f(x» + g(f(y» , 9 € L(F,H) 

=(gef)(x) + (gef)(y) 

i i) IISea a e IR y x e E; (gef) (ax) = a(g°f) (x)" 

(gef) (ax) = g(f(ax» 

:: g(af(x» , f € L{E,F) 

:: ag ( f (x» , 9 € L (F, H) 

= a (gof) (x) . 
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Proposición 1.4-3 

L(E,F} forma un espacio vectorial con las operaciones 

dadas en el ejemplo 1.1-5 

Demostración 

En el ejemplo 1.1-5 se demostró que FE = {f/f: E ~ F} 

es un espacio vecto r ial; luego bastará verificar que L(E,F) es un sub

espacio de FE. 

a) f+g € L(E,F) 

i) IISean f,g elementos de L{E,F) y x,y elementos de E; 

(f+g) (x+y) = (f+g) (x) + (f+g) (y)". 

(f.+g)(x+y) = f(x+y) + g(x+y) 

= f(x) + f(y) + g(x) + g(y); f,g € L(E,F) 

= (f(x) + g(x» + (f(y) + g(y»; por ser elementos de F 

= (f+g)(x) + (f+g)(y). 

i i) "Sean a € R Y x € E; (f+g) (ax) = a (f+g) (x) 11 • 

(f+g)(ax) = f{ax) + g(ax) 

= af(x) + ag(x) 

= a (f (x) + 9 (x) ) 

= a(f+g) (x) 
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b) bf € L(E,F) 

i) "Sean x,y € E, b e IR y f € L(E,F); (bf}(x+y) = (bf)(x) + (bf)(y)". 

(bf) (x+y) = ~ f (x+y) 

= b(f(x) + f(y» 

= bf(x) + bf(y) 

= (bf)(x) + (bf)(y) 

i i) 'ISean a € IR, x € E Y f € L(E,F); (bf} (ax) = a(bf) ex)". 

(bf)(ax) = bf(ax) 

::: b(af(x» 

=: (ba) f (x) 

= (ab) f(x) 

= él (bf) (x) • 

luego L(E,F) es un subes paci o de FE y por 10 tanto es un espacio vecto

r ¡al. 

Definición 1.4-4 

Sea {el"'" en} una base de E y {el"'" em} una base 

de F. Entonces para cada i = 1, . . . , n y para cada j = 1 , ... ,m definir~ 

rilos la función 



e i j E ~ F, ta 1 que 

e .. (e
k

) 
IJ 

y para x = 
n 
t a.e. 
1.. I I 

i= 1 

e .. (x):::aoe. 
1 J , J 

Proposición 1.4-5 

€ E 

e. , cuando 
J 

::: 

e , cuando 

= k 

{: k 

e •• es un elemento de L(E,F). 
IJ 

Demostración 

n 
"Sean x = 2 

i=l 
a.e. , 

1 1 

n 
y = ¿ 

i=l 
b.e. e E, 

I 1 

A € IR; eo. (x+y) = e •. (x) + e •• (y) y e •• (AX) ::: Ae •• (X)". 
IJ IJ IJ IJ IJ 

e •. (x+y) = e .• [r (a. + bJe.] 
IJ IJ i=l ' 1 1 

= (a. + boYe. 
I 1 J 

::: él.e. + b .e. ; e. € E 
I J 'J J 

::: e .. (x) + e .. (y) 
1 J 1 J 
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ii) e .. (Ax) = e [~JAa.le.] 
IJ ij i=l I I 

= (Aa.)'e. 
I J 

= ),(a.e.) 
I J 

= Ae .. (x) 
I J 

Luego e .. € L(E,F) 
. I J 

Proposición 1.4-6 

Sean f Y 9 elementos de L(E,F) 
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y f(e.) = g(e.) para 
I I 

= 1, ... , n con {el"'" en} base de E; entonces f = g. 

Demostración 

n 
Sea x = ¿ 

i=l 
a.e. e E; 

I I 

f(x} = f[ I a.e.] 
i=l I I 

n 

= ~ a. f(e.); f € L(E,F) 
i= 1 I 1 

n 
}: a. 9 (e.) 

i=l 
1 I = 



Hx} ~ 9 [ JI' i e i 1 9 € L(E,F} 

= g{x} 

luego f = g' 

Proposlcion 1.4~7 

El conjunto cuyos elementos son los e rj ; 

J = l, ... ,m es una base en L(E,F). 

Demostración 
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'"' l, ... ,n, 

En la definición de e·· observamos que i puede ser uno IJ 

cualquiera de los números 1, ..• ,n y j uno cualquiera de los números 

1, .•. , m; formando todas las combinaciones de i con j el conjunto de 

los eij posee nm elementos. Demostraremos que los nm elementos del con 

junto de los e •• forman una base de L(E,F). Verifiquemos que: 
1 J 

o "Los elementos elj son 1 inealmente independientes". 

Formemos una combinación lineal de ellos y supongamos que 

11'1 m m 
e = ¿ b,. e,. + ¿ b2 • e2] + ... + ¿ bnj enj = O 

j=l J J j=l J j=l 

con b ij 6 IR; == 1,2, ... ,n j = 1,Z, .•• ,m. Apl icando esta com-

binación a ek; para un k < n. 

ya que por definición de eiJ 



e .. (ek) = O. para ~ k 
1 ) 
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y dado que{e1 •...• em}forman una base para F. son linealmente inde

pendientes; entonces 

bkj = O, pa ra todo j ; j = 1, ... , m . 

Luego los e ij son 1 inealmente independientes sobre ~. 

ii} I'Los elementos e ij generan a.1 espacio L(E.F)II 

Sea f € L(E.F) 

f(e 1) pertenece a F y como cualquier elemento de F es una combina

ción lineal sobre IR de{e1,···, em} 

m 
¿ b1). e. 

j=l ) 

Genera 1 izando 

n 
f(e¡) = L 

j=1 
b •• e. 

1) ) 

Consideremos una función 

= l, ... ,n .. 

f = o b .. e .. y calculemos f (e k) 
1) 1) o 

para el vector de base ek; tenemos: 
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= [¿ b .. e .. ](ek) 
• I J 1 J ¡<n 
J:s.m 

= I b· . e' . (ek) 
i<n 

IJ IJ 

j:s.m 

m 1.4-4 = L b e. por 

j=l kj J 

Asi las funciones 1 ineales fe y f coinciden sobre una base de E y por 

1,4-6 f o :: f. Pero fo es una combinación 1 ¡neal de los e··; de donde 
I J 

f debe ser la misma combinación I ¡neal . 

Luego e 11 ,e 12 , ... , e in , .. , e nm forman una base del es 

pacio L(E,n 

Proposición 1.4-8 (Corolario) 

Si E posee dimensión finita n y F posee dimensión m en-

tonces la dimensión del espacio L(E ,F) es nm. 

Demostración 

Por la proposición 1.4-7, tenemos que 

{e ll , eI2"",ein,.,.,enm} es una base de L(E,F) que posee nm elementos, 

y dado que la dimensión de un espacio es el namero de elementos de cual 

quiera de sus bases, la dimensión del espacio L(E,F) es nm. 
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Definici6n 1.4-9 

Sean {el"'" en},{e1 " '" em} bases de E y F respectl 

n 
vamente. Sea x € E, con x L 

i=l 
x.e .. 

I I 
Difiniremos la función 

f E -+ F así: 

m 
f (x) = I f. (x) e . 

j=l J J, 
donde f. 

J 
E -+ IR, 

con j = 1, ... , m son llamadas funciones coordenadas de f. 

Proposición 1.4-10 

La función f E -+ F es lineal si y solamente si las 

funciones coordenadas f l , ... , f m son 1 ineales. 

Demostración 

( » Fijemos una base {e., ... , e } en F. 
I m 

1) Sean x,y 6 E~ 

m 
I f. (x+y) e. = f (x+y) 

j=l J J 



m 
L 

j=1 
f.(x+y)e. = f(x) + f(y); por ser f 1 ¡neal 

J J 

m 

= I 
j=l 

m 
= 1 

j=l 

f. (x)'e. + 
J J 

m 
¿ 

j=l 
f. (y)e. 

J J 

(f.(x) + f.(y»e. 
J J J 

entonces f.(x+y) = f.(x) + f.(y); j = 1, ... ,m por 1.1-33 
J J J 

i i) Sea a 6 IR 

m 
¿ f. (ax)e. = f(ax) 

j=l J J 

a f(x) por ser f lineal 

m 
= a I f. (x)'e. 

j l=! J J 

m 
= I 

j=l 
(af. (x))e. 

J J 

entonces f. (ax) = a f. (x) j = 1, ... ,m. 
J J 

Luego f1, ... ,fm, son linea l es 

«s=c) demostraremos que f es I ¡nea1 

í) Sean x,y € E 
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m 
f(x+y) = ¿ f. (x+y)e. 

j::: 1 J J 

m 
= j~1 (f. (x) + f.(y))e. 

J J J 

m 
::: 

jb1 
f. ex)"e. 

J J 

::: f(x) + f(y) 

i i ) Sea a. € IR. 

m 
f(<:!~) = '¿l f. (ax)"e-. 

J= J J 

m 

= j~l a f. (x)e. 

m 
= a L 

j=l 

J 

f. (x)e. 
J J 

= a f (x) 

luego f es 1 ¡neal. 

Proposición 1.4-11 

J 

m 

+ j~1 f. (y)e. 
J J 
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S 'I • 1 xi' 1= , ... ,n son las coordenadas de x en la 

base {el, ... ,e
n

} y si fj(x) , j = 1, ... ,m son las coordenadas de f(x) en 

1 a base {el"" ,em} entonces 



con a·· = f.(e.) 
JI J I 

Demostración 

Xl 

(a .. ) = JI 

X n 

, Dado que f. (e i) 
J 

x 
n 

f 1 (x) 

. 
f (x) 
m 

= (f.(e.) 
J I x 

n 

f
1

(e
l
) f 1 (en) 

f 2 ~el ) f2(~n) 
. . 

f m (el) f (e ) 
m n. ~ 

es una mat ri z de orden 

xl 

X 
n 

m X n 

orden n x 1 podemos efectuar el producto asi: 

Xl xI f 1 (el) + + x f l (en) 

1 
n 

Ca •. ) == Xl ~2(el) + + x f 2 (e
n

) 
JI n 

. . 
x xl fm(e 1) + + x 'f (e ) 

J n n rn n 

f l (x1e 1) + + f l (x e ) n n 

= f 2 (xl el) + + fZ(x e ) n n 

. 
f m (xl el) + ... + f (x·e ) 

m n n 
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y una matriz de 

f. € L (E ,IR) 
I 
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f
l r I x. e i] l j=1 

I 

Xl 

[JI e i] f 2 
x. 

I 

(a .. ) = 
JI 

X 

f m [JI e i] 
n 

x. 
I 

entonces 

Xl f 1 (x) 

f
2

(x) 

(a .. ) = 
JI 

X f (x) 
n m 

. Definici6n 1.4-12 

Matriz asociada a un elemento de L(E,F). 

Sean f € L(E,F) ,{el •... ,en} una base de E y (e1, ... -;em} una base 

m 
de F, entonces f(x) :: I f. (x)e. y 

i=1 I I 

m 
f(e¡ ) = L aj1 e. 

j=1 J 

m 
f{e

2
) = L aj2 e

j j=1 

m 
f(e) 

n :: 2 
j=1 

a. e. 
Jn J 



Entonces la matriz 

M(f) 

a 1 am2 · Ir. 
a mn 
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es llamada m~z a6ociad~ a 6 ó representación matricial de f con res-

pecto a las bases fijadas. 

Proposición 1.4-13 

Sean E, F Y G espacios vectoriales de dimensi6n fini

ta n, m y r respectivamente, {el,··,er.}' {el, ... ,em} y {el , ... ,~_} bases 

para cada uno de los espacios. Sean 

g: E -+ F y f: F -+ G funciones 1 ineales, M(g) la matriz asociada a 

9 y M(f) la matriz asociada a f. Entonces la matriz asociada a f.og 

es el producto de matrices o sea 

Demostración 

a . 
mi 

M ( f og) = M ( f) M (g) • 

Si g(e.) = 
I 

m 
¿ 

j=l 
a .. e., 
JI J 

la i-és ima columna de M(g) es 



Ahora 

(fog) (e.) = f(g(e.» 
I I 

= f [r a .. e.j 
j= 1 J I J 

m 
= la .. f (e.) 

j=l JI J 

m [ r ~kl = ¿ I a. j b
kj lo: 1 k=1 J 

I [ a o o b1j 
= 

= el + ... 
• 1 JI 
J= 

= [Eáoo b¡o]e¡ + ... + 
• 1 J 1 J 
J= 

la j-ésima columna de M(fog) es 

m 

l. a .. b1j j=l JI 

m 

.L 
J=l 

a .. 
JI 

b2j 

~ a
J 
.. , brJ· J j~l 
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~rl + a .. b 
JI rj 

[J¡ a .. 
J I b ole rJ r 



Entonces el término general de M(fog) es 

m 
Cl. ki = I ajO i b kJ·• 

j=l 

El término general de la matriz M(f)M(g) es 

a ... 
JI 

Como R es conmutativo 

a ... 
JI 

Luego M(fog) = M(f}M(g). 

1.5 NORMAS EN L(E,F) 

Definfción 1.5-1 
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Sean E Y F espacios vectoriales normados; definiremos la 

norma en L(E,F) por la función: 

11 11 L(E,F) 

f '\1\1\,--+ 11 f 11 

con IIfll ... Sup {If(x) 1: x 6 E; Ixl = O. 
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Proposición 1.5-2 

Si la norma del n-espacio vectorial E es la eucl idea, 

entonces la función norma está bien definida. 

Demostración 

La prueba se reduce a verificar sr el supremo existe. 

n 
se del espacio L(E,F), sean x e E, x = I 

i= 1 
b.e. 

1 1 
y f€L(E,F), 

f = ¿ a .. e .• ; por hipótesis la norma de x está dada por 
i<n IJ IJ 

j!m 

Ixl = [ ~ b:]1/2 tal que Ib.1 < Ixl para todo j, j=l, .•. ,n. 
• 1 l ' J 

If(x)1 ::: 

= 

.. 

< 

1= 

[¿ a.. e .. ) (x) 
i<n IJ IJ 

j<m 

¿ a ~. e •. (x) I 
f<n tj 1 J 

j~m I 

¿ a .. (b.e.) 
i~n IJ I J 

j~m 

r b, al .e. + 
J J j=l 

m 
b1 í al·e. 

j=l J J 

m 
. . . + b I a .e . 

n nJ J j=l 

m 
+ ... + b í -a • eJ n j=1 nJ 
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~ IxllJI m 
I f(x) I = a1j 

e. + ... + Ixl L anJ e. 
J j=1 J 

m 
< L a,. e. + .•. + L a • e. Ixl < 1 

J=1 J J j=1 nJ J 

Luego 

m m 
I (f(x>! ~ r alj e. + ••. + ¿ a . e. Ixl < 1 

jo:: 1 J j=1 nJ J 

así esta suma es cota superior para I f(x) I . Luego 

$up {If{x} I : x € E; Ixl ~ 1} existe. 

Propos i ción 1.5-3 

Sea f € L lE, F} Y sean 

A = { ·If(x) I x e E; Ixl < 1} y 

8 '" {lf(x)1 x e E; Ixl ... 1} entonces 

Sup A '" Sup B. 

Demostración 

Sean Sup A = a y Sup B '" b. Supongamos Ixl = 1 . , 

Ixl = 1 ==> Ixl ~ 1 

-> If(x) I e A 

=-=> I f(x) I !. a 

::..> b < a 



Supongamos Ixl ~ 1; 

Si x < 1 entonces Ixl = 1 ó !xl < 1 

a) Ixl = 1 ==> If(x) I e B ==>If(x) I < ' b 

cuando x = e ==> lf(x) I = o ==> If(x) I < b 

b) Si o < Ixl < 
x tomemos y = -
Ixl 

entonces Iyl = 1 por tanto 

\f(y) I € B :o:Q If(y) I ~ b 

==-1 f [1: d I ~ b 

~ ~ If(x} \ ~ b 

=- !f(x) I ~ blxl 

~ If(x) 1 ~ b ; Ixl < 1 

Luego \f(x)! ~ b, para todo x, Ixl ~ 1; por tanto a < b 

Luego Sup A = $up B. 

Proposición 1.5-4 
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IIf!! = Sup {If(x) I x € E; Ixl = 1} cumple con las 

propiedades de norma. 

Demostración 

a) Sea f e L(E,F) tal que f es la función cero, entonces 

~ --o 
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f(x) = e para todo x e E. Luego Ilfll = o. 

Si f no es la función cero, entonces existe un x tal que f(x) # e; por 

10 tanto x .; e y Ixl.; O; Y = 1: I es tal, que I y I = 1 Y f (y) ~ e. 

Entonces, 

O < I f (y) I ~.11 fll. 

Luego 11 f 11 > O • 

b) IllIafll = lal IIfll , para todo f € L(E,F) , a € 1R". 

lIafll = Sup {If(ax) 1 : x e E Ixl = 1} 

= Sup {I af (x) I : x e E Ixl = 1} 

• Sup {Iallf(x)! : x e E ; Ixl = 1} 

= lal Sup {If(x) I : x e E; Ixl = 1} 

= lalllfll . 

c) 11 IIf+gll < IIfll + IIgl1 , para todo f,g S L(E,F)". 

IIf+g 11 = Sup {1(f+9) (x) I : x € E; Ixl = 1} 

= Sup {If(x) +'g(x)1 : x € E; Ix\ = 1} 

~ Sup {I f (x) \ + I 9 (x) I : x e E; 1 xl = 1} 

2. Sup {!f(x} I : x e E; Ixl = l} + S~p {jg(x) I : x e E; Ixl=1} 

< Ilfll+\l911· 
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Así IIfl l es una norma para el espacio L(E,F), 

1.6 EL ESPAC IO DUAL 

Definición 1.6-1 

Llamaremos .E6pacio Vual de E al conjunto de funciones 

lineales definidas del espacio vectorial n-dimensional E, sobre el 

espacio vectorial de una dimensión R. 

NOTACION: 

Usaremos el símbolo E* para designar al espacio dual de 

E. 

Definicfón 1.6-2 

Un elemento de E* se llamará Fc.urcional. Une..al... 

Observación 1.6-3 

Por definición 1.4-1 el espacio dual de E es un caso 

particular del Espacio L(E,F) en el cual F = R. 

Proposición 1.6-4 

Si E es un espacio vectorial n-dimensional entonces E* 

es también n-dimensional. 

Demostración 

Dado que E* es un caso particular de L(E,F), la dimen-
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sión de E* viene dada por la dimensión de E multipl tcada por' la di

mensión de m; luego la dimensión de E* es n x 1 = n. 

Definición 1.6-5 

De la misma manera como definimos la base en L(E,F) 10 

hacemos para E* considerando m = 1. 

. * * Si {el' ••• ' en} es una base de E entonces {ei, ..• ,en} es una base en 

E* tal que 

cuando k = 

o cuando k .¡. 

n 
y para todo elemento x € E, x = I 

i= I 
a.e. 

I , 

* e.(x) = a. 
I I 

Proposición 1.6-6 

se en ER
• 

Demos t rac ión 

F = R. 

El conjunto de los e~ € E*, i=l, •••• n, forman una ba
I 

Similar a la proposición 1.4-7. para el caso en que 
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Definición 1.6-7 

El conjunto {e~, ..• , e*} e E~ de la proposición 1.6-6 
I n 

Ejemp 10 1.6-8 

Encontrar la base dual de la base 

A = {(1,0,t), (-1,2,0), (0,O,3)} 

i) "Es 1 i nea 1 men te i ndepend i en te" 

de donde 

= ° => 

Luego A es un conjunto de vectores linealmente independientes. 

i i) "Es generadorll 



Sea (x,y,z) € R3 

(x,y,z) = r b.e. 
i= 1 I I 

entonces 

z = 

de donde: 

b = y 
2 2 

b = 1. (z - x-y.) 
3 3 2 

b) Formemos la Base Dual de {el' e2 , e 3} 

Sea f
1 

R3 -+ R (x,y,z) 'V\r+ b
1 

=x+Y. 
2 

f 2 
R3 -+ R (x,y,z) 'V\r+ b2 = t 

f3 R3 -+ R (x,y,z) 'V'U+ b =.J.< z-x - X-) 3 3 2 
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Lema 1.6-9 
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sr x 6 E, la función ~ definida de E* sobre ~ tal 
x 

que V (f) = f(x) es lineal. 
x 

Demostración 

a) . "Sean f,9 € E*, x e E; 'f (f+9) = 'Y (f) + '1' (9)". x x x 

'f (f+9) = (f+g) (x) 
x 

le f(x) + g(x) 

= V (f) + '1' (g) 
x x 

b) "Sean a € IR Y f € E*; V (af)=a'l' (f)" x x 
~ (af) le (af)(x) 
x 

Observación 1.6-10 

Dado que W es lineal, ~ está en el espacio dual de 
x x 

* E ; es decir ~ e (E*)*; este espacio se denotará E** y lo llamaremos 
x 

el 4 eBu.ndo du.al. de. E. 

Proposición 1.6-11 

Existe un isomorfismo natural entre E y E**. 

Demostración 

Definiremos la función. E + E** x ~ W(x); don 

de w(x}(f) = f(x), para toda f 6 E*. 
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a) i) 1Ji está bien def inida ya que 1/i(x) es 1 ¡neal. 

i i} "Un i ci dad de 1 as imágenes" 

Sean x,y € E. 

x = y =r> f(x) = fey) 

=> .p(x)(f) = 1/i(y)(f) 

==> .p(x} = tjJ(y) 

b) tjJ es un morfismo 

i) "Sean x,y € E, f € E*; tjJ(x+y) = lJI (x) + tjJ(y)lI. 

W(x+y)(f) = f(x+y) 

= f{x) + fJy} 

= 1Í!(x) (n + t¡¡(y) ( f) 

= (W(x) + 1J¡(y)} (f) 

Luego 1J¡(x+y) = l¡'J(x) + 'P( y) • 

i l} "Sea a € R, x € E Y f € E *; tjJ(ax} = a tjJ(x) " • 

1jJ(ax) (f) = f(ax) = af(x) = a 1J¡(x)(f) . Luego 1jJ(ax) = a1f/(x) • 

c) "tjJ es inyectiva ll 

n 
Sea {el, ..• ,en } una base de E, x == I 

i =. 1 

si x :f. y existe un j < n t al que aj ,. 
-

la base dua 1, entonces e:(x) = a· y 
J J 

a.e. 
I I 

bj. Si 

e': (y) = 
J 

é 
n 

y = L 
i= 1 

b.e. ; 
1 I 

{ * el' ... , e*} es 
n 

bj . 



pero .(x)(e~) = e~(x) = aJo 
J J 

W(y) (e7) = ej(y) = bj 

Luego 

x # y ==> a o # b., para cierto j < n 
J J 

=> ¡p(x) # ¡p(y ) 

d) 11 ¡p es sobreyectiva" 

Sean n e E** y 

v(x) (e'::) = r.(e':) , , 
e~(x) :::s n (e':) , , 

e~ € E*, un elemento de la base dualo 
I 

n 
Luego existe x: I r.(e~ ) e. € E, tal que 

i=l I I 

¡p(x) = r. 

Proposición 1.6-12 
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S o, E • • Id· o , E ** es un espacIo vector la n- Imenslona entonces 

tamb i én loes. 

Demostración 

Dado que E es isomorfo a E** poseen la misma dimen-

s ión. 
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Observación 1.6-13 

Así como dotamos a L(E,F) de una norma podemos hacer-

* 10 con E ; 

11 11 E~ ---+1 IR+ 

f ~ IIfll 

con 11 f!l = Sup {I f(x) 1: . x e E ; Ixl ~ 1} 

Lema 1.6-14 

¡f(x) ¡ ~ 11 f 11 Ixl, para todo x € E. 

Demos t raci ón 

Dado que IIfl!:: Sup {If(x) I : x € E; Ix! .::. 1} entonces 

If(x)1 ~lIfll, para todo x € E, Ix! ;: 1. Sea x € E, x'# e tomando; 

x 
Y=-r-¡ , 

IX 

lyl= 1 ; de donde 

f[~J ~ IIfl! => _1 If(x)! < IIf ll 
Ixl ¡x!-

=> I f(x) I ~ 11 flllxl para todo x € E. 

Proposición 1.6-15 

E* con la norma definida como en 1.6-13 es también n-

espacio euclídeo. 

Demos t rac ión 

Supongamos que E es un n-espacio euclídeo; debemos de 
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. * finlr un producto escalar en E y demostrar que la correspondiente 

norma es precfsamente la definida en 1.6-13. 

Sea {el"." en} una base ortonormal en E. y sea {eV, ••• , e~} la base 
.... 

dual en En; definiremos el producto escalar para los elementos de la 

base dual así: 

y el producto esclar de 

n 
f = I 

i=l 

n 
a.e:r 

I I 
y 9 =: L 

n 
(f/g) = L 

i= 1 

i=l 

a.b . 
• • 

b.e:: as í: 
I I 

esta función define un producto escalar sobre E por proposición 1.2-2. 

La correspondiente norma es entonces 

n 1 

(f/f)l/2 = [I a~lT, 
i=T I 

para 
n 

f = ¿ 
i = 1 

a.e: 
I I 

Verifiquemos si la norma definida en 1.6-13 coincide con esta norma. 

Es deci r: 

11 f 11 ::: Sup {l f (x) I Ixl [n _(2 I fl : x € E, = 1} I a. ::: 

i=l I J 

a) Si f = e II f ll=o=lfl 
n 

b) Si f "" 9 sea x € E , x = I c.e. 
i=l I I 

Entonces: 



f ex) = [r a . e ~l (xl • 1 I I 1= 

+ a c e*(e ' ) 
n n n n 

n 
= 2 

j=l 
a.c. 

I I 

Por la desigualdad de Schwarz: 

I
n I ( n 1 ¡/2 ( n )1/2 

I f(x) 1.., La. c . ~ l ¿ a ~ 1 l ¿ e ~I 
j= 1 " j= l' j::: 1 

) 

pero sr Ixl - 1, entonces ~~ I cf/2 = 1 

As í: Sup {lf(x)1 : x € E; Ixl 
(n "11/2 

== 1} ~ 1.2 atJ 
~ 1= 1 

Solamente falta demostrar que 

[J a~ll/2 ~ Sup {!f(x)1 : x € E, Ixl = 1} ; 
,== 1 
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+ e e ) n n 

para ello trataremos de encontrar un x € E con Ix 1= 1, tal que 

¿ a~ ~ !f(x) I 
[

n }1/2 
j=l I 

n 
Sea x € E, x == I 

i= 1 
Aa,e. 

I I 
,Ixl = 
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= ya que Ixl = 1, 

de donde ). = ~---'~1""2"" 
~ 2 L a. 

i=l 1 

Luego, I f(x) I = I f a. A a¡1 
i= 1 1 

:: [3 a~ll/2 [.r A 
2 a~ll/2 ,por 1.2-4 

1=1 1=1 

Como I A2 a¡ = 1 entonces 
[

n 2]1/2 

¡=l 

[it .~)"2 · I f{x) I 

~ Sup {I f(x) t x € E Ixl = 1}. 

Por 10 tanto 

Sup {If(x)! : x € E Ixl = 1} = [r a~ll/2. 
i= 1 . I 

Proposicfón 1.6-16 

La función canónfca de E en E** preserva la norma. 
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Demostración 

Sea W la función canónica definida como en 1.6-11. 

Luego 

"1 w (x) I ". I xl" 

Por 10 tanto Ix I es cota superior de · {lw(x)(f) 1: I fl = 1} 

Luego Supo {lw(x}(f)1 : Ifl = 1} ~ Ixl 

i i) Ixl ~ ! tP (x) I 

Sea x, Ixl = 1, encontraremos f, Ifl :: t, tal que If(x)! = 1. 

n 
Sea x = L a,e. 

i= 1 ' , 

1 = Ixl = Ifl 

y 
n 

f = ¿ a.e~ 
i= 1 I I 

f (x) = [~ a. e ~l (I a ',e r ) = I l 
j=l I I i==l i=l ' 

If(x)! = ! I a~1 = Ix!2 = 1 
i= 1 ' 

Luego Ixl = If(x)1 

~ S up {!lP (x)( f}! : I f I = 1} 

Es decir Ixl =:. Iw(x) I ; si Ixl = t 
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S ¡tomamos cua 1 q u i e r y ,¡. e con y = ax y 1 xl = 1 

I l/! (y) 1 = I l/! (ax) 1 o:: I al/! (x) I :: la 11 l/! (x) 1 

IIjJ(y} I ~ lallxl ~ ¡axl ~ Iyl 

Luego Iyl .::. IIjJ(y) I , para cualquier y ,¡ e. 

TOPOLOGIA DE UN ESPACIO EUCLIDEO 

1.7 ~ONJUNTOS ABIERTOS. 

Consideremos la topología usual de un n-espacio euclí 

deo E. 

Definici6n 1. 7-1 " 

Sea E un n-espacio euclídeo. Llamaremos bola ab¡~ 

de centro x y radio r, con r > ~ al conjunto 

B (x, r) = {y € E : Ix - y I < r} • 

Definici6n 1.7-2 

Sea E un n-espacio euclídeo. Llamaremos bola ~~da de 

centro x y radio r, con r > O,al conjunto 

B(x, r) :: {y € E : ¡ x - y I .::. r} • 

Definici6n 1.7-3 

Sea S e E; S es un ~onjunto ab¡~ si para todo x € S 
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existe un r > O tal que B(x,r) c S. 

Proposición 1.7-4 

Si (S~)~eA Es un conjunto de conjuntos abiertos, enton 

ces U S~ es abierto. 
~eA 

Demostración 

Sea x e US ; entonces existe un a e A tal que 
aSA a o 

x e s 
~o 

Como S es abierto existe un r > O tal que B(x,r) c S, 
~o 

B(x,r) c S c U S , por 10 que U S es un abierto en E. 
ao aSA a ~eA a 

Proposición 1.7-5 

Si, S. 
l 

tos abiertos, entonces 

Demostración 

= 1, •.. , n es un conjunto finito de conjun
n 

S = (\ S. es abierto. 
i= 1 I 

Sea x € S,entonces x e S., i = l, •.• ,n. Como cada S. 
I I 

es un abierto, existen r. > O, ¡m 1, .•• , n tales que 
I 

En tonces B (x , d cS. 

Luego S es abierto. 

Proposición 1.7-6 

Sean G c E un abierto, x e G, y 6 E, Y ~ e,; entonces 

existe b > O tal que x + ay e G'7 para toda a, tal que la 1 < b 
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Demostración 

Si G es abierto existe B(x,r) e G. Encontremos b > O 

tal que x + ay e B(x,r), si lal < b. 

Ix - (x + ay) I = I-ayl = ¡ayl = lallyl 

la Ily I < r si lal < I~I 

Es decir x + ay 6 G cuando lal r 
<-

IYI 

r 
• Luego b = TYT . 

Proposición 1.7-7 

Todo conjunto unitario no es conjunto abierto. 

Demostración 

Si E ~ (e), existe y € E, Y ~ e. Sea x € E Y r > O; 

si x = a entonces z = zíy! y € B(O,r}. Luego BCx,r) t. {x}. 

r .Si x ~ e, sea ~ 6 ~ tal que 1 < a < r;r + 1 

a ~ 1 ~> ax ~ x 

I~x - xl = I(a - l)xl = 1~-1 I Ixl < ~ Ixl = r 

IctX - xl < r =-> ax e B(x, r) 

Luego B(x,r) t {x}. 

Ejemplo 1.7-8 

Sea x e E y sea Sn = B[X,~j n =.1,2, ..... Entonces 

cada Sn es abierto, pero la intersección de los conjuntos Sn consiste 

de un solo elemento; Juego no es abierto por ser un conjunto unitario. 
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Definición 1.7-9 

Sea {el"" en} una base de E y sean A = (a 1 ' ••. , an) y 

B = (b
l

, ••. , bn) dos puntos distintos en Rn tales que a. < b. para ca-
1- I 

da i ~ 1, ... , n. Llamaremos ~ntehvato eeAfr~_do al conjunto que denota-

remos así: 

n 
[A,S] = {x x = ¿ 

i:c 1 
x.e. 

I I 
a.<x.<b., 

I 1- I 
= 1, ... , n}. 

Definición 1.7-10 

Un intervalo cerrado es llamado intehvalo e~b~eo e~do 

s i ex i s te un r > O ta 1 que b. - a. = r, i = T, •.. , n. 
1 I 

El número r es llamado el tado d~ ~nt~vato. 

Definición 1.7-11 

Un ~ ~~ de un conjunto S c E es un punto x € S 

tal que para algún r > O, B(x,r) c S. 

Proposición 1.7-12 

(Caracterización de conjuntos abiertos). 

Un conjunto es abierto SI y sólo si todos sus puntos 

son puntos interiores. 

Demostración 

( ==> ) Si S es un conjunto abferto entonces para cada 

x € S existe un r > O tal que B(x,r) e S; entonces x es un punto in-

terior. 
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( <~ ) Todos los puntos de S son interiores, entonces para todo x e s, 

existe un r > O tal que B(x, r ) c S; luego S es abierto. 
x x 

Definición 1.7-13 

Los intervalos cerrados 1 y J son llamados ca6i-d~jun 

te/:, si In J" no contiene puntos interiores de 1 ó de J. 

Lema t. 7-14 

Sea E un n-espacio euclídeo. Entonces existe una su-

cesión 11,12"", 1m .... de intervalos cúbicos cerrados de lado 1 y 

casi-disjuntos dos a dos tal que 

Demostración 

co 

E: U I. 
i=l I 

Para cada m 

valo cúbico cerrado 

n 
T ={x:x= ¿ x.e.,m r <x.<m,+l, i=l, .•. ,n} 
In i=l I I - I - I 

n Sean m, m' en l , m ~ m' y probemos que 1m y Tm, son casi-disjuntos. 

E > O. 

Si ~ nlm, = $, e l los son casi-disjuntos. 

n 
Supongamos que existe x = L x.e. en Tm ()~" y sea 

o • 1 I I 
1= n 

Los vectores y = L y.e., 
f=l I I 

n 
z = ¿ z~e. con y. = x. + ~ , 

j': t '1 ' 1 I 2 y n 

z. = x. - ~ pertenecen 'a B (x , e:) ya que 
112m o 



De igual manera IIxo - yll < ~. 

mos escoger j tal que m. ~ m~; 
J J 

€ 1 nI, tiene Como x se que o m m 
, 

m. + 1 . luego m. = x. = 
J J J 

, 

m j + 1 = xj < x j + 2 iñ = y j y 

't 1 < ' sea mJ < m.; en onces m. + m .• 
J J - J 

, 
m. < X. <: mJ ... 1 , de 

J - J-

E: 
Z. = x. - -- < x. 

J J 2m J 

I 
= m. 

J 

donde 
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Así y t 1 y z tI" o sea que x no es un punto interior de Im y Xo m m o 

no es punto interior de 1 ,. 
m 

Por lo tanto 1 él, son casi-disjuntos. m m 
n 

Sea x € E, x = ¿ x.e.; para cada i ~ n, sea m. un entero tal que 
i=l 1 I I 

m. < x. < m.+l; entonces x € 1m, con m = (ml ,m2 , ..• , mn). Luego 
1- 1- I 

E = U I 
n m • m€71 

en donde cada 1 es un intervalo cúbfco cerrado de lado 1, 
m 

y dos cualesquiera de ellos son casi-dtsjuntos. Como l es un conjunto 

numerable, ~n 10 es también, o sea que podemos escribir E = LJ~I en 
m~" 11'1' 

donde (1) 1 es una familia numerable de {ntervalos cúbicos cerrados m m> 

de lado 1 casi-disjuntos dos a dos. 
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Lema 1.7-15 

Si 1 c E es un intervalo cúbico cerrado de lado r, 1 

puede ser cubierto por una familia finita de 2
n intervalos cúbicos ce 

rrados cas i -d i sjuntos dos a dos de 1 ado f. ' 

Demostración: 
n 

Sea 1 = {x:x = ~ 
i~l 

x. e., a. < x. < b., i= 1 , ••. , n} 
II 1- 1- I 

un intervalo cúbico cerrado de lado r. 

Los intervalos cúbicos cerrados de la forma 

n 
J"= {x:x = I x.e. , c.< x. < d., 

i=l I I . I - I - I 
= 1, ••• , n} en donde para cada 

i : 
a. + b. 

c. d. I I = a. y = I I I 2 

a. + b. .. 
C. 

I I d. = b. o = y 
. I 2 I I 

constituyen una fami 1 ia finita de 2n intervalos cúbicos cerrados casi-

disjuntos dos a dos de r lado '2 cuya un rón es ¡gua 1 a I. 

Teorema 1.7-16 

Si S c E es abierto, entonces S es la unión de un con-

junto numerable de intervalos cúbicos cerrados los cuales son casi-

disjuntos dos a dos. 

Demostración 

Consideremos una part icrón de E (Lema 1.7-1~ de inter

valos cúbicos cerrados de lado 1 y casi-disjuntos dos a dos ' (I~1).~, 
I Igl 
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Sean J"(1) J(1) J(1) l' t 1 d 1 d 1 1 ' 2 ' • • • , n ' • . • , os In erva os e a o que 

(1) (1) (1) 
están contenidos en S y K1 ,K2 ,. '" Kn , ••• los restantes. 

(l) (l} (1) 
Partimos cada uno de los intervalos K1 ' K2 •... , Kn , ••• en ¡nter 

va los cúbicos cerrados hasta obtener 1(2) r(2) l' 2 , ... , 
(2) In , ... de lado 

1 /2 . (Lema 1. 7-15) 

Sean 
(2) (2) . (2) 

JI ' J2. , ••• , Jn , ... los intervalos que están contenidos 

(2) (2) (2) 
en S y sean K1 • K2 , ..•• Kn •.•. los restantes. 

Continuamos este proceso hasta obtener intervalos 

(m) (m) (m) 
11 ••• • , In ' "', J J •••• , 

{m} J , ... , 
n 

(m) 
Kl ' •.• , 

(m) 
Kn ' ••• de lado 

_1_
1

, para todo m, con J"~m) e S. 
2m- I 

Los interva los J~m) son un conjunto numeraóle de in~ervalos cúbicos 
J 

cerrados casi-disjuntos dos a dos. Demostraremos ahora que la unión 

de ellos es igual a S. Sea x e s· entonces existe r > O tal que 
o ' 

B (x , r) cS. o 

Sea m e tL Dado que /m) es un intervalo cúbico cerrado, entonces 
J 

J~m) 
n 

== {z : z = ¿ y.e . • a. < Y. < b . , == 1 , ••• , n} , 
J i==l I I I - I - I 

b. 1 - a. =--
I I m-l 

2 

n 
/m} x = ¿ (l.e. e => a. < (l. < b. 

i=l I I J I - I - I 

n 
J~m) y = ¿ S.e . e => a. < 13. < b. 

i=l I I J I - I - I 



! n jl/2 Ix-yl= í (a.-(3.)2 
• 1 I I 1= 

1 1 
< --m:T + m:T 

2 2 

entonces 

2 
=--' m-l ' 2 

¡x - y I ~ [.f [r!:T ]2]1/2 = ~ 
1= 1 2 2 

2,r,; m-1 
Tomaremos un m ta 1 que - < 2 

r 

Luego este m es tal que 

€ r (.m) ==> r(.m) ( ) x c B x , r ; para todo € N. o I I o 
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Notemos que a partir de m todos los intervalos están incluidos en S. 

Así; si x no está en J(j~ 
o n 

Por 10 tanto S = UJ~m). 
j~ 1 J 
m>l 

Definición 1.7-17 

j < m, 
(m) 

x estará en un r . 
o n 

Para todo conjunto S e E, el int~~ de S es la 

unión de todos los subconjuntos de S abiertos de E y se designa por 

S. (5 es el más grande abierto contenido en S). 
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Ejemplo 1.7-18 

Demostrar que toda bola abierta en E es un conjunto 

abierto. 

En efecto: Sea z € B(x,r) 

d(x,z) < r => r - d(x,z) > O 

Construyamos la bola 

B(z,r-d(x,z» 

Sea y € B(z,r-d(x,z»; entonces d(z,y) < r-d(x,z). 

Por propiedad de distancia sabemos que 

entonces 

d(x,y) ~ d(x,z) + d(z,y) 

d(x,y) < d(x,z) + r - d(x,z) 

=> d(x,y) < r 

=> y e B(x,r) 

Luego B(z,r-d(x,z» c B(x,r). 

Proposición 1.7-19 

Demostrar que el interior de un conjunto S es el con

junto de puntos interiores de S. 

Demostración 

Sea x un punto interior de S; entonces existe B(x,r) 



tal que B(x, r) c Si entonces x e u F 
FcS 
F abierto 

ya que Fl = B(x,r) es un abierto. 

Si x € U F 
FcS 
F abierto 

Entonces 

x e Fl para algún Fl abierto, Fl c S. 

x € Fl ==> x € B(x,r) e Fl c S 

=> B(x,r) c S 

==> x es punto interror de S. 

1.8 CONJUNTOS CERRADOS 

Definición 1.8-1 

Sea S cE. S es un c.onjunto c.eJrJta..do si su compl!:, 

mento es un conjunto abierto. 

Proposición 1.8-2 

la intersección de una familia de conjuntos cerrados 

es cerrado. 

Demostración 

Sea (Sa)aeA una famil ia de cerrados de E. 



Luego por 1.8-1 

Proposición 1.8-3 

u es a.€A a 

u es es abierto por 1.'7-4 
aEA 0, 

n $ es cerrado. 
ueA a 

·95 

La unión de un conjunto finito de cerrados es cerra-

do. 

Demostración 

Sean S1' S2"'" Sn cerrados en E y sea 

n 
S = U S •. 

i= 1 ' 

Sabemos que CC~ S~= ;; Crs . • 1 1 • 1 I 1= 1= 

es un abierto por 1.7-5. 

Luego, por 1.8-1 S es cerrado. 

Los conjuntos cerrados pueden ser estudiados en términos de la noción 

de punto límite de un conjunto . 

Definición 1.8-4 

Sea S c E; x e E es un punte Limite de S, si para t~ 

do r > O se tiene que Sn B(x,r) es un conjunto infinito de puntos. 



Teorema 1.8-5 

Un conjunto S c E es cerrado si y sólo si contiene to-

dos sus puntos límites. 

Demos traci ón 

«==) Supongamos que S contiene todos sus puntos lí-

mites. 

Sea x € es; x no es punto límite de S entonces existe r > O tal que 

B(x,r) n S es un conjunto finito; es decir B(x,r) n S :. ~ Ó 

B(x,r) n S = {y
l

, .•• , Y
n
}. Si la intersección es igual a vacío es in 

mediata la conclusión. Si la intersección es un conjunto finito to-

memos r' = min {r, Ix-Y11, ... , Ix-Ynl L entonces S n B(x,r') ==~ • 

S n B(x, rl) = ~ ~ B(x, r') ces ==> es es abierto. Luego S es ce

rrado. 

( "=» Sea S cerrado y x un punto límite de S; para todo r> O 

B(x,r) nS:/- ~ => B(x,r) t.es 
=>x! es ya que es es un abierto; 1ue 

90 x € S. 

Por tanto S contiene todos sus puntos límites. 

Definición 1.8-6 

Un punte adh~~ de un conjunto S c E es un punto 

x € E tal que para todo r > O; S n B(x,r) es diferente de vacío. 
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Definición 1.8-7 

El conjunto de todos los puntos adherentes de S se de-

nomina la adh~encla d~ S Y se denota por S. 

Proposición 1.8-8 

La adherencia de un conjunto S es la intersección de 

todos los conjuntos cerrados que contienen a $: 

s = nF s e F, F cerrado. 

Demostrac ión 

" « n F) c es 11 

\';'ScF 
F cerrado 

Como n F es cerrado por 1.8-2, 
ScF 
F cerrado 

e ~ F es abierto. 
ScF 
F cerrado 

Sea x € Ce n F) 
ScF 

entonces exi$te r > O tal que 

F cerrado 

B{x,r) n ( n F) 
ScF 

= ~;de donde B(x,r) n $ = ~; entonces x t S 

F cerrado 

x € Cs. 
Luego Ce n F) e r S 

ScF \... 

11 (S c 
'v 

F cerrado 

e ( n F) IJ 

ScF 
F cerrado 

.. o sea 
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í' 
Sea x € ~s entonces x t S; existe B(x,r) tal que B(x.r) n S = $ de 

donde S c (s(x,r); (s(x,r) es cerrado que contiene a S tal que 

x t r B (x, r); en consecuenci a x t (') F ,en tonces x € e «(') F) 
v ScF ScF 

luego es c e (n F) 
ScF 
F cerrado 

Por 10 tanto S = n F 
ScF 
F cerrado 

Proposición 1.8-9 

F cerrado F cerrado 

Si x € S y x t S, B(x,r) n S es un conjunto infini-

too 

Demostración 

Supongamos 10 contrario. Sea B(x,r)n S = {Yl, ... ,Y n}. 

Sea r. < 21 d (x,y.); si tomamos r = min {r., i = 1, ••• , n} , entonces, 
l' I 

B(x,r) n S = ~ que es contrario a la hipótesis. 

Proposición 1.8-10 

S es la unión de S y el conjunto de puntos límites. 

Demostración 

Sea S c E. 

Sea S' {x € E : B(x,r) n S es infinito}. Debemos demostrar que 

I:! I B ~ Ir, T c: (. J r' ." 

UH''VE,",SIC''. gil EL S"L'VAO.'" I 



IISCSUS'" 

Sea x € S, entonces para todo r > O B (x, r) .(') S 1: q, 

x€S ó xtS. 

Six€S, x€SUS'. 
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Si x t S, B(x,r) n S es infinito por 1.8-9; ó sea x € S', de donde 

x€SUS'. 

Luego S c S U SI. 

11 SUS' eS" 

x€SUS'=>x€S ó x€S' 

x € S' => B (x, r) n S es i nf ¡ni to 

==> B(x,r)n S-Fq, 

=> x € S. 

x € S => x € B (x, r) n S 

=> B (x, r) n S 1: 4> 

=> x € S 

Luego S U S' e S. 

Ejemplo 1.8-11 

Toda bola cerrada en E es un conjunto cerrado. 



Demostración 

Sea B(x,r) una bola cerrada en E. Demostrar que 

(s(x,r) es abierto. 
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Sea y € C~(x,r) ; d(x,y) > r. Tomemos r* = " ~ (d(x,y)-r) y formemos 

B(y,r*). Verifiquemos que B{y,r*) c (s(x,r); para eso sea 

z€B(y,r*); 

d(y,x) ~ d(y,z) + d(z,x) 

d(y,x) - d(y,x) + r < d(x,z), es decir d(x.z) > r; luego 

ze(s(x,r). 

Ej emp 1 o 1.8-12 

Todo intervalo cerrado en E es un conjunto cerrado. 

En efecto: 

n 
Sea 1 = {x e E, x = I x.e. = a. < x. < b., 

' 1 1- 1- I 
i = 1, ... , n} 

i= 1 

un intervalo cerrado, donde A = (al"'" an) y B = (b" •••• bn) son 

dos puntos distintos en IRn . Observemos que el complemento de 1 es 

e 1 = { x € E, x ::: 
n 

L 
i=l 

x.e. 
I I 

x. < a. 
J J 

ó b. < x .• para algún j=l, ..• ,n}. 
J J 

Demostraremos que re es abierto. 

Sea x e re tal que x. < a.; sea r = a. - x. y probemos que 
j J J J 

e B(x, r/2) c 1 . 
n 

Si Y E B(x,r/2), y = ¿ y¡e i , ver~fiquemos que 
i=l 

y. < a . es decir a. - y. > O. 
J J j J 
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a. - y. = a. - x. + X. - y .• 
J J J J J J 

Dado que Ix. y ·1 Ix - yl 
r x. - y. < - < <-

J J J J 2 

a. - x. 
a. - y. < a. - x. +.!:.. a. - x. + J J 

J J J J 2 J J 2 

a. - x. 
= .J 2 J > O. 

Luego r C 
es abierto. 

1.9 COMPLETITUD 

Definición 1.9-1 

Una sucesión ('k)k6N de elementos de un espacio vecto

rial normado E se dice que es de Caachy si para todo € > O, existe un 

N € ~ tal que si m, k ~~, entonces IXm - xkl < E. 

Lema 1.9-2 

Sea E un n-espacio euclídeo y {el"'" en} una base or-

n 
tonormal en E; entonces la sucesión (Xk)kaN con xk = L xk·e. , 

i=1 I I 

k = 1, ... , •• es de Cauchy si y solamente si (xki)kSN es de Cauchy para 

cada = 1.2, .• . , n. 
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Demostración 

( ==» Sea t > O; d2do que (Xk}kaN es de Cauchy exis-

te N € N tal que Ix 
r.¡ 

- x I 
k ' 

< s, pera ~odo ~.k > ~: para caca i =: 1 •..• ,n 

tenemos que 

n 

I (x. - xk·)e .. 
i=l mi r I 

Así (xki}keN es una sucesión de Cauchy de nú~eros rea es, oara cada 

= 1, ... , r.. 

( <==) Sea e: > O; dado que {xki)k~ es una sucesió~ 

de Cauchy, para cada = 1 •••. , n entonces existe N; ~ ~ tal que 

m,k > '. imp 1 ican que 
I 

!x
k

. - x .1 < <;;/n. 
. I mI ' 

As í, 
n n 

Ix - x 1 = 
k m' 

\" \' I 
1.. xk·e. - ¿ x .e. , 

i=l I I i=J mI ! 

n 
= I \' (x, . - x .) e. I 

¿ KI mi!' 

= f 
( 

< 

j=l 

n 

L 

n 

1/2 
2 

(x ... - x .) 
.... , m I , 

i 
¡ 

\' I ¿ IX • - x . 
i=l k l m' 

< E: 

n 

Por tanto IXk - xmi < L 
j=l 

I 1 < <;; 
: xk' - x . I . 1 mI 



es decir I~ - xml < e siempre que m, k > N tomando 

N = máx {N.; i = 1, ••• , n}. 
I 

Luego (~}k9N es una sucesión de Cauchy. 

Definición 1.9-3 
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Una sucesión (xk}keN de elementos de E se dice que con

v~e a x si para todo € > O existe un N € N tal que k > N implica que 

Ix - xk I < e· 

Lema 1.9-4 

la sucesión (xk)k6N de elementos de E converge a 

rn. 

x = l 
i=l 

x.e. si y sólo si para cada 
I I 

x .• 
I 

Demos t rac ión 

= l,.... n las sucesiones 

( ==» Sea € > O; entonces existe N € N tal que k > N 

implica que Ix - xkl < €; por 10 tanto para cada i ~ 1, ••• , n tenemos 

que IX i - x ik ! < Ix - xkl < e:. 

As í I xi - xi k I < € S i emp re que k > N. 

( <==) Sea e: > O; existe N .• , 
k> Ni implica que ¡xi - xkil < e:/n. 

= 1, ... , n ta 1 que 
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n 

Así Ix - x I < ¿ Ix. - x 1 < E; es decir que Ix - xk l < € siempre 
k i=1 J 'ki 

que k > N, tomando N = max {N.; i=l, ..• , nl
J 

Definición 1.9-5 

Si toda sucesión de Cauchy (Xk)keN de elementos de un 

espacio vectorial normado E converge a un punto x € E, diremos que E 

e.6 c.omple..to. 

Observación 1.9-6 

Asumiremos el hecho de que toda sucesión de Cauchy de 

números reales es convergente, es decir que IR es completo. 

Proposic ión 1.9-7 

Si E es un n-espacio euclídeo entonces E es completo. 

Demostración: 

Sea (xk)kaN una sucesión de Cauchy tal que 

n 
x == k 

¿ xk.e. con k = 1,2, ..• , son e l ementos de un espacio euclídeo; 
i= 1 I I 

por Lema 1.9-2 (~k¡)k6N es de Cauchy para cada i == l, ..• ,n y dado 

que R es completo para cada i == 1, ... , n las sucesiones (~i)keN conver 

gen a xi; por Lema 1.9-4 la sucesión (Xk)keN converge a 
n 

X = I 
i:1 

x.e . ; 
I J 

por 10 tanto E es completo. 

Dado que E es completo podemos dar ahora algunas consecuencias; para 
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ello necesitamos antes de un Lema. 

Lema 1.9-8 

Sean 1, J dos intervalos cerrados con 

n 
1 = {x x = I a.e. , d. < a. < b., ::: 1 , ••• , n} 

i= 1 I I I I - I 

n 
J = {x x = I a.e .• m. < a < n., ::: 1 , ••• , n}. Entonces 1 c 

i=l I I I i - I 

y solamente si b. < n. 
I I 

y m. < a. para todo 
I I 

< n. 

Demostración 
n 

=> ) x = I 
i=l 

a.e. e I ==> x € J 
1 I 

===> m. < a < n.; por lo tanto m. < a.; 
I i - I 1- I 

n 

y = L 
i=l 

b.e. € 1 ~> Y € J ~> m. < b. < n.;' por 10 tanto b. < n .. 
, , I 1- I , , 

n 

J si 

( <= ) Sea x € 1, x::: L a.e. 
I 1 

con a. < ct. < b.; dado que m. < a. 
1 - 1- 1 l ' i:l 

y b. < n. entonces 
I I 

m. < a. < ct. < b. < n. 
I 1- I I I 

==> m. < (I. < n. 
1- I I 

=> x € J. 

Luego 1 e J. 



.106 

Proposiciér. 1.9-9 

Sea 11 ~ 12~ ... ::J Ik :> .•. una sucesi6n ¿ecreciente 

de intervalos cerrados difere tes de vacío. Entonces 

Demostrac ión 

<lO 

n 
k=I 

Sea Ik := {x 

coger une sucesión xl' x2 '···. 

n n 

1 .¡ 6 
k 

n 

x •... 
n ' 

tal que 

X,.. : 
l. 

I él. Ze . , ••• , 
¡ =-1 ' 1 

x = 
k I aike i ,···, . 

i=l 

Demostre~os ~ue la sucesión (xk)keN es de Cauchy~ Dar~ e le basta demcs

~rar que la sucesión (aik)keN es ce Caucny por Lema ,.9-2; pero 

(a.k)'E!N es ~na sucesión creciente y acotada superiorToente ya ~~e por 
l. K 

Lema 1.9-8 1 1 ::> 1
2 

=> a. 1 < a . ~ 
1 - 1 ... 

< a' 3 - , y así 

a',l < a.~ < a.~ < ... < a. ,. < ••• y ta~bién a. k < b . ,., para todo 
- IL - 1,) - -! .... - I - J .... 

k €~, i = 1, ... ,n, Asf para k = " a'lk < b'k < b." Qor lo tanto 
- I - l. 

Lim a
ik 

existe siende Lirn a'k = a
i

, cer. e. € IR, i = l, ... ,r.. Luego 
k~ k....,., l . 1 

{a ik)k6N es de Cauchy; por lo tanto (xk}kaN es de Cauchy. Como E es 

n 
completo, (xk)keN converge a un x=L 

i= 
a ,e., x € E., 

I ~ 
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00 

11 X € () 1 11 
k • 

k=l 
n 

Sea j € ~ probaremos que x € l .. 
J 

Para que x = L a.e . pertenezca a 
I I 

i= 1 

l. debe cumplirse que a .. < a . < b.
J
., < n. 

J IJ 1 - 1 

j) Ila .. < a. JI es decir verifiquemos que a .. < Um a ik ; dado que 
I J I 1 J k-l-O:> 

(aik)km es ' creciente; entonces Lim a ik es la menor cota superior 
k-)<X> 

a .. < Um a ik . 
IJ k~ 

ii) "a. < b .. u es decir verifiquemos que Lim a' k < b .. ; por Lema 1.9-8 
1 - IJ k~ I - IJ 

sabemos que, para toda k, k e ~, a'k < b'k; para un j fijo siempre 
1 - 1 

a'
k 

< b", para todo k, k € (1/; por 10 tanto Lim a'
k 

< b •• ; es de-
I - IJ k->oo ' - IJ 

cir a. < b .. 
,- IJ' 

Luego a . • < a. < b ... 
U ,- IJ 

Por tanto a' k < a. < b. k, para todo k € ~. 
1 - 1 - I 

00 

dec i r ('\ Ik::/: <p. 
k=l 

Proposicfór. 1.9-10 

00 

luego x € n I
k

, es 
k=l 

Sea Il:::> I 2 :::>····:::> Ik:::> .,' una sucesión decreciente 

de intervalos cúbicos cerrados diferentes de vacío;, si Jos Jados de los 
CID 

intervalos cúbicos convergen a cero entonces el conjunto n Ik posee 
k=l 
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un solo elemento. 

Demos tración 

Para cada k, Ik es un inte,rval0 cúbico cerrado, es de-

cir 

n 
x = L 

j= 1 
a.e., 

I I 
a . k < a. < b. k} 

I - 1- I 

r k > O; además tendremos que Lim r k = O; en este 
k-+<» 

caso la intersección es un solo punto. 

Verifiquemos si x = 

Sean 
n 

x = L 
i=l 

x.e. , 
I I 

n 

L 
i=l 

a.e. , 
I I 

n 
y = L 

i=l 

a' k < y. < b' k I - 1- I 
para todo k. 

(lO 

x € (\ Ik 
i= 1 

es único. 

y.e. 
I I 

tales que a' k < x. < b' k ' 
I - 1- I 

Supongamos x ~ y entonce~ existe j tal que x. ~ y.; sea x. < y., es de-
J J J J 

cir a' k < x. < Y. < b. k · entonces b
J
' k - a'k > y. - x. = E. > O 

J-J J-J' J-J J J 
se da 

para todo k, k € IN. Por 10 tanto Lim lb jk - a jk I > e:. ~ O 10 cua 1 
k-+<» - J 

es una contradicción, ya que b
jk - a

jk = r k 
y Lim r

k 
== O. 

k-+<» 

luego x = y. 

lema 1.9-11 

Sea (I ) ~, una sucesión áecreciente de intervalos cúbi 
m ml;;ln 

cos cerrados diferentes de vacío cuyos lados convergen a cero. Sea 
()O 

r el 1 ado de 1 y {x} = (\ 1 , 
m m ~l m 



Sea E > O; entonces existe un m, m S ~ tal que 1 c B(x,€). 
m 

Demostración 

Como lim r = O existe N € ~ tal que 
m-+<x> m 

m > N => 2m r < €. m 

n 
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Sea 1 = {y 
m y = L 

i=l 
a. e ., 

I I 
a. < a. < b. } un intervalo cGbrco cerra-1m - 1- 1m 

n 
do, con b. - a. = r y = I a. e . S r => a. < a. < 1m 1m m' i=l I I m 1m - I -

n n 
b = l b. e. y a = l a. e .. 

i= 1 
1m I 

i=l 
1m I 

Dado E > O, 

Iy - al = [jI la. - a. I 
I 1m 

2),,2 

2. n 2. 2 Iy - al = I la. - a. I < n r 
i=l I Im- m 

Iy - al < Iñ r m 
Similarmente la - xl < Iñ r. Entonces, 

- m 

Iy - xl ~ Iy - al + la - xl < 21ñ rm < e: 

Luego y € B(x,e:); por 10 tanto 1 e 8(X,E). 
m 

b. ; 1m 

1.10 TEOREMA DEL RECUBRIMIENTO DE BOREl. 

Definición 1.10-1 

sea 

Un conjunto F es aeo~do si F c I~ donde 1 es un inter-

valo cúbico cerrado. 
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Teorema 1.10-2 

Si Fy ~ F2 ~ ••• ~ Fk ~ ••. es una sucesión decrecien

te de conjuntos cerrados no vacíos en E y si F
1 

es acotado, entonces 

Demostración 

00 

F = .n Fk es no vacío. 
k=l 

Para demostrar que F # ~ buscamos un punto x de F. Sea 

1 un intervalo cúbico cerrado de lado r tal que F, c l. Se hace una 

partición finita de 1 en intervalos cúbicos cerrados de lado r/2. Al 

menos uno de esos intervalos cúbicos cerrados de lado r/2 íntersecta 

a los Fk para un conjunto infinito de valores de k. 

Sea 11 uno de tales intervalos. 1
1 

n Fi # ~ para una cantidad infini

ta de índices i. 

Sea k € ~ s i k < 

Hacemos una partición finita de 1
1 

en intervalos de radio r/4. Sea 

1
2 

un intervalo de la partición de 1
1 

tal que Fk ~ 12 ~ ~ , para todo 

k; I 2 e 1,. 

Se procede de la misma manera con 12 partiendo cada intervalo hasta ob

tener una sucesión decreciente 1 1 ::> 12 ~ ... ::> Ir ' ~ ... de (ntervalos 

cúbicos cerrados con lados convergiendo a cero tal que Ir n Fk # ~ para 

todo r y k. 
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co 
Sea n 1 = {x}. Demostraremos que para cada k, y. € Fk' 

r e 1 r 

Sea el > O; necesitamos probar que e(x,c)(\ Fk # ~. En efecto; sea 

m e ~ ta 1 que 1 c B(x,o), por 
m 

lema 1. 9-11.· Dado que Fk n1m '1 4', 

existe y € 1 m () Fk ; entonces y S 1 m fl Fk e 1 e B(x,o) m 

==> y € S(x,o) ==> y € S(x,o) n Fk' Luego Sex,o) n Fk # ~; es decir 

x € Fk; como Fk es cerrado, F = Fk; luego x € Fk" Por tanto 

Teorema 1.10-3 

Si un conjunto acotado S contiene una infinidad de pun-

tos, existe por 10 menos un punto en E que es punto límite de S. 

Demos tración 

Puesto que S es acotado, S c 1, con 1 un interva o cú-

bico cerrado; sea r el lado de l. Hacemos una partición finita de 1 

en intervalos cúbicos cerrados de lado r/2. Sea .(J.).< 
I I n esa parti-

n 
ció"; entonces S c U J.; existe un j tal que S n J. es infinito. 

i= 1 I J 

Sea 1
1 

= J
j 

que puede expresarse también así 
n 

11 = U K. 
i= I I 

donde cada 

K¡ es un sub intervalo de I 1 de 1ado r/4. 

n ¡ too 

Para algún i, K. n S es infi
I 

Sea 12 = Ki tal que S n I 2 es infinito; procediendo de esta manera obten 

dremos una sucesión 1 1 ::> 12 ::> .". ::> Ik ::> ••• de intervalos cúbicos 
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cerrados cuyos lados convergen a cero, tal que Ik n S es infinito para 

k = 1, ••. 

(10 

Sea {x} = n I k; para probar que x es punto límite, sea ó > O Y demos-
1<==1 

tremes que S(x,o) n S es infinito. 

El punto x pertenece a cad~ uno de los intervalos Ik y existe un k tal 

que Ik c B(x,o), por Lema 1.9-11; pero como Ik n S es infinito, enton

ces 8(x,o) n S es infinito. 

Luego x es punto . imite de S. 

Corolario 1.10-4 

Si {x } ~, es una sucesión acotada en E entonces tiene 
n n .... 11 

una subsucesión convergente. 

Demostración 

Sea S c E, S = {x} ... 1; por Teorema 1.10-3 si S es un 
n nf.1I1 

conjunto in~inito y acotado tiene un punto límite. Sea x un punto lí-

mite de S, entonces para todo r > O B(x,r) n S es diferente de vacío. 

S1 r = 1, B(x,t) co~tiene un punto x de S. 
n

1 

Si r = 1/2, S(x,l/2) contiene un punto x de S; y así sucesivamente p~ 
n2 

demos encontrar un x € B(x, l/k) ti s. 

Demostremos que para todo E > O, existe N € ~ tal que k > N implica 

!x - xl < E, n 
k 

Jo que es 10 mismo que Lim x == x. 
k-l<» n k 



1 I I 1 1 Si Ñ < € , entonces ;x
nk 

- x < ~ < N < E,para todo k > N. 

luego Lim x == x. 
k-)o<X> nk 

Definición 1.10-5 

Llamaremos bot4 ~cionat a una bola B(y,r) si 

n 
y:= ¿ 

i=l 
y.e. 

I I 
donde r, YI "'" Yn son racionales. 

Lerra 1.10-6 
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Sea G c E un abierto; entonces para cada x 6 G, exis-

te una bola abierta 6(y,r} con y = 
n 
I y.e., los números r, Yt,··, Yn 

;=1 l' 

son todos racionales, x e B(y,r) y B(y,r) c G. 

Demostración 

Como G es abierto, para todo x € G existe t e ~ tal 
n 

que B(x,t) c G. Sea x "" l 
i= 1 

x.e .. 
I , 

Corno Q = IR, x. e IR => x. 6 Q. 
I I 

=> B(x. t t/4n) t"\ Q 'Í ~; entonces para todo i existe un 
I 

y. € S(x., t/4n) n Q, de donde Ix. - y . l < t/4n; entonces si 
I I I I 

y = 
n 
\' y.e., Ix - y l 

i~l I I 
x.e. -

I I 

(x. 
I 

- y.)e.1 
I I [ 
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Ix - yj = r I Ix.-
. ¡ =: 1 t 

n 
< ¿ Ix¡-y¡ ] <tJ4. 

j=1 

Luego Ix - yl < t/4. 

Sea r un número r~ci0nal tal que 

t/4 < r < t/2 

Como Ix - Y! < t/4 < r, x € 8(y,r). 

Sea z € B(y,r); entonces Iz - y¡ < rj 

!z - xl = ¡z - y + y - xl < lz - y! + Iy - xl < r + r 

Iz - xl < t/2 + t/2 = t. 

Luego z € B(x,t); entonces B(y,r) e B(x.t); por 10 tanto 

x € B(y,r) e B(x,t) c G. 

Lema 1. 10-7 

Si (G~}a€A es un con junto de conjuntos abiertos, exfs

te un subconjunto numerable (G.) i = 1, ... , tal que a . 

Demostrac¡ón 

. , 

U Ga . 
¡eN 

El con junto B de bolas racionales es numerable porque 



Q es numerable. 

Sea S = {T e B, T c Ga para algún Ga } 

Como S es numerable, S puede escribirse 

Para cada escogemos un a¡ tal que 

u S. c U Ga c 
ietJ J i~ i 

U Ga • 
aSA 

S. e G ,entonces 
r a 
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Sea x € LJ Ga; entonces x € GS' para algún S. Por Lema 1. lo~6 existe 
aSA 

y tal que 

x S B(y,r) e GS donde B(y.r} es una bola racional que perte-

nece a S; si B(y,r) = S. entonces S. e Ga . 
J J J 

imp jea Que x € G ,de donde 
a. 

x € U G 
,~, a. 
Ig, [ 

Luego U G e LJ Ga.. 
a.SA a 'lSl Ig~ I 

Por 10 tanto U Ga = 
aSA 

Teorema 1.10-8 (Teorema del Recubrimiento de Borel). 

J 

SI F c E es un conjunto cerrado y acotado y (Ga)a.€A es 

un conjunto dé conjuntos abiertos tal que F c LJ ,Ga, entonces 
m aM 

F clJG¡ para un cierto número finito de los Ga -
i= 1 
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Demostración 

Por Lema 1.10-7 podemos considerar que A es numerable 

k 
Sea Hk = V G. , k = 1,2, •.•• 

i= 1 1 

Observemos que U G. = U H 
i=l I k=l k. 

Hk es abierto ya que es unión de abiertos. Consideremos para cada k 

el conjunto H~ que es cerrado. 

Sea S 1 =- F y para k > l, Cada conjunto Sk es cerrado 
I 

ya que es intersecci6n de cerrados y 51 es acot~do, además Sk e F. 

Si cada Sk fuera distinto de vacio,por Teorema 1.10-2 

,$lO 

Y n Sk es no vacío, lo que significa que 
k= , 

existe un punto en F que pertenece a todos tos conjuntos Sk y que por 

lo tanto no pertenece a H
k

, 10 que es una contradicción ya que 

F c U Hk; por 10 tanto existe un k tal que \ = $ 
k=I 

k 
$, en tonces F e H k' Luego F e U G .• 

j= 1 I 



capítulo 11 

$unrionrs 1Bifertntiablrs 
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2.1 FUNCIONES CO~TtNUAS 

Sean E Y F espacios vectoria l es de dimensiones n y m respectivamente y 

G c E. Consideremos la función f: G c E ~ F. 

Sea {el"'" e } una base en E y {e
j

, ••• , e} una base en F; para to-n m 

da x € E Y x € F 

n 
x = ¿ 

i=l 
x.e. 

I I 
y 

m 
x = I 

j=l 
x.e .. 

J J 

Recordemos que la función f puede escribirse en términos ce funciones 

coordenadas (defi~ición 1.4-9). En vez de x = f(x), podemos escribir 

(Xl ' ... , X ) = f (x 1 ' ••• , x ) = (f 1 (x 1 ' ••• , x ), ... , f (x., ... , x » m n . n m I n 

Así la función f tiene asociado un conjunto de m funciones 

f .: G -:"'" IR : x 'V\I\rl- x., j = 1, •••• IT'. 
J J 

Definición 2.1-1 

La función f : G-+ F es ccr~rdLa en x E G si para todo 

E > 0, existe ~n o > ° tal que si y € G Y Ix - y¡ < ó entonces 

lf(x) - f(y} I < €. 
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Definición 2.1-2 

Diremos que f es cont¿nua en G si es continua en todo 

punto de G. 

Teorema 2.1-3 

Sea S c E un conjunto cerrado y acotado y f: S +~ con-

tinua en S, con f(x) > ° para cada x € $; entonces existe un a > O tal 

que f(x) > a, para cada x € S. 

Demostración 

Supongamos que la conclusión es falsa. Entonces, para 

todo n € ~, n > 0, existe un xn E S tal que f(x } < -
n n 

Como $ es acotado, 1a sucesión {x } ~t es una sucesión acotada en E; 
n n <;;1' 

por 1.10-4 esta sucesión tiene una subsucesión {x } convergente o sea 
n

k 
Lim xn = x existe y x € S puesto que S es cerrado. 
k~ k 

Probaremos ahora ~ue f(x) = O, es decir que para todo € > O. 

I f(x) I < 8. 

Sea E > O; existe 8
1 

> O tal que si lx - yl < 81 entonces 

!f(x}-f(y) 1 < ~ • para todo y e s, por ser f continua. Existe N, tal 

que si k > N, entonces Ix - xnk ! < ó 1• Luego, si k > N, 

!f(x)-f(xnk) I < ~ • 

1 € Existe M tal que k > M ==> k < 2 

= máx {N,M}, entonces lf(x)!-If(xn)1 < !f(x)-f(xn)1 < E2 . 
k k 



e: 1 e: 1 e: e: e 
+-<-+-<-+-<-+-== e:. 

2 n
k 

2 k 2 2 2 
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Luego If(x) ! < e:, de donde jf(x) ! == 0, lo cual es una co~tradicc¡ón a 

la hipótesis. 

Teorema 2.1-4 

S i!l 11 es una norma en E y I es la norma euclídea, 

entonces existe K> O tal que !lxl'..::. Klx ! y Ix! < K!!x ll para todo x € E. 

Demostración 

n 

lixl: == 11 ¿ 
i=l 

n 
Sea x == I 

i= 1 

11 x.e. Ij 
! I 

x.e .. Entonces 
, 1 

Por lo anterior !I 11 : E -+ IR+ es '.:na función real continua sobre el 

espacio euclídeo E ya que dado e: > 0, existe un o > O tal que 

Ix - y! < <5 => 1 11 x [! - 11 y ¡¡ ! < ~ 

(! llxll - ll y!1 ¡ ~ :Ix-y l! ~ T jx - yl < e, entonces [x - y I < ~ == ó). 
T 

Sea S = {x I I 
I X ! , 1 == n, el cual es un conjunto cerrado y acotado (para 

la norma ! ); ¡Ixll > O para todo x € S. puesto Gue x € S => !xl == 

=> Jx! > ° => x -# 6; existe así un CI. > O tal que O < eL < ~ix[l, para 

tode x € S. 

Si x € E, x -# e, ~€ s 
Ixl 
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a < !l ':1 !l => alx l < Il xll => ~ x! < ! ![ x;¡ . 

Luego :x! 2. ! I!x!l = M Jx!l . 

Tomando K = máx{T, M} 

y Ix! < K¡¡ x!1 

Definición 2.1-5 

Para todo r > 0, la bola B(x,r) con la norma l! 11 es el 

conjunto 

B(x,r) ::: {y !I x - yil < r}. 

Teorema 2.1-6 

Los conjuntos abiertos en E con respecto a l a norma 11 !I 
son los mismos con respecto a la norma I ! . . 

Demos traci ór. 

Sea G e E un conj '.mto abierto de acuerdo con la norma 

y sea x € G. Existe un r > O ta l qve Iy - x l < r implica que y € G. 

Supongamos que y € E y liy - x 1 < ~ ; entonces, ;Jor 2.1-4 t 

" 
I y x l . ~ 

....... -'---',~..,--....... ¡ ::. ! . y - x 1I < K ; 

!y - xl 
K 

r 
< -=> 

K 
I I 

I Y - x l < r => y € G • 

Por 10 tanto G es ~bierto con la norma II !I De i9ua1 manera si 
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G es abierto para lz norma 11 
Il fI lo será para 1 a norma ! 

¡ • 

Teorema 2.1-7 

La continuidad de f en x € G es independiente de las o 

normas en E y F. 

Demos traci ón 

Supongamos que f es continua con la norma ¡ I en E y F; 

y sea !I !I otra norma en E y F. Entonces existen K > O Y K' > O ta-

les que para cada x € E, Ixl ~ K Ilxll y para caGa x € F, IIx!¡ :5.. K' Ixl· 

Sea € > O. Existe un 01 > O 

Ix - y! < 15 o ' 1 
=> I f (x ) - + (y) ! < E: Sea 

I o ' . I 
K' 

ta 1 que 
ó l 

0=-' , si 
K ' 

Entonces, Ilf(x) - f(y) ll < K'!f(x) - f(y)! < K' KE:! = E: 
o o 

Luego f es continua con la norma 11 !! 
/ ' . 

Teorema 2.1-8 

la func ión f : G + F es continua en x € G si y sólo si 
o 

para toda base {el" ' " e} en F, las funciones reales asociadas 
m 

f l~' .. , f son cont i nuas. 
m 
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Demostración 

( => Consideremos la norma euc lídea i en F con la 

- } coordenadas r.: x) . base ortonormal \e 1 ' ... , e y \x 1 ' ••• , Entonces pa-
m m 

m 
r 

m n/2 
cada L tendremos '-1 L 

,- ,2 , 
ra x = x.e. , :x ¡ == ! x· 1 I 

j=l j j 
U =l J ' 

) 

Sea €: > o· , existe 0 > O tal que 

r r.1 r/2 
!f(x ) f (y) I 1 f. (x ' r 2 

- == , I - f.(y) : < E:, 
o ) i== 1 J e' I ' 

J , 
\-' , 

siempre que Ix Vi < o . 
I e • I 

Paraj=l, •.. ,m. 

lf.(x )-f.(y) ! < i f{ x )-f{y)i 
J o J - ' o 

]
1/2 

I 2 
I f . (x ) -f . (y) 1 < E: 

J o J '¡ 

siempre que ¡ x
o 

- yi < o· 

¡ 
j 

Por 10 tanto las funciones asoc iadas f. son continuas, j = J, ••• , m. 
I 
~. 

( <= 
, 

~ . las f.. i = 1 • ••• , m son continuas y si to-\ J _ 1 
.J J ' 

> 0, ex iste 6 . > O tzl 1 f. ex ) f .{y) 1 
E: siel11pre mamos .~ que - < 

.fiTí 
que 

I J o J 
, y! o. : !:C!'T1¿¡~do é min {o 1 •.•• , <5 " Ix - < == J , o J ' m 

r I 
12/2 r m (~ ¡zr/2 

2 
!f(x-f(y) ! ' f ( ).t:()1 1 I L = • \x - " y I . < f 

o J o J 
, 

l -1m j j f ;=1 ) f ; "" 1 \- J \-

siempre que Ix - y l < ó; es decir que e es continua. 
c 

Teorema 2.1-9 

== e; 

Sean E Y F espac ios vectori01es normados y f E + F una 
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aplicación l inea l . Entonces las siguientes condiciones son equivalen-

tes: 

i) f es continua en todo E 

ii) f es co~t¡nua en e 

¡ji) Existe un K > O tal que IIf( x) 1I < K !I x! ! , Daré' todo x € E. 

Demostración 

i) => ¡j). Es t ri via l . 

ii) => ¡ii) • Supongamos que f es continua en e; entonces 

-1 8 = f (B F(f(9),1» es un abierto tal que e € B. luego existe un 

r > O tal que B(e,r) c B. 

€ E, f- e r 
Sea y y y z == .y ; 

2 i\ y ll 

li zll 11 
r 1I r r => lj f (z) !I == " 11 JI ·Y ! 

== - < < 
L Y!I 2 

11 f (z) 11 = 1I f (_r,_¡ y) II = z¡b¡11l f (y) 11 < t ; 21, yl, L II YII 

entonces Ilf (y) 11 < 3. !I y!! , de donde e l K que buscabar-:os es 2 
r r 

iii}=>i) Probaremos que f es continua en x € E. 
o 

Sea ~ > O', blJsc~rros un <5 > O tal que Il x- x 11 < o => !l'f(x)-f(x) tll < E· 
1 o · . o ' 

Ilf(x)-f(x ) !l·."Lf(x-x ) l[ < K!Ix-x ! < ~ 
o o - o 

sillx-x lj< ~· o-~ o ' K' - K 

Luego f es continua. 
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T eo rema 2. 1- 1 O 

Sean E Y F espacios de dimensión finita. Entonces toda 

aplicación lineal de E en F es continua. 

Demostración 

Sea g: E ~ F una aplicación lineal. Para probar que 9 

es continua, encontremos un K > O t e1 que IIg(x) 11 < K llxll. 

Sea x € E, 

9 1 i nea 1 ; 

Dado que 

n 
x = I 

i = 1 
a.e.; se tiene entonces g(x) = 

I I 

n 

n 
I a.g(e.) por ser 

;=1 I I 

IIg(x) 11 < I !a·l I!g(e.) 11 
i=1 I , 

n 

I I ct. I 
i= 1 I 

n 
define una norma en E, entonces ¿ la.1 < M IIxll , por 

i=l I 

2.1.4. Luego l!g(x)!I < LM !lxll donde L = máx Ilg(e¡) 11. = 1, .•. , n, 

lo que impl i ca la continuidad de g. 

2.2 FUNCIONES DIFERENCIABLES 

En esta sección trataremos siempre con E un n-espacio vectorial 

normado, F un m-espacio vectorial normado y G subconjunto abierto de E. 

Definición 2.2-1 

Una función f : E + F es llamada diferenciable en x € G, 

si existe una función Ix € L(E,F) tal que, para todo y e G , 

f(y) - f(x) = lx(y-x) + R(x,y) 
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donde Um i R(x,y) I = 
I Y-x !~ Iy-xl o. 

La función lx es l lamada "la diferencial de f en x". 

Denotaremos él la función ~x como Df(x). 

Observación 2.2-2 

Es importante ver que l a diferencial de f en un punto x 

es una función 1 ineal de E en F; así, para todo y, z € E tendremos: 

[Df(x)](y+z) = [Df(x)J (y) + [Of(x)](z) y para todo y € E y a € IR, 

tendremos: [Of(x}]{ay) = a [Of(x)](y}. 

Definición 2.2-3 

Diremos que f : G -:- F es diferenciable en G si f es di-

ferenciable en todo punto de G. 

Observación 2.2-4 

Si f es diferenciab l e en todo punto x € G, tendremos la 

función diferencia l Df: G -+ L(E,F) , definida de tal manera que a todo 

elemento x € G l e hace corresponder a diferenc ial de f en x. 

Puesto que la diferencial de f en un punto x € G es una función 1 ¡neal 

y se puede evaluar para todo y € E entonces [Of(x)](y) es un elemento 

de F. 

Proposición 2.2-5 

Si f es diferenciabl e en x entonces para todo y € E 



[Of(x)]{y) = Lim f(x+ay) - f(x) 
a-+O a 

Demos traci ón 

Oado que f es diferenciable en x 

f(y) - f(x) '"' [Of{x)](y-x) + R(x,y), para todo y e G; donde 

Lim ~-O 
Iy-xl~-~ - . 

Dado que existe b > 0, tal que x + ay e G, para todo \al < b 

entonces f(x+ay~ - f(x) = ! [COf(x)](x+ay-x} + R(x,x+ay») 

= 1. [Of(x)] (ay) + 1. R(x,x+ay) 
a a 
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= [Of(x)] (y) + 1 R(x,x+ay), por ser Of(x) un 
a 

.elemento de L(E,F), de donde, si la l < b , 

[of(x)] (y) = f(x+ay~ - f(x) - ! R(x,x+ay) ; (1) 

pero 

Siendo 

luego 

!R(x,x+ayl 
lal 

= Iy I1 R(x,x+ay) 1 = Iy 11 R(x,x+ay) ! 
Iylla l layl 

Lim IR(x,x+ay l Lim Iyl IR(x,x+ay) I 
layl-+o layl : O entonces lay /-+O ¡ay l = 0, 

Lim IR(X(+ay) I = O la 1-+0 al ' por consiguiente 
Lim R(x,x+ay) 
a~ a = O. 



Así, aplicando límite en la igua ldad (1), tendremos: 

Li m [O f( x}] (y) = 
a..¡.() 

Lim f(x+ay)-f(x) 
a~ a 

Li m R(x,x+ay) 
a~ a 
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entonces [Of(x)] (y) = Lim f(x+ay}-f(x) 
a..¡.() a 

ya que lim R(x,x+ay) = O. 
a-~ a 

Definición 2. 2-6 

Sea {el •.•. ' en} una base de E, y sea (xl.· •• ' xn) el co

rrespondiente siste~a de coordenadas. La evaluación de Df(x) en el vec-

tor e . de la base es llamada la derivada parcial de f con respecto a x .• 
I I 

Y es designada por [Of(x)](e.) = :f (x). 
I "x. 

Por la proposición 2.2-5, :f (x) = 
<7X. 

I 

Observación 2.2-7 

I 

Lim f(x+ae¡)-f{x) 
a-t{) a 

Si Lim f(x+ae¡) - f(x) 
existe, diremos que la derivada 

a-+O a 

parcial de f con respecto a x. ex iste en x. Así, la definición 2.2-6 
I 

nos dice que si f es diferenc iable, sus derivadas parciales existen y 

están dadas por la evaluación de Df (x) en los vectores de l a base. 

Proposición 2.2-8 

Si f es diferenciable en x, entonces la función Of(x) 

es única. 
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Demostración 

Supongamos que l y m son diferenciales de f en x; en-

tonces: 

f(y) - f(x) = ley-x) + R(x,y¡ 

f(y) - f(x) = m(y-x) + S(x,y) , 

donde Um !R(x,y) I 
Iy-xl-+<> Iy-x l 

= Um !S(x,y)! _ O 
ly-x l-JoO Iy-x l - . 

Supongamos m # l; entonces existe un z € E tal que m(z) ~ tez); por tan 

to m(z) - .t(z) # e, es deci r (m-l) (z) ~ e. 

Luego Lim !(m-t) (az) ¡ 
a~ ¡az l 

es decir: 

Um Ja(m-l) (2) ! 
a~ lal 1z 1 

= Um la 1 I (m-.c) (z) 
a~ ¡all zl 

= Lim I (ITI-l) (z) I 
a-+O 1 z ! 

I (m-l) (z) I 
I 

1: O, 
z l 

Sin embargo; por proposición 1.7-6, para todo a, con lal < K 

m(az)-l(az) = f(x+az) - f(x) - S(x,x+az) - (f(x+az) - f(x) - R(x,x+az», 

m(az) - l(az) = R(x,x~az) - S(x,x+az). 



Así: 

Lim I (m-.e) (az) I = Lim ¡R(x,x+az) - S(x,x+az) I 
a-+O lazl a-+O laz l 

< Lim IR(x,x+az) 1 lim 
a~ laz ! + a~ 

pero Lim ....... -'-r~~-'-L. = Li m 1 S (x, x+az) I = O 
a4Ü a~ lazl 

S(x,x+az! ; 
laz ¡ 
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por tanto lim !(m-.e) (az) j = O; 10 cua l contradice el hecho de que 
a~ l az , 

este límite sea diferente de cero; así .e = m. 

Proposición 2.2-9 (Oiferenciabilidad implica continuidad). 

Sea G c E un abierto. Si f : G + F es diferenciable en 

x 6 G, entonces f es continua en x. 

Demos t rac ión 

Dado que f es diferenc·able en el punto X € G, entonces 

pa ra todo y € G 

f{y) - f(x) = .ex(y-x) + R(x,y) , 

donde Lim !R(x,y) I 
Ir-xl+o !y-x l 

= O, es decir I LiT,~lf(y) -If(x) i .ex(y-x) 1 = O. 
l y-x l~ y - X 

Sea ~ > o. Existe 01 > O tal que 

If(y) - f(x) - .f.x(y-x) ! < € !y-x ¡siempre que ly-x l < 15 1, así: 

lf(y)-f(x) 1 - l.f.x(y-x) i .2. ¡f(x) - f(x) - !x(y-x) 1 < € lv-x l 
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siempre que Iy - xl < 0
1

, Entonces 

If{y) - f{x) I < € Iy - x l + l.f.x(y - x) I ' 

donde Iy - xl < 15 1; dado que .ex € L(E,F), por proposición 2.1-10 es con

tinua; luego por proposición 2.1-9, existe K > O tal que 

l.ex(y - x) 1 ~ Kly - xl. Así: 

If(y)-f(x) 1< € Iy-xl + Kly - xl = (E + K) [y - xl, siempre que 

Iy - xl < 01• Tomando o = min {Ql' e::K} se tenórá 

If(y) - f(x) 1 < (€ + K) [_e:_ 1) = e:, siempre que Iy - xl < O. Luego f 
E+K 

e's con t i nua en x. 

Observación 2.2-10 

El recíproco del teorema anterior es falso; por ejemplo, 

la función f : IR ~IR definida por f(y,) = 1xl es continua en x = O Y 

sin, embargo no es diferenciable en x = o. 

Proposición 2.2-11 

Sean E y F espacios normados, y sean I lE y 1 IF, 

!I II E 
y II II F normas respectivamente equivalentes. Si f: G -+ F 

es diferenciable en x con respecto él las normas lE y IF tamb ién 

10 es respecto a las normas I! II
F 

y su derivada es la 

misma. 

Demostración 

Por hipótesis f es diferenciable en x respecto a las nor 



mas ¡ 

y € G 

IF; así existe lx € L(E,F) tal que para todo 

f(y) - f(x) ~ lx(y-x) + R(x,y) 

donde Lim 1 R(x, y) Ir. 
¡y-x!-+<> 1 I . = O, es deci r 

y-x 
E 

Lim 1 f(y) - f(x) - !x(y-x) 1 
Iy-xl-+<> F = O. Demostraremos que 

Iy - xl E 

Lim Ilf(y} - f{x) - lx(y-x) II
F 

l/y-xl!-+<> 11 y-x!! E = O. 
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Dado que !lE son normas equivalentes existen m y mI tales 

que 

11 z 11 E 
mI ~ Izl 

E 

< m con mI, m > O Y z -F a 

Similarmente existen M > O Y MI > O tales que 

II z ll F MI < < M. Así tendremos: 
IZ!F 

!f(y) - f(x) - !x{y-x) IF 

Iy - xl'E 

> 

> 

lI:f(y) - f(x) -!x(y-x) I[F 
M 

mI lIf(y) - f(x) - lx(y-x)Il
F 

M lIy-x II E 



es decir: 

[.~ ]lIf(Y) - f(x) - lx{y-x) lI F < 

M lIy-xllE .-

aplicando límite: 

!f(y) - f(x) - lx(y-x) IF 
Iy-x lE 
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[
mI) Lim IIf(y) - f(x) - lx(y-x) II F L. If(y)-f(x)-lx(y-x)1 

< 1m 
M !~..x.I¡-+o Ily - x ¡lE !y-xl-+o Iy - xl

E 

= c. 

Luego Li m 11 f (y) - f(x) - Ix (y-x) 11 _ O 
lIy-xlro !ly - xII -. 

Por consiguiente, para todo y € G se tiene f(y) - f(x) = ix(y-x) + R(x,y), 

donde I Lim HR(x,y) llF 
d y-xl 1-+0 11 y-x 11 E = O • 

y f es entonces diferenciable respecto a las nuevas normas y su deriva-

da es la misma. 

2.3 CASOS ESPECIALES 

Consideremos ahora algunos casos especiales. 

Ejemplo 2.3-1 

Sean E = F = m, x € R Y f : ~ +m diferenciable en x. 



La derivada de f en x es entonces una función lineal 

lx : m + IR, tal que para y # x 

f(y) - f(x) = !x(y - x) + R(x,y) donde 

Lim IR(x ,y) ! _ O 
Iy-xl-+o ly-x l -

.133 

Los vectores en m pueden ser identificados con los números reales; es 

ent0nces fácil de comprobar que la derivada de f en x, evaluada en el 

vector 1, es simplemente la derivada usual f' (x) de f en x. En efecto: 

f(y) - f(x) = lx(y-x) + R(x,y); haciendo y = x + h: 

f(x+h) - f(x) = lx(h) + R(x,x+h); dividiendo todo por h, 

f(x+h) - f(x) = lxC l.h) + R(x,x+h) 
h h h 

y aplicando límite, Lim f(x+h) - f(x) 
h-+O h = lx(l), 

es deci r f I (x) = lx (1) • 

Ejemplo 2.3-2 

Sean E un espacio n-dimens ional, F = IR, {el" " ,en} una 

base en E y {ef, ..• , e~} la base dual en E* = L(E~R). 

Recordemos que para cada 
"';': .f. .,.\.. 

= 1, ... , n, e . € E", e :' (e .) = o... 
I I J I J 
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Sean G e E abierto, f : G +m una funei6n difereneiable en x € G Y 
.1-

Ix € E~ la derivada de f en x. 

Ix € 
it 

Puesto que E puede ser expresada 

n 
.-ex = ¿ ')I~ 

e.e. 
i=l 

I I 

f(y) - f(x) = Ix(y - x) + R(x,y) 

n 
¿ a.e~(y-x) + R(x,y) 

i = 1 I I 

donde lim !R(x,y) I = O 
IY-x¡~ ¡y-xl 

como: 

f ¡jemes j = 1 , ••• , n y sea y = x + ce •• 
J 

Entonces 
n 

f(x + ce.) - f(x) = r a.e::(ee.) + R(x.x+ee.) 
J i=l I I J . J 

n 
e I a.e:(e.) + R(x,x+ee.) 

i=l I I J J 

= ca. + R(x,x + ce.) 
J J 

ya que e:(e.) '" o .. ; 
I J I J 

dividiendo todo por e: 

f(x + ce.) - f(x) R(x + ce.) ______ J'--____ '" él. + ____ J_ 

e J e 

BIBLIOTEC A CENTRA,L I 
UNIVEI'tS l o a o DE "-,_ S ALVAOO" j 



Como 

Lim 
e+O 

Por 

lim 
c-~ 

IR (x,x+ee·)1 
• J = 

Ice.l 
J 

f(x+ee.) 
J 

- f(x) 
= a. e J 

10 tanto, la derivada 

Of(x) = 

I R(x,x+ceJ/ Lim J 
c+O ----«-- = O, 

lel 

af (x) = --ax. 
J 

de f en x es 

n 
ó también Df(x) = L 

i=1 
(Of(x) (e.) .e: 

I I 

Ejemplo 2.3-3 

.135 

entonces 

Sea E un espacio n-dimensional y F, m-dimensional;{e
1

, .•• ,e
n

} 

una base de E y {el"'" e
m

} una base de F. Sean 

G c E un abierto, f: G + F 
n 

diferenciable en x € G, x = L 
i=l 

fl.f2,.~ .• fm las funciones coordenadas de f. 

x.e. ; 
I I 

Demostrar que f es diferenciable en x si y sólo si las funciones 

f.: G +IR, j = 1, .•• , m son diferenciables en x. Además las derivadas 
J 

en x de las funciones ' f. son lis funciones coordenadas de ia derivada 
1 

-
de f en x, es decir D~l (x), ~f2(x), •.. , Dfm(x) son las coordenadas de Df(x). 

Demostración 

. ( ==» Puesto que f es diferenciable en x, 

f(y) - f(x) = t(y-x) + R(x,y), t e L(E,F) eon 
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Si la¿ correspondientes coordenadas de L son Ll, ... ,l , con l. € E*, m I 

entonces f. (y) - f. (x) = .t. (y-x) + R. (x,y), i = 1, ... , m. 
1 1 1 , 

Definamos para x € F, x == r x.e. la norma ¡¡x.!! = 1I f x.e.!! = I Ix.¡ (,~) 
. 1 tI. 1 I I ,'=1 I 1= . 1= 

Entonces para cada i, 

Luego Lim IR¡ (x,y)! 

ly-xl~O Iy - xl 
= o. 

Por lo tanto cada f. es diferenciable en x y su derivada es l., i=l, ..• m. 
I I . 

«= ) Supongamos que cada f., i = 1, ... , m es diferenciab1e en x y su 
1 

derivada es l.; entonces 
I 

f.(y) - f.(x) =l. (y-x) + R.(x,y). 
I t , I 

I Lim tRi (x,y) ! = O • 
I y-xl~ ¡y-xl 

<= 1, ••• , m, dondel
i 

€ E1
' Y 

Sea l : E ~ F : y 'V\1+ t(y), con ley) = II (y)el + •.. + Lm(y)e
m 

y R(x,y) = f(y) - f(x) - ley-x); es lineal por 1.4-10. Falta demos-

trar que 

Lim IIR(x,y) 11 = o. 
ly-xl~ Iy-xl 

Usando la norma definida en (*) 
m 

IIR(x,y)!! = L !R.(x,y)1 
i=1 I 



m 
¿ IR. (x, y) I 

¡IR(x, y) 11 = ~i=-:...I--:--I--:-_ 
¡y-x! Iy-xl 

m 
I IR. (x, y) I 

Um 1I R(x,y) II = Lim i=l I 

¡y-xl-+<> Iy-xl ly-x l-+<>--:-Iy---xl--

luego 

mI L' IR.(x,y)1 = . 1, 1 
I ----= o· 

i=l y-x ~o Iy - xl 

Lim 11 R(x,y)1l __ O • 1 y-xl-+o I y-xl 

Por 10 tanto f es diferenciable en x y su derivada es l. 

Proposición 2.3-4 
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Sea f : G -+ F, diferenciable en G y sean f. : G -+ IR, 
J 

sus funciones coordenadas, j = 1, •.. , m. Sea {e .. / 1 < 
I J 

base . de L(E,F), donde e .. es la función que satisface: 
I J 

e .. (e
k

) 
IJ 

re. 
=,_ J 

~ e 

cuando = k 

cuando i- k 

~ n; ~ j < m} 

Entonces las funciones coordenadas de 
~f. 

Of, respecto a la base de L(E,F), 

son las nm derivadas parciales ax:' < i ~ n, .: j < m. 
I 

Demostración 

Por ejemplo 2.3-3 



m 
[Of(x>] (zl = I 

j e 1 
fDf. ex)] lz)"e-., pa ra todo z € E. 

J J 

Sea z e e., para i = 1, .•. , n; entonces 
I 

m 
= ¿ [Dfj (x) ](e. re. 

j=l I J 

m 
= I 

j=l 
[Df. (x)] (e.)e .. (e.) 

J I I J I 

m af. 
= I ~ (x}.e .. Ce.); por definición 2.2-6 . 

• 1 eX. I J I J= I 

m r af . ] élf. 
= L t~ (x)e .. (e.) ; i;f (x) € IR • 1 eX. I J , x. 

J= I I 

[
m af. 1 = l ~....L(x)e . . (e.) . 

. I aX. IJ I J=' _ 

n 
Tomemos z = I z¡e¡; entonces 

¡=I 

n 
[Of(x)] (I a.e.) = [of(x)] (ale t ) + ... + [Of(x)] (ane

n
) 

i=l I I 

• 138 

[
m af. 1 [ m af. 1 = I ~ (x) el' Ca 1 e J) + •.. + I ~(X) e . (a e ) 

j=1 aX 1 J j=loxn nJ n n 

r n af. 1 n 
= L~l ~x)elj (iL [

n af. ]tl 
a.e.)+ .•. + I ~(x)e . (¿ a.e.) 

I I '_ 1 aX nJ. 1 I I J- n 1= 

ya que e .. (e
k

) = O si i';' K; as í 
. i; . 

n 
[Of(x)] (1 a.e.) 

j=l l' 
r 

m af. m af. 1 n 
= I r(x) el :+ ... + I a-'-(x)e .. (L a.e.) 

Lj=1 XI .J j=1 Xn nJ i=1 I I 



n 
[Of(x)] ( ¿ 

i= 1 ! af. 1 n a . e.) = ¿ --;¡--1-(x) e.. ( l 
1 1 • O'X ~ t J • 1 

I<n I 1= 

j~m 

af. 
Luego Df(x) = L ~ (x)e •.• 

i<n xi Ij 

J:;m 

Definición 2.3-5 

a.e) . 
~ l 
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Así como se definió en 1.4-1Z la matriz asociada a f con 

f € L(E,F) podemos hacerlo con Df(x), así: 

m af. 
Of(x)(e¡) L --L ( -= d x)e. 

j=l xl J 

m af. 
Df(x) (ez) = l ~ (x)"e. . j=l x2 • J 

m af. 
Of(x)(e ) = L ~ (x~e. 

n j=l x n J 

La matriz 

3f t af l ax=- (x) rx- (x) 
xl x2 

afz af 
- (x) _2 (x) 
ex¡ dX

2 
M(Of) = 

ef
2 - (x) eX n 

• 
ef 
axm (x) 

n 

es llamada la matriz jacobiana de la función f en x. 
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2.4 FUNCIONES DE CLASE Cl. 

Observación 2.4-1 

Si f es diferenciable en ' x € G, entonces 

l
. f(x+ae.) - f(x) 
1m I 

a-+() a ,i = 1, •.. ~ n existe; es decir la derivada par-

cial de f con respecto a x. existe en x. Pero es posible que 
I 

f (x+ae.) - f(x) Lim I 

a-+O a 
, = 1, ... , n exista sin que f sea diferencia-

ble. 

Ejemplo 2.4-2 

Sea E = IR2 un espacio de dimensión 2 con una base or-

tonormal {e1,e
Z

} y las correspondientes coordenadas x,y. Sea F = IR 

Y sea f definida por 

(x,y) ¡{ (0,0) 

(x,y) '" (0,0) 

Demostrar que las derivadas parciales de f(x,y) existen en el punto 

(0,0), sin que f sea diferenciable en (0,0). 

En efecto, en cada punto de l a recta y = x (excepto en el origen) la 

1 x2 1 
función tiene el valor constante 2' ya que f(x,x) = 2x2 = 2 Así, f 

1 no es continua en (0,0), puesto que si tomamos € '" 7f • para todo ó > 0, 

escogiendo x € R de tal manera que O < x < ~ ; entonces el punto (x,x) 
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cumple IICx,x) - (O,O} 11 < 15 Y If(x,x) - f(O,O} I > 8; en efecto: 

° < x < ~ => x2 < ~ 
fi 2 

=> 2x2 < 62 

=> 1I (x,x) 11 < o 

y If(x,x) ~ f(O,o)l = ~ > ~; por consiguiente f no es continua en 

(0,0) y la proposición 2.2-9 nos dice que f no es diferenciable en 

(0,0). Sin embargo, sea x = (0,0) y lIez !! = 1. Entonces 

f(x + ae2) = f(O,a); para todo a ~ ° 
y Lim f(x+aeZ) - f(x) Um f(O,a) - f(O,O) Um O 

"'" = - = O· a+0 a a-~O a a+Oa 

luego la derivada parci al de f en el punto (O , O) en la dirección e2 

es O. De la misma manera la derivada parcial de f en el punto (0,0) 

en la di rección e es O. 

Definición 2.4-3 

f G F 1 "~ d 1 el • ~ es una ap IcaClon e c ase o contlnuamen-

te diferenciable en G, si: 

1) f es diferenciable en todo punto de G 

2) Df es continua. 

Proposición 2.4-4 

Si E es un n-espacio vectorial, G c E un abierto y 
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f : G + m posee derivadas parciales continuas en G con respecto a las 

coordenadas de una base ortonormal" {el"'" en} en E, enton 

ces f es de clase el. 

Demostración 
n 

Para facilidad, un elemento L 
i=l 

a.e. € E será denotado 
I I 

Sea x € G Y sea e: > O. Dado que las derivadas pa rci a les son conti 
o 

nuas, para 1 < i < n existen r. > O ta 1 es que si y € G Y 
1 

Ix - yl < r. . para i = 1 , n entonces , ... , 
o I 

df (,) af () e: -x---y <-eX. ax. n 
= 1, .... , n. 

I I 

Tomando r = min {r o 
I 

- 1,2 •..• nI, entonces r > O es tal que si 

y € B(x , r) entonces 
o 

Sea y € B (x ,r); entonces 
o 

x :o:: XO = (x 1 ' ••• , o 

los 

x ) n 

xl = (y 1 ' x2 ' ••• , 

< ~ 
n 

puntos 

x ) n 

x2 = ( y 1 ' Y 2 ' x3, .•. , x ) 
n 

Ix - xl < r o 

i = 1, .•. , n. 



( n r/ 2 

Ix - xli :::: [i. (X • - ~:) 2 
O 1=1 I I 

1/2 
= «x -y )2) 

1 1 

[JI t 2 

< (x¡_y¡)2 = !x - y l < r - o 

( n t2 

Ix -x2 1 = ' I ¿ (x. _ ~)2 
o li=l I 

[ 2 r2 

= I (x. - y. ) 2 

i= 1 I I 

~ [JI r2 

(x. - y.) 2 = r Xo - yl < r 
1 I 

Ix - ynl = - yl < r 
O O 

Para cada i::: 1 , •. • , n, definamos la función g.: IR-+IR, tal que 
I 

9 ¡(x) :: f (y 1 ' ••• , y i _ 1 ' x, xi + 1 ' ... , xn); veamos si 

g! (x) 
1 

L
. g. (x+a) - g. (x) = 1m I I 

a-?() a 
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L• f«YI'···'Y' l'x,x. l""x )+ae.)-f(y 1,···,y·· l'x,x·+ l ,···,x) 1m ,- 1+ n I 1- I n 
:::: 

a-+O a 



Cf ... rx.- (Yl , ••• , Yi-l' x, x i +1, .. ·, ~n)' (Definición 2.2-6). , 
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Por teorema del valor medio para funciones de una var~aDle tendremos 

que existe Z., con 
I 

y. < z. < •• ta 1 que 
1- 1- 1 

z. = )..y . + (1 - A.)X.; ° < A. < 1 
, '1 ,,- ,-

y g.(y.) - g.(x.) = (y. - x.) g!(z.) 
l' " I , , , 

donde (Yl'···'Y' 1,z.,x'+1'···'x) ... (Y I ,···,y, 1,A.y.+(1-A.)x·,y·+I'···'x ) 
,- '1 n 1- '1 1" n 

= (y 1 ' ••• ,y. l' A . (y. -x.) +x • , x. + 1 ' .•• ,x ) 
,- , I I '1 n 

= (0, ••• ,0, L(y.-x.),O, ••• ,O) + (Yt""'y, l'x.,x·+1,···,x ) 
I I I ,- I I n 

:o: A.(O, ••• ,O,y.-x.,O, •.• ,O) + (Y1, .•• ,Y", l'x",x.+1, •.• ,x ) 
, 1 t 1- I 1 n 
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(Yl""Y' l'z.,x·+1,···,x ) = 
~- I 1 n 

=A'[(Yl'··'Y"x·+1, .. ,x )-(Y 1,··,Y. 1'x., .. ,=-: )]+(Y1,··,Y· l'Y':'x. l"'x) . I l ' n 1- . 1 n 1- I 1+ n 

=A'(Yl'··'Y"x·+1 , .. ,X )-A·(y1,···y· l'x., .. ,x )+(y1,··,y· 1,x.,x·+1'·"~) 1 l' n, , - , n ,- I 1 n 

=A·(y 1,···,y·,x·+1,···,x) + (I-A·)(y l ,···y· l'x., ... ,x ) 
I 1 In, ,- I n 

i ) i-l = A.x + (1 - A. x 
1 1 

i 
denotando A.x + 

1 

(y 1,···,y· l'z.,x·+ 1,···,x ) 1- 1 1 n 

af . 
As í 9 I (z.) = - (y 1 ) 

1 dX. 
1 

y f(x i) - f (x: -1) == (y. 
1 

- x.) 
I 

i por y , 

i = y 

af 
dX. 

1 

(y i ) 

= 1, ... , n tendremos que 

n 
(f(x i) _ f(x i -1» Dado que f{y) - f(x ) = L o i=l 

n Clf (y i ) . en tonces f( y) - f(x ) == L (y. - x. ) 
dX. o i=l 1 1 

1 

i Verifiquemos si y € B(x,r), para todo r == 1, •.• , r.. 

Ix -(Yl"" 'Y ' 1,L(Y.-x.) + x.,x·+1,···,x)1 o 1- 1 l' 1 1 n 

= I(xl-y , ... ,x. l-Y' I,A.(y.-x.),O, ... ,O)1 1 1 - 1 - 1 I , 

_ )2 _ ) 2 2( _ )2)1/2 = «x. Yl + •.• +(X. t y. 1 + A. y. x. . 
I 1- ,- 1 1 , 
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- y 1 < r 

Así ! x _ i, o y I < r y y I € 6 (x o ' r), pa ra todo .i = 1, •.. , n. 

Sabemos que f(y) - f(x ) o 
n af i 

= I (y.-x.) -" - (y ). 
j===l I I oX i 

Si definimos 

n 
~ (x) R(x ,y) = f(y) - f (x ) - l (y.-x.) entonces 

o o 
i=l 

I I ~x. o 
t 

n n af i 
aa:¡ (xo) I IR(xo'y)! === I (y.-x.) -a - (y ) - I (y. -x.) 

I I x. t I 
i === 1 I 

< t v-x I 
- l' o 

entonces IR(x ,y)1 < E Iy-x I o o 

r = mi n {r.; i = 1, ... , n}. 
I 

Luego l' !R(x , y) I 
I 

1m o = O • 
y-xo 1-+0 1 y-x 1 

o 

i=l 

+ ... + ¡Yn-Xnl I -1f- ( n) - ~ (x)1 dX
n 

y z~ 

E . 

n' es la norma euclideana); 

siempre que Iy - x I < r, con 
o 

Def i namos Ix 
o 

G -+ ~ de tal manera que Ix (z) o 
n af 

= ¿ ax- (x ).z., en
i=l i o I 

tonces 
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f (y) - f (x ) = .ex ly - x ) + R (x , "y,) 
o o ' o o 

donde Lim 
Iy-x I-+<> 

IR(Xo'y) I 
¡v-xol = o. Luego f es áiferenciable en x . su difeo' 

o 

renci' a 1 es Lx . o 

Como {e'l\"" e''t} es la base de E:'
r 

y e~:(y-x ) = y.-X., para = 1, ..• ,n 
n I o I I 

n 
entonces lx (z) :=: I ;f (x )e~(z), de donde 

o 1=1 x i o I 

n 
= \' .l.f... (x )e~ 

L dX. o I 
i= 1 ¡ 

n 
y la diferencial de f en x viene dada por Df(xo )= L ~ (x)e: 

o i=l dX¡ 1 

af 
Esta expresión muestra que las derivadas parciales --- son las funcio

~x. 
I 

nes coordenadas correspondientes a la funció n diferencial Of. Entonces 

! Df (X o ) - Of (y) 1 = I I ~ (x ) e ~ - I ~ (y) e': ! 
• 1 3x. o I • l ax. I 
1=1 I 1= 1 

= i I 
i=l 

n 
< L 

i= 1 

¡ af ;"f 1 * I - (x ) - - (y) e. 3x. o 3x. I 
I I 

]

1/2 
(.1i.. (x ) - ~ (y)f 
3x. o dX. 

I I 

[ (.!L (x ) _ lL (y» 2)1/2 
ax. o dX. 

, 1 

af --3x. 
I 

e n.- '= E. 
n 



.148 

Of(y) I <; & siempre que ¡xo-y¡ < r e y e G, con 
,t: 

r = min {r.; = 1, •.• ,n}; es decir la función Df : G ~ E es conti
I 

nua. 

Observación 2.4-5 

El recíproco de la proposición anterior se da así, 

si la funcfón f : G ~ ~ ~s diferenciable en G y su función diferencial 

Df : G ~ E* es continua entonces las derivadas parciales existen por 

proposfción 2.2-5 Y además son continuas puesto que si Df es continua 

en G, tomando ~ > 0, existe o > O tal que si Ix - yl < o e y e G 

entonces !Df(x) - Df(y) I < E, Y dado que f : G + R es diferenciable, 

por caso especial 2.3-2 

Df(x) 
r 

= I ~ (x)e~ 
i=1 ax ¡ I 

y Df(y) 
n 

= L ~ (y)e~ 
i=l eXi I 

Así: I Dfex) - Of(y) I 

I n af - 2f... (y» e~ == L (- ex) 
• 1 ex. ox. I 
1= I I 

LL [::¡ (xl )"2 = _ 1.!... ( »)-2 
eX. y) 

I 

pero pa ra todo = 1,.... n 

13~¡ (xl - a'":¡ (y 1 I ::. [¡U 3~¡ (xl - ::¡ (y 1 }2 ]"2 
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entonces ¡.JL Lx) - .lL Ly) I <: l0f(x) - Df(Y) 1
1 

< e: , 
O-x. ex. 

I I 

Luego I...li.. ex) ex. 
I 

~ (y)¡ < e: , para todo = 1 , ••• ,n siempre que 
dX. 

I 

Ix- yl <: o. 

Por consiguiente las derivadas parciales son continuas. 

Proposición 2.4-6 

Sean E Y F espacios de dimensiones n y m respectívamen-

te, f : G ~ F tal que las derivadas parciales de las funciones coordena 

das de f respecto a una base ortonormal fe" ...• em} existen y son con

ti'nuas. Entonces f es continuamente diferenciabJe. 

Demostraci6n 

Sean fj : G ~~, j = 1 ••••• m, las funciones coordena

das de f, las cuales poseen derivadas parciales continuas; por proposi-

1 
ción 2.4-4, para todo j = 1, .•• , m, fj es de clase e ; por tanto para 

todo j = 1, ••• , m fj es d iferenciabTe ; entonces, si x € G existe 

.e jXEts't talque, pa ra todo y € G , 

fj (y) - fj (x) = ij xCV-x) + Rj (x,y) 

donde ltm IRj(x,y)¡ 
ly-xl~ ly-xl = O Y además la función Dfj 

es continua en G. 

Definamos la función Ix E ~ F : z '\I\rl> ix Lz) donde 
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+ f .. (v)e y 
,' 1 ' m 

As í tend remos: 

m m 
f(y) - f(x) = r f. (y)e. + L f. (x)e. 

j=l J J j=l J J 

m 
= ¿ (.e j xCV-x) + P..(x,y»e. 

j=l J J 

m m 
= L .e. x (y-x)'e. + L R.(x,yfe. 

j=l J J j=l J J 

= b.(y-x) + R(x,y) 

Po r tan to f (y) - f(x) = .ex ( y-x) + R (x, y) • 

Probemos que Um II R(x'f 11 - ° . 
Iy-xl..¡.() !y-x -

Si tomamos 10: > 0, dado que 1 Um fj (x,~ = ° 
IY-x!..¡.() Iy-xl 

entonces IR.(x,y) I < ~ ly-xl siempre que Iy-xl < 0J'; con 0J' > 0, pa-
J - m 

ra todo j = 1, .•. , m. 
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~ I R1 (x ~ y)! + ... + I R (x, y) I ; 11 e.1I == 
m J 

< ~ Iy-x l + ••. + ~ ¡y- x ! 
m m 

< e I y-x! , 

Así : IIR(x,y}!! ~€ ¡y-x!, donde ! y-x! < 0 , tomando o:: min {o., j=l, ..• ,m}; 
J 

luego f es diferenciable en x. 

Observemos que la convergencia a ce ro es independiente de las normas 

aplicando proposición 2.2-11. 

Demostremos ahora que Df es con ti nua en G. 

Sea e > O; dado que Df. es cont inua, entonces exis t e 
J 

<5. > O, con j == 1, •.. , m, ta 1 que 
J 

m 
Así, ): !(Dfj(x) - Dfj (y)}(z) ! < e, ¡z! = 1, entonces 

J=1 

JI !CDfj(xl](zl - [Dfjlyl] (zl ! < <. Iz l = 

Pero~ 
I
r <fOf . (x)] (z) - [Df. (y)] (z)~ 1 ~ I /CDfj(x)] (z)- [Df /y)] (Z)/ 

j==l J J J j==l 

- ~ [Df~(y)J(z»)e.\ < e, Iz l == 1, 
j=l _' J 
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I I [Of.(x)]Cz)e. - . I [Df.Cy)]ez)eJI < e, Izl = 
j==1 J J j=1 J 

entonces ICof(x)] (Z) - [Of(y)] (z) I < e lzl = 1; que es equivalen-

te a afirmar 

Sup {![Of(X)] (z) "" [Df(y)] (z)1 : z € E, Izl = l} < €; Y como este su

premo es IDf(x) - Df(y) 1 , entonces !Df(x) - Of(y) I < € , siempre que 

Iy - xl < O, tomando 0= Min{o., j=1, ..• ,m}. Luego f es de clase el. 
J 

2.5 eOMPOSICION DE FUNCIONES DIFERENCIABLES 

En esta Sección consideraremos la composición de funciones diferencia-

bIes. 

Sean E,F Y K espacios vectoriales cuyas dimensiones son n,m y k respec-

tivamente. Sean G c E abierto, f : G ~ F, H c F abierto tal que 

f(G) c H y g: H ~ K. 

Teorema 2.5-1 

Si, con la disposición anterior, f es diferenciable en 

x e G y 9 es diferenciabIe en f(x) € H, entonces la función gof: G ~ K 

es diferenciable en x. 

Si l es la derivada de f en x y si m es la derivada de 

9 en f(x), entonces mol es la derivada de gof en x. 



Demostración 

Demostraremos que 

Lim I(gof)(y) - (gof)(x) - (mo!) (y-x) I = O 
Iy-xl~ Iy - xl 

es decir (gof)(y) - {gof}(x) = (mo!)(y-x) + Q(x,y) donde 

f es diferenciab1e en x e G significa que 

donde 

f{y} - f(x} = ley-x) + R(x,y) 

Lim ~R_ O 
IY-xl~ ~ - . 

Como 9 es diferenciab le en f(x) ~ H, 

g(f(y» - g(f(x» = m(f(y) - f(x» + R(f(y},f(x» 

donde lim 

I I 
..I.....T-.:..,...:.-t-:-'~;,.;.;...;.~ == O, 

y-x ->() 

Para gof tendremos 

(gof}(y) - (gof) (x) = g(f(y» - g(f(x}), 

Sustituyendo (2) en (3): 

(1) 

(2) 

(gof)(y) - (gof)(x) = m(f(y) - f(x}} + R(f(y) ,f(x» (4) 

Sus ti tuyendo Ct) el" (4): 
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(gof)(y) - (gof) (x) = m(L {y-x) + R(x,y}) + R(f(y),f(x» 

= m(Ley-x» + m(R{x,y» + ?'(f(y),f(x». 

Ahora demostraremos que 

lim Im{R(x
f
y) + R(f(y),f(x» ! = O 

Iy-xl~o , Y - x ¡ 

Im(R(x,y»1 ~ Im!IR(x,y)! ya que m es lineal; 

Im(R(x, y) ¡ < IR(x,y)1 1 ml . 
I y-x I - ¡y:x¡ l' 

como Um IR(x,y)1 
Iy-xl-+c Iy- x 

= O entonce s 

lrm Im(R(x,y})! 
Iy-xl-+o I y - x I ::: e 

Sabemos ·que Li m • I f (y') - f (x) - l ( y- x )1 - O 
Iy-x l-+c ! y - xl -

esto srgnifica que dado E: > O existe un ~ > O tal que 

Iy - xl < ~ ==> I f (y) - f (x) - L (y - x) 1 < E: Iy - xl; 

Iy - x I < 0==> If(y) - f(x) ¡ < IL{y - x) ¡ + Iy - x ]€ 

.:: ILlly - x l + Iy - x l E: 

::. , y - x l (E: + ¡LI) ; 

entonces !f(y) - f(x) ! < Iy - xlM. 
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Dado que Li m PH f{y ), f (x) ) I = 
Iy-xl+o ltey}-f(x) I O , 

li(f{y),f{x» 1< 1'R(f(y),f(x» I implica 
Mly - xl - If{y) - f(x) I 

..!. Lf m I R"( f (y)' f (x» 1,... O 
M I y-x 1+ O I y - x I . 

Luego (gof)( y) - (gof)(x) ' " (mol) (y -x) + Q.(x,y) con 

Lim IQ(x,y)! = O 
~-xl+o Iy-xl . 

Expre·semos este resultado en términos de las matrices jacobianas de f 

y 9 • 

La derivada de f en x tiene la matriz jacobiana 

A = 

l 
. 

af 
ax~ (x) 

3f J • •• 3x m (x) 
n . 

La derivada de 9 en f(x) = y es representada por la matriz jacobfana 

B = 
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Luego por 1.4-13 la derivada de so f en x trene la matriz Jacobiana BA. 

. ah ah1 1 -=- (x) -=- (x) 
xl x 

n 

BA ,., 

a'k 
(x) 

a"k 
(x) J -,:- ---aX

1 
eX 

n 

que es iguala 1 producto de las matri ces jacobi ana s de g y f , 

;) h m 09,.. af. 
donde ax~ = L ex. (y) ai (x) 

I j=l J J 

r=l, ••• ,k 

= 1, ..• , n 

Ejemplo 2.5-2 

Sea f : 1R3 -+ IR2 Y 9 : R2 
..¡.. R3 fu nc i one s. En térmi nos 

del sis.tema de coordenadas estas funci ones tienen la siguiente represe.,!! 

tación 

u = u(x,y,z) 
f: y 

v = v(x,y,z) 

r = du,v) 

g: s :::: s(u,v) 

t :::: t{u,v) 

La derivada de f en el punto m = (x,y,z) € IR 3 es la matri z j acobi ana 

r ~ (m) oU (m) ~ (m) eX ay az . 
A :::: 1 

[a, (m) av (m) ~ (m) ex ay az 
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La derivada de 9 en el punto f(m) "" n ::: (u,v) € IRL es l a matri z jaco-

biana 

r a r (n) ar (n) 1 
laü aY ! 

I 
! I , 

! 
\ 

dS ~s 
¡ 

B ... (n) (n) i 

oU , 
(}v I 

! 
¡ 
! 
¡ 

~t (n) at (n) 
¡ 

dU av ! , ) ~ 

La derivada de gOf será la matriz jacobiar,a BA. 

2.6 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 

LA SEGUNDA DER I VADA 

Observación 2.6-1 

Sean E Y F espacios de dimensión n y m respectivamente> 

G un abierto de E yf: G..¡.. F una función que suponemos ¿¡ferencidble 

en G. Se tiene entonces una función diferencia l Df : G + L(E,F), donde 

L(E,F') es un espacio vectoria! normado. 

Oefinición 2.6-2 

f es dos veces di f erenciab1e en e l p' .. lr.to x € G si la 

función Of esdiferenciable el'! e~ ounto x. 
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Observación 2.6-3 

Si Of es diferenciable en r-, se tiene entonces una 

función diferencial D(Df) : G -+ L (E,L{E,F))~ donde 

D(Df) (x) € L(E,L(E,F)) es llamadaSe.gunda ' deh1vada de.l. e.n d ~untc 

x. 

NOTACION: 

Denotaremos la segunda derivada de f en el punto x 

por rl f(x). 

Definición 2.6-4 

f es de Clase e2 (o bien dos veces diferenciable 

con continuidad e~ G) si: 

1) f es dos veces diferenciable en todo punto de G. 

2) 02f es continua. 

(Condición equivalente: Of es de clase el en G). 

Observación 2.6-5 

El ejemplo 2.3-3 se cump1e para cualquier funci6n f, 

así, si f : G + F es diferenciable en x € G Y f. : G -+ R, 
J 

j = 1, ... , m son sus funciones coordenadas, la función Of es diferen-

ciable en xeG si y solamente si sus nrn funciones coordenadas 

aL a/ : G -~ R son diferenciables en x. 
r 
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Observaci6n 2.6-6 
af. 

Por 1 a observadón 2..6-5, 1 él función -1.. G -+ R es aXr 
. 

diferenciable en x € G siempre que Of sea diferenciable en x. Así, 

( 
af. J O ~ (x), 

. . r 

H. 
la diferencial de at-, J = ·1, ••• , m, r = 1, ••• , 

. r 
n, en 

un punto x € G existe y pertenece a E*. 

Observaci6n 2.6-7 

Si {el"'" en} es una base de E, las evaluaciones 

( 
af. ] 

de O ~(x), j = 1 , • • • , m, r = 1, ••• , n, en los vectores de la 

base son 11 amadas ' SegundM d~u.:Qa.dM paJr..citt.f.e.ó de t con respecto a 
J 

xr,r = 1, ••• , n y son designadas por 

de acuerdo a la definición 2.2-6. 

NOTACION: 
. ()2:f . 

Denotaremos por a al (x) a las segundas derlva-x. x 
I r 

das parciales de fj con respecto a Xi' :c ' l, ••• , n. 

Defin ición 2.6-8 

Sea· {el"'" en} una base de E y 

. {e. I t!.. r ~n, 1 ~j ~m} una base de L(E,F); entonces para cada 
rJ 

1 < r !. n, 1 < r < n y para cada !. j ~ m, definiremos la función 



como 

n 
y sr x = l 

i=l 

e.. E + L tE, F) 
I rJ 

e. . (e
k

) 
I rJ 

a.e. , 
I I 

e ., 
rJ 

e , 

cuando = k 

cuando j :1 k 

e •. (x) = a.e • 
I rJ I rJ 

Observación 2.6-9 
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La proposición 2.3-4 se cumple para cualquier función 
af. 

f, por tanto si f es dos veces diferenciable en x y axL son las coor
r 

denadas de Of en la base {erj / t ~r ~n, 1 ~j ~m} y 

{e r • / t < i < n, 1 < r < n, 1 ~ j _< m} es una base de 
rJ - - --

L(E,L{E,F) definida como en 2.6-8 entonces 

es deci r 

D(Df) (x) 
dax'-f¿f. l 

=) d X.
r 

x)e irj I<n I 

r<n 
j::m 

2 
él f. r J (x)e... 

i::n ax ¡ élx r I r J 
r::;n 
j::m 

Proposición 2.6-10 

Sea f : G ~ F dos veces diferenciable en todo punto 

de G; encontrar la matriz jacobiana de Df. 
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Demostración 

Dado que las coordenadas de Df son las nm derivadas 
af. 

parciales axL; la matriz jacobiana de Df vendrá dada por: 
r 

a2f 3~f a2f 1 (x) J 1 (x) a xl a Xn 
aX

2 
§Xn 

(x) . . . • • • . .. a x ax n n 

a2f aef a2f.2 2 (x) 2 
(x) . " . " ..... (x) 

áX
l 

eX1 aX
2 

oX l 
ax eX1 n 

(x) 

J 
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Proposicrón 2.6-11 

Sean E Y F espacios de dimensiones n y m respectiva-

mente, f : G + F una función diferenciable en G, tal que las segundas 

der.ivadas parciales de las funciones coordenadas de f respecto a una 

base ortonormal de L(E,F) existen y son continuas, entonces f es de 

clase e2
• 

Demos t rac r ón 
af 

Las coordenadas de Of son las nm funciones exJ; las 
r 

derivadas parciales de estas n~ funciones son las n2m funciones 

-:BJ
fo 

aat-
r 

x. 
I 

a2
f. 

J ax. dX ' es decir las segundas derivadas 
I r 

coordenadas de f. Como por hipót~sis las funciones 

parciales 
2 

d fJ 
dX. ax 

I r 

de las 

existen 

1 Y son continuas entonces por proposición 2.4-6 Df es de claseC, es 

decir f es de clase e2• 

Definición 2.6-12 

f es tres veces diferenciable en un punto x € G si 

la aplicación 02f es diferenciable en un punto x e G. 

Observación 2.6-13 

Si 02f es diferenciabte en G, entonces 

O(02 f )(x) e L(E,L(E,L(E,F») y es llamada ~~c~'~vada paftclal de 

6' en ~-'- p~ x. 
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NOTACION: 

Denotaremos la tercera derivada de f en el punto 

x € G, D(02f ) (x), por 03f (x). 

Definición 2.6-14 

f es de clase C3 (o bien tres veces diferenciable con 

continuidad en G) si: 

1) f es treces veces diferenciable en todo punto de G. 

2) 03 f es continua. 

Generalizando tendremos: 

Definición 2.6-15 

f es de clase en n > 1 (o bien n veces diferencia

b1e con continuidad en G) si: 

1) f es n veces diferenc[able en todo punto de G. 

2) Dnf es continua. 

Observaci6n 2.6-16 

La función Onf(x) es un elemento de 

L(E,L(E,L(E, •.. , L(E,F) ..• ) = Ln(E,F) 

con 
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