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TNTRODUCCTON

EL objetivo primordial de este trabafo es que pue-
da sen utilizado como texto de consulia en un curso de Cdleu
Lo Difernencial, curso que es de suma imporntancia para Los es
tudiantes de matemdtica pura ¢ que encueniran dificultades
con La bibLiogragfa existente en nucstro medio. Tnquietud
nuestra es que Los estudiantes de Licenclafura en Matemdti-
ca, ya egresados, que Lengan Lnterfs en el Zema continten
con el esiudio def Cédlculo entre espacios euclideos, desarrc
LLando Lépicos como: Aplicaciones del Clleulo Diferencial y
seguddamente con Cdleulo Integral, fomandc como fexto gufa

el £ibro Caleulus of Several Vardleables de Casper Goffman.

EL presente iZrnabajo se desarnolla a thavés de dos
Capftulos:
CAPITULO I: ESPACIOS EUCLIDEOS.

Es La parte mfs exiensa de nuestro trabajo, ya
que es La base necesaria para el desarrollfo del LiLbro an-

Les mencionado.

EL espacio euclideanc es un espacice veclonial en
el cual existe una funcibn distancia que satisfece ciertas
condicdones. En dicho Capitulo damos La definicdbn y propie

dades principales de es0s espacios. También trafamos funcio



LL

nes Lineales entre espacios veeforiales y sus phrepledades.
Ademds, desanrollamos perte de La Lepologia que puede defi-

ninde en esfos espacios.

CAPITULC II: FUNCTONES DIFERENCIABLES.

Definimos coniinuidad y diferenciabifidad pana
funciones enire espacios euclldeos. TDichas definiciones
son independientes de Las nermas, asf como Lambién de ZLas
coordenadas. Las propiedades principales de Las funciones

diferenciobles son desarrclladas.

Agradecemos okl Liec. Jos€ Javien RLverna Lazo pon
su magnifica ordfenfaclén para que esfe Lrabajec se LLevara a
feliz Zérmino. Es fusio hacer noiar La colabonracién brinda
da pon La secretarnia doiia Edda Vargas u por el Limpresorn don

MauniclLo Garcia.



capitulo 1

Esparios Curclideos



1.1 'ESPACIOS VECTORIALES

Definicidn 1.1-1

Llamaremos Espacio Vectorial sobre el campo de los rea-

les a un conjunto E, con las funciones:

g: E x E — E: (x,y) »~— (x+y)

y viRxE =~ E: (a,x) — ax
asumiendo como vadlidas las siguientes condiciones:

a) E es un grupo abeliano respecto a la funcién g.
bl) Para todo x € E y a,b € R, (ab)x = a(bx)-
bz) Para todo x € E y a,b €R, (atb)x = ax+bx .

b3) Para todo x,y € E y a € R, a(x+y) = ax+ay -
bh) Para todo x € E, 1x = x.

Usaremos el simbolo 6 para la identidad del grupo en E.

Proposicién 1.1-2

Para todo x € E, Ox = ¢.

Demostracion

Dado que 0+0 = 0, para todo x € E, Ox = (0+0)x = Ox+0x,

por 1.1-1; como E es grupo abeliano respecto a la funcidén g, Ox = 6.

Proposicién 1.1-3

Para todo x € E, (-1)x+x = 8; es decir (-1)x es el Inver



so de x.

Demostracién

(1)x+x = (=1)x+(1)x

((=1})+1)x, por 1.1-1
= Ox

= @ ’ por 1.1-2

Luego (-1)x+x = @.

EJEMPLOS DE ESPACIOS VECTORIALES
Ejemplo 1.1-4

Sea E el conjunto de n-adas de nimeros reales; si
a€R, xm= (xl,...,xn) EE y y= (YI""’yn) € E, sean
aglxty) = x+y = (x1+y],..., xn+yn) €E
y v{a,x) = ax = (axl,...,axn) € E.
E con estas coperaciones es un Espaclio Vectorial.
a) E es un grupo abeliano respecto a la funcién g, por cumplir las
siguientes propiedades:

I} "Cierre"

La cumple por definicién de §.
ii) "Sean x, y, z = (2,,...,z_) elementos de E;
1 n

x+(y+z) = x+(y+z)".



x+(y+z) (x],...,xn) + ((YT""’Yn) + (zl,...,zn))

(x]’ouv,xn) + (Y]+zll"'iyn+zn)

= (x]+(y]+zT),...,xn+(yn+zn))

((x‘+y])+z],..., (xn+yn)+an) por ser cada componente
de las n-adas un elemento de R.
x+(y+z) = (x1+y],...,xn+yn) + (z],...,zn)
= ((x],...,xn) + (Y]""’Yn)) - (z‘,...,zn)
= (x+y) + z
ifi) "Existe un elemento 9 € E tal que para todo x € E; x+6 = x'',
X = (x',...,xn) = (x]+0,...,xn+0)

X = (xT,...,xn) + {0;0030)
Luego 8 = (0,...,0)

iv) "Para todo x € E existe un elemento -x € E tal que

x+(~x) = o,
Sea x = (x],...,xn) € E; dado que

(x#(=x;) 50005 x +#(=x)) = (0,...,0)

entonces

x+(-x',..., —xn) = (0,...,0)

Luego



bl)

b

-x = (-x - -xn) es el inverso de x.

pre
v] YPara todo x,y € E, x+y = y+x'.
x+y =(x]+y],..., xn+yn)
= (y,+xl,..., §n+xn); X,y €R, P =1,2,0.0, 0

- (Ylp'-r yn) + (X',..., xn)

= y-l-x

""Para todo x € E y a,b € R, (ab)x = a(bx)'.

(ab)x = (ab)(x],..., xn)

((ab)xl,..., (ab)xn)

(a(bx]),...,a(bxn)); x; €R, i=1,...,n

a(bx],...,bxn)

a(bx)

"Para todo x € E y a,b € R, (a+b)x = ax + bx".

(a+b) x

(a+b)(xl,..., xn)

((a+b)x1,..., (a+b)xn)

= (ax, + bxl,..., ax_ + bxn)

1

(ax},..., axn) + (bx],...,bxn)

a(xT,..., xn) + b(x],..., xh)

ax + bx



b3) "Para todo x,y € E y a € R, a(x+y) = ax + ay".

alxty) = alx;+y,, .0y x 4y )

(a(x]+yl),..., a(xn+yn))

(ax' +aY e, X ayn)
= (ax],..., axn) + (ay],..., ayn)
= ax + ay

bk) "Para todo x € E, Ix = X"

1x = l(x],..., xn)
= (lx],..., 1xn)
= (x],..., xn)
= x

Luego E es un espacio vectorial.
Ejemplo 1.1-5

Sea A # ¢ cualquier conjunto, X espacio vectorial. Sea
XA el conjunto de todas las funciones de A hacia X. Para cualquier
f,g € XA, a € A;

(f+g) (a) = fla) + gla).

Para todo f € XA y a€R;



(af) (&) = af(a)

Demostrar que XA, con las funciones

ke XA X XA — XA: (f,g) AN~ h(f,g) = f4g

J: R x XA — XA: (a,f) v J(a,f) = af

forma un Espacio Vectorial.

a) XA es un grupo abeliano respecto a la funcidn h, ya que cumple las

siguientes propiedades:

i) "Cierre'

Se cumple por definicidn de h.
i) nSean‘f,g,£ € XA, (f+g)+£,= fe(gHe)".

Sea o € A

((F+g)+2Ke)

(f+aXa) + £ (a)

]

(fla) + g (a)) + £(a)

f(a) + (g(a) + £(z)), ya que pertenecen a X.

fla) + (g+2)(a)

(f+(g+£)) (@)

Luege (f+g)+l= f+(g+L).



iii) “"Existe un elemento q € XA tal que para todo f € X,

iv)

v)

A

f+g = f1,
Sea a€ A
(f+g) (@) = Flo) + qfa)

Si necesitamos que f(a) + qla) = fla), q(a) tendria que ser

la funcidn cero, la cual ser3d definida como:

8 : A —> X: o> 8(a) =8; ltuego

q(a) = 6(a) entonces q = 0.
"“"Para todo f € XA existe un elemento P € XA tal que f+p = 8',
Sea a € A entonces (f+p)(a) = f(a) + pla)

Si necesitamos que f(a) + qla) = 8(a) = 6, p tiene que ser la

funcion
-f: A— X :avv—r (-f)(a)
AsT
fle) + (=F) () =fla) - fla) =0
n A
Para todo f,g €E X', f + g =g + f''.

Seaa € A

]

(f+g) (a) = f(e) + gla)

gla) + f(a), por ser elementos de X

f

{g+f) (o)



b,)

Luego f+g = g+f.

"Para todo f € XA y a,b € R, (ab)f = a(bf)".

Sea o € A.

({(ab)f) (a) (ab) (o) = a(bfla)) = a(bf) (@)

L}

(a(bf)) (a)
Luego (ab)f = a(bf).
"para todo f € X* y a,b € R, (atb)f = af+bf'.

Sea o E A

((a+b) f) ()

(a+b) f (@)

af (@) +bf(a)

L1}

(af) (o) + (bf)(e)

it

(a‘F+bf) {or.}
Luego (a+b)f = af+bf
""Para todo f,g € X" y a €R, a(f+g) = af+ag".

Seala €A

(a(f+g)) (a) = a(f+g)(a)

= a(f(a) + gla)



(a(f+g)) (a) = afle) + agla)

]

(af)(2) + (ag)(a)

(af+ag) (o)

L]

Luego a(f+g) = af + ag

bh) '"Para todo f € XA, T f=f1,
Sea @ € A
(1 AYa) =1 fla) = fla)
luego 1 f = f

Por consiguiente XA es un Espacio Vectorial.

Definicién 1.1-6

Sean E y T espacios vectoriales sobre R; la aplicacidén f

de E en T es un homomongismo si :

1} flxsy) = f(x) + fly)

2}y flax) = af(x)

para cualesquiera x,y € E y a € R.

Observacién 1.1-7

Un homomorfismo de espacios vectoriales es llamado tam~
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bién Funcifn Lineal.

Definicién 1,1-8

Un homomorfismo f es 1lamado Isomongismo si £ es biyecti

va.

Proposicién 1.1-9

Sea X un espacio vectorial, entonces existe un conjunto

infinito de isomorfismos distintos de X sobre el mismo.

Demostracidn

Definamos la funcidén ha: X ——=> X : X v—> haix) = ax;

a€R, a#0.

La funcidén estd bien definida puesto que todos los ele-

mentos del dominio poseen imagen bajo ha; ademds la imagen es Gnica:

X = y => ax = gy => ha(x) = haly)

Sean a,b € R
a# b ==> ax # bx
=> ha(x) # hb(x), x # 8
=> ha # hb

Luego existe un conjunto infinito de estas funciones ya que para cada

elemento de R obtenemos una funciodn.
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"Isomorfismo''

i) Sean x,y € X; a,b € R; ha(x+y) = ha(x} + haly) y bha(bx) = bha(x)-
ha(x+y) = a(x+y) = ax+ay = ha{x) + ha(y)
ha(bx) = a(bx) = (ab)x = (ba)x = b(ax) = b ha{x)

it) "lInyectiva"

x #y => ax # ay => ha(x) # ha(y)

iii) "Sobreyectiva"
Lo es ya que para toede y € X existe

X =-§ € X, a#0, tal que ha{%} = a{IJ = y.

Luego las funciones ha son isomorfismos de espacios vectoriales.

Definicidn 1.1-10

Dos espacios vectoriales E y T son Tsomirficos si existe

una funcidn f de E en T la cual es un isomorfismo.

Definicion 1.1-11

Si E es un espacio vectorial scbreR y T ¢ E, entonces T
es un Subespacic de E, si con las operaciones de E, T foerma un espacio

vectorial.
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Lema 1.1-12

Un subconjunto no vacio T de un espacio vectorial E sobre
IR es un subespacio de E si y solamente si cualesquiera sean a € IR,

x,y € E, se cumple: x+ty € T vy ax € T.

Demostracidn

La condicidn necesaria es evidente por definigcidn de sub
espacio.

Para la condicién suficiente: el negative -x de todo

@
|

mento X € T pertenece a T, ya que por la proposicion 1.1-3;

=x=(-)x y (-1)x € 7T; 6 €ET; va que tomandc a = 0, ax € T.

EJEMPLOS DE SUBESPACIOS VECTORIALES
Definicion 1.71-13

Sean E y T espacics vectoriales y f un homomorfismo de

E en T. Se denomina Ndcleo def homemorfisme f, 2l conjunto de todos

ios elementos x € E para los cuales f(x) = 6.

NOTACION: Denctaremos al Nicleo del homomorfismo f por:

K(F) = {x € E / f(x) = 8}

Definicién 1.1-1L

Seen E y T espacios vectoriales v £ un homomorfismo de E
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en T. Se denomina Range def homemcxafisme f, al conjunte de los elemen

tos u € T para los cuales existe x € E tal que f(x} = u.

NOTACICN: Denotaremos 2} Rango de! homomorfismo f por

r{(f) = {u € T/ f(x) = u, para alglin x € E}.

Proposicidén 1.1-15

Sean E v T espacios vectoriales la funeidn f de E en

T es inyectiva si y sclamente si X{(f) = {0}.

Demos tracidn

( ==> ) Supcngames que f es un homomorfisrmo inyecti-
vo. Puesto que £ es homomorfismo, lleve el elemenic 9 de £ al elemen-
to € de T; luege el elementc £ de T estd contenido er e} K(f), ya que
f(€) = 8. Por ser f inyectiva, F—‘(e), la imagen inversa del elemento
© € T, no puede contener mas de un elemento de £, lo que nos implica
que K(f) = #@.

( <= ) Supongamos ahora que X{f) ={8}; secar x,y € E.

$i f(x) = f(y) entonces f{x) - f(y) = 8, v por ser f homomorfismo

Flx) - F() = Flxoy) = @

es decir x-y € K(f); como el Gnico elemento de K(f) es 8, entonces

%=y = 0; por consiguiente x = y. luege f es invectiva.



Proposicidn 1.1-16

Sean E y T espacios vectoriales y f: E»~ T un

fismo, entonces

a)

b)

El niicleo de f es un subespacic de E.

El rango de f es un subespacio de T.

Demostracion

ii)

"El nlcleo de f es un subespacio de T'".

Sean x,y € K(f); por ser f homomorfismo,
fx+y) = f(x) + f(y) =8 + 9 = 9.
Luego x+y € K(f).

Sean a €EIR y x € K(f); por ser f homomorfismo,

f(ax) = af(x) = a9 = @

Luego. ax € K(f)

""E1 rango de T es un subespacio de T'.
Sean u,v € r(f); existen x,v € E tal que
f(x) =u y fly) =v.

fx+y) = f(x) + f(y) = usv

14

homomor-

Luego existe x+y € E tal que f(x+y) = u+v; asf u+v € r{f).

—
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ii) Seana €ER y u € r(f); existe x € E tal que f(x) = u.
flax) = a f(x) = au

Luego existe ax € E tal que f(ax) = au.

Lema 1.1-17

La interseccifn de cualquier familia de subespacios de

un espacio vectorial E sobre [R es un subespacio de E.

Demostracion

Consideremos una familia arbitrariamente elegida
Y = {BI /i € U} de subespacios de un espacio vectorial E sobre R y de-

notemos por B su interseccidn; esto es E = [ Bj
i€y

B # ¢ puesto que cada B; contiene a £ ,i € U; B c Bi para todo i € U;
si x € Bi, y € Bi y a €R, por Lema 1.1-12, x+y € B; y ax € Bi; ya

que es cierto para todo i € U, entonces x+y € B y ax € B.

Luego B es un subespacio de E,

Definicidn 1.1~18

Llamaremos subespacio generade por A a un subespacio Ep

que cumple las siguientes condiciones

i) E ¢ EA

ii) Si T es un subespacio tal que A ¢ T entonces EA cT.



Cbservacién 1.1-19

Si el subespacio EA existe, por ia condicidn ii) de la

definicién 1.1-18 es Gnico.

Proposicidon 1.1-20

Sea E un espacio vecterial y A un conjunto arbitrario de
vectores tal que A ¢ E. Entonces el subespacio vecterial generado

por A existe y es Glnico.

Demostracidn
Existen subespacios B que contienen todos los elementos
de A (esto es tales que A ¢ B); el espacio total E, es por ejemplo uno
de ellos. Sea B la interseccidn de todos los subespacios que contie-
nen a A; por 1.1-17 es claro que B es un subespacio que contiene a A.
La condicidn ii) de la definicién 1.1-18 también se cumple,ya que si
A esta contenido en el subespacio C, entonces B ¢ £ ya que B es la in-
terseccién de todos los subespacios que contienen a2 A. Luego B es el
espacio generado por A, es decir B = E

A

Observacidon 1.1-21

Cuando EA es igual al espacio total E, decimos que A es

un conjunto de generadores de E y que E es generado por A.

Cefinicion 1.1-22

Sea E un espacio vecterial sobre R; si x;,X,,..., X € E
1*72° R o}



entonces cualquier elementc de la forma

n
2 3%, donde a; €IR,

se |lama Combinacibrn [ineal de Xpsewes X

Propesicidn 1.1-23

Sea E un espacio vectorial, A #¢. EIl conjunto de todas

las combinaciones lineales de vectores en A es un subespacio de E.

Demostracién:

i} Sean .g 3 X, -E’ bjyj combinaciones lineales de elementos de
i=1 J=1
A, entonces
n m
;Zl a;x; + jZ] bJ.yj = 2x, + + a2 x + bly] + + En Y

es una combinacidn lineal de elementos de A.

m
ii) Seaa €Ry Z bjyj una combinacidén lineal de elementos de A.

j=1
Entonces
m m m
a ) b.uy,= 7 alby.)= 7 (aby.
i=1 3 j=1 . i=1 2

es también una combinacién lineal de elementos de A, puestoc que

abj € R, para tode j = 1,..., m.

Proposicion 1.1-2&

Si A # ¢es cualquier conjunto de vectores en un espacio
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-

vectorial € y si B es el subespacio generado por A, entonces B es

" .
1

igual al conjuntc de combinaciones lineales de vectores de A,

Demostracidn

Sea ¢ = {

T 1

las combinaciones lineales de elementos de A.

a.x, / a, ER, x, € A, n €Nt el conjunto de todas

It ~123

”B‘___Cll

i) BccC

Por la proposicién 1.1-23 C es subespacio de E. Para cada x € A,
x = 1x € A, Luego A c C. Como B es la interseccidn de todos los

subespacios que contienen & A entonces B estd contenido en C.
ii) CcB

Si B es generado por A entcnces A es subconjunto de B; como B es
subespacio, toda combinacién lineal de elementos de A pertenece a
B; es decir todo elemento de C pertenece a B, ya que todo elemen-

to de C es una combinacion linea! de elementos de A.

Cefinicidn 1.1-25

Sea £ un espacio vectorial sobre R. Un subconjunto
A= {x],..., xn} es llamado Lineafmente independiente si para toda n-

ada de escalares (al,..., 2 ) se cumple:

fit~13

—-
—_—



Si, por otra parte, existen escalares a,,..., a, no todos cero tales

1?

n
que } a;x, = 0, diremos que A es Linealmente dependiente.
i=1

Lema 1.1-26

Sean E y M subespacios de S; si M c E entonces M es sub

espacio de E.

Demostracidn

Como E es subespacio de §, entonces las operaciones de
E son las mismas que para S; como M es subespacio de S, las operacio-
nes de M son las mismas que para S y como M ¢ E las operaciones de M

son las mismas que tiene E. Luego M es subespacio de E.

Lema 1.1-27

Sea B subconjunto de A, entonces el espacio generadc
por B es subconjunto del espacio generado por A. Es decir

BcA=>E,6 ckE

B A

Demostracidén

i} ~133

Sea x € EB; entonces x = aixi, con ai € R; xi €EB,

=1
i=1,2,.., n; como B ¢ A entonces Xypouns X £ A,

n
Luego izl a X, € EA'
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Proposicién 1.1-28

Un subconjunto A dek eslinealmente independiente si y

solamente si para todo subconjunto propic B de A el espacio generado

) es un subespacio propio del espacio generado por A (EA).

por B (EB
Pemostracion
Para la condicidn necesaria suponemos que A es lineal-
mente independiente. Sea x € A tal que x € B; entonces x € EB’ por ser
luego x € EA y X £ EB.

A linealmente independiente;

son subespacios de E,

Como EB c EA y dado que EB Y EA

E., es subespacio de EA;por lo tanto EB es subespacio propic de

entonces tB

E,-
A
Demostraremos la suficiencia por reduccidn el absurdo.

x

Sea {x],..., Ll oun subconjunto finite de A y suponga-
1,2,...,n tal que

mos que existe al menos un escalar a # 0, con i
, N} tal que aj # 0; entonces

n
2 a.x, = 0; sea | € {1,..

[
!

?

x

it
‘-?L &30
%}
B

Y

no es subespa

Hagamos B = A - {X.}; si demostramos que B es tal que EB
Para ello demostremos

cio propio de EA? tendremos 1o cue deseamos.
m
que EA c EB' Sea x € EA; entoncesx"—j;oiyi , Yi €A, bi €R; si
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y; € B para todo | = 1,2,..., m entonces x € EB; si existey £ B
r
m
entonces y = X. es decir es de Ja ferma x = ) biyi + brx.
. ] P2
i#r
m n [ a.)
o | 1 |
x= ) by.+b | |-—Ix.
ely iU roezy oAt
3 Sy 4.4
i#r i#]
m
Z biyi € EB vya gue es una combinacion lineal de elementos de B.
i=]
i#r
n { a.} n f b. a ]
- L = & A=
br.z T e .A, P S
=t g il
i#] #]

por ser una combinacidn tircal de elementos de B. Luego x € E ; por
[~
tanto EA c Eg lo cual! es une contradiccidn. Luego toda combinacidén 1i-

neal nula de elementos de B nos implica que a. = 0, para todo i = 1,2,..,n.

Un espacio vectorial £ posee dimensdin finita n, si
existe un conjunte linealmente independiente {ei,..., en} c E tal

gue cada x € E es una combinacicn lineal de la forma

n
x = -ZT a, e, 2, € IR.
l:‘

Definicién 1.1-3C

Ina Base de un espacio vectorial E es cualquier subcon-

il AL

| UNIVEASIUALD DE EL SALVARSR |

L
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junto de £ linealmente independiente que genera al espacio entero E.

Proposicidn 1.1-31

A es una base de E si y solamente si el espacio gene-
rado por A es igual a E y el espacio generade por B es diferente de E,

para cualquier subconjunte propio B de A.

Demestracidn
Para la condicidn necesaria; como A es una base de £
entonces A es un subconjunte de E linealmente independiente tal que A

genera al espacio entero; es decir £ = E; dado que A es linealmente

A

independiente aplicando proposicion 1.1-28 tendriamos que E, ¢ E Y

B A

- H = F
EB # EA’ si B ; A, como EA E entonces EB # E.

Para la condicidn suficiente; como A es generador de
E por hipdtesis, bastard probar que A es linealmente independiente; lo

es aplicando Proposicién 1.1-28.

Proposicion 1.1-32

Si E es de dimensidn finita entonces cada base de E

tendrd el mismo nimero de elementos.

Demostracion

Sea {ei,..., en} una base de E, sean YysesesY ele-

n+1

mentos de E,



un sistema de n ecuaciones con n incégnitas, entonces existen b

S

ea a

a

It

in

n
E a.. e, , i=1, , N+l
521 1
n+1
'Z?_ bi al'l
n+1
;Zz br a3y
nt+1
izz by a3
n+1
Lobag,
=2

sofuciones de este sistema.

4

e
n

118y e * 31p%n
n+1 {n+l ) n+
Z b 2. ey + ’ Z b. a.zle2 + . + E
i=2 'Y ti=2 ' ' (1=
(by a,y e + by ag e+ * Pos1 et
(by a,, e, +b, 2, e, + * bt 1,2 &
(bz 3y, €, * b3 a, € + + bn+1 el ,n

.23
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n+1
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por consiguiente

y1 = b2 y2 + b3 y3 0t b1 Yn+1

y asT {y,,..., yn+]} es linealmente dependiente, por tanto no puede ser

base. Luego toda base de E debe poseer n elementos.

Proposicion 1.1-33

Dada una base {e,,..., en} de E, entonces todo elemen-

to de E tiene representacidn Unica en la forma

n
Z a.e., con a. €ER, i=1,..., n.

i=1

Demostracidn

Sea x € £, entonces x es de la forms

n
Supongamos x = Z biei’ bi € IR; entonces
i=1

restando el miembro derecheo de la igualdad a ambos miembros v por ser

€ysmne € elementos de un espacio vectorial y a, bi escalares, enton-
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ces

n
721 (ai - b{-)ei =0,

lo que por la independencia lineal de {e],..., en} nos conduce a

a; - bi = 0, para todo { = 1,...,n; es decir:

a, = bi , para todo i =1,..., n.

Observacién 1,1-34

En términos de esta representacidon tenemos una funciodn
. ‘ . n .
canfnica y de E sobre el espacic vectorial R de n-adas de nimeros rea-

les. (Ejemplo 1.1-4).

Proposicion 1.1-35

Sea E un espacio de dimensidn n;la funcién y de E so-

n . . . ;
bre R es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracidn

Dado que E es un espacio de dimensidon finita n sobre

1

iR, posee una base {ex,..., e }; por la Proposicion 1.1-33 todo elemento
n

x € E posee representacion Gnica en la forma E a; e;, con a, € R.
2

Por la unicidad de esta expresién la funcidn

Wi E—> R :x A— (a], R an)

esta bien definida.



"y es isomorfismo"

i) Homomo rfismo

n n
Sean X = Z a.e., y= X biei elementos de E, ¢ ER
{=1 i=|
n n
con x+y = ) (a.+b.)e. , cx= ) (ca.)e
= =
n
V(x+y) = w[ ;o(a, + b.)e,
f=i

= (a] + b, + bn)
= (a],..., an) + (bI""’ bn)

= y(x) + b(y)

fl

V(ex) w[ ) (cai)e;]

i=1 J

= (cal,..., can)
=cla,,..., a)

1 n
= ¢ Y(x)

ii) lInyectiva

n n
Sean X = Z a.e, , Yy = Z bh.e. , ai,bi €IR,

.26

1,000, 0.
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n n ]
Blx) = Wy) => ¢ | a, e.] =%} b, e,
. ¢ t . | |
i=] =1 J
== .{ =
a]’ d an) (bi’ °e bn)
== a, = bi : para todo T = 1,..., n
n n
Luego Z a.e, = Z b.e,, es decir x = vy

i=t Tt

iii) Sobreyectiva.

Y es sobreyectiva puesto que si (a
n

.., a) € R" exis-

0 n

te x = ) a;e. tal que v(x) = } ae,
- =1

1’

Proposicién 1.1-36

Cualesquiera dos espacios vectoriales de dimensidn fini

ta n sobre R son isomdrficos.

Demostracidn

Sean V y E espacios vectoriales de dimensién finita n
sobre R; entonces existen dos isomorfismo f y g, f: V — R" y g: E —+IRn;
g- es un isomorfismo; luego g-]oF: V — E por ser composicién de isomor

firmos es también un isomorfismo. Asi? V, E son espacios vectoriales iso

morficos.
Definicién 1.1-37

E es un conjunte {infinifc si existe un subconjunto propio
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A de E y una funcion

f: A — E, biyectiva.

Proposicidn 1.1-38

Todo espacico infinito dimensional posee un subespacio

propio al cual es isomorfico.

Demostracion
Sea B una base de E; luego B es un conjunto infinito;
por lo tanto existe un subconjunto propio A de B y una funcién f: A > B

la cual es biyectiva; por el Lema 1.1-27 si A es subconjunto propio de

B entonces EA es subespacio propio de EB y como EB = E definamos un iso-
morfismo
n n n
g: E, — E: x = ) a;x. v—> g ) a.x, | = ] a.f(x.)

'g es un isomorfismo"

i) Homomorf ismo

n n
Sean x = Z aixi , Y = _z

L L, bixi € EA’ c ER



n
glx+y) = g ;21 (ai+bi)xij
= 7 (ai+br)F(xi)
i=1
n n
= ) a.f(x.)+ ] b .fix,)
=t ' =
= g(x) + ga(y)
n H
glex) = 9[ ) (Cai)xi]
i=1
n
= ) (ca.) f(x.)
(=1
n
=c) a. fix,)
i=1
= ¢ g{x)
Inyectiva

Sean x € EA’ x € K(g); probemos que x = 6 .

n
Como x € EA’ entonces x = Z 3 X es decir
i=1
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n

y ) aif(xi) = @; como f es inyectiva, f(xi) # F(xj),si P #j

i=1

F(xi) € B y B es base de E, luego a, =0, para todo i; enton

ces x = 9.

ili)  Sobreyectiva.

Sea y € E, vy es de 1a forma y = a:y,, con vy, € B. Como f es

f ~3

i=1
sobreyectiva, para Y; € B existe x;, € A tal que Y; = F(xi) o sea
n

y = ) aif(xil y por definicidn de g
i=1

x. es tal que g(x) = vy.

1.2 DEFINICION DE ESPACIO EUCLIDEO.

Definicidn 1.2-1

Sea E un espacio vectorial n-dimensional,

n > 1. Una funcidn

(.../...): E x E —= R

{x,y) s (x/y)

que satisface las propiedades siguientes se 1lama producto escafar so

bre E,

b

s '
UNIVERS I wdw LE LL SALVA

e e U —

‘”TJ
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a) (x/y) = (y/x), para todo (x,y) € E x E.
b) (x+y /z) = (x/z) + (y/z), para todo x,y,z € E.
c) (ax/y) = a(x/y), para todo (x,y) € ExEy a €R.

d) (8/6) =0 y (x/x) > 0, para todo x € E, x ¥ 0.

De las igualdades b) y c) se dice que los productos escalares son linea
les con respecto al primer factor, a) expresa la ley simétrica o conmu-
tativa. Del conjunto de estas tres resulta que el producto escalar es

lineal con respecto a ambos factores (bilinealidad).

Es decir:

para toda x,y,z € E, a €ER
(x/ay) = (ay/x) = aly/x) = a(x/y)

(x/y+z) = (y+z/x) = (y/x) + (z/x)

= (x/y) + (x/z)

Proposicidon 1.2-2

Sea E un espacio vectorial de dimensién finita n
n

L

y {e],..., en} una base de E. Si x € E, x = L

xfer B

n
Entonces { x/y) = | Xy, es un producto escalar sobre E.
i=]

Demostracidn

a) '"(x/y) = (y/x), para todo x, y € E".



b)

c)

d)

n
(x/y) = [Z‘ XY=

"(x+y/z) = x/z) + (y/z), para todo x,y,z € E".

(x+y/z)

"(ax/y)

(ax/y)

"*(a/0)

(e/8)

-

i

[}

i

n

i=1

i

h~3

Y%, = (y/x)
1

L ()2

n
2 (xzp +ygz))

=]

n n
Ioxzp+ Lovz

(x/z) + (y/z)

a(x/y), para todo x,y € E y a € R,

n
i=
n

i—.

1

1

z (axi )Vi

Za(xl-vi)

0 vy (x/x)>0, x€E, x#0".

5 2



.33

n
Como x= Z X:e. ¥ 0, existe un j tal que xj # 0; x? > 0, entonces
i=1

n
Luego (x/x) = } x? > 0.
i=]

n

Por lo tanto (x/y) = ] X;y; es un producto escalar.
i=1

Una norma puede ser introducida en E en términos del

producto escalar.

Definicidn 1.2-3

Para todo x € E Ta nowma euclidea de x estd definida

por

Il 2 (o) /2

Teorema 1.2-4 (Desigualdad de Schwarz)

Para todo x,y € E se cumple:
i) [ (xsy)| < Ix| lyl].
ii) | (x/y)] < Ix|ly], si x,y son linealmente independientes.
iif) [(/y)] =|xf|y] , si x=ay.

Demostracion

Bastarad demostrar i), iif).
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i) v [(x/y)| <|x|lyl, si x,y son linealmente independientes!'.

Supongamos entonces x ¥ 8, y #6 y a €R, x - ay ¥ @ porque

X,y son linealmente independientes

0 < (x =~ ay/x - ay) = (x/x) - (x/ay) - (ay/x) + (ay/ay)

(x/x) - 2a(xty) + a%(y/y)

0 < (x - ay/x - ay)

(x/x)

, entonces
(Y;Yj

w
[
[T
e}
[
L}

(x/x) = 2a(x/y) + a2(y/y)

_ _ (:-c/x)”2 (x/x)
= (x/x) 2 W (x/y) + Wi (y/y)

simplificando

0 < (x/x) - 2 ﬁf-} (xly) + (x/x)

0 <2 (x/x) ly] - 2 (x/y) |x]

2 (xty) |x] <2 (x/x) |yl
(X/Y) < (X/X? IZI
| x

2
Giryy Xl Lyl

[*]
xry) < [x[]y]

Ademas

(x/-y) < |x]]|-y| = |x|ly],



luego - (x/y) = (x/-y) < |x!||yl

Por lo tanto |(x/y) < |x|lyl

i) | (x/y)| = |x]]yl, si x-=ay".
Existe un a € R tal que x = ay

)% = 1y |

[a(w'v)l2

]
o) ]
~

"
'

lal® (yry) lyl?
= (ay/ay) |yl®

= Jayi“Iy]®

= x| *[y|?

Por lo tanto I(X/Y)I = lxIlyl

Liegamos a la misma conclusidn si y = ax.

Teorema 1.2-5

La norma satisface las siguientes propiedades:

a) |e] =0, x| >0, six#e.
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b) |ax| = |a]|x| , para todo x € E y a € R.

e) |xty] < |x| + |y] , para todo x, y € E (Desigualdad triangular).

Demostracién

a) "le|] =0, |x| >0, si x # ",
lo] = (0/0)'/2 = 0

Ix| = (X/X)I/Z >0, x# 8 , por 1.2-1
b) v |ax| = |a]]x|, para todo x € E, a € R "
2
[ax|2 = (ax/ax) = a.a(x/x) = Ialzlxl .

Luego |ax| = |a][x]

c) " [x+y] < [x| + [yl , para todo x,y € E ".

2
Ix+y| = (x+y/x+y)

th

(x/x) + (x/y) + (y/x) + (y/y)
= |x|2 +2 (xfy) + JyI?

2
x|+ 2 |xlly] + lyl” , sor 1.2-b

| A

= (x| + IyD*

Luego [x +y| < |x| + |y|
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Definicidén 1.2-6

Una funcion

x e x|
que satisface las propiedades del Teorema 1.2-5 es decir:
a) lle]] =0, |[x]] >0, x# e
b) |lax|| = |a] [[x]|, para todo x € E, a € R
c) Ix+yll < lIxll+ llyll, para todo x, y € E es 1lamada una norma sobre

E,

Proposicidén 1.2-7

La norma en un n-espacio euclTdeo satisface la ley del

paralelogramo

2 2 2 2
x +y|"+ [x - y|" =2 [x[" + 2 |y]

Demostracién

2
Ixty|* + |x=y|® = (xty/xdy) + (x=y/x-y)

(x/x) + (x/y) + (y/x) + (y/y) + (x/x) = (x/y) - (y/x)

+ (y/y)
2(x/x) + 2 (y/y)

2 2
2 |x| + 2]y]
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- ]

2 2 ) 2
Luego |[x +y| + [x=y| =2 |[x| +2 Jy|

Proposicién 1.2-8

Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para todo x = (x],..., xn) e y = (y],..., yn) puntos cualesquiera de
R",

ATATPRRTTEN § A I A I

i=]

Demostracidn
Si x=8086 y =0, entonces la desigualdad se reduce
a 0<0yes, por tanto, verdadera. Consideremos el caso en que X # 0

yy# 8, es decir en el que [x| #0 y |y| # 0.

Sean a,b € R, 0 _<__(a-b)2 = a2 - 2ab + b2 o, equivalentemente
2ab :_az + b2

Come a y b son ndmeros reales arbitrariocs tomemes

|%; | =_i_"_’;_l_
it ul e

Entonces, para cualquier i,

A LA
[xT T =<2 2

1/2
2
Como |x| = [ z [xil ] es la norma eucl(dea, entonces
i=1
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i=] i=t ' =t U x Ly
x[ Iyl —  Ix[? ly[2 =2 Iyl?

§ o, T ey,

i < 2= 2 < Luego

x| Iyl 7 Ixl Iyl =

3 Ixv; | < Ixllyl

i=1

Proposicion 1.2-9
. 2 .
Sea £ el conjunto de todas las sucesiones

X = {xn} (h =1,2,...) de elementos de R tales que

I Iyl <o

n=1

2
entonces £ es un espacio vectorial con producto escalar.

Demostracion
Sean {xn} y {yn} elementos de £%;

definimos

x+y = {x] Ty Xy * yz,....}

L}

Ax .{Ax], sz,..,.}

.39

2
Para demostrar que £ es un espacio vectorial bastard

verificar



r)zxezz
ii) x+y € 22
;) Mx € zzu
2
Sea {xn} €L

2 o
{(Ax €& <=> §J a2 x%<w
n n
n‘_.

n
. 2
Sea x = Lim } x; , entonces

n*® j=|
N n
) x2 & x == )2 ) x2 < a2x
=1 ' i=1 '7
n
=> 7 22 x? < A%x
i=1 -

o« n
Luego Z Azx? existe por que E Az x?_ﬁ Azx, para todon> 1,

=1 i=1

i) "x +y €2

~1 8

2
lxi+y | existe,si existe A > 0 tal que
: z

n
2
iz] [X;*Y;]” < A, para todo n > 1, ya que

.E] e

n 2
F=tim § x4y |
e j=1 T

Entonces por 1.2-5 (aplicado a R")

1/2 n 1/2 n 1/2
[‘ IIXEW'IZI - [iXI x'z] ’ ['Z y?]

Il ~13

.bo



A

De donde
n - g M2 o 2 2
) [xi+yi1 < C=> ¥ |xi+YFl <C =A lo que implica la con
i=1 i=
n ' B
vergencia de la sucesidn creciente Z |xi+yi]
=1
n>1

Ademds por 1.2-8

) Wi = ) Xyl < [E |K;12}1/2 [% |vi|2]1/2

i=] i=1 p=1 i=1

12 [ & 1/2

Por lo tanto z | x

yi| < A; entonces la sucesidn es acotada y crecien
i=]

te, luego 7§ lxryi] existe.

i=1

Podemos 2hora verificar que

(x/y) = nzl X ¥s

2
define un producto escalar en £ ; la prueba es similar a la de Propo-

sicion 1.2-2,

Definicién 1.2-10
Sea E un espacio vectorial con producto escalar; x,y € E;

la disfancia entre x € y es el nimero positivo
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d(x,y) = [x - y|

Proposicion 1.2-11
La distancia en E cumple las siguientes propiedades:

para todo x, y, z € E

a) d(x,x) =0, d(x,y) >0 ; six#y

d(y,x)

1

b} d(x,y)

c) dfx,y) < d(x,z) + d(z,y)

| A

Demostracion:

a) "d(x,x) = 0, d(x,y) > 0; si x # y'".

d(x,y) = 0 <=> ]x- y] =0 <==> x = y.

d(X,Y) > O, si x # b £

d(y,x), para todo x,y € E'".

[}

b) "d(x,y)

|x = y| = |y - x| = d{y,x)

d(x,y)
c) '"d(x,y) < d(x,z) + d{z,y)".
dix,y) = [x =~ y] = [(x = z) + (z - y)|

g lx=zl *|z=~y] 5 por 1.2-5
< d(x,z) + d(z,y)
Definicién 1.2-12

Si en E puede definirse una distancia, entonces E se

£ ! A

[
UNIVEREIGAD BmE £ sA

LvameRr
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1lama Espacio MEtiico.

Definicidén 1.2-13
Si E estd dotado de una norma, E se denomina espacic

vectordal normado.

Definicidn 1.2-14

El espacio vectorial E de dimensidn finita n, junto
con un producto escalar y la correspondiente norma y distancia, es lla
mado espacio euclideo de dimensiln §inifa n y serd denotado por n-eipa

elo euclideo.

1.3 BASES ORTONORMALES.

Definicién 1.3-1
Sea E un n-espacio euclideo. Si x,y € E, x es oxtogonal
ay si

(x/y) =0

Definicién 1.3-2

Un vector x € E es llamadc nommal si [x| = 1.

Definicidn 1.3-3

Un conjunto A ¢ E es 1lamado oxfonoimal, si todo x € A



o
=g

es normal y si para X,y € A, x # vy, x e y son ortogonales.

Proposicidn 1.3-4
9 es ortogonal a todo y € E.
Demostraciodn

Sea y € E

(8/y) = (0y/y) = 0{y/y) =0

Proposicidn 1.3-5

Todo conjunto ortonormal es linealmente independiente.

Demostracion

Sea {XT""’ xn} un conjunto ortonormal y sea

n
Para cada j,(x./ ] a.x,)
LT
n
) (xj/aixi)

i=1

fi

n
= T
13 (Xj/xi)
i=1
:—_aj
ya que (xj/x’) =1, sii=j vy (xjfxi) =0, si i #]

Luego
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1]
]

(xj / 8)

0, para todo j

Teorema 1.3-6

Todo n-espacio euclideo E tiene una base ortonormal.

Demostracién

Sea {v‘,v . vn} una base de E. Partiendo de es-

2’
ta base construiremos un conjuntc ortonormal {el,..., en}; por 1.3-5
este conjunto es linealmente independiente, entonces serd una base de E,

ya que todo subconjunto de E linealmente independiente de n elementcs

es una base de E.

{VI’VZ} es linealmente independiente; sea e, = entonces,

v v
( 1 / i y = 1
'V]] '[! ["’]Iz

{(vi / v;) =1 de donde le;] =15

(E, / e]) =

e

sea y, = v, - (v2 / el)el; veamos si y, y e, son ortcgonales.

]

(YZ/B,) (v2 - {vzfei)elfel)

L}

(vzfe}) - (vz/e])(e]/e])

= (vzfe‘) - (vz/e])

Luego Y, ¥ & son ortogonales.



<

2
IYzE

a ' —-—
Sea e, = ; entonces lez, = 1.

(e2 / e]) = 0. En efecto:

1
Y2

-

Ya
(ez / e]) ={——=/ e]) =

(y2 / e,)
1
lY2|

Supongamos gque hemos construfdo'{e],..., ek} conjunto ortonormal,

k < n.

Entonces para k+! tenemos

= (vk+1/ej) \vk+]/ej)
=0
y
. _ kt+1
Como Vi1 © g, Cral = T;;T:T es normal.

Luego {e],...,ek+l} es un conjunto orteonormal.

Por induccidn tendremos un conjunto ortonormal {e‘,...,e }.
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Definicion 1.3-7
Los espacios euclideos E y F son {éombérficos si existe
una funcién

T:E—F,

que es un isomorfismo de espacios vectoriales tal que preserva los pro-

ductos escalares, es decir: (x/y) = (T(x)/T(y)), para todo x,y € E.

Proposicion 1.3-8
Un isomorfismo de espacios euclideos preserva la dis-

tancia:

d(x,y) = d(T(x), T(y)).

Demostracién

dix,y) = Ix-y]

n

(X'le = (x~y/x-y) = (T(x-y)}/T(x-y))

iT(x-y)E2

entonces,

x-y| = felx=y) = [T0-1(y)] = d(1(x), T(¥)).

Luego d(x,y) = d{T(x), T(y)).

Teorema 1.3-9
Si Ey F son aspacios euclideos de dimensidon n, enton-

ces ellos son isomorficos.



LTS

Demostracion
Verifiquemos que existe un isomorfismo de espacios vec-

toriales T: E » F tal que (x/y) = (T(x) /7 T(y)).

Sea {e],...,en} una base ortonormal en E v {E},..., E;} una base orto-

normal en F.

Definimos la funcidén T como sigue T(ei) = E} , 1 =1,...,n. Entonces
o a =2
para X = ) a;e., tenemos T(x) = ) a.e..
i=1 i=1
n n
Sean x= ‘) ae, & y= ) b.e,
=1 ! =1 !
n n
(x/y) = (] ae./ ) b.e.)
. i . P
i=l i=1
= (a]e]+ ce. * anen/blel+ i +bnen)
= b
(alelfb]e]) + ..+ (a‘el/bnen, + ...+ (anen/ble‘) + ...+

+ (ae/be).
nn nn

(x/y) = a]b](elle]) S aTbn(eT/e

S
+
+
el

3
o

—

®
3

~

0]

N
+
+

+ anbn(en/en)

=ab. + ...+ 0+ ...+0+ ,.. +ahb

n
Luego (x/y) = ]} a;b,



Lo

(T(x)/T(y) = (a]eI + +ae /b]e] + + bnen)
= (ale]/ble!) + + ka]eI/bnen) + + (angg/b1er) +
+ (anen/bnen)
= a]b](t;]/é]) + ...+ albn(gl/gn) FE anb1(én/é)) + oL+

= a]b, + ...+0+ ... +0+ ... +ab
I nn
n
Luego (T(x)/T(y}) = } a.b.
i=l

Por lo tento (x/y) = (T{x)/T(y)).

Definicidn 1.3-10
Una matriz cuadrada A de orden n se llama ontogonal si
y solo si, cada fila de A tiene norma 1 {como un elemento de Rn), y dos

filas cualesgquiera son ortogonzles. Es decir

A = (aii) es ortogonal si y solo si a.. a,, = 1 para todo i ,
n

- Cor g e
kzl Ak ajk 0 st 1 % ]
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—

Proposicion 1.3-1
Sea E un n-espacio euclideo, sean {e},..., en} Yy
;

{E}, chey E;; bases ortonormales en E. Entonces la matriz de cambio

de base es ortcgonal.

Demostracidn
Dado que {e1, R en} es una base, escribamos los

vectores {e], cee, en} como combipaciones lineales de la otra base.

n
Para i =1, ... , n, e. = E a.. e
] =1 i] ]
[n n )
1= (e./e.) = .. ’ a |
(pllel) }_Z aiJeJ / .% 'JeJS
=1 j=1 j
= e + + + + a,
(a', 1 ainen‘as]el a[neﬁ}
= { ]+ + ‘a.. e )} + +
\a;18,/a;,e) (ajqe)7a;,e) + (ag e /apye)
+ + (a. e /a. e )
inn “inn
= 3,78,y F e FO+ .. 4+0+ ... +a, 2.
i1l inin
n
- Ta.
j=1 v U]
= (e.fe.} = ( + + /a + +
0 (ei/ej! \a']e] arnen' j!el aJ n>

= a . . )
(aiIc / jiei) P {e!]e]/aj e ) + (aine /aj]e])+
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0= (ei/ej) = ai]aj](el/e]) S ailajn(el/en) O ainajn(en/e])+
+ ... +a..a, (e/e).
in“jn'"n" "n
=3a,.3,, + ... +0+ ... +0+ ...+ a2, a.
it gl in"jn
n
= kEI aikajk . i# .
Luego la matriz (aij) es ortogonal, i=1,...,n, j=1, ..., n.

1.4 EL ESPACIO L(E,F)

Consideraremos sclamente funciones de un espacio vec-
torial sobre otro; sean E un espacio vectorial de dimensién finita n vy

F un espacio vectorial de dimension finita m.

Definicién 1.4~1
Una funcién f: E + F pertenece al conjunto de {uncio-

nes Lineakles de E en F, si:
1) fx+y) = f(x) + f(y)
2) f(ax) = af(x)

”~

cualesquiera sean x,y € E y a € R.
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NOTACION:

Al conjunto de funciones lineales de E en F lo denotare

mos por L(E,F).

Proposicidn 1.4-2
gof pertenece a L(E,H); siempre que f € L(E,F} vy

g € L(F,H).

Demostracién

i} ""Sean x,y € E; (gof) (x+y) = (gof)(x) + (gof)(y)'..

(aof) (x+y)

g (f(x+y))

g(f(x) + fly)), f € L(E,F)

g(f(x)) + g(f(y)) , g € L(F,H)

(gef) (x) + (g°f) (y)

if) "Seaa €R y x €E; (gof)(ax) = a(gef) (x)"

fl

(gof) (ax) = g(flax)}

glaf(x)) , £ € L(E,F)

1]

ag(f(x)) , g € L(F,H)

algef) (x).



\n
A

Proposicidn 1.4=3
L(E,F) forma un espacic vectorial con las operaciones

dadas en el ejemplo 1.1-5

Demostracién
En el ejemplo 1.1-5 se demostrd que S lf/fi £ > )
es un espacio vectorial; luego bastari verificar que L(E,F) es un sub-

espacio de FE.

a) f+g € L(E,F)

i) YSean f,g elementos de L(E,F) y x,y elementos de E;

(f+g) (x+y) = (f+g)(x) + (f+g)(y)".

(f+g) (x+y) f(x+y) + g(x+y)
= f(x) + fly) + g(x) + g(y}; f,g € L(E,F)
= (f(x) + g{x)) + (f(y) + g(y)); por ser elementos de F

= (f+g) (x) + (f+g) (y).

ii) "Sean a E R y x € E; (f+g)(ax) = a(f+g) (x)' -

(f+g) (ax) = f(ax) + g(ax)

= af(x) + ag(x)

= a(f(x) + g(x))

= a(f+g) (x)
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b) bf € L(E,F)

i) "Sean x,y € E, b ER y f € L(E,F}; (bf)(x+y) = (bf)(x) + (bFf)(y)".

]

(bf) (x+y} = b f(x+y)

= b(f(x) + f(y))

bf(x) + bf(y)

(bF) (x) + (bf)(y)
ii) "Sean a € R, x 6§ E y f € L(E,F); (bf)(ax) = a(bf)(x)".

{bf) (ax)

bf (ax)

il

b(af(x))

H

(ba} fi{x)

(ab) f(x)

it

i

a(bf) (x).

-

: - - - 2 .
Luego L(E,F) es un subespacin de F y por lo tanto es un espacio vecto-

trial.

Pefinicién 1.4-L

Sea {e1,..., en} una base de E y {& .y Eﬁ} una base

e
de F. Entonces para cada { = 1,..., ny para cada j = 1,...,m definire

thos 1a funcidn



Proposicion 1.4-5

e.
!

Demostracion

X € R; eij(x+y) =

i) eij(x+y}

: E>F, tal que

iJ
E} . cuandq =k
eij(ek) =
® , cuando i # k
e. EE

; es un elemento de L(E,F).

eij(x) + eij(y) y eij(lx} = Aeij(x)”.

n
e {;é} (ai + bi}ei}

n
—
o
+
o
La
®

i
(]

.55
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n
ii) e..(x) =e__ [ ¥ (la.)e.J
1) ij 1 |

= (Aa.)e
= l(aFE—)
= leij(x)

Luego ®l € L(E,F)

Proposicidn 1.4-6
Sean f y g elementos de L(E,F) vy f(ei) = g(ei) para

i=1,..., ncon {e],..., en} base de E; entonces f = g.

Demostracion

Sea x = Z a;e, € E;
i=1
n
f(x) = f[ ) a.e.]
=1 't
n
= 1 a. fle); feL(EF

4
i o~13
jsi]
w
~—
]
—
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[ s s |

fi{x) = g{ & ei] i g € L(E,F)

1

= g{x)

Luego f = g-

Proposicion 1.4-7
El conjuntc cuyos elementos son los e;j; i=1,...,n,

j=1,...,m es una base en L(E,F).

Demostracidn

En la definicidn de e observamos que i puede ser uno
cualquiera de los nGmeros 1,...,n y J uno cualquiera de los nimeros
l,..., m; formando todas las combinaciones de i con j el conjunto de

los ejj posee nm elementos. Demostraremos que los nm elementos del con

junto de los e;j forman una base de L(E,F). Verifiquemos que:

i) 'Los elementos epy son linealmente independientes''.

Formemos una combinacidén lineal de ellos y supongamos que

o
]
fl 13

m
b-‘j eu + jg} sz e2} + ouea F

j=1

con by. €R; i =1,2,...,n; j=1,2,...,m. Aplicando esta com-

binacidn a ex; para un k < n,

Clek) = b1 € + bkp ez + ... + by €y = 0

ya que por definicion de er



ii)
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eij(ek) = 0, para i # k

n

eij(ek) ey para i =k

y dado qUe{€1,...,E%}Forman una base para F, son linealmente inde-
pendientes; entonces

bkj =0, paratode j; j=1,...,m.
Luego los eij son linealmente independientes sobre R.

"Los elementos eij generan al espacic L(E,F)"
Sea f € L(E,F)

F(ei) pertenece a F y como cualquier elemento de F es una combina-

cién lineal sobre R de{éi,.... E%} ;

m
| — .
fle,) = jzl by; 8 3 by ER

Generalizando

n
fle;) = J b.,e.; i=1,...,n.

Consideremos una funcidn

bij €1 Y calculemos f_ (ek)

para el vector de base e); tenemos:



foley) =

]
=~
o

™
—
1]
o
—

f(ek)

Asi las funciones lineales f_ y f coinciden sobre una base de E y por

1.4-6 fo = f, Pero Fo es una combinacidon lineal de los eij; de donde
f debe ser la misma combinacion |ineal.

Luego e .., . ,..., €. ..., € forman una base del es

117712 in nm -

pacio L(E,F)

Proposicién 1.4-8 (Corolario)
Si E posee dimensién finita n y F posee dimension m en-

tonces la dimensidén del espacio L(E.F} es nm.

Demostracidn

Por la proposicion 1.4-7, tenemos que
{e]], eIZ""’ein""’enm} es una base de L(E,F) que posee nm elementos,
y dado que la dimensién de un espacic es el ndmero de elementos de cual

quiera de sus bases, la dimension del espacio L(E,F) es nm.



.60

Definicion 1.4-9

Sean {e],..., en},{e],..., em} bases de E y F respecti

n
vamente, Sea x € E, con x = z x.e.. Difiniremos la funcién

f:E>F asi:

m
f(x) = Z f.(x)e. ; donde f, : E + R,
&y J J J

con j = 1,..., m son llamadas funciones coordenadas de f.

Proposicién 1.4-10

La funcidon f : E > F es lineal si y solamente si las

funciones coordenadas FI""’ fm son lineales.

Demostracion

( ==> ) Fijemos una base {Ei""’ em} en F.

1} Sean x,y € E,

m
jzlfj(x+y)€3 = f(x+y)



-
-
o
+
~<
M
i

il
W t~13

m
£ (x)e, + § f.(y)e,
i=1 J J j=1 J J

i
-3

(fF.(x) + f.(y))e,
J d J
entonces fj(x+y) = Fj(x) + fj(y); i=1,.

ii) Sea a €ER

I ~=13

f. (ax)e. = f(ax)
J J

j=1

= a f(x) : por ser f lineal

m _—
=a) f.(x)e,
jr=‘[ J /

fi
-3

(af . (x))e,
J J

Jj=1

#

entonces fj(ax) a Fj(x) § 3 D eyl

Luego fl,...,fm, son lineales

(¢== ) demostraremos que T es !ineal

i) Sean x,y € E

f(x) + f(y); por ser f lineal

.,m por 1.1-33

.61
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f (x+y)

"
N 33

f_(x+y)e.
J(x Y)EJ

2

i)

jz (F_; (x) + f (y))ej

i

m fit
f.(x)e. + f.(y)e.
j;l J J j;T J(y)ej

i

f(x) + f(y)

ii) Sea a € R.

f(ax)

il
0~
—h
s
—
Q
>
St
[t]

]
e~13

i}

a f(x)

Luego f es lineal.

Proposicidn 1.4-11
Si X; s i =1,...,n son las coordenadas de x en la

base {el,...,en} y si Fj(x) , j=1,...,m son las coordenadas de f(x) en

la base {c],...,em} entonces
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X, [ fl(x)
(@asg) ; = :
i £ (x)
n m
con a;; = fj(ei}
Demostracidn
Xy %
(a..)] @ = (f.(e.)) :
SR J X
n n
X ] frle) oo file) M x
o 1 | = | e e e |1
| ° = - I x
{ X Fm{e]) st Fm(en) ! n
™
Dado que Fj(ei) es una matriz de orden mx n vy | . |es una matriz de
X
n

orden n x 1 podemos efectuar el preducte asi:

r

x x, f.(e,) + ... +x f_ (e)

1 1 1471 n 1'n

(aji) = | x fz(el) LIETTL L fz(en)
x_ Xy fm(e}) oo X fm(en)

( F](x]e1} + ..+ fz(xnen)

= fz(xle]) oL+ Fz(xnen) ; f.€ L(E,R)

fm(x]e]) oL+ Fm(xnen)

- )




.6k

{a..) = '
Jt ]
X m
n
u J fm [.Z % el}
. I=I P
entonces
[ A ( A
X, fI{X)
fz(x)
X fm(x)

Definicidn 1.4-12

Matriz asociada a un elemento de L[(E,F).
Sean f € L(E,F)} , {e;,-..,e } una base de E y {E},...Tbm} una base

m
de F, entonces f(x) = § f.(x)e, y

| j=1 il 7]

m
fle,) = a., e,
2 jzl jz ")
( Y o, E
fle ) = a, e
n) j£] Jnod
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Entonces la matriz

r a a 1
1 %1p - n |

|
a a . a {
am1 amf-l amnj

es 1lamada matrniz asociada a § 6 representacién matricial de f con res-

pecto a las bases fijadas.

Proposiciéﬁ 1.4-13

Sean E, F y G espacios vectoriales de dimensién fini-
ta n, my r respectivamente, {el,..,cn}. {E},....E%} y {31,...,3,} bases
para cada uno de los espacios. Sean
g: E+F y f: F->G funciones lineales, M(g) la matriz asociada a

g y M(f) la matriz asociada a f. Entonces la matriz asociada a feg

es el producto de matrices o sea

M(feg) = M(F)M(g).
Demostracion
m
Si gle.) = 7§ a.; &, la i-&sima columna de M(g) es

(a. ) R

i

81

a .

QRULY!




Si f(e.) =
J k
Ahora
(f°9)(ei)

r -
) b . e , la j-ésima columna de M(f) es 4
k k b, .
=1 2]
Ll
rijj
= f(g(ei))
m
= f Z a_, €,
j=1 It J
m —
= a.. fle.)
o 9 j
r
m -
= a Z b . e
R 2
= a,. b, . e
j=l[k=l jb ki k]
m _ _
= E[a‘:' b‘l' e]' - a b e
j=11 J J Jiorj r
m " m _
= [jglaji blj]el oL+ [.ZI aJI brj]er

la i-ésima columna de M(feg) es

Jji 1]
°5i %2
a.. b

J1 rj

.66
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Entonces el término general de M{fog) es
m
e = Z aji bkj'
El término general de la matriz M(f)M(g) es

8

il t~313
o
w

ki , k) g

Como R es conmutativo

aji bkj = bkj aji'

Luego M(feg) = M(f)M(g).

1.5 NORMAS EN L(E,F)

Definicidon 1.5-1
Sean E y F espacios vectoriales normados; definiremos la

norma en L(E,F) por la funcidn:

Il ] + L(E,F) —— R
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Proposicién 1.5-2
Si la norma del n-espacio vectorial E es la euclidea,

entonces la funcidn norma est3d bien definida.

Demostracidn
La prueba se reduce a verificar si el supremo existe.

Sea {e],..., en} una base de E y sea {ell,e €, ,eun, enm} Ta ba

1277777 Zin

n
se del espacio L(E,F), sean x € E, x = ) biei y f € L(E,F),
f=1

f= E aij eij; por hipéStesis la norma de x estd dada por

}1/2
tal que ]bjl 5_[x| para todo j, j=l,...,n.

x| - [3 %
=

;

[f(x)] =

i<n 1 J
jgm
m _ m _

I o LsgF e ey e

i J= J=] !

b || |3
< b a..e.\ *+ +1ib 1 a_.e
< |9y : '

MEIF Il IR




[ m
IFlx)| = < ]xll a,.. &, + + |x| a.e,
=1 ] J'Z' Nl
lm |
|7 e T et | Y T Ix <
hl 1 ;
J=1 J Jl j= ny J
Luego
m m _
| (F(x)] < jzl 2y &% + jZ] onj &1 Ix] <1

asT esta suma es cota superior para |f(x)| . Luego
sup {[f(x)| : x € E; |x| < 1} existe.

Proposicidn 1.5-3

Sea f € L(E,F) vy sean

{]f(x)| : x € E; |x| <1} y

>
l

{f(x)] : x € E; |x] =1} ; entonces

o
1}

Sup A = Sup B.

Demostracion

Sean Sup A =a y Sup B =b. Supongamos |x| = 1;

x| = 1 = [x] <1

v

[F(x)| € A

v

£ < 3

==> b < a
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Supongamos lxl <Y
Si x <1 entonces x| =1 6 Ix| <1
a) x| =1 => [f(x)| € B =>[f(x)] <b

cuando x = 6 => [f(x)| = 0 => [f(x)| < b

b) Si 0 < |x| <1 tomemos y = Ti_
X

entonces !y[ = 1 por tanto

[f(y)] €6 B ==|f(y)] <b

~ el <+
- T:TI |FG] < b

= |[f(x)| < b|x]

= if(x)[ <

A
o

{x[<1

Luego |f(x)| < b, para todo x, [x] < 1; por tanto a < b

Luego Sup A = Sup B.

Proposicion 1.5-4
el = sup {]f(x)] : x € E; |x| = 1} cumple con las

propiedades de nerma.

Demostracidn

a) Sea f € L{(E,F) tal que f es la funcién cero, entonces
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f(x) = © para todo x € E. Luego | f|| = 0.

Si f no es la funcidn cero, entonces existe un x tal que f(x) # @; por

lotanto x #8 y |x] #0; y= TET es tal que [y =1 y fly) #e.
X

Entonces,

0 < [fly)| <|If]].

Luegol]fll >0.

b) ' |laf]l = |a| ||f]], para todo f € L(E,F) , a € R".
laf |} = sup {[f(ax)| : x € E; |x] = 1}
= Sup {|af(x)| : x € E; |x] = 1}
= Sup {|a| [F(x)] : x € E; |x] =1}
= |a] sup {|f(x)| : x € E; |x| = 1}
= lal lIf]} -
c) " Hf+g”_i[|f|l+ llg]| , para todo f,g € L(E,F)".
”f+gl| = Sup {l(f+g)(x)] % € E; {xl =1}

sup {]f(x) + alx)| : x € E; [x]| = 1}

it

sup LIF0)| + [gx)] + x € E5 x| = 13

iA

sup LIF(x)] : x € E; |x] = 1} + sup {|g(x)] : x & E; |x|=1}

| A

el + gl -

i A
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As7 |||l es una norma para el espacio L(E,F),

1.6 EL ESPACIO DUAL

Definicidn 1.6-1

Llamaremos Espacio Tuaf de € al conjunto de funciones
lineales definidas del espacio vectorial n-dimensional E, sobre el

espacio vectorial de una dimensidn R.

NOTACION:

Usaremos el simbolo £* para designar al espacio dual de

Definicién 1.6-2

Un elemento de E” se 1lamard Funcional Lineal.

Observacién 1.6-3
Por definicién 1.4-1 el espacio dual de E es un caso

particular del Espacio L(E,F) en el cual F = R.

Proposicion 1.6-4
Si E es un espacio vectorial n-dimensional entonces 34

es también n-dimensional.

Demostracidn

Dado que E* es un casc particular de L(E,F), la dimen-



.73

si6n de E¥ viene dada por la dimensién de E multiplicada por la di-

o
mensidn de R; luego la dimensidn de E” es n x 1 = n.

Definicién 1.6-5
De la misma manera como definimos la base en L{E,F) lo

& .
hacemos para E* considerando m = 1.

Si {e],..., en} es una base de E entonces {eﬁ,...,e:} es una base en
E* tal que
1 : cuando k = i
* =
e.(e.)

0 : cuasndo k # i

n
y para todo elemento x € E, x= | a.e;
{=1
e¥(x) = a.
! ]
Proposicion 1.6-6
El conjunto de los e? € E*, i=1,..., n, forman una ba-

se en E*.

Demostracidn

Similar a la proposicién 1.4-7, para el caso en que



Definicion 1.6-7
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. 'f * * s _ 0.
El conjunto {e},..., en} ¢ E" de la proposicion 1.6-6

es llamado Base Duaf de {e1,..., en}.

Ejemplo 1.6-8
Encontrar la base dual de la base

A = {(1,0,1), (-1,2,0), (0,0,3)}

= 3
Sea A {e],ez,e3} en R

3
a) {e], €, e3} es una base en R

i) '"Es linealmente independiente'

Sean 31s 89, 3y € R tal que

(al,O,a1) + (-a2,2a2,0) + (0,0,333) = (0,0,0)

de donde
Yt =0=r2 =3,
= — =ﬁ
Zaz 0 >az J
=_—>3!=O
a]+3a3=0=>a3=0

Luego A es un conjunto de vectores linealmente

ii) "Es generador"

independientes.



b)

Sea (x,y,z) € R?

!

[t VN
o
1]

(x,y,z) =

[

b]e] + bze2 + b3e3

= (by,0,b;) + (-b,,2b,,0} + (0,0,3b,)

entonces
x=b, - b,
i L
y = 2b

de donde:
b] = X +-%
b, = %
b3 = %—(z - X - %)
Luego {e], €y e3} es una base para R3.

Formemos la Base Dual! de {e}, e, e3}

Sea f, : R? >R : (x,v,2) an by =x+ %‘.
f, i R >R (x,y,2) ans b2=-‘?§
f3 : RE>R : (x,v,2) v b3 = %(z—x— %4

.75



.76

. I .
Luego {fl’fZ'f3} es la base dual de ue],ez,eB}

Lema 1.6-9
Si x € E, 1a funcién Wx definida de E™ sobre R tal

que ?X(f) = f(x) es lineal.

Demostracidon

] % . = v "
a) "Sean f,g € E", x € E; Yx(f+g} YX(F) + ?x(g) .

(F+g) (x)

f(x) + g(x)

?x(f+g)

i

H

¥ (F) + v (q)

b) "Seana €R y f € E™; v (af)=ay (f)"

?X(af) = (af) (x)

= - {
af(x) an\f)

Observacién 1.6-10
Dado que b, es lineal, ¥y esti en el espacio dual de

e
E'; es decir ¢ € (E*)*: este espacio se denotard E** y 1o 1lamaremos

el segundo dual de E.

Proposicidn 1.6-11
Existe un isomorfismo natural entre E y g™,
Demostracidn

E S

Definiremos la funcién ¢ : E+ E* : x v+ ¢(x); don

de 9(x) (f) = f(x), para toda f € E*.



a) i) Yestd bien definida ya que ¥(x) es lineal.
ii) "Unicidad de las imdgenes'
Sean X,y € E.
x =y => f(x) = fly)
=> y(x) (F} = wly) (F)

=> P(x) = y(y)

b) p es un morfismo

i) "Sean x,y € E, f & E™; ¢(x+y) = uw{x) + v(y)r.

Pix+y) (F) = flx+y)

1]

flx) + fly)

1]

px) (F) + wiy) (F)

]

(p(x) + wly)) ()

Luego ¢(x+y) = v(x) + Uy).

ii) "Seaa €R, x € E y f€EY Wax) = av(x)".

Ulax) (F) = flax) = af(x) = a¥(x)(f) . Luego ¢(ax) = ap(x).

c) "y es inyectiva'
n

L
i=]

Sea e ...,en}-una base de E, x = § a.e, €& vy =

!7

77
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x #y ==> a_I # bj’ para cierte j < n
= w(X)(ej) # w(y)(e?}
=> y(x) # v(y)

d) ' ¢ es sobreyectiva"

Sean 0 € E°F y e? € E*, un elemento de la base dual.

]

w(x)(e?)

e?(x) = Q(e?)

ﬁ(e?)

a.

- oD

&
Luego existe x = ﬂ(e?)e; € E, tal que

i=1

pix) = ¢ .

Proposicién 1.6-12
. . . . . , %
Si E es un espacico vectorial n-dimensional entonces E

también lo es.

Demostracicon

; ’ dok . .
Dado que E es iscmorfo a E poseen la misma dimen-
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Observacidn 1.6-13
AsT como dotamos a L(E,F) de una norma podemos hacer-

*
lo con E;

I e e —r

f  av—s || F |

con [[fil = Sup {|f(x)]: x € E 5 |x]| < 1}

Lema 1.6-14
[f(x)| < W f]l |x], para todo x € E.
Demostracidn
Dado que [[f|[= Sup {|f(x)] : x & E; [x] < 1} entonces
[f(x)[ < |If]] » para todo x € E, |x| = 1. Sea x € E, x # 8 tomando;
X
Y = 7T 7 »

x|
[yl= 1 ; de donde

[ x)

FU"[ < el => i

FO) | <

[ X]

=> [f(x)| <[flllx] para todo x € E.

Proposicién 1.6-15
£* con la norma definida como en 1.6~13 es también n-

espacio euclideo.

Demostracidn

Supongamos que E es un n-espacio euclideo; debemos de
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- - * -
finir un producte escalar en E y demostrar que Ta correspondiente

norma es preclsamente la definida en 1.6-13.

Sea {ei,..., en} una base ortonormal en E y sea {e},..., e:} la base
%

dual en E ; definiremos el producto escalar para los elementos de la

base duval asfT:

(e*i'/e‘;‘) =1, (e?/ejf) =0, sii#]

y el producto esclar de

n
_ % - * -
f= i£] a.e; y g izi biei asT:

(f/q) =

a.b.
I [

il t~12

esta funcidn define un productoescalar sobre E por proposicion 1.2-2.

La correspondiente norma es entonces

1
L

lf] = (1’,"1’)”2 = [ ) a%]r, para f= } afe?
i=1 i=1

Verifiquemos si la norma definida en 1.6-13 coincide con esta norma.

Es decir:
If]l= sup (1F(x)] : x € E, [x| =1} = [_E ai = |f|

a) sif=0;|fl=0=]f]

n
b) ST f#6; seax€E, x= } ¢

Entonces:
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£(x) a ‘.e‘;‘] (x)

1 J

Il &~

]
o~ ————,
—

]

* 4
(alel + ...+ anen)(c‘e] $ e # cnen)

it

S
c + ... +ce )+ ...+ + ...+
e} ( 1€ y ) anen (c]e] cnen)

1% 1 n

= alc]el(el) + ... alcnel(en) + ...+ 3 chel (e ) I S

e
+
ancnen(e )

AsT: Sup {|f(x)| : x € E; |x| = 1} <

Solamente falta demostrar que
d 1/2
[Z a?] < Sup {[f(x)[ : x € F, !xl=1};
i=1

para ello trataremos de encontrar un x € E con |x | = 1, tal que

[z a?] < [f]
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n
(x/x) = ] a%a?

1/2 n 2 2)1/2
x/x) =} ] A
i=1
n 1/2
= X f i a?
(i=1
=1 i va que [x| =1,
de donde A = .
e donde 3} = 177
T
tl.='f '
Luego, |[f(x)] = ié a, \ a,
N ay1/2 2 1/2
= Z ai Z % , por 1.2-4
i= i=1
n 1/2
Como [ L az? a?] = 1 entonces
i=1

(_E a?}”z - l#00]
i=
< Sup {fx)] : xe e x| = 1}.

Por lo tanto

sup {|F(x}] : xeEe;: |x| =1} = {.E] aiJ
|=

Proposicién 1.6-16

. - e
La funcidn candnica de E en E preserva la norma.
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Demostracion
Sea ¢ la funcidn candnica definida como en 1.6-11.

Luego

(x| = sup {lwGI(F)] : FeE™; [F] = 1)

”H’(x” e Ix[u

D) Je(x)]| < |xl
oG (A | = [FGI] < [Fl]x] < Ix] 5 1f] =1
Por lo tanto [x| es cota superior de {|¢(x)(f)|: |f] = 1}
Luego Sup {{w(x)(f)| : |[f] = 1} < [x]

i) x| < [w(x)]

Sea x , le = 1, encontraremos f, If} = 1, tal que [f(x)| = 7,
n n
Sea x = ] a.e, y f= ] aie?
i=1 i=1
1= x| = If]

n n n 2
f(x) = |} aie? QZ] a.e.) = _Z a,
F =

i=1

2
= |xI = 1

[ F(x)] =

] o
i=1
Luego |x| = [f(x)|

< sup {J¥(x)(F)] : [f] = 1}

——a

Es decir |x| i_!¢(x)| 3 osi|x] =
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Si tomamos cualquier y # 8 con y=ax vy |x]| =1
iyl = [elax)| = Jap(x)]| = Jallu(x)]
lw(y)] > lallxl > [ax| > |y]

Luego |y| < [w(y)| , para cualquier y # ®.

TOPOLOGIA DE UN ESPACIO EUCLIDEO

1.7 CONJUNTOS ABIERTOS.

Consideremos la topologia usual de un n-espacio euclfi

deo E.

Definicién 1.7-1
Sea E un n-espacio euclideo. Llamaremos bofa abienta

de centro x y radio r, con r > 0, al conjunto

B(x,r) = {y € E: |x~-y| <r}.

DPefinicion 1.7-2
Sea E un n-espacio euclideo. Llamaremos bofa cerrada de

centro x y radie r, con r > 0,al conjunto

B(x,r) = {y €E: |[x~-y| <r}.

Definicién 1.7-3

Sea S ¢ E; S es un conjunto abienfo si para todo x € S
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existe un r > 0 tal que B(x,r) ¢ S.

Proposicién 1.7-4
Si (Sa)aEA Es un conjunto de conjuntos abiertos, enton

ces U 54 es abierto.
aEA

Demostracion

Sea x € S ; entonces existe un a_ € A tal que
GEA ¥

x € Sa . Como Sy €5 abierto existe un r > 0 tal que B(x,r) c S,
-] o

B(x,r) c Sy © U S , por lo que U Sa es un abierto en E.
° aga® a€A

Proposicion 1.7-5

Si, S.
i

n

l,..., n es un conjunto finito de conjun-

]

n
tos abiertos, entonces S M Si es abierto.

i=l
Demostracion
Sea x € S,entonces x € S., i = 1,...,n. Como cada SE

es un abierto, existen re >0, i =1,..., n tales que

B(x,ri) € 5;: i=1,..., n. Sear=min {r ,rn}.

EERE

Entonces B(x,r) ¢ S.

Luego S es abierto.

Proposicién 1.7-6
Sean G ¢ E un abierto, x € G, y € E, y # 6,; entonces

existe b > 0 tal que x +ay € G, para toda a, tal que lal < b
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Demostracidn

Si G es abierto existe B(x,r) ¢ G. Encontremos b » 0

tal que x + ay € B(x,r), si [a| < b.

[x = (x + ay)| = [-ay| = [ay| = [a]]y]

lalfyl < r si |af <m

r
Es decir x + ay € G cuando fal & e, o Luego b = .
[y [yl

Proposicion 1.7-7

Todo conjunto unitario no es conjunto abierto.

Demostracién
Si E# (8), existe y EE, y#6. Seax€E y r > 0;

si Xx = 6 entonces z = E?—T-y € B(0,r). Luego B(x,r) € {x}.
Y

Si x # 9, ER tal que 1 < o < ——+ 1

i x sea a al qu a T;T
o # 1 ==> ax # x

ax - x| = |(@ - x| = la~1||x]| <+ [x| = r
l | = | | = |a-1]]x] mH
lax - x| < r==> ax € B(x,r)

Luego B(x,r) ¢ {x}.

Ejemplo 1.7-8
Sea x € E y sea Sn = B[x,%} n=1,2,.... . Entonces
cada Sn es abierto, pero la interseccién de los conjuntos Sn consiste

de un solo elemento; luego no es abierto por ser un conjunto unitario.
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Definicidn 1.7-9

Sea {e;,.., e } una base de E y sean A = (a1,..., an) y
B = (b1,..., bn) dos puntos distintos en R tales que a. <b, para ca-
da i = 1,..., n. Llamaremos {niervalo Ccerrcde al cenjunto que denota-

remos asi:

n
[(AB]=1{x:x= .E x.e. , a,

Definicidn 1.7-10
Un intervalo cerrado es |lamado fnfervalo ecfbicoe cerrado
si existe un r > 0 tal que bi =@y % Ty i=1, «.., N.

E1l ndmero r es llamado el Lado del fntervale.

Definicion 1.7-11
Un punteo {nterior cde un conjunto S ¢ E es un punto x € S

-~

tal que para algdn r > 0, B(x,r) ¢ 5.
Proposicidn 1.7-12
(Caracterizacién de conjuntos abiertos).

Un conjunto es abierte si y sélo si todos sus puntos

son puntos interiores.

Demostracidn
( =>) Si S es un conjunto abierto entonces para cada
x € S existe un r > 0 tal que B(x,r) ¢ S; entonces x es un punto in-

terior.



.88

( <= ) Todos los puntos de S son interiores, entonces para todo x € §,

existe un r > 0 tal que B(x, rx) ¢ S; luego S es abierto.

Definicién 1.7-13
Los intervalos cerrados Iy J son !lamados casdi-disjun

fos si INJ no contiene puntos interiores de I & de J.

Lema 1.7-14

Sea E un n-espacio euclideo. Entonces existe una su-
cesion I1’I2""’ Im.... de intervalos cibicos cerrados de lado 1 vy
casi~disjuntos dos a dos tal gue

[ <]
E= U I.
i=1 !

Demostracidn

Para cada m = (ml,mz,..., mn) en 2" formemos el inter-

valo clbico cerrado

n
Iﬁ ={x: x= Z X, €., My g X. c Mo+ 1, i=1,..., n}
Sean m, m' en Zn, m # m' y probemos que I,y I, son casi-disjuntos.

Si xn r\Im. = ¢, ellos son casi-disjuntos.

n
Supongamos que existe x_ = .E‘xfei en T. NI, vy sea

n
i = o €
e > 0. Los vectores y izl Y€ 2 ) Ziep con y; = xp ==,

i=1 n

E .
z, =% " o= pertenecen a B(xo, €} ya que
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1/2
€ 2
g =2l = |3, 1% -+ g
1/z a 1/2
n 5 2
= - =|) E
i=1 1 2/m i=1 B
2 y1/2
€ €
()"
- £
De lgual manerallxo vl < 5
Pero si m = (m},mz,..., mn) ym' = (m;,mé,..., m;), por ser m # m' pode

- ! ! i
mos escoger j tal que mj # mj; sea rn_j < mj; entonces mj + 1 i_mj.

Como X € Imﬂ Im. se tiene que m, 5 xjf— mj + 1, de donde

m, =x, =m, + 1; Tuego

m, + 1= x, <«x. + £ =y, Yy z,=x, - <X, = m:
J J P I T i) b oa2vn ] ]

AsT y £ Im y z £ T 1, © sea que X, o es un punto interior de Im y X,

no es punto interior de Im"

Por lo tanto Im é Im, son casi-disjuntos.

-

Sea x € E, x = x.e.; para cada i < n, sea m. un entero tal que

i=1
m. < X. E_mi+1; entonces x € I , conm = (ml'mZ""’ mn). Luego

i =7

E= U I , en donde cada I es un intervalo ciibico cerrado de lado 1,
mezt M m

y dos cualesquiera de ellos son casi-disjuntos. Como Z es un conjunto

numerable, Z" 1o es también, o sea que podemos escribir E = m%&rm’ en

donde (Im)m>1 es una familia numerable de i{ntervalos cibicos cerrados

de lado 1 casi-disjuntos dos a dos.
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Lema 1.7-15
Si I ¢ E es un intervalo cibico cerrado de lado r, I

" ey e & i o
puede ser cubierto por una familia finita de 2° intervalos cilbicos ce

rrados casi-disjuntos dos a dos de Iado-%.

Demostracidn:

Sea I = {x:x = X:€ey 82 < X, < biy i=l,000,n}
]

e~

un intervalo cibicoc cerrado de lado r.

Los intervalos clbicos cerrados de la forma

n
T=1{xix= } x.e., c,

i=1 i<

<d., i=1,..., n} en donde para cada

.l
I3

g ; i 5 B -, ;
constituyen una familia finita de 2 intervalos cibicos cerrados casi-

r

7 cuya unidén es fgual a I.

disjuntos dos a dos de lado
Teorema 1.7-16

Si S ¢ E es abierto, entonces S es la unidn de un con-
junto numerable de intervalos clbicos cerrados los cuales son casi-

disjuntos dos a dos.

Demos tracion

Consideremos una particidn de E (Lema 1.7-14 de inter-

Wy,

valos clibicos cerrados de lado 1y casi-dfsjuntos dos a dos (I, ") .
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Sean (1) (1) (1)
L 2 H ’ n b

: , los intervalos de lado 1 que

()
g

estan contenidos en S y K Kﬁ‘), ... los restantes.

sy

(1)

Partimos cada uno de los intervales K} P Kél), g KSI)"'

. en inter

valos clbicos cerrados hasta obtener I$22 I§2},..., I

(2)

,... de lado
n

1/2. (Lema 1.7-15)

Sean s y-+« los intervalos que estdn contenidos

(2) (2)
I8 5,

(2)
1 Jn

. los restantes.

(2) (2) (2)
en S y sean K] , K2 5 W Kn 5

Continuamos este proceso hasta obtener intervalos

I{m), < Iim), sy me),..., J(m),..., K(m),..., K(m),... de lado
n 1 n
! g sime g
e & para todo m, con ; el

2
)

- T m - - - -
Los intervaios J} son un conjunto numerable de intervalos cibicos
cerrados casi-disjuntos dos a dos. Demostraremos ahora que la unidn
de ellos es igual a §. Sea X € S; entonces existe r > 0 tal que

B(xo,r) c S.
Sez m € N. Dado que ng) es un intervale cdbico cerrado, entonces

<Y, s b, i=1,..., 0},

n
J}m)={z:z= )
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1 % 1 2
< — == ;
- 2m--l oM 1 oM i
entonces
n 1/2
x-yl < |3 [2-]] -2A&

2vn m-1
Tomaremos unm tal que —;-< 2

Luego este m es tal que

(m)

(m) _ ) ¢
x, € I >I, ¢ B(xo, r}; para todo i € N.

Notemos que a partir de m todos los intervalos estdn incluidos en S.

(j) (m)
AsT:; si x no esta en J J, j<m, x estard en un I =
[&] n (8] n
(m)
Por lo tanto S = WJ. .
izl
m>1

Definicidn 1.7-17
Para todo conjunto S ¢ E, el {nternion de S es la
unidén de todos los subconjuntos de S abiertos de E y se designa por

¢, (S es el mas grande abierto contenido en S).
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Demostrar que toda bola abierta en E es un conjunto

abierto.
En efecto: Sea z € B(x,r)

d(x,z) <r ==> r ~ d(x,z) > 0

Construyamos la bola
B(z,r-d(x,z))
Sea y € B(z,r-d(x,z)); entonces d(z,y) < r-d(x,z).
Por propiedad de distancia sabemos que
d(x,y) < d{x,z}) + d(z,y)
entonces d(x,y) < d(x,z}) + r - d(x,z)
=> d(x,y) < r

=> y € B(x,r)

Luego B(z,r-d(x,z)} c B(x,r).

Proposicion 1.7-19

Demostrar que el interior de un conjunto S es el con-

junto de puntos interiores de S,

Demostracion

Sea x un punto interior de §; entonces existe B{(x,r)
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tal que B(x,r) ¢ S; entonces x € U F

FcS
F abierto
ya que F, = B(x,r) es un abierto.
Si x€ UF , X € F] para algidn Fl abierto, F] c S.
FcS
F abjerto
Entonces

c S

x € F, => x € B(x,r) ¢ Fy

1

=> B(x,r) ¢ §

==> x es punto interfor de S.

1.8 CONJUNTOS CERRADCS

Definicidn 1.8-1
Sea S ¢ E. S es un conjunto cerrado si su comple

mento es un conjunto abierto,

Proposicion 1.8-2
La interseccion de una familia de conjuntos cerrados

es cerrado.

Demostracion

Sea (Su)aEA una familia de cerrados de E.



M s = U S
aBA | aEA\ ©

U

<€A S, ¢©s abierto por 1.7-4

Luego por 1.8-1 M S_ es cerrado.
«EA
Proposicién 1.8-3
La union de un conjunto finito de cerrados es cerra-

do.

Demostracion

1 Bovi .. u, Sn cerrados en E y sea

n n o/
Sabemos que (U Si)= N [5; es un abierto por 1.7-5.
' i=] i=]

Luego, por 1.,8-1 S es cerrado.

Los conjuntos cerrados pueden ser estudiados en términos de la nocidn

de punto limite de un conjunto.

Definicién 1.8-4
Sea S ¢ E; x € E es un punto Limife de S, si para to

do r >0 se tiene que SM B(x,r) es un conjunto infinito de puntos.
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Teorema 1.8-5
Un conjunto S ¢ E es cerrado si y sélo si contiene to-

dos sus puntos limites.

Demos tracion
( <== ) Supongamos que S contiene todos sus puntos 17-

mi tes.

Sea x € (:S; x no es punto limite de § entonces existe r > 0 tal que
B(x,r) N'S es un conjunto finito; es decir B(x,r) NS =¢ &

B(x,r) Ns = {y],..., vy }. Sila interseccidn es igual a vacio es in
mediata la conclusién. Si la interseccidn es un conjunto finito to-

memos r' = min {r, [x—y]], 3 Himi |x-yn[}, entonces § M B(x,r') =¢ .

S NB(x,r') = ¢ == B(x,r') ¢ (is =:>(rs es abierto. Luego S es ce-

rrado.

(=>) Sea S cerrado y x un punto 17mite de S; para todo r > O

Blx, v} Po5 & # ==58lx.r) ¢Cs

=>x £ CS ya que CS es un abierto; lue

go x € 8.

Por tanto $ contiene todos sus puntos limites.

Definicién 1.8-6
Un punto adherente de un conjunto S ¢ E es un punto

X € E tal que para todo r > 0; S N B(x,r) es diferente de vacflo.
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Definicién 1.8-7
El conjunto de todos los puntos adherentes de S se de-

nomina la adherencia de S y se denota por S.

Proposiciéon 1.8-8
La adherencia de un conjunto S es la interseccion de

todos los conjuntos cerrados que contienen a S:

S=MNF; ScF, F cerradeo.

Demostracidn

" P (-\_ t1
kiSE}F) ‘ o

F cerrado

Com M F es cerrado por 1.8-2, (HFW F es abierto.

ScF “ScF
F cerrado F cerrodo
Sea x € (ﬂ( M F) ; entonces existe r > 0 tal que
ScF
F cerrado

B(x,r) M( NF) = ¢.de donde B(x,r) NS = ¢; entonces x £ S & sea

ScF
F cerrado
(s
TN
Luego C(F\F) c-C?
ScF
F cerrado

F cerrado
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=

b
Sea x € f S entonces x £ 5; existe B(x,r) tal que B(x.r) NS = ¢ de

donde S (hB X,r); B(x r) es cerrado que contiene a S tal que

x B(x,r), en consecuencia x £ NF,entonces x € (j(ﬂ F)
ScF ScF
F cerrado F cerrade

Luego C's’ c ..F(n F)
\ geF
F cerrado

Por lo tanto S =N F .
5cF
F cerrado

Proposicién 1.8-9
Si x€ES vy x £S5, B{x,r) MS es un conjunto infini-

to.

Demostracidn

Supongamos lo contrario. Sea B(x,r}N § = {yI,...,yn}.

1 3 . .
Sea ri < ijd(x,yi); si tomamos r = min {r., i = 1,..., n} , entonces,

B(x,r} NS = & gque es contraric a la hipGtesis.

Proposicion 1.8-10

S es la unidén de $ v el conjunto de puntos ITmites.

Demostracién
Sea S ¢ E.

Sea §' = {x € E : B(x,r) M S es infinito}. Debemos demostrar que

|" 'll"-.
[

UNIVERSIDAD DE EL SALVADe™ |
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u|
i

SuUS'.
“ECSUS, ",

Sea X € S, entonces para todo r > 0 B(x,r) NS # ¢

x€S 0 x £S5,

Si x€S, x€SUS'.

Si xS, B(x,r)NS es infinito por 1.8-9; & sea x € S', de donde
x E5US',

Luego S ¢ S U S!',

!lsusl C§II

€ S JS' = x€S & x €S

x

x €5!' => B{x,r} N S es infinito

=> B(x,r) N S #¢

x €S =>x¢€B(x,r)N S
=> B(x,r) NS #¢
=> x € §

Luego S US' ¢ S.

Ejemplo 1.8-11

Toda bola cerrada en E es un conjunto cerrado.
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Demostracidén
Sea B(x,r) una bola cerrada en E. Demostrar que

-
(Jﬁxx,r) es abierto.

.

Sea y € (:E(x,r); d(x,y) > r. Tomemos r" = = (d{x,y)-r) y formemos

L
2

B(y,=™). Verifiquemos que B{y,r™) ¢ (ﬁﬁxx,r); para eso sea

N

z € Bly,r*);
dly,x) < dly,z) + d{z,x)

dly,x) = dly,x) + r < d(x,z), es decir d(x,z) > r; luego
z € (:E(x,r).

Ejemplo 1.8-12

Todo intervalo cerrado en E es un conjunto cerrado.

En efecto:

Sea I = {x € E, x= X.e. :a, <x,<b,, i=1,.,.,n}

] | B | i I )

| t~12

f
un intervalo cerrade, donde A= (a.,..., a ) yB=(b,,..., b ) son
] n 1 n

dos puntos distintos en R". Observemos que el complemento de I es

l’"
Ic ={x € E, x= z x.e, X, <2, 3 bi < X., para algin j=1,...,n}.

i=1 < 7 . J
Demostraremos que IC es abierto.

C
Sea x € I~ ta2l que x. < a,; sea r = a. - x. y probemos que
J J J J
c e

B(x,r/2) ¢ I". Siy € B(x,r/2), y= ) Yi€:» verifiauemos que

1

. < a., es decir a. - vy. > 0.
yJ 4 i YJ
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J J J

Dado que x. - y. < |x. - y.| < [x - y]| < z,
] 1= i 2

r Al 30
a. - <a, -x, +=m=a, - x, + 0=
J % Joy 2 j 2
a. - x.
=_'-L_?__J_>0'

G .
Luego I” es abierto.

1.9 COMPLETITUD

Definicign 1.9-1
Una sucesidn (xk)kEN de elementos de un espacio vecto-
rial normado E se dice que es de Cauchy si para todo ¢ > 0, existe un

N €N tal que si m, k >IN, entonces |xm = xk| < e,

lema 1.9-2

Sea E un n-espacic euclidec y {e %ii en} una base or-

1ree

n
tonormal en E; entonces la sucesién (X con X = Z L

k)kﬁN k



Demostracién

( => )} 3eac > 0; dado cue (x.}.gv es de Cauchy exis-
LA 4w
te N € N tal que {x - X.I < g, para todo m k> N: para cacda i = 1,....,n
- K ) !
tenemos gque
[ ! !
X - s £ opx F oMol € e 3
mi kit — - "m
n
va que x - x, = H X . - X .le. .
e q . k i ( i ykl) :
AsT <in)k€N es una sucesidn de Cauchy de nimeros reales, para cada
i=1,..., .

{ == ) Sea ¢ > 0; dado que (Xk es una sucesién

)
P ke

de Cauchy, para cada i = 1,..., n entences existe N. €N tal cue

m.k > Ni implican que

X, . =X [ < £/n.
ki ml /
n n
AsT % x | =1 ) e, - ) e,
S P TRyl T UL RSt T L RS

¢ g 2\1/2
= i 7 (X'(; - VT_\. '
n L] »
= ) Age ~ X g <€

Por tanto ix, - x |
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es decir [xk - xm[ < ¢ siempre que m,k > N tomando

N = max {Ni; i=1,..., nl.

)

Luego es una sucesidn de Cauchy.

X ke

Definiciégn 1.9-3

Una sucesién (x de elementos de E se dice que Con~

k)kﬁN

verge a x si para todo ¢ > 0 existe un N € N tal que k > N implica que

IX'x,kl < £a

Lema 1.9-4
La sucesidn (xk}kEN de elementos de E converge a
n
- -, 3 - -
X = Z x.e, siy solo si paracada i =1,..., n las sucesiones
iz P
% . convergen a x..
Gt een J i

Demostracion

(=>) Sea e > 0; entonces existe N € N tal que k > N

implica que |x - xkl < g; por lo tanto para cada i = 1,..., n tenemos
que ]xi - X < |x - xk] < €.
As1 lx. =X f < ¢ siempre que k > N.

(<= ) Sea e > 0; existeN_, i =1,..., n tal que
1

k > Ni implica que lxi - xki[ < E/n.
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n

AsT |X - Xkl < E ixi - xkié < g; es decir que |* - Xk] < ¢ siempre
i=1

que k > N, tomando N = max {Ni; i=l,..., n}.

Definicidon 1.9-5

Si toda sucesidn de Cauchy (X de elementos de un

k)kEN
espacio vectorial normado E converge a un punto x € E, diremos que E

es complelfo.

Observacidén 1.9~6
Asumiremos el hecho de que toda sucesidn de Cauchy de

nimeros reales es convergente, es decir que R es completo.

Proposicidon 1.9-7

Si E es un n-espacio euclideo entonces E es completo.

Demostracidn:

S ) ié
Sea (xk‘kaN una sucesidén de Cauchy tal que

n
X, = z X, ;&; con k =1,2,..., son elementos de un espacio euclideoc;

por Lema 1.9-2 (X es de Cauchy para cada i = 1,...,n vy dado

ki)kGN

que R es completo para cada i = 1,..., n las sucesiones (xki) conver

ke

gen a Xi; por Lema 1.9-4 la sucesion (xk} converge a

kEN

X =
i

he~13

x;ei; por lo tante E es ccocmpleto.
;o

Dado que E es completo podemos dar ahora algunas consecuencias; para
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ello necesitamos antes de un Lema.

Lema 1.9-8
Sean I, J dos intervalos cerrados con
n
I={x:x= Z aie_, a, <e, <b,, i =1,..., n}
- i i i i
n
J=1{x:x= 7 @e, m <% <n., i=1l,...,n}. Entonces IcJsi
= !
y sclamente si bi-i ni Y mi E_ai para todo i < n
Demostracidn
n
{(=>) x= ] ae €6I=>x¢€J

< N..

n
y=Zb.E.€I=>y€J"‘~—=>m_-:b.f_ni;por]otantob. ’

III F =" I

n
(<=) Seax€I, x= ] ge cona, <a <b,; dado que m < a,

1 I

m. < a. < a. < b.

. < Nn.
I - 1 y E

i
v
3
{A
2
{A
s |

-
[
1)

a
@]
—
[g]
Lo



Proposicién 1.8-9

Sea L 1,5 «.- :\Ik Ty ... una sucesidn cecreciente
£

i
(=
+
]
]
[
3
rt
1]
7y
O.
il
-
sl
[g]

de intervalos cerrado o. FErntonces

Cemostracion

coger un2 sucesidn Xyp Xpsooos X guon tal que
n
X €I, Xy € I2’ e Xy g Ik"" siendo Xy = :g} CRRLT
n n
KZ = ;E} aizei,..., xk = :E a;ke?...., -

Ll

Demostrermcs cue la sucesidn (x, ) , es de Cauchy; para ¢7lc basta demes-
' k’ kEN L
‘rar que la sucesidon {a., ) es ce Cauchy por Lema 1.9-2: pero
3 ! la ik ke €5 e Cauchy por Lema 1.5-2: pe
{a'k)“EN es Lna sucesion creciente y acctada supericrmente ya cue por
1? RSN
Ltema 1.9-8 I, ~I. => a,, < a.
1 =72 i1 - iz
I, oI, => a. < a. v asi I, oI o.. I .-
24, 2 %y ¥ ¢ g K =
2y 2, fe % e 2 S Y también A, 2 D, P2r2 todo
= i = T G
kK €N, i l,...,n. AsY para k =1, a., <« bfk < b;,. nor 1o tanto
b S | e H
Lim 2., existe siende Lim 2. T @;, cor 2. ErR, t =1,....n Luege
fg-2en K ) !
. A : ~ c
(a .. es de Cauch or 'o tanto {x ) . es de Cauchy. Como © es
ik’ ken 4 R e ke “m

n
completo, (xk)ng converge a un x::é a.e
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t"x € M T

k=1 K
n
Sea j € N probaremos que x € Ij' Para que x = Z a.e. pertenezca a
i=1
Ij debe cumplirse que a,. < ai :»bii’ i<n,

es decir verifiquemos que a,. < Lim CR dado que
i W
(aik)keﬂ es creciente, entonces Lim a,

ko ik

i) "a, E_bij” es decir verifiquemos que Lim a., <

. i -
L Kk bij' por Lema 1.9-8
sabemos que, para toda k, k € N, I < bi

K para un j fijo siempre
a., < b.., para todo k, k € N; por lo tanto Lim a., < b..; es de-
ik ik — i)
koo
cir a, < b,,
i — ij-
Luego ai :_a? E-ﬁij'
Por tanto a., < a, < b,,, para todo k EN. Luego x € N I , es
ik — 71 — 7ik L1 k
gecir M Ik £ 4.
k=1
Proposicién 1.9-10
Sea T

= - -
) =) Lz:) ..... T 2

una sucesion decreciente
de intervalos cibicos cerrados diferentes de vacio;. si

los lados de los
- - - - =
intervalos cibicos convergen a cero entonces el conjunto 0N Ik posee

k=1
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un solo elemento.

Demos tracion

Para cada k, lk es un intervalo ciubico cerrado, es de-

cir
n
Ik = {x X = ;Z] or.ie‘., aik < o _<_b,k}
con bik T T T T 0; ademas tendremos que tlm " = 0: en este
~»c0
caso la interseccién es un solo punto.
n
(ra)
Verifiquemos si x = z a.e., X € N I,  es Gnico.
i=1 ! i=1 ¢
n n
Sean x = _Z xiei, y = .z Yy €, tales que A f_xi :-bik ,

a f_yi f-bik para todo k.

Supongamos x # y entonces, existe j tal que x. # yj; sea xj < yj, es de-

J
cir a, < x., <y, <b,+: entonces b,, - a,, >y. - X, =¢e, >0 se da
k=750 =Tk L
para todo k, k € N. Por lo tanto Lim !b'k - a,k! >e, # 0 lo cual
leren 4 J = "]

es una contradiccidén, ya que bjk = ajk = T Yy tiz e = 0.
Luego x = y.
Lema 1.9-11

Sea (I ) una sucesidn decreciente de intervalos cabi

m’ mEN —
cos cerrados diferentes de vacio cuyos lados convergen a cero. Sea
[+=]

r el lado de I _y {x} = NI
m m m

=1



Sea ¢ > 0; entonces existe unm, m € N tal que In c B(x,s).
i

Demestracidn

Como Limr =0 existe NEN tal que
eves .

< bim} un intervalo cGbico cerra-

1
n
do, con b. - a. = r ; = .e. € => a, <a, <b. ; sea
= im > Y El % Im im—"i — "im’

i } M } i .‘ tm t
Dado ¢ > 0,
S
ly-al= |3 la -2,
i=1 J
2 n 2
y-als Tl lien
- im m

ly - a] < /nr . Similarmente |a - x| < /n r_. Entonces,
m . & m

Iy - xl_i Iy - a[ + Ia = x] f_Z/F rrn < g

Luego y € B{(x,e); por lo tanto Im ¢ B(x,e).

1.10 TEOREMA DEL RECUBRIMIENTO DE BOREL.

Definicidon 1.10-1
Un conjunto F es acotado si F ¢ I, donde I es un inter-

valo clbico cerrado.
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Teorema 1.10-2

Si F1 P D wra oD Fk D ... €5 una sucesidn decrecien-
£

te de conjuntos cerrados no vacios en E y si F, es acotado, entonces

(=]
F= N F es ne vacio-
k=

Demostracion
Para demostrar que F # ¢ buscamos un punto x de F. Sea

I un intervalo cibico cerrado de lado r tal que F‘ ¢ I. Se hace una

particion finita de I en intervalos cibicos cerrados de lado r/2. Al
menos uno de esos intervalos ciibicos cerrados de lado r/2 intersecta

a les Fk para un conjunte infinito de valores de k.

Sea I1 uno de tales intervalos. I1 M Fi # ¢ para una cantidad infini-

ta de Tndices i.
Sea k €N ; si k< I v FT fWII # 0

F FII] # & vya que Fi ¢ F . Luego F

K n IT # ¢ para todo k.

k k

Hacemos una particidn finita de II en intervalos de radio r/4. Sea

I

un intervalo de la particidn de I] tal que F, N 12 # ¢ , para todo

2 k

ks I2 c 11.

Se procede de la misma manera con I2 partiendo cada intervalo hasta ob-
tener una sucesion decreciente I] o 19;3 o wsae Ir ... de Intervalos
cGbicos cerrados con lados convergiende a cero tal que Ir N Fk # ¢ para

todo r y k.



Sea N I = {x}. Pemostraremos que para cada k, x € Ek.
r=1

Sea § > 0; necesitamos probar cue 3{x,¢) N ?k # ¢. En efecto; sea

*
1}

nm €N tal que Im ¢ B(x,8), por Lema 1.9-11, Dado que F f\Im # 0,

k

existe y EI_NF entonces y E I NF, cI ¢ B(x,5)
m m . m

k;

=> vy € B(x,§) => y € B(x,8) N F - Luego B{x,8) N Fr # ¢: es decir

k
x € Fk; como Fk es cerrado, F = Fk; luego x € Fk' For tanto
xXE& M F,..
k=1

Teorema 1.10-3
Si un conjunto acotado S contiene una infinidad de pun-

tos, existe por lo mencs un punto en E que es purnto !'imite de S.

Demostracidn

Puesto que 5 es acotado, S ¢ I, con I un intervale ci-

bico cerrado; sea r el lado de I. Hacemes una particién finita de 1

{

en intervalos cibicos cerrados de lado r/2. Sea in) esa parti-

i<n

Nt
cidn; entonces $ ¢ U Ji; existe un j tal que S NJ., 2s infinito.
i= J

n
Sea II = Jj que puede expresarse también as? I, = yU Ki donce cada
' i=1

Ki es un subintervalo de I, de lade r/4. Para alagin 7, Ki NS es infi-

|

nito.

Sea I2 = Kf tal que S N IZ es inrfinito; procediendo de esta manera obten

dremos una sucesidn II - I2 o TP S Ik e svers de intervalos cibicos



cerrados cuyos lados convergen a cerc, tal que I, M S es infinito para
k= 1,....

o0
Sea {x} = N Ik; para prebar gue x es punto Iimite, sea § > 0 y demos-
k=1

tremos gue B(x,8) NS es infinito.

E! punto x pertepece a cada uno de ios intervalos Ik y existe un k tal

que Ik ¢ B(x,8), por Lema 1.9-11; sero como I, NS es infinito, enton-

k

ces B(x.86) NS es infinite.

Luego x es punto !'Tmite de S.

Corolario 1.10-4

Si @5 una sucesion acotada en E entonces tiene

r 4
Ix
““nneN

una subsucesiGn convergente,

Demostracidn

£ = o .
Sea S c E, § 1xn}neﬂ'

conjunto infinito y acotado tiene unm punto limite. Sea x un punto 17~

por Teorema 1.10-2 si S es un

mite de S, entonces para tode r > 0 B{x,r) N S es diferente de vacio.

1, B(x,1) contiene un punto x_ de S,

n,
|

Sir

i

Si

-
]

1/2, B(x,1/2}) contiene un puntc X de S5; y asf sucesivamente po
2

demos encontrar un x € B(x,1/k) N S.

"k
Oemostremos gque para todo £ > 0, existe N E N tal que k > N implica
|

- x| <e, loqguees lomismo que Lim x_ = x.
n
k k2o Tk

bx



] 1
Si %—< € , entonces [xn - x} < w4 N < € para todo k > N.
: K i

Luego Lim X = x,
ko "k
Definicién 1.10-5

Llamaremos bofa racicnaf a una bola B(y,r) si

n
y = E Y€, donde T, Yyeeess Y, SON racionales.

Lera 1.10-6
Sea G ¢ E un abierto: entonces para cada x € G, exis~-

te una bola abferta B(y,r) con y =

Yi€:s los nimeros r, Yisees ¥
i

n

| My B |

1

son todos racionales, x € B(y,r) vy B(y,r) ¢ G.

Pemostracidn
Como G es abijerto, para todc x € G existe t € R tal
n
que B(x,t) ¢ G. Sea x= ) x,e.. Como Q=R, x, ER => X, € Q.
i=1! )
== B(xi, t/dn) N Q # $; entences para todo i existe un

y; € B(xi, t/kn) N Q, de donde |x, - y;! < t/bn; entonces si

E'

N>
b4
m
1
[~
-
m

n
y= ¥ vie, [x-vyl=

—
-

w13
.-.?
i
g
&



[
€ 1 lr_‘ '
X =yl =17 X
i%3 i
V=0
n
< 3§ Ix,
= it i
=1
Luego |x - yl < t/k.
Sea r un niimero racicnal tal que
t/h o I g Bf

Como |x - yl| « t/4 < r,

]

Y,

1" -
| =

Sea z € B(y,r); entonces

<

x € B(y,r).

r:

e —

A

t/lh.

lz-x]=lz-y+y-xl<lz-yl+]ly-x]<r+rvr
fz - x| <« t/2 + t/2 = ¢
Luege z € B(x,t); entonces B(y.r) ¢ B(x,t); por lo tantc

x € Bly,r) ¢ B(x,t) ¢ G.

Lema 1.10-7

G.)

S 4
St A o 28A

te un subconjunte numerable (Ga )

U Gy v
o1 o5} iEN

Demostracidn

1
L |

b

.

f

es un conjunto

de

1

Lyenay

tal que

cenjunto B de bolas racicnales es numerable

Ak

coniuntos 2biertes, exis-

porque



Q es numerable.

Sea S = {T € B, T c Gy para algin Gyl

Como $ es numerable, S puede escribirse

w
1}
s |

(5]
L
3
-
.
-
w
-
—

Para cada i escogemes un uf tal que

S € & , entonces
I o4 i

U S.c U Gy ¢ U G o
i EN i €A

Sea x € U G_; entonces x € G, para algln B, Por Lema 1.10-6 existe
ath
y tal que

x € B(y,r) ¢ Gy donde B(y.r) es una bola racional que perte-

nece a §; si B(y,r) = S. entonces §, ¢ 6y Implica que x € Ga , de donde
R " ] j
x € }J,Ga_
TEN

Luego U ch c U G,
2 EA fen i

Por lo tanto U By = U Gu
aEA ieN

Teorema 1.10-8 (Teorema del Recubrimiento de Borel).

Si F c E es un conjunto cerrado y acotade y (G} es
a’ oA

un conjunto de conjunteos abiertos tal que F ¢ U G, entonces

agy

finito de Tos Gg.

m
Fc gﬁfg para un cierte nimero f
i:
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Demostracién

Por Lema 1.10-7 pcdemos consicerar que A es numerable

ikiy S '(r' G
y escribimos los conjuntes ‘JGJGEA como Gy, Gounens
k
ea H = T T T SN
Sea K i:‘ CI P
@ oz
Observemos que Y G, = U H
=1 | k=t K

Hk es abierto ya que es unicn de abiertes. Censideremos para caca k

; c
el conjunto Hk que es cerrado.

Sea S, = Fy para k> I, Sk = F F1H;. Cada coriunto S, es cerrado

va que es interseccién de cerrades y §, es a2cotade, ademds Sk c F.

Si cada Sk fuera distinto de vacio, por Teorema 1,10-2

B
S, 95, 3+-28% D>.... ¥ NS es no vacio, lc gue significa cue
1 2 k =1 <

existe un punto en F gue perterace a tocdos los corjuntos Sk Yy que per

lo tante no pertenece a M , 1o que es una cortradiccidn ya que

<

Fe U Hai por lo tante existe un k tal que Sk =¢ ;
k=1
c k
S, = F NH = ¢, entonces F c K, . Luego F ¢ LJ G..

=1



capitulo 11

Funciones Diferenciables



2.1 FUNCIONES CONTINUAS

Sean E v F espacios vectoriales de dimensiones n y m respectivamente y

—_—F,

it

G ¢ E. Consideremes la funcidn f: € ¢

Sea {eI,..., en} una base en £y {e,,..., em} una base en F; para to-

da x €E v xX€EF

—

Recordemos que la funcién f puede escribirse en términos de furciones

coordenadas (definicién 1.4-9). En vez de x = f(x). podemos escribir

(IH,..., E%) = f(x},..., x?} = (F!(x,...., xn), Y fm(xi,..., xn))
- . 5
X, = !(x’,. i § .ﬂ)
Xy = fplxgaeaey )
x = f (x,,. x ).
m i n

AsT la funcidn f tiene asociado un coniunto de m funcicnes

Definicion 2.1=1

La funcion f 1+ G— F es coenfnua en »x &€ © si para tode

£ >0, existe un ¢ > 0 tal que 5i v € G vy [x - y! < & entonces

[F(x) - fly)] < €.



i
las!

Definicion 2.1=2

Diremos que T es coniinua G si es continua en todo

en

punto de G.

Tecrema 2.1-3

Sea S ¢ E un conjunto cerrade y scotado v f: S =~ R con-

tinua en S, con f(x) > O para caca x € §; entonces existe un o > O tal

que f(x) > o, para cada x € §.

Supcngamos que le conclusidén es falsa. Entonces. para

1
todo n EMN, n > 0, existe un x5 € § tal gue f(xn) <=

l{

Como § es acctado, !a sucesior {x }

5 una sucesion acotada en E;
por 1.1C0-4 esta sucesidn tiene una subsucesidn {x'1 } convergente o sea
Lim x, = x existe Yy X € 5 puesto cue S es cerrado.

k—)m

Probaremos ahora cue f(x) = 0, es decir~ que para tode £ > 0,

[F(x)! < e.

cue si Ix - yi

< §, entaonces
i

[¥2]

ea £ > 0; existe §, > 0 ta
! ! € C F o H
[F{x)-fl(y): < % . para todo y € S, por ser f continua. Existe N, tal
que si k > N, entcnces lx - xnk7 < 5]. Luego, si k > N,

HORICUPIP
K

No|m

Existe M tal que k > M =>

Sea N] = max {N,M}, entonces |[f(x}I-!f{x u)l<



' ! ! t 4 1 £ 1 £ £ £
F(x)! < (fix B R e R S S g S
FOxd < i Flxny) Z n, 2 k 227 2

= ¢, lo cual es unz contradiccién a

la hipotesis.

Teorema 2.1-4

g {7 - . 1 ;-
Si )} !l es una normz en £ v | | es la norma euclidea,

& - | ! ' '
entonces existe ¥ > € tal que “x!'< K:xf y Ix! < KHXH para tode x £

Demostracior

n
Sea x = Z x.e.. Entonces

5 1 + . -
Por lo artericor @ Il = E>IR e¢s vrna fupcidon real continua sobre el

espacio euclides E ya gque dado £ > 0, existe un & > 0 tal que

1
1

Y

L5 I
I
vy oy <o
(IR S -

x -yl < 6= | IIx]] -

[ 1

(! fo[ = ”Y!][ j_”x-y H i_T?x-—yi < g, entonces x - y| < §-= 8.

Sea S = {x : x = 1}, el cual es un conjunto cerrado y acotade (para

! L o Vo
la norma ; . ); |Ix|| > C para todec x € S, presto cue x € 5 => !x|
' ¥ » - 4
=> ;x. > 0 => x # €: cxiste asi un o > 0 tal gue 0 <« g < !xi!\ par

tode x € S.

Si x €E, x#¢, €5

i



" x 1 I 1 1 ' I H v
o < Tl =2 alX; < [|X)=> X| < — X
= P | x
F ¥ 1 f ' (3]
Luego xE < ;—Hx!i M fx'l.
U

Tomando X = max{T, M}

1ot (I !

x|l < x]x’ vy

Definicion 2.1-5
Pzra tode r >

conjunto

Teorema 2.1-6

m

Los coniuntes abierteos en

con

! !

son Jos mismcs con respecte a la norma o .

Demostracion

con la norma H

respecto a la norma!1 1
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!!es el

Sea G ¢ F un coniunte abierte de acuerde con la norma |

I '

crtonces,

;’_X' N ) -
_le_k_(_\ly—xh\f.‘Z;
’!— E t t
A Kx<-£-—__>.:y—x;<r—~>yec.

- A !
Por lo tanto G es ebierto con ! norma |

< r implica que vy € G.

sor 2.1-4

manera si



G es abierte para la norma || | 1o sera para la norma | |
Teorema 2.1-7
La corntinuidad de f en X € G és indepenciente de las
normas er £ y F.
Cemostracidn
Supongamos que f es continua con Ta norma | [ en £y F;
y sea [l [l otra rorma en E y f. Entonces existen X > Cy K' >0 ta-
les que para cade x € E, Ex{ < K Hxﬂ y para cada x € F,‘ixl[ < K'|x|.
Sea & > 0. Existe un 61 > 0 tal que
! ! e v € ¢ i
%, "yl < 8 = {.‘xo} - Fly) <=, Sea d =—; sillx -yll < & se
K °
§
tiene |lx -y'!|<——l—.
}:O i K
' y 61
-y &l - sl S e sl T Vel ) - fle)] < &
X, T oYL S Kilx vii < K e = d¢, imptica ,f\xo, S2R N
5\ <
Entonces, 1‘F(xo) - fy) ] < kUIF(x ) - Fiy)l < w =
- 11 1
Luego f es continua con la norma | 1

Teorema 2.1-8
e funcign f : 6 > F es continua en X £ 6 si vy sélo si

para toda base {el...., e } en F, las funciones reales ascciadas

m

f‘,.-, fm son continuas.
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Demostracién

leremes la norma euclidea

(=> 1} C(Cons’ ., en F con la

(@]

base ortonormal ‘e,. ..., e } y coorderadas {x,.,..., %X ). Entonces pa-
! m 1 m

¥ | ~
m m 7.1//_
— - = fv T g2
ra cada x = E x.e,, tendremos .x! =1} } X, 5
P 2o . B X
4= '\J"I J
Sea e > 0; existe ¢ > C tal gue
lm /2
I r T 1 144
e ) - flydl =0 ) "Fx) - f.y) ] <=
o L= i e | ;
N P
siempre que fxc - v < &.
Para j = 1,.... m.
f m ﬁ\l/z
| £
f - i ! ! 3 1
b (x )-F (y)i < Ifix Y-Fly)] = 1§ "¢ {x)-f (y) < €
joel — © Ty je i i
1= -
. 1 :
siempre gue Xy Y < §-
Por lo tanto ias Tunciones aseciades ©. son continvas, j = 1,..., m.
i
(<= ) S% las f_, i =1 ..., m sor continuas y si to-

siempre que

- et I Y=
1, =yl < 8.5 terardo & = min {8,,..., § 7,
B ; s
i V1/2 {(m di/z
I \ _ T r v\ e ' {_ '!“I B
{F(X —f(y}l Tl i '.(‘xol'“ . k}') < E i E_- 0 * = g
=T ) i : Li=loym g
: . ‘ o ) -
siempre que x - v' < §; es dec'” que 7 es continua.

Teorema 2.1-9

13 F una

[¥3]
m
&S]
3
[xa
<
n
o
Ul
el
U
N
<
(9]
<
[¢]
O
t
Q
-
)
o)
wn
3
0
3
3
ol
(2
Q
Ly
~
t
n
Jr



aplicacion lineal. Entonces las sicuientes condicicnes son equivalen-

in

tes:
i) f es continua en todo E
ii) f es cortinua en @

iii) Existe un K > 0 tal que [[f(x)] <« K!lxIl, pare todo x € E.

Demostracidén
i) => {i}. Es trivial.
ii) => iii) . Supongamos que f es continua en 8; entonces
B = F—I{BF(F{Q),i)) es un abierto t2! cue @ £ B. Lueqo existe un

r> 0 tal que B(8,r) c B.

w
[
W
-

1]

m
~

4

b
<
N
]
L]

L]
-.<
1]
N
A
=
|
!
by
_—
¥
St
A

= T
21 21yl
FXARl 2 e, : 1 K =1 2
entonces Lf\y, , < F—gy.j, de donde el K que buscabames es — .
ifi) => i) Prcbaremos que f es cortinua en x € E.
: . H 1l
Sea ¢ > 0; buscamos un § > 0 tal que Tx-xnﬁ: < § e=>.q(x}—f(xo}!} < e

e ! r ey o< e
];f(x)‘f(xo);:=i;5fx-xo}.§ i_K;x-xo.: < e

] 1 22 5 = €
b N 6 LS S S = 35 -
| o s K

Luego f es continua.



Teorema 2.1-10C
Sean E y F espacios de dimensién finita. Entonces toda

apticacidon lineal de E en F es continua.

Demostracidr

Sea g: E =+ F una aplicacidn lineal. Para prcbar que g

es centinva, encontremos un K > 0 tal que {la(x)} ] < K [[x]l
n n
Sea x €E, x= ) a.e.; se tiene entonces alx) = } aig(e;) por ser
i=] ' i=1
n
g Tineal; [[g(x) [l < ¥ la;] ([gfe) ] .
i=1
n n
Dado que X !a;f define una nerma en £, entonces z ]ai[ < M Hx[}, por
i=1 =
2.1. 4. tuego [lg(x){| < WM x|l donde L = max |jgle.)l], 1 =1,..., n,

1

lo que implica la continuidad de q.

2.2 FUNCIONES DIFERENCIABLES

En estea seccidn trataremos siempre ceon E un n-espacio vecterial

normade, F un m-espacic vectorial normade v G subconjunto abierto de E.

Definicidn 2.2-1
Unaz funcién f : E > F es llamada diferenciable en x € G,

si existe una funcidén £x € L{E,F) tal que, para tode y € G ,

Fly) - flx} = Zx{y-x) + R(x,y)
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donde Lim iR(X,x}[ -
lv=x!30 | = 0.
1 Y™X, y=x|

La funcidon £x es Tlamada "'la diferencial de f en x''.

Denotaremos a la funcidn £x como DF(x).

Observacion 2.2-2
Es importante ver que la diferencial de f en um punto x
es una funcién linezl de E en F; asi, para tode y, z € E tendremos:

[Df(x)](y+z) = [pf(x)](y) + EDf(x)](z} y para toedo y E E y a € R,

J(v).

-

tendremos: [Df(x)](ay) = [Uf(x)

Definicion 2.2-32

Diremos que f G - F es diferenciable en G si f es di-

ferenciable en todo punto de G.

Observacidon 2.2-4
Si £ es diferenciable en todo punto x € G, tendremos la
funcién diferencial Df: ¢ » L(E,F), definida de tal manera que & todo

elemento x € G le hace corresponder la diferencial de f en x.

Puesto que la diferencial de f en un punto x € G es una funcidn lineal
7
y se puede evaluar para tado y € E entorces _Df(x)](y) es un elemento

de F.

Proposicion 2.2-5

Si f es diferenciable en x entonces para todo y € E
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[of(x)](y) = Lim f(x+ay) - f(x)
a0 a

Demostracidon

Dado que f es diferenciable en x

fly) - f(x) = [Df(x)](y-x) + R(x,y), para todo y € G; donde

Lim [R(x,y)| _ 0.

ly=x{=0" [y-x[

Dado que existe b > 0, tal que x + ay € G, para todo [al < b

entonces F(x+ayi M2 (. T %‘{[Df(x}](x+ay'x) + R(x,x+ay)}
= -;—[:D‘F(x)] (ay) + -;— R{x,x+ay)

[DF(x)](y) + %—R(x,x+ay), por ser Df(x) un

elemento de L(E,F), de donde, si la] < b,

(0] (y) = Flrerl = F0d 1 g ray) ; (1)

pero LROGx*ay[ o y[IROx,x+ay) | _ Iyl [Rlx,x+ay) |
El lyllal |ay |

Iyl [R(x,x+ay) | _

y |+0 fay] ’

Siendo Lim |R(x,x+a Lim
= 0 entonces
lay [0 ay |a

luege Lim |R(x,x+ay) | I - Lim R(x,x+ay) _
la|+0 —-——jzn—JL—— 0 , por consiguiente 20 p: = 0.



AsT, aplicando 1Tmite en la iqualdad (1), tendremos:

Lim [Df(x)](y) = Lim f(x+ay)-f(x) _ Lim R(x,x+ay) .
a-+0 a0 a a0 a T

entonces [Df(x}}(y) = Lim f{x+ay)-f(x) va que Lim Rix,x+ay) _ 0.
a0 3 AR a0 a

Definicidn 2.2-6
Sea {e,,..., e } una base de I, y sea (x},..., xn) el co-
rrespondiente sistema de coordenadas. La evaluacién de Df{x) ern el vec-

tor e de 1a base es llamada la derivada parcial de f con respecto a X

r
I

y es designada por [Dﬁ(x)j(ef) = — (x).

ax,

f(x+ae;)—f(x)

=

3

Por la proposicidn 2.2-5, o %) =

of Li
2

&

Observacion 2.2-7

s/ 3
i Lim T (xtae.) - f{x)

a-0 2

existe, diremos que la derivada
parcial de f con respecto a x, existe en x. AsT, la definicién 2.2-6
nes dice que si f es diferenciable, sus derivades parciales existen y

estian dadas por la evaluacidn de Df(x) en los vectores de la hase.

Proposicion 2.2-8

5i f e

n
a
“h
o
b
M

enciable en x, entonces la funcién Df(x)
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Demostracion

Supongamos que £ y m son diferenciales de f en x; en-

tonces:
fly) - f(x) = L{y-x) + R(x,y)
fly) -~ f(x) = m(y-x} + S(x,y),
donde Lim 1RGoy) !l - Uim IS(x,y) | _ 0
|y—x{+0 ly-x! {y—x{*O ly-x! )

Supongamos m # £; entonces existe un z £ E tal que m(z) # £(z); por tan

RS
[s2)

to m(z) - £(z) # 6, es decir (m4£)(z)

Luego Lim |[(m-£)(az)! _Lim la(m-£) (z)!
a»C -

1 -
laz | a0 lallz]

es decir: Lim ;(m—ﬁ)(az):
a*0  laz|

Sin embargo; por proposicién 1.7-6, para todo a, con a}_i K
m(az)-2L(az) = f{x+az) - F{x) - S(x,x+az) - {(f(x+az) - f(x) - R(x,x+az)),

m(az) - £(az) = R{x,x+az) - S{x.,x+az).



AsT:
Lim | (m-£) (az) ! _ Lim ‘R(x,x+az) - §{x,x+az) !
a0 ‘az} a0 faz;
< Lim [R(x,x*+az) | L Lim ! 8(x,x+az
a+0 laz! a0 taz] ’
pero Lim |R(x,x+az) _Lim jS(x,x+az)'_= 0
a'){} !az; a-“O !az! ’

. l _}7 H
por tanto Lim j(m ’)gaZ) = 0: lo cua! contradice el hecho de que
a0 [az_

este lTmite sea diferente de cero: asi £ = m.

Proposicién 2.2-9 (Diferenciakilidad implica continuidad).

Sea G ¢ E un abierto. 3i f : G > F es diferenciable en

x € G, entonces f es continua en x.

Demos tracidn

Dado que f es diferenciable en el purnto x € G, entonces

para todo y € G

fly) = £F{x) = Zx(y-x) + R{x,y)

donde Lim fﬁ(x,‘)! — 0. es decir LST [£ly) - f{x) - Ex(y-x)| _
[y-x|=C y-x] : ly=x !0 1y =

A4
@]
rt
V]
¥z
o
1

Sea ¢ > 0. Existe §,

[£(y) - £(x) - Ix(y-x)| < € ly-x |siempre que |y-x; < 8y, ast:

F(y)-F{x) | - [&x(y-x)| < {f(x) - £{x) - Ex{y-x)| < € ly-x|

0.
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|

siempre que |y - x; < 6,. Entonces
1]

Ifly) - fF(x)] <€ |y - xi+ [&(y - x| »

donde |y - x| < 5?; dado que £&x € L{(E,F), por proposicién 2.1-10 es con-
tinua; luego por proposicién 2.1-9, existe K > 0 tal que

lex(y - x) | <Kkly - x[. AsT:

[F{y)-F(x) ] <€ ly-x] +# kKly = x] = (e + K) |y - x|, siempre que

ly - x| < GI' Tomando & = min {6], ~EE} se tendra
E

o

[Fy) - F(x)] < (e + K){ ;;K} = ¢, siempre que |y - x| < 8. Luego f

es continua en X.

Observacién 2.2-10
ET reciproco del teorema anterior es falso; por ejemplo,
la funcidén f : R =R definida per f(x) = 1xi es continua en x = 0 vy

sin embargo no es diferenciable en x = 0.

Proposicion 2.2-11

Sean E y F espacios normados, y sean % IE y ] ]F’
I ”E y |l HF normas respectivamente equivalentes. Si f: G+ F
es diferenciable en x con respecto a las normas [ IE y | 1? también

lo es respecto a las ncrmas || - v |l i

- su derivada es la
c FY

misma.

Demostracidn

Por hipdtesis f es diferenciable en x respecto a las nor



mas | lE y : IF; asT existe fx € L(E,F) tal que para todo
y €G

fly) - f(x) = £x{y-x) + R(x,y)

donde Lim ]R(x,y)[F
!y'XIﬁo-j-——————; =0, es decir
]

Lim [f(y) = £(x) - Ex(y-x) |
!y-x +0 = 0. Demostraremos que
!
IY - xlE

Lim [[f(y) - F(x) - £x(y-x) [

Ity=x[»0 T = 0.
Y X‘E
Dado que ] iE Yy {i ”E son normas equivalentes existen my m'
que
Izl
m' < <m conm',m>0 y z#8

Similarmente existen M > 0 y M' > 0 tales que

< M. AsT tendremos:

:fly) - f(x) - Zx(y-x)
M
Fe—
u./ |\E

11
1P

[ Fly) - f(x) - ﬂX(Y‘X)IF

[y =T

| v

m

m' [[Fly) - fx) - £x(y—x)“F

M H‘/'X HE

131

tales



.132

es decir:

[ J Fty) = Fl) = Ex(y-x) [l [FGy) - £(x) - Lx(y-x) [,
i HY XHE ]y—xlE

aplicando 1imite:

[f(y) - f(x) - €x(y-x) | | £y )-F(x)-2x(y-x)|

[ml_] Lim te 3 Lim

CH b0 Ty = %I, = lyxls0 Ty T
= G,

Luego Lim ﬁf(Y) - fx) - €x(y- X) .

[}y-x{bo Iy - xI

Por consiguiente, para todo y € G se tiene fly) - f(x) = €x(y-x) + R(x,y),

y f es entonces diferenciable respecto a las nuevas normas y su deriva-

da es la misma.

2.3 CASOS ESPECIALES
Consideremos ahora algunos casos especiales.

Ejemplo 2.3-1

Sean E=F =R, x€R y f :R +IR diferenciable en x.



La derivada de f en x es entonces una funcidn lineal

Ix : R =R, tal que paray # x

fly) - f(x) = &x(y - x) + R(x,y) dorde

Lim  [R(x,y)!

=0
[y=x[+0"Ty=x]

Los vectores en R pueden ser identificados con los nimeros reales; es
entnonces facil de comprobar gue la derivada de f en x, evaluada en el
vector 1, es simplemente la derivada usual f'{x) de f en x. En efecto:

fly) = f(x) = €x(y-x) + R(x,y): haciendo y = x + h:

f(x+h) - f{x) = £x(h) + R{x,x+h); dividiendo todo por h,

f(x+h) - f(x) _ 1
h T h

[Kx(h) - R(x,x+h)j

£ - 3 3
f (x+h) f(x) _ Zx(-l-h) . R{x,x+h)
h R h
y aplicando limite, Lim f(x+h) - £{x) _ o q)
h=+0 h B
es decir fr{x) = £x(1).

Eiemplo 2.3-2

Sean E un espacio n-dimensional, F =R, {e ..,en} una

base en E vy {e?,..., e:} la base dual er £ = L(E,R).
Recordemos que para cada i = 1,..., n, e? € E“, e%(e:) =8,



Sean G ¢ E abierto, f : G >~ IR una funcidn diferenciable en x € G vy

Ex € E* la derivada de f er x.

Puestc que 4£x € E puede ser expresada como:

fly) - £f(x) = €&x(y - x) + R(x,y}

n
) aie?(y-X) + R{x,y)
i=]

donde Lim {R(x,x)l =0
ly=x |0 ly=x]

”

fijemos j = 1,..., n ysea y=x+ce_.
]

Entences
n
nd .
flx +ce.) - f(x) = ) a.e¥(ce.) + R(x,x+ce,)
j oy i ]
n le
= ¢ ) a.e’(e.) + R(x,x+ce,)
=1 "M 4

]

= caj + Rix,x + ce.)

% -
ya que ei(ej) ..

dividiendo todo por c:

fix + cej) - f(x) R{x + ce,)

c i c

‘ BIBLIOTECA CENTHaL |

UMIVESSIDED NE LV SALvaDo>
[ |
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| d \1
. | |
Como I i !R(X,X Ce.‘r[

— Lim it = D o
>0 ; : = 20 : = 0, entonces
ice. | le!
J
+ = F
Lim f(x cej} (x) _ . af i
=a, = — (x
c+0 C J 3. '

Por lo tanto, la derivada de f en x es

of ( ) e

Df(x) = — (x) e,
axi i

Il g~133

1

n
6 también DF(x) = | (Df(x))(ei).e?

i=]

Ejempio 2.3-3
Sea E un espacic n-dimensional y F, m—dimensional;{e,,...,en}
I

una base de E y {&,..., E;} una base de F. Sean

i
G cE un abierto, f: G - F difererciable en x € G, x = E X.e.;

fl,fz,.;.,Fm las funciones coordenadas de f.

Demostrar que f =5 diferenciable en x si y s6lo si las funciones
f.+ G=IR, j=1,..., mson diferenciables en x. Ademds las derivadas
en x de las funcicnes f, son las funciones coordenadas de 7a derivada

de f en x, es decir Dé1(x), PF7(x),..., DFm(x} son las coordenadas de Df(x).

Demostracidn

( ==> ) Puesto que f es diferenciable en x,

fly) - f(x) = £{y-x) + R(x,y), £ € L(E,F) con Lim ]R(x, ¥l _
' [y e Tl = 0
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Si las correspondientes coordenadas de £ son Ei,...,i e €on Ei € E”

entonces fi(y) - fi(x) = £, (y-x} + R.(x,y), i=1,..., m.

m m
Definamos para x € F, x = ) ELE} la norma |[x]| = || ? x.e. l= 7% in| (%)

Entonces para cada i, {Ri(x,y)l < [IR(x,¥) || < K[R(x,y)}|.

IR, (x,y)]

Luego LEW
ly=x|=+0 ly = x|

Por lo tanto cada fi es diferenciable en x y su derivada es Ki, i=1,..,m.

(¢<= )} Supongamos que cada f,, i = 1,..., mes diferenciable en x y su
i

derivada es £.; entonces

fi(y) - f.(x) = Ei(y~x) + R.(x,¥)., i=1,..., m, donde £i g EF y

Sea £ :E—+F : v 'V\ﬂ--t(y), con £(y) = ,ﬁl ()’}g} + ... + ﬂm(y)gm
y R(x,y) = fly) - f(x) - £{y-x); es lineal por 1.4-10. Falta demos~-

trar que

» it
Lim | R(x,z%[?= 0.
!

! | -~
1Y"X|?V 0 |y-x

Usando ia norma definida en (&)

HROGY) | = ; J'Ri(x_-y)l
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IR, o) |
R. (x,y)
RG] _ i=
:Y"Xl iY"X{
m
YR (x,v) ]
Lim  |[[R{x,y) _ Lim =l '
ly-x|+0 ly-x]| ly=x[-0 |y=x|
0 R, (x v?l
= §y  Li | s .
i=1 IY'X -0 IY _ y‘

Luego Lim HR(X,X)” =0,
ly=x|+0  |y=x]

Por lo tanto f es diferenciable en x y su derivada es Z.

Proposicidén 2.3-4
Sea f : 6> F, diferenciable en G y sean fj : G> R,
sus funciones coordenadas, j = I,..., m. Sea {e,. / 1 <i<n; 1 <] < m}

-

base.de L(E,F), donde eij es la funcién que satisface:

It
=

{ ej ;  cuando i
\ & ; cuando i # k

Entonces las funciones coordenadas de Df, respecto a la base de L(E,F),
af.
son las nm derivadas parciales 3;%3 1 <i<n, 1 <] <m
I

Demostracion

Por ejemplo 2.3~-3



3

[of(x)](z) = } [Df). (x)] (z)gj, para todo z € E.
3=

Sea z = e;, para i=1,..., n; entonces

m

[of(x)](e.) = § [Df.(x)1(e.)e.
L j=] 1 t J
m
= jzl [DFJ(X)](ei)eij(ei)
m of.
= jé] Eif‘(x).eij (ei); por definicién 2.2-6,
:
- j§] axi (X}eij (ei) : 5;? (x) €R
: o
= L_EI %, (X)&Ej](ei)‘

n
Tomemos z = z a;e,; entonces
i=1

n
[Df(xx]{.zl ae;) = [Df(x)](a]e]) + ... [Df(x)](anen)

7 EEL { m afj ‘
- j£1 3%, (x)e, (a]e]) + + [j£15§:(X}E"J (a e )

ya que eij(ek) =0 si i #K; asf

n [ m Efi_ m Eﬂ;L y,n
[Df(X)](;Ez a.e;) = LJEI ax](x)e]j+-..+ jzl 3xn(X)e”5){in a.e;)
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n 1{ af . 1, n
[of(x)] (iz ae) = EEn--——-'!-axrb':)eij {( izl a[ei)
jzm J

of.
Luego Df(x) = S;i-(x)e...

i<n i H

JE

Definicidén 2.3-5
AsT como se definié en 1.4-12 1a matriz asociada a f con

f € L(E,F) podemos hacerlo con Df(x), asf:

m of. _
Df(x)(el) = .E §;l (x)ej
j=1 1
0 5 0z
Df(x)(ez) = 'E1 = (x)eJ
: = R
m Bf.'
Df(x)(en) = _Z E;i-(x)e.
J=1 n
La matriz
( afl 3fl af1 }
53;; (X) g;a; (X) ¢ v v (X)
n
af of of
2 2 2
3;7’(X) 5;; (XJ & TR 3;;‘(X}
M(Df) = . ’ .
af af af
m m
g;;'(x) 3;;‘(X) A ggm-(x)
n

es llamada la matriz jacobiana de la funcién f en x.
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2.4 FUNCIONES DE CLASE C].

Observacion 2.4-1
Si f es diferenciable en x € G, entonces

Lim f(x+aei) - f(x)

a0 a 2

cial de f con respecto a %, existe en X. Pero es posible qgue

i=1,..., nexiste; es decir Ta derivada par-

Lim f(x+aei) - f(x)
a-0 a 2

i =1,..., n exista sin que f sea diferencia-

ble.

Ejemplo 2.4-2

~

2 g < -
Sea E = IR” un espacic de dimensién 2 con una base or-

tonormal {EI’BZ} y las correspondientes coordenadas x,y. Sea F =R

vy sea f definida por

~ . -
J§§i§5 ; (x,y) # (0,0)
f(x,y) =

\
t 0 ; (x,y) = (0,0)

Demostrar que las derivadas parciales de f{x,y) existen en el punto

(0,0), sin que f sea diferenciable en (0,0).

En efecto, en cada punto de ia recta y = x (excepto en ¢! origen) la
.o . = 1 N Xz 1 -
funcién tiene el valor constante 7, va que fx,x) = T 7 - AsT, f

X

. . 1
no es continua en (0,0), puesto que si tomamos £ = 7 » para todo §>0,

escogiendo x € R de tal manera que 0 < x <-§§ ; entonces el punto {x,x)
2



LY

cumple [[(x,x) - (0,0)]] < sy |f(x,x) - f(0,0) | > ¢; en efecto:

+2
8 b Q
O £ X <=2 X" ©—
Y2
=3 2xZ < §2
=D /;.;2 + x2 < 3§
=> || (x,x) ]| <&
1 1 W .
y |f(x,x) - £(0,0)] = 5 > 1 por consiguiente f no es continua en

(0,0) y la proposicidén 2.2-9 nos dice que f no es diferenciable en
(0,0}. Sin embargo, sea x = (0,0) vy Hez!!= 1. Entonces

f(x + ae,) = f(0,a) : para todo 2 # O

2

Y pm Fixtaey) - £0 o pi0,8) - £l0,0) _ Lim 0 _
a0 a a0 a T a0 a3

Qe

Luego la derivada parcial de f en el punte (0,0) en la direccidn e,
es 0. De la misma manera la derivada parcial de f en el punto (0,0)

en la direccién e, es 0.

Definicidon 2.4-3

f : G+ F es una aplicacién de clase C1 0 continuamen-
te diferenciable en G, si:
1) f es diferenciable en todo punto de G

2) Df es continua,

Proposicidn 2.4-4

S$i E es un n-espacio vectorial, G ¢ E un abierto y
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f : G > R posee derivadas parciales continuas en G con respecto a las
coordenadas Ryseoes X de una base ortonormal {eT,..., en} en E, enton
ces f es de clase C].
Demos tracidn

Para facilidad, un elemento g a.e. € E serd denotado

i=1
por (al,..., an)

Sea X €G y sea € > 0. Dado que las derivadas parciales son conti

nuas, para 1 < i < n existen v > 0 tales que si y € Gy

Ixo = YI < r, i para i =1, ..., n entonces
af of N € .
3§T'(X) 5;;—(Y, <=, 0= Jeeua, M.

Tomando r = min {ri s i=1,2,... n}, entonces r > 0 es tal que si

y € B(xo, r) entonces

af ) £ B e
x: (xo) i (y)l <=, 1=, 0.

Sea y € B(xo,r); entonces los puntos

o Y
X =X = IX o X
(}, [ n.l’

b
I

= (Y sXgseeey %)

2 =
X (Y!?Y2Jx33"‘! xn)

y = X = (yT’YZ""’ yn) pertenecen a B(xo,r) puesto que

x =-xl<r
[s]



X~ xi|
{x -x2|
o/

lx _ n|
X, =Y

Entonces f(y)

Para cada { =
Qi(x) = f(‘!!,-
_ of
QE(X) = EEE;
g'(x) = Lim ®
! a0
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i}
R ———
~13
o
4
1
»
e
—
Y
gl
yr
~
)

1/2
= ((x]-y])z)
( 1/2
= ) e | -
i'LTZ (x; YT)Q} RS A B
. 1/2
= (x. - x )21
(=1 ! )
- 11/2
- .ZI (xi B ys‘z
L|= o
- y1/2
< iZ] (xE - yi)z = !xo - yl < r
L= J
=[x, - y| < r
n i .._]
- f(xo) = F(x") - f(x°) = Z (F(x') - f(x'7"))
i=1

l,.-., n, definamos la funcidn g, ¢ R >R, tal que

e Y KX e xn); veamos si

(y],..., Yiopr X Xoipseees xn)

e

(xta) - g.(x)

a

Lim FOseres Yiogo X8, X aeeey X )=Flygaeecsy g XeXiyys

...,xn)

a0

Lim

f((YI»"

a

.,yi_l,x,xi+]...,xn)+aef)-F(yi,...,Yi_1,x,xi+l,...,xn)

a0

a



g}(x) = [Df(yl,...,yi_1,x,xi+l,...,xn)](eih
of
'5}? (Y':"'! Yi“], X, XI'_'_]!"" ?in),

ot

! =
Luego gi(x) %, (y1,..., Yioyr Xo Xppqoees

1k

(proposicién 2.2-5).

(pefinicién 2.2-6).

,xn).

Por teorema del! valor medio para funciones de una varfable tendremos

que existe z,, con

i

Y £2; S x; tal que

zl. =)‘iyi + (1 - Al.)xi . O_f_l.

< 1
l —

y 9;(y;) =g, (x)) = {y; - x.) g:(z.)

i

Pero gi(yi)"gi(xi)

fx) - fx'7N .

' = b
Ademas gi(zi) == axi (YT"'-in_]!zi!xi+]9"'

donde (y],...,yi_l,zi,xi+1,...,xn) = (y],...

(yseeenyiopody Orpmxp i3, g

[+ S— Ai(yi-xi),ﬂ,...,O) + (y],.

f(Y]""’Yi-]’Yi’xf+]l"'

%)

pYi_}.hiyi+(l-xf)xi,yi+],...,x

..,xn)

..,y._],xi,xi+],...,xn)

Ai(o,---,O;Yi‘Xi,G,---.0) * {YI)---,YI_!’xisxi+1:---,xn)

n

’xn)_f(y1""’yi-l’xi’xi+]"’xn)

)
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OpoensYiopZpXigeeeex)) =
3 - V]
Ai[(y],-.’yi,xi+l.-.!xn) (Ylf---‘:'f_].xiy--,xn.] (Y}s"!Yi_]’yti,xI-+],-,xn)
- _ / . "
Ai(yl""yi’xiﬂ""xn) }';(‘J"]"'-yl‘_‘] 'xi""xn}+\'yl""yi-l’xi’xii-!"’J‘n)
= R v g -2 -, c e
Ai(y1"' WYX xn) + 0 Ai"YI’ Y- 2%y 'xn)
i i-1
= Aix + (1 - Ai)x
denotando A[x} + (1 - ,\i)x'-1 por yl. = 1,..., n tendremos que
i
(Y]s---;Yf_]yzl-rxi+]r--"xn) =Y
- _ af i
AsT g (zi) X (v')
i =1y _ _ of ;i
y f(x') - f(x" ') = (yi Xi) 3;?-(} )
4 i i~1
Dado que f(y) - f(xo) = 7 (f(x") - £( ))
i=1
y af i
entonces f(y) - F(xo) = izi (yI - 'i) 3 (y').
Verifiquemos si yt € B(x,r), para todo r = 1, S iy
i ’
]xo-y I = 1}; “\YI """ yi"]’hi(vi*yi} e xirx;+‘!!' !xn}I
= - - (y =
l(x‘ Yy ree e Xeg YA b, xi),O,...,O)l
- Tl =y, P el oy T3 B0y =50 /2.
Y G e N PR
w ./n



. f A
% vl 2 l): (= ¥)

AsT ]xo - y'} <r y y € B(xﬁ,r), para todo i =

Sabemos que f(y) - f(xo} =

o]

2

N

n
R(x ,y) = fly) - flx ) - 'ZI (y,-x
l:

)

(s3]

T 60, fu

af

X
1

Si definimos

(y').

af
3. (xo) entonces

¢ of ! - af
. % % B 3
|R(x_,¥)] EZ[ {y;=x;) o (y') ;Zr (y,=x;) o (x)
| o 3f (iy _ of
-1 I ) [-,K ') - 2 )]
iz : Jii_ 1 - Jif_ [ + i
SRS xI” %, (y1) - (x)! Fooit Y oX
| = £ . N 1 E
< |y x]: AR {Yn x| =
i_iy*xoi %-+ coe # fy-x | %—; (!y—xo] es la
entonces 1R(x0,y}] < E \y-xo] . siempre que |y - xo[ <r, cen
r=min {ri: P&, ceny D5
Luego Lim ER(XO,Y)I
1= 0,
IY‘XO|+U ly-x |
(o]
S af
Definamos £x : G = R de tal manera que {x (z) = Z =
GC o >y 9%,

tonces

g A
£xo(y %!

[ mar =

]

L

af .
= (xo)(yi - xi), es decir

que

146

a3f n af
= (y) - = (x)
axn 4 °xn o

norma euclideana);

(xo).zi, en-
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3

e - & "r.:'.r
fly) - fx)) «‘lxo(y x) (% »¥)

donde Lim lfo ,v)!
Fon 140 ~—T;—;—T— . Lluege f es diferenciable en x 3 su dife-

rencial es Exo.

Como {e?,..., ei} es 1a base de £ vy e?(y~xc) = y;=x;, para i = 1,...,n

v af
entonces £xo(z) ) S )e (z), de donde

=1 %%

= Z (x, )e
|"'] |
voaf

y la diferencial de f en X viene dada por Df(xo) X (X)

=] ax:

- - - - ?F -
Esta expresidn muestra que las derivadas parciales 53 Son las funcio-
i
nes coordenadas correspondientes a la funcidn diferencial Df. Entonces

Ioflx) - DFy)| = | § o (e del~ | 5 (Y)e?i

| A
0t~
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Asi; ]Df(xo) - Df(y)| < & siempre que [xo-yl <r e yEG, con
r=min {ri; i =1,...,n}; es decir Ja funcidn Df : G » E es conti-

nua.

Observacién 2.4-5

El recfproco de la proposicidn anterior se da asf,
si la funcién f : 6 > IR es diferenciable en G y su funcidn diferencial
Df : G » E* es continua entonces las derivadas parciales existen por
proposicién 2.2-5 y ademds son continuas puesto que si Df es continua
en G, tomando ¢ > 0, existe § > 0 tal que si |[x~y| <8 e YEG
entonces |Df(x) - DF(y)| < ¢, vy dado que f : G + R es diferenciable,

por caso especial 2.3-2

r £ ; n F
of () = [ 5%;- (ef v OF) = T g W
AsT: |pF(x) - DF(y)] = igl _3.% [ iél “ (y)e*
= Z] (3 0 - (y)) e*l

]
P N—

pero para todo 1 = l,...,

H[af ) =2 m]}m;

b= |

af
5;?-(x) -




|
entonces lg;—- -i-— (? ’ =< < E .
L 3 () - ‘ i = i
vego |=— (x) - =~ < ¢, para todo i =1,...,n siempre que
x. %
[X-Y[-::S.

Por consiguiente las derivadas parciales son continuas.

Proposicidn 2.4-6

Sean E y F espacios de dimensiones n y m respectivamen-
te, f : 6 >~ F tal que las derivadas parciales de las funciones coordena
das de f respecto a una base ortonormal {%&,..., E&} existen y son con-

tinuas. Entonces f es continuamente diferenciable.

Demostracifn

Sean fj : G>R, i =1,..., m las funciones coordena-
das de f, las cuales poseen derivadas psrciales continuas; por proposi-
cién 2.4-4, para tode j = 1,..., m, f; es de clase C1; por tanto para
todo j =1,..., m FJ es diferenciable; entonces, si x € G existe

Ijxes* tal que, para todo y € G ,

Fj (Y) - fj (x) = »Ci X(Y“'X) + RJ- (J(_.\_t‘)
. R. (x,y)
donde Lim | J | P i ) o
IY*X{*O = = 0 vy ademds la funcidn ij 0> B ox m+£jx
es continua en G.

Definamos la funcién £x : E = F : z sa+ £x(z) donde

x(z) = £ x(z)e, + ... +£m,x(zJ'é'm



. -w) = 7 -x)a fv-x)e
AsT: Zx(y-x) a x(y x)e] + oLt £m x(y x)em

Como R;{x,y) € R podemos definir R(x,y) = R](x,y)gi + ..

Ademds f(y)

i

f] (Y}ET + ... F FI‘F(V)Em Y

f(x)

]

F](x}E} + L. + fm(x)Ea

Asi tendremos:

) j
f(v)g +
=t 4 4 5=

fly) - f(x) fj(x)E}

U

(£; x(y-x) + P.i(x_.y}}'é':

4

m
fj X{Y‘X)Ej + .z Rj(x,y)ej

J=l

]
nr-—13

2x(y=-x) + R(x,y)

Por tanto f(y) - f(x) = £x{y-x) + R(x,y) "

Probemos que  Lim ROGYI L 0.
ly=x[+0" Ty-x

Si tomamos £ > 0, dado que : Lim iiifi’iil =0
[y=x[+0"" Ty=x]

.150

L+ Rm(x,y)em*

entonces IRJ(X,Y)[ j;% ly-x| siempre que |y-x| < §;; con §; > 0, pa-

ra todo j = 1,..., m.

Luego |[R(x,y)]|| = HR](x,y)E} oo+ Rm(x,y)Eﬁﬂ
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[RGOI < (R Gy Iy [l +ovear [R Goyd [ le ]

i. IR](’(yY)l ool [P‘m(‘ryll : “-Ej” = 1
E €
= Jy= = ly=x]|
< = ly=x] +...+ = ly=x|
< e|y-x].
AsT: | R(x,y) ]| < e |y-x|, donde |y-x| < &, tomando § = min {dj, PE G v oyl
luego f es diferenciable en x.
Observemos que la convergencia a cero es independiente de las normas
aplicando proposicion 2.2-11.
Demostremos ahora que Df es continua en G.
Sea € > 0; dado que DFj es continua, entonces existe
5j> 0, com j =1,..., m tal que

1ij (x) - D‘FJ' (Y)l < % siempre que "[x.-y' < Sj, de donde

|of; (x) - ij(y)|lz[ < % , tomando |z| =1,

m
AsT, ) [(Dfi(x) - Df;(y))(z)? <e, |z|] =1, entonces
J=1 ) i

[of; (] @) - [or v ] (@) < e, el =1

I e~13

i=1

Pero, .iﬂ1 ([ij (x)] (Z) = [D'Fj (Y)J (z)\E}‘

m
&2 |Cof 5 (0] (2)- [of ;6] (=)
i j=

< g, |2|=|,

[of, (1] (z)] :

I ~13

m
Ast, ):[[Df.(x)](Z) -
1 J

e J
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m m
! I [of. (x)](2)e, - I [of, (](e | <e, |2| =1
=1 J S s J
entonces }[Df(x)](z) -[of(y)l(z)| < e, lz] = 1; que es equivalen-

te a afirmar

Sup {l[Df(x)](z) - [Df(y)](z)1 : 2z EE, |z] =1} < e; y como este su-
premo es |Df(x) - Df(y)| , entonces |Df(x) - Df(y)| < e , siempre que

ly - x| < 6, tomando & = Min ﬁj, j=l,...,m}. Luego f es de clase C1.

2.5 COMPOSICION DE FUNCIONES DIFERENCIABLES

En esta Seccidn consideraremos la composicidn de funciones diferencia-

bles.

Sean E,F y K espacios vectoriales cuyas dimensiones son n,m y k respec-
tivamente . Sean G c E abierte, f : G >+ F, H ¢ F abierto tal que

f(G) cH y g: H=>K

Teorema 2.5-1

Si, con la disposicidon anterior, f es diferenciable en
x € Gy g es diferenciable en f(x) € H, entonces la funcidn gof: 6 » K

es diferenciable en x.

Si £ es la derivada de f en x y si m es la derivada de

g en f(x), entonces mef es la derivada de gef en x.



Demostracian

Demostraremos que

Lim [{gef){y) - (gof)(x) - (meg)(y=-x)| _
ly=x|+0 ly = x]

es decir (gof)(y) = {gof)(x) = (mel) (y-x) + Q(x,y)

Lim ol _ 4 .
[y-x|+0 "Ty-x ’

f es diferenciable en x € G significa que

fly) - f(x) = L{y-x) + R{x,y)

donde Lim [R(x,y)! -0
ly-x|+0 Y‘Xi ’

(omo g es diferenciable en f(x) 5 H,

g{f(y)) - g(f(x)) = m{f(y) - 7(x)) + R(F(y),F(x))

donde Li¢ VE{F(Y}.f(x))
ly=x[+0 |f(y)-f(x)]

= 0.
Para gof tendremos
(gof) (y) - (gof)(x) = g{fly)) - g(f(x)).

Sustituyendo (2) en {3):

{gef)(y) - (gef)(x) = m{fly) - f(x)) + R(f{y),f(x))

Sustituyende (1) er (4):

donde

(1

(2)

(&)
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b

(gof) (y) = (gof) (x) = m(Lly-x) + Rix,y}) + R(f{y),f(x))

]

m(L(y-x)) + m(R{x,y)) + B(F(y),f(

Ahora demostraremos que

Lim  [m(R(x,y)) + R(fly),f(x))]| _
| y-x |0 ly - x| B

Im(R(x,¥))| < [mlIR(x,y)| ya que m es lineal;

i

[m(R(x, y 3| . [R{x, ¥l
Ty-x] — Ty-x]

como Lim R{x, v _
- = 0 antonces
ly-x|=¢ Ty - x]

m  Im(R{x,y)})}, _
fy=x|>0 Ty = x] =

I
tmi 3

Sabemos -que Lim o [f{y) - Fflx) - £(v=-x) _
ly-x|+¢ Ly - x| -

esto significa que dado = > Cexiste un & > 0 tal cue

by = x| <6 => {fly) - f1{x) - Ly - x)| <€ ly - x|

L
P,

1
x
"

ly = x | < 6==> [fly) - F(x)] < &y - %]

A

21y = %] + |y - xle

| A

‘('\

+
(_L.;

y - x| (e

entonces [Fly) - f(x)| < ly - x|M.

X

)
/

\
I



Dado que  Lim [R(fly), FOx))| _

ly=-x|+0 " [Fly)-Fx)T ~

[R(F{y), f{x))]
Mly - x|

[RCF(y), Fix)) |

<

1 Lim [R(F(y)£0N) ] _ 4
M ly-x|+0"" Ty = x] '

[FG 7T = fooT (mPlica

Luego (gef) (y) = (gef)(x) = (mel) (y-x) + Q(x,y)

Lim (x,y)

y-x|+0"Ty-» = °-

con
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Expresemos este resultado en términos de las matrices jacobianas de f

Yg.

La derivada de f en x tiene la matriz jacobiana

of

| %

3&1 (%) <.

of
m
X

(x)
n

S e

La derivada de g en f(x) = y es representada por la matriz jacoblana

(o
&Z' )
B =
B
ax f L
{ 1

ag]

toax
m

ng

—r

ox
m

(y)

(y)

!

—e ——
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Luego por 1.%4-13 la derivada de gof en x tiene la matriz jacobiana BA.

(ah, ah,
%y X

h,
Bhk 2 b |
= (x) . ..
\ x] n

que es igual al producto de las matrices jaccbianas deg y f ,

ok T o9, af.
PSP, g, — {
donde - z Ty (v) _'='Lax_ (x) .
j=1 J i i=1,..., n

i
Ejemplo 2.5-2
Sea f : RI >R2 y n : R? +R3 funciones. En términos
del sistema de coordenadas estas funciones tienen la siguiente represen
tacion
u = uix,y,z)

v = vix,y,z)

r=r(u,v)
g: s = s(u,v)

t = t(u,v)

La derivada de f en 2l puntom = (x,y,z) € R® es la matriz jacobiana

{ ]
a 3 3u
A = I
!
[ ) d 2
KB_:- (m) a—\; (m) :O,—;- (m) )
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La derivada de g en el punte f{m) = n = {u,v) € R% es la matriz jace-

piana

( )
L ar Ay
{ 3u (n) v ") i
' !

2 = é?.i(n) EE(,,\%

jvd }80 av\} -
! 1
% é
i é
{2t at (v !
| 3u (r) av ("‘j

La derivada de g°f ser§ la matriz jacobiana BA,

2.6 DERIVADAS DE ORDEN SUPERICR

LA SEGUNDA DER!VADA

Observacién 2.6-1

Sean E y F espacios de dimensién n y m respectivamente,
G un abierto de £ v f : G+ F una funcidn cue suponemos ¢iferenciable
en G. Se tiene entonces una funcidn diferencial DF : 6 ~ L(E,F), conde

L(E,F) es un espacio vectorial normadc.

Definicidn 2,.6-2
¥ es dos veces diferencisble en e! punto x € G si la

funcidén Df e s diferenciable en el nurnto x.
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Observacién 2.6-2

Si Df es diferenciable en G, se tiene entonces una
funcién diferencial D(DF) : ¢+ L(E,L(E.F)). donde
p(pf) (x) € L(E,L(E,F)) es 1lamada Segandabdenivada de 4 en ef punto

X.

NCTAC|ON:
Denctaremos la segunda derivada de f en el punto x

por 0 F(x).

Definicidén 2.6~k
f es de Clase Cz {o bien dos veces diferenciable

con continuidad er G) si:

1} f es dos veces diferenciable en todo punto de G.

2) 0?¢ es continua.

(Condicibn equivalente: Df es de clase C' en G).

Cbservecidon 2.6-5%

El ejemplo 2.3-3 se cumple para cualquier funcibn f,

~

ast, si f : G»> F es diferenciable en x € G vy Fi : G R,

1

j=1,..., m son sus funciones coordenadas, la funcién Df es diferen-
ctable en x€G si y solamente si sus nm funciones coordenadas

af
]

ax
-

&> R son diferancizbles en x.
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Observacién 2,6-6

of .
Por la observacidn 2.6-5, la funcidn EEL : G+Res
. r
diferenciable en x € G siempre que Df sea diferenciable en x. As?,
af, af .
D( s;i-](x), la diferencial de Szl-, J=1l,0ey, my r=1,..., n, en
T r

un punto x € G existe y pertenece a E*,

Observacién 2.6-7

Si {e,,..., e_} es una base de E, las evaluaciones
1? n

af,
de D[ s;f-J(x), j=1,..., my r=1,..., n, en los vectores de la
r

base son 1lamadas’ Segundas derlvadas parciafes de fj con respecto a

x ,f = 1,..., ny son designadas por

r!
{ af
5 | =
af . X
[D[ EE'L}(X)} (e)) = —d5x- ()
r

de acuerdo a la definfcidn 2.2-6.

NOTACION: 2

9, -
—d— (x) & las segundas deriva-
8xi axr

das parciales de fj con respecto a x., i=1,..., n,

Denotaremos por

Definicién 2.6-8
Sea'{el,..., e } una base de E y

{erj /1<re<n, 1 <j<m una base de L(E,F); entonces para cada

l<t<n, 1 <r<nyparacada | < j <m, definiremos la funcién
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e. . : E~+ L(E,F)

irj
como
€ty cuando § = k
efrj (ek) -
| 2, cuando i # k
n
y st x= E aief ' e[FJ(x) = aier_;

Observacién 2.6-9
La proposicidn 2.3-4 se cumple para cualquier funcién

af,
f, por tanto si f es dos veces diferenciable en x vy =r}-.,E-Lson las coor-

G
denadas de Df en la base {erj /1<r<n V<j<my
{e, . /1<izgn T<rsn, 1<] < m} es una base de

L(E,L(E,F)) definida como en 2.6-8 entonces
)
19X k
D(DF) (x) = [ ——" Ax)e
=

es decir 2

Proposicidn 2.6-10

Sea f : G » F dos veces diferenciable en todo punto

de G; encontrar la matriz jacobiana de Df.
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Demostracion

Dado que las coordenadas de Df son las nm derivadas

af,
parciales 3;1-; Ta matriz jacobiana de Df vendr3d dada por:
r
f asz é?f] azfl )
SN S (3 Q. nu v I (x)
ax] ax' sz BxT 5xn 5x1
a2f 32f 2%,
{
W LX) W(X) ........ . 'g';n—rx: (X)
!
| 9%, 3%, 32f
CENRTS (x) 5—-—-—-—-—,(2 ax,(x) ceve AR (x)
%
! 2 2 2
L a%f a2f 2f
2 2 2 _
B, 9%, (x) 3%, axp("'> sereees g )
| 8% a2f { 32f
] -a—x-;-—g;;— (X) m—;—\x) ......... W (X)
32f 32f 2f
3"1 axn (x) W(X).........W(X)
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Proposicién 2.6-11

Sean E y F espacios de dimensiones n y m respectiva-
mente, f : G * F una funcién diferenciable en G, tal que las segundas
derivadas parciales de las funciones coordenadas de f respecto a una

base ortonormal de L(E,F) existen y son continuas, entonces f es de

clase Cz.
Demostracién
of,
Las coordenadas de Df son las nm funciones EEA‘ las
r

derivadas parciales de estas nm funciones son las n?m funciones

of.

Mox, 3%,

e = éx , es decir las segundas derivadas parciales de las

i i r 2

o f

coordenadas de f. Como por hipdtasis las funciones T A% existen
T r

y son continuas entonces por proposicidn 2.4-6 Df es de cTase-C], es

decir f es de clase CZ.

Definicidn 2.6-12
f es tres veces diferenciable en un punto x € G si

la aplicacién D%f es diferenciable en un punto x € G.

Observacién 2.6-13
Si D°f es diferenciable en G, entonces

D(0%f) (x) € L(E,L(E,L(E,F))) y es llamada fercera derivada pareial de

4 en el punio x.

BIBLIOTECA CENTP‘l‘

uNIvG‘FSIDAD nE L SALYATH = |
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NOTACION:
Denotaremos la tercera derivada de f en el punto

x € G, D(sz)(x), por Daf(x).

Definicidn 2.6-14

f es de clase o (0 bien tres veces diferenciable con
continuidad en G) si:
1) f es treces veces diferenciable en todo punto de G.

2) D*f es continua.

Generalizando tendremos:

Definicién 2.6~15

f es de clase ¢? 1N 2_1 (o bien n veces diferencia-
ble con continuidad en G) si:
1Y f es n veces diferenciable en todo punto de G.

2) D"f es continua.

Observacién 2.6~16
La funcién D"F(x) es un elemento de
LCE,L(E,L(E,..., L(E,F)...) = Ln(E,F)

con

D" £ : 6 ~Ln(E,F).
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