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PROLOGO 

Este es un trabajo que versa sobre un tema clásico de la Mate­

mática y el desarrollo que se realiza aquí, lejos de ser un estudio ex -

haustivo de las funciones analíticas de variable c~mpleja . constituye ---
precisamente una introducción a dicho estudio pues el lector de este fo­

lleto comprobará que el tratamiento es a escala elemental. 

Aún cuando la materia que se analiza aquí ya ha sido discutida 

en los cursos de "Variable Compleja" de nuestro pensum, mediante esta -­

obra se pretende ofrecer a los estudiosos de esta disciplina un "nuevo" 

enfoque de ella, especialmente en lo que se refiere a la integración 

cauchiana para cuyo examen se han introducido los conceptos de índice de 

un punto con respecto a un circuito y homotop{as de caminos y de circui-

tos. 

ba . organización estructural del contenido está constituida por 

cuatro capítulos : en el primero de ellos se presentan las nociones que -

sirven de premisas para argumentos posteriores, el segundo está dedicado 

a discutir la analiticidad de las funciones complejas a partir de las s~ 

ries de potencias convergentes, en el tercero se aborda la integración -

compleja en el sentido Cauchy y algunas de sus propiedades y en el capí­

tulo cuarto se realiza una aplicación teórica de los resultados del ca­

pítulo tres. 

Además , se da por supuesto que el lector está familiarizado con 

el análisis real y la teoría de los números complejos por eso algunas re 

sultados de esas áreas aquí utilizados solo se enuncian. 



CAPITULO I 

CONCEPTOS PRELIMINARES 

1.0 FUNCION COMPLEJA, LrMITE y CONTINUIDAD 

En esta parte del trabajo se presentan las nociones y resultados 

básicos que se utilizarán en el desarrollo del tema que nos ocupa. 

DEFINIcrON 1: Llamarerrós Función Compleja o Función de la Variable Com-

pleja z a toda regla o aplicación f que a todo elemento z g DcC le asocia 

otro elemento w g C y que denotamos por f( z) = w. 

El conjunto D se llama dominio de definición de f y fez) = w, el valor de 

f en el punto z ó la imagen de z bajo f. 

EJEMPLOS: 

1) Una sucesión (z) n 9:N no es otra cosa que una función f donde D =:N 
n 

y f(n) = z . 
n 

2) En la representación f(z) = u(x,y) + iv(x,y) de la función f de la va 

riable compleja z, u se llama la parte real y v la parte -imaginaria -

de f. 

Así, fez) 
2 

tiene: para = Z -1 se 
2 2- 2 2 

z -1 = (x+iy) 1 = (x + y - 1) + i(2xy) 

es decir: u(x,y) = 
2 

x +y 
2 

- 1 Y v(x,y) = 2xy. 

DEFINIeION 2: Sea f una función compleja definida en un conjunto D del -

plano complejo, excepto tal vez en el punto Zo 9 D. Diremos que el núme 

. ro L es el límite de fez) cuando z tiende a zO' lo que escribimos: 

lím fez) = L 
z +zo 

si para cada € > 0, existe un o > 0, tal que 



If(z) - LI < e: para todo z g D que satisfaga O < Iz - zol < <S. 

EJEMPLO: 
2 

Sea f( z) z + 9 =---:--.c-z - 3i . 

f está definida sólo para z t 3i. Sin embargo 11m fez) = 6i, pues 
z +3i 

2 
(z + 3i)(z 3i) fez) z +9 -= = = z + z - 3i z - 3i 

En efecto, si z ~ 3i, entonces tenemos: 

If(z)-6il = Iz - 6i + 3il = Iz - 3il 

Luego, tomando <S = e: se obtiene 

si O < I z - 3i I < <S, es decir 

2 
z + 9 11m z - 3i z+3i 

= 6i. 

3i. 

2. 

DEFINICION 3: Se dice que una función compleja f definida en D es cont1-

nua en el punto Zo g D si se cumplen las condiciones siguientes: 

a) f(zo) está definida 

b) lím fez) existe. 
z+zO 

c) 11m fez) = f( zo) 
z+z O 

Cuando f es continua en cada punto z g D se dice que f es continua en D. 

La función del ejemplo anterior es continua en D = C - {3i} y 

no lo es en el punto Zo = 3i por cuanto no se satisface la condici6n a). 



3. 

Se nota que el concepto de -·límite de una función-compleja es semejante 

al de una variable real, así afirmamos que todas las propiedades de los 

límites en el caso real, también son aplicables al caso complejo. 

Lo dicho antes es válido para la continuidad. 

1.1 CONVERGENCIA ABSOLUTA, UNIFORME Y SIMPLE DE SUCESIONES Y SERrES DE 

NUMEROS COMPLEJOS 

DEFINIcrON 4: Una sucesión (zn) se dice que converge a Zo Q e o que -

tiene como límite zo' si para cada € > O existe un número N > O tal -

que IZn - zol < € para toda n > N. 

Si (z ) no n converge, se dice que es una sucesión divergente. 

DEFINICION 5: Una sucesión (z ) se llama sucesión de Cauchy si, para -
n 

todo € > O, existe un número entero N >0 tal que: 

Iz - Z I < €, para todo m > N, m n 
n > N. 

CRITERIO DE CAUCHY SOBRE CONVERGENCIA DE SUCESIONES 

Una sucesión (z ) es convergente si, y sólo si, (z ) es una su n n 

cesión de Cauchy. 

PRUEBA: 

i) Supongamos en primer lugar que (zn) converja a zo' 

Como zm - zn = (zm - zo) + (zo - zn) , se tiene usando la desigual 

dad triangular que: Iz - Z 1< Iz - zol + Iz - zol. Por lo tanto, m n-m n 

si I z - z I < ~2 Y I z - z I < ~ para m > N, n O m O 2 
n > N, obtenemos 

Iz -z 1< € m n 

sión de Cauchy. 

para m > N, n > N es decir que (z ) es una suce­
n 



ii) 

4. 

Sea ahora (z ) una sucesión de Cauchy y N un entero positivo, tal n 

Iz - Z I e: 
> N > N. que <- para m y n m n 2 

Como Iz z I < Iz - z I = Iz - z I se obtiene para n m n m m n ' 

N+l: Iz I < Iz I + e: 
> N. m = -' n n m 2' 

De esto nos resulta que la sucesión (z >, para toda n > N, es una 
n 

sucesión acotada pero toda sucesión acotada posee, por lo menos -

un punto de acumulación, digamos zo' así que para un cierto p > N, 

resulta: 

Izp - zol < ~. Luego tenemos que: 

Iz - zol < Iz - z 1+lz -zol n n p p 

I I ~+e:_ zn - Zo < 2 2 - e:, para todo n > N, 

verge a zo' 

es decir que (z ) con­
n 

Ahora enunciamos un criterio similar para las series: 

PROPOSICION 1: La condición necesaria y suficiente para que una serie -
00 

I 
n=l 

z 
n 

tal que: 

PRUEBA: 

sea convergente es que, para todo e: > O, exista un entero N > O 

Is - S I < e: m n 
para m > n > N. 

El enunciado nos dice precisamente que la sucesión de sumas --

parciales (S ) converge si, y sólo si, (S ) es una sucesi6n de Cauchy. 
n n 

Por lo tanto la prueba de esta proposición es la misma que la del crite-

rio de Cauchy relativo a sucesiones. 



5. 

DEFINICION 6: Dada una sucesión (z ),se puede considerar una nueva suce 
n 

sión (S ), llamada sucesión de las sumas parciales de los z , definida -n n 

así: 

SI = zl 

8=z+z+ +z n 1 2 . ••• n· 

Si la sucesión (8 ) converge a un número S, entonces escribimos: 
n 

00 

s = L 
n=l 

00 

z 
n = + z + 

n 

y la serie f zn se dice que es convergente~ S se llama la suma de la serie. 

PROPOSICION 2: Condic·ión necesaria (aunque no suficiente) para que la se 
00 

rie l z sea convergente es que lím z = o. 
n n n=l n-+<x> 

PRUEBA: 

Como z = S S se tiene en virtud de n n n-l ' 

lím z = Um 8 lím S = 8 - S = O 
n-+<x> n n n-l n-+<x> n-+<x> 

EJEMPLO: 
00 

La serie armónica: ¿! satisface la condición 
1 n 

lím lirn 1 O, sin embargo es divergente. z = = y 
n-+<x> n n-+<><> n 

En efecto, para cualquier entero positivo p tenemos: 



... + 1 
> = 1 

2 

1 
Luego, para E = 2 no existe un entero N > O alguno tal que la condición 

del criterio de Cauchy se cumplaF 

DEFINIcrON 7: Una serie 
00 

CONVERGENCIA ABSOLUTA 
00 

I 
n=l 

z 
n 

la llamaremos absolutamente convergente 

si la serie L 
n=l 

Iz I n 
converge. 

00 

Para investigar la convergencia de I Iz I utilizamos el siguiente resul-
1 n 

tado: 

PROPOSICION 3 (Principio de Comparación) 

mente. 

PRUEBA: 

00 

Sean r 
n=l 

00 

Z 
n 

CD 00 

dos series tales que r /w / es convergen-
1 n 

00 

Entonces r/z converge absoluta-
1 n 

Como L Iw / es convergente, para cada E > O existe un entero 
1 n 

N > No tal que: 

/z 1 1 + n+ 

siempre que m > n > N. 

+ I z I < Iw I + m - n+1 + Iw I < E m 

La desigualdad anterior, implica en virtud del criterio de Cauchy, la --
00 

convergencia de r Iz 1, 
1 n 

luego 
00 

L Z n 
converge absolutamente. 

1 
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PROPOSICION 4: Toda serie absolutamente convergente es convergente y, 

además, se tiene 

PRUEBA: 
DI) 

CCmo llz I converge, entonces para todo E > O hay un N > O 
1 n 

tal que : 

IZn+ll + ••• + Izml < E, para m > n > N según el criterio de Cauchy. 

Luego: 

Iz 1 + ••• + Z I < n+ m Iz I + •.• + Iz I < E, n+l m 
m > n > N. 

Lo anterior, en vista del mismo criterio, implica la convergencia de I 

Además, como I f z i I ~ 
lím 
~DI) 

n 
I I z·1 , 
1 l. 

se tiene: 

< 

< I 
1 

n 

lím L I z.1 , 
l. 

n+DI) 1 

I z l· n 

l' 

es decir: 

DEFINICroN 8: Diremos que una serie L 
1 

v 
n 

es un rearreglo de la serie 

y 
1 

z si existe una función inyectiva entre los índices n y m, de mane 
m 

ra que v = z para índices correspondientes. 
n m 

DI) 

PROPOSICION 5: Si una serie I z es absolutamente convergente, enton-
1 m 

ces cualquiera de sus rearreglos I v converge de igual manera, y ade 
1 n 

más tiene la misma suma de la serie original. 

z • 
n 



B. 

PRUEBA: 

ii) 

un rearreglo dé ~ la serie absolutamente converge~ 

Entonces, como para todo v se tiene v = z n n m 

para una n apropiada, y a la misma n no le corresponden dos m, tene 

mos: 

S n = 
n 
I Iv.1 < 
1 J. 

00 

L I~I 
1 

La expresión de la izquierda es la n-esima suma parcial de la serie 
(10 

L Iv . l· 
J. 

Como estas sumas parciales son no negativas, la última de 
1 

sigualdad muestra que estas sumas forman una sucesión acotada. 

Además Iv.1 ~ O; así la sucesión de sumas parciales también es CIle 
J. 

de.nte; por lo tanto, es una sucesión convergente. 
00 

Luego el rearreglo L v es absolutamente convergente. 
1 

n 

00 00 

Sean ahora SI = L v n' S = L Z 

1 1 
n 

m n 
SI = L v , S = L z •• m 1 n n 1 J. 

Para un E > O dado, podemos escoger un N tan grande que se cumpla: 

y I zn+ll + ••• + <~ 
2 

para n > N y p > 1. 

Ahora, para una m suficientemente grande, SI contendrá todos los -
m 

términos zl' z2' ... , Z (n > N) y, tal vez algunos términos más: 
n 

z (r > n). Es decir que SI tendrá la forma siguiente: 
r m 



S' 
m = S + A , n ron donde A mn = I 

r>n 
z 
r 

Sea n+p el mayor de los subíndices de los términos contenidos en 

A • Entonces: mn 

< 

Así, podemos escribir lo siguiente: 

e: 
< -2 

Is' - sI = I<s' - S ) + (S - S)I < Is' - S 1 + Is - si m m n n m n n 

Is' - sI < Is' - S 1 + Is - si < ~ + ~ = e: m m n n 2 2 

Is' - si < e:, para m bastante grande. m 

De ahí se deduce que S' converge a S y por lo tanto que S' = S. 
m 

9. 

DEFINICIO] 9: Sea (~) una sucesión de números enteros positivos tales 

que: < ••• < •••• • 
ex> 

Para toda serie I 
1 

z , 
n 

denominaremos 

serie parcial de la serie dada, correspondiente a la sucesión parcial (nk ), 

a la serie I wk ' 
1 

PROPOSICION 6: 

donde w
k 

= z 
nk 

ex> 

Si se tiene una serie absolutamente convergente I 
1 

z , en­
n 

tonces toda serie parcial es absolutamente convergente y se cumple que: 
00 

< I Iz 1 
- k=1 nk 

PRUEBA: 

i) Para todo entero p se tiene: 
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OC> 

< 

OC> 

Utilizando la proposición 3, se sigue que la serie parcial ¿ z 
k=l ~ 

converge absolutamente. 

ii) Además, se tiene: 
p 

lím 
p-+<>O 

¿ Iz I 
k=l . n k 

00 

Luego: 2 
k=l 

< lím 
p-+<>o 

< 
00 

2 
k=l 

00 

2 
1 

Iz l· n 

CONVERGENCIA UNIFORME 

00 

¿ Iz I 
1 n 

DEFINICION 10: Sea (f (z» 
n 

.... una suces~on de funciones complejas defini-

das en D. 

Diremos que (f (z» converge unif ormemente en D hacia una función fez), 
n 

si se cumple: lim 
n +00 

d(f (z), 
n 

fez»~ = O. 

En otras palabras significa esto que dado cualquier € > O, existe un en 

tero N dependiente de e: pero no de z, tal que I f (z) - f( z) I < €, para 
n 

n > N Y z G D. 

EJEMPLO 

1) La sucesión [1 + ~) converge simplemente a 1. 

En efecto, según la definición de límite se tiene: 

lim 
n+oo 

• 

(1 +~) = 1, pues dado cualquier € > 0, podemos encontrar 
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un N tal que I (1 + ;) - 11 < e:, para n > N. 

Es decir lil < e:, entonces hl < e: de d('mde n > hl = N. 
n e: 

Como N depende de z y e: , la convergencia es simple 

(10 

DEFINICroN 11: Una serie de funciones complejas I f (z) se llama unifor 
1 n 

memente convergente si la sucesión de las sumas parciales 

Sn = f1(z) + ..• + fn(z) tiene el mismo tipo de convergencia en D ha­

cia una función S llamada suma de la serie. 

CONVERGENCIA SIMPLE 

DEFINIerON 12: Una sucesión de funciones complejas definidas en D (f (z», n 

converge simplemente en D hacia una función fez), si para toda z e D, la 

sucesión (f (z» tiene por límite la función fez). 
n 

En otras palabras , lo anterior slgnifica que para un e: > O dado y cada 

z e D existe un N tal que: 

If (z) - f(z)1 < e:, 
n 

para todo n > N. 

La nomenclatura N(e:, z) indica que N es una funci6n de e: y z. 

OBSERVACION: 

La convergencia uniforme de una sucesión (f (z» implica la con 
n 

vergencia simple , lo contrario no es cierto. 

La convergencia simple se realiza en un punto de un conjunto D., por eso a 

esta convergencia se le llama a veces convergencia puntual. 
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DEFINIcrON 13: COQO antes, diremos que una serie de funciones complejas 
00 

2 
1 

f (z) definidas en D, converge simplemente si la sucesión de sumas -­
n 

parciales: 

Sn = f 1 (z) + ... + f n (z) ·dene convergencia simple en D ha­

cia la suma S de la serie. 

PROPOSICION 7: (Criterio de Heiers trass) 

00 

Sea L 
n=1 

Supongamos que Sup 
zGD 

mente convergent e. 

PRUEBA: 

ct 
n 

una s erie convergente tal que ct > O para toda n. 
n 
<Xl 

If (z)1 < ct, entonces la sc~ie I f (z) es uniforme 
n-n n 

1 

La hipótes i s Su~ 
zGD 

If (z)1 < ct, significa que para cualquier 
n-n 

z G D Y t odo n se tiene : I f (z)! < ct , 
n n 

lu~go se deduce que 

00 00 

L If (z)1 
1 n 

< L ct • 
n 

1 
00 

Aplicando la propos~~ción 3 se tiene <; l.!.e L f (z) 
1 n 

converge absolutamente, 
00 

luego L f (z) es co~verg=n ce . 
1 n 

00 

Probemos además que I f ( z) tien-: convcrg.:. ~c;;:> 'm;-I=,:,:!'lr. '3 hac.; "" te 

1 n 

Sabemos que dado un número n, pJdemos escribir: 

S(z) 

00 

Como 'i7 f (z) 1,. n J. . 

= f l(z) + ••• + f (z) + . •. 
n+ n+p 

es absolutamente convergente, tenemos, utilizando la mis~-

proposición 3, que: 
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!S(z) - (f1(z) + .00 + fn(Z)~ < !fn+1(z)! + oo. + Ifn+p(Z)! + ••• , 

pero !f (z)! < a para todo n, luego: n-n 

a +.o.+a +.0. n+l n+p 
00 

Tenemos como hip6tesis que L a n 
es convergente; así, para un € > O da-

1 

do existe un N(e) tal que: 

la +. o o + a ! < E, n+l n+p para n > N. 

Entonces: 

Is(z) - (f (z) + .•. + f (z»! < la + ••• + a I < e: 1 n n+l n+p 

Luego: 

IS(z) - (f (z) + ... + f (z»! < € 
1 n 

para n N Y z ~ D. 

Como N depende sólo de e: y no de z, queda probada la convergencia unifcr 

<lO 

me de L f (z) hacia S. 
1 n 

CONSECUENCIAS DE LA CONVERGENCIA UNIFORME 

La relación entre la convergencia uniforme y la continuidad es-

tá enunciada en las siguientes proposiciones: 

PROPOSICION 8: Sea (f (z» una sucesión de funciones complejas definidas 
n 

y continuas en D, la cual converge uniformemente en D hacia fez). Enton-

ces fez) es continua en D. 

PRUEBA: 

Verificaremos, según la definición 3, que para todo e: > O dado, 

existe o > O tal que para todo z g D que cumpla O < I z - Zo I < o, se ten 
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. 
Como (f (z» converge uniformemente hacia fez), existe un N(e) tal que -

n 

para todo n > N Y z G D se tiene: 

If(z) - f (z)1 
n 

€: 
< -3· 

Además, si f (z) es contínua en z , existe o > O tal que: 
n O 

E: 
< -

3 
z G D Y Iz-zl<oo 

O 

Para tal z G D, tenemos: 

I f( z) - f (z) I + I f (z) - f (z ) I + I f (z ) - f( z ) I o 
n n non O O 

se cumple. 

Luego: 

E: 

para z G D que cumple Iz - zol < o. 

OBSERVACIONES: 

1) Si (f (z» converge simplemente, las funciones f (z) pueden ser con-
n n 

tínuas aunque fez) (límite de (f (z») no lo sea. 
n 

2) La convergencia uniforme de (f (z» no es condición necesaria para -
n 

que fez) sea contínua. 

De la proposición anterior se obtiene el siguiente enunciado: 
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COROLARIO 1: Sea L f (z) una serie de funciones continuas, que conver-
1 n 

ge uniformemente a S(z) en D. Entonces S(z) también es continua. 

PRUEBA: 

Sea Zo g D Y t > O dado. Como en el caso de la sucesión -­

(proposición 8) buscamos una 6 > O tal que: 

Is(z) - S(z )1 < €, 
O 

cuando O < Iz - zol < 6, z e D. 

Escogemos N(€) tan grande que se cumpla: 

ISnh) -S(z)1 < ~; 

S (z) = n 

z g D y n ~ N( e:), donde 

+ f (z) 
n 

Lo anterior es posible porque la serie es uniformemente convergente. 

La función S (z), como es la suma de un número finito de funciones contí­
n 

nuas, es continua en D. Así, podemos elegir un ~ > O tal que, para 

n = N se cumpla: 

€ 

< 3"' 

tenemos además que: 

Luego: 

= 

€, 

cuando O < Iz - z I < 6. 
O 

si O < Iz - z I < 6. o 
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DEFINIerON 14: Diremos que, en un intervalo cerrado y acotado 

r = [a,b] c R, una función f es cont inua a trazos, si es posible des-

componer I en un número finito de subintervalos: 

donde a = < ••• < a 
m-1 

< a 
m 

... , [a l' a ] m- m 

= b, de tal forma que f sea co~ 

tínua en cualquier punto interior a cada uno de los subintervalos, yade-

más que: 

a) lím f(x) + existe, para O = f(a
k

) < k < m-l 
x~~ 

x > a
k 

b) lím f(x) = f(~) existe, para 1 < k < m 
x~ak 

x < a
k 

'ROPOSICION 9: (Teorema del Valor Medio) 

.Para toda f unción compleja fez) continua a trozos en I = [a,b] 

se cumple: 

I f
b b 

PRUEBA: 

cial , es 

Sea g(z) 

f(Z)dZ\ · < f 1Hz) Idz 
a a 

b 

Escribamos el número complejo J f(z)dz 

J
b .g a 

decir: f(z)dz = r e 1 ,para r > O 
a 

-ig 
fez). Entonces tenemos: = e 

b b b 

en su forma exponen. 

y Q constante. 

f g(z)dz J 
-iQ -iQ f f(z)dz = e f(z)dz = e 

a a a 



es decir: b I g(z)dz = -iQ iQ O 
e re = re = ro 

Tenemos, además, 

b 

que I f(z)dz = 
a 

F(z) 
iQ = r e donde r = ¡F(z)¡. 

Descompongamos ahora g(z) en sus partes real e imaginaria: 

b b 

Así, J g(z)dz = r = r g (x)dx pues gl (x) e:s real. 
) 1 

a a b 

Notemos que: r = ¡F( z) I = II f(Z)dZ!. 
a 

Como g (x) < 
1 

Ig( z) I para cualquier número complejo, entonces: 

r g (x)dx < 
1 -

a a 
b 

Pero I g¡ (x)dx = r = IF(z)1 = 
b 

I I fez)dzl· 
a a 

Luego: b 

I J f(Z)dZI < 

b 

I Ig(z)ldz. 

a a 

17. 

POI' último, vemos que !g(z)! = If(z)! por la forma en que hemos definido 

la función g(z), por lo tanto: 

b b 

I f f(Z)dZI < I If(z) Idz. 

a a 
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PROPOSlcrON 10: Sea (f (z» una sucesión de funciones complejas, contí 
n 

nuas a trozos en un intervalo cerrado y acotado 1 = [a,b] c R, que con 

verge uniformemente en r hacia una función continua fez). Entonces se 

tiene: 

Um f
'b 

n .... oo 

a 

PRUEBA: 

f (z)dz 
n = 

b 

J f(z)dz. 

a 

Todo consiste en demostrar que dado un E > O, hay un entero -

N(€) tal que para n > N(€) se cumpla: 

! ~ f(z)dz - ~ fn(Z)dZ! < E 

a a 

Para ello usaremos el teorema del valor medio (Proposición anterior) : 
b b b 

II f(z)dz f fn(z)dZI < f If(z) - f (z)ldz n 
a a a 

En virtud de la convergencia uniforme de (f (z», existe un entero N(~' 
n 

tal que para n ~ N(€) Y todo punto de r, se cumple: 

Así, tenemos que: 

b b b 

IJ f(z)dz - f fn(Z)dZI < J 1Hz) - f (z) I dz n 
a a a 

I~ 
b 

f(z)dz - f fn(Z)dZI < 
€ - (b-a) = E, b-a 

a a 

< 

b 

J 
a 

-€-dz 
b-a 

para todo n > N( E ). 
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En forma análoga, tenemos una afirmación para una serie de funciones com -

plejas: 
ex> 

COROLARIO 2: Sea L f (z) una ~erie de funciones complejas, continuas a -
1 n 

trozos en I, que converge uniformemente en I y cuya suma S(z) es continua. 

Entonces se tiene: 

= 

b 

f f1(z)dz + ••• + 
a 

00 

PRUEBA: Sea S (z) la n-ésima suma parcial de I f (z). Entonces podemos 
n 1 n 

escribir: 
b 

f 
a 

S (z)dz 
n 

Demostremos que la 

b 

= f f1(z)dz + ... + 
a 

b b 

sucesión f Sn{z)dz converge a f S{z)dz. 

a a 

En otras palabras, para E > O dado, puede hallarse un N(E) tal que: 
b b 

I t S(z)dz - J Sn(Z)dzl < E , n > N(e). 

a 

Para ello , escogeremos N(E) tan grande que: IS(Z) - Sn(z) I ~ b~a' n > N(E) 

z ~ lo 
ao 

Lo anterior es posible en virtud de la convergencia uniforme de \ f (z' L n . 

Entonces: 
b 

I f S(z)dz 

a 

b 

If [8(z) - Sn{Z)]dzl· 

a 

Utilizando la proposición 9, tenemos: 

1 
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b b 

I f [S(z) - Sn(Z)]dZI < f Is(z) - S (z)ldz 
n 

a a 

b b 

pero f Is(z) -S(z)1 < J ~dz = E:. n b-a 
a a 

Luego: 
b b 

I f S(z)dz f Sn(z)dzl < e:, n > N( e:). 

a a 

1.2 SERIES ENTERAS O DE POTENCIAS 

Las series de potencias juegan un papel fundamental en la teo 

ría de las funciones analíticas, por eso se las estudiará en esta parte, 

pero antes, veremos la serie de Taylor: 

DEFINICION 15: Sea f una función compleja definida en un entorno 

1 = [z - ce , 
O 

Zo + ce] e indefinidamente derivable en r. La serie de Ta~ 

lor, para todo n g N Y todo z g I es: 

f(z) = 

donde los coeficientes c 

Co = f(zo)' = c . . . , n 

Usando la fórmula de los 

Taylor, así: 

f(z) f(zO) + 
f'(zo) 

= 1! 

n 

co 

¿ 
n=O 

c (z 
n 

estan dados 
f(n) ( ) . Zo 

n! 
... .. . 

coeficientes c 

(z - z ) + ... 
O 

por la regla: 

n' podemos escribir la serie de --

/n)(zo) 
(z - z )n + + n: O 
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EJEMPLOS: Las series de Taylor alrededor del punto Zo = 0, para las -

funciones e Z
, sen z y cos z son: 

a) 
z 

e = 
3 

b) sen Z = Z - Z 
3T+ 

2 
c) cos Z = 1 - z 

2T+ 

5 
Z sr-

1+ 
z 
4T -

n 
+ ~+ 

n! 

. . . (_l)n-l 

... (_l)n-l 

2n-l 
Z + (2n-l)! ... 

2n-l 
z + (2n-l)! . .. 

OBSERVACION: Es natural esperar que los polinomios de la forma : 

P (z)· 
n 

= 
/n){z ) 

O n 
f(zo) + •.• + --n-:!""'-- (z - zo) 

converjan uniformemente hacia f en r. En general no ocurre así, como lo 

demuestra el ejemplo de la siguiente función: 

fe -l/K' x. > O 

g(x) = < 

lo, x < o. 

Para xo = 0, todas las derivadas de g son nulas en el punto 0,; por lo 

tanto los polinomios P son todos identicamente nulos, luego no puedc~ 
n 

converg~hacia g en un intervalo r de centro O. 

Las funciones f 1ue son indefinidamente derivables y para las 

cuales los polinomios P convergen hacia f en un intervalo de z o que 
n 

siguen siendo sumas de su serie de Taylor , forman sólo una parte de 

las funciones indefinidamente derivables, cuyas propiedades estudiaremos 

en el Capítulo Ir y sjg~ientes. 

SIR' Ir., r:- ""'1=' -
'" , •• & , 
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SERIE DE POTENCIAS 

DEFINICION 16: Una se~ie infinita de la fo~ma: 
o:> 

L 
n=O 

( Z )
n c z-

n O = 

donde z es una va~iable compleja y zo' c
n 

son núme~os constantes comple 

jos, se llama se~ie de potencias en (z zo)' 

Cuando una se~ie de potencias conve~ge a fez) para cada z en un conjunto 

D, di~emos en este caso que la , se~ie ~ep~esenta la función fez) o que -

la función está desar~ollada en la se~ie de potencias. 
o:> 

Po~ ejemplo, la se~ie geomét~ica L 
n=O 

n 
z ~ep~esenta la función fez) = 

en el interior del círculo unitario c = {z ~ C: Izl < 1}. 
00 

1 
1-z 

PROPOSICION 11: Una se~ie de potencia L c (z - z)n tiene un radio de -
O n . 0 

conve~gencia R tal que cuando O < R < 00, la serie conve~ge absolutamente 

para 1 z - Zo I < R Y diverge para 1 z - Zo 1 > R. 

El número R está dado por la fórmula: 

R 
1 

= 
lím Supn~ 
n +0:> 

Si hacemos n PRUEBA: ex. = cn(z-zo) , tenemos entonces: n 

lím I}IT;;I Sup y IU~ 1 = n 
lím Sup n~lz_z I 

n O 
= 

n+ 00 

Aplicaremos el criterio de la ~aíz, el cual nos dice así: 



i) Si L < 1, 

ii) Si L > 1, 

lím Sup L 
n~oo 

00 

l <X 
n 

es absolutamente convergente. 
o 
00 

I <Xn es divergente. 
O 
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iii) Si L = 1, el criterio falla (puede haber convergencia o divergen -

da) . 

Luego, por este criterio, tenemos: 

Iz - zol 
L 

R 
< 1, es decir lz < R; así, la serie de potencias = 

converge absolutamente cuando Iz - z 1 ~ R 
O 

lz - zol 
L = R ~ 1 , es decir I z - Z O I > R. 

y diverge' cuando 

OBSERVACIONES: Cuando R = O, la serie de potencias converge sólo para 

Z = zO; si R = 00 la serie converge para todo Z g C. 

Cuando O < R < 00, el círculo (di sco) C = {z g C: 

ma Círculo de Convergencia de la Serie. 

Iz - z 1 < R} 
O 

se lla 

DEFINIcrON 17: Una serie de potencias se dice que converge uniformemente 

en un conjunto D, si para cada E > O eXiste un número N(e) tal que para 

todo z g D, se cumple : 

IR (z)1 < e:, 
n 

para n .:: N( e:) • 

OBSERVACION: Cuando una serie de potencias representa a una función fez), 

se escribe 

fez) = I 
n=O 

donde S (z) 
n 

c (z 
n 

N-l 
= I 

n=O 

= 

c (z - z )n 
n O 

y 

+ 

R (z) 
n 

00 

~ ( )n L Cn z - zo 
n=N 

00 

= l 
n=N 
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Por la observación anterior se ve que la definición 17 es similar a la de 

finición 11. 

ce 

PROPOSICION 12: Sea 

convergencia R t o. 

~ c (z - z)n una serie de potencias con radio de /. n O 
n.O 
Entonces para cualquier círculo c de centro Zo y ra-

dio r < R, la serie de potencias converge uniformemente en c. 

PRUEBA: Representemos en la siguiente figura los círculos c y c
l 
conce~ 

tricos en Zo y radios r y Rl respectivamente y además r < Rl < R.~· 

y 

x 
o 

Puesto que r < R1, podemos escribir: r = AR 1, donde O < A < 1. 

Si Iz - z I < r entonces: 
O -

Icn{z - z )nl < Icnlrn = ICnlAD R~. 

ce 

Pero por hipótesis, la serie L 
n=O 

C (z _ Z )D 
D O converge para Iz - z I = 

O 
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luego ICnIR~ < 1, para n ~ NI' donde NI es un número fijo suficiente­

mente grande. 

Además, puesto que O < ~ < 1 , tenernos por la definición de 

límite , que para E > O, ~n < E(l-~) cuando n > N (E), siendo N como 
- 2 2 

N. Sea N(E) = 
1 

Tenemos entonces que para n ~ N(E) y Iz - z I < r: 
O -

= 

Luego: IR I n 

IR I n 

C (z 
n 

= ~N + ).N+l + 

).N(l" + A + ). 
2 

= + ... ) 
2 

ya que la serie geométrica 1 + A + A + 

= 

IR I < E de acuerdo con la definición 17 . n 
00 

.>N 
1-A 

e{1-). ) 
< (1-). ) = E 

1 
converge a 1-). así, 

~n 

PROPOSICION 13: Sea f(z) í C (z -
n serie de potencias = zO) una n n=O 

convergente a f(z) para los z g C tales que Iz - zol < R. Entonces 

f(z) es una función continua en el círculo de convergencia c. 
00 

PRUEBA: Si O < r < R, la serie L 
n=O 

n C (z - z ) 
n O 

es uniformemente con 

vergente en el circulo C de centro Zo y radio r según la proposición 12. 
00 

Por otra parte t enemos que L C (z - z)n está definida, es contínua en 
O n O 

C y converge uniformemente hacia f(zo) para todo Zo g C, luego f es 

continua en C = {z g C: Iz - zol < R} por el Corolario 1. 



26. 

PROPOSICION 14: (Principio de los Ceros Aislados) 
co 

Supongamos que I C zn 
n=O n 

es una serie de potencias que conver 

ge en un circulo C = {z S c: Izl < R} 
co 

y sea fez) = I C 
O n 

n 
z . 

Entonces, siempre que todas las C 
n 

no sean simultáneamente nulas, exis-

te un r' < R tal que para O < Izl < r l se tiene fez) + O. 

PRUEBA: Sea k el menor entero tal que Ck + O; entonces podemos escri -

bir: 

fez) = 

co 

La serie I ck+mz
m 

es convergente en C ya que sus terminos se obtie -
m=O 

dividiendo k t O nen por z los terminos de la serie convergente 
00 

I Ck z k+m . 
k=O +m 

co 

Si g( z) - L Ck+m zm, entonces g( z) es continua en C por la proposié:ión 
m=O 

13, Y puesto que g(O) = Ck + O, existe r l > O tal que g(z) + O 

DI = {z e C: Izl < rl}, luego se tiene: fez) = zk g(z) t o. 

para 

OBSERVACION: La conclusión de la proposición anterior también la podemos 

expresar en la forma siguiente: 
co 

Si una serie de potencias: fez) es convergente para O < I z I < r I 

y tal que: fez ) = O, para una sucesión (z ) de puntos distintos que tien 
p p 

de a O, entonces todos los coeficientes C son nulos y por lo tanto 
n 

fez) es nula. 
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PROPOSICION 15: (Identidad de Series de Potencias) 

Sean f(z) n 
= ao + a1z + ... + a z + n 

g(z) b + b1z + b z n = . . . + + ... 
O n 

dos series enteras convergentes en el mismo círculo C = {z ~ e: I z I < R, R > O}. 

Si existe una sucesión de puntos distintos (z ) del círculo e, tendien -
p 

do a O y tal que fez ) = g(z), para todo p, se tiene a ~ b Y por lo 
p p p p 

tanto a = b para todo z S C. 
n n 

PRUEBA: Sea hez ) = fez ) - g(z ). 
p p p 

Entonces: 

h(z ) = (ao + . . . + a zP + ... ) - (bo + ... + b zP + ... ) p p p 

hez ) = (ao - b ) + (al - b )z + . . . + (a b )zp + ... p o 1 P P 

Como fez ) = g(z) para todo p, entonces: h(z) = O. Aplicando la obser p p p 

vación anterior vemos que: 

= O' , 

Luego a = b . 
O O' 

Por lo tanto a = b 
n n 

seado. 

a 

al 

= b 
1 ' 1 

para 

- b = O' 
1 

, 

... , 

todo n con 

a b = O ... , p p 

a - b 
P - P 

lo que se obtiene el resultado de 
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CAPITULO II 
FUNCIONES ANALITICAS 

La relación que existe entre las series de pote~ci8s y 

las funciones anal.tticas de variable compleja se pone de manifie!, 

to en las definiciones y proposiciones que siguen: 

2.0 DEFINIeION y PROPIEDADES 

DEFINICION 18: Sea D un conjunto abierto en el plMo C (es decir 

que para todo Zo g D existe un disco abierto · 

D* = {z g c: I z-zo I < R}, donde D*c D). 

Diremos que una función compleja f: D + e es analltiea (u hol~ 

fa) en D si, para todo Zo g D, existe un disco (circulo) abierto 

" * D c D; tal que se cumpla en D la siguiente condici6n: 
ClD 

fez) = r e (z_zo,n, 
n=O n 

" donde la serie entera es convergente en D • 

Brevemente, podemos decir que una . función f es analltica en D, si 

es desarrollable en serie de potencias de (z-zo) en un entorno de 

todo punto Zo g D. 

OBSERVACION: En vista de la proposici5n 15, esta serie, si exis-

te, es necesariamente Onica. 

La siguiente figura, ilustra la definición 18. 
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DEFINICION 19: Una función compleja f que sea anal1tica en ~odo 

el plano C. se llama funci6n entera. 
CD 

PROPOSICION 16: Si una serie de potencias fez) = l C zn (1) 
n=O n 

es convergente en D, entonces para todo Zo Q D, existe una serie 
fe 

de po~encias (y sólo una) convergente para D : Iz-zol < R - IZol 

y que cumple: 

fez) = r 
n=O 
CD 

PRUEBA: Sabemos que la serie I C zn es convergente en D. 
n=O n 

Sea z = Zo + z'; sustituyendo ~ste valor de z en la serie (1) 

tenemos: 

fez) = 
CD 2 
l C (Zo + z' ) n = Co + c (zo + z') + e < Zo + z, ) + ••• 

n=O n 1 2 

Consideremos ahora la serie siguiente: 
00 

(2) l Ic 1<lzol + Iz'l)n = 
n=O n 

2 

ICol + Ic11(lzol + Iz'l> + Ic2 1<l zol + Iz'l) + • 

00 

Suponiendo que la serie r C zn sea absolutamente convergente en 
n=O n 00 

D: Izl < R, se tiene que la serie r Icnl<lzoI + Iz'l)n es con­
n=O 
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'* vergente en el disco D = {z 9 C: Iz-zol < R ~ IZol} en virtud 

de la definición 7; pues si Izl = IZol + Iz'l < R entonces 

I z' I = I z-zo I < R - Izo l· 
'* Luego, para los valores de z 9 D , podemos rearreglar la serie: 

fez) 

en potencias de z' = 

CID 

= r C (zo + zt)n 
n=O n 

sin alterar la suma ni su converge~ 

cia (proposición 5); así obtenemos la serie entera: 

(3) fez) 

1: 

CID 

= r a (z-zo)n 
n=O n 

convergente en D , donde los coefieientes an vienen dados, en té~ 

minos de los coeficientes C de la serie (1), por la expresión: 
n 

a 
n = l 

m=O [
m + n] 

n Cm+n z~ 

NOTA: En general el radio de convergencia de la serie (3) ser~ -

mayor que R - IZol; así, la función definida por la fórmula (3) -

nos da una prolongaeión (analítica) de la función dada en (1) ha-

cía puntos que se encuentran fuera del disco D. 

2.1 DERIVADA DE UNA FUNCION COMPLEJA 

. DEFINICrON 20: Sean D un conjunto abierto en C y f una función -

eompleja contínua definida en D. Diremos que en Zo ~ D, la fun -

ción f admite una derivada respecto a la variable compleja z, si 

cuando u = s + it tiende a cero en C: 



existe. 

11m 
tí .... O 

f(zo +u) - f(zo) 
u 
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Este límite se llama la derivada de f en el punto Zo y la repre -

sentamos por f'(zo). 

PROPOSICION 17: Una serie de potencias con radio de convergencia 

R + O, representa una función analítica en todo punto interior a 

su círculo de convergencia. Las derivadas de esta función se ob-

tienen derivando término a término la serie original. 

PRUEBA: Consideremos la representación: 

fez) = l 
n=O 

e 
n 

n z . 

Suponiendo R + O. Entonces podemos representar fez) en la forma 

siguiente, según la proposición 16: 

fez) 
00 

= l a <z_zo)n. 
n=O n 

La función fez) es continua en Zo ~ D por la proposición 14, lue 

go es continua en todo punto z S D pues Zo es un punto arbitra -

rio. 
00 

De fez) = r obtenemos: luego: 
n=O 

= 

Otra vez, por la proposición 13, la función representada por la -
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serie de potencias de la última igualdad 9 es continua en zo' en -

tonces: 

= = 
(X) 

= r (m+1)Cm+1 z: 
m=O 

(X) 

= r 
k=1 

Dicho de otro modo, f'(z) se obtiene derivando término a t~rmino 
(X) 

la serie r 
O 

= 

n 
C Z; así 9 la m-ésima derivada de fez) en Des: 

n 

00 

¿ n-m z 
n=m 

n(n-l) ••• (n-m+1)C 
n 

OBSERVACION: Una función f analítica en un abierto D c C es de-

rivable indefinidamente en C y todas sus derivadas son analíticas 

* en D; además, para todo Zo Q D, existe un disco D : I z-zo I < R 

en el cual la función es igual a su serie de Taylor que converge 

* en D • 

2.2 PRIMITIVA DE UNA FUNCION COMPLEJA 

DEFINICION 21: Dada una función f analítica en un abierto D c C9 

diremos que una función F analítica en D es una primitiva de f si 

se cumple F' = fez) para todo z S D. 
00 

PROPOSICION 18: Si una serie entera fez) = r es -
n=O 

convergente en un disco (círculo) D: Iz-zol < R, entonces la serie: 
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al 2 a 
F(z) = ao(z-zo) + 2' (z-zo) n ( )n+l + ••• + n+1 z-zo + ... 

es convergente en D y su suma es una primitiva de f. 

PRUEBA: La proposición 17 nos da como resultado lo siguiente: 
co 

f' (z) = l = 
k=l 

Probaremos entonces la convergencia de esta última serie para 

D: Iz~zol <R. 

Sea a tal que O < a < R, la sucesión de números complejos (a an ) 
n 

fez) es convergente; está acotada pues la serie que representa 

luego también lo está la sucesión ( __ 1_ a 
n+1 n an+1

) la conclusión se 

sigue de la proposición 12. 

PROPOSICION 19: Sean f y g dos funciones analíticas en un conju~ 

to abier to D c C. Si existe un punto a S D Y una sucesión de pu~ 

tos distintos de D (z ) que tiene por límite el punto a, entonces 
n 

se tiene fez) = g(z). 

PRUEBA: Por hipótesis sabemos que las series: 

fez) = í 
n=O 

a 
n 

n z y 

son convergentes en un disco abierto: 

* D = {z S c: I z-a I < R}, 

g(z) 

* D c D. 

co 

= í 
n=O 

b 
n 

n z 

Como todas las condiciones de la proposición 15 se cunplen tambi~n 

en el caso presente, tenemos que: 

f(z) = g(z), * para todo z e D • 
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2.3 EJEMPLOS DE FUNCIONES ANALITICAS 

1) Un polinomio de la forma pez) = + a n 
n 

z es 

una serie de potencias convergente para todo z e c, luego es -

una función entera (definición 19) y por lo tanto es una fun -

ción analítica en C. 

2) La función fez) = 1 es analítica en C - {ol. 
Z 

Demostremos que, para todo Zo t 0, 
. 

la serie de potencias: 

(1) 1 
n 

n (z-zo) 
+ ••• + (-1) n+l + 

Zo 

es convergente para los z tales que Iz-zol ~ IZol y adem~s 

que su suma es l/z. 

En efecto, para todo u S C y n S~, se tiene la identidad: 

2 
1 - u + u 

n n - ••• + (-1) u 
1 _ (_l)n+l un+1 

+ 1 + u 

Cuando lul < 1, se tiene lím 
n~c:o 

n+ 1 
u = O, luego: 

1 2 
1+u = 1 - u + u 

siendo la serie convergente para lul ~ 1; sustituyendo u' por 

z-zo en (1), se encuentra que la serie (1) converge a l/z para 
Zo 

OBSERVACIONES: Del ejemplo 1 se deduce que para toda función 

f analítica en un conjunto abierto D c C; fO (n ~ O) es anal1-

tica en D, lo mismo que f+g (g analítica en D) y también f.g. 
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Del ejemplo 2 se tiene que si f es analítica en D c C, la fun­

ción llf es analítica en D' c D, donde D' = {z g C: f(z) + ol 

Además se ve que si f y g son analíticas en D, la función f/g 

es analítica en D' c D, donde D' = {z g C: g(z) + ol. 

3) Su fórmula: 
2 

= 
zn 

+ -+ n! 

define una función entera; en efecto la proposición 11 garanti 
00 

za que la serie de potencias I 
O 

converge para todo z g C, 

luego la función eZ es analítica en C. 

Consideremos un número complejo z = x + iy, entonces: 

eZ = eX (cos y+i sen y). 

De donde obtenemos que: 

para todo z g C. 

En particular: 

le iYI = 1. 

z La amplitud (argumento) del número complejo e es un ángulo 

cuyo número real y es una medida en radianes. 

z Algunos valores de e son: 

i n z i z = "2 
~ e = 

z = i n ~ 
z 

-1 e = 

3in 
; z = 2 

; Z = 2ilI 

z -i ~ e = 

~ 
z 1 e = 



4) 

iI 
e 

in 
T 

e 
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e 

iz La funeión fez) = e de la variable eompleja z es una fun -

eión entera igual a la serie de potencias convergente: 

fez) = iz e = 
2 3 .n n 

l+l..~_z.z l. Z 
1! 2T - l. 3T + ••• + n! + ••• 

iz para todo z 9 C, luego fez) = e es analítiea en C. 

5) Basandonos en el ejemplo 4 podemos definir en C las funciones: 

) 1 (iz -iz a cos z = 2 e + e ) 

) 1 (iz -iz) 
b sen z = 2i e - e 

De donde obtenemos la relación de Euler: 

iz 
e = cos z+i sen z. 

Como las funciones cos z y sen z pueden representarse ~or 

sus series de potencias convergentes para todo z g C: 

Z2 z4 (_l)n 
2n 

1 
z + cos z = - 2T+ ¡¡y- . . . + (2n)! ... 

z3 z5 (_l)n 
2n+l z + sen z = z - 3T+sr- . . . + ( 2n+1)! ... 

se deduce que cos z y sen z son analíticas en C. 
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z Nótese que los desarrollos de e , sen z y cos z son las se 

ries de Taylor alrededor del punto Zo = o. 
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C~PITULO Il1 

INTEGRACION CURVILlNEA DE FUNCIONES COMPLEJAS 

El objetivo central de esta parte es el estudio de la Inte-

gración de Funciones Complejas a lo largo de un camino y además algunas 

de sus propiedades; pero antes daremos las siguientes nociones introduc 

torias: 

3.0 CAMIMOS y CIRCUITOS 

DEFINICION 22: Llamaremos camino a una función continua, 

y: 1 = [a,b] + C 

definida en un intervalo cerrado 1 c R (no reducido a un punto) hacia 

C, que se supone que es derivable con continuidad a trozos; es decir, 

que es una primitiva: 

y(t) = 
t J y'(s)ds + C 
a 

de una función y' continua a trozos en r. 

Ilustramos la definición con la figura: 

y(a) 

...... 
...... 

"OO' 

a 
~ __________ ~j ____ ~i 

t b 

... -. ~-------
y(b) 

y'(t) 
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En esta g~áfica vemos que cuando t ba~e con el inte~alo [a,b] , el pu~ 

to y(t) desc~ibe en el plano C una t~ayectoria y(I) (imagen de y) que, 

en los puntos y(t) tales que y' t O Y continua, admite una tangente 

de di~ección igual a la del vecto~ y'(t) g c. 

EJEMPLOS 

1) Si Y es una función constante en I, y(I) es un conjunto unitario. 

2) 

Entonces y se llama camino constante. 

La función a (t) = 
€ 

2JIiEt 
e donde € t 0, definida en I = [0,1] 

es un camino tal que y(I) es una pa~te del círculo unita~ioD 

C = {z: Izl = 1}. Si € G Z, y(I) es el círculo completo C. Se di 

ce que a es el cí~culo unitario ~eco~~ido n veces, porque todo n 

punto del cí~culo se obtiene pa~a Inl valo~es distintas de t. 

3) Sean c y d dos puntos de C. 

Definamos en [0, 2] la función: 

fCO-t) + dt, O < t < 1 

y( t): < 

ld(2-t) +c(t-1), 1 < t < 2 

La imagen y(I) es el segmento de ext~ernos c y d; el camino y es el 

segmento reco~~ido en los dos sentidos. En el punto t = 1 hay una 

discontinuidad pa~a y'. 

NOTA: Es importante no confundir un camino y con la trayectoria y(I). 

A un camino se le puede llamar "Trayectoria Pararnetrizada". * 

*: Cuando no se produzca confusión, un camino ser§ la fig. de y(I) y su 
sentido de recorrido. 
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DEFINIerON 23: Diremos que un camino y esta contenido en un conjunto 

abierto D c e si y(I) c D. El punto y(a) se llama el origen del cami 

no y y(b) el estremo. Para que dos puntos cualesquiera c y d de D 

puedan estar unidos por un camino, es suficiente y necesario que D sea 

conexo. 

DEFINIeION 24: Llamaremos circuito a un camino tal que y(a) = y(b). 

Los ejemplos 1 y 3 de caminos son también ejemplos de circuitos. 

DEFINIeION 25: Dado un camino y, llamaremos camino opuesto a y (lo 

represental'emos por yo) el camino Yo (t) = y( a + b - t) definido en 1. 

El camino yo tiene por origen el extremo y(b) de y y por extremo el -

origen y(a) de y; podemos decir que yo es el camino y recorrido en --

sentido contrario. 

DEFINIeION 26: Sean dos caminos 

Yl: 1
1 

= [a,b] ~ e 

Y2: 1
2 

= [c,d] + e 
tales que el origen 

y (c) de Y2 sea el extremo y (b) de y . 
211 

Llamaremos yuxtaposición de y y y (y la denotaremos por y = y V Y ) 
1 2 1 Z 

el camino: 

definido así: 

y: [a, d+b-c] + e 

rY1 (t), 

y(t) < 

lyz(t) , 

a < t < b 

b<t<d+b-c 



Ilustración g~áfica: 

.i 

a t b d+b-e c t d 

En esta g~áfica vemos que el o~igen de y V Y2 
1 

de Y1 V Y
2 

es y (d). 
2 

y (d) 
2 

es y.(a) y el extremo 
. 1 

NOTAS: Con esta nomenclatu~a, el ejemplo 3 de caminos puede eseribirse 

así: Yo V Y10 donde Y1 es el camino t -+ c(l-t)+dt para t G [0,1]. 

En general, para todo camino y, la yuxtaposición y V Yo es un circuito 

euyo origen es el de y; en particular, un circuito es siempre la yuxta-

posición de dos caminos. 

DEFINICION 27: Sean Yl y Y2 los mismos caminos de la definición ante­

rior. Diremos que Yl y Y2 son equivalentes si existe una biyección cr~ 

ciente ~: IZ ~ I 1 • contínua y derivable con continuidad a tro~os, lo 

-1 
mismo que la recíproca ~ , tal que 

3.1 INTEGRAL A LO LARGO DE UN CAMINO 

y (t) 
2 

= 

DEFINIeION 28: Sean y un camino y f una función compleja continua en 
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; ) 

y(I); (no suponemos que f está definida fuera de y(I) y tampoco que sea 

analítica). Entonces la función compuesta f(y(t»y'(t) es continua en 

I Y por la proposición 9 su integral está definida. 

Llamaremos integral de falo largo del camino y al número complejo: 

f f(z)dz = 
y 

f
b 

f(y(t» y'(t)dt. 
a 

La definición anterior nos muestra que la integral de una función comple 

ja a lo largo de un camino y depende tanto del conjunto y(I) como de su 

parametrización y(t) (ver proposición .22). 

PROPOSICION 20: Si y: [a,b] + e y 
1 

Y 2: (a,d] + e 

s on dos caminos equivalentes, entonces se tiene: 

f f ( z)dz = f f( z)dz 

Yl Y2 

PRUEBA: Sea 1jJ: [ c ,d] + (a ,b] una biyección creciente , contínua y deri 

vable con continuidad a trozos tal que y = y o 1/J. 
2 1 

Luego yi(t) = y'( 1jJ (t» 1/J'(t) 
1 

en 12 excepto en un número finito de -

puntos. 

Utilizando la fórmula de cambio derivables 

tenemos: 

cj>( b) 

J f(u)du = 

4>(a) 

b 

J f($(t» 1jJ(t)dt 

a 
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d d 

J f(z)dz = f f(Y2(t»Y~(t)dt = 
c 

f f(y (~(t»)y'(~(t»~'(t)dt 
1 1 

Y2 c 

f f(z)dz = f(y (u»y'(u)du = 
1 1 fb f(y (u»y' (u)du 

1 1 

Y2 a 

PROPOSICION 21: Si la función f es tal que If(z)1 < M para todo z S y(I), 

entonces: 

11 f(Z)dZI ~ M ~IY'(t)ldt = ML 
Y a 

tud de la trayectoria y(t). 

PRUEBA: Sabemos por la definición 28 que: 
b J f(z)dz = J f(y(t»y'(t)dt. 

y a 

La proposición 9 nos da como resultado que: 

I f f(Z)dZI < f 1Hz) Idz. -
y y 

Entonces por la definición 28 tenemos: 

b 

I f f(z)dZI < f If( y( t»y' (t) I dt -
Y a 

b 

donde L es la longi-

I f f(Z)dZ\ < f If(y(t» Ily'(t) Idt; 

y a 



z g y(I) y como f(y(t» = 
b 
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fez) entonces: 

I J f(Z)dtl ~ 1 Mly'(t) Idt 
a 

IY'(t) Idt = ML 

Y a 

PROPOSICION 22: Sean y y Yo dos caminos opuestos, 

f f(z)dz = f f(z)dz. 

Yo Y 

PRUEBA: Según la definición 25, se tiene: 

entonces: 

Y (t) = y(a + b - t) = -y(t), 
O 

f f(z)dz = 
Yo 

fa f(y (t»y'(t)dt 
O O 

b 

por definición 28. 

Cambiando los límites de integración se tiene: 

f f(z)dz = 
YO 

b 

f f(y(t»y'(t)dt = 
a 

entonces: 

- f f(z)dz 

Y 

DEFINIcrON 29: Cuando Y es la yuxtaposición de dos caminos Yl y Y2 

se tiene: 

f f(z)dz = f f(z)dz + I f(z)dz 

Y Yl Y2 

OBSERVACIONES: Como el segundo miembro de la igualdad anterior no cam 

bia cuando se invierten lo~ "dos términos, se tiene que si Y es un cir -



cuito, la integral J f(z)dz 

i' 
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es independiente del origen de y. 

Si Y es un circuito constante se tiene J f(z)dz = 0, 

y 

para toda funeión 

f. 

Por último, si el camino y est~ conténido en un abierto D e C, y u es 

una función analítica en D, entonces, si r es el camino compuesto 

u(y(t», se tiene: 

f f(u(z» u'(z)dz = 
y 

J f(w)dw. 

r 

3.2 . CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DE LAS PRIMITIVAS DE LAS FUNCIONES 

ANALITICAS 

La noción de Integral a lo largo de un camino nos permitirá 

establecer las condiciones bajo las cuales existe una función primitiva 

de una función analítica: 

PROPOSICION 23: Para que una función f analítica en D admita una pri-

mitiva en D, es necesario y suficiente que para todo circuito y conteni 

do en D, se tenga 

f f(z)dz = o. 
y 

Cuando es así, toda primitiva F de f en D se obtiene de la siguiente ma 

nera: 

F(z) = f f(u)du + c, 

a(z) 
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donde a(z) es un camino cualquiera contenido en D, de origen Zo e D y 

de extremo z. La diferencia de dos primitivas en D es constante. 

PRUEBA: a) Mostraremos que la condición es necesaria: 

Si F es una primitiva de f en D, entonces para todo camino y contenido 

en D, tenemos: 

luego: 

d dt F(y(t» = f(y(t»)y'(t) en [a,bl, 

f f(u)du 

y 

= F(y(b» - F(y(a». 

En particular, si y es un circuito (y(a) = y(b» se tiene: 

f f(u)du 

y 

= F(y(a» - F(y(a» = o. 

Esto nos prueba además, que si una primitiva F de f en D existe, se tie 

ne que la diferencia: 

i f(u)du 
Cl(Z) 

es una constante para cualquier camino Cl(Z). 

b) En segundo lugar probaremos que la condición es suficiente. 

Cuando existe una primitiva, la integral f f(u)du depende sólo de z y 

Cl(Z) 

Zo y no del camino a(z): en efecto si Cl(Z) y B(z) son dos de esos cami 

nos, y = Cl(Z) V Soez) es un circuito de origen zo' luego la conclusión 

se deduce utilizando la proposición 22 y la definición 29: 

J f(u)du 

a(z) 

f f(u)du = 
B( z) 

J f(lf)dw = O 

Y 
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La fórmula F(z) = ( f(u)du + c define entonces una función F en D 
Ja ( z) 

(una vez escogidas Zo y c). 

Nos falta determinar que esta función es analítica y tiene por derivada 
.. '~ 

f: en efecto, para todo Zl e D, existe un disco D: Iz-zl' < r, 
,~ 

D c D, 

en el cual f es desarrollable en serie de potenciss de (z-zl)' luego -­

* existe una primitiva analítica FI de f en D (por la proposición 19), 

* la cual podemos suponer que anula en zl' Para todo camino heZ) en D de 

origen zl y extremo z, tenemos: 

Fl(Z) = J f(u)du. 

heZ) 

Luego, si a(zl) es un camino en D de origen Zo y extremo zl' a(zl) V heZ) 

es un camino en D de origen Zo y extremo z, se tn.ene por la definici6n 29: 

F(z) = 

3.3 HOMOTOPIAS DE CAMINOS Y DE CIRCUITOS 

;'( 

para todo Z e D. 

DEFINICION 30: Sean D un conjunto abierto en C, y : I + C, 
1 

y:I-+C 
2 

dos caminos contenidos en D, definidos en el intervalo 1 = [a,b]. 

Llamaremos homotopía de y 1 a y 2 en D a la función continua 1jJ: 1 x J -+ D, 

donde J = [c,d] c R, tal que ljJ(t, c) 

para todo ter. 

= y (t) 
1 

y ljJ(t, d) = y (t) 
2 

OBSERVACIONES: En esta definición exigimos la continuidad de la funci~n 

ljJ{t, s) y no solo la continuidad de cada una de las funciones parciales. 

La idea intuitiva de homotopía de dos caminos es la de una "deformación 

continua" que permite pasar del uno ' al otro. 
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DEFINIcrON 31: Diremos que un camino Y2es homótopo de otro Yl en D, -­

cuando existe una homotopía ~ de YI a Y
2 

en D. 

Cuando Y1Y Y2 son circuitos en D, diremos que Y
1 

y Y
2 

son homótopos como 

circuitos en D, si existe una homotopía ~: 1 x J + D, que cumple la pro. 

piedad suplementaria: ~(a,s) = ~(b,s), para todo s g J. Esta homotopía 

~ se llama homotopía de circuitos 

DEFINICION 32: Diremos que un circuito y contenido en D es hOmÓtopo de 

un punto en D si es homótopo como circuito en D de un circuito constante. 

Diremos que un conjunto abierto conexo D es simplemente conexo, si todo 

circuito en D es homótopo de un punto en D. 

3.4 TEOREMA DE CAUCHY 

PROPosrCION 24: Sea D c C un conjunto abierto conexo, y sea f una fun-

ción analítica en D. Si Y1 Y Y2 son dos circuitos contenidos en D y ho­

mótopos en D, se tiene: 

( f(z)dz = 
~l 

( f(z)dz 
}y 

2 

En el caso que D es simplemente conexo, se tiene 

do circuito contenido en D. 

PRUEiA: Sean los circuitos Y1 y Y2 
definidos así: 

y : 1 = [a,b] +D 
1 

Y : 1 = (a,b] + D 
2 

f f(z)dz = 0, 

y 

y ~: 1 x J + Duna homotopía de y a y en D, donde J = [c,d]. 

para to 



49. 

Dividamos los intervalos 1 y J en un número finito de subintervalos: 

1 ·[a a ·] pa~a O < h ~ n-l 
h' h+~' ... 

J para O 2. k ~m-l 

esté totalmente contenide en un disco 6
hk 

c D, de centro zhk' en el -

cual la función f sea desarrollable en serie de potencias de (z-zhk) 

y por la proposición 18 admite una primitiva en 6hk " 

Lo anterior lo ilustramos con la siguiente figura. 

d ... ................. . r--------, 

: 

o a 

Dibujemos el disco 6
hk 

ampliado: 



50. 

Consideremos ahora enó
hk

, los cuatro segmentos que unen las imágenes 

bajo $ de los cuatro vértices del reetángu10 Rhk : 

f3
h

,k de origen u
hk 

: $(a
h

, ck ) 

y extremo ~,k+l = $(ah , ck+1 ) 

S de origen u = $(ah+1,ck ) h+l,k h+l,k 

Y extremo u ; $(ah+
1

, ek+1 ) 
h+1 ,k+ 1 

a dé .,rigen ~,k y de extremo u 
k h,k h+l , 

a de origen u y de extremo u 
h,k+l h,k+l h+l, k+l 

Utilizando la proposición 23 al circuito a V e ,k 
hk h+l 

se tiene: 

J f(z)dz + 

f3hk 

I f(z)dz = 
a 
h,ki-l 

I f(z)dz 

a 
hk' 

+ I f(z)dz 

e 
h+l,k 

Observemos ahora que la yuxtaposición ak = ao,k V a1',k V .•• V a k n-l, 

es un circuito en D (puesto que $ es una homotopía de circuitos); por 

la misma razón, se tiene So,k = f3 k. 
n, 

Sumando las n relaciones de la integral a lo largo del cicuito a te­
O 

nemos: J f(z)dz = J f(z)dz. 
ak ak+1 

de donde en particular para el circuito QO resulta: 

f f(z)dz = 
a O 

f f(z)dz. 
a 

m 



El mismo 

luego: 

razonamiento demuestra que: 

f f(z)dz = 
Cl O 

J f(z)dz = 
Y1 

f f(z)dz 

Y2 

r fez )dz. 
J 
Y 2 
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y I f(z)dz = J fez )dz 

Cl Y2 m 

En el caso que D es simplemente conexo y la funeión f es anal1tica y 

admite una primitiva en D, la proposición 23 nos garantiza que para 

todo circuito y contenido en D se tiene 

f f(z)dz = O 

Y 

3. !i INDICE DE UN PUNTO RESPECTO A UN CIRCUITO 

IlEFINICION 33: Sea y: I = [c ,d) + C un circuito en C y sea a un punto 

de C tal que a + y(I). Entonces el número (entero positivo o negativo) 

j (a; y) = 2~i J 
y 

se llama índice de a respecto al circuito Y. 

dz 
z-a 

Este número es la expresión matemática que corresponde a la noción intui 

tiva del número de veces que el circuito Y gira alrededor de a. 

En efecto, para t S I escribamos 

h(t) = r 
s 

de forma que 2llij(a; y) = 

y'(s)ds 
y(s) - a 

2-lli 1 f 
2lli 

y 

( dz 
z-a = h(d). 
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Y'(t) 
Como h es una primitiva de una función continua, tenemos: h'(t) = Y(t)- a 

excepto en un número finito de puntos de r. 

Sea g(t) = entonces: 

g'{t) = _h'(t)e-h{t)(Y(t)_a) + Y'(t)e-h(t» • 

. Sustituyendo el valor de h'(t) en g'(t) se tiene: 

g'(t) = 
_y , ( t ) e - h( t ) 

y(t) _ a (y(t) - a) 

g' (t) = _y' (t)e -h(t) = O. 

Luego la función continua g es constante en r, y en particular se tiene: 

g(c) = g(d); pero h(c) = O, así g{c) = y(c)-a = e-h{d){Y{d)_a) = g(d). 

Por hipótesis y es un circuito (y(d) = y(c» entonces: 

por lo tanto 1 

y(c) -a = 

-h(d) = e 

-h(d) 
e (y(c) - a) 

de do de h(d) = 2nITi para n g Z. 

PRoposrCION 25: Sean a un punto de C, y¡ y Y2 dos circuitos en C - {al 

homótopo en C {a} entonces se tiene: jea; Y1) = 

PRUEBA: Como C - {alc e es un conjunto abierto conexo, podemos apli -

car la proposición 24 a 1 f . ... 1 lít . C {l a unC10n --- que es ana 1ca en - a z-a 

(ver ejemplo 2 de funciones analíticas), así tenemos: 

1 ___ 1 dz = 1 ___ 1 dz 
z-a z-a 

Yl y 2 
Multiplicando los dos miembros de la igualdad anterior por 2~i tenemos~ 

1 J 1 1 f dz 
2ITi -- dz = 2ITi 

, 
z-a z-a 

Yl Y2 
Y por la definición 33 tenemos jea; Y

1
) = jea; Y2). 
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PROPOSICION 26: Sea D c C un conjunto abierto simplemente conexo y 

sea y un circuito contenido en D. Entonces para todo punto a ~ D se 

tiene: jea; y) = o. 

PRUEBA: Sabemos por el 
1 ejemplo 2 de funciones analíticas que --- es z-a 

una de ellas en D. 

La propesición 24 aplicada a esta funeión nos da como resultado: 

f dz = O, 
z-a 

y 
pues D es simplemen~e conexo. 

Multiplicando la igualdad anterior p~ ~ ., tenemos: 
211i 

1 J dz O 211i = z-a 
y 

y per la definición 33 resulta 1 f dz jea; y) que 2ITi = z-a 
y 

= O 

PROPOSICION 27: nit Sea €: : t -+ e 
n 

para todo t G [O, 211], el círculo 

unidad recorrido n veces (n entero positivo o negativo). Para todo z 

tal que I zl < 1 se tiene j(z; €: ) n = n y para todo z tal que I zl > 1 

se tiene j(z; €: ) = o. 
n 

PRUEBA: Tomemos un punto Zo del disco unitario D: Izl < 1. 

Sea Zo = O; entonces, haciendo u(t) 

j(O; e: ) 
n = 

= 

1 f du = 
211i u 

e: 
n 

2IT 

2; f dt = 
O 

nit = e 

2IT 

2~i f 
O 

2IT n 
2Jt = 

se tiene: 

• nit 
nl.e 

nit 
e 

n. 
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Para probar la segunda parte de la proposición, tomemos el punto zl en 

el disCd'D~: 181 > 1; entonces zl no pertenece al disco abierto 

Izl <lz11 y el disco D' está contenido en el disco Izl < Iz11. Como 

un disco abierto es simplemente conexo, la afirmación j(Zl' En) = O 

se deduce de la proposición 26. 

3.6 FORMULA DE CAUCHY 

DEFINIcrON 34: Sea D c C un conjunto abierto simplemente conexo, y -

sea y: r ~ D un circuito en D. Entonces, para toda función analítica 

f en D y todo punto x ~ D - y(I), la fórmula de Cauchy es: 

j(x; y) f(x) = 

Ilustramos la definición con 12 gráfica: 

f(z)dz 
z - x 

OBSERVAcrON: La fórmula anterior es interesante cuando j(x; y) t O, 

Por ejemplo, si D contiene un disco cerrado Iz-al ~ r, se tiene para 

todo x del disco lx-al < r: 



f(x) = 1 
2IIi 
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f 
fez) dz 
z-x 

y 

donde y es el circuito y(t) it = a + re para t g [0, 2II] de la pro-

posición anterior. 

Tenemos entonces una fórmula que nos da los valores de f en el dis-

co lx-al < r cuando se les conoce seb~e el eíreulo lx-al ~ r. 

PROPOSICION 28: Sea y: 1 = [~,c] ~ C un camino en C y ~ea 

g: y(I) ~ C una función definida y continua en y(I). Ent~nce3 la -

función: 

fez) = I 
y 

g(u)du 
u-z 

está definida y es analítica en C - y(I). Más exactamente, para to-

do punto a g C - y(I), si 

e 
n 

hacemos: 

= f g(u)du 

( )n+l 
u-a y 

para todo n ~ 0, se tiene una serie de potencias convergent~t 

fez) = l 
n=O 

n e (z-a) 
n 

en todo el disco abierto de centro a y de radio la distancia d(a, y(I». 

Por otra parte se tiene: 

= n! e = 
n 

y 

g(u)du 
n+ l 

(u-a) 
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PRUEBA: Sea o = d(a, y(I» > O Y supongamos que Iz-al = qo pare 

O~q<1. 

Por definición se tiene que eS = d(a, y(I) = inf lu-al entonces 
ugy(I) 

\u-al > o para todo u g y(I), por 10 tanto Iz-al ~ q\u-al < 1, es 

Iz-al decir --- < q < 1. u-a -

u 

Podemos escribir entonces para todo u g y{ I): 

<Xl n 
1 1 L (z-a) 

= 
(U-a)[1 _ z-a) 

= , 
u-z ( )n+l n=O u-a u-a 

donde la serie es convergente, con las mayoraciones: 

para n ~ O. 

I 
(z_a)n I < qn 

( )n+l - eS 
u-a 

Ahora, por definición tenemos: 

fez) = 
c 

i g(y(t) y'(t)dt 
y(t) - z 

b 
= 

c 

J. g(y(t» 
b 



n 
(z-a) n 
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Como 
( )

n+l < .L 
eS 

entonces cuando t recorre I, la serie inte -
u-a 

grada es uniformememte convergente: en efecto, puesto que g es contí 

nua y y' continua a trazos en [b, c], existe un número M tal que: 

Ig(y(t» y'(t)1 ~ M, para todo t 9 y(r) (proposición 7) 

Por lo ~8nto nos resulta: 

n 
g(y(t» y'(t) 

n 
(z - a) 

n+l (y(t) - a) 
< M.L o 

Aplicando ahora el corolario 2 (capítulo I) obtenemos la serie de po-

tencias convergente: 

f( z) :: 

en otras palabras tenemos: 

fez) = 

00 

y por último: fez) = l 
n=O 

00 

I 
n::O 

00 

I 
n=O 

c 

(z_a)n 1 g(y(t» y'(t)dt 
(y(t) _ a)n+l 

b 

( )n J g(u)du 
z-a n+1 

(u-a) 
y 

n 
C (z-a) • 

n 

PROPOSICION 29: Si una función f es analítica en un conjunto abierto 

D, entonces para todo a g D, la serie de Taylor de f en un punto a es 

convergente y tiene por suma fez) en todo el disco abierto de centro a 

y radio la distancia de a a C - D. 

PRUEBA: Si O < r < d( a, C - D), podemos aplicar la fórmula de Cauchy 

(definición 34) en el disco Iz-al ~ r para el circuito 



it y:t-+a+re t 9 [O, 2n]. 
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Utilizando la proposición 27 con n = 1, tenemos j (z; y) = 1, luego 

por la proposición 28, obtenemos para la función f un desarrollo en 

serie de potencias de (z-a): 

f(z) = 

convergente en Iz-al < r. 

00 

L 
n=O 

n C (z-a) 
n 

Si hacemos C 
n p! 

obtenemos que el desarrollo anterior es la 

serie de Taylor: 

f(z) = 1 
f(a) + 1T f'(a)(z-a) + •.• + •.• 

converge a f(z) en el disco Iz-al < r según la proposición 17. 

3.7 DESIGUALDADES DE CAUCHY y TEOREMA DE LIOUVILLE 

PROPOSICION 30: (Desigualdades de Cauchy) 

Sea f una función analítica en un conjunto abierto D c C; --

sean a 9 D Y 6: Iz-al < r un disco cerrado de centro a tal que 6CD 

y sea M el extremo superior de If(z)1 sobre el círculo r: Iz-al = r, 

frontera de 6. Entonces, para todo entero n ~ O, se tiene: 

con el convenio f(O) = f. 

n'M 
< -'­

n 
r 
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PRUEBA: La fórmula f(n)(a) = n! e = n! 
n J 

g(u)du 

( )n+l 
u-a 

de la prop08!. 

y 

!dón 28 aplicada a la fórmula de Cauchy: 

j(x; y) f(x) 

nos da como resultado: 

para n ~ 1. 

1 f f(z)dz 
2ITi z - x 

n! 
= 2TIi 

y 

J 
f(z)dz 

( )n+l z-x 
y 

it Aplicando ahora esta última fórmula para el circuito: y(t) = a + re 

t g [O, 2ft] y para el punto x = a, obtenemos: 

= 
2IT 

n! J f( it) "nit -- a+re e 
2ITrn 

O 

dt. 

Utilizando además la proposición 9 resulta: 

Por hipótesis tenemos Sup !f(z)! = M entonces 

luego: 

n! 

J
2Il 

M dt 

O 

PROPOSICION 31: (Teorema de Liouville) 

2JI 

< ~ J ! f( a + r e i t 11 ~-ni ti dt 
- 2ITrn 

O 

't ! f( a + r e ~ )1 ~ M 

= 
n!M • 

n 
r 

y 

Una función entera acotada en C es necesariamente constante. 
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PRUEBA: Sea f( z) = I 
n=O 

C 
n 

n z una función entera, siendo la serie 

de potencias convergente en C. Como If(z)1 ~ M para todo z g C, 

podemos usar la proposición 30 tomando un disco abierto Izl < r, 

sonde r es arbitrariamente grande. 

Obtenemos por lo tanto, para n > 1: 

Ic I < n -
M 
n 

r 

pero 11m 
!'"+<lo 

1 
n 

r 
= o pues n ~ 1, con lo que nos resulta: C = O 

n 

para n ~ 1. 

Por último para n = O obtenemos el resultado deseado: 

f(z) = en C. 

3.8 CONDICIONES DE CAUCHY PARA LA DERIVADA DE UNA FUNCION COMPLEJA 

El hecho de ser continuamente derivable caracteriza a las 

funciones analíticas de una variable compleja. 

PROPOSICION 32: Toda función compleja definida y continuamente deri-

vable en un conjunto abierto D c C es analítica en D (y por lo tanto 

es indefinidamente derivable en D). 

PRUEBA: Sea f una función continuamente derivable en D. 

Probaremos que para todo disco cerrado 6: Iz-al < r, tleD, f(z) es 

igual, en ti': Iz-al < r, a la suma de una serie de potencias de (z-a) 

convergente. 
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~, .. ,. 
Consideremos el circuito: y(t) it = a + r e t g [O, 2nJ. 

En virtud de la proposición 28, nos bastará demostrar que para z tal que 

I z-a I < r se tiene: 

fez) 

Para ello, hagamos, para O < Á < 1: 

Se tiene: 

para Á = 1 

para A = O 

ya que 2~i f 
y 

du 
u-z = 

Para probar que fez) 

g(Á) = 2~i f 
y 

g(1) 1 J = 2IIi 
y 

g(O) 1 f = 2IIi 
y 

j(z; y) = 1 

= 1 J f(u)du 
2IIi u - z 

y 

f(u)du 
u-z 

f(z+Á(u-z» 
-..:.~......:..~.;;;.:....::... du. 

u-z 

f(u)du 
u - z 

f(z)du 
fez). 2~i J = u - z 

y 

por la proposición 27. 

du ---u-z 

nos basta, por lo tanto, 

f(z) 
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verificar que la función g es constante en [0,1]. 

La escribimos ahora en l a forma: 

gO.) = 
it f(z+A(a + r e - z» it 

it e dt. 
a + r e - Z 

La hipótesis de derivabilidad hecha para f demuestra que g es contí-

nua en [0,1] y derivable en ]0,1[, viniendo dada su derivada por: 
2rr 

g'O.) = r 
2II Jo 

it it f'(z+A(a + r e - z»e dt. 

Pero: 
a it at (f(Z+A(a + r e - Z») = 

't it 
lA r e~ f'(z+A(a + r e - z) 

La fórmula de g'(A) para O < A < 1 nos da por lo tanto: 

2rr 

z» lo g'O,) = 1 it 
2rri f(z+A(a + r e = O 

2rri iO 
ya que e = e = 1. 

Luego g es constante en ]0,1[ y como es contínua en [0,1] se tiene 

g(O) = g(l). 

PROPOSICION 33 (Condiciones de Cauchy) 

Toda función compleja analítica o no, definida en un conjunto 

abierto D c C, puede escribirse en la forma: 

f(~ + iy) = P(x,y) + i Q(x, y), 

donde P y Q son funciones reales definidas en D. 

PRUEBA: Decir que f es continua en D, equivale a decir que P y Q lo 

son. 



Supongamos f continua, buscaremos las condiciones de P y Q balo las 

cuales la función f admita en Zo 

to a la variable compleja z. 

= una derivada respe~ 

De acuerdo con la definición 20 : 

11m 
(s,t) .... (O,O) s + it 

debe existir y además su valor debe ser el mismo a lo largo de cada 

recta as + Bt = ° que pase por el origen. 

Tomemos entonces como rectas los dos e jes de coordenadas : 

Donde t = O, tenemos: 

11m 
s .... o 

P(xo+s, yo) + i Q(xo+s, yo) - [P(x~'Yo) + i Q(xo'yo)] 

s 

y escrito en otra forma : 

= 

11m 
s .... ú s + i 11m 

8 .... 0 

Q(xo+s, yo) - Q{xo'yo) 

s 

Luego, el límite anterior tiene por valor : 

ap ( ). aQ ( ) 
ax x o' Yo + ~ - x .y ax O' O 

(1) 

y donde 8=0, tenemos: 

Hm 
t .... O 

P(xo' yo+t) + i Q(xo' yo+t) - [P(xo' YO) + i Q(xo' yo)] 

it 

Y escrito en la forma: 

63. 

P{xo, YO+t) - P(xo' YO) 
11m + i 11m 

it t .... O t .. o 

Q(xo' yo+t) - Q(xO' YO) 

it 
= f'(z ) 

O 
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Luego se tiene: = 

Igualando (1) y (2) resulta: 

+ = 

Por lo tanto: 

élQ, ) = ay'XO' Yo 

Y = 

Las dos últimas igualdades se conocen como las condiciones de Cauchy. 

Reciprocamente: si las funciones P Y Q admiten derivadas parciales de 

primer orden, continuas en D y si además verifican las condiciones 

( ecuaciones) de C h ap aQ auc y ax = ay 
ap _ aQ 
dX - - ay 

entonces la función f(x+iy) = P(x,y) + i Q(x,y) es analítica en D. 

PRUEBA: Nos bastara probar que en todo punto (xo' Yo) de D 

Um 
(s,t)+(O,O) 

yo+t) + i Q(xo+s, yo+t) ~ [P(xo'Yo) - i Q(xo ' yo)] 

s + it 

existe, con lo que fez) tendrá una derivada en todo punto de D: f'(z); 

la hipótesis de continuidad de las derivadas parciales de P y Q demos-

trará que f'(z) es continua en D, luego por la proposición 32 f ser~ 

analíticamen D; por lo tanto, consideremos la diferencia: 

F(s, t) = 
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Se tiene entonces: 

R F(s,t) = yo+t) - P(x
O

' yo) - s ap + t aQ , ax ax 

lo que podemos escribir, en vista de las ecuaciones de Cauchy,as!: 

R F(s,t) P(xo+s, yo+t) - P(xo' yo) -
ap 3P. 

= s -- t-ex ay 

También: 

I F(s , t) = Q{xo+s, Yo+t) - Q(xo' yo) -
aQ t 3Q s --ex ~y 

Como las derivadas parciales de P y Q son continuas, entonces para t~ 

do € > O, existe un número r > O tal que para 1 s r ~ r y I t 1 ~ r, 

se tenga 

IR F(s,t)1 ~; Is + itl y Ir F(s,t)1 < ~ Is + itl -2 

Luego: 

IF(s,t)1 < IR ~(s,t)1 + Ir F(s,t)1 ~~ls + itl, 

lo que demuestra la existencia del límite que define la derivada 

f'(z). 
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CAPITULO IV 

FUNCIONES ANALITICAS: SINGULARIDADES y RESIDUOS 

Aquí tendremos la oportunidad de aplicar en forma teórica 

las nociones desarrolladas en el Capítulo anterior. 

4.0 SINGULARIDADES 

Sea f una función analítica en un conjunto abierto conexo 

D e C; si Zo es un punto de D, se sabe por la proposición 29 que la 

serie de Taylor de f en el punto Zo converge en el mayor disco abie~ 

to 6: Iz-zol < r, 6 c D, pero puede ocurrir que el disco de conver 

gencia 60 de esta serie sea mayor que ~. 

; 

! 
; 

Como la frontera Iz-z I = r de ~ contiene por lo menos -
O 

un punto zl de la frontera de D, vemos que existe una función g ana­

lítica en 60 y que coincide con f en el conjunto abierto 6o()D. 

Lo anterior nos lleva a clasificar los puntos de frontera zl g D en 

dos clases: 

" 
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DEFINIeION 35 : Diremos que un punto zl es regular para f 

si existe un conjunto abierto conexo ~o tal que zl Q ~O y una 

función g analítica en ~o' que coincida con f en un conjunto 

abierto DI c Dr)~o' del cual z1 es punto frontera. Si no o­

curre lo antes dicho, diremos que z1 es punto singular para 

f. 

PROPOSICION 34: 
co 

Sea f(z) = I 
n=O 

e 
n 

n z una serie de potencias 

de z, con radio de convergencia R > O Y finito. Entonces 

existe por lo menos un punto frontera del disco de convergen-

cia D: Iz-zol < R de la serie, tal que es .un punto singular 

para f. 

PRUEBA: Supongamos lo contrario ; entonces, para todo punto 

frontera u Q D tal que lul = R, existiría un disco abierto ~u 

de centro u y radio r > O, tal que hubiera una función gu ana 

lítica en ~u coincidente con f en Dr)~u. 

Además, para dos puntos u, u' tales que u + u' y lul = lu ' l = R, 

si ~u r) ~u' +~, entonces las funciones gu y gu' coinciden en 

~u r) ~ur: en efecto, entonces Dr)~ur)~u ' + ~ es un conjunto 

abierto, en donde, por hipótesis, g y g t coinciden con f, y 
u u 

como 1m () 6u ' es conexo, gu = g u' por la proposición 19. 



68. 

Sea DI un conjunto abierto tal que DI = DtJ6u cuando u reco­

rre el cículo lul = R (figura anterior). Podemos definir en DI 

una función g así: g=f en D y g=gu en cada uno de los discos 

6u. Esta función g es analítica y prolonga f. Por definición, 

los puntos del círculo lul = R pertenecen todos a DI, por lo 

tanto el mayor disco abierto Do c DI tiene un radio Ro > R. 

La serie de Taylor de g en el punto o sería convergente en Do; 

pero esta serie es la misma que la de f, así llegamos a una -­

contradicción, lo que prueba el enunciado. 

4.1 SINGULARIDADES AISLADAS 

DEFINICION 36: Sea D un conjunto abierto en C; diremos que un punto 

frontera a ~ D es aislado si existe un disco abierto 6 : Iz-al < r el 

cual tenga todos los puntos de D excepto el punto a. 

Lo anterior equivale a decir que en 6 no existe ningún punto frontera 

de D distinto de a. 
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PROPOSICION 35: Si r < r < r' < r y si designarnos por 
1 2 

y(t) it = a + r e un circuito y y'(t) = 
, it a + r e otro 

oircuito (o ~ t ~ 2IT), entonces, para toda función analítica 

en la corona abierta s: r < Iz-al < r 2 , se tiene 
1 

f f(z)dz = f f(z)dz. 

y y' 

PRUEBA: En vista de la proposición 24 nos bastará demostrar 

que y y y' son homótopos corno circuitos en S. 

Para ello consideremos la homotopía: W(t,s) it = a + (r(1-s) + sr')e , 

donde O < t < 2IT y ° < s < i. 

Según las definiciones 30 y 31 debernos probar que: 

w(t,O) = y(t) y $(t,l) = y'(t) para todo t G [o, 2rrl. 

Además $(O,s) = W(2IT,s), para s G [ 0,1] 

En efecto, tenemos: 

$(t,O) 

y 

w( t , 1) 

= 

it = a+(r(l-l)+lr')e 

Por otra parte: 

w(O,s) = 
W(2IT,s) = 

i a + (r(1-s)+ sr')e 

Luego W(O,s) = W(2IT,s) 

= it 
a + r e = y(t) 

it = a + r' e = Y'(t). 

= a + r(1 -s) + sr' 

= a + r(1-s) + sr' 

Por lo tanto y(t) y y'(t) son homotopos como circuitos en S. 
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PROPOSICION 36: Sea f una función analítica en S. Con los 

mismas hipótesis de la proposición anterior se tiene para 

r < I x-a I < r' : 

f(x) = _1 __ f f(z)dz 1 f 
2ni z - x - 2ni 

y' y 

PRUEBA: Definamos en S la siguiente función 

fg( z) = 
< 

tg(x) = 

fez) - f(x) 
z - x 

f'(x), 

z ~ x 

z = x 

f(z)dz 
z - x 

Esta función g es analítica en S; en efecto: es evidente si 

Z f x (por ejemplo 2 de funciones analíticas). 

Falta analizar que pasa en un externo del punto x; para ello 

sea 6: Iz-xl < r un disco tal que 6CD. 

Por la proposición 17 sabemos que la serie de Taylor 

fez) = f(x) + fl(X) (z-x) + 
1 ! 

f(n)(x) n 
+ (z-x) + n! 

es convergente en 6; la definición de la función g muestra que 

para todo z ~ 6, g(z) es la suma de la serie de potencias de 

(z-x) convergente: 

f'(x) + f"(x) (z-x) 
2! + ... 

/n) n-l 
+ -- (z-x) 

n! 

por lo tanto g es analítica en S. 

Aplicando ahora la proposición 35 a la función g(z), encontra-

mos: 

J (f(Z~ - !(X»)dZ = J [feZ! = !(X») dz 

y y' 



entonces: 

f 
f(z)dz - f(x) J ~~x J f(z)dz - f(x) = z-x 

y 

Como x + z (x ~ y(I» 

luego: 

de donde 

f 
y 

f 
y 

dz = z-x 

f(z)dz 
z - x 

O 

= 

obtenemos por 

f(x) 1 = 2IIi f 

z - x 
y y' 

se tiene por la proposición 

J dz 2ni y = z-x 
y' 

f f(z)dz _ f(x) 2ni, 
z-x 

y' 

último: 

f(z)dz 
- 2~i J f(z)dz 

z - x z - x 
y y' 

27: 
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f dz -. z-x 
y' 

De lo anterior se deduce un desarrollo en serie de fez) que sus-

tituye el desarrollo de Taylor: 

PROPOSICION 37: (Serie de Laurent) 

Con las condiciones de la proposición anterior, se tiene, para 

toda función f analítica en S y todo z g S: 
co 

fez) = I 
n=O 

n C (z-a) 
n 

co 

+ 
00 

¿ 
n=l 

donde la serie de potencias I 
n=O 

n C (z-a) 
n 

co 

d n 
n (z-a) 

es convergente para 

d 
n L 

n=l (z_a)n 
es convergente para Iz-al > r

1
• Los 
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coeficientes e y d vienen dados por las fórmulas: 
n n 

e = n 
1 

2ITi f 
f(z)dz 

( )n+l z-a 
d 

n 
1 = 2TIi f n-l 

f( z){ z-a) d1: 

y 

validas para todo circuito y(t) 

yr <r<r. 
1 2 

y 

it = a + r e o < t < 2TI, 

La expresión para fez) se llama Serie de Laurent de f en S. 

PRUEBA: En efecto, sea z un punto cualquiera de S (corona -

abierta); como r
1 

<Iz-al < r
2

, podemos encontrar dos números 

r y r ' tales que r
1 

< r < Iz-al < r' < r
2

• 

Por la proposición 28 se tiene: 

2~i f f(u)du 
ca 

l n 
= e (z-a) 

u-z n=O n 

donde y' 

e 1 f f(u)du 
= 2TIi n ( )n+l 

y' u-a 
ca 

y la serie l 
n=O 

n e (z-a) 
n 

es convergente para Iz-al < r'. 

Por otra parte, para lu-al = r, podemos escribir : 

1 
u-z = - z=a 11 1~J 

z-a 

1 u-a 
[ 

( )n-l 
=- --+ . .. +------

z-a (z_a)n 

donde la serie es convergente para: 

I (u_a):-ll 
(z-a) 

= 
n-l r 

+ 
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• 
Como f es continua (luego acotada) en el círculo lu-al = r, la 

serie de término general 

r n f(a + r eit)enit 

(z_a)n 

es uniformemente convergente para O < t < 2IT 

ción 7. 

Según el coro~ario 2 (Capítulo I) se tiene: 

2~i J f(u)du 
co d 
l n = u-z n 

n=O (z-a) 
y 

= 
2IT 

2~i f 
O 

n it nit 
i r fea + r e)e dt 

co d 

por la proposi-

1 J n-l = 2ITi f(u)(u-a) du, 

y 

siendo la serie ¿ n convergente para Iz-al > r. 
n n=l (z-a ) 

Teniendo en cuenta la proposición 35 y el -'hecho de que fez) 
( )

n+l 
z-a 

n- 1 
y f(z)(z-a) son funciones analíticas en S, podernos sustituir 

en las expresiones de C y d los radios r y r ' por cualquier 
n n 

número r" 
co 

l 
n=O 

Iz-al > r 
1 

tal que r
1 

< r" < r , 
2 

co d 

por lo tanto las series 

y l n 
n=l (z_a)n 

convergen en Iz-al < r
2 

respectivamente. 

y 

Luego, corno f es analítica en S, para r < Iz-al < r' se tiene 

por la proposición 36: 



fez) = 2~i J 
y ' 

f(u)du 1 
u - z - 2IIi J 

f(u)du 
u - z 

y 

y por el desarrollo anterior se llega finalmente a: 

fez) = ¿ 
n=O 

n C (z-a) 
n 

c:o 

+ ¿ dn/(z-a)n 
n=l 

74. 

4.2 FUNCION ANALITICA EN UN ENTORNO DE UN PUNTO SINGULAR AISLADO 

Cuando se estudia e l comportamiento de una función analítica 

f en un"disco punteado'¡ l!. - {a}: 0< Iz-al < r, se puede , en virtud 

de lo dicho antes, asociarle de un modo único su desarrollo de Laurent. 

c:o d 
DEFINICION 37: En el desarrollo de Laurent la función u(z) = ¿ n n 

n=l (z-a) 
se llama la parte singular de f en e l punto a . 

Clasificaremos los puntos frontera aislados según la naturaleza de la -

parte singular correspondiente; por lo tanto se consideran los siguien-

tes casos: 

1~ . Si u(z) es identicamente nula (d = O para n > 1) entonces se 
n 

tiene para O < Iz-al < r: 

fez) = ¿ 
n=O 

n C (z-a) 
n 

pero esta función es analítica en e l disco abierto l!.: Iz-al < r , 

luego prolonga f a ó. 

Inversamente , si f puede ser extendida en una función analítica 

en l!., la proposición 

para n > 1. 

24 demuestra que : dn = 2~i J f(z)(z_a)n-l dz = O 

Y 
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Este es el caso en que a es un punto frontera regular para f. 

Cuando f no es identicarnente nula, el número mas pequeño 

m > O tal que C + 0, se llama orden de f en el punto a y lo 
m 

representamos por w(a; f) . 

Decir que w(a; f) = O significa que la función f extendida 

en 6 no se anula en a; si w(a; f) = m ~ 1, podemos escribir 

f(z) = (z_a)m f1(z), donde f 1(a) + O Y se dice que a es 

un cero múltiple de orden m de f (cero simple, doble, triple, 

etc. para m = 1, 2, 3, . •. ) 

2Q • Si la función v(x) = u(a + !) 
x = 2 d 

n 
n x es un polinomio 

n=l 

no identicarnente nulo, entonces: 

u(z) 

para d + O. n 

= 
d d d 

__ 1 + __ 2=-. + .,. + __ n;;;...._ 
z-a (z-a) (z_a)n 

Se dice en este caso que a es un polo múltiple de orden n 

de f (polo simple~ doble, triple, etc., para n = 1,2,3, •.. ). 

El número -n se llama simple orden de f en a y lo representa-

remos por w(a; f); podemos escribir entonces: 

fez) -n = (z-a) f
1
(z), donde f

1
(z) es de la forma: 

n-I ~ f (z) = d + d (z-a) + ••. + diez-a) + l 
n n-l k=O 

y la serie del segundo miembro es convergente en 6; así 

pues d 4 o. 
n 

C (z_a)n+k 
k 
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3Q • Si la función v(x) definida en el caso 2Q • no es un poli-

nomio sino una función trascendente, es decir que existen 

infinitos valores de n tales que d ~ O, se dice en este 
n 

caso que a es un punto singular, esencial aislado de f. 

Para toda función trascendente v, la función v(1/z) tiene 

por tanto z = O por punto singular esencial. 

4.3 TEOREMA DE LOS RESTOS 

PROPOSICION 38: Sea v(z) = I 
n=O 

d 
n 

n z una función entera en C. 

todo a g e y todo circuito y: 1 + C t a l que a ~ y(I), se tiene: 

JV(z~a) dz = 
y 

PRUEBA: Sea o = d(a, y(I» > O. 
ce 

2ITi dl.( a; y) 
] 

Para 

Como la serie I 
n=O 

d 
n 

n z es uniformemente convergente para Izl < 2/0, 

la serie de término general: 

vergencia para t g l. 

d y'(t) 
n 

n 
(y(t)-a) 

Por el corolario 2 se tiene entonces: 

= I 
n=o. 

tiene el mismo tipo de con-

y 

dz 
n (z-a) 

Luego, para n = O y n > 2, la función f(z) = i admite en 
( z_a)n 

e - {al 
l-n 

una primitiva (1-n)(z-a) . , 

la proposición 23. 

por tanto 
J 

dz = O por 
(z_a)n 

y 
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Entonces, para n = 1, tenemos, por la definición 33: 

fvf2J dz = 
lz-a) 

y 

y 

y 

dz 
1 

(z-a) 

2TIi d . (a;y) 
1) 

= dI 2lTij(a; y) 

DEFINICION 38: Cuando a es un punto frontera aislado de un 

. 

conjunto abierto conexo D c C y f es analítica en D, llamamos 

resto (residuo) de f en el punto a (y lo representamos por 

Resa f) el coeficiente dI en el desarrollo de Laurente de f en 

a, 

PROPOSICION 39 (Teorema dL los Restos) 

Sea D c C un conjunto abierto simplemente conexo, de puntos dis 

tintos al' a 2 , .,., a
n

; de forma que los a
k 

son puntos frontera 

aislados del conjunto abierto DI = D - {a , a 9 ••• , a } • Para 
1 2 n 

toda función f analítica en DI y todo circuito y contenido en DI 

se tiene: 

f f(z)dz = 

y 

n 
2ITi L j(a

k
; y)Resa f 

k=l 

PRUEBA: Como f es analítica en DI, admite un desarrollo de 

Laurent en un entorno de cada uno de los puntos ak , 

Sea ~(z) la parte singular de f en el punto ak • 



Consideremos la función : 

g(z) = 

analítica en DI. 

u (z) 
n 

Probaremos que los a
k 

son puntos regulares para g(z) : 

tal que 6 c D y a. ~ 6, 
J 

tonces podemos escribir en 6 - {a
k

}: 

g(z) = (f(z) - uk(z» - J. u.(z) 
j~k J 

78. 

en 

Como para j + k el punto a
k es regular para u.(z), lo es -­

J 

también para L 
jfk 

u.(z). 
J 

Además, por definición el unto a
k 

es regular para fez) - ~(z), 

luego también lo es para g(z). Así , podemos extender g en una 

función analítica en D; como D es simplemente conexo, podemos u-

tilizar la proposición 24, así tenemos J g(z)dz = 0, luego: 

y 

J f( z)dz = J g(z)dz + J u1(z)dz + f u2
(z)dz + ••• + J un(z)dz 

y y y y 

y por la proposición 38 se tiene : 

Jf(Z)dZ) 

Y 

= 2ITij (a ; y)Res 
1 a 

pero por definición Res u
k a

k 

1 

u + •.. +2ITij(a;y)Res 
~ n an 

= Res f, 
a

k 
por lo tanto: 

y 

u 
n 



1 f(z)dz 

y 

= 
n 

2IIi r 
k=l 

j(ak ;y)Res f a
k 
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NOTAS: El cálculo del resto de una función f de un punto sin-

guIar aislado a consiste en encontrar el primer término de la 

serie de Taylor de la función v(~) tal que esta función sea 
z-aJ 

la parte singular de f en a. 

En el caso particular en que a es un polo de orden m~ se puede 

escribir: 

f(z) = m ( z-a) 

donde f l cs analítica en un entorno de a y f1(a) + O; sustitu­

yendo f( z) por su desarrol.l -:' de Laurent en e l punto a, se ve 

f . . ()m-l que Res es el coef~clente de z-a 
a 

en el desarrollo de 

Taylor de f1(z) en el punto a. 

APLICACION DEL TEOREMA DE LOS RESTOS AL CALCULO DE INTEGRALES 

El método de los restos para calcular determinadas integrales 

f
+oo 

impropias de la. forma f(x)dx es el siguiente: 

00 

Se supone que f sea la restricción en R de una función (que se sigue 

denominando f) que es, por ejemplo, analítica en un conjunto abierto 

de la forma D' = D - {al' •.• , an}, donde D contiene el semiplano 
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I > O, Y las ak son puntos del se~iplano I > O (se puede reempl~ z - z 

zar estos semiplanos por I < O Y I < O) . Se considera luego un z - z 

circuito Y, yuxtnposición Y
1 

V Y
2 

de los caminos: 

y : 
1 

y : 
2 

t -+- t; 

it 
t -+- Re; 

para -R < t < R - -
para O ~ t < JI 

donde el número R se toma tal que R > lakl para todo k; entonces se 

tiene j(a
k

; y) = 1 Y el teorema de los r estos nos permite escribir: 

(1) t f(x)dx + 

-R 

Si además s e tiene: 

= 

Um JfCz)dZ 
R-7+ CO 

Y
2 

f f(z)dz 

y 

= O 

se deduce de el) pasando al límite : 

r: f(x)dx = 2Ili 

f+co 3Il Ejemplo: = 2 3 8 ex +1) 
-co 

= 

n 

L 
k=l 

n " 

2JIi L 
k=l 

Res f 
a

k 

Res f. 
a k 

Aquí no hay más que un solo polo en el semiplnno I > O: el punto i; z 

se tiene entonces: 

[

CO 

dx = 2IIi Res f . 
i 
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Para obtener el resto del punto i, se hace z = i+t Y se desa 

rrolla en el entorno de t = O hasta e l termino en lit: 

-3 

1 1 1 (1 + 2~) = 3 3 = - ---g-2 3 
(z +1) t (2i+t) 8it 

3 
El resto es entonces 6i' de donde: 

r dx 

2 3 
(x +1) 

co 

ro 

2. Evaluar 
Jo 

1 
4 dx . '+ x + a 

Para aplicar el teorema 

Jco 1 
4 '+ 

O x + a 

= 

de 

dx 

3 
2IIl· = 

6i 
3II 
8 

los restos escribimos : 

1 J~ 1 dx. = "2 '+ '+ 
x + a 

- 00 

Sea fez) 1 los polos de f{z) en el semiplano = 
x + a 

I O son : iII i ~ z 't '+ z = a e y z = a e 

Calculemos los residuos : 

Res iII f( z) Um Cz iII/'+) 1 1 = - a e = i T iR 
4 4 

3 z + a ae z .... ae-.:r 4a e 

superior 

3D: 
L+ 



i 
Res i 3n f(z) ::: lím • 3n( z - a e 

'+ 1-
ae 4 

z-+-ae 

PoI" lo tanto: 

Joo 1 ~ roo 1 dx dx ::: tt 4 4 4 
o x + a x + a 

-00 

r 1 
dx ni f; 1 r 1 ::: + 4 4 _4-a 3 i 34

n o x + a 
e 

+ 

fi 
[cos 

3Jl 
::: --3 -+ cos 

4-a 4-

IJ [~ l!!.+ i = --3 cos 
4a 4-

::: 

- 12 TI 1- i --3 2 + 
4a ¡ 

.... 

e 
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3rr 1 
1+ 1 ) ::: 

~ '+ 4 3 i 
Z + a 

4a e 

1 ~ni[ 3\{n = + 2 
,,"a e 

e 
i~4TI 1J 

-1-L. . n 1 

TI 
4- "1 3TI TI ) ] 1 s en 1+ + s en 4 

n 
cos -+ 

4-
3TI 

sen "4 + 

TI 12 
--3 

L~a 

sen ~J 

1 

'.1n 
3 14 

4a e 
]] 



CONCLUSIONES 

Hemos llegado al fin de l a t area que nos propusimos de-

sarrollar y consideramos ahora necesario señalar los resultados --

mas relevantes de la materia tratada a través de nuestro trabajo. 

Entre ellos podemos mencionar los siguientes: 

1) Existe una semejanza clara entre los conceptos de función, lí 

mite y continuidad para el caso de variables complejas y el 

de variables reales. 

Lo mismo podemos afirmar para las nociones de convergencia ab 

soluta, uniforme y simple de sucesiones y series de números -

complejos. 

2) Existe una estr echa relación entre l as series de potencias 

con\ergentes y s erie de Tay:or y funciones analíticas. 

, 
3) La integración curvilínea de funciones comple jas se desarrollo 

mediante el uso del concepto de homotopías de caminos y de ci~ 

cuitos y no us ando las nociones de curvas suaves cerradas o --

curvas de Jordan, como se trata en a lgunas obras. 

El teorema de Cauchy s e discutió para el caso de un dominio co 

nexo o simplemente conexo . 

4) En cuanto a l a s aplicaciones de la teoría desarrollada creemos 

que fué muy escasa, ya que s e limitó a l uso del teorema de los 

residuos para calcular integrales impropias; pero ello está mo 



tivado por el escaso tiempo de que disponíamos para la pr.esen 

tación del trabajo. 

Aclaramos que hubieramos querido incluir otras aplicaciones c~ 

mo la teor1a de la representación conforme~ la resolución de 

ecuaciones diferenciales, etc.; pero tal vez estos tópicos po­

drían ser objeto de futuros temas de investigación. 
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