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PROLOGO

———

Este es un trabajo que versa sobre un tema cldsico de la Mate-
mdtica y el desarrollo que se realiza aqui, lejos de ser un estudio ex -
haustivo de las funciones analiticas de variable compleja, constituye --
precisamente una introduccidn a dicho estudio pues el lector de este fo-

lleto comprobard que el tratamiento es a escala elemental.

Aln cuando la materia que se analiza aqui ya ha sido discutida
en los cursos de 'Variable Compleja' de nuestro pensum, mediante esta --
obra se pretende ofrecer a los estudiosos de esta disciplina un "nuevo®
enfoque de ella, especialmente en lo que se refiere a la integracién --
cauchiana para cuyo examen se han introducido los conceptos de indice de
un punto con respecto a un circuito y homotopias de caminos y de circui-

tos.

ba. organizacidn estructural del contenido estd constituida por
cuatro capitulos: en el primero de ellos se presentan las nociones que -
sirven de premisas para argumentos posteriores, el segundo estd dedicado
a discutir la analiticidad de las funciones complejas a partir de las se
ries de potencias convergentes, en el tercero se aborda la integracidn -
compleja en el sentido Cauchy y algunas de sus propiedades y en el capi-
tulo cuarto se realiza una aplicacidn tedrica de los resultados del ca-

pitulo tres.

Ademis, se da por supuesto que el lector estd familiarizado con
el andlisis real y la teoria de los nfimeros complejos por eso algunes re

sultados de esas &reas aqui utilizados solo se enuncian.



CAPITULO I

CONCEPTOS PRELIMINARES

1.0 FUNCION COMPLEJA, LIMITE Y CONTINUIDAD

En esta parte del trabajo se presentan las nociones y resultados

bdsicos que se utilizardn en el desarrollo del tema que nos ocupa.

DEFINICION 1: Llamarerés Funcidn Compleja o Funcidn de la Variable Com-

pleja z a toda regla o aplicacidn f que a todo elemento z € DcC le asocia

otro elemento w&C y que denotamos por f(z) = w.

El conjunto D se llama dominio de definicidn de f y f(z) = w, el valor de

f en el punto z & la imagen de z bajo f.

EJEMPLOS:

1) Una sucesidn (Zn) n € ¥ no es otra cosa que una funcidédn f donde D =N
y f(n) = z -

2) En la representacidn f(z) = u(x,y) + iv(x,y) de la funcién f de la va
riable compleja z, u se llama la parte real y v la parte imaginaria -
de f.
Asi, para f(z) = 22—1 se tiene:
2ol = (eHy) -1 = (xry - 1) + i(2xy)

2 2
es decir: u(x,y) = x +y -1 y v(x,y) = 2xy.

DEFINICION 2: Sea f una funcidn compleja definida en un conjunto D del -

plano complejo, excepto tal vez en el punto z, € D. Diremos que el nime

ro L es el limite de f(z) cuando z tiende a z,, lo que escribimos:

O’

lim f(z) = L
z+z

si para cada € » 0, existe un § > 0, tal que



|f(z) - L| < £ para todo z € D que satisfaga 0 < |z ~ z0| < §.
EJEMPLO:
2
-z +9
Sea f(z) = 7 - 31

f estd definida sélo para z + 3i. Sin embargo 1lim f(z) = 6i, pues
z+31

2 . .
z -+9. - (z + 31)(2.- 31) _ 2 + 3i.
z - 31 z - 31

f(z)

En efecto, si z + 3i, entonces tenemos:

| £(z)~61 | |z - 61 + 31| = |z - 3i]

Luego, tomando § = ¢ se obtiene

|£(z)-61| <:¢  si 0 < |z - 3i| < &, es decir

2-+9

1im z 2

.z -31
Z+31

= 6i.

DEFINICION 3: Se dice que una funcidén compleja f definida en D es conti-

nua en el punto z; € D si se cumplen las condiciones siguientes:
a) f(z;,) estd definida

b) lim £f(z) existe.
z+z,

c) lim f(z) = f(zo)

z*z
0

Cuando f es continua en cada punto z € D se dice que f es continua en D.

La funcién del ejemplo anterior es contfnua en D = C - {3i} y

no lo es en el punto z; = 31 por cuanto no se satisface la condicidn a).
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Se nota que el concepto de -1imite de tna funcidn-compleja es semejante

al de una variable real, asi afirmamos que todas las propiedades de los

limites en el caso real, también son aplicables al caso complejo.

Lo dicho antes es vdlido para la continuidad.

1.1 CONVERGENCIA ABSOLUTA, UNIFORME Y SIMPLE DE SUCESIONES Y SERIES DE

NUMEROS COMPLEJOS

DEFINICION 4: Una sucesidn (zn) se dice que converge a z, € C o que

tiene como limite Zg> si para cada € > 0 existe un nlmero N > 0 tal

que |zn - zo| < € para toda n > N.

si (zn) no converge, se dice que es una sucesidn divergente.

DEFINICION 5: Una sucesidn (Zn) se llama sucesidn de Cauchy si, para

todo € > 0, existe un nlmero entero N > 0 tal que:

|z - Zn| < e, para todom> N, n > N,

m

CRITERIO DE CAUCHY SOBRE CONVERGENCIA DE SUCESIONES

Una sucesidn (zn) es convergente si, y sbélo si, (zn) es una su
cesidn de Cauchy.
PRUEBA:
i) Supongamos en primer lugar que (zn) converja a Zg-
Como z -z = (zm-—zo) + (zo-zn), se tiene usando la desigual
dad triangular que: |zm-zn|_§|zm-—zol + |zn-—z0 . Por lo tanto,

si Izn-zol < % y Izm-zol<% param > N, n > N,

obtenemos

|zm-zn| <eg param >N, n >N es decir que (zn) €S una suce-

sidn de Cauchy.
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ii) Sea ahora (z_) una sucesidn de Cauchy y N un entero positive, tal

n
que |zm - Zn‘ < %- param >N y n > N,

Como |z - z | < |z - zn{, se obtiene para

m=N+1: |z | < |z | +
n' = m

De esto nos resulta que la sucesidn (zn), para toda n > N, es una
sucesidn acotada pero toda sucesidn acotada posee, por lo menos -~

un punto de acumulacidn, digamos z., asi que para un cierto p > N,

0

resulta:

£
< —. Luego tenemos que:

2, = 2l < &

|zn - zo| < lzn - zp|-+|zp-—z

ol

|z - =z

E ., E _ . _
n o| < 5+5 =€, paratodon>N, es decir que (zn) con

verge a z;.

Ahora enunciamos un criterio similar para las series:

PROPOSICION 1: La condicidn necesaria y suficiente para que una serie -

[e.]

Z z, ~ sea convergente es que, para todo € > 0, exista un entero N > 0
n=1

tal que:

|S -5 | <€ N para m > n > N.
m n

PRUEBA:

El enunciado nos dice precisamente que la sucesidn de sumas --
parciales (Sn) converge si, y sdlo si, (Sn) es una sucesidn de Cauchy.
Por lo tanto la prueba de esta proposicién es la misma que la del crite-

rio de Cauchy relativo a sucesiones.



DEFINICION 6: Dada una sucesidn (zn),se puede considerar una nueva suce
sidn (Sn), llamada sucesidn de las sumas parciales de los Z s definida -

asi:

y la serie ; z ~se dice que es convergente:S se llama la suma de la serie.

PROPOSICION 2: Condicidn necesaria (aunque no suficiente) para que la se

-]
rie Z z_~ sea convergente es que lim z_ = 0,
n= n-o n
PRUEBA:
Comoz = S -8 , Se tiene en virtud de
n n n-1
1im =z = 1im S - 1im S ;= S-S =0
e n me T e 07
EJEMPLO:
La serie armdnica: Z l—, satisface la condicidn
1 n
lim z_ = 1lim 1. 0, y sin embargo es divergente.
e D oo D

En efecto, para cualquier entero positivo p tenemos:



1
D)

Lo et . 1

2P 1 Py P T PP

1 . . ea
Luego, para € = 5 no existe un entero N > 0 alguno tal que la condicidn

del criterio de Cauchy se cumpla.

CONVERGENCIA ABSOLUTA

[

DEFINICION 7: Una serie ) z la llamaremos absolutamente convergente
n=1

w0
si la serie Z |z_| converge.
n=1 n
00
Para investigar la convergencia de Z |z | utilizamos el siguiente resul-
{ n
tado:

PROPOSICION 3 (Principio de Comparacidn)

<

=]
Sean Z z y f w_  dos series tales que Z Iwnl es convergen-
n=

n=1 1 n 1

o

te y ademds |zn| §_|wn|, para n > N,. Entonces szn converge absoluta-
1

[

mente.

PRUEBA:

2]

Como Z |wn| es convergente, para cada € > 0 existe un entero
1

N > N, tal que:

+ ... 4 Izmlilw

| + ... + |w | <e€
n+1 m

siempre que m > n > N.
La desigualdad anterior, implica en virtud del criterio de Cauchy, la --

o]

Loo]

convergencia de Z |Zn|’ luego Z z ~ converge absolutamente.
1 1



PROPOSICION 4: Toda serie absolutamente convergente es convergente y,

ademds, se tiene

(<]
g z 5_§|zn .
PRUEBA:
— o
Como len' converge, entonces para todo € > 0 hay un N > 0
1
tal que:
[zn+1| + .00 F lzml < e, param>n >N segln el criterio de Cauchy.
Luego:
|zn+1 t oee. * zml < |zn+1] + ...+ |zm| <e, m>n>N.

o0

Lo anterior, en vista del mismo criterio, implica la convergencia de z z_ -

’

n i

R
i

1

Ademés, como

n
< Z|z.|, se tiene:
1 1

n n
1im |} z;| < 1im | |Zi|’ es decir:

18
N

<0
o 1§|zn

©

DEFINICION 8: Diremos que una serie Z v, esun rearreglo de la serie
1

2]
z z si existe una funcidn inyectiva entre los indices n y m, de mane
1

ra que v = z = para indices correspondientes.

@
PROPOSICION 5: Si una serie Z z es absolutamente convergente, enton-
1

[ <]

ces cualquiera de sus rearreglos z v~ converge de igual manera, y ade
1

méds tiene la misma suma de la serie original.



PRUEBA:

i)

ii)

Sea vt v, + ... un rearreglo de’la serile absolutamente convergen
tez, + 2+ ... Entonces, como para todo v se tiene v = z -
1 2 n n m
para una n apropiada, y a la misma n no le corresponden dos m, tene

mos:

lv.|] <

w
=]
n
103

—b~18

|z, |

i

La expresidén de la izquierda es la n-&sima suma parcial de la serie
Qo

Z |vi|. Como estas sumas parciales son no negativas, la Gltima de
1

sigualdad muestra que estas sumas forman una sucesidén acotada,
Ademés |Vi| > 0; asi la sucesidén de sumas parciales también es cre

ciente; por lo tanto, es una sucesidn convergente.
w

Luego el rearreglo Z v, oes absolutamente convergente.

> 0

Sean ahora S' = § vn, S = % zn
m n

S& = g vn, Sn = g zi.

Para un € > 0 dado, podemos escoger un N tan grande que se cumpla:

S - S| < %— vy |z | + .0 F lz

n+1 n+P| < 2

para n > N v p > 1.
Ahora, para una m suficientemente grande, Sé contendré todos los -

t8rminos z cees 2 (n > N) y, tal vez algunos términos més:

12 %0

z (r > n). Es decir que Sé tendrd la forma siguiente:



§s' = 8§ +A , donde A = Z z
m mn r
r>n

Sea ntp el mayor de los subindices de los té&rminos contenidos en

A , Entonces:
mn
€
IAmn| b IZn+1| e ¥ Izn+p| )
Luego: |Sé - Snl = IAmnl < %w

Asi, podemos escribir lo siguiente:

|s! - s| (s =s)+(s -98) < |s'r-s|+|s -5
m m n n - n n

m

s - s

A

E E:
|s% - snl + |sn -s| < St

|Sé - S| < €, para m bastante grande.

De ahi se deduce que S% converge a S y por lo tanto que S' = S,

DEFINICICT 9: Sea (n,) una sucesidn de nfimeros enteros positivos tales
Pk

que: my <M, < ...<m <. Para toda serie ) z denominaremos
1

serie parcial de la serie dada, correspondiente a la sucesidn parcial (nk),

[e=)
a la serie Z Wi donde W, = z -

1 k

0o

PROPOSICION 6: Si se tiene una serie absolutamente convergente z Zn’ en~-
1

tonces toda serie parcial es absolutamente convergente y se cumple que:

PRUEBA :

i) Para todo entero p se tiene:
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o0
e IR R P R i
k=1’nk ! 2 n, 10

..

Utilizando la proposicidn 3, se sigue que la serie parcial Z z -

k=1
converge absolutamente.
ii) Ademds, se tiene:
p | o
1lim z < 1lim (|z | + |z | + ... + |2z_ |) < z
o Lle | <t (lz )+ sy % D2 Lz,
Luego: Z | z | < Z | 2 | < Z lz_].
k=1 Pk k=1 e 1 n

CONVERGENCIA UNIFORME

DEFINICION 10: Sea (fn(z)) una sucesidén de funciones complejas defini-
das en D.
Diremos que (fn(z)) converge unicformemente en D hacia una funcidn f(z),

si se cumple: 1lim d(fn(z), f(z)) = o,

n->o
En otras palabras significa esto que dado cualquier € > 0, existe un en
tero N dependiente de € pero no de z, tal que Ifn(z) - £(2)| < €, para
n>N y z€&D.

EJEMPLO

1) La sucesidn [1 + E} converge simplemente a 1.

En efecto, seglin la definicidn de limite se tiene:

1im [1 + EJ = 1, pues dado cualquier € > 0, podemos encontrar

N> ow
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un N tal que

z
(“_J_i
n

2z z |
< g, entonces lHL < & de donde n > Ie = N,

< e, para n > N.

Es decir

Como N depende de z y €, la convergencia es simple

(=]

DEFINICION 11: ©Una serie de funciones complejas Z fn(z) se llama unifor
1

memente convergente si la sucesidn de las sumas parciales

Sn = fl(z) + ...+ fn(z) tiene el mismo tipo de convergencia en D ha-

cia una funcidn S llamada suma de la serie.

CONVERGENCIA SIMPLE

DEFINICION 12: Una sucesidn de funciones complejas definidas en D (fn(Z))’

converge simplemente en D hacia una funcidn f(z), si para toda z € D, la
sucesidn (fn(z)) tiene por limite la funcidn f(z).

En otras palabras, lo anterior significa que para un € > 0 dado y cada
z € D existe un N tal que:

Ifn(z) - £f(z)| <€, para todo n > N.

La nomenclatura N(e, z) indica que N es una funcidén de & y z.

OBSERVACION:
La convergencia uniforme de una sucesidn (fn(z)) implica la con
vergencia simple, lo contrario no es cierto. _

La convergencia simple se realiza en un punto de un conjunto D, por eso a

esta convergencia se le llama a veces convergencia puntual.
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DEFINICION 13: Ccmo antes, diremos que una serie de funciones complejas

o0
) fn(Z) definidas en D, converge simplemente si la sucesidn de
1

parciales:
Sn = fl(z) + ... 4 fn(z) itiene convergencia simple

cia la suma S cde la serie.

PROPQSICION 7: (Criterio de Weierstrass)

=]
Sea z @ una gerie convergente tal que o > 0 para
n=1
o«
Supongamcs que Sup |[f (z)| < a_, entonces la secrie E f (z) es
28D n - n . "

mente convergente.

PRUEBA:

sumas --

en D ha-

toda n.

uniform=

La hipdtesis Sun |fn(z)[ <as significa que para cualquier

zGD

zE€ED y todon se tiene: [fn(Z)l i_an, lungo se deduce que

oo

) lfn(z)| < ) o .
1 1

=]

Aplicando la proposiciZn 3 sc tiene que z fn(z) converge absolutamente,

o 1
luego Z fn(z) es converg:=nie.
1

e
Probemos ademds que ) fn(z) tiens convergoneis »miforma haci~ ©
1

Sabemos que dado un nfimerc n, pcdemos escribir:

S(z) - (fl(z) + ...+ fn(Z)) = fn+1(z) + ...+ fn+ (z) + ...

P

=]

Como X fq(z) es absolutamente convergente, tenemos, utilizando la mism-
1 -

proposicidn 3, que:
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|s(z) - (F(2) + ... + fn(z)ﬂ < |fn+1(z)| .. |fn+p(z)| toeees

pero |fn(z)| <@  para todo n, luego:

IS(Z) - (fl(Z) + 0. + fn(z)ﬂ < e + ... 4+ an+p ¥ ...

=]

Tenemos como hipbtesis que Z a es convergente; asi, para un € > 0 da-
1

do existe un N(e) tal que:

|un+] + ...+ an+p‘ < g, para n > N.
Entonces:
|s(z) - (F(z) + oot £ D] <o+ .0+ an+p| <e
Luego:
|s(z) - (fl(z) + ...t fn(z))| <e ; paran N y z € D.

Como N depende s6lo de € y no de z, queda probada la convergencia unifor

me de ) fn(z) hacia S.
1

CONSECUENCIAS DE LA CONVERGENCIA UNIFORME

La relacidn entre la convergencia uniforme y la continuidad es-
t4 enunciada en las siguientes proposiciones:

PROPOSICION 8: Sea (fn(Z)) una sucesidn de funciones complejas definidas

y contfnuas en D, la cual converge uniformemente en D haecia f(z). Enton-
ces f(z) es continua en D.
PRUEBA:

Verificaremos, segin la definiciédn 3, que para todo e > 0 dado,

existe § > 0 tal que para todo z € D que cumpla O < |z-—zol'<6, se ten



p

ga: |£(2) - £z )] < ¢

Como'(fn(z)) converge uniformemente hacia f(z), existe un N(e) tal que -

para todon >N y =z € D se tiene:
|£(z) - £ (2)] < <.
n 3
Ademds, si fn(z) es continua en zo, existe 6§ > 0 tal que:
£
|fn(z) - fn(zo)l <3 z68D y |z - zol < 68,

Para tal z € D, tenemos:

|£(2) - f(z0)| = |f(2) - £ (2) + £ (2) - £ (2)) + £ (z0) - £(z,)|

|£(2) - £z )| < [£(2) - fn(z)l + |fn(z) - fn(z0)| + |fn(zo) - f(zo)

Como |f(z) - fn(z)l < £, para todo z € D, también ]f(zo) - fn(zo)l < %
se cumple.
Luego:

€ € €
|f(z) - f(zo)l <gtgztz = e
para z € D que cumple Iz - zol < &.

OBSERVACIONES:

1) Si (fn(z)) converge simplemente, las funciones fn(z) pueden ser con-
tinuas aunque f(z) (limite de (fn(z))) no lo sea.
2) La convergencia uniforme de (fn(z)) no es condicidn necesaria para -

que f(z) sea continua.

De la proposicidn anterior se obtiene el siguiente enunciado:
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COROLARIO 1: Sea ) £ (z) una serie de funciones continuas, que conver-
1

ge uniformemente a S(z) en D. Entonces S(z) también es continua.
PRUEBA:

Sea z, 6D y ¢ >0 dado. Como en el caso de la sucesidn --
(proposicidn 8) buscamos una § > 0 +tal que:

|s(z) - S(zo)l < g, cuando 0 < |z - z0| <§, =z €D,

Escogemos N(e) tan grande que se cumpla:
lsn(z) _S(z)l < %1 z €D v n > N(e), donde
Sn(z) = f,(z) + ...t fn(Z)
Lo anterior es posible porque la serie es uniformemente convergente.
La funcidn Sn(z), como es la suma de un nfmero finito de funciones conti-

nuas, es continua en D. Asi, podemos elegir un § > 0 tal que, para

n = N se cumpla:

|SN(z) - SN(zo)| < %—, cuando 0 < |z - zoi < 6.
tenemos ademds que:

|SN(Z.) - S(z0)| <'§
Luego:
8(z) - S(zy) = s(z) - SN(z) + SN(z) - SN(ZO) + SN(ZO) - 8(z,)

Is(z) - S(zo)| < |s(z) - SN(z)| + ISN(Z) - SN(ZO)| + ]SN(ZO) - S(zO)|

s(z) = sz )] < Z+S+% = &, si 0< |z -z <s.
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DEFINICION 14: Diremos que, en un intervalo cerrado y acotado

I = [a,b] ¢cR, una funcidn f es continua a trezos, si es posible des-
componer I en un nimero finito de subintervalos:

[a), a1, la)s a1, P

donde a = a, <a; < ... < S < a = b, de tal forma que f sea con

tinua en cualquier punto interior a cada uno de los subintervalos, y ade-
mas que:

a) 1im f(x)

X+ak

X > a
k

f(a;) existe, para 0 < k < m-1

b) 1im  f(x)

f(a;) existe, para 1 <k < m

PROPOSICTON 9: (Teorema del Valor Medio)

Para toda funcidn compleja f(z) contfinua a trezos en I = [a,bl]

sSe cumple: b b
, j f(z)dz| < j |£(z)|az
a a
PRUEBA: b
Escribamos el nimero complejo J f(z)dz en su forma exponen: -
b . A
cial, es decir: J f(z)dz = v e19 , para r > 0 y 6 constante.
a
Sea g(z) = e_l9 £f(z). Entonces tenemos:
b b ' b

J g(z)dz = J e_ief(z)dz = e—ig I f(z)dz

a a a
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es decir:

b
. . 0
J g(z)dz = e 16 T e19 = re =T T o
a b
Tenemos, ademis, que j f(z)dz = F(z) = v e19 donde v = |F(2)].

a

Descompongamos ahora g(z) en sus partes real e imaginaria:

g(z) = g,(x) +1ig,(y).
b b
Asi, J g(z)dz = r = J gl(x)dx pues gl(x) es real.

a a

Notemos que: r = |F(z)| = ’J f(z)dz

Como gl(x) < |g(z)| para cualquier nfimero complejo, entonces:

b
Jb gl(x)dx < J lg(2) | dz.
a a
b b
Pero J gl(x)dx = r = |F(2)]| = ‘ j f(2)dz|.
a a
Luego: b b
l J f(z)dz| < J lg(z)|dz.
a a
Por Gltimo, vemos que |g(z)| = |£(z)| por la forma en que hemos definido
la funcidn g(z), por lo tanto:
b b
’ J f(z)dz| < J |f(z)|dz.

a a
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PROPOSICION 10: Sea (fn(Z)) una sucesidn de funciones complejas, conti
nuas a trozos en un intervalo cerrado y acotado I = [a,b] ¢ R, que con

verge uniformemente en I hacia una funcidn continua f(z). Entonces se

tiene:
.b b
1%m j f (z)dz = J f(z)dz.
N+ o n
a
PRUEBA:

Todo consiste en demostrar que dado un € > 0, hay un entero -

N(e) tal que para n > N(e) se cumpla:

b
‘ f(z)dz - j f (z)dz
n
a

a

< €

Para ello usaremos el teorema del valor medio (Proposicidn anterior):
rb b b
\J f(z)dz - I £ (z)dz| < J |£(z) - fn(z)|dz

a a a

En virtud de la convergencia uniforme de (fn(Z))’ existe un entero Nf«}
tal que para n > N(g) y todo punto de I, se cumple:

€
|[f(z) - fn(Z)| LT3

Asi, tenemos que:
b b

J f(z)dz - [ fn(z)dz < J |£(z) -~ fn(z)|dz < J ——dz

a a a a

b

-J f(z)dz - J £ (z)dz| < —=— (b-a) = e, para todo n > N(e).
n — b-a -
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En forma andloga, tenemos una afirmacién para una serie de funciones com -

plejas:
[+2]

COROLARIO 2: Sea Z fn(z) una serie de funciones complejas, continuas a -
1
trozos en I, que converge uniformemente en I y cuya suma S(z) es continua.

Entonces se tiene:

b - b b
J[Zf(Z) dz = Jf(Z)dz+...+ Jf(z)dz+...
R 1 n
a a a
[v.]
PRUEBA: Sea Sn(z) la n-8sima suma parcial de } fn(z). Entonces podemos
1
escribir: b b b
J S (z)dz = J f (z)dz + ... + J f_(z)dz.
n 1 n
a a a b

Demostremos que la sucesidn j Sn(z)dz converge a J s(z)dz.
a a

En otras palabras, para € > 0 dado, puede hallarse un N(e) tal que:
b b

} J S(z)dz - J S (z)dz
n

a

<e, n>Nee,

a

Para ello, escogeremos N(e) tan grande que: \S(z) - Sn(z) j_Sgg-, n > N(e)

z e I.

o

Lo anterior es posible en virtud de la convergencia uniforme de } fn(zf
1

Entonces:
b
' J s(z)dz - J S (z)dz| = ’J [s(z) - s (2)]dz] .
n n
a a a

Utilizando la proposicidn 9, tenemos:
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b b
‘ J [s(z) - 5 (z)]d= < J |s(z) - s (z)]az
n ~ n
a a
b b
pero J [s(z) - Sn(z)l < J E%g dz = e.
a a
Luego: b b
I J S(z)dz - J Sn(z)dz < g, n > N(e).
a a

1.2 SERIES ENTERAS O DE POTENCIAS

Las series de potencias juegan un papel fundamental en la teo
ria de las funciones analiticas, por eso se las estudiarid en esta parte,

pero antes, veremos la serie de Taylor:

DEFINICION 15: Sea f una funcidn compleja definida en un entorno

I= [zo- < , z,t «] e indefinidamente deriwable en I. La serie de Tay

lor, para todon € N y todo z € I es:

o]

n
f(z) = ) c (z - z,)
n=0
donde los coeficientes <, estan dados per la regla:
(n),.
£ (zg)
cy = f(zo), sees € F = ..

Usando la fdérmula de los coeficientes c,» podemos escribir la serie de --

Taylor, asi:

£1(z,) £ (5) n
— (z - ZO) + ... + - (z - 2) + ...

f(z) = f(ZO) + — 7 0
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EJEMPLOS: Las series de Taylor alrededor del punto z_ = 0, para las -

. 4
funciones e”, sen z y cos z son:

2 n
a) €% = 1+ z+ %T + ... + fT-+ e
z3 zS n-1 ZZn—l
b sen z = - + — - ... (- s+ ...
) se 2 - 31t 5 D7 o
2 L 1 2n-1
¢) cosz = 1-2_4+2_ n-t z

ST tgr - e (K1) Gy T oo

OBSERVACION: Es natural esperar que los polinomios de la forma:

f(n)(zo) n
Pn(z)“ = f(zo) P b ——— (z - zo)

converjan uniformemente hacia f en I. En general no ocurre asi, como lo
demuestra el ejemplo de la siguiente funcidn:

—1/X2
e

g(x) =<

0, x < 0.
Para Xg = 0, todas las derivadas de g son nulas en el punto 0,; por lo

tanto los polinomios Pn son todos identicamente nulos, luego no puedcn
convergerhacia g en un intervalo I de centro O.
Las funciones f nue son indefinidamente derivables y para las
~cuales los polinomios Pn convergen hacia f en un intervalo de z o que
siguen siendo sumas de su serie de Taylor, forman sdlo una parte de
las funciones indefinidamente derivables, cuyas propiedades estudiaremos

en el Capitulo II y siguientes.
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SERIE DE POTENCIAS

DEFINICION 16: Una serie infinita de la forma:

[=2)
n n
nZO Cn(z - zo) = ¢yt cl(z - zo) + ...+ cn(z - zo) +  aes

donde z es una variable compleja y Zgs ¢, son nlimeros constantes comple
jos, se llama serie de potencias en (z - zo).

Cuando una serie de potencias converge a f(z) para cada z en un conjunto
D, diremos en este caso que la serie representa la funcidn f(z) o que -

la funcidn estd desarrollada en la serie de potencias.
@
. . P . a 1
Por ejemplo, la serie geométrica Z zn representa la funcidn £(z) = 1=
n=0

en el interior del circulo unitario ¢ = {z € C: |z| < 1}.
2]

PROPOSICION 11: Una serie de potencia Z cn(z--zo)n tiene un radio de -
0 .
convergencia R tal que cuando 0 < R < o, la serie converge absolutamente

para lz-—zo| < R y diverge para |z-—zo| > R.
El nfimero R estd dado por la fdrmula:
1

1im Supry cn |

n-co

PRUEBA: Si hacemos e cn(z-zo)n, tenemos entonces:

|z - =z

lim  Sup g|an| 1lim  Sup Ichr|z--zo| = ___?{_Jl_

n-+> o n-* o

Aplicaremos el criterio de la raiz, el cual nos dice asi:
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1im  Sup /|ocn = L

n->o©

[=2]
i) SiL <1, Z = es absolutamente convergente.
0

(2]
ii) Si L > 1, Z = es divergente.
0

iii) Si L =1, el criterio falla (puede haber convergencia o divergen -
cia).

Luego, por este criterio, tenemos:
zZ - Z
| ol

L = —x < 1, es decir |z - z0| < R asi, la serie de potencias

converge absolutamente cuando lz - zol <« R vy diverge cuando
|2 - 2,

L = —x— s1, es decir |z - zol > R.

OBSERVACIONES: Cuando R = 0, la serie de potencias converge sdlo para

Z = 2.3

0 si R = » la serie converge para todo z € C.

Cuando 0 < R < », el circulo (disco) C = {z €& C: |z -z | <R} se 1lla

0

ma Circulo de Convergencia de la Serie.

DEFINICION 17: Una serie de potencias se dice que converge uniformemente

en un conjunto D, si para cada € > 0 existe un nmero N(e) tal que para
todo z € D, se cumple:

|Rn(z)| < g, para n > N(e).
OBSERVACION: Cuando una serie de potencias representa a una funcidén f(z),

se escribe

@ N-1 %
= n _ n _ n
f(z) = nZO cn(z - zo) = nzo Cn(z zo) + nzN cn(z zo)
N-1 n p n
donde Sn(z) = ) cn(z - zy) y Rn(z) = ) cn(z - z,)

n=0 n=N
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Por la observacidn anterior se ve que la definicidn 17 es similar a la de
finicidn 11,
PROPOSICION 12: Sea X cn(z - zo)n una serie de potencias con radio de

ned
convergencia R % 0. Entonces para cualquier circulo c de centro z, ¥ ra-

dio r < R, la serie de potencias converge uniformemente en c.

PRUEBA: Representemos en la siguiente figura los circulos c y c, congen
tricos en z; y radioes r y R, respectivamente y ademds r < R1 < R.,
> X
0
Puesto que r < Rl’ podemos escribir: r = ARI, donde 0 < A < 1.
si |z - zo| < r entonces:
n n n _n
|Cn(z—z)| < |cn|r = |cn|>\ R, -
. 2 . X n _
Pero por hipétesis, la serie ) Cn(z - ZO) converge para |z - z,| = R

n=0
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luego 'CnIRT < 1, para n z_Nl, donde N1 es un nfimero fijo suficiente-
mente grande.

Adem3s, puesto que 0 < A < 1, tenemos por la definicidn de
limite, que para € > 0, A" < e(1-1) cuando n Z_Nz(e), siendo N2 como

Nl. Sea N(e) = max {N Nz(e)}.

1,

Tenemos entonces que para n > N(e) y |z - ZOI < r:

e o) [e+] (0] 2]
|R | = ) c(z -z < ) ez - 2 )| < }lc |A" R" < ) A"
o n=N ° 0 n=y ©° 0 n=N " 1 n=N
1
Luego: |Rn| = AN + XN+ +
N
_ 4N, . 2 M e{1-2) _
|Rn| = A1+ X +2 +..) = o ST €
2 1
ya que la serie geométrica 1 + A + X + ... converge a Epy asi,

IRn| < € de acuerdo con la definicidn 17.

PROPOSICION 13: Sea f(z) = Z Cn(z - zo)n una serie de potencias
n=0

convergente a f(z) para los z € C tales que |z - ZO| < R. Entonces

f(z) es una funcidn continua en el circulo de convergencia C.

[s+]

PRUEBA: Si 0 < r < R, la serie Z Cn(z - zo)n es uniformemente con
n=0

vergente en el circulo C de centro 2, ¥ radio r seglin la propesicidn 12.

(=]

Por otra parte tenemos que ) Cn(z - zo)n estd definida, es continua en
0

C y converge uniformemente hacia f(zo) para todo z0 € C, luego f es

continua en C = {z € C: |z - ZOI < R} por el Corolario 1.
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PROPOSICION 14: (Principio de los Ceros Aislados)

o
Supongamos que Z Cn z" es una serie de potencias que conver
n=0 ] -
ge en un circulo C = {z € C: |z| < R} y sea f(z) = | c, z".
0

Entonces, siempre que todas las Cn no sean simultdneamente nulas, exis-
teun r' <R tal que para 0 < |z| < r' se tiene f(z) # 0.
PRUEBA: Sea k el menor entero tal que Ck + 0; entonces podemos escri -

bir:

k m
f(z) = Z(Ck+ck+lz+ ...+Ck+mz F o0ea)

[oe]

. m . .
La serie X Ck+mz es convergente en C ya que sus términos se obtie -
m=0 '

e eas k . s .
nen dividiendo por z + 0 los términos de la serie convergente

k+m
Ck+mZ ‘

Her~18

k=0

o2
Si glz) = Z Ck+n1£n’ entonces g(z) es continua en C por la proposiéidn
m=0

13, y puesto que g(0) = C $ 0, exister' > 0 tal que g(z) $ 0 para

D' = {z @ C: |z] <r'}, 1luego se tiene: f(z) = zk g(z) $ 0.

OBSERVACION: La conclusidn de la proposicidn anterior tambi&n la podemos
expresar en la forma siguiente:

[oe]
. . . n
Si una serie de potencias: f(z) = z Cn z es convergente para 0 < |z| <p'
0

y tal que: f(zp) = 0, para una sucesidén (Zp) de puntos distintos que tien
de a 0, entonces todos los coeficientes Cn son nulos y por lo tanto

f(z) es nula.
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PROPOSICION 15: (Identidad de Series de Potencias)

n
a+az+...+anz + ...

Sean f(z) 0 )

n
b +bz+ ... +bz + ...
0 1 n

g(z)

dos series enteras convergentes en el mismo circulo C = {z € C: |z| <R, R>0}.
Si existe una sucesidén de puntos distintos (zp) del circulo C, tendien -
do a 0 y tal que f(zp) = g(zp), para todo p, se tiene a = bp y por lo
P

tanto a_ = b para todo z € C.

n n
PRUEBA: Sea h(z_ ) = f(z ) - g(z ).
D p p p
Entonces:

(a

h(z ) + e tazl+ . ) (b4 ... +D 2+ ..0)
p 0 p 0 p

D
h(zp) (ao -~ bo) + (a1 - bl)z + oee. + (ap - bp)z F .

Como f(zp) = g(zp) para todo p, centonces: h(zp) = 0. Aplicando la obser

vacidn anterior vemos que:

a, - b0 = 0, a, - b, = 0; el a -b =0

n
o8
el

1
o
W

1
log

L
uego a,

Por lo tanto a = bn para todo n con lo que se obtiene el resultado de

seado.
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CAPITULO 11

FUNCIONES ANALITICAS

La relaeidn que existe entre las series de potencias y
las funciones analiticas de variable compleja se pone de manifies

to en las definiciones y proposiciones que siguen:

2.0 DEFINICION Y PROPIEDADES

DEFINICION 18: Sea D un conjunto abierto en el plano C (es decir

que para todo z, € D existe un disco abierto
p* = {zec: |z-2,| < R}, donde p*c D).
Diremos que una funcién compleja f: D + C es analitica (u holomor
fa) en D si, para todo z, € D, existe un disco (circulo) abierto
D* ¢ D; tal que se cumpla en D* la siguiente condicibn:

f(z) = E Cn(z-zo)n
n=0

%
donde la serie entera es convergente en D ,
Brevemente, podemos decir que una funcifn f es analftica en D, si
es desarrollable en serie de potencias de (z-z,) en un entormo de

todo punto z, € D.

OBSERVACION: En vista de la proposicidn 15, esta serie, si exis-

te, e8 necesariamente fmica.

La siguiente figura, ilustra la definicibtn 18.
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DEFINICION 19: Una funcidn compleja f que sea analitica en todo

el plano C, se llama funcién entera.

PROPOSICION 16: Si una serie de potencias f(z) = ] C_z (1)

es convergente en D, entonces para todo z, 8 D, existe una serie
%
de potencias (y sdlo una) convergente para D : |z-z,} < R - |z,]

Yy que cumple:

f(z) = ] c (z-z,
n=0 °

)n

]
PRUEBA: Sabemos que la serie I Cn z' es convergente en D.
n=0
Seaz = z, + z'; sustituyendo &ste valor de z en la serie (1)

tenemos:

[--]
4
£(z) = 20 C (2, +2')" = ¢+ e (zo+2') + e (z,+2") +...

n=

Consideremos ahora la serie siguiente:

© 2
2 T e lz + 12'D% = leol + lejlUzo| + [z + le, IC]zo | + |2']) +
n=0

-]
Suponiendo que la serie Z Cn z" sea absolutamente convergente en
n=0 [
D: |z| <R, se tiene que 1la serie Z |Cn|(|z°| + Iz'l)n es con-
n=0
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%
vergente en el disco D = {z 6 C: |z-z,| < R - |z,|} en virtud
de la definicidn 7; pues si |z] = Izol + |z'] <R entonces
|z = [z=zo] <R - |z,].

fe
Luego, para los valores de z € D , podemos rearreglar la serie:

£(z) = § C(z,+ 2"
n=0 "

en poteneias de z' = 2-z,, sin alterar la suma ni su comvergen

cia (proposieidn 5); asi obtenemos la serie entera:
v n
(3) f(z) = ] a(z-z,)
n
n=0
* -
convergente en D , donde los coeficientes a ~ Vvienen dados, en tér

minos de los coeficientes Cn de la serie (1), por la expresidn:

[=>)
m
a = Cc
n Z n m+n Zo
m=0

NOTA: En general el radio de convergencia de la serie (3) ser§ -
mayor que R - |2z,|; asi, la funcién definida por la férmula (3) -
nos da una prolongacidn (analftica) de la funcién dada en (1) ha-

cia puntos que se encuentran fuera del disco D.

2.1 DERIVADA DE UNA FUNCION COMPLEJA

DEFINICION 20: Sean D un conjunto abierto en C y f una funcifn -

compleja continua definida en D. Diremos que en z, € D, la fun -
cibén f admite una derivada respecto a la variable compleja z, si

cuando u = s + it tiende a cero en C:
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f(z, +u) - f(z,)
u

1im
a*0

existe.
Este limite se llama la derivada de f en el punto z_, y la repre -

sentamos por f'(z,).

PROPOSICION 17: Una serie de potencias con radio de convergencia

R % 0, representa una funcidn analitica en todo punto interior a
su circulo de convergencia. Las derivadas de esta funcidn se ob-
tienen derivando término a témmino la serie original.

PRUEBA: Consideremos la representacidn:

£(z) = ) C z.

Suponiendo R 4 0. Entonces podemos representar f(z) en la forma
siguiente, segln la proposicidn 16:
° n
£(z) = ] alz-z).
n=0
La funcién f(z) es continua en z, 6 D por la proposicidn 14, lue
go es continua en todo punto z € D pues z, es un punto arbitra -
rio.
[+ -}

De £(z) = } a (z-z,
n=0 ©°

)®  obtenemos: f(z,) = a5, luego:

f(z) -~ £(z,) _ 2
z <~z = a; ta,(z-z,) + ay(z Z2,) t ...

Otra vez, por la proposicidn 13, la funcidn representada por la -
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serie de potencias de la iltima igualdad, es continua en z,, en -

tonces:
(o]
f'(z,) = 1lim ESE%{}ESEQl = a = ) (m+1)C_, . zg

zr Z, © m=0
[++]

k-1

= z k Z, .

k=1 Ck

Dicho de otro modo, f'(z) se obtiene derivando término a término
-+

la serie Z Cn zn; asi, la m-8sima derivada de f(z) en D es:
0

[+:]

f(m)(z) = Z n(n-i)...(n—m+1)Cn 2 M,
=m

OBSERVACION: Una funcidn f analitica en un abierto D ¢ C es de-
rivable indefinidamente en C y todas sus derivadas son analiticas
en D; adem&s, para todo Z, © D, existe un disco D*: |z-zo| <R -
en el cual la funcidn es igual a su serie de Taylor que converge

3
en D .

2.2 PRIMITIVA DE UNA FUNCION COMPLEJA

DEFINICION 21: Dada una funcidn f analitieca en un abierto D ¢ C,

diremos que una funcidén F analitica en D es una primitiva de f si

se cumple F' = f(z) para todo z € D.

(o]

n
PROPOSICION 18: Si una serie entera £(z) = |} an(z-zo) es -
n=0

convergente en un disco (circulo) D: |z-z,| < R, entonces la serie:
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a 2 a

= 1 n n+l
F(z) = ag(z-z,) + o (2-2,) + ... + E:I-(z-zo)

+ e

es convergente en D y su suma es una primitiva de f.

PRUEBA: La proposicidn 17 nos da como resultado lo siguiente:

- -1
f£'(z) = kzi k Ck ZE 1 . < + 2czzo + ... +n Cn zg + ..

Probaremos entonces la convergencia de esta iltima serie para
D: |z-z°| < R.
. a . n
Sea ¢ tal que 0 < 0 < R, la sucesidn de nfimeros complejos (an a’)
estd acotada pues la serie que representa f(z) es convergente; --
.a . a 1 n+l :a
luego también lo estd la sucesidn |— a o la conclusidn se

ntl n

sigue de la proposicidn 12,

PROPOSICION 19: Sean f y g dos funciones analiticas en un conjun

to abierto D ¢ C. Si existe un punto a € D y una sucesidén de pun
tos distintos de D (Zn) que tiene por limite el punto a, entonces
se tiene f(z) = g(z).

PRUEBA: Por hipdtesis sabemos que las series:

f(z) = Zo a_ z" y g(z) = ] b =z
n= =

son convergentes en un disco abierto:
%
D = {zec: |z-a|] <R}, D c D.
Como todas las condiciones de la proposicidn 15 se cunplen tambin
en el caso presente, tenemos que:

%*
f(z) = g(z2), para todo z € D ,
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2.3 EJEMPLOS DE FUNCIONES ANALITICAS

1) Un polinomio de la forma P(z) = a, taz+...ta z" es -
una serie de potencias convergente para todo z € C, luego es -
una funcidn entera (definicidén 19) y por lo tanto es una fun -

ecidn analitiea en C.

2) La funcibdn f(z) = %— es analitiea en C - {0}.

Demostremos que, para todo z, # 0, 1la serie de potencias:

1 (z-z,) , (z-2,) n (z-zy)"
(1) Z- 2° + 3 + ...+ (-1) ﬁﬂ_ +

Zo Zg 24

es convergente para los z tales que lz-zol f_lzol y adem8s
que su suma es 1/z.

En efecto, para tcdo u € C y n 6 N, se tiene la identidad:

+1 n+l

1 2 n oo, 1- D"y

m—l-ﬂ‘f'u-...'f'(—l)ll'f' 1+ u .
. . n+l
Cuando |u| <1, se tiene 1im u = 0, luego:
n->-w©

1 _ 2 n n

m = 1 ~-u+u —...+(—1) u o+ ,,.

siendo la serie convergente para |ul < 1; sustituyendo u por

E:EQ en (1), se encuentra que la serie (1) converge a 1/z para
o]

lz-20| < |z,

OBSERVACIONES: Del ejemplc 1 se deduce que para toda funcidn

. . . n
f analitica en un conjunto abierto D ¢ C; £ (n Z_O) es anali-

tica en D, lo mismo que f+g (g analitica en D) y también f.g.
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Del ejemplo 2 se tiene que si f es analitica en D ¢ C, la fun-
cidn 1/f es analitica en D' ¢ D, donde D' = {z € C: £(z) % 0}
Ademis se ve que si f y g son analiticas en D, la funcién f/g

es analitica en D' ¢ D, donde D' = {z € C: g(z) $ 0}.

Su férmula:

Z z2 2"
—t =+ ... +t —+ ...
2

e” = 1+ ) +

P
av

define una funcidn entera; en efecto la proposieidn 11 garanti

«© n
za que la serie de potencias Z gT' converge para todo z € C,
5 !

Juego la funcidn e’ es analitica en C.

Consideremos un nlmero complejo z = x + 1y, entonces:

4
e

e® (cos y+i sen y).
De donde obtenemos que:
“|

le = et + 0, para todo z € C.

En particular:
Y] = 1.
La amplitud (argumento) del nfmero complejo e? es un &ngulo
cuyo nfimero real y es una medida en radianes.
Algunos valores de eZ son:

2= i %_ - ez - . 3ill zZ .

He
N
1]
¥
o
H
t
I

. Z
il » e = -1 H z

N
H
Y

N

(™S

=
¥

o
]

[N
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iy

il

La funcidén £(z) = e*° de la variable compleja z es una fun -

cidn entera igual a la serie de potencias convergente:

2 3 .1 n
1

. Z
_l§T+oo-+ n!

N

. iz _ . Z _ Z
f(z) = e = 1+1i7 5

+ .-

-
o~

para todo z € C, luego f(z) = e'? es analitiea en C.

Basandonos en el ejemplo 4 podemos definir en C las funciones:

a) cos z = %-(elz + e *%)
b) sen z = ;L-(eiz - —iz)
21

De donde obtenemos la relacidn de Euler:
iz .
e = cos z+i sen z.

Como las funciones cos z y sen z pueden representarse por

sus series de potencias convergentes para todo z 6 C:

Z2 Zq n Z2n
cos z = 1 - ET'+ ET - ... t (-1) TﬁHTT‘+ cea
3 5 2n+1
- _ E;- E_ - - naz
senz = z-FrtEr - ...t (-1) Tt e

se deduce que cos z vy sen z son analiticas en C.



Notese que los desarrollos de ez, sen z y

ries de Taylor alrededor del punto z, = O.

37.

cos z @on las se
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CAPITULO TII

INTEGRACION CURVILINEA DE FUNCIONES COMPLEJAS

El objetivo central de esta parte es el estudio de la Inte-
gracidn de Funciones Complejas a lo largo de un camino y ademds algunas
de sus propiedades; pero antes daremos las siguientes nociones introduc

torias:

3.0 CAMINQOS Y CIRCUITOS

DEFINICION 22: Llamaremos camino a una funeidn continua,

y: I=1[a,b]l »c¢C
definida en un intervalo cerrado I ¢ R (no reducido a un punte) hacia
C, que se supone que es derivable con continuidad a trozos; es decir,
qQue es una primitiva:

t

v(t) = J y'(s)ds + C
a

de una funcidn y' continua a trozos en I.

Ilustramos la definicidn con la figura:

v(a)
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En esta grafica vemos que cuando t barre con el intervalo [a,b], el pun
to y(t) describe en el plano C una trayectoria y(I) (imagen de y) que,
en los puntos y(t) tales que y' # 0 y continua, admite una tangente

de direccidn igual a la del vector y'(t) € C.

EJEMPLOS
1) Si ¥ es una funcidn constante en I, Y(I) es un conjunto unitario.
Entonces y se llama camino constante.

P
e Hlet’ donde € * 0, definida en I = [0,1] -

2) La funcidn as(t) =
es un camino tal que Y(I) es una parte del circulo unitario.
C={z: |z| =1}. sieceZ, y(I)es el circulo completo C. Se di

ce que o es el circulo unitario recorrido n veces, porque todo --

punto del circulo se obtiene para |n| valores distintas de t.

3) Sean c y d dos puntos de C.
Definamos en [0, 2] 1la funcidn:

c(1-t) + dt, 0 <t

|A
Y

y(t): <

d(2-t) + c(t-1), 1

IA

t <2
La imagen yv(I) es el segmento de extremos ¢ y d; el camino y es el
segmento recorrido en los dos sentidos. En el punto t=1 hay una

discontinuidad para y'.

NOTA: Es importante no confundir un catiino ¥ con la trayectoria v(I).

A un camino se le puede llamar "Trayectoria Parametrizada". ®

%*: Cuando no se produzca confusidn, un camino seri la fig. de y(I) y su
sentido de recorrido.
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DEFINICION 23: Diremos que un camino Yy estd contenido en un conjunto

abierto D ¢ C si y(I) ¢ D. El punto y(a) se llama el origen del cami
no y v(b) el estremo, Para que dos puntos cualesquiera ¢y d de D --
puedan estar unidos por un camino, es suficiente y necesario que D sea

conexo.

DEFINICION 24: Llamaremos circuito a un camino tal que y(a) = y(b).

Los ejemplos 1 y 3 de caminos son también ejemplos de circuitos.

DEFINICION 25: Dado un camino Y, llamaremos camino opuesto a Y (lo -

representaremos por YO) el camino yo(t) = y(a+b-t) definido en I.
El camino Y, tiene por origen el extremo y(b) de v y por extremo el -
origen y(a) de yv; podemos decir que Y, es el camino y recorrido en --

sentido contrario.

DEFINICION 26: Sean dos caminos

[a,b] » C

<
(]
[}

tales que el origen
= [c,d] + C

<
H
|

Yz(C) de 72 sea el extremo Yl(b) de Yl'

Llamaremos yuxtaposicidn de Yl y Yz (y la denotaremos por y = Yl v YZ)
el camino:
v: [a, da+b-c] + C
definido asi:
Yl(t), a<t<b
y(t) <

lyz(t), b<t<d+b-c
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Ilustracidn grafica:

Y, (0) = vple)

En esta grafica vemos que el origen de vy V Y, es Yi(a) y el extremo
1

v ' .
de Y, VY, es Yz(d)
NOTAS: Con esta nomenclatura, el ejemplo 3 de caminos puede esc¢ribirse

asi: Yo V ¥y donde Y, es el camino t + c(1-t) +dt para t ¢ [0,1].

En general, para todo camino y, la yuxtaposicidén y V Y, es un circuito
cuyo origen es el de y; en particular, un circuito es siempre la yuxta-

posicidén de dos caminos.

DEFINICION 27: Sean Y, Y, los mismos caminos de la definicién ante-

rior. Diremos que Y, ¥ Y, son equivalentes si existe una biyeccidn cre
ciente Y: I2 + I;, continua y derivable con continuidad a trozos, lo

. ” -1
mismo que la reciproca ¥ , tal que Yz(t) = Yl(w(t)) en I,.

3.1 INTEGRAL A LO LARGO DE UN CAMINO

DEFINICION 28: Sean Y un camino y f una funcidn compleja continua en




L2,

;

N .
v(I); (no suponemos que f estd definida fuera de v(I) y tampoco que sea

analitica). Entonces la funcidn compuesta f(y(t))y'(t) es continua en
Iy por la proposicién.Q su integral estd definida.

Llamaremos integral de £ a lo largo del camino y al nlmero complejo:
b

J f(z)dz = J f(y(t)) v'(t)at.
Y a

La definicidn anterior nos muestra que la integral de una funcidén comple
ja a lo largo de un camino ¥y depende tanto del conjunto y(I) como de su

parametrizacién Y(t) (ver proposicidn 22).

PROPOSICION 20: Si A fa,p] » ¢ y

Y,: [a,d] > C

son dos caminos equivalentes, entonces se tiene:

J f(z)dz = J f(z)dz

Yy Yy

PRUEBA: Sea ¢: [c,d] » [a,b] wuna biyeccidn creciente, continua y deri

vable con continuidad a trozos tal que Y, = Yl oY,

Luego yj(t) = Yi(w(t)) Y'(t) en I, excepto en un nimero finito de -

2

puntos.

Utilizando la férmula de cambio derivables
$(b)
f(u)du = J f(p(t)) yp(t)dt
¢(a) a

tenemos:
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d d
J f(z)dz = [ f(YZ(t))Yé(t)dt = J f(Yl(w(t)))Y;(w(t))¢'(t)dt
Y C C
2
w(d) b
j f(z)dz = fly (w)y'(u)du = J Fly (u))y!'(u)du
1 1 : 1 1
Y Yie) a

j f(z)dz
Y

1

PROPOSICION 21: Si la funcién f es tal que |f(z)| < M para todo z € y(I),

entonces:

\J f(z)dz
Y

< M jbIY'(t)|dt = ML donde L es la longi-
a

tud de la trayectoria y(t).

PRUEBA: Sabemos por 1la definicidn 28 que:
b
I f(z)dz = f fly(t))y ' (t)dt.

Y a

La proposicidn 9 nos da como resultado que:

} [ f(z)dz| < J |£(2)|dz.
Y Y

Entonces por la definicidn 28 tenemos:
b

| j f(z)dz| < J|f(y(t»y'(t)|dt
Y a
b
‘ J f(z)dz i_J.|f(y(t))||Y'(t)|dt;

Y a
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pero |f(z)] < M; zey(I) y como f(y(t)) = f(z) entonces:
b b
| J f(z)dt\ < J Mly'(t)|dt < M J ly'(t)|dt = ML
a
Y a

PROPOSICION 22: Sean y y YO dos caminos opuestos, entonces:

J f(z)dz = - J f(z)dz.

Y
0 Y

PRUEBA: Seglin la definicidn 25, se tiene:

Yo(t) = y(a+b-1t) = -y(t),

entonces:
a

j f(z)dz = I f(Yo(t))Ya(t)dt

por definicidn 28.

Cambiando los limites de integracidn se tiene:

J f(z)dz = - j Fly())y'(t)dt = - J f(z)dz

a
Yo Y

DEFINICION 29: Cuando Y es la yuxtaposicidn de dos caminos Yl vy

2

se tiene:

J f(z)dz = J f(z)dz + J f(z)dz

Y Yl Y,

OBSERVACIONES: Como el segundo miembro de 1la igualdad anterior no cam

bia cuando se invierten los dos términos, se tiene que si ¥y es un cir -



u5.

.
%

cuito, la integral J f(z)dz es independiente del origen de y.

Y
Si ¥ es un circuito constante se tiene J f(z)dz = 0, para toda funeidn
£. Y
Por iltimo, si el camino Yy estd conténido en un abjerto D ¢ C, y u es
una funeidn analitica en D, entonces, si I es el camino compuesto

u(y(t)), se tiene:

J f(u(z)) u'(z)dz = J f(w)dw.
Y T

3.2 ~ CONDICIONES PARA LA EXISTENCIA DE LAS PRIMITIVAS DE LAS FUNCIONES

ANALITICAS
La nocién de Integral a lo largo de un camino nos permitird
establecer las condiciones bajo las cuales existe una funcidn primitiva

de una funcidn analitica:

PROPOSICION 23: Para que una funcidn f analitica en D admita una pri-

mitiva en D, es necesario y suficiente que para todo circuito y conteni

do en D, se tenga

J f(z)dz = 0.

Y
Cuando es asi, toda primitiva F de f en D se obtiene de la siguiente ma
nera:

F(z) = J f(u)du + c,
al(z)
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donde o¢(z) es un camino cualquiera contenido en D, de origen z, €D y
de extremo z. La diferencia de dos primitivas en D es constante.
PRUEBA: a) Mostraremos que la condicidn es necesaria:

Si F es una primitiva de f en D, entonces para todo camino y contenido

en D, tenemos:

S FG(E) = F(D)Y' (1) en [a,b],

luego:

F(v(b)) - F(v(a)).

I f(u)du
¥

v(b)) se tiene:

En particular, si Y es un circuito (v(a)

F(y(a)) = 0.

J f(u)du = F(y(a))
v

Esto nos prueba ademis, que si una primitiva F de f en D existe, se tie

ne que la diferencia:

F(z) - F(zo) = j f(u)du
a(z)

es una constante para cualquier camino a(z).

b) En segundo lugar probaremos que la condicidn es suficiente.

Cuando existe una primitiva, la integral J f(u)du depende sdlo de z y
a(z)

zg ¥y no del camino a(z): en efecto si a(z) y B(z) son dos de esos cami
nos, vy = o(z) V Bo(z) es un circuito de origen Z luego la conclusidn
se deduce utilizando la proposicidn 22 y la definicidn 29:

J f(u)du - J f(u)du = J f(w)dw = O
a(z) B(z) Y
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La férmula F(z) = [ f(u)du + ¢ define entonces una funeidn F en D
a(z)

(una vez escogidas Zg ¥ c).

Nos falta determinar que esta funcién es analitica y tiene por derivada
e
€ D, existe un disco D: Iz—z

o

f: en efecto, para todo z <r, ¢ D,

1 1|

en el cual f es desarrollable en serie de potenciss de (z-zl), luego --

*
existe una primitiva analitica Fl de f en D (por la proposicidén 18),

w
la cual podemos suponer que anula en z, - Para todo camino A(z) en D de

origen z_, y extremo z, tenemos:

1

FI(Z) = J f(u)du.
A(z)

Luego, si a(zl) es un camino en D de origen Z, ¥ extremo z, a(zl) vV A(z2)

es un camino en D de origen z, y extremo z, se tilene por la definicidn 29:

%
F(z) = F(zl) + Fl(z), para todo z € D.

3.3 HOMOTOPIAS DE CAMINOS Y DE CIRCUITOS

DEFINICION 30: Sean D un conjunto abierto en C, le I~»>C, 72: I-+C

dos caminos contenidos en D, definidos en el intervalo I = [a,b].

Llamaremos homotopia de yv_a Y, en D a la funcidn continua $: IxJ + D,

1
donde J = [C,d.] CR, tal que w(t, C) = Yl(t) y l\b(ts d) = Yz(t)
para todo t € I.

OBSERVACIONES: En esta definicidn exigimos la continuidad de la funcién

P(t, s) vy no solo la continuidad de cada una de las funciones parciales.
La idea intuitiva de homotopia de dos caminos es la de una "deformacidn

continua" que permite pasar del uno al otro.
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DEFINICION 31: Diremos que un camino Y,es homdtopo de otro Yl en D, --
cuando existe una homotopia ¥ de v, a Y, en D.

Cuando Y,y Y, son circuitos en D, diremos que y_, y Y, son hométopos como

1
circuitos en D, si existe una homotopia y: I x J + D, que cumple la pro
piedad suplementaria: ¢(a,s) = y(b,s), para todo s € J. Esta homotopia

¥ se llama homotopia de circuitos

DEFINICION 32: Diremos que un circuito y contenido en D es homdtopo de

un punto en D si es homdtopo como circuito en D de un circuito constante.
Diremos que un conjunto abierto conexo D es simplemente conexo, si todo

circuito en D es homdtopo de un punto en D.

3.4 TEOREMA DE CAUCHY

PROPOSICION 24: Sea D ¢ C un conjunto abierto conexo, y sea f una fun-

cidén analitica en D. Si Y, ¥y Y, son dos circuitos contenidos en D y ho-

- -
motopos en D, se tiene:

( f(z)dz = ! f(z)dz

1 Y,

En el caso que D es simplemente conexo, se tiene [ £f(z)dz = 0, para to
do circuito contenido en D. Y
PRUEEA: Sean los circuitos Yl y Y2 definidos asi:

' I=[a,b]+D

yz: I = [a,b] »+ D

y Y: I xJ>D una homotopia de y ay en D, donde J = [c,d].
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Dividamos los intervalos I y J en un niimero finito de subintervalos:

I : [ah, ah+1

. < M-
J [Ck’ Ck+i]’ para 0 < k < m-1

s para 0 < h < n-1

de forma que la imagen W(th) del rectdngulo th = [ s ah+¥]x [ék’ Ck+J

est? totalmente contenide en un disco Ahk ¢ D, de centro Zys o0 el -

cual la funcidn f sea desarrollable en serie de potencias de (z-zhk)

y por la proposicidn 18 admite una primitiva en Ahk'

Lo anterior lo ilustramos con la siguiente figura.

k+1

hk

0 a ah ah+1b

Dibujemos el disco Ahk ampliado:
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Consideremos ahora en Ahk’ los cuatre segmentos que unen las imdgenes

bajo ¥ de los cuatro vértices del reeténgulo Rk’

Bh,k : de origen uhk = wsah, Ck)

y extremo uh,k+1 = w(ah, ck+1)

: 0 d i =
Btk © OTIESn M1,k LASNPELR)
extremo u = y(a e )
Y el kel” VO%he1? Okan
ah,k : de erigen uh,k y de extremo uh+l, X
o v d i d trem .
h, k1 e origen uh,k+1 y de extremo uh+1’ K+
Utilizando la proposicidn 23 al circuito a V B k Va VB
prop hk  h+l %h kel Ok
se tiene:
[ f(z)dz + J f(z)dz = J f(z)dz + J f(z)dz
P *n, k41 %k Brl K

Observemos ahora que la yuxtaposicidn oy

= ao,k v alfk Vv ...Vao k

n-1,

es un circuito en D (puesto que ¥ es una homotopia de circuitos); por

la misma razdn, se tiene Bo,k = Bn k.
9

Sumando las n relaciones de la integral a lo largo del cicuito % te~

nemos:

I f(z)dz = I f(z)dz.
%k %41

de donde en particular para el circuito &, resulta:

[ f(zidz = [ f(z)dz.
a

o
0 m
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El mismo razonamiento demuestra que:

Jf(z)dz = jf(z)dz y Jf(z)dz = Jf(z)dz
luego: %o Yz “n, Yo

Jf(z)dz = Jf(z)dz.

Y Y2

En el easo que D es simplemente conexo y la funeidn f es analitiea y
admite una primitiva en D, la proposieidn 23 nos garantiza que para

todo circuito y contenido en D se tiene

Jf(z)dz = 0
¥

3.5 INDICE DE UN PUNTO RESPECTOC A UN CIRCUITO

FEFINICION 33: Seay: I =[c,d] +C un circuito en C y sea a un punto

de C tal que a ¢ v(I). Entonces el ntmero (entero positivo o negativo)

Soo . _ 1 [ dz
](a, Y) = i J -z—_a

v
se llama indice de a respecto al circuito Y.

Este niimero es la expresidn matemdtica que corresponde a la nocién intui
tiva del niimero de veces que el circuito Y gira alrededor de a.

En efecto, para t € I escribamos

t
- '(s)dd
h(t) = J %5'5—_—5'

de forma que 2Mij(a; Y) = 271 —=— J ¢ dz . h(d).
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< as . Y'(t)
- - . ] =
Como h es una primitiva de una funcién continua, tenemos: h'(t) o) 2

excepto en un nlmero finito de puntos de I.

e-h(t)

Sea g(t) = (vy(t) - a) entonces:

-h(t) -h(t)

g'(t) = -h'(t)e (v(t)-a) + v'(t)e ).
Sustituyendo el valor de h'(t) en g'(t) se tiene:

-h(t)

g'(t) 'Y;Ezge- — (r(6) - a) + yree)e e
g'(t) = —Y'(t)e—h(t) + Y'(t)e’h(t) = 0.

Luego la funcidn continua g es constante en I, y en particular se tiene:

e—h(d)

glec) = g(d); pero h(e) = 0, asi g(c) = v(c)-a = (vy(d)-a) = g(d).

Por hipdtesis v es un circuito (y(d) = y(c)) entonces:

vio)-a= e MDya) - a)
“h(d)

por lo tanto 1 = e , de doide h(d) = 2nlli para n € Z.

PROPOSICION 25: Sean a un punto de C, v, y ¥, dos circuitos en C - {a}

homotopo en C - {al entonces se tiene: j(aj; Yl) = j(a; Y2).

PRUEBA: Como C -{alec C es un conjunto abierto conexo, podemos apli -
car la proposicidn 24 a la funcidn E%E que es analitica en C - {a}
(ver ejemplo 2 de funciones analiticas), asi tenemos:

I S J .
zZ-a zZ-=a
Y Y2

1
e e . . . 1
Multiplicando los dos miembros de la igualdad anterior por ST tenemos:

1 1 o4 = L dz
2n1 z-a 201 z-a >
Y1 Y,

y por la definicién 33 tenemos j(a; v,) = J(a; v,).



53.

PROPOSICION 26: Sea D ¢ C un conjunto abierto simplemente conexo y

sea Y un circuito contenido en D. Entences para todo punto a ¢ D se
tiene: j(a; y) = O,
PRUEBA: Sabemos por el ejemple 2 de funciones analiticas que E%E-es
una de ellas en D,
La propesicidn 24 aplicada a esta funeidn nes da como resultado:

| ==,

Y
pues D es simplemente ecenexo.

Multiplicando la igualdad anterior poxn 3. tenemos:

211
1 dz _
21 J z-a 0
Y
y per la definicidn 33 resulta que 1 az jlas; y) = 0
2Ii z-a ?

y

PROPOSICION 27: Sea € : t > ™Y, para todo t € [0, 211, el efrculo

unidad recorrido n veces (n entero positivo o negative). Para todo z

tal que |z| < 1 se tiene j(z; En) = n y para todo z tal que |z| > 1

se tiene j(z; en) = 0,
PRUEBA: Tomemos un punto z, del disco unitario D: |z| < 1.
. nit .
Sea z; = 0; entonces, haciendo u(t) = e ™", se tiene:
2x .
(0: e ) = 1 du _ 1 rxienlt
LA ) ] v om nit
0 e
€
n
2n
n _ 2 n _
‘Q_HJdt'Qn"“
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Para propar la segunda parte de la proposicidn, tomemos el punto z, en
el discé'D;: |a| > 1; entonces z, no pertenece al disco abierto

|z| <|Z1| y el disco D' estl contenido en el disco |z| < ‘Zl|' Como
un disco abierto es simplemente conexo, la afirmacidn j(zl, En) =0 -

se deduce de la proposicidn 26.

3.6 FORMULA DE CAUCHY

DEFINICION 34: Sea D ¢ C un conjunto abierto simplemente conexo, y -~

sea y: I > D un circuito en D. Entonces, para toda funcién analitica

fenD y todo punto x € D - y(T), la férmula de Cauchy es:

f(z)dz
Z - X

. 1
j(x; v) f(x) = ST J

y

Tlustramos la definicidn con lz gréafica:

— v(I)

OBSERVACION: La férmula anterior es interesante cuando j(x; v) + 0,
Por ejemplo, si D contiene un disco cerrado Iz—a| < r, se tiene para

todo x del disco |x-a| < r:
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donde ¥ es el circuito y(t) = a + relt para + € [0, 2N] de la pro-
posicidn anterior.
Tenemos entonces una fdérmula que nos da los valores de f en el dis-

co lx—a| < r cuando se les conoce seb»e 2l eirecule lx-a| <y,

PROPOSICION 28: Sea v: I = [b,c] = C un camino en C y sea

g: ¥(I) = C una funcidn definida y eontfnua en y(I). Entences la -

funecibn:

u-2

f(Z) = J g(u)du
Y

estd definida y es analitica en C - y(I). M&s exactamente, para to-

do punto a € C - v(I), si hacemos:

c = } g(u)du
n n+l ?
¥ (u-a)

para todo n > 0, se tiene una serie de potencias convergente?
oo
n
£(z) = ] cC_(z-a)

en todo el disco abierto de centro a y de radio la distancia d(a, y(I)).

Por otra parte se tiene:

f(n)(a) = n!C = n! J gﬁglg%;r
(u-a)
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PRUEBA: Sea & = d(a, y(I)) > 0 y supongamos que |z-a| = q6 para
0<gqg<x1,

Por definicidn se tiene que 6 = d(a, y(I)) = inf |u-a| entonces
uey(I)

|u-a| > 8 para todo u € v(I), por lo tanto |z—a| g_qlu-a| <1, es

decir

<q=<1,

Podemos escribir entonces para todo u € y{(I):

1 1 T (z-a)"

u=z (u—a)[i - E:EJ n=0 (u—a)n+1 ’

donde la serie es convergente, con las mayoraciones:

(z-a)"

qn
1] =78

(u-a)

para n > 0.

Ahora, por definicidn tenemos:

¢ ¢ o  (z-a)

(v(£)) v'(v)dat .
£(z) = | & J gly(£)) y'(£)| ] —— Lor|dt
L y(t) -z b n=0 (Y(t)—.a)&{
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n
(z-a) n
Como T %;— entonces cuando t recorre I, la serie inte -
(u-a)

grada es uniformememte convergente: en efecto, puesto que g es conti
nua y v' continua a trazos en [b, c], existe un nfmero M tal que:
lg(v(+)) y'(t)| <M, para todo t € y(I) (proposicidn 7)

Por lo tanto nos resulta:

sir(e) (o) —E=a gl
(¥ (1) - a)

Aplicando ahora el corolario 2 (capitulo I) obtenemos la serie de po-

tencias convergente:
c

(2 a)nJ g(y(t)) vy'(v)at .

f(Z) = - M
(v(t) - a)™*!

lr~18

n=0

en otras palabras tenemos:

o

£(z) = ) (z-a)" J ELElQE_T
0

+
n= (u-a)n
Y

y por Gltimo: f(z) = ) Cn(z—a)n.
n=0

PROPOSICION 29: Si una funcidn f es analitica en un conjunto abierto

D, entonces para todo a € D, la serie de Taylor de f en un punto a es

convergente y tiene por suma f(z) en todo el disco abierto de centro a
y radio la distancia de a a C -D.

PRUEBA: Si 0 < r < d(a, C-D), podemos aplicar la férmula de Cauchy

(definicién 34) en el disco |z-a| < r para el circuito
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yi:t>+ra+r elt

R + e [0, 2n].
Utilizando la proposicidn 27 con n=1, tenemos j(z; ¥) = 1, luego
por la proposicidn 28, obtenemos para la funcidén f un desarrollo en

serie de potencias de (z-a):

£f(z) = ] C.(z-a)"
n
n=0

convergente en lz-al < r.

(p)
Si hacemos Cn = E—ETSEl' obtenemos que el desarrollo anterior es la
serie de Taylor:
f(z) = f(a) + f%'f’(a)(z—a) +oa.. + ;%-f(p)(a)(z-a)P + ...

converge a f(z) en el disco |z-a| < r seglin la proposicibn 17.

3.7 DESIGUALDADES DE CAUCHY Y TEOREMA DE LIOQUVILLE

PROPOSICION 30: (Desigualdades de Cauchy)

Sea f una funcidn analitica en un conjunto abierto D ¢ C; --
seana 86D y A: Iz-a| < r un disco cerrado de centro a tal que AeD
y sea M el extremo superior de [f(z)| sobre el circulo T: |z-a| = r,
frontera de A. Entonces, para todo entero n > 0, se tiene:

If(n)(a)l f_BiM

r

(0)

con el convenio f = F.
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. - (n) - - (u)du
PRUEBA: La formula £ (a) = n! C_=n! | -£2—4 de la proposi

(u-a)
Y
2idn 28 aplicada a la férmula de Cauchy:
cro. .1 f(z)dz
i v) £x) = oni J zZ - X
Y
nos da como resultado:
<o (n) n! f(z)dz
](X, Y) f (x) N T+l ?
(z~-%)
¥

para n > 1,

Aplicando ahora esta fittima férmula para el circuite: v(t) = a + r'elt,

t e [o, 2f] y para el punto x=a, obtenemos:

27
, , . o
f\n)(a) = n.n J f(a + r'elt) e nit dt.

2Mr
0

Utilizando ademds la proposicidén 9 resulta:

ol 21
, . s . . o
|f(n)(a)| = n.n f(a + relt)e T < n.n |f(a1—relt“e nlt|dt
20r 2N
0 0
Por hipdtesis tenemos Sup |f(z)| = M entonces |f(a + r'eltﬂ <M y
|e—nlt| =1, luego:
21
] !
If(n)(a)l < n.n M dt = n.: .
2Mr 0 r

PROPOSICION 31: (Teorema de Liouville)

Una funcidn entera acotada en C es necesariamente constante.
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o]

PRUEBA: Sea f(z) = z Cn z"  una funeidn entera, siendo la serie
n=0

de potencias convergente en C. Como |f(z)| < M para todo z € C,
podemos usar la proposicidn 30 tomando un disco abierto |z| <,
donde r es arbitrariamente grande.

Obtenemos por lo tanto, para n > 1:

el &
n'— _n
I
pero lim -%; = 0 puesn >1, con lo que nos resulta: Cn =0

e
para n > 1.

Por (ltimo para n=0 obtenemos el resultado deseado:

f(z) = C0 en C.

3.8 CONDICIONES DE CAUCHY PARA LA DERIVADA DE UNA FUNCION COMPLEJA

El hecho de ser continuamente derivable caracteriza a las

funciones analiticas de una variable compleja.

PROPOSICION 32: Toda funcidn compleja definida y continuamente deri-

vable en un conjunto abierto D ¢ C es analitica en D (y por lo tanto
es indefinidamente derivable en D).

PRUEBA: Sea f una funcidn continuamente derivable en D.

Probaremos que para todo disco cerrado A: |z-a| <r, AeD, £(z) es
igual, en A': |z—a| < r, a la suma de una serie de potencias de (z-a)

convergente.
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an oy

Consideremos el circuito: v(t) = a+r elt; + ¢ [o, 2m].

En virtud de la proposicidn 28, nos bastard demostrar que para z tal que

[z—a|<1~ se tiene:

f(u)du
u -z

£(z) ST

i1l
Y
—

Para ello, hagamos, para 0 < X < 1:

o1 [ f(z+r(u-z))
g) = o j u-z du.
Y
Se tiene:
para A = 1
_ 1 f(u)du
g1) = 2mi J u-z
Y
para A = 0
_ 1 f(z)du _ 1 du _
g0) = 7 J v-z - 2 gm j u-z
Y Y
1 du _ . - . s
ya que sm= Gz - jlz; v) = 1 por la proposicidn 27.
Y
Para probar que f(z) Qﬁi J fiuzdz , Tnos basta, por lo tanto,

v
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verificar que la funcidn g es constante en [0,1].
La escribimos ahora en la forma:

2l it
g0 = r J Flz+r(a + v e " ~-2)) eit
21 t

dt.

i
at+tre -z
0

La hipdtesis de derivabilidad hecha para f demuestra que g es conti-

nua en [0,1] y derivable en ]0,1[, viniendo dada su derivada por:

21
g'(A) = 'g% J £r(zir(a + v &2 = 2))elT at.
0
Pero:
g%—(f(z+x(a +p il ) = i v eitf'(z+x(a e p it o

La férmula de g'(A) para O < A < 1 nos da por lo tanto:

21

1 it
1 - = - =
g'(A) o f(z+a(a + v e z)) o 0

2171 10
ya que e - e’ = 1.
Luego g es constante en ]0,1] y como es continua en [0,1] se tiene

g(0) = g(1).

PROPOSICION 33 (Condiciones de Cauchy)

Toda funcidn compleja analitica o no, definida en un conjunto
abierto D ¢ C, puede escribirse en la forma:

£f(x + iy) = P(x,y) + i Q(x, y),
donde P y Q son funciones reales definidas en D.
PRUEBA: Decir que f es continua en D, equivale a decir que Py Q lo

son.
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Supongamos f continua, buscaremos las condiciones de P y Q bajo las

cuales la funcidén f admita en z, = ¥yt i Y,» una derivada respec

to a la variable compleja z.
De acuerdo con la definiecidn 20:
P(x0+3, y0+t) + 1 Q(xo+s, y0+t) - [P(xo,yo) + 1 Q(xo,yo)]

1im
(s,t) +(0,0)

s + it

debe existir y ademis su valor debe ser el mismo a lo largo de cada
recta as + Bt = 0 que pase por el origen.
Tomemos entonces como rectas los dos ejes de coordenadas:
Donde t =0, tenemos:
P(x0+s, yo) + 1 Q(x0+s, yo) - [P(xo,yo) + 1 Q(xo,yo)]

13m = f'(zo)
s
s3>0

y escrito en otra forma:

P(x,+s, V4) = P(X4,¥,) Qxg+s, yo) - QAxp,y,)
1%im 0 0 0°70 + 1 1im = £'(z)

s+0 8 s=+0 S

Luego, el limite anterior tiene por valor:

o

. 8Q = £t .
~ (xo, yo) + 1 5;-(x0, yo) = f (zo). (1)

Y donde s=0, tenemos:

P(x,, y tt) + 1 Qlx, y+t) - [P(xg, yo) + 1 Qlxg, vyl

1lim :
£ 40 it
y escrito en la forma:
P(xo, y0+t) - P(xo, Vo) t Q(xo, y0+t) - Q(xo, yo)
1im T + i 1im T = f'(zo)
t+0 t=+0
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i9P Q

. () = £ .
Luego se tiene: —55-(x0,y0) + 5§(x0,y0) = f (ZO)' (2)
Igualando (1) y (2) resulta:
bp Y ) 3Q
axKor Vo)t oigy (xpy) = i 3y (x5 yo) + 3y (%95 ¥p)

Por lo tanto:

3P . 9Q
ax Koo Vo) T 5,(%e V)
5P )
y W (XO, yo) = - ay (Xo, yo)

Las dos Gltimas igualdades se conocen como las condiciones de Cauchy.
Reciprocamente: si las funciones P y Q admiten derivadas parciales de

primer orden, continuas en D y si ademds verifican las condiciones --

X 3P _ 3Q | 3P 3Q
(ecuaciones) de Cauchy 3% - By 5% - Ty
entonces la funcidn f(x+iy) = P(x,y) + i Q(x,y) es analitica en D.

PRUEBA: Nos bastaréd probar que en todo punto (x ) de D

0> Yo
P(xgts, y+t) + 1 Qlxgts, yo+t) - [Plxg,yy) - 1 Qlxg, v)]

13im

(s,t)+(0,0) s + it

existe, con lo que f(z) tendrd una derivada en todo punto de D: f'(z);
la hipdtesis de continuidad de las derivadas parciales de P y Q demos-
trard que f'(z) es continua en D, luego por la proposicién 32 f serd

analiticamen D; por lo tanto, consideremos la diferencia:
F(s, t) = P(xo+s, y0+t) + i Q(xo+s, yott) - P(xg, ¥o) -

. .. [3P . 9Q
-iQlx,y,) - (s+1t)[§(xo,yo) t1ay (xo,yo))
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Se tiene entonces:

) - s LN t %g-’
X

R F(s,t) = P(x0+s, yo+t) - P(x ™

0° Yo

lo que podemos escribir, en vista de las ecuaciones de Cauchy,as:

oP P

R F(s,t) = P(x0+s, y0+t) - P(xg, yp) - 8 ot 3y
También:

- 3Q 3Q

I F(s,t) = Q(x0+s, yo+t) - Qx,, y4) - 8 3% " ° 3y

Como las derivadas parciales de P y Q son continuas, entonces para to
do € > 0, existe un nfimero r > 0 tal que para |s| <r y |t| <r,

se tenga

IR F(s,t)] 5_%—|s + it y |1 F(s,t)| f_%—ls + it

Luego:

[F(s,t)| < [R F(s,t)| + |I F(s,t)] i§-|s + it],

lo que demuestra la existencia del limite que define la derivada

f'(z).
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CAPITULO IV

FUNCIONES ANALITICAS: SINGULARIDADES Y RESIDUOS

Aqui tendremos la oportunidad de aplicar en forma tedrica

las nociones desarrolladas en el Capitulo anterior.

4.0  SINGULARIDADES

Sea f una funcidn analitica en un conjunto abierto conexo

D c C; si z, es un punto de D, se sabe por la proposicidn 29 que 1la

0

serie de Taylor de f en el punto z, converge en el mayor disco abier

0

to A: |z-z0| <r, AcD, pero puede ocurrir que el disco de conver

gencia AO de esta serie sea mayor que A.

Como la frontera Iz—z r de A contiene por lo menos -

o

un punto 2 de la frontera de D, vemos que existe una funcidn g ana-
1litica en AO y que coincide con f en el conjunto abierto Aof\D.
Lo anterior nos lleva a clasificar los puntos de frontera z; € D en

dos clases:
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DEFINICION 35: Diremos que un punto z, es regular para f

1

si existe un conjunto abierto conexo AO tal que z. € AO y una

1

funcidén g analitica en Ao, que coincida con f en un conjunto

abierto Dy ¢ DNA,, del cual z, es punto frontera. Si no o-

1

curre lo antes dicho, diremos que z, es punto singular para

1
£.

-]

PROPOSICION 84: Sea £(z) = ] C_z  una serie de potencias
n=0

de z, con radio de convergencia R > 0 y finito. Entonces -
existe por lo menos un punto frontera del disco de convergen-
cia D: Iz-zol < R de la serie, tal que es un punto singular
para f.

PRUEBA: Supongamos lo contrario; entonces, para todo punto
frontera u € D tal que |u| = R, existiria un disco abierto Au
de centro u y radio r > 0, tal que hubiera una funcién g, ana
litica en Au coincidente con f en DM Au.

Ademé&s, para dos puntos u, u' tales que u % u' y |u| = |u'| = R,
si Au N Au'+ ¢, entonces las funciones 8,5 &y coinciden en
Au Y Au': en efecto, entonces DNAufAu' + ¢ es un conjunto
abierto, en donde, por hipétesis, 8, Y By coinciden con f, y

como Aufydu' es conexo, gu = g,1 Por la proposicidn 19.
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Sea D' un conjunto abierto tal que D' = DUAu cuando u reco-
rre el ciculo |u| = R (figura anterior). Podemos definir en D'
una funcidn g asi: g=f en D y g=gu en cada uno de los discos
Au. Esta funcidn g es analitica y prolonga £f. Por definicidn,
los puntos del circulo |u| = R pertenecen todos a D', por lo
tanto el mayor disco abierto D, ¢ D' tiene un radio R, > R.

La serie de Taylor de g en el punto o seria convergente en Dg;
pero esta serie es la misma que la de f, asi llegamos a una =--

contradiccidn, lo que prueba el enunciado.

4.1 SINGULARIDADES AISLADAS

DEFINICION 36: Sea D un conjunto abierto en C; diremos que un punto

frontera a € D es aislado si existe un disco abierto A: |z—a| <r el
cual tenga todos los puntos de D excepto el punto a.

Lo anterior equivale a decir que en A no existe ninglin punto frontera

de D distinto de a.
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PROPOSICION 35: Si ro<r< r' < r, ¥ si designamos por
y(t) = a+r et un cireuito yy'(t) = a+ rte’t  otro

eircuito (0 < t < 2I), entonces, para toda funcidén analitica

en la corona abierta S: r, < |z-a| < r,, se tiene

J f(z)dz = J f(z)dz.
Y v
PRUEBA: En vista de la proposicidn 24 nos bastard demostrar

que Y Yy Y' son homdtopos como circuitos en S.

Para ello consideremos la homotopia: ¥(t,s) a+ (r(l—s)-fsr')eit,
donde 0 < t < 2I y 0<s <%,

Segln las definiciones 30 y 31 debemos probar que:

P(t,0) = y(t) vy  9(t,1) = y'(t) para todo t € [0, 2m].

Adem3s Y(0,s) = ¢(2M,s), para s €[ 0,1]

En efecto, tenemos:

W£,00 = a+ (p(1-00+ 0Nt = a+rpelt = y(v)
y
wWt,1) = a+ (r(11)+ 1r')eit = a+ ! eit = y'(t).

Por otra parte:

P(0,8) = a + (r{1-s)+ sr')ei = a+ r(1~-s) + sr’
p(2m,s) = a + (r(1-s)+ sr')eizn = a+ r(1-8) + sr'
Luego ¢(0,s) = y(2n,s)

Por lo tanto y(t) y y'(t) son homotopos como circuitos en S.
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PROPOSICION 36: Sea f una funcién analitica en S. Con los

mismas hipdtesis de la proposicidén anterior se tiene para

r< |x-a|<r':

1 £f(z)dz 1 J £(z)dz

Fx) = 7 J z -x 201 z - X
y' Y

PRUEBA: Definamos en S la siguiente funcidn

[g(z) = fsz%—f—giil s z $ x
<
lg(x) = £'(x), z = X

Esta funcidn g es analitica en S; en efecto: es evidente si
z # x (por ejemplo 2 de funciones analiticas).

Falta analizar que pasa en un externo del punto xX; para ello
sea A: |z—x| < r un disco tal que ACD.

Por la proposicidn 17 sabemos que la serie de Taylor

, (n)
f1§X) (z-%) + ... + f——;%il (z-x)" + ...

£f(z) = f£f(x) +

es convergente en A; la definicidén de la funcidn g muestra que
para todo z € A, g(z) es la suma de la serie de potencias de

(z-x) convergente:

(n) 1

£1(x) (z=x) + ...+ = (z-x)""

£frx) + ok

por lo tanto g es analitica en S.

Aplicando ahora la proposicidn 35 a la funcidn g(z), encontra-

J [f(z) - f(x))dz N J [f(z) - f(x)) dz
zZ - X 2 - X

Y A

mos:
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entonces:
f(z)dz dz _ f(z)dz dz
J—z—x_—f(X) [E'_x - Jz—Tx—'f"‘) J % °
Y Y v' v'

Como x + z (x ¢ v(I)) se tiene por la proposicién 27:

J |, g J 4z ong
Z-X amx
Y Y
luego:
J f(z)dz  _ J =)z _ £iyy omi,
zZ - X z2-X%
Y Y’

de donde obtenemos por Gltimo:

_1 f(z)dz 1 f(z)dz
£(x) = 2N1 J z - x 201 I Z - X
Y y'

De lo anterior se deduce un desarrollo en serie de f(z) que sus-

tituye el desarrollo de Taylor:

PROPOSICION 37: (Serie de Laurent)

Con las condiciones de la proposicidn anterior, se tiene, para

toda funcidn £ analitica en S y todo z € S:

¢ (z-a)" + ) ———llq; s
o " n=1 (z-a)

donde la serie de potencias Z Cn(z—a)n es convergente para
n=0

f(z) =
n

ne-18

oo
|z—a| <T, ¥y z —2 s convergente para |z—a| > L Los
n=1 (z-a)
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coeficientes Cn y dn vienen dados por las férmulas:

= _1 f(z)dz . 1 nel
Y Y
vdlidas para todo circuito y(t) = a+ r elt; 0<ts< om,

<pr<rp..
yr <r<r,
La expresidn para f(z) se llama Serie de Laurent de f en S.
PRUEBA: En efecto, sea z un punto cualquiera de S (corona -

abierta); como r, <|z-a| < r,s podemos encontrar dos nfimeros

1

ryr' tales quer, < r < |z—a| < rt < r,.

1

Por la proposicidn 28 se tiene:

-ET M: ZC(Z_a)n
201 u-2z - n
. n=0
donde Y
c = 1 f(u)du
n  2Ni n+l
. (u-a)
y la serie ) Cn(z-a)n es convergente para |z-a| < r'.
n=0
Por otra parte, para iu—a| = r, podemos escPibir:
n-1
S S A =_[L+,__+<_ﬂ_5_+_,,
u-z z-a |, _u-a z-a (z-a)

z-a

donde la serie es convergente para:

(u-a)?? - pil _ 1| n
(z—a)n |z—a|n r z-a
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Como f es continua (luego acotada) en el circulo |u-a| =r, la
serie de término general
" fla + p elt)enlt

(z-a)"

es uniformemente convergente para 0 < t < 2 por la proposi-
cidn 7.

Seglin el corolario 2 (Capitulo I) se tiene:

_ 1 J f(u)du _ v dn
21 u-z n=0 (z-a)"
Y
21
_ 1 . .D it, nit _ 1 n-1
para dn = 5 J ir fla+re e at = 53 J f(u)(u-a) “du,
0 \
o 4
sicndo la serie Z a — convergente para |z—a| > r.
n=1 (z-a)
. . es ) f(=z)
Teniendo en cuenta la proposicidn 35 y el ~hecho de que —_— 3T
(z-a)

n-1 . oas ‘oo s
y f(z)(z-a) son funciones analiticas en S, podemos sustituir

en las expresiones de Cn y dn los radios r y r' por cualquier

niimero r" tal que r, < r" < rz, por lo tanto las series

1
o] o) d
n
Z Cn(z—a) y z __—E—H convergen en |z—a| <r, vy
n=0 n=1 (z-a)
|z—a| > r respectivamente.

Luego, como f es analitica en S, para r < |z—a| < r' se tiene

por la proposicidn 36:
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_ 1 £(u)du 1 f(u)du
£(z) = 211 J w-2z 201 J u-2

y! Y

y por el desarrollo anterior se llega finalmente a:

£(z) = ] c (z-a)" + ]d/(z-a)"
n=0 " n=1

4.2 FUNCION ANALITICA EN UN ENTORNO DE UN PUNTO SINGULAR AISLADO

Cuando se estudia el comportamiento de una funcidn analitica
f en un'disco punteado™ A - {a}: 0 < |z—a| < v, se puede, en virtud

de lo dicho antes, asociarle de un modo inico su desarrollo de Laurent.
o d

DEFINICION 37: En el desarrollo de Laurent la funcidn u(z) = ) —2—

n=1 (z-a)n

se llama la parte singular de f en el punto a.

Clasificaremos los puntos frontera aislados segin la naturaleza de la -
parte singular correspondiente; por lo tanto se consideran los siguien-~
tes casos:

12, Si u(z) es identicamente nula (dn = 0 para n > 1) entonces se

tiene para 0 < |z—a| < r:

£(z) = ] c (z-a)"
n=0 °

pero esta funcidn es analitica en el disco abierto A: |z—a| <r,
luego prolonga f a A.
Inversamente, si f puede ser extendida en una funcidn analitica

1 -1
en A, la proposicidn 24 demuestra que: dn = J £(2)(z-a)" dz

2ni

para n > 1. Y

0
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Este es el caso en que a es un punto frontera regular para f.
Cuando f no es identicamente nula, el nimero mis pequefio

m > 0 tal que Cm + 0, se llama orden de f en el punto a y lo
representamos por w(a; f).

Decir que w(a; f) = 0 significa que la funcidn f extendida
en A no se anula en a; si w(a; £) = m > 1, podemos escribir
£(z) = (z-a)" fl(Z)’ donde fl(a) $ 0 y se dice que a es
un cero miltiple de orden m de £ (cero simple, doble, triple,

etc, param = 1, 2, 3, ...)

[+o]

Si la funcidn v(x) = u(a + %J = Z dn x" es un polinomio
n=1
no identicamente nulo, entonces:
d1 d d
u(z) = ZT+ 2 +.=,+—E—E
¢ (z-a) (z-a)
para dn + 0.

Se dice en este caso que a es un polo miltiple de orden n

de f (polo simple, doble, triple, etc., para n = 1,2,3, ...).
El nimero ~n se llama simple orden de f en a y lo representa-
remos por w(a; f); podemos escribir entonces:

f(z) = (z-a) " fl(Z)’ donde fl(Z) es de la forma:

-1 s
f(z) = 4_+d_  (z-a) + ...+ dl(z—a)n + ) C (z-a)"tk
n n-1 k

k=0

y la serie del segundc miembro es convergente en A; asi

fl(Z) es analitica en A y fl(a) 4 0 pues dn 3 0.
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32, Si la funcidn v(x) definida en el caso 22. no es un poli-
nomio sino una funcidn trascendente, es decir que existen
infinitos valores de n tales que dn $+ 0, se dice en este
caso qQue a es un punto singular, esencial aislado de f.
Para toda funcidn trascendente v, la funcidn v(1/z) tiene

por tanto z = 0 por punto singular esencial.

4.3 TEOREMA DE LOS RESTOS

o«

PROPOSICION 38: Sea v(z) = ) d_ z" una funcidn entera en C. Para
n=0
todo a € C y todo circuito y: I > C tal que a ¢ y(I), se tiene:

SR
)V[E:EJ dz = 2Ii dlj(a’ Y)

v

PRUEBA: Sea § = d(a, v(I)) > 0.

. n .
Como la serie z dn z  es uniformemente convergente para |z| < 2/68,

n=0
d_ vy (t)
la serie de término general: — tiene el mismo tipo de con-
(v(t)-a)

vergencia para t € I.

Por el corolario 2 se tiene entonces:

PR L]
z-a n=0 " (z-a)
Y Y

Luego, para n=0 y n > 2, 1la funcidn f(z) = —_E__TT admite en

(z-a)
. s 1 dz _
¢ - {a} una primitiva (1-n)(z-a) ~, por tanto ———= =0 por
Y(z—a)

la proposicidn 23.
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Entonces, para n =1, tenemos, por la definicidn 33:

d1 J —~QE—T = d, 2nij(a; v)
(z-a)

S—
< <«
o
i
=
I
S’
[y
N
|

1}

Jrlzs)e

Y

2mi 4, (a;
i lj(a Y)

DEFINICION 38: Cuando a es un punto frontera aislado de un

conjunto abierto conexo D ¢ C y f es analitica en D, llamamos
resto (residuo) de f en el punto a (y lo representamos por
Resa f) el coeficiente d1 en el desarrollo de Laurente de f en

a.

PRGPOSICION 39 (Teorema de los Restos)

Sea D ¢ € un conjunto abierto simplemente conexo, de puntos dis

tintos a, a a s de forma que los a, son puntos frontera

PEREERE X

aislados del conjunto abierto D' = D - {al, ays oees an} . Para

toda funcidn f analitica en D' y todo circuito Y contenido en D'
se tiene:
n

J f(z)dz = 2mi ) [ CHE Y)Res_ £
Y k=1

PRUEBA: Como f es analitica en D', admite un desarrollo de

Laurent en un entorno de cada uno de los puntos a -

Sea uk(z) la parte singular de f en el punto a, .



78.

Consideremos la funcidn:

g(z) = f£(z) - u,(z) - uz(z) - . - 'un(z)

analitica en D',

Probaremos que los a son puntos regulares para g(z):

k
Sea A: Iz—ak| <r talqueAcD y aj ¢ A, aj i a5 en

tonces podemos escribir en A - {ak}:
g(z) = (£f(2) - u (2)) - u.(z)
k 53k ]

Como para j % k el punto a

\ @S regular para uj(z), 1o es

tambi&n para ) uj(z).
j#k

Ademis, por definicidn el nunto a, es regular para f(z) - uk(z),

k
luego tambi&n lo es para g(z). Asi, podemos extender g en una

funcidn analitica en D; como D e¢s simplemente conexo, podemos u-

tilizar la proposicidn 24, asi tenemos J g(z)dz = 0, luego:

¥
J f(z)dz = j g(z)dz + J ul(z)dz + J uz(z)dz + ...+ j un(z)dz
Y Y Y Y Y

y por la proposicidn 38 se tiene:

jf(z)dz) = 2H13(a1; Y)Resa u1 + ...+ 2111](an; Y)Resan u
Y 1
pero por definicidn Resa uk = Resa f, por lo tanto:

X k
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n

Jf(z)dz = ami [ j(a ;v)Res £
Y k=1 k
NOTAS: E1 cdlculo del resto de una funcidn f de un punto sin-

gular aislado a consiste en encontrar el primer término de la
. . s 1 s
serie de Taylor de la funcidn v{z—g tal que esta funcidn sea

la parte singular de f en a.
En el caso particular en que a es un polo de orden m, se puede
escribir:

£,(2)

f(z) =
(z-a)™

donde f1 cs analitica en un entorno de a y fl(a) # 0; sustitu-

yendo f(z) por su desarroli - de Laurent en el punto a, se ve
a1

que Resa f es el coeficiente de (z-a)m en el desarrollo de

Taylor de fl(Z) en el punto a.

APLICACION DEL TEOREMA DE LOS RESTOS AL CALCULO DE INTEGRALES

El método de los restos para calcular determinadas integrales
- ,

impropias de la forma J f(x)dx es el siguiente:

w

Sc supone que £ sea la restriccién en R de una funcidn {que se sigue
denominando f) que es, por ejemplo, analitica en un conjunto abierto

de la forma D' =D - {a,, ..., an}, donde D contiene el semiplano
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I >0, ylas a

2 son puntos del semiplano IZ > 0 (se puede reempla

k
zar estos semiplanos por I7 <0 y IZ < 0). Se conaidera luego un
circuito Y, yuxtaposicidn ylv Yz de los caminos:

Yy t >t para -R € t <R

it
YZ: t+R et 5 para 0 < t <1

donde el nmero R se toma tal que R > |a para todo k; entonces se

|

tiene j(ak; Y) =1 y el teorema de los restos ncs permite escribir:

R n
(1) J f(x)dx + Jf(z)dz = Jf(z)dz = 2Mi ] Res, f.
= k
-R k=1
Y2 Y
Si ademds se tiene: 1lim Jf(z)dz = 0
R >t . '
2
se deduce de (1) pasando al limite:
@ n
f f(x)dx = 2Mi ) Res_ f
a
- k=1 k
+oo
Ejemplo: j —3 =-%¥
e (x+1)

Aqui no hay md3s que un solo polo en el semiplano Iz > 0z el punto i;

se tiene entonces:

—_— 211 Res f.
2 .
(x +1)3 1

-
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Para obtener el resto del punto i, se hace z = i+t y se desa

rrolla en el entorno de t=0 hasta el término en 1/t:

1 1 1 [ +t)
2 .3 3 T3 T
(z+1) £ (2i+t) 8it 21

1 3t 3t 2
= ——.—-3-[1 5T T 5 O(t)).
8it
El resto es entonces _21_ » de donde:
” a
——x = 20i 5. A
2.3 - 1 8
(x°+1) 61 8
T
s
1
2. Evaluar m dx.
0 X + a
Para aplicar el teorema de los restos escribimos:
© <
1 1 1
j - % dx = 5 j -1 dx.
0 X t+ a e X + a
Sea f(z) = —r » los polos de f(z) en el semiplano superior
x t+ a
0 : i i3
IZ son ngl _L_F_
zZ = ae y zZ = ae
Calculemos los residuos:
. - i1/u 1
Res 1iIl f(z) = 1im {(z - a eln/ ) l+1 T = TIE
ae * }r,‘i z ta 4a3e E

Z < ae



Res i}ﬂ

Por lo tanto:

” 1
j % udx
p X + a

82.

. 3nm 1
1.—_—
1im (z - ae u ) 1 = 1
3n i % - i &l
. lT z + a " 3 L3
zZ9ae ae
1 (% 1 1
-Q—J - dx = 3 2T1 1211 + igau
Xx + a 4L
- ha e La
I 13 i‘H j:al'[
_ua lT .'LT
e e
23 I
i -1t i
—_— | e e
. ‘+a3
I [ I 3n n] J
—— |cos ~— + cos — - i|sen — + sen —
3 Yy L
ba -
Il gll+i E+senﬂ+sen—H
3 |1 cos < cos ¢ m m
ha -
T3 = :
L {—ii+i‘/—-2—+/2 }:H/E
3 2 2 { 3
ba - ba



CONCLUSTQHES

Hemos llegado al fin de la tarea que nos propusimos de-

sarrollar y consideramos ahora necesario sefialar los resultados --

méds relevantes de la materia tratada a través de nuestro trabajo.

Entre ellos podemos mencionar los siguientes:

1)

2)

3)

4)

Existe una semejanza clara entre los conceptos de funcidn, 1i
mite y continuidad para el caso de variables complejas y el
de variables reales.

Lo mismo podemos afirmar para las nociones de convergencia ab
soluta, uniforme y simple de sucesiones y series de nlimeros -

complejos.

Existe una estrecha relacidn entre las series de potencias --

com ergentes y serie de Tay_or y funciones analiticas.

/
La integracidn curvilinea de funciones complejas se desarrollo

mediante el uso del concepto de homotopias de caminos y de cir
cuitos y no usando las nociones de curvas suaves cerradas o --
curvas de Jordan, comoc se trata en algunas obras.

El teorema de Cauchy se discutid para el caso de un dominio co

nexo o simplemente conexo.

En cuanto a las aplicaciones de la teoria desarrollada creemos

que fué muy escasa, ya que se limitd al uso del teorema de los

residuos para calcular integrales impropias; pero ello estd mo



tivado por el escaso tiempo de que disponiamos para la presen
tacién del trabajo.

Aclaramos que hubieramos querido incluir otras aplicaciones co
mo la teoria de la representacidn conforme, la resolucidn de
ecunaciones diferenciales, etc.; pero tal vez estos tdpicos po-

drian ser objeto de futuros temas de investigacidn.



1)

2)

3)

u)

5)

6)

7)

8)

BIBLIOGRAFIZA

FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA
J.I. Nieto
Depto. de Asuntos Cientificos 0.E.A., 1973.

ANALISIS MATEMATICO
T.M. Apostol

CALCULO AVANZADO
W. Kaplan
Editorial Continental, 1974.

ELEMENTS OF COMPLEX ANALYSIS
L. Pennisi

Holt, Rinehart and Winston, New York, 1963.

COMPLEX ANALYSIS
Shaums Outline Series

McGraw-Hill Book Company

MATEMATICAS AVANZADAS PARA INGENIERIA
Tomo II

E. Kreyszig

Editorial Limusa-Willey, 1973.

FOUNDATIONS OF MODER ANALYSIS
J. Dieudonné

Academic Press Intermational Edition, 1960.

CALCULO INFINITESIMAL
J. Dieudonné

Ediciones Omega, S.A., Barcelona, 1971.



