
5' 13 
~)..3 f 
"t~ 

i: . i AClq . 
UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR 

FACUL TAO DE INGENIERIA Y ARQUITECTURA 

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA 

Trabajo de Graduación 

FUNCIONES BILINEALES 

y 

ESPACIOS UNITARIOS 

Héctor Canjura Linares 

Francisco Mauricio Figeac 

OCTUBRE 197 9 

San Sol vador - El Salvador - Centro América 



111/ ¡mi ¡iílil rúNíf 
INVENTARIO: 10117944 

UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR 

RECTOR a.;. Líe. JOSE LUIS ARGU ETA ANTILLON 

SECRETARIO a.i. Lie . OSCAR ARMANDO ACEVEDO VELASQUEZ 

FACULTAD DE INGENIERIA Y ARQUITECTURA 

DECANO a.i. 

SECRETARIO a. i. 

In g. JOSE fR ANCISCO AGUIRRE TOVAR 

Ing. MANUEL ANTONIO CAÑAS LAZO 

DEPARTAMENTO DE MATEMAT I CA 

DI RECTOR DEL DE PA RTAMENTO : Ing. CAR LOS MAURICIO CANJURA. 



ASESOR: ING . CARLOS MAURI CIO CANJURA. 



PR.O L o G o 

El inicio de un t~abajo de inve6tigaci6n bibliog~46ieo 

p~e6enta un o~den de di6ieultade6 que la p~~ctiea inve6tig~ 

t'¿va va 6upe~ando. 

eogeneia del tema, el que una vez 6eleeeionado, 6e abando -

na, po~que 6~eeuentemente 6u~ge una ba~~e~a ent~e nue6t~a -

motivaei6n y el eontenido e6peel6,¿co que va ~u~g'¿endo, 60la 

mel'tte la o~entac'¿6n de eolega,!;, que ya expe~'¿menta~on v'¿ve~ 

c'¿a6 an~loga6, pe~mite ~e6o~mula~ l06 p~Op66ito6 o~iginale6 

y ub'¿ea~ en de6in,¿tiva el te~~eno te6~¡eo po~ el cual hab~a 

de t~an6ita~6e. La 6igu,¿ente di6icultad, inhe~ente a nue6-

t~a ~eR.ac.'¿6n pe~6 o nal can el 06 j e.to Mate.mático, va 6 '¿endo -

60lventada mediante. ap~oximaeione6 6uce6'¿va6, a t~avé6 de 

la~go~ ~odeo6, donde l06 t~opiezo~ 60n má6 que pa606 en 6i~ 

me, nuevamente la con6ulta opo~tuna, al'¿enta e. impul6a pa~a 

continua~. 

Con e6a6 ob6táculo6, l09~amo6 conclu'¿~ la ta~e.a. cuyo -

objetivo con6i6te. e.n apl¡c.a~ la tec~li de e6pac.io6 lineale6 

de dimel16i6n 6'¿nita, a la geomet~la de l06 e.6pac.io6 unita -

~i06, tal como 6e de.6c~¡be. 6U6c.'¿ ntamente en el 6'¿gu,¿ente ~e 

6umen capituia~. 

En el Cap.J:tulo I nt~oductotio 6 e ~ec.ue.~dan c.onc.ep.to6 el~ 

mentale6 de. Algeb~a Lineal, Que 60n ~eque~ido6 pa~a de6a~~o 



lla~ la t~mátiea p~opu~~ta, tal~~ como aplieaeion~~ lin~al~~, 

6uneion~h bilin~al~~ y ~hpaeio~ duale~. 

El Cap~tulo 1, ~~tá d~dieado a int~oduei~ un ~n6oqu~ po­

co t~adieional ~n ~l ~mbito mat~mátieo dom~~tieo, tal ~~ la -

6unei6n det~~minante, p~e~entando t~atamiento novedo~o, aee~­

ea de lo que eonoeemOh como dete~minante de una mat~z. 

El Cap~tulo 1 r abo ~da a~ peetoh impO/'t.tante~ d~ e~ paeio~ -

y~cto~lal~~ con p~oducto inte~no, ent~e o.t~o~, el Teo~ema de 

Rle~z. E~t~ Capitulo concluye eon una gene~alizaei6n de p~o­

dueto inte~no y no~ma, al int~oduci~ lah 6uncione~ bilinealeh 

him~t~ieah y 6uncione~ euad~~tica~. 

En el Capitulo 111, he e~tudian pa~tieula~mente lah apl~ 

eacioneh linealeh ent~e ~hpaeioh vecto~ialeh con p~oducto in­

t~~no, ineo~po~ándoh~ lOh conceptoh de ope~ado~ adjunto y de 

dualidad ent~e dichoh ehpacioh. 

El Cap~tulo IV, que eonhtituye el eue~po de nueht~o .t~a­

bajo, t~ata en p~útcipio h ob~e 6uncioneh h eh quilineal~h en ~~ 

paciOh veeto~ialeh complejo.6, pa~a de6ini~ 6uncioneh h~~miti~ 

nah, con la~ cuateh he tiene ba.6e con.6t~uctiva de lo.6 llamado.6 

ehpacio~ unita~ioh. A pa~tl~ de e.6ta conht~ucci6n, toda la -

teo~x.a e.xpue.h.ta en lol.> al1te~o~e./.) Cap.-f.tulo.6 1.> e. :tltanl.> 6ie~e al 

:t~a.tamiento de lol.> e..6paCiOh uni.ta~io/.). 



Adve~timo~ que el t~abajo elabo~ado, e~tá 6undamentado -

en la le~tu~a del texto Linea~ Algeb~a de W. H. G~eub. 

Finalmente, que~emo~ exp~e~a~ nue~~~o ag~adecimiento al 

1ng . Ca~lo~ Mau~ieio Canju~a po~ ~u valio~a a~e~o~~a en la 

p~epa~aci6n del t~abajo, ademá~, te4timoniam06 nue~t~a g~ati­

tud ~on la S~a. Nohemy de Rovelo po~ 6U a~i~tene¿a en la da~ ­

t¡log~a6~a del mi6mo. 
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SIMBOLOGIA UTILIZADA EN EL PRESENTE TRABAJO. 

Prop. proposición 

tq. tal que 

i . e. es dec r 

1 matriz identidad 

función identidad 

.{. unidad imaginaria 

Pa. prueba 

ss; s; y solo si 



§1. APLICACIONES LINEALES. 

Capítulo Introductorio 

En el contexto de este Capítulo damos 

por conocidas las propiedades de la -

estructura de espacio vectorial, por 

lo cual abordaremos aquellos resulta­

dos que por su necesidad sean requerí 

dos para desarrollar el presente tra­

bajo. 

1.1 Definición de Aplicación Lineal. 

Definición 1.1.1. 

Sean E, F dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K y (j): E-+F, 

entonces (j) es llamada una aplicaci6n lineal de E en F si: 

(i) ~(x + y) = ~(x) + ~(y) 

(ii) t(AX) = A$(x) 

para x, . y, e E, A e K. 

Al conjunto de aplicaCiones lineales de E en F lo representar~ 

mas por Hom (E,F) Ó bien L(E,F). 

1 



Nomenclatura: Si F = K, entonces ~ es llamada 6ancional lineal 

en E. 

II 

Las condiciones (i) y (ii) son claramente equivalentes a la con 

dición: 

~ ( I ~.x. 1 = ¿ A. q,(x.) 
i 11) ; 1 1 

Terminologfa. 

{a} Si~: E + F es biyectiva, es llamada i~omo~6i~mo lineal, y es 
-1 claro qUé ~ : F + E también es un isomorfismo lineal. 

(b) Si~: E + E, <j> se llamará endomoJt6i4mo lineal. Al conjunto de 

endomorfismos lineales en E lo representaremos por End(EY. 

(e) Si E = F Y <j> es isomorfismo ineal se llama aatomoJtó~~mo lineal. 

1.2 Composición de transformaciones lineales. 

Sean ~: E + F Y ~: F + G, dos aplicaciones lineales, entonces 

'l! o ~ E + G 

es definida por ~(~(x» = ('l!o<j»(x), V x e E 

Prop. 1.2.1. La aplicación ~o<j> es lineal. 

Pa. 

= 

= 

~(I 
; 
¡ 
1 

I 
i 

~.<I>(X.» 
1 1 

Aí 'i'(<j>(X;» 

A; (~o<l» (Xi) 
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1.3 Propiedades básicas de L(E, F). 

Consideremos (xi)i e 1 una base de E y ~ e L(E, F), entonces 

$ puede caracterizarse como un isomorfismo lineal ss; (~(xi»i e 1 

forma una base de F. 

En efecto: 

Si • es isomorfismo, queda obviado que ($(xi»i e 1 es una ba 

se de F. 

Conversamente, asumamos que los ~(xi) forman una base de F, -

entonces para cada y e P tenemos 

y = ~ 8 1, 4>(x, .. ) = ~ tI s·x.) 
1 i 1 1 

esto implica que existe x = I 
i 

ti va .~ 

Ahora supongamos que: 

luego: 

B· X. 
1 1 

tq 4>(x) = y, así ~ es sobreye~ 

.n A'x,} - q¡(I S-x.) = O / 
i 1 1 i 1 1 

I 
i 

"-.(X.) 1 1 
I B.Q>(X.) = O 
i 1 1 



IV 

Siendo los vectores 4>(x i ), 1.i., obtenemos Ai = ai , 11 i e 1, y así 

¿A.x. = I e.x. 
. 1 1 . 1 1 
1 1 

Se sigue que 4> es inyectiva, en consecuencia 4> es isomorfismo 

lineal. 

Respecto a la estructura de L(E, F), afirmamos que es un es pa­

cio vectorial, determinado por: 

+ : L(E,F) x L(E,F) L(E,F) 

( 4> 1{1 ) 'V'v'V'vV"',""Vv -+ 4> + 'i' : E F 

y 

• : K x L(E,F) -----rl L(E,F) 

F 

Este espacio se llama e~p~c~o de ~pi~c~c~one~ i~neale~ de E en 

F. 

En el caso que F = K, L(E,K) es denotado simplemente po~ L(E). 

§2. ESPACIOS VECTORIALES DUALES. 

2.1 Funciones Bilineales. 

Definición 2.1.1. 

Sean E Y F e.v ., entonces una aplicación ~: E x F -+ K se llama 

ñunc~ón b~l~neai si cumple: 



v 

Comentario: Si ~ es bilineal en E x F y El cE, Fl cF son subespa­

cios de E y F respectivamente, entonces la restriéci6n de t en 

El x Fl es definida por: 

tl(x,y) = t(x,y), x e El' y e El 

es también una funci6n bilineal, denominada ~~h~~~cc~6n d~ t a 

Una bilineal ~ en ExF determina dos subespacios NEc=E y NFCP 

definidos por 

t(x,y} = 0, 11 Y e F} 

~(x,y) = 0, 11 x e E} 

tales subespacios reciben la denominaci6n de nulehpacio4 de ~. 

Si NE = NF ~ (O), la bilineal ~ es llamada 

no de.gene.~ada.. 

,Notaci6n. Una función bilineal no ~egenerada ~, será denotada por 
/ 

" 
~I>, por lo que escribiremos: 

t LX' , y) = < x I y > ; (x ,y) e E x F. 

El conjunto de aplicaciones bilineales de E en F se escribirá 

B(E,F). 



VI 

2.2 Espacios Duales. 

Definición 2.2.1. 

* * * Sean E y E e.V. y <1> E x E .... K entonces E y E serán lla-

mados duale~, con respecto a la función bilineal no degenerada 

<1>· 

Terminología: * El escalar <x Ix> es llamado p~odue~o e~eata~ de 

* * x y x, la función <1> es llamada p~odue~o e~eata~ entre E y E. 

Ejemplo: 

Sean E Y L(E), definamos la aplicación bilineal: 

<1> : L(E) x E • K 

( f , x) 'v",,,,,,,,,,,,,,,,,,.... < f 1 x> = f ( x ) 

Siendo f(x) = O, V x e E ss; f = O, se sigue que N L(E)= O. 

Por otra parte, sea xo f O, xoe E, El =(xo)subespacio unidime~ 

sional , generado por Xo y g una aplicación lineal tq: 

g ---+) K 

A X o """ """'v .... A 

entonces para cualquier extensi6n f de i en todo el espacio E se 

tiene: / 

< f I,x o > ::: f(x o) = g(xo) ::: 1 f O 

As; <flx> ::: o, V f e L (E) ssi x .. O por tanto NE 
::: (O) , 

luego <1> es no degenerada. 



VII 

En consecuencia <!~ es un producto escalar entre L(E} y E, Y 

ambos espacios son duales. 

* Prop. 2.2.2. Sean E y E un par de e.v. duales con respecto a <1>. 

Entonces existe una inyecctón lineal ~ tq: 

* </1 : E ---+1 ' LeE) 

E K 

* * X 'VVV"'''''''''''''''''''.. ~ (x ) (x) = < x Ix> 

* * Para definir ~ tomemos x e E un vector fijo y consideremos la -

funci ona 1 1; nea 1 

Sea ahora 

f * x E ----) K 

* X 'VV,,",," '" "''''.. < x Ix> 

* E ---~ L(E) 

* x 'VV'V" """" .. f * x 

la bilinealidad.de<!> implica la linealidad de cp, luego ~ queda de­

finida por 

* cp(x ) = f * x' • 

* Para probar que ~ es inyectiva, supongamos cp(x ) = O para algún 

* * x e E , entonces para .cada x e E 

* <x !x> = O 

* Como <J> es no degenerada, se tiene x = O, así. es inyectiva. 

Lema 2.2.3. Sea E un e.v. y (e k), k=l, ... ,n una base de E entonces 
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el espacio L(E) es isomorfo a E. 

Pa. 

Definamos (fi),i=l, ... ,n 

ta 1 que: 
n 

con f. 
1 

E + K 

f. (¿ akek) = al·; f 1· es evidentemente lineal. 
1 k=l 

Si definimos ahora 

~ : E -----.,.., L (E) 

n 
x tV\.o"''''''''''''' + ¿ a k f k' don d e x = 

k=l 

Mostremos que ~ es un isomorfismo lineal . . 

i) ~ es lineal, en efecto: 

4í (x +y) = 

= 

= 

= 

ii) 4í es inyectiva ; 

Si ~(x) = ~(y) se sigue que 



En particular para x = e; se tiene que: 

(Il.- - S.)f.(e.) = O 
111 1 

se deduce entonces que 

de donde Ili = Si ' '!ti ';=l, ... ,n 

y así x = y. 

IX 

Finalmente, siendo E de dimensión finita, se tiene que ~ es so 

b re, por lo tan t o E e s ··i s o m o r f o a L (E ) • 

* Prop. 2.2.4. Sean E y E un par de e.v. duales, tq. dim E=n. Ento!!. 

* ces la inyección $: E + L(E) es sobreyectiva y en particular 

* dim E = dim E • 

Pa. 

* Siendo ~ inyectiva, es inmediato que dim E < dim L(E} y por Lema 

* 2.2.3 se sigue que dim E < dim E (l) 
. * Además dim E = n de ' lo que se sigue que E tiene dimensión finita, -

así ~ es sobreyectiva. 
.* * Por otra parte, se sabe que (E) = E, entonces 

* dim(E) ~ dim(E ) 
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de esta última desigualdad y de la relación (1) 

se deduce que: 

* dim E = dim E 

Corolario 2.2.5. 

* * Sean El y E2 dos espacios duales de E, con dim E = n. Enton-

* * ces existe un único isomorfismo lineal ~ tal que <~ (x)lx> = <x Ix> 

* * * -1 * * Sea ~: El + E2 tal que ~(x ) = ~2 (~l(x », con ~1:E1 + L(E) Y 

* ~2 : E2 + L(E) definidos como en la proposici6n 2.2.2. 

* ~ 1 El ) L(E) 

·l~ 
Entonces existe $ único, por que es co~ 

pos'ción de isomorfismos lineales ún; -

coso 

Considerando el diagrama de flechas anterior: 

* * * * {~2 o ~)(x ) = $1(x ) , V x e El 

1 uego 

* * <P2(<P(x )) (x) = <x Ix> , por def. de ~l 

pero 

* * <P2(<P(x »(x) = <.~ (x)lx>, por def. de 4>2 



XI 

así 

* * <4> (x)!x> = <x Ix> 

Definición 2 . 2.6. 

* * Dos bases (x;), ;=l •.. n y (xi)' i=1, ... ,n de E y E son llama 

das ba6e6 duaLe4 si: 

* <x· ! x .;> = o·. 
1 J J 1 

* Prop. 2.2.7. Sean E y E un par de e.v. duales tal que dim E = n 

* y ~: E x E -+ K, entonces existe una aplicación lineal única 4>:E -+ E 

tal que: 

* * * * ~(x ,x) = <x ! <I>(x», con x e E , x e E 

Pa. 

Por proposiciones 2.2.2 y 2.2.3, existe un isomorfismo a tal que: 

a., : E * * * -----+) L(E ) tq. (a. (x) ) (x ) = <x ! x> 

* Sea x € E Y consideremos fx E --+ K 

* " * X 'V'v'V'V"'V'V+ ~ (x ,x) 

* Dado que fx € LCE ), existe un elemento $(x) € E tal que 

as;: 

entonces 



XII 

* * ~(x ,x) = <x I ~(x» 

Esta última igualdad garantiza la existencia de ~. Probemos aho 

ra que: 

i) ~ es lineal. En efecto 

* * ~(x ,x+y) = <x I q¡(x+y» 

* * * pero ~(x ,x+y) = ~(x ,x) + ~(x ,y) 

* * = <x 14>(x» + <x !q¡{y» 

de donde: 

* * * <x Iq¡(x+y» = <x ICPlX» + <x Icp(y» 

ii) cP es única. En efecto 

* * * Sea x e E y x t O, x e E 

* * * Supongamos que ~(x ,x) = <x lcl>fx» = <x 1~2(x» 

* * entonces <x Icj>l(x» = <x 14>2(x» 

por , 10 que 

asi: 

* como x t O se tiene que cj>l(x) - ~2(x) = O 

entonces 

,l/xeE 

se sigue entonces que cj>1 =- cj>2. 
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2.3 Complementos ortogonales. 

Definición 2.3.1. 

* * Los vectores x e E , x e E se dicen o~togonat~~ si 

* <x Ix> = O 

* * Notación: <x I x> = O se escribirá x 1 x 

* Si El cE, es un subespacio, entonces los vectores de E que-

* son ortogonales a los vectores de El' forman un subespacio de E , 

denominado compt~m~nto o4togonat de El' denotado por: 

1 * * E
1

= { x eE 

Prop. 2.3. 1 . Sea El subespaci o de E, entonces 

Pa. 

Se sigue de def. 2.3 .1 . 

Nota: E 1 = (O) y ( E * f = (O), ya q u e < I > e s no de gen e r a da. 

2.4 Aplicaciones Dua l es. 

Definición 2.4.1. 

* * Sean E, E Y F, F dos pares de espacios duales y las aplica-

ciones: 



E 

* F 

---+-+- F 

* ----+-¡. E 

* entonces las aplicaciones ~ y ~ son llamadas duate6 ssi: 

* * * < y I$(x» = <$ (y }Ix> 

XIV 

* * * Para toda 4> e L(E,F), existe a lo sumo ~ e L(F ,E), Pro p. 2.4. 2 . 

* tq ~ Y 4> son duales. 

* * * * Sean $1 y ~2 e L(F ,E ) tq. sean duales a 4>, entonces: 

* * * <y 14>(x» = <4J.(y )!x> 

* * * <y I<t>(x» = <<f>2(Y )Ix> 

de donde: 

por lo cual 

§3. MATRICES. 

3.1 Definición de Matriz. 

Definición 3.1.1. 

Al arreglo rectangul ar 
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A = 

de nm escalares aij se llama ma..t'Jt'¿z de. n 6,¿ta..6 IJ m c.otumna..6. 

Nota: La i-ésima fila de A es denotada por 

a; = (a i1 , a i2 , ... , a im ) 

puede ser considerado como vector del espacio Km, y es llamado 

vectoJt 6,(ta. de A. 

Similarmente la j-ésima columna es denotada por 

v. = 
J 

y puede ser considerado como vector de Kn . Tal vector es llamado 

v e.cto Jt co ..e.u.mna.. 

Intercambiando filas y columnas de A, obtenemos la matriz 

tJta.n.6puehta. de A, denotada por 
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Notación: De manera explfcita A puede escribirse como A = (aij)nxm' 

3.2 Matriz de una aplicación lineal. 

Consideremos E Y F, e.v. tq. dim E = n y dim F = m y la aplica-

ción 4>: E -+ F. 

Con la ayuda de las bases (x;), i=l, ... ,n, (Yj)' j=l, ... ,m en 

E y F respectivamente, cada vector ~(Xj) puede escribirse como combi 

naci6n lineal de los y .. 
J 

de esta 

m 
~(xJ.) = ¿ 

;=1 
a· .y. 

1 J , j = 1, ... ,n. 

manera ~ determina una matriz (Clij)nxm' así 

cp(x 1) = a11Yl + "2 1 Y 2 + ... + (lm 1 y m 

cp(x 2) = (l12Y 1 + a22Y2+" '+"m2Ym 

. 
~(xi) = al i Y 1 + Cl2i Y2+" .+ClmiYm 

<1> (x n) = CllnYl + Cl2nY2+···+ Cl mnYm 

<1> es tal que 
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y así $ tiene representación matricial relativa a las bases dadas; 

escribiéndose entonces 

Si llamamos M al conjunto de todas las matrices nxm, puede -nxm 

considerarse a M como un opera dor entre los e.v. L(E,F) y Mnxm 

M : L(E,F) ----+) M 
nxm 

3.3 Matriz de una aplicación dual. 

* * Sean E y F un par de e.v. duales de E y F respectivamente y 

* * * $ € L(E,F), · $ € L(F ,E ) un par de aplicaciones duales. 

Consideremos dos pares de bases duales 

* (x i ),i=l, ... ,n; (x~),i=l, ... ,n y (Yj),j=l, ... ,m; 

* * (Yj*),j=l, ... ,m de E, E , F Y F respectivamente 
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* Sean M(~) y M(~ ) definidas por 
m n 

~(xJ.) = 1: a· ·Y· 
i=l lJ 1 

I 
i=l 

* * a •. X· 
1 J , 

* haciendo x = x . y=y. en la relación 
i' J 

* * * < y I ~ (x ) > = < ~ (y ) Ix> 

tenemos 

donde 

* m * 
<Y · I~(x.» = I a'k < YJ' ¡Yk> = a.· 

J 1 k=l' 'J 

* * m * * * <~ (y·)lx.>= I atO <xtlx,.> = a·· 
J , t= 1 J J' 

entonces 

* a.· = a·· 
1 J J 1 

de ahí que 

XV 1 Il 



Capitulo 1 

DETERMINANTES 

En el presente capítulo E será un espacio vectorial finito 

dimensional, definido sobre un cuerpo K, conmutativo y de carac 

terística cero. 

§l. LA FUNCION DETERMINANTE. 

1.1 Definición de función determinante. 

Def. 1.1.1 Sean E e.v. y b :E n ~ K. La aplicación b es 11a 

mada 6unc~6n dete~m~n~nte en E si: 

(dI) 6 es multilineal; es decir: 

I 

b(X l ,x 2,··· ,axi + e Xi , . . . Xn ) : 

I 

ab(xl'x2, .. ·,x; •... ,xn) + sb( xl'x2 .. ·,x i ,···xn) 

(d 2 ) b es antisimétrica, esto es: 

para cualquier permutación a de los índices i=1,2, ... ,n, 

se tiene 

t.(X o(1),x o(2),···x a(n» = e (o) b (x1 ,x2 , ... ,xn) 

don d e () = ,o rol , si. (J e s p ~ r 
E (J 4 -1 , S1 a es lmpar 

\. 
De la anterior definición se desprenden algunas consecuen-

cias inmediatas. 

1 
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Consecuencia l. Si llamamos por D(E) al conjunto de todas las 

funciones determinantes, es decir: 

D(E) = {6:E n 
-+ K: 6 es función determinante} 

Se tiene que D(E) posee estructura de espacio vectorial. 

Pa. 

(a) Sean 6 1 , 6 2 e D(E), entonces: 

I 

(i) (61+62)(x1,x2""'Xk + axk, •.. ,x n ) 

I I 

= 61 (x1 ,x2,···,xk+a Xk"",Xn)+62(Xl'X2"",xk+axk+",xn) 

I 

= 61 (Xl'X2""'Xk"",Xn)+a61(xl'X2""Xk""'Xn) 
I 

+ 62 (Xp X2, ••• ,Xk,· .. ,xn)+a62 (Xl'X2,· •. ,xk'· .. ,Xn) 

I 

= (61+6 2) (Xl ,X2'··· ,xk'··· ,Xn)+a(61+62) (Xl ,x2" .• xk'·· .xn) 

ti i} (61 + 62) LX a(l) '\¡(2)" .. ,x o{n» 

= 61 (Xa(1) 'Xa(2)"" 'Xa(n» + 62(Xa (1) 'Xa (2)" .. 'Xa(n» 

= e(a)ó1(.><:t"x2 ,···,xn) + e(a)62(Xl'X2""'Xn) 

(b) S i ro i 1 a r m en t e s e p r u e b a q u e 

A Al e D(E), para A e K y 61 e D(E). 

Consecuencia 2. El valor de A cambia de signo, cuando se inter 

cambian dos índices cualesquiera. 

Intercambiemos los índices; ,j, si a es la transposición defi 
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nida por cr(i)=j, cr(j)=i, cr(k) = k, l/k' kii, kij esta permutación 

a es impar, luego: 

= g(cr)ó(x 1,··· ,xi , ... ,x j , ... , Xn) 

= - 6 (Xl' X2'···, xi"'" xj , ... , xn) 

Si en la consecuencia anterior, tenemos que xi = Xj ' entonces: 

2ó(x 1 ,x 2,···,x i ,· .. ,Xj, ... ,X n) = O 

Siendo K de característica cero, debe ser 

Esto es, una función determinante ó se anula cuando dos argume~ 

tos son iguales. 

Consecuencia 3. Más generalmente, se probará que una función d~ 

terminante se anula, si sus argumentos son linealmente dependie~ 

tes. 

Pa. 

Supongamos que los argumentos son l.d., entonces existe al me­

nos un xk ' 1 < k < n tal que xk puede expresarse como una combi 

n~ción lineal de los demás argumentos, así: 

n 
xk = ¿ a.-X-

1 1 i=1 
iik 

k = n, entonces 
n-1 

x = I 
n - '1 1= 

a.-X-
1 1 

, sin perder generalidad, podemos suponer que 

, de donde 



= 

a· X. ) 
1 1 

4 

ya que cada término de la sumatoria es cero por consecuencia 2. 

Consecuencia 4. El valor de una función determinante no se alte-

ra, si a un argumento xi' se le suma un múltiplo de otro argumen­

to xj ' i -; j. 

Pa. 

Consideremos AX j , A e K, un múltiplo del argumento xj y evaluemos 

~(Xl,X2"",Xi'" .,x j , ... ,X n) + A ~(xl"" ,X j , ... ,x j , ... ,x n) = 

~(xl'x2"" ,xi"" ,x j "" ,x n) 

ya q u e por con s e c u e n c i a 2, A ~ (X 1 ' ... ,x j , ... , x j , ... ,x n) = O e s i g u a 1 

a cero. 

1.2 Representación de ~ en las bases de E. 

Sea (e i )i=l, ... ,n una base de E, entonces cada xi e E puede ser 

escrito como: 

n 
X· = L a .. e· 

1 j=l lJ J 
= 1,2, ... ,n; a ij e K. 

Evaluando la función 6 con cada xi expresado en términos de es-
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ta base obtenemos: 

n n 
e o ~ I Ct2

J
o e

J
o 

, ••• ~ o I 
J 1 j =1 2 2 J =1 2 n 

n 
= oí Ct 1j Ct2j ~ ... ,CtnjntJ (ej , ej , ... ,e j ) 

Ji =1 1 2 1 2 n 

i = 1, 2 , • . . , n 

De el) se deduce que cuando para al menos dos índices jk y jt' 

(t;k) se tenga que e
jk 

= e
jt 

la función ~ se anula, por ello la su-

ma anterior bastará desarrollarla para aquellos índices tales que 

jk f jl' 1 ~ k < n; 1 < 1 < n. 

Esto es equivalente a desarrollar la suma sobre todas las per-

mutaciones ~ del conjunto {1,2, ... ,n}, así: 

para cualquier ~6 Sn. Luego: 

esta última igualdad muestra que 

~(xl'x2'· . .,x n) = O , V(xl'x 2,.· .,X n) 6 En 



"Toda funci6n determinante que se anula en 

una base de E, debe anularse en todo E". 

1.3 Unicidad. 

6 

Sean 6 Y 6 1 dos funciones determinantes y asumamos que 6 1 es 

no trivial, es decir 6 1 ; O, entonces para una base 

~e;) ;=1,2, ... ,n de E y (x 1,x 2, ... ,x n) e En arbitrario 

6 (xl'x2,·· .,xn) = 6(el'e2,·· .,en) ¿ dO)Cl1o(1), ... ,Clno(n) 
o 

Siendo 6 1 f O, entonces 6 1 (e 1 ,e 2 , ..• ,e n) f O por lo cual 

tiene sentido entonces definir A e K tal que 

6(e 1 ,e 2 ,·,·,en} 

( ) , así .1\1 e1 ,e 2, .. ·,en 
A = 

= A 6 1(x 1,x 2, ... ,x n) 

n Siendo esta igualdad satisfecha para todo (x 1,x 2 ' . .. ,x n) e E , 

se deduce que 

I .1\ = A 6 1 

Esta relación expresa que: 

"Toda función determinante 6 es maltiplo de una funci6n 

determinante .1\1 no nula", 

1.4 Existencia de 6 no-trivial. 

Para probar que existe una función determinante 6 no trivial 



en E, definamos ~ así: 

verifiquemos que 6 así definida es función determinante 

i) 6 es multilineal, en efecto 
, 

6 (x1 ,x2,·· .~~xi + Xi" .• ,x n ) 

I 

= L € (o)Ct 1a (1)Ct 2o (2)···(ACt;0'(i) + CtiO'(i»)'" CtnO'(n) 
O' 

, 
+ r €(0')Ct 10'(1) Ct 20'(2)···Ct i O'(i)···Ct nO'(n) 

O' 

I 

= A A (x 1 ' X 2 ' . . . , xi' . . • , x n) + A( xI' x 2' . . . , xi' . . . ,x n ) 

ii) A es antisimétrica. 

Consideremos una permutación fija ~, entonces 

( -1 . Como ~ . 0 ~)(i) = 1, podemos escribir 

O' ( ;) = O' ( ~ - 1 o .~ )( i) = O' ( ~ -1 t di) ) 

7 
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haciendo P = 007,;-1, tendremos que p barre todas las permutaciones de 
• 

$n.' pues o 10 hace, así, podemos escribir 

6(Xz;(1),···,xz;(n») = 1 e:(P.¡;)Clr;(1)P(r;(1» ... Clr;(n)P(r;(n» 
P 

ord.en ando los índices di) en la sucesión creciente 1,2, ••• ,n ob 

tenemos 

= dr;) 1 e:(p)Cl1p(1)Cl2p(2)" .. Cl np (n) 
p 

Luego 6 define una función determinante. 

Probemos ahora que 6 es no trivial . 

Evaluemos 6 en Ce i ) i = 1 ... n, base de E 

pero aio(i) = 1, si i = o(i) 

y aío(i) = 0, si i ~ o (i) 

así, habrá un término en la sumatoria en la cual 

a10(1) = a20(2) = ••• = a naln ) = 1 

por 10 que 6 leJ ,e 2, ... ,en) ! O, de donde 6 ¡. O. 
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§2. EL DETERMINANTE DE UNA TRANSFORMACION LINEAL. 

2.1 Definición de determinante de un endomorfismo. 

Consideremos ~ e End(E) y dim(E) = n, definiremos el determi 

nante de~, escogiendo para ello una función determinante 6 no 

trivial. 

Prop. 2.1.1 La aplicación 6~:En~K 

tal que: 

6~(xl,x2"" ,xn) = 6(q,(X 1), q,(x 2),··· ,q,(x n» 

es una función determinante. 

Pa. 

(i) 6q, es multilineal. 

6q, (X 1 ,X 2 '· .. ,Ax i + xi,·· .,X n) 
I 

= 6(~(xl),q,(x2),···,q,(Axi + xi),···,q,(x n» ( 1 ) 

Siendo q, una aplicación lineal, la expresión (1) se transforma 

en: 

6(<p(X 1),q,(X 2),· .. ,Aq,(X;) + q,(X;), ... ,<P(x n» 

= A 6(q,(X 1) ,q,(x 2), .. · ,q,(x i ), ... ,q,(x n» +6(q,(X1),q,(x2),· .. ,q,(X~), ... ,.(Xn» 

(ii) 6. es antisimétrica. En efecto: 

6. (Xo(l)'Xo{2)'''''Xo(n»= 6(q,(Xo(1»' <P(Xo(2»"'''<P(Xcr (n») 

y escribiendo 4>(X o(i) = wo(i)' tenemos 
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= e:.(cr) /}.cp (x 1 ,x 2 ' ... ,x n) 

Ya que ó es una función determinante no nula, se tiene 

/}.cp=At:"A€ K 

El escalar ~ es determinado por la transformación cp y no depende 

de la función ó escogida. En efecto: 

Si t:,' es otra función determinante no nula, entonces 

t:,' = ,,'t:, 

por 10 tanto 

y ó' 
~ 

= A' t:,~ ya que 

= t:,'(cp(x1), Ij>(X 2),···, Ij>{Xn)) 

= A' ó(Ij>(X1) ,1j>(X2),· .. ,Ij>(Xn)) 

= A'ó cp 

ó' = A'ó = A'(Aó) = A(A'ó) = At:,' cp cp 

Definición 2.1.2 

Sea cp e End (E) y ó una función dete r minante no nula, llama­

remos de~e~m¡nan~e de p al escalar A tal que 

t:, = A t:, Ij> 
Notación: Denotaremos A por det.</> , así 

t:, Ij> = (det. cp)t:, 

una expresión menos condensada que la ecuación anterior es: 

para todo (xl'x 2, .. .,x n) e En 
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- de t . <p /::, ( xl' x 2 ' . . . ,X n ) 

un caso particular es <p ::: Ai, donde i es el endomorfismo identidad, 

entonces: 

de donde 

::: /::'(Ax 1 , AX 2, ··· , AX n ) 

::: An /::,(x 1 ,x 2 , · .. ,x n) 

/::'A. i ::: A n/::, , por 1 o q u e 

de t. (A 1) ::: A n 

Ejemplos: 

(1) Para A ::: 1, det. (i) ::: 1; (El determinante del endomorfismo 

identidad es "uno ll ). 

(2) Para A ::: 0, det. (O) ::: O; (E l determinante del endomorfislTlo 

nulo es "ceroll). 

2.2 Propiedades de det. p 

Se sabe que q,€ End (E) es regu1ar, si existe Jf¡ e End (E) tal -

que q,1fI ::: 'f'q, ::: i, es decir, si <p es inversible. 

Es importante seHalar que un endomorfismo regular 4> puede ser 

caracterizado por su determinante, como 10 demuestra la 

Prop. 2.2.1 Sea 4> e End (E), q, es regular si y solo si det <p l' ° 
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Supongamos que ~ es regular y sea (e i ) i = 1, ... ,n una base de E, 

6 una función determinante no trivial; entonces 

por otra parte, dado que ~ es regular, el conjunto 

{~(el)' ~(e2)"'" ~(en)} es también una base de E y siendo ~ no 

trivial, tenemos que 

6 (~(e1),~(e2)" .. , $(en ) t 0, luego 

det~ 6(el'e 2 , ••• ,e n) '10, de donde se sigue que det.q, '1 O 

por lo tanto los $(e í ),; = 1, ... n,son 1.;, por 10 que q, es inye.f. 

tiva; ya que si x = r aie i , W = 1. 8;e; y 

n 

~(x) = q,(w), entonces; 

4>{x - w) = O 

n 
$ ( 2 

i=1 
(a. - 8.)e.) = O , " 

r («. - 8.)q,(e.) = o....,. «. - B. = O por ser los $ (e,') l.i.y por 10 tanto 
;=1 1 , 1 " 

x = w. 

Además, siendo E de dim finita, q, es sobreyectiva. Se deduce en 

ton ces que ~-1 existe y por 10 tanto. es ; 'nversib1e. 

Prop. 2.2.2 S; ~ Y ~ e End (E), entonces: 

de t. ('f'oq,) = det. ~ det. q, 
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Sea A una función determinante no nula; 

A~~ (x 1,x2'· .. ,xn) = 6«~~)(xl)' (~~)(x2),···,(~~)(xn) 

= 6(~(~(Xl»,~($(X2»" .. ,~($(Xn) 

= det.~ 6($(x1),.(x2), ... ,~{xn» 

= det.~ det.<p 

Así: 

det.~ det.~ 6 

Luego det. ~ q, . = det.~ . de t .4>. 

13 

Particularmente, si $ es regular y $-1 su automorfismo inverso, 

de la proposición 2.2.2 se sigue que: 

det. ($.$-1) de t .• -1 = det.4> ; como 

det. ( ¡p .q,-1) = det. ( i) = 1 , entonces 

-1 de t. $ = 1 
det.<p o de otra manera 

de t. ~ - 1 = (d e t. ~) - 1 

2.3 Subespacios Estables. 

Definición 2.3.1 

Sea <p e End (E) y El e E subespacio de E, se dice que El es es 

table por q, , si q, (El) e El' 

Prop. 2.3.2 Sea q, e End (E) y El' E2 subespacios estables de E de 

dimensiones p y q, respectivamente, tal que E=E1 (!) E2 
Y sean los endomorfismos 
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y ~2 : E2 + E2 ambas inducidas por ~, entonces: 

det. ~ = det. ~l det. ~2 

Definamos los endomorfismos 

'i'l 

y 

1J!2 

. . E -+ E 

x '\0'\1\1'\0 '" '" '" '" '" '\o '\o '" '" '" '\o + { 
E ---------------4~ E 

de E siguientes: 

if>l(x), si x e El 

X , si x e E2 

resulta inmediato que ~ = 'i' 2°'i'1 Y por prop . 2.2.2 se tiene 

det. ,= det. 1i'2 det. 'i'l' la proposición quedará probada si mos-

tramos que: 

det. '1 = det. 'i'l y det. ~ 2 = det. 'i'2 

para ello consideremos ~ una función determinante no trivial en E 

y el conjunto {bl~ b2, ... ~bq} base de E2 , entonces la función de-

terminante ~, definida en El por 

AllXl'x2~···'Vp) = A(Xl'x2,··· ,xp,bl,b2,···,bq) 

con xi e El es una función determinante no trivial en El 1 uego 

A1('1(x1), q,l{xZ)'···. ~1(xp» = det. q,1 61(x1,x2,···,xp) (1) 



de la definición de 61 y ~1 también obtenemos 

ó1(~1(Xl)' ~1(x2)"'" ~l(xp» = 6(~1(xl)' ~1(x2)"'" $1(xp),b1,b2,···,bq) 

= 6 ('i'l(XI )"'" 'i'l(xp), 'i'1(b1),···, 'f1(bq ) 

= det·'i'l ~1(Xl'X2""'Xp) 

c o m par a n do 1 a s i 9 u a 1 dad e s ( 1). y (.2 ), o b ten e m o s 

det. ~1 61(x 1 ,x2,···,xp ) = det. 'i'l 61 (X 1 ,x 2 ,·· .,xp ) 

de donde det. ~1 = det. 'i'1 

Similarmente se prueba la igualdad 

det. \fl2 = det. 'i'2 

§3. EL DETERMINANTE DE UNA MATRIZ. 

3.1 Definición de determinante de una Matriz. 

15 

(2) 

Sea q, e End (E) y A::: (Clij)nxn la matriz asociada a /ji relativa 

a la base (e;) i = 1, ... ,n; como 

tenemos que: 

6 (~(el)' q,(e 2 ),···, ~(en» = det. q, 6(e 1 ,e 2 ,···, en) (3) 

Además ó(~(e1),4>(e¿), ... , ~(en» =ó(t Cl;/j, ... ~ Clnj ej ) . (4) 
C1 J 

Luego, comparando {3} y (4}resul ta que 
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así, determinante de ~ es expresado en términos de los escalares de 

su matriz asociada. 

De'fi n:¡c ión 3.1.1 

Sea ~ e End (E) y (aij)nxn su matriz asociada, se define el de-

te...tm..tna.n.te. d.e 1 a ma tri z A - () por: - a ij nxn 

Notación: El determinante de A puede escribirse como 

det. M (41) 

Prop. 3.1.2 Sean A y B dos matrice s cuadradas nxn, entonces: 

det. (AS) ::: det. A. det. B. 

Pa. 

Sean IY y <p e End ( E ) tal que A ::: M ( <p) Y B ::: M (IY) entonces: 

det. (A.S) = det. (M(q,) • M( If )) ::: det. (M(cj>.'l')) 

::: det. ( ~ • 'il ) 

::: det. q. • de ~ . IY 

::: det. M(cp) • det. M(IY) 

::: det. A. de-t. B. 

Como un caso particular de la proposición anterior se deduce que 

si A es ;nversible 

(A - 1) det. ::: (det. (A))-l en efecto: 
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( -l) -1 det. tI) = det. A.A = det. A. det. A =.1 

3.2 El determinante de una matriz como funci6n de sus columnas. 

Sea la matr~z A ~ (aij1nxn' podemos entonces constderar c~da co 

lumna de A, como vector de Kn, asT: 

= , para j :: 1, 2, . .. ,n. 

de esta manera det. A aparece como función de las columnas de A. 

Investiguemos tal función, definiendo 

Kn Kn O 
~ 

. .. O . 
e· 'VVV" -+ vj 

. j 
J O 

donde e j 
:::: 1 con j=l, .. ot n 

O 

O 

entonces A es la matriz asociada a tf! relativo a 1 a base (ei)i=l. .. n. 

Sea fl = Kn 
--~,.K una función determinante 

con A (el' e2 , ... ,e n) = 1, obtenemos entonces 

:: det. ~ A(e1,e2, ... ,en} 

:: det. cp, a s;': 

det. A:: A(v1,v2, ... ,vn} 
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Esta última ecuación muestra que el determinante de una matriz A 

puede ser expresado como función de las columnas de A. 

Prop. 3.2.1 {a} El determinante es lineal con respecto a cada vector 

columna. 

(b) Si dos vectores columnas se intercambian, el determi 

nante cambia de signo. 

(c) El determinante no cambi'a, si a un vector columna se 

le adiciona el múltiplo de otro vector columna dis -

tinto. 

(d) El determinante no es nulo si y solo si, los vecto -

res columna son 1.;. 

La prueba es obvia a partir de las propiedades de 6. 

§4. FUNCIONES DETERMINANTES DUALES. 

4.1 Definición de función determinante dual. 

* Sean E un e.v. de dimensión finita y E su espacio dual respecto 

al producto escalar <1>. 

* Consideremos 6 ~ O Y 6 1 O, respectivas funciones determinantes 

* de E y E , será probada la relación 

* con xj e E y $; e E . 

Sea 1 a func; ón 

( 1) 
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K 

( '" 1 A ... '" n: xl"" x n) "'''''''''''''''''''--+ de t . (<!... Ix> ) 't'. 't'. 't'i j nxn 

la cual denotaremos por 

. n('1"2, . .. ,CPn)(X 1 'X 2 '···'Xn) = det. (<41i IXj»nxn 

De las propiedades de determinante de una matriz se tiene: 

(1) n es lineal respecto a cada 41 i' y cada XjA 

<'1 I xl> ... <~nlxn> 
:, I 

.<A'k +'klxl~"·<?q,k. +~klxn> n/.l. '\.1. +,¡.' '" ) (xl' ... , x ) =: de t. 
\.'t'l' .. ·.'I\'t'k 'l'k''''''''n n ' 

. 
<'nlxl> •. , <'nlxn> 

. 
= Adet. <<<Pk1xl>" '<'klxn> 

I I 

+ det. <'kl~l>"'<'klxn> 

. 
<fnlxl>"'<'n1xn> 

Simu1armente se prueba para los x .. 
J 

(ii) n es antisimétrica para cada epi y cada xj ' 



o(</> ~ )(x 1 ' ... ,X ) = det. 
a(l)""''I'a(n) n 

. 
~ a (n) Ix 1 > ••• < $ a (n ) I Xn > 

= da )det. . 
<$ Ix 1>·· .<$ Ix > n n n 

= e:( a) Q (~ ,/.. ) (xl"" ,xn) 
\·\l'l'···''I'n 

Por la unicidad de ~, O puede reescribirse corno 

0($1'" '~n)(Xl""'Xn) = ~($1" "'~n) ~(xI""'Xn) 

donde el escalar ~ (<PI'" .,$n) depende de los ~; 

Evaluando o en la base (e i }i=1. .. n de E tenemos: 

20 

Como ~ (el, ... ,e n) = 1 Y Q es lineal respecto a cada variable y anti 

simétrica, también 10 será ~. 

* Aplicando a b el teorema de unicidad tenemos 

luego 

* Siendo (ei);=l, ... ,n la 

entonces 

correspondiente 

(2 ) 

base dual de (e . ) i=l, ..• ,n 
1 



* * * 1 = a 6 (el"" ,en) 6 (el ' " .,en) 

así 8 + O. 

Multiplicando por a = 8- 1 la relación (2): 

* CL Q( ) = CL a fl (~l",,<Pn) ó (x 1 ,· . ·,x n) ¡Pl!O··¡Pn 

obtenemos (1) 

Definición 4.1.1. 

* Las funciones determinantes 6 y 6 son da~leh si 

* 6 (<pl' ... <P n ) fl (X 1 ,.·.,xn) = det. «<Pi!xj»nxn 

21 

Prop. 4.1.2 Para cada función determinante fl j. ' O en E existe una y 

* * solo una función determinante 6 en E . 

Pa. 

(i) Existencia. 

* * Sea ~o t O una función determinante arbitraria en E , 

* t A 
qo (<pl''' '<Pn) .6 (Xl"" ,Xn) = CL det. «<P; IXj>}nxn 

haciendo * 6 1 * * = - 6 , tenemos que 6 y 6 son duales. a o 

(ii) Unicidad. 

* * Sean Al YA 2 dos funciones determinantes duales a fl j. O, entonces: 

* 61 (<Pl, .. ·,<t>'n) 6 (X1'· .. ,Xn) = det . «q,iIXj»nxn 

y 

62 (~l""'~n) A (X1,···,Xn) = det. «~i!Xj»nxn 

BIBLIOTECA CENTRAL 
UNIVERSIDAD Da eL .... y .. o.t" 



22 

luego, 

* (6 1 (cf¡1,···,cf¡n) 

en consecuencia 

4.2 El determinante de una aplicación dual. 

* * Prop. 4.2.1. Sea. e End (E) y cf¡ e End (E ) dos aplicaciones line~ 

les duales, entonces 

* det. • = det. • 

* * Sean A y A un par de funciones determinantes duales en E y E, -

luego 

por 10 cual 

Siendo 

como se ha visto en Capítulo Introductorio, puede afirmarse enton 

ces que 
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Pero 

y 

6 {~(Xl)' .. ·' (Xn}) = det. <1> 6 (X1 , ··.,Xn) 

obtenemos que 

* * (det. 4> - det. $) 6 (~1'·· ·,$n) 6 (x 1 ,···,xn) = O 

1 uego 

I det. 4> = deL <1>* I 

Corolario 4.2.2 Matrices transpuestas tienen el mismo determinan 

te. 

Pa. 

Sea M(<t» = A, entonce s 

* * * * det. A = det. (M(<t») = det. M (~ ) = det. <f¡ 

= det. <t> = det. M(<f¡) = det. A 

§5. COFACTORES. 

5.1 Definición de Cofactor 

Consideremos la matriz A = ( CL ij)nxn' para i y j fijos, reem-

placemos los elementos de la fila i y la columna j por ceros, 

excepto en ' la posición (i , j ), en la cual se reemplaza por 1, ob-

tenemos así la matriz: 



= ij 
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, ... , o • al(j+l) 

o , ... , o 1 o .... ~ o 

a(i+1)1"'" a(i+1)(j-1)' O ' a(i+1)(j+l},···~a(i+l)n 

a n 1 , ... , , ... , a nn 

Definición 5.1.1. 

Llamaremos co6acton del elemento aij al determinante d~ la -

matriz CijO Denotaremos al cofactor del elemento aij por 

cof a. .. Así: , J 

cof 

Definición 5.1.2. 

a· . 
1 J 

~ det .. c~ .. 
1 J 

La transpuesta de (cof a) será denominada la adj'u~tQ de ij nxn 

A Y será denotada por 

Expresaremos el determinante C .. en función de sus filas. , J 

Escribamos cof a ij en términos de las filas de Cij 



don-de V
1
' es la i-esima fila de C .. 

1 J 

multiplicando por a kj obtenemos: 

akj Sji = 6(v 1,v 2,···,v i _1 , e j , Vi +1 '··· ,v n) 

y sumando en j, se sigue que 

25 

Luego, si k= i tendríamos que 6 (v
1

,v
2

, ... ,v
i

, ... ,V n) es igua1 a 

det. A, en cambio si i ;. k, vk aparece repetido y así 

n 
entonces I ak' 8·· = ~\. det.A j=l J Jl 1 

; es decir 

A. Adj. A = det. Al, siendo 1 la matriz identidad 

Asumamos ahora que det . A ¡ 0, entonces la eXpresión anterior pu~ 

de dividirse por det.A; así 

A. Adj.A 
de t. A 

1 
det.A 

= 1, luego 

. Adj.A 



n 
Aplicando nuevamente la relación 1 akJ' sJ'; = 0ki' det. A. 

j=l 

26 

a un sistema lineal con n ecuaciones y rr incógnitas, obtenemos la 

llamada R~gt~ de C~ame~ para la solución del sistema. 

n 
Sea 1 ak ~k = ~J' (j=l, ... ,n) el sistema mencionado 

k=l j 

Y asumamos que det '. A. ~ O, con A ~ (ak)nxn' 
J 

multiplicando la j-ésima ecuación por Sji tenemos: 

n 

I ak' Sj' ~k = BJ'" ~J' k=1 J , 
, y sumando en j 

n 
I 

j=1 

luego 

así 

[k~l ~kl 
n 

akj S· . = I J' j=l 

n ( ~ n 

k~l j~l akj S .• ) ~k = L J, j=l 

det.A ~. = 
1 

E;. = 
1 

n 
I 8 

J= 1 J 1 
de t. A 

n .r 8J';~' J=l \l 

8ji ~. 
J 

aji ~j 

Obsérvese además, que el numerador no es más que el desarrollo de 

la fila i del determinante de la matriz 

a 11 .., ... a lj '" a 1 n 

~l ' .. ~j ~n 
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§6. EL POLINOMIO CARACTERISTICO. 

6.1 Vectores Propios~ 

Consideremos una transformación lineal ~ de un espacio lineal 

n-dimensional E. Un vector v 1 O de E es llamado un vecto~ p~op~o 

de ~ si: 

El escalar A es llamado el correspondiente vato~ p~opio. 

Una transformación lineal ~ no necesariamente tendrá vectores 

propios. Como ejemplO tomemos E = m2 sobre K = m y definamos ~ 

por 

41(\12)= -vl donde los vectores vI y v2 forman una base 

de m2 , esta transformación no tiene vectores propios, en efecto: 

Asumamos que v = ~lvl + a 2v2 es un vector propio de • , luego 

.(v) = AV, as; 

q,(v) = A<x1vl + Aa2v2" además q,(v) == a1q,(v 1)+ a2q, (v 2) 

Se sigue entonces que: 

(Aa l -a2) VI + (A<X 2 - a 1)v 2 = O y . por consiguiente 

Aal - a2 == O ( 1 ) 

Aa2 - al = O ( 2 ) 
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Supongamos que A = 0, se tiene ast que tanto al como ~2 Son cero, -

10 cual no eS posible pues siendo ~ vector propio,v 1 o. 

Si A , O~ despejando A de(f) y (2) t~nemos 

-a2 al 
A = - y A:::'-- , 10 cual es imposible. 

al a2 

obteniéndose en ambos casos una c~ntradicción se deduce que v no pu~ 

de ser vector propio de $. 

6.2 La E~uaSi6n Característica. 

Asumamos que v es Un vector propio de ~ y que A es su respecti­

vo valor propio, entonces 

Esta ecuaci6n puede ser escrita como 

(~~Ai) (v) = O, mostrando así que 

• - A. es no regular, de donde se deduce que 
1 

de t, (4) - " A i) = O 

La ecuac; 6" det. ( • - Ai) = ti es 11 amada 1 a Ecua.c..i.6n Ca.Ir.a.cteJt~ 

:U.c.a. de la transformación lineal tjl, es claro entonces que todo valor 

propio de • satisface dicha ecuación. 

El desarrollo del det. de • ~ A nos conduce a un polinomio en A 

de grado n, como puede verificarse fácilmente. Este polinomio Se d~ ..... 

nomina polinom~o CQ~dC~elr.~~c.o~ ~sí, escribiremos 

n n p 
det. ((jl"A;):-= ¿ tl p A - , con ao= (_1)" Y (jn ::: det.4> 

p:::O 
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6.3 Existencia de Valores Propios. 

Sea A un valor propio de ~ e End (E). entonces det. (~-Ai)=O, 

n 
a d e má s de t . ( ~ - A i) = I 

p=O 
tenemos entonces que los" son 

raices del polinomio característico: 

n 
f (A) = I a

p 
"n-p 

p=O 

Esto implica que ~ e End (E), con dim. E = n, posee al menos n 

valores propios no necesariamente diferentes 

Caso 1. Sea E = IR n 

() S · . t (_1)n -- -1 a . 1 n es lmpar. enemos que <lo= 

luego lim f (,,) = - o:> y 1im f (,,) = 00 

por tanto existe algún A e IR ta l que f(,,) = 0, lo que garantiza en 

este caso la existencia de al menos un valor propio. 

( b ) Si n es par, <l o = (-1) n y 

1 i m f (,, ) = 1 i m f( A) = 00 

1.-+00 1. -+-0:> 

como f(O) = a. n = det. ~, si 

det. ~ > O, nada puede decirse sobre la existencia de raices 

de f(A); en cambio si det. ~ < 0, entonces existen al menos 

dos valores propios. 

Caso 2. Sea E = ~, entonces de acuerdo al teorema fundamental 

del álgebra, f(Á) tiene al menos una raíz en t, luego 

existe al menos un valor propio de ~. 
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6.4 Polinomio Característico del Endomorfismo Inverso. 

* * Sea 6 y 6 funciones determinantes en E y E respectivamente 

* * * * y sean ~: E + E Y ~ : E + E endomorfismos en E y E respectiva-

mente. 

* Sabemos que det.~ = det. $ , de esta relación se deduce que -

det. (cj>- Ai) = det. (<p - Ai) * 

Supongamos ahora que E = El 6 E2 tal que El y E2 son estables 

por ~ € End (E). 

Dado que det.~ = det.<P I . det.4>2 ' con 

det. (cp - Ai) = det. (CPI 

El polinomio característico de </> es el producto de los polinomios ca 

racterísticos de cf>1 y ~2' 

Si <p es regular, entonces el polinomio característico de $-1 es 

tará dado por 

F(A) = det. (~-1 - A· ) pero 
1 

, 

-1 
A· 

-1 (i -1.4» ~ - = ~ o , 
- - cp-! (Aep-i) 

__ ACP-l (4) - 1.- 1;) 
o 

Así: det. (~-l_A;) = det.(-A~-l). det. (~-A -l i ) 

= (_A)n det. $-1. det. (cp_,,-l n 
luego 
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Escribamos 

n 
F(A) = I 

}.l=O 
S A

n- ll obteniendo así entre los coeficientes de F y f 
)..1 ' 

la siguiente relación s = (_I)n det. ~-1 a ,esta relación condu-
}.l n-}.l 

ce a: 

B =(_l)n 
o 

-1 Y Bn = det. ~ 

6.5 El Polinomio característico de una matriz. 

Sea (ei);=!, ... n una base de E y A = M(4)) la matriz asociada a 4> 

relativa a 1a base dada. 

M(tjl - A.) = M(4)) , 1 

= M(cj» AM ( i ) 

= A - AI 

de donde 

det. ( </>- A. ) = det. M ( cj> - A. ) 
1 1 

= det. ( A- Al) 

entonces 

feA) = det. (A - AI) 

Este pol inomio es llamado pa.f.lnom'¿o ea.ltae:telt.(..tt:tJ..co de A aso -

ciado a ~ y las raices de este polinomio valolte~ pItOP¿o.tt de : A. 

§7. LA TRAZA. 

7.1 La Traza de una Transformación Lineal. 

Al igual que det. . otro escalar puede ser asociado a cj> eEnd(E). 
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Sea 6 ~ O una funci6n determinante en E, definamos la funci6n 

T -------------+~ K 
n 

~~~~ I 
;=1 

Se probará que T es una función determinante. 

(i) T es multilineal por la multilinealidad de 6 y la linealidad de $. 

(ii) T es antisimétrica, en efecto: 

Sea cr e Sn una permutación cualquiera 

n 
i~1 6(Xcr(l),xcr(2)",·,~{xcr(i»)'···'Xcr(n)} 

n 
=E(cr) I 6(x 1,x 2 ,···, ~(xi)'· .. ,x n ) 

i=1 

es decir: 

n 
¿ 6(x 1 ,x 2,·· .,~(xi) ... ,x n )=a6(x 1 ,x 2,·· .,xn ) 

i=l 

Siendo el escalar a determinado por ~. 

Definici6n 7.1.1 

Se llama T~~z~ d~ ~ al escalar a tal que 

Consideremos la aplicaci6n 

tr. : End (E) ~ K 
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Resulta inmediato probar que esta aplicación es lineal, es decir, 

tr. (A~+ll'i') = "tr. 4>+ M tr. 'i' 

Prop. 7.1.2. Sean 4> y 'i' e End (E), entonces tr. (<Po':!!) = tr. ('i'o4» 

Pa. 

La traza de 'i'o<P está definida 

n 
~ Á(xl,x2,···,(~o4»(xi)'· .. ,x n) 

i=1 

tr. ('i'o4» Á (X 1 ,X 2'·· .,Xn) 

reemplazemos xk por 'i'(x k), k = 1, ... ,n de manera que 

n 
det. 'i' l Á(x 1,x 2, ... ,($o'i')(x.), ... ,X ) 

. 1 1 n 1 = 

n 
pero 1 Á('i'(X 1},':I:'(X2),···, ('i'o 4»('i'(x i »,·· .,Y(x n» 

i=1 

( a ) 

( b ) 

e o m par a n d o (a) y (1,) r e s u 1 t a q u e, s i de t. ':1:'. 'lOe s de c i r s i 'ti e s re­

gula 

( c ) 

por otra parte, si 'i' es no regular consideremos el endomorfismo 
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~ - Ai' tal que" no es valor propio de ~, de donde 

'ir - "i es regular, por 10 cual 

tr. (( ~- "i)o4» = tr. (4>o{'l! - Ai))' por la linealidad del operador 

traza s.e tiene 

tr . (~o4» - "tr <p = tr. (<po~) - A tr.4> 

y finalmente se cumple {el. 

7.2 La Traza de una Matriz. 

Sea {e;)i=l, ... ,n una base de E y <p e End (E) relativo a la ba­

se dada. 

Entonces <p determina una matriz (aij)nxn por la ecuación 

evaluando 

n 

n 
I aik e k ' i=l, ... ,n 

k=l 

I 6 (e l ,e 2 ,···, <p(e i.),·· . ,e n ) tenemos 
i=l 

n 
¿ 6(e 1 ,e 2 ,···,4>(e i ), ···,en ) = tr. 4>6 (e 1 ,e 2 , ... ,e n ) 

;=1 

n 
pero I 6(e 1 ,e 2,· · .,4>(e i ),·· .,en) = 

i=1 
n 

luego tr . 4>= 1 
i = 1 

a· . 
1 1 

n 
Á(e 1 ,e 2 ,···,en ) i~laii 

Obsérvese que la fórmula anterior expresa que la traza <p es -

igual a la suma de los elementos de la diagonal principal de la roa 
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triz asociada a ~. 

Definici6n 7.2.1 

Sea A = (aij)nxn y ~ e End (E} asociado a A, se llama ~~~z« de A 

al escalar: 

n 
tr.A ' = r 

i=l 
a· . , , 6 de o tra forma 

n 
tr. M(~) = I el;i 

i=1 

Se sigue de la definici6n anterior que: 

tr.A = tr. M(~ ) = tr. q, • 

* Nota: Observando que el· . = <e· 1<I>(e.» 
1 J J , 

* * <e·I~(e.» = e.(q,(e.» 
J 1 J 1 

ya que 

se puede ~scribir la traza de • como: 

n 
tr. ~ = ¿ 

;=1 
* 

* <e·I$(e.» , 
J 1 

donde 

e j e s 1 a b a s e d ua 1 a s o c i a d a a los e i . 

7.3 Dualidad de L(E,F) y L(F,E). 

Definici6n 7.3.1. 

Sean E,F dos espacios vectoriales, se define L (E, F) como el 

conjunto de las aplicaciones lineales de E en F. Similarmente 

se define L(E, F}. 
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Con ayuda del operador tr. definiremos un producto escalar 

en L(E, F) Y L(F, E). 

Prop. 7.3.2 La aplicación <1>: L(E, F) x L(F, E) K 

es un producto escalar. 

Pa. 

(a) La función <1> es evidentemente bilineal. 

(b) Ahora asumamos que <~I~> = O para alguna aplicación ~ e L(E,F) 

fija y para toda ~ e L(F, E), mostremos que 4> = O. 

Supongamos que 4> f m, luego existe v e E tal que ~(v) 1 O. Sea 

b
1

, b
2

, .•. ,bm
o base de F tal que 

q,(v) = b1 y definamos 'i' como sigue 

'i': F -+- E 

b 1'V\r+ V 

b >V\r+O O, 
J 

j 1 1, o en ton ces 

(q,o'i'}(b 1) = b1 Y (~o~)(bj) = O, j 1 1 por definición 

<~ I~> = tr. (~o~r 

probemos que tr. (4) o'i') 1 O, lo cual conducirá a una contradicción. 
m 

.L A(b1 ,b2 ,· .. ,(4)o~)(bj)' ... ,bm) 
J=l o 

tr. (~o~)o oo . A(b 1 ,b 2 , ... ,bm) 

al expander la sumatoria tenemos que todos sus términos son nulos, 

con excepci6n del primero que es: 
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~(bl,b2, ... ,bm)' en consecuencia 

tr. (~o'!') = 1, lo cual es una contradicción. 

Luego ~ = O. 

Sirriilarmente se prueba para'!' e L(F,E) fija y para toda ~ e L{E,F). 

Así, la función definida inicialmente es un producto escalar de 

L(E,F) x L(F,E) en K. 



Capítulo II 

ESPACIOS V.ECTORIALES CON 

PRODUCTO INTERNO 

§l. EL PRODUCTO INTERNO. 

1.1 Definición de Producto Interno. 

Definición 1.1.1 

Sea E un e. v. sobre K, se llama p~od~e~o ~n~e~no en E 

una función bilineal ~: E x E -7 K 

tq~ 

(i) 4I(x,x) = O, ssi x = O 

( i i ) ~ (x,x) > O, si x f O 

(i i i) <p(x,y) = ~(y,x) 

Todo espacio vectorial donde se ha definido un producto in 

terno t, se llamará e6paeio veeto~ial e an p~6d~eto inte~no 

(e.v.p.i.). 

Notación: Emplearemos el símbolo (x 1 y) para denotar el valor 

( x ,y) . 

En lo sucesivo K será el cuerpo de los reales, a menos que 

se especifique 10 contrario. 

Terminología: Un e.v.p.i .,E, dim E = n, se llamará e6pcteio e~­

el~deo n -dimen6ional. 

38 
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Prop. 1.1.2 La función ( 1) es no degenerada. 

Pa. 

Asumamos que (xly) = 0, para ~ fijo y V Y € E. en particu-

lar para y x, luego (x i x) = O; debe ser x = O, por tanto 

Consecuencia Inmediata: de la anterior proposición se conclu-

ye que todo espacio vectorial con producto interno es dual a -

él mismo. Esto significa que un producto interno es un produ~ 

to escalar con la propiedad de simetría. 

1.2 Definición de función norma. 

La definición de un producto interno en E, induce una fun 

ción llamada no~m~, que trataremos a continuación. 

Definición 1.2.1 

Sea E un e.v. de dimensión finita (euclídeo). 

La función no~m~ en E es una función real valorada 

11 11 : J:" 
~ IR. ... 

x 'V 'V 'V'v'V 'V + II xii 
tq 

( i ) iixl l 2:. 0 ' VxeE y 1I x 11 = O ssi x = O 

(i i) 1I x+yll.5.. 11 x 11 + Ily 1I 
(ii1) 11 AX 11 = lA I 11 x 1I , para A € IR 
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Un espacio euclídeo en el cual se ha definido una función 

norma, es llamado e6pacio l ineal nOhmado. 

Prop. 1.2.2 Todo producto interno definido en un espacio vec-

tor; al E, induce una norma. 

Pa. 

Consideremos la definición: 

/l xll = ¡ (xix) 
Evidente mente satisface (i), (ii) Y (i1i) de 1.2.1. 

Si II xII = 1, ~ será llamado ve.ctoJr. unitahio, los cuales se 

coleccionan en el conjunto: 

s = {x € E : II xii =l} 

conocido como e6óe.Jr.a unitaJr.ia. 

Prop. 1.2.3 Todo producto interno en E puede expresarse en 

términos de la norma inducida. 

Pa. 

Sean x e Y.. en t:' por definición de norma tenemos: Lo , 

1I x+y 11
2 = (x+y!x+y) 

= (xix) + (y Ix) + (xly) + (y!y) 

!I x 11
2 n 

= + I ¡ y 11e: + 2 (xly) 

de donde: 

(x 1 y) = i (i I x + y 11
2 

- 11 x ¡ 12 
- II y II ) I 
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1.3 I.,jemplos de Espacios con producto i nterno. 

1.3.1 El Espacio ffin 

Definamos el conjun t o: 

y a.demás la función b i l in ea 1: 

n 
(x,y) '1 X y. 

. L 1 i ' i 
1 = .1. 

~ asf definida cumple con las cond i ciones de 1 .1.1. 

1. 3.2 El Espacio C¡- -_O,lJ . 

Definamos el conjunto 

C[O,I] = {f: [0,1] ~ 1R I i es cont in ua en [0 ,1:1} 

y además: 

J
I 

( f , 9 ) '\IV""V\I'V\J '''''' ~ f ( x ) 9 ( x ) d x 
o 

satisface las condiciones de 1.1.1. 

1.4 Ortogonalidad. 

Definición 1.4.1 

Sea E un e.v.p.i., dos vectores ~, L e E s e dice n o4~o g o -



42 

(xiy) :: O. 

Nota: la rela ción de ortogonalida d en E, es simétrica, y la 

reflexividad s e cump le solamente cuando x : y : O. 

(x. Ix.) :: O para i f j, entonces T es un sistema linealment e 
1 J 

independiente. 

Construyamos la combinación linea l con e1emen tos de T tq 

I a·X.:: O y probe mos que ajO == 0 , para todo j = l, ... ,p . 
j=l J J 

En efecto 

a .x.) == 0, como 
J J 

p 
(x . I I a. x. ) : (x· la.x.):: 

1 'j=l J J 1 11 

a.(x· lx. ) = O Y (x· lx.) '1O, entonces a. = 0, V í =1 1" "'p. 
1 1 1 1 '1 1 

De fin i ció nI. 4 . 3 . 

Sean El Y E2 su be spac ios de E e.v .p. i., se dice que son 

o~togonaie~ ss; para t odo (x,y) € El x E2 se tiene que 

(xly) : O 

Notación. Para anotar la ortogo nalidad de do s subes pac ios 

El Y E2 , escribiremos 

El 1 E2 

BI~LlOTECA Cf NTRAL \ 
UNIVE~SID". DE EL 5 "'l."'"DO 
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10 cual se leerá !lE 1 ortogonal a E2", de igual manera, x 1 y 

significará que II~ es ortogona l a yl' . 

1.5 Desigualdad de Schwarz. 

p)~op. 1.5.1 Sea E, e.v.p.i. Para~ , Y- E E se cumple: 

I(x t y) 1 .:. llxll Ilyll 

Pa. 

Caso l . Si ~, y son 1.d. entonces existe A f O tq x = Ay 

1 uego 

(xly) = (Ayly) = A(yly) =>-11 yl12 = A I! yll Ily 11 

= !I A YlI 1I y 11 = 11 x 11 11 y 11 

e a s o 2. S; ~, y por 1. i. en ton c e s 'JI A e JR, w = x + Ay '1 O 

Luego 

(wlw) = (x+ Aylx+ AY) 

= II xI1 2 
+2A(x l y) + A

2 Ily 11 2 

haciendo A tenemos: 

o < 
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De la anterior desigualdad de Schwarz se deduce con fac;-

lidad que 

Esto implica que existe e e [o,n] tq cos El = (xly) 
I1 x 11 lIy 11 

Terminologfa: El es denomin~do ~ngulo entre los vectores ~ e y. 

Nota: La simetrfa del produ c to interno permite afirmar que! 

es el ángulo entre 'L y x. 

Si x 1 y se sigue de inmediato que e = n 
2' 

Prop. 1.5.2 Teorema de los Cosenos. 

Sea E e.v . p.i . y~, y € E. Entonces se cump1e: 

Pa. 

Para ~ L € E se tiene: 

2 
1I x-yl l = (x-y lx-y) 

Esto es : 

11 x_y I1 2= (xix) - (xly) - (ylx) + (yly) 

= 11 x l1
2 

+ 11 YI1 2 
-2 (xly) 

pero (xly) = 11 xii 11 y 11 cos e • de donde se sigue el teorema. 
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Consideremos ahora el caso donde x e y son l.d.,i . e . 

x = AY, A t O, en tonces 

2 r 1, A > O (x I ~) A II~II =_A_ = cos e = = 

11 xlllly 11 lA 1 IIyl!2 lA I 1 -1, A < O 

{o, si A > O 
de donde e -

n, si A < O 

Así la proposición anterior se expresa: 

r 11 x 11 2 
+ IIYI12 - ~ Ixll lIy li. 

I1 x-y 1I 2 = i 
l"x 112 + liYil

2 
+ 2! 1~IIIYI!, 

si A > O 

si A < O 

Fin a 1 me n t e s i x 1 y, c o s e e s e e ro, de don d e 8 = ~ , por loe u al 

F6rmula de l ya conocido Te oft ema de Pltagofta~. 

1.6 Desigualdad triangular. 

De la desigua ldad de Sc hwarz se deduce: 

11 x + Yll2 = IIx¡¡2 + 2{xly) + lIyl12 

1I x + yl12 ~ 1I x 11 2 
+ 211xl i lIyll + 11Y112 

~ (lIxll + IIYII )2 
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por 10 cual 

1I x + y II .5. ¡Ix 11 + 11 y I1 

Qué es la llamada deJ~g~aidad t~~ang~~a~. 

Prop. 1.6.1 

IIx+yll = Ilxll + lIyll ss; ~ e y. son l.d . 

(a) => 

Sea Ilx + y ! I = 1\ x 11 + 11 y 11 ' entonces 1I x + yll 2 = (11 x I1 + 1I y 1 i ) 2 = 

IIx1l 2 +llY11 2 +2I1xllllvl l, como !Ix + .Yi!2::: IIxl1 2 
+ IIYll2 + 2(xly), se tie 

ne: 

así 

(xly) = Ilx 11 lIy 11 

(b) <= 

Si Y = AX, X t 0, entonces 

11 x+ A xII::: 11 x ( A + 1) II = I A + 1 i !Ix 11::: I A 1 11 x 11 + 11 x 11 
::: I! AX 11 + 11 x 11 ::: 11 y II + 11 x 11 

1.7 ' Teorema de Riesz. 

Conside remos el espacio E. e.v.p.i., de dimensión finita .!l, 

y L(E), el espacio de funcionales lineales de E, probaremos que 

E y L(E) son duales respecto a un producto escalar. 
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Prop. 1.7.1 E Y LlE) son duales respecto a 

cp : L(E) x E ~ IR 

(f ~ x) ''6VV\.t 'V'V -1- f (x } 

Pa. 

ti) Obviamente ~ es no -de generad a , ya que si f(x) = 0, VxeE, 

f es idénticamente nula. 

(i;) ~ es bilineal: 

~(~l f I + ~2 f 2 ,xl = (~lfl +, ~2f2l (x) 

i\l f l(x} + "2f2 (x) 

= Al <p ( f l'X) + A 2 4> (f 2 ' x ) 

Prop . 1.7.2 Sea i € L(E), entonces para todo x € E Y a € E, -

existe un isomorfismo lineal de E sobre L(E ) tq 

Pa. 

f (x) = (a lx) 
a 

Defin amos P por: 

p : E ---+~ L(E) 

f . E a . ---+> JR 

X '\S'V'V'V'" -7 ( a Ix) 

Probemos que .e.. es isomorfismo lineal. 
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(a) Linea1idad. 

Sean ~, ~ € E, entonce s 

f(a+b)(X) = fa+b(x) = la + b ¡ x} = Ca!x) + (b !x ) 

l.J x e E = fa(x) + fb(x) 

- (fa + fb)(x), f (a + b) = f (a) + f lb ) 

Sea A € m y ~ € E, entonces 

fAa(x) = (~alx) = A(a! x} 

= Afa{x) = Afa(x) 

(b) Inyectividad. 

Sean fa' fb € L lE) tq fa 

fa(x) = fb(x), y x € E, luego 

(a Ix) = (b ! x) 

(a-b!x)= O 

en particular x = a - b, así: 

(a-bla-b) = O 

de donde a - b = O Y a = b . 

(e) Sobreyectividad. 

= 

f(i\a) = Afea) 

fb' Entonces 

Dado que E es dual a él mismo respecto al producto inter­

no, se sigue que f es sobre si dim E = dim L(E) = n lo cual ha 

sido demostrado en el Capítulo Preliminar. 
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§2. BASES O RTO NORr~ALES . 

2.1 Definición de Bases Ortonormales. 

Sea E , e.v. p .;. con dimensión .!l y (x í ); = 1. . . n una base 

de E, derivemos del prod ucto i nterno (i) la matriz (9;j)nxn -

como sigue: 

(x 1 !x1 ) { ' " ( x1 Ixn ) 

1 
\X 1 1X 2 1 . 

(9;j)nxn = 

J 
(x n !x 1 ) ( x n lx 2) . . . (xn!x n ) 

Comentario. Dado que (x; !x j ) = (xj!x;), la matriz (9ij)nxn es 

simétrica, ya que (9;j)nxn = (9 j ;)n xn. Sean los vectores x e :L 

tq : 

n 
x = I 

;=1 

Entonces: 

a ·X . 
1 1 

n 

n 
y = I 

;= 1 

= (I aiX i i = 1 

s· X . 
1 1 

n 

I 
j=l 

8 . x . ) 
J J 



n 
= . I 

, = 1 
j=l 

n 
= I 

i=l 
j=l 

~ · B·(x·lx . ) 
1 J 1 J 

a· B . g .. = 
1 J lJ 
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n 

I g .. a · S · 
;=1 1 J 1 J 

j=l 

Así el producto interno de ~ e ~ puede escribirse como una for 

ma bilineal con los elementos (9ij)nxn' 

Definición 2.1.1 

Sea E, e.v.p.i. y (x
i
)i=l, ... , n una base de E, se dice que tal 

base es o4~ono~m«l ss; 

(x· l x.) = 
1 J 

Consecuencias. 

{

l' s; i - j 

O, si - i 1 j 

ó .. 
1 J 

el' Siendo (x ) una base ortonormal, tenemos que i i=1. .. n 

n 
(xly) = 1 CL i Bi ;=1 

c2 • Si es el caso que x = y 

( x Ix) :: 11 x 112 
= 

n 
I 

; = 1 

2 
a· 

1 



C..,. 
;:¡ 

Si hacemos y = x. ) 
1 

n 
(x i x;) =( ¿ 

j=l 

para = 1,2 , ... ,n tendremos : 

a.x . lx . ) = 
J J I 1 

a· , 
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Notación. Denotaremos por Bj al ángulo formado por el vector x 

y el vector de la base , xj ' para j = 1,2, .. . ,n 

e o m o (x 1 y) = I1 x 1I 11 y Il e o s (l' . en ton e e s 

cos e . = (x 1 Xj) 

!I x ii Ilx jll 

cos 

J 

a' e . = --.:::J.. 
J 11 xii 

= 
(x 1 x . ) 
--~ = con x 1 O 

I1 x 11 

Si IIxll = L la igualdad anterior se reduce a 

De esta manera hemos probado la proposición siguiente: 

Prop. 2.1.2 Los componentes de un vector unitario de E, rela­

tivo a una base ortonormal , son iguales al coseno del ángulo ej' 

2.2 Proceso de Ortogonalizaci6n de Schmidt. 

En esta parte mostraremos que en todo E, e.v.p .i. de dimen 

sión finita, siempre puede ser construida una base ortogonal, y 

de hecho ortonormal. mediante un proceso algorítmico conocido -
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como Gramm-$chmidt. 

En efecto, sea (a1)i =1, ... , n una base arbitr aria de E y 

construyamos (b')'-l una base nueva de manera tal que sus 
1 1- •.• n 

vectores sean mutuamente ortogonales: 

(;) Hagamos 

b1 = al 

y definamos 

b2 = a2 + Al b1 

de forma tal que Al sea un escalar a de te rmin ar, exigiendo que 

bl 1 b2 ' entonces: 

(b1!b Z) = O 

(b 1 !b 2 ) = (b 1 !a 2 + A1b 1 ) 

= (b 1 !a 2 ) + Al (b1!b 1 ) 

= (b1Ia z) '1 !,2 + Al 1. b1 I 

luego (b 1 !a 2 ) + Al 11 b '1 2 
1 l' 

::: O, de donde 

A -
( b1 Ia 2) (a1 Ia2 ) 

- -1 -
11 b 11 ¡2 11 a 11 2 

I l' 

Como al' a2 son l. i., entonc es b2 ~ o. 

De ahí que: 



(;i) Para obtener b3 , escr ibamos : 

y determinemos Al y A2 por medio de las s i guien t e s cond i ciones: 

se obtiene que: 

(1;i) Sucesivamente el vector b i +
1 

puede e~presarse como: 

í 
I 

j=:l 
A • b . 

J J 

y los í\j' de j = 1, ... , i , s e de te rm in a r á n por 1 a s con die ion e s 

b1 1 b i +1 , b2 1 b i +1 , . .. ,b; 1 bi+l~ con 10 cua l resulta que 

A. - -. J 
(a j +1 Ib j ) 

11 b jll2 
con j = 1. .. i 

Si tenemos una base eb;)i=l . . . n' ortogonal, podemos definir 

con lo cual (e . ) '-1 es un a base ort o no}~mal de E. 
1 1- •.•• ,n , 
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2.3 Complemento Ortogona l . 

Sea E, e.v.p.i. de dimensió n fini t a y El subespacio de E, 

llamaremos eomptemento o ~tog o n~t de El al conjunto: 

1 
El = {x € E 

Pro p. 2. 3.1 Sea E e.v.p.i. dimensión finita y E. subespacio de 
.1. 

E, entonces se cumple 

Pa. 

(i) E± es subespacio de E. 

un Ei n El = (O) 

.1 
(i) Sean~,:LE El Y. Al' /\2 e1R, V Z e El' 

zl x y 21 y, en ton e e s . A 1 x 1 Z y A 2 Y 1 z y 

I 

(~lx + ~2y)1z, por tanto ( A1x+ A2Y ) e Et· 

1 
(ii) Sea x E El () El~ entonces ~ € El ' Xe El ' luego 

xIZ, Vz e El' y como x e st~ en El ' en particular para 

z = x, x 1 x, en consecuencia x = o. 

Escojamos una base ortonormal (yi) i =l .. . P de El y sea YeE l , 

de manera que 

Sea ~€ E, tq 

y = I a.y ­
i = 1 ' 1 

z = x-y, con x € E, :L € El 
BI¡¡LlOTECA C ENT" AL , 

UNlYEfltStD4D Di: EL aALV •• O" 
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Entonces 

p 

=(x- ¿ a .y· ly .·) 
i=l 1 1 1 J 

p 

== (X I y .) - I \1, . (y . I y . ) 
J i=1 1 1 J 

Si ~ fuera ortogonal a El' entonces z € 
1 El ' por 10 cual 

(zlY j ) = 0, para j = l , . .. ,p, de ahl que: 

(xl y
j ) ::: (lj 

Así el vector x € E puede descomponerse en la suma: 

x == y + z, y € El' z € E~ 

Al vector ~ le llamaremos p4oyeeei6n o4~oganal de x en El' 

Corolari o 2.3.2 

Pa. 

Como dim E = n, entonces dim E == dim El + dim E1, y como 

Pro p. 2.3.3 

1 
= (O), se deduce que E es la suma directa de El y El' 

Sea E, e.v.p.i., la dimensión finita. entonces todo vecto r 

en E, tiene norma mayor o .igual que la norma de su proyecci6n -
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ortogona l. 

Pa. 
1 

Sea x € E tq x = y+z, con y e El y z € El' luego : 

(xj x) (y+ zl y+z) 

= (y I y) + (z 1 z) + 2(y l z) 
" 

11 yl12 + 1I z 11
2 

11 xll'~: = 

') 

l' '1 2 de donde Ilxll'-- ~ ¡YI ' por t anto 

Il xll ~ lIyll 

Comentario. La anterior de si gualdad es llamada Ve~~gu~t d~d de 

Be~ ,6e_l, la igualdad se cu mple si ~ € El ' en cuyo caso 1I zll = O. 

Terminología. 11 z 1I ser~ llamada d~~t~nc¡~ de x a E, . ... 

§3. FUNCIONE S DETERMI NAN TES NORMADAS. 

3 .1 Def inic ión de Func i 6n Determinante Normada 

Sea E e . v.p.i . de dimensión fin ita y ~o t O una función de-

terminante en E. 

Como E es dual a él mismo, tenemos que: 

con Xi' y. € E. 
J 

Tomemos una base ortonormal (e')'-l de E, y evaluemos -
1 1 - ••• n 

en e.: 
1 
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, 
a . .1. 

2 
~o (e 1 ,e 2 , ···,en ) = a 

En co ns ecuenc ia a 
+ 

€ IR , luego podemos definir una función ~ 

como 6 = 6 0 1 1 ± la ,por o cua 

Definición 3.1.1 

Se llama 6unei6n de~e~minan~e no~mada, a toda función deter-

minante ~ en E, que satis face 

Nota. De la definición 3.1.1. tenemos que en E, e.v.p.i., exis-

ten dos funciones determinantes normadas: ~ y - ~. 

3.2 Determinantes Grammianos. 

Definición 3.2.1. 

Sean xl'''' ,x p ' vectores de E, e.v.p.i. Se llama de.teltm'¿nan 

.te de Gltam al determinante: 

con i ,j de 1 en 1 hasta p. 
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Prop. 3.2.2. El determinante grammiano es no negativo i . e. 

Pa. 

Caso 1 . : xl" " ,x p son 1.d. 

Si x1, ... ,x p son l.d., entonces las columnas de la matriz 

((x·lx.)) son Ld., de donde G(x 1 , .. . ,x p ) = o. 1 J pXp 

Siendo x1 , ... ,x p l.i., generan un subespacio El de E donde-

el producto interno definido en E es satisfecho. entonces 

siendo ~1 función determinante normada en El' 

Por ser (xi);=l'" .,p base de El' ~l(xl"" ~xp) ~ O, 

luego det. ((x. l x .)) :> O. 
1 J pxp 

Prop. 3.2.3. Si P = 2, entonces s e implica la desigualdad de -

Schwarz. 

Pa. 

Para p = 2 tenemos: 

G(x,y) = det. ((x IY»)2x2 

= 1I x 1,2 I! y 11 2 - ( x I y ) 2 

22" 
G ( x • y) + (x I y ) = 11 x 11 11 y IIL 
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Como G(x,y) ~ 0, entonces 

de do nde 

< ¡I xll ¡iyl! 

§4. DUALID AD EN UN ESPACIO CON PRODUCTO INTERN O. 

4 .1 El isomorfismo T . 

* Sea E un e.v. con p.i . tq dim E = n y sea E su corres -

pondiente e . y. dua l, respecto al producto escalar <1> . 

Por 10 est udiado en el Ca pítulo Preliminar, prop. 2.2.7., 

* se sigue que exist e un i somorfismo T: E ~ E , tq 

<T(x)ly> = (xly), con ~, L € E, 

* pues E y E son ambos duales a E. 

Con la ayuda de T introduciremos un producto interno en 

* E definido por: 

* * * con x ,y € E . 

* Definamos aho ra un nuevo pro ducto escalar en E x E : 

* E x E 

* (x ,x ) '\IV" 'V 'V 'V + 

* * tq <xix> = <x Ix>. 

K 

I * <xI x > 
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Entonces se sigue la definición de T y la simetría asu-

mida que: 

Es ta relación prueba que la aplicación dual * * T : E -? E coi n-

cide con l' y así T es dual a sí misma. 

§5. FUNCIONES BILINEALES SIMETRICAS. 

5.1 funciones Bilineales y cuadráticas. 

Se sabe que el estudio del producto interno está basado 

en la s propiedades de bilinealidad, simetría y positividad, 

vamos ahora a generalizar este concepto, abordando e l estudio 

de productos internos que pueden o no cumplir, la propiedad -

<p(x,x) ~ O. 

Def inición 5.1.1. 

Sea E e.v., de dimensi6n finita y ~ € B(E,E), ~ es llama 

da -6i..méttc."¿c.a. ssi 

~ (x,y) = ~(y,x), V(x,y) € E x E. 

Con esta definición puede obtenerse una fun ción no lineal 

!, que satisface las propiedades estudiadas en §l. 

En efecto, sea <P € BeE.E) tq ~ es simétrica y definamos: 

E ----:}- IR 

X '\IVVVV\¡ -? <í> ( x , x ) 
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Prop. 5.1.2. La función bilineal t queda univocamente determi 

nada por 'JI. 

Pa. 

Al sustituir x por ~ en 5.1.1 tenemos: 

'JI(x + y) = ~(x + y, x + y) 

de donde 

= t(x,x) + 2~(x,y) + ~(Y.y) 

= o/ex) + 2 ~ (x,y) + o/(y) 

1 2 ('JI(x + y) - 'l'(x) - o/ (y)) 

Prop. 5.1.3. La función 'JI cumple 

'l' (x+y) + 'Y(x-y) = 2( IjI (x) + 'l' (y)) 

Pa. 

Reemplazando x por x-y en ~ (x) obtenemos: 

'l'(x - y) = ~(x - y , x - y) 

= ~(x,x) 2~(x,y ) + ~ (y,y) 

= 'l'(x) 2 ~ (x.y) + ljI (y) 

= 'l'(x) ( 'I' (x+y) '±' (x) 'l' (y)) + '1' (y) 

=-'I'(x+y) + 2('±'(x) + IjI (y)) 

1 u ego: 

1 'Y(x+y) + 'l'(x-y) = 2 ( 'I' (x) + 'l' (Y)) 
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Esta igualdad es llamada Ley de! Pa~aleiog~amo. 

Definición 5.1.4. 

Toda función ~ continua en E que satisface la Ley del Par~ 

lelogramo se llama 6unc~6n cuad~4tica. 

Prop. 5.1.5. Existe una biyección entre todas las funciones bi 

lineales simétricas y todas las funciones cuadráticas. 

Pa. 

Tenemos definido ~(x,x) :: ~(x)~ por lo cual a cada bilineal 

simétrica le corresponde una cuadrática. 

Recíprocamente, sea ~ una función cuadrática, como la ley -

del Paralelogramo se cumple para cualquier x € E, en parti­

cular se cumple para: x = y = o. 

IJI(O) + 'feO) :: 2l'flO) + 'feO)) 

2'f(0) = 4'1'eO) 

por lo cual 'feo) = o 

Ademas haciendo x = 0, tenemos: 

!(y) + ,(-y) = 2('t'(0) + 'f(y)) 

luego ~ (y) = ,(-y), por lo que 'f es funci6n par. 

Definamos ~ por la siguiente regla de correspondencia: 

~(x.y) = t ('f(x+y) - o/(x) - o/ (y)) 

tq t(x,x) = 'f(x). 
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Verifiquemos que ~ asf definida es simétrica y bilineal. 

(i) Simetría. 

~(x.y) = ~ ( ~(x+y) - ~(x ) - ~(y)) 

1 
= 2" (\ji (y+x) IJI (y) IJI ( x ) ) 

= ~(y,x) 

(ii) Bilinealidad. 

Se tiene: 

2 ~(x 1 ,y) ::o IV ( X 1 + y) - 'l' ( xl) - ~ (y ) 

2~(x2'Y) = ~(x2+Y) - ~ (x2) - ljI(y) 

de donde: 

2(~(Xl+X2'Y) - Q> (xl'Y) - <p(x2 ,y))= 't' (x
1

+x2+y) .. l¡t(x
1
+x

2
) - lf( X

1
+Y) + 'l'(x 1) 

+ ~ (x2) - lJI(x2+y) + ,(y) 

= (\ji (xtx2+Y)+'i/ (Y) )-( IJI (x
1
+y)+'l:' (x2+y)) 

- ('l:'(x1+x2) - 0/ (x 1) - 'l:' (x
2

)) 

Probemos que la suma del lado derecho es cero , i .e. 

Aplicando la ley del Paralelogramo obtenemos: 
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y 

Sustrayendo: 

pe ro 

Por tanto 

de donde 

Solamente falta probar que ~(AX,y ) = A~ (x,y), para todo 

A € :IR. 

Hagamos xl = x y X2 = - x, entonces 

t(x-x,y) = ~(x,y) + Q(-X,Y) 

de donde 

~ (-x,y) = - ~(x.y) 

+ Sea k € Z • entonces 

~ (kx,y) = ~(x+ .. . +x,y) 
\. # 

k- ve"rc es 

= ~(x,y)+ .. . +Q(x,y) 
-k-v"eces 

= kqí (x,y) 
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Como se ha probado para k - - 1, vale para todo t € Z. 

Cons ideremos ahora A= R . con p, q E Z, a! f O. entonces: q 

q<!>{% x,y) = <l>(px. y) 

== p ~ (x,y) 

dividiendo entre q tenemos: 

~ (~ x,y) = * ~ (x,y) 
Ahora sea ( A ) N una sucesión racional, convergente en n n€ 

A€Q' i.e. 11m (~n) :: A. Como ~ es continua, tambiªn 10 será 
n-+<xJo 

~, de ahí que~ 

en el límite es igual a 

~(AX. Y ) :: A ~(X, y) . 

.. 
Notación : Si no hay ambiguedad escribiremos ~(x,x) por <l>(x). 

5.2 f ormas Bilineales y Formas Cuadráticas. 

Asumamos una base de E. (X')'_1 , y consideremos 
1 1 - ¿ , • • • ,n 

n n 
x = I 

i :: 1 
8 · X· , 

1 1 
y = L B~x . 

J J j=l 

entonces una función bilineal simétrica w puede expresarse como 

f orma bilineal: 
n n 

<l>( x,Y):: <lllI Bi Xi , I 
1=1 j=l 

n 

f3 '. x . ) 
J J 

= I S · S '. q,( x . ,x.) 
i=l 1 J 1 J 
j=l 



llamando a .. 
1 J 

:::: <i' ( x. ,x . ) ~ ten emos 
1 J 

n 
4l(X,y) :::: 1 el . . 

1 J s · S· 
1 J i = 1 

j=l 
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La matriz (a .. ) es simétrica , ya que q¡(x.,x.) ::: rp (X.,X . ). 
lJ nxn 1 J J 1 

La correspond ien te f orm a c ua drátic a se obtiene reemplaza~ 

do x por y en ~ (x,y): 

n 
4l(x,x) = <t>{x):::: )' a - · S · B· 

• '-t 1 1J 1 J 
1 , J= 

5.3 Definitud de funciones bilineales simétricas. 

En este apartado trataremos del s i gno algebráico del esea 

lar q¡(x). 

Definición 5.3.1. 

Sea ~ € B(E,E), s i m~trica. Se dice que t es de6inida po­

~ itA.~ vas i <I> ( x) > O, V x ¡. O. 

Consecuencia: ~ es no degenerada. 

Prop. 5.3.2. Toda función tP bilineal simétrica definida posi­

ti va. cumple la desigualdad de Schwartz i .e. 

~(x,y)2 < t (x) ~(y) 

Pa. 

Ver proposición 1.5.1. 
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Definición 5.3.3. 

Si ~(x) ~ O, V X € E, pero ~(x) ~ O. para algún x t 0, 

~ se llama ~emide6inida po~itiva. 

Nota: Si ~ es semidefinida positiva la Prop. 5.3.2. es válida, 

pero la igualdad puede darse sin que los vectores ~ e y sean 

1. d. 

Consecuencia: ~ semi-definida positiva es degenerada. 

Pa. 

Sea x o 1 O tq ~(xo) : O. entonces 

2 
~(xo,Y) < ~(xo) ~(y) = O 

2 
~(xo,Y) = 0, V Y e E 

De similar manera se define las funciones bilineales simé-

tri c a s de. 6..¿ nida.6 ne.g a.ti va.6 y .6 e.m,,¿ - de. 6..¿ n..¿da.6 n e. 9 a.:t.( v al.) . 

Para concluir damos la siguiente definición: 

Definición 5.3.4. 

Si ~(x) .asume valores positivos y negativos en m, se dice 

que ~ es inde.6"¿n..¿da. 



Capítulo 111 

APLICACIONES LINEJ.~LES EN 
ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO 

11. LA APLICACION ADJUNTA. 

1.1 Definición de aplicación adjunta. 

Consideremos E Y F e.v.p.i., de dimensión finita ~ y m res -

* * pectivamente y ~: E + F, aplicación lineal. Sí E Y F son dos -

espacios duales de E y F respectivamente, entonces 9 induce la a~ · 

* * * plicación dual ~ : F + E . 

* En consecuencia de los productos escalares definidos en E xE 

* * y F xF, podemos afirmar que 4> y. están relacionados ~or 

* * * <q, (y )Ix> = <Y ¡4>(x» 

* * pa ra ~ € E, Y.... € F • 

Como E Y F son duales a ellos mismos, respecto al producto -

interno, la anterior relación queda expresada así: 

* (4) (y)lx) = (yl.(x)) 

para ~€ E;'L€ F. 

Definición 1.1.l. 

Sea. e Hom (E,F), se llama aplicac~6n adjunta de .~ a la -

68 
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* aplicación ~ € Hom (F,E) tq. 

* (YI~(x» = (~ (y)lx), x e E, y e F. 

Notación: Representaremos a la adjunta de ~ como ~, con esto: 

(y I ~ (x » .. (~(y) Ix) 

De esta manera, para cada ~ € Hom (E,F), existe una y solo 
~ 

una ~ e Hom (F,E) determinada por ~, por 10 cual podemos definir 

entre los espacios Hom (E,F) y Hom (F,E) una aplicación: 

.--': Hom (E,F) -------+-~ Hom ' ( F ,E) 

Prop. 1.1.2 . 

Pa. 

(a) 

(b) 

• es un operador lineal de Hom (E,F) en Hom (F,E) 

(a) Se sigue de la definici6n y de las propiedades del pro -

ducto interno que 

( i ) 

(i i) 

,... ~ 

(~+'t)=~+1f 
.---' 
(A~)::i IAI $, A e K 

(b) • y $ están relacionados por 

(~(y)lxi = (yl;(x)) 

Además 

(.(x)ly) = (xl~(y» = (~(Y)lx) 
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luego 
-

(,(X)!y) = (yl$(x» = (~(x)ly) 
por tanto 

, (x) = $ (X), ;,¡ x e E 

-Prop. 1.1.3. Los subespacios de F, 1m , y Ker , son ortogonal -

mente suplementarios. 

- 1 Probaremos que 1m , = (Ker $) , para tal efecto bastaráverifi 

""car que: Ker "$lIm ,: 

~ra cualquier par de vectores :t e Ker'- ¡ y ,(x) € 1m " 

tenemos que":" 

por lo tanto 

Ke r ~ 1 I m 4> 

Así _ 1" 
(Ker ,) = 1m 4> 

Consecuencia: Siendo F de dimensión finita: 

F = 1 m , (!) Ke r ;p 

-1. 2 Relación entre las matrices asociadas a p y p. 

Sean las bases (x i )i=1 ... n y (Yj)j=l ... m de E y F respecti 

-vamente, consideremos además las matrices A y A asociadas a 4> y 

~ definid"as por 
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= i = 1. .. n 

~(Yj) = 
n 
L aJo t 

t= 1 
X t ' j=1. . . m 

Sustituyend~ ~ por xi e y por Yj en la definición 1.1.1 tenemos: 

llamando: 

entonces 

expresando 

m n 
( ¿ aik YklYj) = (xi I L ~jtXt) . k= 1 t=l 

m n 
;jt(Xi Ix t ) ¿ aik(YkIYj) = 1: 

k=l t=l 

G = (git)nxn tq git = (xilx t ) 

H = (hjk)mxm tq h j k = (Yj!Yk) 

m n 
1: aik hkj = I a jt gti k=1 t= 1 

la anterior relación como producto de matrices 

(aik)nxm (hkj)mxm = (~jt)mxn (9ti)nxn 

(Yij)nxm = (~ji)mxn 

(Yij)~xn = (~ji)mxn 

tenemos 
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10 que es 10 mismo: 

= 

= 

en tO'nces 

Asumiendo que las bases de E y F son ortonormales se tiene -

que: 

Así G = 1 = H, de donde 

1.3 La aplicación lineal adjunta. 

En este apartado haremos l a consideración de tomar E = F. 

Si ~ e End(E), por 10 estudiado se sabe que existe ~ e End(E), 
-como ~ es la aplicación dual de ~ respecto a un producto interno, 

se sigue que 
-det. ~ = det. <p 

por 10 cual 
-tr. 4l = tr. 4> 
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Prop. 1.3.1. Sean., ~ € End(E), entonces 

r----' 

(xII (<jl o'P){x 2 ») = (4> 0 't')(x 1 ) ¡x2 ) 

= (tp('i'(x 1 ) I x2) 

= ('lI(xl)I~(x2» 

= (x 11 ~ (~(x2») 

= (xII (~o~)(x2») 

Corolario 1.3.2. Si M(.) = A Y M(~) = B relativas a bases orto-

normales, entonces 

T -. Se sigue de la proposición anterior y del hecho que A = A. 

Prap. 1.3.3. Si dos vectores propios de 4> y <jl cuyos valores prQ 

pios son diferentes entonces son ortogonales. 

-Sean e y e vectores propios de 4> y 4> respectivamente, entonces 

haciendo 

TE:C~ CENTR~L 
BIBLlO EL. S"'LV"'OO'" 

UNIVE. .. SIDAD DE . 
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lq¡le}le) :::: A(ele} 

(el~(e).) :::: ~(ele) 

pero 

(cj>(e)!e) = (e !$ (e» 

de donde 

(A-~) (ele) = o 
-como A t A, se tiene e 1 e. 

1.4 La r&latión entre apli ' tatione~ lineal&~ j ' a~licacion~s bili­
neales. 

Sean q, € End(E) y ~: E x E ----+lR tq 

~(x,y) :: (cj>(x)!y). 

Destacaremos que existe una correspondencia ' entre <p y ~ que 

definiremos como: 

p : End(E) ---+-~ B(E) 

Probaremos que p es un isomorfismo l 'ineal de End(E) sobre 

B (E) • 

Prop. 1.4.1. La aplicación p es un isomorfismo lineal. 

i) p es lineal. 

Siendo End(E) y B(E) e.v., se tiene que para 1/>1,$2 € End(E), 
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~1 + 4> 2 € End(E) y para ~1' ~ 2 € B(E) , también 4>1 + ~2 € B(E) 

Sean ~1 y ~2 e En d(E) tq 

P(~l) = ~1 : E x E ) m 
( x , y ) 'vVV'v'VVv + ( 4> 1 (x) I y ) 

y 

----+--+ IR 

Entonces 

pero 

en consecuencia 

~ = ~1 + ~ 2 

Por tanto 

P(4)l + 4>2) = p (<1> 1) + P(4)2) 

Similarmente se prueba que 

p(;>..4» = A ~ = Ap ( 4) ) , 

ií) P es inyectiva. 

Sean ~1 Y 4>2 € B(E) tq. ~1 = ~2' esto es 

~l(x,y) = ~2( x,y) , V(x,y) e E x E. 



76 

Entonces 

~l(x,y) = ( 4) 1 (x) Iy)· 

y 

<I>2(x.y) ( ~ 2(x)ly) 

luego 

( 4)l (x) ly) ::: ( q¡ z(x)ly) 

( </> 1 (x) - <P2 (x) Iy) = O 

de donde 

<l>l(x) ::: 4>2(x) V x e E. 

Así 4> ::: 
1 <1>2 

iii) P es sobreyectiva. 

Sea ~ e B(E) y escojamos x € E, vector fijo, consideremos 

además 

E ---+) IK 

aplicando el teorema de Riesz tenemos 

donde Xl está determinado por ~ 

Definamos </> € End(E) tq. 

el> : E ~ E 
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Entonces 

~(x,Y) = (x1IY) 

= (4)(x) Iy) 

Por tanto para cada ~ e B(E), existe 4> e End(E) tq. 

1.5 Aplicaciones normales. 

Definimos una aplicación normal como sigue: 

Definición 1.5.1. 

Sea 4> e End(E)~ 4> es llamado apl~cac~6n no~mal si 

La definición ofrecida es equivalente a: 

(4)(X) 14>(Y» = ($(x)I~(Y» 

En efecto 

((~o<p) (x) Iy) = ( ~ ( cj> ( x »1 y ) 

= (cp(x}I4>(Y» 

y además 

(( 4>0 ~ )( x) I y ) = (4)(~(x)) Iy) 

= (~(x)I~(Y» 

siendo 4> normal se cumple la igualdad. 
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Del hecho que ( <t> (x) !$ (Y)) ::: (~(x )lt (Y)) y haciendo y = x, 

podemos obtener: 

o sea que: 

-Ker q, ::: Ker <p 

Asf, podemos escribir la descom pos i ci6n ortogonal de E, 
-E = Im q, 6 Ker q" corno: 

E = r m <p (!} Ke r q, 

Sabiendo que el rango de $ es la dimenc;ón Im p, podernos 

afirmar que i es regular SS1 r(q, ) ::: dim E, i . e. que en la igual 

dad 

r(q,) + di m Ker ~ ::: dim E 

la dim Ker ~ d~be ser cero . 

Prop . 1.5.2. La igualdad E = 1m q, 6 Ker </>, implica que la res 

tricción de q, a 1m </> es regular. 

Pa. 

Sea cp 1m cp --r) 1 m <p, 1 a r e s tri e ció n de <J¡ a s u i ma gen. 

IIm cp 

asi para cua l quier y € 1m cp tq q, (x) = y, tenernos que so 

1m (cp) 

10 existe un ~ € 1m q, que satisface tal igualdad, puesto que por 

l a descompos i ción de E, éste es único. 



Consecuencia: ~n tiene el mismo rango de cp i .e. 

r(<p n ) :: r(cp) 
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Prop. 1.5.3. Si <p es normal, el> y cp poseen los mismos vectores 

propios. 

Pa. 

~' 

Probemos en principio qUe si el> es normal, entonces lo seri 

también <p - Al: 

Sea <p Y ~ su aplicación adjunta y consideremos que <p es nor 

mal, probemos que 

(cp-Ai)o(~-Ai) ::: (~-Ai) o (cp-/..i) 

aplicando la composición del miembro izquierdo a x € E tenemos: 

((ep-Ai)o(;-Ai»{x) 

::: <p((~-Ai) (x) )-Ai ((~-Ai) (x» 

::: <p(~(X»-A<P(X)-A~(X)+A2x 

::: ~(<p(x))-~(Ai(x)-A(<P(X)-Ai(x) 

::: ~(<p(x)-Ai (x) )-A(cp(X)-Ai (x» 

::: (~-Ai) (cp-Ai) (x) 

Siendo ep- Ai normal, entonces: 

Ke r (cp - A i) ::: Ke r (cp - A i ) 

así, todo vector propio de ~ lo será de cp y viceversa. 

Resultado: Si dos vectores propios de una transformación nor­

mal <1>, tienen valores propios diferentes, entonces son ortogon~ 

les. 
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Sea ~ € End(E) y consideremos la descomposición ortogonal 

donde cada Ei es un subespacio estable por ~ , denotemos por ~i 

la restricción de ~ a E;. 

Con estas consideraciones probaremos la siguiente proposi 

ción. 

Prop. 1.5.4. ~ es normal ss; los subespacios E. son estables 
1 

bajo ~i Y cada $; es normal. 

Pa. 

(i) Asumamos que ~ es normal y probemos que los E; son es­

tables bajo $i y que $; es normal. 

En efecto, sea $ normal y Xi € E;, elemento cualquiera, 

entonces para cada x j en Ej con í ; j tenemos 

siendo que Xi € E; Y ~(Xj) € Ej , se deduce de la igual 

dad anterior que ~(xi) € E;,~ Xi € Ei , de donde 

o/.(E.) € E., siendo ~l' la restricción de ~ a E .. 
1 1 1 1 

normalidad de ~i : 
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(1;) Conversamente, asumamos Ei estable bajo ~i y ~i' normal, entonces p~ 

ra cada 'x € E puede escribirse como: 

n 
x:: I x . 

i:: 1 1 
con x , e E. 

1 1 

Nuevamente verifiquemos que 114>(x)11 2 
= 11<t>(x}I¡2 

n - 2 ¿ 114>,' (x . )11 . 1 1 1 :: 

Así ~ es normal. 

§2. LA APLICACION AUTOADJUNTA. 

2.1 Definición de aplicaciones autoadjuntas. 

Definición 2~1.1. 

~ 

Sea. e End(E), se dice que ~ es ~utoadiunt4 si ~ = ~-

La definición anterior es equiva1ente a 

(q,(x) I y) = (x t y), para (x,y)eE 2 

' Como resultado de esta definición se tiene la s iguiente -

proposición, que ayudará a su vez a res01ver e1 problema de los 

valores característicos de q,_ 
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Prop. 2.1.2. Si ~ € End(E) es autoadjunta y F e E ~s subespa­

cio estable, entonces F1 es también estable. 

Pa. 

Sea ~ e F1 , entonces para cualquiel~ L € F tenemos 

(lj>(z)ly) = (zlq¡(y)) = 0, de donde cp(z) € F1 

Nota: Sea M(~) :: A y M(~) = A sabiendo que A = AT, para bases 

ortonormales, si ~ = ~) entonces A :: AT l.e. que A es simétrica. 

Prop.2.1.3. Si E e.v .p .i. de dimensión D. , y cp endomorfismoautoad 

junto, entonces ~ tiene I!. vectores propios que son mutuamente -

ortogonales. 

Pa. 

Definamos la aplicación 

F : E - {O} )- E 

(x l$(x ) 
(xix) 

Es evidente que F es continua en cada x t O por ser cociente 

de funciones continuas. 

Además 

F( AX) :: 

todo A :f O. 

:: (x~t(x) ) :: F(x), para 
xix) 
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Esto significa que F es homogénea de grado O. 

Apliquemos ahora la función F a elementos de la esfera uní 

taria S = {x € E: II xli = l} , por ser S un subconjunto de E, c e ­

rrado y acotado, F asume un valor mínimo en S. 

Sea e e S tq, F(e
1

) es el valor mínimo de F en S, esto es 

A partir de la propiedad de homogeneidad grado 0, se dedu­

ce que F(e 1) es el valor mínimo de F en E. 

En efecto: Sea x t O un vector en E y ~ su respectivo vector -

unitario tq x = Ilxlle. entonces 

F ( x) = F (1 ¡ x Ile) = F ( e) > F ( el) 

por ser F(e 1} el valor mínimo en S. 

Probemos que el es un vector propio de $. 

S e a Y.. e E y f: lR---+-+ E - { O } 

Si t = O tendremos f(O) = F(e l .) y como F' (el) = O, entonces de­

be ser fl (O) = O. 

Por definición de f tenemos para t e ffi: 



f(t) = F (e 1 + ty) 

:: 
( e 1 + ty 1 4> ( e 1 + ty ) 

(e 1+tyle 1+ty) 

( e 1 + ty) I <p ( el) + t 4> (y) ) 
= (e 1+tyle 1+ty) 

? 

~ 

(ell<p(el))+t(ell<p(y))+t(yl~(el))+t-(yl~(y)) 

(ellel)+t(elly)+t(ylel}+t2(yly) 

f(t) :: 
(ell<p(el»+2t(ell$(y»+t2(yl<p(y) 

1+2t (e1ly) + t2(y!y) 

derivando f en t :: O tenemos: 

igualando a O tenemos 

de donde 

<p(e 1) (e11<p(e1»e1:: O 

<p(e 1 ) :: (e1!<p(e1)e 1 

<p(e 1 ) :: Ale l 
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de donde Al es el correspondiente valor propio del vector propio 

En S hay rr vectores unitarios linealmente independientes -

por 10 que existen el,e2, ... ~en' vectores ~ropios de <p tq 
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e·le· siifJ. 
1 J 

2.2 ' Representación en forma diagonal. 

Cualquier vector propio de ~ puede ser construido fácilmen 

te encontrando un sistema de n vectores propios ortogonales. 

En efecto, c~nsideremos el subespacio de dimensión 1, (el) 

generado por el' desde que ~ es autoadjunta, siendo (el) estable, 

lo será también su complemento ortogonal El' obviamente la res -

tricción de ~ a El será autoadjunta y por tanto esta construcción 

puede aplicarse a El' Entonces existe un vector e26 El tq 

Continuando ' de esta manera obtenemos un sistema de ~-vecto-

res propios e i , i=l, ... ,n tq 

(e·le . ) = 15 .. 
1 J 1J 

El conjunto de tales vectores propios forma una base orto -

norma1 de E. 

En esta base, ~ tiene la forma: 

q¡(e
1
,) = A.e. 

1 1 

siendo" Ai el valor propi,o asociado a e i , esto es que la matriz de 

una transformación autoadjunta tiene forma diagonal si los vecto 

res propios son usados como base i .e. 
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Al 
O 

1. 2 

M(4)) = 

O 
Al) 

2.3 El espacio de vectores propios. 

Definición 2.3.1. 

Seal un valor propio de q" se define como -e..ó-pa.c.-i..o" pJr.op-i..o 

correspondiente a A: 

E{A) = {x € E : 4>(x) = AX } 

Prop. 2.3.2. Si 4> es autoadjunta, y A ~ Al ' entonces E(A)l E(A1) 

Pa. 

S e a n e , € E( A ), e 1 € E ( " 1 ). por 1 o tan t o 

1 uego 

q,(e) = Ae 

(e¡q,(e 1 » = (eIAl e l) = AI(ele l ) 

(4)(e)!e 1 ) = ( Aele l ) = A(e/e l ) 

como 4> es autoadjunta 

Al (eje l ) = A( e le l ) 
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aSl 

Consecuencia inmediata del teorema anterior es que, si 

(A')'-l son los diferentes valores propios de ~, se ten-
11- , ..• ,r 

drá 

por consiguiente, como todo vector x e E puede escribirse en -

términos de una combinación lineal de vectores propios de ~, -

entonces t enemos que 

Sea ~.i la restricción de </> a E(Ai), entonces para X€E(Ai)' 

tenemos 

El po1inomio característico de $. está expresado por 
1 

k . 
) 1 . -1 JI. ~ 1- , .•. ,r 

En efecto, si M(~i) es la matriz relativa a la base forma-

da por los vectores propios de </>i' se tiene que 

A . 
1 

o 

o 
A • 

1 t. x k. 
1 1 
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1uego 

)... . 
1 

- A ) 

O r 
~1(~i) - Al = I 

f 
O A.. -A 

1 

\, k. x k. 
1 1 

de ahí que 

deL (M(<Pi) - Al) = 
así 

Se sigue entonces que 

k . 
) 1 

de d,onde 

( . ) \.1 

(i 1) 

1)kl" ( 1)k 
1\ ••• , "r - 1\ r 

De esta relaci6n se deducen los resultados siguientes: 

El polinomio característico de ~ tiene ~ ceros reales! si 

si cada cero i\. es considerado con su propia multiplici­, 1 

dad k.! siendo n la dimensi6n de E, 
1 

dimE(i\ . ) viene dada por la multiplicidad del cero Al' en -, 1 

el polinomio característico 
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2.4 El Polinomio característico de una matriz simªtrica. 

Prop. 2.4.1. Sea A = M(~) una matriz simªtrica de orden n rela­

tiva a una base ortonormal, entonces A posee n valores prop ios . 

Pa. 

Corno A = M(~) es una matriz simétrica relativa a una base or-

tonormal, ~ debe ser autoadjunta. y siendo 

r 
(</> -;\.) = rr (;l,. - ;..)k i 

1 . 1 1 1= 

el polinomio caracterfstico de t, el polinomio característico de 

A tiene n raíces ya que 

de t. ( </> - ;.. i) = de t. (A - ;\ 1 ) 

2.5 Vectores propios de funciones bilineales . 

Se tiene que existe una biyección entre End(E) y 8(E} tq 

~(x,y) = (</>(x)!y) 

Partiendo de esta relaci6n definiremos vectores y valores -

propios de ~. 

Sea e e E un vector propio de <1> y A su valor propio corres-

pondi~nte, entonces para cualquier l € E se tiene: 

Soponiendo que ~ es simétrica, tendremos 
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4>(X,y) = (~(x) ¡y) 

4>(Y,x) = (~(Y)lx) = (xltj>(y)) 

luego (~(x)IY) = (xl$(Y}), por 10 que ~ es autoadjunta, en cons~ 

cuencia existe un sistema ortonormal (e')'-l de vectores pr~ 
1 1 - ••• n 

pios tq <I>(e,.) = A. e·. 
1 1 

Con esto: 

4l(e.,e .) = (4)(e;)!e j ) 
1 J 

= A.(e·le.) 
1 1 J 

= A • o .. 
1 lJ 

por 10 cual~ para todo t € B(E), simétrica, existe una base orto­

normal de E~ en la cua l M(~) tiene forma diagonal: 

o 

§3. APLICACIONES ANTISIMETRICAS. 

3.1 . Definición de aplicaciones antisimétricas 

Definición 3.1.1. 

Sea ~ € End(E). Se dice que <1> es ant~~~métñ~casi ~ = - <1> 

Como resultado de 3.1.1. se tiene la relación 
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Nota: La matriz asociada a ~ antisimétrica con respecto a una 

base ortonor mal es antisimétrica, i .e. A:=. - AT 

Haciendo y = x en la relación ($(x)ly)+(xl$(Y)) = O tene-

mos 

(x!<p(x») = O 

de donde x 1 <p (x) 

Recfprocamente, si x 1 <1> (x), V X € E entonces <1> es anti-

simétrica, ya que haciendo Xl = X + Y tendremos 

(x+YI~(x+y») = O 

de donde 

(x!<p(x») + (xlq¡{y» + (yl¡p(x» + (yl<I>(Y» = O 

así 

(xl <1> (y) ) + (</>(x) Iy) = O 

De esta manera se ha prObado la siguiente proposición que 

caracteriza a los endomorfismos antisimétricos: 

Propa 3.1 . 2. <p es antisimétrico ss; x 1 <!>(x), V x € E 

Si x t O es un vector propio de ~, entonces 

(</>(x)lx) = (Axlx) = (Axlx) = O 

de donde A = O. 

Esto significa que todo vector propio de </> pertenece a Ker <p. 
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, 

Sea M($) la matriz asociada a $ relativa a una base OTto -

normal, entonces 

o 
(X 'r . In 

o • Ct2n I 

ya que (x •• = O siempre que í = j, de donde 
1 J 

tr M(cp) = O Y tr <P = O 

-La relaci6n <P = - cP implica que 

det cp = (-1) n det <P 

por 10 cual si n es impar det <1> = O 

Más generalmente se tiene 

Prop. 3.1.3. El rango de una matriz antisimétrica es siempre 

par. 

Pa. 

-Si cp = - <p, se tiene que <p0ep = cpoep, esto es que <p es tam-

bién normal si es antisimétrica y así 

E = Ker <p lB 1m 9 

Consecuentemente para la restricción '<1> 1: 1m 4> -+ 1m cp de <j¡, cum-
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ple que 

Por tanto ~1 es regular, si de nuevo ~1 es antisimétrica 

se sigue que 

det ~1 = (_1)n det ~l 

10 que implica ~ par. 

s4. APLICACIONES ISOM"ETRICAS. 

· 4.1 Definición de aplicación isométrica. 

Definición 4.1.1. 

Sean E Y F e.v.p.i., de dimensión n y ro respectivamente, la - -
aplicación lineal $ E ~ F es ll amada ~~omét~cd s; 

i~e. que el producto interno es preservado bajo ~. 

Haciendo x = xl == x2' encontramos que 

11 <P ( x )11 = 11 xl! ,x € E 

Conversamente, la relación 11<p( x)11 == Ilx !l implica que · es isomé-

, trica. 

En efecto: 

(<I>(x1)!</>(x2 )) == ~ QI¡P(x1+x2 )1I 2 -11¡p(x1)¡¡2 -1I~{x2)112) 

2(</>(x1)1</>{x2») == Ilxtx2112 - ilxl112 - Hx211
2 
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pero 

de donde 

De esta forma hemos logrado encontrar una caracterización 

de las funciones isométricas: $ es isométrica ss; 

1I cp(x)11 =: !Ixl! · 

Prop. 4.1.3. Toda aplicación isométrica de E en F es tnyec tiva. 

(ct>(x
1
-x2)I <P(x1-x2)) =: (<p(x1 ) - <p(x2 )1¡p(x1) - <p(x2)) 

=: (<l>(x
1

)[<l>Cx
1

)) - 2(q,(x
1

) I <t>(x2))+(q,(x2} Icp(x2)) 

::o (q,(x1)14>(x) - 2(q,(x1)1<t>(x1 ))+(q{x1 )!CP(x1 )) 

(xl - x2 I xl - x2 ) = Q 

de donde x. =: X
2

' 
1 

Supongamos ahora que dim E =: dim F = n~ con este supuesto -

probaremos que existe para cada <p isométrica, existe <1>-1 también 

isométrica. 

Prop. 4.1.4, Sea ~ E + F, una aplicación isométrica . Entonces -



-1 existe ~ 

Pa. 
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F + E, aplicac ión isomét ric a, siempre que 

dim E : dim F, finita. 

Siendo $ inyectiva y dim E = dim F = n, se concluye que existe 
-1 

cjl • 

Prop. 4.1.5. 

Pa. 

Un isomorfismo lineal ~ es isométrico ssi $ = -1 
~ . 

Sea ~ un isomorfismo lineal de E sobre F, tq $ es isométrico, 

entonces: 

(cp(x)ly) '" (q,-1(cp(x»)lep-1(y) 

'" (xlep-l(y)) , x e E, y e F 

- -1 luegoq,=<j> . 

Recíprocamente: 

($(x 1)1$(x2)) = (x11;(<p(x2») 

= (x
1

!cp-l(<p(x
Z
» 

= (xII x2 ) 

Para ffnalizar este apartado probaremos que toda aplicación 

isométrica preserva 1a ortonormalidad en la s bases de E y F. 

Prop. 4.1.6 . . Sean E, F e.v.p.i. de dimensió n finita~. Una ap1i 
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cación <1> es isométrica ssi transforma bases ortonormales de E en 

bases ortonormales de F. 

(i) Supongamos que 4> es isométrica y (e;);:::l. .. n' una base -

en tonces 

ortonormal de E, luego (4)(e,'))'-l . es obviamente una 
1 - ••• n 

base ortogonal de F, por ser ~ en particular biyectiva, 

como ¡le;!1 = 1, pa ra todo i, se sigue que 

xl 

x2 

4>(x 1 ) 

<t> (x2 ) 

114> ( e;)1I ::: 1. 

n 
::: ¿ CI.¡j e. 

j=l J 

n 
= ¿ 

j=l 
Cl.2j e j 

n 
::: ¿ Cl.lj cp(e j ) 

j=>l 

n 
::: ¿ Cl.2k <t>(e k ) 

k=l 

n 
- ~¿ Clij Cl.2k t<pte)¡~(ek») 

J,k 

= 
n 
L (l.; ·(l2k 0J'k 

j , k .J 
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= 

= 

4.2 Matriz asociada a una aplicaci6n isométrica. 

Consideremos. e Hom(E,F), tq • es isom€trica, encontrare -

mos una manera de caracterizar una aplicaci6n isométrica a tra -

vés de M(.), relativa a ciertas bases de E y F. 

Prop. 4.2.1. Sean. e Hom(E,F), cf¡-isométrica y las bases (a 1 ) ,y 

(b;), con i=l, ... ,n~ de E y F respectivamente, entonces la matriz 

(a; laj))nxn' tiene como elementos 

Pa. 

n 
(aila j ) = k,t=1 <lik<ljt(bklb t ) 

Sea M{~) () relativa a las bases dadas. obtenida por 
\'t' = <lij nxn' . 

n 
L 

j=l 
<l . . b. 

lJ J 

Siendo. isométri ca tenemos 

( • ( a . ) I • (a .) = (a. la. ) 
1 , J 1 J 

10 cual puede escribirse como: 
n n n 

( I aikbkl I <lJ'tbt) = ¿ <ll' k J't (bklb t ) 
k=l t=l , k,t=l a 

-
S/BlIOTle;:.. CENTRA -

UNIVE"'SID"O DE ~L L 
~ S':\LV"OO 
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así 

Introduciendo una notación compacta para expres a r las matri 

ces "(\'a l a ') y ((b lb)) por (g", .) y (h k , ) respect i i jI nxn " k t nxn l J nx n t nxn -

vame nte, tenemos f inalmente : 

n 
= (1 

k=l 
t=l 

Comentario: " Si (a
i
), (b

i
). con i=l, ..• ,n so n or tonormal es , en -

tonces: 

g., = o., y h
kt 

= Ckt 1 J 1 J 

así la matriz (a .. ) queda reducida a: -1J nxn 

n 
L CL,'kCLJ'k = o .. k=l lJ 

la matriz M(~) asociada a ~-isométrica , re i ativa a bases ortonor 

males es o~zogonal, esto es que 

I 
.1 



Capítulo IV 

ESPACIOS UNlTARIOS 

§l. FUNCIONES HERMITIANAS. 

1.1 Funciones sesguilineales en un espacio complejo. 

Definici6n 1.1.1. 

Sean E e.v. sobre a: de dimensi6n finita ' !!. y ~: E xE -+~ tq 

(i) ~(Axl+~x2'Y) = A~(xl'Y) + ~~(X2'Y) 

(ií) ~(x,Ayl + ~Y2) = X~(X'Yl) + ~~(x'Y2) 

Donde X y ~ son los conjugados complejos de A y ~ respec­

tivamente. Entonces ~ se llama 6~nc~6n ~e4qu~l~neal. 

La correspondiente funci6n cuadrática ~ asociada a ~ se -

obtiene reemplazando ~ por x: 

'f ( x) = ~ (x , x ) 

Prop. 1.1.2. La función cuadrática 'f asociada a una función ~ 

sesquilineal cumple la ley del paralelogramo. 

Por (i) de 1.1.1. se tiene que: 
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Q(X+Y, X+y) = ~(X,X) + <fl{ X,y) + ~(y,x) + .p (y,y) 

~(x-y, x-y) = ~(X ,X) - ~ (x,y) - ~(y,x) + ~(y ,y) 

sumando ambas expresiones 

~(X+y,X+y) + ~(X-y,x-y) = 2 (~(x. x) + Q(Y,y)) 

1 o que es i gua 1. a 

1 qr{x+y) + qr(x-y) = 2(o/(x) + qr{y) 

Consecuencia 
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Recordando el proceso de §5 de Capitulo II, relativo a -

Funciones bilineales y cuadráticas <fl puede expresarse en tér­

minos de ~, con la var i ante (ii) de la definición 1.1.1. 

Prop. 1.1.3. Q queda unívocamente determinada por '±'. 

Reemplazando x por x+y en 'JI (x) = 4i(x,x) , tenemos: 

'f (x+y) = 4>(x+y, x+y) 

= ~(x,x) + <p (x,y) + q,(y,x) + ~(y,y) 

= ~(x) + ~(x,y) + q,(y, x) + ~(y) 

reemplazando ahora :i por J..y tenemos: 
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'P{x+,¿y) = 'f(x) + ~(x,'¿y) + 4l('¿y,x) + 'l'(,(Y) 

= 'P{x) + 'P(Y) - ~~(x,y) + i~(y,x) 

Sumando 'P(x+y) a ¿'f(x+iy) obtenemos: 

'f(X+Y) + i'f(x+iY) = (l+'¿) (\f (x) + \f(Y ») + , 2~(x,y) 

de donde 

2tll(x,y) :; ('f(x+y) - 'P(x) - 'f{y) + i('f(x+-i.y) - lJI(x) - 'f(y»)1 

1.2 Funciones Hermitianas. 

A cada función sesqui lineal ~ puede asociársele otra fun 

ción sesquilineal i, definida como: 

~ 

~ (.x :o y) = ~ (y 2 x) 

Definici'ón 1.2.1. 

Sea; una aplicación sesquilineal, t es llamada h~nm.(.~.(.ana 

I t(x,y) = ~LY,x) 

Bré~~ tdm~ntar1o: Cons'iderando m como parte de [, toda función 

I bil1neal,. simªtrica es he'rmitiana. 

Res~ltado. Sustituyend6 x por ~ en 1.2.1. tenemos: 

[ 'flX) = t(x,x) ;;> tCx,x,) = ~ I 
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porque todo número real es igua1 a su conjugado, 1a función 

cuadrática 1jI asociada a <p,hermitiana, toma va10res en IR. 

Prop. 1.2.2. Si una funci6n sesq~ilineal ~, cuya función 

cuadrática 1jI asociada es real, entonces ~ es hermitiana. 

Pa. 

Si 1f es rea1 entonces en 

2~(x,y) = (If(X+Y) - I!!(x)l- ':I'(y) + i(l!!(x+,¿y) - 'l'(x) - 1jI(Y», 

el término (1jI( 'x+y) - ,(x) - ,(y») es real. 

Intercambiando x e ~ ~n la ecuación -anterior tenemos: 

2~(y,x) ::;('l'(x+y) - 'f(x) - 'i'(y)l + '¿('i'(y+ix) - ':IJ(x) - ':i'(y)} 

Comparando 2t(x.y) y 2t(y,x)se observa que 

lR(2~(x,y)) = 1R(2 t (y,x»). 

Sumando las partes imaginarias de 2~(x,y) y 2t(y,x), se 

obtiene: 

I~(2~(x,y) + Im(2t(y,x») = 'f(x+,¿y) + 'i'(y+,¿x) - 21f(x) - 211'(Y) 

pero 

1f(x+,¿y) = 'l'(x) + 1f(Y) - i.(x,y} + '¿t(y,x) 

1f(y+,¿x) = 1f(x) + 'I'(y) - i~(y,x) + i~(x,y) 

de donde 

'f (x + ..(y) + 'i' (y + ..(x) ::; 2'1' ( x) + 2':IJ (y) 
¡J 
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por 10 cual 

Im(2~(xtY)) + Im(2~(y,x)) = O 

de donde 

Im(2~(x,y)) = - Im(2~(y,x)) 

entonces 

~(x,y) = ~(y,x) 

Podemos afirmar que ~ es sesquilineal ss; los valores de ~ son 

reales. 

Defini'ción 1.1.4. 

Una función hermitiana ~ es llamada de6~n~da po~~t~va ss; 

,(x) > O. V x ~ O 

1.3 Matrices Hermitianas. 

Sea (xi ),1=1 ••.• ,n una base de E, entonces cada t sesqu; 11 

neal define una matriz M(~) como sigue: 

Proe. 1.3.1. La función t es univocamente determinada por 

'n 
Sea x =. I BiX it y = 

1=1 
dos vectores de E, tenemos: 



4>(X,y) 
n n n 

:: ~( Le-x. , I y.x.)= I. B.y. ~(XnX.) 
;=1 1 1 j=l J J i .j=l ' J i J 

n 
:: L a- -S-y­

. . • 1 J 1 J 1,J=J. 

de donde 
Ct-. = ~(x-,x.) , J 1 J 
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Consecuencia. Las matrices M(~) y M(~) están relacionadas 

por: 

Ct. - :: Ct·-lJ Jl 

Defitiición 1.3.1. 

Toda matriz (Ctij)nxn asociada a ~ hermitiana, se llama -

Si ~ es hermitiana, entonces Ct _. :: Ct _. 
1 J J 1 

§2. ESPACIOS UNITARfOS. 

2.1 . . Deffnici6n de Espacio Unitario. 

Definiti6n 2.1.1. 

Un e4pacl o un~ta,Lto es un e.v. complejo E, donde se defi 

ne una función ~ que es: 

n sesquilinea1 

ii) hermitiana 

111) definida positiva 



105 

Notación: La función ~ se representa por (1), denominando a 

(xly), pftoducto ~nte~no de 10$ vectores x e ~" 

La definición anter ior se traduce en términos de la nota 

ción adoptada como: 

(i) Sesguilinealidad. 

(i i) Hermitiana . 

(x I y) = (y 1 x ) 

l," "l") D f" 'd ". • e 101 a posltlva. 

(x ix) > 0, V x f O 

De 

pecto al 

dard '! en 

manera análoga a 10 di cho 

producto 

en queda 

interno en IR n , 

definido como: 

n 
( xly)::: I 

; =1 
f3 • y " 

1 1 

en 1.3.l. Capítulo JI, re s -

e l producto interno listan -

También la norma de x en E-unitario queda establecida por: 
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il xii ::: ¡~ X I x) 

verificándose además la desigualdad de Schwa~z de manera an~­

loga a 1.5 . del Capitulo 11. 

Se sigue de la Desigualdad de Schwarz, tal como se hizo 

en el apartado referido, 'la desigualdad triangular, verificán 

dose la igua1dad si 

y ::: .:\x ,.1. > O 

En efecto, asumamos 

Ilx+yll = !Ix!! + llyll 

siendo (x+ylx+y) = Ilx+y 11 2 , tenemos: 

( x + y ¡ x + y) ::: (11 x 11 + Ily 11 ) 2 

IIx 11
2 + IIYil

2 + (xly) + (xly) = IIxl1
2 

+ IIYl12 + Ilxll .IIYII 

de donde 

( x I y) + (x ¡ y) ::: 211 x ! I . Ily 11 

esto es 

lR ( (x I y )) = ¡Ixll. lly 1 i 

por 10 cu.a 1 

l(xjy)1 - Ilxll·!lyll 
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Por Schwarz se sigue que ~ e ~ son l . d . 

Falta ahora comproba r que A > 0, para ello sustituyamos 

y = AX en Ilx+yll = Il xll + Ilyll: 
JI x + A xII = ¡ Ixll + 1I A x 1I 

elevando al cuadrado: 

lix¡¡2+ l!"xj¡2 + CX!AX) + (XIAX) = Ilx11 2 +IIAx1l 2 + 2!lxll.IIAx 11 

. I (xix) +' ,,(xix) == 21 Al I1 xl1 2 

(A+I) 11 xll 2 = 2 ¡ A I .l lxl1 2 

de donde 

lReA) = IAI ~ así A> O 

Definición 2.1.2. 

Dos vectores x e ~ de E-unitario son llamados o~~ogon~le~ 

ss i (x I y) ::: O 

Cada subespacio El de E-unitario determina un eomplemen~o 

1 
oA~o90n~l El tq 

I 
J. 

En co nse cuencia, tales espacios forman una descomposición 

directa de 
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2.2 Ba~es ortonormales de espacios unitarios. 

-~' Definici6n 2.2.1. 

Una base {e i ),i=l, ... ,n de E-unitario es llamada o~~ono~ 

ma..e. ss; 

Nota 1. La norma de x asociada al producto interno Hstandard" 

' n en [ , queda definida' como: 

donde x = 

(x Ix) = 

n 
J 
1=1 

13 • e . 
1 1 

n 
L 

i =1 
13 • B • 

1 1 

Nota 2. B'a'ses or,togonáles en :t-unitario pueden construirse uti 

lizando el mismo algoritmo de ortonormalización para espacios -

reales. 

Prop. 2.2.2. Sea E-unitario y (o;j)nxn la matriz asociada a 

E 

* e i 'vvv\t'V '\; + e i 

* de tal forma que (e i ),;=l, ..• ,n y (ei),i=l , ... ,n son bases orto 

normales de E, entonces los elementos de (a'J') cumplen la re 
1 nxn 

lac'ión: 



Pa. 

Q •• ~ ;=1, .. . ,n, j=l , ... ,n 
1 J 

* * ::; (e·le . ) ::; o.· 
1 J 1 J 

además 

-d e i ) * (e i 1 ::; e; = e ." 
, 

1 t. einJ 

~(e j) * (e j1 e jn ) ::; e. ::: e j2 J 

por definic ión de producto interno 
n 

(-r{ e . ) i .r( e . ) j = I a . ka-k ' = Ó.. 
1 J k=l 1 J lJ 
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comparando ambos resultados se verifica la proposición. 

Nomenclatura: La matriz a que hace referencia la prop. ante -

rior se denomina ma..tlt...tz u.n,¿:ta.It...ta.. 

Reciprocamente, si (e i ) ,i=l, ... ,n es una base ortonor -

ma 1 Y (':J.) un l' ta r i. a . \.' i j nxn * , s o n dad a s ,e n ton e e s (e.) ., i = 1 , .•. ,n 
1 

tq es también ortogonal . 

por ser (aij)nxn unitaria. 
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2.3 Dualidad en espacios unitarios. 

Sea E e.v. sobre E, definamos en E la aplicaci6n conju­

gac,¿6n. como: 

: . E E 

-
X 'V'VV\,."+- X 

tq 

(i) :::. 

( i i) AX 
... -

= AX 

(iii) x = x 

Si adicionalmente se define en E un producto interno, en 

tonces requeriremos que se cumpla: 

(iv) (xly) = (xly) 

Prop. 2.3.1. Una conjugación puede siempre ser definida en -

un espacio complejo E, ~-dimensional. 

Pa. 

Sea (x i ),;=1, ... ,n una base cualquiera de E y definamos 

n 
tq si x = I 

i=l 

E ~ E 

x 'vv"'''',", 'V -+ X 

a· x· , 
1 1 

entonces x :::. 
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Esta función así definida obviamente cumple ser una con 

jugación. 

Comentario: Si en un espacio unitario E se ha definido una 

conjugación, se tiene que (xly) = (y l x) 

Aprovechando la existencia de una conjugación en E e.v. 

complejo n.-dimensional, lograremos probar que E es dual a 'él 

mismo, relativo a un producto escalar. 

Definamos la función 

<1> E x E ~ 

(x ,y) 'V\¡''v'V -+ <x I y> = (x I y) 

Probemos que <1> es un producto escalar. 

(i) <1> es bilineal. 

(i i) < I > es no degenerado, porque el producto interno (1) -
tampoco 10 es. 
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Por lo estudiado en espacios duales ,E es dual a él -

mismo relativo a <1>. 

Desde esta perspectiva, las pr.opiedades de la dualidad 

pueden ser transportadas a espacios unitarios. 

El teorema de Riesz asegura que cualquier aplicación li-

neal f en E puede expresarse como: 

para ~ fijo en E, univocamente determinado por f, en nuestra 

consideraci6n, existe un vector ~ e E que cumple: 

= ·(xlo) 
-de donde a :::: b 

2.4 Funciones determinantes normadas en espacios unitarios. 

A~umamos que en E-unitario se ha definido una conjugaci6n 

y sea t::. o t O una func i 6n determi nan te en E, nos proportemo:s definir 

una funci6n determinante asociada a 6 0 , relativa a la conjuga­

ción definida en E. 

Prop. 2.4.1. La funci6n 

es una funci6n determinante no nula en E. 
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Pa. 

(i) Multilinealidad. 

: (i1) Antisimetría. 

Def~nici6n 2 .. 4.2. 

La función 60 es llamada 6unc~6n de~e~m~nan~e conjugada 

asociada a ó o , relativa a la conjugación - . 

Como se ha mencionado, E puede considerarse dual a él ~ , 

mismo, por 10 cual aplicando la relación 
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a nuestro caso específico, tenemos: 

~(xl'· ·· 'x )6(Yl' · ··'Yn)~~ det((x.¡y J,}) n 1 nxn 

-Evaluando ó en los correspondientes vectores conjugados 

de los Yj y observando que 

tenemos 

Evaluando ahora ambas funciones en una base ortonormal -

de E tendremos xi = Yi ~ e i , de donde 

+ por 10 cual a e 1R . 

¿Bajo qué condiciones definiremos una fu nci ón de~e~m~nan 

te no~mada en E-unitario? 

Consideremos para responder a nuestra pregunta, . ~ e t 

tq 2 IIAII ~ =c¡ , aS1 puede definirse b. o t O tq 

, = 1 
uo A 6., entonces 
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10 que imp l ica : 

Asf, cualquier func i 6n determinante no nula que satisfa­

ce la identidad anterior es llamada 6unc~6n dete~m~n4nte na~­

mada.. 

Consecuencia. Una funci6n determinante normada asume el va -

lor de 1 en toda base ortonormal. 

§3. APLICACIONES LINEALES EN ESPACIOS UNITARIOS. 

3.1 La aplicación adjunta. 

Sean E, F dos espacio s unitarios y t e Hom(E~F}~ tal como 

se hizo en el caso real, podemos asociar a ~, una aplicación 
N 

</1 € Hom( F,E). 

Consideremos ¡ as conjugaciones: 

E -----T~ E 

F --- -"'"""'+-+ F 

y '\IV '\,'\, "" '\,'\, '\, '\, -+ y 

Entonces E Y F son dua1es a e ll os mis mos) l ue go ~ deter 
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* mina una aplicación dua l ~ : F + E definida por la relación: 

según se ha estudiado en el Capit'ul0 Introductorio. 

Aplicando la conjugación definida en F tenemos: 

.De la relación existente entre el producto interno y el 

producto escalar estudiada en 2.3, puede escribirse la ante­

rior igualdad como: 

Ahora definamos la aplicación. de la siguiente manera: 

F ----!lo ... . E 

~ 

Queda claro que. es obviamente li~eal. 

Entonces 

(</l(X) [Y) = (xl~(y) 

para x € E, Y e F. 

~ 

Prap. 3.1.1. La aplicación adjunta .~ no depende de ¡a s con -

jugaciones definidas en E y en F. 
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Pa. 

-Sean $1 y ~2 dos aplicaciones adjuntas, entonces 

luego 

(xl~l(Y) - ~2(Y») ~ 0, para y en F y ~ x e E. 

por tanto 

de ahí 

<1>1 = <P 2 

-Así ~ depende de ~ y no de las conjugaciones. 

Prop. 3.1.2. Para todo A e [y <1> ,'1' € Hom(E,F), se cumple: 

( i ) 

.--' 

(i;) Aq: = ,,<p. 

Pa. 

(i)- ((</>+'i')(x)ly) - (q¡(x)+'f(x)!y) 

::: (</>(x) !Y)+('i'(x) !y) 

= (xl~(y)+(xl~(Y)) 

= (xl HY)+f(Y») 
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pero 

( ( ~ + 'f )( X ) / y) :: (x I (<p + 'f ) (y) ) 

comparando ambas igualdades se deduce que 

<P + 'f :::: ~ + ~ 

(i i) «Aq,)(x)ly) :: (<p("x) /y) 

:::: ("x 1 ~ (y) } 

:: A (x ¡ ~ (y) ) 

= (x I ~~ (y)) 

pero: 

«A$)(x}ly) :: (xl ("q¡)(y» 

1 uego 

Prop . 3.1 . 3. Las .matrices M(<p) y M(¡) relativas a bases or­

tonormales de E y F~ están relacionadas por 

-a·· :: a· · , ;=1, . .. ,n; j=l, ... ,m 
Jl lJ 

Pa. 

Sean Cei),i=l, ... ~n . y (fj) , j=l, ... , m~ bases ortonormales 

de E Y F respectivamente, entonces : 
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-::: C't
ki 

= ()'. . tK 

~ 

Tratemos el caso en que E = F, se probará que det 9 y det ~ 

son complejos conjugados. 

Prop. 3.1.4. Sea .4> e End(E) y ~ su ·adjunta. Entonces det ~ = det $. 

pa. 

Sea 6 t O una función determinante en E y 6 su función determi 

nante conjugada, por def. 2.4.2. tenemos: 

6 ( ~ (x 1) , ... ,~( xn ) ) = 6(¡(X 1),··· ,.i(xn) 

= 6 ( Q> * ( xl) , ... ,4> * ( x n) ) 

* 6(X 1,···,Xn) = det 4l 

= det el> 6(X1,··· ,x n) 

= det <P 6{X 1,··· ,xn ) 

pero 
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de donde det q, = det q, 

Particularmente 

tr q, = tr q, 

Si. es reemplazado por q,-~i,A e [, de la anterior proposi 

ción se desprende que: 

det (q, :- ?-.ij = det (<p - ~i) 

Sabemos que 

,..----" 

det (¡-ii) = det (.-11) = det C<P:-A i } - -

luego: 

.... -

3.2 Producto int~rno en End(E). 

En este apartado estudiaremos las propiedades que se derivan 

del a de fin i, c i 6 n d e un pro d u c t o i n ter n o e n En d (E ), e o n E - un ita r i o , 

de dimensión n. 

Sean ., ~ e End(E), se def in irá el producto interno en End(E) 

como: 
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End(E) x End(E) 

(i) Que la función" es sesquilineal se sigue inmediatamente, 

(ii) La funci6n es h~rmitiana: 

(iii) La función es positiva: 

Sea (e i ),i=1, .. : ,n una base ortonormal de E, entonces 

n n 
4>(e i ) = ¿ (l. ·e· y ~(ei) = í: ~. ·e· 

j-1 'lJ J j=l lJ J -.\ 

siendo -(l .. = a ji . lJ 

<p($(e i ») 
n 

Haciendo (<po~)(ei ) = = 4>( I ~ .. e .) 
" i,j=r'J J 

n 
= \" (; .. (l •• )e . 

i,j=l lJ lJ J 

n 
= ¿ (; .. Ct .. )e. 

i,j=l Jl lJ J 

n n 2 
de donde tr ($o~) =.¿ (lJ'iCt

iJ
' = ¿ 11 (l .. 1I >-0, 

i,j=l i,j=l lJ 
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por lo cual (vl~) > 0, <p t O. 

3.3 Aplicaciones normales. 

De manera semejante como se hizo en los espacios linea -

1 es, se de-fi ne a <p e End (E), como l10Jtmai si 

Esta condición es equivalente a 

siguiéndose que Ker 9= Ker 4>, yasí: 

E = 1m <p & Ker ~ = 1m <p ID Ker 9 

Prop. 3.3.1. Si. es normal, entonces los vectores propios -
~ 

de las aplicaciones ~ y ~ coinciden; y los valores propios ca 

rrespondientes son conjugados unos de otros. 

Pa. 

Sea e un vector propio de • y A s,u correspondiente valor pro 

pio, entonces .(e) = Ae. 

Co~o (.-Ai)(~) = 0, esto implica qu~ ~ e Ker(<p~Ai), por ser 

, fÍl normal, ~ e Ker ($-~i)- , luego ($->'i)(e) = 0, de donde 

t(e) = Ae. 

Se ha visto en el caso de espacios lineales reales con 

producto interno, que todo $, autoadjunta, pose~ n vectores -
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propios mutuamente o~togonales. En el caso complejo, demos­

traremos que acontece 10 mismo si • es normal 

Prop. 3.3.2. Si 4> es normal, entonces tiene n-vectores pro­

pios mutuamente ortogonales. 

Pa. 

De acuerdo al teorema fundamental del Algebra, el polino­

mio caracterfstico de 4> posee al menos un cero ~l' por 10 

que ~1 es valor propio de.. Sean el el correspondiente 

vector propio y El el complemento ortogonal de (el)' 

de ddhde .(y) e El; asi El es estable bajo .-

. Restringiendo 4> a El' obtenemos que la restricción de 4> 

esnuevamenté normal, luego existe e2 e El que es un vector 

propio de 4>fE ... continuando con el proceso encontramos 
. 1 

~-vectores propios, que obviamente son mutuamente ortogonales 

i.e. (eilej) ::: Osi ir j. 

Rel~tivo a la base formada por los vectores propios la -

matriz M(q¡) tiene forma diagonal, con los valores propios en 

1 a d i a go n a 1 p r i n e i p al: 
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Al O 1 
M(~) 

i e ([ = t con A. 
1 

O An 
) 

3.4 Aolicaciones autoadjuntas y antisimétricas. 

-Sea q, e End(E), una aplicación autoadjunta Le. q, = ,<j>, 

luego la re1ación 

(cp(x) Iy) = (xl ~(y) 

conduce a 

(cp(x)ly) = (xl</>(y» 

Reemplazando ~ por x tenemos 

(</>(x) Ix) = (xl cp(x)} 

siendo E-unitario 

(x!4>(x» = (</>(x)lx) 

así (cp(x)lx) = (</>(x)lx), luego (</>(x)lx) e lR, V x e E. 

P~op. 3.4.1. Si </> es autoadjunta, entonces todos los valo­

res propios son reales. 

Sea </>(e) = Ae, luego 
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(ele) i O, se deduce que ~ e m. 

Es evidente que toda. autoadjunta es normal. y por prop . 

3.3.2. se tiene que existe un sistema de ~ vectores propios mu 

tua mente ortonormales, relativo a estos vectores, ia matriz 

M(t) tiene forma diagona l . 

Como es conocido, un a transformación ~ es llamada ant~~~­

métA~ca si ~ ~ - .; en E-unitario no existe diferencia esencial 

entre autoadjuntas y antisimétricas . 

Pro~ 3.4.2. En un espacio E unitario toda antisimétrica es· -

autoadjunta y vicevers~. 

Pa. 

~~ 

~~ = 2~ = - ~. -- - ~~, l uego. = -.. 
3.5 Transformaciones unitarias. 

Definición 3 . 5.1. 

Un~ apl¡cac~6n un~ta~¡a, es una aplicac i ón l ineal de E -

que preserva el prod uc t o i nterno: 

la ·anterior def i nici6n puede expresarse en términos de -

isometría, de ahí que ~ sea un automorfismo de E. 
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Erop. 3.5.2. Si $ e End(E) es una aplicaci6n unitaria, entorr 

ces 11 det q> I1 = 1. 

Pa. 

Observando que ($(x)l<p(y») = (x!y) y siendo <p un automor 

fismo~ entonces: 

1 1 -1 - ~ -l · o cua comprueba que <t> =~, aSl det <p det $ = 1. 

implica: 
-det 4'. det q, = 1 

det <p. det $ = 1 

de donde: 

I 11 de t $ 1I = 1 

Finalmente probaremos que cada vector propio de ~-unitaria 

posee norma unitaria. 

Prop. 3 .. 5.3. Sea A un valor propio de 4'-unitaria. Entonces 

11 Jo. iI = 1. 

Pa. 

Sea e un vector propio de ., entonces t(e) = . ~e, luego 
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1I¡p(e}l! = Ilel! 

de donde 1I A 11 = 1. 
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Como ~ = ¡p-l, la relación ¡o~ = ~o~ implica que ~-lo¡p=~o~-l, 

por 10 cual ~ es normal y la matriz M($) relativa a la base ortQ 

normal (e;),;=l, ... ,n es de forma diagonal, donde los A; son 

complejos de módulo uno. 

nvdr. 
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