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PROGLOGEC

EL Aindfcdo de un ftrabajo de Lnvestigacibn biblioghdfico
presenta un orden de dificuftades que La prdceiica Lnvestiga
tiva va superando. La primera de ellas compefe sobre La es
cogencia def tema, el que una vez selecclonade, se abando -
na, poique frecuentemente suige una barirera entre nuestra -
motivacidn y el confendido especifico que va surglendo, scla
mente La ondientacdién de colegas que ya expendmeniaron viven
clas andlogas, permife reformulanr Lot propésditos onigdinales
y ubican en definitiva el tenteno tedrico pox el cual habrd
de transitanse. Lta sdgudlente dificultad, Lnherente a nues-
tna helacdidn personal con el Objeto Matemdiico, va sdendc -
solventada mediante aproximaciones sucesdvas, & Lravés de -
Larngos nodeos, donde Los Lropdlezes son mds que pascs en 44
me, nuevamente La consufta oporntuna, alilenta e Ampulsa para

continuai.

Con esas cbstdculos, Logramos concludrn La tarea, cuyo -
objetive consiste en apbican La tecnfa de espacios Lineales
de diémensién finita, a La gecmetria de Los espacios unifa -
nios, tak como se descaibe Suscdntamente en el sdigulente ne

sumen capltulanr.

En el Capituleo Introduciorio se necuendan cenceptos ele

mentales de Algebra Lineaf, que sown nequendidos para desarro
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Llarn La femltica propuesta, tales como apficaciones Lineales,

gunciones bilineales y espacios duales.

EL Capitule I, estd dedicadc a introducdir un enfoque po-
ce trhadicional en el dmbito matemdtico demésitico, tal es La -
guncién detemminante, presentando tratamiento novedoso, acer-

ca de Lo gque conocemos comoe deteaminante de una matriz.

EL Capltulo 11 aborda aspectos Lmportanites de espacios -
vectordiales con producto intennc, entre otros, el Teorema de
Riesz. Este Capitulo concluye con una generaldlzacidn de phro-
ducte interno y nonrma, al introducin Las funciones bilineales

simétnicas y funciones cuadrditicas.

En el Capitulo I1I, se estudian particularmente Las apli
caclones Lineales enthe espaclos vectorlales con producto Ln-
{enno, Ancoaponrdndose Los conceptos de operador adfunto y de

dualidad entre dichos espacios.

EL Capitulo IV, que constifuye el cuerpo de nuestro tra-
bafo, Lrata en principio scbre funciones sesquilineales en es
pacdios vectonrdiakes complejos, para defdinin funciones hermitia
nas, con Las cuales se tlene base constructiva de Los LLamados
espacios unditarios. A partin de esta construccibn, toda La -
Leonfa expuesta en Los anterniores Capitulos se thans piene al

Lratamiento de Los espaclos unilarios.
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Adventimos que el Zrnabajo elaborado, estd fundamentadce -

en La Lectura del Zexio Linearn AlLgebra de W. H. Greub.

Finalmente, quenemos expresar nuesirno agradecimientce al
Ing. Canfos Maundicio Canjura por su valilosa asesoria en £a -
preparacdin del Thabajo, ademds, Zestimonlamos nuesdtfra grati-
tud con £a Sra. Nohemy de Rovelo por su asristencia en La dac-

Tlloghrafla del mismo.
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1.

1

Capitulo Introductorio

En el contexto de este Capitulo damos
por conocidas las propiedades de la -
estructura de espacio vectorial, por

1o cual abordaremos aquellos resulta-
dos que por su necesidad sean requeri
dos para desarrollar el presente tra-

bajo.

APLICACIONES LINEALES.

Definicidn de Aplicacidn Lineal.

Definicidén 1.1.1.

Sean E, F dos espacios vectoriales sobre el cuerpo Ky ¢: E~>F,
entonces ¢ es llamada una apficacidn Lineaf de E en F si:

(1) olx +y) = o(x) + oly)

(1) ¢(ax) = r¢(x)

para X, Y, € E, x € K.

Al conjunto de aplicaciones lineales de E en F 1o representare

mos por Hom (E,F) 6 bien L(E,F).
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Nomenclatura: Si F = K, entonces ¢ es 1lamada funcional Lineaf -~

en E.

Las condiciones (i) y (ii) son claramente equivalentes a la con

dicidn:

Terminologia.

(a) S1 ¢: E > F es biyectiva, es 1lamada {somornfismo Lineal, y es

claro que ¢—1: F - E también es un isomorfismo lineal.

(b) Si ¢: E » E, ¢ se llamard endomorfismo Lineafl. Al conjunto de

endomorfismos lineales en E lo representaremos por End(EJ.
(c) Si E=Fy ¢ es isomorfismo Tineal se 1lama automorfismo Lineal.

1.2 Composicion de transformaciones lineales.

Sean ¢: E > F y v: F > G, dos aplicaciones lineales, entonces

¥ o ¢ : E > G

es definida por v(¢(x)) = (¥o¢)(x), ¥ x € E

Prop. 1.2.1. La aplicacidn v,4 es lineal.

Pa.

i
3
—

(Yoo) (] A5x;)
1
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1.3 Propiedades bdsicas de L{E, F).

Consideremos (xi) una base de Ey ¢ ¢ L(E, F), entonces

i e 1
¢ puede caracterizarse como un isomorfismo Tineal ssi (¢(Xi))i e 1

forma una base de F.
En efecto:

Si ¢ es isomorfismo, queda obviado que (¢(xi))i ] es una ba

€
se de F.

Conyersamente, asumamos que 10s ¢(xi) forman una base de F, -

entonces para cada y € F tenemos

o (J 8;5xy)
1

1

y = 1 8 ¢(x;)
¢ 7
esto implica que existe x = § B X tq ¢(x) = y, asT ¢ es sobreyec
. i

tiva.-

Ahora supongamos que:
$(3a;x5) = ol 8.x;)
i i
luego:

o(1 Aixy) - o) 8yx;) = 0
1 1

Loase(xy) - ] oggel(xy) =0
1 i

z ()‘-i"B-i)‘t(xi) =0
1
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Siendo los vectores ¢(Xi)’ 1.i., obtenemos A; = Bios Viel, yasi
DAgRg ) ByXy
3 1

Se sigue que ¢ es inyectiva, en consecuencia ¢ es isomorfismo

Tineal.

Respecto a la estructura de L(E, F), afirmamos que es un espa-

cio vectorial, determinado por:

+ o L(EaF) X L(E,F) —_— L(E’F)
(6 5 ¥) amavu - g F Y 1 BEo———— F

X AL ¢(x)+\¥(x)

Y
e : K x L(E,F) ———— L(E,F)
(A, 0 ) LV VA VL VL W W VL VL W PV P A¢: E —— F
X v A (X))
Este espacio se Tlama espacio de aplicacicnes Lineales de E en
F.

En el caso que F = K, L(E,K) es denotado simplemente por L(E).

§2. ESPACIOS VECTORIALES DUALES.

2.1 Funciones Bilineales.

Definicion 2.1.1.

Sean E y F e.v., entonces una aplicacidén ¢: E x F » K se llama

guncién biLineal si cumple:



(1) aAgxy + A%ys ¥) =212(xq5y) + Ay 2(X55y)

(1) elxs wyyg + up¥p) = wpelxy ) + upelxsy,)

Comentario: Si ¢ es bilineal en E x F y E1 cE, F1 cF son subespa-
cios de E y F respectivamente, entonces la restriccidon de ¢ en -
E1 X F1 es definida por:

o(x,y) = o(x,y), x € E;, y e Eg
es también una funcibén bilineal, denominada iestaiceibén de ¢ a -
E1 X Fl'

Una bilineal ¢ en ExF determina dos subespacios Nch y NFC=F

definidos por

0, Vy e F}

NE {x : ¢(x,.Y)

NF {y = o(x,y) 0, ¥ x ¢ E}

tales subespacios reciben la denominacifn de nufespacios de 3.

Si NE = NF = (0), la bilineal ¢ es l1lamada

no degenerada.

Notacién. Una funcidn bilineal no degenergda %, sera denotada por
<|>, por 1o que escribirembs:
o(x,y) = <x|y> 3 (x,y) € E x F.
E1 conjunto de aplicaciones bilineales de E en F se escribird

B(E,F).
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2.2 Espacios Duales.

Definicibn 2.2.1.

* * *
Sean E y E e.v. y <|> : E x E » K entonces E y E serdn 1la-
mados dualfes, con respecto a la funcidén bilineal no degenerada

<|>.

Terminologia: EI1 escalar <x*[x> es 1lamado producto escalan de -

* *
X y x, la funcidén <|> es 1lamada producte escalar entre E y E.

Ejemplo:

Sean E y L(E), definamos la aplicacidn bilineal:
<|>Z L(E) x E ——— K
(fox) wanavan+> <fXx> = f(x)

Siendo f(x) = 0, ¥ x € E ssi f = 0, se sigue que N L(E)™ 0.

Por otra parte, sea Xo # 0, X € E, Eq =(xX.)subespacio unidimen

sional generado por X,

y g una aplicacion lineal tq:
g:E, —— K

AXo v+ A
entonces para cualquier extensién f de g en todo el espacio E se -
tiene: J
f(Xo) = g{xo) =1 #0
0, ¥ f e L(E) ssi x = 0 por tanto NE = (0), -

<f|Xo>

il

Asi <f|x>

Tuego <|> es no degenerada.
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En consecuencia <|» es un producto escalar entre L(E) v E, y

ambos espacios son duales.

*
Prop. 2.2.2. Sean E y E un par de e.v, duales con respecto a <j>.

Entonces existe una inyeccidén lineal ¢ tq:
* -
$ + E —— L(E)

x* NN > ¢(x*) : E K

. * *
b QI Va Vo VI VL VL VL W VL W P ¢(X )(X)=<X |X>

* *
Para definir ¢ tomemos x e E un vector fijo y consideremos la -
funcional lineal

f * : E —— K
+*
X asnsuaanna - <X 'X>
Sea ahora
*

¢ : B ———(E)

*
X avvunun fx*

la bilinealidad. de<|> implica 1a linealidad de ¢, luego ¢ queda de-
finida por

*y oo *
o(x ) = £

*
Para probar que ¢ es inyectiva., supongamos ¢(x ) = 0 para algin

* *
x € E , entonces para cada x e E

*
<X [x> =0

*
Como <|> es no degenerada, se tiene x = 0, asT ¢ es inyectiva.

Lema 2.2.3. Sea E un e.v. ¥y (ek), k=1,...,n una base de E entonces



el

espacio L(E) es isomorfo a E.

Pa.

Definamos ﬁi),i=1,...,n con f. : E > K
tal que:

f. es evidentemente lineal.

Si definimos ahora

¢ 1 E ————— L(E)

n
X A - z qkfk, donde x =
k=1

e~

c, e, .
= k~k

Mostremos que ¢ es un isomorfismo lineal.

i) ¢ es lineal, en efecto:

o (x+y)

]
O
—
1~

1]
IN~13

=

I
t 123

—

ii) ¢ es inyectiva;

Si e(x) = o(y) se sigue que

Foo=

o Fy kak , entonces

1B ~33

-3

k=1 k=1
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He~-123

(ak - Bk)fk =0

k=1

En particular para x = e, se tiene que:

n
(1 (o= )F)(e) =0
k=1
(g - 8;)F(e5) = 0
(Gi = B.‘)-l = 0
se deduce entonces que
(11- = 81 = O
de donde Gs = Bs 5 ¥ d2Ly.uusn

y asi x = y.

Finalmente, siendo E de dimensibn finita, se tiene que ¢ es soO

bre, por 1o tanto E es “isomorfo a L(E).

Prop. 2.2.4. Sean E y E* un par de e.v. duales, tgq. dim E=n. Enton
ces 1a inyeccitn ¢: E* -~ L(E) es sobreyectiva y en particular --

o

+*
dim E = dim E .

Pa.

Siendo ¢ inyectiva, es inmediato que dim E* < dim L(E) y por Lema
2.2.3 se sigue que dim E* < dim E (1)

Ademds dim E = n de To que se sigue que £ tiene dimensién finita, -
asi ¢ es sobreyectiva.

Por otra parte, se sabe que (E*)* = E, entonces

dim(E) < dim(E")



de esta Gltima desigualdad y de la relaciodn

se deduce que:

dim E

dim E

Corolarijo 2.2.5.

*
Sean EI y E2 dos espacios duales de E, con dim E

= n. Enton -
*

x
ces existe un {nico isomorfismo lineal ¢ tal que <¢ (x)|x> = <x |[x>

Pa.

S 'E* * * N __1 * '*
ea ¢: E; » E, tal que ¢(x ) = ¢,° (¢,(x ")), con ¢,:E; »~ L(E) ¥

*
by 2 Ep - L(E) definidos como en la proposicién 2.2.2.

¥* ¢
El-————L——:»-L(E) Entonces existe ¢ Gnico,
- posicién de isomorfismos
X //// 2 cos.
*
Es

Considerando el diagrama de flechas anterior:
* *

(¢2 o ¢)(X*) = ¢1<X*) , ¥ X e El

luego
*

(65 0 ) (X)) (x) = (6x)) (x)

por que es com

lineales Gni -

0,(6(x™)) (x) = «x"[x> , por def. de o,

pero

1

6,00 (x")) (%)

<¢*(x)|x>, por def. de bo



XI

asi

<¢*(x)]x> = x| x>

Definicidn 2.2.6.

*
Dos bases (Xi)’ i=l...ny (x:), i=l,...,n de E y E son 1lama

das bases duafes si:

*
<Xi|xj> = 855

*
Prop. 2.2.7. Sean E y E un par de e.v. duales tal que dim E = n

*
y ®: E x E » K, entonces existe una aplicacién iineal dnica ¢:E » E
tal que:

* * * *
o(x ,x) = <x |¢(x)>», con x € E , x e E

Por proposiciones 2.2.2 y 2.2.3, existe un isomorfismo o tal que:

o i E LE™) tq. (a(x))(x") = <x"|x>

*
Sea x € E y consideremos f‘ : B —K

* *
X AVAVIAVIA VI VI VIV S q:(x ,x)

*
Dado que fx e L(E ), existe un elemento ¢{x) € E tal que

f
X

a (6(x))
asi:

£ = (ale(x)) (x) = <x"o(x)>

entonces



Esta Gltima igualdad garantiza la existencia de ¢.

ra que:

i)

1)

4 es lineal. En efecto

1

o(x " xty) = <x |o(x+y)>

*

o(x ,x) + o(x ,y)

pero @(x*,x+y)

x o) + <x [o(y)>

de donde:

x [olxry)> = <x [o(x)> + <x [4(y)>

¢ es lUnica. En efecto

* b *
Sea x e Ey x #0, x ¢k

Supongamos que @(x*,x) = <xh|¢fx)> = <X*I¢2(X)>

*
entonces <x [¢l(x)> = <x*{¢?(x)>

por 1o que
% *
<x [¢(x)> - <x [e,(x)> =0
asi:
X ;
<X [o1(x) = ¢,(x)> =0
* -
como X # 0 se tiene que ¢1(x) - ¢2(x) = 0
entonces

(67 - 95)(x) =0 , ¥xe6E

se sigue entonces gue ¢1 7 9o-

XI1

Probemos aho
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2.3 Complementos ortogonales.

Definicion 2.3.1.

* *
Los vectores x € E , x € E se dicen onfogonales si

*
<x |x> =0
. - * . *
Notacidn: <x |x> = 0 se escribird x L x
. . *
Si E1c2E, es un subespacio, entonces los vectores de E que -

*
scn ortogonales a 10s vectores de El’ forman un subespacio de E ,

denominado complemento citogonal de El’ denotado por:

_ * *® * ,
E1 ={x € E : x L x, ¥ x € El}
Prop. 2.3.1. Sea E1 subespacio de £, entonces
1.1
; oo ny
B, =({E7)
Pa.
Se sigue de def. 2.3.1,
1 1
Nota: E =) vy (E) =(0), ya que <|> es no degenerada.

2.4 Aplicaciones Duales.

Definicidon 2.4.1.

Je *
Sean E, E y F, F dos pares de espacios duales y las aplica-

ciones:
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*
entonces las aplicaciones ¢ ¥ ¢ son 1lamadas duafes SSi:
* * *
<y e(x)> = <o (y )[x>

* *
Prop. 2.4.2. Para toda ¢ € L(E,F), existe a 10 sumo ¢ € L(F,E*),

*
tg ¢ y ¢ son duales.

Pa.

* * * 7
Sean d1 Y ¢, € L(F ,E ) ta. sean duales a ¢, entonces:

"

<y e(x)> <o (v ) |xs

* * *
<y [olx)> = <¢,(y ) %>
de donde:

* * * %
<oly Dx> = <o ly N xs

por 1o cual

§3. MATRICES.

3.1 Definicidn de Matriz.

Definicion 3.1.1.

Al arreglo rectangular
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“11 %12 - 0 %1

k “n1 %n2 - %nm

de nm escalares aj5 S€ Tlama matndz de n §i€as y m columnas.

Nota: La i-ésima fila de A es denotada por
a; = logps ey - o o s “im)
puede ser considerado como vector del espacio Km, y es llamado -

vectorn fLLa de A.

Similarmente 1a j-ésima columna es denotada por

[ 1
aij

aZj ;

o)

nj

L N—

Y puede ser considerado como vector de k". Tal vector es llamado

vector columna.

Intercambiando filas y columnas de A, obtenemos la matriz -

thanspuesta de A, denotada por
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r
%11 %21 ¢ %m1
%12 %22 %n2
AT -
L “1m  %2m “nm

Notacidn: De manera explficita A puede escribirse como A :(“ij)nXm'

3.2 Matriz de una aplicacion lineal.

Consideremos E y F, e.v. tq. dim E = n y dim F = my la aplica-
cién ¢: E » F.

Con la ayuda de las bases (xi), T DO (9 (yj), j=l,...,m en

E y F respectivamente, cada vector ¢(xj) puede escribirse como combi

nacidén lineal de los yj.

m
o(x:) = §  assys ;3=
R 5 B

de esta manera ¢ determina una matriz asi ¢ es tal que

OL1‘3;)n>'.m’

p(xy) = agqyy + oopqyote ey

0{Xp) = ayoyy + Goyot. oLy
0(x3) = agyy * oapyot. ey
o(X0) = aqp¥y ¥ oap Yoo top v
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y asi ¢ tiene representacion matricial relativa a lTas bases dadas;

escribiéndose entonces

Gll’ 0.12,. . « 2 G.lm
M(p) = |%i1° %922 - > %p

i

{mnl’ “pn2’ 2 %pm

Si 1lamamos Mn al conjunto de todas las matrices nxm, puede -

Xm

considerarse a M como un operador entre los e.v. L{E,F) y Mnxm

M L(Z,F)

M
nxm

VA VAV Ve W VS M(¢)

3.3 Matriz de una aplicacidn dual.

* *
Sean E y F un par de e.v. duales de E y F respectivamente y

* *) *
¢ € L(E,F), ¢ € L{F ,E ) un par de aplicaciones duales.

Consideremos dos pares de bases duales

*
(x.),i=1,...,n;(x%),1=1,...,n ¥y (yj),j=1,...,m;

* *
(yj*),j=1,...,m de E, E , Fy F respectivamente
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Prop. 3.3.1. M(s ) = (M(e))'

Pa.
*
Sean M(¢) y M(¢ ) definidas por
m * % n * &
o(x:) = ) asiy. ¢ (y:) = ) a..x
I & A 5 B
x
haciendo x = X5 5 y=yj en la relacién
* * *
<y [o(x)> = <¢ (y )[x>
tenemos
* * *
<Yj[¢(x1)> = <¢ (yj)lxi>
donde
* r‘ﬂ *
ylelxgde = b egp < yslyge = ey
* x m * *
<¢ (yJ)|Xi>:tzlatJ Xplxg> = ey
entonces
_ x

de ahi que



Capitulo 1

DETERMINANTES

En el presente capitulo E serd un espacio vectorial finito

dimensional, definido sobre un cuerpo K, conmutativo y de carac

teristica cero.

§l1. LA FUNCION DETERMINANTE.

1.1 Definicifn de funcién determinante.

Def. 1.1.1 Sean E e.v. y a:E" > K. La aplicacion a es 11a
mada fqunci{dn deferminanite en E si:

(dl) A es multilineal; es decir:

A(XI’XZ""’“Xi + sxi,...xn) =

. ) + gaf = PR
aA(xl,xz,...,xT,...,xn) BA(X 5Xp. -5 xn)

(dz) A es antisimétrica, esto es:

para cualquier permutacidon o de los Tndices i=1,2,...,n,

se tiene
A(Xo(l),xg(z),...xo(n)) = c (O) A (Xl,xz,...,xn>

. _ .11, si o es par
donde ¢ (o) = 4,-1, si o es impar

L
De Ta anterior definicitn se desprenden algunas consecuen-

cias inmediatas.



Consecuencia 1. Si 1lamamos por D{(E) al conjunto de todas las

funciones determinantes, es decir:

D(E) = {A:E"™ +» K: A es funcidn determinante}

Se tiene que D(E) posee estructura de espacio vectorial.

Pa.

(a) Sean Dys by € D{E), entonces:

(i) (A1+A2)(x1,x2,.",xk.+ axk,...,xn)
= Al(xl,xz,...,xk+a xk,...,xn)+A2(xl,x2,...,xk+axk+...x )

= Al(xl,xz,...,xk,...,xn)+aA1(xl,x2,...xk,...,xn)

+A2(xl,x2,...,xk,...,xn)+aA2(x1,x2,...,xk,...,x )

n

= (A1+A2)(x1,x2,...,xk,...,xn)+a(Al+A2)(x1,x2,...xk,...xn)

(11) (A1 + AZ)(xg(l)’Xc(Z)"'"xo(n))
106 1) %o (2) %o tn)) 22 (1) Xa(2) 7 Ko ()
= e{o )Al('xl’XZ""’xn) + E(U)AZ(,Xl,xz,...,xn)

= s(c)(A1+A2)(xl,x2,...,xn)

(b) Similarmente se prueba que

S D(E), para A € K vy Ay € D(E).

Consecuencia 2. ET valor de A cambia de signo, cuando se inter

cambijan dos indices cualesquiera.

Pa.

Intercambiemos 1os Tndices i,j, si o es Ta transposicidon defi



nida por o(i)=j, o(j)=1, ol(k) = k, ¥,, k#i, k#J esta permutacion

o es impar, luego:

A(Xo(l)""’ Xc(j)""’ Xc(i)""’ Xc(n))

= E(O)A(Xl""’xi’ sX 3 ,xn)
= - A (Xl’ Xoseeon Xinonos Xj""’ xn)
Si en 1a consecuencia anterior, tenemos que X; = xj, entonces:

2A(x1,x2,...,xi,...,xj,...,x ) = 0

Siendo K de caracteristica cero, debe ser

A(XI’XZ""’Xi""’Xi""’xn) = 0

Esto es, una funcidn determinante 4 se anula cuando dos argumen

tos son iguales.

Consecuencia 3. Mds generalmente, se probard que una funcidn de

terminante se anula, si sus argumentos son linealmente dependien

tes.

Pa.
Supongamos que los argumentos son 1.d., entonces existe al me-
nes un Xy, 1< k< n tal que Xy puede expresarse como una combi

nacidén lineal de los demds argumentos, asi:

@:X:; , Sin perder generalidad, podemos suponer que

Xk i%1

it
N3

i=1
ifk

k = n, entonces
n-1

X, = 7 o:X: , de donde
i=1 U7



“1A(XPX2’”"XP"”X')= 0

-

1

ya que cada término de la sumatoria es cero por consecuencia 2.

Consecuencia 4. E1 valor de una funcidén determinante no se alte-

ra, s$i a un argumento X:s S€ le suma un maltiplo de otro argumen-

X:s 1 i .
to j i # ]

Pa.

Consideremos ij, > € K,un midltiplo del argumento xj y evaluemos

A en (Xl’x2""’xi + ij,...,xj,...,xn)

A(xl,xz,...,xi + ij,...,xj,...,xn) =

A(XI’XZ""’Xi""’Xj"'"xn) + A A(Xla---sxjs---sxj,- ’Xn) =

A(xl’XZ""’xi""’xj""’Xn)

ya que por consecuencia 2, AA(Xq,... X:9.-vsX.9...5X_) = 0 es jgual
1 3 J n

a cero.

1.2 Representacidn de A en las bases de E.

Sea (ei)i=1,...,n una base de E, entonces cada X; € E puede ser

escrito como:

x

||
o~ 3

Q

m

-—

= 1,2,...,0; o5 e K.

Evaluando Ta funcidon A con cada X expresado en términos de es-



ta base obtenemos:

n n n
A(X sXnseeasX ) = A E’ Ga: . 2 Ons €2 5eeus 2 o e.
e L e RS T P B P IR P  He BLY JU
1 n n
i )
= Z Gqs Opsa--.na = A (€. , € ,...,8;
551 13; 723, nd, Jy J2 N

i

i = 1,2,...4nN

De Cl) se deduce que cuando para al menos dos indices jk N jt,

(t#k) se tenga que ej = ej la funcidn A se anula, por ello la su-
k t

ma anterior bastard desarrollarla para aquellos indices tales que

jk i j] » 1 < k < n; 1 f‘1 < n.

Esto es equivalente a desarrollar la suma sobre todas las per-

mutaciones o del conjunto {1,2,...,n}, as’:
A (Xlgxz,.-.,xn) = cgs ald(l) aza(z)...ano(n) A(eo(l)s...,eo(n))
n

pero por <d2)A(ec(l)’eo(z)""’eo(n)) = g(c)A(el,ez,...,e )

n

para cualquier o¢e Sy Luego:

A(Xl,xz,...,xn) = Ogs e(o)alo(l)a20(2>...an0<n>A(e1,...,en)
n

esta altima iqgualdad muestra que

A(xl,xz,...,xn) =0, V(xl,xz,...,xn) e EN

0, es decir:

"

S A(el’eZ""’en)



1.

1.

"Toda funcidn determinante que se anula en

una base de E, debe anularse en todo E".

Unicidad.

Sean A Yy Al dos funciones determinantes y asumamos que Al es

no trivial, es decir Aq # 0, entonces para una base

(ei) i=1,2,...,n de E vy (xl,xz,...,xn) e E" arbitrario

A (xl,xz,...,xn) = 8(ese0,..00e) g E(U)alo(l)""’ano(n)

y Al(xl,xz,...,xn) = Al\el,ez,...,en) g S(O)Glo(l),--.,dng(n)

Siendo A; # 0, entonces Al(el,ez,...,en) # 0 por lo cual

tiene sentido entonces definir » &€ K tal que

A(el,ez,...,en) )
A= , asi
Al(el,ez,...,en)

A(XI’XZ"'°’Xn) = ) Alkxl,xz,...,xn)

Siendo esta igualdad satisfecha para todo (xl,xz,...,x ) e E

se deduce que

Esta relacidén expresa que:

"Toda funcidn determinante A es miltiplo de una funcidn

determinante Al no nula".

Existencia de A no-trivial.

Para probar que existe una funcidén determinante A no trivial



en E, definamos A asfi:
A(Xl,XZ,...,Xn) = g e (0) Glc(l)azo(z)...dno(n) y

verifiquemos que A asi definida es funcidn determinante

i) A es multilineal, en efecto

A (xl,xz,...,xxi + xi,...,xn)

H

Z e (odego1)®20(2) - (Aoi0 (i) * %i6(i) " ®no(n)

n

A g 8(0)010(1)320(2)...Gic(i)...ano(n)

+ g elo)oy (1)%5(2) " ®ig(i) " ®no(n)

It

A A(xl,xz,...,xi,...,xn)+- DX sXpsunesXisonosX )

ii) A es antisimétrica.

Consideremos una permutacidén fija z, entonces

X (1) X g2y X ()]

ogs8(0)“c(1)o(1)ag(2)o(2)"'“;(n)c(n)
n

Como (;'10 ;)(1) = i, podemos escribir
o(1) =o(z o) (i) = ol M 5(1)))
Luego .A(xc(l),xc(z)...,x

c(n)) ~

=T e(o)a -1 '
g (o) (1) oz (z(2)) GC(ZH)U(E*:L('C(Z.))L) r,(n ol (C(n)))



. -1 . .
haciendo o = 005 ~, tendremos que p barre todas las permutaciones de

Sn., pues o lo hace, asi, podemos escribir

B(X (1)2+ 2% (n)) = % ele-g)ay 1y (1)) -2y (n)? (e (n))

ordenando los indices (i) en la sucesidon creciente 1,2,..

tenemos

B VR O L AL S WEV L TR CY

o) g =(0)a ((1)%20(2) " **no(n)

Luego A define una funcidén determinante.

Probemos ahora que A es no trivial.

Evaluemos A en (ei) i =1...n, base de E

A (el,ez,...,en) = y E(G)dlc(l)azc(z)...(lno_(n)

g

pero a; (4 1, si i = ¢(i)

Y %i4(1) 0, si i # o (i)

as1, habrd un término en la sumatoria en la cual

(110_(1) = 020(2) = ... = ano(,n) =1

por 1o que A (el,ez,...,en) # 0, de donde A # 0.

..N o0b



§2. EL DETERMINANTE DE UNA TRANSFORMACION LINEAL.

2.1 Definicidon de determinante de un endomorfismo.

Consideremos ¢ € End(E) y dim{(E}) = n, definiremos el determi
nante de ¢, escogiendo para ello una funcidn determinante Ao no -

trivial.

Prop. 2.1.1 La aplicacién A¢:En+K

tal que:
A¢(X1,X2,...,Xn) =A(¢(x1)s ¢’(X2)s---,¢(xn))

es una funcidon determinante.

(1) A¢> es multilineal.

A¢ (xl,xz,...,xx. XL X )

= a0o(xg)50(x,) 50 s0(Axy + x.)sna8(x,)) (1)

Siendo ¢ una aplicacidén Tineal, la expresidon (1) se transforma
en:

B(8(x1)50(xp) 5 und(xg) + (x5 ns0(x,)

t

= A a(e(xg)s0(x,) s v es0(x:) s aa(x, N Ha(e(xy)ad(Xo)se s (x;)snatlx,))

= AA¢(xl,x2,...,xi,...,xn) + A¢(X1’X2""’xi""’xn)
(ii) A, €s antisimétrica. En efecto:
A ¢ (Xc(l)’XG(Z)" --,Xo,(n))= A(@(xc(l\)s ¢(XO(2))9- . -9¢’(Xo.(n)))

y escribiendo ¢(X0(i)): W (7)> tenemos
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b Wo(1)r Mo(2)e s Yo (n)!

= g(o) A(wl,wz,...,w ) por ser A antisimétrica

n

= elo) a(elxy)selxy)s.onnolx,))

)

= e{o) by (xl,xz,...,xn
Ya que A es una funcidn determinante no nula, se tiene

By =xh, 2 e K
El escalar A es determinado por la transformacidn ¢ y no depende
de 1a funcidén A escogida. En efecto:

Si &' es otra funcidon determinante no nula, entonces

A' = A'aA y A; = i A¢ s ya que
'y = A’ (
A¢) (1\19)(29---:)(“) A (¢{x1): ‘i)\xz),a--s ¢’(xn))
= 3! A{¢(x1),¢(x2),...,¢(xn))
= x'A
¢
por 1o tanto
AUV = A'A, = At (an) = a(nta) = aat

¢ ¢

Definicién 2.1.2

Sea ¢ € End (E) y Ao una funcidn determinante no nula, 1lama-

remos deflewminante de ¢ al escalar A tal que

A, = A A
\

Notacidon: Denotaremos A por det.¢ , asf

by = (det. ¢)a

una expresidén menos condensada que la ecuacién anterior es:

n
para todo (Xl’x2""’xn) e E
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By (XysXpseosx )= ao(xyd, o(x,),. .0y ¢{x )

= o)
det.¢ A(xl,xz,...,xn,

un casc particular es ¢ = A1, donde i es el endomorfismo identidad,
entonces:

A¢ (Xl’XZ""’X ) = AAi(Xl’XZ""‘X

n I"I)

= a(nilxy)s Ailxp)s.ens Ai(x,))

= A(Axl, AXpseoos Axn)

_on
= X A(XI’XZ""’Xn)
de donde
_ 4N
AAi A A, por 1o gue
det. (A1) = Al
Ejemplos:
(1) Para x =1, det. (1) = 1; (El determinante del endomorfismo -
identidad es "uno").
(2) Para » = 0, det. (0) = 0; (E1 determinante del endomorfismo -

nulo es "cero").

2.2 Propiedades de det. ¢

Se sabe que ¢€ End (E) es regqular, si existe # € End (E) tal -

que ¢¥ = v¢ = 1, es decir, si ¢ es inversible.

£s importante sefalar gue un endomorfismo regular ¢ puede ser

caracterizado por su determinante, como lo demuestra la

Prop. 2.2.1 Sea ¢ € End (E), ¢ es regular si y solo si deto# O
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Supongamos que ¢ es regular y sea (ei) i =1,...,n una base de E,
A una funcidn determinante no trivial; entonces

A(¢(el)! ¢(e2)!"') ¢(en)) = dth'J A(eljezga--’en)

por otra parte, dado que ¢ es regular, el conjunto

{¢(e1), ¢(e2),..., ¢(en)} es también una base de E y siendo A no

trivial, tenemos que

b (¢(ey)soley)s.nus ole )) # 0, Tuego

det ¢ A(el’EZ""’en) # 0, de donde se sigue que det.¢ # O

por otra parte, si det.¢ # 0 entonces A@(eﬁ,¢(e2),.“.¢(en))# 0
por lo tanto Tos ¢(ei),1 = 1,...n,s0n 1.1, por 1o que ¢ es inyec

tiva; ya que si x = ) a.e., W = ) Bie. Y

#(x) = ¢(w), entonces;

p(x - w) =0

Ademds, siendo E de dim finita, ¢ es sobreyectiva. Se deduce en

tonces que ¢'1 existe y por 1o tanto ¢ es inversible.

Prop. 2.2.2 Si vy ¢ € End (E), entonces:

det. {¥od) = det. v det. ¢
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Sea A una funcidn determinante no nula:

I

A (xl,xz,...,xn) = a((w¢)(x1), (W¢)(x2),...,(w¢)(xn)

Yo

a(¥(e(xy))¥(o(xp)), - nv(alx))

det.y ﬂ(¢(xl)9¢(x2)v---s¢(xn))

det.¥ det.¢ A(xl,xz,...,xn)

Asi:

A\y(p = det.¥ det.¢ A

Luego det.v ¢ = det.¥ det.¢.

Particularmente, si ¢ es regular y ¢'1 su automorfismo inverso,

de la proposicidn 2.2.2 se sigue que:

2.3

Prop.

det. (¢.¢'1) = det.¢ det,s? ; como

det. (¢.¢_1) = det. (i) = 1, entonces
-1 _ 1 "

det. ¢ ® At % 0o de otra manera

det. ¢~ = (det. o)}

Subespacios Estables.

Definicién 2.3.1

Sea ¢ € End (E) y E, = E subespacio de E, se dice que E; es es

table por ¢ , si ¢(E1) = Eq.

2.3.2 Sea ¢ e€ End (E) y Eis Ep subespacios estables de E de

dimensiones p y q, respectivamente, tal que E=E1 @Eé

y sean los endomorfismos
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¢1 : E1 > E1 Yy b, ¢ E2 > E2 ambas inducidas por ¢, entonces:
det. ¢ = det. ¢4 det. ¢

Pa.

Definamos los endomorfismos de E siguientes:

\Pl: E - E
¢1(X), s X € El

D QA VAV VA Vi Vi VR VL VI VEg VS VIA VI VLA VA P 3

X 4 S1 x e E2

X, ST X € E1

b A VAV VI VL VT VI VA Vi VL VL VI PR VR 2

¢2(x), si x e E,
resulta inmediato que ¢ = ¥,°¥, y por prop. 2.2.2 se tiene

det. ¢= det. ¥, det. ¥y - La proposicidon quedard probada si mos-

tramos que:

det. ¢1 = det. Yl y det. ¢p = det. wz

para ello consideremos A una funcidn determinante no trivial en t

y el conjunto {bl, bz,...,bq} base de E2= entonces la funcidén de-

terminante A, definida en E1 por

Al(xl,xz,...,vp) = ﬂ(xl,xz,...,xp,bl,bz,...,bq)

con x; € E; es una funcidn determinante no trivial en E, luego

A1(¢1(x1), ¢1(x2),-.., ¢1(xp)) = det. ¢; Al(xl,xz,...,xp) (1)
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de la definicidn de Ay y ¥ también obtenemos

1

51(.4’1(31): ¢1(x2)ns-a ¢1(xp)) = a(¢1(x1)’ ¢1(.‘<2),..., ﬁbl(xp)’blsbzs---abq)

b (¥7(x9)5.005 wltxp). ¥q(bg)s. .ty wl(bq)

)

i

det.¥, A (xl,xz,...,xp,bl,bz,...,b

1 q

det.v, &1(x1,x2,...,xp) (2)

comparando las igualdades (1) y (2), obtenemos

det. 3 Al(xl,xz,...,xp) = det. ¥q Ay (xl,xz,...,xp)

de donde det. ¢, = det. ¥y

Similarmente se prueba 1a igualdad

det. ¢y = det. ¥,

§3. EL DETERMINANTE DE UNA MATRIZ.

3.1 Definicion de determinante de una Matriz.

Sea ¢ € End (E) v A= ( )

la matriz asociada a ¢ relativa

%ij’nxn

a la base (ei) i = 1,...,03 COMO

1

A (¢(x1), ¢(x2),..., ¢(xn) det. ¢ A(xl,xz,...,x )

tenemos que:

A (¢‘(el)s ¢(92}s---: ¢(en)) det. ¢ 5(919923-»-': e ) (3)

) (4)

Ademds A(¢(e1),¢(e2),..., s(e,)) =a(§ “ijei"" % %j €5

= E c (g)alc(l)qzc(z),. o ,ung(n)b(el,. i ,En)

Luego, comparando (3)y (4)resulta que
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det. ¢ = E E (_0) ulo\(l) GE@(_Z)""‘“nq(n) L]
asi, determinante de ¢ es expresado en términos de los escalares de

su matriz ascciada.

Definicidén 3.1.1

Sea ¢ € End (E) y (e su matriz asociada, se define el de-

ij)nxn

teaminanie de la matriz A = (“ij)nxn por:

det. A=} elo)og, (1)%2(2),. .., ®noln)

Notacidn: E1 determinante de A puede escribirse como

det. M (¢)

Prop. 3.1.2 Sean A y B dos matrices cuadradas nxn, entonces:

det. (AB) = det. A. det. B.

i1

Sean ¥ y ¢ € End (E) tal que A
det. (A.B) = det. (M(¢). M(v))

M (¢) ¥y B =M (¥) entonces:
det. (M(o.¥))

H

= det. (¢.v)

= det. ¢. det. ¥

= det. M(¢). det. M(y)
= det. A. det. B.

Como un caso particular de la proposicién anterior se deduce que
si A es inversible

det. (A'l) = (det.(ﬁ‘\))'1 en efecto:
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det. (1) = det. (A.A™1) = det. A. det. A™1 = 1

3.2 El1 determinante de una matriz como funcién de sus columnas.

Sea la matriz A = (“1j1nxn’ podemos entonces considerar cada co

lumna de A, como vector de Kn, as’T:
il

azj
v, = » para j = 1, 2,...,n.

nj

de esta manera det. A aparece como funci6n de las columnas de A.

Investiguemos tal funcibn, definiﬁndo

0
¢ 2 P ey i 0
e . Ay VJ 6 J
donde e. = | T con j=l,....n
J 0
L0

entonces A es la matriz asociada a ¢ relativo a 1la base(eiH=1.“n.

Sea A = Kn ———— K una funcidén determinante

con a(el, e2,...,en) = 1, obtenemos entonces

A(Vlsvzs---svn) =A(¢(e.i), ¢"(ez)s---n ¢(en))

det. ¢ A(el,ez,...,en)

1

det. ¢ , asi:

det. A = A(vl,vz,...,vn)
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Esta Gltima ecuacion muestra que el determinante de una matriz A

puede ser expresado como funcidn de Tas columnas de A.

Prop. 3.2.1 (a) E1 determinante es lineal con respecto a cada vector

columna.

(b) Si dos vectores columnas se intercambian, el determi

nante cambia de signo.

(¢) E1 determinante no cambia, si a un vector columna se
le adiciona el maltiplo de otro vector columna dis -

tinto.

(d) E1 determinante no es nulo si y solo si, los vecto -~

res columna son 1.1.

La prueba es obvia a partir de las propiedades de A.

§4. FUNCIONES DETERMINANTES DUALES.

4.1 Definicidn de funcidon determinante dual.

*
Sean E un e.v. de dimensidon finita y E su espacio dual respecto

al producto escalar <[>,

*
Consideremos A £ 0 y 4 # 0, respectivas funciones determinantes
*
de E y E , serd probada 1la relacidn

*
A (¢1’¢2,'."¢n) ﬂ.(xls}(zs---gxn) = o det. (<¢1[xj>}nxn (1)

*

con x; € E y ¢; € E

Pa.

Sea la funcidn



Q E*(n) X gD » K
(¢ls---¢n; Xl...,xn] vvnuun- det, (<¢i|x5>)nxn
la cual denotaremos por

n(¢1’¢2’___,¢n)(x1,x2,...,xn) = det. (<o;lx32) 00
De las propiedades de determinante de una matriz se tiene:

(i) @ es 1ineal respecto a cada o5 Y cada X
'8
<4y [ %> - .- <¢n [Xy>

Q(¢1""’A¢k+¢;""’¢n)(xl,""xnl = det. i Ay + oy X7 e o shhy +¢k|xn>

<¢n]x1> ... <¢n]xn>

LS

"

{ 1 r
<¢1|x1>...<¢n[xn> <¢1]x1>...<¢1[xn>

Adet. f<gp [xp>e. o<ty X > |+ det. <y ix>oi<op x>

4

L<¢n]x1>...<¢n]xn> ‘ {<¢nlx1>..,<¢n]xn>

Sl RTINS L L L

Simularmente se prueba para los xj.

(i) 2 es antisimétrica para cada ¢; y cada X5 -
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f 3

{¢0gl)ix1>...<¢io[1)[xn>

<¢c(n)[x1>...<¢c(n)]xn>
\ /
{ b

<pplxg>eooseqlxg>
=¢(o)det.

<¢n[x1>_,.<¢n]xn>

J
=E(0') Q (.¢'1,‘”,¢n) (xls-'-!xn)
Por la unicidad de A, @ puede reescribirse como
Q(¢1’___¢n)(x1,...,xn) = ¢(¢1,...,¢n) A(xl,...,xn)

donde el escalar ¢ (¢1,...,¢n) depende de 10sS ¢

Evaluando o en la base (e,)._;, |, de E tenemos:

Q(¢1!'-~s¢n)(e1"”’en) = ¢(¢1:¢2,-..:¢'n) A (el,...,en)

Como A (el,.-.,en) = 1y @ es lineal respecto a cada variable y anti

simétrica, también lo serd o.

*
Aplicando a A el teorema de unicidad tenemos

*
0(03s0p5---5¢,) = 8 & (67.65....56,), con e K

Luego

*
ﬂ(-¢’1’...’¢n)(xls-.-)xn) = B A (¢1,...,¢n)a(x1,.._,xn) (2)
Siendo (e:)1=l n la correspondiente base dual de (ei) 151,00 4 4N

entonces
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asi 8 $+ 0.
Multiplicando por o = 3“1 la relacién (2):
= i ) A )
o ﬁ(¢l="'¢n) = o B A ¢19--.¢n A Xl,.__,xn

obtenemes (1)

Definicidon 4.1.1.

*
Las funciones determinantes A y A son dualfes si

*
A (¢1,...¢n) A (xl,...,xn) = det. (<¢i[xj>)nxn

Prop. 4.1.2 Para cada funcidn determinante A4 # 0 en E existe una y

- 3 * *
solo una funcidn determinante A en E .

Pa.

(i) Existencia.

* *
Sea A # 0 una funcidn determinante arbitraria en E ,
*

t A
q e (¢19---¢n) A(xl,...,xn) = a det. (<¢1ij>)nxn

*
» tenemos que A y A son duales.

[~}

. * *
haciendo A = % A

(i) Unicidad.

* %
Sean Al'YAZ dos funciones determinantes duales a & # 0, entonces:

*
Al (¢ls---,¢n) A (Xl,...,xn) = det. (<¢1|Xj>)nxn
¥
07 (bgseesby) & (xgseniax) = det. (<o50x) 0

BIBLICTECA CENTRAL
UNIVERSIDAD DE €L SALYVADGR
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luego,

* ¥
('5-1 (¢'19---9¢'n) = *'32 (¢'13---:¢n))ﬂ (xl;---axn) =0

en consecuencia

4.2 El1 determinante de una aplicacién dual.

Prop. 4.2.1. Sea ¢ € End (E) y ¢* e End (E*) dos aplicaciones linea

les duales, entonces

*
det. ¢ = det. ¢

* *
Sean A y A un par de funciones determinantes duales en E y E, -

Juego

*

A (ef-'ls---:d,"n) A (xl,...,xn) = det. (<¢i])(j‘>)nxn
por 1o cual

8" (¢*(¢1),...,¢*(¢n)) b (Xys...0x,) = det. (<¢*(¢i)lxj>)nxn

8" (gaeentg) & (60x)aenatlx))) = det. (<oglo(x;)) 0
Siendo
<6 (050 [x;5 > = <o lo(x;) >

como se ha visto en Capitulo Introductorio, puede afirmarse enton

ces que

87 (89D 51458 (8)) & (Xpsennsky) = 8 (9300--00,) 8 (8(x1)s..0n0(x)))
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Pero

ﬁ* [¢*(¢1)!---:¢*(¢n)) = det. ¢* "5*(¢1!--~-v¢‘n)

Yy
A (¢(x1),..., (xn)) = det. ¢ A (xl,...,xn)

obtenemos que

(det. ¢* - det. ¢) 8 (¢1,...,¢n) A (xl,...,x ) =0

luego

*

det. ¢ = det. ¢

Corplario 4.2.2 Matrices transpuestas tienen el mismo determinan

te.

Pa.

Sea M(¢) = A, entonces

*

n

* * *
det. A det. (M(¢) = det. M(¢ ) = det. ¢

det. ¢ = det. M(¢) = det. A

it

§5. COFACTORES.

5.1 Definicidn de Cofactor

Consideremos la matriz A = {“1j) para i y j fijos, reem-

nxn’
placemos los elementos de la fila i y Ta columna j por ceros, -
excepto en la posicidon (i,j), en la cual se reemplaza por 1, ob-

tenemos asi la matriz:



id
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1(j+1) 30 3%

Bi=1) (=10 (d-1) 0 2 %(4-1)(§+1)2 % (i-1)n
0 P 0 R 0

L)L 1) (3-1)7 0 2 (1) (§+1) 77t (i 41)n

L‘(:r.n 1 ais 6 b d gn[j_l)! N un(j+1) yeees O

Definicion 5.1.1.

Llamaremos ceogacter del elemento gy al determinante de la -

matriz Cij' Denotaremos al cofactor del elemento %3 por -

cof aij' Asi:

cof oo w = .
0 A4 5 det. CiJ

Definicidn 5.1.2.

La transpuesta de (cof “ij)nxn serd denominada la adfunta de

A y serd denotada por

Adj. A = ( ) = (cof a,.)

. .
ij'nxn ji‘nxn

Expresaremos el determinante Cij en funcién de sus filas.

Escribamos cof “ij en térmings de las filas de CiJ
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asi, cof

=
n

. . —..E-,..., - - i B~ 3 e - . -..-1"' Ll e
15 = 00vymoy5 8 V(i-1) "9(5-1)3%3785V (1+1) " (5+1) 585 V0%
= ﬂ(V13V2;---gvi_lyejsv.i_l_l!"')vn)

donde vi es la i-esima fila de Cij

multiplicando por %L j obtenemos:

Ctkj Bji = &(VI’VZ""’V‘E-I’ Ejg Vi+1,-..,Vn}

y sumando en j, se sigue que

-3

Tg Bgi T8 (YpsVgeeeaaViigs Vis Vigpeeoos Vp)

J=l

Luego, si k= i tendrfamos que & (Vy.Vp,...sVsse. sV ) €5 jgual a -

1 n

det. A, en cambio si i # Kk, v, aparece repetido y asi

A (vl,...,vk,...,vk,...,v Y = .0

n
entonces 3

; %5 gji = Gki det.A ; es decir

1

A. Adj. A = det.AI, siendo Il Ta matriz identidad

Asumamos ahora que det.A # 0, entonces la eXpresidn anteribdr

de dividirse por det.A ;3 asfi

i A
A. %g%fﬁ - =1, luego

-1 - 1 :
A ~ et K AdJ.A
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n

Aplicando nuevamente l1a relacidn jzl a5 Bii = Ski- det. A.

a un sistema lineal con n ecuaciones y n incdgnitas, obtenemos la
11amada Regdfa de Chamer para la solucidn del sistema.
n
Sea ) a, & = u; (j=1,...,n) el sistema mencionado
k=1 Ky kT

y asumamos que det. A. # 0, con A = (“kj)nxn'

multiplicando la j-ésima ecuacidén por 8.. tenemos:

Ji

= B.. 5 3 s ndo en.
B My y sumando j

31 E
luego a B:.| &, = B u
k=11j=1 kj "3 K j=1 ¥
n
det.A . 51- = JZ]_ Bj.i ]Jj
n
El B
. 471 Ji
axy 8y det.A

Obsérvese ademds, que el numerador no es mds que el desarrollo de

la fila i del determinante de la matriz

[ 3115.-.&13 « s Gln z
ul L u,j " e ow un =¥ 1
| Gnln. . an - Gnn
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§6. EL POLINOMIQ CARACTERISTICO.

6.1 Vectores Propios.

Consideremos una transformacidén Tineal ¢ de un espacio Tineal

n-dimensional E. Un vector v # 0 de E es 1lamado un vector proplo

(;(v) = AV, X € Ki]

E1 escalar x es llamado el correspondiente vafoi prepio.

de ¢ si:

Una transformacibén lineal ¢ no necesariamente tendrd vectores
propios. Como ejemplo tomemos E = R2 sobre K = IR y definamos ¢
por

¢ ( Vl) 8 V2
#(vy)= ~vy donde los vectores v; y v, forman una base

2 Q% A .
de R, esta transformacidn no tiene vectores propios, en efecto:

Asumamos que v = ®3vq + GyVy €5 Un vector propio de ¢ , luego

6(v) = av, asi

]}

o (v) = Aaqvy + AayVp., ademds  ¢(v) a1¢(v1)-+ ant (vz)

= 0‘.1 Vz - Uzvl
Se sigue entonces que:

(Aaq =a,) v, *+ (Aa, ~ a¢;)v, = 0 y. por consjguiente
1 2 1 2 1772

11
o
—~
—
~—

?\0‘.1 il Cf.z

AGZ e 31 =0 (2)



Supongamos que A = 0, se tiene as{ que tanto «; como a, son cero, -
1o cual no es posible pues siendo v vector propio,v # 0,
Si A # 0, despejando A de (1) y (2) tenemos

_'.uz
"

o
y a= El' » lo cual es imposible.
2

obteniéndose en ambos casos una coOntradiccidn se deduce que v no pue

de ser vector propio de ¢.

6.2 La Ecuacign Caracteristica.

Asumamos que v eS uUn vector propio de ¢ y que X es su respecti-
vo valor propio, entonces

$(v) = Av, v # 0

Esta ecuacion puede ser escrita como

(¢~A;) (v) = 0, mostrando as7 que

¢ - ki es ho regular, de donde se deduce que
deto ( 4}"'Ai) = 0
La ecuacidn det. (¢~ a,) = 0 es Tlamada la Ecuacién Caraclenis

tica de la transformacidn lineal %, es claro entonces que todo valor

propio de ¢ satisface dicha ecuacidn.

E1l desarrollo del det. de ¢ ~ A nos conduce a un polinomio en X
de grado n, como puede verificarse fdcilmente. Este polinomio se de

nomina polinomic caracteristico, s, escribiremos

n
det. (¢-i;) = } ag A"PL con ae= (-1)" ¥ w, = det.s
p:ﬂ.o =
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6.3 Existencia de Valores Propios.

Sea A un valor propio de ¢ € End (E), entonces det. (¢-Ai)=0,

n
ademds det. (¢-Ai) = ) o, A""P  tenemos entonces que 10s A son
p=0

raices del polinomio caracteristico:

n

f(x) =}
p=0

n-p
u.pk

Esto implica que ¢ € End (E), con dim. E = n, posee al menos n

valores propios no necesariamente diferentes

n

Caso 1. Sea E = R

(a) Si n es impar, tenemos que ao= (-1)" = -1
luego 1im f (A) = = = y 1im f (1) =

A A

por tanto existe algin A € R tal que f(A) = 0, 1o que garantiza en
este caso la existencia de al menos un valor propioc.
(b) Si n es par, ao = (-1)" y
Tim f(a) = 1im f(2) = =

A+m )\+"m

como f(0) = a, = det. ¢, si

det. ¢ > 0, nada puede decirse sobre la existencia de raices
de f(r); en cambio si det. ¢ < 0, entonces existen al menos

dos valores propios.

Caso 2. Sea E = €, entonces de acuerdo al teorema fundamental
del &lgebra, f(a) tiene al menos una rafz en €, luego

existe al menos un valor propio de 4.
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6.4 Polinomio Caracteristico del Endomorfismo Inverso.

* *
Sea A y A funciones determinantes en E y E respectivamente
* * * *
y sean ¢: E>E y ¢ : E -+ E endomorfismos en E y E respectiva-

mente.
_ Sabemos que det.¢ = det. ¢*, de esta relacidon se deduce que -
det. {¢-r;) = det. {o-2.) .
Supongamos ahora que E = E1 B E2 tal que E1 y E2 son estables

por ¢ € End (E).

Dado que det.¢ = det.cp1 : det.¢2 s con
$q ¢ E1 > E1 Y o, - E2 + E2 resulta que

det. (¢ - Ai) = det. (¢1 - Ay

). det. (¢2 - Ai) asf:
E1 polinomio caracteristico de ¢ e2s el producto de los polinomios ca
racteristicos de o1 Y 4,.

. . . P -1
Si ¢ es regular, entonces el polinomio caracteristico de ¢ es

tard dado por
-1

F(x) = det. (¢ = - Ai) , pero
o7t - Ay = 4T (i-20)
= - ¢, {ne-1)

= =207l (o - 27H)
Asi: det. (¢_1—Ai) = det.bm¢“1). det. (¢-A_li)

-1

= (=a)" det. ¢ det. (¢—A_li]

Luego



31

F(a) = (-2)" det. ¢'1. f(x‘l)

Escribamos

n
F(a) = } B, A""H obteniendo asi entre los coeficientes de F y f
u=0
la siguiente relacifn Bu = (-1)n det. ¢-1 I esta relacidn condu-
ce a:
Bo=(-1)" y 8, = det. -

6.5 E1 Polinomio caracteristico de una matriz.

Sea (ei)i=1,...n una base de E y A = M(¢) Ta matriz asociada a ¢

relativa a la base dada.

Mo - a5) = M(e) - M(xy;)

i

M(o) - AM(1)
A - Al

de donde

il

det. ( ¢ - xi) det. M (¢ - li)

H

det. ( A- aAI)
entonces
f{x) = det. (A- AL}
Este polinomio es 1lamade polinomic caracteristico de A aso -

ciado a ¢ y las raices de este polinomio vafores propifos de’ A.

§7. LA TRAZA.

7.1 La Traza de una Transformacion Lineal.

Al igual que det. ~ otro escalar puede ser asociado a ¢ €¢End(E).
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Sea A # 0 una funcifén determinante en E, definamos la funcidn

T . gf 5 K

W13

) - .
(xl,xz,...,xn, A A (xl,xg,..., ¢(xi),...,xn)

i=1

Se probara que T es una funcidn determinante.
(i) T es multilineal por la multilinealidad de A y Ta linealidad de 4.

(ii) T es antisimétrica, en efecto:

Sea ¢ € Sn una permutacién cualquiera

!

X ayRarny v s gigge o - eo¥gpmy )

i=1
n
=e(o) .Z A(xl,xz,..., p(x5)aennax,)
i=1 :
AsT: T(xl,xz,...,xn) = aA(xl,xz,...,xn)
es decir:
n
izl A(xl,xz,...,¢(xi) ...,xn)=aa(xl,x2,...,xn)

Siendo el escalar a determinado por ¢.

Definicidn 7.1.1

Se 1lama Traza de ¢ al escalar a tal que

n

.Zl B(X1sXpaenesd(Xs)0nnn,x
":

)

n
= q A(xl,xz,...,xn) y se denotard por tr.¢

Consideremos la aplicacidn
tr. : End (E) » K

(b LAV AVATT VRS tr‘.d)



33

Resulta inmediato probar que esta aplicacidn es lineal, es decir,

tr. (r¢+tu¥) = atr. o+ M tr. v

Prop. 7.1.2. Sean ¢ y ¥ € End (E), entonces tr. (¢o¥) = tr. (¥ood)

Pa.

La traza de ¥.,¢ estd definida

n

igl A(xlsxzs---s(wo¢J(xi),...,Xn)

t]". (‘*’Od’) A (xlng,..-’xn)
reemplazemos X, por w(xk), k = 1,....n de manera que

n '
izl(W(xl),w(xz),...,(wa¢)(w(xi)),...,w(xn))

n

det. v _Zl A(xl,xz,...,(¢o?)(xi),...,xn)
']:

. . - A
det. ¥ . tr. (¢o¥) & (xl,xz,...,xn; (a)

pero 'El A(W(xl),w(xz),..., (wo¢)(?(xi)),...,%(xn))
i=

tr. (¥o.4) A (w(xl), w(xz),..., w(xlj,..., w[xn))

tr. (¥o¢). det. ¥ & (Xy:Xp,...aX (b)

3
nl
Comparando (a) y ® resulta que, si det. v # 0 es decir si ¥ es re-

gular

4

tr. (do¥) = tr. (¥oé) (c)

por otra parte, si ¥ es no regular consideremos el endomorfismo
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¥ - A,, tal que A no es valor propio de ¥, de donde

}

¥ - A, es regular, por Jo cual

tr. ((vy- 11]0¢) tr. (¢o(y - Ai))’ por la linealidad del operador

traza se tiene
tr. (Vo) - 2%r ¢= tr.{go¥]) - A tr.o

y finalmente se cumple ({c).

7.2 La Traza de una Matriz.

Sea (ei)i-l,...,n una base de E y ¢ € End (F) relativo a la ba-

se dada.
Entonces ¢ determina una matriz (“ij)nxﬂ por 1a ecuacién
n -
¢les) = ) asy, e, . i=1,...,n
i k=1 ik "k
evaluando
n
_L1A {el,ez,..., ¢(ei),...,cn) tenemos
1 =4
n
1‘):]_ A(elsezﬂ 00:‘(9..}': aen} = tr. ¢ A (ﬂ-;:eza ’eﬂ)
n n
o \ { fa]
pero gl Aleqse,s...nt(ey)s.. e ) = aleg,e,,.0.,e)) Z L

Obsérvese que la férmula anterior expresa que la traza ¢ es =

igual a la suma de los elementos de 1a diagonal! orincipal de la ma
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triz asociada a ¢.

7,

Definjcidon 7.2.1

Sea A= (a::) ., ¥ ¢ € End (E) asociado a A, se 1lama Zraza de A

al escalar:

n
tr.A'= ) a,. 0 de otra forma

tr. M(¢) =

Hr~13
2
o
-

Se sigue de la definicifn anterior que:
tr.A = tr. M(4) = tr. ¢.

*
Nota: Observando que a5 = <€y l¢(ei)> ya que

]

* *
<ej|¢(ei)> ej(¢(e1))

* E 1
e. . €
3(k=1 ik kx

se puede escribir la traza de ¢ como:

*
tr. ¢ 4ej[¢(ei)> 3 donde

=13

i=]

*
ej es Ta base dual asociada a 10s e, .

Dualidad de L(E,F) y L{F,E).

Definicidon 7.3.1.

Sean E,F dos espacios vectoriales, se define L (E, F) como el
conjunto de las aplicaciones lineales de E en F. Similarmente

se define L(E, F).
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Con ayuda del operador tr. definiremos un producto escalar

en L(E, F) y L(F, E).

Prop. 7.3.2 La aplicacién <|>: L(E, F) x L(F, E) ———— K

( ¢ ,¥ ) avnvananastr. (oY)

es un producto escalar.

Pa.
(a) La funcidn <[> es evidentemente bilineal.
(b) Ahora asumamos que <¢|¥> = 0 para alguna aplicacidén ¢ € L(E,F)

fija y para toda v € L(F, E), mostremos que ¢ = 0.

Supongamos que ¢ # 0, Tuego existe v € E tal que &(v) # 0. Sea

bl’ bz,...,bm'base de F tal que
o(v) = bl y definamos ¥ como sigue

v: F - E
blmv

ijv+0, J #£ 1, entonces

(@oY)(bl) = by vy (¢o?)(bj) =0, j # 1 por definicidn

<p|¥> = tr.(¢o¥)

probemos que tr.(¢o.¥) # 0, 1o cual conducird a una contradiccidn.

m
IR NN R

tr. (da¥) s A(bl,bz,...,bm)
al expander la sumatoria tenemos que todos sus términos son nulos,

con excepcidn del primero que es:
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A(bl’bZ""’bm)’ en consecuencia
tr. (éo¥) = 1, 1o cual es una contradiccidn.
Luego ¢ = 0.

Similarmente se prueba para ¥ € L(F.E) fija y para toda ¢ e L(E,F).

Asi, la funcidn definida inicialmente es un producto escalar de

L(E,F) x L(F,E) en K.



Capitulo II

ESPACIOS VECTORIALES CON
PRODUCTO INTERNO

sl. EL PRODUCTO INTERNO.

1.1 Definicidn de Producto Interno.

Definicidn 1.1.1

Sea E un e. v. sobre K, se 1lama paoducto Lnteino en E

una funcidon bilineal ¢: E x E » K

tq:

—
—
~
"3
—
>
>
~
il

0, ssi x =0

—
—
—
—
LE ]
—
>
-

>
~
\%

0, si x # 0

(i1i) o(x,y) = e(y,x)

Todo espacio vectorial donde se ha definido un producto in
terno ¢, se llamard espacdo vectorlal con producto Linternoc ~-

(e.v.p.i.).

Notacion: Emplearemos el simbolo (x | y) para denotar el valor
(x,y).
En 1o sucesivo K serd el cuerpo de Tos reales, a menos que
se especifique 1o contrario.

Terminologia: Un e.v.p.i.,E, dim E = n, se llamard espacic eu-

clideo n -dimensional.

38
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Prop. 1.1.2 La funcidn (|) es no degenerada.

Asumamos que (x|y) = 0, para x fijo y ¥ y ¢ E, en particu-
lar para y = X, luego (x|x) = 0; debe ser x = 0, por tanto

N = (0).

Consecuencia Inmediata: de la anterior proposicién se conciu-

ye que todo espacio vectorial con producto interno es dual a -
&1 mismo. Esto significa que un producto internoc es un produc

to escalar con la propiedad de simetria.

1.2 Definicién de funcidn norma.

La definicidon de un producto interno en E, induce una fun

cidon 1lamada noama, que trataremos a continuacidn.

Definicidon 1.2.1

Sea E un e.v. de dimensidn finita {eucliideo).

La funcidn noama en E es una funcidn real valorada

ol E > R
X newaans ] x|
tq
(i) {|x[[> 0, ¥xeE y |[x]|[= 0 ssi x =0
i) Exayll < HIxdf + dlyll

(14) [ ax[[ = [af [[x[l , para 2 e R
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Un espacio euclideo en el cual se ha definido una funciodn

norma, es 1lamado ecspacle L£Lineal noamado.

Prop. 1.2.2 Todo producto interno definido en un espacio vec-

torial E, induce una norma.

Pa.

Consideremos la definicibn:

lixll = /{xTx)

Evidentemente satisface (i), (ii) y (iii) de 1.2.1.

Si || x|l = 1, x serd 1lamado vector unitaric, 10s cuales se
coleccionan en el conjunto:
S = {x e L : || x[]=1}

conocido como esfera unitaria.

Prop. 1.2.3 Todo producto interno en E puede expresarse en -

términos de la norma inducida.

Pa.

Sean X e y en E, por definicién de norma tenemos:
| x+y | = (xty]x+y)
= (x[x)} + (ylx) + (x]y) + (yly)
= xIP o Ny P2 (x

y)

de donde:

7
- -

(x]y) = 5 (llxsy 1P - i x Iy 1%




1.3 Ejemplos de Espacios con producto internc.

1.3.1 E} Espacio R

Definamos el conjunto:

™
&3

R" = {(Xl,xz,...,xn} DXy o€ }

y ademds la funcidén bilineal:

¢ : R" x R" — R
n
(x,y) VATV VE S y Xi“;f;
i=1 ’
con x = (x;5...5%x )s ¥y = (yysoy)

¢ asi definida cumple con las condiciones de 1.1.1.
1.3.2 £l ESE&C'!O C|:G,lj

Definamos el conjunto

®ro,1) ~ {f: |0,1] >R | f es continua en 0,1 |}

y ademé&s:
(IJ : C[:O,l] X CI:O,]-] > R

1
(f,q) Vv ( ’x‘"(x)g(x)dx
/

s

satisface las condiciones de 1.1.1.

1.4 Ortogonaiidad.

Definicidon 1.4.1

Sea E un e.v.p.i., dos vectores x, v € E se dicen caioge-

nafes si
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(x]y) = 0.
Nota: La relacidén de ortogonalidad en E, es simétrica, y la

reflexividad se cumple solamente cuando x = y = 0.

Prop. 1.4.2 Si T = {x1,x2,...,xp} con %, # 0, i=1....,p. tq
(Xilxj) = 0 para i # j, entonces T es un sistema lTinealmente

independiente.

Pa.

Construyamos 1a combinacién lineal con elementos de T tgq

E a:X, = 0 y probemos que w. = @, para todo j=1l,...,p.
jep 973 ]
En efecto
(x E a:X.) = 0, como (x ' g o Xs) = (X ]ax.) =
y WA » Lo %37 i1%97
J= ¢ i=1
“i(x1lxx) = 0y (x.]x.) # 0, entonces o, = 0, ¥ i=1l...,p

Definiciagn 1.4.3.

Sean E1 y E2 subespacios de £ e.v.p.i., se dice que son
ontogenales ssi para tode {(x,y) e E; x E, se tiene que
(xjy) =0

Notacidn. Para anotar la cortogonalidad de dos subespacios -

E1 N EZ’ escribiremos

]

BIgLIQTECA CFMNTRAL
UNIVERSIDAP DE EL SALVaAaDR
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1

1o cual se leera "E, ortogonal a E,", de igual manera, x 1 ¥y
L

v)

significard que "x es ortogonal a y".

1.5 Desiqualdad de Schwarz.

Prop. 1.5.1 Sea E, e.v.p.i. Para X. y € £ se cumple:

l

(L)< el vl

A

Caso 1. Si x, y son t.d. entonces existe x # 0 tg x = iy

luego
(xly) = OGyly) = aly) =2l yllZ= 2 Uyl Iyl

=dadl oyl = Al fiyll

Caso 2. Si x, y por 1.i. entonces ¥ x e R, w=x+xy # 0

Luego

(wlw) (X+ry|x+ry)

2
= I x |18 vax(x]y) + 28 |y |)°
haciendo » = - Lé—%% tenemos:
oyl

. 2 2
0 < 1{&{2 _ Z(XEY% + (XIY%
y |l Iyl

o< [xIP 1% - 2(x1n)? + ()% = 102 Il - (x]y)?

<

I < N2 e = [l ] < Ux Ly



a4

De 1a anterior desiguaidad de Schwarz se deduce con faci-

1idad que
X ny|~—
Esto implica que existe 6 e [0,n] tg cos @ :_Lfill_

It iyl

Terminologia: ¢ es denominado drgufo entre los yectores X e y.

Nota: La simetrfa del producto interno permite afirmar que ©

es el dngulo entre y y X.
Si x 1 y se sigue de inmediato que @ = %.

Prop. 1.5.2 Teorema de los Cosenos.

Sea E e.v.p.i. ¥y X, y € E. Entonces se cumple:

2 2 . 2 o
[x=y ™= l1™ + v 1™ -2[ix I8 iy fl cos o

Para_}z y e E se tiene:

3\

I x=y 1% = (x=y |x-y)

Esto es:
Il x=y[12= (xIx) - (x]y) - (yix) + (y]y)

2 . ,
= [ xU8+ QI yll® -2 (xly)

pero (x

y) = i »{l 'yli cose, de donde se sigue el teorema.
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Consideremos ahora el casc donde X e y son 1.4

d., 1.8,
X = Ay, x ¥ 0, entonces
2 . .
IVRY 5 b, A = 0
cos o = Axl¥) o A L¥N'2= 2 =
(RN 1/ I PN M I N S

de donde 6 =

As? la proposicidn anterior se expresa:

v

1x)|¢

# IliZ - 2l vl st 3 > 0

2
%=y |[© = N A
[0+ IS + 2004

Lsia<0

Finailmente s1 x | y, c0os 0 es cero, de donde 6 = , por 1o cual

el

x = 12 = xi% e

Formula del ya conocido Teoxrema de Pitdgoras.

1.6 Desigualdad trianguiar.

De lTa desigualdad de Schwarz se deduce:
B 'n . i 2
Fx + 0% = DIl + 20x1) + Yl
~ H [ ! [2
+ 2 x|} [yl + Iyl
)2

[x+ 18 < fixlI?

< (] + lly]

X
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por 10 cual

x + Il <l + iyl

Qué es la 1lamada desdguafdad tralangular.

Prop. 1.6.1
lx+yll =[xl + [ly]l ssi x e y son 1.d.
Pa.
(a) =>
sea |ty =[x || + llyll-entonces |ix+yll® = (/x| + [y [[)° =

X2+ (Wl 2+ 20x0] lls como lix + % = [ixI% + W1 + 2(x]y), se tie

ne:

2 Iyl + 20xly) = 141 + 1y B + 20 vl

-

asi
(x1y) = 1 I Iy |
(b) <=
Sy = A%, x # 0, entances
Pxox] = {1 xGe1) 1= bt ficdi= b lxdl+ il
= ol o+ b= vl + i

1.7 TJeorema de Riesz.

Consideremos el espacio E, e.v.p.i., de dimensidn finita n,
y L{E)}, el espacio de funcionales lineales de E, probaremos que

E y L{E) son duales respecto a un producto escalar.
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Prop. 1.7.1 E y L{E) son duaies respectoc a

¢ : L{(E) x E ———+ R

(f . x) wanvan + F(x)

(i) Obviamente ¢ es no-degenerada, ya gue si f(x) = 0, ¥xeE,
f es idénticamente nula.
(ii) ¢ es bilineal:

= - 2
¢(>\1 fl + >\r\ fZ_HX), \)‘1f1 F )\Zfz) (X)

Hi

A fixd ot (x)

Similarmente se prueba aque ¢(f, agxy * uzxz) = a1¢(f,x1) +

az ¢(f:x2)-

Prop. 1.7.2 Sea f € L{E), entonces para todo x ¢ Ey a € E, -

existe un isomorfismo Tineal de E sobre L(E) tgq
£ (x) = (a]x)

Pa.

Definamos o por:

> R
X s (alx)

Probemos aue ¢ es isomorfismo lineal.
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(a) Lineaiidad.

Sean 3, b ¢ E, entonces
Flasp)(X) = Fap(x) = (a + b [x) = (afx) + (b]x)

= fa(x) + fb(x) , ¥ x e E

(Fy + 0000 0 Fany = Tla) * o)

Sea » e Ry a e E, entonces

foa(x) = (aalx) = a{a|x)
= Af (x) = af (x) .7. f(xa) = Af(a)

(b)Y Inyectividad.

Sean f_, f e L(E) tq fa = f,. Entonces
fo(x) = f(x), v x e E, Tuego
(af x) = (b|x)
(a-blx)= 0
en particular x = a - b, asf:
(a-b|a-b) = 0

de donde a - b = 0 y a = b.

(c) Sobreyectividad.

Dado que E es dual a éi mismo respecto al producto inter-
no, se sigue que f es sobre si dim E = dim L(E) = n 1o cual ha

sido demostrado en el Capitulo Preliminar.
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§2. BASES ORTONORMALES.

2.1 Definicidn de Bases Ortonormaies.

Sea E, e.v.p.i. con dimensidén n vy (Xi)i -1 p una base
] n ~ 1 - {8y 1 3 -
de £, derivemos del producto interno (|} la matriz (gij)nxn
como sigue:
s
(ryixg) Oxgixo) (xqlx.)
/ =
‘gij)nxn
| {
(xplxy) (xybxy) (xq I,
J
0 sea:
(gij)nxn = (x1|xj) >nxn
Comentario. Dado que (Xilxj) = (lexi), la matriz (gij)nxn es
simétrica, ya que (gij)wxn = (gji)nxﬁ Sean 1os vectores x e y
tag :
g n
= =Y
X CX'X- ) ‘Y—L E.X.
i=1 ! ES
Entonces :
n n
(xly) = ( Z @ X ‘Z Bjxj)
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I
Cue =
HoNp—1os
e
ol
—
w
—~
>

—.
Cv.
L)
—
G

li
o e
I He~13
—
R
—
™
[{a]
H
€1, —da
n e~
b st
[
—d
Q
w

Asi el producto interno de x e y puede escribirse como una for

)

ma bilineal caon los elementos (g

ij/nxn’

N
—
—

Definiciodn

Sea E, e.v.p.i. y {x.)i=1,..., n una base de E, se dice gue tal

base es oatoncamal ssi

Jl, si 1 = 3
(x:|x;) =
T [o, si i # j
0 sea (xilxj) = 845
Consecuencias.
Cl' Siendo (xi)i=1 n una base ortonormal, tenemos que
n
(X|Y) = Z @131
i=1
C2. Si es el caso que X =y
2 n
(x|x) =[x |F = T

-
—
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C3. $i hacemos y = X., para i = 1,2,....n tendremos:
)

Notacidn. Denotaremos por 85 al dangulo formadc por el vector x

y el vector de la base, xj, para J = 1.24...,N0
como (x|y) =lIx[l Iy | cos &, entonces

( x X 3 x| %3
cCos 6., = (x| J) = Sjl—il-= con x # 0

Sl Il x|

cos 8, = —o

| [
Si ||xl| = 1, la igualdad anterior se reduce a

cQs Gj = aJ
|

De esta manera hemos probado la proposicidon siguiente:

Prop. 2.1.2 Los componentes de un vector unitaric de E, rela-

tivo a una base ortonormal, son iguajies al coseno del angulo ej.

2.2 Proceso de Ortogonalizacibn de Schmidt.

En esta parte mostraremos que en todo E, e.v.p.i. de dimen
sién finita, siempre puede ser construida una base ortogonal, y

de hecho ortonormal, mediante un proceso algoritmico conocido -
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como Gramm-Schmidt.

En efecto, sea (al) una base arbitraria de E y

i=ls.. 4P
construyamos (bi)i=1 , una base nueva de manera tal que sus

vectores sean mutuamente ortogonales:

(i) Hagamos

y definamos
= +
b2 s A
de forma tal que A; sea un escalar a determinar, exigiendo que

b1 1 b2, entonces:

(blle) = 0
(b1|b2) = (bl a, * Albl)
(bylay) + Ay (bylby)

. 2
(bllaz) A “b1[|

Tuego (byla,) + A !}ble = 0, de donde
(bylay) (a;lan)
Lo ey IP | agli?

Como al, as son 1. 1., entonces b? # 0.

De ahi que:
(ayja,)

laglf



[$2]
(%)

(ii) Para obtener b3’ escribamos:

a3 + Albl + Azbz

y determinemos Ay ¥ A, por medio de las siguientes condiciones:
b1 1 b3 y b2 1 b3.

Desarrollando (by|a; + Agby F asbs) = 0y

(a1]a,)
(b|a + Abs o+ Ab,) = (a, - o 20 s ) F ARy =
2937 1P1 T 2% TN aylag + a;by + asb,) = 0
1

se obtijene que:

(azlal) N (a3lb2)

A, = —& - £
T L P

(ii1) Sucesivamente el wvector bi+l puede expresarse como:

j51 99
y los Aj’ de j = 1, »1, se determinardn por las condiciones
by L biggs by L obeygseiiibl L bjyp, con To cual resulta que
(a;,,|bs:)
Aj = - ——Qii§—J- con j = 1 i
b
Si tenemos una base (b,),_ , . ortogonal, podemos definir
bi
e, =
1
b |

con 1o cual (e1) s una base ortonormal de E.

i=l,...,n,



2.3 Complementc Ortogonal.

Sea E, e.v.p.i. de dimensidn finita y E, subespacio de E.

1

1lTamaremos ccemplemento chatcogonal de El al conjunto:

1
E1 = {xeE : xL y, ¥ye El}

Prop. 2.3.1 Sea E e.v.p.i. dimensidén finita y E1 subespacio de

E, entonces se cumple

(1) Ei es subespacijo de E.

(i1) €] nE; = (0)

1

3 -
(i) Sean x, y € Ey ¥ 2q0 2, eRL ¥ e Eqs

1

zlx 'y zly. entonces A;xlz y A,y & Z vy

i

(agx + a,¥y)lz, por tanto (A x+a,y) e Eq.

. . L
(ii) Sea x € E1 N El’ entonces Xx € El’ X€ E1 , luego

X1z, ¥z ¢ El’ y como X esta en E en particular para

1’

Z = X, X | X, en consecuencia x = 0.

Escojamos una base ortonormal {(y.})i=1...p de E1 ¥ sea yeEl,

de manera que

BIBLIOTECA CENTRAL |

UNIVERSIDAD DE EL BALVAROW |
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Entonces
(Zij) = (x—ylyj)
0
=
={x- § asy:ly;:)
j=1p UM
p ’
= (X|Yj) - ié “iﬁyi|yj)
] - . - o
(zlyj) (X|y3) o

Si z fuera ortogonal a E entonces z € Eﬁ, por 1o cual

15

(zlyj) = 0, para j = 1,....p, de ahi que:

?

(X"y\]) = aj

As? el vector x € E puede descomponerse en Ja suma:

X =y + z,y € El’ zZ € Eé

Al vector y te Tlamaremos proyeccdidn cafogonal de X en Ej.

(3]
~

Corolaric 2.

. . . .1
Como dim E = n, entences dim E = dim E1 + dim E5, y como

m
ed
)
m
r—t
1

Sea £, e.v.p.i., Ta dimensidén finita, entances todo vector

en E, tiene norma mayor o igual que la norma de su proyeccidn -

1

(0), se deduce que E es Ta suma directa de E1 y Eq-



grtogonal.
Pa.
1
Sea x € £ tg x = ytz, con y ¢ F_1 y z e ti’ luego
xjx) = (y+zly+z}
= {yly) + (z]z) + 2(y|z)
(2 2 ool
Wx™ = Jlyll™ =l z ]l

Comentario. La anterior desigualdad es llamada Uesdiguafdad de

Bessel, la igualdad se cumple si x e E;, en cuyo caso || z|| = 0.

Terminologfa. || z || serd 1lamada distancia de x a E4.

§3. FUNCIONES DETERMINANTES NORMADAS.

-~

3.1 Definicidn de Funcidn Determinante Normada

Sea E e.v.p.i. de dimensidén finita y A, # 0 una funcidn de-

terminante en E.

Como E es dual a &1 mismo. tenemos que:

Ao (Xl,..‘,xn) Ao (yl,---,_yn) :adet' (U(]l‘y\)))n)(h

con X., y, € E.

J
Tomemos una base ortonormal (ei),._1 n de E, y evaluemos -
| N s =

en e..
1



pelegs-..se ) nofey...e ) = o det. ((eiiej))nxn
2 ‘ ,
Ao (el E‘?, sen) = 0.l
A
Ao (elseza ’en) = a

. + L -
En consecuencia a 8 R , lTuego podemos definir una funcidn A

>

como A = * == , por lo cual

2

B(xysenx )alyyasyy) = det ({x5]y.))

Definicidn 3.1.1

Se 1lama 4{uncdén detenminante noamada, a toda funcidn deter-

minante A en E, que satisface

A(xl,...,x yaly

. seeesyp) = dets (O lys))

1

Nota. De 1a definicidén 3.1.1. tenemos gue en E, e.v.p.i., exis-

ten dos funciones determinantes normadas: A y - A.

3.2 Determinantes Grammianos.

Definicidon 3.2.1.

Sean Xl""’xp’ vectores de £, e.v.p.i. Se llama defeaminan

te de Gram al determinante:

- Y =
G(xl,...,xp, det. ((Xilxj))pxp

con i,j de 1 en 1 hasta p.



Prop. 3.2.2. ET determinante grammiano £s$ no negativo 1. e.

G(xl. ,xp) > 0
Pa.
Caso 1.: Xxsi,...,%x_ son 1.d.
$i xl,...,xp son t.d., entonces las c¢oiumnas de ia matriz -
| ' ~f 1l =
X. X, son 1.d. 1ide G(x.,..., = {,
(( 1‘XJ))pxp on 1.d., de dond u(?i, Xy 0
faso 2.: xl,xz,...,xp son 1.1i.
Siendo xl,...,xp 1.1.., generan un subespacio El de E donde -

el producte interno definido en E es satisfecno, entonces

2 .
5] (xl,...,xp) = det. ((xilxj))pxp

siendo A, funcidr determinanite normada en L.
1 1

Por ser (xi)i=l""’p base de El’ by (%, .yp) £ 0,
Py )

luego det. ((xigxg,)pxp > 0.
Prop. 3.2.3 S p = 2, entonces se impliica Ta desigualdad de -
Schwarz.
Pa.

Para p = 2 tenemos:

6(x,y) = det. ((xiy)), 0

2

it

lyll?- (xly)?

60y) + (x[y)2 = (IxIF lyIF

[l



Como G(x,y) > 0, entonces

(xiy)? < ixl] vl
de donde
LOxdyd ] < ] []vl]

84, DUALIDAD EN UN ESPACIO CON PRODUCTO INTERND.

4.1 EV isomorfismo .

s

w

-
Sea £ un e.v. con p.i. tg dim E = n y sea E su corres-

pondiente e.v. dual, respecto al productc escalar <|=.

Por 10 estudiado en el Capitulo Preliminar, prop.

+
se sigue gue existe un iscmorfismo t: E - E , g

<t(x)|y> = (x|y). con x, y € E,

*
pues E y E son ambos duaies a E.

2

2.

7.

Con 1a ayuda de 1 jntroduciremos un producto interno en

* -
E definido por:

*
Definamos ahora un nuevo producto escalar en E x E

*
<f> 1 E X E e K

. * , *
(x,x ) VAV VL VE VR S <X[X >

* *
tg  <x|x > = <x |x>.
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Entonces se sigue la definicidn de t y la simetria asu-
mida que:

<o{x)ly> = {x]y)={yix)t=<cly) x> = <x|c{y)>
Esta relacion prueba que Ta aplicacidn dual i E > E coin-

cide con 1, y asi 1 es dual a s? misma.

§b. FUNCIONES BILINEALES SIMETRICAS.

5.1 Funciones Bilineales y cuadrdaticas.

Se sabe que el estudio del producto interncg esta basado
en las propiedades de bilinealidad, simetria y positividad,
vamos ahora a generalizar este concepto, abordande el estudic
de productos interncos gqgue pueden o no cumpltir, la propiedad -

e{x,x) > 0.

Definicién 5.1.1.

,,
—~
T

"
m
S

Sea E e.v., de dimensidn finita y ¢ € B E), ¢ es Tlama

da Adimétrnica ssi

He
~~
-4
“
~
o
H
—~
L
.
b2
L
-
“<
—~
P
a
<
N
m
m
Pl
M

Con esta definicidén puede obtenerse una funcidén no lineal

¥, que satisface las propiedades estudiadas en &1l.

En efecto, sea ¢ € B(E.E) tg ¢ es simétrica y definamos:
v ok — R

X At X, X )
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Prop. 5.1.2. tLa funcidn bilineal ® queda univocamente determi

nada por V.

Pa.

Al sustituir x por xty en 5.1.1 tenemos:

¥(x + y) = o(x + y, x + y)
= o(x,x) + 26(x,y) + o(y,y)
= w(x) + 2a(x,y) + v(y)
de donde
o(x,y) = %—(W(X +y) -wlx) - vly))

Prop. 5.1.3. La funcion v cumple

¥o(x+y) +¥(x-y) = 2(v(x) + v(y))

¥{x - y) = e(x - ¥y, x - y)

il
-
—
>
~
i
N\
k=4
—
prd
<<,
~——
{-
=
—

L
~——

luego:
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Esta igualdad es llamada Ley del Parafelcograme.

Definicidn 5.1.4.

Toda funcidn ¢ continua en E gue satisface Ta Ley del Para

lTelogramo se Tlama guncdidn cuadrdidlca.

Prop. 5.1.5. Existe una biyeccidn entre todas las funciones bi

lineales simétricas y todas las funciones cuadréticas.

Pa.

Tenemos definido #(x,x) = v(x), por 1o cual a cada bilineal

simétrica le corresponde una cuadratica.

Reciprocamente, sea ¥ una funcidon cuadrdtica, como la ley -
del Paralelogramo se cumple para cualguier x € E, en parti-

cular se cumple para: x =y = Q.

¥(0) + ¥(0) = 2(y(0) + v(0})
2v(0Y = 4w (0)

por To cual ¥(0) = 0

Ademds haciendo x = 0, tenemos:
vy} + vwi-y) = 2(v(0) + v(y))

Tuego ¥(y) = ¥(-y¥), por 1o que ¥ es funcifn par.

Definamos ¢ por la siguiente regla de correspondencia:
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Verifiquemos que ¢ asi definida es siméirica y bilineal.

(i) Simetria.

o(x,y)

1
ol
—_
-G
~—
>
+
<
S
1
=
-
>
S
1
-
Pt
<
—
S

(i1) Bilinealidad.

Se tiene:
2¢(X1+X2,Y) = W(X1+X2+y) - LlJ(x1+x2) - W(Y)
Z‘I’(le.y) = ‘Y(xl+)") - \{/()(1) - ‘P(Y)

A

20(x5,y) = vlx,ty) - ¥x,} - v(y)
de donde:

2(¢(x1+X2,y) = o(xpay) = elxuy))E kg txoty) - ¥(xy+x,) - v(xpry) + v(xg)
*vlxy) - vlory) + vly)
= (?(x1+x2+y)+v(y))—(W(x1+y)+W(x2+y))

-~ (w(x1+x2) - ?(Xl) - W(Xz))

Probemos que Ta suma del lado derecho es cero, i.e.
Plxpxoty) +ovly) = (vixgty) + v(xty)) + (v(xgtx,) - ¥(xg) - ¥(x,))
Aplicando la ley del Paralelogramo obtenemos:

Y(xytx,ty) + ¥(y) = %~(w(x1+x2+2y) + v (X ¥x,))



Y

x*+2y) + W(xl—xz\)

(
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v(xyty) v ov(gry) = 5 (v{xgr
Sustrayendo:
; 1
(v(xpxoty) + w(y)) - (vlxgry) + vx,ty))=5elx +x,) - vixy-x,))
perg
1 \
w(x1+x2) - w(xl—xn, g(w(xl+x2) - w(xl-xz))
Por tanto
2(¢(X1+X25\‘/) - ‘D(Xlsb’) - @(sz.)/)) - O
de donde
\ '
e(x *tx5,y) = o(xyLy) + e{x,.y)
Solamente falta probar que ¢{Ax,y) = A¢ (x.y), para todo
A e R.
Hagamos X1 5 X ¥ Xy - X, entonces
P(x=x,y) = o(x,y) + o(-x,y)
de donde
o(-x,y) = - 3(x,y)
+
Sea k € Z . entonces
p{kx,y) = o{x+...+x,y)
k-veces

o(x,y)+...+o(x,y)

‘»______._.———aw——‘__.,_..___——&/
k-veces



Como se ha probade para kK = - 1, vale para tedo k e Z.

i~

Consideremos ahora A= - . con p. o ¢ Z, a # 0, entonces:

q¢(% X,y) = olpx.y)

pa{x,y)

dividiendo entre g tenemos:
p y = P ,

G X, = X,V

(q s Y i q (x.y)

)

Ahora sea (»

" una sucesidn racional, convergente en

nenN

reQ' j.e. 1lim (kn) = 2. Como ¥ es continua, también 1o serd

n—«)-ﬂc
¢, de ahi que:
e(apxey) = A, e(x,y)

en el 1imite es igual a

o(ax,y) = A0(x,y)
Notacidn: Si no hay ambigaedad escribiremos ¢(x,x) por &(x}.

5.2 Formas Bilineales y Formas Cuadrdticas.

Asumamos una base de E., (x.).

: nsi
il9=1,...,n* ¥ cOD ideremos

entonces una funcidn bilineal simétrica ¢ puede expresarse como
forma bilineal:

¢ (x,y)

i
o
o weds .-—l.',\
HE~1DS I D~12S
—
[

Cte ud
[}
=



[#)}
[#)]

Jlamando % T ¢(xi,xj)» tenemos
n . I
o(x,y) = 3 o5 By By
i=1 J }
Jj=1 |
tri : imétri 3 L€ L XL) T Cy XL ).
La matriz (Gij)nxﬂ es simétrica, ya gue @(x},xJ) ¢(xJ,x1,

La correspondiente forma cuadrdtica se obtiene reemplazan

do x por y en o(x,y):

[Sx)

o{x,x) = ¢{x) = G.. B

5.3 Definitud de funciones bilineales simétricas.

En este apartado trataremos del signo algebrdico del esca

Definicidén 5.3.1.

Sea o € B{E,E), simétrica. Se dice que o es definida po-

Altiva s1 a(x) >0, ¥ x # 0.

Consecuencia: ¢ es no degenerada.

Prop. 5.3.2. Toda funcidn ¢ bilineal simétrica definida posi-

tiva, cumple Ta desigualdad de Schwartz i.e.

s(x,y)% < e(x) ol(y)

IA

Pa.

Ver proposicion 1.5.1.
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Definicidn 5.3.3.

Si ¢(x) > 0, ¥V x € E, pero &(x) = 0, para algdn x # 0,

¢ se llama semidefinida positiva.

Nota: Si ¢ es semidefinida positiva 1la Prop. 5.3.2. es valida,
pero la igualdad puede darse sin que los vectores x e y sean -

1.d.

Consecuencia: ¢ semi-definida positiva es degenerada.

Pa.

Sea Xo # 0 tq ¢(x,) = 0. entonces

0(xoay)? < 0(x0) o(y) = 0

)2

o(Xo,y 0, ¥y e E

De similar manera se define Tas funciones bilineales simé-

tricas deginidas negativas y semi-defindidas negatfivas.

Para concluir damos la siguiente definicidn:

Definicién 5.3.4.

Si e(x) asume valores positivos y negativos en R, se dice

que ¢ es (ndefindida.



Capitulo  III

APLICACIONES LINEALES EN
ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO

§1. LA APLICACION ADJUNTA.

1.1 Definicidn de aplicacidn adjunta.

Consideremos E y F e.v.p.i., de dimensién finita ny m res -

» - > . . * *
pectivamente y 4: E ~ F, aplicacidn lineal. Si E y F son dos -
espacios duales de E y F respectivamente, entonces ¢ induce la a-

. * % *
plicacidn dual ¢ : F - E

*
En consecuencia de los productos escalares definidos en E XxE
* *
y F xF, podemos afirmar que ¢ ¥y ¢ estdn relacionmados por

<¢*(y*)iX> = <y e (x)>

* *
para x € £, y € F .

Como E y F son duaies a ellos mismos, respecto al producto -
interno, la anterior relacién queda expresada asfi:
* {
(¢ (y)|x) = {yle(x))

para x € E, Yy € F.

Definicidén 1.1.1.

Sea ¢ € Hom (E,F), se Tlama apficacién adjunta de ¢, a la -

68



*
aplticacidn ¢ € Hom (F,E) tq.
(yle{x)) = (¢ {y)|x), x e E, y e F.

Notacidén: Representaremos a la adjunta de ¢ como ¢, con esto:

(yie(x) = (g{y)[x)

De esta manera, para cada ¢ € Hom (E,F), existe una y solo
una ¢ e Hom (F,E) determinada por ¢, por 1o cual podemos definir

entre los espacios Hom (E,F) y Hom (F,E) una aplicacidn:

—~ : Hom (E,F) ————— Hom (F.,E)

¢ VNV ¢

Prop. 1.1.2.
(a) ¢ es un operador Tineal de Hom (E.F) en Hom (F,E)
(b) ¢ = ¢

(a) Se sigue de la definicién y de Tas propiedades del pro -
ducto interno que

¢

-+

(i) (e+v¢) =3

et

(i1) (x¢) = |a] 3. 2 e K

(b} 4 y & estdn relacionados por

It

G %) = (v

Ademis

H

(s(x)y) = (x|ely)) = (s(y)]x)
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]uego

(s(x)]y) = (¥]8(x)) = (§(x)|y)
por tanto

o(x) = ¢(x), ¥ x e E

H

Prop. 1.1.3. Los subespacios de F, Im ¢ y Ker ¢ son ortogonal -

mente suplementarios.

Pa'

O ¢
Probaremos que Im ¢ = (Ker ¢) , para tal efecto bastard verifi
-car que: Ker ¢ 1Im ¢:
para cualquier par de vectores y € Ker ¢ y ¢(x) € Im ¢,

tenemos ques

(yle(x)) = (¢(y)|x) =0
por 1o tanto

Ker ¢ L Im ¢

-

Asq

L
(Ker ¢) Im ¢

Consecuencia: Siendo F de dimensifén finita:

F=1Img¢ @ Ker ¢

1.2 Relacibn entre las matrices asociadas a ¢ y ¢.

Sean las bases (xi)i=1...n y (yj)j=1...m de E y F respecti

vamente, consideremos ademds las matrices A y A asociadas a ¢ ¥y

¢ definidas por
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m
¢(Xﬁ) = E1 Gip Yy oo i=l...n
k=1
. n o
olys) = ) w:ip xg » J=l...m
J gy It T

Sustituyendo x por X; e z_por yj en la definicidn 1.1.1 tenemos:

(b Olyy) = (xy 13y )

m n o
(le i Yilvs) = (xi[tzl ®5t¥t)
m noo.
kél aik(yklyj) tZl GJt(X1th)
11amando:
6= (g5edpxn B9 93¢ = (x5lxy)
Ho= (gdnem 29 hy = glyy)
entonces
m n -
kzl %5 Mg T tzl ®3t i

expresando la anterior relacidn como producto de matrices tenemos

~

25k Faxm (hkj)mxm N (“jt}mxn (gti)nxn
(Yij)nxm B (Aji)mxn
{ T = 3
‘Yij)mxn (Kji)mxn



lo que es 1o mismo:
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(A . )7 = (A.ghH
HT ‘,\Vn = A i GT
entonces
A o= nl Al (et

Asumiendo que las bases

que:

9i¢ = S4¢

1.3 La aplicacidén lineal adjunta.

En este apartado haremos la consideracidn de tomar E = F.

Si ¢ € End(E), por 1o estudiado se sabe que existe ¢ € End(E),

como ¢ es la aplicacién dual de ¢ respecto a un producto interno,

se sigue que
det. ¢

por 1o cual
tr. ¢

det. ¢

tr. ¢
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Prop. 1.3.1. Sean ¢, ¥ € End(E), entonces

~~
x
[y
~~
©-
o
<]
S
~~
=
[A]
S
S
It}
-
—
©
Q
—C
ba3
N

Corolario 1.3.2. Si M{¢) = A y M(¢) B relativas a bases orto-

normales, entonces

Pa.

~

Se sigue de Ta proposicidn anterior y del hecho gue AT = A.

Prop. 1.3.3. Si dos vectores propios de ¢ y ¢ cuyos valores pro

pios son diferentes entonces son ortogonales.

Pa.

Sean e y & vectores propios de ¢ y ¢ respectivamente, entonces

haciendo

CA CENTRAL |

£ EL SALV Auu"'
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(¢(e)|e) = a(efe)

(el§(8)) = a(ele)
pero

(¢(e)|&) = (eld(&))
de donde

(x-1) (ele) =0

como A # A, se tiene e 1 é.

1.4 La relacién entre aplicaciones lineales y aplicaciones bili-
neales.

Sean ¢ € End(E) y ¢: E x E—R tgq

e(x,y) = (¢(x)]y).

Destacaremos que existe una correspondencia entre ¢ y ¢ que

definiremos como:

p : End(E) — B(E)

IV Vo VL VA VS

Probaremos que p es un isomorfismo lineal de End(E) sobre

B(E).

Prop. 1.4.1. La aplicacidén p es un isomorfismo lineal.

i) p es lineal.

Siendo End(E) y B(E) e.v., se tiene que para d1s05 € End(E),
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b1 * 9, € End(E) y para 015 &, € B{E), también o+ 9, € B(E)

Sean o1 Y ¢, € End(E) tq

p(¢1) =¢; t ExE —— R
(x,y)  ~nnan> (64 (X)) |y)
Y
p(¢2) = @2 : ExE — R
(x5y)  nvnvnans (¢, (x| y)
Entonces
p(¢1+¢2) = ¢: Ex E > R
(Xsy) MARNANANN> ((¢1+¢’21\.(X)[.y)
‘pero

(Cor+e,) (XD y) = (6700 [y) + (6,(x)[¥)

&n consecuencia

Por tanto

oldy + d5) = olég) * o(4y)
Similarmente se prueba que

p{2¢) = 20 = r0(9) ,

ii) p es inyectiva.

Sean ¢, y ¢, ¢ B{E) tgq. ¢y = 0,, esto es

01(x5y) = ¢,(x,y), ¥(x,y) e E x E.
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Entonces
o (xy) = (e (x)]y)
y
o, (x5y) = (4(x)y)
luego
(o () y) = (e (XY
(o7(x) - ¢,(x)jy) = 0
de donde
o1(x) = ¢,(x) , ¥ x e E.
As i o1 = ¢

iii) o es sobreyectiva.

Sea ¢ € B(E) y escojamos x e E, vector fijo, consideremos

ademas

f ¢ E ——— K
Yy wvunvuns d(X,y)
aplicando el teorema de Riesz tenemos
fx(y) = (xlly)’ y y € E.

donde Xy estd determinado por Xx

Definamos ¢ € End(E) tq.

6 + E ———— E

D QI VAVE VI VI VL VL VIE SO
i



Entonces
$(x,y) = (xq]y)
(6(x)|y)

it

Por tanto para cada ¢ € B(E), existe ¢ ¢ End(E) tq.

i
L= ]

p(¢)

1.5 Aplicaciones normales.

Definimos una aplicacidn normal como sigue:

Definicién 1.5.1.

Sea ¢ € End(E), ¢ es l1lamado aplicacién noamal si
¢0d = ¢ o¢

La definicidn ofrecida es equivalente a:

(6(x)]a(y)) = (s(x)]s(y))
En efecto
((doa)(x)]y) = (e(o(x)]y)
= (¢(x)]9¢(y))
y ademds

((¢o8) (x)[y) (¢(e(x))y)

(¢(x)]3{¥))

i1

siendo ¢ normal se cumplie 1a igqualdad.

77
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~

Del hecho que (¢(x}]o(y)) = (¢(x)e(y)) v haciendo y = x,

podemos obtener:

() o)) = e Call® = (400 1E(x)) = [la(x))?
0 sea que:
Ker ¢ = Ker é
As?, podemos escribir la descomposicidn ortogonal de E,

E=1Im¢ B Ker 4, como:

E=1Img¢ @ Ker o

Sabiendo que el rango de ¢ es Ta dimencidn Im ¢, podemos
afirmar que ¢ es regular ssi r(¢) = dim E, i.e. que en la igual
dad

r{¢) + dim Ker ¢ = dim E

la dim Ker ¢ debe ser cero.

Prop. 1.5.2. La igualdad E = Im o § Ker ¢, implica que la res

triccidén de ¢ a Im¢es regular.

Pa.

Sea ¢ :Im ¢ ——— Im ¢, la restriccidn de ¢ a su imagen,
Im ¢
asi para cualquier y e Im ¢ tq ¢ (x) =y, tenemos que sO
Im (¢)
lo existe un x € Im ¢ que satisface tal igualdad, puesto que por

la descomposicidén de E, éste es Qnico.
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Consecuencia: ¢n tiene el mismo rango de ¢ i.e.

r(e") = r(s)

Prop. 1.5.3. Si ¢ es normal, ¢ y ¢ peseen los mismos vectores

propios.

Pa.

Probemos en principioc gque si ¢ es normal, entonces lo serd

también ¢ - xi:

Sea ¢ y ¢ su aplicacién adjunta y consideremcs que ¢ es nor
mal, probemos que

(6=2i)o(d-21) = (e-nri)e(o-21)

aplicando la composicidon del miembro izquierdo a x € E tenemos:

il
- R

((o-21)° (¢ /\1))()
(

Siendo ¢- Ai normal, entonces:
Ker (4-1i) = Ker (¢ - ai)

asi, todo vector propio de ¢ To serd de ¢ y viceversa.

Resultado: Si dos vectores propios de una transformacidn nor-
mal ¢, tienen valores propios diferentes, entonces son ortcogona

les.
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Sea ¢ € End(E) y consideremos 1a descomposicidon ortogonal

donde cada Ei es un subespacio estable per ¢. denotemos por ¢i

la restriccitn de ¢ a Ei'

Con estas consideraciones probaremos 1a siguiente proposi

Prop. 1.5.4. ¢ es normal ssi los subespacios Ei son estables

bajo éi y cada ¢, es normal.

(i) Asumamos que ¢ es normal y probemos que los Ei son es-

tables bajo éi y que ¢. es normal.

En efecto, sea ¢ normal y X; € Ei’ elemento cualguiera,

entences para cada x; en Ej con i # i tenemos
(¢(xi)[xj) = (xjlelx5)) = 0

siendo que x; € E.y ¢(xj) € Ej’ se deduce de la igual

dad anterior que %(xi) € B, ¥ X; € E.s de donde

9,(E;) e E;, siendo ¢, Ta restriccién de ¢ a E. -

-)!lz =|[$i(x1)§|2 se probard la

De ia relacion [fo, (x,

normalidad de ¢t
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[RS)

= [[olx

{

oy () 12 = llo(xy)

-

{(ii) Conversamente, asumamos E.

estable bajo ¢, v 4;» normal, entonces pa

ra cada X € £ puede escribirse comc:

n
X = izle . con x; e E,
Nuevamente verifiquemos que [E¢(XH12 =!1¢(XN12
n n n .
Ho GOl = 162 = T flelx) 112 = 1 lla; Nl
P51 121 i£1
- n -
=lie (1 x M2 =1le0al?
i=1

Asi ¢ es normal.

§2. LA APLICACION AUTOADJUNTA.

2.1 Definicidén de aplicaciones autoadjuntas.

Definicidn 2.1.1.

Sea ¢ € End(E), se dice que ¢ es cutoadjunta si ¢ = ¢ .

La definicidn anterior es equivalente a

(6(x)ly) = (x|y), para (x,y)eE®

"Como resultade de esta definicidn se tiene la siguiente -
proposicidén, que ayudard a su vez a resolver el problema de los

valores caracteristicos de ¢.



-

Prop. 2.1.2. Si ¢ € End(E) es autoadjunta y F « E es subespa-

cio estable, entonces Fl es también estable.

Pa.

Sea z € FL, entonces para cualiquier y € F tenemos

(6(z)[y) = (z]6(y)) = 0, de donde ¢(z) e F*
Nota: Sea M(¢) = A y M(¢) = A. sabiendo que A = AT, para bases

ortonormales, si ¢ = ¢, entonces A = AT f.e. que A es simétrica.

Prop. 2.1.3. Si E e.v.p.i. de dimensidn n y ¢ endomorfismo autcad

junto, entonces ¢ tiene n vectores propios gue son mutuamente =~

ortogonales.

Pa.

Definamos la aplicacion

'

F: E - {0}

E
X s Sxlelx)
.X X

Es evidente que F es continua en cada x # 0 por ser cociente

de funciones continuas.

Ademis

F(ax) = ‘?

todo A # 0.
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Esto significa que F es homogénea de grado 0.

Apliquemos ahora Ja funcitn F a elementos de Ta esfera uni
taria S = {x e E:||{x|[= 1} , por ser S un subconjunto de E, ce-

rrado y acotado, F asume un valor minimo en S.

Sea ee S tg-. F(el) es el valor minimo de F en S, esto es

Fle;) < F(x) » ¥ x €S

A partir de 7a propiedad de homogeneidad grado 0, se dedu-

ce que F(el) es el valor minimo de F en E.
En efecto: Sea x # 0 un vector en E y e su respectivo vector -
unitario tqg x = ||x||e, entonces

F(x) = F(ixlle) = Fle) > Fley)

por ser F(el) el valor minimo en S.

Probemos que e, es un vector propioc de ¢.

Sea y e Ey f: R—— E - {0}

£ - F(e1+ty)

Si t = 0 tendremos f(0) = F(el) ¥y como F'(el) = 0, entonces de~

be ser f'(0) = 0.

Por definicion de f tenemos para t e R:
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-
—
P
~
i

F(e1+ty)

(e +tylole +ty)
(e1+ty]e1+ty7

(eq+ty)|ole ) +te(y))
legttyle +ty)

- (eqlo(e)) ey loly) )+t (y el 1+t (y] o(¥))
(&, [e)+t (e, |y)+tly|e, )+te (y]y)

]

(egloley))*2tleo(y))+t?(y]oly)
1+2t (eq]y) + tz(yly)

f(t) =

derivando f en t = 0 tenemos:

£1(0) = 2(e(ey)]y) - 2 (e;|e(eq))(eqly)

igualando a 0 tenemos

(o(edly) - (egle(e;)) (eqly) =0

(o(ey) = (eqleley))eqly) = 0
de donde

¢(eq) - (eyfole;))e; =0

¢(eq) = (eyfole;))e,
¢leg) = ey
de donde Al es el correspondiente valor propio del vector propio
ell
En S hay n vectores unitarios linealmente independientes -

por'1o que existen Ly ERRRRL vectores propios de ¢ tq

n
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e. 1l e. si i# j.

2.2 Representacidén en forma diagonal.

Cualquier vector propio de ¢ puede ser construido facilmen
te encontrando un sistema de n vectores propios ortogonales.

En efecto, consideremos el subespacio de dimensidn 1, (el)
generado por ey, desde que ¢ es autoadjunta, siendo (el) estable,
1o serd también su complemento ortogonal El’ obviamente 1a res -
triccidén de ¢ a E1 serd autoadjunta y por tanto esta construccidn

puede aplicarse a El' Entonces existe un vector e, El tq

(eljez) = 0.
Continuando de esta manera obtenemos un sistema de n-vecto-
res propios e i=1,...,n tq
(eilej) = 6ij
E1l conjunte de tales vectores propios forma una base orto -

normal de E.

En esta base, ¢ tiene la forma:

siendo As el valor propio asociado a s esto es que la matriz de

una transformacién autoadjunta tiene forma diagonal si los vecto

res propios son usados como base j.e.
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M(¢)

2.3 El espacio de vectores propios.

Definicién 2.3.1.

Sea i un valor propio de ¢, se define como espacio propio
correspondiente a A:

E(x) = {x e E : ¢(x) = ax}

Prop. 2.3.2. Si ¢ es autoadjunta, y A # Aqs entonces E(x) L E(Al)

Sean e e E(A), e € E(Al), por 1o tanto

o(e) = re y ¢leq) = rjey
luego
(ef¢ley)) = (efrjeq) = aj(efeq)

(s(e)]e;)

1l

(Ae]el) = A(e[el)
como ¢ es autoadjunta

Aq (e[el) = A(e\el)



asi
Consecuencia inmediata del teorema anterior es que, si -
(Ai)i_1 . SOn los diferentes valcres propics de 4, se ten-
Thae ey
dra

E(ry) L EGG) o ¥ T F ]

1
i

por consiguiente, como todo vector x € E puede escribirse en -
términos de una combinacidn lineal de vectores prepios de ¢, -
entonces tenemos que

Eo= E(x) B EG,)...8 E()

Sea ¢, 1a restriccién de ¢ a E(Ai)’ entonces para X eE(xi),

tenemos

¢5(x) = agx, 1 = 1, .,y

E1 polinomio caracteristico de ¢i estd expresado por

k4 .
det. (94-2;) = (Ai - Ay v, di=i,.. .,

donde ki = dim E(Ai).

2]

En efecto, si M(¢.) es Ta matriz relativa a la base forma-

da por ios vectores propiocs de ¢i’ se tiene que
A !
. 0
M(¢1) =
} .
)O K [
{ TooJk, x k
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luego
(Ai - )\ )
0
O -A_i -)\.
! J Pi X ki
' de ahi que
’ k'
det.gM(¢i) - Al) = (Ai - )1
asi
det. (6. - a.) = (ay - a5
Lo by 3 A

Se sigue entonces que

det. (M(¢) -~ AI} = (Al Y L S (Ar—A)kr

de donde

det. (¢ - A1) = (Al SR D 1 SRR W A)kr » A€ K

De esta relacitn se deducen los resultados sjguientes:

(i) EY polinomio caracteristico de ¢ tiene n ceros reales, si

si cada cero ki es considerado con su propia multiplici-

dad k., siendo n la dimensién de E,

(ii) dimE(Ai) viene dada por la multiplicidad del cero A en -

el polinomio caracterfistico
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2.4 ET Polinomio caracteristico de una matriz simétrica.

Prop. 2.4.1. Sea A = M{¢) una matriz simétrica de orden n rela-

tiva a una base ortonormal, entonces A posee n valores propios.

Pa.

Como A = M{¢) es una matriz simétrica relativa a una base or-

tonormal, ¢ debe ser autoadjunta, y siendo

r
(¢’"}\-i} =1 (x, - A)k'l

el polinomio caracteristico de 4, el polinomio caracteristico de

A tiene n raices ya que

det.( ¢ - »i) = det. (A - A1)

2.5 Vectores propios de funciones bilineales.

Se tiene que existe una biyeccidn entre End(E) y B(E) tq
e(xsy) = {e(x)|y)

Partiendo de esta relacién definiremos vectores y valores -

propios de 9.

Sea e € E un vecter propic de ¢ y 2 su valor propio corres-

tiene:

(]
m
(%)
[t

pondiente, entonces para cuaiquier y €
e(e,y) = (9(2)|y) = (rely) = a{ely)

Soponiendo gue ¢ es simétrica, tendremos



(o(x)]y)
(oly)Ix) = (x]¢(y))

2(x,y)

o{y,x)

fuego (o{x)|y) = (x]el{y)), por 1o que ¢ es autoadjunta, en conse

cuencia existe un sistema ortonormal (ei)1=l...n de vectores pro
pios tg ¢(e1) = A5 el
Con esto:
aleg.es) = (¢(eg)ley)
= Ai(ei|ej)
= Ai Sij

por 1o cual, para todo ¢ € B{(E), simétrica, existe una base orto-

normal de E, en la cual M{e) tiene forma diagonal:

§3. APLICACIONES ANTISIMETRICAS.

3.1 Definicidon de aplicaciones antisimétricas

Definicidén 3.1.1.

-~

Sea ¢ € End(E). Se dice que ¢ es antisimbirica si ¢ = - ¢

Como resultado de 3.1.1. se tiene la relaciodn
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(o(x) |y} + (x|e(y)) =0

Nota: La matriz asociada a ¢ antisiméirica con respecto a una

base ortonormal es antisimétrica, i.e. A = - AT

Haciendo y = x en la relacion (¢{x)ly)+(x|o(y)) = 0 tene-
mos
(x[o({x)) =0
de donde x L ¢ {x)

Reciprocamente, si x L ¢ (x). ¥ x € E entonces ¢ es anti-

simétrica, ya gue haciendo x' = x + y tendremos

(xty|o(x+y)) = 0

de donde

(xfe(x)} + (x[e(y)) + {yle{x)) + (ylely)) = 0

(xfe(y)) + (ol{x)]y) = 0O

De esta manera se ha probado Ta siguiente proposicién que

caracteriza a los endomorfismos antisimétricos:

Prop. 3.1.2. ¢ es antisimétrico ssi x L ¢(x), ¥ x € E

Si x # 0 es un vector propio de ¢, entonces
{e(x)[x) = (ax]x) = (xfx) =0

de donde X = 0.

~
(D

Esto significa que todo vector propio de ¢ pertenece a



Sea M(¢) 1a matriz ascciada a ¢ relativa a una base ortc -

normal, entonces

[ 3
0 VIR %1pn
%21 0 “2n
M(g) =
% 0
J
Ya que 055 = 0 siempre que i = Jj, de donde
tr M(s) = 0 y tr ¢ = 0
La relacién ¢ = - ¢ implica que .
det ¢ = (-1)" det ¢

por l¢ cual si n es impar det ¢ = 0
Mds generalmente se tiene

-~

Prop. 3.1.3. ET rango de una matriz antisimétrica es siempre

par.

Pa.

Si ¢ = - ¢, se tiene que bod = dod, €5to €S que ¢ es tam-

bién normal si es antisimétrica y asf
E = Ker ¢ B Im ¢

Consecuentemente para la restriccién'¢1: Im ¢ ~ Im ¢ de ¢, cum-
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ple que

r(¢,) = dim(Im ¢)

Por tanto $, es regular, si de nuevo ¢q es antisimétrica

se sigue que

det ¢; = (-1)" det ¢,

1o que implica n par.

§4. APLICACIONES ISOMETRICAS.
4.1 Definicién de aplicacidon isométrica.
Definicidén 4.1.1.
Sean E y F e.v.p.i,, de dimensién n y m respectivamente, la
aplicacidn lineal ¢ : E » F es llamada <{soméindca si
(¢(x1)i¢(x2)) = (Xllxz)a.xl,XZ e E
i.e. que el producto interno es preservado bajo ¢.
Haciendo x = X1 = Xos encontramos que
e OOl = {ixll, x e E
Conversamente, 1a relacién |[[¢(x)]| = || xi] implica que es iscmé-
“trica.
tnh efecto:

1

(o(xp) [60x)) = 3 Qo x o)l E = o tx Ol - o Ox) )
2

2(a(x)1o0x,)) = 1xpllE - Ixgl1? = I, |1
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20x; %) = Iy +

de donde

(¢(Xl)l¢(xz)} = (Xllxz)

De esta forma hemos logrado encontrar una caracterizacién
de las funciones isométricas: ¢ es isométrica ssi

b Ol = x|

Prop. 4.1.3. Toda aplicacidn isométrica de E en F es inyectiva.

Pa.

Sea ¢(x1) = dxz), entonces

(e (xy=x50 [0 (x=x50) = (8{xy) = o(xp)[6(x;) = 9(x,))

I

(é(xl)i¢(xl}) - 2(¢<Xl)l¢(xz))+(¢(x2);?ix i

.

(elxy) o 0x;) = 20alxgdolx ) +lelx ) e(xy))

I

(xl = Xp | Xy - %y} =0

de donde xl = x2.

Supongames ahora que dim E = dim F = n, con este supuesto -

1

probaremos que existe para cada ¢ isométrica, existe ¢ - también

isométrica.

Prop. 4.1.4. Sea ¢ E > F, una aplicacifén isométrica. Entonces -




. ~1 - - s C . s .
existe ¢ : F > E, apiicacion isoméirica, siempre que
dim E = dim F, finitsa.
Siendo ¢ inyectiva y dim E = dim F =n, se cocncluye que existe

Prop. 4.1.5. Un isomorfismo lineal ¢ es isométrico ssi ¢ = ¢’1.

Sea ¢ un isomorfismo lineal de E sobre F, tq ¢ es isométrico,

entonces:
(0 1y) = (67 et o7 )
= (x[o7My)) L x e By eF
luego ; = ¢'1.
Recférocamente:

(6(xq)10(x,)) = (xql6(e(x,))

h

(xg1e™ (o (x,))

(x,

i

[ Xg)

Para finalizar este apartado probaremos que toda aplicacioén

isométrica preserva la crtonormaiidad en las bases de E y F.

Prop. 4.1.6. Sean E, F e.v.p.i. de dimensiton finita n. Una apli




cacidon ¢ es isométrica ssi transforma bases ortonormales de E en

bases ortonormales de F.

Pa.

(i) Supongamos que ¢ es isométrica y (ei)i=l pe una base -

ortonormal de E, Tuego (cp(ei))].=1 n €s obviamente una

base ortogonal de F, por ser 4 en particular biyectiva,

como [le ]| = 1, para todo i, se sigue que
‘M(eiN\ = 1.
(i1) Sean X{> X, € E tq
1
X; = ) a,. €.
1 521 13 73
g
X = o e .
2 551 23 3
entonces
n
¢(X1) = z ®13 ¢(ei)
j=1 -

‘ n
¢(X2) = Z ®ok ¢(ek)

) n
(¢(Xl)!¢(xz)) jzk aij Gk (¢(ej)l¢(ek))

n
jzk “33%k %3k
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it
Ho~10

Q31200
51 13723

(Xl | Xg)

4.2 Matriz asociada a una aplicacidn isométrica.

Consideremos ¢ € Hom(E,F), tq ¢ es isométrica, encontrare -
mos una manera de caracterizar una apiicacidn isométrica a tra -

vés de M(¢), relativa a ciertas bases de E y F.

Prop. 4.2.1. Sean ¢ € Hom(E,F), ¢-isométrica y las bases (ai) y

(bi)’ con i=1,...,n, de E y F respectivamente, entonces la matriz

Y . -~
((ailaj’)nxn’ tiene comoc elementos
L (
Pa.
Sea M(¢) = (“ij)nxn’ relativa a las bases dadas. obtenida por

9(ay) = E assb .

Siendo ¢ isométrica tenemos

y = :
(e(a;)]ela;) = (aylay)
le cual puede escribirse como:
n n n
( kzl %Dy | tzl “5iPt) = %=1 %ikajt (Pklby)

[ S
| =i e

‘ BIBLIOTLCA Cen
| UNIvE LA
L RSIDap

it |
LVailn

EL sa




asi

\aiiaj) =

Introduciende una notacidn compacta para
c ({a.la.}) {bh, ) L)
ces ((ay a5/ pxn (‘bxlbt))nxn por (g13’nxn
vamente, tenemos finalmente:
o
(gij)nxn B %Zl Yik%it hkt)nxn
t=1
Comentario: Si (ai), (bi)’ con i=1,...,n son
tonces:
955 % %55 ¥ Mg T Sy
7 1 iz . i :
asi la matriz (91J)nxn queda reducida a

H]
kzl ik%ik T 8y

Ta matriz M{¢) asociada a ¢-isométrica, relat

males es oatogenal, esto es que

M(s) (M(6))]

g8

expresar

) r

nxn

I
(s

\Y4
J

ortonormales, en

iva a bases ortoner



Capitulo 1V

ESPACIOS UNITARIOS

§1. FUNCIONES HERMITIANAS.

1.1 Funciones sesquilineales en un espacio complejo.

Definicién 1.1.1.

Sean E e.v. sobre T de dimensi6n finita n y ¢: ExE-»C tg

(1) o(axptuxysy) = A0(xpsy) + ne(xy,y)
(1) e(xayq * wyp) = Re(Xoyq) + ue(xsy,)

Donde X y # son los conjugados compliejos de X y u respec-

tivamente. Entonces ¢ se llama funcidn sesquilineal.

La correspondiente funcidn cuadrdtica v asociada a ¢ se -

obtiene reemplazando y por x:

v(x) = o(x,x)

Prop. 1.1.2. La funcidon cuadrdtica ¥ asociada a una funcidn ¢

sesquilineal cumple la ley del paralelogramo.

Por (i) de 1.1.1. se tiene que:

99



olxty, x+y) = &(x,x) + o{x,y) + o{y,x} + o(y,y)

o(x=y, x-y) = o{x,x) - @(x,y) - o{y,x) + e{y,y)

sumando ambas expresiones

exty,xty) + 9(x-y,x-y) = 2{e(x,x) + a(y,y))

lo que es jgual. a

vxty) + ¥(x-y) = 2(v{x) + ¥(y))

Consecuencia

v(ax) = e(ax,ax) = a3e06x) = IRIE elnx) = A7 v(x)

v = 112 e J

Recordando el proceso de §5 de Capitulo II, relativo a -
Funciones bilineales y cuadrdticas ¢ puede expresarse en tér-

minos de ¥, con la variante (ii) de Ja definicién 1.1.1.

Prop. 1.1.3. ¢ queda univocamente determinada por V.

Reemplazando x por x+y en v(x) = ¢{x,x), tenemos:

i

y(x+y) e(x+y, xty)

d(x,x) + e(x,y) + o(y.x) + e(y.y)

it

v{x) + e(x,y) + o{y,x) + v(y)

reemplazando ahora y por Ly tenemos:
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Y(xriy) = ¥(x) + o{x,4y) + o(iy,x) + v{iy)

¥(x) + ¥(y) - Lo(x,y) + £o{y,x)
Sumando ¥(x+y) a £¥{x+<y) obtenemos:

yixty) + v(xtiy) = (1) (v (x) + ¥(y)) + Ze(x,y)

de donde

C28(X,y) = (v{x+y) - v(x) - ¥(y)) + L(¥(xriy) - ¥(x) - ¥(y))

1.2 Funciones Hermitianas.

A cada funcifn sesquilineal ¢ puede asociarsele otra fun

cién sesquilineal &, definida como:

2(x,y) = ®{y,x)

Definicidén 1.2.1.

Sea 9 una aplicacifn sesquilineal, ¢ es llamada nexmitiana

ssi & = @

o(x,y) = a(y.x)

Breye comentario: Considerando R como parte de ¢, toda funciédn

$ bilineal simétrica es hermitiana.

Resultado. Sustituyendo X por y en 1.2.1. tenemos:

¥(x) = o(x.x) = 2({X.x) = ¥{x)
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porque todo nimero real es igual a su conjugado, la funcidén -

cuadratica ¥ asociada a ¢,hermitiana, toma valores en R.

Prop. 1.2.2. Si una funcidn sesquilineal &, cuya funcidn

cuadratica v asociada es real, entonces % es hermitiana.

Pa.

Si ¥ es real |, entonces en
2a(x,y) = (v{x+y) - v(x))~ v(y) + Lle(xriy) - v(x) - ¥(¥)),»
el término (v(x+y) - ¥(x) - ¥(y)) es real.

Intercambiande X e y en la ecuacidn-anterior tenemos:

26(y,>x) = (¥{xty) - ¥(x) - ¥{yN)+ £(¥(y+ix) - ¥(x) - ¥(y))
Comparando 26(x,y) y 22(y,x) se observa que
R(2¢(x,y)) = R(2e(y,x)).

Sumando las partes imaginarias de 2¢(x,y) y 2e(y,x), se

obtiene:

Im(28(x,y)) + Im(26(y,x)) = ¥(xriy) + w(y+ix) - 2¥(x) - 2¥(y)

pero

¥lxrdy) = ¥(x) + wly) - Lo(xX,y) + Lo(y,x)
v{y+tix) = ¥{x) + ¥(y) - <o(y,x) + <8(x,y)
de donde

v{x + Ly) + ¥(y + £x) = 2¥(x) + 2¥(y)
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por 1o cual
Im(2e(x,y)) + Im(22(y,x)) = 0

de donde
Im(22(x,y)) = - Im(20(y,x))

entonces

o(X,y) = @(Y,X)

Podemos afirmar que ¢ es sesquilineal ssi los valores de ¢ son

reales.

Definicibn 1.1.4.

Una funcién hermitiana ¢ es llamada defindda positiva ssi

¥y(x) » 0, ¥ x #0

1.3 Matrices Hermitianas.

Sea (x1)3=1....,n una base de E, entonces cada ¢ sesquili

neal define una matriz M(¢) como sigue:

(“ij)nxn ® (Q(xi’xj))nxn

Prop. 1.3.1. La funcién ¢ es univocamente determinada por -
M(®).
Pa.

n ,
Sea X = ] BiXy, ¥ = ] Y;%; dos vectores de E, tenemos:
= =1

i=1



n n n
o(x.y} = o ] Box: 5 L vixo)= ] By e{x:.x.)
=1 P ogmr Y ager
% -
= s :Bavs 5
ig=1
de donde
- )

Consecuencia. Las matrices M{&) y M(¢) estdn relacionadas -

por:

Si

§2.

2.

1.

~

557 %55

Definicidn 1.3.1.

Toda matriz (a.

. ) asociada a & hermitiana. se liama -
iifnxn

mathiz hemmitiana.

es hermitiana, entonces a;, = o
J

ESPACICS UNITARIOS.

Definicifén de Espacio Unitario.

Definicidn 2.1.1.

Un espacic unifarlo es un e.v., complejo E, donde se defi

ne uyna funcidn ¢ que es:

i) sesquilineal
ii) hermitiana

ji1) definida positiva



Notacidn: La funcién ¢ se representa por {!), denominando a

(x|y), producto interno de los vectores X e

Vo,
P

La definicidn antericr se traduce en términos de Ta nota

cidén adoptada como:

{i) Sesquilinealidad.

(Alxl + A2x2[Y) = Al(xliy) + Az(xziY)
(XJAIyI + A2y2) = Xi(xiyl) + Kz(x[yz)

(ii) ermitiana.

(xly) = (y|x)

(111} Definida positiva.

{(x|x) >0, ¥ x #0

Re manera andloga a 1o dicho en 1.3.1. Capitule II, res-
pecto ai preoducto internoc en R", el producto interno "stan -

dard" en c" queda definido como:

n —_—
(xly) = L eyv;

donde X = (Bqs...,8.), ¥ = (yy.. .0y ) con Bouy, e L.

También la norma de x en E-unitario queda establecida por:
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verificandose ademds la desigualdad de Schwarz de manera and-

Toga a 1.5. del Capitulo II.

Se sigue de la Desigualdad de Schwarz, tal como se hizo
en el apartado referido, la desigualdad triangular, verifican

dose la igqgualidad si

Y = A, a » 0
En efecto, asumamos
dxy]] = (x| + vl
siendo {x+y|x+y) =J[x+y|[2, tenemos:

(x+y|x+y) = (x| + lyl])®

Ix 12+ 1it2 + (xly) + (xly) = IRIZ+ i % + I 1)
de donde
(x]y) + (x]y) =2[x]| . [I¥I|

esto es

R {({x|y)} Hxh

<

por 1o cual

Ii

POyl = il iyl
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Por Schwarz se sigue que x e y son 1.d.

Falta ahora comprobar gue X > 0, para 2llo sustituyamos
y = ax en [ixtyll = {xi| + {lyll:

lx +axil = il + flx ]

elevando al cuadrado:

XIE+ 1A% ? + (xw) + (xax) = (12 # g ® + 20k x|
T (x[x) + alxlx) = 2 (] [ x)}2
(aR) ) xle = 21 A, I

AFA = 2A

de donde

R(ax) = [a} , asi x>0

Definicidon 2.1.2.

Dos vectores x e y de E-unitario son Tlamados cafogonafes

ss1 (xly) =0

Cada subespacio E1 de E-unitario determina un complementc

L
ontogonal E; tq

1

E1 = {xeFE :x1l y, ¥ye EI}

En consecuencia, tales espacios forman una descomposicictn

directa de



2.2 Bases ortonormales de espacios unitarios.

DefiniciGn 2.2.1.

Una base (e.),i=1,...,n de E-unitario es llamada ontonon

mal ssi .

{ =
\eilej) 513-

Nota 1. La norma de x asociada al producto interno "standard"

en En, queda definida como:

(xIx) = |Ix[I? =
1

ne~-123
w
-
w

n
donde x = . ] B.e.

Nota 2. Bases ortogonadles en E-unitario pueden construirse uti

lizanco el mismo algoritmo de ortonormalizacidn para espacios -

reales.
Prop. 2.2.2. Sea E-unitario y (“ij)nxn Ta matriz asociada a
t: E ————— E
*
8. WV e,
i i
*

de tal forma que (ei),i=1,...,n y (ei),i=1,...,n son bases orto

normales de E, entonces los elementos de (a-i)

; cumplen la re

nxn

lacién:



k=1
Pa.
, * *
Sea (t(e;)fc(e;)) = (ejles) = oy
ademds
b d
) = ey = ( )
:g(ej - e‘j = ejl e\jz a . - ejn

por definicidn de producto interno
1 [RY n -

(clejdicles)) = L ey = Sy

comparando ambos resultados se verifica la proposicién.

Nomenclatura: La matriz a que hace referencia la prop. ante -

rior se denomina matailz unitarndia.

Reciprocamente, si (ei),i=1,.=.,n es una base ortonor -

*
) unitaria , son dadas, entonces (e;)., i=1,...,n

mal y (o nxn

v ij

ot
£
™
—ts
{
He~13

a5, s también ortogonal.
k 1 b

.
4
En efecto:

(elley)

(L e o 4
if T~ 25

ajpops (egleg) = STSTY

k=1

= Sk

.. nitaria.
por ser <“1J)nxn unit



2.3 Dualidad en espacios unitarics.

Sea E e.v. sobre €, definamos en E la aplicacidn conju-

gacibn como:

X vvavu-» X

—~
-d
M
Pt
jo)
N
>
™o
1
>
—
'y
]

(ii) ax XX

(i11) % =

P

Si adicionalmente se define en

tonces requeriremos que se cumpla:
(iv) (x]y) = (X]|¥)

Prop. 2.3.1. Una conjugacidn puede

E up producto interno, en

siempre ser definida en -

un espacio complejo E, n~dimensiconal.

Pa.
Sea (xi),i=l,...,n una base cualquiera de E y definamos
—: B —— L
X vuurna s X
n n
i = X X = Y .
tq si x izl a;X;, entonces X L oy X s
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Esta funcidén asi definida obviamente cumple ser una con

jugaciodn.

Comentario: Si en un espacio unitario E se ha definido una

conjugacibn, se tiene que {(x|y) = (¥|x)

Aprovechando la existencia de una conjugaciodon en E e.v.
compiejo n-dimensional, lograremos probar que E es dual a é1

mismo, relative a un producto escalar.

Definamos Ta funcidn

<|]» : E x E — C

(x,¥) movn> <x]y> = (x|y)
Probemos que <|> es un producto escalar.

(i) <]> es biljneal.

ApxpFagXplugyphugyo> = (Ax#aoXs [y ytugyy)
= aq (g lupyFgya ) g (0 gy gy,
=i (X 1T 4 (xq 1350 35m1 (2 [y 1450, (x5 155)
=hpup X YA <X [y > aguy <X, [ Y >+ Agup<xy [y

(ii) <|> es no degenerado, porque el preducto interno (]} -

tampoco 1o es.



La ]

Por 1o estudiado en espacios duales , £ es dual a &1 -

mismo relativo a <|>.

Desde esta perspectiva, las propiedades de la dualidad

pueden ser transportadas a espacios unitarios.

E1 teorema de Riesz asegura que cualquier aplicacidn 1i-

neal f en E puede expresarse como:
f (x) = (x]a)

para a fijo en E, univocamente determinado por f, en nuestra

consideracibn, existe un vector b e E que cumple:

fb(x) = <x|b>
= (x]b)

de donde a = B

2.4 Funciones determinantes normadas en espacios unitarios.

Asumamos que en E-unitario se ha definido una conjugaciédn
Yy sea Ao 2 0 una funcidn determinante en E, nos proponemos definir
una funcién determinante asociada a A., relativa a la conjuga-

ci6én definida en E.

Prop. 2.4.1. La funcidn

Ao(xl,...,x y = Ao(xl,...,x )

n n

es una funcidn determinante no nula en E.



b
—
(€3]

Pa.
(i) Multilineaiidad.
Ao(xl,...,XXi+ux%,...,xn) = AO(XI"‘"Ax1+“x%’°"’§n)

= Ao{Kuaeee s AXHUX  5uutaX )
1 i i’ *n

=AAO(X1,...,ii,.‘.,in)+ﬁAof§l,...,X;,-,o,in)

= ,\Ao(xl,--.,xi,..-,xn)ﬂmo(xl,...,x;,...,xn)

{(i1) Antisimetria.

. \ = X X
Ao(xc(l},,..,xo(n), AG('XQ(_}.)S.“’XU(R))

Definicidn 2.4.2.

La funcién Ao es llamada {funcidn determinanie conjugada

-

asociada a 4,., relativa a 1a conjugacidén — .

M
-
'

Como se ha mencionade, £ puede considerarse dual a

mismo, por 1o cual aplicando la relacidn

* K *( N , %
A (xl,...,xn) A \xl,...ﬁxn)gcxdet(<xi]xj>)

H
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a nuestro caso especificc, tenemos:
-, ,

to o oy = O . .
Yalyy. ypl= o det{{x;fyy D) o

con o e @, X yj e E

Evaluando &4 en los correspondientes vectores conjugados

de los yj y observando que

tenemos

A(xl,...,xn)ﬁ(ﬁl,{..,y ) =adet ((Xi!yj))

n- = nxn

Evaluando ahora ambas funciones en una base ortonormal -

de E tendremos X; = ¥i = ey, de donde

Holeg,....e

- +
por 10 cual o« € R .

éBajo qué condiciones definiremos una funcidn deteamdinan

Ze nesimadae en E-unitario?

Consideremos para responder a nuestra pregunta, » € {

; 2 - A

tg ||All® =a , as{ puede definirse Ao, # 0 tq
1 - ¢

Ao = ¥ . A, entonces



[
-
o

1o que implica:

Aof{Xyseu.sX

s
1 n) AC\yl!""-‘-v

i

Asi, cualguier funcidon determinante no nula que satisfa-
ce la identidad anterior es llamada funcifn defeaminante noa-

mada.

Consecuencia. Unra funcidn determinante normada asume el va -

tor de 1 en toda hase ortoncrmal,

§3. APLICACIONES LINEALES EN ESPACIOS UNITARIOS.

(&S]
ot

La aplicacidn adjunta.

‘Sean E, F dos espacios unitarios vy ¢ e Hom(E,F), tal como

se nizo en el casc real, podemos asociar a ¢, una aplicacidn

¢ e Hom(F,E).

Consideremos 1as conjugaciones:

P VAV VEAVL VA VI, PRV VS SR ¢

ﬂiw
|

¢

-

y M VAVEA T Vi Ul P VEA VA PR

-

Entonces E y F son duales & ellos mismos, luego ¢ deter

BIBLIOTECA CENTRAL
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;,
m
ou
]
....h
3
-t
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mina una aplicacien dual

"
’4
¢
-
-~
L
R
v

<p{x)ly>
segln se ha estudiado en el Lapitulo Introductorio.
Aplicando la conjugacién definida en F tenemos:

<¢p(x)jy> = <xlp (¥y)>

hi
H
H

De Ta relacidn existente entre e

p—

bt

por la relacidn:

producto interno y el

producto escalar estudiada en 2.3, puede escribirse la ante-

rior igualdad como:

{e(x)[y) = (x]o*{¥)}

Ahora definamos la aplicacidn ¢ de la siguiente manera:

¢.:F—-~*——-ﬁr E

¥y owanna - g ¥ (v

Queda claro que & es obviamente lineal.

rntonces

(o{x)]y) = (x]a(y))

para X € E, y € F.

Prop. 3.1.1. La aplicacidn adjunta 4. ne depende de 1a

jugaciones definidas en E y en F.



Sean %1 y %2 dos aplicaciones

(e (x)ly) = (x
luego

(x1o,(y) - &,
por tanto

(xt{e - o,) (v
de ahi

3 = b

adjuntas, entonces
¥)) = 0, para y en F y ¥ x e E.
)y = 0

Asi ¢ depende de ¢ y no de las conjugaciones.

Prop. 3.1.2.
(1) G+ v=+d
—_— -~
(i1) x¢ = A¢.
Pa
(iy ((ery)(x)ly) =

Para todo » ¢ €y ¢ ,¥ € Hom{E,F), se cumple:

(o (x)+¥(x)]y)
(o (x) |y)+(e(x)[y)
(xlely))+(x|¥(y))

(x|3{y)+¥(y))



pero
e

(Corv){x)|y) = (x](or¥}(y))

comparando ambas ijgualdades se deduce gue

]

(1) ((ed () ]y) = (e(ax)]y)
= {ax]é(y))
= a(x[e(y))
= (x[T3{y))

pero:

((ro) (x)|y) = (x| (xe)(y))

luego

~
1

A =

Prop. 3.1.3. Las matrices M{¢) y M(é) relativas a bases or-

tonormales de E y F, estdan relacionadas por

= s s T.=:i-:a---:,\n; j:ls-'-sm

Pa.

~

Sean (ei),i=1,..,,n ¥ (fj),j=ls...,m, bases ortonormales

de E y F respectivamente, entonces:



118

como (¢(ei)|fj) =(ei]¢(fj)), resulta que:

St T %tk

Tratemos el caso en que £ = F, se probard que det ¢ y det $

son complejos conjugados.

Prop. 3.1.4. Sea ¢ € End(E) y ¢ su adjunta. Entonces det ¢ = det .

Pa.

Sea A # 0 una funcién determinante en E y A su funcidén determi

nante conjugada, por def. 2.4.2. tenemos:

B (8(xp)seb0x)) = ale(xg) e dx))

(67 (R aee b (X))

* - -
det ¢ A(xl,...,x )

n i
= det ¢ A(il,...,xn)
= det ¢ E(xl, ,xn)

pero
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BR(xp) s sab(x ) = det $a(xyseraax,)

de donde det @ = det ¢

Particularmente

Si ¢ es reemplazado por ¢-ri,A € §, de ia anterior proposi

cién se desprende que:

det (¢=-ai) = det {¢ - Ai)
Sabemos que
~ - ’-———)
det (¢-2i) = det (¢~21i) = det (¢=-n1)
luego:
det (¢-1i) = det (¢-1i) = det (¢-2i)

3.2 Producto interno en End(E).

En este apartado estudiaremos las propiedades que se derivan

de Ta definici6n de un procducto interno en End{(E), con E-unitario,

de dimensidn n.

Sean ¢, ¥ € End(E), se definir§ el producto interne en End(E)

como:



(|} : End(E) x End(f) ————— ¢

(6, %) ~nnvanan - %- tr(%\})

(i) Que la funcidn es sesquilineal se sigue inmediatamente,

(ii} La funcién es hermitiana:

1 ~
ootr (eo¥)

——~
=
B3
——
H

tr (¥oé)

I
b J R

= (v]4)

(iii) La funcidn es positiva:

Sea (ei),i=1,..:,n una base ortonormal de E, entonces

HM3

n
¢leg) = ] ajsey v eley) =

i1 13°J j=1 *43 J
STendO a-l,j = CCJ-_i.
X n
Haciendo (¢o¥)(e.) = ¢\¢(e )) = o( ) a.. oes)
1g-l J

i, ____1 ij 13 J
< n
PR Rt
. . n _ n ) P
de donde tr (¢ow) = ) Ge.0ps Z o df™ >0,
J I

i:-j:l -i?.
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por 1o cual {(v|¢) > 0, ¢ # C.

3.3 Apliicaciones normaies.

De manera semejante como se hizo en los espacios linea -

les, se define a ¢ € End(E), como noamal si

Esta condicidn es eguivalente a
i[¢(XH!2 =[L%(xﬂ[2 , ¥ x e E

siguiéndose gue Ker ¢= Ker ;, y asfi:

E=1Im¢ @ Ker ¢ = Im ¢ B Ker ¢

Prop. 3.3.1. Si ¢4 es normal, entonces 1os vectores propios -

de las aplicaciones ¢ y ¢ coinciden; y los valores propios co

rrespondientes son conjugados unos de otros.

Pa.

Sea e un vector propio de ¢ ¥ A su correspondiente valor pro

pio, entonces ¢(e) = ae.

Como (¢-x1i)(e) = 0, esto implica que e € Ker(4-Ari), por ser
¢ normal, e e Ker (¢-Ai), luego (¢6-2i)(e) = 0, de donde -

¢(e) = le.

Se ha visto en el casc de espacios lineales reales con -

producto interno, que todo ¢, autoadjunta, posee n vectores -
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propios mutuamente ortogonales. En el caso complejo, demecs~

traremos que acontece 1o mismo si ¢ es normal

Prop. 3.3.2. Si ¢ es normal, entonces tiene n-vectores pro-

pios mutuamente ortogonales.

Pa.

De acuerdo al teorema fundamental del Algebra, el polino-
mio caracteristico de. ¢ posee al menos un cero Ays Por To

que XA es valor propioc de ¢. Sean ey el correspondiente

vector propio y E; el complemento ortogonal de (el).
(6(¥)le) = (rloleg)) = (yliey) = alyley) = 0

de donde ¢{y) e E;s asi E; es estable bajo 4.

Restringiendo ¢ a El’ obtenemos que la restriccidn de ¢

es nuevamente normal, luego existe e, € FE; gque es un vector

A

propio de ¢|. . . . continuando con el proceso encontramos
\L‘l
n-vectores propios, que obviamente son mutuamente ortogonales

i.e. (eiiej) =0 si 1 # 3j.

-

Relativo a 1a base formada por los vectores propiocs la -
matriz M(¢) tiene forma diagonal, con los valores propios en

la diagonal principal:
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>
ot
<

M(¢) = - ! , con A, € ¢

~—

3.4 Aplicaciones autoadjuntas y antisimétricas.

Sea ¢ € End(E), una aplicacién autoadjunta i.e. ¢ = .4,

Tuego 1a relacidn

(6(x)]y) = (x]e(y))

conduce a

(o{x)y)

(x]o(y))

Reemplazando y por Xx tenemos

1}

(o{x)|x) = (x]e¢(x))

siendo E-unitario

{(x]e(x)) {o(x)]x)

asi (o(x)|x) = (e(x)ix), Tuego (¢(x)|x) eR, ¥V x € E.

Prop. 3.4.1. Si ¢ es autoadjunta, entonces todos l1os valo-

res propios son reales.

Sea ¢(e) = are, luego



et
N
ot

(6(e)]e) = (rele) = x(e]e), como (¢(e)|e) eR ¥y

(ele) # 0, se deduce que ) e R.

Es evidente que toda ¢ autoadjunta es normal, y por prop.
3.3.2. se tiene que existe un sistema de n vectores propios mu
tuamente ortonormales, relativo a estos vectores, ia matriz -

M{¢) tiene forma diagonai.

Como es conocido, una transformacidon ¢ es liamada antisd-~
métrnica si ¢ = - ¢3; en E-unitario no existe diferencia esencial

entre autoadjuntas y antisimétricas.

Prop. 3.4.2. En un espacic E unitario toda antisimétrica es -

autcadjunta y viceversa.

Pa.

—

Lo - {¢, luego 5 = -4,

li
o~ b
e
1
]
(N
©
i

3.5 Transformaciones unitarias.

Definicién 3.5.1.

Una aplicactén undilaria, €S una aplicacidn lineal de E -

que preserva el producte interno:
(¢(x)]e(y)) = (xjy), ¥ x, y e E.

La anterior definicidn puede expresarse en términos de -

isometria, de ahi que ¢ sea un automorfisme de E.
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Prop. 3.5.2. Si ¢ € End(E) es una aplicacién unitaria, enton

ces |[[det ¢|l= 1.

FPa.

Observando que (¢{(x)|e(y)) = (x]y) y siendo ¢ un automor -

fisme., entonces:

{ = | —‘!I -1 \
(s(x)y) = (470 7 ) = (x]e™Hy))
1o cual comprueba que ¢'1 :é, asi det ¢ det ¢’1 = 1.
implica:

det ¢. det ¢ = 1

det ¢. det ¢ = 1
de donde:

lidet o] = 1 |

Finalmente probaremos que cada vector propio de ¢-unitaria

posee norma unitaria.

Prop. 3.5.3. Sea a un valor propio de ¢-unitaria. Entonces

Hadl = 1.
Pa.

Sea e un vector propio de ¢, entonces ¢{(e) = ae, luego

FeCedil = {iaell = [1A] fle]]
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pero

e Celll = llel]

de donde ||a ]| = 1.

1

—l, la relacidn ¢od = do¢ implica que ¢-1c¢=¢0¢- s

Como ¢ = ¢

por To cual ¢ es normal y la matriz M(¢) relativa a la base orto

normal (ei),i=1,...,n es de forma diagonal, donde Tlos A; son -

compliejos de mfdulo uno.

nvdr.
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