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DEFINICION 1. 1 : 

......... , .......... ,vu I! > !I en tm conjtmto A se orden 

(o simplemente 

Al par CA, se 

DEFINICION 1. 

mente o 

S > 0.. 

y 

1. 3: 

A, si y solo 

(l > (l 

a.::.By S'::'(l=> a; B 

Ct':: 6 y B.::. y => o. > y 

dice que un conjunto 

ordenado, 

CL » i3 en un 

a 0.. 

llama conjtmto , 

CA, con propiedad 

y > a y y .::. (3 

es te caso, se 

1.4: 

(l, S ,y en A se 

ordenado. 

ordenado A, 

CL,S en A se 

A, se dice que CL 

conjtmto 

a,S en 

relación " > !! 

a e 

y en A 

al con-
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a) (W,.::) es lID conjunto dirigido. 

En efecto: eN, :J es parcialmente ordenado; además pa-

ra 0:, S E N, existe y ::: a + S E::N tal que y :: o: y 

y:: 8. 

b) ONex), c) es un conjunto dirigido, donde: 

N(x): Familia de todos los vecindarios de un punto x en 

un espacio topológico eX, T) 

c : relación de inclusión. 

Es evidente que QN(x), c) es parcialmente ordenado. 

Además, si a, B E N(x), existe y := o: () B E: N(x), tal 

que: y c o: y Y cS. 

DEFINICION 1. 5: 

Sea X un conjunto no vacío. Se llama red en X a todo par 

eS, (D,~), donde (D,.::) es lID conjunto dirigido y S es una función de D 

en X. 

NOTACION: 

La red (S, (D,~)) en X la denotaremos por 

donde Sn :::: Sen) 

DEFINIcrON 1.6: 

x. 
Sean X un conjunto no vacío, M e X y S {Sn}nE:D una red en 

a) Se dice que S está en M, si y solo Sl S E M, para ton 

do n. 
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s eventualmente en M, si y solo 

un ID ~ D, tal que para todo n € D Y 

n :> m entonces ~ M. 

PROPOSICION 1.7: 

el conjunto E 

elemento ro (; D, 

PRUEBA: 

E 1: tll, se 

es m € D, 

n € E. 

te p € E p :: m. 

PROPOSICION 1.8: 

Eun 

conjmto 

que S 

ro € D, 

s = 

E, se 

n (; D 

eC:l1e]Ttf~m€~nt:e en S1 y 

n ~ D tal que n .:: m y 

frecuentemente en M, entonces 

propiedad siguiente: 

p t E tal que p -=- mI!. 

llama subconjunto cofinal de D. 

que S está frecuentemente en M, 

ql1e n :> ID y S ~ M, o sea, 
n 

n = p se cumple que, para todo m € D, 

cofinal de D, entonces es un 

es tm conjtmto 
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Sean m,n E E. a existe p E E tal que 

P 2:. ID Y P > n. 

m,n E D, pues E e D, luego existe n E D tal que n > TI 
o O -

Y n > m. Dado que E es cofinal de D, para n E D existe p S E tal que o - o 

P 2:. no' entonces p ~ m y p > n. Por consiguiente CE, ~) es un conjug 

to dirigido. 

DEFINICION 1.9: 

Sean X un conjunto no vacío y {S } rn una red en X. 
TI TIC'-lJ 

Para todo m E D se le llama sección de S al conjunto 

B {S E X n > rn}. rn n 

PROPOSICION 1.10: 

"Sean X un conjunto no vacío, M c X, S 

en X~ entonces: 

cuenternente en M. 

b) {Sn}nED está eventualmente en M si. y solo si existe 

rn E D tal que Pm c M. 
o o 

c) {Sn}nED está frecuentemente en M si y solo si para to

do n E D se cumple que B n ¡vII- <1>". 
n 
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PRUEBA: 

Su verificaci6n , a partir de las defini-

dones dadas 

DEFINIerON 1.11: 

ex, T) un espacio topológico y {Sn}nE:D una red en X; 

se dice que la red {S } rn converge a x ~ X, si para todo V E: N(x) , exis 
n nl:.lJ 

te ID 8 D, tal que para todo n ~ D Y n > m entonces S 8 V. 
n 

DEFINICION 1. 1 Z: 

Sean eX, T) un espacio topológico y {Sn}nE:D una red en X; 

se llama limite de S en T) al conjunto 

{x ~ X : S converge a x en (X } Y se denota por LilTI.y S • 

OBSERVACION 1.13: 

a) x ~ S <= S está eventualmente en V, para todo 

V E N(x). 

b) x E: 

OBSERVACION 1.14: 

<==> Para todo V E: N(x) , existe ID 8 D tal 
o 

Si eX, T) es el topológico discreto, entonces la 

al punto Xo E: X, si y solo si está eventualmente en 



1. 

en X r'n,rnr"~"""r~ 

tos 

x E: 

x€ 

1.16 : 

y 

.6 

eX, T) es el espacio 

ptnlto 

una red puede ,..,.,...""",,,. 

T) un espacio topológico y Mc X. 

en X con ScMy 

x € se tiene que V (l M" <p , para todo V € N(x) , en ton-

ces PO(:1eIJIOS seleccionar un punto x 6 V n 

• e) es un conjunto dirigido y 

S : N(x) -- X 

V ---+ Sv x~ x 6 V n M, es 

{Sy}V6N(x) es en X s e M y 

x 6 S . 

En 

es s e 

. Usando la definici6n 1.11, vamos a x € S : 



<= 
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Sea V b N(x), V n M 1 q,. 

Escoj amos ID > V (Es decir m e V). Sea m :::: V. 

Ahora sea Y > (es decir y c m), entonces por definición 

s, Sy b y ('¡ M, pero como y :'.. ID, entonces Sy b ID n M. 

Luego, Sy b V n M, es decir ~ E: V. 

Si {Sn} nbD es una red en X, con Iin S c M y x b L~ S, se ve 

rifica que: 

Para todo V b N(x) , existe m E D tal que Bm c v. 
o o 

Por lo tanto S 5 V () M. 
·1110 

Luego x 5 M. 

Hemos observado que, en general en lID espacio topológico, 

una red puede converger a varios puntos del espacio~ siendo ellos distin 

tos entre sí. Existen espacios topológicos en los cuales la convergen-

cia es única, es decir: Si una red S {Sn}nED converge al punto x y tam 

bién converge al punto t, entonces x t. 

Lo anterior nos motiva la siguiente: 

DEFINIeION 1.17: 

Un espacio topológico X es un espacio de , o espacio 

separado, si para todo x;y E X, con x ,; y, existen V, W vecindarios de 

x e y respectivamente en eX, T), tales que V () W == $. 
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PROPOSICIONl . 18: 

"Sea un 

(X~ s = {S } rn nnüU 
red en X se s solo elemento". 

Dicho de otra manera: 'Un espacio es de Haus-

dorff sí y salo si toda red espacio converge a sumo a un pun-

PRUEBA: 

=>: Si , como eX, T) es un esp~ 

cio de Hausdorff, de xl y respectivamente 

en eX, T) = en D tales que para 

todo n f D, con n > 

Como (D, es 

n € D tal que n > nI y o 0-

cir V (') W f. ~, lo cual es 

<: =: Supongamos que 

diferentes de X, que 

cindario de t. 

n > TIZ' 
0-

T) no es 

de T-vecindarios t, entonces 

gidos. Por 10 tanto, podemos ordenar 

todo n f D, con n > n~, S f W. 
- t n 

('\ W, es de-

y que s y t son puntos 

de s intercepta a cada T-ve-

de s y N(t) la familia 

, c) son untos dirí 

producto cartesiano N(s) x N(t) 
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> y 

U,W € 

es un conjunto dirigido. 

x , T n U # q¡, por consiguiente po-

s(T~U) en T n u. 

, entonces s(V,W) € V ('1 W e T n U, y en conse-

s {S } 
,U) 

converge a s y a t, es 

do V € mE 

con n > m, € V. 

V € N(s) . 

Escojamos == 

Sea ahora n =: 

entonces € A (1 

mas que S (; V. n 

De manera 

1.19 : 

xN 

x N 

se 

Si eX,T) es un 

mostraremos que para to-

n, n € 

x 

€vn tene-

t € s . 

de y una { 



la confusión, Lim 
n6D 

· o 

s no sea 

A un resultado muy , 
el cual 

definido en 

PROPOSICION 1" 

y T2 dos 

con T2 SI Y solo 

convergentes". 

> Si TI es claro que 

TI serán TZ' 

<= Probaremos TI e I Z" 

Mun cerrado (es 

la topología (es 

ra de M con ét 
[T' 1 ~ J.Opo .... ogla 

Entonces, dado x E: por 

s, S en X con Topología 

x G S, entonces 

legía TI tal 

nuevamen te la ........ ,"'''nr'l 

ís, 

ScM y xG 

1.16, tenemos 

se 

X, entonces: 

las mismas 

convergentes 

cr;m respecto a 

a la 

1.16 tenemos: 

ImScM y 

s en X con 

S, entonces aplicando 

x (; 'Mr ' donde Mr 
1 1 



to 

x E: 

es a 

se c y 

tanto M es 

, podemos que todo conjunto 

Por consiguiente TI c Tzo 

manera se prueba que T2 c 

con 

1. 21: 

f es contínua si 

en X se 

!I x == 

u 

se 

> O 

cota 

de 

. X--r 

Mera 

es 

en un un 
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(' 
c. 

f x que cU. 

como x E A x EW , a. 

todo IX 2:. (lo· 

EU (l > 

!I " Supongamos red convergente en X 

se cumple y además f no es 

Sea r E X un f no es contínua; entonces 

un vecindario 

r se 

Xy 

hipótesis f es 

(N(r), c) es lID 

t : N(r) ~ X : t una 

en 

r sin 

rt V, N(r) o sea 



ra éste no A 
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que fex ) 8 V para 
CI. 

Esta últiwa aseveración es una contradicción, puesto que ha-

bíamos supuesto que la hip6tesis se cumplía para cualquier 

red convergente en X. Por lo tanto f debe ser contínua. 



DEFINIeION 2.1: 

Sea E un conjunto. Se dice que una función d 

es una métrica o una 

1) d(x,y) == O < = > x = y 

2) d(x,y) =: 

3) d < z) + d(z,y). 

1 

+ 
E x E-+R 

Si en E puede definirse una métrica, entonces E se llama 

espacio métrico. 

DEFIl'neION 2.2: 

Sea E un espacio vectorial sobre o [) se dice que 

H 11 es una , si: 

1I xl ¡ = O <=> X :::: O 

2) IIAX 1I == [Al 11 x para A € K, x € E. 

3) llx+y 11 .::. 1I x 11 + I!y I!, para x,y (; E. 

Si E está dotado una noma, E se denomina "Espacio Vec-

torial Nonnado" o "Espacio Lineal Nonnado". 

OBSERVACION 2.3: 

Todo espacio vectorial normado puede hacerse espacio mé

trico sí se define: d : E x E --+ lit) tal 



;:;: - y II 

la cual es 

En efecto: 

d(x,y) :::: O <=)0 Ilx yll O x=y 

2) d(x,y) = I/x-yll :::: tomklIlclo A :::: - 1 

3) d(x,y) == Ilx-yjl == <: ¡¡ X - Z ¡ I + 11 z -y Il 

::.. d(x, z) + 

DEFINIeION 2.4: 

Decimos nomas 11 11 11· l! 2 

mismo espacio son equivalentes; 

ros positivos m,n 

x E. 

LEMA 2.5: 

"Sean • !¡ y JI 2 nOlil1as sobre vecto-

rial E" entonces 

< )o 11 2'::' JI xlII ' donde x E: 

PRUEBA: 

x E: E, x f 

y II 1 1 



tenemos o Il··~ 1 

entonces 1 , 

Si x =o se 

. Sea 

!I < 1 

2. . 

E, El nomados con nonnas 11 .11 1 y 11 ollz 

respectivamente, una 
-"-~-"-~ 

si f es 

lineal, 

1I f(x)II Z ~ todo € 

DEFINICION 2. . 

lineal nor 

mado E, se dice que es o de Cauchy, 

si dado E: > 0, que para todo .?: no se 

tiene que !Ix - x 11 < E: m n 

2.8: 

Un espacio lineal 3¿;, con 

una nonna· que 2.2, de modo que 



es en por esta nOl1Tla. 

PROPOSICION 2.9: 

un espacio de Banach. 

i) a x definida por 

(x,y) '\f\.¡~ x + y 

S (Lx --+- por 

'VV~ AX 

ti ...........r por 

x IV-+- 11 x 11 

son 

i) que para toda bola B + <2:) 

te una : a e B 

I [ x il + il y 11, es una nonna en x 

junto 

v { 

{(x x 11 (x-Xc Y-Yo) 1I < eS} , 



Para ii) 
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.) :::: t:, se 

V = {(x,y) € x ; tt + I[y':yoll < d 

modo que b V se 

I! a(x,y) - !! 
< '1 _1 !! + I1 

+ !ly - II .;; s 

es 

11 a(x,y) - a II < E: 

Y esto b B + Yo' 

es e + 

que para abierta B(Ao xo' 

te otra BC(i\·o ,6) V de tal manera 

S(V) e 

en x ICA !l = IAI +¡Ix 1I 
tenemos: 

11 11 = 11 + + (A-f.o) 11 

::..11 Aa + Ii 0·- Il + ti CA - Aa) I! 

Ahora 

tal 

IICA,X) -

+ i A - Ao! l! x o 1[ + 

e > O. 

11 < él => !I:>..x - 1I < 10: 

1I . 

o > O, 



Para iii) 

Así 

IICA,x) - CA o 

=> 

== 1>..-:\ + 
o 

11 

11 < <5 

=> 11 AX-AoXoll < 11..
0

10 + llxoll o + 62 

!lx.x->"ox.oll < ó 1AoI + IIXcIl + 8). 
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Si ahora escogemos <5 tal que O < o < 1 Y 

s 
O < eS < -:---:-----

! 
entonces 

+ 1 

>"x-Aoxol¡ < Ó 1.01 + 11:xa11 + 1) < E 

es decir S es contínua en (AO'XO) y como este punto es ar 

bitrario, S es 

Debemos probar que para toda bola Be II xii, E) exis 

te una bola abierta V ::::: B(x,6) tal que n(V) c B o de otra 

foma 

/lx-xoll < o => Ilx 1I - li 11 1I < E: 

Se tiene ¡¡ [1:: Ilxl! 11 

I¡xo-xll :: Ilxoll - [[xii 

y por consiguiente: 



11 

o 

- o < ¡¡ - < 15 

IIxolI 

Y si ó :: t: se 

11 < ~ 

DEFINIeION 2 

todoe:>O 

< 6 

- 1I 

> 

< e: 

Banach es de Cauchy, si 

implica 

de 

l! 

Banach 

11 <: 1; 

1 
<2 



> 

nonna 

f 

1 n -n 

+ + - fl! 

11 1I < 

es en 



? .... 

Sea 

e } 

2 

de vectoro~ en un espacio de Banach 

< F -2 F1 c FZ' entonces tendremos 

F es l..ID 

que la 

Para cada F E: F, sea gF fa. 

Si a algún g E: 3(, entonces decimos 

L fa converge y escribimos g 
aE:D 

I fa,· 
aE:D 

PROPOSICION 2. 

"Sea { fa ~EJ) un conj un to de vectores en LID espacio de Banach 

X tal que n i I 

PRUEBA: la notación 

te necos 

en X. 

Por hipótesis 

E: > O existe 

en entonces L fa. converge en I". 
aSD 

, para probar ¿ es convergen-
o;E:D 

que la red es convergente 

de Banach y proposición 2.11 

probar que la red es de Cauchy. 

es Entonces para todo 

que para F .:':.. Fose tiene que 

iI < € 



> 

=: 

< !I + 

< 11 < € 

En F == u de 

dirá 

COROIARIO 2. 

es si y 

solo si para cada suces vectores en 

11 < '" 

PRUEBA: 

"=> !! 

co 

De la propos se 11 ¡¡ 



!I < 

,j ,. 

nZ > se 

,. j se 

1I 

K > 1 Y 

11 1 + + + •••• + 1 + 

1 
2" 

1 
"2 

entonces 

== 1 + 

+ 1 + 

2 

li < H 

y 

.+ 

1 
+zw+r 

=> 2 -

'< 1 

n 1 
<-

2 

n <: y 

es 



entero O > 

II < E:, 

es 

11 2 

+ •••• + 

s > el entero N > O 

I! I! < E 

y esto es a 

es 

E > C, tomemos r > O 

11 ti 

-o 
b 

1 E 
<-+

r 2 

E: E 
< " + ¿ 

2 • 

n > 

+ 

JI + 1I jj < 
1 

e > 

que para m.:.. N 

l< 
r 

en 

+~ 
2 

g y por consi-

y que se cum-



es 

con 

as 

{f 

como Slgue: 

+ x 

e) 

sobre los enteros 

f es 

:::: + 

fen), con n 6 

flonna, 

f es aco tada. 

"" . o sea 

es completo, es 

y 

ftmcíones 

, es decir 

) 
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"Con se que 

es un 

PRUEBA: 

a) loo (N) es un 

f,g b ,a. b [ Y n b N. 

Si entonces > O Y > O tales 

todo n 8 se '-".mu ....... que 

[gen) ¡ 2-

:::: + i < + ¡gen) 1 ! 

:= K 

o sea 8 (N) 

¡ Caf) :::: ¡afen)! I ex II f(n) < , a.1 =: K. ¡'\sí, 

son 

b) Probemos con ser una norma: 

11 f 1100 = ° E O .l. 

11 ====>" 1I f I I :::: Ifen) I O => Ifen) r 0, todo n 8 N, 
I .00 

f ::; 0, todo n b 

=> f '" O 



" f o 

=:> 

!lAfllo> :::: ¡'flr ¡ r, ro 

JI:\fl/co 

lA 1 

::: lA 

U 1 
rro + 

lJ I ¡ ro 
=: 

( i 

< 

+ 

2. 17: 

nb 

n E 

=> o 

A b [, f 8 

:::: SL.'P !A 
nEN 

¡ ) 

gil 

, 
ae 

(n) D 

+ Sup 
n8'-J 

) 
) 

es un lineal Tl(Yr~n",n 



Por nos 

vectores 

en que 

1I < 00 • 
1"" 

que an 

{J . ::, . N .......-..+ OC 

X "..,.->-

n 
con (x) '" 

que es y con ello esta-

remos es 

en 
n 

es de Cauchy, es que 

te lID entero > O 

> 

€ > o. 

amos m,n que n > entonces 

- S I n 
l' ti ... + !I 1I < s 

'00 



otro 

¡~(x) -

¡ 
I~ 

y por 

M> O 

Ig 

se 

< 

g 

resta probar 

e > O 

II'g- [ ::: 
. ro 

{ 

g es 

+ '... + 

+ •••• + 

+ •••• + ji 

}
oo 

es de n=l 

es 

x8N 

ex) 1 

I M 
'00 

= o 

n 

.30 

m,n .::. N 

es , podemos 

lma constante 



EL 

jIDlto 

¡¡ < 

tal [S 

es decir 

11 g -

y así 

w-eo 

lo 

espacio 

I! g-

S :::: 

< e , 

loo '" 

tales que lim 

<JO 

<: € TI > N 

;> O 

,. 

O 

es y 

de las 

= cual 

métricos 

es el m"'l"1n.,.. 

do que lo contiene, entonces Co c Co 

es 

cerra-



sea 

{ 

€ > 0, entonces 

como 

(x)¡ 

entonces I g (x) I 

es decir o 

=> g € 

=> Co ) es 

Por 

EL Lv ... ·, ... u 

2.19 : 

Denotemos 

as lj¡ 

E 
+2 

x > 

n :> N 

entonces 

es un 

a la 

1 <: 00 

.32 

funciones 



+ 

+ ¡P2 

+ + 

y el 

!ICon las , se 

es 

a 

i) 
1 

b [ entonces 

son de 

nEN 

<: ro 2en) < 00 



entonces 

L (n) + 
n=Q 

co 

< L ( r (n)[+I¡pz(n) 1) 
n=O 

00 00 

< L I 1jJl(n)[ + ¿ Iw - n=Q n=O 

00 

L (¡PI + ¡P2) (n) < 00 

n=Q 

ii) Sean ¡PI E: tI (N) , A E: 0::, n 6 N 

00 ro 00 

¿ I (A1j!l)(n) I 1. I A1J!l (n) I ::: L lA! i Wl (n) I 
n=O n=O n=O 

00 

DEFINIeION 2.2 ~ 

1 Para 1jJ f t J definamos 

OBSERVACION 2.22: 

Con la norma definida anteriormente se tiene que t
I 

eN) es 

un espacio normado; puesto que 

11jJ(n) 1 cumple las propiedades de norma. 



En efecto 

iJ H ;:: O < = > '-11 ::::: 

:::: O < => <=> 1$ 1 '" O 

n € 

< => $(n) == para todo <: => 1/1 ::: O 

ii) 11 A1{I I '" A ti 1{1 111 A € 

ca 00 

n 11 1 
=: I :::: 

n=O 
::: I 

n=O 
00 

:::: lA I Iq¡ , ¡ 

111/11 + 1ji2111~ II 1 + !! 

1\ 11 ~ :::: 
.1 I == 

ro 00 00 

< ¿ (11/11 (n) !+I1Pz(n) :::: I I + I 1'-11 2 -
n=O n=O n=O 

< + 11 -

PROPOSICION 2.23: 

es nomado ... umUiC 

PRUEBA: 

Solamente nos falta n ........ "'''">' es completo. 



1I 

y 

en 

00 

$ sea 

::: 

< 

< 

¿ex) ::: 

es 

, debenlOS 

es de 

es 

tal que: 



es 

< -$n) (x) I 

< I! > N, que 

Por 10 anterior tenemos que I$(n)! < CXl • 

Por último, lÍl n 1); 

TI"'"""" 

ro 

- IP !I ::::: L ICIPm 1 x=O 

<lO 

::::: I [$m(X) ¡p ex) I 
X=O n n...¡,oo 

co 
:::: 

n~ 

lim 
n...¡,oo 

[1 1 

y como { es una existe N € JN 

> N, 11$ - < E m 



es 1 < m ,. 

1 
tanto ¿ es 



to A a 

e al 

Es 

, A 



es 

PRUEBA: 

Nos a 

a) Si CeX) 

b) Si A 8 [ , f E 

Ya que 

a) Vamos a 

w 

Sea Ka 8 X. 

1"'L~¡;;;;liIa;:, sea V un 

Be 

Como f b 

11 < 

De 

11 E: \ <?' 
'-

luego II 

11 

x b 

x 8 N 

-o 
b 

<1 

E CeX). 

, entonces E: > O 

N 

i! < fe 

+ g 11 



x 

o 

( 

e 

, existe 

v e 

Af 

E :> 

f > 

< 

< E, b V 

es 



;\f 6 

f 

es 

3.2 

a , es 

e 

i 1. 

X para 

tm J I 

f 



3 

feX) es "''''''''''''''1''l es > 

cumple <. 

f 

!! 

11 == O =,. t todo 

=> f 

<='1 o 



ro , f 

iI = 

< E: e " 

fl == 

::: 

< 

< 

I1 es 

PRUEBA: 

a 



f en CeX), es 

existe N ¡.:: 

para cualquier x ¡.:: X, 

es decir 

Sup 
xE:X 

Ilf -n 

De otra manera: E: > 

1I -filo> <: E, la cual es 

a la norna 11.:
0 

b) Ahora 

que - f 

Es decir para e > 

OBSERVACION 3. 

A la nonna 

forme. 

PROPOSICION 3.12: 

se 

> N. 

N f: 

todo E > O. Nf: 

que n > N 

x 

se la 

n 

con 

.45 

E 
<; -

2 

n > N 

, entonces C 



es un 

Vamos a en e 

x b 

Es decir es de 

pIejos x b X. 

En a 

'" O 
n~ 

i) > O, N E: n,rn ~ N 

I1 < 

E: X que 

f(x)) I 

< I + ex) / 



n 

es 

<: 

< 

< ..::. + 
3 

< 

¡ < 

+ 1 

x€ 

es 

< 

'" O 

es 



{ 

> 

11 == 

con 

11 
1I 

"" x + M. 

tenemos todo 1 



<= 

x 

I! 
11 ¡I '" 

+ <: 

+ 11 < 

E: > 

11 1I 

+ 

+ 



11 + Ir li 

11 

< 

I¡ + 11 [ 11· 

Por tanto, es un 

LIMA 4.3: 

I! IJ 

PRUEBA: 

Vamos a que todo e::> O, N E: N tal 

n :> N 

E: :> O. 

- x + m 

<: x l. 

Dado = x, existe n :> n se - o n+<» 

11 -x rr < E: 

to-



<: E:; , > 

Por 

1m espacio nnT"Tn<orln completo". 

PRUEBA: 

Por • 2 soJLamen1:e nos 

Sea { lXn] , entonces, amos: 

n 11 <: 1 o 

JI ] 1I <: 
1 

nI > , 

> 1 > se 11 I1 -

n, ,.. 
K 

i :> se J I1 <: 

I1 [ J <: I > n o 

1\ [ 
- 1 
J <: 

11 J- <: 

tanto, { k=l 



-( 6 J 
de < 

00 

1 < '" 

+ + •. + 

:: + + + + 

y, :: 

tanto y sucesión 

{ es en a 

ción 2.1 t 

el 4.3 se 



luego lim 
k~ 

este 

Cauchy 

r 
n-+<» L 

. .. 

Debemos 

rr(A) es 

A 

Si A ::: 

A1 

,5: 

un 

1>, 

, 

es un 

x € 

r 
, t + L . 

+ 

IT' 

] € 

, tenemos subsuces i6n 

la 

decir 

es 

A en se que 

abierto en 

E > 



x e y e 

A '" 

e 

== { I! lm] ti < E} ~ entonces 

te 8 manera - ka 11 < E: , es b B 8) . 

• >- b ) ; Ik] 

> E: ) . 

sea: y b B(x, t::). 

r > r e B s) • 

( e ~ E) . 

€ B - < r 

<: r 

l! < r 

norma en m€M 

<: r , es - y JI < 

t+m € B 

=> t+m € B 

=> < E: 

I 
'.1 I => e: 

=> m < s , e:) • 



=> ) es 

rr(A) es lID en , ya que: 

== U ex" 



y 

" < 

Banach. 

" 

"Una 

es 

parte es 

Supongamos 

I1 

y como 

I1 

11 x - y Ir ~ 

2: __ ...c......;;. __ _ 

en 

= 1I 

) I < € 

- y + 

T es 

que una 

, y son 

T de ::L a Y es en 

" 

en de 

Tey) + T(Xo) - T(:xa)11 

T 1I 

<;: ó 

T y es 



" 

TI < 

11 11: 

es 

" . . 

I! 

<" 00 

a Y es 

:: 1, 

1 < 

y 

la 

todo E: 2€. 

5.1 bastará que 

< E, 

cero 

es 

un e > 

w 



y 

í) 

) x "" O=:::::> I! y 

Tex) Il < 1 

<: , Ji' E: -

K 1 -
él 

1I < -

al 

la 

y 

+ 

x 

es 

II 



I! :: 

x 

=> :;:; o. 

T == > 

H :;:; 

:;:; ! 



+ fl 

-':'"--+ 

II < e: 1I 11 :le Je. 

sea que para }
oo 

n=l de eHlnelnto 

de Y es 

es 

x en 

llifinamos a por 



, entonces en 

+ 
n-+m 

::::: + 

y .A. en <E y x en por la la StmJa, 

:::::; A 

{Tn}~=l es de Cauchy, entonces E: = 1 

un entero > O que m,n > N que llTn-Tmrl < l. 



es 

o 

lo .uU¡J'""-~""'a. la pel:-tel!1enCla TaL ( ::L, Y) . 

se que para E: > 0, 

------- < s , x f: O. 

1I = 

+ -T ) 
n 

<: + H • -

x )- se -

<: 11 + s ¡lx!! 

y como 
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11 
concluímos que ----- E, con :/: O 

y de aquí 

----- < E: 

y así 11 T - Tn 11 < E 

que es equivalente a Lim ::: T • 

Es decir, la sucesión {Tn}~=l es convergente en L(Xl>Y)' 

DEFINIeION 5.6: 

La Bola Unitaria de un espacio de Banach Xes el conjun

to {x E: X Ilxll 2- l}, la cual la denotaremos por eX) l' 

DEFINIeION 5.7: 

La Bola de Centro O y radio r > O de un espacio de Banach 

:x:: es el conjunto {x E: 2C : tlxll.::. r}, la cual la denotaremos por (X)r" 

LEMA 5.8: 

"Sea T E: L( ,Y) entonces: 

=> " 

PRUEBA: Sean x E: cYh y E > O. 
TI 



mmca 

a 

1 Ilxll ~ n J en tonces ti nx !I 

=> nx 8 
1 Y por 

=="> (l TE (X) 

=> Y <; ,T[(X) 

€ ( 
r 

=> !lux <: ne 

=> 11 n,x - 1< ne 

=> IIx - T 11 < E: 

=> n 

Por tanto, x 6 T 

5.9: 

() T (x)~J.¡ ct> 

< 1 

-1 </l 

tenemos que nx E: 

que 11m.-y!! < nE:, con y = 

r 
n 

X tm v"'!.-'O' .... .lLV topológico y A e X. Diremos 

en X y interior de la cerradura 

.64 

A es 

A es va-



s. 

Un x de primera categoría si es la 

ooión de de no ser , se di-

ce que X es de segunda 

A lUD~l,arl~~S un teorema importante que 

ocuparemos más adelante. 

TEOREMA 5 (Baire) 

"Todo espacio métrico completo X es de segunda categoría". 

PRUEBA: 

(La ami tiJOOs por no en los objetivos que este trabajo persl 

gue) solamente el 

"Si T t L es uno a 000 y sobre" entonces T- 1 exis-

te y es 

PRUEBA: 

De la 1 • t exlS e está definida. 

a) Sean x' ,y' E Y, entonces existen x,y b 3C tales que 

::: X y 

entonces 
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-1 rr- 1 ~-l 

T (X' +y') "" 1 ::: 1 
(X+y)) 

1 
oT) == :::: + y 

T- 1 -1 
'" T (y') 

con A € 0:. 

-1 
Por consiguiente T - es lineal. 

Queremos probar que T-
1 

es contínua; para ello es equivalente 

a mostrar que es acotada, es decir que T-
1

t(Y)1] c (X)r, 

para alg6n r > 0, que es equivalente a demostrar que 

00 

Como T es sobre, se tiene U 1'[ (33) n] == Y. 
n"'l 

Además, Y es un espacio métrico completo, entonces por el Teo-

rema de Baire, afirmamos que y no es una unión numerable de con-

juntos nunca densos, es decir, existe algún entero N de tal ma-

nera que 

=:> existe tm abierto A .¡ q:. tal que A c T( (::E)N] 

luego se tiene que A n T[ Cf:)N] f <P 

entonces existe y E: A n T [( ::E) N] . Dado que y € A, entonces 



e :> 

::: + 

= 

s <: d e 

(Y) c· 
E: 

+ 

+ 

t 

:::: 

y y 

<: E. • 

Z <: e: 

<: e 

y esto 

+ + 

En e 



y 

l e 

y € l e 

tal que Ily -

Como y -

tal [[y -

I1 < 1 
2' 

r = 

11 <}; 
y como y - T (xz)€ (Y)!. c Tr ( 

4-

entonces 

x3 € ( lly -
'+ 

Continuando con proceso inductivo, 

11 <: 

y Ily - < 

00 

Ya que I 1I < 
n=l 

<: puesto que 1 + + 

ro 

Se tiene que la converge a un 

N N 
Más '" '" r T(Xrt) =y 

n=l 

entonces y € :( 

sucesi6n 

+ ... '" .. = 2 

x€ ( 



T 

es decir 

COROLARIO 5.13: (Teorema función 

"Si :r:, son est>aC:lOS de Banach y T es elemento 

L ( X) Y), T suryectivo, entonces T es m!il fmci6n abiertatl
• 

PRUEBA: 

es acotada, tenemos que T es entonces el conjm-

to: 

== {x ::: 

es un sub espacio de 

a) Sean xl ,x2' M, entonces 

·A :::: 

::: + _A..O 

Y así se que + x') t M. 
<-

b) Sea x M, entonces por la proposici6n l..n1a 

S :::: { en 3C tal que 

X :::: M 

es decir x~ t para 8 A. 



es 

xE: y e 

a) y b) concluimos 

rOlimaClon S 

y como 

s 

= 

=> 

¡¡se )11 = <: I1 1I :: 

::: ) 

=> Ix}- [yl) ::: o => s( o 

=> '" o M 



es 

Lo es, T es 

5. 

to 

-¡.. y es 

II es 

es una 

pues = 

-1 
, S y es 

4.5 tenemos 

y 

.71 

y tan-

lo tanto es una 

T 



a 

1 ) 

) > 

hJ¡ 
I 11 

3: 

) 

) => 

l' ti 

:1 
1I , 

en 

en 

o 

y 

X 

x € 

--+- es 

y f: [; 

un Banach 

a x, 



<:: x "" o 

, es 

y, en 

6 

espacio 

OBSERVACION 6.5: 

Dado un 

y «; es se es un es-

pacio de con 



¡ I 11 

un nos 

Lh'\1A 6.5: 

"a) 

entonces en 8 ro (N). 

g g :::: 

o 

ij es 

t 

que 

:::: 

gN' 

t 

y 

• Antes 

el espacio 

ID = 

m'Fn 

N 
= 

tra-

l' 

< 



n 

n+l 

tomando t = 

p > t entonces I p > t. 

N 
o 

E > 0, es encontrar M € N>M 

llg - < E: 

l~ 

Ig(m) -

N ID < N 
yl I " 

1 , m > N n==O 

0, es dado 

€: > O > T I<€o 

T se Ig(m) 1 < €:, m> 



T 

.6 

a 

< 

1 



es 

) 

ct es 

y A € se cumple: 

+ 

+ f 

+ 

+ A 



L 

=: 

<: 



fE 

11 > 

= I 

I < 

11 

bien definidas. 



:::: 

o 

== 

) 

::::; 



en , con-

, 
.L 



1I 

S es , es 

tonces n 1/1 11 I! s 1 .::. I! L ! t y L 

11 

1 

11 

< 



es <y .. 

<: 

LEMA 6.7: 

b) g 

l! < "'. 

eo 

ti 11::: I 

= 1 



b) A 11 ,; := O1' 

e: > tal N > M 

11 < s 

pero 
00 N 

.11 I !I ¿ ¿ 
n=O 1 m:::Q n=O 

1, m > 

entonces I 
1 • 

entonces podernos afir-

mar que: s > b tal que, para todo 

N > \Il se 

11 E: 

< s 

Nuestro la he-



y 

6 EL DUAL 

1) P es 

II) p es 

a 

donde 

p 

p 

11 

f 

< E: 

< E: , 

a 

a encontrar entre 

es 

a a) . 



es 

o 

L 

> 

<: 

K 

1 

= 

== 



L 

00 

:::: ( (n) 

o p = 

"" p 

lo y b), tem::mos 

-1 ::: p ,es 

III) P 



ro 



entonces 11 Uoo = !I 11 L 11 1 

pero L "" 

11 11 ::::: 11 " ::::: ) ::: 
11 

es decir 11 film 11 

11 Y 111 podemos concluir p es una 

la:> 1 
metría que t (N) 



1 

f 

f es 

sobre X 

.2: 

= 

es AL 

T es 

T es 

fes 

T 

T es 
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a) t, X E: T, 
1 

), f E: F 

X'" E: 

b) Sea (O.) tilla. 1'. 
1 

D. es , E: lB. 
l. 

J 1 

Entonces: 

U U ( U i) , es es \ 

iE:I J 1 
. 1 

secciones U Di E: t. 

e) Sean °1,°2 € T, °1 D. , t; E: lB. 
j J 

01 n 02 ( U D ) ('¡ ",o 
jE.J ..1 

U () 

kEK j 

= U ( U n ) () , 
kEK J 

por 10 tanto O] n 02 E: ,-

De a), b) y e) tenemos T. es tilla 

ii) Sea f E F Y U f es contínua, 

probamos E: es 

iii) T es la ya que SI T es una en cual 

toda f: X y es , se o es 



un 

se 

"=> " 

ti <= f! 

'! e 

7. 

::: X 

f 8 UE: 

f es 

Luego 

a > o: • - o 

Por 

todo o. > 

WE: 

u 

es en 

carac-

toda f E: PI. 

,x 

e 

para W E: N(x) 

todo 

con 

f 8 F. 

EA € ,para 

o E: xE: e W, 



o 

o 

Sea 

entonces x 

entonces x E 

y se 

entonces 

.., 
¡ . 

A 

7 ~ 5: 

y es 

n 1 

n 

{ 

C' > 

n 

se 

x f: 

x 8 

(j () 1 (V ) ......... ., 
n 

() e O 

todo i==1, 2, ..• n 

"2,.",, .. ,n 

se 

y ,2, ... ,n 

y todo i=l, .. ,TI 

€ a > a . 
- O 

Débil O 

y F sepaTa los pillltOS 
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entonces la topología ,. es de 

PRUEBA: 

que xl x
Z

; entonces como F separa los puntos 

de X, existe lila ftmción E: F tal que f(xl ) f f(xZ)' 

Como Y es de existen Vl,Vz vecindarios abiertos de 

tonces: 

Por lo tanto, la 

DEFINIcrON 7.6: 

- 1 
f 

Para cau...1. x E: 

finicia así: 

X(lj;) ex). 

tal que VI n 

T es de Hausdorff. 

A 

denotemos por x a """.'-'~"',",". sobre I* de-

La es la topología dboíl sobre JS* 

inducida por la famil {x : x E: X}. 

PROPOSICION 7.7: 

"L8 W*-Topología sobre es de Hau..c;dorff". 



x b 

nes x f: 

Por otro lado, OC es de 

la es 

dorff. 

PROPOSICION 7 

red X* Ij! en en 

si y si: 

x, x 

PRUEBA: 

La se por: 

'" f E F 

si y si: 
.... 

.~ b x x 

si y 

;JJ 



7. 

} es una ('tEA 

x 

PRUEBA: 

yE: B 

E: > O. 

Dado x f: 

(y) - 'f' + ) I 



< ! 
I 

< ! 1jJ (V·-
I o: ' 

< 

< I $ 1I SI 
a 

+ e + [1jJ(x-y) [ 

+ + 11 11 Ilx-y 

í !+ 

E 
Tomando E' =: 3K' donde Sup {1!¡j;II, 1I JI a E: AJ, (K existe, ya 

que1a red {lp } r,~ 
C~ ac.t\ 

en 

(y) - tjJ (y) I 10: E E <-+-+-=c 
333 

De donde podernos 

Topología. 

LEMA. 7.10: 

"Sean 

Si Lim f ex) = fex) , 
aEA a 

} 
a aE/\. 

Lim f (x) =: fex) para x E: 
abA a 

PRUEBA: 

Sea Lim f ex) =: 

aGA ct 

Sea y E: 33, Y 1-

entonces: 

la 

red en X:l< y f 

x E: ( 

todo x E: 

V =: 

" 

1 

con A == '1 t. 

se tiene que: 

a $ en la ·W*-

Entonces: 

se que 

, x == II y Il 



DEFINIeION 7.11: 

Se llama producto 

conjunto de 

todo i E: 1. 

DEFINICION 7.12 : 

Para 

Pj Cf) == se llama 

DEFINICrON 7.13: 

Sea ( 

a definir una 

J b 

en 

.98 

es 

todo y b X. 

, 1 f. 

y se denota por.RX. al 
lfl1 

b X., para 
1 

p . : __ X. tal que p. 
J J J 

j -ésjJna. 

de espacios topológicos. Vamos 

x = rrX. a partir de las topo 10-
i8 1 



gías T., de la 
1 

Consideremos 

el conjunto B c P(X) así: 

·99 

manera: 

{A c X: 1\ p. 
J 

~ para algún J E: 1, V c X. abierto} 
J 

L := {D:D es una intersección finita de elementos de 

Llamaremos Topología producto en X a topología generada 

por E en X. A la Topología la denotaremos 

OBSERVACION 7.14: 

Al conjunto E se le llama una sub-base para T(B) y se cum-

pIe que c TQB), es decir que todo elemento de es un abierto en la 

Topología producto. 

Los abiertos O E: 

de L, es decir, 

o 

PROPOSICION 7.15: 

"Sea (eX., T . 
1 .1 

U 
k8K 

, son arbitrarias de elementos 

una familia de espacios 

La topología producto en X ~ TI es la topología más pequeña para la 
i8I 

cual las proyecciones Pi son contínuas, para toclo i 8 In. 

PRUEBA: 
_1 

Sea i 8 1 y V e X. abierto. tv'ostraremos que p ... (V) es un abierto 
. 1 1 

en X. 



A 

se 

Por tanto, 

v 
p. 

1 

Sea 1 E: 1. 

T*. 

'7 
I • 

Por la topolo-

pequeña en )·rI son 1,,< 

es el caso x 1 E: I, T(B)es 

es W-topologí 

F 



Básicamente con 

x f: 1 ' 

A 

b) A 

.101 

ce

Teore-

disco uni

< 11, Y por P 

es 

< 1. 

A 



y t: 

entonces Q 
1 

If 1 

'" '412 (y) . 

todo E: 

en en 

a en 

y solo si 

7. 

=> 

=> Lirn fI. 

=> 

=> Lim 

P es 

TI 
Xt ( 

fI. 

todo E: 

x E: 

x b ( 1 

), todo x, x ( 1 

la 

P que 

Dicho 

es 



d) 

e) 

fI. es 

1\ la 

[l (JC* )--~ 1\( 
1 

es 

- 1 
/l. es 

=> J "" 

'" 

=> = 

en 

) 

), x € 

x € 1 

x € 1 

x € ) 
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Por todos los anteriores en el desarrollo de esta pru~ 

ba tenemo5 que: 

A : ( 1 ---+ ( )1] es un Homeomorfismo entre la 

Bola Unítaria de ::X;* )' un subconjW1to de F. 

Completaremos la prueba, al demostrar que A[ (I*)lJ es un subcon

junto cerrado de P. 

Sea {A(~a)}a(A una red en A[ (3C*)1] que converge en la topología 

producto de P a ijI en P. Si x,y,x+y E (:::C) l' entonces: 

'!'(x.;-y) Lim A(W )(x+y) 
o: 

o/eX) + 'fey)· 

Iji(AX) ::;; Lim A (lJia)(AX) 
aEA 

(AX) 

= A Lim 

A Lim 1\ (1-' ) (x) 
a 

;\ o/ex) 



'\; 

, 'i' 'ti 

:::: t: , 

" '\; 'P n 

'\; '\; 
'ji + \ji 

~ 
{; :L. 

::: 

= ¡¡ + 1 ¡[x'+YII 

::: \ji r 1 + ~ J i. 

'1' } + ] 
( 

'P + Ily 110/ 

+ 

ex) 

íb' =!! [[ 

=: 

xl 



A x 1 

x l' tenemos: 

. ;¡ b ( 
1 

'ti 

En 

."" I b ( 11 ;¡ 11 Sup :'P (x¿ i ~ x b 
x#O [1 11 

IIxll ( x ] I l 

entonces: 

y 'ti : ( --+a: que I't' < 1 t ( 1 

por tanto: 

< 1 

< 1 



Con lo 

F, por lo tanto 

que la 

¡:::; ( 

1 

M( 

compacto en 

topológico. 
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DEF 1 : 

E v p tilla 
J , con valores Tea 

Se es sobre 

E, si: 

1.) p < + p S E 

2« p E: E, A > 

,. 2: 

l'Il E. 

< 

:E 

ex) '" todo x y <: todo x E: M " 

eS e 

< x 



) <.: 

A 

en Q. 

A 

cota 

Ey 

es 

Sean x 

ra son I-UIIIIIJ';U 

teorema. 

s 

UOJIUC A :: { 

x 

I x 

1 

subcon

cota superior 

es un subespa-

<.: 



aquí 

Es decir x 

x 

mente 

entonces 

\,-

I f 

+ 



<: 

recta 

v 

G 

+ 

+ + 

sea + + 



{f - p ) tal 

De esa 

y 

f 

g ) + Aa, 

Se H ~ G, as 

fez) 

otro x,y 

) + 

y 

x 

=::: 

x€ 

y E: H 

x € 

a 
b 

,A 2 

+ 

+ 

( 

(4) 

€ IR 

+ ] 

+ 

+ 



+ 

g 

A > y 

- a 

Ir , 

Aa. 

+ 

es 

fex) ... Aa <: 

fex) - 'Aa = 

) , 

1 

x 

+ 

x b 

'" \.J • 

+ 

y 

• 1 

IR. 

y 



+ Aa == + 

< 

y 

+ p 

Por (G g y que 

la 

si6n 

que 

TEORE\1A 8. 3 

"Sea x. 
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