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de un espacio de Zanach, tel es. el espacio Je {unciones
e gy B B o PRI s e H L Y e o i £ ¥ S * i
continuas que van Jde X Dacia €, Jonde & es un espacio de

Hauszdor{f Compacto,.

CAPITULO TV: Estudiamos la completitud del espacie co-

ciente de un espacic de Banach.

CAPITULOS V ¥ VI: Se desarrella la teoria elemental rela
cionada con el espacio de transformaciones lineales acota
das L{X,Y), trabajando como un caso particular el espa-

c¢ie dual de un esvacio de Banach (los tratados em el Capil

tule T1).

CAPITULC VI1i: D

sarroliamos fomas relacionados con las to

75

pologias d&hiles; tanie en an espacio, come <n su dual.

£
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Por otro iado. es justo hacer notavy el papel tras-
cendental que desarrelld el asesor de nuestro trabaio, pa
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I. CONJUNTCS DIRIGIDOS Y REDES

DEFINICICN 1.1:

Una relacién ' > " en un conjunto A se 1llama orden parcial

(o simplemente orden) de A, si y solo si para todo o,B,y en A se cumple:

a) a>a

b)) a B

:>Q’:B

2By B>ua
C) w>ByB>y==>a>%y
Al par (A, ») se le llamard conjunto parcialmente ordenado.

DEFINICION 1.2:

Se dice que un conjunto parcialmente ordenado A, estd total
mente o linealmente ordenado, si para todo «,8 en A se cumple que a > B 0

g > a.
5i ¢ > 8 en un conjunte ordenado A, se dice que & sigue a 8
y que B precede a a.
DEFINICION 1. 3:

Se 1lama conjunto dirigido, al conjunto parcialmente orde-
nado (A, >») con la propiedad que para cada par o,B en A, existe vy en A

tal que: vy > ay vy > B

En este caso, se dice que la relacidn " > ' dirige al con-

junto A.

EJEMPLOS 1.4:



a) (N, ») es un conjunto dirigido.
En efecto: (N, >] es parcialmente ordenado; ademis pa-
ra o,8 EN, existe y=a+pgENtalquey>a y

Y > 8.

b) @MN(x), ¢) es un conjunto dirigido, donde:
N(x): Familia de todos los vecindarios de un punto X en
un espacio topolégico (X, T)
¢ : relacién de inclusién.
Es evidente que (N(x), ¢) es parcialmente ordenado.
Ademds, si a,8 € N(x), existe vy = ¢ N 8 € N(x), tal

que: vy Ca Y Y C B.
DEFINICION 1.5:

Sea X un conjunto no vacio. Se llama red en X a todo par
(S, (D,>)), donde (D,>) es un conjunto dirigido y S es una funcién de D

en X.

NOTACIOCN:
La red (S, (D,>}) en X la denotaremos por

S = {Sn, ne€D, > oporS = {Sn}n€D , donde Sn = S(n)

DEFINICION 1.6:

Sean X um conjunto no vacio, Mc Xy S = {Sn}nGD una red en

a) Se dice que S estd en M, si y solo si Sn € M, para to-

do n.



b) Se dice que S estid eventualmente en M, si y solo si,
existe un elemento m € D, tal que para todon € Dy

n > m entonces Sn & M.

¢} Se dice que S estd frecuentemente en M, si y solo si,

para todom € D, existen € D tal quen >m y SHGM.

PROPOSICION 1.7:

"Si la red S = {Sn} neh estd frecuentemente en M, entonces
el conjunto E = {n € D: Sn € M} tiene la propiedad siguiente: para cada

elemento m € D, existe un elemento p € E tal que p > m'.

Al conjunto E, se le llama subconjunto cofinal de D.

PRUEBA:

E # ¢, se sigue del hecho gue S esti frecuentemente en M,
es decir, para m€ D, existen € D tal quen>m y Sn € M, o sea,

n € E.

Ademis, tomando n = p se cumwple que, para todo m € D, exis
te p € E tal que p > m.
PRCPOSICION 1.8:

""Sea E un subconjunto cofinal de D, entonces (E, ») es un

conjunto dirigido’.
PRUEBA:

Es obvio que (E, ») es un conjunto parcialmente ordenado.



Sean m,n € E. Vamos a demostrar que existe p € E tal que

p>m y p>n

mn € D, pues E ¢ D, luego existe n, € D tal que n, >n
y n, zm Dado que E es cofinal de D, para n, € D existe p € E tal que
P20, entonces p >m y p > n. Por consiguiente (E, >) es un conjun

to dirigido.

DEFINICION 1.9:

s

Sean X un conjunto no vacio vy {Sn}nGD ua red en X.

Para todo m € D se le llama scccidén de S al conjunto
B =1{5 €X:n>mh
m n =~

PROPOSICION 1.10:

Sean X un conjunte no vacio, Mc X, § = {Sn}nGD wna red

en X, entonces:

i ever : n M = { esta -
a) {Sn}nGD estd eventualmente en M *_>‘Sn}n€D esta fre

cuentemente en M.

b) {SH}HGD esta eventualmente en M si y solo si existe

M.
m € D tal que BmO c M

<) 8 nep

do n € D se cumple que B NM# e,

estd frecuentemente en M si y solo si para to-



PRUEBA:

Su verificacién resulta inmediata a partir de las defini-

ciones dadas anteriormente.

DEFINICION 1.11:

Sean (X, T) un espacio topoldgico y {Sn}nGD una red en X;

se dice que la red {Sn}n converge a x € X, si para todo V € N(x), exis

€D
tem€ D, tal que para todo n € D y n > m entonces Sn € V.

DEFINICION 1.12:
Sean (X, T) un espacio topoldgico y {Sn}nGD una red en X;
se llama limite de S en (X, T) al conjunto "

{x € X: S converge a x en (X,T)} y se denota por Linﬁ.S.

OBSERVACION 1.13:
a) x € Linﬁ.S <=> § estd eventualmente en V, para todo
V € N(x).

b} x € LhmrS <==> Para todo V € N(X), existe m, € D tal
que Bm c V.

o]

OBSERVACION 1.14:

Si (X, T) es el espacio topoldgico discreto, entonces la
red {Sn}nGD converge al punto X, € X, si y solo si esti eventualmente en

{xg}.



OBSERVACION 1.15:
Si (X, T) es el espacio topoldgico indiscreto, cada red

en X converge a cualquier punto de X.

En consecuencia unz red puede converger hacia varios pum-

tos diferentes.

PROPCSICION 1.16:

"Sean (X, T) un espacio topoldgico y M ¢ X. Entonces:

\_ = - - = o a -
X €M siy solo si existe S {Dn}nGD uma red en Xcon ImS cMy
x € LﬁnTS”.

PRUEBA:

>: Six €M, se tiene que VN M # ¢ , para todo V € N(x), enton-

ces podemos seleccionar un punto x € VO M,
Ademas, {N(x), c) es un conjunto dirigido y
ST HNx) — X

Vv — SV =x, Xx €EVNM, es una funcién.

Entonces {bV}VEN(x) es ina red en X tal que Im S c M vy
X e Lhnrs.

En efecto:

- Para todo V € N(x)}, S\IG M, es decir Im 5 ¢ M.

- Usando la definicién 1.11, vamos a probar que x € Lim. 5 :



Sea VENX), VNIM#E¢.
Escojamos m > V (Es decirmc¢ V). Seam = V.

Ahora sea vy > m (es decir ¥ c m}, entonces por definicién de

S, SY €Y N M, peroc como Yy > m, entonces SY €Emn M

Luego, SY EVNM, es decir §, € V.

© 81 {8} ~yesunareden X, conmScM y x€Lim,S, se ve

rifica que:
Para todo V € N(x), existe m, € D tal que Bmo c V.
Por lo tanto S_ € VM M.

mo

Luego x € M.

Hemos observado que, en general, en un espacio topoldgico,
una red puede converger a varios puntos del espacio, siendo ellos distin
tos entre si. Existen espacios topoldgicos en los cuales la convergen-

cia es finica, es decir: Si una red S = {Sn}nGD converge al punto X y tam

bién converge al punto t, entonces x = t.

Lo anterior nos motiva la siguiente:

DEFINICION 1.17:

Un espacio topoldgico X es un espacio de Hausdorff, o espacio
separado, si para todo x,y € X, con x # y, existen V, W vecindarios de

X e y respectivamente en (X, T), tales que VN W = 4.



PROPOSICION 1.18:

"Sea (X, T) um espacio topolfgico. Entonces:

(X, T) es de Hausdorff si y sclo si para toda S = { Sn}nGD

red en X se cumple que: LimrS = ¢ 0 LimTS consta de un solo elemento'.

Dicho de otra manera: 'Un espacio topoldgico es de Haus-
dorff si y solo si toda red en el espacio converge a lo sumo a un pun-

tOlV

PRUEBA:

==> : Si existen Xy s %, € IanH.S, con x; # Xy, COMO (X, T} es un espa
cio de Hausdorff, existen V, W vecindarios de X1 Y Xy respectivamente
en (X, T) tales que VN W = ¢, Asi existen nl, n, €n D tales que para

todon €D, conn > n €V ypara todon €D, conn > Ny, Sn EW.

s
1”7 ™n

Como (D, ») es un conjunte dirigido, para n; ,n, € D existe

y ng>n,. Se tiene que: Sn EVNW, es de-

n, € D tal que n, >n .

1

cir VAW # ¢, lo cual es wn absurdo. Asi Xy = Xy.

< Supongamos que (X, T) no es de Hausdorff y que s y t son puntos
diferentes de X, tal que cada T-vecindario de s intercepta a cada T-ve-

cindario de t.

Sean N(s) la familia de T-vecindarios de s y N(t} la familia
de T-vecindarios de t, entonces (N(s), ¢} y (N{t}, c) son conjuntos diri

gidos. Por lo tanto, podemos ordenar el producto cartesiano N{s) x N(t)



al supener que:

"(T,U} » (V,W) siysolosiTcV y UcW', donde T, V € N(s),
U,W € N(t}. Claramente el producto cartesianc N{s) x N(t) con la rela-

cib6n definida anteriormente ¢s un conjunto dirigido.

Para todo (T,U) € N(s) x N(t), TnU # ¢, por consiguiente po-

demos seleccicnar el punto s en T M U.

(T,U)
Si (V,W) > (T,U), entonces S(V’W) EVNAWCcTNU, y en conse-
cuencia la red

5= e iy r, yengs) ()

converge a s y a t, es decir que Lim:S = {s,t}.

Probaremos que s € LimTS. Para ello mostraremos que para to-
do V € N(s), existe m € N(s) x N(t), tal que para todo n, n € N(q)m\‘(t)

conn>m S €V.

Sea V € N(s).

It

Escojamos m = (V,T} € N(s) x N(t)

Sea ahora n = (A,B) > m = (V,T)
entonces Sn € A NEB, luego Sn € VN T, por consiguiente tene-

mos que Sn e V.
De manera similar se prueba que t € LimTS .
OBSERVACION 1.18:

Si (X,T) es un espacio de Hausdorff y una red {Sn}nGD
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en X converge a x_, escribiremos Lim. 5 = Xg- Cuando no sea posible

la confusidn, escribiremos Lim 81 =X,
ned -

A continuacién enunciaremes un resultado muy importante,
el cual puede servir para caracterizar topologias, las cuales se han

definido en términos de convergencia de redes.

PROPOSICICON 1.20:

"Sean T, vy TZ dos topologias sobre X, entonces:

Ty coincide con T, si y solo si tienen las mismas redes
convergentes''.
PRUEBA:
> 81 Tl coincide con TZ’ es claro que las redes convergentes de

Tl seran las mismas de T,.

<= : Probaremos primero que T, ¢ T,.

1
Sean M un conjunto Tl—cerrado (es decir cerrado con respecto a

la topologia T]) y X € ﬁf (es decir que pertenece a la cerradu-
' 2

o

ra de M con respecto a la Topologia Tz).

Entonces, dado que x € M. , por proposicién 1.16 tenemos:
*2

da

Existe S, S red en X con la Topologia T,, tal que Im S ¢ My

X € LimT S, entonces por hipdtesis, existe S, S red en X con la

e

topologia Tl tal que In S¢cM y x € LimT S, entonces aplicando
1

nuevamente la proposicién 1.16, tenemos que x € M, , donde F%d
1
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es la cerradura de M con respecto a la topologia Ty5 de aqui

que X € M, pues M = *11. .
1

Luego se tiene que VLI Cc M. v en comsecuencia M = '\"ir ;
2 2

Por lo tanto M es también un conjunto T,-cerrado. Como M era
arbitrario, podemos decir que todo conjumto Tl-cerrado es tam-

bien Tz—cerrado .

Por consiguiente Tl c TZ'

De igual manera se pruehaque T2 c Tl’ para lograr que Tl coinci-

da con TZ‘

DEFINICION 1.21:
Una red {S n} ncp 5S¢ llama uniformemente acotada en un conjun
to T, si existe wna constante M > 0 tal que 1311(1(” < M, para todo

x € T. El nlwmerc M se 1lama la cota uniforme, para {Sn}nGD'

PROPOSICION 1.22:
"Sean X,Y espacics topoldgicos, f: X —— Y una funcidn.
Entonces: f es continua si y solamente si, para toda red convergente

o

{xﬂ}aGAen X se cumple que iim F(xg) = £(1im x}'".

aCA afA

PRUEBA:

18]

===> " : Sea X = lim X,
aEA

Sea U un vecindaric de f{x). Encontremos o € A tal que
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2

f(x, ) € U, para todo o > o

4]

Por ser f continua, existe W vecindario de x tal que £{W)cU.
Ademds, como x = lim«xd, existe ot € A tal que X, € W para

cr’.@;‘\

todo a > ag.

Luego, f(xﬁ) € U para todo a > ey

Supongamos que para cualquier red convergente {Xa}aGA en X
se cumple que lim fix,) = £(lim xy) y ademds que f no es

1) aEA
continua.
Sea v € X un punto donde f no es continua; entonces existe
V, un vecindario de f(r) tal que para cualquier W vecindario

de r se cumple que (W) ¢ V.

Ahora construyamos una r2d en X y verifiquemos si cumple la

hipdtesis asumida, suponiendo que f no es continua.

Para ello:

(N(r}, c) es un conjunto dirigido.

t s N(xr) — X : trw}'= X,

wr %y € W tal que f(xy) € V, es una

funcitn. Entonces tenemos que {XV}WFNET) es wna red en X.

Obviamente la red construida converge a r, es decir,

lim G =Ty sin embargo, lim  £0x) # £(r).
WEN(r) WeN(T)

En efecto:

Por construccitn £(Xy) ¢ Vv, para todo WE N(r) o sea que, pa



ra éste ¥ € N(£(r)) no existe a € A tal que f(xa) € V para

todo o > a,, donde A = N(x).

Esta Gltima aseveracidn es una contradiccidn, puesto que ha-
biamos supuesto que la hipbtesis se cumplia para cualquier

red convergente en X. Por lo tanto f debe ser continua.
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IT. ESPACICS DE BANACH.

DEFINICION 2.1:
Sea E un conjunto. Se dice que una funcién d : E x E— R

es una métrica o una distancia si:

1) dx,y) = 0 <=>x=y
2) d(x,y) = d{y,x)
3) d(x,y) < d{x,z) + d(z,y).

Si en E puede definirse una métrica, entonces E se llama
espacio métrico.
DEFINICION 2.2:

Sea E un espacio vectorial sobre KR o I) se dice que

I |l : E—R" es wna norma, si:
1 [[x]] =0c=>x=0
2) [|Ixx || = [A] || xl] para A € K, x € E.
3 lx+y |l < [I x| +llyll, para x,y € E.

Si E estd dotado de uma nomma, E se denomina "'Espacio Vec-

torial Normado" o "Espacio Lineal Normado'.

OBSERVACION 2.3:

Todo espacio vectorial normado puede hacerse espacio mé-

trico si se define: d : ExE — R , tal que:
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(x,y) we—r dx,y) = ilx - y |l

la cual es una distancia.

En efecto:

1) dix,y) =0 <=> flx-y|l =0 «=>x=y

2) dAlx,y) =|lx-yli = {ly-x|| = d(y,x), tomando A = -1

3 deay) = |Ix-yfl = f{x-2) + G-l < [lx-z]) + [lz-y]
2 dix,z) + d(z,y).

DEFINICION 2.4:

|-

mismo espacio vecterial normado E, son equivalentes; si existen dos nime

Decimos que dos normas iy 1 -l , definidas sobre el

TOs positivos m,n tal que:

Ixll, < mlixlly y lxlly <nilxly, pare todo x € E.

LEMA Z.5:

"Sean | -[1 vy || o] , dos normas sobre un espacio vecto-

rial E, entonces

(Hle <1 =>[x]], £1) «=> Hx{lz < lixll; , donde x € E".

PRUEBA:

X
1xlly

it

===> "' : Sea x € E, x # 0, Hagamos y =

1]
-

y asi |yl
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de aqui tenemos que |}y [[2 < 10 sea ||| <1
- H X” 1 ! -
it -
[ i 8
entonces ———— < 1, luego ;ng;z < lixll, -
!i Xi[]

Six =0, tambifn se cumple

" ocmm= ' : Sea ||x|, f_iixﬂl , para todo x €-E
Supongamos ademds que Hx[il < 1

entonces ||x|l, < 1.

DEFINICION 2.G:

Si E, E' son dos espacios normados con normas || - |[1 y -l

respectivamente, wna funcién f£: E — E' se llama una iscmetria si f es

lineal, biyectiva y ademis f preserva las normas, es decir,

|| £(x) IZ = lixll;, para todo x € E.

DEFINICION 2.7:

Una sucesifn [x;}. .. de elementos de um espacio lineal nor
mado E, se dice que es ima sucesidn fundamental o sucesidn de Cauchy,
si dado ¢ > 0, arbitrario, existe n, € N tal que para todo myn > ng  se

tiene que me - an < g

DEFINICION 2.8:

Un espacio de Banach es un espacic lineal complejo X, con

una norma’ que satisface las condiciones de la definicidn 2.2, de modo que
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3E es completo en la métrica dada por esta norma.

PROPOSICION 2.9:
"Sea 3€ un espacio de Banach. Las funciones:

i) a : X x X — X definida por

[x,y) W X+ Yy

ii) S :Cx X — X, definida por

(A,x) = AX
iii) n : ® — R definida por
x v [ x]|

son continuas'.

PRUEBA:
Para i) : Debemos probar que para toda bola abierta B(xo * Yy €) exis
te una bola B((xysYo),8) =V, tal que: a(V) ¢ B(xo+yo, £).
Tomemos || (x,y) |l = {xil +{jyll, 1la cual es wna norma en X x 3€.
Sea la bola ablerta B(xo * Yo e).

Tenemos por otro lado que la bola B((’xo,yo) , ), es el con-

junto

il

V=_{0xy) € Xxx X |

(x,y) - (XO’YO) ” < &}

1]

{(x,y) € £ X X : [|(x-Xo, y-¥o) || < 6}

4

{(x,y) € £ x X |lxxil *+llyyoll <8
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Tomando 8§ = =, se tiene la bola
V=1itoy) € ®x X lex |+ fyy <€)
de modo que para (x,y) € V se tiene:

haly) - alx,y 2 b = lxry - Gty )

<dlx-xo il + [ y-vdll

pero [|x - x5(l *lly - yoll <«

es decir
la(x,y) ~ alx_,y )l <«
y esto implica que a(x,y) € B(xo + Yo E)-
es decir a(V) ¢ B(xo * Voo e).
Para ii} : Debemos probar que para toda bola abierta B(AO xo,e) exis-

te otra bola abierta B((AO,XOJ,G) =V de tal manera que

S5(V) ¢ B.

Tomemos la norma en € x 36 por medio de || (A,x) || = (x| +||x||

Utilizande desigualdades tenemos:
| Ax-doxo || = || Aa(x=30) + (A-2q)%y *+ (A-1g) (X-x0) ||
< rolexll + 1O-20d%611 + [ (2-20) (x-x) |
< Dollixil + fa-agllixoll + Ia-ad ffx-xgll -

Ahora bien, debemos probar que para tode e > 0, existe § > 0,
tal que:

(LX) - Qosxg) |l < 8 =[x = Aoxgl| < e



Para iii)
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Asi

i

10,9 - Ol = o xx )

il

hea |+ lxex ] <

Dea) <5y lxex Il < s
—> {laxagoll < g[8 + fixoll 6 + 62

AagXo || < s(agl + ikl + 8).

Si ahora escogemos & tal que 0 < 6 <1y

0 <6 < ! c entonces
INEITAEE

ax-2agxoll < ({0l + [Ixpll+ 1) <
es decir S es continua en (Ao,xo) y como este punto es ar

bitrarico, S es continua.

Debemos probar que para toda bola abierta B(|| x|/, €) exis

te una bola abierta V = B(x,8) tal que n(V) ¢ B o de otra

forma
lxexgll <8 = [ Ixll = lixgl]) <
Se tiene que ||x-x,[| > |Ixf| - ”xo[

lxg-xil = M Il - [x]

Yy por consiguiente:



lix Il - fxll < ¢

Ixl - lix i <¢

o sea

s <lixf -kl <8
el - il || <6

Y si hacemos 6 = € se tiene que

< e

lxx I < & ==> [ Ix]l - fIxoll |

DEFINICION 2.10:

Una red {fy} o en un espacio de Banach es de Cauchy, si

para todo ¢ > 0 existe @ € D tal que Gyply 2 @ implica que

NE - £ ] <«
“1

U2

PROPOSICION 2.11:

te'.

PHRUBBA:

"En wn espacic de Banmach, toda red de Cauchy es convergen

Sea la red {fa}aa@@ de Cauchy en el espacio de Banach ZE.
Escojamos ¢ tal que o > o, implique que [|£4 - 'fmlll 1;

<
un G, > o, tal que o > o, implique que [1£, - “2" < % ’
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N o m w
Prcediendo de esa manera, se forma la sucesidn {ak}kﬂ

en Dy %l 2 G PATA todo n, tal que
e, - [, 1] < L vara todo @ » a
PR a b5 H» P2 . @2 0y

- . o

De aqui que la sucesibn {f, } es de Cauchy. Pero
n n=1

ademis 3 es completo en la métrica dada por la norma

Hell , es decir, existe f € X tal que

lim £, =f
e n

Probemos a continuacién que lim £, = £
LISy

Sea e > O,

Escojamos n € N tal que % < %» tal que ||f, - £l < %

Por otre lado

l:fr!_ - fl; = ;I{.CL - fﬁtn + fcr.n - f” inCI ﬁfﬁnu * ”f@n B f”
. . | 1

pero o > o dmplics que [[€, - £ 0l < -

Entonces

e -l <§;—+-§¢ ¢

.

Fs decir, la red {{-N}UGB es convergente en X.

]

Delinamos ahora un concepto més general de sumtoria en

un cspacio de Banach,

iRl TeCa LENT:
Lo,y e a3 e § o
;
&




»
i3
)

Convengamos en que F, < F, para F, c FZ’ entonces tendremos

2

jue F es un conjunto dirigido.

Para cada F € F, sea g = ) fa.
akF
Si la red {gF}F”F converge a algln g € X, entonces decimos
jwl
que la sumatoria ] fo converge y escribimos g = ) fo.
atD aED

PROPOSICION 2.13:
"Sea {f } un conjunto de vectores en un espacio de Banach
o a€D ] p

X tal que | [If || converge en R: entonces ] f, converge en X'.

i

akD aED

PRUEBA: Por la notacién anterior, para probar que ) f, es convergen-
a€D

te en ¥, necesitamos probar que la red {gF}FGF es convergente
en X.

Pero por ser X un espacio de Banach y por la proposicidon 2.11

solamente necesitcamos probar que la red es de Cauchy.
Por hipdtesis } lif,!l es convergente. Untonces para todo

e > 0 existe Fy € F tal que para F > F, se tiene que
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Tomemos entonces F F > F .. Ast:

1* O
lee, - gl =11 f- Il
i &y, | L . /, Aol
I:1 Fz aE¥ 1 * abF, ¢
= | CZ‘ ty - ME foll
atk -Fz  €Fz-F1
< ¥ JE | N
— [ ]l(ji + {: il H
JGF -F2 nGFz—Fla
= }: Ilrl -] ”ir:[f < e
ﬂFT]Lﬁ" abFq

Por 1o tanto la red {SF}FEF es de Cauchy

¥y por consiguiente ) € es convergente por definicidm.

_____ L g

A continuacidn estableceremos wm criterio elemental, que

nos dird cuando um espacic lineal nermado es un espacio de Banach.
COROLARIC Z.14:
"Un espacio lineal normado 3 es un espacio de Banach si vy

- - Fad g e >
solo si para cada sucesidn {f } _, de vectores en 3 la condicifn

an]l < = implica la convergencia de ) fp'.
n=1 n=1
PRUEBA

==> " : Sea 3 un espacio de Banach

De la proposicifin anterior se tiene que y Hf Il <« implica
n=1



w0

que E fn es convergente en E.
n=1

" e==" 1 Supongamos que «gZT n=t €5 una sucesidn de Cauchy en un espa-
cio lineal normado X en el cual E I H< = implica que
= n=]
’ f converge en I3C.
=1

EscSjase n) tal que para i,j > n, tengamos que Hgiugjii < 13

-

n, > ng tal que para i,] > 1, se tenga que Hgi-gili <

o DOl

n, > n, tal que para i,J > n, se tenga que Hgi~gi]| < =7 y asi
. . N .
sucesivamente; teniendo {gﬂK}%=1 escéjase L Moy > Ty tal

que 1.J > by, implique qﬂ —g1![ < 27", Si hacemos

=g, " B para K> 1 ¥y fl = g entonces

™
v 1 1
HE e g, [+ 1oa+ 2w e 2o L.
Kzl Kh |;11 7 22 23\
pero si
1 1
SN—1+~2~+__+;.ﬁ
1. 1 1 1
ZNT 7T E T T T
=g o ] NV I O
Lo =1 - s NN
Z 2
y 1im S, = 2
Noreo N
entonces

E I il < gy 1+ 2 <=

fve]

y por hipStesis tenemos que la serie ) f es convergente,
K=1



Supongamos gue comverge a g, entonces para £ > 0

-

entero N » 0, de modo que param > N

m
legyll <5 comg = ) K

3 iy
Fero lg-(f) + ..oox £31= fle-g, -5y vg) -g +e,

y esto es eguivalente a afirmar que lim g, = g vy por consi-

onm <

Ii>eo

3 1A 1@ e X
guiente la sucesidn {gn}("Kﬂ 1 5 convergente en 3C.

1

\ |3
Ahora, para € > [, tomemos v > 0 tal que = € 3 Y que se cum-
=

lg - gl
‘5 &
T

pla

Entonces se temdrd que para n > n.

TR L
f:gp gl! - :!«-n t\.n - .;\n Ag!l
1 - -
1 I - i £
g, on ]l H’Snr gll < Zr"l * 5
<14 E
by 2

g°

=

A
~of o

l.
3 ™

il

o



Esta (iltima desigualdad quiere decir que lim g, = g; o sea que

L

{gn}zz,l es convergente en X, por lo tanto X es completo, es
decir X es un espacio de Banach.
EJEMPLOS DE ESPACIOS DE BANACH.

EL ESPACIO 27 ().
DEFINICION 2.15

o - * o8 - B =
a) Denotemos con £ (N) la coleccidn de todas las funciones

complejas acotadas definidas sobre los enteros no negativos N, es decir
S oy "y m . - i
£ {K) ={f : N — T tal que { es acotaca}

b) Ademds definamos las operaciones suma (+) y producto (-)
Como sigue:
o e o
+ 0 00 x £ — 2N
(f,g) -— g

de modo que (frgl{n} = E(n) + g(n)

w e

Tx &&m — £m
(x,f) v— Af

tal que (Af](n} = f(n), conn € N.

DG‘J

c} Sobre 27(N) definames la norma, asi:

£, = Sw [£(n) ]
1

el

Dicho valor cxiste, puesto que £ es acotada.



PROPOSICION Z.16:
""Con las operacicnes definidas anterlormente se tiene que

[ov]
F (N) es un espacio lineal notmado’.

PRUEBA:
a) Em(N) es um espacio vectorizl. En efecto:
Sean £,g € (N, « €C y n€EN.
Si f,g € £ (N), entonces existen K > 0 y K, >0 tales que

para todo n € B se cumple que

[t <X vy lgl)

5 -
i) [ (Egm| = (£ + gl | < [fm] + [gm)]

[(frg)m)| < K + K, = K

o sea que f+g € £ @)
i) [ = lefm)] = ol [fm)] < lalk = K. Asi, of€l (N).

Las demas propiedades son de facil verificacién.
b) Probemos que {[f||_cumple con ser una norma:
i) [l€jl, =0 <=>£=20
== [[f]| = Sup {£f(m)] = 0 => [£(n)] = 0, para todo n €N,

=3 f(n) = 0, para todon € I



Mae= " 1t =0=>1f(n) =0, pwa tedo n €W

=> |[f(n)| = 0, para todo u € N
=> Sup [fn)| =0 = Il =g
o
i) [afll, = [ALfifll, parar€ g, £e27@m)
It = Sup (GO (M = Sup [af(n)]
D nElN

1l
et
[9))]

o
.
=
p—

1]
St
-y
8

111) gl < HEl_ + gl

IW erd
i - 1
£+l = sup (1) m D
el
= Sup ([finj+g(n} i)
neN
< Sup [f(nj! + Sup ig(m)]
<ooup Iy DUR B
nEN ncN

. - . oo . -
Por consiguiente £ (N} es un espacio lineal normado.

PROPOSICION 2.17:

T -
"2 (Mes un espacio de Banach',
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PRUEBA:

Por 1a proposicifn anterior, solamente nos falta probar iz comple
_ LI R . w
titud de £ (K). Para ello, sea la sucesién {ff}n~1 de vectores
O e o
en £ (N} tales que

[ <3

YoMl <=
n=1

Para aplicar el Corclario 2.1!, debemos probar que 12 expresién an

ol

terior implica la convergencia de ) f .

;N
=1
Definamos g : N — @
X v lim g (%)
R—HD ER]

n
iy

con g (x) = ; £o(x}

g = L F (]
k=1

o

Probemos que la sucesidn {g {x}

nlX0 g €S de Cauchy ¥ con ello esta-

remos probando que ademdis es convergente, va que los gn(x] estan

en E.

-~

Tenemos asi que la sucesifn {§ es de Cauchy, es decir que

N
I

n'n=]1

para tode « > 0, existe un entero positivo N > 0 tal que

IS -S| «<e paramn > N,
i m nl = I N 1’

Escojamcs m,n de modo que m > n > N, entonces



For otro lado se tiene:

] P ¢ i
[ & - 0 " - _.E By - + #

g, (0 - g, 000 = [E () £,

oy Y

f_lkn+l(x,; + oLt [fm(x)i

cees m{hn < g, para m,n > N

- ~ H © *
Yy DoTr consiguiente tgn(x)}p=] es de Cauchy, es decir, podemos de-
tinir

g(x) = lim gn(x)
o

Probemos ahora que g es acotada, es decir que existe una constante

M> 0 tal que

n
g = [1im g (Of = ltim ] )]
N e k=1
n
= Iim !} £.000 < lim 2 EeI]
e k=1 e k=1
n ‘ = I
< lim )} HEH = ) £l =M
T e ki1 K w1 K
Solo resta probar que lim g gﬁ! 0
Sea ¢ > 0
. n
lg-g II =i} £ - 1 fli.
LT
= “tn+l A =12 £l

k=n+1



e a - P . - .
Por otra lado, S = £iibﬂaj < = implica que existe N € N

1§ ﬁT i~ 8
b
7

tal que |S - 5| =

) i
oy Igfk”m < eparan> N

kens1 -

es decir existe el entero N> 0 tal que

|‘8 - gn“ <t , paran> N

For lo tante f,. es convergente y por consiguiente L) es wn
k=1
espacio de Banach.

EL ESPACIC C_(W)

OBSERVACION Z.18:

Consideremocs ahora el conjunto de todas las fimciones
£f € L7M) tales que lim f(n} = 0, el cual denotarsmos C, @,
Tyvon
Por propiedad de espacios métricos se tiene que todo subcon-

junto cerrado de un espacio métrico completo es un subespacio completo.

Como la cerradura de un conjumto es el menor conjunto cerra-

do que 1o contiene, entonces COCN) C Coﬂﬁl.
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Ahora, sea g € CoM), entonces existe ma sucesién

Lo
{fnfn:1 de elementos de Co(l) 12l que

o

lim £ = ¢
l’i"m

Sea € > 0, entonces existe N €N tal que

Q

' £ .
x)| - Efn(x)|-: 5 para a > M

’ &

Eal £
o lgix)! %T.n"\\)l + % paran > N

Ademis como f_ € Co(N}, entonces existe Ny €N tal que

» [
)| <% parzs x » N
[{n()\)‘ ] para x 2 ’
; e <
entonces |g(x)| < 3+ 5= e para x » N
L — Y

es decir lim g(x) =0
X-os

=—> g€ M)

==> (o) es cerrado
Por consiguiente {(G(N) es un espacio de Banach.
1

EL ESPACIO £ (IV)

DEFINICION Z.79:
Denctemos por 2 M) a la coleccidn de todas las funciones
complejas ¢ sobre W, tales que

faad

~—18

|, l <

n



ond Y < I% - e :
Devinamos 1a suwma puntual como sigue:

M x 8 — 2w
(By-tg) g vy
PO e b y b F o
tal que '.":1 + J::‘."“‘\n:} = k‘in} + Uz(n}
vy el producto por escalar

PROPOSICION Z2.72(¢

""Con las operaciones definidas anteriormente, se cumple que

g

1
£ [N} es un espacic vectoriall.

PRUEBA:

Nos limitaremos a probar que:

S

i) Si .4, € £ (N) entonces Y1ty € 2.
d ya

~ S j
3, » € T entonces Ag&l € £ (N).

fed 5
-
-
2]
;»Aa
=
b

o
(v::_ }
e
s
=

™

Puesto que las demds propiedades son de fAcil verificacifn
N ‘ 1. )
1) Tomewmos byady €L N}, n€EN

entonces

w =0

E Tm}(n}g <
n=0 - n=0

-
1 r
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entonces
(2]

Vol )= by () + 9, ()]
I O 2

2]

Loy @ +e,m)

n=0

i

[ee]

oy @]+ T vy

n=v n=0

| A
] ~3 8
D

e

ZO I[Tlll + Wz)(n): < @
n=

i1) Sean¢,1€£l(i\l), AEC, nEN

s o]

( (n)
ZO ‘ Rwl) n) |

n:

(o]

T @ = 5l o)

DT e @] < o
)\lngo iblnl

DEFINICION 2.27:

Para y € zl@®0, definamos

ol = 5 v

OBSERVACION 2.22:

Con la norma definida anteriormente se tiene que.ﬁlﬂﬂ es

un espacio normado; puesto que

‘Ile = ZD |y(n)} cumple las propiedades de norma.
n::
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En efecto:
i) “'g, {H = <=3 = 0
“11’3“1 =4 O < T Z ‘L‘:(‘n}I = 'n Pe——1" ‘w(n){ - 0 @ara tﬂdo

ne N

>y(m) = 0 para todon €N <=> ¢ = 0

<

i) fawlly = Billely paranee, ve '@

2y = 50 oW 3] = 2@ x| = ZO Ia}fw(n) |
n: n: 1 I} =
= T Te@i= Al
=0 '

.o ; Y 1
1ii) H‘L’l * wzH]_iHW}_“T + i ‘5’2”1: para ¢y.9, € L )

<

Loy +e,lly = ) E(’i’l"i&z) (myf = 7} %l’r'l(n)mz(n)":
n=0 n=_0
< I ol = [yl [ ly,m]
n=0 n=0 n=0 -

1

< el + eyl
PROPOSICION 2.23:

A (N} es un espacio lineal normado completo

PRUEBA:

Solamente nos falta probar que es completo.



» . - . - ; 1

Sea {¢ 5mq U0A sucesifn de Cauchy de elementos de € ().
Defipamos 4 : N ——

X v—> 1im ¢ (x}]

o
HEC
Para que ¥ sea una funcitn bien definida, debemos probar que
- © o -
1a sucesifn {qbn(x) } _, de elementos de £ es de Cauchy.
Sea e » (0. Entonces
1 ; p . .
15l Y - f":=|._‘. - 1 x}f
WD - 9 (0§ = 10 - v ) ()]
x) - (] < fe, - |
l‘f-’m( .) nk }{ e |} m '.-'nLl
‘lw P -
Pero por ser {wr'?-'rl una sucesifn de Cauchy, existe N €W tal que:
Hw = v Il < =, para todo m,n > N, es decir
m m'tl x vtz

!u’zm(x) - d;n(x}'i < e , para todo myn > N

- o~ N o« @ &
vy asi podemos afitmar gue {¢_{x¥) }vr” s una sucesifn convergente
: |4 5 8

en ©. Hagamos

. . 1
Veamos si ¢ estd en £ ()

o> Y b
Pobvm)= 1 Nime )| = I lim [ _(m]
=0 0 me O U e

= 1lim ¥ iwl {n)| = Lim H.-wm!!l
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Ademis {|| U 1.} ; €s de Cauchy enR.

‘lm*
| lvglly - Hogll | = l z o001 - I 10l |
= |1 e ol - LoD
x=0 ’
< TG (0]
x=0 '
“"‘“‘m'q’n”l < g, para m,n > N, puesto que
{wn};l es wna sucesion de Cauchy.

o
Por lo anterior tenemos que ) |y(n)| < o .
n=0

Por Gltime, probemos que lim b, = U

Ti=wo

oo

Pl -9l

x=0

1

” wm"'\[’ “1

Lo G - lim oy (0|

x=0 N+

1}

=]
Lim § g, 09 v, (0
T H=0 n n

lim l B =
§ rm
Naeo 1'1

I

Y como {wn}:=1 es una sucesién de Cauchy, existe N €N tal que

para m,n > N, v - wal1 < e



es decir que %;'!.’:n‘ - !;.'Z;!l < e, param > N

1 .
Por lo tanto £ (N) es un espacio completo.

Por consiguiente es un espacio de Banach.
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{IT. EL ESPACIO C(X

El objetivo primordial de este capitulo es dar g conocer
el ejemplo mis representativo de un espacio de Bamach.
DEFINICION 3.1:

Sea A ¢ X, X un espacio topoldgico;, llamaremos recubrimien

to abierto de A a una coleccidn (01), 1 de abiertes de X, tal que:

Acl} @i
i€l

DEFINICION 3.2:

Diremos que un espacio X es compacto, si de todo recubri-

miento por sbiertos de X, se puede extraer :m sub-recubrimiento finito.

DEFINICION 3.3:

Sea X un espacio de Hausdorff compacto; denotaremos por
C(X) al espacio de fumciones continuas con valores complejos sobre X.

Es decir, £ € C{X) ssi f : X — @ tal que f es continua.

DEFINICION 3.4:

Para f,g € C(X), X € € definimos:

1

1.} (f+g){x)
2.) ()

3.) (fg}(x)

fl)+glx)
M(x)

£(x) g(x) .

u



PROFOSICION 3.5:

&
i

"Con las oncraciones {1} v (2) definidas anteriormente,

afirmamos que C{X) es un e¢spacio vectorial'’.

PRUEBA:

Nos limitaremos a probar que:
ay Si f,g € C(X) entonces {+g § C{X).
b) Sir€T, feCX) entonces Aaf € C(X).

Ya que las demds propieades son de fdcil verificacién.

a) Vamos a probar gue parz todo vecindario V de (£+g)[xo},

existe W vecindario de x5, tal que (f+g)(W) c V.

Sea X5 e X.

.40

%mﬁssa1Vunvmjmhﬂodo(ﬁgﬂﬁg,@mbmmseﬁsmas>0‘ml

que B{{f*+g) (xp),e) ¢ V.
Como f € C{X), existe M vecindario de X, tal que

ey - f(x@)§§ para x € M.

< =
2 1

De igual manera, como g € C{X) existe N vecindario de X tal que

|g(x)-gx )| <5, para x €N

i

t2fm

luego [ £(x)-T(xp) il + llelxi-2()ll < ¢

PERO (£ CO- () (x D [ < 100 -£0) 11 + (g () -2(x0) |



entonces
I (E+g) (x}- (F+g) (xg) il ¢ =, para x € M N N
O sea que
(f+g) (x) € B((f+g) (x ), €)
Luego, tomando W = M N se cumple lo deseado.

Por consiguiente (f+g) (W) c V, es decir f+g € C(X).

b) Vamos a probar que dado W un vecindario de Af( XO), existe
V vecindario de Xy tal gue Af(V) c W.
A # 0, yaque sii=0, entonces £ = 0, y if es continua,
Sea x5 € X,
Ademis tomemos W vecindario de af (xg) , entonces existe e » {0, tal
que B{Af(xa),e) c W.
f € C(X}, entonces para -E_ > 0 eoxiste V vecindario de *g tal que:

Y
f(x) - flx i < TL[ , para x €V
- Al
de donde

[Af (£ - £(x )]} <e, parax €V
luego: [[A£(x) - M(x )l <e .parax€V

es decir Af{x) € B(3f(x ).}

entonces Af(x) €W .



Por tanto (AL} (V) ¢ W.

Luego Af € C(X).

PROPOSICION 3.6:

"Sea X un espacic de Hausdorff compacto y f € C(X). Entonces

£(X) es vm subconjunto compacte de T,

PRUEBA :

La haremos en base a la defimicidn 3.2

Sea (@i)iez una familia de abiertos de € gue recubre a £(X), es

decir £{(X) ¢ U 0y
i€T

entonces X ¢ f-l( U @i) = U f_l(Oi)
iel 5194 -

y tengmos que X = U f_]‘(Di), ya gue fﬁl(Oi) € X para cada i € T.
i€l

Por ser f continuz, tenemos que E_l((}i') e un abierto en X para

cada 1 € 1.

Por lo que la familia (f']

(Qij}i{:I constituye un recubrimiento
abierto de X; pero como X es compacto, entonces existe un J ¢ T fi-

nito tal que X = U £ 2(0,).
i€J *

Luego f(X) c U 0,
ieJ

Por lo tanto 1(X) es compacto.

UBSERVACION 3.7:
Cada funcidn f € C{X) es accotada.



Su verificacifn sc sigue teniendo en cuenta gue £(X) es un sub
conjunto campacto de £ v € es un espacio métrico v dado que en un espa-
cio métrico todo conjunto compacto c¢s cerrado y acotado, tenemos que

£(X) es acotada, es decir, exiate ™ > 0 tal que para toda f € C(X) se

cumple que |[f(x}! <M, x € X

DEFINICION 3.8:

A la menor de las cotas superiores de [f(x){ la llamaremos
la norma de f v la denotaremos asi:

Hell, = sup I6(x)!
xEX

PROPOSICION 3.9:

“La norma definida anteriommente convierte a C(X) en un espa-

cio vectorial normado™.

PRUEBA:

Verificaremos que £l = Sup |{(x)| cumple con ser una norma.
4 i

Ly i

D el =0 == 0 0

Il = sup 1F(x) =0 ; = I{(x)| = 0, para todo x€X
==> f(x) = U, para todo x € X; == £ = 0.

.y -1
1 o M S]_ f = 0 o5 (_':‘,:'“!Ci@ﬂt@. QU{:’»‘ rz::'fi.m’_ O



2) sl = D, parareq, fecom

fag]l = sup (2O (x)]
® \G’L( ' I

= Sup Af(x) |
xEX

= [A] Sup [L£{x)
xEX
= jxl I f U

57 M eegll, < el + gl , para todo £,g € COX)"

¥
e ¥R

Sup {f+a)x)]
xeX

| f4+g!

H
le

) “!
= Sup 'fx)+g(x)!

*EX
< Sup {F)| + Swp [g(0)]
KeX HeX

entonces | £+g{l_ < H¢ll_+Tgll, -

PROPOSICION 3.10:

"La convergencia con respecto a la norma ||+ || es justamen

te la convergencia uniforme”

PRUEBA:

.

a} Supongamos gue la sucesidm {f n,%-c;:l comverge uniformemente a



f en C(X}, es decir f_—— { wnifomemente, 0 sea que para € > §,
r’. i %
: ~R e e _ P E
existe N € N tal que para n > N se cumple que ;{ﬂ(x}- (x) ! < 5
para cualquier x € X, luego

| e~ - ] o
Sup giq{x)-i(x}{ <5« oe
xeEX "

es decir |[[f - £{[_ <, paran > N.

De otra manera: para e > 0, existe N €N tal que n > N implica

|

fn-fl}m < e, la cual cs por definicifn convergencia con respecto

a la norma |- ||

Heo

b) Abora supongamos que para tode e > 0, existe NEN tal que n > N

}

implica que [{f - £l < e

pero \fn(x) - £(x)

< g, - 1

e &)

Es decir para = > {1, existe N €W tal que n > N implica que

an(x) - £(x)| < e, para todo x € X (convergencia uniforme}.

OBSERVACION 3.11:

Alamnorma || -} _se le llama norma de la convergencia uni

forme.

PROPOSICION 3.12Z:

"Si X es un espacic de Hausdorff compacto, entonces C(X)
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es un espacio normado completo’.

PRUEBA:
Vamos a probar que toda succsidn de Cauchv os convergente en C(Y),
5 57 s . -
Sea {fn'rn—‘ una sucesifn de Cauchy, entonces:

lfn(x)—fm(x)a < an~{’milm para cada x € X.

. - . ) .. . -
Es decir que afn(_x) }ﬂzl es w2 sucesion de Cauchy de nimeros com-

plejos para cada x € X.
En base a lo anterior, podemos definir:

f(x) = lim fn(x}

1 e

necesitamos probar que:

1y £ € CX)

i} Sea = » 0, escojamos N € IV de tal manera que n,m > N implique

”fn-fn ] B .

e 5

Si fN € C(X), para X, € X existe Y vecindario de X tal que

E £ [ . . .
{fN(xo}—fN(x_‘; <% para x € Y. Por consiguiente:

G )T = (L0 = (oo D (XD =Ty GICE () -1 000 |

| A
Famn
>
L
]
pos

(x,)-F(X) | + 1500 -£00) |




T P B T SV B R . ;
[f(xQ-£(x)! < [Lim £ (x J- 0 ) fF(x )—,iN\_xji *[fN(x)«rI;_l‘)g fn(x)f

Lim [ ix 30 0 31+, (x )=, 00 +Lim {1, (0-F_ () |
L 107 Lk T A Flaph A g i LX) D FLAM 1,08 -1 (X}
o O N0 NYa? N i N n

< Li ’liv‘“” P Yo f x) . T3 e . l.
< bim e -fgll, ¢ Hyx) (0 | ,Eii'i HEy-£ 1,
€ € [
L
373 3°°

Es decir if[x@)-f[x}? < «, para todo x € U.

Esta (iltima desigualdad nos permite afirmar que f es continua, es

decir £ € C(X).

ii) Paran > Ny x € X tenemos:

{fnix) -F(x) | ifn{x) - Lim fm(.\')

Mhyon

= Tim | F vy -
= Lim | £ (x) im(K)’

f_ biﬂiin = J’r. !IQ< T‘:r.;
Ty !

Por lo tanto Lim jif - ¥ 1 =10
Tivon K

Por consiguiente C(X} os un espacio normado completo, es decir

C{X} es um espacio de Banach.
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IV, EL ESPACIO COCIENTE

DEFINICION 4.1:

Sean 3 un espacio de Banach, M un subespacio cerrade de
. Denctemos por %% al ecspacio lineal de clases de equivalencia

{Ix] : x€ X, donde [x] = {xm, m EM} = x + M.

#

=

M

es llamdo espacio cociente.

X o e , -
Scbre w definamos la siguiente norma:

It

x|

Inf {jx + mil
mEM

Inf ||hi}
hEIx]

PROPOSICION 4.2

%gcon la norma definida anteriommente, es un espacio nor-
&'4

mado''.
PRUERA:
Ugbemos mostrar que la norma definida cumple las propiedades.

i) [HxI] = 0 si vy solo si [xI = [0].

==>: Sea |;{x]|! = 0, entonces por definicidn: Inf {lxwmll = 0;
meM

pero, por propiedades del Inf tenemos que para todo 1 € N,



11}

1
i

existe m. € M, x +m, € [x] tal que ix + miH <

Como lo antevrior sucede para todo 1, entonces existe la

sucesitn | m; I

gy &0 M tal que, para todo 1 €N se cumple

1
que jix *+mj| <.

Tenemos que limm, = -X

En efecto: 1im Hmi + x || = 0, puesto que, para ¢ > 0,
existe NEN, K »> % tal que para n > N se cuaple que
Hm o+ x [« =,

Luego. como M es cerrado, -x € M v por ser M subespacio

x € M, por consiguiente [x] = [0].

“

[0}, cntonces x € M, luego:

U"\
i
I
o
i
)
1

ademfis, como [ Ixl]] > 0, se tiene que {Ix}]} = O.

(23 = fal]jix]
[alxdi] = I Dax]]] = InE [ax+t ||
teM
= il Inf fx o+ T,
P . 11
e
'Cl‘..
= DI
o]+ Dol < NI+ ilIxp



0] *+ D00 = [Hxgxo0 || = Pé\fz Iy #x,+t ]
= Inf |[x +t +x vt ||

< Inf |lx+t || + Inf {|x,+t, ]|

vem 1 e 202

= ixgd ]+ 1ixg |l

Por lo tanto, %— es un espacic normado.

LEMA 4.3:

" 51 1lim x, = X, entonces lim {x_] = [x]".
T Pl
PRUEBA:
Vamos a probar que para tode e > 0, existe N € N tal que para to-

do n > N se curple que || Exn} - IxI o< e

Sea € > (., Por definicifn tenemos:

i [xn] - {xlil = Ix, - x]|| = Inf lix, - x +mj]
' meM
<t - x L
——“ Il 3t

Dade que 1im x_ = x, existe n_ € W tal que para n > n_ se tiene

que Hxn-xH < e



- r H ¥
luego, tomando N = n_ se cwmple que {[[x ] - [x] Il < e, paran >N,

Por consiguiente, lim [xn] = {x].

F,-Hn

PROPOSICION 4.4:

"E1l espacio cociente %‘- es un espacio nommado completo'.

PRUEBA:

Por la proposicidn 4.2 solsmente nos falta probar que es completo.

Para ello:

Sea { [xn} }:=1 e sucesidn de Cauchy en 'F}'I; , entonces, escojamos:

n, €N tal que para i > n se cumpla que Hle 3 - Dl < 1.

n

o

1 > 0, tal que para i > n, se ampla que I [xi} - [xnl]ﬂ < 5.

o

n, > n,, tal que para i > n, se cumpla que | .1 - Ixpyl Il <

1,

: i 1
n > Ty ps tal que para i > n, se cumpla que i Ix;1- lxy ] | < X

Entonces tenemos:

[[%ny ]~ [Fno | fj <1 » PA¥8 1y > 0y

l‘[xnz_}— anl—ﬁg< -% > para n, > o
e T Do« > 2o > ™

F 2 . "
Por lo tanto, {Ixp l}, _; es una subsucesidn tal que



1 .
“,ixn.kﬂ_'] - Ixnk}ig <3 s luego, podemos escoger tk € f.xnkﬂ'xﬂk]

o 1
de tal manera que lt, || < -3 .
k! &
2 = N
Entonces ; |t H < 1§ - = lim ! Ll - 1ims,.
= £ el 4 1 =1 7K N
1 k=1 Nreo Je=] Nt
1 ] 1 1
Pero, S R T S
ST N
1. _1 .1 1 1
= Oy = e i — 4 [ +
2 N ? ZJ Z"’ 21\“"1
1. _1 1
Vo Syt I
N 5
1 q .= & -1
7N T TR

luego, lim S’I\ = 1
N
o
Por lo tanto ) lit fi< 1,y por consiguiente la sucesién
k=1

e
{t}(}k=1 es absclutamente convergente, v en base a la proposi-

cién 2.13, existe | t =t L€ E,
k=1
Dado que.
k; 1 - k-1
b T
W -~ 3 = ‘ xﬂ‘ - X . == t.
[nk M ] i=] b ie] nl:l{ iél [ 31

k-1
y como lim ] t, = t, por el lema 4.3 se tiene que
koo i=1



k-1
Tim ) [t;] = [t]
koo 121

tenemos que Lim [ x, - X, 'I: Me]
ko b k 1. L

el

De este Gltimo resultado, tenemos que la subsucesion {[xy J}p

i X <. ..
converge a un elemento de 3 » POT consiguiente 1a sucesitn de

Cauchy {xpl} .o converge al mismo valor, es decir

Lim [ ] =[xny * ]

{

es un espacio normado completo.

.
*7'- ;
=

PROPOSICION 4.5:

"La funcidn N: X — —%‘ tal que n(x) = [x], es abierta".

PRUEBA:
Debemos probar que para cualquier abierto A en 3C, se cumple que
T(A) es un abierto en % .

Sea A um abierto cualguiera de .

Si A = ¢, entonces T(A) = ¢, el cual es un abierto en -:%‘

Si A# ¢, sea x € A, entonces para cierto £ > {0, se tiene que
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X € Brxe) A Y Erx) € M(B(x,e)) c LA,

omic = us
Ademis A U Brx,e)-

"Bix},e) © FBx, )
Sea k] € B(Ix],¢) = {Im] € *:Jf_ : {|[x]-m] ]l < e} , entonces exis-

te ky € [k] de tal manera que ||x - koh < e, es decir k, € B(x,¢).

il

==> T(ky) € MB(x,e)); pero n(ky) = [k]

==> [k] € I(B(x,¢))-

f

Ahora, sea [h] € H(B(x’ E]} === {1] y), y € B(X, £) -

Como y € B(x, (), existe r >0, r < ¢ tal que B(y,r) ¢ B(x, d .

"B({h]l, 7} c B(Ix],a".

ears

luego, por definicidn de Iz nerma en —;3;1 , tenemos que existe m € M
tal que |[(t-y)*m || <r , o 1o que es lo mismo |{(t+m) - y |l <r
==> t+m € By, 1)

==> t+m & B(x,c]

=> [[(tm)-x || < ¢

o l(t-x)+m |] < =

==> [[[t-x]}] < ¢
=> l[t] - I f<e , =It] €Byg o-



==> B([hl, 1) < B(Ix],¢)

==> B([nl,r) ¢ "(F(x,e))

> H(B(x,e)) es abierto en %{-

Por consiguiente N(A) es un abierto en —?\i—: , ya que:

n( U Brx,e))

T(A) XEA Y

i

i

U 1(B(x,e}) -
XEA
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¥, EL ESPACIO LCZ, YD

En este capitulo, consideraremos que 3£, Y son espa-

cios de Banach.

PROPOSICION 5.1:

" Una transformacidn lincal T de X a Y es continua en X

si y solo si es continua en algim punto de X ™.

PRUJEBA:

> ' Esta parte es obvia.

"<== '" Zupongamos que T es continua en algln punto de X, por ejem-
plo x5. Sean e >0, € X, entonces, cvomo

[T(x) -~ T(Y) + Tixe) - T(xo)|

#

HTx) - T i

T (x-y*x5) - Tl )|l

y como
I T(x-y+xp) - TOx)| < =
siempre que
EERIENICEE A SEEN B

podemos implicar gque T es continua en Y.

DEFINICION 5.2:

Se dice que una transformacifn lineal T de 05 a Y es aco-



tads, si

I =swp Tl . o

=0 x|
il !

PROPOSICION 5.3:

"Una transformacidn lineal T de X a Y es acotada si y so-

lo 51 es contiuus .

PRUERBA:

(L pe—————

[rp—
"o .l

Supongamos que T es acotada. Entonces por la definicién 5.2,
existe K > ¢ tal que || T()ll < X|jx||, para todo x € CE.

Para la continuidad, en base a la proposicién 5.7 bastard que
probemos que T es continua en cero.

Sea ¢ > 0, 5i hacemos ¢ =y s¢ tiene que [Tl < e, siem-
pre que tix [l < ¢, es decir. T es continua en cero y por consi

guiente en L.

Supongamos que T es continua en 2, Entonces es continua en
cero, es decir, en particular para € = 1, existe un § » 0,
tal que [IT(x)il <1 siempre que x|l < &.

Consideremos ashora las funciones:

N, 36 — R

L
i
X Y pacler .LL?_\“J.-

5

Y N, : 8 — R

x n— [ T(x) I

L

-



4 &
s ]

Nl v N, son norma y semi-norma respectivamente. Recufrdese
Ly

que s1 en la definicitn 2.2 sustituimos la condicidn 1) por:

1) x =0 ==>[lx{l = 0, v dejamos las condiciones 2) y 3)

inalterables, tendremos la definicién de semi-norma.

1‘ i X
Entonces como U < 1 implice que ||T() || < 1

utilizando el lema 2.5 tendremos que

51 hacemos K=

1T < SJ“—'—[- , para ¥ € X,

tendremos

O | =t

ITealh < xlbxli.

DEFINICION 5.4:

Denotaremos con L{3C,Y) al conjunto de las transformaciones

lineales acotadas de 3 a Y, de modo que para T,5 en L{3X,Y) la suma, T+S

y el producto por escalar AT en L{3,Y] estén definidas por

PROPOSICION 5.

[

(Te8) (x} = T(x) + S(x)

CTY(x) = A{T{x} para x en OC.

5

5

FRUEBA:

"Bl espacio L({3E.Y) es un espacio de Banach'.

La linealidad es evidente.

Probemos que || T{| = Lz

Sup |[TCQ ]
i =i



define una norma.

D Tl 0 = s @],

| il
HTNi= 0 para todo x, x €&
x& X
== T = (
Ahora, si
T=0==>T{x)=0, xen ¥

i1} [|aT || = sup || 03|
0 |x]

= sw MM
x#0 ” '{1’

= Sup 1L T
x#0 ixl
= {af sup [{ T(O

= T(x)

RN

= { para todo x,



Hery + T )

111} .iTl + T,h = Sup
B B

1T, + Tyl = Sw 1Ty x) + T, (x|

X?‘@ e

T ) 3
L _', v;’” ", S “?"z(“) 1

A B3 x i
1Ty < Tl < T+ T

Establezcamos la completitud de L(3E,Y).

Sea { Tn}n=l una sucesién de Cauchy en L(3C,Y), es decir que para
e > 0, existe el entero n, > 0 tal que m,n > n, implica

I, - Tl < e

Aplicando aqui lz norma en L(2C,Y) dada por la definicifn 5.2 se
tiene que si m,m >
T, (x) - Tn(x)H f_!['[‘m - T {xll < e [jx]| para todo x en €.

0 sea que para un x fijo en 3 la sucesidn {Tn(x) };1 de elementos
de Y es de Cauchy.

Como Y es completo, dicha sucesifn es convergente en Y, es decir,

existe T(x) en Y tal que

1lim Tn(x) = T(x) para cada x en ZE.
Misai

Definamos a continuacidn la funcién T por

T: X — Y
X v—r T{x}
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Como la suma es continua en £, entonces para X,y en X, tenemos

#

T(xty) = Lim T, (x+)

T

i

1im (Tn(x) + Tn()f)}

T+

lim Tp(x) + 1lim Tp(y)
e o

i

T(x) + T(y)
y para » en € y x en X, por la misma razon que para la suma,

T{ax)

i

Yim T _{ax)
n
e

= 1lim ATH(X)

N

= X lim Tn(x)
N

= AT(x}.

Por otra parte, cOmo {Tn}:;:l es de Cauchy, entonces parae= 1

existe un entero N > 0 tal que m,n > N implica que HTn-TmH < 1.

Por consiguiente, para x en X se tiene
ITC = [ TE)-Ty)+Ty () ff
ITG) = [ITCE) =Ty + [T, |

iTeall< ff1im T ()-1im TGO + [Ty |

ITColl < Lin [7,09-T Gl + [T G i

ITeoll < 1am 1T -l il + [yl lx]

T -»co

Teoll < fx Il + ITgll It

T < (1 + HTNﬁ) |x || para cada x en €,



es decir

lo que implica la pertenencia de T a L{(3,Y).

Como {Tn};l es de Cauchy, se tiene que para ¢ > 0, existe ng€ N

tal que m,n > n, implica

1T, - Tyl <

g seda
&,(RTI;IF}Q(X)H < ¢, para x # 0.
Ademis
HETIE = [T T, T G

< e e+ e ST

Entonces, para x en & y m,n > n,, se tiene que

-0 < T30l + e lix]

y come Lim T_(x} = T{x)
M
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Her-T )G |l

{x]

concluimos que <g, conx # 0

y de aqui
It

% T

y asi ||T - Tyl < ¢

que es equivalente 2 Lim T =T .
e B

Es decir, 1la sucesifn {Tn}:=1 es convergente en L(3E,Y).

DEFINICION 5.6:

La Bola Unitaria de un espacio de Banach Xes el conjun-

to {x € 3 : |[x|[ <1}, la cual la denotaremos por (X},.

DEFINICION 5.7:

La Bola de Centro 0 y radic r > 0 de un espacio de Banach

€ es el conjunto {x € X : {[x|| < r}, la cual la denotaremos por (X)_-

LEMA 5.8:

"Sea T € L(X,Y) entonces:

W cTUX,] —> M cT (@I "

PRUEBA: Sean x € (Y); y > 0.
n
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Vamos a probar que B(x ¢) 1 T [ (%)}‘T] # ¢

, entonces ||nx|| <1

e

%]l <

==> nx € (‘x’)l y por hipbtesis tenemos que nx € T{(3).]

==> Binx,ne) N T{{X)] # ¢

==> existe y € T{(X);] tal que ||nx~y|| <ne, cony = T(xl),

| € (x)r

=> [jmx - T | < ne
(=)
= |Inx - nTg—(ﬁl-)‘H < ne

= x - TGH <¢

Ademis, si

||x1H < T, entonces H
X

—_ L r

— € (0f

Por 1o tanto, x € T{(X)y] -
n

DEFINICION 5.9:

Sean X un espacio topnldgico y A ¢ X. Diremos que A es
nunca densc en X si y solo si el interjor de la cerradura de A es va-
cio:

int (A) = ¢



DEFINICICN 5.10:

Un espacio topoldgico X es de primera categoria si es la
unidn numerable de conjumtos mumca demsos de X. De no ser asi, se di-

ce que X es de segunda categoria.

A continuacifn enunciaremos un teorem? muy importante que
ocuparemos mas adelante.
TEOREMA 5.11: (Baire)

"Todo espacio métrico completo X es de segunda categoria'.

PRUEBA:
(La omitimos por no estar en los objetivos que este trabajo persi

gue, solamente necesitamos el resultado).

TEOREMA 5.12:

"Si T € L(x,Y) es uno a uno y sobre,, entonces T ! exis-

te y es continua'.

PRUEBA:
De la hipStesis concluimos que T™! existe y estd bien definida.

a) Sean x',y' € Y, entonces existen x,y € X tales que
=Lt =l vy
T (x'})=x y T )=y

entonces
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-1 -1 -1

T s

Ty ™7 @ty =1 @)

-1
=(T OT)(X+y)=X+Y

-1 -1

=T @t T

- - N - -1
b) T hxry = THATE = T g™ T 2 Doy

AX = )\T I(X') con A € (€.

i

. -1 .
Por consiguiente T =~ es lineal.

-1 - .
Queremos probar que T  es continua; para ello es equivalente

Il

-1
a mostrar que T = es acotada, es decir que T [(Y)ll c (E)r,

para algim r > 0, que es equivalente a demostrar que

), cT L(X)y! para algin entero N.

Como T es sobre, se tiene U TI(X),]l =Y.
n=1

Ademids, Y es un espacio métrico completo, entonces por el Teo-
rema de Baire, afimnamos que Y no es una unidn numerable de con-
juntos munca densos, es decir, existe algin entero N de tal ma-

nera que

int (TI(XIN]) # ¢.

===>» existe un abierto A # ¢ tal que A c T[({XE)y]
luego se tiene que A N TI{E)N] # ¢

entonces existe vy € AN TI(X)n] . Dado que y € A, entonces
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existe ¢ > 0 tal gue (Y £) cAc T[{lfi?)NI
’C-

i

pero B( y o+ (Y)a

¥,€)

{x €Y ¢ fIx-Ml < ¢}

Ademds y € T{(C)yl, entonces y = T(h). para alglin h € (3)y.

Por tanto

T(h) + (Y), = (s €Y ¢ |ls - TM]| < e} ¢ T((HON]

entonces (Y)_ ¢ - T(h) + T[(X)y] , ¥

-T(hy + TL(E) ] « T z6]

En efecto: si t € - Trh) + TI{X)y] entonces

t=-~Tth) +z, z € TI{(X)N], por consiguiente

B(z,e) N TH{XE)] # ¢ y esto implica que existe T(y), y € (FEy

tal que || T(y)- zll < & .

NT) - 2t =ilT) - T() + T(h) - zlf < ¢
es decir [T(y-h) - (z-TNIl < ¢

y esto implica que B(t,e) N TI{XE)pd # ¢

ya que {{y-hll < |lyll + {Ihll < N + N = 2N, entonces

y-h € {36,y -

En consecuencia: (Y), ¢ TL(3E) ZN]
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y por consiguiente

(Y)lcm, cmr=~2§

Sea y € (Y]l ¢ TL(XE),], entonces existe X, € (X

B b=d

tal que [[y - Teeplt <

Como y - T(xl) € (Y]Jz C T[(DC)%._] entonces existe X, € (ZII)%

1
tal que ||y - T(xl)- T(xz] | < T

y como y - T(xl) - T(XZ)G (Y)l c T[(I)%_] entonces existe
i

x; € (E)r tal que ||y - T(Xl) - T(xz) - T(x3) I < % .
L

Continuando con un proceso inductivo, obtenemos la sucesibn

{x },-1 e tal manera que

r

Zn-l

Ix Il =

T 1
y lly - igl Tapll <5

¥ ] S T = i .l'.. .:.L_
Ya que n'él Hx l < nél =S SRLICI A SRR
< 2r, puestoquel+%+71g vaee =2

o

Se tiene que la serie E X, converge a um elemento x € (X) 2r"
n=1
N N
Mis afin, T(x) = T(lim } x) = lim ) T(x) =y
Nevoo =] Noee n=1

entonces y € T{:{(ZF)z.] .



Por consiguiente (Y)l ¢ TI(3E) 7]

) -1
es decir T ~ es acotada.

COROLARIO 5.13: (Teorema de la funcidén abierta).

"Si X, Y son espacios de Banach y T es un elemento de

L(3,Y), T suryectivo, entonces T es uma funci6n abierta’.

PRUEBA:

to:

Como T es acotada, tenemos que T es continua; entonces el conjun-

M={x€ X: T{x}) = 0}

es un subespacio cerradoc de X. En efecto:

a)

b)

Sean xl,xz,kxz € M, entonces

T(x,l"'a)\xz) T{xl) + AT(xz)

0 +2.0

y asi se tiene que Xt Ax, €M

Sea x € M, entonces por la proposicifn 1.16 existe uma red

=J
S qu}@ﬁg‘\ en 3C tal que

"
]

lim %, y ImSc M
aEA

es decir x, € M para todo a € A.



Como T es continua T(x) = lim T(x@) = {
o,

entonces x € M y por consiguiente M ¢ M
Luego de a) y b} concluimos que M es un subespacio cerrado de ZE.

Deseamos definir una transformacién S del espacio cociente —}% , ha

cia Y como sigue:
FE e

RN

Para [x] € %— , hagamos S(Ix1)

D S ot

T(y), para y € Ix].

"S estd bien definida".
[x] = [yl => (y-x) €M ==> T(y-x) = 0 => T(y) - T(x} = 0

===> T(x) = T(y) ==> S(Ix]} = s(lyD).

"S gs lineal™
Como T es 1ineal, § es lineal.
"S es acotada’

lis(Ix1} || = inf [‘T(Y} < iITlhing iyl = NTH N D]
vElx] yelx]

S es inyectiva”

Sea S([x1} = S(Iyl) ==> 5(Ix]) - 8{Iy]l) = O

= S(Ix}~Iy]) = 0 => S(Ixy]) = 0

==> T(x-y) = 0 ===> x-y € M ==>[x-y] = [0]
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por le tanto [x] = Iyl .
"S es sobre' .
Lo es, porque T es sobre.

e -1 .
Luego por el Teorema 5.12, S = existe y es acotada y por lo tan-

to, conrimm.

De donde
S:-%% ~—— Y es un Homeomorfismoc y por lo tanto es uma

funcién abierta.

Ademds, por la proposicifn 4.5 tenemos quc

es una funcidn abierta; por consiguiente T

es una funcidn shierta como composicion  de {unciones abiertas,

e

pues T = Si.



VI. EL ESPACIO DUAL

DEFINICICN 6.1:

Sea X un espacio vectorial y K su campo escalar. Se llama

funcional lineala toda funcidn lineal de X sobre K.

DEFINICION 6.2:

Sea XX un espacio de Banach. Una fumcifn$:¥ — T es

una funciongl 1ineal acotada si:
1.) M)‘]X’IH‘ZXZJ = Alsp(xl}ﬂzw{xz), para x;,x., €EX vy ) €C
Z2.) Existe M > 0 tal que:

W(x) | <M||xi|, para todo x € E.

PROPOSICION 6,3:

"Sea ¢ wna funcional lineal sobre un espacio de Banach .
Las signientes condiciones son equivalentes:

(1.) ¢ cs acotada

(2.) ¢ es contimm

(3.) v es continua en cero”

(1Y => (Z): Si {x_} g €5 una red en F convergiendo a x, entonces
(L Aia

lim [{x_ - x]l=0
-4 o
C’Lf:.n
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De aqui tenemos:

H
[

. P, o~ H
lim (9(x,) - wix}|

K

iim (g - x)|

GEA QLA
< lim M Eéxa - x|} =0
abfd

1o que implica que la red {y (xy) }@% converge a P(x), es

decir, ¥ es continua.
(2Z) => (3): 51 ¢ es continua, es continua en todo punto de X vy, en
particular, serd continua en cero.

(3} ==> (1): S1 ¢ es continua en cerc, entonces para € = 1, existe

§ >0 tal que |[x]] <& == |p()]| < 1.

De aqui que, para cualquier v # 0 en 3€, tenemos:

y por consiguiente ¥ es acotada.

DEFINICION 6.4:

Sea X* el conjunto de funcionales lineales acotadas sobre

el espacio de Banach .

OBSERVACION €.5:
Dado que F* es um caso particular de L(3,Y) tomando
Y = £, puesto que T es un espacio de Banach, se tiene que IX* es un es-

pacio de Banach con la nomma
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f‘ = 2T i':{ !
ol ifé M‘if'%)ﬁ&# » para todo ¢ € 3C*,,

En el capitulo 1T, demostramos que 2 @), Coy vy £7()
con sus respectivas normas son espacios de Banach. A contimuacidn, tra-
. s . 1
taremos de identificar los espacios duales de Co(N) y £ (). Antes de

€llo, probaremos un lema que nos serd Gtil al identificar el espacio

Com* .

LEMA 6.5:

1
=

1, sim
"a) Sea e, W -— € tal que e_(m) =
n n 0, sim#n

entonces e € Cm).

N
b) Si g € Go@N), entonces g = lim gy, con gy = ) g(n)e,".
Neweo n=0

PRUEBA:
a} Debemos probar 1) e, € £°m)

ii)  Lim en(m) =
Trdan

i) e, es acotada, pussto que existe K=1, tal que [e (M| <K,
para todo m € WN.

ii) "ado e > §, hay que encontrar t € N, tal que para todo

p > t se cumpla que !en(p}[ < e
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peTo le (p)| = <

1§
o

T, sip

3 e 1
( U, sip=mn+l

luege tomando t = n+1, se cumple que }en(p)| = {3, cuando

p > t entonces ]en(p)l < g para p > t.
b) Probaremos que

Lim |jg - § gne

Dado € > 0, nuestro objetive es encontrar M €N tal que N > M

implique
o :
lg - 1 z(meli, <e
n:;
R y
Pero (lg - L glell =Sw (g - 1 glmey)
n=0 n=0 Y
N
= Sw [gm) - ) gln)e ()]
mEN n=0 ’
(0, sim< N
y lgtw - HZG g(nje, ()| {!g m|, sim> N

Como g € Chi¥), se tiene que lim g(m) = 0, es decir que dado
fedeo
e > 0 existe T €N tal que para t > T se tiene que |g(t)] < e.

Luego, tomando M = T se cumple |g(m)| < €, param > M.

Por consiguiente:
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N
Sup fgm) - § gme (m}| = Swp [gm}]
e 1y={ m>N
N>M
es decir
Y
llg - ; g(n)en:lﬁ <g, paran > M= T

n=0
6.6 EL DAL DE Co@)

(meremos id@ntificar el dual de CsiN}, para elle, vamos a

encontrar una isometria entre £ G&) y Con®.

Seaa: LI — Cu0%, tal que ¢ vve——r a{y), donde
a(d): CoN)— & tal que:
ald) = I (mEM)
£) L
=0
Debemos probar:
1) & es lineal
I1) o es biyectiva

III) « preserva las nommas.

Antes verifiquemos que o estd bien definida, es decir

a{9) € Col*.

i) e gl =1l v < § v ilew]
n=0) n=y
pero | F(n) | 5—:{ €] = [l£]l, entonces
() gy | < UL zwmw Hell, il
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luege, a(¢) es continua, es decir, es acotada.

ii) a(¢) es lineal:

Sean f,g € Co) vy 3y €@

m(¢)(k1f+g) = n£@ w[n)(hlf+g)(nj = né ﬁ(n)kh 1(n) m(j))
- ) \ a‘; ' - N ~ .
ok YT L e m e W (e W

PRUERA:

I) « es lineal:

. 1
Debemos probar que para y, V9 € L@ vy AE€CT se cuple:
’3('1)1 + }l‘yw = 3(91) * AQ(WZJ

Sea £ € CaN):

Wt Mgy 7 B B D
= T (eym) + ap, (N E(W)
zl)

= L @ ER) + A) vy (M) £(m)
n=0 n=0

it

@(¢1}(f} * A(“[Wz)(f))

(@(wl) + A&(¢2))(f)
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Por lo tanto ¢ es lineal.

u e5 biyectiva

. 3 5 » - » 5 1
Para ello, definimos la fumcifn B : Co}® — £ (N)

L v——=s §(L)

donde B(L) :N — £ tal que 8(L)(n} = L(ey)

i -1 . ,
y probamos que € = o , es decir que: ac B = ICC{N)*

@"0 o = Isﬁlm)‘

Antes de seguir desaryollande la pruebaz, debemos mostrar que

la funcién £ estf bien definida. Para tal fin consideremos:

a) Pare cads N €N y para cada L, el elemento:

N ("1
£.= § &.e @@nde*:c{ , le(e)#@

N n=0 nn? " !I_T;T
Po , Si L(en)'—'

b} fN € CoilN}, va que ¢s una combinacifn lineal de elementos

& M) .
‘-‘n Coll)

o) liggll,

IA

1, en efecto:

N L(e,)
Z@ —W(e e (m)

i

“f\;”m = Sup ,qufmll = ':’UQ
* meEN

b=
=
” B
~...a

meR

2 1 por lo tanto Swp |fym)]| < 1
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;donde £ € Co(N) , luego se cump

el > LOL | para todo £6 o0, £#0

ILig |

de donde [ILYl > ————
R T

> |L{£ ], pero

N L) e N IL(en){z
et =] X e M) < Ll e |

N

= I fuel

§n=® n [
? l |

= ) {Lie)

n=0 n
N .

= 3 |sLym)|

n=0

N

es decir que [ [p(LI(m)| <|{L]]
n=0

i
Luego tambifn se cumple que Lim J |js()(n)| <Ll
Nesoo y3:=()

entonces fle()ll, < {LH ¥ 8@ €2'@ .
Tanto la funcidn « come la funcifin 8 estdn bien definidas.

Probemos que:
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-
=X
ColN)*

b) s = KP}IN)-

Sea L € Co)*, dehemos mostrar que (a0 BJ{L) = L

sea también g € Co(N). entonces:

{coB) (L) ( g) = L(g). En efecto:

A

N
(ao8) (L) ( Z glnye ) = (e@RIVD( ] ginle)
00 It s n
> By
= ) e} glne )m
=0 =0 n
o N
= } Ligy [ ala)e (m)
v { n=0 o
[ex] a\‘l
= L L Lleye(me m
=0 n=0 ‘ -
M P
= 3 {1 llegla n)(. \n”')

= L{e Jglo) -!-I,,(c.!}}g(i)-i-. ALl g(N).

L{ eﬂ} gin)

i
1 o
<

s

\3®B)r { T Q(ﬁ)t " =L { E g(n)e )
L) n- 0 n=0 n



b)

I11)
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Aplicando el lema 0.5, tenemos:

N N
Lim (2,8) .. ( ) elnle ) = Lim L{ ] g(n)e )
Wow o TR N g TR
entonces,
i N
{2eB8) (L) (Lim ) g(n}en) = L{Lim ) g(n)enJ
Noows n=0 N =0

(2083 (L) (g) = L(g).

Sea ¢ € E]QN). Demostraremos que (B.o) (W) =

Sea t € N:(Bo0) (¥I(t) = (Rla(¥)))(E)

H

(~{¥}) (e

(1]

I w(ne (n)
n=0

entonces (Bow) (W) = .

Por consiguiente, de los resultados obtenidos en a} y b), con-

s ¥

&

cluimos que & = o  , ¥y por consiguiente o es biyectiva.

T Preserva 14as normas.

1
Demostraremos que |l = fla(¥) ||, para todo ¢, ¢ E £ ()

-C..



Lo haremps en dos partes:

2 [ 1]
1a. Parte: Hm%li HEIEI

H

De uwn resultado anterior teonemos:

l|2 (L) [[l < Ll , para todo L, L € Co(N)* .

Dado que B es sobrg todo ¢ € flj, es de la forma

¥ = 8(L), entonces [[yfl, = |l (LIl </ILll ¥y L = (aeg)(L)
luepo,

HLH = [aed (W =llale @l = [la(v)]

entonces:

lolly = Hae|l

2a, Parte: |lefo)]i iiiwﬂl

Tenemos que [la(®) || = Sup [alwd (£) ]
£40 €1l

I3 ;

H Ay I,
T AP S PARE ey
o) (D] _ [nro "0 W]

eTo
STFY e

faz]
DEETehY ff(n){!

lH€Hl

| &



@
s WD

=
=} v
.. elel (17 .’
es decir que: -im-»wa < Hulfl,
HER *

Entonces Sup (o{v) ()|

< el

Con lo cual tememos que fla(w)l < vl

De 1), II} vy TII} conclulmos que o ¢s wna isometria que identi-

fica C,(N)* con £7(H).

LEMA 6.7:

r

(1, m=mn
"a) Sie N — & tal que e (m) = 1

n : n g, m#n

entonces e € £ m).
1 N
b) Si g€ £ () entonces g = Lim g, con g = N gnje .
N-)m I i 'ﬂzﬂ L

PRIJEBA:

a} Debemos probar que para n € N, n fijo, se cumple que

leglly <=

o N
1 - co
“@n“lz Z !%”nfmﬂ = Lim Pole {m) !
=0 fere m=0
N L]
= Lim 1, ya que | ien(m)] = 1 para N>n
E\",‘W m:O
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N
b) A probar que Lim [lg - T a{n)e |l = 0.
Nower n=0 nl

Pado ¢ > 0, debemos encontrar M € N tal que N > M implique

N £
“g - E g[n)ené;’l < e

=0
pero
N o N
! N I © '
Mg - 1 gell = 1 We- I gmeyml
n=0 YT om=0 n=0
e N
= 1 g - 1 gme m|
m=0 n=0
= 7 Eg(t)i, sim>N
t=N+1
N ©
entonces llg - . g(n)en%|ﬂ= }olgorl.
=0 b t=N+l
Dado que: |[gl{, = lim E lg(n) | en €, entonces podemos afir-
o Wepes =0

mar que: para tode e > 0, existe w € N tal que, para todo

N > w se cumple que

N o
P2 dem) - T lgm!] <<, es decir:
n=0 n=0

o

}

m=N+1

gm)! <«

Nuestro problema es encontrar M € N, usando la afirmacidn he-



cha anteriormente, podemos tomar M = w, de esta munera se

cumple que

zs"(t)! < e
TN+ L
N
y por consiguiente |l g - } glme, l;:l < & , para todo N > M.
n=0 '

6.9: EL DUAL DE £ G¥).

Esta parte es desarrollada en forma similar a la determina-

cifn del espacio Co()*, va gue vamos a encontrar una isometria entre

EO(N) y £1) % .

Sea p: £ (N) —— £} [
f s p(h)

donde p(f): £1 &) — € tal que p((y) = [ L[(my(n)
n=0

Debemos probar que:

1) p es lineal
11} p es bivectiva

I1I} p preserva las normas.

Se verifica ficilmente que p(f) € 2Y{)*, pues la prueba es

similar a verificar que ao{y) € C. E)*.
PRUERA:
I} p es lineal (Se prueba de manera similar a la linealidad de o).

IT) p es biyectiva.



- @ = 7 nE‘Z‘
Para ello, definamos la funcifn q: 21QN)* —— £ (V)

L — q(1)
donde q(L): N —

tal que q(L}(nj = :r:.r)

aa g 6

-

y probamos que g = » , es decir que:

a) peq = gii{m}ﬁ

Pl aop EE(E‘{).

fmtes debemos probar que q(L) € iy
SiL=0, q(l) =0€e @y

<81 L # 0. Hay que encontrvar ¥ > 0 tal que para todo n €N
la(L) (m)f < K.

laym) = ILte 3 < HLly Je |y = HLlhy.1 = L]l
tomando X =|’LE‘1 , se cumple que: [q(L}(m}| < X

y ademis HqQL)li < L]

2) pea=Ipgys

Sea L € £° WN}* probemos que (pegl)(l) = L.

Sea ademfis g € £4 ()

entonces (poq){L)(g) = (plalINg)
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o
=} all)(ng)
n=0
[
= } L{e dg{n)
ne=() e

t
ot
—
3
piie]
~~
=
—r
o
o
.

it
-
fon

Jiz=}
Yot

B) ge p= EEQGN}

Sea £ € £7(V), probemos ue (q “Blep = f

Sea ademiis n €N

(@D (D = @PEON @ = (O (o)
= ¥ fme_(m
m=0 !

fl

£(m)

FPor lo tanto, de los resultados obtenidos en a) y b), tenemos

1 - . .
que g = p , es decir, p es bivectiva.

III) p preserva las normas.



il

el

l

Demostraremos que |[p(f) ]

Lo haremos en dos partes.

i) eI < WLl

tenemos que |{p(£) ]| = Sup p(H W) | Cveten

=0 el

I £(mu(n)
= Sup in=0

O el

£ Sup n=0
w0 T T,
el T
i, 2 he(m!
e SUp n={)
- U T
#0 [!“-'lzl
: lg‘:’!
<l£l, sy 190
v 0 :ii'r"iil

tenemos que ||q(L) il < L}

Ademis como g es sobre, todo £ € £7 ) se puede escribir

£ = qg(L).
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entonces ||| = lla@ |l <Ll

pero como L = {p ¢ g)(L), tenemos:

1Ll = e @ = lip@N = {p@ |l

es decir ||£]l_ < {lp(D1] .

Por consiguiente, de I, II y III podemos concluir que p es uma iso

o 1
metria que identifica £ (N) con £ (N}*,
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VII. W" - TOPOLOGIA

TOPOLOGIAS DEBILES:

DEFINICION 7.1:
Sean X un conjunto, Y un espacio topoldgico y F una fami-

lia de funciones de X hacia Y.

La Topologia DEbil sobre X inducida por F es la topologia

mis pequefia sobre X para la cual cada funcifn de F es continue,

PROPOSICION 7.2:

H

"Sean A = {£ ° (U) : f € F, U abierte en Y}.

&
1

= {x/x es una interseccién finita de elementos de Al}.

,_I
fi

{0/0 es una unidn de elementos de B).

Entonces t asi definida es la topologia mfis pequefia sobre

X, para la cusl cada funcifn de F es continua' .

PRUEBA:
Demostraremos que: 1) t© es topologia.
11} S5i f € F entonces f es continua.

iti) v es la mis pequefia que cumple ii).

i) t es una topologia:
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ey, fEF

I

a) $, XE T, pucs ¢

=1

X=1'(Y), f€F

-

b) Sea (Oi)iEI una familia de abicrtos de t. Entonces cada

0i es de la foma Oi = U D; , dondc los D5 €B.

Entonces:
U Oi = U0 (U BI-) , es decir U 0. c¢s unidn de inter
i€l €T 1631 7 i€T

seccioncs finitas de clementos de A, Luego U 05 € .
i1€T

¢) Sean 0,0, € 7, 0; = U D.,0,= UC ,dondeDj,CkEZ]B.

1 2 k

L 5ey ) KEK

6, N0, = (U DTN (U Ck)
jeJ ¢ kEK

= U (U D,ngY
KEK 63 4 7

= U (U (DN Ck)) , donde D. N Ck EB
kexk jer - J

por lo tanto O] N 07 £ T.
De a), b) y ¢) tenemos que v ¢s una topologia.

ii) Sea £ € F y U abierto en Y; para probar que f es continua,

-1
probamos £ (U} € r, lo cual es ohvio.

iii) T es la mis pequena, ya que si T es una topologia en la cual

toda fumcién f: X — Y es continua, sc¢ implica que si O es
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2

un abierto cualquieva de v, contonces O es un abierto enT v

se tiene que Tc T.

PROPOSICION 7.3

"La convergencia de redes en v queda completamente carac-

terizada por:

PRUEBA:

[} S

e P

Lim x_, = x «<=> Lim £(x ) = f(x), para toda £ € F'".
aEA a€rn

Sean £ € F, U e N{f(x)), x € X.
Como f es continua, existe W € N(x) tal que (W) c U.

Por hipbtesis tememss que Lim x = x, es decir, para W € N(x}
oEA T
existe ay € A tal que X, € W, para todo a > a,.

Luego & (xa) € U, para todo o > o o ES decir que para todo

vecindario U de £{x}, cxiste a € A tal que _F{xa) € U, con

Por consiguiente: Lim E(x&} = f{x), para todo £ € F,
oA

Sea W € W(x). Debemos cncontrar o € A tal que x_ €W, para

todo A > a .
=0

Como W € N(x), existe 0 € tal que x € 0 ¢ W, donde



OBSERVACICN

logia o W-Topolo

PROPOSICION

— iy - Y £/~
Q= UD. con il £
] 1
3L i -
1h

entonces

cntonces

Tuego, {.¢

y s¢ ticne auc poTa

(.(x.) € Vi

o4

Tomando o
6]

Ij(xm) € V;, nara t

entongcoes xa £

7 &

I

A la tornolowia

A La OtaO et T,
gin.

7.5:

"Si Y es un ospacio

=T L par
.Y, }, rare

K]
(&3]

buoentonces x €U D, luego podemos afit
1e7

.}, para todo 1=1,2,...,n
i :

nara todo 1=',2,...,n
cada V.. i=1.2,...,n, existe a. tal que
i ‘ L

cunple que

odo o > o todo 1=1,2,...,n

9}

nera *odo & > oy para todo i=1,..,n

tode a >

Q

para todo o > e,

- P

1o Tlamaremos @ Topologia Dékil o F-Topo-

doe gusdorf{{ y F separa los puntos de X,
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entonces la topologia T es de Hausdorff".

&

PRUEBA:
Sean X1s%, € X tal que Xy d X3 entonces como F separa los puntos

de X, existe una funcidén { € F tal que f(xl) # £(x,).

Como Y es de Hausdorff, existen Vi,Vz vecindarios abiertos de

f(xl), f(xz) respectivamente tal que Vl N V? = 4.

Ademis f‘l(vl), £‘1(v2) €t y x €F (V), x, € f'l[sz, en-

tonces:

"

-1 1 ~1 .,
T (Vl)mf (Vz) £ (\/1 0N Vz)

Por 1o tanto, la topologia T cs de Hausdorff.

DEFINICION 7.6:

e v o
Para cada x € X, dcnotemos por X a la funcifn sobre X* de-
finida asi:

3\((@) = G{x).

La W*-Topologia schbre X* es la topologia débil sobre X*

inducida por la familia de funciones {x : x € X}.

PROPOSICION 7.7:

"La W*-Topologia sobre X* es de Hausdorff™.
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PRUEEA:

Sean ¢y,¥, € UC* tal que ¢, ¥ ¢,. cntonces existe x € X tal que
b x) v, ().

Por consiguiente x(4;) # xfw,), es decir que 1a familia de funcio-

)

nes {X : x € X} separa los puntos de 3E*.

Por otro lado, € cs de Hausdorf{{. y por consiguiente por la pro-
posicidén 7.5 conciuimos que la W*-Topolocia sobre 3% es de Haus-

dorff.

PROPOSICION 7.8:

"Una red {wa}aeA en JXX* converge a ¢ con JXX* en la W*-Topolo-
gia si y solamente si:

Lim y_(x) = v(x), para cada x, x € 07",

o€

PRUEBA:

La convergencia de redes en la W¥-Topologis sc caracteriza por:
Lim ¢, = ¥ sty soio =i Lim {(ﬁﬁ) = F{yY para toda f €F
atA

si y solo si: Lim i(ww) = %{y). para todo XEIX: xE X

GEA -

s1 y soleo si:

Lim ¢ (x)} = ¢(x) para todo x, x € .
o ;
akA
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la siguiente proposicién muestra que la W*-Topalogis cs determina-
da sobre conjuntos acetados de L*, por medio do un subconjunto denso de

x.

PROPCSICION 7.9:

""Supongamos que M es un subconjunte denso de X v que

{0 tea ©5 U2 red uniformemente acotada en ¥ tal que:

1 ih ) T Y nars n X b I e T - fag 1
;EX ,u(y} (X} pora todo x € M, entonces la red W, Taen

converge a y en la W*-Topologia™.

PRUEBA:

Sean y € X, W un vecindario de y, con W = B(y,:='.

Sea e » 0. Vamos a probar que existe «, & A tal que

1
i

) - ${¥)| < e para todo a > a_.

Dado que M es denso en X, podemos escoger x € M tal que

-F

. . i1 L
x EMNW, luego x € W, es decir X - ¥ii <

Ademds como Lim ¢_(x) = v{x}, x € M. existe » € A tal que
~ 15 8
FEA

H@(X)~ T8I 7, para todo @ > % .

Entonces se tiene que:

] H i . - . i ey !
lwa(y) w0 = e Ty - e ) w0 - e v (il - e(y))



A
5
o)
=
-

¥

-
LS
b

< v rx ez fuixey) |
- 5 o

e e Sy
< h¢&l!jX‘Yh o3 + ol [Ix-y 4

<l ll et + g #llwll e

£ 7 i 1
Tomando &' = g, donde K= Sup {[[v]], |

@;l

que la red {wo}aeA cs unifomemente acotada en X*}, se tiene que:
£ € £
P (v) - y(V)| <=+ =+ Z=¢
!@Q(,) vy} 3373 ¢

v it a €A}, (K existe, ya

De donde podemos af{irmar que la red {wa}aGA converge a ¢ en la W*-

Topologia.

LEMA 7.10:

"Sean {f } cp W2 red en X* y £ € X®. Entonces:
O %

Si Lim fa(x) = f(x), para todo X € (SC)I, entonces se cumple que

aEA
Lim £ (x) = £{x) para todo x € ZL".
oA ©
PRUEBA:

Sea Lim fa(x} = {(x}. para todo x € (36}1
aEA

R 7
Seay € XE, y # 0: entonces y = 2x, con j =lyjl, x = ﬂJLH
DAY y

entonces:
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Lim £ ()

alr ¥ €A

il
e
[

FannY
b
>“

!

= iim :‘.f@ (x}, va que f es lineal
abA ’

= Alim fﬁ@(}:}
aEA

= 2(xJ), pues

X = 1

()

it

£(y), para todo y € X.

DEFINICION 7.17%:

Sea [X‘)icl wna familia de Comjuntos, I # ¢.
Se llama producto cartesiano de esta fomilia y se denota poriggi al
conjunto de todas las funciones f: I — U X, tal que: (i) € X;, para

16T
todo 1 € 1.

DEFINICION 7.12:

Para cada 1 € I, la fumcidn p.: IX., — X. tal que p.
1 iert J J
pj(f) = £(3), se llama proyeccidn J-ésima.

DEFINICION 7.15: (Topelogia Producto).

Sea ((X.,Tj})ieI una familia de espacios topoldgicos. Vamos
a definir una topoleogia cn el conjunto X = HXi a partir de las topolo-
i€l
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gias T., de la siguiente manera:
i ¢

Consideremos 1a familia de proyecciones {pi)iGI vy formemos

el conjunto B ¢ P(X} asi:

B

{AcX: A= p;l(\)’), para algim j € I, V ¢ X, abierto}
4 J

L

1}

{D:D es una interseccidn finita de elementos de B}.

Liamaremos Topologia producto en X a la topologia generada

por B en X. A la Topologia producto la denotaremos por T(B)

OBSERVACION 7.14:

Al conjunto B se le llama una sub-base para T(B) y se cum-
ple que B ¢ T(B), es decir que todo elemento de B es un abierto en la

Topologia producto.

Los abiertes O € T(B), son uniones arbitrarias de elementos

de L, os decir,

0= b D, €L

kex ¥ 7

PROPOSTICION 7.15:

"Sea ({Xi’Ti)}L(—TT una familia de espacios topoldgicos.
La topologia producto en X = N X. es la topologia mads pequefia para la

cor 1
iel
cual las proyecciones p; son continuas, para todo 1 € T',

-1 .
PRUEBA: Sea i1 € Iy Vc Xi ablerto. Mostraremos que p; (V) es un abierto

en X.
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Como Ios elementos de P oro hor Jelinido de g sicutente mancra:

L

Por lo tanto, A € T{R} y . «« ura {uncidn continua,

.

-
2

Por ser 1 y V arbitrarios, entonces, para todo 1 € 1 se ticpe que

D, es una funcién cont Tnus.

Ahora mostrarcemos que 'B) o= 1o topologla mids pequedia.

et

= LA

Sea T* wna topelogfa on Y ral oue P, os continua para todo 1 € 1.

B

Sea O un abicrto cn T(R). ontonces O - t)Ei , donde los Bk €L.
keK

Ademids sabemos qgue p;?£¥? £ T* pora tedo 1, y que la interseccidn

finita de elementos Jde P o= fambién un abierto en T%, por lo tan-

v

to UnD
kEK

€ T*, os docir O o8 vnoabiorto on TF

& e B

k

?

AsT, hemos mostrade gue todo abierie on TIB) es un abierto en T¥,

R

for consiguiente T(B} ¢ ™.

OBSERVACION 7.16:

Por la propesicidén anterior, vemos que T{B) es 1a topelo-

gia mis pequefin en la cuzl iss proveocciones ﬁ:xj)ig1 son continuas.

Si es ¢l case aue Ki = X para todo 1 € I, entences T(B)es

es una W-topologia, sencrids per



101

PROPOSTCION 7.17: ({TEOREMA DE ALAOCLUY.

"La Bola Unitaria { 3:*}1 del Jual de un espacio de Banach

X es compacta en la W*-Topologia™.

PRUERA :

Basicamente consiste en identificar ( 3(3")1 con un subconjunto ce-
rrado de un espacio producto, cuya compacidad se sigue del Teore-

ma de Tychonoff.

o

X . s s .
a) Para cada x € (CBC)1 denotemos por & una copia del disco uni-
tario cerrado en €, os decir €, = ‘m € €: |m| < 1}, y por P

al espacio producte I Cfff . Por el Teorema de Tychonoff

x€($)1
s tiene:

que P os compacto, pues para cada x € (DC_‘,l , &y es compacto.
Definames la funcifn A asi:

AL(ER), — P
i
g e Al
donde A(2){x) = y(x), para cada x € (:XJ)1.

De esta manera A estd bien definida. pues

b) A asi definida os inyectiva. En cfecto:

S1 ﬁ.(al‘r = A(y,), entonces por deflinicidn de A tenemos que
[

wl{x) = u‘zz(x}, ara todo x € [L?C)T.



.102

Seay € X, ¥ # 0, vy = Xx, con A = |yl x

s

v}"!
entonces ‘»;'1()-') = {x)
= A, (X}

= M,(x), pues [[x]l=

Luego ¢, = ¥5» para tode v € OC.

1

Sea una red {L;';u:aeA en 3C* convergente en la W*-Topologia
a v en XX,

Lim ¢, = ¢ si v selo si Lim wy(x) = (x), para todo x € &
aBA b

(yor proposicién 7.8).

==> Lim §_ (0 = y(x}, para todo x € (F),.
1 W

=> Lim A(Ye) (X) = A4 (%), x € (X)),

aCA
==> Lim p_(4(% =n_(Au}), para tode x, x € (X)
x X 1
abA
1 ¢ -
dongde p @ IO ul — {7 - ., continui,
Py x

xeE( ¥,

|

Lim A(%.) = A(Y), va que la topologia producto de
aEA )

P es la mie pequeria do las topologias sobre P que
convierten a cada p, en una funcidn continua. Dicho

de otra manera: La Topologia de P es una W-Topclo-



-
ol

mm

e)

a, (Ver OBSLRVACTON 7.16},

A ps continua.

Ahora s1 A la definimos nuevamente asi:

Ao (SC*]l ————y A[(;ﬂ*)l}

tenemos gue eos una funcidn bivectiva.

-1 - ‘ .
i es continua. In efacto:

Sea {A(Y,) }.'w'-"'-’\ una red convergente en Al { I*)Ij a A(v).

Vamos aprobar que Lim ﬁ“L(A(w“)} = A—](A(w}) furilizando la

oA
proposicidn 1.22), o sea que

¥ ) = 1
Lim "y v
aEA

Tenemos que Lim A79,) = A
ak

==> Lim p, (A{¥,}) = p, (A ()], para x € ﬁﬁ%

oEA

Jx) = Al xD,

aeA

x & (X},

=m>Lm1%ﬂQ'??k},wwatmhwx€(ﬁﬁl

abA

==> Laim ¥ (x} = #(x}), rara x

Liw ¢ =
aEh

v

|

b

X

(mor LEMA

-

gl
i
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Por todos los resultados anteriores en el desarrollo de esta prue
ba tenemos quc:
Ao: (C_?C*)l — ;‘-\[(C‘C*]]] ¢s un Homeomorfismo entre la

Bola Unitaria de XX* y un subconjunto de P.

Completaremos 1la prueba, al demostrar que Af (3‘3*)11 es un subcon-

junto cerrado de P.

Sea {A(wa)}aeA una red en Al (33"‘)1] que converge en la topologia

producto de P a ¥ en P. Si x,y,x+y € (33)1, entonces:

il

y(x¥y) = Lim a(y_ ) (x+y)

oA

Lim 403,000 + Lin A(¥,) ()
oA afA

v(x) + ¥(v).

Ademds, si x, Ax € (3‘:3}1:

¥(Ax) = Lim A (wa) (Ax)

aEA

= Lim ¥ (Ax)
aEA T

= A Lim f'\(kba) (x)

= A¥(x)



< s . . v
Por consiguiente, ¥ determina un elemento ¥ de (36*).1 poT

i . ) .
de la relacién ¥{x) = [x[¥, -|~§~,—, , X € 0%,

N

es lineal V.

V(x+y) =

Y(x+y) =

it

N Ny
¢(x) +¥(y), para x,v € X.

i

I
[y [l XY }
Wbl

. 105

medic

r X
B Tl . :
oy | v LD )y [Lrl
Lodlx 4+ v flx + yil )
I H i} » 7
gyl X i
R Ea H\( o y’

o , f y 1
!l “—| + Dyl hs\,“j
il !\"J ‘

{ ]
by [ 1o 2%
] L axth
AX
o ¢ | LY
faxll )
‘?i(é:XQIgT"}Sz'I'l
L HP S
|’. Ax
Y lEXHﬂlT;jr,
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] sgm( X
M T

[t}

AW(x).

fl

Ya que Y(x) = ¥(x), para x € (:ﬁ)l, tenemos:

"

- ¥ g (:}:*)1

. j‘s(;}’) =y
En efecto:

Rt (ZE*}l, ya que | ¥

pero 5601 = 1l [+ |

entonces:

LEIN

IIx}! 1

]
xI]

y v (X, — C tal que vty <1, te (),

por tanto:

Lof Vi

lylX_ 1] <1

Plx gl -
il 4

poa

"t

- = '\,
y por consiguicnte [[¥|[ < 1



[
Lhet
—
b
et

A () (%)

i

¥(x), x¢€ (C:E)l
Con lo anterior, podemos decir que A[(EE*)}J es cerrado en
P, por lo tanto es compacto en P.

Por consiguiente (36*)1 es compacto en la W*-Tepologia, ya

que la compacidad es wum invariante topolégico.
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VITI, TEOREMA DE HAHN-BANACH

DEFINICION 8.1:

Sea E un espacio lineal real y p una funcifn con valores rea
les definida sobre ¥. Se dice que p es uns funcional sublineal sobre
E, si:
1.) plx+y) < p(x) +p(y), conx,y€E

2.) pOx) = wplx), conx € E, 2> 0.

TEOREMA §.2: (HAHN-BANACH).

"Consideremos:
a) Un subespacio M de 1n espacio vectorial real E.
b)Y Una funcional sublineal p: E — R

c) Una funcional lineal @ M — R tal que {(x) < p(x),

=

para todo x € M

Entonces existe una funcional lineal ¢ :E —+ R, tal que

(x) = Fl x), para todo x £ My ademds ¢(x) < p(x), para todo x € M

PRUEBA:
Sea 2 el conjunto cuyes elcmentos son de la forma (M',{'), donde
M' es un subespacio de B, Mc M', f': M' —IR una funcional lineal que

cunple la desigualdad {°{x) < p(x] para todo x & M'.
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Q # o, va aue (M{) € 2 por hipGtesis del teorema.
Sobre 9 definamos la relacitn de orden siguiente:

"MTLET) < ML LYY ssi M o My [T o= f"lM."
Probemos que 2 es un conjunto inductivo, es decir que todo subcon-
junto A de £, con A totalmente ordenado, admite uma cota superior

cn Q.

Para ello:
Sea A ¢ 9, A totalmente ordenado, donde A = {(_Mj ’f‘i)}iGI

Una cota superior de A es: ( UM., §), donde UM, es un subespa-
ie1 ? ier *
ciode Eyd: UM —R
€T °

x v x) = £ (x)

St
-
I
bt s
>~
oy
=

T

" UM, es un subcspacio de BV,
i€l

Sean x,y &€ U ?v}j, AER,
i€l

Como x € U ?V‘li, entonges existe i; € T tal que x € Mi1’ ademas
iel ’ '

(Mil‘fi;) € Al
También ¥ GU Ml" entonces existe i, € T tal que y & My o 7

Ay € Mi» pué:ics que Mio es un subespacio de E, ¥y (Miﬁ, fio) € A,
Entonces, como A es totalmente ordenado, dos elementos cualesquie-

ra de &1 son comparables. Supongamos que (Miffi;_) < (Mi@’fio) , (e



aqui se tienc que My, c M .

5
i

Intonces x € My .
o

Por tanto X+:v & Mo -

Por consiguiente xeav € UM, |

X

" ¢ estd bien definida *'.

Es decir que si x € 1
£

{inica.

Sea x € U M., entonccs podemcs impiicar que $(x)

3

i€l

X €M, v gue

=0

Tenemos que '\1 P« < (M, TY £ A Y por se

mente ordenade do ¢, poadomos suponer que:

(M. 150 = M, 00

If

entonces: §. = F.

]
;.'
—r
r-l-

v por lo wanto (%)

es lineal ',

"¢

lxry) = . (x+y)
A
= LX)+ f.iy)

il

20x) + &(v)

10

, 5u imagen por medio de ¢ en R, debe

r A up subconjunto to

8]

97
(-..

tal-



Por lo tanto, A ticne un3 cota superi

ximal.

Sea (H,h) un elemento maximal de ™.
}

Ahora bien, Lomeios X4 EE

5 o o, 7 e 4on T E T 5 SV 6
G es un suhespacic de B otal que H ¢ G
&
f) + Iiy) = fxevd o ¥y nor hipdtesis
& CF B “F
Fledy) < mixsy) = plix-x, +

Flaev) ~ pix-x.] + DI, +v)

3 p ; Ny
—_ ] 3

£n

tr

di-

posce wl elemento ma

tal gque X

. TOTIOTOS Que

H +\ ‘,.

X,v 6 R

las cotas superiores del coniunto :



{f(x) - p(x-x,;) tal que x & H}.

De esa torma:
£x) - o < p(x—xl), para x € H
v ademis:

£ly) + a < p(y+xi), para y € H

Definames la funcién ¢ sobre ¢ de ia siguiente manera:
g(xﬂxl) =fi{x) +iaa, conxeHH, A€ R

Se tiene que H G G, asi:

p(z) = £(z2) para todo z € ]

et
et
")

por otro lade, para X,y & H, A ,2
gl lxeryxy) + (ronyx )] = gLy + (Ag+5)x]
= flx*y) + (A +A3)<*c
= {{x) + £{y) + A F Ao

= [f(x) + }g-iz',!] + [{{y} + r,0]

]
s
——

y alk(x + ,\.lxl}}

(2)

(3)

(4



= {(k}() + {k;\_.‘)a

= kf{x} + k(llor.)

R

= k{(f{x1 + \,a
= kg{x*11xl) , para x EH, k,» € R .

Por lo tanto g o3 lineal sobre G.

43

Tomemos A > 0 y sustituyamos x por A" *x en (2), y por A" Yy en (3),

asi:
-1 L
fOO™x) - a<np(® "x - 41) (5)
-1 - .
£ y) v e <p(Tly ¢ x)) (6)

Mul tipliquemos (5) vy (6) por i:

AT - e < ap(A'x - X))

-1 -
AF(AT V) A < ap(aty + %q)
es decir
[x) =2 s plx - Ax9) vy
£{y) * 2 20y + 2yy)-

Ademds por (4}, tenemos que

{(x) - xa = glx - Axl)
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A

v} + Ao = g(}r + }",xl"}

0 sea que

es decir que g < p sobre el espacio G.

Por tode lo anterior, tenemos que (G,g) € & y ademds que

{H,h) < (G,g}, porque H ¢ G.

bt

~4

Esta Gltimz aseveracifn es una contradiceidn al hecho que

(Hyh) es elemento maximal.

i}

Por consiguiente, podemos afivmar que H = E y asi tenemos la exten
sibn de f hacia E.

-

Una Forma distinta, pero mis Gtil del teorems anterior es 1a

que sigue.
TEOREMA 8.3: (HAHN-BANACH) .
"Sea M un subespacic del espacic de Banach E. S1 f es una fun
cifn lineal acotada sobre M, entonces existe § en F* tal que:
$0 = £ parax €My eIl = Tefj™

PRUEEA :

Considerando a ¥ como up subespacio lineal real X, fenemos que la



"
ey
P
[#5

. - ey £ v g T - g = ey ey < T
norme o5 una funcional seblivenl aobre (U ova gue

N H LI [

;;\ Lo o« flf:’ e i!"\ ?:

" L] T i .
- Towdl - LRIV B oy 7 gy '
g g hus i ] UYL, ]L..-..p | Ao~ G

Ademids, la funcadnm: o M > W

N,
M es un subespacio veal de ¥, es vma funcional lineal real

gl
b
=
L
1
A
13
Ty
g
Ysapsend
B
\
N
S
i
I~
g

B
3
I
o
!
o
ol
n

Haciendo p(x)} = [Iflj {[x{
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tenemos que

Con este se cumplen las condiciones del teorems amterior y por

"]
consiguiente obtenemos una funcicnal lineal real ¢ sobre F que ex

tiende a g y que satislace
¢(x) < pCo= HEl Ix ]

para x & 3.
Supongamos ahora que el campo escalar es .
Defi wmos wma fumcidn ¢ sobr: &

PO = wlx) - p(ix).

Dicha funcidn estd bien definida por estarlo ¢.

Ademds, para X,y en ¥, o, o, en R,

9
£
Bix +y) = wix +y) - Wpli(x + y)]
= g{x) * $ly) - I¢{ix) - iv(iy)

= d(x) + @y)

v ((314'1032):() = kfﬁ-‘(‘T«’ZIX"‘C‘e’?iX)
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By = i) = (o, + 1022300

v asi  hemos propade que § es una funcional lineal compleja sobre

e

s o

148

Ahora tomemos wun elemento x € M. entonges

GO = wix) - 1w (ix}

s

Como f{x) € € , entonces

e
=
£
wn
i

f{x) = u+ iv para algunos u, v en

P o I 23 PR G oapd
Rel ofx7 & Rafi R
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=
st
L

antonces <
Ademas, cond
l;r:’: = gl LD
i v § = = I{ i

y 4 es una extensifn de f. tenemes que

COROLARIO 8.4

»

i x es un elemento de un espacio de Banach ¥, entonces

h
*

it

te £ € 3% de norme unitarian tal que

~ N [
i) = Hxiio,
PRUEBA.
Supongamos x ¢ O
Hagamos
M= {ax 5 en £}

es decit el espacio unidimensional generado por X.

Definamos uns funcidn g sobre M por




3 3 Y o= 3 b :l :
g\l].‘( + AZJ‘;J > \,-‘.1 he )7; it X ii

v Haeld Mo
=g Ixlie A fix]

gla(x;x)] = gf {ai,)x]
1 - i

= {,.c‘a'.,\-] [Y:‘“: E

= ol lTxil)
1!

Vv Coms

Potawd| = Hdl st
PELAKT ] T X LAy

ontonces g os acotada, y como

ge decir

gl =1

120

el teorema anterior nos proporiiona una extensién £ € E* de

g a X tal gue

&



flur = glu} para uen M

o~ & _— e N
¥ oooomo X estf en M, entonces

£}

I
wa

%
u

gil.x)

que es lo que queriamos probar.

COROLARTO 8.5:

"S5t f{x) = 0 para toda f en T*, entonces x = 0",

PRUEBA:

-

Sea x tal que £(x)} = 0 para toda £, € X*. Supongamos que
x # 0. FEntonces por el corolario anterior, como x esti en 2,

existe f en 3C* tal que
fx) = x|l =1#¢
lo cuzl contradice la hipdtesis.
DEFINICION 8.6:

Sean E y E' espacios lineales nommados. Un isomorfismo
isométrico de B en E' es uyna transformacitn lineal 7 uno a uno de E en
EY tal que

Hreptt = x|l

para cada x € E.



g

Se dice gue E es isondrfico isométricamente a E' si existe un

isomorfismo isométrico de E sohre EY,

TEOREMA 8.7:  (BANACH) .

"Todo espacio de Banach X es isomdrfico isométricamente a
un subespacio cerrado de C{X) para algln espacio de Hausdorff Compac-
to XU,

PRUEBA:
Tenemos que (¥*); = {f € I* : £}l < 1} es compacto en la W*-topo
logia. (Ver el Teorema de Alacglu).

Por consiguiente, podemos considerar gque X es (Sﬂ*)l, es decir

X = (3%,

y definamos la funcitn h por

donde
h X s T

f — {{x).

h estd bien definida por estarlo las h,

Ademas, si X,y € Xy ?A-.] ,}\2 & @, entonces



hOx + Ay (6) = (£)

h)‘ XMLy

]

fax Ao¥)

= Alf(x) + >‘2f(y)

A.ihx(f) + Az}&(f), para f € X

th(x) (£) + th(y) (f}, para f € X

Por otro lado, para x € X, se tiene

I i, = Sup {h (D)
£E(X%),

= Sup [£(x)]
£E€(3E*)

perc como todo f£ € C(X) es acotada, entonces
Sup [£() 1 < Sup HE]] | xj]
f€($*)1 fE(:f*)l

< Sup  x!
HEOUN

ya que [{f]| < 1.
Asi Hh}(”m = ”X”

Por otro lado, el COROLARIO 8.4 establece, para x € X, la exis-

tencia de f € (F*),, tal que:

1’
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es deciy

x|l = £ < Sw £e) = I li,
FE(ER), x

y por consiguiente
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