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INTRODUCCTION

E1 prop0sito fundamental de este trabajo es abordar el ané-
isis de teoremas de representacidon para funcionales Tinea-

ies definidos en espacios particulares de funciones.

Involucrames para ello elementos de teoria de medida, algu-
nos conceptos basicos de Andlisis Funcional y ciertas es-

tructuras topoldgicas gque complementan el estudio.

E1 trabajo ha sido disefiado en tres etapas. Los dos prime-
ros capitulos presupone el conocimiento de la teoria basica
de integracion de Lebesgue, en base a éesta se construye el
espacio de funciones Lp, se describen sus caracteristicas ¥y
propiedades y culminamos con el primer teorema de represen-
tacion de Riesz previa introduccidon al concepto de funcio-
nal lineal. En el tercer capitulo generalizamos el trata-
miento anterior, analizamos 10s eiementos bdsicos de teoria
de integracién con respecto a medidas (finitas y o-finitas)
arbitrarias, para luegc seguir el esquema de construccion
del espacio L? de funciones Yy su respectivo teorema de re-
presentacion para funcionales lineales acotados. Finalmente,
en el cuarto capitulo abordamos la relacidon entre teoria de
medida y topologia, trabajamos con espacios de funciones de
finidas en espacios localmente compactos e introducimos el

estudio de la medida de Baire para desarrollar el tercer



teorema de representacion, Hemos afiadido un Apéndice en An

|99y

lTisis Real que provee de resultados importantes para el tra

temientc y estudio de los dos primeros capitulos.

esquema anterior responde a un a2bordaje meto

L d.Jc

m

(=]

dologico qu
parte de una teoria de integracion con respecto a una medi-
da particuiar, en nuestro caso la medida de Lebesgue, estu-
diada en cursos bdsicos de teoria de medida, para luego Ge-
neralizar sus resultados y plantear el andlisis a nivel de
medidas arbitrarias. Este formato a2 su vez, es el seguido

por numerosos textos, particularmente por aquel que ha ser-

vido de base al presente trabajo: Real Analysis de H.L.

Royden (ver bibliografia).

Consideremos que nuestro trabajo aporta elementos de base

para el desarrollo de cursos avanzados en teoria de medida,
Ta relacidn estrecha de é&sta con algunos conceptos topoldgi
cos y fundamentalmente provee conceptos basicos para el es-

tudio serio y detenido de la teoria de la probabilidad.

Queremos finalmente dejar constancia de nuestro agradeci-
miento al Ing. Francisco Marroquin y al Lic. Jdavier Rivera
Lazo por sus numerosos aportes y su entera disponibilidad a
colaborar con nosotros que siempre fue mds aila de la sola

resposabilidad que se les asigné de asesorar nuestro traba-

jo.
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CAPITULO 1

FSPACIOS LP DE FUNCIONES DE VARIABLE REAL

Damos jnicio @ este capitulo con el estudic de determinados
espacios de funciones y sus caracteristicas distintivas. Es
pecificamente, abordaremos el analisis de ciertos espacios

de funciones de variable real.

BEFINICION 1.1

Sea p un valor tal que 1 < p < =, una juncién medible § de-

jinida en [0,1] se dice que perntenece ak espacia LV s4:

F oo ow

1
g
)

Mads precisamente, decimos que pertenece al espacio LP de

funciones medibles definidas en [0,1], denotamos

P = LPro,1]
Por ejemple, el espacio L' es el constituido por todas agque
11as funciones integrables segln Lebesgue en el intervalo

r0,1].

A manera de recordatoric, presentamos la siguiente:

2
‘

DEFINICION

[omry

Un espacsce X de funciones de vardable neal se denomdna espa

]

f

cic Lincal (scbre ¢l campe neal) s4 tiene fa propdedad de



(%)

que para cada par o funcdc 4 ¥y g pentencedientes a X y
) I_f ‘_a(_ ¥ 1 ¥ it
% "

r“
™
=

=
=t
r

Sean £ y g puncicenes perntenecLentes al espacdc LV, entonces:
+ g ’ < P (14|P + |g]!

PRUEBA:

Para 1os casos en los cuales f = 0 6 g = 0 y aquellos en los

que f = g la desigualdad anterior es facilmente verificable.
Analicemos entonces las siguientes posibilidades:
i) ifl > gl

feglP < (5] + [g1)P = [1fj(1 + 18lyyp

| f

.ql
< 2p;f!p ya que p > 1y R« BV
| 1



11) If—]\ f
r 1 v D v : ] 0
£ 4o e i al )P = = I(} FyP L 2P g1
en cualguier caso de los plar g
faqlP < 2PC1FIP & (qlP)
g | R T | 5 /

A partir entonces, de las definiciones y resultados previos,

, s : i " : D
encontramos la primer propiedad de 10s espacices L™.

PROPOSICION 1.4

Los espacics LF son espacios Lineales
PRUEBA:

En primer lugar, sea a €IR y una funcién cuaiquiera del espa

cio LP.
1 1 1 1
[lafl® = [al1£0P = [1afPleIP = [alP[i1P < «
0 0 0 o

ya que fe:Lp; de donde ofe LP.

Sean ahora f, ge LF,

[ f+g P < 2PCIElP 4+ |glP) (en base al lema 1.3)

C C

' P pr{ e P

| IF+gl® < 270 IF17 = Jlglf] < =

C 0 C

resulta entonces que f + ge LP y por l¢ tanto LP es un espa-
cio lineal



DEFINICION 1.5

n ' P A ¥ ! = & f . & 1] 14 o
Para Los elemenos de un cspacdo LT, definimos La funcibn:
EF el TR
1 -
AL - 7] rl 1z P!
g e gl s 41
0
Ak efecto de comprobar que la funcion anterior satisface

los requerimientos asociados a una semi-norma, puntualiza-

mos la siaguiente:

PROPOSICION 1.6

Si o es una constante, enfonces

u

logl, = [allgl, con eL”

PRUEBA:
1 1
( ' 1 (. )
fafl, = {][af|PrV/E = (|[a|P|fIP1/P
‘ 0
1 !
= UalP|IFIPY/R < Jalq||f]Py!/
C C
= Jal |1l
P

PROPOSICION 1.7

Sea 55_LP, hﬁlp = 0 54 y s6Lo 64 £ = 0 casd pon dogudexn.



PRUEBA:

=>} Asumamos que thp = 0, es decir

1

{?,FTD}I/D = 0, de donde i!f‘r =
C 0

esto implica que |f§p = 0 casi por doquier

y deducimos entonces que f = 0 casi por doquier

<=) E1 reciproco es evidente, ya que si f = 0 casi por do
guier, entonces |f|p = 0 casi por doquier, y luego

1

Is

)\flp = 0, por lo que
0

€I, = ([ 1£1P3/P <o

O
-

Nuestro interés es, no obstante, contar con un espacio nor
mado. ET resultado anterior presupone un problema a nues-
tros propésitos. Desafortunadamente, la funcidn (| Hp) de-
finida en LF no satisface uno de los requisitos para ser

considerada como una norma, el cual es

Hi
()

[ f]| = 0 <=> f
Il
sclamente podemos concluir

Ifll_ = 0 <=> f = 0 casi por doquier,

para superar tal dificultad, consideremos la siguiente:



DEFINICION 1.8

Decimos que dos funciones medibles son equivalentes 84 uy 5¢

N

Lo 44 son Lguales casi per dogudek.

Tementos aue consti

T
7))
=
(&l

i ]

—
m
—
Q
v
D

Ern términos rigurosos, ¢

- . i . - .
tuyen el espacio LP no son funciones, sino clases de equiva

lencia de funciones. No hay problema en cuanto a la defini-

cién de la funcidn (| ) pues el integral de funciones

I
iguales casi por doquier es el mismo.

Superando el problema planteado, nos resta Unicamente com-
probar que la funcién definida en LP goza de la propiedad

que para clases (de funciones) f,ge LP se tiene que:

f+ Lf| +
£+l < 16l ol

Estableceremos algunos resultados previos gue viabilizen

su comprobacidn:

DEFINICION 1.9

Una 4uncibn Y depindda en un Lntervalo abiernte (a,b) se di-
ce que es convexa a4 y s6Lo 54 para cada x,ue (a,b) v cada

xocon 0 < A < T se cumple que:
Plax+(T-2)yl < Awix)+(1-2)y(y]

CEMA 1.10

)
(i}

]
ot
-
C
=1
I
b

Si una funcidén g tiene una segunda deafvada nc



N

un internvalo abiexnto la,bl, entonces g ¢4 convexa en (a,b).

PRUEBA
Sean x.,v < {a.t con G- » o< 1
Esumamos que »

g(ax+(1-2)y) - ag(x)-(1-2)g(y) =

Mg+ (1-2)y) = a(x)]+(1-0)[a{ax+(1-2)y)-gly)] =
A1-2)(y-x)g" (u) - A(1-2)(y-x)a'(v)

con x < u < Ax+(1l-A)y, 2x+{1-X)y < v < y,

entonces:

g(ax+(1-2)y)-ag(x)-(1-2)g(y) = A(1-2)(y-x)(g'(u)-g'(v)),
pero g'(u)-g'{(v) < O pues g' es creciente en (a,b), resulta
que:

g(ax+(1-2)y) < aglx) + (1-2)gly)

de donde g es convexa

LEMA 1.11

Sean o u P ndmenos reales no-negaliLvos, Yy supongamcs que

0 < » < 1, entoences

otel < da+(T-A)E
con La Ligualdad satisfecha séLe s4 o = B
PRUEBA

Observemos primero que la funcion

-Ly(x)



oo

es convexa pues tiene segunda derivada no-negativa en su do

~In(2a+(1-2)R) < rx(-&nla)) + {1-2)(-£n(E))

en 1os casos en que ¢ = 0 6 £ = 0 el lema es triviatl.
Siguiendo la desigualdad:
~In{rat(l-2)8) < —ﬁn(ch) - ﬂn(B:-k)

“Ln{ra+(1-2)8) —En(alél_%)

| A

fn(ael™)

| A

Ln(rat+t(1-2)8)

y entonces

A

o Bl‘)\

xa + (1-A)B
A

| A

1.12 DESIGUALDAD DE HOLDER

Sean 1 < p < e, 1 < g < @ + = 1. Si 4etP yge L4

ol -
Q=

entonces §.g el y [4.g9], < Néﬂp-ﬁg“a. la L{aualdad sc sa-
ftisqace s4 y s6Lo s4 parna algunas constanfes ne nulas a y b

tenemos que al§|P = blgl? casi por dogquiex.
PRUEBA

En primer lugar, la desigualdad es inmediata si [f|[ _ = 06

W

“g{o = 0. Supongamos entonces que:

e, = |

ademds ) =



en base al lema anterior:

—+
—
+
g
R
‘*‘
w2
—~
~
g
0O

f(t).g{t)] <

o |

s
|
(&
—
Py
~——
O
~—

(en este caso la igualdad es satisfecha si [f(t)[" =

integrando ambos miembros de Ta desigualdad:

[1£.01 < 21e1P + 21q19

1 resulta que J[f|p = Jigiq

1]
Pt
-

como |71, = Il

por tanto [fogls = [[f.g] < 1= [7l,lol, (1)

(en este caso la igualdad se verifica si |f(t)|P =]|g(t)]|%%cxd).

Sean ahora f y g elementos de tPy LY con Hf”p # 0 vy
0.
loll o #
Entonces i y 9 tienen ambos norma igual a 1, susti-

.f.‘
I, sl

tuyendo en (1) se tiene:

(el gl 1 {If-gi <1
Ll f -
ifl, Ul Il el

{

[1f.gl <11, Nl

.90, < 1FF Dl

La igualdad se satisface si:

|flp \g|q

= cxd, es decir NgHg{flp = HfHElg]qcxd.

| P TR
Iy sl A



10

1,13 DESIGUALDAD DE MINKOWSKI

PRUEBA

Para p = 1,
'

| [ f+g

[f+al, = |

t

, Y
< [Ifl+]lg

| f+g

o< I Fla el

Asumamos ahora gue 1 < p < o,

elegimos g de tal manera gue % + =1

1
q
[ f+g|P = [f+g|P71 | f4g]

1

|Fif+g| P 4] g |f+g|P~

| A

integrando en ambos miembros:

( - -1
[1£291P < [1£1 14917 4] lg] [ £+gP (1).

Veamos ahora que |f+g!P ¢ LS,

para ello nétese que {p-1)g i;q =

asi entonces:

{ (p- { D
| | f+g| ' = | |f+g|" < =(porgue ft+ge LP).

Por tanto, por la desigualdad de Holder:



Jif+gip”lf| Lfl . I f+g]P 7Y
. f+g|F7 | q < 19l T _1:4
cdemicl [t4a1P % = ([ifaqr{P-1)ay’/a

Sustituyendo estos resultados en la expresidn (1)
, P o tif4q|P | P/q +ql P76
[ireg1P = iteal? < Bel UealP/9 + ol 7ol F
feg|P < [ f+q| P! [+ P = po1,

U gllp < | gllp (IIpr ||gllp) ya que ¢ = p

y entonces:

[ l ' + ;
If+gll, < IFl, * Nl

Por la desigualdad de Minkowski y los hechos que:
fll = £l s
lafly = lallfl,

Nfﬁp <=> f = 0 (en el sentido de clases de equivalencia),
afirmamos que Lp(l < p < =) es un espacic lineal normado.

Nos resta plantear el caso de 1os espacios LP para p = .

DEFINICION 1.14

11

Sea 4§ una Aduncddn real medibhe, ef supremo esencial de La

juncddin 4 sc degdne:
sup escd = anf{M/ult/ 40} > M} = 0},

i

es deedn, el valor M mds peguciic de maneira guc
s - .



12

. o] . v
el espacio L es el conjunito de Zodas aquellfas funciones

{mé&s precisamente clases) tales que:

4l < =

En otros términos, el espacio LY es aquel constituido por
todas aquellas clases de funciones medibles acotadas en el
intervalo [0,1], o mds bien por todas aquellas funciones
medibles que estan acotadas excepto en un subconjunto de

medida cero (identificando funciones equivalentes).
LEMA 1.16

L” es un espacio Lineal noamado

PRUEBA

. . , -
i} Sean f y g clases de funciones en L ,
observemos que:

| f+g < |fl+|g] < jfhm+|gim casi por doguier,

y entonces:

I f+gll, < Ifl +lgll, por definicién de |f+g| ,



i) Sea ac IR, fel”

= infiM/ult/lf(t) s My = o

o

M
Sea L = —— , entonces:
:.’_l§

laff_ = infljofL/u{t/[f(t)] > L} = 0}
= Ja| inf{lL/u{t/[f(t)| > L} = 0}
= |o| sup esc|f]

= Jallfl,

iii) Sea fe L,
Iflf = 0 => |f]| = 0 casi por doquier
=> f = 0 casi por doquier,

el reciproco es evidente:

f=0=|fl_ =0
A

- v - . » 3 o
Para compietar este primer analisis del espacio L , esta-
blecemos las siguientes proposiciones que involucran a los
i A

espacios LY en general (1 < p < o).

PRCPOSICION 1,17

Si 4elt v gel, entonces



PRUEBA
Sea un valor M tal que [g(t)| < M casi por doguier,
(f.g| = |f|.|g| < M|f| casi por doquier,

1ntegrando:jif.gg < Milfl'
J 4

de donde

j\f.g; < infiM/|g(t)| < M cxd}. }\f|

Jifesl < 11,0l

PROPOSICION 1.18

Sea § una funcidn medibfe acotada en el intervale [0,71].

Entonces Lim Hﬁﬂp = |4l

oo
PRUEBA

Sabemos que [f|P < Hfﬂz. casi por doquier,
1

[1F1P < 112,

¢
y entonces:
Lim [ ff, < Ifl. (1),
p-+02-
Sea ahora ¢ > 0, A = {tel0,1]/[f(t)] > [f]_- €},

—4
e
| v
—
—h
p=]
| v
—_
~f
; —
t
M
~—
=
ot
—_
p=)
o~

14



como u(A) > 0 por definicién de [f_ y la desigualdad se
verifica para todo ¢ 0, entoences

Lim | f > [, (2)
p+oo p

De (1) y (2), Lim [f|_ = |f]_
p-roe P

A

CONVERGENCIA Y COMPLETITUD EN LOS ESPACIOS LP
DEFINICION 1.19

Una sucesibn en un espacLo Lineal noimadc se dice

[a}’L)n>]
que convenge a un efemento 4 en el espacic 84, dado e > 0,
existe un enteno positivo N tal que para todo n > N tene-
mos |§-4,1 < e. S& §, converge a § escnibimos

Lim 5n = 4§ 0 6n = §.

oo
Una manera alternativa de formular la convergencia de "

a f deriva del hecho que f =+ f si if, - fl = C. Por tanto,
esta U0ltima expresion es también indicativa de la conver-

gencia de fn 2 f.

En nuestro casc particular, la convergencia en el espacio
LP, 1 < p < », es a menudo referjda como "convergencia en

media" de orden p. Entonces tendremos que una sucesidon de



funciones (fn)n>1 se dice que converge en media de orden p

- ., P | £ i N
a2 f si fel™ vy h'"fn'p = 0.

s
n
ct

[a7]
b
—k

a ahora analizar el tipo particular de convergencia

it

ucede en el espacio L ; a tal efecto, estab

mos

m

ec
la siquiente proposicién que evidencia que la convergencia

o

en L es casi convergencia uniforme.

PROPOSICICON 1.20

Sea [5}7)”>z una sucesidn de funciones en L°, entonces
(4,),.; converge a § cn LY 84 y 4600 a4 exdiste un conjunto
A de meddida cenc tal gue én converge undformemente a § en

AC.
PRUEBA

=>) Supongamos f_ -~ f en L™, es decir an—fﬂw ~ 0, es de-

) +
cir que dado m, existe N, con m, NeZ , tal que

n>N=>[f -f]_ < l,
“'n ® m

entonces Efn(t) - f(t)l < % casi por doquier, para

n > N, o biern |fn(t)-f(t)! < %, con te A;, pu(Am) = 0.
Sea ahora A :mgﬁ Am, u(A) = 0,

Y por tanto |[f (t)-f(t)| < % para todo m,

con te A y n > N,

. ) : ) c
de donde fn — f uniformemente en A,



-

—t

<=) Sea un conjunto A, con p(A) = 0, y

. c
fn -~ f uyniformemente en A7,

es decir, dado ¢ > 0, existe N tal aque

()]
wn
8]
v
—
.
ct
e
|
-+
—
ct
—
&S
™

casi por doquier,

Tuego an - fi_ < e ¥n >N,

-
I
-+
¥
o

entonces |

Con el objeto de abordar el problema de la completitud en

los espacios Lp, recordamos las siguientes definiciones.
DEFINICION 1.21

Una sucessén (4 |

nlp>1 €0 un espacio Lineak nonmade s una su

cesibn de Cauchy 54, dado ¢ > 0, existe N tal que para todo

n>Nym>N tenemos que:

Is, - 6,1 < ¢

m

Igqualmente, una definicidén andloga a Ta anterior se estable

ce en los términos de que ”fn -f )] > 0conn>Nym>N.

N
Se verifica facilmente que cada sucesidn convergente es una

sucesion de Cauchy.
DEFINICION 1.22

Un espacsic Lineal noxamade es LLamade compleXo s4 cada suce-

o C A

s40n de Cauchy converge en el espacdic, €4

ViAo oY s A
IS -

=

uccsdén de Cauchy Lyt~ e ek e



capacic tal gque £ + 4. Un 4 24cC Lineal normade complet.
apacdo ta 1 4.

' ot o —of o~ * f - i
ey Llamade cspacsde de Banacn,

DEFINICION 1.23

) (S noun espacdo Lineal noima

Una senic <
( n>1?

Y nlnst

se dice gue es sumabfe a La sug 1S AL S cstd en el cspacd.

y La sucesddn de sumas parclai ? [S”Jn>; convenrnge a 5, &b

n
decin IS - | 40 0,
L=1
en este caso escndibimos S o=V 5.
L]
. . ) > « f° ) \
A su vez, fa renie < (6n)n>1’ @S;’l]n>1 es absolutamente L
mable 54
oo
A
Z Nél('_t -

L=1
En el caso de una serie de ndam oS reales se sabe gue suma.
bilidad absoluta implica que 1a Serie es sumable. Esto no
es cierto en general para una -erie de elementos en un esja
cio lineal normado, la siguient® Proposicién muestra que 1,

implicacifn se satisface si el espacio es completo.
PROPOSICION 1.24

Un cspacio Lincat normade X c: completo AL y s6lo s¢ cada

scadle absolutamente sumabke o umable.

PRUEBA

—_ . 1y £ ) S > ie \
_/) Sea X Cohlp]etc y < I:Tnln". (bﬂ)nil una serie ‘leO].



tamente sumable de elewrentos de ¥X.

Go

Como ) ?fnh = M < =, se deduce que la serie de nime-
n=1

ros reales < ({fn}) , (S*) . > es convergente, y por

n>1 n‘nxl1 T

lo tanto de Cauchy.

Sea ahora e > 0, para n > m > N, tenemos

' n Im n ’ Q 1
usn_SmH - | y fi . Z f-il = ”Z 1:-|“ < . Z ”f-ih’
i=1 i=1 1=m+l i=m+1
n . m .
”Sn_sm” < .Zlﬁfih - _F ”f1“ = 5; - S; < ¢ (por ser de
1= 1=
Cauchy)

Entonces la sucesion de sumas parciales (Sn) es una

n>1
sucesion de Cauchy y debe por 10 tanto converger a un
elemento S en X dado que X es completo; la serie es por

1o tanto sumable a S.

Sea (f._)

u ion de Cauch .
n/n>1 na sucesion auchy en X

Para cada entero k existe un entero Ny tal que para todo

n>ongym>n, tenemos que

- f ] <27k

i r‘: m
Escojamos Tos nk de tal forma que L > I
entonces (fnk)kil €s una subsucesidn de (fn)nil,

sea ahora



(]
—

C

(&
t
il
~h
=
y
1
-+
>

obtenemos entonces la serie < (g, ), ;s (SF)

* =
donde Sk fnk,

: . ~k+
Ademds : Hgkﬂ = ank - fnk-ln < 2 para k > 1,

(o]

S L -k+1 .
por tanto J g, | < fg,l + 7 2 = |g,f + 1
k=1 K : k=2 1

Entonces la serije < (gk)k>1’ (S?\f)k>1 > es absolutamente suma

ble, y por hipotesis existe fe X al cual converge la suce-

sién de sumas parciales, esto es SE - f,

como St f , la subsucesion (f
n n

k

k)k>1 converge a f.

Nos resta probar que la sucesidn original (f_)

n)ps7 COnverge

a f. Como es una sucesion de Cauchy tenemos que, dado & > 0,

existe N, tal que para todo n > Ny m > N se tiene

, 3
f - f | < =
H n m|l 2
como f -+ f, existe K, tal que para todo k > K tenemos
'k -
I e
;'fr\ - f“ < 5
Ik L

tomemos k >

\
7

<

=

> N, entonces
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N A A TR R A RIS
Luego, para todo n > N se tiene
an - f| < ¢ y por tanto fo f

de donde el espacio X es completo A
1.25 TEOREMA DE RIESZ-- FISCHER
Los espacios LF son completos
PRUEBA
Asumamos en primer lugar 1 < p < .
Sea (fn)nil una sucesién en LY con

§ anH = M < =, es decir que la serie

n=1

(fn)nil’ (Sn)n ] > es absolutamente sumable.

Por la desigualdad de Minkowski, observamos:

n

gl < f < M
lagly < 117, <
es decir (g WP mP,
J n -
Q
Para cada x, (gn(x))n>1 es una sucesidén creciente de valores

BIBLIOTECA CENTRAL]
UNIVERSIDAD DE EL S5aLVaAaDOR




reales extendidos y debe por lo tanto convercer a un real ex

tendido g(x).

La funcion g asi definida es medible, como g, €s medible y

no negativa, también g es medible y g

por el lema de Fatou:

P

entonces g© es integrable y por tanto g(x) es finita casi

por doquier.
Para aquellos x tal que g(x) es finito, o sea

g(x) = ‘2 [ F ()] < e

v

la serie < (fk(x))k>1, (Sk(x))k es

absolutamente sumable,
como esta es una serie de numeros reales, debe entonces ser

sumable & un namero real S{x)

Si hacemos S{x) = 0 para aquellos x donde g(x) = =, tenemos

definida una funcid6n S tal gque Sn(x) ~ S{x) casi por doquier,
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Por tanto, Ta funcidn S es medible,
n

ademés iSn(x)E = | 'fk(x): < ;2 ifk(X)} < g(x

Por consiguiente, S pertenece a LP y tenemos gque

s, (x) = sGOIP < 2P[]s (x)[P + [s(x)|P]

s (x) - s(x) [P < 2PTig(0)7P,

n

como 2p+19p es integrable y [S_(x) - S(x)|P ~ 0 casi por do-
quier, tenemos por el teorema de convergencia de Lebesgue
que:

Lim J|Sn - S|¥ =0, es decir,
0

s, - s|P + 0.

Entonces HSP - SHE +~ 0, 1o que a su vez implica que

Isp - sk, = 0.

n

Por teanto, la serie < (f_ ) _ (S ) _,> es sumable a Ta suma

En virtud de la proposicidn anterior (1.24), LP(1 < p <
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es completo.

- 4 o N L4
fira probar que L es completo, sea (f ) una sucesicn de

nn>l

Cauchy en L ., es decir, para todon > Nym> N,

lf - f| = o,
n ml e
por definicidn de | |_ se tiene que:
f (t) - £ (t)] - 0 uniformemente en A, con u(A) = 0, como

n m

en los reates cada sucesidon de Cauchy es convergente enton-
ces (fn(t)) converge a un limite f(t) y la convergencia es

uniforme en AC.

Si definimos f(t) = 0 para te A, entonces fel® y por defini

. - . o«
cion de convergencia en L :

oo
converge a f en L ,

(f._ )

n‘n>1

por consiguiente L~ es completo. 4



CAPITULO TI

FUNCIONALES LINEALES ACOTADOS EN LOS ESPACIOS LP

En el presente capitulo, abordaremos el estudio de funciones
definidas sobre espacios lineales normados y sus propiedades.
Particularmente estaremos interesados en los espacios linea-
les estudiados en el capitulo precedente: los espacios LP de

funciones de variable real.

En nuestro desarrollo, estableceremos algunas definiciones

g
preliminares y resultados intermedios que nos conduciran a
1o gque hemos denominado por cuestion de orden "Primer Teore-

ma de Representacion de Riesz".

DEFINICION 2.1

Se dencmina funcional Linealf en un espacdc Lineaf normado X

a una puncLdn

F: X > IR  taf que Flaf+Bg) = oF(4) + BF(g]

para todo par 4,6 X v a,f zIR.

DEFINICION 2.2

Decimos gue ef 4uncional Lincal F es acotado, s4 exLile una
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censtante M tal que
Ml 41, para todo § e X.

La mde peguena de Cstas constantes M pana fa cual cs safds-

feocivn fa desdgualdad anterdion cs LLamada La nonma de F, asd
£l 2
7l - sup (LD
| 41

donde § varia scbre Zodos Los valones distinios de cerc en X.

Habria que destacar que la funcidon-anterior (| [) satisface
1os reguisitos asociados a la tradicional nocidn de norma en

espacios lineales (normados).

Antes de conocer el primer resultadec importante aue involu-

cra funcionales lineales establecemos el siguiente lema que

oo

nos serda de utilidad en el caso de funciones en [} y L

LEMA 2.3

Sea g una gquncldn Lnteghrable en el intervalo [O,ﬁ , enteoices

oxisite una funcidn medible acotada { zal que |4l 4 0 y

fa = lal, [l

=



27

PRUEBA

f es medible y acotada, ademas

Ifl_ = Supesc|f| = 1,

entonces:

1 1 1

‘ (

[f.g = |g.sgn(g) = Jlgi = |lgf,.1

0 0 0

= | fli -lgh, &

LEMA 2.4

Sea g una gquncddn medible acotada, entonces para cada € > 0

ex{sie una puncddn Aintegrable § tal que:

et

.0 > tsl, - el

PRUEBA

1

3

M

Sea el conjunto E = {xe [0,1]/g(x) > |dq

9l o



™
co

y hacemos f = x

E 1
claramente f es integrable ya que ||f| = m(E),
L'-n
! 1
y |f.g = [g.xg = [g > {]g] ) m(E
0 0 £
1
entonces  [f.g > (Lol - e)dfl, 4
0

PROPOSICION 2.5

Cada funcidn g en L9 define un funcional Linecal acotade F
en L7 asi:

|
Fl4) = Jﬁ.g,
0

con % + % = 1, ademds Zenemos que |F| = Hg“o
PRUEBA
1

Sea ge LY, verifiquemos que F(f) = [f.g define un funcional
lineal sobre el espacio LP. 0
Sean f,hel? y o, Be IR,

1, 1

F(af + 8h) = [(af + B8h).g = |(afg + ghg)
0 C
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= LF(f) + BF(h),

asl F es lineal.

abemas por la desigualdad de Holder que:

;

ol < [17al <081 bal,

<
0 0
FOT < Dol lfl,

tenemos que F es acotado y que
)
71 < lialg. (1)
Probemos ahora que |F| = Mghq en primer término
para 1 < p < .

Hacemos f = Igiq/pSgn(g), entonces |f| = |g§Q/p,

es decir |f|P 9] y ademas

/ / 941
fog = 1g1%Psgn(g).g = 1gl¥P.lgl = [glP |
9 + 1 = ‘lL + l =
pero 4 1 q(p q) q.
Asi f.g = [g|% = |f]P,
' (
FUF) = [fog = [1al® = (gl g),

por tanto (]f| yPo= (Hg[q)q,

Il = (gl )P



Asi )
/ 1+2
fallg- I f = '-'iz{iﬁlu\q b (,QJC,‘> P e (!g!q)q
Tuege F(f) = (lal )™ = lal, .07l
D= H 9l ‘;_D.
: il d IF(f)I |
Si ahora |f]. # 0 entonces — = g,
i M ’

lo anterior es cierto para nuestra funcidn f

particular, debe tenerse entonces que

7l > dslg
que juntamente con el resultado (1) se sigue Tla conclusidn

deseada.

Nos resta evaluar el caso de los espacios L' y Lm, para
ello sea ge L',

en base al lema 2.3 existe fe L* tal que

%

t.g = ol -t
0

[FOE) | = gl -llel .
FF(F) | .

- - = ||9h1

y entonces |F| > |[g[:, Ta desigualdad de HGlder completa el

hecho que |[F| = [gf..

. - <t ~
por otro lado tenemos gel , por lema 2.4 sabemos que pa



. e 1 -
rg cada £ > 0 existe una funcion fel® tal que:

f { 2 ri U o g E ).' f; is
0
es I O ':'I = / T
F(f) ~ | 11
_.l.__.l,—— > L [l T €
“ fl‘ 1 R
Quiere decir que para cada ¢ > 0: [F| > [g] - <,

de donde |[F| > |g|_ y de nuevo recurriendo a Holder

IFi = lal.,. A

Nuestro propésito es ahora el estabiecer el reciproco de la
proposicion anterior, es decir, obtener cada funcional T1i-
neal acotado en LP en términos de 1a representacién formula

>

da. Para ello veamos el siguiente lema:

LEMA 2.6

Sea g una punclén Antegrable en [O,?] Yy supongamos que exdh

e una constanfe M tal quc

2 , G I i
entonces g estd en LY y |gla < M.



PRLIEBA
Asumanos primero que 1 p o< =,
efinimos una sucesidén de funciones medibles acotadas de

siguiente manera:

g, (x) =
. 0, si Jg{x) > n
3 £ = | Q/p {
hacemos ademds f_ ,gn| .Sgnlg, ),
ahora |fni = [gnlq/p, de donde
P = q = =

A g, | fo-g, = f .9,

ademds |f [ = (]g_| )q/p, por 1o tanto

n

—t

p

1 ’

(sl % = |17, % = Jfpeg < MIT L, = MUlagh)®P.
0 0
q

< M y dado que q - % = q( _%) - q.% -1,

tenemos Hgan < M oy

1

g 11

q
n:t '

< M-

0

9 converge a |g|% casi por doguier,

Notemos que |9n|
luego por el lema de Fatou:

i 1

Luego ge L° y lg|_ < M

(U9)

™2

(81



w)
(88]

Para el caso p = 1, sea el conjunto

E = {x/lg(x)| >M + ¢}, con ¢ > 0
¥ hagamos f = Sng(g).x-, entonces
L flls = m(E) y mom(E) = M| fly > [[f.q
C
pero f.g = |g|.x., entonces

1
Jf.g > (M+e)m(E),
0

de donde M.m(E) > (M+e).m(E)

esto es cierto s6lo si m(E) = 0

por tanto |gf_ < M A

Procedemos a formular una serie de hechos y resultados que

intervendran en el desarroilo del teorema de representacion.
PROPOSICION 2.7

Sea £ una {funcdbén medible no-negativa. Entonces, exdsie una

sucesLén (¢ ) de funciones simples medibles con @ > &

I n+1 “n’
tal que { = Lim @ en cada punto de X.
PRUEBA
Para cada n, £_, = {x:(k-1)/2" < f(x) < k/2"™y, k=1,2,...,n2"

nk



También, puesto cue la diseccion del rango de

¢ pq €S UM refinamiento del que nos da ¢ es
| 4

cilmente observable que ¢ ..(x) > @n(x) para

f cue nos da
por tanto fa-

cada x.

Si f(x) es finito xeC Fn para algln n suficientemente gran-

de y entonces:

[F(x) - o (x)] <27,

de donde @n(x} — f(x).

Si f(x) = =, entonces x e#th,
Tuego @n(x) = n para todo n,

por tanto @n(x) + f(x) i

FROPOSICION 2.8

g

i ; N .
SL §ystasnrst,a s0n funciones medibles, |4, | < g para Zode

4 &) . . , (P
n, dende |g P es 4ntearable u f, { cxd, entoncces !5.) es
/A_l-:i:-L.. 63 4

|. ’.)J

|16, - 617 =0



(&)
o

PRUEBA

} i
n!p < |g!¥ para todo n,

, . _ | (P « . @ . .
poyr consiguiente ffjp < |gl|’ y asi |f] es integrable.

Teremos que |f

También |[f_ - £|F < (|r [+]f])P < (2]g])P,

esta Gltime funcion también integrable.

A su vez Tfp - f1P - 0 cxd,

ahora, en base al teorema de convergencia dominada:

£ - fIP >0 A

O

LEMA 2.9

Dada una funcibn simple ¢ deginida en [a,b], existe una fun
ci6n escaldén g en [a,b] tat que gix) = @(x) excepto en un
conjunto de medida menor que e.

PRUEBA

¢ es una funcidn simple,



Para cada uno de Jos conjuntos medibles Ei existen intervalos

K

abijertos I.,....,I, tales que si G. = JIr entonces
>k ' i

Tenemos que XC es una funcion escalan
3

n
Hacemos g(x) = ) 3 Xe (x7),
i=1 18y
se tiene
n
(x) - g(x) = § a.({x. - x. )(x)
i=1 VR Gi
¢(x) - g(x) = 0 excepto en el conjunto

A = {x|x e(Ei A Gi) para alglin i},

n
con m(A) = Zm(Ei A G1) < g
i=1
y ademds g es una funcidn escaldn &

TEOREMA 2.1¢C

[5]

a7
[ 7 §

g;eiﬁ, < p < w, Dado & > 0 exdste una funcidn sample

A

ae L tal que | 4-alp

™M

PRUEBA

Asumanos que f > 0 (en cualquier casc trabajamos con



(o8]
~d

(f y )
o oposicion 2.7 existe una sucesidén creciente de funcio
nes simples noc negativas firﬁr . Lal que Y, ¥ f en cada pun
Sabemos entonces que }@ni < ¥ para todo n;

ademas | ¥/ P es intearable.

en base & la proposicion 2.8

1;
;:q; _f|p+05
7 n
0

por tanto parea el e dado, existe N tal que

1

JIQN_f,F:(Eps

0

N@N-f[p < e con 9y LP pues
oy 1P < [£[P A

COROLARIO 2.11

- ' ;e . - ¢ 0 :
Sea 4 ¢ LF, dado ¢ > 0 exiate una funcidén escaldn h e LP tat

Sea §elF, 1 < p < =, Dado & > 0 existe una funcibn conti-



[#8)
oo

|12 < €.

0
ua el tal gque | 4-%
PRUEBA

Por teorema 2.10 es suficiente probar que cuaiquier funcidn
caracteristica X, con A medible perteneciente a LP puede
ser aproximada por una funcidn continua de valor absoclutoc a

lo sumo 1.

Sabemos que si xpe L entonces m(A) < =,
por proposicién 3.15 (Royden) existe un conjunto cerrado

CchA y un conjunto abierto VI3 A tal que:

p
m(A) < m(C) + £

2Pl
e P
m(V) < m(A) + Spel
es decir:
m(V-C) = m{V)-m(C) < m(A) + ZETET m(A) + 2;—51—

m{v-C) < eP.27P.

Sea g una funcidn continua

g: X —> [0,1]

con ¢ = 1 en C yg=0-en V7,

[

g existe por el Tema de Urysohn {(prop. A4.2 (2)).

o

tntonces



1
e {
J f\fc\’g!p: , ixA—g[p,
g t)’\Lig
pero {x, # gl cVv-C
.y, - @ 2
, 1
Luego fixg, - alp = |1x, - glF
0
{ p p
= IxA—gl < 2Pm(v-c) < £P.
{xA#g}

De donde HxA—ghp < €,
ademéds como g = (g—xA)+xA
concluimos que gc¢ LP. i

Después de haber precisado que los conjuntos de funciones
(clases) simples, escaldn y continua son densos en los espa

cios Lp, tenemos los elementos necesarios para abordar el:

2.13 PRIMER TEQOREMA DE REPRESENTACION DE RIESZ

, S . 2 3
Sea F un funcicnal Lineal acotado en L! 1 < p < =, Enton-
l s !

- R I <N AN ~ ; [ oy .
ced exL8TC una puncq4cn g en Lt tal qgue:
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Sea X 1a funcidn caracteristica del intervalo [o,s

(0 < s < 1),

Para cada s el valor F(xs) es un ndamero real ¢(s), y éste

define una funcidén ¢ en [0,1].

Probemos ahora que ¢ asi definida es absolutamente continua.
Sea {(si,s%)} cualquier coleccidn de intervalos disjuntos

de longitud total menor que §.

Entonces J[¢(s)) - ¢(s;)| =<F(f), donde
1.

f = {(xs% - xsi).sgn(¢(s') - 0(s;))-
Asi | f|P = Z(XS., - X ), ademas
L i i
1 1 1
(1P < [(Qxgy =g ) = T G = xg )
- - S > S0 >
0 (U i0

Tenemos ahora que:
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2 [
3
—

w

e

si tomamoes & = 1v¥f-' tendriamos que:

asl d es absoclutamente continua.

Por teorema A4.5 existe una funcién g integrable en [0,1]

S
tal que ¢(s) = (g, es decir

o~

Dado que cualquier funcion escaldn y en [0,1] es (excepto

en un nGmero finito de puntos) una combinacién lineal apro-

piada

Debemos tener entonces

1
F(u) i9¢ para cada funcidn escalon i
¢

por 1z lineaiidad de F y de

-
|
I

inteagral,

en efecto:
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i
1
o
pYs

w
(&)
"
I~
——
(@)
St
[{®)
~

ea ahora f una funcidén medible acotade definida en [0,1].

Por corolario 2.11 existe una sucesian (wn)n\l de funciones

escaldon gue converge casi por doquier a f.

Como Ta sucesiobn (|f-wn|p) es uniformemente acotada y tien-
de a cero casi por doquier, el teorema de convergencia aco-

tada implica que Hf—wnkp > 0.
Dado que F es acotado y

[FOE) = Flugd | = IFCF=w ) [ < IFIIF-w 0

concluimos que Lim F(wn) = F(f).

Como gy_ es siempre menor que |g| veces la cota uniforme de

la sucesion (qr) tenemos

U,oen base al teorema de convergencia de Le-

-1
[{e]

1

—

—

3

Oy ey

w

besgue.

Consecuentemente, debemos tener

1

foo -

™

—

~h
™

para cada funcion f medible y acotadsz.

N



Dado que |[F(f)| <« ﬂFHHpr. se

Nos resta mostrar que F(f) =

Sea f una funcion arbitraria

te para cada € > 0 una funcio

sigue por lema 2.6 que

f.g para cada fe LF

p = .
en L™, por corolario 2.

n escalon ¢ tal que

!f - ii'%:[. < E,
como ¢ es acotada tenemos
1
Fly) = Jw-g-
0
Luego 1 1 1
1 {
F(£) -~ [f.gl = IF(F) - F() + Ju.g - [fug
0 0 0
Lol
< [F(f) - F(u)| + leg - Jf al
0 0
1
< [F(f - )| + H(» - fl.g
0
(f - wl  + e -
< ||F|5T ‘*ip “g|icl| w’lp
< Ff + lgi;.:"-

Comoc £ €S un numero arbitrari

F(f)

0, debemos tener
1

~h

]

w
™~



por

proposjcién 2.5

A

4t
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AS EN ESPACIOS DE

En los dos capitulos es

t

udiados hemos aplicado las propie-
dades de la medida y 1a integral de Lebesgue a un espacio
particular de funciones, construido precisamente a partir

de aquellas.

Nuestro proposito ahora es apoyarnos en una teoria de inte
gracion que satisfaga las propiedades fundamentales de la
medida e integrai de Lebesgue y que sea aplicable a cual-

quier sistema que verifique los axiomas dados.

Para ello, procedemos a desarrollar esta teoria, que funda

mente luego la construccidon de un espacio completo.

Omitimos algunas pruebas por considerar que siguen el mis-
mo esquema gque las desarrolladas en 1os capitulos anterioc-
res y en la Bibliografia sefialada al final, para el caso
de 1a teoria de integracion de lLebesqgue. Para ello basta
remitirse a estas pruebas previas y observar gque simplemen

reocuerimos

m

te se hace uso de las propiedades basicas qu
de una funcidén de conjuntos para ser considerada como medi

aa.



1, ESPACIOS DE MEDIDA

' (1 capacse measbl un pak (X, b), eL
te de un conjunte X y una c-dfgebra B de aubcon

funtes de X. Un subconjunte A de X es LLamade medible (¢

medible nespectc a B) a4 A B

DEFINICION 3.1.2

Entenderemos porn una medida p en un espacdo medible (X,B}

una funcLbén de conjuntos no-negativa degindida para todos

Los conjuntos de B y que satisgace: ule) = 0 y
wlu E ) = ) owlE,),
L=1 £=1 -

para cualguieh sucesidn (EL} de conjuntos medibfes disjun-
tos. Pon un espacio de medida (X,B,u), entfendernemcs un es-

pacie medibfe (X,B) junte con una meddida py degfindida en B.

La segunda propiedad es referido como que p es contablemen
te aditiva. A partir de esta se sigue que u es finitamente

aditiva, estc es:



para conjuntos disjuntos Ei pertenecientes a £, pues basta

considerar E_i = ¢ para i > N,

PROPOSICION 3.1.3

al Si Ae B, Be B, v ACB enfonces

>

bl S/

™
)

~.

4 ':-- z o ¥ F -~ F Fal s
c B, plEi1] < « oLt gy entonces

A H}

E.) = Lim ulE )
1

¢} Si E.e B, entonccd

>~

plu E.1 < ) ulE,]
£=1 L=

DEFINICION 3.1.4

Una medida u es £Lamada finita a4 p{X) < =, Es denominada
O-ginsta »4 cxdstfe una sucesddn [XH) de cenfunitcs en B tal

gue X = U, X vooutX o< e,
nst i~ M

DEFINICION 3.1.%

Un espacio de medida [(X,B,u) se dice que es completo 44 B

contienc todos Los subconfuntos de conjuntos de meddida ce-

BIBLIOTECA CENTRAL !

tisfIvVeEPRrP S IManN NFE FI Al VAR PO



r

- - y - I D N ) - B 2 " T
ho, estce es, 44 Be B, plBl = 0, ¢ A cB entonces A chb.

Sea 4 una funcién de valenes rneales cxtendidos defindida ¢
X. Enfonces 4c¢ cc guc 4 es medible a4 ¥
Ty: 71

Es de hacer notar gue el hecho de que una funcion es medi-
bie pareceria 16gico asociarla con la existencia de una me
dida, sin embargo, s6lo el espacioc y 1a c-algebra estédn in-
volucrados en su caracterizacion. Veamos el siguiente ejem
pic.

3

PROPOSICION 3.2.2

]

Sea (X,B} un espacic medibfec y X =

L N

. X, donde, panra cada

n

n, X, e B y X MX = ¢ para n # m. Escalbimos

[#>]
It

{BfWXW: Be By. Entonces 4 es medible con nespecioc a

(X,B) &4 u s6L0 44 sus nestricciones §, a X, s0n med{bles
] - I i
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PRUEBA
Parz cada o, {x:fn(xs >oar o= {x: f{x) > al n ¥ _, por la
\\\\\\ ~uccian de s evidente gue —'Cr' ec medible con res-

s : pa =dible ., B )

. n n’
E1 conversc se sigue si definimos f{x) = fn(x) si xe Xn’
Tuego {x:f(x) > ol = ﬁA{x:fn(x) > o) y f es medible con
—

respecto a (X,B) A

PROPOSICION 3.2.3

EL hecho de que una funcdén sea medible es equivalente a
L) Vo, {x:flx] > aleB
AL Ua, {x:4{x] < a}eB

Lidl v, {xif(x) < aleB

JEOREMA 3.2.4

Si ¢ es un ndmernc real y f,g gunciones medibles, entonces

§+c, ¢, 4+a, -4 ¥ .6 socn tambdlln {uncicnes medibles.

~y

S4 ademds § . es meddible, <« = 1,2,..., entonces Sup 61’

Aing, 4., Laim §. v Lim §. son Todas medibles



o
o

DEFINICION 3.2.5

Si una propiedad sc¢ safisdqace excepfeo en un confunte medd-
ble E tal que ulE]l = 0, decimes at 5¢ vendgde 54 oA
PROPOSICION 3.2.6

4

Sea { una funcdén medible no-negaliva. Entonces exdLste una

sucesddn (¢ ) de funciones sdimples con ¢ .5 > y, tal que
' - L

§ = Lim y en cada punto de X; donde por una funclbén sLm-

ple entendemos una combinacibén Lineal finifa
Vix) = ) e x. (x]

de funciones caracteristiicas de conjuntos medibles EL'
PROPOSICION 3.2.7

Sea 4=g cxdlul, donde pu es una medida completa. Entonces

54 4 s meddble también Lo es g.

PRUEBA
Hacemos E = {x: g(x) > ar, E, = {x:f(x) > a} vy



[$a)]
poed

Entonces E2 y E1 son medibles y como p es completa tambié

Luego E = (E,-E.) {EMEs) y por tanto
LEMA 3.2.8
Supongamos que pana cada a en un conjunto contable D de n

mencs reales Le hacemos corresponden un cenfuntce B eB, con

La condicidn dé que B ¢ B, para o < . Entonces exLsic una fun-
L =

4

n

cdén § en X, medible y de valores rneales extendidos tal que:

7

f <oen B, v ¢ >a en X -

jas)

2

PRUEBA

N

Para cada x e X, f(x) = inf{a: x eB,},

donde inf ¢= =,
Si xe€ By entonces f(x) < a,

si x¢ By entonces x§ Bg para cada f < o y por tante

f(x) > a.

Resta probar que f es medible,

para cualguier real o tenemos que:

ix:f{x) < al = u B,
B« =

0
[a7)
&
=
™
192]
—
—h

—
2

o entonces xe B, para algun g <



[Sy]
™D

y ademds si x ¢ B, para algin £ < a, entonces f(x) < B < a.

=)
=
T
A
m
.
rr

D

M

Luego,

Supongamos gque a cada vafor o en un conjunte contable D

de nidmencs reales Le hacemos corncspondern un conjunte

E.L €8 econ La conddicdibrn de que u(B_, - BB) = 0 para o < 8.
Entonces exdisfc una funcdén medible § tal que 4 < a cxd(ul

en By Y 4 > o exd{u) en X - B,

PRUEBA

Sea C = y (B_. - B,), entonces u(C) = 0.
o< E G &

Sea ahora B! = B uC -

sia < g, tenemos By - Bg = (B u€) - (Byul)
= (B UC)n (B uC)"
= (B, V C)“(Bgf‘icc)
= Bur\Bg(KCC
= (B, - B,) - C
= ¢

entonces E' ¢cB! |



o
(9]

por el lema anterior existe una funcidn medible f tal que
f aen B, y f > ac en X-B Entonces f < aen B, y f >
en )\—L,_L eEXCepto parg X C i

INTEGRACION CON RESPECTO A UNA MEDIDA

finiciones y resulta-

Procedemos ahora & generalizar las de
dos de la teoriea de integracidn de Lebesgue. Nuevamente reaz

firmamos que el hechc de omitir las pruebas cbedece al he-
cho de gqgue sus respectivos desarrolios en el sentido de Le-
besgue puede ser considerado con ligeras variantes para el
caso de un espacio de medida general. Parz conocer en deta-
1Te su desarrollo, vease el capitulo 11 del Tibro "Real Ana
Tysis" de H.L. Royden y el capitulio 5 de "Introduction to
Measure and Integration" de M.E. Munroe (observar bibliogra

fia al final del presente trabajo).

DEFINICION 3.3.1

S{L E es un conjunto medible y ¢ una funcidin simple neo-nega-

tiva, defindimos:
‘ n n
lwdu = ) c.ulE,NE} donde ¥ix}) = ; ¢ .x

1
o~
n
—
o~
n
&~



(& 2]
I

DEFINICION 3.3.7

o /! - {1y L Tl n £ e - 1y - . P . o o
Sea ) LW AUNCALCKH Mmeaqapnid 3 i i / H ! (. e " CRAOCHRCES gL LNAE

| adu = Sup{|gdu: 0 < ¥ < 4, U una funcdén simple medible!l.

(&%)

(o8]

DEFINICION 3.

—

Sea Ee B, y sea § una funcién medible §: E » [0,+=]; enton

ces el integral de 4 sobre E es

Jédu = Jé.XE.du.
E

TEOREMA 3.3.4 (Lema de Fatou)

Sea (5n) una sucesibn de gquncLones medibles no-negativas

~

gue converge casd por doguien en uh confunte E a una fun-

cLén 4.

Entonces

TEOREMA 2.3.5% (Teorema de Convergencia MondGtone |

Sea (4,) una sucesiln de funciones medibles no-negativas



euc CEH\.’{-’I}?C casq poh fit"[{(i,{-{'-‘rﬁ'_ a una ‘<,UHL:/(..C"H _1 u

g 4 4 para foao n. Endone
1
l’ = [ in "
| b = |
!
OPOSICION 3.3.6
Sea 4 una puncddn measble, £: » — [ 0,=| . Enfcnce

una sucesd{ln crecdenic (¢ | de funciones simples

ge a 4, cstc es ww(x} + $ix}.

PROPOSICION 3.3.7

S{L 4 v g son funciones medibles ne-negativas vy a,b

fes no-negativas, entonces
J(aé + bgldu = ajédu + b[gdp.

’

Ademds Jgdu > 0, con La Lgualfdad satisfecha

= ¢ cxdful.

i
r»q
.
[$94]
&
~

[= 38

FROPOSICION

w
w
o

| - - ( .
2 11 1ces | 4 odu = AT
entonces |, 4 au L)t |

ca [4,.) una sucesdidn de punciones medibles, §

wr

Aupongamosd

cansian-

[Sal



PRUEBA
Por induccion sobre la suma de n funciones,
i "
= 5 oo entonces s d = ) T.d
5 l kit “niLonce n ) | {9 Hs
I:._ '1:1
tambieén S 7 f o= 1§1f1’ ademas S, < f para todo n

En base al teorema de convergencia monotona:

J E f.du = Lim [( f f.)du = Lim ( E Jf.du)
=1 7=l ! i=1/ !

A

1}
0~
—
-+
—ly
o
~

PROPOSICION 3.3.9

Sea (X,B,ul un espacdo de medida y § una funcién medible

{
no-negativa. Entonces vl(E) = Jédu es una meddida en ¢l espa
E 4
cio meddible (X,B). S& ademds, Jﬁdu< o= entonces Ve> 0,
16 > 0 tal que,. 5i Ac B y ulA] < &, entonces vi{Al < e.
PRUEBA

La funcidn v es contablemente aditiva, pues si (En) es una

sucesidon de conjuntos disjuntos de B, tenemos



I~ 5

vl E ) = |%ge v = @ |xg fdu (proposicion 3.3.8)

n

También v(g) U v ademéds esté definida ¥E con £ e¢b, luege

n

;. ’ -

v oes una medida en (X.D).

Hagamos fr = min(f,nj, fn es medible, fn -~ f casi por do-
quier y fn < f para todo n, por el teorema de convergencia
Mondtona concluimos que:

dep = Lim [fn.du.

Por tanto. si {fdu < =, entonces ¥ ¢ > 0, IN tal gque

{ €
/fd]_l < JdeU + '2- 4
Si AeB y u(A) < g% tenemos

du(%.

(
Al
A

Luego tomando ¢ fﬁ para obtener

fdu = j(f-fN)du + Jdep
A A A
. ( Ko i €
<

de donde v(A) < = i

(&g
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DEFINICION 3,3

Una suncadn ne-negaiava 4 cd Ltamadaqa Lhnicghablpe Acpohe w
2 [ dAL L ol n A el : d :

A d <

r

—

Una Aduncién arbdirnaria 4§ s¢ dice guc es Lntegrable

<

f como £ son inZegrables. En esic caso defAnimes:

PROPOSICION 3.3.11

SL 4y g son dunciones Lntegrables y E cs un conjunto medd-

pej

bte, entonces:

4

(cif * cagldu = cyffduy + co2|gdy;

(
)
E

—

m"

J
r
—

L4 SA o h| < 4] u kh oes mediblc, entonces h es infecrable;

(
|

1) . i v I'
L4447 S4 4 > g exd{u), entonces |fdu > jgdu.

TEOREMA 3.3.12 (Teorema de Convergencia de Lebesgue).

Sea g una funcidn Antegrable sobre E, y supongamcs que (£ )

Op '

es una sucesibn de funclfones medibles Zal que



&3]
o

i ; .Y
|4, (x)] < glx} en E,
v {rfxl ~ {lx) casi per dogudier en E.
niaonees
( o
|4 = Lim |4 .
) ; b
4. MEDIDAS CON SIGNO
Consideremos gue 5i p: ¥ u: son dos medidas definidas en ei

mismo espacio medible (X,B), podemos entonces definir una
nueva medida ps: en (X,B) asi:

us(E) = cyui(E) + coua(E) ci,co > 0.
Si intentamos por otro lado definir una medida por:

v(E) = wi(E) - pa2(E),
resulta en priﬁer lugar que v no es siempre no-negativa, Yy
esto nos conduce a la posibilidad de contar con medidas que

puedan tomar tanto valores positivos como negativos.

Otra dificultad deriva del hecho de que v no estd definida
cuando p;(E) = ps(E) = . Deberiamos por tanto reqguerir que

1y 0 u, sea finita.

Con estas condiciones, establecemos 1a siguiente:

Una medida con signc en el espacdo mediblfe (X,B} es una fun



cién v ode valones neales extendidos defindida para Los con-

(B
-
1
£
)
3
¥

- . [ ‘ A il i o ’ nnwndrna Fon
Al L A Lo s AL AT HA |f conaqcachne A

v csume a Lo mas une de Los valohes + = -

E €. = VIL .1 para cualqudaen sucesdidn {&_4 de
conjuntes medibles disjuntos,
e - o '(i,., ; o J ~ .__' T AT ,»‘ ron o [N ‘( Fai Ak o n 4 NN 2l e ‘—’ 1 b
acnarce & f_»f.’-'uLv.-._L..u,u £ :(\_.- M Al 0_(-“._ La sexne en L maembric [FRGEUN S

~ - ao . . ¢ -
cho converge absofuamente 44 vl EL) es fandte y que dL-
£=1
VeaGe en caso conthakdo.

Obsérvese que una medida es ur caso particular ¢e una medi-

DEFINICION 3.4.2

Decdimos que un conjunto A es un conjunto posifivo con res-

Yy parna cada

pecto a una meddda con sdgno v s4L A es medible y

ubconfunto medible E de A fenemos v{E] > 0.

L)
Tl
-
-
=
—
o)
|
(a0
=
w
o~
)

Un cenfunte B es denominado confunic negativo 54 es medible
suocenfunte meddible de B Ziene medida con 84gnc ne posd

fiva., Un conjunte que es tanto posdlive como negatiive con

nespecte a una medida con sdigno es LLamade confunte nuko.



nulo que se desprenden de su definicién, presentamos el si-

uiente resultado cuya pruebz es trivia
ROPOSICION 3.4
Un confjunto medible es nufe s4 y s6Lo 44 cada subconjunt

‘. ]

medd{bfe de €L Ziene meddda con s4gnc cenro.

Obsérvese 1a_diferenc1a entre un conjunto nulo ¥y un conjun-
to de medida (con signb) cero, mientras cada conjunto nulo
debe tener medida cero, un conjunto de medida cero puede
ser la union de dos conjuntos cuyas medidas nc sean cero,

sino ambas opuestas una de la otra.

LEMA 3.4.5

Cada subconfunto meddibfe de un conjuntc pocsiiive es €L mdis-
moe posdiive. La undién de una cofeccibn confable de conjurn-

106 posALXLvos es pPosLXLvo.

PRUEBA

O
-
=]
m
M)
o
3
el »
o
=
(e
o
|
(=}
wn
—
ct
-

Resulta eyidente en base a la definici¢

vo el primer enunciado,

(3]

ez A la unidn de una celeccidn contable (A ) de conjuntos



)

positivos; si E es un subconjunto medible de A hacemos:

El = Ef‘. ;-1
E. = EnA.n AS
En = N Anf'l Ar:—l'l-- .- AT,

entonces EP es subconjunto medible de Ay por tanto:

u(tn) >0
Como los E  son disjuntos y E = \JEn, tenemos
v(e) = ] v(E ) >0,
n=1
de donde A es un conjunto positivo i

Es claro que el iema anterior se verifica también para con-

juntos negativos.

LEMA 3.4.6

Sea E un conjunto medible tal que 0 < v(E) < «. Entonces

existe un confunito positivo A contendido en E con vlA) > 0.

PRUEBA

Tenemos dos alternativas, E es é1 mismo un conjunte positi-

vo 0 contiene conjuntos de medida negativa.



En este seqgundo caso, sea n; el mds pequeno entero positivo

tal gue exista un conjunto medible E;y ¢k con
vulky) « - 1
- n
uct ente, sea n, el més peauefic entero po
sitivo de tal menera que existe un conjunto medible EL con
—1 4
E.cE - .1, E. v vi(E,) « - —
K 1=1 a ~ l‘ 1 4
- [
" o«
Si hacemos A = E - WUE entonces £ = A ) E
‘ ° } k=1"k? ngl k*

como la unidén anterior es disjunta, tenemos

V(E) = v(A) + Ju(E),

k

f1he~18

k=1

como 1a serie en el miembro derecho es absolutamente conver

gente, es decir

v 1 " -
[ § converge y po: tanto ny > .

Como V(E, ) < 0 vy v(E) > 0 debemos concluir que v(A) > 0.

Para probar aque A es positivo sea ¢ > 0,

como n, —~ =, podemos £scoger K tan grande de modo que

k-1
Sabemos que A cE - | 2 t
j=1 J



A no puede contener conjuntos medibles con medida menor que

- — | te 3 la que escogimes 10s n
— kS = n. ] =

Entonces, A no contiene conjuntos medibles de medida menor

que €. Como ¢ es un numerc positivo arbitraric., se sigue

gue A no contiene conjuntos de medida negative. v debe por

1o tanto ser conjuntc positivo, i

PROPOSICION 3.4.7 (Teorema de Descomposicidon de Hahn)

Sea v una meddida con signe en el espacic medible (X, B). En-

tonces exdLste wun conjunto posdtive A y un conjunto negafivc

B tal gue X = AUB v ANB = ¢.

PRUEBA

Asumamos en primer término gue + o« es e] valor aue nuncsa

ot
|@

ma v. Sea 2 el supremo de v(A) con Ae C vy

¢ = {A/A e5 positive respecto a wvr.

Como el conjunte vacic es positivo, obtenemos en primer téi

= TR ~. a
ming gue X > U,

ct
o
—l
0
=
n

Sea ahora (A;) una sucesifn de conjuntos positivos

(&2

>



(w2
w

I

Lim v (A.)

i ba

es un conjunto positivo, Yy por tantc

Perc A - A, ck, Tuego v(A-A.} > 0 (por ser subconjunto de
ur conjunto positivo),

entonces v (A) = U(Ai) + U(A_Ai) > v (A

aplicando Timite tenemos v(A) > X y por tanto V(A) = ) < .

Sea E = AC, Yy supongamos que E es un subconjunto positive
de B. Entonces E y A son disjuntos y EUA es un conjunto
positivo. Luego:

A > v(EUA) = v(E) + v(A) = v(E) + 1,
de donde v(E)}

I}
o
-

ya que 0 < A < o,

Resulta que B nc contiene subconjuntos positivos de medida
positiva y por tanto noc contiene subconjuntos de medida po-

sitiva (lema anterior).

Ev)
o]
3
(@}
(]

.
In]
-l
m
~

ot
m

B debe ser un conjunte negativo A

La descomposicién de X en dos conjuntos disjuntos A y B con

A positive y B negativo respecto a v es denominada una des-



composicidn de Hahn p

La proposicion anteri
composicidn de Hahn p
caso de conjuntos nul

o'}

su respectivo complemento

DEFINICION 3.4.8

W

h
o

lece la existencia de una des-
medida con siano. Sin embargo
L . g e en el

Tguier subconjunto del mismo y

stituyen una descomposicidn de

S4 {A,B} cs una descompesicién de Hahn para v, entonces de-

findmes Las medddas v

DEFINICION 3.4.¢

Notemos entonces gue

r

v

2

B

de ta sdgudlenie manenra:

VIEMNAL w

-u{ENBE)

3

- v

Ae diee que son muiuamente sin

44 existen conjuntos meddbles

son mutuamente singulares ya



que
4
\_x"rF) = V) E ‘." = 8
ot aYy - {1 I
/- W c; -
sjcion.

PROPOSICION 3.4.1C

o

Qea v una medida con signe en el espacio medible (X, B).

T
1

tonces existen dos medidas muiuamenite singulares vy v

en (X, B) tal que v = v - v

La descomposicién de v dada por la proposicién es 1lamada

- . B + -
la descomposicion de Jordan de v. Las medidas v y v son de
nominadas 1a parte (o variacidn) positiva y negativa de v.

Como v asume a To sumo uno de 1os valores +« y -x=, entonces

+ o - . . .. , L
v 06 v debe ser finita. Si ambas son finitas, v es llamada

una medida con signo finita.
DEFINICION 3.4.11

La medida |v| dedinida pon:

| E - vy r 4yt :
L = = E LA ¢ \ C

¢s denominada el vafor abschuto o La vardiacddn Zoztal de v.



b

-
)

PROPOSICI

<
o

N 3.4.12

Sea E' un subconjunto medible de E y {A,B} uns descomposi-

cion de hrn para v, UEQQC
v(E') = vT(E") - vT(EY),
perc £ = E'U{E-E') y v (E) = v (E') + v (E-E"),
como v (E} = 0 entonces v (E') = -u (E-E'),
por tantc v(E') = v+(E') + v (E-E") > 0

de donde £ es positive dado que todc subconjunto medible de

r

t tiene medida con signo no-negativa A

PROPOSICION 3.4.13

Un confunte E es nubc con hespecto a v a4 |v| [E] = 0.

Sea E' un subconjunto medible E v {A.B} una descomposicidn

Como |V|{E) = O entonces V' (E) = 0 y V¥ (E) = 0.



o
(¥

Sabemos entonces que v(E') > 0 (porque v (E) = Q),
emds v (E) = v (E') + v (E-E').
'Lllzl = = '.__-:
. TEEY) = vT{EYY = =v” (E<E") = o7 (F :
oncluimos que v(E') = 0 y por consiguiente £ es nulo A

5. EL TEOREMA DE RADON

NIKODYM

DEFINICION 3.5.1

Sea (X,B) un espacio medible. S wu y v son decs medidas def4

nidas en (X,B}, decdmosi gque u v v son nutuamente sdngulares

(denctamos w | v| s4 exisien conjuntes disjuntes A y B en B

=

1

tal que X = AUE v v{A] = ulB] = 0.

DEFINICION 3.5.2

Una medida v ae¢ dice que es abzolutamenfe confinua con kes-

pecte & una meddida u (escxibamos v << u] 84 v(A}) = 0 para

cada A con wl(A)

|
s

PRCPOSICION 3.5.2

Sea u una medida v £ una funcién medible ne-negativa en X.



En primey lugar v es una funcidn de conjuntes no-negative
definida para todos los conjuntos de E, ademéds es claro que
satisface v(¢) = O

D

Asimismo se sigue de la proposicion 3.3.8 aue v es contabl

mente aditiva y es por tanto una medida. A

Habria que agregar con respecto a la medida v anteriormente
definida que eésta sera finita si y s6lo si f es integrable.
Ademas como el integral sobre un conjuntoc de medida u cero

es cero, tenemos que v es absclutamente continua con respec
to a u. Probaremos a continuacidon que si reguerimos una me-

ag1d

(s 1]

u oc-finita, entonces cada medida v absolutamente conti
nua con respecto a u puede ser cbtenide en la forma expues-

ta en le proposicion proxima anterior.

TEQREMA 3.

wn
oy
—
u
ot)
0.
o
=
i
.
o
4 8
<
=4
e

Sea [X,B,u) una ecspacio de medida o-finita, v sea v una me-

en B La cual es absofufamente confinua cen




-1
e

reAneeio a Enfeormeoe sy s ATEe una Luwnesdin moe .’,';'[.‘ Ta—KHennt s
ALaPECAL ad u CNLCNCES ex44648 UNna GURNCACH MEALRLE NO-1NCOgAald
l; T s i = e - T T L i
L ¢ paad da con{unio £t en o ALAenemos:
. F i £
WiEy] =
i~ (o 7 4 Iz / A 19 f L i ~A A 0 , Al e el
L | tn 4 C } a en ¢L niLae gue A4 g CH& cUuabguLe
suncLén mea [ La propiedad anferdioh entonces
~ K
I = )

-
5]
[
m
[as]

T

Asumamos en primer término que p es finita y luego procede-
mos & la extensién. Tenemos gue v-apy €S uns medida con sijg-

no para cada nUmero racional o.

Y

Sea {AG,BG; una descomposicidébn de Hahn para v-ou, Yy tomemos

A0=X,Bo=¢1.

Ahora B

I
o
I
m
o

=y
-
=

™

w

luego (v - JIEL - B,) <0 y (v - Bu) (B -B,) >0,
(e —_ o £ —
1 i ( - R - L - \
es decir cu(B 55) < u(:Q BE) < uu(BQ Bo)s
si E > o entonces u(BQ - BEI = 0
Por Tema 3.2.9 existe una funcidn medible f tal que para ce

f >0a cxd(u) en AL vy f < a cxd(p) en B_.



Dadc que

tenemos:

De (1) v

E

E u (¢
T k=0
= E + / \:;E!l'
k=0
AP’ tenemos:
N
en Ek’ y 2si
<KL ()
K k+1
NL;)(EK) >0 y (v - Th)(EL
k+1
oo vlE ) < (e ) (2),

o

D

no-negativa.

D

[F3)

S

[R4]

~J

a2



e
L

si u(E ) = 0, debemos tener v(E_ ) = 0 por que v << v.
Et C 2sos v(E =
¥ | 1 = 50 E DLen:S 5
LY o o ,i ac
Vou{E, J== ) £) y f < 5 oyl + = 5 ul(E. ),
L VARRITN L ViR 2 L e = "EP N, £ " 7k
=0 k=0; k=0 k=0
=
afladiendo esta desigualdad al resultado (4;
L1 . 1 .
L'(E) —_.;J(E,-' < |fdu vi(E) + —ulk)
N = I = N
E
Como N es arbitraric y u(E) es finita tenemos:
(
p(E) = |fdu
r
[
Sea ahora u una medida o-finite, tenemos que:
oG
¥ = U. A. con A.OVA, = ¢ para i F 1 ¥ AL) < <« Vi, 1 = 1,2,..
=1 i i 3 ¢ rvaba J Y U( 1/ s &

Existe por tanto una funcion g. medible y no negativa en ca-

da espacio de medida (AQ,EF ,u) tal aue

=
Cw

{im]
jal)
3
o
L
-
-
T
—

i)

=
()
T

N
[}
s 7
-~

1}
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Si hacemos g = h,. entonces

ademds g es medible y no-negative

6. ESPACIOS LP

DEFINICION 3.6.1

no negativa.

Sea [X,B,ul un espacio de medida, denctamos pch LFiu) et 3

pacic de fodas Las funciones medibl

¥ n L 4 b1 1 ~ 0 ~ R
=g -Ll-;‘-’_t‘.‘_\-.,i._-" 1.-'..»\‘_ o g

vatentes 44 son Lguales casd per do

G_ ‘:l

VAL L O

para Las cuales

¢

Lonesd en LT son equdi-

qu,{ en.



<=1

Habriz que observar gue el espacio L (u) depende de la es-

cogencia de i para determinar la norma y ias clases de

b= -

equivalencias de funciones, perc esto s6lo reguiere conc-

cer cuales son los conjuntos de medida cero.

Tento las gesigualdades de HGlder y Minkowski como el Teo-
rema de Riesz-Fischer se satisfacen en espacios Lp(u),

veanse para ello sus respectivos desarrollos en el primer

capitulo. Compendiamos esos resultados en el teorema si-
guiente

TEOREMA 3.6,

(ER}

Para 1 < p < = [os casnac 4 L" 501 spac4c s de Banacon,



Es importante considerar ja siguiente:

o)

PROPOSICION 3.€.4
Cada Auwr on a } Lqi do 4L un duncLonal Lineal acofadc
F en LF= 254
Flg) = Jélgdp,
en donde |[F| = Hqu.
PRUEBA

No existe mayor dificultad en precisar 1z definicidn y iz
lineatlidad del funcional, veamos entonces Ta segunda parte

de Ta proposicion:

Construimos una sucesion de funciones asi:
i -1 N \'0_1

(1g(t)i% " .san(g(t)) para |g(t)]®
f (t) =< _
| n.sgn(g(t})) para |g(t)|" ~

| A
=

v
=3

Cada f, es medible y acotada, de donde f ¢ LP
tenemos que a partir de que
[F(f)]

[Fl = Sup ——— , f # 0
I,



concluimos que para cada n:

£ 0 S == e 5 i~ - el fl - | . 1 J s
[ fneadul = IFCEDI IFLIE 0, = FFEC] T, 1Pau) /P
sin embargo:

- I'st = !— 3| T f T - I £ L
n-= I - — I y Uy [
por tanto ::r Fa Fi ( Fh,Pd:’*/
1 ]
P =
y eIy 7= (I 177 < |IF

Ademas en base a la construccion de la sucesidn (fn) tene-

mo s :
. 4P - , \ g
folm =g 9 ¢xd opues {g-1)p = p(F) = g,

como la sucesién (|[f |P) es no-decreciente se sigue por

el teorema de convergencia monotTona QuUE

. ( 8 1 [ )
L1m(J|fntpdu) 9 = (Jlg|qop}1/q,

por cuanto HgEO < |Fl.

de Holder obtenemos |F|| < |g| . .
- = g

de donde [[F| = [g|, A

Puntualizamos el siguiente teorema cuya prueba es andlogsz
a la efectuada en el capitulc precedente y que evidencia
que el conjunto de funciones simples es denso en el espa-

cio LP{p).



|
(0n]

TEOREMA 3.6.5

. I - - E .

S e L7 (p), 1 ) <, Enfionces, dade € > 0, exisic uha
yuncLbén simple ¢ La cual ae anula fuerha de un conjunfe de
meddida findita, tal que [§ - &f <

Como en el capitulo II, nuestro interés radica en estable-

cer el reciproco de la proposicién 3.€.4, es decir, cgue ca-

-

da funcional lineal en LY (p) se puede representar

m

n la for

ma descrita en lea mencionada proposicion.
LEMA 3.6.6

Sea [X,B,u) un espacde de meddda f4inita y g una funciln Lin-

tegrable tal gque para alauna ccnstante M

1

P
| |g.odu| < M]e|
para todas Las funclones simples ¢,

entonces g e LY.
PRUEBA

Asumamos primero que p > 1, y sea (¢ _) una sucesidn crecier

n

; ¢ 4 » | 10
te de funciones simpies no-negativas que convergen a |g| " .

Hacemos:



entonces 4 es

tenemos

L 1
Bsimismc 1 - =

y por ei tecrema

Para el caso p

o=

1,

sea & = xE.{sgn(g)}

funcion simple, y

~ |

+
0|+

sea £ = {x: |qg(x)

s



80

o ] ' =7

LEMA 3.6

Qnn e ti Vil AHLO 0 A oLt M I A A7 Pt 1 T A y]
Sec 1L' una suceb4on de Confunios medLbt addiuniocsd, ¢ pa
Q. caaa N oA0c (i ncAdn el LF gue & nud yuena ad

I

= F ] PRI

E Sea 4§ = £, | nees f [ AL f|_ | &

i I3 - H

PRUEEZ

"

Observemos 1as series

(e D)y (si)) s U P, (st
tenemos que S% < S; (pues p > 1),
entonces )|f | < =,

n
por tante la serie ((f }, (S ) es

absolutamente convergente.

Como ei espacio Lp(p) es completo se sigue gue la sucesidn

(fr] es sumable & f y

2.6.8 SEGUNDO TEOREMA DE REPRESENTACION DE RIESZ

af Lineal acolade en L7|

i

i
—_
]
~
- |

Y u una med4ida

R ) . : 2 4 2 q .
o-findita. Entonces existe un dnice elemento g en L?, con



Flal = 4.0
, | 8-
A | - el
t f e - |.‘_‘! G
Consideremos primero el caso de una medida finita ueago .,

cada funcidn medible acotada estd en L"(u).

Lefinamos una funcidén de conjuntos v en los conjuntocs medi-

bles asi: v(E) = F(x

Si £ es la uni6n de una sucesion (En) de conjuntos medibles

disjuntos sea:

o, = sgn F(X_ ), ¥y hagamos

—+

t
Q
><
”

entonces por lema 3.6.7 felPru).

También F(f) = F(Ja xz ) = jo Flxg ) = JIF(xg )| = T{v(E)
n n n
de donde | {v(E_)| < « por el acotamiento de F
n=1 :

o
’ y Y = ¥ Vo= = ¢ =
y Tow(E) = JRlxg ) o= Flixg )= Flxg) = v(E)

n=1 n n



vy €% una medida con signo, y par el

o
™

teorema de

Radon - Nikodym existe una funcidon medible tal que para ca-
da conjuntio medible £ se tiene
i }_ = aaq
E | g
como v es siempre finita, g es integrabie.
Si ¢ es una funcidon simpie, entonces
n n
F(e) = F( ) & Xp ) con ¢ = ) 3 Xg
i=1 i i=1 i
n n
=V oa.F(x = v (E.)
.‘L_'a-l ()'E..) 'Z':a-l\'( 1)
1= 1 i 1=1
n " n f
= ) (ay| gdu) = ) (] a.gdp)
521V j=1 2 7
E. T E.
i i
n n
AY
= _Z (JaixE gdu) = I( ) a.xp ).gdu
i=1 i 1=1 i
= |¢.gdu
. ; ( . [
Dado que [F(@)| < [F| 15LD, se tiene ||?.gdu| < ththp

<

o
o
-
m
-
—
11
3
[e]]
(&%)
o

G(f) = Jf.gdu,

entonces G - F es un funcional

Tineal

. . Q
.6 concluimos que ge L7,

funcional Tineal acotadc definido en LP por:

acotado que se anula



o
)

en el subespacio de funciones simples.

W
%
D
pu
—

o

h

s funciones simples son dens

T
o

f
on
Iz
=t

asi para fel” y & simple tenemos;
r - L = = ~ = £ r |
\:' - r‘l\; "L" : - I - f o II: - _l Y
|8
Tuego (G - F)(f - = 0
(6 - F)(f) = (6 - F)(¢) = 0,
y por tanto G(f) = F(f) = |f.gd
es facil verificar que |F|| = |G| = |qf ..
] 'q

La funcidon g determina un Unico elemento de Lq, ya que si
g1 y g2 determinan el mismo funcional F, entonces g, - g2

reproduce el funcional ceva, y por tantc

hgl-ggto = 0, de donde g, = g» cxd.

Para extender el teorema al casc de una medida o-finita,
sea (xn) una sucesidn creciente de conjuntos medibles de me

dida finita cuya union es X.

P
(ol

teorema para espacios de medida finita implica que para

cada n existe una

=
_'\
ed
o
= |
el
= |
)
—
o
i
™
n
™

anula fuera de Xn
tal que
F(f) = Jf_g di: para toda fe LP(y)

el cual se anula fuera de X s ademas

Lol < IFl-

Como cada funcion g_ con esta propiedad es unica en X

n



o

o

I e o (. ~ Am Sundn 1e medids A g 0 |
excepto por cambios en conjuntos de medida cero y COmo In+1
también tiene esta propiedad en ¥ _ podemos asumir QUE

1

Para xe Xn definimos g(x) = gr(x;. Entonces g es una fun-

lal
m
N

cion medible bien definida y (‘er: crece puntualmen

lg!.

Por el tecrema de convergencia monotona:

J|9|qdu

LimJ|9niqdu

| FJ ©

| A

‘ Q
y por tanto ge L7,

Si fe Lp, sea fn = f en Xr y fp = 0 en otro punto, enton-

ces fn -~ f puntualmente en LP.

Dado que |f.g| es integrable (por la desigualdad de Holder)

el teorema de convergencia de Lebesgue implica:

| i . . | .
jf.gaL L1mlfn.gdg

Lim|f_g_dvp
non

LimF(f ) = F(f) &



CAFITULO TV

. C MCNINA CM COoDARTAC LALICRADELE AR MENTE CAMDA(
[EORIA DE MEDIDA EN ESPACIOS HAUSDORFF LOCALMENTE COMPACTOS

=stablecer una relacion entre teoria de medida y to
pologia mediante Tla construccidn de una c-&igebra de conjun

]
<%
T

tos en términos de propiedades topoldgicas. Esa relacidn se

=2

73
an

jeto de e

1]
ot
a
o
e}

en este capitulo, trabajando con un es

-
U

e topoldgico y 2 considerar las condiciones en

—

pacio medib

gue la medida esté vinculada con la estructura topolégica.

Los resultados en las primeras cuatro secciones no son topo
l6gicos, pero seran basicos en el posterior desarrollo. Ini

ciamos considerando aigunas de las maneras en las que una

medida puede ser definida en una oc-algebra.

1- MEDIDA EXTERIOR Y CONJUNTOS MEDIBLES

DEFINICION 4.1.1

Se entiende por medida externior p* una funcifn de conjuntos
de valores heales extendidos defindida en todos Los subcon-
funtes de un espacio X y que tiene Las sfgudentes preopieda-

des:

>
=
¥
=
"
-

ﬁ
>
(@]
™
If
=
T
A
"
o3



o - & — £ 71 5 e g -
L AA £t C ,'._.il.'.. == uole) R/ l"*{L,r']'
L5E = L=1 :

{a segunds propiedad es l1lamada "monotonia" y la tercera es

denominada "subaditividad contable". Ademéds 1a medida exte-
1Ot " [ | & ada :T TTa 51 Lh'")

>
5

DEFINICION 4.1.72

Un confunto E sc dicc medible con nrespecto a u* 54 para ca-

da confuntce A Zenemoh:
LE(A) = u*ANE) + P {ANES).

Realmente, como u* es subaditiva, basta mostrar que

p*(A) > u*{(ANE) + u*(AerC) para cada conjunto A,

para probar el hecho de que el conjunto E es medible. La an

terior desigualdad es trivialmente verdadera cuando
p*(A) = «, y por tanto necesitamos s6lo verificarla para el

caso de conjuntos A con ~*(A) finita.

TEOREMA 4.1.3

La clase B de confuntos p*-medibles es una g-dfgebra. Si 1

rT
&
ra

ceLdn de a B, entonces u es wuna medida com-
F

" [ nxF
es La aesd

pleta en b,



PRUEBA

Et evider e gue e NJuntc ]"’ S IME | 1 na s 10T a
Sl r 3 I n E

Sean E; y E» conjuntos medibles, luegq

p*(A) = u*(ANE,) + -__*(A('\E(Z:} y

SR = HANE,) + R (ANESHE,) + w (A ESH ES)
Como (ANEZ)U (ANE,NES) = [(ANE)u (ANE)] O [(An )UES]
= [An (£, UE,)]n (AU ES)
= p\”(ElUE:‘)s
tenemos:

p* (AN (B, U Ez)) < p*{ANE,) + U*(AmEgﬂE})
y por tanto
PX(A) > p*(AN (E1UE2)) + u*(AN (ESNES))

de donde E;u E, es medible.

Inductivamente se establece que 1a unidn de cualaguier nime-
ro finito de conjuntos medibles es medible, y se deduce que

B es un algebrea.
Sea entonces:

E =1§H E., donde 'Ei) es una sucesion de conjuntos medibles
1

disjuntos. y hagamos



co
(8.6

- n -
1 ij=1 17
es medibie y
s { = *{ p ﬁ_; ) + -)—(If_, .C.:_" > *( A :_‘_r )+ 1],‘\:.-’_} ya que
Notemos que G_NnE = E vy G NES = 6 ,
n n n n n n-1
Tuego p*(ANG,. ) = v*(AnE_ ) + u*(ANG._ ,) por ser E_ medi-
n A N-u T
ble
n
Por induccién se tiene u*(A{)Gn) = ) p*(A(\Ei),
i=1

por tanto p*(A) > p*(AnEC) +

. u*(Aeri),
i

o~

comoc esto se verifica para cualquier n, obtenemos:

p*(A) > p*(ANES) +

I g

u*(AnE.)
;

i=1

I v

P*(ANES) + u*(ANE) pues AnE ¢ f%(A{\E;).
1= !

Luego E es medible. Como la unidon de cualguier sucesidon de
conjuntos en un algebra puede ser reemplazada por una unidn
disjunta de conjuntos en el &lgebra, se sigue que E es un

- - &lgebra.

Probaremos a continuacién la aditividad finita de 1, sean

para ello E; y E2 conjuntos medibles disjuntos, veamos que:



|
*
T
—
m
T

aditividad finita se sigue por induccién.
ST E es la unidén disjunta de conjuntos medibles (E.), enton
, n
ces
r n
w(e) > wlu Ey) = n(Es ),
1=1 1=1

ey > ] u(E),
por otro lado se sabe w(E) < § M(E.),

concluimos que p es contablemente aditiva y es una medida

‘dado que es no-negativa y u(¢) = u*(¢) = 0.

Resta entonces verificar el hecho gque p es una medida com-

pleta en B,

sea B un conjunto u*-medible corn p*(B) = 0 y C cB,

1]
(@]
9

en primer término u*(C} .

I
=
—y
o
(@]
L ]

<
=
-
-—
o

para cualguier conjuntoe

por tanto p*(ANC) < uw*(C) y p*(Ar CC) < u*(A),

I

ademds u*(AnC) ¢ v

p*(AnC) + u*(AnC™) < u*(Aj,

observamos que C es medible y por 1o tanto U es compieta en

B. A




2- EL TEOREMA DE EXTENSJON

[ ]
-
bl
—
b—t
9]
f—
7
I

.
—

Por una meddda en un dlLgebra enienderemes una funci{bn u ne-

negativa de conjuntos, de valorncs heales extendidos, defind

da en una afgebra A de conjunto tal quc

L] ple) = 0;

L4 S4 (Aii es una sucesibn de confuntos disjuntos en A cu
ya unién estd en A, entonces

U(AL}'

1
i

jonl
G
T
"
no~18

£

Obsérvese que una medida en un algebra A es una medida si y

solo si A es una c-algebra.

Pretendemos mostrar ahora que si iniciamos con una medida
en un algebra A de conjuntos, podemos extenderla a una medi

da definida en una c-algebra B que contiene a A.

Utilizaremos entonces 1a medida en el algebra para construir
una medida exterior u* y mostraremos luego gue la medida .

inducida por u* es precisamente la extension de wu.



DEFINICION 4,2,2

o

Deginimosd:

S« Ae Ay 44 (A es cualquien succesibn de confuntos en A

~

Zal que Ac U A, entonces ufA} < ) pla .
£i=1 4=

PRUEBA

c

N , C
n_lfr...(\Al,

Sea B, = ANA NA
n n

BneA y Bnc An. Pero A es Ta unidn disjunta de la suce-

sion Bn’ es decir

A = U = )
Ay By u(A) = T lB) < §ulA)
A

COROLARIU 4.2.4

SL Ae A entonces u (A} = plA).



LEMA 4.2,5

La funcidn de confunfos yp

E3

PRUEE/

es una medida exterdon,

Primero, u* es claramente una funcién de conjuntos monéto-

na ¥y

u*{¢)

no-negativa definida

= uf{e) = 0,

oG
Sea entonces E c. U Ei’

i=1

para todos los conjuntos y

si v*(E,) = « para algin i, tenemos:

De 1o contrario,

sjon

(Aij)jil de conjuntos
E.c U A..
1 . 13
J=1
Entonces u*(E) < ) ) u(A
i>1j>1

como

u* es

€ es un positivo arbi

dado € > 0, existe para cada i una suce-

en A tal que:

traric, se tiene:

wHE) < ) uM(EL)

1=1

una medida exterior.

A



LEMA 4,2.¢

Si{ Ae A enfonces A cs medible con nespecte a v,

PRUEEBA

°3

Sea E un conjunto arbitrario de medida exterior finita y €

un nimero positivo, entonces existe una sucesidn (Ai) de A

C [ ) .
con LgéiAi tal que:

) U(Aj) < p*(E) + e.

i>1
Por Ta aditividad de u en A tenemos:

w(Ay) = u(A nA) + u(AjnAC),

luego:
u*(E) + € >

U(Ai NA) +

(AN A
1 i !

1

i

e §
He~1g

\'%

p* (ENA) + p*(EN AS)

ya gie ENA C\)(Ajr\A) y

ENASc (A_ir‘zAC).

Como ¢ es arbitrario,

y por tanto A es medible A



La medida exterior pu* definida anterijormente es l1lamada la

medida exterior inducida por u,

Para un adlgebra A dada de conjuntos, denotamos por A aque-
conjuntos que on uniones contables de conjuntos de A

y per A_. los conjuntos gue son intersecciones caontables de

{

conjuntos en A

FROPOSICION 4.2.7

* La medida exterion in-

Sea y una meddida en un dlgebra A, vy
ducida por u, v E -cualguien conjunto. Enfonces para g > 0,

exLate un conjunito Ac AO con EcAy u*(A) < u*(E) + e.

Existe tambiéy un confjunto B EAO@ con Ec B y u*(E) = u*(B}.

PRUEBA

EFn base a la definicidn de p* existe una sucesion (Ai) de A

tal que Ecuy Ai y

v

) u(Ai)g_u*(E) te.
i=1 -
Sea A = U A., entonces u*(A) < ) u*(A.) = ; u(A.},
ixl Tis1 ! i1 !
3 *(A) < u*(E) + €, con AeA y EcA

Notemos ademds que para cada entero positivo n, existe un.

-+

conjunto AFE:A~La1 aue Ec An y



o
o

n
Sea entonces B = 31 An’ B EACé y Ec B,
0 E”F'.r '+H—. i ry + -
Como n es arbitraririoc p*(B) < p*(E),

pero Ec B y por consiguiente p*(B) > p*(E),

se deduce que u*{E) = u*(B) i

TEOREMA 4.2.8 (Carathéodory)

Sea u una medida en un dlgebra A, y u* La medida exiexion
Lnducgda per u. Enfonces La restracedbn p de y* a Los con-
funtos p¥-medibles es una extensién de p a una o-dégebhra
que contiene a A. SL u es f4iniZta (o0 o-f4inital Ltambién Lo es
U. SL pu es o-f4inita, entonces u es La dndica medida en fLa
mis pequeiia c-dlgebra que contiene a A La cual es una exten

AL6n de u.
PRUEBA

E1l hecho de que u es una extensidn de p en A a una medida
en una g-alaoebra que contiene a A se deduce del colorario

4,2.4, lema 4.2.6 y el teorema 4.1.3.

Es claro ademds que u es finita (o o-finita) cuandc ¢ 10 es.

1



Para mostrar la unicijdad de p cuando u es o-finita, conside

remos B la mas pequefia c-algebrg que contiene a A y ¢ algu-
na medida en B que coincide con p en A.

conJunto er JUEQEe Ser exxpresado O na uni
contable disjunta de conjuntos en A, 1a medida §| debe coin-

cidir con p en A .

Sea B cualqﬁier conjunto en B con medida exterior finita,

entonces por proposicién 4.2.7 existe A en Ao con BcA vy

Como BcA:

u(B) < u(A) = u*(A) < u*(B) + «€;
dado que £ es un positivo arbitrario concluimos

i(B) < p*(B) para cada B¢ B.

Como 1a clase de conjuntos medibles con respecto a p* es
una c-algebra que contiene a A, cada B en B debe ser medi-

ble {(ya que B es la mads pequefia o-3lgebra que contiene a A).

Si B es medible y A estd en AO con BcA
y u*(A) < p*(B) + e, entonces
p*(A) = p*(B) + u*(A-B) (por ser B medi
ble},
y por tanto:

p*(A-B) 516 sj u*(B) < =,
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y de nuevo como €

u*(B) < 1(B)

de donde v*¥(B) = 1(B).

Si p es una medida ¢ finita, sea (Xi) una coleccidn conta-
ble de conjuntos disjuntos en A con

X:UX1. y U(X1)<oo,

Si B es cualquier conjunto en B, tenemos:

B = U (X:NB)
i>1 !

y esta es una unién contable de conjuntos disjuntos en B,

por lo tanto

W(B) = JE(x, N B)
y
u(B) = Xﬁ(xif\B),
COmY u*(Xif\B) < » se deduce que

u(x;nB) = 9(X;nB)

y de 1o anterior



se adyierte entonces gue 1 es Unica en B A

Es a menudo conveniente iniciar con una funcidén de conjun-
tos definida en una coleccidon C de conjuntos que tenga unea
BNy TR = ;

estructura mas débil que un algebra, Observemos para ello

Ta siguiente definicion.

DEFINICION 4.2.9

Decimos gque una ccleccddn C de subconguntos de X es una se-
miflgebra de conjuntos s4 La Anfernseccibn de dos conjuntos
cualesquiena en C estd de nuevo en C y el complementc de
cuatquien confunte en C es unddn findita de conjunios disjun

tos de C.

Resulta claro gque si C es cualguier semialgebra de conjun-
tos, entonces la coleccidén A que consiste del conjunto va-
cio y todas las uniones finitas de conjuntos disjuntos de
C es una-é1gebra de conjuntos, la cual es llamada el "&alge-
bra generada por C", y tiene la propiedad de ser la menor

dlgebra que contiene a los conjuntos de la coleccion C.

Si p es una funcidn de conjuntos definida en una semidlge-
bra C, parece natural intentar definir una funcidon de con-
juntos finitamente aditiva en el &lgebra A Generada por

-

asi.
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d de = L . . E. = & par ] i .
onde A 121E1, Elr\ j b opara 1 # 7, Eie C ¥1.

Ahore bien, como un conjunto A de A puede ser representado

ias maneras como unién finita de conjuntos disjuntos

-
D
<
all
-
[aT]

de C, debemos asegurarnos que el valor de p(A) es dnico, in
dependiente de su representacion. Observemos por tanto Ta

siguiente proposicidn.

PROPOSICION 4.2.10

Sea C una semidlfgebra de conjuntos y v una funcdbén nc-nega-
tiva de confjuntcs defpindda en C con plo) = 0 (44 §eC),

entonces p tlene una dndca extensddén a una medida en el 4L-
gebra A Generada por C 54 Las sdigqudientes condiciones son sa

tisbechas:

£) SL un ceonfunte C en C es La undibn disjunta de una co-

Leccibn ginita {CL) de conjuntos en C entonces

n
(C} = (C.)
pic) L ulc;
L=1]
L) S84 un conjunto C en € es £a undbn disjunia de una co-
Leccibn contable (CIJ(>7 de conjuntos en C, entonces
u{cl < ) ulc,i



100

PRUEBA

Supongamos en primer luger gue un conjunto A en A es la

;) de conjuntos de

unidn disjunta de la coleccion finita (C
C .y @ SuUu VveiZ es5s 1a un fi,--l -___;:‘._ii_[-'i\f?: de ]a C f:!_: eCCT ::.'! Tr-:\n-;'_'z-kE

(D.) con Dj ¢C para toda j.

J
N6tese que Cj = bl(cir-Dj),
por condicidén ) se tiene U(Ci) = Zu(Ci(\Dj)
J
sumando ahora sobre i: EU(Cj) = ZZu(Ci(\Dj)
17
= FZU(Cif‘Dj)
i
= Ju(D.),
AN
J

luego p estd bien definida en A,

Sea ahora (Ai) una sucesion disjunta de conjuntos en A cuya

unidén estd también en A.

Cada Ai es la unidon disjunta de una coleccidon finita de con-

juntos en C, es decir
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como U A. €A, U Ai es también la union disjunta de una co

i>1 1 Tl
feccion finita de conjuntos de C, o sea
( A = D con D, C para todo |
i k ! ‘
Podemos expresar D, = Uy {D nC..) vy

k iJ "k 13 %

por proposicion 44):

=> u(1L>)1 A'i) < % '

= y(u A.) ZU(Ai)' (1)
i

i>1 |

| A

Ademds, se observa claramente que u es mondtona y finitamente

aditiva, luego si A = Ai’ entonces

por tanto J u(A;) < p( U A.) (2),
i1 T i !

de (1) y (2) u es contablemente aditiva y es entonces

una medida en A A
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3- FUNCIONALES LINEALES DEFINIDOS EN UNA RED VECTORIAL

Es a menudo convenijente introducir jntegracidon sin hacer uso

de medida. Esto puede hacerse cuando tenemos un
integral elemental [ definida en alguna clase L de funciones
elementales y mediante ciertos procedimientos agrandamos la

clase L y extendemos I de tal manera que posea todas las pro
piedades de la integral de Lebesqgue, incluyendo los teoremas

de convergencia.

Describiremos entonces este procedimiento de extension formu
Tado y desarrollado por DBaniell y generalizado por Stone.

Mostraremos también su relacidn con teoria de medida.

DEFINICION 4.3.1

Sea L una famifia de 4funciones de valones neales definidas
en afgdn conjunto X. Decdimos que L es una red vectorlal s4
para cualesqudiena funciones §,g en L entonces af + Bg, f~g

y 4 ~ g también estdn en L, con o,B € IR, donde

max (4 {x),glx)],

[=2N
<
[}
>
1

min(4{x),glx}).

(=N
>
I

e
]

Se desprende de Ta anterior definicidn que un espacio vecto-
rial L de funciones es una red vectorial si para cada fun-

cién h en L se tiene que h v O0Oc L ya que
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per INIC:ON 4.2.2

L una gamifia de funcdones de valores reales extenddidos

Ve]
~

s Anddas en algin conjunto X. Decdmes que L es una red vec-

al
)

tor4al 84 para §,g <l se fiene que Las gfuncdiones § v g,

£ g Yy of estdn en L asd como La funcdién h fal que
hio! = 6{x) + glx) sdiempre que ef miembro derecho esté defi-
nAidoe

per INICION 4.3.3

See L una ned vectorial, decimos que 1 es un funcional Lineak
on L 84 1 es una funcibn de L en IR Zal que:

1(06) = al{g) y I(h) = I(4) + I{g) cuando h = § + g.

DEF INICION 4.3.4

Un tuncional Lineal 1 en una red vectorial L es [Lamado posdi

tiv0 84 I(¢) > 0 para cada funcdidn no negatfiva ¢ en L.

NGiESe gue si un funcional Vlineal es poritivo y ¢ < Yy, enton

ces 1{0) < I(v).

BIBLIOTECA CENTRAL

UNIVERSIOAD DE EL SALVADDR




DEFINICION 4,3.5

Un puncional Lineal posiitive 1 en L es denominado Ainfeghal
e Dandell 44 saftisface La condicidn sfiguienfe (denctada

por D

D. S& (¢n) es una sucesibn de funciones en L gue dechece a

cenc ey cada punite, entfonces
Lim I(¢”] =0,

A efecto de contar con alternativas para precisar si un fun
cional lineal positivo es un integral de Daniell, establece-

mes proposiciones equivalentes a D.
LEMA 4.3.6

La condicibn D es equivalente a cada una de £as sigudienies

condicdiones:

D'. 84 {9,) es una sucesibn creciente de funciones en L, y

s4 ¢ es una funcibn en L tal que ¢ < Lim ¢, entonces

Ti¢) < Lim T{o ).

[

pr,  S4 (Up) cs una aucesién de funcdoned ne-negativas en L,

y 44 ¢ es una funcibn en L tal que ¢ < } U , entonces

I{;) < ZI(UH).



PRUEBA

b => D'

Sea i'r; una sucesign creciente de funciones en L y sea
una funcidon en L tal que ¢ < Lim ¢

(¢~ ¢) es una sucesidn creciente que converge a ¢,

(¢ - ¢n ~ ¢) es una sucesion de funciones en L que decrece

a cero en cada punto,

entonces por O:

=> 1(¢) = Lim 1(¢, ~ ¢,

pero ~ & < ¢, entonces 'I(¢,n Nd) < I{¢. ),

O
y asi Lim I(¢ ~ ¢) < Lim I(¢,

por tanto I(¢) < Lim I(¢n).

D' => D":

Sea (un) una sucesian de funciones no-negativas en L, y ¢

una funcidn en L tal que ¢ < Zun.

ui, asi (Sn) es una sucesion creciente de fun-
1

ciones en L y ademds ¢ < Lim Sn’

il
nHe-13

Sea S
n .

por D' tenemos que:



\

/

106

I{¢) < Lim I(S_)
o
I{¢) < Lim I( ) u.)
) 1i=1 ]
L S
< Lim ) I(U.]).
- i=1 1
de donde I1(¢) < ZI(ui)

una sucesio

en cada puntao,

ea U
S n

O 7 Ppere

§ ]

n de funciones en L que decrece a cero

entonces (U ) es una sucesidn de funcio

nes no-negativas en L y ademas:

Ju, = 41 - Lim g = ¢

por D" tenemos

n
I(ey) < JI(U,) = Lim .511(“1>=
=

=> Lim I(¢n)

< 0.

Por otro lado ¢_ > 0 para todo n,

n

como I es positivo se tiene gue I(qn} >0,

Tuego Lim I(¢ ) > 0

y concluimos que:

Lim I(e ) = G,

por consiguiente D,D' y D" son equivalentes A
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En general Tos ]imites de funciones en L no pertenecen a L,

procedemos entonces a extender I a una clase L; que conten-

4- EL TEOREMA DE EXTENSION PARA FUNCIONALES LINEALES POSI-

TIVOS DEFINIDOS EN UNA RED VECTORIAL

DEFINICION 4.4.1

Denotamos poh Lu el conjunto de todas Las 4unciones de valo
nes rneales extendidos defindidas en un conjunto X, cada una
de Las cuales es el Limite de una sucesifn crecdiente de fun

ciones en L,

Resulta claro que si f y g pertenecen a Lu’ entonces

of + Bg eLu donde o y B son constantes no-negativas.

También si (¢n) es una sucesion creciente de funciones en L,

entonces (I(¢n)) es una sucesion creciente de nimeros reales
y debe por tanto tener Limite (eventualmente puede ser «).
De nuevo parece natural intentar definir Lim I(¢n) como el
valor de I para la funcién f, 1a cual es el Timite puntual

dé 1a sucesidn (¢n), Necesitamos entonces asegurarnos que

el valor de I(f) depende sb6io de la funcién f y no de la es
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cogencija de la sucesion creciente (¢n) cuyo Limite es f.

Garantizamos 1o anterior en el siguiente Tema.
LEMA 4.4.2

S4 (dp) v (¢ ] son sucesiones crnecdentes de hunciones en L
S HIS

y 44 Lim & < Lim v, entenced

T’

Lim I(¢H)i Lim I[me.

PRUEBA

Para un n fijc tenemos:
¢n < Lim ¢n < Lim wm,

por D' obtenemos I(¢n) < Lim I(wm),

por tanto Lim I(¢n) < Lim I(¢m) A

E1l lema anterijor nos garantiza que si tenemos dos sucesio-
nes de funciones crecientes en L (¢n) y (y,) que tienen
jgual Limite f, entonces I(f) = Lim I(@n) = Lim I(y,). Asi
el valor de I(f) depende sélo de la funcion f y no de la es

cogencia de la sucesidon creciente a f.

Habria que clarificar el hecho que L, es una red vectorial,
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observemos pare eilo que si f,g gLU entonces existen suce-

siones crecientes (f_ ) v (gn) en L tales que

Foo»> /g =+ q.
LT 9y 9, v g,

entonces la sucesidn (u‘r + Egp) con ¢ y B constantes none-
gativas es creciente y converge a af + fg,

por tanto af + fge Lu'

Ademas las sucesiones

~ gn) y (fn v gn) son crecientes en L y convergen a

f ~g y f v g respectivamentes. Asi f ~ g y f v g per-

tenecen a Lu.

Podemos, por consiguiente, extender el funcional I a un fun
cional de valores reales extendidos definido en Lu’ con la
propiedad de I(f) < I(g) para f < g y

I{(af + Bg) = al(f) + BI(g) con f,ge L, ¥ a,B constantes

no-negativas.
LEMA 4.4.3

Una funcién no-negativa 4 pertenece a Lu AL Yy s6L0 84 exdLb-

te una sucesdbn (wk) de 4unciones no-negativas en L tal que

<

Y, En este caso I(4) = kgll(wh)’



PRUEBA

Es evidente que si exjste una sucesion (WP) de funciones
no-negativas en L tal que f = ) U, entonces fel —ya que
k=1 7

la sucesion de sumas parciales crece a f.
Veamos la otra implicacion:

sea f no-negativa, como fe Lu existe una sucecion creciente

(¢,) de funciones en L cuyo limite es f.

Reemplazando ¢, POr ¢ v 0 podemos asumir cada ¢ no-negati

va,
hagamos Y, = ¢1, by = ¢n - ¢n—1 para n > 1.
n fo <
Entonces f = Lim¢ = Lim J ¥, = } ¢ v
k=1 k=1
I(f) = Lim I(¢)
5]
= Lim I( ] )
k=1
n
= Lim J I(y,)
k=1
= ) M) &
k=1

LEMA 4.4.4

Sea [{,] una sucesibn de funciones no-negativas en L . En-
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tonces La funcién 4 = ) §, estd en Ly
n=1
Ty = ) I(éﬂ)
n=1
PRUEEBA

Para cada fn por el lema anterior existe una sucesion

(wn,k) de funciones no-negativas en L tal que f_ = kz
por lTo tanto f = nzkw”sk'

Y s
1 n,k

Dado que el conjunto de pares de enteros es contable, f es
la suma de una sucesidn de funciones no-negativas en L, y

asl f debe estar en LU.

Asimismo

I(f) = ] I(y

DEFINICION 4.4.5

Sea § una funcibn arbitraria definida en un conjunto X, de-

finamos el integral superion T[§) asi:



cio

117

donde adopiamos La conveneldn gue el Ingimo del conjunto va

es + =3 dedindimes e infteghal infenion I1{4) como

104) = ~ TI-4).

&

isamos a continuacidon las propiedades elementaies del

integral superior e inferior.

LEMA 4.4.6

Sea h = § + g. Entonces 1(h] < 1(4) + Ilg) siempre que el

miembro dereche esté definddo. SLc > 0, Tled) = cIl4).

Si 4 < g, entonces T(§) < Tig) ¢ I1l4) < Ilg).

PRUEBA

Sean funciones t,f¢ Ly, tales que t > f y £ > g, entonces

Si

si

o+

+ £ >h y

= I(h) < inf I(t) + inf I(&)
t>f L>g
teLu £€Lu

¢ = 0, entonces I(cf) = 0 = cI(f),

¢ > 0, entonces:



cI(f) = c.infi(g) = inf I(cg) = inf I(h) = T(cf).
g>f g>f h>cf
gel | gel hel
- Y u
Sea por otro lado he Ly f < g < h, luego
1(f) < I(h) => I(f inf 1{h)
h>g
helk
= T(f 1(g)

ademds como f < g entonces -g < -f,

esto implica Y(—g) < 1(-f)

LEMA 4.4.7

Para una funcibn § cualquiera se tiene que T{4) < T(§).

S< fe L, entonces 1(f) = T(4) = 1(4).
PRUEBA

Tenemos que 0 = I{(0) = I(f - f) < T(f) + I(-f),

por tanto  -I(-f) <

113



114

Notemos que si f ¢ L, entonces I(f) < I(f) (por definicidn

Si g el y f < g, entonces I(f) < I(qg),

obtenemos ademas:

I(-¢) = I(-¢) = - I(¢),
concluimos que I(¢) = I(9).

Pero cada f eLu es el Timite de una sucesidn creciente (¢n)

de funciones en L. Dado que f > 4, tenemos:

n I(¢n), por tanto

I(f) > Lim I(¢,) = I(f),

|>—4
——
—h
g
| v
|>—4
—
RsS
g
[l

como ademds I(f) 5_T(f) = I(f) concluimos que:

LEMA 4.4.8

[e o]
Sea (4.) una sucesién de 4funcionesd no-negativas, u 4§ = .
Jf 8] 4 s 4 1 A k

¢ k

Entonces 1(4) < 7§ T(éh]‘
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PRUEBA

De Tc contrario, dado £ > 0 existe una funcidn g, ELU

. LT -k
tal que f, < 9, v I(gk) < I(fk) + c.2 ",

Dado que cada g, ©s no-negativa, por el lema 4.4.4 tenemos

que:

Como g > f tenemos I(f) < 7§
a partir de que € es un nimero positivo arbitrario

1(f
1

concluimos que I(f) <

1t~18

)
" k

DEFINICION 4.4.9

Decimos que una funcibn § depindida en un conjunto X es inte
grable con hespecto a Ilo T-infegrable) s4 1(4] = I1(§} vy
adembfs este valon es 4indto. Denotamos £a clase de funcio-

nes integrables con hespecto a 1 por L.



Para f en L, escribiremos ahora I(f) en sustitucidn de I(f).
Tenemos ahora una extensién de nuestro funcional lineal po-
sitivo original I a la ¢lase de funciones L;. Observemos a
'.‘.rl‘t—:"“ cior

nuacion las propiedades de L, y del funcional extendi-

do.

PROPOSICION 4.4.10

EL conjunto L, es una red vectordlal de funcdiones que conidie
ne a L, e I es un funcional Lineakl positivo en L,, el cual
extiende el 4funcional 1 en L.

PRUEBA

Sea f en L,,

para ¢ > 0: I(cf)

1}
(@}
—_

—
-+
~

1
(@}

—
—+
~

n
—t

—
(@}
—+

~—
<

para c < 0O: I(cf) = cI(f) = ¢

Camn)
_h
S’
1t
|n—-|
Camn)
O
_h
S
-

asi cfel,.

Sean f,ge L,;, entonces:
Tif+g) < T(F) + I{g) = I(f) *+ I(g)... (1)
y -1(f+g)
= I(f+g) > I(f) + I(g)... (2),

]
Lo |
—
1
—h
§
e}
-
[ A
[
—
_——
—
S
1
Lo |
_——
e}
S

de (1) y (2) tenemos que
1(f+g) < I(f+g),
de donde I(f+g) = I(f+g) = I(f) + I{g)
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y asi f + gel,,

Por consiguiente L, e

)

un espacio Tineal, e I es un funcio-

nal lineal en L;.

Como L cLu y I{f) < = para toda fe L, tenemos por el Tlema
4.4.7 que Lcl, y que nuestra definicién de I en L; nos
brinda un funcional Tineal positivo que coincide con el ori

ginal I en L,.

Para probar gue L: es una red basta mostrar gue si f esta

+
en L,, entonces f e L,.

Sea entonces f-.en L,, por tanto.para cada & > 0 existen fun
ciones g y h en L ~tal que -h < f < g, mientras que

I(g) < I(f) + € <@y I(h) < -I(f)+e <=;

dado que g (g v0) + (g~0) y (g~ 0) el,. tenemos que

I{g ~0)>=-e y I(g>~v0)c<I(g)=-1I(ga0)< =

Por tanto la funcidén g; = g ¥ 0 esta en Lu y I(g,) < =.

Sea h, = h ~ 0, entonces he Lu Yy como

-h < f < g entonces (-h ~ 0) <

-+
¢
Len]
| ~
fa]
S
[@n]
-

es decir - (h ~0) < f v0<g~0
=> - h; j_fT < Q1

dado que g > - h tenemos g ~ 0 > (-h ~ 0),
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expresemos g + h asi:
g+ h=g; + (g ~0)+h;+(hv0)=gqg; +hy + (qga0)+(hY

obtenemos g + h > g; + hy.

Consecuentemente I(g,) + I(h;) < I(g) + I(h) < 2¢;
como -I(h;) < I(f ) < T(f ) < I(g,) entonces

como ¢ es arbitrario concluimos que T(f+) = I(f ).

Ademds 0 < T(f') < I(g,) < =,

asi f+e L; y L, es por tanto una red vectorial i

Desarroilamos a continuacidn una proposicidon anadloga para L,
del teorema de convergencia mondtona. Muestra también que L,

e 1 satisface la condicidon D' y por tanto D.
PROPOSICION 4.4.11

Sea (5n) una sucesifn creciente de funcienes en Ly, y sea

§ = Lim §,. Entonces { el &4 y s6Lo &4 Ldm I(gnJ< o, En es-

te caso 1(4) = Lim I[én}.

PRUEBA

=>} Dado que f > f_, se tiene T(f) > I(fn),



si Lim I{fn) = « entonces I(f) > Lim I(f ) = =,

s iff} =« y fdl,.
Supongamos e Lim I(f_)
Sea g = f - f;, entonces g > 0 y g = ) (freq - T

It
—
-
3
Lo |

—
—h
3
~

1
Lo |

—
-+

—

~

Como f = f,+g., se tiene Tff) = I(f,+qg)
< Hf)+I(g) < Lim I(F,),

asi I(f) < Lim I(f

Dado que f < f tenemos I(fn) < I(f)

Tuego Lim I(fn) < I(f) ... (2)
De (1) y (2) concluimos que:

T(f) < Lim I(f ) < I(f),
de donde I(f) = I(f) = Lim I(f ) i

COROLARIO 4.4.12

EL

Ly.

funcional 1 es un integral de Daniell en £a red vectordial
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PRUEBA
Sea (qn) una sucesion creciente de funciones en L, ¥y ¢ una
funcidén en L, tal que ¢ < Lim ¢_. entonces:

(gn ~ &) es una sucesion creciente de funciones en L, tal

que Lim (¢ ~ &) = o.

n

hdemds ¢, > ¢, ~ ¢, entonces I(;n) > I(qn ~"d),

asi Lim I(¢n) > Lim I(¢, ~ ¢),
sabemos que Lim (¢n A~ b)) = be L,
por proposicion anterior I{¢) = Lim I(¢n ~ &),
I s

de donde el funcional 1 es un integral de Daniell en L, A

por tanto I(¢) < Lim I(g,

Las siguientes dos proposiciones son los andalogos para el in
tegral I del Tema de Fatou y del teorema de convergencia de

Lebesgue.

PROPOSICION 4.4.13

Sea (§,) una sucesdibn de funciones ne negaidvas en L. Endon

ces La gpuncidn ing 4, estd en Ly, y La funcién LAm fp estd

en L, o4 Lam T14

:
eloal IR

) < =, En esfe caso:
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PRUEBA

Sea B = fi ~ fa ~ ... =~ fr‘ entonces [un) es una sucesion
\ (

de funciones no negativas en L; que decrece 2 g = inf f

iLf.

Luego (—gn) crece a - g y cComo I(—gn) < 0

se tiene que Lim I(—gr) = 0,

y asi por porposicién 4.4.11 -ge L, y por

consiguiente g = inf fke L.

Sea hn = inf f,, entonces (hn) es una sucesion de funciones

no-negativas en L; que crece a Lim fy.

Dado que hn < fk’ para n < k, tenemos:

I(h ) < I(fk) para n < k, luego

n

< o0,

Lim I(hn) < Lim I(f,)

Por consiguiente Lim hneLl, es decir Lim fke L,

y también I(Lim fk) = Lim I(hn) por proposicion 4.4.11,

de donde I(Lim fk) < Lim I(fP) A
PROPOSICION 4.4.14

Sea (5r} una sucesidin de funciones on L, y supongamos que
existe una funcibn g en L, tal que para Lfodo n se tiene que

< g. Enfonces 44 4 = LdAm 6n’ Lenemes

|"‘{IHI

I(§) = Lam 104, ).
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FRUEBA
Las funciones fn + g son no-negativas, ¥
T(F + o0 T Faraaic
Lim I(f_ + g) 21(g) <
im I(f, + g) < 21(g
Por proposicion anterior Lim (fr +g) = f +qgel; vy
f +g) < Lim I(f + g) = I(g) + Lim I(F ),
se deduce que I(f) < Lim I{f_ ). (1}
Asimismo, las funciones g - fn son no negativas,

asi tenemos

I{(g - f) < Lim I(g-fn) = I(g) - Lim_I{fr),

es decir Lim I(fn) < I(f)... (2).

De (1) y (2): Lim I(f ) = Lim I(f ) = I(f),

n
de donde Lim I(fn) existe y es igual a I(f) &

Mostraremos ahora que Ta extension a L; de un integral de

Daniell I en L es tnica.
DEFINICION 4.4.15

Denotamcs pon L o La clase de agquellas 4funciones en X que

son Limite de una sucesibn dechecdente (4 | de funciones en

L, con Iig,} <=y Lim I(§ ) > — =,



—
nNo
(&)

Notese que si aplicamos 1a proposicion 4.4.11 a 1. sucesidn

(- deducimos que L , i
\ fn) ¢ n jUE uf CI—.
EMA 4.4.16
Si § es cualquien funcidn en X con I(4) findto, ¢ tonces
exdiste gel , tal que 4 < g y 1(4) = I(gl.

u

PRUEBA

Como T(f) es finito, dado n podemos encontrar hna L

u
- 1

tal que f < h vy I(hn) < I(f) + =

Haciendo 9, ~ hy ~ hs ~,..~ hn’ tenemos f < 9, < g

por tanto (gn) es una sucesidon decreciente de fun-iones en

- - 1
L, con I(f) i.I(gn) < I(f) + =

Asi tenemos I(g ) < « y Lim I(g ) > - =,

entonces la funcibn g = Lim 9, esta en Luﬂ’ mientras que

f<gyI(f) = I(g) A
DEFINICION 4.4.17

Una duncién 4 defdindida en X es Llamada guncddn nu’a 44

fely g TU[4]) = 0,



PROPOSICIGON 4.4.18

a) Una funcddn 4 en X esifd en Ly &4 y s6Lo 44 f es La digfe-
nencla g - h de una funcién g en L , v una 4uncibfn nula
ne-negativa h,

bl Una funcddn h es una funcidn nula s4 y s6L0 s4 exdiste
una funcién nula k en L fal que |h| < k.

e |

PRUEBA

a) =>) Si fel; entonces el lema 4,4.16 asegura la existen-
cia de ge L, tal que f < gy I(f) = I(g),
de ahi que h = g - f es una funcidon no negativa y

I(h) = 0, asi f = ¢ - h con gelyp ¥ h nula no-nega-

o

<=) Si f = g - h, entonces f es la diferencia de dos fun

ciones en L; y por tanto f debe ser de L;.

b) =>) Si h es una funcién nula, entonces por el lema 4.4.16
existe ke L , con thi < k y
I(k) = I(|h[) = O,

asi k es nula.,

<=) Si |h] < k con k nula, entonces

0 < I(|h]) < I(|h]) < I(k) = O,
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de donde hely, I(|h]) =0 y asi h es nula A

PROPOSICION 4.4.19

Sea T un integral de Danicll en una red vectordal L de fun-

ciones en X ¢ sea J un infegral de Danielkf en una red vecto-

nial MolL. S{£ 1(4) = J(4) parna foda §e L, entonces M,2 L, y
Il(' = J{-J nak Loaa L
PRUEBA

Sea fe¢ Luf’ entonces f es 1imite de una sucesion decreciente

(fn) de funciones en L con I(f ) < ey Lim I(fn) > — o,

n

Como f el para toda n, f es el Timite de una sucesién cre

ciente (fn ) de funciones en L.
k

Como fnk < fn se tiene que I(fnk) < I(fn),
es decir J(f_ ) < I(f ) ¥y
nk n

le J(fnp} S_I(fn) < w,

Por proposicién 4.4.11 fne My y

J(f ) = LimJd(f_ ) = Li

entonces J(f ) = I(f ), ¥n,



Luego (-f } es una sucesién creciente de funcjones en M1 con

n
Lim J(—fn) < @, entonces de nueyo por proposicion 4.4.11 tene
mos que - fe M; vy

J(-Ff) = Lim J(-F_),
or tanto fe M; ¥y

J(f) = Limd(fn) = Lim I'(f ) o= I1(f).

luego L, c My y J(f) = I(f) para todo fe L .

Por 1a parte b) de l1a proposiciéon 4.4,18 cada funcidn que es
nula respecto a I debe también ser nula respecto a J, y como
por la primera parte de la proposicion 4.4.18 cualquier fun-
cién fe L, es Tla diferencia:

f =49 - h, con g ELuﬁ y h nula con respecto a I,
entonces f es la diferencia de funciones en M, y por tanto

fEMl Yy

Observemos ahora la relacion exjstente entre el procedimiento

de extension y la teoria de la medida.
DEFINICION 4.4.20

Decimos que ung fpuncifn no negativa § en X es medible (con

nespecte a 1) 64 g ~ el para cada ge Ly,
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LEMA 4.4.21

L) S{i 4 y g son funcdones medibles ne negaftivas, entonces
L~ g g ¢ dibles

(i) S84 (4. ) es una sucesdibn de funciones medibles no negati

1
vas que conveage puntualmente a una 4funcién 4, enfonces

Lo .
feas medible.

PRUEBA

Sean f y g funciones medibies no negativas y hel;,
entonces: h ~ (f ~ g} = (h ~ f) ~ (h ~ g) 'y
h ~ (f~g)={(haf)>v(hag).

Como f y g son medibles h ~ fel; y h ~ ge L,,
L, es una red y por tanto h ~ (f ~ g)el, y h ~ (f v g)e Ly,

entonces f ~ gy f v g son medibles.

Sea ahora (fn) una sucesion de funciones medibles no-negati-

vas que converge puntualmente a f y g una funcion en L.,

entonces (g ~ fn) es una sucesion de funciones en L que con

verge a g~ T,

Dado que lfn ~ gl < |g|, {g|ely, tenemos:

f ~ ge L, por proposicidon 4,4,14 y

asi f es medible A



Una guncibn no negativa 4§ en X es medible con respecto a 1
54 6 ~ pEL ) [ €L

51 ¢ ¢L entonces ¢ ~ fe L, para f no-negativa en X.

Sea g« LU con I(g) < =, entonces g es el Timite de una suce
sidn creciente (gn} de funciones en L,

-

asi (gn ~ f) con f no-negativa es una sucesion creciente de

funciones en L;, como g9, " f < g entonces I(gnA f)<i(g)< =,
es decir Lim I(gn A f) < e,

por proposicion 4.4.11 g ~ fel,,

asi g ~ fel, para ge Lu con I(g) < .

Ahora sea h ELUE, entonces h es el 1imite de una sucesion de

creciente (hn) de funciones en L, con I(h.) < =y

n
Lim I(hn) > - o, Entonces (hn ~ f) es una sucésién en L,

que converge a h ~ g, dado que ]hn ~ f| < |hy ~ f| para todo
n con ]hl ~ fle L,, entonces por proposicién 4.4.14 obtene-

mo S
Ith ~ f) = Lim I{h, ~ f) < I(h, ~ f) < =

por tanto h ~ fe L, para toda he Luﬂ'

Si £ es cualquier funcién en L,, la proposicion 4.4.18 dice
que £ es la diferencia £ = g - k donde g¢ LUL y k es una fun

cion nula no-negativa.



Dado que 0 < (g ~ f) - (& ~ f) < k,.%a funcidn £ ~ f difiere

de la funciodon integrable g . f por una funcidn nula.

Asi L ~ f es integrable, probando que f es medible A

DEFINICION 4.4.23

Decdmos que un conjunic Ac X es medible con nrespecte a 1 54

AU funcsbn caractenistica X, es medible., Decdmos gue A es An

A

teghable 54 X, eb integrable.

A

LEMA 4.4.24

L Si A y B som conjuntos medibles, entonces Los confun-

tos AUB, ANB y A - B son medibles.

AA) Si (An) es una sucesidn de conjuntos medibles, enton-

ces Los conjuntos 1 A y U A son medibles.
n>1 n>1

L4484 La funcidn 1 es medible, entonces La clase A de con

juntos medibles es una o-dlgebra.

PRUEBA

i) Sean A y B medibles,

dado que Xp g T Xp o~ Xg Y Xpyp T Xpov Xpo



resulta que AnB y AwB son medibles;

g~ x[._l', = (g );1“ - {9 - X,&‘! [\} + (9 ~ O)
p r .‘: £ " [} “ ~ 1 1 |_'_
A - B es medible.
i) Si A = s B . entonces x, = Lim {(x v v Xa ),

S A A, A

n=i : n
por literal i) (xﬁ vy Xy ) es una sucesion de fun-

" o

ciones medibles y por lema 4.4.21 Xp €s medible,
por tanto A es medible.

Si A= v A, entonces x, = Lim(x A X AoLa X, ),
n_>_l n A A1 Az An

y asimismo por lema 4.4.21 x, es medibie.

iii) Si 1 es medible, entonces el conjunto X es medible y
por tante el complemento de un conjunto medible es me-
dible, junto a i) y ii) concluimos que la clase de con

juntos medibles es una o-algebra A

LEMA 4.4.25

S4 1 es una funcdbn medible y § una funcibn integrable no-ne
gativa, entonces para cada ndmero reaf o el conjunto

E = {x: 4(x) > al es medible,



PRUEBA

Si o es megative, E = X y.E es medibje dado que x

1 es medible.

Asumamos que o > O,

definimos g(x) =

Cocmo g es la diferencia de dos funciones en L, se

ge L.

En cualquier caso g(x) > 0 para xeE ¥y

g{x) = 0 para x e EC.

Sea ¢n = 1 ~ (ng), entonces ¢ne L, y 1a sucesion

(¢n) es creciente y converge a Xp s

sigue que

como (¢n) es una sucesién de funciones medibles se tiene que

xp ©s medible y asi E es medible. A

LEMA 4.4_26

Sea La 4uncidén 1 medible, y definamos una funcidn
tos u en La clase A de conjuntes medibles asi:

plE) = T(xg) 84 x. es dntegrable y

e

i)

ulE} w de otro modo,

entonces y es una meddida,

de confun-



132

PRUEBA
Tenemos en primer fugar u(¢) = 1(0) = 0.
A y B son conjuntos integrables con Ac B, tenemos

xp < %g ¥ por tanto p(A) < u(B). Asi u es monétona para con-

Jjuntos integrables y consecuentemente para conjuntos medibles.

Sea (Ei) una sucesidon disjunta de conjuntos medibles y

sea £ = U E.,
i>1 1

Si uno de los Es no es integrable entonces £ no es integra-

ble y w(E) = == [ w(E,).
i>1
Si cada Ei es integrable, entonces X es integrable, asi
i
(_z XE.) es una sucesion creciente de funciones en L y
n

x. = Lim ( 7} X
i=1l i

)s

E serd medible si y sélo si
n n

Lim I( J x_ ) = Lim J I(x
i=1 B i=1 B

oc
es decir ) p(E.) < o.

. i
i=1

En ambos casos u(E) = ) L(Ei),
i>1

y la medida p es contablemente aditiva. A



E1 siguiente teorema eyidencia que .el integral de Daniell I

en L, es equivalente al integral con respecto a esta medida
EOREMA 4.4.27 (Stone)
Sea L una red vecZordial de funciones en X con La propledad

guc a4 el entences 1 . fel, y sea I un 4ntegral de Dandfell
en L. Enfonces existe una o-dlgebra de subconjunitos de X y
una medida py en fa o-dfgebra A Zal que cada 4uncibn 4 en X

es Lntegrable con respecto a 1 54 y s6L0 s4 es Antegrable

con nespecto a u. Ademés

¢
|

1(4) = Jédu.

PRUEBA

Sea A la clase de conjuntos que son medibles con respecto a
I. Se sigue del Tema 4.4.22 que Ta fﬁncién 1 es medible.

A partir de ello el lema 4.4.24 estalbece que A es una
c-8lgebra, y el lema 4.4.25 asegura que cada funcién I-inte-

grable no-negativa es medible con respecto a A.

Como cada funcion I-integrable es la diferencia de dos fun-
ciones I-integrables no negativas, cada funcién I-integrable

debe ser medible con respecto a A.

medida dada en el lema anterior (4.4.26), y sea f

(%]
D
jo']
=
-
jal]
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una funcion no negativa, la cual es integrable con respecto
a I,
Fara cada par (k,n) de enteros positivos hacemos:

- F i ":_F

B o © X 00 ke 1,
entonces Ek q €s medible, y dado que

3

-i,N
X = X ~ (k 2°f),
“k.n k,n

Sea ¢ = 2N
n

entonces ¢ € L, ¥ (¢n) es una sucesion creciente de funcio-

nes que converge a f.

Por tanto I(f) = Lim I(¢n), pero

22N

2"y Ixg )
k=1 n,k

1(o,)

{
}Qndu.

Como por el teorema de convergencia mondnotona sabemos

deu = Lim J¢ndu,



y f es integrable con respecto a y.

una funcidn f arbitraria I-integrable es la diferen

cia d

m

dos funciones no-negativas I-integrables, concluimos
gue tal funcidn f debe también ser integrable con respecto

au y I(f) = |fdyp.

Si f es una funcidén no negativa en X, la cual es integrable
con respecto a u, construimos Ek n Y ¢, como anteriormente.
H

Como dep < e, cada E tiene medida finita y asi:

k,n

X Y por tanto - pertenecen a L,.
k,n

Como ¢, +f v Lim I(¢n) = Ifdu < «, tenemos que

fel, por proposicion 4.4.11.

Asi, cada funcién integrable con respecto a u es también in

tegrable con respecto 2 I. A
5- MEDIDA Y TOPOLOGIA
DEFINICION 4.5.1

Un espacio fopolbgice X es LRamade Localmente compacto 54

para cada x e X ex{ste un conjunto ablente 0 que confdiene a
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Sea K un subconjunte compacto de un espacfo Hausdorfg Local
menZe compacto X. Entonces exdste un conjunto abiLeafe (

%8

gue contilene a K con O cempacto. Dade un conjunto 0 asdi,
existe una 4guncién continua nco-negativa 4 en X, La cual sc
anuta fuera de O y es Ldéniicamente 1 en K. Si K es también

un G podemo s toman 4 < 1 en K©.

é:}

PRUEBA

Como X es localmente compacto, para cada punto xe K existe
un abierto 0X que contiene a x con 5x compacto,
se tiene que {OX: x € K} es una cubierta abierta de K,

como K es compacto existe una sub-coleccion finita

{0x,2 Ox,° " " Oxn} gue cubre a K.

n _
Hacemos 0 =.,u; 0, 3 claramente 0 es abierto, Kc0O y 0 es
' i

compacto.

Como X es Hausdorff, K es cerrado. Con ¢ abierto dado como
anteriormente se tiene por el lema de Urysohn gue existe
una funcidn f continua de valores reales tal que 0<f<l en

X, f=1enKyf=0eno".
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Si K es un G_ , entonces
€

K = (.. 0_ con Q_ abierto;
n=1 n
por el lema de Urysohn existen funciones continuas:
fn. A = ,_G,l_},
, C
con f_ = 1l en K y f =20wen¢Q_,
n n
[e.o}
Af=N
hacemos f = ) fa2™,
n=1 "

-

f es continua y 0 < ¥ < 1,

ademéds f {1}

K, de donde f < 1 en kS A

Procedemos a establecer y precisar las relaciones entre las

estructuras topoidégicas y teoria de medida.
DEFINICION 4.5.3

SL 4 es una funcidn de valohes heales, definimos el "sopor-

te" de § como La cernradura def confunio

DEFINICION 4.5.4

Sea X un espacdic Havasdords Locafmente compacto, denofamcs
pon C (X) La familia de gfunciones neales continuas defindi-
das en X, Las cuales se anudan fuera de un subconjunte com-

pactc de X.
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Por tanto CC(X) es la clase de todas las funciones reales

continyas en X con soporte compacto,

La clase de confunics de Badre se degfine come La mds peqgue-
ina o-dlLgebra B de subconjuntos de X tal que cada funcidn en
C (X) es mediblfe con hespectc a B, Es decir que B es fLa

o-dLgebra generada por Los conjuntcs

{x: §(x) > a} con f¢ CC(X).
PROPOSICION 4.5.6

La clase de conjuntos de Baire es La o-4lgebra generada pon

Lo s Gé compactos,

PRUEBA

Los conjuntos {x: flx) > al con f“eCC(X) y o > 0. son

G, compactos ya que f es continua y

¢

an{x:f(x) > o - %"}

{x: f(x) > o}

Observemos ademds que si o < 0, entonces

{x: f(x) > a}

{x: -f(x) < - al

i
><
t
-
b
1
-
_—
x
v
1
R
e



et
{2
w

por tanto ia o-adlgebra generada por los G, compactos inclu-

ye a B,

o
e
-
o
j5")
o]
ot
[
g
wn
B
48]
3
—
i

Por otro Tado

w

H un conjunto

i
o

h

por proposicién 4.5.2 sabemos gque existe una funcion f con-
tinua con soporte compacto que es idénticamente 1 en H y

f <1 en HC,

notemos por tanto que

H = {x: f(x) > 1} ,

y asi B incluye a la g-algebra generada por los G@ compac-

tos. A

DEFINICION 4.5.7

S4L X ex un espacio Ltopolbégdco, La mds pegueina o-dlgebra que
contiene Los conjuntos cernrados es denominada La clase de

confuntos de Boael.

DEFINICION 4.5.8

Un confjunto es LLamado g-compacto 84 e La undibn de una co-

LT

Leceibn contable de conjuntos compactes, Un conjunto confe-

-

nide en un compacic e4 LLamade acotade, y aquel contendido

en un o-compacio se dice g-acctade.
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LEMA 4.5.9
. . , C
S4 B es un confunte de bBadre, entonces B ¢ bien B es
PRUEBA
Sea el conjunto £ = {B: B 6 B® es c-acotado;,

a probar que E es una c-dlgebra.

i) por la construccién de la clase: B ¢E si Be E.
ii) Sea (Bi) una coleccion numerable en E;

si B. es g-acotado para todo i entonces U Bi es
1>1

c-acotado,

. .C . c
51 Bi es o-acotado para todo i entonces (-UlBi) es
1>

o-acotado,

. c
si A es o-acotado y B~ o-acotado entonces

(AUB)® = A%,y B® ¢ 8BS,

asi (AUB)C es o-acotado y por tanto (AUB) €€ ,

de donde E es una o-algebra.

Como esta o-algebra contiene todos los conjuntos com-

pactos, debe incluir todos los conjuntos de Baire A
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DEFINICION 4.5.10

Una med4da u def{nfda en £a o-dLfgebra de conjunitos de Bainre
LLamada medida de Baire 54 es findta para cada confunite

> - Eeao

ae baLhe compaca

En 1o que resta del presente trabajo mostraremos que cada
funcional lineal positivo es dado mediante integracidon con
respectoc a una medida de Baire apropiada y que para espa-
cios compactos X cada funcional Tineal acotado en C(X) (es-
pacio de funciones reales continuas en X) es dado mediante
integracidon con respecto a una medida finita con signo de

Baire.

Con respecto a esto ultimo, definimos a continuacion inte-

gracidén con respecto a una medida con signo.
DEFINICION 4.5.11

Sea v una medida con sdgnc, depindimos Ainfegracidn con resb-

[7 . [ 4 -
pecte a v oasi: |4dv = | {dv -L(ﬁdu .

¥
P

6- FUNCIONALES LINEALES POSITIVOS Y MEDIDAS DE BAIRE

LEMA 4.6.1

Lo
b
3
.

cxiste una Aucesddn (¢r] de funcio-
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K’

Por proposicion 4.5.2 exjste una funcidn no-negativa

¢ ECC(X) con ¢ =1 en Ky O < ¢ <1 en K<

Sea o = ¢,
n
es evidente que ¢ (x} < ¢ (x) para todo x vy
n+l — '
la sucesion (¢n) converge a XK i

LEMA 4.6.2

Sean u; y U, medidas de Bairne en un espacto Hausdorfg com-
pacto X. S& pilK} = w2 (K) cuando K es un conjunto Gé compac

fo, enfonces u; = uz.
PRUEBA

Sea E la coleccion de conjuntos de 1a forma

~

C = KinKs donde Ky v K2 son G, compactos con

-
Y

Kz c Kl.

Notese que si K es un G_ compacta, entonces

]

bl

-

k= kne® y K° = xnk©,

. C ,
es decir tanto K como K~ pertenecen a E.



Sean ahora C; y C, en E,

C: = KinKz , Ki,Kz G, compactos con K,c K,
| ""“ ’ ’
Coa = | Ke , Ks.Ky G, compactos con Kuic K,
CinCs = (Kyn Kg)y :{ Kiry Ko )u (Ko y Ky )]

KiyKs y (KiyKe)y (KapyKg) G

(Ki Ky Ju (KziKa) ¢ KiriKs,

5 compactcs vy
esto significa que la interseccidon de aos conjuntos en E

estd de nuevo en E.

- c c )
También Cy = K{iWKz, 0o sea que el complemento de cualquier
conjuntoe en E es la unidén finita disjunta de conjuntos de
E;
de 1o anterior concluimos que E es una semi-algebra que in-

cluye la semi-algebra generada por los GG compactos.

Como ui(C) = w. (Ky) - Ui(Kz), observamos que p; y up; coinci-

i

den en la semi-adlgebra generada por los G, compactos.

8

Las proposiciones 4.2.9 y 4.2.8 1implican que sus extensio-
nes a la menor c-algebra gqgue contiene a la semi-algebra ge-

nerada por los GC compactos son idénticos ya que
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COROLARIO 4.6.3 .
v U up medidas de Baire en un espacic Hausdorgd Local
te compactc tal que u;(K) = uy(K) para cada G, compacte
K. Entonces u;(E) = up(E) para cada conjunto o-acofado de

Sea X un espacic Hausdordg Localmente compacto e 1 un fun-
cional £incal positive en CC[X). Entonces exi{ste una meddida

de Baine u Zal gque para cada 4 en CC(X) tenemos

)
I{4) = Jédp.

SL X es compacto, La medida u es dndca. En general yu eszd
unfvocamente detenminada en Los conjuntos de Balre o-acoifa-

dos.
PRUEBA

E1 espacio CC(X) es una red vectorial, ademas si f eCC(X)
entonces 1 ~ f eCC(X), I sera Qn ijntegral de Daniell si sa-

tisfacen la condicion de Danieil D.

Sea (¢n) una sucesign de funciones en C_(X) que decrece a

cero y sea K el soporte de ¢;.



También sea ¥ una funcidén no negativa en C_(X)

C s
|l'-‘"|']\(f‘ en }/’ [T Y nvr | -(:‘r- = 23
1L d v AP propas 100 &.9, Al 4
entonces para un > U dado, |os conjuntos
F_o= {» (x) > ey(x)?

son una familia decreciente de subconjuntcs cerrados de K

cuyaz interseccidn es vacia.

Como K es compacto, para algin N se tiene F, = g¢

e

¢n < e % para n >N y por tanto

I(¢n) < ¢I(y) paran > N,

de donde I(@n) + 0 ya que € es arbitrario.

Por el teorema de Stone existe una o-aigebra A de subconjun
tos de X y una medida u definida en A, ’
ademas para fe CC(X), f es I-integrable y por consiguiente
es integrable con respecto a u y

1(£) = [fdu,
como los conjuntos {x: f(x) > o} son medibles respecto a A
se sigue gue A incluye a2 los conjuntos de Baire y que por

tanto p esta definida para los conjuntes de Baire.

Si B es un conjunto de Baire compactc:

) < = ya que x e C_(X),

b(B) = I(x o %

se concluye que y es una medida de Baire.

BIBLIOTECA CENTRAL
3 - - |

luu@iftfi_«3;_,_u mtj
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Para ver la unicjdad de p notemos gue si K es un compacto

G. entonces Xy es e] 1imite de una sucesidn decreciente de
Q

funciones (;n} en C_(X). Como ¢, es integrable, tenemos por

el teorema de convergencia de Lebesgue gue

u(K) = Lim J¢ndp = Lim I(cn),

Entonces u(K) es Unicamente determinada por I. Por corolario
4.6.3 1y esta univocamente determinada en los conjuntos de
Baire c-acotados y por tanto en todos los conjuntos de Bai-

re si X es compacto. A

7- FUNCIONALES LINEALES ACOTADOS EN c(X)

Denotemos en primer término por C{X) el espacio de funcio~
nes reales continuas definidas en un espacio Hausdorff com-

pacto X.
DEFINICION 4.7.1

Sea L una ned vectorial de funcienes reales acctadas en un
corvfunto X, deiinimecs

[ 461 = Suplélx]].
Claramente la funcién asi definida en L satisface 1os reque
rimientos asociados a una norma y L es por tanto un espacio

Tineal normado.



DEFINICION 4,7.2

Un gquncdonal Lineal F es acofado s4 existe M fLal que
F - Mi
< M| £l
e G )
AdedLnimoesd [‘F‘; = Sup F(f£),
F A<
41 | S

PROPOSICION 4.7.3
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Sea F un funcional Lineal posditivo en C(X), 54 4] < 1 en-

toneces

™
n
™

PRUEBA

Tenemos -|f| < f < |[f|, como F es positivo:
-F(If]) < F(f) < F(|f|) y por tanto
FOEYL < F(IF]).

de donde [F| < F(1);

pero 1eC(X) y asi F(1) < [F| por definici6n de |F|,



PROPOSICION 4,7.4

S { } e vec hAGL d tneLoned C( nou consun-
i 7 H Al g al 5 QU 1 8 Enionc e B 1a AunciLonal
Pt £ r o o ] -
AdAnecL acoel 1L | o L‘, eXLA5LEN doA UNCALON { L} (28 & rLl -
ALLLVOS

T , T . . F - F _°T rl - T

F,ov P tal que F = F -F_ v |F| FoUT+F_ (1)
PRUEBA

Para cada funcidn no-negativa f en L definimos:
Fo(f) = sup F(¢),
O<¢<f

entonces F_(f) > 0 Fo(f) > F(f),

y
también F+(cf) = cF+(f) para ¢ > 0.

Sean f y g funciones no negativas en L,
si 0<¢<f yO0<y < g entonces:
0<¢ +yP < f +g y por tanto

Fo(f+g) > F(¢) + F(u).

Tomando el supremo sobre todas las funciones ¢ y ¥ oObtene-

mos:

- { 3 { ' (1= ( A
o > {f + ( )
F (f+g) FoOf) F,o(g]).

Por otro lado, si 0 < ¢y < f + g entonces 0 <y . f < f



y 0<vy - (v~ f)<aqg,
luego F{u) = F(uaf) + F(U - [Unf])
tomando el supremo sobre las funciones y se tiene

- 4 +
por consiguiente F, (f+g) = F, (f) + F_(g)
Sea ahora f una funcion arbitraria en L, y sean M y N cons-

tantes no negativas tal que f + My f + N son funciones no

negativas. Entonces

FL(F+MEN) = F (f+M) + F

FLOF + N) + F (M),

Tuego F,(f+M) - F, (M) = F (F+N) - F,(N).

Por tanto el valor de F+(f+M) - F_.(M) es independiente de
la escogencia de M, y definimos F_(f) como este valor. Tene

mos ahora el funcional definido en todo L y claramente:

Fo(ftg) = F () + F (g) y

F,(cf) = cF (f) para c > O.

O
~—
1

Comc F_(-f) + F_(f) = F 0, se deduce que
FLUF) = FL(-f)

y asi F, es un funcional lineal en L.

Dado que 0 < F (f) y F(f) < F_(f) para f > O,
tanto F, como el funcional lineal F_ = F_-F son funcionalies

lineales positivos., v



Por la desigualdad triangular |F| < |[F_|| + |F_|.

i s — )
es decir |[Fj < F (1) + F_(1).
Sea la funcidn L con 0 < *
entonces £ -1 < _\!/
IFll > F(2¢-1) = 2F(¢) - F(1),

tomando el supremc sobre ¢:
[FE > 2F (1) - F(1)
PF| > F (1) + F_(1),
de donde [F| = F (1) + F (1). A

4.7.5 TERCER TEOREMA DE REPRESENTACION DE RIESZ

Sea X un espacio Hausdong4 compacto y C(X) el espacio de
funciones continuas de valohes heafes en X. Entonces a cada
juncional Lineal acotado F en C(X) Le cortesponde una dnica

medida {indlta con sdanc de Basre v en X tal que

“rt

|’
7§ - '
A r-ﬁau

para cada § en C(X); ademds |F| = |v|(X}.
PRUEBA

Sea F = F -F_ comg en la proposicién anterior. Entonces por



el teorema 4.6.4 existen medidas finitas de Baire pi y 1,

tales que

F(E)L = |[fovl = [rau, - [rau,|
= |F(E)] < |ffau]

|deU2|
g.flfldm Jr|

fldue = [Ifldlv,
como {f| < [f| se tiene que

FCE) < [Ieldlvl = Bebfelvl = I Tvl(x)
TIFL < ol (0.(1)

por otro lado

vl (X) = v (X) + v (X);

si {A,B} es una descomposicidén de Hahn para v se tiene

v (X)) = v(XA) = v(A) = ui(A) - u(A)
v {X) = -v(XrB) = -v(B) = -u1(B) + w2(B),
vl (X) = u1(A) - u2(A) - p1(B) + p2(B),

Tuego [vl(X) < uir(A) + u2(B),
o bien |ul(X) < ui{X) + ua(X)
< F (1) + F_(1) = |F| (2),

De (1) y (2) [F[ = [v](X).



—
W
a3

Para mostrar la unicjdad de vy, notemos que sj y; y v, son

ambas medidas finitas con signo de Baire tal que

n~ \ f
fdu, = F(f) = |fdv, con fe C(X),

el
o
P
1
I
m

& una medida finitsa con signo de

| fd) = deu _ [fdv, = 0
para toda fe C(X}
+ . -
Sea » = X - ) la descomposicion de Jordan de A.

. . + .
Entonces integracidn con respecto a x reproduce el mismo
funcional lineal positivo que el dado por x , por el teore-

i +
ma 4.€.4 debemos tener » = X

Entonces » = 0 y v, = v, A



APENDICE, A

1. DEFINICION DE FUNCIONES MONOTONAS

Sea T una coleccibn de Aintenvalos. Decimes gue T cubre un
confunto € en el senidide de Vitali, »4Z para cada & > 0 u

xe B exdste un intenvale Te T fakd que xel ¢y £L(1) < €.
LEMA Al1.2 (Vitali)

Sea E un conjunfo de meddida exferndorn finita ¢ T una colec-
cibn de intervalos gue cubrern a £ en el sentlde de Vitali.
Entonces, dado € > 0 exdste una coleccdén findta de Ainterva-

Los {Ii,...,Ty} disjuntos das a dos en T tal que

N
* !
m [E—néﬁ]nw < €

PRUEBA

Probaremos el lema en el caso de que cada intervalo de T es
cerrado, para verificar el caso general reemplazamos cada in

tervalo por su cerradura y observamos que el conjunto de pun

tos extremos de Il,...,IN tiene medida cero.

Sea entonces & un conjunto abierto de medida finita, con
Ec® Como T es una cubierta de Vitali de E podemos asumir

qgue cada I de T esta contenido en &.



Procedemos a escoger una sucesion (ln) de intervalos
tos de T inductivamente:
Sea 1, cuaiquier intervalo de T,
Vo supongamos I;,I?,...‘I[ han sido ya escogidos,
cbservemos ahora el conjunto

n

A= {leT/Inul, = ¢}.

j=1 |

Si A = ¢ entonces {t %Eﬁli} y el resultado se sigue.

De otro modo, sea

& = Sup £(1).
Iech

Podemos entonces escoger In

+1

n
Y In+1(\L) I.. = ¢ .

1
£(1n+1) > 7 & g i
i=1

n

154

disjun-

es cerra-

Tenemos por tanto una sucesidn (In) de intervalos disjuntos
de T, y como
Ul cl, resulta que ZL(I) < m(0) < .
Podemos Tuego encontrar un entero N tal que
g L(1. ) < &.
n=N+1 n g
- _ N o
Sea T = E -~ Tiél—r-.
N
Sea también x un punto cualquiera de T, como LJIn
n=1

do y x ¢ y;lnpmdemosencontrar I eTcon xel y cuya longitud
n=1

sea tan pequena gue:



158

(por ser T de Vitali),
d hore

para 1 < n
tenemos que £(I) < & < 2£(1 _,.),
- n n+l
como Lim f(fr} = 0, I debe interceptar al
tervalos In porque de o

menos uno de los

in
Sea n el mas pequefioc entero tal que I nIn £ ¢,

es claro que n > Ny £(I) < &

oy oc2e(n).

Como xe I e I tiene un punto en comin con In’ observamos que
E - + 0 ]
< 2J&(In) £(1) con

punto medic del

intervalo I,
. 5

- i< =
ih< 2E(I ).

Resulta entonces que x pertenece al intervalo Jn’ con i
punto medio de J vy ademds E(Jn)

i el
n
= 5£(In).
Hemos mostrado que
T ¢ SJ »
N+1 "
Luego
’V." g ¢ 0\5 ) ~
m*(T) i l:{‘«L(ur\) o} _"_L(In) < £
NtT1 N+1
Para

introducir el

estudio de las derivadas de una funcion ¥,
definimos primero cuatro cantidades denominadas las derivadas



de f en x asf:

. __%_ ho
n=+o
{x) - -h)
[—T(‘\ = i__'i_ﬂ"_ f_)i.‘___ﬁ_,f_(_x_,_’l-
h+GT

O
—h
—~
>
| v

D, f(x)
D f(x)

w,
—h
—
>
—
| v

DEFINICION Al.3

4

Sea { una funcién real. Decimos que 4 es dipserenciable en x
54 DTglx) = D g(x) = DT4lx) = D_§(x) # * = y denotamos §'(x]

el vafor comin de Las derndfvadas en x.
TEOREMA Al.4

Sea 4 una juncidén neal creciente en el intervale [a,b). Enton

ces 4 oes ddidernenciable casdi por doqudler. La derdivada §' es me
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PRUEBA
A mostrar que los conjuntos donde cualguier par de derjvadas
son diferentes tienen medida cero.

Consideremos el conjunto E donde

{Los conjuntos que surgen a partir de las de
D' f(x) > D f(x) més combinaciones de tas derivadas siguen
un tratamiento similar al expuesto aquij).

E es 13 unidn de ltos conjuntos:

- + ]
E, o, 7 tx:s Df(x) > u > v >D-f(x), uyv racionales]
b
Sea s = m*(Eu y)s seleccionemos e > 0 y & un conjunto abierto,
3

con Eu v c® tal que m(&) < s + €.

y
Para cada x eEu v existe un intervalo arbitrariamente pequefo

_x-h,x] c& tal que

]
f(x) - f(x-h) < vh
Por el lema Al.2 podemos escoger una coleccidon finita

{Il,...,IN} de 1os intervalos dados, cuyos interiores cubren

un subconjunto A de Eu v de medida exterior mayor que s-g.
. . O
Efectivamente, si B = ) Ip, entonces

- , c
Ev v © (Eu’V AB)U(EUSVHB )

2|

N B) + m*(E nBS)

Nk F Voo k(o
m=ic ! m=\ U_..VI U,V

m*(Eu’v(\B) > S-¢.

Sumando ahora sobre Tos intervalos,
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Il Bt ==
=
=
=
1

1
~h
—
b 4
—
1
~h
b4
1
=
~—
1
A
<
[T e R
=

=
e
=

Ahora, cada punto y - A es tal que existe un intervalo arbitra-
riamente pegueno
Ly.y+k) cl para algin n, y

fly+k) - f(y) > uk

Usando de nuevo el lema Al.Z2 escojemos una coleccidn finita

{d,,d2, ..., Y de tales intervalos tai que su unién con-

A

tiene un subconjunto de A de medida exterior mayor que s - Z2¢.

Sumando también sobre estos intervalos:

M
[Fly;+k,) - fly )] > u ]k,
i=1

it~

i=1

> u(s-2¢).
Hemos advertido que cada Ji estd contenido en alglin intervalo
In, si sumamos sobre aquellos i para 1os cuales Ji cIn, obtene

mo s
DLf(ys+k) - flyg)] <f(x)) - flx,-h.)

puestc que f es creciente.

Por tanto:
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')
=
[gkl
]
f
']
.
2
]
2
¥
<
(s1]
=
n
'

Tenemos
Vs > us,
pero u > v, necesariamente s = 0
y concluimes que m(E) = O,
esto muestra gue

f{x+h) - f{x)
h

estéd definida casi por doquier y que f es diferenciable don

de g es finita.

Definamos a continuacidn:

g, (x) = n[f(x+2) - f(x)]

y hacemos f(x) = f(b) para x > b,
entonces gn(x) + g(x) para casi todo x,
por tanto g es medible (gn es medible por ser f medible a
raiz de que es monOGtona crecientej,

ademas 9y, > 0,

Dadas estas condiciones, por el Tema de Fatou:



b h b
r . } 1. -
|9 < Lim g, = Lim n|[f(x+2) - f(x)]d>
a c 2
b+z o
o [ .
= |:'ITL n;_ f - !f_
at= ¢
n
b+— A+
fi
= Lim [n | f - n | f]
b 2
1
at—
n

(o]

)

= Lin [f(b) - n | ] (porque f(x)=f(b

para x > b)

| A
-+
—
o

|

-4
—
[ ]

(porque f(a) < f(x),

para x > aj,

luego, g es integrable y por consiguiente finita casi por
doquier,
concluimos que f es diferenciable casi por doquier

y g = f' casi por doquier. A

2. FUNCIONES DE VARIACION ACCTADA

A manera de introduccion para precisar el concepto de fun-

ciér de variacion acotada introducimos los siguientes valo-

res asociados a una funcion.

Sea f una funcidén real definida en [a,bl, y



lel

a = X, < Xy < ... < x, = b una particién de |[a,b],
k N
definimos: p = ) [f(x.) - f(x.
koo i
n = fx - f -
Il e 1 ' “:IL i
Ll &
k
to=ontp o= §OIf(xg) - Flx )]
i=1 -t

donde usamos

k
f(b) - f(a) = Zlff(x1) - f(x._1)] = p-n,
'I:
sean:
P = Sup p _
mePla,b |
No= Supn
meP a,b
T = Sup t
mePla,b]
donde P[a,b] = {m/m es una particién de [a,b]}.

Llamamos a P, N y T i1as variaciones positiva, negativa y

ct
|©



tal de f sobre [a,b]|, a menudo se denota T: para especificar

el intervalc.

(9]

laramente P <« T < P + N

TOM

DEFINICION A2.1

o / P P A  J = e : P T n ¥al "t r 1 ;
Sea 4 una funcifn neal defindda en ef Lntervalfo [a,b], deci-
mes que £ es de vandacibn acofada scbre |a,b| 84 Au varia-

LEMA A2.2

S{ § e¢s de variacibn acotada en [a,b] cntonces

T E‘ - P [ + r\! L U
a a a -
b b
flel - glal =P - N,

PRUEBA

Para m eP([2,b])

p = n+f(b) _f(a)s
p < N+ f(b) - f(a)

de donde, tomando el supremo sobre todas las posibles subdi-

visiones de [a,b|, obtenemos

P< N+ f(b) - f(a)

“
A

como N =, entonces

sor un procedimiento analogo, obtenemos:



y por tante

tenemocs por Coetro 1ado 4aue.

y resulta gue:

T>2P + N - P =P + N.
come ademas

T <P+ N>

verificamos que

T =P+ R A
TEOREMA AZ.3

Una funcibn § es de variacibn acotada en [a,bl s4 u s6Lo 84

4§ es La diferencia de dos funciones reales mondtonas en
la,b].
PRUEBA

—>) Sea f de variacidon acotada en [a,b]|, y sean

= X b = | X
g(x) Pa y h{x) ha

luego g y h son funciones crecientes, y ademéds de valo-

res reales pues:
X X b X X b
< P" <« TT <« < 0 < < T% < T <
0 - a — a — Ta y - Na — a — 2 )
sabemos también:

—+
—
=
~—
It
>
i
]
-
"’
_{
—ﬁ
v
3
)
e
D
3
o
-
o
™~



164

como h - f(a) es una funcidn mondtona:

tenemos f expresada como la diferencia de dos funciones

m

mondtonas.

Si f =g - hen [a,bj con g y h crecientes (cualquier
otra combinacidén de funciones mondtonas sirve igualmen-

te a nuestros propGsitos).

Para cualquier subdivision de [a,b], tenemos:

Eff(xy) = flxy )] < zlolxy)-glx;_ ()] + z[h(x, i1

g(b) - g(a) + h(b) - h(a)

entonces:
b \
T, < a(b) + h(b) - gla) - h(a),
f es de varijacidn acotada en [a,b] A

COROLARIO AZ.4

Si 4 es de variacibn acotada en [a,b], entonces

§'{x) existe panra casi todo xe [a,b].

PRUEBA

Por teorema AZ.3 T se puede expresar como la diferencia de
dos funciones crecientes g y h.

Por teorema Al.4 g y h son diferenciables casi por doquier y

To tanto Jo es f. A



2, DIFERENCIACION DE UN INTEGRAL
Noz propone ahnra mostrar que la derivada de la integral
indefinida de 1\ uncion intearable es igual al integrando

casi por doquier. A tal efecto, establecemos los siguientes

lemas:

LEMA AS.1

S4 § es inxegrable sobre [a,b, entonces fa funcibn F defind
X —

da pon Flx} = |[4(:)adx
es una funcifn continua de variacién acctada en [a,b].
PRUEBA

En primer lugar, observemos la continuidad,

sea ¢ > 0, existe &§ > 0 tal que para ye | a,b]
X

(Prop. 4.13(1))

T

X
[x - y| < § = }f < %,\ 7o«
y

[

b4
=>||f] < ¢
2
=>||f] < ¢
y

(F(x) - F(y)

de donde F es continua:

sea ahora a = Xg < %X; < ,.. < X © b

una particion de |a,b|, entonces
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K. X .
k k {1 K ?
PIRO) - Pl )= L] fledt] < 0 [f(t)]dt
i=1 - i=1 N i=1y”
i-1 “1-1
b
= || f(t t
h a
R -—b- \ I| f o - g
lTuego: ia(F) < [|f(t)|dt < = (por ser f integrable),
2
F es de variacidn acoteca Iy
LEMA A3.2

X
S{ 4 es 4integrable sobre [a,b] y {5(1)dz = 0 pana todo

xe[a,b] entonces (2} = 0 casi ¢ por doguier en [a,b].
PRUEBA

Supongamos f(x) > 0 en un conjunto E de medida positiva,

existe entonces un conjunto cerrado F cE con m(F) > 0 (Prop.

3.15(1)).
Sea & = (a,b) - F, entonces
b b
[ . { f
6 bien [f # 0 60 bien 0 = [f = |[f ¢+ (f
a a F &
y observemos ademas cue
o= - jf # 0 (porque m(F) > 0),
& F

pero & 1o podemos expresar como la unién de una coleccion

contable de intervalos abiertos disjuntos {(an’br)}’ Tuego



b
) n
Fo= 3 Jf (prop. 4.11(1))3
& é.
n

para altgin n, tenemosb

=3

n n
Yy por tanto Jf # 0 0o {f 7 0,
2

en cualquier caso observamos que si f(x) > 0 en un conjunto

de medida positiva, entonces para algGn xe [a,b],
X
[t+0,
2

similar conclusidn obtendriamos al considerar f(x) < 0 en un

conjunto de medida positiva; y el lema esta probado

LEMA A3.3

S{ 4§ es una funcibn medible y acotada en [a,b] ¢
[§izldt + Fla)

P

a

Fix) =
entonces F'(x) = §(x] para casi todo xe [a,b].
PRUEBA

Como f es acotada se sigue gque f es integrable y por lema

A3.1 F es de varijacidon acotada (y continua). Asimismo por

T

nlorario A2.4 F'(x) existe para casi todo xe [a,b].
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Sea | fl < K, luego haciendo
£ (x) = n[Flx + =) = F(x)]
r l’.:
1
Tenemos w+=
I
£ = Fl+ VA1
'|'I“' I J LS e
X
de donde [f | < K.
Si hacemos F(x} = F(b) para x > b, entonces
f (x) = F'(x) casi por doquier,

n

ahora por el teorema de convergencia acotada

c c c
F0dx = Lim £ (x)ex = Limn [(Fx + B - F(x))dx
a 2 a
c+i a+i
/n {n
= Lim{n | F(x)dx - n l F(x)dx],
c
observemos por otro lado que si
t
g(t) = JF(x)dx entonces sabemos que
, a
a'(t) = F(t) por ser F continua,
. \ . - 1 -
es decir F(t% = Lim n[g{t + ﬁ) - g(t)],
c+=— c+= ~
N .
entonces n | F(x)dx = n[ | F(x)dx - |F(x)dx]
c 2 .



de donde: c+l
n

Retomando ahora el resultado que obtuvimos a partir del teo-

¥

rema de convergencia acotada, tenemo
C

{F'(x)dx = F(c) - Fla) =

O e )

a

por consiguiente:

c
(F'(x) - f(x))dx= 0 para todo ce [a.b], ¥
@ F'(x) = f{(x) casi por doquier
en [a,b] (por lema A3.2) A

TEOREMA A3.4

Sea § una funcién integrable en [a,b] y supongamos que

Flx) - jé(/t)d/t : Flal,
a

entonces F'(x] = §(x) para casi todo x en [a,b].

PRUEBA

Asumamos sin pérdida de generalidad que f > 0 (en cualquier
caso trabajamos con £ y f y luego combinamos los resulta-

dos).

Sea fn tal que:



, Jf(x), si f{x) < n
fo(x) = ,
‘ n, si f{x) > 1
deducimos que f - fr 0, ¥ por tanto
X
- _
G (x) }(f f) (1)
2

es una funcidn creciente en x.
por el teorema Al.4 podemos asegurar que G tiene una deriva

da casi por doquier, y esta derivada es no-negativa.

Como fn es medible y acotada,

d . .. . . L
il fn(x) casi por doquier (por lema A3.3}.

o X

De (1) tenemos:

n n
a
X
' d d
F'(x) = EYGn t Ix [fn
2

Como n es arbitrario,.

F'(x)

| v

f(x) casi por doquier (porque

£(x) > £(x))

Por consiguiente:



También, como f > 0, F es creciente y por el teorema Al.4
b
Frim)a F(b) - Fla
2

onjugando l1os resultados anteriores
b :
fF'(X)GY = F(b) - F(a) = |f(x)dx
& fs

fuego,
Y g ;

(F'(x) - f{x))dx = 0,

| S

como F'(x) - f(x) > 0, se deduce que

-
—~—~
b
o
]
-
b
g
il

0 casi por doguier,

y por tantoc F'(x) f(x} «casi por doquier i

4. CONTINUIDAD ABSOLUTA

Introducimos a continuacién el concepto de funcion absoluta-

mente continua.
DEFINICION A4 .1

Una 4uncién real § definida en eb intenvale [a,b} se dice
que es absolutamente continua en {a,b] 44, dado € > 0, exis-

fe un & > 0 tal que
n

PolAIxNT - gk o< e

7|Z}l /(__l { AL i

-

4

para cada coleceidr findta {[x{,xk)} de Lntervalcs no thasla



pados con

Observamos que una funcidon absolutamente continua es conti-

nua coemo producto de la definicion anterior.

Precisamos ahora las vinculaciones que existen entre la pro-
piedad de absolutamente continua y los conceptos que hemos

analizado anteriormente.
LEMA A4.2

SiL 4 es absoclutamente conitinua en [a,bj, entonces es de va-

riacibn acotada en [a,b].
PRUEBA

Dado ¢ = 1, existe § > 0 t.q.

n n
)oIf(xt) - f(x:)| <1 siempre que ) |xi - x.| < &

s 1 1 . & 1 1

i=1 i=1

Sea también a = X, < x, < X, < ...< x, = b una subdivision

7 del intervalo [a,b].

Podemos dividir m (afiadiendo puntos si es necesario) en K
conjuntos (colecciones) de intervalos, cada una de las cua-

les tiene longitud total menor que &, donde K es el mayor en
(

o

_a)

tero menor que 1 + ——%

u
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“r
entonces como  ; [X. = X, .| <8
L i i-1
i=1
K
se tiene que ) |f(x.) - f(x, 1}; <1 <conr =1,2, , K
1= i H
fuego:
A
t= ) 1T - O ) 2 T 1 IF0g) - Flxg gy
1=1 r=1 1=1
K
1=k
r=1
es claro entonces que T < K,
de donde f es de varijacion acotada. A

A partir del lema anterior y del colorario A2.4 establecemos

el siguiente:
COROLARIO A4.3

S{ 4 es absolutfamentfe continua, entonces § tiene una derndva-

da casd por doguder.
LEMA A4 .4

S< 4 es absolutamente continua en [a,b] y §'(x] = 0 casd por

dogquien, enionces 4 es cceunstante,

PRUEBA

Sea c ¢ [a,bi y el conjunto E c(a,c) de medida ¢ - a en donde



174

f'(x) = 0, sean también ¢ y n ndmeros positivos arbitrarios.
Para cada x< E existe un intervalo arbitrariamente pequetio
[x,x+h] c[a,c] de manera que

f(x+h) - f(x)| < ni

Tenemos entonces una cubierta de E en el sentide de Vitali,
por el lema Al.2 podemos encontrar una coleccidon finita
{[xk,yk]} de intervalos no trasiapados que cubren a E excep-
to para un conjunto de medida menor que §, donde ¢ es el nu-

mero positive correspondiente a £ en 12 definicion de absolu

tamente continua.

Si ordenamos 10s Xy tal que Xk < Xpoqo tenemos
Yo = @ < X3 < ¥y < Xz <. Ly, < €0 X
Y
n
kzoixk+1 il < e
Ahora bien,
" d
kzllf(yk) - flx )] < nkél(yk - Xy )
< n(c - a)

debido a 1a manera en que los intervalos {[xk,ykw}

fueron construidos;

ademas

0e~-173

Otf(xk+1) - f(yk)§ < £

por ser f absolutamente continua;
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luego:
R , n_ i
fle) - fla)| = | J [flx ) - fly )] + ] [fly,) - f(x.)]]
k=0 o k=1
4] ) r
< p I fx ) = fly o+ ) Ty - fx)
Eo k+1 k ¢yl k
< ¢+ nl(c-a)

Como € y n son numeras pasitivos arbitrarios, se concluye

f(c) = f(a) para todo ce [a,b],

f es constante. i
TEOREMA A4 .5

Una funcién F es una integral indefindida 54 vy s6Lo 24 es ab-

solutamente continua.

=>) Sea F una integral 1'ndef1'n1'da,x

Sea ¢ > 0 y {(xi,x%)} una coleccioén finita de interva-

los no traslapados con

N33
v

—
+

donde & es el valor correspondiente al ¢ dado en la pro

posicidn 4.13(1).



l

Tenemos: . x%
n no,
YOIF(xY) - F(x.)] = 7 ||f(t)dt]|
"‘:1 1 1 ,':1 J
1= 2 T L
}\1:
xY
!
R f
v [
< 4 )If(t)gdt
i=1
X

; |f(t)dt < ¢ (prop.
n :
U (x,xt) 4.13(1))

de donde F es absolutamente continua.

Supongamos ahora que F es absclutamente continua.
Luego, F es de variacién acotada (lema A4.2), y podemos

expresar

donde F, y F, son funciones crecientes (teorema A2.3),
ademds F'(x) existe casi por doquier por ser de varia-

cion acotada.
Resulta luego gue:

[F'(x)| < Fi{x) + F3{x)

entonces como fF: y F, son crecientes:

s
|F!

x)|dx < F.(b) + F.(b) - F;(a) - F2(a) {por teorema

p1.4)

deducimos entonces que F'(x) es integrable.
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X
{
G(x) = JF'(t)dt
H
- |
G es entonces absolutamente continua y vemos que también To
es la funciodn
f =F -G

(la diferencia de funciones absolutamente conti-

nuas conserva esta propiedad)

Ademas por ser F intearable

(ep]
—_
>
~—
1l

F'(x) casi por doquier (teorema A3.4)
entonces

0 casi por doquier,
en base al Tema A4.4 afirmamos que f es constante

Por tanto,

COmo
F(x) = G(x) + f(x)
entonces X
Flx) = JF'(t)dt + Fla)
a
.. F es un integral

indefinida
Como consecuencia 16gica surge el

siguiente
COROLARIGC A4.6

Cada funcién absolutamente continua es La integral indefind-
da de su derilvada.



