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1 N T R O D U e e I ON 

El propó sito fundamental de este trabajo es abo rdar el aná­

lis i s de teoremas de repre sen tación para funcion les linea ­

les defin idos en espa ci'os particulares de funciones. 

Involucramos para ello elem e ntos de t eor ~ a de medida, algu­

nos conc e ptos bási co s de Anál isis Funcional y ci ert a s es ­

tru c tur a s topológicas que comp l ementan e l estudi o. 

El t r abajo ha sido diseñado en tres etapas. Los dos pr i me­

ros capítulos pr esupone el conocimiento de la teo r ~a básic a 

de integración de Lebesgue, en base a ésta se construye e l 

es pacio de funciones LP, se desc r ibe n sus cara c te r~ s ti cas y 

propiedades y culminamos con e l primer teorema de represen­

tación de Riesz previa introducción al concepto de funcio­

nal 1 ineal. En el tercer capítulo general izamos el trata­

mien t o anterior, anal izamos los elementos básicos de teoría 

de integ ración co n respecto a medidas ( finitas ya-finitas ) 

a rbitrari as , para lu ego segu ir e l esquema de cons truc ció n 

del espacio LP de funciones y su respectivo teore ma de re­

presentación para funcionales lineales acotados. Fina l mente, 

en el cu ar to cap í t ulo a bo r dam os la relació n ent re t eor ía de 

medida y topología, trabajamos con espacios de funciones de 

f;nidas en espaci o s l oca lm ent e com pactos e in t rodu cimos el 

e s tu di o de l a medida de Ba ir e pa ra de sa r rollar e l terc e r 



teorema de representaci ón 1 Hemos añqdido un Apénd ice en Aná 

1 í si s Real que provee de resul t~dos importante~ para el tra 

tamiento y estudio de los 90S primeros capítulos. 

El esquema anterior responde a un abordaje metodol ógico qUE 

part e de una teoría de integración con respecto a una medi­

da particular, en nue s tro ca so la medida de Lebesg ue, est u­

diada e n cursos básicos de teoría de medida, para luego Ge­

neralizar sus r esultados y plant ea)~ el análisis a nivel de 

medidas arbitrari a s. Este formato a su vez , es el seguido 

por numerosos textos, particularmente por aquel que ha ser­

vido de base al presente trabajo: Rea l Ana l ysis de H.L. 

Royden ( ver bibl iografía ). 

Consideremos que nuestro trabajo aporta elementos de base 

para el desarrollo de cursos avanzados en teoría de medida, 

la relación estrecha de ésta .con algunos conceptos topo1691 

cos y fundamentalmente provee conceptos básicos para el es­

tu dio se rio y detenido de la teoría de la probabilidad. 

Quer emos finalmente dejar constancia de nuestro agradeci­

miento al 1ng . Francisco Marroquín y al Lic. Javier Rivera 

Lazo por sus numerosos aportes y su entera disponibilidad a 

colaborar con nosotros que siempre fue más allá de la sola 

r esposabilidad que se les asignó de asesorar nuestro tr aba­

jo. 
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CAP 1 TUL O 1 

ESPACIOS LP DE FUNCIONES DE VARIABLE REAL 

Damos inicio a este cap itulo con el estudio de determinados 

espacio s de funciones y sus característi c as distintivas. Es 

pec íficamente, abordaremos el análisi~ de ciertos espacios 

de funciones de variable real. 

DEFINICI0N l. 

Sea p un val o~ tal que 1 ~ P < 00 , una nunQi6n medible 6 de -

6inida en [o , 1J ~e di Qe qu e pe~teneQe aL e~paQio LP ~i: 

Más precisamente, decimos que pertenece al espacio LP de 

funciones medibles definidas en [0,1J, denot amos 

LP 
!::: LP[Q,l] 

Por ejemplo e l espacio L1 es el const ituido por todas aqu~ 

llas func i ones integrables según Lebesgue en e l int ervalo 

[ 0,1J . 

A manera de recordatorio, presentamos la siguiente: 

DEFINIeIO N 1.2 

Un e~paQio X de 6unQion e~ de va~iable ~eal ~e denomina e~p~ 

Qio lineal (6ob~e el Qampo ~eal) ~i tiene la p~opiedad de 
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06 ~ fe rc~tenec~ a X 

L H1A 1.3 

16 + 91 P < 21 (161 1 
+ 191 P ) 

PRUEBA: 

Para los casos en los cuales f = O ó g = O Y aquellos en los 

que f = g la desigualdad anterior es fáci l mente verifica ble . 

An~licemos entonces las siguientes posibilidades: 

i) If l > Igl 

If+g l P ~ (I f l + Igl )P 

I g i l > 1 Y - - < 

1 f 1 



ii) 19 1 > I f l 

If+g p ~ (Ifl + Igl)P = IgI P(1 + lti)p < 2P I gIP 
19 

en cua l quier caso de los planteados 

3 

A partir enton ce s, de las definiciones y resultado s pr e vios, 

enco ntramos l a prim er propiedad de los es pacios LP . 

PROPOSI CI ON 1. 4 

PRUEBA: 

En p r i m e r 1 u 9 a r, s e a a E IR Y u n a fu n ció n c u a 1 q u i e r a del e s p ~ 

cio L P . 

1 

= l a l PJl f l P < 00 

o 

ya que f E LP ; de don d e a f E LP. 

Sean ahora f, g E L P, 

1 1 

f -' f +9 I P < J 2 P( l f I P + Ig I P) ( en base a l l ema 1.3 ) 

o o 

1 í 

fl f+g lP < 2
Pr 

Jl f lP < 00 

o o 

r esu lta e nt on ces que f + g E LP Y por lo · t anto LP es un espa-

c io l inea l 
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DEFINIcrON 1.5 

Pana .t06 c.tc.mc.I1:t(!.~ de un c.~pac-io LP, dc.6-in-imo.6 la 6u.n c.-i61'1: 

1I p : 

6 'VV\r+ 

1 

{flnI P}l / P 

O 

A efecto de comprobar que la función anterior satisface 

los requerimien tos asociados a una semi-norma, puntual iza-

mo s l a siguiente: 

BROP osrCION 1. 6 

S~ a e.6 u.n a c. on.6~an~ e , e n~o Yl.c.e.6 

PRUEBA: 

1 1 

I a f ~ p = {j
1
af IP } 1/P = { fl a IPl f I P} l / P 

O 

PROPOSICIO N 1.7 

O 
1 

= {laI Pfl f IP} l/P 
e 

1 

= la l {fl f IP} l / 

O 
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PRUEBA : 

= > ) Asumamos que 11 f l = 0 , es decir p 

1 1 

{J
1
f IP}1/ P 

== O , de donde J If l
P = O, 

o o 

esto implica que If l P = O casi por doquier 

y deducimos entonces que f = O casi por doquier 

<=) El reClproco es evidente, ya que s i f = O casi por do 

quier, e nto nces I f l P = O casi por doquier, y luego 

1 

r I f I p = O, por lo que 
) 1 o 

{f 1 f IP}1/ P 
11 f ll p = = O 

o 
, 

Nuestro interés es, no obstante, contar con un espacio nor 

mado. El resultado anterior presupone un problema a nues-

tros prop ósitos. Desafortunad amente, la función (11 II p) de­

finida en LP no satisface uno de los requisitos para se r 

consid e rad a como una norma, el cua l es 

11 f 11 p = O <=> f - O 

solamente podemos concluir 

~ f l! p = O <=> f o casi por doquier, 

para su pe rar tal dificul ta d, conside r emos la s iguient e: 
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DEFINIerON 1.8 

Vec'¿mol.l que dol.l óunc-iol1(,~ mc.d,¿b,tv .60111 equ'¿va.,te.nt e I.l'¿ tj.66 

En térm i nos rig uro so s . resulta que l os elementos que con s ti 

tuyen el espacio LP no son funciones, sino clases de equiv~ 

lencia de funciones. No hay problema en cua nto a la defini-

ció n del a f u n c ió n (11 11 p) P u e s e 1 i n t e g r a 1 d e f u n c ion e s 

i g u a 1 e s c a s i po r do q u i e r e s e 1 m i s mo . 

Superando el problema planteado, nos resta únicamente com­

probar que la función definida en LP goza de la propiedad 

que para c la ses ( de funciones ) f,g E: LP se tiene que: 

Estableceremos algunos resultados previos que viabil izen 

su comprobación: 

DEFINIerON 1.9 

Una. 6unc,¿6n ~ de 6'¿n,¿da. elll un '¿nte~valo ab'¿e~to (a,b) .6e. d,¿ ­

ce qu e e.6 convexa I.l'¿ y .66lo .6,,~ pa~a. ca.da x, !f E: (a, b) Y cada 

A con O < A < 7 .6e cumple que: 

W ( A x + ( 1 - A ) '! ) < A 1JJ ( X ) + ( 7 - ;, ) ~ ( y ) 

[EMA l.10 

S'¿ una óun c ,¿6n 9 t'¿ ene u na ~ e g un da de~'¿vada ne negat '¿va en 
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un ¡nte~valo a b¡e~to (a , bl, entonQe~ 9 e~ Qonv exa en (a ,b l . 

PRU EBA 

S e a n x, y E (a b ), /. e o n O < ). < l. 

Asumamos que x < y. 

g(Ax+(l - A)Y) Ag(x) - (l - A)g(y) = 

A[ g( Ax +(l- A)y ) g(x)]+(l - A)[g( Ax+(l- A)y) - g(y) ] = 

A(l- A)(y-x)g'(u ) - A(l - A)(y - x)g '(v ) 

con x < u < Ax+(l - A)y, Ax+(l - A)y < v < y, 

entonces: 

g( Ax+(l-A)y) - Ag(X) - (l- A)g(y) = A(l - A)(y -x)(g' (u)-g' (v)), 

pero g'(u)-g'(v ) < O pues g' es creciente en (a,b), resulta 

qu e: 

g( Ax +(l- A) y ) ~ Ag(X) + (l - A)g(y ) 

de donde 9 es convexa 

LEMA l . 11 

S ean o y 8 núme~o~ ~eale~ no - negat¡vo~, y ~upongamo~ que 

o < A < 1 1 ento nQe~ 

A 1- A a S < Ao +(1-AI S 

PRUEB A 

Observemo s primero que l a f unción 

- fn( x ) 
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es convexa pu es tiene segund~ derivada no -negati va en su do 

min i o de definición. 

Luego, 

en los casos en que a = O Ó S = O el lema es trivial. 

Siguiendo la desigualdad: 

- in(Aa+(l - A)S) < - in ( a A) - in(S1 - A) 

-ln( Aa+( I- A)S) < - ln(aAS1 - ~ ) 

l n(a AS i
-

A) ~ ln(Aa+( I- A) S) 

y entonces 

a AS1- A < Aa + (I- A)S 

1.·12 DES IGUALDAD DE HOLDER 

S e.an 1 < P < 00, 1 < q < 00 , - + ~ = 1. S i tÍ E L P Ij gEL q 
P q 

e.nto nc.e..ó tÍ . gEL 1 Ij ~ tÍ. 9 111 < 11 tÍ ~ · 11 gil . La igualdad .6 e. .óa -- p q 

ti.ótÍac.e. .6i Ij .ó6io .6i pa~a alg una.6 c.on.ótant e..ó no nul a.ó a Ij b 

t e. ne.mo.6 que. al6 1P = blgl q c.a.6i po~ doqu.ie.~. 

PRUEBA 

En primer lugar, la desigualdad es i~mediata si ~ f ~p = O o 

Ilgll q = O. Supon gamos entonc es que: 

11 f!! p = 11 9 11 q = 1, a = 1 f ( t) 1 P, B = 1 9 ( t ) j q , 

1 además A = - 1 P , 
1 A = 
q 
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en base al lema anterior: 

(en este caso la igualdad es s a tisfecha si If(t) IP = Ig(t) lq) 

int egrand o ambos miembros de la desigual dad: 

e o m o 11 f 11 P = 11 g 11 q = 1 r e s u 1 t a q u e f 1 f 1 P = f 1 9 1 q = 1, 

por tan t o i f . 9 11 1 = f 1 f . 9 I < 1 = 11 f 11 P . 11 9 11 q ( 1 ) 

(en este caso la igualdad se verifica si If(t) IP = Ig(t) lqcxd). 

S e a n a h o r a f y gel e m e n t o s deL P Y L q con 11 f 11 1- O Y 
P 

Entonces _f_ 

11 fll P 
y ~ tienen ambos norma igual a 1, susti-

11 gil q 

tuyendo en (1) se tiene: 

f 1 f 1 

1I f ~ P 

_ I _gl = 

II g ~ q 

1 j1 f. gl < 1 
11 f ll pll gil q 

JI f . 9 1 < 11 f 11 . 11 9 1I - P q 

La igualdad se satis f ace si : 

~ f 11 ~ 



1,13 DESIGUALDAD DE MINKOWSKI 

S · I L P' .-t o , g E , e 11;Ca 11 c. e..ó 

PRUEBA 

Para p = 1, 

IIf +g ~l = Jl f+9 1 ~ Jl f l+Jl 9 1 

11 f + 9 11 1 < 11 f li 1 + 11 9 11 1 

Asu mamos ahora que 1 < P < oc , 

elegimos q de ta l manera que 1+ 1 = 1 
P q 

I f+g I P = I f+g I P- 1 I f+9 1 

< I f ll f+g I P- 1+ l g ll f+g I P- 1 

integrando en ambos mi embros : 

para ello nótese que (p -1 )q = i/~ = ~ - i = p , 

p 

así entonces: 

10 

fl f +g l P < oo (porque f+g E LP ) . 
) 

Por t anto por la desiguald ad de Holder: 
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flf+g I P- 1Ig i ~ Il gll p Il lf+gIP - 1I: q , 

a d e m á s 1: I f + 9 1 p - \ = {f I f + 9 (p - i ) q } J I q 

= { f 1 f + g 1 p } 1 I q = 11 f + 9 11 ~ I q 

Sustituye ndo estos resultados en la expresión (1) 

JI f + 9 1 P = 11 f + 9 11 P < 11 f 11 11 f + g 11 P I q + 11 9 11 11 f + 9 11 P I q 
P - P P P P 

~ f + 9 11 P < 11 f + 9 11 p - 1 n f/I + 11 9 11 ) ya q u e ~q = P - 1 , 
P - P P P 

y entonces: 

Por la desigualdad de Minkowski y los hechos que: 

~f ~ <=> f = O (e n el sentido de clases de equivalencia), 
P 

afirmamos que LP(l ~ p < 00) es un es pacio linea l norm ado. 

Nos re sta plantear e l caso de los espacios LP para P = 00 

DEFINIeION 1.14 

e6 deei , el va O~ M md6 pequ effo de ma~e~a que 



DEF INIeI ON 1.1 5 

11 611 = -6 (L P e..6 c- 1 6 1 Ij 
00 

En otros térmi nos, e l espacio Loo es aquel constituido por 

todas aquellas clases de funciones medibles acotadas en el 

intervalo [O,lJ, o más bien por todas aquellas funciones 

medibles que están acotadas excepto en un subconjunto de 

medida cero (identificando funciones equivalentes ) . 

LEMA 1.16 

PRUEBA 

i ) Sean f y 9 c la ses de funciones e n Loo, 

observemos que: 

1 f + 9 1 ~ 1 f I + I 9 I < 11 f 11 00 + 1I 9 1I 00 c a s i por d o q u i e r , 

y entonces: 

12 



i i ) 

i i i ) 

00 
por tanto f+g E L 

Se a Ci E IR > f E L 
00 

11 Ci fiI o: 

1I ex f ~ 00 

Se a f E 

= sup es c 1 af 1 

= i n f{ rlJ / jJ ~ t / I (o: f) ( t ) 1 > M} 

= i n f 0., / j.J{ t / I f ( t ) I > _ M_} = 
1 a 1 

Sea L M entonces: = - , 
lal 

= inf{ lexI L/ jJ{ t/ l f(t) 1 > L} 

= 1 O: I inf{ L/J.l { t / l f(t) 1 

= la l s up esc l f l 

= 1 ex 1I1 f ~ 00 

00 
L 

> L} 

= a } 

a } 

= a } 

= a} 

11 fII 00 = a = > 1 f 1 = a casi po r doquie r 

=> f = a casi por doquier, 

el recíproco es evident e: 

f = a = > 11 f 1100 = a 
i. 
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00 

Para compl et ar es te prime r an ál isis de l espacio L , esta-

ble ce~o s las sig u ientes prop osic i on es que i nvol ucran a los 

espac i os L P e n gen e ral (1 < p < 00 ). 

PRopaS I CION 1.17 

Si 6 E L 1 tj 9 s Loo , e.n:to nc.e..ó 



PRUEBA 

Sea un va l or r~ ta l que Ig(t) I ::. ti¡ c a si por doquier, 

If.g l = Ifl · l g l ~ r~l f l casi por doquie r , 

integrando: fl f.g l ~ Mjl f l . 

de donde 

J l f.g l ~ inf{M/lg(t) 1 < M cxd }, -¡I f l 

fl f.g l ::. II f Lll g ll oo 

PROPOSICION 1.18 

S ea 6 una 6unQi6n medible aQo~ada en el in~e~valo [o , 1J . 

En~onQe~ Lim 116~n = ~6~00 ' 
p-+oo I

J 

PRUEBA 

Sabemos que I f l P < 1I.fIl P, casi por doqu ier, - 00 
1 

f I f I P ::. 1I fiI ~ , 
y entonces: 

o 

Lim 
p-+ oo 

Sea ahora E > O, 

luego: 
1 

(1 ) . 

A = { t s [ o,l]/ l f(t) I > 

Jl f l P ~ j l f l P > ( lI f ~ oo - E)P . ~ (A ) , 
o A 

14 
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como \1(A) > O por defin ición de ~ f to y la desigualdad se 

verifica para todo E > O, entonces 

L i m 1I f 11 p ~ 11 f 11 00 ( 2 ) 
p-+oo 

De (1) Y (2), L i m 11 f 11 p = 11 fiI 00 

p-+oo 

CONVERGENCIA Y COMPLETITUD EN LOS ESPACIOS LP 

DEFINICION 1.19 

Una ~uce~ i6 n IÓ n ) n>1 en un e~pacio lineal no~mado ~ e dice 

que conve~ge a un elemento Ó en el upaeio I.>i, dado E > O, 

exi~te un ente~o pOl.>itivo N tal que pa~a todo n > N tene­

mol.> ll ó-ónll < E. Si fl n conve~ge a 6 e~c~ibimol.> 

Lim nn = 6 6 Ón -+ ó· 
n-+oo 

Una manera alternativa de formular la convergencia de f n 

a f deri va del hecho qu e f n -+ f si II fn - f l! -+ O. Por tanto, 

esta última expresión es también indicativa de la conver-

gencia de f n a f . 

En nuestro caso particular, la convergencia en el espacio 

LP, 1 ~ p < 00, es a me nudo referida como "con ve rgen cia e n 

m e d i a" d e o r den p. E n ton c e s ten d remo s q u e u n a s u c e s ión d e 
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funcio nes (fn)n >l se dice qu e converge en media de orden p 

a f s; f E L P Y 11 f - f 11 -+ O. n p 

Restaría ahora analizar el t ipo particular de convergencia 

que se sucede erl el espacio LO::; a tal efecto, establecemos 

la siguiente proposición que evidencia que la convergencia 
(X) 

en L es casi convergencia uniforme. 

PROPOSICI ON l.20 

S ea (Ó n )n >l una ~u~e~~6n de 6 un~~one~ en L ~ , en~on ~ e~ 

(6) 1 ~o nve/tge a 6 en LOO .ó~ Ij .ó6lo ~~ ex~.ó~ e un ~onjun~o n n> 

A de med~da ~ e /to ~al que 6 ~onve/tge u n~6 o/tmemen~e a 6 en n 

PRUEBA 

=» Suponga mos f n -+ f en LOO , es decir II f n- f ll
oo 

-+ O, es de­

+ cir que dado m, exist e N, con m, N E 71. • tal que 

entonc es If ( t ) - f ( t ) 1 < 1.. easi por doquier, para n m 
n > N, o bie If (t ) - f(t) I < l , con tE Am

c , ~( Am ) = O. n m 
oc. 

Sea ahora A = m~\ Am, (A) = O, 

Y por tanto I fn (t)-f(t)i < ~ para todo m, 

eo n t E A e y n > r , 

de donde f n 
e 

~ f unifo rm emente en A , 



<= ) Sea un conjunto A, con ~( A) = O, Y 

f n + f uniformemente en AC
, 

es decir, dado E > O, existe N t a l que 

n > N => Ifn(t) - f (t) I < 

o sea I fn(t) - f(t) 1 < E 

C 
E ca n t E A • 

c a si por, do q u i e r , 

luego IIf - f ~ < E IJn > N, n 00 

enton ce s ~ f - f ll + O n 00 

17 

Con el objeto de abordar el problema de la completitud en 

los espacios LP, recordamo s las siguientes definiciones. 

DEFINICION 1.21 

Una ~u~e~i6n (Ó n )n>l en un e~pa~io lineal nonmad o e~ una ~u 

~e~i6n de CauQhy ~i, dado E > 0, exi~~e N ~al que pa~a ~odo 

n > N Y m > N ~enemo~ qu e: 

Igualmente, una definición análoga a l a anterior se estable 

ce en l os t~rminos de que IIf - f 11 + O con n ~ N Y m > N. n m 
Se verifica fácilmente que cada sucesión convergente es una 

sucesión de Cauchy. 

DEF INICIO ' 1.22 

Un e~paQio lineal no~mado e~ llamado ~omple~o ~i Qada ~u ~e-

~i6n de Cau~hy ~onve~ge en el e~paQio , e~to e~ , . i pa a QQ-



1 

e.6pa c.i o t al que 6J1 -+ 6 . Un e..6 \ c..io lineal no Jt mado c. f1m pl e;t , 

e f(amado t.6pac.io de Banac.h . 

DEFINIeION 1.23 

Una .6clLie < (1 ) ( S ) . e n un e.6pac..io l i ne al llOlL ma , 
u '1 n> 7 ' n n >7 

.6e. di c. e q u e e..6 .6 umab l e a la .6(111. S .6i S e .6tá e.n e l t ' p ac..i 

y la .6uc. e.6 i6n de. .6uma.6 palLc..ia ((6 (S n)n> 7 c.oJ1ve.Jtg e a S , e.6 
n 

de c.iJt 11 S - L 6 ·11 -+ O, . 1 .{. 
.{. = 

" - 1 .. 
1 .{ 

i : 7 

A.6u vez, la .6e.Jtie < (6
n

) n> l' \Sn) n>l > e .6 a b.6oluta lll J nt e ··f · 

00 

- 00 

E n el c a s o d e u n a s e r i e den u 1\1 r o s r e a 1 e s s e s a b e q lJ S U m él, _ 

bilidad absoluta implica que 1 serie es sumable. E t o no 

es ci erto en general para una s- e rie de elementos en un es ¡ ~ 

cio l ineal normado, la siguie n e proposición muestr a que 1 

implic ació n se satisface s i e l espacio es co mple t o . 

PROPO SIC ION 1.24 

Un e.6 pac..io lineal noJtmado X C ~ c.. omple.to .6i y .66lo .6 ; c..ada 

.6cJtie. ab6olutame.ntc .6 umablc e. ~ 6u ma bLc . 

PRUEBA 



tamente s umable de elementos de X. 

00 

e o m o ¿ 11 f 11 = M < 00 , s e d e d u c e q u e 1 a s e r i e den u m e -
n=1 n 
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r o s r e a 1 e s < ( /1 f n 11 ) n > l ' (S ~ ) n > 1 > e s con ver gen te, y por 

lo tanto de Cauchy. 

Sea ah ora E > 0, para n > m ~ N, tenemos 

n 
i S n - 5 m 11 = ~ l. f i 

i = 1 

Cauchy) 

n n 
= 11 L f . 11 < L 11 f . L 

. l' -. l' ,=m+ , = m+ 

S* < E (por ser de 
ni 

Entonces la sucesión de s uma s parcia l es (5) 1 es una n n> 

sucesión de Cauchy y debe por lo tanto converger a un 

elemento S en X dado que X es completo; la serie es por 

lo tanto sumable a S. 

<=) Sea (f n )n >1 una sucesión de Cauchy en X. 

Para cada ente r o k existe un entero n k tal qu e para todo 

n ~ nk y m ~ nk tenemos que 

11 f n - f m 11 < 2 - k 

Es cojamo s los nr, de ta l forma que nk+1 > nk , 

en t once s (f n )k >1 es una subsuce s; ón de (f n )n>1 ; 
k -

sea ahora 



f - f nz nI 

obtenemos enton ce s la serie < (gk)k >l' (Sk)k >l > 

donde S*k = f , n k 

-k+l 
Además: ~gkll = Il f - f 11 < 2 para k > 1, 

n k nk_l 

por tan t o y. 11 g k 1I < 11 g 1 I1 + Y 2 - k + 1 = 11 g I 11 + 1 
k=l k=2 
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Entonces la serie < (gk)k >l' (Sk)k >l > es absolu tamente sum~ 

ble, y por hipótesis existe f E X al cual converge la suce-

sión de sumas parciales, esto es st + f, 

com o Sk = f
nk

, la subsucesión (fn k)k~l converge a f. 

Nos resta probar que la sucesión original (f) 1 converge n n> 

a f. Como es una sucesión de Cauchy tenemos que, dado E > 0, 

existe N, tal que para todo n ~ N Y m > N se tiene 

como f + f, existe K, tal que para todo k > K tenemo s nk 

1I f - f 11 < E_? n k 

tomemos k > K Y nk > N, entonces 

• 



11 f n - f 11 ~ 11 f n - f n k 11 t ~ f n k - f 11 < ~ + ~ = e: V n > N. 

Luego, para todo n > N se tiene 

1I f n - f 1I < E Y por ta n t o f n -, f. 

de donde el espacio X es completo 

1.25 TEOREMA DE RIESZ ·- FISC HER 

PRUEBA 

Asumam os en prim er lugar 1 ~ P < 00 

Sea (f) una sucesión en LP co n 
n n~.1 

00 

L 11 f n 11 = M < 00 , e s d e c irq u e 1 a s e r i e 
n=1 

21 

< (f ) (S) > es absolutamente sumable. n n>1' n n>1 . 

Definamos ahora funciones gn' así 

n 
gn(x) = I If k( x) 1 

k= 1 

Por 1 a d e s i 9 u a 1 dad d e r~ i n k o w s k i, o b s e r v a m o S : 

1 

es decir f(9 n )P < MP. 
o 

Para cada x, (gn(x))n> 1 es una s ucesión crecient e de valores 

BIBLIO TECA CENTRAL 
U NIVER SIDAD DE EL SAL VAOOR 
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reales extendidos y debe por lo tanto conve rg er ~ un real ex 

tendido g(x) . 

La func ión 9 así definida es me dible, como 9n es med ible y 

no negativa, también gP es me dible y gP > O 
n n 

además 

por el lema de Fatou: 
1 

Jg P o bien 
n ' 

o 

entonces gP es integrable y por tanto g(x ) es finita casi 

por doquier. 

Para aquellos x tal que g(x) es finito, o sea 

ro 

g (x) = 2 Ifk(x) 1 < ro 

k=l 

absolutamente su mable, 

como esta es una se rie de número s reale s, debe entonces se r 

s umab le a un número rea l S(x) . 

Si hacemos S(x) = O para aquellos x donde g(x) = 00 , tenemos 

definida una función S tal que Sn(x) + S(x) casi por doquier, 



Por tanto, la función S es medible, 
n n 

a d emá s i S n ( x ) I == I k[_lf k ( x) I ~_ I I f k ( x ) I < 9 ( x ) , 
k==l 

de donde IS(x) ! ~ g(x) y 

!S(x) IP ~ gP(x) 
1 1 

= > J IS IP ~ J gP < MP. 
o o 

Por consiguiente, S pertenece a LP y tenemos que 

¡ Sn(X) - S(x) ¡p 

ISn(x) - S(x) ¡p 

< 2 PCIs (x) ¡p + 
n 

< 2 P+1[g(x)]P, 

¡ S ( x) ¡ P] 

23 

como 2P+lgP es integrable y ¡Sn(x) - S(x) ! p -+ O casi por do­

quier, tenemos por el teorema de convergencia de Lebesgue 

que: 

Lim J ¡ Sn - S¡ p == O, es decir, 
o 

1 

f!Sn - S! p -7- o. 
o 

E n ton c e s 11 S n -S 11 ~ -7- O, 1 o q u e a s u vez i m p 1 i c a q u e 

!!Sn - Slip -7- O. 

Por t an to, la serie < ( f ) (S) > es sumable a la suma n n > l' n n > l 

En virtud de la proposición anterior (1,24), LP(l < p < 00 ) 
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es completo. 

Para probar que Loo es completo, sea (f n)n >l una sucesión de 

Ca uchy en L oo ~ es decir, para todo n > N Y m > N. 

Il f -f ll -+ 0, n m 00 

por definición de 11 11 se tiene que: 
00 

If (t) - f (t) I -+ O uniformemente en AC
, con ~ (A) = O. como n m 

e n los reales cada sucesión de Cauchy es convergente enton-

c e s (f n ( t )) con v e r g e a un 1 í m i te f ( t) Y 1 a ca rt ver gen c i a e s 

uniforme en AC
. 

00 

Si definimos f (t) = O para t E A. en tonces f E L Y por defin i 
o::. 

ción de convergencia en L : 

( ) L
OO 

f converge a f en • n n>l 

por consiguiente Loo es completo. 



CAPITULO Ir 

FUNCIONALES LINEALES ACOTADOS EN LOS ESPAC IOS LP 

En el presente capitu lo, ab o rdarem os el estudio de funciones 

defin idas sobre espacios lineales normados y sus propiedade s. 

Particul armen te estare mos interesado s en los espacios 1 inea­

le s estudiados en el capítulo precedente: los espacios LP de 

funciones de variable real . 

En nuestro desarrollo, estableceremos alg un as definiciones 

preliminares y resultados intermedios que nos conduciran a 

lo que hemos denominado por cuestión de orden "P rimer Teore­

ma de Representación de Riesz". 

DEFINICION 2.1 

Se denomina 6un cional lineal en un e~pacio lineal no~mado X 

a /uta 6unci6 V! 

F: X --> IR .tal q u e F (el 6 + 8g) == ex F ( 6) + 8 F (g ) 

pa~a to do pa~ 6, 9 E X tj ex , 8 E IR . 

DEFINICION 2 . 2 
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1 F ( 6 J 1 ~ M li 6 11 , p a fL a t (1 do 6 E. X . 

6ccha la dc~i9ual d ad antefLiofL e~ llamada la nOfLma de F, aól : 

11 F 11 = S u p 1 F ( 6~) 1 

11 611 

dond e 6 vafLla ~obfLe ;to do~ lo ~ valofLe~ di~tinto~ de celta en X. 

Habr~a que dest acar que la fun~ión "anterio r ( ~ ~ J satisfac e 

los requisitos asociados a la tradi c ional noción de nor ma en 

es pacios lineal e s ( nor mados). 

An t es de conocer el primer re sultad o importante que invo lu ­

cra funcionales lineales establecemos el siguiente lema que 

nos se rá de utilidad e n el caso de funciones en L J 00 

y L . 

LEMA 2.3 

Sea 9 una 6u nci6n integltable en el int eltvalo ~ , i , ento n c e~ 

e x. ,ü t e una 6un ci 6vl medible acot ada 6 t al qu e ~ 6 11 00 I O Y 

1 

f 6 9 = i 9 11 J ~ f 11 00 

O 
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PRUEBA 

Sea l a función f = sgn(g)~ 

r 
1 s i 9 ( x ) > O 

es decir f(x) = 
I 

O, si 9 ( x ) O < = 

I si g(x) O, \ -1, < 

f es medible y acotada, además 

entonces: 

1 1 1 

f f. 9 = f g·sgn(g) = jl gl = 1I gil 1 • 1 

O O O 
= 11 file,, · 11 gll l 

LEMA 2.4 

Sea 9 una 6unei6n medible aeotada , entonee~ pa~a eada E > O 

i 

J 6 . 9 > (11 9 11 ex: - E ) 11 tÍ 1I 1 

O 

PRUEBA 

S e a e 1 con j u n t o E = {x E [O , 1] / 9 ( x) > 11 9 11 IX> - E} 



y hacemos f = xE~ 1 

claramente f es integ r able ya que fl f l = m(E), 

O 
1 

Y Jf .9 
O 

entonces 

1 

J9. XE = 

O 
1 

J f. 9 > 
O 

PROPOSICION 2.5 

fg > (I¡ 1
0

- - d m(E ) 

E 

28 

Cada 6unc~6n 9 en Lq de6~ne un 6unQ~onal l~neal acotado F 

en L P a.6,[: 

co n 
7 

P 

PRUEBA 

+ 
7 

= 7, ademá.6 ~ enemo.6 
q qu e 11 FI 

1 

Sea gEL q, veri fiquemos que F(f) 

1 ine al sobre e l espaci o LP . 

= Jf.9 define un funcional 

O 

Sean f,h EL P Y a, SE IR, 

1 1 

F( a f + Sh) J ( a f + Sh).g = J ( a fg + Shg) 

O O 

1 1 1 1 

= 
f

a f9 + f Sh9 = af fg + f h9 
O O O O 



= QF(f) + BF(h), 

así F es 1 ineal. 

Sabemos por la desigualdad de Holder que: 

1 

fl f.g l ~ II f ~ p ll g ll q 
O 

tenemos que F es acot ado y que 

Pr obemos ahora que IIFiI = IIgll q en primer término 

para 1 < P < oo . 

Hacemos f = Ig l q/PSgn(g), entonces If l = !g l q/P, 

e s de c ir! f I P = I g ! q y a de má s 

f.g = Igl q/Psgn ( g).~ = 

pero ~ + 1 = q(l + 1) = q. 
p P q 

Así f .g = !g l q = IfI P , 

F ( f ) = f f. 9 = f I 9 I q = (11 9 11 q) q , 

también fl f l P = fl gl
q

, 

por t anto (ifllp)P = (~g q)q, 

11 f 11 P = (/1 9 11 q) (1/ P . 

~+1 
= Ig lP 

29 



30 

Así: 

1 u e 9 o F ( f ) = ([ 9 1: q ! q = 11 9 11 q' . 11 f 1I p • 

1 F ( f ) I = li 9 1: q . 11 f 1I p . 

1 F ( f) 1 

S i a h o r a 11 f 1I p t O e n ton c e s 11 f 11 = 11 9 11 q , 
p 

lo anterio r es cierto para nuestra función f 

pa rticular, debe tenerse entonces que 

que ju nta mente con el resultado (1 ) se sigue la conclusió n 

dese a da. 

Nos resta evaluar el caso de los espacios L1 

00 

en base al lema 2. 3 existe f E L ta l que 

1 

f f . 9 = 1I 9 L . 1I f 11 00 

O 

1 F (f) 1 

1 F (f) 1 

~ f 11 oc: 

00 

y L , pa ra 

ye n ton c e s 1I FiI ~ 1I 9 11 1, 1 a d e s i 9 u a 1 dad d e H o 1 d e r c o m p 1 e t a e i 

h e c h o q u e 11 F 11 = ~ 9 ~ 1 • 

Si por otro lado ten emos g E Lec , por lema 2.4 sabemos que p~ 



ra cad a E > O e x ist e una función f E L 1 tal que : 

1 

f f ,g > O 9 li ro - E ) , 11 f 11 1 , 

O 

e s d e e i r i F ( f 1, .' (1: 9 1, oc - E) li f 1, 1 

I F (f) I 
- - - > 11 91i 00 - E , 

11 f l11 

Q u i e r e d e c í r q u e par a cad a E > O: 11 FII ~ 11 g 11 o:: - E , 

de don de ~ F~ > 11 9 11 y d e nu evo r e curriendo a Holder 
- 00 

IIFII = 11 gil 00 ' • 

31 

Nuestro propósito es ahora e l establ ecer el recíproco de 1 a 

proposición anterior, es decir, obte n e r cada funcional l i ­

neal acotado en LP en términos de la representac i ón formula 

da. Para ello veamos el siguiente lema: 

LEMA 2.6 

Sea g una nuneián in~eg~able en [0, 7J Y ~urongamo~ que exi~ 

1 

IJ ó.gl ~ M·lltíllr 
O 

medible aeo~ada L D, 

e n~o neef.> g elltá en L q Y 11 gil q ~ M. 
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PRUEBA 

Asumanos primero que 1 < P < ~ 

definimos una sucesión de funciones med ibles acotadas de la 

siguiente manera: 

i 9 (x) ~ si 
9 (x) = 

n O si 
~ 

hacemo s además f n = I gn l q/p.sg n (gn)~ 

ahora Ifn l = Ignl q/p~ de donde 

I g(x) 1 < n 

Ig (x) 1 > n 

Ifnl P 
= 19n 1

q 
= f n '9 n = fn , g, 

además ~f ~ = (~g ~ )q/p, por lo · tanto 
n p n q 

Mil f 11 = f\1( 11 9 11 ) q / p n p n q , 

y dado que q - ~ = q( l _l) = 
p p 

1 q.- = 1, 
q 

tenemo s 119 " < M Y n q - 1 

Notemos que 1 9 1 q n 

luego por e l i ema 

fl 9n l q 
< M

q
, 

O 

converge a Ig lq 

de Fato u: 

1 

JigJ q < L i m --
O 

casi por doquier, 

1 

jl gn 1q < Mq 
-

O 
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Para el caso p = 1 sea el conjunto 

E = {x/ Ig(x) 1 ~ M + E}, con E > O 

y hagamos f = Sng(g) .x E' ent onces 

11 f 1I 1 = m ( E ) Y M • m ( E) = t~. 1I f 11 1 > I J f . 9 1 

pero f.g = I g l . x E, entonces 

1 

f f.9 > (M+E)m(E)~ 
O 

de donde M.m(E) ~ (M+E) .m ( E) 

esto es cierto sólo s i m(E ) = O 

por t an t o ~ 9 11 00 < M 

O 

Procedemos a formular una serie de hechos y resultados que 

intervendrán en el desarrollo del teorema de representació n . 

PROPOSICION 2. 7 

Sea 6 una 6unc¿6n med¿ble no - nega~¿va. En~once~, ex¿~~e una 

~uce~¿6n (~n) de 6unc¿one~ ~¿mple~ medible~ Qon ~ 1 > ~ , n+ - n 

~al que 6 = Lim q, n en Qado. p un~o de X. 

PRUEBA 

Para cada n, En k = {x : (k - l)/2 n 
< f(x) < k/2n } ~ k = 1,2, .. .,n2n 
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y F {x;f(x) > n}. n 

n2 n 
k- l Ha cerno s q = I x

E 
+ nx F • n 2n k=l n k n 

nótese q es simple y medible ya que l os conjuntos E y 
r n , k 

F son medibles . 
n 

Tambié n ) pu esto qu e la dis e cc i ón del r an go de f que no s da 

~ n + l e s un r efina mi ento del que nos da ' n ) es por tanto f~ ­

cil me nte obse r vab l e qu e ~ n + l (x ) > ~ n(x) para cada x. 

Si f (x) es finito XEC Fn para algún n suficientemente gran­

de y entonces: 

Si f(x) 

If(x) - ~ (x) 1 < 2- n• n -

de donde ~ (x ) ---> f(x ) . n 

<Xl 

= 00 " e n ton c e s x E "('L F ) 
n= l n 

luego ~n (x) = n para todo n, 

po r tanto ~ (x ) ~ f(x ) Á 
n 

PRO POSICION 2 . 8 

Si 61dl 2 " "l ~1. g .6Q Yl- tí unc.'¿one..6 me. d,í b:te..6 , lfi nl ~ 9 paJta :todo 

n , donde. Ig l ~ e. .6 in:t e9Jtable y fÍ n ~ 6 c.x d , e. n:to nc. e~ 161P e.6 



PRUEBA 

Tenemos que I f I P < Ig l P para todo n n -
por consiguiente I f l P 2. Ig l P y así I f l P es integrable. 

esta última función también integrable. 

A su vez I f - f l P ~ O cxd, 
n 

ahora, en base al teorema de convergencia dominada: 

L 'EMA 2.9 
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Vada una 6une~6n ~~mp¿e ~ de6~n~da en [a,bJ, ex~~~ e una 6u 

e~6n e~ea¿6n 9 en [a,bJ ~a¿ qu e g(x ) = ~(x) exeep~o en un 

eonjun~o de m e d~da meno~ qu e E. 

PRUEBA 

~ es una función simple, 
n 

q. = a.x
E i = 1 1 i 

con 
n 
u E. = [ a,bJ. 

i = 1 1 



Para cada uno de los conjunto s med ibles 

abiertos 11 • •• ,1 k tales que si Gi 

m(E . f, G.) < E 
1 1 n 

E. existen intervalos 
1 

k 
= \.J It entonces 

r=l 

( pro p . 3. 1 5 ( 1 ) ) « 

Tenemos que xG. es una función escalón 
1 

= 1,2, .. . ,n. 

n 
Hacemos g(x ) = L a,x

G 
(x), 

i = 1 1 i 

se tiene 
n 

q¡(x) - g(x) = I a.(x E i = 1 1 i 

q¡(x) - g(x ) = O excepto en el conjunto 

A = {x l xE( E. f, G.) para algún;}, 
1 1 

n 
con m(A ) = Im(E. f, G. ) < E 

i = 1 1 1 

y ademá s g es una func ión escalón 

TEOREMA 2.1 0 

PRUEBA 

Asumanos que f > O ( en cualquier caso trabajamos con 

36 
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Por proposición 2.7 existe una s ucesión creciente de funcio 

nes s i mples no negativas (1 n )n >1 tal qu e ~n ~ f en cada pu~ 

to . 

Sabemos entonces que I<i:' n l < f para todo n; 

además If l P e s integrable, 

en base a la propo sició n 2.8; 

po r tan t o para e l E dado , ex i ste N ta l que 

1 

JI ~ I P < E P - N - T , 

O 

1I q¡N - q p < E co n q¡N E LP pue s 

COROLARIO 2.11 

Se.a 6 E LP, dado E > O e.x..-i..J.d.e. una nunc..-i..6Yl e..6c.al6n hELP ;tal 

que. 11 n -hll < E. 
P 

TEOREMA 2.1 2 

Se.a 6 E LP, 7 < P < ro Vado E > O ex..-i...6;te una 6uYlc...-i..6n c..on;t.-i.. -
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Ylua ;t E LP ;tal que. 116 -;tll p < E . 

PRUEBA 

Por teorema 2 .10 es suficiente probar que cu a lquier función 

car acterística xA con A medible perten eciente a LP puede 

ser aproximada por una función con tínua de valor absoluto a 

lo su mo l . 

Sabemos que s i Xp,E LP e nt onc es m( A) < 00 , 

po r propo s i ció n 3 .15 ( Royden ) existe un conjunto cer r ad o 

C cA y un conjunto abierto V J "A tal que: 

e s dec i r : 

E P 
m(A) < m(C ) + 

2 p+ 1 

E P 
m(V ) < m(A ) + 2P+1 ' 

m(V -C ) E P E P 
= m{V} - m(C ) < m( A) + - m( A) + 

2P+ 1 ~ 

( ) e P. 2- P. m V- C < 

Sea 9 una fun c i ón co nti nua 

g: X -> [O, 1J 

r 
con 9 = 1 en e y 9 = o en V~, 

9 exist e por e l lema de Urysohn (prop. A4 .2 (2)) 

Entonces 
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1 

JlxA - g jP = r I xA - 9 I p , 

O { X~¡l9 } 

pe ro { x.A. I 9 e v-c 

y IX A - 91 < 2 . 

1 

Luego 1I xA - 9 li p = fl xA - g lP p 
O 

= f IxA-g IP < 2Pm(V-C ) < E P. 
{xA fg } 

De donde IIxA - gll p < E, 

ademá s como 9 = (g - xA)+x A 

conel uimos que 9 E LP. 1. 

Después de haber precisado que los conjuntos de funciones 

(clas es ) s impl es, escalón y cont inua son densos en los esp~ 

cíos LP, tenemos los elementos necesarios para abordar el: 

2 .1 3 PRIMER TEOR EMA DE REPRESENTACION DE RI ESZ 

Sea F un Óun~~on af l~neal a~otado en LP, 

~e~ ex~~te una 6un~~6 n 9 en Lq tal que : 

< p < ro E nto n -



y 1I F 11 = 1I gil q . 

PRUEBf.. 

Sea Xs la función característica del in t erva lo [ o,sJ 

(o < s < 1). 

Para cada s el valor F(x s ) es un núme r o real ~ (s), y éste 

defi ne una función ~ en [0,1]. 

40 

Probemo s ahora que ~ así definida es absolutamente continua. 

Sea {(si,si)} cualquier colección de intervalos disjuntos 

de longitud total menor que o. 

Entonces LI~(si) - ~(si) 1 =- F(f), donde 
i 

f = l. (x s \ - Xs , ) .sgn (~( s i) - ~( s i))' 
i ' , 

Así If !P = r(x s l, 
1 1 

x ), además s . , 

- x ) ) s ' , 

en t on c e s (~ f 11 p ) P < él . 

Tenemos ahora que: 

1 

= L( J( Xs~ 
i O . 

- x ) s . 
1 
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~ ¡ el> ( si) - el> ( si) 1 = F ( f) < 11 F 11 • 11 ,f 11 p 

< 1I F 1I • ó 1 / p ~ 

s,' tomamos;;' -- ( __ E_)p t d A ,,' en r, a mo s q u e : 
~ F 1I 

r iel> (si ) - q¡ ( Si) I < E. 
1 

así ~ es ab so lutament e continua . 

Por teorema A4.5 existe una función 9 integrable en [O.l J 
s 

tal que q¡( s ) = f g~ es decir 

O 

Dado que cualquier función escalón ~ en [O,lJ es (excepto 

en un número finito de puntos) una combinación lineal apro-

piada 

Deb emos tener entonces 

1 

po r 1 a 

r g~ para cada 

9inealidad de 

función esca ló n ~ F( ~) = 

F Y del integral J 

en efecto: 



1 

\ coF( x ) = \ (C of X o g ) 
L 1 Si L 1 si 

O 

= I J c ox og = 
1 S i 
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j I (cox o g) 
1 S i 

Sea ah o r a f una f unción medibl e acot ad a defi nida en [ 0 , 1] o 

Po r co rol ario 2.11 ex is te una s uce si ón ( ) 1 de fu nci ones 
n n > 

e s caló n que co nve r ge cas i por doqu i e r a f. 

Como l a s ucesió n ( l f-~ n I P ) es uniformemente aco t ada y tie n­

de a ce r o casi por do quie r , e l t eo r e ma de conve r gen c i a ac o-

t a d a i m p 1 i ca q u e 1I f -~ ~ ~ O. n p 

Dad o que F es acotado y 

I F ( f ) - F ( ~ n ) I = 1 F ( f - ~ ) 1 < 11 F 1111 f - ~ 11 n-n p 

co nc l u i mos que Lim F( ~ n) = F(f). 

Co mo g ~ n e s siem pr e meno r que Ig l veces l a cota un ifo r me de 

la su cesió n 

1 

J f. 9 = Li m 
O 

be s gue . 

tenemos 

e n ba se a l teo r ema de converge ~ cia de Le-

Consecue nte me nt e, de bemos te ner 

1 

f f. 9 = F( f ) par a cad a fun ci ón f medibl e y ac o tada . 

O 
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Dado que 1 F ( f ) 1 ~ ~ FilII fII p • se sigue por lema 2. 6 que 9 E: L q Y 

11 9 li q ~ 1I Fli . 
1 

Nos resta mostrar que F(f) = f f.g para cada f E LP • 

O 

Se a f una funci6n arbitraria en LP, por corolario 2 .11 exis 

te para cada E > O una funci6n esca16n ~ tal que 

~ f - ~ li p < E , 

como ~ es acotada tenemos 

Luego 

IF(f ) 

1 

1 

F( ~) = f~ .g . 
O 

1 

f f.g ! = 

1 

! F(f ) - F( ~) + f~ .g 
O 

J f. g ! 
O O 

1 1 

< ! F(f ) - F( ~ ) I + If~ g - f f.9 1 

O O 

1 

< IF(f - ~) ! + !J(~ - f)·g l 
O 

< 11 F 1111 f - ~ 11 P + 11 9 11 q 11 f - ~ 11 P 

< n Fii + 11 9 1I q ) . E 

Como E: es un número arbi t rario, debemos tener 
1 

F ( f) = f f.9 

O 
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y 11 F" = "g 11 q por pro p o s i ció n 2. 5 



CAP 1 TUL O 1 1 1 

ESPACIOS LP DE FUNCIONES MEDIBLES DEFINIDAS EN ESPACIOS DE 
MEDIDA ARBITRARIA 

En l os dos capítulos estudiados hemos aplic ado l as propie­

dades de la med ida y la integral de Lebesgue a un espacio 

particular de funciones, construido precisa mente a partir 

de aqu el las. 

Nuestro propósito ahora es apoyarnos en una teoría de int~ 

graci ón que satisfaga las propiedades fundamentales de la 

medida e integra l de Lebesgue y que sea aplicable a cual­

quier sis tema que verifique l o s axiomas dados. 

Para ello, procedemos a desarrol l ar esta teoría, que funda 

men te luego la construcción de un espacio completo . 

Omitimos algunas pruebas por considerar que siguen el mis­

mo esquema que las desarrolladas en los capítu los anterio­

res y en la Bibl iografía señalada al final, para el caso 

de la teoría de integr ación de Lebesgue. Para ello basta 

remitirse a estas pruebas previas y observar que simpleme~ 

te se hace uso de las propi edades básicas que req uerimos 

de una función de co nj untos para ser conside rada como med í 

da. 
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l. ESPACIOS DE MEDIDA 

DEFI IeJON 3.1.1 

¡,-UlQC':.CJri(,~ pe,: UI. c!Jpac'¿o mc.a-<'bLe a un )Jar~ I>:.. ,B ) , e.t 

cual con~-<'~te de un conjulto X y una o - álgeb~a B de ~ubcon 

junto¿ de X. Un ~ubconjunto A de X e¿ llamado med-<' ble (o 

med-<.b.te ~ e~pec..to a B ) ~ ;. A E B 

DEFINIeION 3.1.2 

E n.ten de~emo~ po~ una med-<.da ~ en un e~pac.-<. o med-<'bie (X,B ) 

una 6unc.-<'6n de c.onjun.to~ no-negat-<.va deó -<. n-<.da pa~a .todo ~ 

lo ¿ c.onjun.to¿ de B y que ¿a.t-<'~óace: ~(~) = O Y 

ro 

]..11 u 
-<.= 1 

E. ) = L ~( E. ), 
..{. . 1 ..{. 

..(.= 

pa~a c.uaiqu-<.e~ ¿uc.e~-<'6n lE. ) de c.onjun.to~ med-<'ble¿ d-<.~jun­
..{. 

.to~. Po~ un e~pa c.-<.o de med-<.da (X,B,~), en.tende~emo~ un e¿-

pac-<.o med-<.ble (X, B) jun.to c.on una med-<. da ~ deó-<.n-<'da en B. 

La segunda propiedad es' referido como que II es contablemen 

te adi t iva. A partir de esta se sigue que II es finitamente 

aditiva. es to es : 

N 
( u 
i=l 

E . ) 
1 

" 
= .L 11( E,') ' 

1 = 1 
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para conjuntos disjuntos Ei pertenecientes a B, pu es basta 

co nsi derar Ei = i para i > N. 

PROPOSICIor' 3.l.3 

a) S-i A E B I B E B, Y A c. B e.IÚOltC.e. 

lJ(A) < u( 8). 

b) S-i E.E B, 
-{. 

00 
lJ( (l E. ) 

. 1 -{. 

c. ) S -<.. E. E B, e. Vl..to Vl. c. e..6 
-{. 

.{. = 

E . J E. l ' e.Vl..to Vl.c. e.1: 
-{. .{.+ 

L-<..m ]J ( E 1'1 ) 
Vl.+00 

oc 

E. ) < I lJ( E. ) 
.{. .i...=1 .(. 

DEFINICION 3.1. 4 

UVl.a me.d.i...da ]J e..6 llamada 6-<..Vl.-i.ta .6-<.. ]J(X) < 00 , E.6 de.nom-<..nada 

que. X = u 1 X 
Vl. > Vl. 

DEFINICION 3.1.5 

y lJ(X ) < ce 
VI 

Uvl. e..6pac.-<..o d e. me.d-<..da (X ,B, lJ) .6e. d.i...c.e. que. e..6 c.ompl e..to .6i B 

c.on.t-<..e.Vl. e. .todo .6 lo.6 .6ubc.oVl.juVl..tO.6 de. C. OVl.j UVl..tO.6 de. me.dida c.e.-

BIBLIOTECA CENTRAL 
lI~I' ...... , .. <: 
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flO, e..6 t e e..6, .6 -t B E B, lJ ( B ) o, y A c. B e.nto n c.e..6 A E B . 

2. FUNCIONES fvlEDIBLES 

DEFINIeION 3 . 2 . 1 

S e.a 6 U/1. a 6UnC."¿Ó/'1 de. VaLOllc.6 lle.ale.-:. e.xt e.l1d..¿d o6 de.6"¿n,,¿da en 

Es de hacer not a r que el he c ho de que una función es medi-

bl e parec e rí a lógi co a soc i a rla con l a ex i stencia de una me 

d i da,sjn emb a r go, só l o e l e sp acio y la a - álg e bra están in -

volucrado s en s u caracteriza c ión. Vea mos e l sigu i ente e j e m 

p lo . 

PROPOSICION 3.2.2 

ro 

S e.a (X,B) un e..6pac."¿o me.d,,¿blc. y X u X do nde., palLa c.ada 
n=7 n 

y X n X 
n m 

B = { B n X : BE B} . Entonc.e..6 6 e..6 me. d,,¿ ble. c.on lLe..6pe. c.tO a n Yl 

IX ,BJ .6"¿ y .6 Ól o ~,,¿ .6U.6 1le..6tll"¿c.c."¿one..6 6n a Xn .6on me.d,,¿ble..6 

con 1le..6pe.C.to a (X n , By¡) . 
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PRUEBA 

Para cad a a ~ {x:fn(x ) > cd = {x: f(x) > a.} n X
n

, po r la 

construcción de 6 es evidente que f es med i ble con res-n n 

~ ecto al espacio medible (X n , En )' 

El converso se sigue si definimos f(x ) = fn(x) si x E Xn~ 

o::: 

1 u e g o {x: f ( x ) > a:} = n~-l { x : f n ( x) > a } y f e s m e d i b 1 e con 

respecto a (X,B) • 

PROPOSICION 3.2.3 

.i ) V a ' {x: 6 (x) > a}EB 

¿¿ ) V 
a ' 

{x: 6 (x) < a} .E B 

iii ) V a ' {x:6(x ) < a}EB 

-T-EOREMA 3. 2 . 4 

Si ~d emd6 ni eh medible, ~ = 

il1 6, 6", Lim 6 - ~J Lim L- hOn. t.od~h medible . 
.{ .. C "\.. 
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DEFINIC ION 3.2.5 

bl e E tal que. u{E ) = 0, dec. ,imo.6 qu e. ,5e. ve.IL,i¡),i ca c.a.6 ,i pOIL 

PROPOSICION 3.2 . 6 

Sea 6 una 6unc,i6n med,ible no - negat¡va. Entonce.6 eX¡.6te una 

.6uce.6,i6n ( ~ n) de 6unc,ione.6 .6,imple.6 con ~ n+l ~ ~ n tal que 

6 = L,im ~ en cada punto d e X; donde pOIL una 6unc,i6n .6,im -n 

ple ent e ndemo.6 una comb,inac,i6n l,ineal 6,in,ita 

n 
~( x ) = I c ,x E [x ) 

. 1.{. . .{. = .{. 

de 6unc,ione.6 calLactelL¿.6t,ica.6 de conjunto .6 med,ible.6 E . . 
.{. 

PROPOSICION 3.2 . 7 

Sea 6=g cxd( ~) , donde ~ e6 una med,ida completa. Entonce.6 

.6,i 6 e.6 med¡ble tamb¡én lo e.6 g. 

PRUEBA 

Hacemos E = {x: g(x) > a} , E j = {x : f(x) > a y 

E2 = {x:f(x) 1 g(x ) } . 
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Entonces E2 Y El son medibles y como ~ es c ompleta también 

e s me di b 1 e E ('¡ E 2. • 

Lueg o E ( E1 -E 2 )U (E n E2 ) y por t a nt o 

~ es medi blE 

LEMA 3.2.8 

Su pon gam o~ qu e pa~a ea da ex en un eonj un~o eon~ab[e V de na 

me~of., ~ea.te~ le. haeemo f., eo~~e.~ po nde.~ un eonj un~a B a. EB 1 eOl'l 

fu eDl'l.cUcAfil'l. dé. que Bexc B8 p~ ex < 8 . En~onee.f., e.x...[f.,~e. una üun -

ei6n 6 en X 1 medible Ij de valo~e~ ~e.ale.f., ex.~e.ncUdo.6:t.a1. que: 

PRUEBA 

Para cada XEX, f(x) = inf{a: xEBa}, donde inf cp = ex:> 

Si x E Ba entonces f(x) ~ a, 

si x ~ Bo: entonces x ~ B8 para cada 8 < a y por tanto 

f(x) .:::. a. 

Resta probar que f es medible, 

par; cualquier real ex tenemos que: 

{ x:f(x) < a} = U BS 
13< ~ 

y a que si f -(x ) < a entonces x E B8 para al gún 8 < o. 
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y ademá s si x E Be para algún < o, entonces f(x) < S < o . 

Luego~ f es medible 

L Ei~,c 3. 2 . 9 

Supongamo6 que a ~ada valo~ o en un ~onjun~o ~on~able V 

ra~a o < S. 

e.n Bo Ij 6 > 

PRUEBA. 

Sea e ;:: u (B o - Bo ) , enton ces j.l( C) ;:: o. 
a<8 ~ 

Sea ahora B' = B ve, 
el a 

entonces I C B' 
a. 8' 

= (Ba ve) ('¡ (B 8 u e ) e 

= (B U c) n( Bc n c c ) 
o 8 

= B a. ('¡ B ~ (1 e C 
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por e l l ema ante rior exi ste una función medible f t al que 

f < o en B¿ y f ~ a en X - B~ . Entonc es f ~ a en Bo y f > o 

en X- Bo: Excepto paro x E C. i. 

3 . 1 NTEGRAC 10 CON RESP ECTO A UNA MED 1 DA 

Procedemo s ahora a gener a l i zar las definiciones y res ult a-

dos de l a t e or ~ a de i nteg r a ción de Lebesgue. Nuevamente re! 

fi r mamos que el hecho de omiti r l as pr ueba s obedece al he-

cho de que sus respectivos desarrollos e n e l sen ti do de Le-

be sgue puede se r considerado con li ger as va ri ante s para el 

caso de un es pacio de medida genera l . Pa r a con oce r en deta­

l le s u de 6a r rol lo , vease e l capítul o 11 de l l ibro " Real An! 

lysis" de H.L. Royden y el capítulo 5 de "Introduction to 

Measure and Integration" de M. E. Munroe (observar bibliogr! 

fía al final del presente trabajo } . 

DEFI NIC I ON 3. 3. 1 

S~ E eh un Qonjun~o m ed~bl e y ~ u na nunQ~6n ~~mple no - nega -

~~va, d e.n ~n~mo~ : 

f~dlJ = 

E 

n 
L Q.u( E .n El donde. w(xl = 

. 7..{. ..{ 
..t = 

n 
';' Q"¿AE .( x l . 

..{= ..{ 
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DEFINICION 3.3.2 

Sea 6 UfW 1Í [HIC. ,¿6f1 me.d,¿bLe. , l. X -+ [o, +XlJ. E ;tC'nc.eb e..t '¿ntc. 

f 6d u = su p{] \jJdu : O < ~ , < -6 , 1JJ UVla 6un c.,¿6n J.J'¿mp.t e. me.d,¿bleJ . 

DEFINICION 3.3. 3 

S e.a. E E B, u .6e.a -6 una. 6unc.,¿6n me.d,¿ble. 6: E -+ [O,+ooJ ; e.nton 

c.e.J.J u'¿nte.g/tal de. 6 .6obJte. E e..6 

]-6 d = f tí ' XE·dl.l. 
E 

TEOREMA 3.3.4 (L ema de Fatou ) 

Se.a (nn) una .6uc.e..6.¿6n de. nunc..¿one..6 me.d.¿ble..6 no- ne.g at.¿va.6 

que. c.onve.Jtge. c.aJ.Ji poJt doqu'¿e.Jt e.n un c.onjunto E a una nun-

c..¿6n 6. 

Entonc.e..ó 

]6 < L'¿m 
E 

TEOREMA 3.3 .~ (T eorema de Convergencia Monótona ) 

Se.a (6 n ) una. .6uc.e..6,¿6n de. -6unc..¿one.J.J me.d.¿bLe..6 no-ne.gat'¿va.6 



que 6 < 6 ra~a todo n, Entonce.6 
11 -

L¿m l' 1 
• U 11 

p, OPOSICION 3 .3.6 
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Sea fI una 6unc,¿61 me.d,¿bLe., ' : X ~ [O,ooJ. El tonc.e..6 ex'¿.6tc. 

una .6uce..6,¿6n ClLe.c.'¿e.n.te. (Vi ) de. 6u I1c '¿one..6 .6'¿mpf'..e.6 qu.e. C. nvefL 
/1. 

ge a 6, e..6to e..61jJ (x ) -+ 6( x ) . 
n 

PROPOSICION 3.3.7 

f( an + bg)d~ = aJn d~ + b f gd~ . 

Ade.má.6 fód~ > O, con la '¿gualdad .6at'¿.6óe.cha 

.66f.o .6,¿ 6 = O cxd ( ) . 

PROPOSICION 3.3. 8 
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PRUEBA 

Por inoucclon sobre la suma de n funciones 

s i e 
~ n = 

n n ' 
L f .. entonce s J Snd~ = I Jf .d ~, 

. 1 l· . 1 ' 1= 1= 

también sn ~ f = I f .• 
i = 1 1 

además sn < f para todo n. 

En base al teorema de convergencia monótona: 

ex> 

J I f~d ~ = 
i = 1 I 

Lim J( I f.)d ~ = Lim ( I Jf .d ~) 
i =l 1 i=l 1 

= I f f. d 
. 1 1 1 = 

PROPOSICION 3.3.9 

S~a (X,B , ~ ) un ~hpae~o d~ m~d~da y n una 6une~6n m~d~ble 

no~nega~~va. Entone~h v(EI = i6d~ eh una m ~d~da ~n ~l eh pa 

e~o med~ble (X , B l . S .... : ade má.ó, t J 6d~ < 00 en~c n eeh V E > O, 

3 6> O :tal que, . , ¡"~ AE B lj ~(AI < 0, ~n~one~.ó v(AI < E . 

PRUEBA 

La función v es cont ab lement e ad i tiva, pues s i (En) es una 

sucesión de conjuntos di s j untos de B. tenemos 



= f \jE ,f dlJ = 
n 

= 

I fX E .fd~ n=l n 
(proposición 3.3 . 8) 

oc 

Tambi§n v( . ) = O Y adem8s e st & def in ida VE con E EB , luego 

v es una med ida en (X,E). 

Hagamos f = min(f,n), f es med i ble. f ~ f casi por do -
n n n 

quie r y f n < f para todo n, por e l teorema de convergencia 

Monót ona concluimos que: 

f fd lJ = Lim f fn . dlJ • 

Por tanto. si J fd U < 00 , entonces V. E > O, 3N ta l que 

f fd lJ < f fNdlJ + ~ 

Si A E B 1.J(A) < E tenemos y 2N 

j fNd lJ < 
E 

'2 
A 

Luego tomando 6 = E para obtener 2N 

< E~ 

de donde v(A ) < E 

57 
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DEFINICION 3,3,10 

Uno. IÍUI c.ió, f c-flcgativa I C!.l .LLamada ifl..tC.g abtc. (.6obJte. un 

ftí du < ex: 

E 

Una 6unc...¿6n a b..¿tJtaJt"¿a 6 !.le. dice. que. e!.l integJtable. !.li tanto 

6+ c.omo 6- !.l on inte.gJtable!.l . En e!.lte. c.a!.lO de6in"¿mo!.l: 

PROPOSICIO N 3. 3 .1 1 

ble, entonc.e.ó: 

..¿) f( c. I6 + C. 2g )d ll = c. lf6 d II + c. 2 f gd ll ; 
E E E 

ii ) Si I h I < 161 Ij h e.ó m ed..¿ ble. , e n t o y¡ c. e.ó h e.ó integ Jtable.; 

..¿¿¿ ) s..¿ 6 > 9 C.Xd(ll ) , entonc.e.ó J 6dll ~ f adll. 

TEOREMA 3.3.12 (Teorema de Convergencia de Lebesgue). 

Sea 9 una 6unc.i6n inte.gJtable. .óobJte E, y .óupongamo que 16 n ) 

e.ó una .óuc.e.ói6n de 6un c...¿one!.l me.d..¿ble.ó tal que 



E n:to 1'1 c. C. ,6 

r 6 
) 

E 

I 6 ( x ) I < 9 ( x ) e.n E ~ 
11 -

Li.m f J U/l' 
j 

E 

4 . MEDIDAS CON SIGNO 

59 

Consideremos que si ~l y ~2 son dos medidas de f i nid as e n e l 

mi smo es pacio medible (X ~B ) ~ podemos entonces definir una 

nue va medida ~3 en (X,B) así: 

Si intentamos por otro lado definir una medida por: 

v(E ) = ~¡(E) - ~2( E )~ 

resulta en primer lugar que v no es siempre no-ne g ativa~ y 

esto nos conduce a la posibilidad de contar con medidas que 

puedan tomar tanto valores positivos como negativos. 

Otra dificu lt a d deriva del hec ho de que v no es tá definida 

cuando ~l( E ) = ~ 2 (E) = oo . Deb e ríamos por tanto requerir que 

~ l Ó ~2 sea f init a. 

Con estas condicion es , es tablecemos la siguiente: 

DEFI N I er ON 3.4 . 1 

Una med~da c.on ~~gno en el e~pac.~o med~ble (X,B ) e.~ una 6u~ 



. , 
.{ J v a~ume a to ma6 uno de [o~ valo~e~ + 00 

{ \ . I * i = l 

0;. 

E 
-<-= 1 

00 

c.ho c. OV1.VeAge a b.6olu-famen.t.e .6 1.. v( \.J 
1..=1 
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, - o:: 

o b s é r ves e q u e u n a m e d i da e s U !l C a s o par tic u 1 a r ( 1 e u n a m e d i -

da con si gno. 

DEFINICroN 3.4.2 

pec.t.o a un.a med1..da c.on. .61..9n.O v .61.. A e.6 med1..ble y p~a c.ada 

.6ubc.on. ju n.t.o medi..ble E de A t.en.emo.6 v(E ) > o. 

DEFINI CION 3.4.3 

Ae.6pec.t.o a un.a med1..da c. on. .61..9n.O e.6 llamado c.on. jun.t.o n.ulo . 
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Habrí~ que d~staC9r plgunas carQcterlst1 cas de un conjunto 

nulo que se desprenden de su defi n ici6n~ presentamo s el si­

gu ie nte re sul tado cuya prueba es trivial . 

PROPOSICION 3.4.4 

Un conjunto medible e~ nuLc ~¡ y ~6lo ~ ¡ cada 6ubconjuntr 

medible de ¿l tiene medida con ~igno ce~o. 

Obsérvese la diferencia entre un conjunto nulo y un conju n­

to de medida (con signo ) cero, mientras cada conjunto nulo 

debe tener medida cero, un conjunto de medida cero puede 

ser la unión de dos co njuntos cuyas medidas no sean cero, 

sino ambas opuestas una de la ot ra. 

LEMA 3.4.5 

Cada ~ubconjunto medible de un conjunto pOhitivo e~ ~l m¡~­

mo po~it¡vo . La un¡6n de una colecc¡6n contable de conjun­

to~ po~¡t¡vo~ e~ po~¡t¡vo. 

PRUEBA 

Resulta evidente en base a la definición de conjunto po s itl 

vo el primer enunciado , 

Sea A la unión de una colección cont abl e (A n) de conjuntos 



positivos; si E es un subconjunto medible de A h~cemos: 

El = EnAl 

E~ = E nA 2 ()A~ 

En = EnAn nA~_ln ... nA~, 

entonces En es subconjunto medible de An y por tanto: 

Como los En son di sjuntos y E = U En' t enemos 

ro 

v(E ) = I v(E n) > O. 
n=l 

de donde A es un conjunto positivo • 
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Es claro que el lema anterior se verifica también para con-

juntos negativos. 

LEMA 3.4.6 

S~a E un Qonjunto m~dibl~ tal que O < v ( E) < ro E nton Q e~ 

ex¿~t~ un Qonjunto po~itivo A Qo nt~n¡do en E Qon víA ) > O. 

PRUEBA 

Tenemos dos altern~tivas, E es é l mismo un conjunto pos;ti -

yo o contie ne conjuntos de medida neg ati va, 
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En este se gundo caso, sea n I el m ~s peq~eño entero positivo 

tal que e xi s ta un conjunto med i ble El cE con 

v ( E J ) < -
1 

n 1 

Proceaienoo ind uc tivame nte, SEa n~ e l m&s pe que ño entero p~ 

sitivo de tal manera que ex i s t e un conjunto medible Ek con 

k-l 
- .\.), E . 

J =l J 
y "v(E

k
) < 

oc oc 

Si hacemos P-, = E - k~lEk' entonces E = P: \.)k ~h Ek ~ 

como la unión anterior es di sjunta, tenemos 

v(E ) = v (A) + I V(E
k
), 

k=l 

como la serie en el miemb ro derecho es absoluta mente conve r 

gente, es decir 

1 \ -- converge y por tanto n k + ro L n
k k>l 

Como V( Ek) < O Y v( E) > O debem os concluir que v(A) > O. 

Para probar que A es positivo se a E > O 

como n .... oc 
k po de mos escoger k t an grande de modo que 

1 
n \_- 1 

k-1 
Sabemo s qu e A cE - ' U

1 
E. . , 

J = J 

< c... 



A no puede contener conjvntos medib le~ con medida menor que 

- _1-1 (p o r i a f o r ITi a en 1 a q u e e s ca g i m o s los n ", ), nk - t 

ade¡nó s _ 1 ,. 
n.-:T f. -

- c:. 

Entonces, A no contiene conjuntos medibles de medida menor 

que c:. Como E es un nOmero positivo arbitrario se sigue 

que A no contiene conjuntos de medida negativa, y debe por 

lo tanto ser conjunto positivo. i ' 

PROPOSICION 3 . 4.7 (Teorema de Descomposición de Hahn) 

Sea v una med~da Qon h~gno en el ehpaQ~O med~b¿e (X, Bl . En-

B :t al q u e X = A u Bij A n B = <p . 

PRUEBA 

Asumamos en primer término que + 00 es el valor que nunca to 

ma . Sea A el supremo de v(A) con A E e y 

e = {AlA es positivo respecto a v}. 

Como el conjunto vacío es positivo, obtenemos en primer tér 

mino que A ~ O, 

Sea ahora (A.) una s ucesión de conjuntos positivos tal que: 
1 

64 
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Lim v(A i ) = A 
; +00 

y nace mos A 
ex 

A = t 
i = 1 

i 

FOI' el ¡él,,': 3 . 4 .5 A es un conjunto positivo~ y por tanto 

A > v (A). 

Pero A - A. cA, luego v(A-A.) > O (por ser subconjunto de , , -

un conjunto positivo ) , 

aplicando lím ite ten emos v(A ) ~ A Y por tanto v(A) = A < oo . 

Sea B = AC
, y supongamos que E es un subconjunto positivo 

de B. Entonces ·E y A son disjuntos y El) A es un conjunto 

positivo. Luego: 

A > v(E u A) = v(E ) + v(A) = v(E) + A, 

de do nd e v( E) = O, 

ya que O < A < 00 

Re su lt a que B no cont i ene subconjuntos positivos de medida 

positiva y po r t a nto no co nt iene subco njuntos de medida po­

sitiva (lem a anterior ) . 

Por con sigui ente B debe se r un conjunto negativo 

La des composi c ión de X en dos conjuntos disjuntos A y B con 

A positivo y B negativo respecto a v es denominada una des-
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composición de Hahn para v. 

L propos i ción anterior establece la existencia de una des-

compo si c i6 n de Hahn para cada medida con siano. Sin embargo 

caso de conjuntos nulos cualquier subconjunto del mismo y 

su res pectivo complemento constituyen una descompo si ci ón de 

Hahn. 

DEFINICION 3.4, 8 

S,¿ {A , B} e..6 U/ll.a de..6c.ompo.6'¿c.,¿ó/ll. d e.. Hah/ll. paJta. v, e./II.-tO/ll.c.e..6 de. -

6'¿/II.'¿mo.6 La.6 me.d,¿da.6 v+ y ~ de la .6iau'¿e/ll.-te. ma/ll.e.Jta: 

+ v ( E ) = v( E nA) y 

v ( E ) - v(EnB ) 

+ 
c.o /11. V = V - V 

DEF.INICION 3.4.9 

Do.6 medidah VI y V2 e.n (X ,B ) he dic.e que .60/11. mu-tuame.n-t e. hi n 

gula~e.6 (de.no-tamo.6 VI 1 V 2 ) .6,¿ e.xi.6-te..n c. onj un-to.6 me.di ble.h 

d'¿.6.fun-tO.6 Á y E c.on X = Áu8 -taL qu.e: 

~ 

Notemo s entonce s que u y v son mutuamente singulares ya 



qu e 

v+ (8) = v(B n A) = O. 

\' - (A) = l' (A í¡ 8 ) = O. 
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f:é:;umlIlIC' 5 ICS YE-suitacos an"leriOréS éri 12 !:.i9uiEntE proposl 

s i c ;ón. 

PRO POS I CI ON 3.4 .1 0 

Se.a t i una med,¿da c.o n .6'¿g no e. 11 c.l e..6pac.'¿o me.d,¿ble. (X, Bl . En-
+ ton c. e..6 e.x'¿.6t e. n do.6 med,¿da .6 mut uam e.nt e. .6 '¿ng ula~e..6 v y v 

en (X ,B l tal qu e v + 
= v 

-- v . 

La descomposició n de v dada por la proposición es lla mada 
+ 

la descomposición de Jordan de u. Las medidas v y v son de 

nominadas la par.te (o variación) positiva y negativa de v . 

Como v asume a lo sumo uno de los valores +00 y _00 , entonces 
+ ~ 

v o v debe ser finita. Si ambas son fin i tas, v es l la ma da 

una medida con signo finita. 

DEFIN ICI ON 3.4 .1 1 

La mc. d,¿da Iv l de 6'¿n,¿da po~ : 

1 (E j = \ 1 + ( E ) + l ' - (E i 

C.6 deno m,¿nada el v alo~ a. b.6oluto o la. va~'¿a. c. '¿6n t otal de v. 
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PROPOSICION 3. 4.12 

PRUEBA 

Sea El un s ubconjunto medible de E y {A,B } una descomposi-

c ión de Ha hn para 1 u ego 

+ -v{EI) = V (E l) - V ( El)., 

pero E = Elu( E-E I ) y v - ( E) = v -(E I ) + v - ( E-E I), 

como v - ( E) = O e ntonc e s v - ( EI
) = - v - (E - E'), 

po r t an t o v ( E' ) = v + ( E ') + v - ( E - E' ) > O 

de donde E es positivo dado que todo subconjunto medib l e de 

E t iene medida con signo no-negativa ! 

PRO POSICION 3 . 4.13 

Un c. o nj u n;to E e.1.> nulo c.o n /te./.¡ pe.c.:to a v ¿,J... I v l ( E ) = O. 

PRUEB A 

Sea E' un s ubconjun t o medible E y {A,B } una de s compo sició n 

de Hahn para v . 

+ Como Ivl (E) = O en ton e e S V ( E) = O Y V - ( E) = O. 

• 
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Sabemos entonces que y (E' ) ~ O (porqu e v-( E) = O), 

+ + o 

además \.' (E) = ti (E') + loT(E _E ') o 

vT(E') = - \' (E-E') . 
... 

I J r.: ~ (o t o ( E' I = \ o . ( E' ) \0 - ( E' 'o 

... 
= - \' o ( E _ E o) _ i - ( E') :. O, 

( o n c 1 u i m o s q e \.' ( E ') = e y por e o n s i 9 u i e n t e E e s n u 1 o 

5 . EL TEO REI"1A DE RADON - I 1 KODY/v' 

DEFINIeION 3.5.1 

Sea (X,B) un e~pac¿o medi ble. Si. u u v ~o Yl do~ medida~ de6¿ J _ 

n¿da~ eYl (X,B ) , decimo~ que u y v ~on nu~uamen~e ~¿ngu¿a~ e~ 

( denotamo~ u 1 v ) ~¿ e xi~ten c onjuYlto~ di~jun~o~ A y B en E 

tal!.. qu e X = A u B Ij v (A ) = u ( B) = O. 

DEFINICION 3.5 .2 

Una medida v ~ e di ce qu e eh ab!olutameft~e continua aDh Le~-

cada A con utA ) = O. 

PROPOSICIO N 3.5, 3 

Sea ~ una medida Ij 6 una 6un c¿6n medible no-negativa en X. 

P a~ a E e n B, ~ c. a 



70 

v(E) = JSd).!, 
E 

PRUEBA 

En primer lugar v es una función de conjuntos no-negati a 

definida para todos los conjuntos de E, adem§s es claro que 

satisface v(~) = O. 

Asimis mo se sigue de la proposición 3,3.8 que v es contable 

mente aditiva y es por tanto una medida. A 

~abr~a que agregar con respecto a la medi da v anteriorment e 

definida que ésta será finita si y sólo s i f es integrab le. 

Además como el integral sobre un conjunto de medida ).! cero 

es ce ro, tenemo s que v es absolutamente continua con respe~ 

to a )J. Probaremos a continuación que si requ e rimos una me-

dida ).! o- finita, entonces cada medida v absolutamente conti 

nua con respecto a ).! puede ser obtenida en le forma expues-

ta en la proposición próxima anterior. 

TEOREMA 3.5.4 (Radon-Nikodym) 

Se.a (X, B, lJ) una. C?..6pa.c.'¿o .de. me.d,¿da. O- ü'¿I'l,¿.ta., v .6e.a. v una. me.-
o-' 

d,¿da. de.ü'¿n,¿da e.n B la c.ual C?..6 ab.6olu.tame.n.te. c.on.t'¿nua. C.OI 
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\' (; ~t a .[ q u ( J.' c;. fU! C' a d a c. (l fl j U. Yl ;t o E (' 11 E t e 11 e. m C'.6 : 

\1 ( E ) j 6 d \.1. 

g = ¿ c.x d( iJ) . 

PRUEB.A. 

As umamos en primer té rmino que iJ es fin ita y luego procede -

mos a la extensión . Tenemos que v - a).J e s una medida con S i9-

no para cada número ' raciona l a . 

Sea {A , 8 } una descomposición de Hahn para v - aj.J, y tomemos a o. 

Ao = X, Bo = <p . 

Ahora B - 8
13 = Ban AS' o. 

1 u eg o ( \ ' - aj.J) ( 6 - Be ) < o y ( v - PiJ) ( B - BS) > o> ex a 

es decir BiJ (Ba - SS) < v(B - 8
13

) < aiJ(S - B S) > - a - ex 

si B > a entonc es iJ(B - BS ) = O. o. 

Por lema 3.2.9 existe una función medible f tal Que para ca 

da raci onal a tenemos 

f > o. cxd( u) en A a y f < ex cxd (11) en n 
D • a 



Dado que So = d· tomemo s f l1o-negativ9.. 

Sea E un conjunto arbitrario en B y hagamos: 

~ I = Er [, . )- . , .- E'X = E - . I E: j_ • 

I\ 

Entonces E = E U (U E
k

) Y esta es una unión disnjunta, 
oc 1' =0 

ex> 

por tanto v(E ) = lI(E ) + 
oc 

L ll(E k ) · 

k=O 

Como Ev. c8 k+1 (J Ak , tenemos: 
-N- N 

~ < f < k+1 
N - - -1- en E

k
, Y a s í 

~ ~ (Ek) ~ J fd ~ ~ k~1~(Ek)' (1 ) 

Ek 

k k+1 
Dad o q u e (l' - N~) ( E k) ~ O Y (v - rr~) ( E k) < O 

k k+l 
ten e mo s: N ~ ( E k) ~ v ( E k) ~ -N-~ ( E k ) ( 2 ) • 

De (1) Y (2) obtenemos: 

v E
k

) - ~~ (Ek) 

Como r = E -L 
oc 

Ij fd ~ - v(Ek)1 ~ ~(Ek)' 
Ek 

~ J fd ~ ::.. v(E k ) + 1 
Nl-t( Ek ) 

El 

. 

(u 8k)~ s e tiene f = ex> cxd 

N 

( 3 ) 

en E 
oc 

S i ~ ( E ex» > O, de (2) e o n e 1 u i mo s q u e v ( E J = ex>. 
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si w( E) O, debemo s tener v(E ) = O por que v « W. 
00 oc 

( 
E n a m b o s e s o s \.' (E ) = I f d l. , ( 4 ) 

oc 

: 1I JTI a n d e e rl 

t 

e r; 1 é e e u o ció n ( " \ .) I 

ex:: ( 

I J fdu < 
k=OE 

k 

aRadiendo esta desigualda d al resultado (4) : 

v ( E) 

Como N es a rb it r ario y w( E) es finita tenemos: 

( 

w( E) = J fd w. 
E 

Sea ahora w una medida a -f in i ta, tenemos que : 

<Xl 

X = .l! A. e o nA, n A. = ,f- p a 1'" a i t- J' o, =.1, , J '1' 
y w(A

i
) < <Xl Vi. i = 1,2, ... 

Existe por tanto una función 9i medible y no negativa en ca­

da espacio de medida (A i, BA . , ) ta l que 
1 

v(AnA i ) = J 9i dw 

A n A; 

pa ra cualquier A s B. 

Ii a gamo s v (A n A i) = J h i d ~, e o n h i (w) 

A 

f 9,(W). W€ P. , 
= ¿ 1 1 

o, w i A .• 
1 

BI BLlOTECA CENTRAL 
. UN IVERSIO"O OE EL SALVADOR 



Así:v(A)= v(Anu Ai ) 
;>1 

v( u (AnA.)) 
; >1 1 

~ t.'(A n A.) = 
. • • 1 
1 _ 

7L 

= f h . d ~ ya que h,. 
. 1 ' Al?. 

Si hacemos g = 

v(A ) 

L h . , 
. 1 1 , > 

( 
= )gd lJ , 

A 

entonces 

además 9 es medible y no - nega t i va 

6. ESPACIO S LP 

DEFINIeION 3.6.1 

i=1,2, ... 

es me dible y 

no negativa. 

S ea (X,B,u) un e~paQ~o de med~da, deno~amo~ po~ LP(~) eL e~ 

paQio de toda~ ta~ 6unQione~ med~ble~ pa~a la~ Quale~ 

í d lr-' dL < ex, Qon~~dc~alldo que. do~ tíunc~o ll e ~ en Lt:' ~OI1 equ,l> 

valente~ ~~ ~on ~guale~ Qa~~ po~ doqu~e~ . 

Al igual que en el capítulo 1 definimos: 
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DEFI NIC1 0t\ 3 . 6.2 

oc 
e c. ( )., r , u I ti I dc:)ill"~ mC'.é, L ( ) c.o mo eL 

/ l J ,. {(" e: ,. T I~ .. (' 7 < r 

!' )1a 'L a r = ex : 

Habría que observar que el espacio LOO(w) depend e de l a es-

cogencia de ~ para determina r la norma y las clas es de 

equivalenci a s de funcione s, pero esto sólo requiere cono-

ce r cuales ?on los conjuntos de medida cero. 

Tanto la s desi gu a ldades de Hold e r y Minkows ki como e l Teo ­

rema de Rie sz-Fische r se sat i s f acen en espa ci os LP( w), 

veánse para ello sus respectivos desarrollo s en e l pr imer 

capí tulo. Compendiamos esos resultados en el t eorema si-

guie nte: 

TEOREMA 3 .6 .3 

P 1 .t . Lr , arLa 2- 1:' :.. CX' 06 e· [l.le.. {c!:, ,1- ¡ 

Cj /.:¡ i 6 E L P ( lJ ), gEL q \ ) , c. o Yl + = 1, e. Yl..to Yl. c. e..6 
p q 

• 
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6 .q [ L1 ()J) u 

r 1 6 . 9 \ d).J < 1I 6 \! p . 1I 9 i q 

Es importante con siderar la siguiente: 

PROPOSICION 3.6.4 

Cada 6unci6n 9 en Lq(w ) deáin c un ~uncional lineal aco~ado 

F e.n Lr (lJ) a,fl..t : 

F (6) :: jü . gdlJ 1 

e.n don d e. \1 F ~ ;: \1 9 \1 q . 

PRUEBA 

No existe mayor dificultad en precisar la definición y la 

1 ineal idad del funcional, veamos entonces 1 a segunda parte 

de la proposición: 

Construimos una sucesión de funciones así: 

= Jl g(t) \ q- l.sgn(g(t)) 

l n.sgn(g(t) ) 

para 

para 

Ig(t) l q- 1 
< n 

I g(t) \ q-l > n. 

Cada f n es medible y acotada, de donde fnE LP, 

tenemos que a partir de que 

\F(f)1 
~ FII = Sup ~ f # O 

11 fil p 



concluimos que para cad~ n: 

sin embal~g o: 

1 

fn,g = If n l · l g l ~ Ifnllfn:q -l = Ifn l P , 

por tanto f1f I PdL < ~q(Jrlf ! PdlJ)l/p n-n 

1 1 

Y ( J 1 f n 1 p ) 1-
p 

= (J 1 f n I p ) q ~ 1I F li ' 
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Además e n base a la construcción de la sucesión (f n ) tene-

mo s: 

Irrn l¡ p -+ Ig l q cxd (1) (q) pues q - P = P P = q. 

como la sucesión ( If I P) 1 es no-decreciente se sigue por 
n n > 

el teore ma de convergencia monótona que 

Lim( flfn i PdlJ)l/q = ( fl g lq d~.¡) l/q, 

por c u a n t o 11 9 I q < 1I F 11 , 

d e H o 1 d e r o b ten e m o s 11 F Ii < 1I 9 1I q , 

de donde II F ~ = ~ g ~ q • 

Puntual izamos e l siguiente teorema cuya prueba es análoga 

a la efectuada e n el capítulo precedente y que evidencia 

que el conjunto de funciones simples es denso en el espa­

cio LPh¡). 
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TEOREMA 3.6.5 

Scc: /, c-
.. i ...... L P (~) , < r < o: El'ltcl1c.C'..6, dade E > , e X-<-.6:te. una -

·í U 11 c,¿6 JI! .6'¿mpLe q ,[a cuaL .6 e. a¡w,[a ~ l( en a de u 11 c.or!:Íu¡¡;tc' de 

n,cdúía 6 -<-/1 ,¿.ta, .taL oue. ~ 6 - ciJl, r < E . 

Como en el capítulo 11, nuestr o interés radica en estable-

cer el recíproco de la proposición 3.6.4, es decir, que ca­

da funciona l 1 inea l en LP( lJ) se puede representar en la for 

ma de scrita en la mencionada proposición. 

LEMA 3 . 6 . 6 

Sea (X,B,lJ ) un e.6pac'¿o de med.¿da '¿n,¿.ta y 9 una óun c,¿6n '¿n-

.teglrabte .taL qu e pairo. aLguna con.6~an.te M, 

pairo. .toda.6 la.6 óunc,¿one.6 .6 -<-mple.6 ~ , 

en.{:once.6 9 E Lq. 

PRU EBA 

Asumamos primero que p > 1, Y sea (~n) una sucesión crecien 

te de funciones simples no-negativas que convergen a Ig l q. 

Hacemos : 



entonces qn es un~ función simple, y 

1+1 
Como d .o > I <t. 1 . 11), , l/q = ¡ti' ¡ p q n - - n n n u r 

ten e mo s j In d j.J < J: n' 9 d ~ 

Asimismo 1 _ 1 = 1 1 u e go 
P q 1 

{f1JJ nd ,-¡}Q < M, 

jlJind).J < Mq, 

y por el teorema de convergencia monótona: 

de donde gE: Lq. 

Para el caso p = 1, sea E = {x: Ig(x) 1 ~ M+E: } , 

sea q¡ = xE.(sgn(g)), 

entonces 1Iq,li 1 = ).J(E) Y 

M.l-dE) = M·llq,i 1 ~ IJq, . 9d~.¡j ~ (M+E:h.1(E), 

por tanto ).J(E) = O Y ~g~oc ~ M, 

de donde gEL cr 
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LEMA 3.6.7 

na c.aa o. l' 

El' S e o. 6 = 2 . n 1; , e n.t (J 11 C. (' .6 6 (: L F' .6..t L 11 6 n I! F' < oc-

11=/ 

PRUEB A 

Observemos las series 

tenemos que SI < S" (pue s p > 1), 
n n 

entonces II fnll < a: 

por tanto la se rie ( (- ). (Sn) ) es 

absolutamente convergente. 

Como el espacio LP(~) es completo se sigue que la sucesión 

(f n ) es sumable a f y 

3.6.8 SEGUNDO TEOREMA DE REPRESENTACION DE RIESZ 

e. o. F un 6UVlc.-<"ol1a1.. ,(..tne.a-L ac.otade en Lri ) y L. uno. medido. 

o-6..tn¿.t0. . En.tonc c..6 ex..t.6 .te un anic.o elemen.to 9 en Lq, con 

1 
t - = 7 .tal que. p q , 
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u t a m b -é é.¡ li F li 

PR' EB,[; 

Conside r emos pr i mer o el caso de una medid a f i n i ta u. Luego, 

cada funci ón medi ble acotada está en LP(w) . 

Definamos una func i ón de conjuntos v en los conjuntos medi -

bles así : 

Si E es la unión de una sucesión (En) de conjuntos medibles 

d isjuntos sea: 

~n = sg n F(X E ), y hagamos 
n 

notemos adem~s que: anX E ~ LP(w) y 
n 

¿ ( Jla nxE IP)=I(Jx E ) = Ill( En) = )J( E) < ro, 
n n 

en ton c e s por 1 e m a 3. 6 . 7. f E L P ( 1-1 ) • 

También F(f) = F( l.a nXE ) = La nF(x E ) = ¡I F(x E ) 1 = Il v(En) 1 
n n n 

oc 

de donde ¡ I v( E ) I < 00 po r e l acotamiento de F 
n=l n 

= F( LXE ) = F(x E) = v(E). 
n 
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Por tanto v es una medida co n sig n o~ y por el teorema de 

Radon - Nikodym existe una funci ón medi ble t~l qu e para ca -

da conjunto medibl e E se tiene 

v ( E ) 

como v es siempre finita, 9 es integrable. 

Si ~ es una función s i mple, entonces 

n n 
= F( L a ox

E 
) 

i = 1 1 i 
con q¡ = 1. aox E 

n 
1 ao F (x~) = 

. 1 ~ o 

; = 1 

n 
= 02.. (ai f gd ~o¡) = 

1 = 1 E. 
1 

; = 1 1 i 

n 
1 a.v(E. ) 

o 1 1 1 1 = 

n 
¿ ( f a . gdl-¡) 

o 1 1 1 = 
E o 

1 

= 
n 
L (fa 'X E gd ~od = 

o 1 1 o 

1 = 1 

n 
{( L oa'X

E 
) .gd l1 

J i =l 1 i 

= J . gd . 

O a d o q u e I F ( <i> ) I 2. 11 F 11 . 11 <i> i p' s e t i e n e 1 J <i> • 9 d 11 1 < 11 F 1111 <i> 11 p 

y por el le m a 3. 6 . 6 co n c 1 u i mo s q u e 9 e: L q . 

Sea G el funcional lin ea l acota do defini do en LP po r : 

G(f) = f f'9d 1-l ' 

entonces G - F es un f uncional lineal acotado que se anula 
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en el subespacio de func iones s i~p l es. 

Por teorema 3.6 . 5 las funciones simples son densa s en LP y 

así par a fE L P Y 1> simple tenemos; 

(G - F) (f - 9) < l G - F 1: 1I f - e 1, < 1I G - F 1; . s , V E ? O, - I P _ 

luego (G - F)(f - ~) = O, 

(G F)(f) = (G - F)(~) = O, 

Y por tan~o G(f ) = F ( f) = J f.9d~ , 
e s f á c i 1 ver i f i c a r q u e 11 F 11 = 11 Gil = 11 911 q t 

La funci ón 9 determina un único elemento de Lq, ya que si 

91 Y 92 determinan e l mismo funcional F, entonces 9 1 - 92 

reproduce e l fu ncional cero, y por tanto 

Para extende r e l teorema al caso de una med ida o-fin ita , 

sea (X ) una s ucesión creciente de conjuntos medi bles de me n . 

dida finita cuya unión es X. 

El teorema para espacios de medid a finita implica que para 

cada n existe una funció n 9n E Lq que se anula fuera de Xn 

tal que 

el cual se anula fuera de Xn ' además 

Como cada función 9 con esta prop ie dad es única en X n n 
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excepto por cambios en conjuntos de medida cero y como 9n+l 

también tiene esta propiedad en X podemos asumir qve 
n 

Para x E Xn def;n i mos 9 (x) = 9n (x). Entonces 9 es una fun­

ció n m e d i b 1 e b i e n d e fin ida y (1 9 1) c r e e e p u n t u a 1 In e n t e a 
n 

Por el teorema de convergencia mo nó tona : 

y por tanto g E Lq. 

Si f E L P, sea f n = f en Xn y 

ces f n + f puntualme nte en LP. 

f = O en otro punto, enton­
n 

Dado que If.gl es integrable (por la desigualdad de Holder ) 

el teorema de con ve rgen cia de Lebesgue impl ica : 

f f.9d ~ = Lim (f . gd ~ 
) n 

Limf f n9nd t. 

= LimF(f ) = F(f ) • 
n 



CAP 1 TUL O 1 V 

TEORIA DE MEDIDA EN ESPACIOS HAUSDORFF LOCAU1ENTE COMPACTOS 

Poo_mas establece r una relación entre teoria de medida y t~ 

pologia mediante la construcción de una a-álg ebra de conju~ 

tos en términos de propiedades topológicas. Esa relación se 

r á objeLo de estudio en este cap í tulo , trabajando con un es 

pacío medible topológic o y a considerar las con diciones en 

que la medid a esté vinculada con la estructura topológica. 

Los resultad os en las primeras cuatro secciones no son top~ 

lógicos, pero serán básicos en el posterior desarrollo. Inl 

ciamos considerando algunas de las maneras en las que una 

medida puede ser definida en una o-álgebra. 

1- MEDIDA EXTERIOR Y CONJUNTOS MEDIBLES 

DEFINIeION 4. 1.1 

S e en~~ende po~ m ed~da ex~e~~OTL ~ * una 6un~~6n de ~onjun~oé 

de valo~eé ~ealeé ex~end~do ~ de6~n~da en ~odoé lOé ~ub~on­

jun~o~ de un e~pa~~o X y qu e ~¡ene la~ ~¡gu¡en~e~ p~op¡eda­

de~ : 

~l 11*(<j.>1 = 

~~ 1 A c B => ¡.. * (A) < ~ * ( B 1 
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ex: 

E c '\)1E. ,( = ,( 
=> u*(El < L u*(E . l. 

.<. = 1 -<. 

La segunda propiedad es llamada "monoton;Q." y la tercera es 

denominada "subaditivídad contable". Además la medida exte-

rior u* es llarrada finita si u*(X) e oc 

DEFINICIO 4.1.2 

Un . conjunto E ~e dice med.<.ble con ~e~pecto a u* ~¡ pa~a ca -

da conjunto A tenemo~; 

lJ " (Al = u* (An El + u* (An ECl. 

Realmente, como v* es subaditiva, basta mostrar que 

U * ( A) ~. u * ( A n E) + U * ( A ( E c) par a cad a con j u n t o A, 

para proba r el hecho de que el conjunto E es med ib le. La an 

terior desig ualda d es trivialment e verdadera cuando 

~ * (A) = 00, y por tanto necesitamo s sólo verificarla para el 

caso de conjuntos A con u*(A) finita. 

TEOREMA 4.1.3 

La cf..a~e B de c.onjul1.to~ iJ *- med¡bl..e~ (',..6 UYla o-á,e.ge..b~a . S¡ "iJ 

e.6 Lo. ~e.6tr~¡cc¡61 de. lo >/: a 5, entol1ce~ II e...6 una medida c.om -

ple.ta e.n B. 
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PRUEBA 

Es eviaente que e ~ conjunto vacío es medible, además por la 

simetr~a de la definición Ee es medible c~ando E lo es . 

Sean El Y E2 conjuntos med i ble s, l uego : 

ll*(A ) ll*(A n Ez ) + ll *(A n E~) Y 

ll*(A ) = ll*(A n Ez) + ll*(AnEc n E ) + ll * ( A n E~nEcz) ' 2 1 _ 

Como (A(,¡E z)u (A (,¡ El n E~) = [ (Ar1E z ) u (A r1 E1 )] r [(AnEz)U E~] 

= [An(EIUE2)Jn ( A U E~) 

= An(E ¡u E2 ) , 

tenemos: 

1l *(A n( E1 U Ez ) ) s... .ll *(AnE z ) + ll *(A () E~nEl ) 

y por tanto 

II * ( A) > II * (A () (E 1 "l) E z )) + II * ( A (\ (E i () E ~ ) ) 

de donde E1l) Ez es medible. 

Indu c t ivamente se es ablece que la unión de cualq u ier núme -

ro fini to de conju ntos medibles e s medible, y se deduce que 

B es un á lgebra. 

Sea entonces: 

E = ' U1 E., donde ( E.) es una sucesión de con juntos medibles 1 >, 1 

disjuntos y haga mos 



n 
G

n 
= U E.) 

i = 1 1 

G es medib l e y 
n 

Notemo s que G ('\ E = E 
n n n 
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y Ec -G (') - G l' n n n-

luego ].l *(A n Gn ) = ¡J * ( An En) + lJ *( An G ,) por ser E medi -
n - .1. n 

ble . 

Por inducción se tiene lJ*(AnG ) = 
n 

n 

L 
i = 1 

*(An E . ) , , 

po r tan t o lJ * ( A) ~ . ].l * ( A (l E c) + I ].l * ( A n E i ) , 
;=1 

co mo esto se verifi ca para cualquier n, obtene mos: 
00 

2: lJ * ( A (1 E . ) 
i = 1 1 

> ].l * ( A n E e) + ]..1 * ( A () E) pu e s A (J E e U (A nE. ) . 
i =1 1 

Luego E es medible. Como la unión de cualquier sucesión de 

conjun tos en un álgebra puede ser reemplazada por una unión 

disjun ta de con juntos en el á lg ebra, se sigue que B es un 

a -álgebra. 

Probaremos a continuación la aditividad finita de ].1, sean 

pa r a ello El y E2 conjuntos medib i es d i sjuntos, veamos que: 



"iJ( E¡U E2) = lJ*( E¡ U E2) 

= ).!*([Elu E¿Jn E2) + lJ*([ El u E 2JnE~) 

= L*(E 2 ) + lJ*(El) 

= ~(E:) + ~( E:), 

aditi vi dad finita se sigue por inducción. 
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Si E es la unión disjunta de conjun tos medibles (E.)~ enton , 
ces 

n 
1J ( E) > jJ( Q E.) = I 11 ( E . ) • 

. 1 1 . 1 1 1 = 1 = 

<Xl 

V( E) > L )J ( E . ) • 
i = 1 ' 

00 

por otro lado se sabe il(E ) < I iJ(E.). 
i = 1 1 

concluimos que ~ es contablemente aditiva y es un a medida 

·dado que es no-negativa y ~( ~) = lJ *( ~) = O. 

Resta entonces verifica r el hecho que ~ es una medida co m-

pleta en B, 

sea B un conjunto lJ *-medible con lJ * (B) = O Y e cB, 

en primer término lJ*(C ) = O, 

par a cualquier conjunto A: An e ce y An CC cA 

po r t anto lJ *(A n e ) ~ u*(C) y * (A n CC ) ~ lJ * (A), 

además lJ * (An e ) = O Y 

ll*(A n e) + lJ * ( An Cc ) < lJ *(A ) , 

observamos que e es medible y por lo tanto II es complet a en 

B. 

BIBLIOTECA CE T ' II 
UNIVERSID AD 01= 2':: ~ AOO R 
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2- EL TE OREMA DE EXTENSlON 

DEFINIeION 4,2.1 

Pon.. una me.d.¿da el1 un á.lgebn..a ent.endc.Jtemc-6 una 6unc..¿6n \l 110-

negat.'¿va de. c.onjunt.O-6, de valon..e-6 ~eale-6 ext.end.¿do-6, de6'¿n~ 

da en una dlgebn..a A de c.onjunt.o t.al qu e 

.¿) lJ(CP) = O; 

S.¿ (A . ) e¿ una -6uc.e~'¿6n de. c.onjunt.o~ d'¿~ju nt.o-6 en A c.u 
..(. 

ya un.¿6n e~t.á en A, ent.onc.e-6 

00 

lJ{ u A.) = 
'¿ = 1 ..{. 

Obsérvese que una medida en un álgebra A es una medida s i y 

sólo si A es una a-álgebra. 

Pretendemos mostrar ahora que si iniciamos con una medida 

en un álgebra A de conjuntos, podemos extenderla a una medi 

da definida en una a -álgebra B que contiene a A. 

Utilizaremos entonces la medida en el álgebra para construjr 

una medida exterior lJ * y mostraremos luego que la medida lJ 

inducid a por lJ * es preci samente la ext ensión de lJ . 



DEFINIeION 4.2,2 

00 

~*IEJ ~n6 I ~IA j J, 
,¿ = 1 -

dMldc. IA.J vaJt-la .6obltc. :toda.6 la.6 .6uc.e.6~OIlc..6 de A 
-<.. 

00 

:tal Que E c lJ A .. 
,¿= 1 -<.. 

LEMA 4.2.3 

S'¿ A E A y 
00 

:tal qu e. Ac U A. , e.1't:tOI'tc.e..6 ¡..tI AJ < I ¡.d A,¿J . 
~= 1 -<.. - ,¿ =1 

PRUEBA 

e c 
=-A n A n A l n ... n A1 ' n n-
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B c A . Pero A es la unión disjunta de la suce-
n n 

sión Bn , es de c ir 
00 00 00 

y 11 ( A) = I 11( Bn ) < I 11( A ) 
n=1 n=1 n 

1 

COROLARIO 4.2.4 

lJ (A J • 
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LEMA 4.2,5 

PRUEBA 

Primero, ~* es claramente una función de conjuntos monóto-

na y no-negativa definida para todos los conjuntos y 

~ *( ~ ) = ~ ( ) = O. 

00 

Sea entonces E c . UI E. , 
1= 1 

si ~ *(E~ ) = 00 para algún i , tenemos: 
I 

De lo 

sión 

~ *(E) < l ~ *(E.) = 00 

. I 1 
1 > 

cont rario, dado E > O, existe 

(A .. ). I 
1 J J~ 

de conjuntos en A ta l 
00 

E. c U A .. y 
1 1 J 

j=1 
00 

l l-l( A;j) < ~*( E .) + 
j =l 1 

para cada 

que: 

E 

21' 

Entonces ~ * ( E ) 2. I I l-l(A .. ) < I ~*(E.) + E, 
i~lj~l lJ i>l 1 

como E es un po sit ivo arbitrario, se tiene: 
00 

w*( E) < l ~*( E. ) Y 
- . 1 1 

1= 

1-1* es una medida exterior, • 

i una suce -
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LEMA 4,2.6 

Si AE A entonce~ A e4 medible con ~e~rectc a ti * . 

PRUEBA 

Sea E un conjunto arbitrario de medida exterior finita y E 

un número positivo. entonces existe una sucesión (A.) de A , 
con Eey A. tal qu e: ,_1 , 

L ~ (A.) < ~ *(E) + E. 
1 

i >1 

Po r la aditividad de ~ en A tenemos: 

luego : 

ya qq e 

~(A.) = ~ (A.nA) + ~(A . nAc), , , 1 

00 00 

~*( E) + E > L ~ (A. nA) + l. J..\( A. n Ac ) 
i=l 1 i;1 1 

> ~ * ( E nA) T ~* ( E n A c) 

EnAcu(A . nA) 
1 

y 

E nAcc 1) (A;nA c ), 

Como E es arbitrario, 

~*(E) > ~*(EnA) + ~*( EnAc) 

y por tanto A es medib l e ! 
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La medida exterior ~* definida ant er iormente es llamad a la 

med ida exte r ior inducida por ~, 

P~ra un 6lgebra A dada de conjuntos, denotamos por A a que ­
o 

1105 conjuntos que son uniones contables de conjuntos de A 

y por Aa6 los conjuntos qu e son intersec c iones contables de 

conjuntos en A . 
Cí 

PROPOSICION 4 . 2 . 7 

Sea ~ una medida en un álgeb~a A, ~ * l a medida ex~e~io~ i n ­

du~ida po~ ~ , y E ' ~ua~ quie~ ~onjun~o. En~ on ~e~ pa~a E > O, 

e xi~:te un ~o njun~o A E A ~on EcA . y ~*(A l < ~ * ( E l + E . 
Cí 

Ew~e ~ambiln un ~onj~ B EA o ~on E c B y ~ * (E l 
CíO 

PRU E BA 

~* (Bl . 

En base a l a definición de ~ * existe una suces i ón ( Ai ) de A 

tal que EC l) A. 
1 

y 
00 

i~ l ll( Ai )< l1 *( E) 

Sea A = u A., entonce s l1*(A) < ¿ l1 * ( A . ) = L l1(A,') ' 
i >l 1 - ;> 1 1 ; >1 

y l1*( A) ~ ~*(E) + E , con A E A . Y 
Cí 

E c A. 

Notemos ad e más que para ca da ente r o positivo n , exis te un . 

conjunto A E A tal qu e Ec An y 
n Cí 
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Sea en tonces B = 11 A B coA y Ec. B, n> l n' ~ 06 

como BcA : )..J *(B) < ¡.;*(A) < 1..- * (E) + 1... n n-n n 

Como n es a r bi t r aririo ~ *(B ) ~ ~ * ( E ) , 

pero E c B y por co nsiguiente ~ *(B) > ~ *(E ) , 

se deduce que u* ( E) = ~ *(B ) t 

TEOREMA 4.2.8 (Carathéodory) 

Sea ~ un a medida e~ u n ~lgeb~a A, y ~ * la. medida ex~e~io~ 

jun~o~ ~ *-m edible~ e~ una ex~en~i6n de ~ a una o - álgeb~a 

que eon~iene a A. Si ~ e~ ~ini~a (o o-~ini~a) ~ambién lo e~ 

má~ pequeña o - álgeb~a que eo n~iene a A la eual e~ una ex~en 

~i6n d e ~ . 

PRUEBA 

El hecho de que ~ es una extensión de ~ en A a una medid a . 
en una o-á lg eb r a que contiene a A se deauce del coloraría 

4,2.4~ lema 4.2.6 y el teorema 4.1.3. 

Es claro además que ~ es finit a (o o-finita) cuando ~ 10 es. 
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para mo st rar la unicidad de U cuando u es o-finita, conside 

remos B la más pequeñ9 o-álgebrp que cont i en e ~ A y 0 alg u-

na med i da en B que coincide con u en A. 

Como cada conjunto en A puede ser expresado como un unión 
e 

contable disjunta de conjuntos en A, la medida 0 debe coin -

cidir con ~ en A . o 

Sea B cualqúier conjunto en B con medida exterio r finita, 

enton ces por proposición 4.2.7 existe A en A con BcA y 
o 

u*(A) < u*(B) + € . 

Como BcA: 

0(B) < ~(A) = u*(A ) ~ u*(B ) + E; 

dado que € es un positivo arbitrario conc luimo s 

jJ( B) < u*(B)- para cada B € B. 

Como la clase de conjuntos medibles con respecto a u* es 

una o-álgebra que contiene a A, cada B en B debe se r medi­

ble (ya que B es la más pequeña o-álgebra que conti ene a A) . 

Si B es medibie y A está en A con B c A o 
y u*(A) < ]:1 * ( B) + € , entonces 

u*(A) = u* ( B) + u*(A-B ) (po r ser B medí 

b 1 e ) , 

y por tanto: 

u*(A -B) < € s ; u*(B) < 0:>, 



Lweg o 

~ *(B) < ~ *(A) = 0(A) 

= ~ (B) + 0(A - B) 

< 1:;(B) + E, 

y de nuevo como E es arbitrario 

de dond e 

~ *(B) < ~(B) 

l1 *(B) = ~( B ) . 
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Si ~ es una medida o finita, sea (Xi) una colección conta­

ble de conjuntos disjuntos en A con 

X = UX i y ~(Xi) < oo . 

Si B es cualquier conjunto en B, tenemos: 

B = U (X.nB) 
; > 1 1 

y esta es una unión contable de conjuntos disjuntos en B, 

por lo tanto 

comG 

~( B) = Iíl( X
i 

n B) 

y 

ll( B) = \~( x. n B)". /. 1 

~ *(X.nB) < 00 se deduce que 
1 

lJ"(X i n B) = 0(X ; n B) 

y de lo anterior 

jJ (B) = ~ (B), 
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se advierte entonces que ~ es única en B A 

Es a menu do conv e n ie nte ini ci ar co n una función de conjun-

tos definida en una colecc ió n e de conjuntos que tenga una 

estructura m~s d§b i l que un álgebra . Observemos par a ello 

la siguiente definición. 

JO E FIN 1 e ION 4. 2 . 9 

Ve~imo~ que una ~ole~~i6n e de ~ub ~onjunto~ de X e~ una ~e­

mi~lgeb~a de ~onjunto~ ~i la inte~~e~~i6n de do~ ~onjunto~ 

~uale~quie~a en e e~t~ de nuevo en e y 'e.t ~omplemento de 

~ua.tquie~ ~o nj unto en e e~ uni6 n 6inita de ~onjunto~ di~ju~ 

to~ de C. 

Resulta claro que si e es cualquie r semiálgebra de conjun-

tos, entonces la colecció n A que consiste del conjunto V3-

cío y todas la s uniones fin ita s de conjunto s disjuntos de 

C es una Slgebra de conjuntos, la cual es llamada el "ilge -

bra generada por e", y tiene la propiedad de ser la men o r 

álgebra que contiene a los conju nt os de la colección C. 

Si ~ es una función de conjuntos definida en una sem iálg e-

bra C, parece natural intentar definir una función de con -

juntos fin;tamente adit iv a en el álgebr a A Generada por e 

a S 1 : 
n 

~(A) = L ~( Ei) 
i = 1 



donde' A 
n 

= U E., E·nE. = <p para . 1 1 , 1 1 = . \ 1.} 

¡. j, E. EC 
1 

V. , 
1 

99 

Ahora bien, como un conjunt o A de A puede ser representado 

de varias maneras como unión finita de conjuntos disjuntos 

de C, debemos asegurarnos que el valor de ~(A) es único, i~ 

dependiente de s u representació n. Observ emos por tanto la 

siguiente proposición. 

PROPOSICION 4.2.10 

~) S~ un Qonjun~o e en C e~ la un~6n d~~jun~a de una QO-

n 
~ re) = I ~ (e . ) 

..(.. 

~ = 1 

~~) S~ un Qonjun~o C en C e~ la un~6n d~~jun~a de una QO­

leQQ~6n Qon~able le·l. 1 de Qonjun~o~ en C, en~onQe.6 
..{.. ..{..> 

(e l < L ~( e ~l , 
~>l 
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PRUEBA 

Supongamos en primer lugar que un conjunto A en A es la 

unión disjunta de la colección finita (C;) de conjunto s de 

C y a su vez es la unión disjunta de la colección finita 

(D.) con D. EC para toda j. 
J J 

Nótese que C; = \.)(C.(\O . ), 
J 1 J 

por cond ic ió n .¿) se tiene ].1 (C.) = 2\.\(C . (\0.), 
. 1 . 1 J J . 

suma ndo aho ra sobre;: = LI].1 (C. nD . ) 
: . 1 J 
lJ 

= 1.2].1( c. (10.) 
.. . 1 J 
J 1 

luego ].1 está bien definida en A. 

Sea ahora (A i ) una suc es i ón disjunta de conjuntos en A cuya 

un ión está también en A. 

Cada A. es la unión disjunta de una colec ción finita de con-
1 

juntos en e, es decir 

A· = U c . . 
1 J 1 J 

L u e g o . U 1 A· = lJ lJ c. . , 
1> 1 1 J lJ 

e .. E e, 
lJ 



corno u A. EA? U A. es tilmbí én 1 a uni ón 
i>l 1 i > 1 1 

lección f í ni ta de conjuntos de C, o sea 

LJ A . = u 0 k con Dk E e para 
i > 1 1 k ' 

Po d e mo s e x p re s a rO k = l) l) (O k n C .. ) y 
1 J 1 J . 

por proposici ón -i.-i.): 

=> ¿).1( Ok) < -
k 

=> ]U ( u A. ) 
i > 1 1 

).1(Ok) · ~ D:).1( Ok(') Cíj ) 
i j 

\' \' ¿ ).1( Ok(') Cíj ) L.L 
i j k 

< l L).1 (C .. ) - :. . 1 J 
1 J 

=> ).1 (u A. ) < I).1 ( A i ) . ( 1 ) 
i > 1 1 
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di s junta de un9 ca 

todo k, 

Ad emás, s e observa cla r amente que ).1 es monóto na y fínitamente 

ad i tiva, luego si A = u A., entonces 
i > 1 1 

n 
).1 (A), ).1(i \!l A, ) < -

n 
I ).1 (A i ) < ).1 (A ) , -

; =1 

por ta nto L ).1(A.) < ).1 ( u A.) 
. 1 1 i > 1 1 '> 

(2 ) ~ 

de (1) Y (2) ).1 es contablemente aditiv a .y es ento nces 

una med id a en A 
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3- FUNCIONALES lINEALES DEFINJDOS ~N UNA RE D VECTORIAL 

Es a menudo conveniente introducir integr~ción sin hacer uso 

del concepto de medida. Esto puede hacerse cuando tenemos un 

integral elemental 1 definida en alguna clase L de funciones 

elementales y mediante ciertos proced i mientos agran damo s la 

cl a se L y extendemos 1 de tal manera que posea todas las pr~ 

piedades de la integral de Lebesgue, incluyendo los teo r emas 

de conve rgencia . 

Describiremos entonces este procedimiento de extensión form~ 

lado y desarrollado por Daniell y generalizado por Stone. 

Mostraremos tamb ién su rel ación con teoría de medida. 

DEFINIeIeN 4.3.1 

Sea L una 6am~l~a de 6 un~~one~ de valo~e~ ~ealeh de6~n~da~ 

en algún ~o n jun~o X. Ve~~mo~ que L e~ una ~ed ve~~o~~al h~ 

pa~a ~uale~qu~e~a nun ~~one~ 6,g en L en~on~e~ 0.6 + Bg, 6~g 

y 6 A 9 ~amb~é.n e~~án en L, ~on 0. , B E IR, donde 

(6 v 9 ) (x) = máx ( tí ( x J , 9 1 ~ J J , . 

(6 A 9 J (x J ' = m1.n ( 6 ( x ) , 9 t x) J . 

Se desprende de la anterior definición que un es pac io vecto­

rial L de funcion es es una r ed vec torial si para cada fun­

ción h en L se tiene que h v OE L ya que 



~03 

f A 9 = f + 9 - (f v g) y f v 9 = (f-g) v O + g. 

DE r INIC ION 4.3 , 2 

de { inida~ en algan conjunto X. DecimQ~ que L e~ una ~ed vec­

tO J· i al ~i pa~a 6,9 E: L ~e tiene que la..~ nuncione~ 6 v g, 

6 r 9 Y a6 e~tán en L a~~ como la 6unci6n h tal qu e 

h( ) = 6(x) + g(x) ~iemp~e que el miemb~o de~echo e~t~ de6i -

DE F INIcrON 4.3.3 

Sea L una ~ed vecto~, decimo~ que 1 e~ un 6uncio nal lineal 

en L ~i 1 e~ una 6unci6n de L en IR tal que: 

1( 0 6) = a l (6) y l(h) = 1(6 ) + 1(9) cuando h = 6 + g. 

DEFINICION 4.3.4 

Un 6uncional lineal 1 en una ~ed vecto~ial L e~ llamado po~i 

ti\'o ~i l 1<1» > O pMa cada 6unci6n no negativa <p en L. 

Nó t e se que si un funcional lineal es poritivo y < ljJ , enton 

ce ~ 1( <1» ~ I(\ji). 

BIBLIOT ECA CENTRAL 
UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR 



DEFINIeION 4 , 3 . 5 

)Jo/t V) : 

V. S~ (~~) e~ u~a ~uQe~~6~ de 6u~Q~one~ en L que deQ/teQe a 

Qe/to e~ Qada 'pun~o, en~O~Qe~ 

L ~m 1 ( <P n) = O. 

A efecto de contar con alternativas para precisar si un fun 

cional 1 ineal positivo es un integral de Dan;ell, establece-

mos proposiciones equivalentes a D. 

LEMA 4.3.6 

La Qond~Q~6n V eh equ~vaien~e a Qada una de iah h~gu~en~e~ 

Qond~Q~one.ó : 

V'. S~ (~n) eh u na hUQeh~6n Q/teQ~en~e de 6unQ~Oneh en L, y 

.ó~ <P e~ una 6unQi6n en L ~ai que <P ~ L~m epn l en~onQe.ó 

1 (~) < L~m I(ep . ), n 

Vff
• S~ (Un) e.{¡ una 4u,c.e..ó,.¿6n de. 6unQ~one.ó no-nega~~va~ en L, 

y .ó~ ep eh una 6unc.,.¿6n en L t~t que ep ~ L. Un' en~onQe.ó 
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PRUEBA 

o = > O' ; 

Sea (4 n) una sucesión creciente de funcione s en L y se a $ 

una función en L tal que ~ ~ Li m ~ n' 

($n A ~) es una sucesión creciente que converge a ~ , 

( ~ - ~ A ~ ) es una sucesión de funciones en L que decrece n 

a cero en cada punto, 

entonces por O: 

DI = > DII: 

Lim I( ~ - ~ A~) = O n 

= > L i m (1 ( ~ ) - 1 ( n A ~ ) = O 

=> I (~) = Lim I(~n A ~), 

pero ~ n A ~ ~ ~ n' entonces I(~n A ~) ~ I(~n)' 

y así Lim I(~n A ~) ~ Lim I(~n)' 

por tanto I( ~ ) < Lim I(~n)' 

Sea (Un) una sucesión de funciones no-negativas en L, y ~ 

una función en L tal que ~ .:::. ¿Un ' 

n 
Sea S = L U., así (Sn) es una sucesión creciente de fun­

n i = 1 1 

ciones en L y además ~ < Lim Sn' 

por DI tenemos que: 
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1 ep) < L i rn 1 ( Sn ) -
n 

1 ( <p ) < Lim I( ¿ U.) -- . 1 1 n 1 = 
< Lim ¿ I(U i ) - i=1 

de donde 1 ( cj; ) < ¿I(U.). 
- 1 

O" => O: 

Sea ( <1> ) una sucesión de func iones en L que decrece a cero 
n 

en cada p unto~ 

sea Un = <Pn - <P n+l' entonces (Un) es una sucesión de funcio 

nes no-negativas en L y además: 

¿Un = <PI - Lim <p n = <PI; 

como <P1 < ¿Un' por O" tenemos 
n 

= Lim I I(U.), 
. 1 1 , = 

n 
I(<p¡) < Lim L (1( <P ;) - 1(<P;+1)) = Lim(I(<Pl) - I(<p n+1 )), 

;=1 

1(<Pl) ~ I{<Pl) - Lim I(<P n) 

=> Lim I( <p n ) < o. 

Por otro lado <P > O para todo n, n -

como 1 es positivo se tiene que I( ~n) ~ O, 

luego Lim I( <p n) ~ O Y concluimos que: 

por consiguiente D,D 1 y 0 11 son equivalentes 
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En general lo s lí mi tes de fu nciones en ~ no pertenecen a L, 

procedemos entonces p extender I a una cla se Ll qu e conten­

ga a L y que sea cerrado bajo c ie rtas oper aciones qu e invo-

1 ucren 1 imites. Anál izamos este procedimiento a continua-

clon o 

4- EL TEOREMA DE EXTENSION PARA FUNCIONALES LINEALES POSI­

TIVOS DEFIN IDOS EN UNA RED VECTORIAL 

DEFINIeION 4.4 .1 

D e no ~amo~ pon Lu el conjun~o de toda~ lah 6un c¿oneh de val~ 

ne~ neale~ ex~end¿do~ de6¿n¿da~ en un conjun~o X ~ cada una 

Resulta claro que si f y g pertenecen a Lu ' entonces 

af + 8g ELU donde a y 8 son constantes no-negativas. 

Tambi én si ( ~ ) es una sucesión creciente de funciones en L, 
n 

entonces (1 (IP )) es una sucesión creciente de nú meros real es n 

y debe po r tanto tener Límite (eventualmente pued e ser 00). 

De nuevo parece natural intent ar definir Li m I( IP n ) como el 

valor de 1 para la f unción f, la cua l es el 1 imite pu ntual 

dé la sucesión ( ~ ). Necesitamos entonces asegurarnos que 
n 

e l valor de I ( f) depend e sólo de la función f y no de la es 
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cogenGi a de l~ ~uce ~i ó n cr ec iente ( ~ ) cuyo Lí mit e e ~ f. n 

Ga r ant i zamo s lo ant er io r en el sig u ie nt e lema. 

LEMA 4 . 4.2 

Si ( ~n ) y ($n) hon ~ucehioneh c~ e cient eh de 6uRci on e h en L 

y hi Lim ~ < Li m $ , enton c eh n-m 

PRUEBA 

L im 1 ( ~ ) < Lim 1 1 $ ) , 
n-m 

Para un n fijo tenemos: 

~ < Lim A, < Ll'm ,1 , 
~ n - ~ n - ~m' 

por DI obtenemos I( ~ n) ~ Lim I( $m)' 

por tanto Lim I( ~ n) ~ Li m I ($m) 

• 

El lema anterior nos garantiza que s i t ene mo s dos sucesio-

nes de funciones crecientes en L ( ~ n ) y ($n ) que tienen 

igual Límite f, entonc e s I ( f) = Lim I( <p n ) = Lim I( $n)' Así 

el va l o r de I (f) de pende sólo de l a funci ón f y no de l a es 

cogencia de la sucesión c r eciente a" f. 

Habría que clarificar e l he c ho que Lu es una r ed vectoria'~ 
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observemos para ello que si f,g E Lu entonces existen suce­

siones crecientes (f n ) y (gn) en L t~les que 

entonce s la sucesión (qf n + 69n ) con q y 6 const ~nt es none­

gativa s es creciente y converge a uf + 69, 

por tanto uf + 69 E Lu 

Además las s ucesiones 

( f '" 9) Y (fn v 9n) son crecientes en L y convergen a n n 

f '" 9 y f v ~ respectivamentes . Así f '" 9 Y f v 9 per-

tenecen aL. u 

Podemos, por consiguiente, exte nd er el funcional 1 a un fun 

cional de valores reales extendidos definido en L , con la 
u 

propiedad de l(f ) ~ I ( g) para f ~ 9 y 

I(uf + 69) = a1(n + 61(g) con f,gE Lu y a , 6 constantes 

no-negativas. 

LENA 4.4.3 

Una 6unQ~6n no-ne9a~~va 6 pe4teneQe a Lu h~ y h6lo h~ eX~h­

~e una hu~eh~6n (~k) de 6unQ~one~ no -ne9a~~vah en L ~al que 

00 00 
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PRUEBA 

Es evidente que s i existe una sucesión (~k) de funciones 
00 

no-negativas en L tal que f = I ~k entonces fe: Lu ya que 
k = 1 ' 

la sucesión de su mas parciales crece a f. 

Veamos la otra implicación: 

sea f no-negativa, como fe: Lu existe una sucesión creciente 

( ~ n) de funciones en L cuyo límite es f. 

Reemplazando ~n por ~ n v O podemos asumir cada ~n no-negatl 

va, 

hagamos ~l = ~l , ~ = n n 

n 

'" 1 para n > l. 'l' n-

00 

Entonces f = Lim ~ n = Lim L ~ k = 
k=l 

l' ~ k 
k=l 

y 

1 ( f ) = Lim 1 (~n ) 

11 

= Lim I( L ~k) 
k=l 

n 
= Lim L I( ~k) 

k=l 
00 

= L I (~k) 
k=l 

LEMA 4.4 . 4 

S~a (1 ) una hU~~hi6n d~ fiun~ion~h no-n~ga~ivah ~n L . En-un u 
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00 

.tonc.e,q la, 6u nc.i6n 6 L 611 
e.ó .:tá en L y 

n=7 u 

00 

r ( 6 ) Ir(on)' 
11 ;:;1 

PRUEBA 

Para cada f n por el lema anterior existe una sucesión 
00 

(Wn,k) de funciones no-negativas en L tal que f n = I W k' 
k=l n, 

por lo tanto f = I W k" 
n ,k n, 

Dado qu e el conjunto de pares de enteros es contable, f es 

la suma de una sucesión de funciones no-negativas en L, y 

a sí f debe estar e n Lu. 

Asimismo 
1 ( f ) = I I( Wn k) 

n, k ' 
00 

= I I(f n ) A 
n=l 

DEFINIerON 4 .4. 5 

Sea 6 una 6unc.~6n a~bi.:t~a~~a de6ini.d~ en un c.onjun.:to X, de-

6inamo.6 el in.:teg~al ~upehiQh 1(6) a~~: 

T (6) = ,¿n6 1 tg ) 1 

9 ~ 6 
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donde adoptamo~ la convenc~6n que el ¡n6¡mo del con ju nto va 

cio e~ t 00; de6¡n~mo~ el ~nteg~al ~n6e4¡on 1(6) como 

~ (6) = - 11-6), 

Precisamos a continuoción la s pr opiedades e lemental es del 

integral superior e inferior. 

LEMA 4.4.6 

Sea h = 6 t g. Entonce~ 1lh) < 1(6) + f(g) ~¡empne que el 

m~embno denecho e~té de6~n~do. S~ c > O, I(c6) = cI( 6) . 

PRUEBA 

Sean funciones t,lE Lu tales que t > f Y l > g, entonces 

• t + .e. > h Y 

T(h) < I(t) + I(l) 

-> 1 ( h) < in f 1 ( t) + i n f 1 ( l) 
t>f l~g 

tEL u lEL u 

=> l(h) ~ I (f ) + 1(9). 

Si c = O, entonces l(cf) = O = cT(f), 

si c > O, entonces: 



cI(f) = c,infl(g) = 

g~f 

gEL u 

inf l(cg) = 

g~f 

gE lu 

inf I(h) 
h>cf 

hEL u 

= T(cf) . 

Sea po r o t ro lado h e: L y f < 9 < h l uego 
u -

1 ( f ) < 1 ( h ) = > I( f) < in f 1 ( h) 
- - h>g 

heL u 

=> 1 ( f ) < 1 ( 9 ) ; -

además como f < 9 entonces - 9 < -f, - -

esto impl ica 1 ( - 9 ) < I( -f) 
-

=> -I(-f) ~ -1(-9) 

=> l (f ) ~ 1(9 ) A 

LEMA 4.4.7 

Pa~a una 6une~6n 6 eualqu~e~a ~e t~ene que 1(6) < 1 (6) · 

Si 6E Lu ' ento neeh l (6) = f (6) = 1(6)· 

PRU EBA 

Tenemos que O = 1(0 ) = l ( f - f) < I(f) t 1(-f), 

por tanto -I( - f) ~ I(f) y 

. I(f) < r(f) . 

113 



11 4 

Notemos que si f € lu entonces I(f) < I(f) (por definició n 

de 1), 

Si 9 EL Y f ~ g, entonces I(f) < 1(g), 
u 

obtenemo s ademá s: 

I(f) < inf l(g), así 1(f) < I(f), 
g ~f 

gEL
u 

por consiguiente I(f) = 1(f). 

Si cp € l, entonces - cP € L cl y así u 

1(- cp) = I( - cp) = 

concluimos que l(cp) = l( cp) . 

l(cp), 

Pero cada f € l es el 1 imite de una sucesión creciente ( ,¡.. ) u ~ n 

de funciones en L. Dado que f > cp tenemos: - n 

1(f) > 1(cp ) = 1(cp ), por tanto - - - - n n 

.!J f) ~ L i m 1 ( cpn) = 1 ( f ), 

como además l(f) ~ l(f) = I(f) concluimos que: 

l(f) = I(f) = l(f) ! 

LEMA 4.4.8 

00 

00 
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PRUEBA 

Si I( f k) = 00 par~ algún k, es evidente que 

00 

De lo contrario, dado E > O ex iste una fun c ión 9k ELU 

tal que f k ~ gk Y I(9
k

) ~ I(f k ) + E.2 - k . 

Dado qu e cada 9k 
es no-negativa, po r el 

que: 

00 00 

9 = L g k E L Y 1 ( g ) = L I(gk) 
U k=l k=l 

00 

Como 9 ~ f tenemos T(f) < L I(fk) + E, 

k=l 

1 ema 4.4.4 

00 

< L I(f k) - k=l 

a partir de que E es un nnmero positivo arbitrario 

00 

concluimos que I(f ) ~ L T(f k ) 
k=l 

DEFINICION 4.4.9 

tenemos 

+ E . 

Vee¡mo~ que una 6unei6n 6 de6inida en un eonjunto X e~ inte 

gltab.te eoYl lte-6peeto a 1 (0 1-integ'ltab.te) ~¡ 1(6 ) = ~(6) Ij 
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para f en LI escribire mos a ho ra I(f) en sus titución de I(f). 

Tenemos ahora una extensión de nuestro funcionpl 1 inea l po-

sitivo origi na l 1 a la clase de funciones Ll. Observemos a 

continuación les prooiedades de Ll y del f unc ional extendi-

do. 

PROPOSICION 4 . 4 . 10 

El conjunto LI e~ una ~ed vecto~ial de 6uneione~ que conti~ 

ne a L, e 1 e~ un óuncional lineal po~itivo en L l , el ~ual 

PRUEBA 

Se a f en L 1 , 

pa ra c > O : 1 (ef) = c1(f) = e.U f) = lJef) y 

pa ra e < O : 1 (ef) = e .. !.( f) = c 1 (f) = l(ef) , -

a s í efe:L 1 • 

Sean f,g e:L 1 , entonces: 

I(f+g) < I ( f) + 1 ( g ) = 1 (f) + 1 (g) ... 
-

y - .!.(f+g) = I(-f-g) < - 1 (f) - l( g) -
= > . U f+g) > 1 ( f ) + l(g). , • ( 2 ) , 

de (1) y (2) tenemos que 

I(f+g) ~ lJf+g)? 

de donde l(f+g) = l(f+g) = I(f) + l(g) 

( 1 ) 
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y ¡l.S; f + gEL l , 

Por consiguiente Ll es un espacio 1 ineai, e 1 es un funcio -

nal lineal en Ll< 

Como L c Lu y r(f) < ca para toda fE L, tenemos por el lema 

4.4.7 que L c Ll y que nuestra definición de 1 en Ll nos 

brinda un funcional lineal positivo que coincide con el ori 

ginal 1 en Ll' 

Para probar que Ll es una red basta mostrar que si f está 

+ en L 1, entonces f E L 1 • 

Sea entQnces f'en L 1 , por tanto . para cada - E > O existen fun 

ciones 9 y h en L tal que -h < f < g, mientras que u - -

l(g) .s.. l(f) + E < ca y l(h) ~ -I(f)+E <ca; 

dado que 9 = (9 v O) + (9'" O) Y (9 A O) EL, tenemos que 
u 

l(g '" O) > - ca y l(g:-, O) < 1(9) - 1(9 ,.. O) < ca 

Por tanto la función 91 = 9 v O está en Lu y l(g1) < ca. 

Sea h 1 = h ,.. O, entonces hE L Y como 
u 

-h < f < 9 entonces (-h v O) .s.. f v O < 9 v O, 

es decir - (h ,.. O) < f v O < 9 v O 

+ 
= > - h 1 < f < 9 1 ; 

dado que 9 > - h tenemos 9 A O > (-h ,.. O), 
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o sea 9 A O ~ -(h v O), 

=> (9 A O) + (h v O) > O, 

expresemos g + h ~sí: 

9 + h = 91 + (9 O) + h 1 + (h v O) = 91 + h 1 + (9 A O) + (h v O), 

obtenemo s 9 + h > 91 + h 1 • 

Consecuentemente 1(91) + I(h¡) ~ 1(9) + I(h) < 2E; 
+ - + 

como -I(h¡) < l(f ) < I(f ) < I(91) entonces 
- + + 
I(f ) - l(f ) < 2E Y 

como E es arbitrar i o conc luimos que T(f +) = !(f+) . 

- + 
Además O ~ I(f ) ~ 1(91) < 00 , 

asi f+ E L¡ Y Ll es por tan to una red vectoria l 

Desarrollamos a continuación una proposición análoga para L¡ 

del teorema de convergencia monótona . Muestra también que L1 

e 1 satisface la condición O' y por tanto D. 

PROPOS1C10N 4.4.11 

S e~ (6n l una ~ ue e~iQn e~e eiente de 6 uneione~ en L¡ , y ~ea 

6 =- Lim 6 . Ento nee.ó 6 EL¡ ~i.. Y .66lo ~i.. Li..m 1(6 l< oo . En e..6 -n n 

te. ea.6O r ( 6) = Li..m 1l Ó n) • 

PRUEBA 

=» Dado que f > f n • se ti ene l ( f) > l( f n ), 



= 00 entonces l(f) ~ Lirn I(f n ) ;: 

as ; I(f) = ex: y f~ LI' 

Supongamos que Lim I(f ) 
n 

< oo ' , 

00 

00 , 

Se a 9 = f - f l , ent onc es 9 > O Y g ;: l (f n+1 n=l 

Por lema 4 . 4 . 8 : 

00 00 

Como f = f l +g , se tiene I(f) = I(f¡+g) 
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f ) 
n 

< I(f1 ) +I(g) -: Lim I(f n), 

así I(f) < Lim I(fn} ... (1). 

Dado que f n < f tenemos I(f n ) ~ l(f), 

luego Lim I(fn ) ~ .!Jf) .. . (2) 

De (1) y (2) comcluimos que: 

I(f) < Lim I(f n ) ~l(f), 

de donde 1 ( f) = l(f) = Lim I(f ) n 

COROLARIO 4.4. 12 
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PRUEBA 

Sea ($n ) una sucesión creciente de func ion es e n LI y ~ una 

función en LI tal que a < Lim ~ . entonces: - n 

( ~ n A ~ ) es una sucesión creciente de funciones en Ll tal 

que Lim ( ~ A </l) = ~ . 
n 

Además <P n ~ </>n A $ , entonces I( </l ) > I( </> A </l) , n-n 

as; Lim I( </ln) ~ Lim I( </ln A </l) , 

sabemos que Lim (</ln A </l) = </lE LI , 

por proposición anterior I-( </» = Lim I( </ln A </» , 

por tan t o 1 ( </l) ~ L i m 1 ( </>n) , 

de donde e l funcional 1 es un integral de Daniell en Ll • 

Las siguientes dos proposiciones son los análogos para el in 

tegral 1 .del lema de Fatou y del teorema de convergencia de 

Lebesgue. 

PROPOSICION 4.4.13 

S e a (Ók ) una ~uee~~6n de oune~one~ no nega~~va~ en L I • En~on 

ee.6 la oune.¿6n '¿no 012. e~~á. en L l , y la óune~6n L~m 612. e.6~á. 

en L I ~~ L~m I (Ók) < oo . En e~~e ea~o: 

BIBLIOTECA CENTRAL 
UNIVER510 l\ D DE EL 5 A LV DDR 
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PRU EBA 

Sea gn = f l '" f 2 A ••• ,,", f rr , entonces (9 n ) es un a sucesión 

de funciones no negativas en LI que decrece a 9 = inf f k . 

Luego (-gn) crece a - 9 y como I(-gn) ~ O 

se tiene que Lim I(-9 ) . O \ n -

y así po r porpo si ción 4 . 4 . 11 -g E LI Y po r 

consigu \iente 9 = inf f
k 

E L l. 

Sea hn = inf f k , entonces ( hn ) es una sucesión de funciones 

no-negativas en Ll que crece a Lim f
k

. 

Dado que hn < f
k

, pa r a n ~ k , tenemos: 

I(h n ) ~ I(f k ) para n ~ k, luego 

Lim I(h n ) ~ Lim I(f k ) < 00 

Por consiguiente Lim h EL}, es decir Lim f k E Ll 
n ---

y también I(Lim f k ) = Lim I(h n ) por proposición 4.4.11, 

PROPOSICION 4.4.14 

Sea IÓn) una 4UQe4i6n de óunQiOne4 en LI y 4upongamo4 que 

exi4te una 6un~i6n 9 en LI tal que pa4a todo 1'1 4e tiene que 

16 1'1 1 ~ g . Ent onQe4 4i 6 ~ Li m 61'1 ' tenem0 4 

1 ( 6) = L im 1 ( 6 i'l 1 . 



PRU EBA, 

L~s funciones f n + 9 son no- nega tivas, y 

I ( f n + g) ~ 2 (o), entonces 

Lim I(f n + g) ~ 21(g) < CXl 

Por proposición anterior Lim Un + g) = f + g E L) Y 
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1(f + g) ~ Lim 1(fn + g) = 1(g) + Lim I(f
n
), 

se deduce que 1(f) 2. Lim 1(f n )· (1 ) 

Asimi s mo, las funcione s 9 - f n son no negativas, 

as í tenemos 

1 (g - f) ~ L i m 1 (g -f n) = 1 (g) - L i m 1 ( f n) , 

es decir Lim 1(f n ) ~ 1(f) ... (2). 

De (1) y (2): Lim I(f n ) = Lim I(f n ) = I(f ) , 

de donde Lim I(f n ) existe y es igual a I(f) .4 

Mos tr a r emos ahora qu e l a e xtensió n a Ll de un integral de 

Daniell I e n L es única . 

DEF I NIeIO N 4 .4. 15 

Veno~amo~ po~ Lul la Qta~e de aquetla~ nunQ~one~ en X que 

~On l~m~~e de una ~uQe~~6n deQ~eQ~en~e (6 ) de nunQ~one~ en n 

L QO n 1 (n ) < CXl Y L~m 1 (n ) > - CXl u n n 
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Nótese que s i ~ pl iC;~fTlo~ la propo si ción 4 . 4,11 a 11 sucesió n 

( - f n) de d u e ; mo s q u e ~ u.e. e L 1 • 

L E t~A 4. 4 . 16 

s'¿ 6 e..ó c.ua.lqu..,¿e.1t 6unc.,¿6n e.n X c. on ¡ (6) 6'¿n,uo, e, tOI'I. c.e..ó 

e.x'¿.6te. ge: Lu! tal que. 6 < 9 lj 1(6) = I(g). 

PRUE BA 

Como I(f) es finito, dado n podemos encont rar hn f l u 

ta l que f < hn y I(h) < l(f) + 1.. n- n 

tenemos f < 9 < ~ , - n - f1 

por tanto (9 n ) es una sucesió n decreciente de fun ~ iones en 

Lu con l( f) ~ I(9 n ) < I(f) + ~. 

A s i ten e mo s 1 ( 9 n) < ro y L i m I ( 9 n) > - ro, 

entonces la función 9 = Lim 9n está en Lul' mien as que 

f < 9 y I(f) = l(g) 

DEFINI CIO N 4.4 . 17 

6 e: L 1 Y 1 (:1 6 1 1 = O t 
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PROPOS¡CION 4.4 . 18 

al U/1a 6u nc.,¿QYl 6 en X e-ó.tá en L 1 4'¿ Y J.l6l0 4'¿ f e.6 la d-i.. 6 e -n 

fte.n c.-i..a 9 - h de ul1a 6 UI1 c-i 6 11 9 e. 11 L uf!. ~{ una 6ul1c..i.611 l1ul a 

l1o - nega.t..i.va h, 

b) U/1a 6un.c..i.611 h e J.l ul1a 6 u Yl C-i..611 nula J.l-i.. y J.l6lo ..6..i. e x...i.J.l.t e 

ul1a 6 u l1 c .. {6 Yl l1ul a k. eYl L u...e.t a..t que. I h l < k., 

PRUEBA 

a) = » S i f s L 1 en ton c e s elle m a 4. 4 . 16 a s e 9 u r a 1 a e x i s ten -

cia de gs L ul ta l que f < 9 y 1 ( f ) = 1 ( 9 ) • 

de ahí qu e h = 9 - f es una función no negativa y 

1 ( h ) = O. así f = 9 - h con 9 s Lul y h nula no-nega-

tiva. 

<=) Si f = 9 - h, entonces f es la diferencia de dos fun 

ciones en Ll y por tanto f debe ser de Ll. 

b) =» Si h es una función nula, entonces por el lema 4.4.16 

existe ks Lul con I hl ~ k Y 

I(k ) = I( l hl ) = O, 

así k es nula. 

<=) Si Ihl <; k con k nula, entonces 

O ~ l ( I h I ) ~ 1 ( I h 1) < 1 (k) = O., 
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de donde hE:Ll~ I( l h l ) = O Y ~sí h es nula 

PROPOSICION 4.4 . 19 

Sea 1 un integ~al de Daniell en una ~ed ve cto~ial L de nun - . 

cione~ en X y ~ea ] un integ~al de Daniell en una ~e d vecto-

~-i..al M J L . Si 1 ( 6) = ] ( 6) paILa to da 6 EL, ento n ce~ M 1 J L 1 Y 

1 ( 6 ) J ( ú) r aJta to da _ 6 E L 1 • 

PRUEBA 

Sea fE Lul t entonce s f es l í mite de una sucesió n decreciente 

(fn ) de funciones en Lu con I ( f n ) < 00 y Lim I(f n ) ~ - oo. 

Como f n EL para toda n, f es el límite de una sucesión cre u n 

ciente (f ) de funciones en L. 
n k 

Como f < f se tiene 
n k - n 

que I(f ) ' < I(f ), 
n k - - n 

es decir J ( f ) < I(f) Y n-n k 

Lim J(f ) < I( f ) < 00, 

k n k n 

Por proposic i ón 4 . 4.1 1 f E Ml Y 
n 

J(f ) = Lim J(fn ) = Lim I(f o ) = I(fn ) , 
n k k k ~ 

entonces J( f n ) = I(fn)t Vn, 
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LlJego (-fn) es lJna SlJcesión creciente. de funciones en Ml con 

Lim J(-f n ) < oo ~ entonces cte nlJeyo por proposició n 4.4.11 tene 

mas que - fE Ml Y 

J(-f) = Lim J( - f ) 
n 

Dor t anto f E Ml Y 

J (f) = Lim J(f ) = Lim I(f ) = I( f ). n . n 

Luego Lu-t c Ml y J(f) = I(f) para todo fE Lu -t · 

.Por l.a parte b) de la proposición 4.4,18 cada función que es 

nula respecto a 1 debe también ser nula respecto a J, y como 

por la primera pa rte de la proposición 4.4.18 cualquier fun-

ción fE Ll es la diferencia: 

f = 9 - h, con g ELU-t y h nula con respecto a 1 , 

entonces f es la diferencia de funciones en Ml y por tanto 

f E M 1 Y 

I(f) = l(g) - I(h) = J(g) - J(h) = J(f) 

Observemo s ahora la relación existente entre el procedimiento 

de extensión y la teoría de la medida. 

DEFINIeION 4.4.20 

VeeimOh que una 6unei6n no negativ~ 6 en X eh medible (eon 

Il. ehpeeto a 1 l hi 9 '" 6 E LI pall.~ eada gEL l. 
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LEMA 4.4,21 

i) S~ 6 y 9 40n 6uncione4 medibleA no negdtiud~, entonce~ 

6 A 9 Y 6 v 9 ~on medible¿ . 

ii) Si (6 ) e~ una ~uce~i6n de 6uncione~ medible¿ no negati 
n -

va¿ que conve~ge puntualmente a una 6unci6n 6, entonc e¿ 

PRUEBA 

Sean f Y 9 funciones medibles no negativas y h E Ll , 

entonces: h A (f g ) = (h f) A (h A g ) y 

hA (f .v g ) = (h A f) ~ (h " g). 

Como f Y 9 son medibles h" f E Ll Y hA gE L l , 

Ll es una red y por tanto h " (f " g) E Ll Y h " (f v g) E Lh 

entonces f " 9 y f v 9 son medibles. 

Sea ahora (f ) una sucesión de funciones medibles no-negati­
n 

vas que converge puntualmente a f y 9 una función en ll. 

ento nces (g A f n ) es una sucesión de funciones en Ll que con 

verge a g" f. 

Dad o que If A 91 < 191 ~ 191 E Ll , tenemos; n 

f " gE L l por propO Sición 4 ,4. 14 y 

as; f es medibl e A 
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LEMA 4,4,22 • 

Una tíu.nc.-i6n no ne.gat..i\'a tí eV/. X c..6 me.d-ib.te. C.OI1 Jte-6pe.c.to a 1 

.v~ cP " tí E L paJta cada <jl E L. 

PRUEBA 

Si <P EL entonces <Íl " fE L¡ para f no-negativa en X. 

Sea 9 E Lu co n l ( g ) < 00 , entonces 9 es el 1 imite de una suce 

sión creciente (gn) de funciones en L. 

así ~g " f ) con f no-negativa es u na sucesión creciente de n 

funciones en L ¡ , como gn " f < 9 entonces 1 (g nA f)~I(g )< 00 , 

es d ec i r Lim 1 (g n A f) < 00, 

po r proposición 4.4.11 9 " f E L 1 • 

así g", fE Ll para gE Lu con l(g) < '!" . 

Ahora sea h E Lu l.' entonces h es el 1 imite de una sucesión de 

creciente (h n ) de funciones en Lu con I(h n ) < 00 y 

Li~ I(h n ) > - 00 Entonc es (h n " f) es una suce sión en Ll 

qu e converge a h A g , dado que I hn A f l ~ I h l '" f l para todo 

n con I h l '" flE Ll , e nton ces por proposición 4.4 .14 obtene-

mo s 
I(h '" f ) = Lim I(h n A f) ~ I (h 1 A f) < 00 

por tanto h A f E Ll para toda h E Lul . 

Si l es cualquier función en Ll' la proposición 4.4.18 dice 

que l es la dife r en cia l = 9 - k donde gE LUl y k es una fun 

ción nula no-negati va. 
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Dado que O ~ (9 A f) - (l A f) ~ k).la función l A f difiere 

de la función integr~ble 9 A f por una función nula. 

Asi l A f es integrable, probando que f es medible , 

DEFINIeION 4 . 4.23 

Vecimo~ que un conjun~o A~ X e~ medible con ~e~pec~o a 1 ~i 

~u nunci6n ca~ac~e~~~~ica xA e~ medible, Vecimo~ qu e A e~ in 

~eg~abfe ~i x
A 

e~ in~eg~able. 

LEMA 4.4.24 

i ) Si A Y B ~on conjun~o~ medible~, en~once~ lo~ conjun-

~o~ AU B, An B y A - B ~on medible~. 

ce~ lo~ conjuY1..to~ (1 

Y1.>1 
·A 

Y1. 
y U 

n>l 
A ~on medible~. n 

iii) Si la nunci6n 1 e~ medible, en.ton ce~ la cla~e A de con 

jun.to~ medibie~ e~ una a-áigeb4a. 

PRUEBA 

i) Sean A y B medi bl es, 

dado que XAn B = XA A XB y xAU B = XA v xB' 
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13 0 

resul ta que An B y Al) B SOI1 rned ibles¡ 

par~ 9 en Ll tenemos; 

g" xA- B = (9 A XA) - (9" \O,(1B) + (9 A O) ; 

Y ya que A y An 8 son medibles concluimos que 

A - B es medibl e. 

Si A = lJ r.'n 
n>l 

entonces xA = Lim (x A v • •• v xA ), 
1 n 

por 1 iteral i) (xp.. v ••• v xA ) es una sucesión de fun-
1. n 

ciones medibles y por lema 4.4.21 xA es medible, 

por tanto A es medible. 

S i A = : >\ A n' en ton c e s x A = L i m ( x Al" x A 2 A 

Y asimismo por lema 4.4.21 xA es medible. 

A X ) 
A ' n 

iii) Si 1 es medible, entonces el conjunto X es medible y 

por tanto el complemento de un conjun t o medible es me­

dible, junto a i) y ii) concluimos que la clas e de con 

junto s medibles es una a-álgebra • 

LEMA 4.4.25 

S~ 7 e~ una 6une~6n med~ble y 6 una 6unei6n ~n~egnable no - ne 

E z {x; n/x) > a} e~ med~ble . 



131 

PRU EB A 

Si a es megatiyo~ E = X y. E es medible dado que x[ = 1 Y 

1 es medible . 

Asumamos que a > O, f (X ), si o = O 
def i nimos g(x) = 

(a - 1f (x )) - [( a -1f)( x) '" 1 ] • s; a > o. 

Como g es la dife rencia de dos funciones en L¡ se sigue que 

En cualquier caso g(x) > O para x E: E Y 

g (x) c 
= O pa ra x E E . 

Sea cP = 1 A (n g), entonces cp E: Ll Y la sucesió n n n 
(cpn ) es creciente y converge a xE' 

como (cpn) es una sucesión de funciones medibles se tiene que 

xE es medible y as; E es medible. 

LEMA 4.4.26 

Sea la 6une~6n 1 med~ble, y de6~namo~ una 6une~6n de eonj un­

~o~ ~ en la elaée A de eonjun~o~ med~ble~ a~¡: 

~(E) = I(xE) 9~ xE e~ ~n~eghable y 

')J (E) = 00 de O~hO modo, 

en~onee~ ~ e~ una med~da , 
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P R UE BA 

Tenemo s en primer lugar ~(~) = 1(0) = O. 

Si A Y B son conjuntos integrables con Ac B, tenemos 

XA ~ xB y por tanto ~(A) ~ ~(B ), Así ~ es monótona para con­

junto s integrables y consecuentemen te para conjuntos med ib l es . 

Sea (E i ) una sucesión disjunta de conjuntos medibles y 

sea E = u 
i>l 

E .• 
1 

Si uno de los Ei no es integrable entonces E no es integra-

ble y ~( E ) = ro = L ~(E.). 
1 

i > 1 

Si cada Ei es integrab l e. entonces x
E

. es integrabl e, así 
1 n 

( L xE ) 
i = 1 i 

es una sucesió n creciente de funciones en Ll y 

n 
xE = Lim ( L xE ), 

i=l i 

E será medible si y sólo s i 

es decir 

En ambós casos ~(E) = 

ro 

n 
= Lim L I(x

E 
) = 

i=l i 

I lJ( E.) < ro 
. 1 1 1= 

L ~(E .). 
1 

i >l 

y la me dida ~ es contable men te aditiva. 

ro 

I I(x
E 

) 
i=l ; 
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El siguiente teorem~ evidenci a que .el integral de Daniel l 1 

en L¡ es equivalente al integral con respecto a esta medid a 

)J . 

TEOREMA 4.4.27 (StQne) 

S ~a L una ~ed v~~~o~~al d~ 6u~~~o~ ~~ ~~ X CO~ l a p~op~~dad 

qu~ ~~ 6 E L ~~~o~~~~ 1 A 6 E L, Ij ~ ea 1 u~ ~~~~g~al d~ Va~~~ll 

e~ L. E~~o~~~~ ~x~~t~ u~a a-álg~b~a d ~ ~ub~o~ju~~o~ de X Ij 

una m~d~da )J ~~ la a- álg~b~a A ~al qu~ ~ada ~un~~6~ 6 ~n X 

~~ ~nt~g~abl~ ~o~ ~~~ p~~~o a 1 ~~ Y ~6lo ~~ ~~ ~n~~g~abl~ 

PRUEBA 

Sea A la clase de conjuntos que son medibles con respecto a 

l. Se sigue del lema 4.4.22 que la función 1 es medible . 

A partir de ello el lema 4.4.24 estalbece que A es una 

a -á lgebra, y e l lema 4.4.25 asegura que cada función I - ;nte­

grable no-negativa es medible con respecto a A. 

Como cada función I-integrable es la diferencia de dos fun­

ciones I-integrables no negativa s, cada función I -integrable 

debe ser medible con respecto a A. 

Sea )J la medida dada en el le ma ante rior (4.4.26), y sea f 
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un~ función no negatiV~t la cual es integrable con respecto 

al, 

para cada par (k,n) de enteros positivos hacemos: 

Ek n = {x : f(x) > k2- n} 
• 

entonces E es medible, y dado que k, n 

ten e mo s q u e x - E L l' Y ~ ( E k , n) = 
tk,n 

2zn 
2 - n \' Sea ~n = ¿ x E ' 

k=l k,n 

I(x
E n,k 

< 00 

entonces ~ E Ll Y (~ ) es una sucesión creciente de funcio-n n 

nes que conve rge a f. 

Por tanto I(f) = Lim I(~n)' pero 

2- n 2zn 
I(<t>n) = L 1 (x ) 

k=l En, k 

2zn 

= 2- n I ~( xE ) 
k=l n,k 

= f<t> nd ~ . 

Como por el teorema de convergencia monóno tona sabemos 



tenemos entonces I(f) = Lim I( n) = Lim f~nd~ 
es decir I(f) = jfdw, 

y f es integrable con respecto a ~. 

135 

ffd~, 

Dado que un a fun ción f arb it r aria I-integrable es la diferen 

cia de dos funciones no-nega tivas I-integrables. co nc l uimos 

que tal función f debe tambi é n ser integrable con re specto 

a D y I(f) = ffd w. 
I 

Si f es una función no negativa en X, la cual es integrabl e 

con r especto a 

Como ff dl1 < ro 

w, construimos Ek y ~ como ante r iormente. 
• n n 

cada Ek tiene medida finita y as,: ,n 

x y por tant o ~ pertenecen a Ll' 
Ek.n n 

Como ~n t f Y Lim I( ~n) = f fd w < ro, tenemos que 

fE Ll por proposición 4 . 4.11. 

-' 

Así, cada función integrable con respecto a ~ es también in 

tegrable con respecto a 1 . 

5- MEDI DA Y TOPOLOGIA 

DEFINICION 4.5 . 1 

Un e~pae~Q ~opot6g~eo X e~ llamadQ loea{men~e eQmpae~o h~ 

palLa eada x. E X ex."¿'4~e u.n eonju.n~o ab~Vl~Q O que eonL¿ene a 
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x tal que ~ e~ compacto 

PROPOSICION 4.5.2 

Sea K un 6ubconjunto compacto de un e~pac~o Hau~do~66 local 

mente compacto X. Entonce4 exi6te un conjunto abie~to O 

que cont~ene a K con O compacto . Vado un conjunto O a~¿, 

anula 6ue~a de O y e6 idénticamente 1 en K. Si K e6 también 
. c 

un GOl podemo6 to ma~ 6 < 1 en K . 

PRUEBA · 

Como X es localmente compacto, para cada punto XE K existe 

un abierto 0x que contiene a x con 0x compacto, 

se tiene que {O : x E K} es una cubierta abierta de K, x 
como K es compacto existe una sub-col ección finita 

n 
Hacemos O =i V1 0x.; cl aramente O es abierto, K c O y O es , 
compacto . 

Como X es Hausdorff, K es cerrado. Con O abierto dado como 

anteriormente se tiene por e l le ma de Urysohn que existe 

una función f continua de valores reales tal que O<f<l en 
_ e 

X, f = 1 en K y f = O en O . 
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Si K es un G Q , entonce s 

00 

K = n con O abierto f n = 1 n n 

por el lema de Urysohn existen funcion es continu~s: 

.c • X -> In · [0,1] , 

con f = 1 en K y f = O en OC 
n n n' 

00 

ha cerno s f = L f 2- n 
n=l n ' 

f es continua y O < f ~ 1, 

además f-1{1} = K, de donde f < 1 en KC 

Procedemos a establecer y precisar las relaciones entre las 

estructuras topol ógicas y teoría de medida. 

DEFINICION 4.5.3 

SJ.. 6 e..6 una 6unc.J..6n de. valoJte..6 Jte.ale..6 , de.6J..nJ..mo.ó e.l ".60p0Jt­

~e." de. 6 c.omo la c.e.JtJtaduJta de.l c.onjun~o 

{x ; 6/x) f OL 

DEFINICION 4.5 .4 

Se.a X un e..6pac.J..o Hau~doJt66 loc.alme.n ~e. c.ompac.~o, de.no~amo.6 

poJt Cc(X) la 6amJ..lJ..a de. 6u.nc.J..one..ó ~e. ale.~ c.o n~~nua.ó de.6J..nJ.. ­

da.ó e.n X, la.ó c.u.ale..ó .óe. anulan 6u.e.Jta de. un .6u.bc.onju.n~o c.om -

pac.~o de. X. 
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Por tanto Cc(X) es l~ cl~se de tod~s las funciones reales 

contin~a s en X con soporte compacto, 

DEFINIcrON 4 . 5.5 

La cla.6e de conjun.to.6 de Ba'¿lte .6e de6'¿ne c.omo la má.6 peque ­

~a o-álgeb/ta B de .6ubconjun.to.6 de X .tal que cada 6unc,¿6n en 

Cc(X ) e.6 med,¿ble con /te.6pec.to a B. E.6 dec'¿/t que B e.6 la 

o-álgeb/ta gene/tada po/t lo.6 conjun.to.6 

{ x : fJ ( x) > a } ca n fJ E C C ( X ) • 

PROPosrCION 4.5.6 

.' 

La c.l a.6e de c.onjun.to.6 de Ba.-l/te e.6 la a-álgeb/ta gene/tada po/t 

lo.6 G
ó 

c.ampac..to.6 . 

PRUEBA 

Los conjuntos {x : f (x) ~ a} con f "CC c(X) y a > O son 

G
ó 

compactos ya que f es continua y 

00 

> a -

Observemo s además que s i a < 0, entonces 

{x; f(x) > a} = { x : -f(x) < - a} -

= X {x : -f(x) > - ·a} 
00 

= X u
1
{x : -f (x) > - a + 

n- -.-
l } 
n 
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por tanto l~ a-álgebra generada por los Go compactos inclu­

ye a B, 

Por otro lado sea H un conjunto G
ü 

compacto es decir 

00 

H = n Q ,(, abierto, 
n = 1 n n 

por proposición 4.5.2 sabemos que existe una función f con­

ti nua con soporte compacto que es idénticamente 1 en H y 
c f < 1 en H , 

notemos por tanto que 

H = {x: f(x) ~ 1} , 

y así B incluye a la a-álgebra generada por los G
ú 

compac -

to s. 

DEFINICION 4.5.7 

Si X ex un e~paeio ~opol6gieo, la má~ pequeña a - álgeb~a que 

eonjun~o~ de Bo~el. 

DEFINICION 4.5.8 

Un conjun~o e~ llamado Q - compac~o ~i e~ la uni6n de una co -

lecci6n con~able de conjun~o~ compac~o~, Un conjun~o con~e­

nido en un compae~o e~ llamado aco~ado, y aquel con~enido 

en un a-compacto ~e dice o-aco~ado. 



14 0 

LEMA 4.5.9 

Si B e..ó un c.onju.nto de. BC\il1.e., e.ntOI1c.e..ó B o bie.n BC 
e..ó 

o-ac.o.tado . 

PRUEBA 

Sea el conjunto E = {B~ B ó BC es o-acotado } , 

a probar que E es una o-á lgebra. 

i i ) 

por 1 a construcción de 1 a c 1 a se : SC EE si B E E. 

Sea ( B . ) , una colección numerable en E· , 

si B. es o-acotado pa ra todo i en to nc e s U B. es 
1 1>1 

, 
o-a cotado, 

si BC
,. es o-acotado para todo i entonces ( U S.)c es 

i > 1 ' 

o-a co ta do, 

c s i A es o-acotado y B o-acotado entonces 

(AUB)C = ACnBccBc , 

así (AU B)c es o-acotado y por tanto (AU B) EE , 

de donde E es una o-á lg ebra. 

Como es ta g-álgebra contiene todos los conjuntos com-

pactos, debe incluir todos los conjuntos de Baire ¿ 
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DEFINICION 4.5.10 

U 11 a m t d -i. d a u de 6 ,(.J1'¿ d a en .t a. CJ - al 9 e b Jt a d e. c (1 Y1 j un t o .6 d e. B o. -i.1L e. 

e~ llamada medida de. 5a-i.ne .ó-i. e..ó 6~n-i.ta pana cada conjunto 

de. Ba-i.Jte. compacte . 

En 10 que resta del presente tr abajo mo s traremo~ qu e cada 

funcional 1 ineal po sitivo es dado median te integraci ón con 

re specto a una medida de Baire apropiada y que par a espa ­

cios compacto s X cada funcional lineal acotado en C(X) (e s-

pacio de funciones reales continu as en X) es dado mediante 

integración con respecto a una medida finita con signo de 

Ba i re. 

Con respecto' a esto último, definimos a continuación inte -

gración con respecto a una medida con s ig no. 

DEFINICION 4.5.11 

S ea v una med-i.da con .6~gno, deó~n~mo.ó ~vtteg1Lac~6n con lte.6-

( f + J -pecto a v a.6..t.: J ódv = 6dv - : ódv . 

,6- FUNCIONALES LINEALES POSITIVO S Y MEDIDAS DE BAIR E 

LEMA 4.6.1 



ne.ó en e (X) tal que ~ + xK' c n 

PRUEBA 

Por proposición 4.5.2 existe un~ función no-negativa 

= 1 en K y O < ~ < 1 en KC 

Sea '¡' = , n 
'1' n (ji. 

es evide nt e que ~ n+1 (x) ~ ~ n(x) para todo x y 

la sucesión ( ~ n) converge a xK ! 

LEMA 4.6.2 
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Sean ~l Y ~2 medida.ó de Bai~e en un e.ópaQio Hau~do~66 Qom­

paQto x. S~ ~l (K) = ~2(K) Quando K e.ó un Qonjunto Go Qompa~ 

to, entonQe.ó ~l = ~2. 

PRUEBA 

Sea E la colección de conjuntos de la forma 
c e = Kl n K2 donde Kl y K2 son Ge; compactos con 

K2 c Kl . 

Nó te se que si K es un G
ó 

compacta, entonces 

K = Kn,c y KC = XnK c , 

es decir tanto K como KC pertenecen a E. 



Sean a hor a e 1 y C2 en f, 

C ¡ c 
K 1 ~ K::: G

ó 
compactos = K¡ n K¿ ca n 

C2 
c 

K 3 • K4 G¿ compacto s = K3 (') K4 con 

CIn C2 = (K¡('¡ K3 )()[(K¡() K4 ) u (K 2 (1 K3 ) e 

Kl () K3 Y ( Ki ( , K4 hJ(K2() K3 ) G8 com pa cto s y 

( K}f)K 4 )u(K 2 () K3 ) c K¡ ()K 3 , 
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K2 e K¡ 

K 4 C K 3 • 

e s to s ignifica qu e la intersecc i ón de dos co nj unto s en E 

está de nuevo e n E. 

También ci = KilJ K2. o sea que el com ple me nto de cua l qu ier 

conjunto en E es la unión finita disjunta de conjuntos de 

E ' , 

de lo anterior concluimos que E es una semi-álgebra que in-

cluye la semi-álgebra generada por los G8 compactos. 

Como ll . (e) = l.l .~ ( K 1) - ll . ( K 2 ), o b se r v a m o s q u e II 1 Y 112 coi n c i -
1 1 1 

den en la sem i -álgebra generada por los Go compactos. 

Las pr opos ic io nes 4. 2 . 9 y 4.2.8 impl ican que sus extensio-

nes a la menor o-á l gebra que contiene a la semi-á l geb r a ge­

nerada por los Go compactos son idénticos ya qu e 

1.l 1(X) = 112 (X) < 00 • 
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COROLARIO 4.6.3 

Sean Ul Y ~2 med~d~~ de Ba~~e en un e~pa~¡o Hau6do~66 lo~al 

mente compacte tal que ~l (K) = uZ (K) paha ~ada G
6 

compa~to 

K. Entonee~ ~1 (E) = U2( E) pa~a ~ada ~onj unto a-aeot~do de 

Ba¡~e.. . 

TEOREMA 4.6.4 

Se..a X un e~paeio Hau~do~66 loealme..nte.. compacto e.. 1 un 6un ­

e¡onal l¡neal po~¡tivo e..n Cc(X). E ntonee..~ e..xi~te una me..dida 

de.. Ba¡~e.. lJ -ta! que pa~a c.ada 6 en C.c(X) -te.ne..mo.ó 

1(6 ) = J6 d~. 

Si X e...ó compacto, l a me..d¡da ~ e..~ única. En gene..4al ~ e..~tá 

un~vocam e..nte.. de..te..~m¡nada e..n lo~ c.on junto.ó de.. Bai~e.. a-aeota-

do.ó. 

P RU E BA 

El espacio 

entonces 1 

Cc(X) es un a red vectorial, además si f e: Cc(X ) 

'" f e:C (X) , I sera un integral de Daniell si sa­c 
tisfacen la con d ición de Dani ell D. 

Sea ( $n) una sucesión de func io nes en Cc(X) que decrece a 

cero y sea K el soporte de $1. 
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Tambi~n sea ~ una función no negat~va en Cc(X), la cual es 

positiva en K (por proposición 4.5.2); 

entonces para un E > O dado, los conjuntos 

son una familia decrecient e de subconjun t os cerrados de K 

cuya intersección es vacía. 

Como K es compacto, para algún N se tiene FN = ~ y 

~ n < E ~ para n > N Y por tanto 

de donde I( ~n) + O ya que E es arbitrario. 

Por e l teorema de Stone existe una o -á lgebra A de subconju~ 

tos de X y una medida ~ definida en A, 

además para f E Cc(X), f es I-integrable y p~r consigu i ente 

es integrable con respecto a ~ y 

I(f) = Jfd~s 
como los conjuntos {x: f(x) ~ a} son medibl es respecto a A 

se sigue que A incluye a los conjuntos de Baire y que po r 

tanto ~ está definida para los conjuntos de Baire. 

Si B es un conjunto de Ba i re compacto: 

se concluye que ~ es una medida de Baire, 

BIBLIOTECA CENTRAL 
UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR 
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P~ra ver la uni~idad de p notemos que s i K es un compac to 

G
ü 

entonces x
K 

es el limite de una sucesión decreciente de 

f uncione s ( n) en Cc(X). Como ~l es integrable, tenemos por 

el teorema de convergenc ia de Lebesgue que 

~ (K) = Lim J~nd~ = Lim I( ~ n)' 

Entonces ~(K) es únicamente determin ada por I. Por corolario 

4.6.3 ~ está unívocamente deter minada en los conjuntos de 

Baire a- acotados y por tanto en todo s los conjuntos de Bai -

re si X es compacto. • 

7- FUNCIONALES LINEALES ACOTADOS EN C(X) 

Denotemos en primer término por C"(X) el espacio de func;o ( 

nes real es contínuas definidas en un espacio Hausdorff com-

pacto X. 

DEFINICION 4.7..1 

11 n 11 S u.p 1 n ( x) 1 • 

Clarament e la func ión así definida en L sati sface los requ~ 

rimíentos asocia90s a una norma y L es por tanto un espacio 

1 ineal normado. 



DEFlNICION 4,7.2 

Un óuvtc.-iona.t .t-ine.a.t F 12.-6 ac.o.tado .6-i e.x.-i-6:te. M .tal que 

I F ( 6 ) 1 ~ M 11 Ó 11 

y de.t;-in-imo¿, ~FII :: Su p F(ó), 

11 óll ~1 

PROPO SICION 4.7.3 
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Sea F un 6unc.ional l-ineal p04i:tivo en C( X), ¿, -i 161 < 1 en -

:to nc. 12.-6 

~ F 11 F ( 1 ) • 

PRUEBA 

Tenemos - I f l ~ f ~ I f l . como F es positivo: 

-F ( I f l ) ~ F(f) ~ F ( I f l ) y por tanto 

IF(f) 1 ~ F( I f l ). 

Ademá s F ( l f l ) ~F(l ) , luego IF (f)1 < F(l), 

de donde 1IF112. F(1); 

pe rol E e ( X) y a s í F ( 1) < ~ F ~ por d e fin i ció n d e 11 F 11 , 

entonces II F ~ = F( l ) A 
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PROPOSICION 4 . 7 ,4 

;te X, IJ .óupol1gamo.ó que. 7 EL, En;tol'lc.e..ó pa'ta. c.ada tÍul1c.-i.Ol'la.( 

.t-i.J1e.a.t acotado F e.n L, e.X-i..ó;te. I'l do.6 bUI'lc.-i.ol'lale..ó .t-i.ne.ale.f.J po -

F + l' F ;ta.t. que. F 

PRUEBA 

Para ca da función no-negativa f en L definimos: 

entonces F+(f) > O Y F+(f) > F(f), 

también F+(cf ) = cF+(f ) para c > o. 

Sean f Y 9 funciones no negativas en L, 

si O < ~ < f Y O ~ ~ ~ 9 entonces: 

O < ~ + ~ ~ f + 9 y por tanto 

Tomando el sup r emo sobre todas la s funcion es ~ y ~ obtene-

mo s: 

Por otro lado, si O ~ ~ < f + g e ntonces O ~ W A f < f 
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y O ~ ~ - (~ A f) ~ g, 

luego F( ~) = F( ~ Af) + F(0 [~AfJ) 

< F+(f) + F+(g) , 

tomando el supremo sobre las funciones ~ se tiene 

F+(f +g) ~ F+(f) + F+(g), 

por consiguiente F+(f+g) = F+(f) + F+(g). 

Sea ahora f una funci ón arbitraria en L, y sean M y N cons­

tantes no ne gativas ta l que f + M Y f + N so n f un c iones no 

n e 9 a t i vas . Ent o n c e s 

F+(f+M+N) = F+(f+M) + F+(N) 

= F+(f + N) + F+(M ), 

lue go F+(f +M) F+(M) = F+( f +N) - F+(N) . 

Por tanto el valor de F+(f+M ) - F+(M ) es independiente de 

la escogencia de M, y definimos F+(f) como este valor. Tene 

mas ahora el funcional definido en todo L y claramente: 

F+(f+g ) = F+(f) + F+(g) Y 

F+( Cf ) = cF+ ( f) pa r a c ~ O. 

Como F +( - f) + F+(f ) = F+ (O) = O, se dedu ce que 

-F +(f) = F+ (- f) 

y así F+ es un func i onal line a l e n L. 

Dado que O ~ F+(f ) Y F(f) ~ F+(f) para f ~ O, 

ta nto F + como el fu ncional 1 ineal F _ = F +- f son funcio na l es 

lineales positivos~ y 
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Por 1 a d e s i 9 LJ a 1 dad tri a n 9 u 1 a r 1I FiI ' ~ 11 F + 11 + 1I F JI ' 
e s d e c i r 11 F 1I ~ F + ( 1) + F (1). 

Sea 1 a función cjJ E: L con O < 4 ~ 1 , -

entonces 1 2~ - 1 1 < - 1 Y 

~ F 11 > F(2q,-1) = 2F( cjJ) - F(l), -

tomando el sup remo sobre cjJ : 

Iln > 2F+(1) - F ( 1 ) 

~ FII > F+(l) + F_ ( 1 ) , 

de donde 11 FII = F+(l ) + F ( 1 ) • • 
4 .7 .5 TE RCER TEORE MA DE REPRESENTACION DE RI ESZ 

Sea X un e~pa~~o Hau~do~ 66 ~ompa~~o y C(X) ~ e~pa~~o de 

6un~~one~ ~on~~nua~ de valo~e~ ~eale~ en X. En~on~e~ a Qada 

6un~~onal l~n eal a~o~ado F en C(X) le ~o~fte~ponde una ún~~a 

med~da 6~n~~a ~on ~~gno de Ba~~e v en X ~al que 

F(6 ) = fó dV 

pa~a ~ada 6 en C (X ); ademá.~ 11 FiI = 1 V 1 (X J , 

PRUEBA 

Sea F = F+-F_ como en la proposición anterior. Ent onces por 
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el teore m ~ 4,6.4 ex isten med idas finitas de Ba i re ~l y ~2 

t~l es que 

Si hacemos v = ~l - ~2, entonces v es una medid a finita con 

si gn o de Ba i re y 

Ahora 

F(f) = F+(f) - F ( f ) = J f dUl - JfdU2 = f f dV. 

IF( f) 1 = If fd v l = IJ fd ~ l - ff d11 21 

= > 1 F ( f ) 1 ~ 1 J f d ~ 1 I + 1 f f d ~ 2 1 

~ . fl f l d ~ l + {I f l duz = Jl f l d i v l ., 

como If l ~ Il f ll se t i ene que 

I F ( f ) 1. ~ f 1I f ~ d 1 v I = 11 f 1I J d Ivl = 1I f/I . 1 v /.( X ) . 

A s í ~ F 1I ~ 1 v.l (X) . ( 1 ) , 

por otro lado 

si {A, B} es una desco mpos ic i6n de Hahn para v s e t i e ne 

v + ( X ) • = v ( X (1 A) = v CA) = u 1 ( A) - ~ 2 ( A ) 

v- (X ) = - V(Xr1B) = - v(B ) = - u dB ) + ~ z(B ) , 

Iv !(X) = 1.l1( A) - u2 (A) - 11 1(B) + 11 2(8), 

lu ego Ivl(X) ~ ~¡(A) + 112 ( B)? 

o bien Ivl (X ) ~ ~d x) + U2 ( X) 

~ F + ( 1) + F (1) = 11 F 1I ( 2 ) ~ 

De ( 1 ) y (2 ) ~ F II = Ivl (X) . 
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Para mostrar la unicidad de Vt not~mos que si VI y V2 son 

ambas medidas finitas cQn signQ de Bair e tal que 

entonces; = VI - V2 sería una medida finita con signo de 

Baire tal que 

+ 
Se a A = A - A 

j fd A = jfdVl - jfdV 2 = O 

para toda fE C(X ) . 

la descompos ició n de Jordan de A. 

Entonces integración con respecto a A+ reproduce el mismo 

funcional lineal positivo que el dado por A-, por el teore-

+ ma 4. 6. 4 debemos tener A -
= A . 

Entonces A = O Y Vl = V2 



A P E N DIe E. A 

l. DEFINIcrON DE FUNCIONES MONOTONA S 

DEFINICION Al.l 

Sea T una ~ole~~i6n de ¡n~e~valo~ . Ve~imc~ que T ~ub~e un 

~onjun~o E en el ~en~idc de Vi~ali, ~i pa4a ~ada E > O Y 

XE E exi~~e un in;te4valo l e T ;tal que x E I Y l( I ) < E. 

LEMA Al.2 (Vitali) 

Sea E un ~onjun~o de medida exte4io~ 6inita e Tuna colec-

En;ton~e~, dado E > O exi~;te una ~ole ~~i6n 6ini;t a de inte4va-

PRUEBA 

Probaremo c el lema en el caso de que cada int ervalo de T es 

cerrado, para verificar e l caso gen era l reempla zamos cada i~ 

t ervalo por su cerradura y observ amos que el conjunto de pu~ 

tos extremos de 1 1 "" ,IN tiene medida cero. 

Sea entonces fr un conjunto abierto de medida finita, con 

E c&. Como T es una cubierta de Vital; de E podemos asumir 

qu e cada 1 de 'Pestá contenido en fr . 
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Procedemos a es coger un a suceSlon (J n ) de int ervalos disjun­

tos de T inductiva mente: 

Sea 1 1 cualquier intervalo de T. 

y s u pon gamo sIl • 1 2 ••••• 1 n han s ido ya e s c o 9 ido s , 

observemos ahora el conjunto 

n 
A = {IE?!I Il l) 1. = cjl}. 

1 = 1 1 

Si A = 11 
cp en ton c e s {E c; ~)1 1 i } Y e 1 r e s u 1 t a d o s e s i 9 u e . 

De otro modo, sea 

ti n = Sup l(l) . 
l EA 

Podemos entonces escoge r I n+1 tal que 

l ( 1 n + 1) > } o n y 1 n + 1 (j .~) 1 i = cp • 
1=1 

Tenemos por tanto una sucesión (In) de intervalos disjuntos 

de 'P, y como 

u 1 n c (f J r e s u 1 t a q u e El (1) ::.. m ((Y) < ex>. 

Podemos luego encontrar un e nt ero N tal que 

Sea T = E - lN. 1 . 
n::''1 n 

Sea también x un punto cua lquiera de T, como 
N 
tJ I 
n:;l n 

es cerra-

N d o y x i U 1 n po de mo s e n con t r a r 1 E 'P con x E 1 Y c u y a 1 o n 9 i t u d 
n=l 

sea tan pequeña que : 



Si ahora 

N 
1 n lJl n = 

n=l 
(por ser !Pde Vitali), 

1 (') l. =:o cP pa ra i < n 
1 

tenemos que l( I) < bn < 2l( I n+1), 
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como Lim l(1 ) = O, 1 debe interceptar a l me nos uno de l os in n 

terva los 1 porque de otro modo l( 1) = O. 
n 

Se a n el mas pequeño entero tal que 1 n1 n t cjJ , 

es claro que n > N Y l(1) ~ ó n- 1 ~ 2l(1 n). 

Como XE 1 e 1 tiene un punto en común co n 1 , observamos que 
n 

Ix - in l ~ ~l(In) + l(I) con in : punto medio del intervalo In' 

se tiene luego: 

Resulta entonces que x pertenece al intervalo J n, con in e l 

punto medio de J n y además l(J n ) = 5l(I n). 

Hemo s mostrado que 

T c 
00 

\.J J , 
N+l n 

Luego 
00 00 

m*(T ) < -y l(J n) = 5 L l(I ) < E 
N+ N+l n 

Para introducir el estudio de las derivadas de una fu nció n f, 

definimo s primero cuatro canti dade s deno min adas las deri vadas 
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de f en x así: 

D+f(X) = L i n¡ f(x+h) f(x ) 

h-rO h 

D - f(x) L i m+ 
f(x} - f{x-h} 

= 
h+o h 

D+f(x) Lim f(x+h) - f(x) 
= h h+o+ 

D f ( x ) Lim f ( x ) - f(x-h ) 
= h 

h+o + 

Deducimos de lo ant erior que : 

D+f{x) > D+f(x) y 

D 
- f(x) D f ( x ) > - -

DEFINIerON A1.3 

Sea b una 6unc¡6n ~eal . V e c¡mo~ qu e b e~ d¡be~enc¡able en x 

éJ¡ V+6(x) = V+ó(x ) = V- b(X) = V_6(x) I ± 00 y denot.a.moéJ ó'(x ) 

el. valo~ común de la.6 de~¡vada~ en x . 

TEOREMA A1.4 

Sea b una 6unc¡6n ~eal. c~ec¡ente en el ¡nte~valo [a ,bJ. Enton 

ce.6 6 eéJ d¡be~enc¡able ca.6¡ po~ doqu¡e~. La de~¡vada 6' e.6 me 

d¡ble, Ij b 

J6'(XJdx < 6(b) - 6(a ) . 
a 
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PRUE BA 

A mostrar que los conjuntos donde cualquier par de derivadas 

son diferentes tienen med ida cero. 

Consideremos el conjunto E donde 

(Los conjuntos que surgen a parti r de las de 
más combinac i ones de las derivadas s lguen 
un trata miento simila r al expue st o aquí ). 

E e s la uni ó n de los conju nt os: 

.l.-

E = {x: O' f (x) > u > v > D- f(x), u y v r ac ional es } u , v 

Sea s = ~*( E u v), seleccionemos E > O Y & un conj unto abierto, , 
con E c & ta l q u e m (cr) U,v < s + E . 

Para cada x EE existe un intervalo arbitrariamente pequeño u , v 

[ x-h,x] ccY tal que 

f(x) - f(x - h) < vh 

Por el lema A1.2 podemos escoger una colección finita 

{ I1, . .. ,I N} de los intervalos dados, cuyos interiores cubren 

un subconjunto A de E de medid a exterior mayor que S-E. u, V 

N o 
Efectivamente, si B = u In' entonce s 

n=1 

E = (E n B) u (E n BC
) U,v U,v U,v 

m*(E ) = m*(E (1 B) + m*( E ,r¡ BC
) U,v U,v U, v 

m*( Eu vn B) > S- E . , 

Sum a ndo a hor a s obre l os int er valos, 
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N N 
L [f(X n) - f(xn-h n )] < v'L hn n=l n=l 

< v, m (O") (p o r q u e 1 c cr par a 
n 

cada n ) 

< v( s+E) . 

Ahora, cada punto y E A es tal qu e existe un interval o arbit ra -

riamente pequeño 

[y,y+k) cI n para algún n, y 

f (y+k) - f (y) > uk 

Usando de nuevo el lema Al.2 escojemos una colección finita 

{ J I' J 2 ' . . . , JM } de tales intervalos tal que su uni ón con-

tiene un subconjunto de A de medida exterior mayor que s - 2c . 

Su ma ndo también sobre estos interva l os: 

M 
I [f(y.+k. ) - f(y ,.)] 

i = 1 1 1 

M 
> u I k. 

. 1 ' , = 
> u (s-2E). 

Hemos advertido que ca da J . está contenido en algún in te rvalo , 
In' s i sumamos sobre aquellos 'i para los cuales Ji c I n , obtene 

mos 

puesto que f es creciente. 

Por tanto: 
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v(s+E) > u(s-2€:} 

Como 10 anterior se satisface para cada s positivo, 

tenemos 

ys ~ us, 

pero u > v , nece sariament e s = O 

y concluimos que m(E) = 0 , 

esto muestra que 

g( x ) = L;m f ( x+h ) - f(x ) 
h+O h 

está definida casi por doquier y que f es diferenc i able don 

de 9 es fini t a. 

Defi nam os a continuación: 

y hacemos f(x) = f(b) para x > b , 

e nt onces gn ( x ) + g ( x ) para casi todo x, 

por tanto 9 es me di ble ( g es me di bl e po r se r f medible a 
n 

r aiz de que es monótona creci ent e ) , 

ad emá s 9 > O, n -

Dadas estas condici ones, por e l l em a de Fatou: 
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b b b 

f g < L; m f gn = Li m nJ [f(X+}) - f(x)Jdx 
a a a 

b+l 
n b 

n[ r f 
( 

Li m I f-' 
) 

a+ l a 
n 

b+ l a+ 1 
n n 

= L i m [ n f f n J f 

b a 

. 1 aT-
n 

= Lim [f( b ) - n f f ] (porque f(x)=f(b), 
a pa ra x > b) 

< f(b ) - f(a ) (porqu e f ( a ) < f ( x ) • 

pa ra x .:. a ) 

luego. 9 es integrable y por consiguiente finita ca s i por 

doquier, 

concluimos que f es diferenciable casi por doquier 

y g = fl casi por doquier. ! 

2 . FUNCION ES DE VARIACION ACOTADA 

A manera de introducción para precisar el concept o de fun-

ció n de va ri aci ón ac otada i nt rodu cimos los si guientes valo -

res asociados a una función. 

Sea f una func i ón real definida en [ a,bJ , y 



a = Xo < Xl < .•• < x k = b una part~ción de [il,b] , 

k 
definimos: p = I [ f (x .) - f (X

1
· _ 1 ):+ 

. 1 1 1= 

k 
t = n+p = I If(x. ) - f(x,'_l) 1 

. 1 ' 1 = 

donde usa mos 

r+ = Jr , si 

lo, si 

r > ° 
r < ° 

r = {O, si r > ° 
-r, s i r < ° 

a partir de lo anterior: 

k 

y 

f(b) - f(a ) = ¿ [ f(x, ) - f(x,'_l)] = p-n, 
i = 1 ' 

sean: 

P = Sup p 
lfEP[a, b 

N = Sup n 
TIEP[a,b 

T = Su P t 
TIE p[ a, b 

donde P[ a,bJ = {TI/TI es una partición de [a,bJ}. 
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Llamamos a P, N Y T las variaciones positiva, negati va y to 
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tal de f sobre [a ,bJ ~ a menudo se d~nota Tb para especificar 
a 

el intervalo. 

Clarament e P < T < P + N 

DEFINIcrON A2.1 

Sea 6 una 6unci6n 4cal de6inida en el inte4valo [a,b] , deci-

mo~ que { e~ de va4iaci6n acotada ~ob4e [a,b ~i ~u va4ia-

< oc, 

LEMA A2 . 2 

PRUEBA 

Para TI €p([ a ,b]) 

p = n + f( b) f ( a ) , 

p < N + f(b) - f(a) 

de donde, tomando el supremo sobre todas las posible s subdi -

visiones de [a,b], obtenemos 

P < N + f(b) - f (a) 

como N < T < 00 , entonces 

P - N < f(b) - f(a), 

por un procedimiento an á logo~ obtenemos~ 
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N - P < f(a) - f(b~ 

y por tanto 

P - N = f(b) - f(a ), 

tenemos por otro lado Que: 

T > P + n = p + P - (f(b) - f(a)) 

= 2p + N - P 

y resulta que: 

T > 2P + N - P = P + N, 

como además 

T<P+N, 

verificamos que 

T = P + N • 

TEOREMA A2.3 

Una 6un~i6n 6 e~ de va4ia~i6n a~otada en [a,bJ hi y h6lo ~i 

6 e~ la di6e~en~ia de dOh 6un~ione~ ~eale~ mon6tonah en 

[a,bJ. 

PRUEBA 

=> ) S e a f d e v a r i a ció n a e o t a d a e n [a, bJ, y s e a n 

g(x) = P ~ y h(x) = NX 

a 
luego g y h son funciones crecientes, y además de valo-

r e s reales pues: 

O < pX < TX 
< r b 

a - a - a < 00 y 

sabemos tamb i é n: 

f(x) = g(x) - h( x) + f(a ) (por lema A2 . 2), 
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como h - f(a ) es una función mpnótona: 

f = 9 - (h - f(a) 

tenemos f expresada como la diferencia de do s funciones 

mo nótona s. 

<= ) Si f = 9 - h en [a ,b] con 9 y h crecientes (cu alquier 

otra combinación de funciones mo nótonas sirve igualme n-

te a nuestros propósitos). 

Para cualquier subd i visión de [ a,bJ, tenemos : 

l:l f(xi) - f(x i _1 ) j < l:[ g(xi)-g(x i _1 )] + l:[h(x i) - h(x i _1 )] 

= g(b) - g(a) + h(b) - h(a) 

entonces: 

T~ ~ g(b ) + h(b ) - g(a) - h(a ), 

f es de variación acotada en [a,b] • 

COROLARIO A2.4 

Si b eh de va~iaQi6n aQo~ada en [a,bJ, en~onQe~ 

6' (x) exih ~e pa~a Qahi ~odo XE [a,b] . 

PRUEBA 

Por teorema A2. 3 f se puede expresar como la diferencia de 

dos funciones creciente s 9 y h. 

Por teorema Al.4 9 Y h son diferenciables casi por doquier y 

po r lo tanto lo es f . • 
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3. DIFERENCIACION DE UN INTEGRAL 

Nos propon ah nr a mostrar que la derivada de la integral 

indefinida de u ' unción integrable es igual al integr ando 

casi por doquier. A ta l efecto, establecemos los siguientes 

1 ema s: 

LEMA A3.-

Si 6 e~ in~eg~~ble ~ob~e [a,b], en~On Qe 6 la 6unei6n F de6in~ 

da po~ F(x ) = J 6( ~ )dt 
a. 

e~ una 6u I ei6n eont¿nua de va~¡ae¡6n aeo~ada en [a,b] . 

PRUEBA 

En primer lugar, observe mos la continuidad, 

sea E > O, existe Ó > O ta 1 que para yE [ a,b] 
X 

Ó - > j f+ Ix - y l < 
E Jr < ~ ( Prop. 4.13(1)) < "2 A 2 

Y 

x 

=>Jlfl < E 

Yx 
( 

=> I J f I < E 

Y 

Y 

=> I F ( x) - F ( y) I < E 

de donde F es continua; 

s e a a ha r a a = x o < Xl < 

una partición de [a bJ, entonces 

= b 
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luego: T~(F) ~ fl f(t) l dt < 00 

a 

F es de variac ión acotada 

LEMA A3.2 

Xi 

f f(t)dt l < 

X. 1 1 -

x . 
k 1 

i~l f I f( t) ldt 

x · 1 1 -

(por ser f i ntegra bl e) , 

x 
S-i. 6 e;., -i.nt eg lLable ;.,oblLe [a, bJ Ij 

x E [a,bJ en..tO I1c.e.6 61 t ) = O c.a;., -i. 

f 6lt)dt = O paILa todo 

a pOIL doqu-i. elL en [a , bJ. 

PRUEBA 
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Supongamos f(x) > O en un conjunto E de medida positiva, 

existe entonces un conjunto cerrado F cE con m(F ) > O (Prop. 

3.15(1)). 

Sea 6' = (a,b ) 
b 

Ó bien f f 1- O 
a 

- F, entonces 
b 

ó bien O = Jf 
a 

y observemos ademá s que 

jf 1- O (porque m(F) > O), 

F 

pero ~ lo podemos expre sar como la unión de una col ección 

con table de intervalo s abiertos disjuntos {(a n,b n )} . luego 
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( pro p. 4 l 11 ( 1 ) ) ~ 

par a algún n~ tenemos b n 

Jf # O 
a a n bn n 

y por tanto jf f O o jf J O , T 

a a 

en cualquier ca so ob se rvamos que si f(x) > O en un conjunto 

de medid a po sit i va . ento nce s pa ra algún XE [a , b]. 

simii a r co nc l usión ob t end rí amos al cons i de r ar f ( x ) < O en un 

co njunto de medida posit t va; y el lema está probado 

LE MA A3.3 

S~ 6 e~ una 6un Q~6n m ed~ble y aQo~ada en [a,b] y 
x 

PR UEBA 

F ( x 1 = J 6 ( ~ ) d~ + F { a } 

a 

6( x ) p~a Qa~~ ~odo XE [a,b 

Como f es acotada se s igu e que f es integrable y por lema 

A3. 1 F es de variación acot ada ( y contin ua ) , Asi mi smo por 

co lorario A2.4 F' (x) existe para casi todo XE [a,bJ. 



Sea I f l < K, luego haciendo 

t en emos x+ l 
n 

I 
= n J f(t)dt 

x 

Si hac emos F(x ) = F( b ) para x > b , entonces 

fn(X ) -+ F'(x) casi por doquier, 

ahora por el teorema de convergencia acotada 

c e e 

f F'(X)dX Lim f fn(X)dX = Limn f (F(x + l) n 
a a a 

1 c+- a+l 
n n 

= Lim n" f F(x)dx n J F(x)dx] , 

c a 

observemos por otro lado que si 

t 

g(t) = f F(x)dX entonces sabemos que 
a 

gl(t) = F(t) por ser F continua, 

es decir F(t ) = Lim 
1 c+-
n 

n[ g( t + 1:.. ) - g(t)], 
1 n 

c+-
n c 

- F(x))dx 

en t onces n J F(x)dx 
c 

= n f F(x) dx - f F(x) dX 
a ~ 

1 
= n g ( c +-) 

n 9 ( c )] 
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de donde: c+ l 
n 

Lim n f F(x)dx = F(c) = g'(c). 
c 
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Retom ndo ahora el resultado que obtuvimos a partir del teo-

rema de convergencia acotada, tenemos: 

por con s iguiente: 

c 

c 

= F(c) - F(a ) = f f(x)dx 
) 

a 

J ( F ' (x) - f ( x ) ) dx = O par a t o d o C E [ a, bJ , y 

a F ,. ( x) = f ( x) e a s i por do q u í e r 

en [ a,b] (por lema A3.2 ) 4 

TEORn1A A3. 4 

Sea n una nunQ~6n ~n~eg~abl e en [a,bJ y ~upongamo~ qu e 
x 

F(x) = fn( ~)dt + F(a), 
a 

e~onQe~ F' (x) 6( x ) pa~a Qa~¡ ~odo x en [a,b J . 

PRUEBA 

Asumamos sin pérdida de general idad que f ~ O ( e n cualquier 

caso trabajamos con f+ y f Y luego combinamos los resulta-

do s ) . 

Sea f n tal que: 



{

f(X)' si 

n, si 

f( x} < 11 

f(x) > n 

deducim os que f - f ~ O, Y por tanto n 

G (x) = 
n 

x 

í ( f 
) 

a 

- f ) n 

es una función creciente en x, 

( 1 ) 
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por el teorema A1.4 podemos asegurar qu e Gn tiene una deriva 

da casi por doquier, y esta derivada es no-negativa. 

Com o f n es medible y acotada, 

x 
d f f n = dX casi por doquier (por l ema A3.3 ) . 

a 

De (1) tenemos: 

x 
F I ( X ) = ~G + d f f n dx n ax 

a 

F I (x) > fn (x) cas i por doquier. -

Como n es arbitrar io, 

F ' (x) > f(x) casi por do qui er (porque 

Po r con si guient e: 
b 

J F'(X)dX > 

a 

b 

f f(x)dx = 
) 

a 

F(b) - F(a ) . 



También, como f > O F es creciente y por el teor ema A1. 4 

b 

f F' (x)dx :5.. F(b) - F(a) 
a 

Conjugando los resultados anteriores: 

y luego, 

b 

f F' (x)dx = F(b) - F(a) 
a 

b 

J (F'(X) - f ( x) ) dx = O, 

a 

como F ' (x) - f ( x) > O, se deduce que 

F I (x) f (x) = O casi por doquier, 

b 

= j f(X)dX 

a 

y por tanto F ' (x) = f (x) cas i por doqu i e r 

4. CONTINUIDAD ABSOLUTA 
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Introducimos a con t inuación el concepto de función absoluta-

mente continua. 

DEFINIeroN A4. 1 

U~a nu~~~6~ ~eal 6 den~~~da e~ el ~~~e~vaLo a,b] ~e d~~e 

que e~ ab~olu~ame~~e ~o~t~~ua en [a ,bJ ~~, dado € > O, ex~~ -

te un e > o tal que 
y¡ 
L I iÍ(x';) - iÍ(x.) I < € 

. 7 "- .{. 
.{.= 

pa~a ~ada ~ole~c~6y¡ 6~~~~a {(x. ,x~) } de ~~~e~valo~ ~o t~a~la 
.{. .{. 



172 

pado.6 c.on 
11 

I Ix '. - x. I < 6 
.<.. = 1.{. .(. 

Observamos que una función absolutamente continua es conti-

nua como producto de la def inición anterior. 

Precisamos ahora las vinculac ion e s que existen entre la pro-

piedad de absolutamente cont in ua y los conceptos que hemos 

analizado anteriormente. 

LEMA A4 .2 

s.<.. 6 e..6 ab.6olu.t.ame.nt. e. c.ont.-f.nu.a e.n [a,b], e.nt.onc. e..6 e..6 d e. va­

~.<..ac.'<"6n ac.ot.ada e.n [ a,bJ ' 

PRUEBA 

Dado E = 1, existe o > O t.q. 

n n 
I I f(x '. ) - f(x,·) 1 < 1 

. 1 1 
siempre que I IXI. - x. ¡ < o 

. 1 1 1 1 = ,= 

Sea también a = Xo < Xl < X 2 < ... < x = b 
n 

una subdivisión 

TI del intervalo [ a,bJ . 

Pod emos dividir TI (añadiendo punto s si es necesario) en K 

conjuntos (coleccio nes) de intervalos, cada una de la s cua-

l es tiene l ongitu d t otal me nor que 0, donde K es el mayor e n 
(b - a) 

tero meno r. qu e 1 + C ' 



entonces, como 

k 
r 

k 
r 

I Ix. - x"_l l < 6 • . 1 1 1 = 

se tiene que L I f(x.) - f(x . 1) 1 < 1 con r = 1 2 •... ,K 
. 1 1 , -
1 = 

luego: 

n K kr 
t = .Llf(x i ) - f(x i _1 ) 1 < 

'=1 
L I If(x.) - f(x ,'=l)1 

1 . 1 1 r= 1 = 
K 

< I 1 = V-
r=l 

es el aro entonces que T 2.. K, 

de donde f es de variación acotada. 
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A partir de l lema anterio r y del colorario A2.4 establecemos 

el s igui ente: 

COROLARIO A4.3 

da Qa~i po~ doquie~ . 

LEMA A4 .4 

Si 6 e~ ab~olu~amen~e Qon~inua en [a,b] y 6' (x) 

doquie~, en~anQe~ 6 e~ Qon~~an~e. 

PRUEBA 

Sea e E [ a,b] y el conjunto E e (a,e) de medida e - a en donde 
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fl (x) = O, sean ta mb ién E y n num e r os positivos arbitrarios . 

Par a cad~ XE E exi s te un inter valo arbitrariame nte p eque~o 

[x , x+ h] c [ a, c] de maner a qu e 

I f(x+h ) - f( x ) j < nh 

Tenemos entonces una cubierta de E en el s en ti do de Vitali. 

por el lema A1.2 podemos encontrar una colección finita 

{[xk'Yk]} de intervalos no traslapados que cubren a E excep ­

t o para un conjunto de medida menor que 6, donde 6 es el nú -

mero ' positivo correspond l ente a E en la definición de absolu 

ta me nte continu a . 

Si orde namos l os x k ta l que X: k < x k=1 ' t ene mo s 

y o = a < X l < Y¡ < X 2 < ... < y < c = - n -

y 

Ahora bi en, 

n n 
¿ If (Yk) - f(x k ) I < n l (Yk - xk ) 

k=l k=l 
< n(c - a} 

de bi do a la manera en qlLe los int e r va l os { xk'Yk] } 

f ueron construidos; 
n 

además 2 I f ( xk+1) - f (Yk )1 < E 
k=O 

por ser f abs olutament e con tinu a ; 



175 

lue go: 

< E + n(c - a) 

Como E Y n son números positivos arbitrarios, se concluye 

que 

If(c) - f(a) 1 = O y 

f(c) = f(a) para todo CE [a,bJ, 

f es constante. 

TEOREMA A4.5 

=> ) Sea F una integral indefinida, x 
F(x) = f f(t )dt 

a 

Sea E > O Y { (x"x~) } una colección finita de interva -
1 1 

los no traslapa do s con 
n 
I I x·, - x·1 < <5 
'1 1 1 1 = 

donde <5 es el valor correspondiente a l E dado en la prQ. 

posición 4.13(1). 



Tenemos : 

X l. 

n 1 

< iI~ Jl f(t) /dt 
x. 

1 
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< J If(t )dt < E (prop . 
n 

i ~1 (x i ,x i ) 4 . 1 3 ( 1 ) ) 

de donde F es absolutamente continua. 

<=) Supo ngamo s ahora que F es absolutamente continua. 

Luego, F es de variaci ón acotada (lema A4.2). y podemos 

expresar 

donde Fl Y F2 so n funciones crecientes (teorema A2.3), 

ademá s F'(x } existe casi por doquier por ser de var;a-

c;ón acotada. 

Resulta lu ego que: 

IFI(x) / ~ F~(x) + F ~(x) 

entonces como Fl y F2 son crecientes: 

jI F '(x) ldX ~ F (b) + F2 (b ) - F¡{a} - F2 ( a) (por teorema 

/1.1.4 ) 

de d u c i mo s en ton c e s q u e F I (x) e sin te g r a b 1 e . 

Sea ahor 



x 
G(x) = J F 1 (t)dt 

a 
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G es entonce s absolut amente cont i nu a y yemas que t ambién lo 

es la función 

f = F - G (la diferencia de funciones absolutament e conti-

nuas conserva esta propiedad) 

Además por ser F int egr a ble 

G1 (x) = F 1 ( x ) casi por doquier (teorema Jl.3.4 ) 

entonce s 

f' (x) = F1 (x) - G1 (x) = O casi por doquier, 

en base al lema A4.4 afirmamos que f es constante. 

Por tanto, como 

entonces 

F(x) 

F(x) = G(x) + f(x) 

x 

= JF ' (t)dt + F(a ) 
a 

.: F es un integral indefinida 

Como consecuencia lógica su rg e el sig uiente 

COROLA RIO A4.6 

da de ~u de~ivada. 


