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PRO L o G o 

El conocimiento se c onsidera un problema cuando ocurren los pr~ 

cesos mentales en que e l anál isis separe y aisle lo que viene 

dado como un hecho, en este sentido, nace la idea de r ealizar 

el presente trabajo de investigación Bibliográfica, que obede­

ce, a una iniciativa, de crear nuevas condiciones propicias, -

para correlacionar el pensamiento matemático con el pensamien­

to físico brindando así una fuete de conocimientos, recopila-­

J os de diferente naturaleza, para que de alguna ma nera, apor"t e , 

en una pequeña parte, i deas contribuyendo así al proceso de 

cambio de la realidad, y el medio en el cual no s e ncontramos . 

Una descripción global del contenido de l trabajo, s e presenta 

de la siguien te manera: 

En primer lugar, se proporciona una información básica sobre -

la teoría de la Variable Compleja; dicha teroía está enmarca­

da en SEIS CAPITULOS. En los capítulos 1 y 11 se presenta l a 

Estructura de los Números Complejos, su Ge ometría y algunas 

propiedades, como también en el capítulo 11, las funciones el~ 

mentales con sus propiedades. Además es tos conocimientos servi 

rán en la solución de a lgunos problemas en los res tantes capí­

tulos. 

Aún sin embargo, para de jar garantía, se presenta n los r e stan­

tes capítulos 111, IV, V, VIi Integración de Funciones Comple­

jas, Series, Re s iduos , Evaluac ión de Integrales Real e s y la 

presentación de la iffiportante y poderG~a Transformación Con 



forme. 

En segundo lugar, se prese nta la parte d e aplicaciones de la -

va r iable compleja; en primera instanc ia , se hace un tratamie n­

to de la transformación conforme a la Mecánica de Fluidos , 

aquí se hace uso de la teoría matemática expuesta e n los capí­

tulos anteriores, con investigación en tex tos de MecanJca de 

Fluidos y la solución de algunos problemas en Flujo de Fluidos 

con uso de la tra ns formación conforme. 

En segunda instancia , y por último se presenta también las 

aplicaciones de la transformación conforme en algunos elemen-­

tos de teoría Ele ctromagnética donde se formula el Potencial -

Electrostático y la solución de algunos problemas. 

El proceso de formación del p resente traba jo, está basado e n -

la bibliografía que se men c iona al f inal, no dejando así de 

mencionar que en la parte de matemática, me fué muy útil y de 

gran poder matemático, e l libro INTRODUCTORY COMPLEX ANALYSIS, 

de Richard A Silve rman. 

Asi también deseo manifestar mis profundos agradecimientos; al 

Ingeniero Carlos Mauri c io Canjura y al Lice nciado Francisco 

Melgar, por haber estado conmigo e n ésta jornada l aboriosa, 

dándome su tan valiosa asesor ía; quiero al mismo ti e mpo expre ­

sar mi sence ro y franco agradecimiento a la Señora Miriam de -

Yánez por la pacie ncia y amab i lidad de mecanografiarme el pre ­

sente documento. También deseo manifestar con mucho amor, pro -



fundos agradecimientos a mi Señora Isaura Orbe lina Vásquez, 

por ha berme proporcionado sus finas atenciones en la s noches 

de trabajo para pode r continuar hasta terminar el presente do­

cumen t o. 
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CAPITULO 1 

LOS NLMEROS COMP LEJOS 

En el contexto del presente capítulo, se dará por conocidas l as 

propiedades de lo s números reales, por lo que sigue s e enfocará 

la estructura básica de los números complej os. 

1.0 ESTRUCTURA DEL SISTEMA DE LO S NÚMERO S COMPLEJOS 

1.1 Operac iones en ~ 

DEFINIeI ON 1.1.1 

Sea ~ = { ( X , Y ) /X EJR, Y E JR} un conjunto si (x , y ) E CI:, ( x ' , y ') E CI:, 

e ntonces en CI: se definen las ope raciones . 

+ ~ CI: x --> cr 

(( x , y ) , ( x ' ,y' » '\/ V\r-r (x , y ) + ( x ' , y , ) ( x+x ' , y +y ' ) 

.. cr x - -> CI: 

(( x , y ),( x',y' » 'vv\,-+ (x , y ).( x' , y ') = (x.x' - yy ', xy ' + yx '). 

Se def ine además l a igualdad : (x , y ) = (x' , y ') <= > x = x ' i y = y ' 

1.2 El cuerpo de l os números compl~jos 

Recordemos que un cue rpo k es una estructura a l gebra ica 

(k,+,.) 

que satisface: 

el) ( Z l + Z2) E k 

1 
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C2) z 1 + Z2 = Z2 + Z1 

C3) ( Z 1 + Z 2 ) + Z 3 = Z 1 + ( Z 2 + Z 3 ) 

C4 ) Existe un eleme nto e n K tal que Z1 + O = Z 1 ; (V Z1 E K) 

eS) Existe un e l emento -z 1 E K tal que Z 1 + (-z ¡) = O 

C6) z 1 • Z 2 E K 

C9) Existe un elemento 1 e K tal q u e Z 1 • 1 = 1 . Z 1 = Z ¡ , (V Z 1 E K) 

C10) VZ¡ =1 O, 3 Z 2 E K tal q ue Z ¡ • Z 2 = 1 = A Z 2 s e l e denota por Z~l 

Se verifica que (IT,+,.) posee la estructura de cuerpo. 

El neutro aditivo r esulta s e r el complejo (0,0) i e l opues t o d e l -

complejo Z = (x,y), es -Z = (-x ,-y ); el e lemento neutro del pro--

ducto es e l elemento (1,0) y el inverso de (x,y) es : 

- y ) 
x 2+y2 

Los complejos de la forma (x ,O) s e comportan como núme ros r ea l es : 

( x, O) + (y, O) = (x+y, O) 

(x , O) (y, O) = (xy , O) 

Además se tie n e que (x , O) (1 , 0 ) = (x,O ) y podemos identificar -

los complejos lx,O) simplemente con el número real x . Asi, denote 

mos 

( x ,O) por x 

Además los comple jos de la forma (O,y) p ueden ser escritos en l a 

forma: 
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(O, y ) = (y,O) . (0 , 1) 

Al complejo (0,1) s e l e denomina unidad imaginaria. Se deduce e n 

tonces, por la ide n t i f icac ión ante rior que 

(O, y ) = (y,O) (0,1) = Y . (0,1) 

la unidad imaginaria (0,1) se denota por i, es decir i = (0,1) Y 

tiene la propiedad bá s i ca s iguiente : 

i (0,1) (0,1) = (-1,0) = -l 

Así , i es un núme ro comple j o cuyo cuadrado es -l. 

Con todo lo anterior , r esulta que 

(x , y ) = (x ,O) + (O,y) 

(x , y ) = x + iy 

1.3 Representación Geométrica de un núme ro complejo 

Representación Cartesiana 

Sea (x I , y') un núme ro comple j o, se asocia el número Z E: a: con un 

punto en el plano x - y comp l e jo, cuyas coordenadas s e an rectang~ 

lares, es decir, a cada comple jo Z corresponde uno y solo un pu~ 

to del plano carte s iano. En este c a so d iré mos que e l número c om­

plejo Z tiene una r e pre s e nta ción cartesiana. 

Geométricamente podemos imag ina r e l número Z = X l + iy' c omo un 

segmento de recta di r igido a partir del orígen (0,0) hasta e l 

punto (x', y' ) 

En el plano comple jo; d iré mo s que e n el ej e " x " solo pueden r e -­

presentarse número s reales y l o llamaré mos e j e real. (F i gu ra 1). 
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En el eje "y" solo puede n r e presentarse números irr.aginarios y -

lo llamarémos eje irr.aginario. 

En referencia al núme ro 2 = ( x ' ,y') 

a x ' le llamarémo s parte real d e Z y lo 

denotaremos 

R (2) = x ' 
e 

;x ' (eie. reaf) :x:. 

a y ' le llamarémos parte imaginaria de Z y 
FIGURA 1 

lo denotarémos Im(Z) = y ' 

A los puntos 2 de la forma Z = (x:O) ubicados sobre el eje "x " 

se le llaman números rea les puros y a los p untos de la forma 

(O, y') ubicados sobre ele e je "y " se le llaman núme ros imagina-

rios puros. 

1.4 Conjugado de un número comple jo y valor absoluto de un núrne 

ro comple jo. 

DEFINICION 1.4.1 

Se a Z = (x , y) un núme r o comple jo, se d e fine e l conjugado de Z -

corno e l número complejo ~ = (x ,-y) donde x ,y con núme ros r ea l e s. 

Geométricamente, Z puede interpretarse corno el complejo simétri 

co a Z. Respecto al eje r eal. 

DEFINICION 1. 4 .2 

Sea Z E ~ se define corno v a lor absoluto del número complejo Z, -

al núme ro r ea l d e la forma IZ I = IX2 +y 2. 

El valor absoluto de Z representa la longitud del v e ctor dirig~ 

do , en este caso d e l origen hacia e l número Z = (x, y). 



PROPIEDADES DE Z: 

DEFINIeION 1.4.3 

Sea T la aplicación d e a: en a:; T • a: --> a: 

Z '\/\/\r + T Z = Z 

T posee las propiedade s siguientes : 

- -
el) Z1 ± Z2 = Z1 - Z2 , Z1 , Z2 Ea:. 

e3) (~ ~ ) = 

e4) Z. Z = I Z I 2 

es) Re (Z) Z + Z = - 2- 1m (Z) 

2.0 [ COMO ESPACIO METRICO 

2.1 a: es un espacio normado 

DEFINleION 2.1.1 

Z - Z 
2l 

Sea E un espacio vector ial sobre un cuerpo K, se dice que E es 

5 

normado si puede definirse la aplicación 1I I1 ~JE --> JR tal que 

N1) Ilvll > O. N3) Il a vll= l a lllvll 

N2 ) Ilvll = O si y solo si v = (0,0) N4) Ilvl+V 2 11 ~ Ilv111+llv 2 11 

DEFINIeION 2.1.2 

Sea Z a:: a:, Z = (x,y ) la aplicación II II a: --> JR 

Z 'VV\¡-+ II z 1I = /X 2+y 2 

define el módulo del número complejo Z y l e llamare mos, valor -

(1.4) 
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absoluto d e l compl e j o Z. 

Es de notar q u e e n el caso deJE = a: en las propiedades (Nl), ... , 

N4 Y tomando 

(1. 5) 

En este c as o diremos que o: e s un espac io v e ctorial normado . 

2.2 a: es un e spacio métr ico - propiedades 

DEFINIeION 2.2.1 

Sea]E un espacio vectorial norma¿o , sea d: JE xJE ---> R. Tal que 

d: JExJE ---> R: (Z] ,Z 2 ) 'VV\d - IIZ1-z211. Se d ice queJE es un e spa 

cio métrico si cumple. 

Ml) d(Z1,Z 2 ) > O 

M2) d (Z 1 , Z 2 ) O <=> Z 1 = Z 2 

M3) d(Z1,Z 2 ) = d ( Z2 ,Zd 

M4) d ( Z 1 , Z 2 ) = d ( Z J , Z) + d ( Z , Z 2 ) . 

El par (O:,d) constituido por el conjunto o: y l a métr ica defini­

da en (1.5) po s ee la es tructura d e espacio métrico. 

Propiedades adicionales 

MS) d ( ex Z 1 , ex Z 2 ) = 1 ex 1 d ( Z 1 , Z 2 ) 

M6) d(Z1+Z0,Z 2+Z 0) = d(Z1,Z 2) 

3.0 FORMA POLAR DE UN NÚMERO COMPLEJO 

DEFINIeION 3.0.1 

(1. 6) 

Sea Z = (x, y ) E O:. Llamaremo s a rgume nto del comple j o Z ~ O al á~ 

gula que forma e l v ec t o r Z, con e l ej e r eal, y se d e fine medi an 
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te 

8 = Arctan (y/xl, 8 = Arg (Z} (1. 7) 

3 .01 La for ma pola r de un número comp l e jo 

Sea Z = (x,y) s ~. z t (0,0 ) , podemos pensar en una r e presenta-

ción de este número, por med io de coordenadas polare s. (1 IZII, 8 ); 

en efecto, de la figur a 2 se obtiene: 

Cos ( 8 ) x => x 11 z 1I Cos (8 ) = lGlT = 

Sen ( 8 ) = - y - = > y = IIZllSen ( 8 ) 
11 Z 11 

I 

: u cij <;;"'1(9) 

el número 

Z = x + i y queda expresado FrGUr]! 2 

z = 11 Z 11 Cos ( 8 ) + i 11 Z 11 Sen ( 8 ) 

Z = IIZII [Cos ( 8 ) + i Se n ( 8 ) ] 

Luego el complejo Z = x + i y en coorde nadas rectangulares, que -

da expresado en coordenadas polares y toma la forma: 

Z = 11 Z 11 [Cos ( 8 ) + i Sen ( 8 ) J, y p uede denotar se mediante 

Z = Ilzllcis ( 8 ), donde 8 Arctan ( y / x ) 
( 1. 8) 

Cis ( 8 ) Cos ( 8 ) + i Sen ( 8 ) 

la relación (1.8) tambie n puede expresarse med i a nte 

z = 11 Z 11 C i s ( 8 + 2 Ir k ) k E ~ (1. 9) 

con el valor principal para 8 E (- rr ,rr] 

Propiedades de Cis ( 8 ) 

Si Z = C is ( 8 ), Zl = Cis ( 8 d, entonces 



8 

Cll Z1 • Z 2 = Cis ( el + 82) 
_ _ _ 1 

C2) LCis (8 ) J = Cis (- 8) Cis 8 :f- (O , O) 
(1. 10) 

C3) Cis (8 d Ci s (8 1 e 2 ) = -Ci s ( e 2 ) 

3 . 02 Inte r p r e t ación geomé t rica de l as prop ieda~es Cl - C3 

Consideremos los comple j os: Z1 = IIZIll Ci s ( el ), Z2 = II z 2 11Cis (8 2) 

Interpretemos el producto definido por Z1. 2 2 = 11 Z1 11 .11 Z211 Cis (81 +82 ) 

de la figura 3. 

Sean e 1 = Arg (Z 1) , e 2 = Arg (Z 2 ) 

Zl.Z 2 = Ilz l ll· ll z 21l cis ( 8 1+ e2 ) 

Il z 111·ll z2 11 = Il z1, z 211 

Arg (Z 1 • Z 2 ) = e 1 + e 2 

Arg (Z 1 • Z 2 ) = Arg (Z 1) + Arg ( Z 2 ) FI GURA 3 

Es de c ir el produc t o d e dos úmeros comp l e jos e s t á r epre s entado 

por un ve ctor de módulo i gual al producto de los módulo s de l os 

factores; y s u argumento es l a s uma de l o s argumentos . 

En pa r t icular : 

Se puede hacer girar un vector c on á ngulo e s in más que multi - -

plicar dicho vector por Ci s (e ) . 

La multiplicación po r i l o ha ce gir a r e = ir /2 ( El ) 

La multiplicaci6n por - 1 , l o ha ce girar 8 = TI (E2 ) 

La mul t ipl i c a ción - i , lo hac e gira r e 311 (E3 ) por = ""Y 

Es decir (El) p uede escri birse Zi = 11 Z 11 Cis ( e+TI/2 ) 

(E2) como - Z = 11 Z 11 Cis (8+11 ) 



E3) como -iZ = jjZjjCi s (8+3nj2 ) • 

ILUSTRACION 3.01 

Sean Zl = 1 + i, Z2 = v~ - i si llevamos éstos complej os sobre 

un diagrama de l',rgand (Figura 4), l as r epr esentaciones ~)olares 

son : 

Z 1 = 12 Cis ( Ti/4 ) , Z2 = 2 

z 1 . Z 2 = 212 Cis (TI /4+ ( -· "ji / 6 ) ] 

Z 1 . Z 2 = 212" Cis ( rr/4 - Ti/6) 

= 212 [Cos ( ir / 12) + i Sen 

Z 1 • Z 2 ~ (1 + 11) + O. 7 3 i 

COCIENTE: 

Supongamos 11 z 2 11 =1 O entonces 

= II z1 11cis ( 8 d 

II Z211Cis (82 ) 

Cis (-TI/6) 

!I 

( rrj12 )] 

FIGURA 4 

9 

Se concluye gue. Para dividir complejos dividimos los módulos y 

restamos los argumentos . 

ILUSTRACION 3.02 

1 + i 12 Cis (71"/4) ¡:¡ 
Cis ( 1T / 4 + ~ ) = = 

13 i " - 2 Ci s (- Tl"/6) ¿ 

= ¡¿ C' 2- 1 8 (5 1T/12) . 
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4.0 FORMA EXPONENCIAL DE UN NÚMERO COMPLEJO 

4.01 Forma Z = Ilzl le ie 

TEOREMA 4.01 

Para todo c omp l ejo Z ~ (0,0), Z puede expresarse de la forma -

Z = Ilzll e
i 8 

• 

DE!I10STRACION 

Aplicando los desarrollos de Maclaurin en lR, de l as funciones 

Sen ( e ) 

Cos ( e ) 

Sen ( e ) 

e y Cos ( e ), e I s e tiene: 
00 e2n 

. ( 2n) ! = I (-1) 

e 3 

= e - 3T = 

n =O 

00 e2 n + 1 

l. (_l) n. (2n+1)! 
n =O 

(1. 11) 

( 1. 1 2 ) 

de las ecuaciones 1. 1 1 y 1.12 e l complejo Z = IIzllIcos 8 +iSen (e)J 

puede e scribirse. 

z = 

= 11 z 11 [ 1 e 2 

2T 

11 z 11 [1 + 
i e = - , . 

00 (ie) n 
= Ilzll L n! 

luego 

z = 11 z 11 

n=O 

i 8 
e 

+ 

00 e2n 

• ( 2n) ! + i I (-1) 
8 2 n+ 1 l 

. (2n+l) !J 
n=O 

e 4 

+ + i [ l e! 
8 3 

+ 
e 5 

1fT 3T -
5 . 

e 2 i e 3 
+ e

4 
+ ... ] 2T ----r: 4T 

( i e ) 3 

3 ! 
(i e ) 4 

+ 4 ! + . . . ] 

... )] 

(1.13) 
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4.02 Propiedades de l a forma exponencial - f6rmula de De moivre 

La forma exponencial de un número complej o Z i CO,O), cumple 

con las mismas propiedades de la exponencial de los número s r ea 

les. 

DEFINICION 4. 0 2 

entonces 

e2) Z 1 = 11 z 1 11 e i ( e 1 - e 2 l (1.15) 
Z 2 11 Z 2 11 

e3) 1 1 -ie1 (ei e) n eine , Vn. Zl = e = 
11 z111 

Además, relaciona la forma· trigonométrica con la exponencial 

e i e + e - i 8 
= 2 

e4) Cos ( e ) 

(1. 1 6 ) 
i 8 - i8 

eS) Sen ( 8 ) = e - e 
2i 

De la propiedad (el) . Para un complejo Z no nulo y argumento 8 

se tiene: 

Z.z.Z ... z 
n-veces 

= I 11 Z 11 • 11 z 11 • 11 z I~ ~;~cl~: 11 ] • 
i( e + e +e ... e l 

e n-veces 

(1.17) 

Además, se puede afiad ir al ángulo 8 un múltiplo de 2u ; as! 

(1.17) puede escribirse. 
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zn = Il z ll ne i ( n8+2TIK ), k E Z (1.18) 

En particular si 11 Z 11 = 1 se obtiene 

(1.19) 

conocida como fórmu l a de Demoivre 

4.03 Raices n-sima s de un número compl e jo 

DEFINICION 4.03 

Sea W = 11 w 11 Cis ( 8 ) un nÚIT'.ero complejo, entonces s i Z n = l"¡ deci 

mos que Z es la rai z n-sima de W. 

Cálculo de las raices n-simas 

Supongamos e l complejo \>J = 1I w 1I Ci s ( 8 ) y Z = 11 z 11 Cis a , e n t on 

ces 

z]'1 = W <=> Ilzll
n 

Cis (na) = Ilw ll Cis ( 8 ) 

<= > 11 Z 11 n [cos (nc¿) + i Sen (na ) ] = IIWIII5:Os ( 8) + i Sen (8) ] . (1.20 ) 

Estos complejos son iguales si la parte real es i gual a l a par-

te imaginaria r espectivamente, de donde, de (1.20) se tiene: 

Ilzllcos ( 8 ) 

11 z 11 nSen (na ) = IlwllSen ( 8 ) , de donde , 

11 Z 11 nCos (n a ) IlwllCos ( 8 ) 
1I z Il n 

= Ilw ll = así Cot (n a ) = Cot ( 8 ) y 
11 z 11 nSen (na ) Ilwlls en ( 8 ) 

esto es posible s i 

n a = 8 + 2ífk , k E Z 

(1.21) 
8 + 2ífk 

a = --
n n 
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luego 

1 /n 11 11 1 / n . (8 2 Trk) . Z = H = W Cl S n + n- y W tlene exactamente n -

raices distintas. 

5.0 REGIONES EN EL PLANO CO MP LEJO 

Consideremos a ~ corno e spacio métrico y Z un pun to a rbitrar i o -

de ~. 

5.01 Definiciones básic as 

DEFINICION 5.01 

Sea r > ° lamaremo s BOLA ABIERTA con centro en Z o y radio ' r, al 

conjunto de puntos Z E a: tale s que d (Z, Z o) < r y se denota por 

B(Zo,r), d e la forma sig uiente 

B(Zo,r) = { Z E ~ / d(Z,Zo) < r, r > a }, (1.22) 

Por relación (1.6) prop iedad M6. (1 .22) puede escribirse. 

Zo + B(O,r) = { Z Ea: / Z = Zo + B(O,r)}. 

DEFINIcrON 5 .02 

Sea r > ° lla maremos Bola Cerrada de Centro e n Z o Y r adio r -

al conjunto de puntos Z E a: tales q ue d (Z, Z o) ~ r, la denotaremos 

por B(Z,r) de la forma sigui ente: 

B ( Zo,r) = { z E ~ / d(Z,Zo) < r, r > a } 

DEFINICION 5.03 

Sea A c cr, Z EA s e dice q u e Z es interior a R.\ si existe r > a 

tal que B ( Z , r) c A 



14 

DEFINIeION 5.04 

Sea Z e 0: . Z es exterior a lA si exíste r > O tal que B(Z,r) c C~ 
o: 

DEFINIeI ON 5.05 

Sea lA c 0:, Z c lA se dice que Z es punto frontera si paratodo r > O 

se cumple. 

DEFINIeION 5. 06 

i) B(Z,r) n lA -¡. <P 

ii) B( Z,r) n e lA -¡. cjJ 

o: 

lA es abierto si todo s s u s puntos son inte riores. 

DEFINIeION 5.0 7 

Sea lA c O: llamaremos clausura de lA y se deno ta por A al me nor 

conjunto cerrado que contie n e a A . 

DEFINIe ION 5.08 

A es cerrado si e A e s a b i e rto 

o: 

DEFINIeION 5.09 

lA es acotado si exi s t e r > O tal q ue A c B (O, r) 

DEFINIeION 5.010 

Sea Zo, Zl c O: llamaremo s segme nto de extre mos Zo y Z1 al conj u~ 

to: 

DEFINIeION 5 .011 

Sea lA c o: se d i ce que es c o n e xo si no existen abie rtos Al, A2 -
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tales q ue 

DEFINICION 5.012 

Se dice que ~ es conexo por a rcos, si para Z1, Z2 cualesquiera 

de A existe una po l igonal que les une que está tota lmente con­

tenida en A. 

DEFINICION 5.013 

Sea A c~ se dice que es convexo si para todo par Z1, Z2 de ele­

mentos de ~ e l segme nto [Z1,Z 2J c~. 

DEFINICION 5.014 

A es un Dominio si ~ es ab i e rto y conexo 

DEFINICION 5.015 

Se dice que A es una región s i ~ e s c o n exo 

5.02 Transformaciones gen erales 

En e l cap ítulo 11 se tratará c o n más información e l estudio de 

la s Funcione s Compl e jas , de variable Comp l e ja. Una Función Co~ 

p l eja es una correspondenc i a univoca d e c ada complejo Z, ha cia 

algún número comp l ejo W. 

DEFINICION 5.0.1 

Sea a EE, llamaremos Hornotecia a la transformación definida por 

la ecuación 

W = a Z Z E: a:: • 
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Esta tranformación, figuras del plano Z dila t a n (6 contraen) en 

d irecc ión de Z, a fi guras en e l p l a no W. Si a > 1, la s figuras -

se hacen más grandes; si a E (0,1), las figuras se hacen más pe-

queñas. 

ILUSTRACION 5.0.1 

Consideremos l a transformac ión W = 3Z, ilustremos e l efecto de 

ésta transformación considerando la región R def inida mediant e 

las rectas x = O, x = 2 , Y = O, Y = 1 , tal como s e indica e n l a 

Figura 5 

W = 3Z 

W 3x + i3y 

de donde U = 3x, V 3y 

las rectas, fx O se aplica U = O 
< 

lY O " " v= O 

fx = 2 se aplica U = 6 
< 

lY 1 " " v= 3 

tal corno se ilustra e n la Figura 6 

'tI' 

o ~::.O 

FIGURA 5 

~=~+-------------------------~ 

t'\.l::o 

---------1 
I 

o '\):::0 

FIGURA 6 
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DEFINIeION 5.0.2 

Sea S una Constante Compl e ja, 11amarémos traslación a la trans-

formación definida med i a n te la ecuación 

w = z. + B 

Con ésta transformac ión fi guras de l plano Z s e trasladan en la 

d irecc ión del ve ctor 8 , e n e l pl a no W. 

ILUSTRACION 5 .0. 2 

Sea R la región en el p lano Z d e finida mediante las rectas. 

x = O, Y = O; x = 1, Y = li (como s e indica en la figura 7,) 

sea S = 1 + i. Mostrar que la transoformación definióa mediante 

w = z + S es una tra s lación, y traslada la r e gión R del plano Z 

al plano W, en la dirección del ve ctor = (1,1). 

Sea S = (1,1) 

w = Z + B 

w = ( x , y ) + (1, 1 ) 

w = (x + 1, Y + 1), de don de , U = x + 1, V = Y + l. 

las recta s. las rectas 

rx = O U = 1 x = 1 rse aplica 

< se aplica < U 2 ly = O V = 1 Y = 1 lv = 2 



I 
I 
I I 

1 i 
--'" 1 I ~ .. ----=o~"'-o-"f-------.., ":xo- o I 'U.: i I '\.l.: 2. 'l.L 

.,)::. :x.=.1. 
I 

FIGURA 7 

DEFINICION 5.0.3 
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Sea 8 0 una constante, Z ~ O. Se llama rotación a la transforma 

ción definida por la e cuación 

Con ésta transformación las figuras del plano Z se rotan un án 

gula 8 0 sobre e l plano W. 

ILUSTRACION 5.0.3 

Consideremos la región R definida mediante las rectas. 

x = 0, y = 0, x = 1, Y = 1 (tal como se indica en la figura 8 ) 

Sea Zo = e i 1í
/

4 mostrar q ue la transformación definida median-

t W ~ i TI / 4 .~ l ' ~ o d 1 1 e = ~e es un a r o tac lon, y rota a reglan K e pano Z, 

un ángulo 8 0 = TI/4, e n e l plano W. 

"S 
Sea Z = IZle l 

un punto a rbitrar i o de l a r e gión R d e l palno Z. 

Entonces: 

U + iV = Z. e i 'IT/ 4 



De donde: 

u = Izl cos e .cos ( ',r/4) - IZISen 8 .Sen( n/4) 

v = Iz 1 Sen 8 Cos (n/4) + Izlcos 8 .Sen( 'rr/4) 

tanbien U Y V pueden expresarse , de la siguiente forma: 

U = 

V = 

las rectas 

x = 

Y = 

las rectas 

x = 

y = 

~ 

x Cos ( ír /4 ) -

Y Sen ( n/4 ) + 

0, 

0, 

1, 

1, 

~ 

o 

se aplica 

s e aplica 

se aplica 

se aplica 

,x,. 1. 
I 
I 

Y Sen ( ír /4) 

x Co s ( 11' / 4 ) 

U = -y; V = Y 

U = Xi V = x 

U = 1 - y, V 

U = x + 1, V 

x 

r I GUrU'_ 3 

=> 

~> 

= 

" '-

" 

U 
n = -T . 

V 
12 = 2' x 

V = - U 

V ~ 

l+y 

x + 1 

, , , ' 

" ~ 

" / 

, 
" , 

U 

= > 

= > 

, 
" 
, , 

¡¿ 
x - 2 · y 

+ 
n 
"2 . y 

V = n U 

V = 2 + U 

19 
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DEFINICION 5.0.4 

Sea Z ~ O. Llamarémos i nversión a la transformación definidq 

mediante la ecuación 

1 W = 
Z 

ILUSTRACION 5.0.4 

Mostrar ~ue la región definida en e l plano Z, mediante la Fig~ 

9 f . .~ 1 l l r.T t l ra su r e una lnverSlon W = Z en e pano vv, a como se mues 

tra en la F igura 10 en e l p lano W. 

I
Y 
D' 

X 

e' A' e A 

lB' D 

FIG URA 9 FIGURA 10 

SOLUCION 

Sea Z = Iz Ie i 8 y W = pe i ~ , entonces W l Z se convier t e en 

1 - . . _--
Izle i8 

de l a cual 
l 

p 

I Z I 
y 

1 = 
I z I 

- 8 

- i 8 
e 

El círculo ABCD, p = 1 en e l plano W se a plica e n el c írculo -
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A'B'C'D', con Iz l = 1 de l plano Z. 

Cualquier punto ext erior al círculo ABCD con p > 1 se aplica -

de manera única e n un punto in t er i or del círculo A'B 'C'D' c o n 

I Z I < 1. 

DEFINICION 5.0.6 

Sea a , S , y , 6 números c omplejos. Llamaremos transformació n bi 

lineal a l a trans formación def inida por 

w = a Z + B 
y Z + o 

ao - By :f O 

TEOREMA 5.0.l 

Toda transformación bilineal p u ede descomponerse e n ro ·taciones, 

homotec ia, traslaciones e inversiones. 

PRUEBA 

1.2. Caso y = O, 6 :f O. 

Se tiene entonces q ue: 

w a Z + S 
-6-

w a 
(5 

z + B w= a Z + B',con (3 ,_ B (5 ' (5 - (5 

que oviamente es una descomposición en las transformaciones an 

teriores 

2.2. Caso y :f O dividiendo e l numerador y denominador por y , r e 

sulta que Z tien e coeficiente 1 

w = a Z + S 
Z + 6 ' 

r 

8 ' = <5 

y 



y se puede expresar c omo 

s - 0.8 ' 
w=o.+ z+ 8' s - 0.8 ' i- O 

Haciendo la secuencia de transformeciones 

~Vl = Z + 8 ' 
1 

Wl 

22 

que son l as transformaciones, traslación, inversión homotecia 

y rotación, en ese orden, proporciona la transformac i ón bili--

neal. 



CAPITULO 11 

FU~CIONES ANA LITICAS y 

FUNCIONES ELEMENTALES 

2 .0 FUNCIONES ANALITICA S 

2.0.1 Componente de un a funci6n c omplej a 

DEFINICION 2 .0.1.1 

Sea f [ --> [ una función 

(x, y ) ~~~+ f( x , y ) = (U,V) = W 

llamaremos funciones c o mponentes de f a l par (U, V) de funcio--

nes reales de vari ab l e real, y los identificaremos de l a si---

guiente manera. 

z [, f(Z) = U( x , y ) + iV( x ,y) (2.1) 

la s funciones U, y V s uelen de notarse de l a siguie nte maner a . 

u = Re (W) = ~( x , y ) V = Im(W) = ~ (x,y) ( 2 .2) 

ILUSTRACION 2. O .1.1 

Consideremos la funci6n compleja. 

f [-- > a:: Z ~~~+ e Z = ~v tiene corno funciones c ompon en t es 

U( x , y ) x = e Cos ( y ) , V (x , y ) = e XSe n ( y ) , ( 2 . 3) 

que son funciones rea l e s de variable real 

23 
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2.0.2 Limite de una funcion compleja 

En el contexto d e ésta secc i ón daremos por conoc ido los conceE 

tos enunciados en la sección 5 .0 del capítulo l. 

DEFINICION 2.0.2.1 

Sea f una función compleja definida e n todos los pun tos de un 

vecindario de Zo' excepto posib l emente e n Zo. Se dice q ue e l -

lími te de f es L e a: c uando Z s e aproxima a Z o Y se escr ibe 

si r.¡. E > O, 

lim f(Z) = L 
Z-+Z o 

j o > O t a l que 11 f(Z) - LII < E siempre que 

(2.4) 

0< 11 Z - Z o 11 < o se prueba facilmente, por medio del cálculo de -

variable real, e l s i guiente t eor ema. 

TEOREMA 2.0.2.1 

Sea f. lA ca: --> a:: Z 'vV'v-+ f(Z) = U(x,y) + iV( x,y) 

entonce s 

Lim f(Z) = L = 11 + i l 2 <=> lim U( x,y) 
Z-+ Zo Z-+Zo 

OBSERVACION 2.0.2.1 

1 1; lim V (x , y ) = 1 2 
Z-+ Zo 

El algebra de limi tes, para funciones de variable comple j a , se 

mantiene d e igual forma que en l as funciones de variable r ea l. 

Si f: lA ca: --> a:; g: lA ca: --> a: son funciones complej a s , si 

Ll Y L 2 son lími tes d e f y g respectivamente. Se tiene q u e 

i) Liro [f ± g] (Z ) = Lim f(Z) ± Lim g(Z) = Ll ± L z 
Z-r Z o Z-+ Zo Z-+ Zo 



ii) Lim [f.gJ (z) = Lim f(Z) 
z+ Zo Z+ zo 

... ) . [f] 111 L1m - = 
Z+ Zo g (Z) 

Lim 
Z+ Zo 

f (Z) 
g (Z) 

= 

Lim g(Z) = L) . L 2 
Z+ Zo 

Lim f (Z) 
Z+ Zo 
Lim g (Z) 
Z+ Zo 

2.0.3 Continuidad d e una función comp l e ja 

DEFINICION 2.0.3.1 

Sea f: A ca:: --> a:: , se dice que f es continua en Z o , si 

v él > O, 3 él > O tal que 

11 f(Z) - f(Zo) 11 < E s i e mpre que 11 Z - Zo 11 < él 

DEFINIeION 2.0.3.2 

25 

( 2.5) 

( 2 .6) 

Sea f: lA ca:: --> a:: , R una región definida sobre A ca::. Se dice 

que f es continua e n R, si es continua en cada punto de R. 

DEFINICION 2.0.3. 3 

Sea f: Aca: --> a:, Zo un punto interior a lA f es continua en 

Zo si y solo si sus funciones c ompone ntes U y V son continuas 

en Z = Zo 

TEOREMA 2.0 .3.1 

Sea f: lA ca: --> llic a:, g:llic a: --> a:, func i ones , si f es con 

tinua e n Zo EA y g es contínua e n f( Zo) E lB. Entonces l a fun --

ción h = g o f: lA e a: --> a: es cont inua en Z o 

DEMOSTRACION 

Sea W = f(Z). Entonces g es contínua e n W = WO • Luego, para --

cualquier E > O existe un él 1 > O tal que 
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(2.7) 

pero f es contínua en Z = Zo' Por consiguiente, existe un o 

que depende de 0 1 ta l que 

(2.8) 

pero la relación (2. 8 ) significa que 

Ilg(f(Z)) g(f(Zo)l l < t: siempre que IIZ -zo ll< o 

por tanto, g o f es contínua en Z = Zo' 

OBSERVACION 2.0.3.1 

La continuidad de funciones complejas, para el algebra de fun-

ciones contínuas, se mantiene de igual manera que de las fun--

ciones de variable real. 

2.0.4 Derivada de una función comple ja 

DEFINICION 2.0.4.1 

Sea f: 1&. ca: --> CI:, 1&. un conjunto abierto de a:, sea Zo s1&.. Se -

dice que f posee derivada f' (Zo) en Zo si el límite 

existe 

Lim 
Z+Zo 

f(Z) - f(Z o) = 
Z - Zo 

Consideraciones. Al igual que en variable real se tiene: 

( 2 . 9) 

i) La existencia de f' (Zo) implica la continuidad de f en Zo 

ii) Si dos funciones f y g son derivables en Zo, su suma, di-

ferencia producto y cociente admiten también derivadas en 

Zo y vienen dadas por la s fórmulas usuales mostradas en -

las relaciones (2. 5), (2 .6), (2.8). 
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iii) Es válida la regla de la cadena 

si el dominio de g contiene un vecindario de f(Zo) y si -

2. O .4.1 Las ecuaciones de Cauchy - Riemann 

Esta sección muestra l A.s cond iciones necesarias para la existe~ 

cia de la deriv~da de f en Zo, por medio de sus funciones com-

ponente U, Y V. 

TEOREMA 2.0 .4.1 

Sea fl~CO: --> 0:; Z 'vv\;+ f(Z)=U(xy ) +iV(x,y)r Zo EA. Si fes 

diferenciable en ZOl entonces las funciones U y V tienen deri-

vadas parciales en Z 

au I = ax Z=Zo 
(2.10 ) 

dUI ay Z=Zo 

PRUEBA 

Por hipótesis f es d iferenciable, entonces existe e l límite; 

fl (Zo) Lim f(Z + Z o) - f (Z o) = 
Z+ O Z 

Lim U(Z+ Zo) + iV(Z + Zo) - [LT(Zo ) +iV(Zo)] = 
Z+ O Z 

Lim U(Z + Zo) - U (Z o ) + iV( Z + Z o) - iV(Zo) 
Z+O Z 

fl (Z o) = Lim U(Z+Zo) -U(Zo) + i Lim V(Z + Zo) -V(Zo) (2.11) 
Z+O Z 

Z+ Z o Z 



De la relación ( 2 . 11) s e puede considerar dos casos. 

Z ER 

Lim 
Z-+ O 

2 8 

= Cl U I + i av I . luego U y V son dife r enc ialbe s e n 
Clx Z=Zo Cl x Z=Zo' 

Z = Zo' además como Zo e s arb itrario e interior a ~, por de fini 

Cl U av 
ción .~~~ Cl x; ax son contínuas. (2 . 12 ) 

Z es imaginario 

Sea Z = x + iy, si x -+ O e ntonce s Z = it, luego 

f l( Z o) = Lim U ( Z o + Z ~ - U ( Z o) + i Lim V ( Z o + Z) Z - U ( Z o) 
Z-+ Q Z-+ O 

puede -

expresarse como: 

fl(ZO) = Lim U[ (xo , yo) :: (O , t)] - U( xo , yo) + Liul V [(X0 / Yo ) + (~~t) J -V( xo , Yo ) 
t-+O 1 t -+Q 

= 1: ( _~l! . Cl V) 
i Cl y ' ay 

comparando con la re l a ción (2 .12) s e tie n e 

1 [~~ ~~) ( -ª-l! ~*) = i ay ax 

-i ( ~-~ -~~) = ( -~~ Cl '¿) , 
Clx 

av) 
Clx 

(-ª-º-ay ( 2 . 1 3 ) 
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La relación (2.13) se cumple s i y solo si 

av au = Cly Clx 
y 

av ( 2, 14 ) = Clx 

Las relaciones (2.14) son llamadas ecuaciones de Cauchy - Rieman, 

que con s tituyen la condición nece saria para la diferencialidad 

de una función. 

La condición de suficiencia se muestra en el siguiente teorema. 

TEOREMA 2.0.4.2 

Sea f: o: --> 0:: Z 'vV\r+ feZ) = U (x,y ) + i V(x,y) .Z oE O:, si . U y V 

tienen derivadas parciales contínuas e n un vecindario de ZOl -

si esas derivadas parcial es satisfacen las ecuaciones de Cau--

chy - Riemann en Z o , entonces f es diferenciable en Z O' Además 1 

f' (Zo) puede calcularse de l a s formas siguientes: 

= Cl U + i Cl V = 
Clx Clx 

Cl V 
Cl y 

i Cl U 
ay 

Cl U = Cl x 
i _Cl V_ 

x ( 2 . 15 ) 

donde todas las derivadas parciale s están definida en Zo' 

DEMOSTRACION 

Supongamos que 

au 
Cl x = Cl V au 

Cly ay = av 
dX ' 

estan definidas en Zo = ( XO /Yo), considerémos los incrementos. 

fj Z = 

= f1x +i f1y . 

/j f(Z) = feZ) - f(Z o) = U(x,y) + iV(x,y) 

= /jU + i f1 V ( 2.16) 

~~------------------ -------------------------------------
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por cálculo de variable r ea l se tiene que 

6U au 6x + ;3 U 6y + a l lix + a2 6y en forma a náloga también = ax ay 

liV = av li x + av liy + Sl li x + S2 liy (2.17 ) 
ax ay 

introduciendo la notación 

dU av 
a = = ax ay b = dU av = dY ax 

(2.18) 

luego, sustituye ndo ( 2 .17) en ( 2 .16) se obtiene 

li f(Z) = li U + i liV 

= a{ 6x + i 6y) + ib( 6x + i liy ) + (a l +i S d 6x + (a2 +i (2 ) 6y 

por cons iguiente 

Lim 
li Z->- O 

[\ f (Z) 
~ Z = Lim (a+ib) li Z + 

liZ-+O li Z 

(2.19) puede escribirse. 

( 2 . 19 ) 

Lim f6{zZ) = fl ( Z) = (a + ib) + Lim (a l +iS1) lix+ Lirn (a2 +i(32 )6y . 
6 Z-+ O 6x -'r O liy-+O 

Se concluye e ntonces q ue 

f r eZ o) = a + i b. (2.20) 

Las diferentes forma s de representar f' ( Zo) , se encuentran 

reemplazando ( 2 .18) e n (2.20). 
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DEFINICION 2.0.4.2 

Sea f: lA c CL --> CL, Zo E A c CL, una función diferenciab le sobre 

el dominio A, se dice que f e s analítica en ~ si para todo 

Zo EA existe un vecindario N(Zo) tal que f es diferenciable en 

todo N (Z o} . 

En referencia a l térmi no " a n a lítica", s e conocen otros nombre s 

tales corno: 

Holomorfica, regular. 

DEFINIcrON 2.0.4.2 

Si una función f es analítica en un vecindario de Zo, N(Zo), 

entonces se dice que f e s analít ica e n Z = Zo' 

rLUSTRAcrON 2.0.4.1 

En referencia a la ilustración 2 .0.1.1 f(Z) z = e , tiene corno -

funciones reales. 

x 
U ( x , y) = e Co s (y) V(x,y) 

tiene corno derivadas parciale s contínuas 

au x = e Cos (y ) 
ax = av 

ay 

x = e Sen (y) 

au x av x 
ay = -'e Sen (y) =-ay = - e Sen (y) 

(2.21) 

Son satisfechas l as ecuac iones de Cauchy -Riemann, f es analí­

au +. av tica en todo el plano, y tiene corno derivada fl (Z) = ax 1 ax 

f' (Z) eXcos ( y) + i eX sen (y) 

= eX [cos (y ) + i Sen (y)] 

f' (Z) e Z 
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2.1 FUNCIONES ELEMENTALES 

2.1.1 Función Polinómica 

DEFINICION 2.1.1 

Sean a , ao, ... , a n elementos de~. Llamarémos función Polinó 

mica en Z E a: a toda función de la forma 

n P: a: --> a:: Z 'V V \.r+ P ( Z) = a o + a .l Z + ... + a Z (2.23). 
n 

Al conjunto de todos lo s polinomios en Z lo denotarémos por 

a:(Z). 

y lo escribirémos de l a forma 

00 

a:(Z) = {Z E a: / Pi(Z) = I ak ZK , para cada i,K E ~ } 
k=O 

DEFINICION 2.1.2 

Sean p(Z) j q(Z) e l ementos de a:(Z) , tal que: 

+ a 
n 

Z ; q ( Z) = be + b1Z + •.. + b Zn, en 
n 

tonces peZ) = q(Z) si y solo sí para todo entero j ~ O aj = bj 

DEFINICION 2.1.3 
n . 

Si peZ) = y. ajzJ, q(Z) = 
j=O 

guientes operaciones 

n 
L bj Z

j 

j=O 
Se de finen en IT(Z) l as si-

(2.24) 

+; O:(Z) x a:( Z) - > a:(Z); (p(Z) ,q(Z» rVV\.rr + (p (Z) , q (Z» = Ce+C1Z + ... + Cnzn 

k .: IT(Z) x IT(Z) - > IT( Z): (p(Z), q(Z) 'VV\.r+ • (p(Z) , q(Z) = Ce + CIZ + ... +CkZ 

(2.25) 

Se verifica que a:(Z) con las operaciones así definidas es un -



33 

anillo conmutativo. 

2.1.1.1 Límite de una función po linómica ----

La definición de límite de una función p o linómica , p uede s r 

referida a la s ecc ión 2 .0. 2 , puesto que una función polinómica 

es una función comple ja de variable compleja. Además s e conser 

van las propiedades sobre límites. 

Se verifica que: 

i) Lim aZ + b = aZ o + b, a,b son contínuas 
z-+ zo 

ii) 

iii) 

Lím Zk 
Z-+ Zo 

si P(Z) = a o 

Lim P(Z) 
Z-+Z o 

n + a1Z + ... + a Z , entonces 
n (2.26) 

iv) si p(Z) y q(Z) son polinomicas y q(Zo) t O en toLces 

L
" p(Z) 
1m ~ 

Z-+ Z q l Z) 
o 

RESULTADOS RELATIVOS A POLINOMIOS 

Puesto que una función po linómica, es una combinación lineal -

de funciones complejas, y utiliza ndo el hecho de que los teor~ 

mas sobre límites conduce n a formular resultados análogos a la 

continuidad, entonces es posible pensar en los r esultados si--

guientes: 

Rl) Sea P(Z) un polinomio 

P (Z) a o + a1 Z + ... + a Zn 
n 

f (Z) P (Z ) = "~ + al + ... + a 
Zn Z n Zn-l n 
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Entonces Lim f(Z) = a , 
n 

definiendo f( oo ) = a 
n 

y f contínua en 
Z-+oo 

00 

como 

g ( E; ) = f (.~- ) = 
t;, 

+ ... + a 
n 

R2) Si P( Z) e s un polinomio complejo no constante, la ecuación 

P(Z) = O tiene una raiz comple ja 

NOTA 1 

No se demue stra e ste resultado, p uesto que se verificará en lo 

posterior cuando s e cuente con una técnica más apropiada . 

RJ) Si P (Z) es un polinomio complejo de grado n .:. 1, entonce s 

P(Z) puede expr esarse de la forma. 

P(Z) = C(Z - Zd (Z - Z 2) 

donde C y Zk; (k = 1,2, ... n) son constante s. 

2.1 .1. 2 Continuidad de funciones polinómicas 

DEFINIeION 2.1.1.2.1 

Sea P: [( Z) ---> [(Z ); una función polinómica de variable com-

pleja, Zo un punto interior a [(Z). Se dice que P es contínua 

en Zo si 

Lim P ( Z) = P ( Z o ) 

Z-+ Zo 

DEFINICION 2.1.1.2.2 

(2.2 8) 

Sea P una función polinómica, R una región s implemente conexa 

de [, dirémos que P es contínua e n R si existe un vecindario -

N(Zo) c R tal que P es contínua en todo N(Zo). (2.29) 
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Afirmación 1 l a función po linómica usua l es contínua en todo ~ . 

2.1.1.3 Derivada de una función polinómica 

TEOREMA 2. 1. 1. 3 

Sea R una región simplemente conexa de ~, Zo t R, arbi trario, 

si P: ~(Z) ---> ~(Z ) : Z ~~~+ P(Z) = a o 

una función polinómica contínua defin i da e n R, entonces P, po-

see derivada P' (Z o) en Zo y 

n 
L" P(Z ) -P(Zo) \' 

1m Z - Z o = L 
Z+ Zo j =O 

(2.30) 

DEMOSTRACI ON 

contínua en Zo , 

Para e ncontrar l a deriva da de la función po l inómica P , en 

Z = Zo es necesario verificar la relación (2.30). 

En efec to; como P es contínua en Zo , se tien e que Lim P(Z) =P(Z o), 
Z+Zo 

luego , 

L " P (Z) -P(Z o ) 
1m 

Z+ Zo Z -Z o 

n 

= I lim 
" 1 Z+Zo 
J= 

= 

n 
a 1 + aj I l im (zj-1 + zj-2 Zo + ... + Z~-1) 

j =2 2 -+ Z o 



En general, si P es una funci6n polin6mica , 

con peZ) = a o + a1Z + ... + a Zn 
n 

e ntonces P' (Z) tiene la forma 

P' (Z) 
n 

= I 
j =o 

j-l 
ja . Z I 

J 
VZ e R 

ILUSTRACION 2.1.1.3 

Sea P: [(Z) ----) [(Z ) : Z ~~~+ peZ) = 4Z 5 
- 5Z 4 

- 4 Z3 
- 1 

verificar, por medio de la f6rmula encontrada en la relación 

(2.31), la derivada d e l pol i nómio peZ) = 4Z 5 -5Z 4 +4Z 3 -1. 

por ( 2 .31) se tie n e 

p' (Z ) = 20Z 4 - 20Z 3 + 1 2 Z2 

2.1.2 Función exponencial base e 

Querémos definir una f un ción f , de una variable comp leja tal 

que posea las propiedades . 

1. f' (Z) = feZ) 3 . f eo) = 1. 

3 6 

Sabernos que la función e xponencial real tiene esas propiedades. 

Verémos si es posible e x tender esa función en el plano complejo, 

con la condición de q ue f sea analítica. Es decir de searno s una 

función analítica en e l pla no complejo que tenga como restric-­

ción en los reales l a función e X. 

Referente a la sección 4.01 de l capítulo anterior, se de finió, 

la exponencial, por medio de la serie de Maclaurin. Que hacien-

do una sustitución d e U por i y I Y EJR. I se tie ne 



iy 
e = 

j =0 

= (iy)o+ iy + 
(iy ) 2 

+ 
(i y ) 3 

+ 
(iy) 4 

+ 
O! l-r 2 ! 3 ! 4 ! . .. 

i 2y 2 . 3 3 i 4 y4 
= 1 + iy + + l Y + + 

2 ! ~ -4T 

(1 
y 2 

+ 
y 't 

+ .. . ) + 
. i 3 y 3 

+ 
i 5 y 5 

+ ... ) = - 2! 4! (lY +-y OS! 

= _L y4 i 2y 3 i 4y 5 
(1 

2 ! 
+ 4! + . . . ) + i (y + j;- + 5! + ... ) 

= + 
• 00 (-1) k y 2 k +1 

l k~O (2K+1)! 

iy 
e = Cos (y ) + i Sen (y ) 

Consideremos Z = x + iy, 

e z = x i y e . e 

y t endrémos 

e Z = e X (Cos (y ) + i Se n (y )) 

Define una función e xponenc ial de base e . 

DEFINICION 2. 1.2 

Sea f una función de v a riable compleja 
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f: ~ ---> ~: Z ~~~+ f ( Z) = e Z
, se define l a función exponen---

cial, base e como 

f (Z) = eX (Co s (y) + i Sen (y)) (2.32) 

Z La función f: ~ ---> ~ : Z ~~~+ e . Es analítica en todo [ de -

acuerdo a la ilustración 2.0.4.1 . 

Propiedades de la función ex ponenc ial 

1. f(Z+Z') 

2. f(Z.Z' ) = 

( Z + Z ') Z z ' e = e .e 

Z . Z ' e = ( e z) Z I Z¡ Z' E G:: (2.33) 



38 

TEOREMA 2.1.2 

S e a f: a: - -> a:: Z 'VV\r,. f ( Z) 
Z = e , f es periódica y su p e ríodo 

fundamental es 2 ni. 

PRUEBA 

f(Z+2 ni) Z+2ni = e 

z -
(2 TI ) ] = e Lcos (2 n ) + iSen 

Z .1 = e 

f(Z+2 ni) 
Z = e 

2.1.3 Función l ogaritmo natural 

DEFINICION 2.1.3.1 

Sea W ~ O Ea:. Todo númer o Z, solución d e la ecua ción 

Z 
W = e 

Se llama l ogaritmo d e W y tiene por s o lución 

Z = lnl W 1 + i(8 + 2nk), k = 0,1 , 2 , ... 

La solució n espe cia l, para k = O 

Z o = ln I Wo I + i 8 , 8 E (-TI, nJ, 8 = Arg (W) 

(2. 3 4) 

Se llama valor p r incipa l de l ogaritmo d e W, y se denota por -

log(W) 

Representación Grafi ca . ( f i guras 11) 

Sea W = U + iV, W = Iwle 
i 8 

in(W) in I 'ti I + i 8 

in W x + i y 

X = inlwl y = e = Arg (Z ) 



-P~o..no w 

FIGURAS 11 

~ - --- ----, 
I 

l~-::'~ 
~----------~------_4----~X 

o X"L~\\IJ\ 

-1( 
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Observe que Zo = Lnlwl + i e es la única soluci6n de la ecuaci6n 

z 
W = e en l a banda S, donde 

S = { Z / Z = x + iy, Y E (-n, nJ } , 

ILUSTRACION 2 .1.3.1 

La funci6n W = Ln(Z) e s analítica en el plano , menos en O. 

Arg(Z) E (- n , n ) la funci6n está definida 

Sea Z = x + iy. 

Ln( Z) = Ln{ IZI) + i arctan (y/x). 

= ~ Ln {x 2+y 2) + i arctan (y/x) 

las funciones reales son: 

u (x, y) V{ x ,y) = Arctan(y/x) ( 2.35) 

que satisfacen las ecuaciones de Cauchy Riernann, y son contí--

nuas y tiene como derivada 

L LV • 



40 

f' (Z) w' ao + i av = = ax élx 

x + i 
( - y ) = X2 +yZ- X2+y2 

-
x- i y Z 

1 Z 1 =f O = = X2 +y2 I Z 1 2 

f I (Z) Z I z I 1- O. 8 o < Arg (Z) < 8 0 + 2 1r = I Z I 2 

-
Z 1 = = ZZ Z 

PROPIEDADES 

= LnlZ I + LnlZ 21 + i[arg(Z l) + Arg(2 2)] 

Ln ( Z 1 • Z 2) = Ln 1 Z 1 1 + Ln 1 Z 2 I (2.36) 

2) Ln(2 1 /Z 2) = LnIZl /Z2 1 + i arg(Zl/Z 2) 

= Ln 1 Z 1 1 - Ln 1 Z 2 1 + i [arg ( Z 1) - arg ( 2 2) ] 

Ln ( 2 1 /2 2 ) = Ln 1 2 1 I Ln 12 2 1 

2.1.4 Función exponencial base arbitraria y función potencial Za 

DEFINICION 2.1.4.1 

Sea a =f O un número complejo arbitrario a un número real. En-­

tonces la exponencial a a se define mediante 

aa = 1 a 1 a [cos (a arg(a) ) + i Sen (a arg (a)) ] (2.36') 

la relación (2.36') puede escribirse de la forma 

a a = exp(a Ln(a)) (2 . 37 ) 

Propiedades de la expone ncia l 

Por aplicación de la de finición 2.1.4.1 se sigue q ue: 



i) aaaS = exp ( a Ln(a)). exp ( B Ln(a)), S EE 

= ex p ( a Ln ( a) + B Ln (a) ) 

aaa S = exp[ ( a + (3 ) Ln(a) + 2ni (ka + ,Q,S ) ] 

= a ( a + B l , donde k , ,Q, ,on enteros. 

ii) (aa ) S = [exp ( a Ln(a)] = exp [ S ( a Ln ( a) + 2ni Q. )] 

= exp[ aSLn(a) + 2n~ B (ka+ ,Q, )J 

= exp[a BLn(a) + 2 TI i Bma] 

= a 
a B 

ILUSTRACION 2.1.4.1 

1
12 = exp ( 12 Ln(l)) j 

= exp (12. 2Trik) 

donde 

= Cos ( /2 (2 Trk )) + iSen (12 (2 nk) ) 

212n k = e j k = 1 

ILUSTRACION 2.1.4.2 

z 
exp (Z 1n ( e ) ) e = 

= exp [ ( Z) (1 + 2nki) ] 

ln (1) 

1 

2nik 
e 

z 
exp ( Z) . exp (2 nkiZ) (k O ± 1, e = = ± , 

ILUS'I'RACION 2.1. 4 . 3 

Z 
a = exp(Z 1n (a) +2 nki ) 

= '1, .. 

= e 

= e 

... ) 

Z Z In a+2nki a = e k=O, ± l ± , ... 

Función potencial Z a 

DEFINICION 2 .1.4. 2 

w 

w 
=> 

41 

(2.38) 

( 2.39) 

w = 2nik 

(2.40) 

Sea Z E ~, a nGmero arbitrar i o , se define la función potencial 
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de la siguiente manera. 

Za = exp (a ln ( Z)) ( 2 . 41) 

La relación (2.41) p u ede escribirse 

Za = e a ln I z 1 +2 1T ki (k = O ± 1, ± , •.• ) ( 2 . 42 ) 

La derivada de f(Z) = za se obtiene tomando log (Z) en la 

igualdad za = exp (a log (Z)), sus otras ramas se obtienen consi 

derando las restantes de log (Z) . Se verifica entonces que 

d 
dZ (Z a ) = aZ 1 

Z 

tomando en los dos miembros de esta expresión la misma rama de 

a a -l Z el segundo miembro puede ponerse en la forma a Z . Por la 

regla d e la cadena 

(a log (Z) ) I 

y puesto que log ( Z) = log (Z ) + constante, e ntonces 

a lag ( Z ) 1 
e . a Z 

a l = a Z .2 (2.43) 

2.1.5 Funcione s; trigonométricas , hiperbólicas y funciones tri 

gonométricas hiperbólicas inve rsas. 

Para y r e al, resolvamo s e l siguiente par de ecuaciones en cos y 

y sen y : 

e iy 
= cos y + i sen y -i y e 

i y + - iy e e 

cos y - i sen y 

i y -iy e - e encontramos que cos y = 
2i y sen y = 2i 



esto nos conduce a formular la siguiente definición: 

DEFINIeION 2 .1.5.1 

Para cada número complejo Z. 

sen (Z) = 

tan (Z) = 

e iZ -iZ - e 
2i 

sen (Z) 
cos (Z) 

sec (Z) 

cos (Z) 
i Z -i Z e + e = 2i 

csc (Z) 
1 

sen (Z) 

cot (Z) 
1 = tan ( Z) 

siempre y cuando l os denominadores no sean cero. 
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(2.44) . 

Estas definiciones p r oduce n las funciones trigonométricas d e -

de valores reales cuando Z es real, además, la derivada de ca-

da una de las seis funciones a s í definidas se mantienen al 

igual que en variable r e al. 

Para Z = x + iy s e tie ne: 

iZ i(x +i y ) - y i x 
e = e = e e 

-i Z e Ye -ix entonces e i 

e- Ye i x y-i x 
( Z) 

- e e sen = 2i 

sen ( Z ) 
e- y (cos x+i s e n x ) e Y(cos x i sen x) = 2i 

luego: 
• 

sen (x+iy) = sen x cos hx + i cos x sen hy (2.45) 

De la misma manera : 

cos (x+iy) = cos x cos hy - i sen x sen hy (2.46) 



De (2.45) Y (2.46) se deduce 

sen (iy) = i sen hy cos (iy) 

sen (Z) = sen (Z) cos (2) 

= cos hy 

= cos (Z) 
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y s E (2.4 7) 

Además las identidade s ya conocidas en trigono.metrí q se mantie 

nen. Por ejempl o: 

sen 2 (Z) + c o S 2 (Z) = 1 

sen (- Z) = sen (Z) , cos (-Z) cos (Z) 

~en (Z 1 + Z 2 ) 

cos (Z1 + Z 2 ) sen (Z 1) sen Z 2 ) 

OBSERVACION 2.1 . 5.1 

Si Z no es real, ya no podemos suponer que 

1 sen (Z) 1 < l y 1 co s (Z) 1.2. 1 , pues 

I sen Z 1 2 = sen 2.x cos h 2y + cos 2x sen h 2y 

~en (Z) 1
2 

= sen 2 x (l + sen h 2y ) + cos 2x sen h 2y 

= sen 2x + s e n 2x sen h 2y + cos 2x sen h 2y 

= s e n 2x + (se n 2x + cos 2x) sen h 2y 

sen2x + sen h 2y . 

De igual manera 

(2. 48) 

puesto que sen hy no es acotada superiormente, ni inferiormen­

te, así podemos obtener valores de Isen (Z) I óleos (Z) I tan -

grandes como querramo s . 

Si seguimos la pauta anterior , mediante l a cual obtuvimos fun-
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ciones trigonométricas, d e finimos las funciones hiperbolicas -

de variable compleja Z d e la siguie nte mane ra: 

DEFINIeION 2.1.5.2 

Para cada complejo Z 

sen h (Z) == 
e z -i z - e 

2 
, c o s h ( Z) = e z - iz + e 

tan h (Z) sen h (Z) = cos h (Z) 
c sch(Z) == 

1 
sen h (Z ) 

sec h (Z) == 
1 coth(Z) = 1 

tan h (Z) cos h (Z) 

siempre que los de nominadores no sean c e r o . 

Para Z == x + iy, s e t i e n e que : 

sen h (Z) = s e n h (x + iy) 

== exp (x + iy) - e xp (-x - i y ) 
2 

(2 . 49) 

== C( e x - e- x ) cos y + i (ex + e- x ) seny] 
2 

de modo que 

sen h (x +iy) = sen h x c os y + icos hx s e n y (2.50) 

De igual forma. 

cos h (x + i y ) == cos h x co s y - i sen h x sen y (2.51 ) 

De las ecuacione s ( 2.5 0) y (2.51) se deduce que 

sen h (iy) i sen y cos h (iy) == cos y 

(2.5 2) 

Las derivada s de las funcione s hiperbólicas, que e xisten en to 



46 

dos los puntos en q ue dicha s funciones est&n d~f in idds, sean , 

corno se verifican facilrnente . 

(sen h (Z))' = cos h (Z) 

(tan h (Z))' = s e c h 2 ( Z) 

(cos h (Z)) = sen h (Z) 

(coth(Z)) = - c sc h 2 (Z ) (2 . 53) 

(csc h (Z))' = - csc heZ) . cot h(Z)), (sec h (Z)) ' = - sec h (Z) tan h (Z) 

FUNCIONES TRIGONOMETRI CAS E HIPERBOLICAS INVERSAS 

Funciones trigonométricas inversas 

Las funciones tri gonomé t ricas inver sas pueden reduc i rse a los 

logaritmos, y de aquí, en última instancia, a la función expo -

nencial. 

DEFINICION 2.1.5.1.1 

Se d e fine arc sen ( Z) corno la funci6n inversa d e la funci6n se-

no, y se escribe 

W = arc sen (Z) si y solo si Z = sen (W) ( 2.54) 

Las relac i ones ( 2.54) son comp l e t amente equivalentes , ya que 

ambas tienen el mismo signi f i cado . 

La ecuación Z 

Z = 

de donde 

s en (W) es equiva l e nte a: 

iw -iw 
e - e 

2i 
= > 2 iZ iw = e 

1 
iw e 

2 iw i w 
e - 2 i Z e - 1 = O es una ecuación de segundo -

Resolviendo 

e = 2iZ ± 14 - 4Z 2 

2 

grado. 

= iZ ± 11 - Z2 (2. 55) 
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tornando la raiz principa l de (2.5 5 ), tenerno s 

así que 

i ( w) i( w- 21Tk ) e =e , (k =O,±1,±2, ... ) 

e i (w-21Tk) = iZ + / 1-""22 

ln[ e i (W- 21Tk )J = ln[iZ + 11-Z 2 

i (W-21Tk) ln[iZ + 11-Z 2J 

W = ~[ln iZ + 11-Z 2J+ 21T k, (k = ± O I ±1 ± ... ) 
1 

(2.56) 

la rama principal se o b tiene cuando k - O 

y obtenernos 

por tanto: 

W = ~ ln[ i Z + 11-Z2J 

W = arc sen (Z) = ~ ln [iZ ± 11-Z 2~ + 21Tk , k E: 7l 
1 

con un procedimiento aná logo, se obtienen l as siguientes fun--

ciones trigonométr ica s inversas . 

i) Z = cos (w) --> W = arc cos (W) = - i l og (iZ ± IZ 2 -1) + 21Tk , 

ii) Z = tan (W) - - > W = arc tan (Z) = / i log [i ~ ~ ~) k E: 7l 

(2.57) 

k E: 7l 

Las derivadas de estas funciones pueden verif i carse facilmente, 

por medio de las reglas usuales de di f erenc i ación. 

i' ) d -1 - sen - (Z) = dZ 

iii' ) d tan - 1 (Z) = 
dZ 

1 

(1-Z 2 ) 1 / 2 ' 

1 
1+Z2 

1°1° ') d -1 dZ COS (Z) = 1 

(2. 58 ) 
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Funciones hiperbólicas inversas 

Las funciones hiperb61icas inversas se pueden tratar de manera 

análoga. Resulta ent once s 

-J 
sen h (Z) 

tan h -1 (Z) = log 
(
1 +Z\ . 
1- zj I 

sec h -1 (Z) = lag (1 + ;1=22 ] 

-1 
cos h (Z) 

-J 1 
cot h ( Z) = 210g (

Z+l\ 
Z-1J 

-1 (1+ / Z2+fl 
esc h (Z) = l ag Z J 

(2.59) 

Las derivadas de las f unciones hiperb61icas inve r sas , se veri-

fican facilmente por medio de las reglas usuales d e diferencia 

ci6n. 

ILUSTRACION 2 .1. 5 .1. 2 

d -] 
Nostrar que dZ t a n h (Z ) = 1 

1-Z2 

tenernos que conside r ar la rama principal . 

Por de finici6n de l a funci6n tan h - 1. Se tie n e 

tan h - 1 (Z) = ~ log [~ ~ ~) 

puede expresarse de la me n e ra 

- 1 tan h (Z) 

Derivando e n ambos mi e mbros 

1 1 2 lag (1 + Z) - "2 lag (1 - Z) 

d[ - J ] 1 d [ ] 1 d [ ] dZ tan h (Z) ="2 dZ 10g(1 + Z) - 2 dZ 10g(1 - Z) 

= ~ [l!Z) + ~ (l:Z) 
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Observese que la derivada no existe en los pun t os Z = ± 1 



CAPITULO 111 

INTEGRACION DE FUNCIONES COMPLEJAS 

3.0 INTEGRACION 

3.1 lNTEGRACION A LO LA RGO CE UN CAMINO 

3.1.1 Aplicaciones l ocales continuamente diferenciables 

DEFINICION 3.1.1.1 

Sea ID un conj un -to abierto, ID c ce. VI un conj unto ab i erto VI c ce 

f: ceo ID ---> ce, un a función comp l e ja de variable compleja, 

llamaremos aplicación local de ce en ce a toda aplicación 

f: ID > W1 , tal que ID y W1 son ab i ertos en ce. 
Z '\/V\-,-?- f ( Z) = W 

La aplicación f local, defin ida en el abierto ID, posee coor-

denadas (x,y), mi entras q ue W = f(Z) E W1 posee coorde nadas (U, V) , 

la aplicación f, da pues lugar a dos funciones componentes de 

variables r ea l es, definidas por f en ID con va lores rea l es 

W = (U, V) • 

DEFINICION 3.1.1.2 

Sea f una función compleja . Se dice que f es una ap licación 

continuame nte difere nciable e n ID si f posee derivada contínua 

en ID. 

Una función compl e j a f es continuamente diferenciable s i y so-

lo si la s funciones componentes U,V son funciones continuamen-

te diferenciables. 

50 
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En general, se dice que la aplicación f es n-vece s continuame~ 

te difere nciable si lo son las funciones componentes. 

1 d d I n n d En o que sigue, enten eremos e cose C ; « C » , en vez e -

n-veces continuamente diferenciable. 

DEFINICION 3.1.1.4 

n 
Si f E « C » , n > ü, en t onces las funciones componentes U,V s on 

analíticas. 

En este caso diremos que la aplicación f es a nalítica y de cla 

se « c k » donde k varia en el conjunto totalmente ordenado 

0 < 1 < 2 ... < k <oo . 

Comentario. Así, una ap licación de clase Cn t amb ién es de cla-

s 
se C cuando s < n. 

DEFINICION 3.1.1.5 

Sea f: ID c cr --> W1 c cr, una aplicac ión , se dice que f es un Ho­

meomorfi smo si f y f- 1 son aplicaciones continuas. 

3.1.2 Trayectoria s 

DEFINICION 3.1.2.1 

Sea y : [a , b] ----> cr 
t 'V V \ r + y (t) ( Y l (t) , Y2 (t)) 

una función, se dice que y , e s un camino si y E « C1 » . 

Al punto y (a ) lo de nominaremos orígen del camino y y(b ) e l ex-

tremo. 

Si Y es una función diferenciable por tramos, es decir si exis 
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te una partición a = t o < tI < t 2 < ••• t = b del intervalo [a,b] , 

tal que y I es contínua e n cada sub intervalo abierto (t i ,ti +1), 

e ntonces airémos que e l conjunto y ([a,b]) es una curva dife ren 

ciable por tramo s . (Dife ren c iable con continuidad por tramos) . 

DEFINIeION 3 .1. 2.2 

Sea y : [a ,b] ---> ~ un c a mino, llamarémos l azo a y si 

y (a) = y (b) ". 

DEFINIeION 3.1.2 .3 

Sea y: [a,b] ---> ~ un camino, llamarémos camin o opuesto a y , 

y lo d e notare mos por yO, a la aplicación 

y v : [ a , b] ---> ~ 

t '\/V\,->- y (a+b-t) 

DEF INIe ION 3 .1. 2.4 

Sea y : [ a,b] --- > ~ un camino , se dice que y es un camino sim-

pIe si y es inyectiva. 

DEFINIeION 3 .1. 2.5 

Sea Yl : [a,b] ---> ~ Y2 : [c ,d] --- > ~ dos caminos; se dice -

que Yl Y Y2 son camino s equivalentes si existe un Homeomorfis-

mo crec i ente lj1 : [a, bJ 
t 

- > [c ,d] 
'VV\r+ \ji (t) 

t a l que : 

Y 1 (t) = Y 2 [~J ( t) J, vt E [a lb] 

DEFINIeION 3.1 .2.6 

Dados los c aminos Yl: [a ,b] - --> ~, Y2 : [ c,d] ---> ~ c on ori- -
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gen de Y2 coincidente c on e l extremo de Yl o Definimos la yuxt~ 
---

posición de Y2 y Yl por el camino que será denotado Yl VY 2 Y -

definido como sigue 

y = y 1 V Y 2 : [ a, b+d -c] --> a: 
t 'V\/\r+y (t) = fY1(t), si t E [a,b] 

< l Y2 (t-b+c), si t E [a,b+d-c] 

3.1 . 3 ~~tegrales curvilineas 

DEFINICION 3.1.3 .1 

Consideremos y : [a,b] - -> 
t '\/V\' 

a: 
(Yl (t), Y2 (t)) 

las funciones Yl y Y2 se denominan funciones componentes , don-

de Yl se llana componente real " Y2 la componen t e imaginaria -

de la función vectoria l de vari~ l e rea l y . 

El conj unto imagen en IT de toda función y (t) = Y 1 (t) + i Y 2 (t) 

con t E [a,bJ, puede represe ntarse de la forma siguiente 

y = { z E a: / z = Z (t), t E [a,bJ } e l cual define e l lugar -

geométrico de lo s puntos Z (x,y) , tal e s que 

x = X (t) y = y (t) , t E [a, bJ ( 3 . 1) 

l as relaciones ( 3.1) se llaman Ecuaciones Paramétricas de y . 

DEFINICION 3.1.3.2 

Sea f un a función definida para valore s de y en donde y E « C I » , 

si f es continua en y[a ,b] entonces la función f(Z(t)), es con 

tínua en [a,b] o 

DEFINICION 3.1.3.3 

Sea f: D - --> a: y y u n camino contenido en Di y : I --> IT, 



tal que y( I) cD. Definirnos 

f f (Z) dZ 

y 

ILUSTRACION 3.1. 3 .. 1 

b 

= r f( y (t}) y l(t) dt 
) 

a 
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( 3 • 2 ) 

i 8 Sea Z = Zo + re , e E [O, 21r] r e s l a circumferencia con c e n-

tro e n Zo y radio r > O • 'Demostrar que si n E 7l entonces , 

f 
r 2Tri si n = -1 

(Z-Z o )ndZ = < 

I 
IZ-Zol=r l o si n =f 1 

( 3 . 3 ) 

DEMOSTRACION 

Sean Z E {I, Z o E a: 
i e i e si Z - Zo = re entonces Z = Zo , re con e E [O,2 Tr] 

e n efecto de l a definici6n 3.1 . 3 .3 se t i ene 

luego, 

f ( Z-Zo ) nd Z 

IZ-Zol=r 

f (Z-Z o)n dZ 

IZ-Zol=r 

y Z I( 8 ) = ireie d e , e E [0,2 Tr] 

21r 

= J f ( Z ( e ) ) z I ( e ) d e 

o 

21r 

f 
n in 8 

• i re 
e 

d e = r e 

O 

2Tr 

= i r n +1 J e (n+ 1) i e d e 

O 

2 11" 

= i rn+1 [f cos (n+1) e d e + 

O 

2Tr 

i f s e n (n+1) e d e 

O 



Para n E7l, n :1 -1 se obtiene 

21T 21T 

Jcos (n+.1) e d e = o rsen 
) 

o o 

para n = -1 se obtiene 

f (Z-Zo) n dZ = 
Iz-zol=r 

2 'TT 

i f d e = e 'ni 

o 
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(n+1) e d 8 

Es de observar que, las r e laciones (3. 3) muestran que el valor 

de la integra l curvilinea f (Z-Z o)ndZ , no depende ni del punto 

Iz-zo l=r 

Zo, ni del valor del radio r l a circunferencia, si no sola-

mente del valor de n si es iqua o nó a l valor de -1. 

TEOREMA 3.1.3.1 

Sean Zo y Z1 dos punto s cualesquiera del plano complejo, y sea 

y el camino, dirigido de 2 0 hasta Zl descrito mediante: 

Z(t): t E [a,b], si feZ) = f l (x , y) +i f 2 (x,y) . 

es una función continua en todo punto de y , en tonces la inte--

gral de feZ) de Zo a Zl a lo largo de y se calcula corno sugue : 

Zl 

J feZ) dZ = 
Zo 

Y 

(xI,yd (Xl, Y 1) 

f [fI (x, y) dx - f 2 (x,y) dyJ + i f [f2 (x ,y) dx +f 1 (x,y) dyJ 
y (xo' Yo) y (xo, Yo ) 

(3.4) 

DEMOSTRACION 

Sea Z = X + iy, feZ) = f l (x , y) + i f 2 (x,y) dá los valores en y 

efectivamente. 



Zl 

f f(Z)dZ = 
yZo 

( XI, YI ) 

f [fl(x , y), f 2 (x , y )].(dx,dy). 
y(X o rY o ) 

( XIIYI) 

= [ f} (x , y) . (dx,dy) + i f 2 (X, y) . (dx,dy) 
y(xo1Y O ) 

Zl 

f f (Z) dZ = 
yZ o 

(Xlf YI ) 

f fl (X , y ) dx + i fI ex,y) dy + i f 2 (x, y ) dx - f2 (X, y) dy 

y ( xo , Yo ) 

Separando parte real e imaginaria tenemos: 

Z I 
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f f (Z) dz = 
yZo 

(Xl, y ¡) (Xl, YI> 

f f I (X, y ) dx- f (X,y) dy + i f f 2 (X,y) dx + f I (X,y) dy 
y(Xo , YO ) y(X 0 1YO) 

lo cual prueba el teorema . 

Comentario del teorema 3.1.3 .1 

Utiliz ando (3.1), Z = Z(t), Z(t) = x(t) +iy(t), con t E [a,bJ 

por definición 3.1 .3. 3 se tiene 

b 

f {f¡[x(t) , y(t)Jx ' (t) - f 2 [ x(t) ,y(t)]y' (t) }dt 

a 

b 

+ i f {f2[X( t), y (t)] x 1 (t) +fl[x(t),y(t)]y'( t) }dt (3.5) 

a 

la relación (3.5) expresa la conexión en tre la integral r ea l y 

la integral compleja a lo largo de un camino y . 

3.1.3.1 Propiedades de las integrales 

Supongamos que f(Z), g(Z) son dos integrales a lo largo de un 



camino y , entonces. 

1. J {f ( Z 1 -1- g ( Z) } dZ = 

Y 

f f(Z) dZ + fgC Z) dZ 

Y Y 

2. f kf (Z) dZ 

Y 

= k J f(Z) dZ , k. cte. 

y 

3. Si ya es e l camino opues to a l camino y , e ntonces: 

Zo 

f f(Z) dZ 
Z I ya 

= 
Z 1 

J f ( Z) dZ. 
Zo 

y 
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4. Si M es cota superior d e I f(Z) 1 y L es la l ongitud de l a 

curva y e ntonces 

I I f ( Z ) d Z I < l'-'1L 

b 

5. R e ff (t) dt = 
a 

TEOREMA 3 .1. 3.2 

b b b 

Sea If(t) dt = f f l (t) dt + i f f 2 ( t ) dt, si f es contínua por 

a a a 

tramo s , entonces. 

b b 

I f f (t) dt I < J I f (t) I dt (3.6) 

a a 

DEMOSTRACION 
b 

Supongamo s que Zo es e l módulo y 8 0 es el argumento de Jf(t) dt. 

a 
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entonces 

b 

i r roe o = f (t ) dt. 
) 

a 

Por la propie dad 2 . Sección 3 .1. 3 .1 s e tiene 

b 

ro = fe - i 8 " f(t) dt 
) 

( 3 . 7) 

a 

en ambos miembros d e ( 3 .7) t e n e mos números reale s, entonce s . 

b 

r o = fR e (e- i 8o f(t) ) d t ( propiedad 5, sec . 3 .1. 3 . 1) 

a 

Re ( e - i 8 o f ( t )) .~. l e - i 8 ol · l f( t I , lue g o . 

Re (e- i 8o f(t)) ~. I f ( t) I 

Por consiguie nte 

b 

r o < f I f (t) I d t 

a 

b b 

I f f (t) dt I < f1f ( t ) I d t 

a a 

TEOREMA 3.1. 3 . 3 

Sea f: D ---> ~ una f unc i ón contín u a e n l a c urva y (I), d onde -

y: 1 --- > IT es un camino y y ¡ e s un c ami no equiva l e nte a y , e n 

tonces: 

ff( Z) d Z = f f (Z) dZ . 

Y y¡ 
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DEMOSTRACION 

como Y1 es equivalente a y, entonces existe una biyecci6n 

~: 1 1 ---> 1 creciente, contínua y diferenciable, con continui 

dad por tramos, tal que : 

Y 1 (t) = y ('ti (t) ), vt E 1 1 • 

luego , por definición 3. 1 . 3. 3 s e tiene : 

d 

f f(Z)dZ = ff( Y1(t». y ;(t)dt, 

e 

d 

= ff(Y( ljJ (t » ). Y' ( 'fi (t» . ljJ ' (t) dt . 

e 

haciendo el cambio 

u = 'ti (t) , dU = I!" (t) d t , se obtiene 

L 

1=[a,bJ. 

f f(Z) dZ 

Y1 

ff( y (LJ» y, (U) . dU = ff(Z) dZ. (por deL 3.1.3 . 3 ) 

a y 

TEOREMA 3.1.3.4 

Sean Y1 Y Y2 dos caminos t a les que exist~ 1'1 V Y2 1 si f es con-

tínua en y 1 V Y 2 entonces 

f f(Z) d Z = f f(Z ) dZ + f f(Z) dZ. 

DEMOSTRACION 

Por def inición 3.1.2.6 y def inició n 3.1.3.3 s e deduce que. 



f f (Z) dZ = 
Y1VY2 

b+d- c 

f f( (Yl V Y2) (t)). ( Yl V Y2 ) '(t) . dt 

a 

b b+d- c 
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= ff( (y lVY 2) (t )). (y lVY2) , (t) . dt + f f( (y) VY2 ) (t)) . (Y 1VY2 ) ' (t)dt 

a b 

b b+d - c 

= ff( Y )(t)) Y ~(t) + f f( Y2 (t-b+c)). y ;(t-b + c)dt 

a b 

haciendo e l cambio U = t - b + c resulta. 

b d 

J f (Z) dZ = 
Y1 VY 2 

ff( y 1( t ) ) . y:( t) dt+ ff( Y2 (U)) Y; (U) dU 

a e 

f f(Z) dZ 

Y1VY2 

f f(Z) d Z+ f f(Z ) Z. 

Y1 Y2 

ILUSTRACION 3.1.3. 2 

Calcular el valor de f z dZ , de sde Z} = O a Z2 = 4 + 2i , a lo -

y 

largo del camino y (t): t
2 

+ it, utilizando 

a ) La definición 3.1. 3 . 3 b) el t e ore ma 3.1.3.1 

SOLUCION 

a) Por l a definición 3 .1 .3. 3 . 

Sea y : [O, 2J > a:: 
t ~~~~ y( t) = (t 2 ,t) 

Z 2 2 2 

I f(Z) dZ = fY(t). r ' (t ) dt f (t 2-it) . ( 2 t + i) dt 
Z) y O O 

2 

f (2t
3 it 2 + t) dt 10 8 = - = - J i 

O 



b) Por teore ma 3.1. 3. 1 

8 " 
1 0 - J 1 

Las ecuacione s p aramé t r ica s s o n 

X : t 2 
, y = t , de t = O a t = 2 

Lue go la integr a l dada es i g ual a . 

f (x - iy) (dx + i dy) 

Y 

f Xd X + ydy + i f XdY - y d x 

y y 

t=2 

f t 2 ( 2 t d t) + t d t + 

t=Q 

"t =2 t =2 

- t(2tdt) 

f (2t
3 + t ) dt + i f ( - t 2

) dt = 10 - ~ i 

así 

= 10 8 1" - 3 

t=Q 

3.2 CONDICIONES DE ANAL ITIC IDAD 

3.2.1 (Teore ma d e Cauchy -Goursat ) 

TEOREMA 3. 2 . l . 1 

t =Q 
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Sea f: Dca: - - > a: , una función analítica e n D, D e s conj unto 

abierto y conexo d e 0:, R un r ec tángulo conte nido en D, 

entonces si r es e l b ord e 

f f (Z ) dZ = O 

r 



DEMOSTRACION 

Dividamos R en cuatro rectángulos Rii i = 1,2, ... 4 Y sea 

Yi , i = 1,2, ... 4 sus respectivos bordes. (FIGURA 12) 

se tiene en t onces que 
"6"3~ 113 

f f ( Z) d Z 

r 

'"6;<\Q~l. \C=~J~tl 
oj1 11.1 

''1) in 

0",0,,"41 
i:\ '011t '1"1 

~<\'\ 111 

FIGURA 12 r 
Si y(l) es el caso e n e l cual 

tiene tonces que: 

I J f ( Z) dZ I = I I 
r i = l 

f f ( Z) dZ I ~ I I J f ( Z) dZ I ~ 4 I J f ( Z) dZ I 
y. i= 1 y. Y ( 1) 

1 1 
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dividiendo nue vame nte, ahora e l r ec tángulo cuyo borde e s y( l) 

en cuatro r ec tángulos: (F IGURA 13 ) 
fiB t '(1\\ I 

Se tendra. t '(i~) I f 1í~\1 I 

f feZ) dZ 
4 

J f (Z) 
FIGURA J_3 = I dZ 

y ( 1 ) i = l 
Y ~ 1) 

1 

Sea entonces y (2) . e l l azo para el cual 

I f f ( Z) dZ I > 

y (2) 

If ~ (Z) dZ li i = 1, 2 , ... 4 
Y ~ 1 ) 

1 

1(1) 



acotando t endremos 

IJ f(Z) dZ 1 ~ 41J f(Z) dZ I ~ 4.41f f(Z) dZ 1 = 4
2

1f f(Z) dZ I 
y(1) y(2 ) y(2 ) r 

continuando este proceso se tiene: Por el n-ésimo lazo. 

I ff(Z) dZ I ~ 4klJ f(Z) dZ 1, se ti e ne entonces 
r y(k) 

R ;) Rl ;) R2 ;) ... ;) Rk ... donde Rk es el rectángulo n-ésimo de l 

proceso, exis t e e ntonces ZoE E, Gnico, donde Zo E n Ri , luego 
i >1 

como f es analítica en D y d iferenciable e n Zo, 

se tiene que: 

Definamo s entonces 

f(Z) - f(Zo) 
1 im --Z ---:=--'--"'--'­

- Zo Z-+ Zo 

si Z = Zo 
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Def * 
Iji (Z) = 

f(Z) - f(Z o) f ' (Z) si 
- - Z - Zo - o , 

Iji {Z) es contínua e n Z o i en part icular, para E > 0,3 8 > 0 tal-

que: 

'Z - Z o, < 8 = > 'Iji ( Z)' < E 

Sea k t a l q ue todo Z E y (k ) , ' Z - Z o, < 8 , de esta manera se t e n 

drá: 
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IJ f(Z) dZ 1 = IJ 1'f1 (Z) (Z-Z o) + fl (Z o) (Z-Zo) + f(Z) dz l, ror def. * 
y (k) y(k) 

~ f 1 'jJ ( Z) 1 • 1 Z - Z o 1 dZ + f 1 f I (Z o) 1 1 Z - Z o 1 dZ -1- J 1 f ( Z) I dZ 

y(k) y(k) y(k) 

~ E f 1 Z - Z o 1 dZ + f 1 f I (Z o) 1 1 Z - Z o 1 dZ + f 1 f ( Z l 1 dZ 

y(k) y (k) y(k) 

~ E f 1 z - Z o 1 dZ + 1 f I (Z o) 1 f 1 Z - Z o 1 dZ + 1 f ( Z o) 1 J dZ 

y(k) y (k) y (k) 

Luego por Teorema 3 . 2.1.1 la s funciones h 1 (Z) = 1 Z - Z 01, h 2 = 1 

son integrables y con valor nu l o, para todo lazo contenido e n ~, 

en particular para y(k) tambiél son nulas. 

Sea Pk el perímetro del r ec táng u lo Rk' entonces 

I r f ( Z) dZ I 

~ (k) 

luego 

If f (Z) dZ I 

r 

de donde 

1 Z - Z o 1 < P k ' 1 uego 

< E · Pk f IdZI = Pk·Pk E ~ P ~ 
y(k) 

< 4klff(Z) 

y (k) 
dZ I < p 2 

k 

Iff(Zl dZ I < E 
p 2 

"4k 
y (k) 

k p 2 
< 4 • E = EP 2 

4k 



Como E: es arbitrario , se concluye entonces que 

ff(Z) dZ = O 

r 

3.2.2 Teorema de Cauchy 

TEOREMA 3.2.2.1 
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Sean f: D c[ una función anal ítica en D, D abier to y conexo de 

[ si y es un camino cerrado en D entonces. 

DEMOSTRACION 

ff( Z) dZ = O 

Y 

Supongamos que fl es contínua l n D y Y es un camino cerrado si 

feZ) = U( x,y) + iV(x, y) entonc s 

f I (Z) = Cl U(x,y) 
Cl x 

+ Cl V(x,y) 
ax 

Por las ecuac i ones de Cauchy Ri e mann se tiene 

f I (Z) = } 'V (x ,y) 
Cl y 

-i 

Como fl es contínua en D en tonces au ox 
bien contín uas en D. 

Para el camino y obtene mos: 

Cl U(x, y ) 
3y 

av 
Clx 

r f (Z) dZ r V(x,y)] (dx + idy ) = J [U( x,y) + i 
) 

Y Y 

r f (Z) dZ = f (U dx - Vdy ) + i J (V dx + U d y ) 
) 
y y y 

Cl U 
ay 

av 
ay son t am--

( 3 .8) 
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Como y' es un camino contenido en y , y ' a rbitrario; por aplic~ 

ción directa del Teorema d e Green en el p l ano se obtiene de la 

relación ( 3.8) 

f f ( Z) dZ = J f ( Z) dZ - _dV _ ~yU) dx dy + i JJ r ,3D - dV) dx dy 
dX a l dX dX 

(3. 9) 

Y y ' y ' 

Utilizando las ecuaciones de Cauchy Riemann en el miembro dere 

cho de l a relación (3. 9 ) se obtie n e 

Jf(Z) dZ = I f[-a!V - (-a!V)] dxdy + i 

y ' y ' 

Jf(Z) dZ O 

y ' 

I I[ ~ ~ - [ ~ ~)J dx dy 
y ' 

de (3.9) Y (3.10) se cons igue ¡ f (Z) dZ = O 
) 

Y 

3.2.3 Dominio s simpl e y mult i plemente cone xo 

DEFINICION 3.2 . 3 . 1 

(3.10) 

Sea D un abierto conexo d e ~. Decirnos que D es simplemente co-

ne xo, si para todo l a zo y : [a,b] - -> D, con y( t 1 ) ~ y (t 2), p~ 

ra tI ~ t 2 , se tie ne que e l interior de las r egiones determina 

das por y (I) está totalmente contenida en D. 

Comentario 3.2.3 Una r egión R. es s i mp l emente conexa , si cual 

quier curva simple c errad a conte nida e n R p uede contrae rse a -

un punto sin salir de R 

ILUSTRACION 3 .2.3 

Sea la región definida por IZ - zol < 2, q ue se muestra en l a -
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figura (14), si r es c ualquier curva simple cerrada contenida 

e n R = { z € crl l z - Zo I < 2}, cuyos puntos están e n R, podemos 

ver q u e ella puede deformarse a un punto de sin salirse de R, 

de modo que R es simplemente conexa. 

~~-----------------~x 

FIGURA 14 

DEFINICION 3.2.3.2 

Una región R que n o es simpl e men t e conexa s e dice que es una -

región multiple mente conexa. 

TEOREMA 3.2.3.1 

Sea f: O ---> cr una función analítica e n D. Sie ndo D un conju~ 

to simplemente conexo de CI:. Entonces para t odo la zo r con teni-

do e n D. 

DEMOSTRACION 

J f ( Z) dZ = O 

r 

Se sigue de la definición ( 3 .1.2.2) y t eo r e ma 3 . 2.1 .1 
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3.2.4 Integra le s inde finid a s 

Proposición 3.2.4.1. Sea f: D ---> [, una f unción analítica en 

D. Siendo D un conj un t o simplemente conexo de [. Ento nces la -

función f admite primitiva en D si y solamente si para todo l a 

zo y conte nido en D, s e ti e n e : 

ff(Z l dZ = O 

Y 

Además todas las primitivas de f son de la forma: 

F (Z) = G + J f (U) dU. 

Ct z 

donde Ct z es un camino con oríg ~n Z o E D y extremo Z 

DEMOSTRACION 

" = > " 

Sea F una primitiva d e f en D, es decir, 

dF (Z) --crz-- = f (Z) 'iglZ E D. 

En particular si y e s un camino contenido e n D 

luego: 

dF(y(t)) = 
dt 

dF (Z) 
dZ 

dZ 
. dt· 

dZ 
f(Z)·dt f(y(t)). dy(t) - dt: 

dF (y ( t)) = f (y (t) ) • y I (t); 'igl t E [a, b ] 
dt 



b 

f f (Z) dZ = ff(y(t)) . y ' (t) ft 
) 

Y a 

b 

J f (Z) dZ = f dF (y (t) ) = dt 
Y a 

f f (Z) dZ = F( y (b)) - F(y(a)). 

y 

Por tanto: 

ff(Z) dZ = F(Z l ) - F(Zo) ; Zl el extremo de y y 

y 

Zo el origen. 
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Comentario 3.2.4.1. Lo anteric ' muestra que el valor de la in-

tegral no depende de más si no e los extremos Zo y Z1. 

Además si y es un la zo, y(a ) = y (b) = Zo = Zl, se deduce que -

ti 11 

<= 

f f (Z) dZ = O. 

y 

Supongamos que f f(Z) dZ = 0, para todo lazo contenido en D. 

Entonces una prImitiva de f, puede expresarse 

F(Z) = C + f f(U) ñU, analítica. 

Ctz 

Sea Bz otro camino de origen Zo y extremo Z, entonces el cami­

no Ct z v B; es un lazo de origen Zo, luego por hipótesis se tie-

ne : 



es decir 

luego 

f f (U) dU = O 

Cl Y (3 o 
Z Z 

f f (U) d U + r f (U) dU = 
) ) 

Cl So 
Z z 

f f (U) dU - f f (U) dU = 

Cl
Z B Z 

If(U) dU = ff (U) dU 

Cl Z B Z 

F (Z) = G + f f (U) dU 
) 

Cl Z 

ILUSTRACION 3. 2 . 4 .1 
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O, Por Te orema 3 .1.3 . 4 

O (por propiedad 3.1.3.1-3) 

Sea f: ~ - { O} ---> ~: Z 'V\/\..-+ 
1 

f(Z) = Z i ~ - {O} es conexo, a-

bierto, f e s ana l í t ica en ~ - {O} , e ntonces f no admite primi-

t iva en ~ - {O} 

PRUEBA 

Sea y: [O,lJ ---> ~ - { O} : t '\,'\,'\,-+ 

1 I f ( Z) dZ = I f (y (t) ) y' (t) dt 

y o 

1 

f2 
. 2 fT it 

n l e dt 
2n i t 

O e 
= 

e 
2 nit 

e ntonces , 

1 

I 1 = YTtf 
o 

1 

f2 1Ti dt 
) 

O 

y ' (t) dt 

2 n i 



ff(Zl dZ = 2 íT i 

Y 

corno 21Ti -¡. O, por teorema 3 .2.3.1 se c cnc luye que f no admite 

primitiva. 

3.2.5 Teorema de l a integral de Cauch~ 

TEOREMA 3.2.5.1 (Fórmula integra l de Cauchy l 
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Sea f una función; an a lítica con un dominio G si G contiene una 

curva cerrada y continua L,si Zo es un punto interior de L, 

entonces. 

DEMOSTRACION 

Sea Zo un punto cualquiera en e l interior de la curva L (FIGU-

RA 15) 

entonces la función 

g ( Z) = f ( Z ) 
Z-Z o' luego por teorema de Cauchy 

g es analitica y está definida sobre el dominio 

G - {Zo}. Sea p el radio tan pequeño en el inte 

rior de la c urva L donde y p es el círculo 

IZ - Zol = p en dirección pos itiva, luego por -

Teorema 3.2.1.1 

r g (Z) dZ 

L 

= f g (Z ) dZ . 

yp 

FIGURA 15 



o bien 

ff(Z) dZ = 
) Z - Z o 
L 

luego si p -+ O. Se 

f!QL dZ = Z-Zo 
L 

por consiguiente, 

lim 
p-+o 

en efecto. 

f 
f (Z) d Z 

) Z - Z o 
Yp 

ti e n e 

lim f f (Z) dZ 

p-+ o Z - Zo 
Yp 

n e c es itamos probar 

Sea E > O. e ntonces J 8 > O tal que; 
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que 

(3.11) 

donde p < 8 , luego, p or aplica c i ón de la ilustración 3.1.3 .1 s e 

tiene que 

f dZ = 2 n i 
Z-Z o 

Yp 

luego (3 .8) la poderno s e scribir d e la fo rma 

II ~ dZ - f(Z ) Z-Z o o 
Yp 

= I ff(Z~ - f(Zo) 
dZ I - Zo 

Yp 

f 
1 f ( Z) - f (Z o) 1 = dZ 

Iz - Zol 
Yp 
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Luego por continuidad uniforme de f se tiene que para E > 0, p~ 

demos encontrar un 6 > O tal q u e 

siempre q u e 1 z - z o 1 < 6 = p 

Por consiguiente 

I f ~ ~ ~ : d Z - 2 1T i f ( Z o ) I < E ~ 21T . 2 1T P = E s iempre que p < 6 

Yp 

por lo tanto, s e prueba (3.8) y e n consecuencia, 

( ) = 1 f f(Z) 
f Zo 21Ti Z-Zo dZ . 

L 

COROLARIO 3.2.5.1 

Si f es analítica en un dominio G y si G contiene un círculo: 

y : Iz -zol = p inte rior, e ntonces 
p 

21T 

1 J 2 1T 
o 

PRUEBA 

Sea Zo E interior de la curva y • 
p 

La ecuación de l círculo puede esc rib i rse , 

i 8 z = Zo + pe • 

Por Teorema 3.2.5. 1 se t i e ne 

1 
21Ti 

2n 

J 
f(Zo + pe 

i 8 
pe o 

8 E [0,2 1T] 

8 ) . i8
d8 1. pe • 

( 3.12 ) 

8 E [O,21T] 



2rr 

r i8 
f (Z o + pe ) d e 

) 

n 

lo cual se prueba (3.12) . 

3.2.6 Derivada de fun c iones Analiticas 

TEOREMA 3.2.6.1 

Sea f una función a nalitica en un dominio D. Entonces f posee 

derivada de todos los orde n es y para Zo E D 
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n! 
2rri f 

f(Z) dZ¡ 
( Z_Zo)n+l 

(n=O,1,2, ... ) (3.13) 

L 

Donde L es una curva c errada y continua en el dominio D, y Zo 

pertenece al interior de la región limitada por L. 

DEMOSTRACION 

Por inducción 

Para n = O se tiene e l teorema 3.2.5.1; asumanos (3.13) es vá-

lido para un entero no negativo (n-1) y probemos que (3.13) es 

cierto para n. 

en efecto, 

por definición se tiene 

f ( n) (Z o) = 1 im f ( n - 1 ) (Z - Z o) - f ( n - 1 ) (Z ~ ) 
h 

h -+O 

como Zo es interior a la región limitada por L y Zo E D, luego 

por teorema 3.2.2.1 (de Cauchy Goursat) se tiene 



f(n l (Zo) = n! 
21Ti f 

f (Z) 

(Z-Z ) n + 1 
y u 

p 
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dZ (3.14) 

donde y : IZ-Zol = p es el círculo inscrito en el interior de 
p 

L. , 

consecuentemente , t en d r émos 

f ( n - 1 ) (Z o +h) - f ( n - 1 ) (Z o ) 

h = 
(n-1) ! 
h(2'ITi) 

= (n-1).! f f( Z)[(Z-Zo)n - (Z-Z o-h)n ] dZ 
h(2nl) (Z-Z -h)n(Z-Z )n y o o 

p 

consideran do I h I < p , y haciendo e l cambio U = Z-Zo y Z-Zo-h = U-h 

n n n-1 n-2 n-1 y utilizando la integral algebraica. a -b = (a-b) (a +a b+ ..• +b ) 

encontramos que 

f (n -1) (Z o +h) - f (n -1 ) (Z o) 

h 
= (n-~)! U +U (U-h)+ •• . +(U-h) f(Z) dZ (3.15) 

J 
n-1 n-2 n-1 

(2nl) Un (U-h) n 
Yp . 

Por otra parte, expresando (3.10), con el cambio U = Z - Zoqu~ 

da: 

n! 
2ni 

Se sigue d e (8.12) y (8.13) 

f(n-1) (Z-Zo) - f(n-1) (Z o ) 

h 

f~ 
Un + 1 

Yp 

que 

n! 
2ni 

dZ ( 3.16) 



= /-J!1-1) ! 
2ITi 

n ! 
27Ti 

- ~ fe Z) dZ 
un +1] 

= ~ f [(n-1) !U
n 

+U
n

-
1 

(U-h) + •.• + U (U-h) n-l - n! (U- h) n ] f ( Z) dZ 

2ITl ~+1 . (U-h) n 
Yp 

= ~ (n-1) !U +U (U-h) + .•. + U (U- h ) - n (n-1) ! (U- h) J 
f [

n n- l n- l n-

2ITl ~+1. (U-h) n J 
fe Z) dZ 

Yp 

= 
(n-1) ! 

LIT i rr 
n n-l n-1 n 

U + U (U - h) + ... + U (U - h) - n (U - h ) 

) l un+ 1 • (U _ h) n 
Yp 

1 
J f (Z) dZ 

Utilizando l a prop i edad 4 de la secci6n 3.1.3.1 s e tie ne q u e 

I
f( n -1) ( Zo+h) - f(n-l) (Z o) _ ~ 

h 2IT i 
( 3 .17 ) 
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< 
n n-l 1 1 

(n-1) pM( p ) . p + p (p - h )+ . .• + P ( p _1 h 1 ) n - J -n ( p -1 h 1 ) n 

pn+l ( p_l hl)n 
( 3 .18) 

donde 

1<1 ( p ) max 1 f ( Z) 1 

ZEYp 

Pero el miembro derecho de (3.18) se aprox ima a cero corno h 7 0, 

y en conse cuencia , e n (3 . 1 7) 
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f (n) CZ o ) 
f(n-l) (2

0 + h) - f(n-l)(Zo) n! r f~ dZ = lim = 2ni 
h~O 

h ) Un+ 1 

Yp 

n! 
f 

f(Z) dZ = 2Tr i (Z_Zo)n+l 
Yp 

Por tanto 

f(n ) (Zo) n! 
f 

f (Z) 
dZ (n 0,1,2, •.• ). = 2ni = 

(Z-Zo) n+l 
L 

COROLARIO 3.2.6.1 

Si f es analítica sobre un dominio G, entonces todas las deri-

vadas 

f(n) (Z) (n = O,l,2, ... ) (3.19) 

Son analíticas sobre G. 

PRUEBA 

Se sigue que si f es analítica e n Zo, entonces f (n) (Zo) son 

analíticas y por l o tanto c ontínuas en ese punto, se deduc e 

que las d e riva das parci a les de todas las órdenes, de U y V son 

funciones contínuas en cualquier p unto donde f sea ana lítica. 

3.2.6.1 TEOREMA DE MORERA 

Sea f una función contínua e n un dominio G conexo, y suponga--

mos que 

ff(Z) dZ = O 

L 

(3.20) 

I TECA. CENTRAL , 
~ ~L ALVAO 
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Para toda curva cerrada L contenida e n G. Entonces f es analí-

tica en todo G. 

PRUEBA 

Sean zo, Z dos punto s arbitrarios de G. Entonces se sigue d e -

(3.20) Y proposición 3 . 2 .4.1 que la integra l 

Z o 

F ( Z) = r f ( ~ ) d ~ 
) 

Z o 

es independiente de la trayectoria, si no de los extremos ZoiZ 

y por corolario 3.2. 6 .1 f es analítica sobre G. 

TEOREMA 3.2.6.2 (Princip i o del módulo máx imo). 
e= 21f 

Si f: D - - > ce ti e n e la propi eaad (3.12), f(Zo} = 2~ J f(Zo+pe
i 8

}d8, 

8=0 

D abierto y conexo y Ifl alcan z a un máx imo relativo en D en un 

disco DI d e D, entonces f es constante . 

PRUEBA 

Consideremos la figura 16 

Supongamos que Ifl alcanza un máximo relativo 

en Zo' Es decir supongamos q u e xiste 

DI = { Z E ce / I Z-Z o I < R} 
FIGURA 16 

tal que I f (Z o) I ~ I f (Z) 1, VZ E DI 

Supongamos que f(Z o} es real y mayor o i gua l que cero. 



Definimos 

"e 
M(r) = sup If(Zo + re

1 
) ! 

Por un lado tenemos 
i 8 

!f(Zo + re ) I < f(Zo) 

as í 

i 8 
M(r) = sup If(Zo + re ) I :5 f(Zo) 

como f tiene la propiedad (3. 12) entonces 

luego 

21T 

f(Zo) = 2~" ff ( Zo + re
i8

) d e 

o 

21T 

~ "-2; flf(Zo 
O 

1T 

"e + re 1 ) I I d e I 

< 1 f M(r) ¡del = M(r) -LiT 
O 

e n consecuencia 

f(Z o) < M(r) 

de (3.21) Y (3.22) s e concluye que 
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( 3 . 21) 

(3 . 22) 

Se a g(Zo) = Re(f(Z o) - f(Z», 9 tiene la propiedad (3 . 12) 

1T 

= 1 f 
21T 

(3.23) 

o 

o 

como 9 es positiva 
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g ( Z ) = Re ( f ( Z o ) - f ( Z) ) 

( 3.24) 

de ( 3. 2 3 ) Y ( 3 . 2 4) i 9 ( Z ) = O 

así 

g(Z) = Re [f( Zo) - f(Z)] = O <=> Re [f(Zo)] = Re [f ( Z)] 

I f ( Z) I < f ( Z o) = Re [ f ( Z ) ] < 1 f ( Z) 1 

por consiguiente 

f(Z o ) = 1 f (Z) 1 , v' z E e l , donde el está contenido 

en DI 

Por "tanto cuando r -+ O tenemos que 

f (Z o ) = 1 f (Z) 1 V. ( DI 
Z 

y f es constante. 

TEOREMA 3.2.6.3 (teorema de Louville). 

Si f es analí tica e n todo [, si f es acotada, entonc e s f es 

constante. 

DEMOSTRAeION 

Sea Zo E IT. Demostrar que 

(3.2 6) 

Sea y e l círculo: y: Iz-zo l < R, si considerámos el centro en 

O de tal forma que Zo ca e dentro de y , se tiene e ntonces por 

la f6rmula de eauchy 



1 
21Ti 

por consiguiente 

f 
f ( Z) 
- - dZ , 
Z-Zo 

y 

f (O) 1 r f(Z.L dZ 
21Ti) Z • 

y 

f ( Z o ) - f ( O ) = 2;' I f f ( Z) [Z .... lZ o - iJ d Z 

y 

= __ 1 __ f Zof(Z) dZ 
2Tr i Z(Z-Z o ) 

y 

En consecuencia 

corno f es acotada I j M > O tal que [ f (Z) [ < M 

así 

Por el hecho de que 

se tiene que 
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(3.27) 

(3.28) 
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si R ~ 00 entonces e l mi embro derecho de (3.28), puede hacerse 

me nor que cualqui e r núme ro positivo, y e l lado i zquierdo de 

(3.28) debe ser i gua l a cero, por consiquie nte 

feZ) = f(O) 

TEOREMA 3.2.6.4 (Teorema fundamental de l Algebra). 

'l'odo polinomio de grado n > 1 tiene por lo me nos una raiz (cero ) 

PRUEBA 

Supongamos e l po linomio de la forma 

(3. 29 ) 

supongamos que fe Z) no tiene cero . Entonces fl;f es ana lítica 

e n todo U:, así 

t a mbi e n 

1 
TIZf 

lim 
Z ~ 00 

= 

luego existe un R tal que 

l 

la o +al/Z + .. . + an/znl ~ la o 
1 

2 
, cuando 

por lo tanto para Izl > R se tiene 

If(;) I = I n 1 n I 
Z (a o + al / Z + ... + an/Z ) 

<; 1 1 
Rn 

la o tal /Z + . .. + an/ Z 1" ya 

1 2 
l/R < 1 < - -- , y a q ue 

Rn laol 

1 

TZT 

q u e 

< 1 
R 

I Z I > R 
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Como f es c ontínua e n una región cerrada, entonces 

I f / ir I < N cuando I Z I < R 

si toma mos 

M = max (~ 2 
¡a:¡ 

se tie n e e ntonces que 

luego por teorema (3 .2.6.3 ) teorema de Louville, aplicado a 

1 1TZf e s constante y e n consec ' e n cia f(Z) es constante , contra 

diciendo la hipótesis q ue e l gr do de f es mayor o i gual a 1. 



CAPITULO IV 
SERIES 

tI.o SERIES 

En el capítulo 111, se pre s en tó un e studio sobre l as condicio--

nes de analíticidad de una función compleja y se hicieron plan-

teamientos sobre funciones ana líticas conforme al proces de in-

tegración de una función a lo largo de una trayec t o ria ; existe 

otra manera de tratar e l prob l ema de analiticidad, el cual se -

presenta, tomando como instrument o básico la s series de poten- -

cia, así mediante esta técnica s e puede lograr una mejor apre --

ciación y claridad del problem de analiticidad de una función 

compleja de variable comple j a . 

En lo que sigue del presente capítulo, se dará por conocido l os 

diferentes criterios de convergencia de series infinitas de nú-

meros reales, así también, pa ra l as series de funciones reales, 

y las suces iones. 

4.1 SERIES DE NUMERa S COMPLEJOS 

DEFINICION 4.1. 1 

Considere mos la sucesión de números complejos 

~1 1 = Z 1 , ... , (4.1 ) 

La sucesión dada en (4.1), por (W ), se llama una serie cuyo 
n 

n-sima t é rmino es Z . Los números W se llaman sumas parcial es 
n n 

84 
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de la serie. 

Se dice que una s e rie es c onve r gente si l a sucesión de sumas 

parciales e s converge nte , es decir, tie ne límite fin ito , e n ca-

so contrario dirémos que la ser i e es divergente. 

Si una serie I Zn conve rge a L entonces escr ibimos 
n > 1 

I Z = L ; 
n=1 n 

L E IR ó L E a: 

DEFINICION 4.1.2 
00 

Sea I Zn una s e rie de números c omp l ejos , se dice que la serie 
n=1 

converge al valor de L, si exi s te, L E a: , tal que V E> O,jn oE lli 

DEFINICION 4.1.3 

00 

I I Zn - LJ < E , 'In' n > n o 
n= 1 

La serie I Zn s e dice que, converge absolutamente s i la serie 
n=1 

ca 

2. I Zn I es convergente. 
n= 1 

ca 

Es decir, la serie 2. Zn converge absolutamente, si converge -
n = 1 

la serie de módulos. 

Si una serie converge pero no absol u tamente , dirémos q u e l a se-

rie converge e n forma condicional, dicho esto de otra manera, 

ca 00 

si 1 Zn converge, pero 1. IZnl d iverge, entonces se dice que 
00 n = 1 n = 1 

I Zn conve rge condiciona lme nte. 
n=1 
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TEOREMA 4.1.1 

00 00 

L Z = L <=> L Re (Zn) = Re (L) n 
( 4 • 2) 

n=l n=l 

00 

y I 1m (Zn) = 1m (L) 
n=1 

PRUEBA 

Se deberá mostrar que la suces ión de sumas parc i ales converge. 

Sea (Z ) = (x ) + i(Y ). Entonces (Z ) converge si y solo sí 
n n n n 

(x ) y (Y ) ambas convergen , en efecto. 
n n 

Supongamos q ue Z -+ s y que s = a + i S , entonces para cual---
n 

quier E > O, existe un N o ( E ) ta l q ue 

Ix +iY - a -isl<E 
n n 

o sea 

Ix - a + i(Y - sl<E n n 

dado que 

Ix - al < Iz - si n-n 

entonces para n > n o implica que Ix - si < E 
n 

y esto significa que x -+ s . Por otra parte 
n 

Iy - si < Iz - si , n-n 
entonces 

n > no => I y - si < E 
n 

es decir Yn - > S 

Conversamente 

Si x - > a , Y - > S , entonces para cualquier E > O existe un No n n 



tal que 

pero IZ - r;; 1 
n 

luego Z - > r;; 
n 

r 1 x - al E/ 2 

=> < 

II y - si < E/2 

IZ - ('( - i e. 1 
n 

( x ) + i (y ) - a - i s l 
n n 

= (x - a ) + i (y - B) 1 
n n 

TEOREMA 4.1.2 (Cri terio de c onvergenc ia de Cauchy ) . 
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Sea (Z ) una sucesión de nÚIDe r 
n 

compl e jos. Entonce s la serie 

00 

¿ Z converte si y so lo si para cualquier E > O existe un No 
n 

n=l 

ta 1 que 1 Z + Z 1 + ••• + Z 1 < E , n n+ n+ p n > no, Vp ~ O (4.3) 

La prueba se verifica po r aplicación directa del criterio de -

convergencia de Cauchy , para suces iones , de manera a náloga qu e 

en variable real. 

TEOREMA 4.1.3 

Si R < 1 y lim sup ~TZ:T = r, entonces 
n -+oo 

00 

converge absolutame nte , s i R > 1 ¿ Z 
n 

n= 1 

PRUEBA 

Sea E > O. Si R < 1 y E < 1 - R. 

00 

diverge 

si lim sup o/lZnl = r, e ntonces de un N e n adelante 
n -+oo 

(4.4) 



88 

~ < r + E = k < 1, esto significa que 

de un N e n adelante 

I Z I n 
n 

< K . por la prueba de comparación 

<Xl ao 

L Iznl converge, ya q u e L Kn 
< l converge, 

n=l n= l 

ILUSTRACION 4.1.1 

ao ( nI] n
2 

Verificar l a c onvergencia de l a serie n~l l -

usando la prueba de l a ra íz se tiene 

lim ni 

4.2 CONVERGENCIA UNI FORME DE SERIES COMPLEJAS 

DEFINICION 4.2.1 

Sea lli un espacio métrico , se dice que una ser ie de funciones 

comple j as de variable compleja definida e n lli, es uniformemen-

te converge nte si la sucesión de s umas parciales 

(4 .5 ) 

converge uniformemente en lli hacia una función f, a f se l e 

llama suma de l a serie de func iones , y se denota de la forma -

siguie nte 

ao 

I f (Z) = f (Z) 
n 

n = J 

DEFINIeION 4.2.2 
00 

Sea L f (Z) 
n= 1 n 

una serie de funciones compleja s de variable com 
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pleja, se dice que l a serie conve rge una funci ó n f, conple ja -

de variable complej a, tal que 

Comentario 4.2 .1 

Una condición necesaria y sufi c i ente para que (4.5) c o nver j a -

uniformemente a la función f, en ]E es que e x ista N E lli, N(E) 

tal que 

Vn > N ( e ), Vp > O, Z E lE ( 4 . 6) 

Basta COn aplicar el criterio je Cauchy 

TEOREMA 4. 2. 1 (Teorema de Weie r s trass M - test) . 

00 

Sea la serie converge nte L Mn cuyo s términos son constantes 
n = 1 

no negativos, 

supongamos las f n funcio n es, es t a l que 

I f n ( Z) I < Mn (4.7) 

Para todo Z E ]E, y para todo n mayor que cierto número entero 

N, N > O. 

Entonces la serie 

DEHOSTRACION 

00 

I fn(Z) converge uniformemente a f sobre lE 
n=1 

Dado q ue l a se rie ¿ Mn converge, sea E > O, existe 
n > 1 

. }ll E 'l.l, NI ( El > O ta l que: 
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N 1 + ... + M < E: , Vn > N 1 ( t: ), p > O n+ n +p 

si N 2 ( E) = Max ( N I ( S ), N) entonces de acuerdo a (4.7) 

se tiene 

Isn+ p (Z) - Sn( Z) I = I f n + J ( Z) + .•. + f n +p ( Z) I 

< Ifn+ l ( Z) I + .. . + I fn+ p ( Z) I 

< Mn + J + ... + Mn +p < E , Vn N 2 , p > O,Z E lE 

corno E es arbitrario, e ntonces 

luego para cualquie r comp l e jo ~ 

TEOREMA 4.2.2 

s obre IE 

00 

s e tiene \' f (Z) = feZ) VZ E ]E 
L. n 

n =1 

Si la serie L fn(Z) converge uniformemente a f en IE que tie­
n > l 

ne corno punto límite Zo E IE Y si f n e s contínua, p a r a todo 

n E ]N, en Z o E lli. En tonc e s f es contínua e n Z o ' 

DEMOSTRACION 

Sea Z i Zo un pun to de lE , e nto n ces 

I f ( Z) 

dado que y. f n (Z) conve rge uniformemente a f sobre TI: , enton-­
n > J 

ces. 

Sea E > 0, existe N( E ) E JN ta l que 

ISn(Z) - f(Z)1 < ~ Vn > N ( t: ) ,Z E lE 

TECA CENTRAL 
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en particula r 

E 
< "3 ' 'In > N ( E ) 

si n » N( E), poderno s escoge r n = n o y así tendrémos q ue 

(4. 8' ) 

dado que S es contínua e n Zo E lE, se p uede e scoger O. ( E ) de 
n o 

tal forma q ue 

ISn(Z) -Sno(Z o) I < -} si Iz - Zol <.) y e n con se 

cuencia de ac uerdo a (4 . 8 ') se tiene 

I feZ) - f(Zo) I < E sie mpr e que 

luego f es contínua e n Zo . 

TEOREMA 4.2.3 

00 

Sea y un c a mino, I feZ) converge uniforme mente a f sobre y 
n = l 

si todo térmio de feZ) VZ, es contínua sobre y entonces 

I fn(Z) puede inte grarse término a término a lo largo de y -
n > l 

ide nticamente 

DEMOSTRACI ON 

= f f ( Z) dZ 

y 

(4.8) 

Por teoréma 4.2. 2 f es contínua , y e n consecuencia, puede ser 

integrable sobre y ¡ por hipó t es is I feZ) ~ f, uniformemente -
n > l 

sobre y 

así. Sea E > O, existe un enter o N( E ) > O tal que 

ISn( Z) - f eZ) I < 1: ' donde l es la longitud de y 
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luego Vn > N( s ) , Z E: y se deduce que 

IkI ,Jfk(Z) dZ - J f (Z) dZ I = I f[ sn(z) f (Z) ] dZ I 
y y y 

< 
E: 

z · i = E 

Como E es arbitrario, la prueba es completa. 

4.3 SERIES DE POTENCIA 

DEFINICION 4.3. 1 

Sea (an) una sucesión de números complejos. La serie de la for -

ma 
00 

I a zn 
n= O n 

( 4 . 9 ) 

es l l amada una serie de potencid s la series de l a forma (4.9) 

tamb i én son conocidas con el nombre de serie entera en Z. 

A veces se considera una serie de po tencia de la forma 

00 

(4.10 ) 

Pero si consideramos e l complejo p = Z -Z o' la ser i e (4.10) to-

ma l a forma de la serie ( 4.9), por lo que será de mucha uti l i--

dad en lo poster i or. 

TEOREMA 4.3.1 

Si existe Zo f O tal que lanz~ 1 < M, Vn E ID e ntonces la serie de 

potencias definida en (4. 9 ) converge, para tod o Z, tal que 



PRUEBA 

lanZ~1 = lanl l Zl
n 1 a n 1 . 1 z 1 n J Z o 1 n 

IZol
n 

= 1 a n 1 . 1 z o 1 n . 

= 1 anZ~ 1 . 

< M. 

00 
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Como la serie Geométrica I M Converge con razón menor--
n=O 

que 1 luego por criterio de comparación la serie definida en 

(4.9) converge absolutamente, para Izl < IZol, VZ E [. 

Cons ideraciones sobre e l disco de Convergencia en [, e n cuanto 

a las series de potencia. (4.11) 

i) El disco Izl < R, s e l e llama disco de Convergencia, si la 

tiene Converge con todos los puntos de Izl < R 

ii) El exterior del disco de Convergencia : Izl > R, en este ca 

so la serie no Converge si no sus términos no están acota-

dos. 

iii) El anillo Izl = R, e n cua l e s la Serie puede o no Converger 

TEORE~ill 4.3.2 (Cauchy - Hadamard) . 

Sea la serie de potencia 
00 

I an(Z - Zo )n (4.12) 
n=O 
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Sea a) lirn o/ lanl = L, 
1 --R = L ' donde lirn denota el lirn sup~ 

n -+OO 

rior de la sucesión ano 

Sea y el círculo Iz - zol = R, con interior I( y ), e~terior 

E(y). Entonce s 

1. Si R = 0, l a Seri e (4.12) diverge, para Z ~ Zo 

2 . Si R E (0, 00 ), la Serie Converge absolutame nte, para todo Z -

en I(y) Y diverge, para todo Z en E(y). 

3. Si R = 00 , l a Serie Conve rge absolutamente, para cualquier -

corr.plejo Z. 

PRUEBA (Se deja al lector) 

TEOREMA 4.3.3 

Sea y: Iz - Zol = R e l círculo de Convergencia d e la Serie de 

potencia (4.12), entonce s la serie Converge uniformemente en -

un subconjunto compacto de I(y) . 

DEMOSTRACION 

Sea F cI(y) un Conjunto Compacto, contenido e n algGn disco C -

rrado 

Iz - zol < r < R 

si r es lo s uficie ntemen t e próximo a R, entonces a probar que 

la Serie (4.12) converge uniformemente sobre el disco 

Iz - zol < r < R. 

Sea s un punto del disco 

R < Is - Zol < p = R 
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Como la Serie (4 . 12) Converge a bsolutame n te p ara todo s = Z, l a 

s e rie 
00 n 00 

1 a n 1 1 r; - Z o 1 converge 
n = O 

luego por Teor e ma 4 . 2 . l (M-te st ) l a Ser i e (4 .l2) conv e fge un i -­

formeme nte sobre e l disco I z - z o l ~ r , l uego 

n n n 1 
1 a n (Z - Z o ) 1 = 1 an 1 1 z - Z o I < 1 an 1 p , V Z E Z - Z o 1 < r 

luego 

00 
n I an(Z - Zo) converge a b so lutamente s o bre I (y ) 

n =O 

4.4 SERIES DE FUNCIONE S ANAL ITICAS 

LEMA 4.4.1 
00 

Una s e rie I fn(Z ) conv e rge en u n domi n i o G¡ es c on ver gente uni 
n =O 

formeme nte e n t odo sub c o n j unto c ompacto d e G s i y solo si, dado 
00 

Zo E G, ex i s t e un v e cindario N(Z o) c G e n la cua l I fn( Z) conve r 
n= ] 

ge univorme me nte . 

DEMOSTRACION 

Sea Zo E G, en tonces l a Ser i e dada Conver ge uni formemen t e en a l 

gún vecindario cerrado N ( Zo ) : Iz - z o l < p y en c onsecue ncia 

conve rge e n N( Zo). 

A probar l a c o ndición suf i c iente . 

Supongamos s u e ex i ste un Conj unto Compac t o F cG , t a l ~ue la s e -

rie no Conve rge uni forme me nte , si bien l a condic ión de l Te ore ma 

se satisface e ntonces ex i ste E > O, una Sucesión { Zn } de pun t os 

en F, y una Suces i ón {Kn } de e n te r o s p o s itivos donde 



k 1 < ••• <; k n < ••• , ta 1 que 

- f ( Z ) I > E , Vn, n = 1, 2 , .. , 
n -

9 6 

(4.13 ) 

(esto es la negaci6n d e q ue la serie converge uniformemente so 

bre F) . 

En efecto, la suces i6n {Zn } tiene limite y como punto limite ~ 

y además contiene una subsuces i6n { Z~ } convergente al valor ~ . 

Dado que F es cerrado, S E F c G y en convergencia, por hip6te--

sis, existe un vecindario N(Zo) cG para e l cual la serie con--

verge unidormemente , es decir: 

ISn(Z) - f(Z) I < E , para n s uf icientemente grande, Z E N( ~ ), d~ 

cho de otra manera¡ para n suf l ~ ientemente grande, N( s ) conti~ 

ne puntos, (de hecho todos los p untos de {Z~} enpiezan desde -

un cierto valor de n), satisfaciendo 10 contrario a (4.13). Es 

ta contradicci6n completa l a prueba. 

TEOREMA 4.4.1 (Teore ma de Weirstrass sobre convergenc ia uni--

forme de Series de funciones analiticas). Si la Serie 

I fn(Z) = f(Z) (4.14 ) 
n > J 

Converge uniformemente sobre todo subconjunto compacto de un -

dominio G, Y si todo térmio f son funciones analíticas sobre 

G, entonces la suma f(Z) de la Serie (4.14) es también analíti 

ca sobre G. Además la serie (4.14), puede diferenciarse térmi-

no a término, 

L f~k) (Z) = f( k ) (Z) (k = 1,2, ... ) V-Z E G (4 .l5) 
n > J 
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Cada serie diferenciad a converge uniformemente sobre todo sub-

conjunto compacto de G. 

DEMOSTRACION 

Sea Z o E: G un punto arbitrario, seleccionemos p > O tal que G 

contenga el círculo y : Iz -Zol = p y su interior I(y} ¡por hi 
p 

potesis (4.14) converge uniformemente sobre y y su interior, 
p 

además por teorema (4. 2. 1) exis te una serie convergente cuyos 

términos son constantes no negativos, de manera tal que (4.14) 

converge uniformemente a f, y en consecuencia en (4.14) se ob-

tiene 

k! 
2n i L 

n > l 

de donde 

= 
(Z - Zo) k+l 

I 
k! 
2ni . 

k! 
2n i . 

f (Z) 

k! 
2ni 

( k = 0,1,2, ... ) 

1 

1 
1<+1' 
p 

VZ E Y • 
P 

(4.16 ) 

Por teorema (4.2. 3) podemos integrar término a término (4.16), 

a lo largo de yp' obtenie ndo 

k! 
2ni L 

n > l f 
f (Z) 

(Z:Z )k+l 
y o 

P 

dZ k! = 2ni f 
f (Z) 

dZ (4.17) 
(Z - Zo) k+l 

yp 

obteniendo así la fórmula de Cahuchy, si k = O en (4.17) se re 

duce a 

f (Z o) 
1 

nLf 
f n (Z) 

dZ 
1 r f(Z) dZ (4.18 ) = 

21T i (Z - Zo) = 2ni ) (Z - Zo) 
- y yp p 
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Como todas las f n son anal íticas sobre I(y ). En consecuencia 
p 

f puede representarse por la integral de Cauchy tomando la for 

ma 

1 
2ni 

dZ , VZ o E G. (4.19) 

recordando la pru ba d e la inte gral de Cauchy, se utilizó la -

analiticidad para f usando n = O, Y en consecue ncia si satisfa 

ce (4.19), se deduce que f puede tener derivada de todos los -

órdenes sobre G. En particular si f es analítica sobre G, para 

k > O, así (4.17) se reduce a (4.15), con e l reemplazamiento de 

Z por ZOl donde podemos utilizar la fórmula de Cauchy y de he-

cho f es analítica como las f n también lo son sobre I (yp). 

Finalmente, probar que cada serie diferenciada 

00 

I f~k) (Z) = 
n=1 

k! = 2 Tr i 
f ( k) (Z) 

(4.20) 

Converge uniformemente s obre todo subconjunto compacto de G. 

Por lema 4.4.1, existe un vecindario N(Zo) del disco abierto 

I z - Z o I < ~. p 

dado que l a serie e n (4.14) converge uniformemente sobre y p 

existe un entero N( E ) > O tal que 

ISn(Z) - f(Z) I < E , Vn, n > N( E ), Z E y (4.21) 
p 

donde Sn(Z) denota la n-suma parcial, de (4.14); de (4.21). 

Se sigue que : 



k! 
d e -

2'ITi 

k! 
21T ( p/2)k+1 
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( 2 'ir p), Vn > N ( E ), Z E N ( Z o ) 

(4.22) 

El miembro derecho de (4.22) tiende a cero, con el mismo E . 

Además (4.20) converge uniformemente en N(Zo), y la prueba se 

completa. 

4.5 SERIE DE TAYLOR y SERIE DE LAURENT 

4.5.1 Serie de Taylor 

Según teorema 4.3. 3 la serie de potencia 
00 

L an (Z - Z o ) n = f ( Z) (4.22 1
) 

n =O 

tiene radio de convergencia R; según e l Teorema 4.4.1 la rela-

ción (4.22) f es analítica y puede diferenciarse término a tér 

mino, 

luego: 

(k) n!an n-k 
f (Z) = k!ak + (k + 1) !ak+1 (Z - Zo) + ... + (n-k)! (Z - Zo) + ... 

(4.23) 

La serie (4.23) converge uniformemente sobre todo subconjunto 

compacto IK, 

IK: Iz -Z ol <; R, reemplazando Z por Zo en (4.23), 

f(k) (Z o ) = K!a k ' (K = 0,1,2, ... ) 

donde 



sustituyendo (4.24) en (4 . 22) s e tiene que 

f (Z) 

f (Z) = 

co 

l. ak(Z - Zo) k 
k=O 
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(4.24 ) 

(4.25) 

La relación (4. 25) es llamada desarrollo de Tay lor de la fun--

ción f en e l punto Z = Zo . 

y podemos decir 

f (Z) = 

TEOREMA 4.5.1 

Sea f analítica en un dominio G, sea Zo 

un punto finito arbitrario de G. Sea -

~ = ~ (Z o ) la distancia entre Zo y l a 

frontera d e G. Entonces, existe una se -

rie de potencia 

co FIGURA 17 

f (Z) = L a n (Z - Z o) n (4.26) 
n=O 

que converge a f, sobre el d isco 

k: Iz -z ol < 6 . 

DEMOSTRACION 

Se a Zl un punto arbitrario d k Y sea Y I un c írculo con cen-­p 

tro Zo y radio p (O <p <6 ), ta l que Zl E I( Y )i (ver fig. 1 7) 
p 

entonces, de acue rdo a la integra l de Cauchy 



f ( Z) 
TZ=-Z;-f dZ 
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el integrando de esta r e l ación e s n e cesario convertir la en una 

s er ie de potencia, de la forma (4.26). En efecto, 

sea g(Z) = 1 l o cual podemos representar como la suma d e 

una serie Geométrica con radio 

donde 

1 1 = 
(Z-ZI) ( Z - Z o) 

desarrollando (1 -

-

Z 1 

Z 

Z 1 - Zo 
- Z - Z:-

( Z 1 - Z o ) 

- 1 

- Z o J 
- Z o 

= 

se 

2 

1 ZI - Zo ( Z 1 - Z o) + + 
Z - Z o (Z - Z o ) 2 

lU0.<Jo 
1 1 1 = CJU 6-61 6-6 0 6¡-ZO 

1 -
Z-Z o 

= 

1 1 

1 = Z-ZI 

-1 1 

(Z-Z o) Z1- Zo 1 -
Z - Zo 

tiene: 

3 
( Z 1 - Z o ) + + ... 

Z - Z o ) 3 

j .J 

entonces multiplicando (4.28) por la función 

+ (4 .27 ) 

(4.2 8 ) 



1 
2ni . f(Z) 

ebJ:enemos 

1 1 
21Ti f(Z) Z-Z1 = 

si Z E y , e ntonces 
p 

12
1 , f(Z) . (Z-Zo) n 1 = 
nl (Z_Zo)n+l 

= 

< 

1 
21T 

1 I f(Z) I 

2n Iz-zoln+J 
Iz -z ol

n 

1 M ( p ) 
2n p 

I z-zoln 
p 

donde, 

M ( p ) = Max ( 1 f ( Z) 1) I Z E y 
P 
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Se utiliza el hecho de que e n el miembro derecho de (4.2 8 ) con 

verge uniformemente s obre y ,por e l teorema de Weierstrass' 
p 

M-test y por el t eorema 4 . 2.3 podemos integrar término a térmi 

no a lo largo d e X
p 

y resulta 

f (Z d = 

donde 

1 
2ni J 

f(Z) dZ = 
Z-Z1 

yp n:::O 

1 
2ni J 

f (Z) 

( Z-Z )n+l 
y o 

p 

dZ = f(n) (Z o) 
n! 

(n = 0,1,2, .•. ) 

dado que el punto Zl E K e s arbitrario, entonces f(Z) puede es -
<Xl 

cribirse como f(Z) = L an(Z-Zo)n , el cual es cla ro que con-­
n=O 
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verge a f, sobre e l disco K: 1 z - z o 1 < (:;. . 

OBSERVACION 4.6.1 

De acuerdo al teorema (4.5.1) la serie de Taylor la podemos re 

presentar de la forma sigui ente 

ro ~ f<n), (Z) 
f (Z) = I a n (Z - Z o) n = L 

n=O n= O n. 
(4.29) 

el cual dice que f es desarrollable en un vecindario del punto 

Zo, tal que f converge uniformemente sobre el disco IZ-Z ol < (:;. 

Si el radio de conve rgencia R de la serie puede s er tan peque-

no como 6 , se tiene que R > ,así 

1 1 
< K R 

Y por el teorema 4.32 se tiene, en (4.29) que 

----

lim n; lanl lim ~ I fn(Zo)1 1 
(4.30) = < 

n! 6 r1+ ro n -+ ro 

la expresión (4.30) es llamada INECUACION DE CAUCHY HADAMARD 

4.5.2 Serie de Laurent 

DEFINICION 4.5.2.1 

Sean YI Y Y2 do s caminos tal que YI está contenido en Y2 , de 

notemos por I( YI ) e l interior de YI' E(y 2 ) el exterior de Y2 · 

Entonces se llama dominio anular a la región formada por todos 

los puntos Z E a:: tal que 

(4.31) 

En particula r 

R = { Z E: a:: / r < I Z - Z o 1 < R } 
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TEOREMA 4 . 5.1 

Sea la serie de potencias Ao + A1(Z -Z o ) -l+ ••• +~(Z-Zo ) -n+ • •• 

(4. 32) 

consideremo s r = 

Sea y el círculo Iz -Z o 1 = r cuyo i nte rior lo denotaremo s por 

I( y ) Y su exterior por E (y) , entonces exis ten tres pos i b ilida-

des 

1. Si r = O entonc es la serie (4 .3 2) converge absolutamente, -

'1Z E a: exce pto para Z = Z o 

2. Si r E (0, 00 ) entonces (4. 3 2) c onverge absolutamente '1Z EE(y) 

y (4.32) d iverg '1Z E 1 ( y ) 

3. S i r = 00 entonc es (4 .32) diver ge , '1Z, Z finito 

DEMOSTRACION 

Por medio de l a sutitución 

z = 1 
z::z o 

convie rte a (4.32) en 

con radio de convergencia 

1 
- = r 

1 

lim ~ 
n-+ OO 

IAnl 

luego por aplicación d irecta del teorema (4 .33) y e l t eorema -

(4.3.2) transforma lo s puntos Z = Z o ' Z = 00 en los puntos Z = 00 , 
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z = O la cual completa la prueba. 

OBSERVACION 4.5.2.1 

Es obvio que el comport.amiento de la serie (4.32), para los --

puntos r = O, r = ro puden considerarse corno la cubierta límite 

apropiada para el compor tamiento de (4.32) en r E (O, 00 ), así -

(4.32) converge sobre el dominio, es decir, para el exterior -

de y : 1 Z-Z o 1 = r 

OBSERVACION 4.5.2.2 

Es calro que todo subconjunto compacto de E( y ), es proyectado 

dentro del subconjunto compacto de I( y ), por medio de l a trans 

formación 

1 
Z = Zo + 

Z 

la cual es la inver sa de la transformación 

z = 1 
Z - Zo 

de acuerdo al teorema (4.3 .3) la serie (4.32) converge unifor-

memente sobre todo subconjunto compacto de E(Y) as i se sigue -

del teorema de Weiersrtrass, para la convergencia de series de 

las funciones analíticas, que (4.32) representa una función la 

cual es analítica en todo punto finito de E(y) . 

OBSERVACION 4.5.2.3 

La función f(Z) es también analí tica en Z = 00 , 

en efecto: 

1 
Sea f*(y) = f(¡), y sea r < I Z -zol <,00 , f*(O) = Aa, Z ~ Zo 
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entonces 
2 

f* ( 1;; ) = Ao + Al (l- ¿ ZJ + A2 (1-~ZJ + ... = f(~ 

así lim feZ) = Ao 
Z-+ oo 

Ahora introduciremo s la serie de la forma 

00 

I an(Z - Zo)n 
n=-oo 

El cual podemos e xpr esarla con~ la suma de dos series 

00 00 00 

I a n (Z - Z o) n = I an (Z - Z o) n + L a_m (Z - Z o)-m 
n=-oo n=O m= 1 

(4.33) 

(4.34) 

la serie (4.34) es conocida con el nombre de Series de Laurent 
00 

de donde la serie L an(Z -Z o)n converge si y solamente si las 
n=- oo 

00 00 

series I an(Z - Zo) n y L a_m(Z - Zo) -m son convergentes; es -
n= O m= 1 

decir 

A )J 00 

lim I a n (Z - Zo ) n + lim I a_m(Z - Zo)-m= I a n (Z - Zo) n 
)..-roo n=O jJ -+OO m=l n=-oo 

(4.35) 

donde ).. y jJ tienen acercamiento independiente hacia el infinito 

Justamente (4.35) también p uede expresarse corno sigue: 

DEFINIeION 4.5.2.2 

Las series de Laurent convergen uniformemente si 

V E > O 3 l'J E 'ZZ, N ( E) > O -ta l que 
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:\ > N( E ). 

De a c uerdo a ésta def i n i c ión e l comportamie nto d e l a s e r i e d e 

La uren t d e p e nde d e l compo rtami e nto c o rrespondie nte a cad a un a 

de l as s e r i e s en ( 4 . 35) 

COMENTARIO ( 4 , 5 , 2 , 1) 

Sean l os círculos f : I Z-Zo I = R y : I Z- Zo I - r donde 

y lim n:; I a- m I 
n -roo m -+00 

00 

Entonce s l a serie I an (Z- Zo) n con ver g e a bsoluta me n t e y uni- ­
n = O 

forme mente s obre t o d o subcon jun Lo c ompacto de I ( f ) y d i verge 

sobre E ( r) . 

00 

\' - m Mi entras q ue la s e rie L a -m(Z-Z o) converge abso lutamen te uni 
m= 1 

forme me nte s obre t odo s ubc onjunto c ompacto de E( y ) y d i ver ge -

sobre I( y ) . Donde l o s dominios I (y ) y E( y ) tienen u na intersec 

ción nova cía si y s o lo s i r < R de es t a manera D = 1 ( f ) n E(f ) 

define una región anular o b i e n l lamado Dom i nio a n ular , que --

e n todos l os p untos Z E a: t a l q ue 

r < I Z-Z o I < R 

Es claro que a mbas s er i e s convergen 

absolutame n te y un i f o r memente sobre 

todo subconjunto compa cto d e l dominio 

D, de igua l mane r a para l a s e r i e , 
00 

n= _ 00 
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Se sigue entonces que por el Teorema (4.4.1) que la función f 

con desarrollo 

co 

f(Z) = I (r < IZ - Zol < R) (4.36) 

es analítica sobre D. 

Además dado que un a d e l as series (4.34) divergen e n el exte--

rior de D no así l a serie (4. 36). 

En lo que sigue al presentar l as series de Laurent, supondre--

mos que r < R satisface la condición de que l a s e rie converge -

en un dominio anular. 

TEOREMA 4.5.2.2 

Los coeficientes de l a serie de Laurent se obtienen mediante -

la relación 

1 
21T i f 

f (Z) 

(Z - Z )k+l 
y o 

p 

dZ ¡ (k = O ± 1, ± 2, 

Donde y es algún círculo I Z-Z o 1 = p , r < p < R 
P 

DEMOSTRACION 

± ••• ) 

(4.37) 

Dado que la serie (4.36 ) converge uniformemente sobre y , e n-­
p 

tonces, multiplicando (4 .36) por 

1 
21T i • 

1 
, k es entero arbi tra rio. 

lue go por teorema ( 4 . 2.3) se obtie ne: 

00 

f (Z) = 
n == - oo 



1 
2 íT i • 

f (Z) 

(Z_Z o )k +l 

1 
2 1T i f 

f (Z) 

(Z-Z )k+l 
y o 

P 

= 

d Z = 
n= - OO 

f (Z_Z o )n- k -l dZ . 

Yp 

10 9 

( 4.38 ) 

expresando e l mi e mbro dere cho d e la re lación (4.38 ) e n forma -

exponencial obtenemos: 

2 1T 

1 f f(Z) 
LTIT ( z -Z f+l 

y o 
P 

dZ = f pn-k e i(n-k) 8d 8 = 

O 

(4.3 9 ) 
n = - OO 

Donde se usa el caso e n q u e e l miembro derecho l a integral es 

nula s i n f k Y es i gual a 2 i para n = k· 

TEOREMA 4.5.2.3 (Te orema d e La u r e nt). 

Se a f una función analítica e n un Dominio anular D: r < Iz-zol < R. 

Entonces exis t e una ser ie de Laurent. 

f(Z) = I (4.40) 
n=- OO 

que con verge a f sobre D. 

DEMOSTRACION 

Sea Z 1 E D un punto arbitrario . 

Escogie n do valores d e r ' y R ' que satisfagan la inecuación 

En tonces e l anular. 

D': r I < 1 Z- Z o 1 < R', está contenido e n D y cont i e n e a l punto Z 1 

Se a y el círculo 1 Z-Z o 1 = p: r < p < R Y sea r el círculo con 
p 
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centro en Z1 tal que r cD' (ver figura 18) 

Dado que la función 

\ji (Z) = f (Z) 

es anlítica en D - {Z1}, se sigue entonces 

por e l Teorema de in tegral de contorno de 

Cauchy (ver cap. 111 Teorema 3.2.1.1) 
FIGURA 18 

1 

f .-!ill d Z 1 
f 

f (Z) dZ 1 

f 
f ( Z) dz = + 2 rr i (Z-Z Il 2 'iT i (Z-z}) 2n i TZ~ 

(4.41) 

YR , Y r' r 

1 
r 

f (Z) dZ f ( Z 1 ) Pero ~ 1z-z o f = n l ) 

r 

Luego 

f (Z Il 1 
f 

f ( Z) dZ 1 
J 

f (Z) dZ = 
2n i (Z-D 

-
2ni Z-Z1 

y R ' Y r' 

o bien 

f (Z ¡) 
1 

J 
f (Z) dZ + J f (Z) = 21r i (Z-Zd dZ 

(Z 1 -Z) 
y R' Yr , 

(4.42) 

J 
f (Z) 

A mostrar entonces que dZ, conduce a una serie de p~ 
(Z-Z I) 

YR , 

tencias no negativa de Z-Zo, en la serie de Laurent, (4.40), 

mientras que J 
Z-Zo' 

Yr , 

en efecto. 

Sea Z E y R' 

f (Z) 
( z - Z) 

Expresando el factor. 

dZ, conduce a potencias negativas de 

.oTEe 
''0 • 



1 
Z-Z 1 

111 

en la primera integral en (4.42) como una serie geométrica con 

radio 

donde 

Resulta entonces 

1 
Z-Zl 

1 
Z-Zl = 

1 1 

1 - Zl- Zo 
Z- Zo 

Donde ésta serie conve rge uniformemente sobre y 

dado que 

e < 1 

= 

R ' ' 

= e E (0,1) 

Por consiguiente 

00 

1 f (Z) 
2 Tri • Z-Z1 

= 1 \' f(Z) 
2 1f i L n+l 

n= O(Z-Zo) 

converge uniformemente sobre y 
R' 

integrando término a término, (4.44) se obtie ne. 

1 
21fi 

r f(Z) 
) (Z-2;) dZ = 
YR , 

00 

(4.43) 

(4.44) 

(4.45) 



Donde 

1 
2ni 

dZ, (n = 0,1,2, .•. ) 

la siguiente etapa de la prueba consiste en expresar, 

r . dZ I 

) 

Yr , 

112 

(4.46) 

co~o una serie de Laurent , con potencias negativas de Z-Z o . 

Sea Z E y , 
r 

identicamente, a lo anterior 

1 
el factor Zl- Z 

00 

= L 
n= Q 

con 

la serie converge uniformemente sobre y 
r' 

asi 

por tanto. 

1 
2ni 

ex E (0,1) 

00 

LA· n =Q nl 
f (Z) 

00 

= L 1 f(Z) 
n= l 2 TI i (Z_Zo)-n+l 

Integrando término a término sobre y , se obtiene: 
r 

~ f !Ql dZ = 2ni Zl-Z 
Yr ' 

donde 

n = l 

dZ 

r' < ex <1 

(4.47) 

(4.48) 
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finalmente. Sustituyendo (4.45) y (4.47) e n (4.42) y consided~ 

randa que Zl es arbit r ario, podemo s reemplazar Zl por Z. y ob-

tenemos 

ce 

f(Z) = I an(Z- Zo )n + 
n= Q 

00 

f(Z) = I n a n (Z-Zo) . Es la serie de Lauren buscada. 
n=-oo 

Además, en combinación d e (4.46) con (4.48), Y haciendo uso de 

la integral de contorno de Cauchy. a reemplazo de; 

Y Y Y Por y (r < p < R). Se consigue 
r ' R ' p 

1 
2ni f 

f (Z) 
(Z-Z )n+l 

y o 
p 

dZ (n = O ± 1, ± 2, ± • •• ) 

Conocidas c omo coeficientes de la serie de Laurent 

4.6 SINGULARIDADES 

DEFINICION 4.6.1 

Sea f: Dca: --> a: una función analítica en algunos puntos y -

no analítica en otros, llamarémos a los puntos donde f, no es 

analítica, puntos singulares de f. 

DEFINICION 4.6.2 

Sea f: D ---> a: una función, Zo E D. Decimos que f tiene una --

singularidad aislada si 1r > O tal que f es analítica en el dis 

ca Iz-zol < r, excepto posiblemente en Z = Zo 

CLASIFICACION DE LAS SINGULARIDADES AISLADAS 

Con el auxilio de la s e rie de Laurent, podemos clasificar los 
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puntos singulares aislados de func i ones, que por l o demás son 

analíticas, en tres clases . Si revisamos la información propo~ 

cionada en la sección procedente 4.5 podremos encontrar dife --

rencias notab l es , en cada caso de singul aridades a i s ladas. Es-

ta informac ión servirá más adelante corno ayuda para identifi--

car las singularidades a i s l a das sin tener q ue recurr i r a la se 

rie de Laurent. 

DEFINIeION 4. 6.3 

Sea f una función analítica e n e l disco Iz-z o l < r . 

Pero que carecemos de información sobre f e n Z 

00 

f(Z) = I an(z-Z o)n 
n=-oo 

Para O < Iz-z ol < r, entonces llamaremos a P(f,Z o). Parte pri~ 

cipal de f e n Z = Zo y se escribe 

-1 

P(f,Zo) = L an{z-Zo)n 
n=-= 

(4.49) 

De modo que 
00 

f{Z) = P{f,Z o) + I an{Z - Zo)n (4. 50) 
n= O 

Es decir 
00 

f( Z) - P {f,Z o) = I a n( Z-Zo)n 
n=O 

es una s er i e de Taylor. 

Podernos deci r e ntonces que, a partir del teorema de Laurent, 

f{Z) - P{f, Zo) es ana l ítica e n Iz-z o l < r, así P{f, Zo) puede -

darnos información sobre el comportamiento "no ana lítico" de -
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f en Z = Zo . 

Caso I Si P(f,Zo) = O 

Aquí, el desarrollo de Laure nt par a f , en la reg ión, 

R = { Z E [ / O < 1 Z-Z o 1 < r } 
00 

es, de hecho, un desarro llo de Tay lor para feZ) = I an(Z-Zo)n 
n=O 

si f(Zo) = a o entonce s f es analítica en I Z-Zol < r incluye ndo 

el punto Z = Zo, entonces diremos que e n Z = Zo cuando P(f,Zo) =0, 

Z = Zo es una singularidad evitable, con f(Z o) definida como -

DEFINICION 4.6.4 

Sea Z o E D c (L. En Z o s e d ice que la singula ridad es evitable si 

existe una función g(Z ) analítica e ntodo el disco Iz-z ol < r, 

tal que 

( Z- Zo ) f eZ) g(Z) 

ILUSTRACION 4.6.1 

feZ) = se~ ~ es ana lí t i c a para Iz l > O, pero 

f (Z) = sen Z 
Z 

~ n z2n+ l ~ n z2n Z2 Z3 
1 L (-l) ---= L(-l) =1- 3T +"S!+ ... + 

= Z n~O ·(2n+l ) ! n=O (2n+l) ! 

cuando 1 Z 1 > O Y .p[ s e nz( Z) oJ O t Z O . , = en once s es una slngu-

laridad remobible de se~ ~ , donde definimos feO) = [senz(Z) L=~ 1 

Caso 11 

P(f,Zo) tiene un núme r o finito de término s 
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DEFINIeION 4.6.5 

Se dice q ue f tiene un polo d e ord8n m, ro / 1 si su serie d e 

Laurent es de la forma 

00 

f{Z) = L an{Z-Z o)n (4.51) 
n= -m 

- 1 

Además P(f,Zo) 1 an(Z - Zo ) n , donde a -m i O Y a n = O; si 
n=-m 

n < -m, es decir: 

f(Z) = a-m 
(Z-Z o ) m 

En este caso llamamos a Z = Zo polo de órden "m" para f(Z). 

DEFINICION 4.6.6 

Se dice que un polo de órden "uno" e s un polo simple. 

ILUSTRACION 4.6.1 

Sea f{Z) = 
z e 

Z3 
, mostrar que f{Z) tiene un polo de órden tres -

en Z = O 

SOLUCION 

z 00 Zn 
Como e = \'­

L n! 
n = O 

V:Z, f " " " 1 l~t" Z lnlto, mlentras que - es ana 1 lca pa 
Z 3 -

ra Izl > O, luego la serie de Laurent de f(Z) es válida e n l a 

región R = { Z / O < 1 Z 1 < r, r > O} , 

en efecto 

f (Z) = 

f (Z) = 

por tanto 

z e 

Z 3 

= 
00 n- 3 
\' ! ­
L n! 

n=-
1 + 

Z 3 
1 + 

Z2 
1 + 

2Z 

, para 1 Z 1 > O 

1 + 
3 ! 

Z Z 2 
+ + ... 

4! 5 ! 
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o] = 
1 

+ 1 + 1 
Z2 2Z 

tiene un polo de or-
Z 3 

den tres en Z = O 

Caso III 

P(f,Zo) tiene infinitos términos. 

En este caso diremos que Z = Zo e s un punto singular esencial 

de f (Z) • 

ILUSTRACION 4.6.2 

M t f (Z) J / z . . 1 . 1 os rar que = e tlene un punto slngu ar esenCla en 

Z = O 

SOLUCION 

f(Z) = e 1 / Z = \ zn_ 
L (-n)!-

n = - oo 

En este caso por Ja r e l ac ión (4.49) se tiene 

l /Z J /z 
e = P[e ,OJ + 1 = > = e J

/
Z+1, tiene in 

finitos términos, por tanto f(Z) = e 1
/

Z tiene un p unto singular 

esencial en Z = O. 

Cada uno de los tr e s casos anter iores, puede verse en términos 

del comportamiento de f cuando Z se aproxima a Zo. 

Caso I 

Vemos que cuando P(f,Zo} = O, lim f(Z) tendrá un valor finito 
Z-r Zo 

a o , conversamente, si lirn f(Z) ex iste; se verifica entonces -
z - zo 

que P(f,Zo} = O. 
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Caso 11 

Supongamos q.ue f(Z) tiene un polo de orden m, en Z = Zo enton-

ces para O < IZ-Zol < r, se tiene 
00 

f(Z) = L a n (Z-Zo) n 
n=-m 

00 

= (Z - Z o ) - m I a n (.Z - Z o ) 1 + m 

n=-m 

00 

(4.52) 

Donde g(Z) = L ak_m(Z-Zo) k es analitica en 0 < Iz-zol < r, y -
k =O 

Es decir; podemos formular esta conclusión como sigue 

DEFINICION 4.6.7 

Sea feZ) analítica en R: Iz / 0 < IZ -Zol < r, r > O} 

en tonces f tiene un polo de orden "m" en Z = Zo si y solo si 

-m feZ) = g(Z) . (Z-Zo) ,donde g(Z) es analitica en Z = Zo y 

COMPORTAMIENTO DE LAS SINGULARIDADES ESLNCIALES 

DEFINICION 4.6.8 

Si Zo es un punto singular esencial de f(Z), entonces dado un 

número complejo A (finito o infinito), exis te una sucesión de . 

puntos {Zn } convergente a Zo tal que 

lim f(Zn) = A 
n -+ OO 
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DEFINIeION 4.6.9 

Sea Zo un punto singular esencial de f(Z} y sea E a el conju~ 

to de valores tomados por f (Z) en el vecindario O < I Z-Zo I < o . 

Entonces la cerradura de Eo consiste en el conjunto Eó y to­

dos los puntos límites de Eo ' coincide con e l plano comple jo -

extendido. 

ILUSTRACION 4.6.3 

La funci6n f(Z) = sen 
1 

(z)' tiene como un punto singular escen-

cial el origen. 

1 
Cuando Z -+ O, entonces f (Z) = sen (z) se acerca sin límite 

(finito o infinito), considerando valores reales de Z. 

Si A = 00 entonces la sucesi6n {Zn} = { i/n } satisface. 

f (Z ) = sen = sen (-in ) = -i sen h (n) i 

luego lirn f(Zn} = 00 

n-+ 00 

Si A ~ 00 , en tonces r eso lver la ecuaci6n 

es decir: 

Z = 

Sen 

i 

(1:.) = A 
Z 

ln(iA + 11-A2 }+ 2nk i 

e stableciendo 

Z = n 
i 

+ 2nki, k = 1,2,3, ... 
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Se obtiene entonces, la sucesión {Zn} el cual conve rge a cero, 

además satisface la definición 4.6.8. 

Ahora entonces regresando a la ilustración 4.6.2, veremos el -

comportamiento de la función f( Z) = e J
/

z • 

en efecto 

f(Z) no tie ne lími te cuando Z ~ o. 

Si A = 00 , la sucesión { Zn } 
1 

satisface la definición 4.6.8 
n 

s i A = O la suces ión {Z n } = { -l/ n } es la sucesión requerida, -

dado entonc e s 

- n 
e ~ O cuando n -+ 00 

si A t O, At oo , entonces , r esolviendo la ecuación 

e 1
/ Z = A. 

así 

1 = I n (A) 
Z 

el cual implica 

Z = n 

se estable c e que 

1 
In (A) 

1 

1 
Z 

In (A) + 2nki (k = 1,2, ..• ) 

obtenemos así la sucesión convergente a c ero q ue satisface la 

condición 4.6.8. 



RESIDUOS Y EVALUACION DE INTEGRALES REALES 

5.0 R¿S IDUOS y EVALUACIÓN DE INTEGRALES REALES 

5.1 RESIDUOS, DEFINICIONE S BASICAS, EJEMPLOS 

Si aprovechamos una caden a de resultados, derivados del Teore-

ma de la integral de Cauchy y d e la calsificación de l as sing~ 

laridades aisladas q u e se basa en el Teorema de Laure nt, r esu l 

ta una cole cción extremadamente rica de mucho interés , para p~ 

der así descubrir una t é cni c a para la e valuación d e integr a l es 

reales, de línea e i ntegra l es indefinidas improp i as . 

Si L es una trayectoria cerra da y f es una función analítica .-

e n t odos l os punto s óe l a trayectoria y en su interior, con 

salvedad de s ingul a r idades a isladas, e ntonce s 

f f (Z) dZ , es un número c~ue so lo depe nde de l Húmero y de l a 

L 

naturale za de esas s ingu l a ridades de f(Z), contenidas e H L ó -

en su interior. Se p i ensa e ntonces en primer lugar e n examinar 

las singularidades aisladas como medio para la evaluación de -

las integra l es definidas sobre trayec t orias Ce rradas. 

DEFINICION 5.1.1 

Supongamos que f es una función a n a lítica en l a región R, d ef i 

121 
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nida como sigue 

R = {Z E a: / O < I Z-Z o I <r, r > O} 

00 

y que tiene desarrollo de Laurent I an(Z -Zo)n f (Z) , en R. -
n=-OO 

entonces, 

Para todo vecindario N(Zo) I de un punto singular aislado Zo de 

R, se define el residuo de f en Z = Zo y lo denotarémos por 

Res(f,Z o) Res(f(Z)) 
z=z o 

al coeficie nte a_ 1 en la expans i ón de Laurent 

00 

f (Z) = 
n=- OO 

A demás por teorema 4.7 . 2 , haciendo K = -1, se obtiene 

27T i a_l = f f( Z) dZ 

L 

ILUSTRACION 5.1.1 

(5.1 1 
) 

Sean feZ) = 
z e , L l a trayectoria Cerrada definida median-

(Z-2) 2 

te Z = 2 + e i8
, 8 E [O,27T] . Calcular el resíduo, mediante el 

uso de la Serie. 

La función posee un polo de orden dos¡ en Z = 2, hallar a-l. 

Sea Z - 2 = u. 

f (Z) 

Luego 
f (Z) 

Entonces 

= e Z 

(Z- 2) 2 

2 e 

Z = 

= 

2 + U, así 

e 2 +U e 2 .eU 2 e e U = = - . 
u 2 u 2 u 2 

( 2)
-2 2 U 

Z- .e. e 



~ue tendrá como d e sarrollo. 

00 

feZ) = (Z- 2)-2 I e 2 

n=O 

(Z_2)n 

n! 

la relación (5.2') puede escribirse como 

12 3 

( 5.2 ' ) 

[ 

2 00 ( Z _ 2) n - 2-1 
f ( Z) ( Z - 2) - 2 e 2 + e 2 ( Z - 2 ) + e L -"--rlr--

n = 2 -

f ( Z) = e 2 
+ ---

(Z- 2) 2 ( Z-2 ) 

n-2 
+ e 2 I (Z-2) 

n >2 n! 

Por consiguiente 

1 
2 ni 

para 

1 
2ni 

r f (Z) dZ = ~ J e Z dZ = e2 I-f dZ + I f (Z~2) n-~zJ 
) 2nl (Z-2 ) 2 2rri _ (Z-2) 2 n>2 n. 
y L - L 

Z 2 i 8 
8 E [ O,2n] tiene - = e se que 

2"n 2'fT 

f f (Z) dZ 
e 2 

r id 8 
+ 

e 2 i 
J. J e i (3-n) 8d8 = 

2ni i 8 ) 2ni n! n>2 o e o 
n 

e 2 
i (2 n) + 

e 2 i n~2J e i (3-n) 8d 8 = 2ni 2rri i1T 
- o 

(5.3' ) 

Resolviendo la integral última en (5.3') de o a 2n, r e sulta te 

ner valor cero. 

Luego 

1 f f (Z) 
1 

f 
Z 

dZ e dZ e 2 
2ni 2ni = a- l 

(Z-2 ) 
y 

a - 1 e 2 
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5.2 TEOREMA DE CAUCHY PARA CALCULO DE RESIDUOS 

TEOREMA 5.2.1 

Sea L una curva Cerrada, si f(Z) es analítica en el interior 

I(L) Y analítica en la clausura de I(L), I(L) I excepto para 

los puntos singulares aislados Zl,Z 2 , ... ,Zn de I(L); e ntonces 

n 

f f(Z)dZ = 
L 

2 TI i I Re s ( f , Z k); (k = 1 , 2 I ••• ,n) 
k=1 

DEMOSTRACION 

Alrededor de 

(de la figura 20); Sea Yk: I Z-Zk I = Pk 

Escogiendo el radio Pk "de manera tal 

que Yk encierre sólo una singularidad 

l. I(L). contine todos los círculos Y
k 

2. E(Yk) contine otros círculos Yj; j i k. FIGURA 20 

(5.1) 

luego, por teorema de la integral de Cauchy, para un sistema 

de contornos, se ti ene 

f f(Z) dZ = f f(Z) dZ + f f(Z) dZ + ... + 

L y 1 Y 2 

r f(Z) dZ 
) 

Yn 

Supongamos entonces, la expansión de Laurent de f(Z), para 

k = 1,2, ... , n def inida por 

00 

f ( Z) = L aá k) (Z - Z k) ro ( 5.2) 
ro= - oo 

en efecto 



en y 1 : 

e n y z : 

e n yn: 

00 

f ( Z ) 
\~ 

L 
m= - OO 

00 

f(Z) = I 
m= - OO 

00 

f (Z) 
m= - OO 

a (n) (Z-Zn) m 
m 

así f f(Z) dZ queda exp r esado . 

L 

f f(Z) dZ 

L 
J 

00 

00 

a (1) (2'.-Z1) mdZ + 
m 

f I a~2 ) (Z-Z z)mdZ 
m=- OO 

Y2 

=m J _oo amf ( Z- Zl )mdZ + ... 
Yl 

+ ... + 

ff(Z) dZ 

L 

(k = 1 ,2 , ... , n) 

Haciendo el cambio, para e l k-ésimo c írculo , 

i 8 
Z - Zk = Pke entonces dZ 

en la relación (5.3), l a integral, puede expr esarse 

f f(Z) dZ = 
L 

= 

00 

m=- OO 

(k) 
a 

m r m im 8 . i 8
d 8 p . e . l p e 

) k k 

Yk 

. m+l (m+l)i e d e 
l P k • e 
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( 5 • 3) 

( 5 . 4 ) 

luego por aplicación del r e sultado obtenido en l a i l ustrac ión 

3.1.3.1 relación ( 3 . 3); la integral de l miembro derecho de la 

e cuación en (5.4) obte nemos: 



si ID = -1 

= < 

o si m t- -1 

luego, la relación (5.4) queda 

00 

f f(Z) dZ 

L 

= \' (k) 
L a _ 1 

(2 TTi) 

k = l 

comparando (5.2) con (5.5) se obtiene: 

se 

f f (Z) dZ 

L 

concluye que 

f f(Z) dZ 

L 

= 
m 

J I f (Z) dZ = 
k = l 

Yk 

00 

2 TI i I Re s ( f , Z k) • 
k=l 

00 

2TIi I a(k) 
k= 1 -1 
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(5.5) 

An tes de aplicar e Teorema 5.2.1,. Estableceremos una técnica 

para el cálcul o de residuos. 

TEOREMA 5.2.2 

Sea L una curva c errada , si f es analítica en I(L). Excepto p~ 

ra Zo un polo de orden k en I(L) entonces: 

a - 1 = Re s ( f , Z o) = 

DEMOSTRl~CION 

1 
(k-l) ! 

d k - 1 

lim k-l 
z~ z o dZ 

a) Sea Zo un polo simple de f(Z), asi que: 

f (Z) = 

( 5 • 6) 
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En un e ntorno a Zo tendremos 

luego 

1 im [f ( Z) (Z - Z o ) J = Res (f , Z o ) = ( 5 • 7) 
z-+z o 

b) Si Zo es un polo d e orden k > 1 de f(Z) 

por e x pansión de Laurent , de f(Z) en Zo, tendremos 

f (Z) = ( 5.8) 

e ntorno de Zo se tiene 

f(Z) (Z_Z o ) k = a_k + ... + a _
1 

(Z _ Zo) k -l + ao{Z-Zo) k+ al (Z_Z o) k+l 

+... (5.9) 

Diferenciando (5. 9), (k-1) vece s, se obtiene 

d ( k -1) 

dZ k - 1 

+ ... , así 

(k- 1 ) 
l . d 

1m - ----:k- ---=-' 
z-¡.z o d Z 

de donde 

= (k-l)! a _
1 

1 (k-l) 
a_ 1 = Res ( f,Zo) = (k-1) ! l im :Zk-' [(Z-Zo)kf (z)] 

Supongamos q ue f es integrable a lo largo de y : Izl = p, p > R, 
P 

e scogiendo la convenc i ón de recorrido e n dirección pos itiva de 

Y
p

' así la dirección d e recorr ido de un camino circundante en 

I Z I > p , se tie n e: 
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- 2Tr 

f f (Z) dZ f 
a - 1 dZ = ia r d e = - 21T i a_l (5.10 ) = z - - 1 

) ) 

Yp Yp 
o 

la relación (5.10) define -a-l como el residuo de f(Z) al infi 

nito, sonservandose así el teorema del residuo y 

r f ( Z ) d Z = 2 lT i Re s f ( Z) • 
) Z=oo 
Yp 

5.3 CALC ULO DE RESIDUOS APLICACIONES INMEDIATAS 

a ) En una singularidad evitable, como la parte principal, fal-

ta por completo, a-l = O, así el residuo es igual a cero 

b ) El caso más simple ocurr cuando f(Z) tiene un polo de pr~ 

mer orden en Z = Zo. La se r ie de Laurent toma la forma 

f (Z) 

Luego por Teorema 5.2.2, relación (5.6), para k = 1, se obtie-

ne 

a - 1 = 1 i m (Z - Z o ) f ( Z) 

2 2 0 

ILUSTRACION 5. 3.1 

1 
Encontrar el residuo de f(Z) = , sobre un semicírculo del 1+Z 2 

p l ano superior de radio r > 1 con centro en el origen. 

Se observa que Z = i es la única singularidad de f(Z) en el in 

terior del contorno. 

en efecto 

f (Z) 
1 

(Z-i) (Z+i) 
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de donde 

(Z -i)f(Z) = 1 
Z + i 

es ana lítica en Z = i 

sin tener que escribir toda la serie de Laure nt, encontramos 

Res 

Res 

luego 

[1+~ 2 

f (Z) = 

1 
2i . 

i) = 

lim 
Z->- i 

a _ 1 = lim (Z-i)f(Z ) 
z->-i 

1 1 = 2T ( Z+i) 

c) Residuos en polos d e orden superior 

Aquí se utilizará el resultado obtenido en e l Teorema 5.2.2 

relación (5.6) 

l. 
( k-IT! lim 

z-)-z o 

k- 1 

~- [(Z-Zo)k.f(Z)] 
dZ k - 1 

ILUSTRACION 5.3.2 

Encontrar el 

5.1.1 

aquí f(Z) = 

así 

a_1 = 

residuo 

z 
e 

2 
( Z-2) 

1 
(2-1) ! 

d e l e j e mplo mostrado en la ilustración - -

tiene un polo de orden dos en Z = 2, (k=2). 

lim 
Z-)-2 

lim e 2 = e 2 
Z-)-2 

a-1 = e 2 como era de esperarse 
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d) Residuos e n singularidades e s enciales 

No existe un a fórmula sencilla, como en los casos anterio--

res; es frecuente utilizar las series de Laurent en su for-

ma completa. 

ILUSTRACION 5.3.3 

( z+2-) 
Sea f: ~ - {O} ---> ~: Z ~~~+ f(Z) = e Z Mostrar que f(Z) 

tiene un resíduo en Zo = O 

Solución 

f (Z) 

1 
( Z + 2 ) Z l /Z 

= e = e e 

Por expansión de La urent se t "e ne 

00 

f (Z) = ¿ 1 
(O < Izl < 00 ) 

m=O 

Luego por ilustración 4.8.3 e'/z tiene infinitos términos de -

modo que el coeficiente a_l de l/Z se obtiene de cada uno de -

los término s 

1 

con m = n + 1¡ luego el Resíd uo de f ( Z) en Z = Zo 

00 

¿ n !(n~l)! 
n =O 

5.4 INTEGRALES SOBRE EL EJE REAL 

1. forma 

00 

r F ( x) 
) 

- (Xl 

dx 

O es 



DEFINIeION 5.4.1 

Sea F: ID --> ID una función, entonces 

00 R a 

lo J F (x ) dx converge si lim r F (x) dx + lim J F (x ) dx 
R-'> OO ) s -+ _oo 

-00 a s 

00 

2. Llamaremos valor principa l de r F (x) dx, denotado por: 
) 

00 _ 00 r 

V.P f F (x) dx,existe si el lim f F (x) dx existe y 
r -+ 

- 00 -r 
00 r 
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V.P J F( x ) dx lim f F (x) dx (5.11) 
r -+oo 

- 00 -r 

En lo que sigue supondrémos q u son conocidos los criterios de 

convergencia para las integrale s impropias, además si posee ó 

no un valor principal. El método en el cual interviene la inte 

gración por r e s iduos puede ayudarnos a conseguir los valores de mu 

chas integrales impropias, cuya convergencia ya se ha estable-

cido. 

ORIENTACION DEL METODO 

00 

Supongamos que f F (x) dx converge, x E ID, Y tratemos de e ncon-

- 00 

trar una función de valores complejos F = F(Z), Z E ~ y una tra 

yectoria c errada C(R) que contenga un segmento del e je real; -

- R < x < R tal que 

i) J F(Z} dZ es evaluable mediante e l Teorema del residuo 

C (R) 

00 

ii) lim I F(Z) dZ = I F(x ) dx. 
R -+00 

C(R) _ 00 



13 2 

La eficacia del método reside en la escogenc i a de F y de C(Rl 

para a lcanzar i)¡ ii). 

LEMA 5.4.1 

Sea F una función contínua e n un arco circular C (R); Izl = R 

si F es analítica en el serniplano superior excepto en Z = Zo. 

Entonces 

Lirn r F(Z) dZ = O 
R-+OO ) 

C(R) 

DEMQSTRACION 

Sea R > 1 Z o 1 

tomando C (R): {Z Ea: / - R < Z < R} Y los puntos: 

{Z E a: 1 1 Z 1 = 1m ( Z) > O} 

aquí F es analítica en el semiplano superior, excepto en Z =Zo 

Además, para x E JR, F = F (x) . 

En efecto. (FIGURA 21) 

Por Teorema 5 .2. 1 se tiene 

J f(Z) dZ = 2TIi Res (F,Z o) , R > IZol 

C(R) 

i 8 
Sea Z = Re , 8 E [O, TI], así 

TI R 

J F (Z) dZ = f F (Re i 8 ) d (Re i8 1 
+ f 

C(R) O -R 

FIGURA 21 

F (x ) dx 

Aunque el valor de cada integral del miembro puede mod ificarse 

cuando R crece, la suma permanece constante, luego podernos es -



cribir 

7f 27f 

If F(Re
i8

)d (Re
i 8

) = If 
O 

la expre sión 

luego 
7f 

I f F (Re i 8 ) d ( Re i 8 ) I 
o 

Por consiguiente 

o bien 

por tanto 

7f 

O < lim IfF (Re
i8

) d(Re
i 8

) I < lim 
R +oo R+oo 

7f 

;!: I f F (Re i 8 ) d (Re i 8 ) I = O 

o 

lim f f (Z) dZ = O 
R+OO e ( R ) 

ILUSTRACION 5.4 .1 

Verificar por técnica del res i duo que 
00 

r dx 
converge al valor de 7f /2 

:"00 x 2 +4 
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Sea F(Z) = i es analítica en el plano complejo finito, -
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excepto en Z = ± 2i, ad e má s F (x ) = 1 
X E JR • 

Si R > 2, Y C(R) = { Z Ea:: / -R < Z < R } ¡ Im(Z) > 0, F e s analíti-

ca, exepto en Z = 2i¡ (de orde n dos) . 

As í 

a-l = J F(Z) dZ 

C(R) 

a_l = r F (Z) dZ 
) 

C(R) 

luego 

r F (Z) dZ 
) 

C (R) 

= 
r 

2 TI i 1 im < ( Z - 2 i ) 
1 --------> 

z-+2 i l (Z-2i) (Z+2il J 

= 2 TI i 1 " 11 I 1m Z+2" > 
Z 2 " 11 

-+ 1 ) 

= 2 TI i(4~) = TI 
2" 

TI = 2 ' para cualquier R > 2. 

Además por Lema 5.4.1, si Z = R i 8 e , se tiene 

O < 

de donde 

1im 
R -+oo 

1im 
R-+oo 

vemos entonces que 

lim 
R-+oo 

TI 

If F (Re i 8 ) d (Re i 8 ) I 

TI 

f F(Re
i 8

)d(Re
i 8

) 

o 

J F(Z) dZ = TI 
2 

= 

< 1im [n:-:j -
R-+oo 

O 

= O 



... aSl 

TI 

"2 

TI 

"2 

TI 

lim f = 
R-HXl 

O 

R 

F(Re i 8 )d(Re i 8 ) + lim r 
dx 

R-+<XJ ) x 2 +4 
- R 

00 00 

= 

pues ésta última integra l converge , es dec ir 

R 00 00 

lim f F (x) d x V.P f F (x ) dx f dx = = = 
R+oo x 2 +4 

_ 00 _ 00 

-R 
2TI 

11 INTEGRALES DE LA FORMA f F(cos 8 , sen e ) d e 

o 

TEOREMA 5.4.1 

13 5 

TI 

2" 

Sea R (cos e, sen e ) una funció n racional, entonces la integra l 

de la forma 
TI 

f R(co s e , sen e) d e 

o 

puede expresarse d e la fo rma 

f F(Z) dZ 

I z 1=1 
Y fe Z) = 1 R [Z 2+1 

i Z 2Z ' 
Z 2 -1) 

2iZ 

(5.1 3 ) 

ie 
donde Z = e , e E [O,2TI] , Z recorre l a circumferencia e n sen-

tido antihorario. 

PRUEBA 

i e 
Sea Z = e 

considerando 
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i8+ -i 8 1 ~) Z2+1 e e (Z cos e = = + = -2Z 2 2 2 
(5.14) 

Y 

ie -i e 1 ~) Z2-1 
e e -e ( Z sen = ---- = -

2i 2i 2 2iZ 
(5.15) 

dZ = ie
i e

d 8 , tenemos 

entonces 

21T 

f R(cos e , sen e )d e = 

o 

TI 

f R(cos e , sen e ) d e ::::; 

O 

ILUS'I'RACION 5.4.2 
2TI 

Calcular 1 = J 
d e 

a+cos e 
, a > 

O 

ie 
dZ 

. i e
d e Sea Z = e = l e , . , 

luego 

f 
1 dZ 

r 1 = 
Z2+1 iZ ) 

a + 2Z e e 

dZ 
d e = iZ 

f 
Izl=l 

f 
1 z 1 = 1 

1 

F(Z 2+1 
2Z 

f (Z) dZ¡ 

Z2-1 dZ 
2iZ) iZ (5.16) 

Z = o es un po lo 

simple 

d e 
dZ 

cos e 
Z2+1 

= , = 2Z iZ 

dZ 1 
J 

2dZ 
1 Z2+1 . Z2+2aZ+l 

(a+ 2Z)lZ 

(5.17) 

El denominador Z2+ 2aZ + 1 se anula en Z = -a ± l a 2 -1 

donde Z 1 = -a - l a 2 - 1, Z 2 = -a + l a 2 - 1 son las raices así 

como a > 1 entonces Zl < -1 Y por consiguiente es exterior a 

IZI = 1 como Zl.Z 2 = 1 entonces Z2 es interior a la circunfe--

rencia. En virtud del Teorema 5.2.2, se tiene que el resudio -

en Z = Z2 es el valor 



lue go 

2'/ri sustituye ndo en (5 .1 7) se obtiene 

1 2n i 2n 1 = = i l a 2_ 1 la 2_1 

por tanto 

2TI 

f 
d e 2n 

a + c os e l a 2_1 
O 

111 INTEGRALES ACOTADAS A LO LARGO DE C 
R 

13 7 

Se presenta a continuación dos des i gualdades que r e sultan de -

gran utilida d para acotar l a integral a lo l argo de C
R 

LEMA 5.4. 2 

Sea f una func ión racional, tal q ue e l grado de su denominador 

sea d-unidades mayor que e l grado de su numerador. Entonces 

existen constantes M y Ro tales que 

If(Z) 1 < , para Izl = R > R o 

DEMOSTRACION 

Escribamos f (Z) de l a forma 

n - 1 n-2 l-n -n 
f (Z) Z (a n +a n- 1 Z + a n- 2 Z + ... + al Z + a o Z ) = m + b Z- l zm- 2 + b Z 1 -m +b oZ- m) Z (b +b + ... n m-l m- 2 1 

donde a n =J O, b m =J O 
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Así 

la 
- J - n i la I + a Z + ... + aoZ 

lim 
n n -1 n (5.1 8 ) < --

Iz l -+oo Ibm 
- 1 boz-ml lb I + b z + ... + 

m-1 m 

Se observa facilmente que (5.18) e s acotada para valores gran-

dez de Izl así que el l ema 5 . 4.2 q ueda mostrado , tomando la 

constante M > 
la I n 

lb I m 

por consiguiente 

así 

I f (Z) I < ~ • M 
- I zl m 

I f ( Z) I M I Z I < con 
Rd 

LEMA 5.4.3 (Lema de Jordan) . 

Si C
R 

es el contorno Z = Re i 8 

si F es contínua en CR I z I = R tal que 

= R > Ro 

lim max 
R -+00 Z E C 

R 

y IF(Z) I ~ ~ , d > O, M son constantes entonces 
R 

lim 
R-+oo J e i A ZF (Z) dZ = O, A > O 

PRUEBA 

Sea Z = Re
i 8 , entonces 

1T 

f ei ARei8 F(Rei 8 )iRe~ d8 
O 

I F (Z-) I = 

(5.19) 

O 



entonces 

TI . 

IfeiARe18F (Rei 8 )iRei8d 8 1 

o 

pero 

= 

= 

= 

< fle i ARe i SF(Re iSliRei61 dA 

o 

leiAR(COS 8 + i s e n 8 ) 1 . 1 F ( Re i e ) 1 R 

le
i AR Cos 8 - R sen 8 1 I F (Re i 8 ) IR 

le
i AR os 8 e - R s e n 8 1.1 F (Re i e ) 1 R 
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(5.20) 

= le iAR c os 8 1 I e - A R s e n 8 11 F (Re i 8 ) I R 

= e - A R sen e 1 e i A R C o s e 11 F (Re i 8 ) 1 R 

¡ e iARCOs8 ¡ Si U = AR cos 8 entonces 

queda entonces (5. 20) 

TI 

,¡ cos2 (U) + sen 2 (U) = 1 

'rr . 8 

flei ARe l F(Re e )iReie ld e = f e - A R s e n 8 1 F (Re i e ) I Rd 8 (5.21) 

O o 

Luego por Lema 5.4.2 se tien que ¡F(Re
i8

¡ < 
M 

d ' R 
da. 

TI , 

J I e i A R e 1 8 F (Re i e ) i e I iRe d e 

o 

< C1=l 
R 

Rs e n e 
d 

así (5.21) qu~ 

TI/2 

;:: ~ Je -ARs n0d8 
d -l 

R o 

(5. 22 ) 
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Se observa en tonces, s e gún gráfica d e l Sen e , para 

e E [0, n /2], que 

n / 2 

Sen 8 
28 

> TI' luego , l a última integral 2M re -AR 
d -1 ) 

se n 8d 8 d q u e a 

R o 

n/ 2 
2M f e - A R s e n 8 de < 

d-l 
R o 

[1 - ) R 1 

si R -+ 00 
2M 1 entonces (1 - ) -+ O cr-T -xTI R e 

Por tanto 

lim J ei ARZF(Z) dZ = O 
R-+oo 

A > O 

C
R 

ILUSTRACION 5.4.3 

Evaluar la integral F 

SOLUCION 

Sea la función 

f ( Z ) = 

00 

= f cos ( x ) 

X 2 + a·2 

o 

i AZ e 

a > O, A > O 

Considerando el segmento AB : -R < x < R De la Figura 

del eje real y el arco circular y 

CR de radio R. 

Por Teorema 5.2.1 s e tiene que 

(f + f J 
A 01' 8 R 

AB 

iAZdZ ~ iAZ] - Aa e = 2ni Res e =_1Te _ _ 
Z2+a2 Z=a· Z2+a 2 a 

Figura 22 

. ,. 

,( 

1 
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con la condición que R > a. Pero si Z E CR entonces 

Sea Z = Re
i 8 

1 1 1 
< 

así. 

lim 
1 = O 

R-+oo R 2 _ a 2 

y aqui la integral a lo largo d e CR se anula, cuando R -+ oo 

se sigue entonces que 

lim 
R-+oo 

dZ + f 
Z c R 

i AZ 
e 

+a 
dZJ = 

- Aa 
lTe 

a 

así por Definición 5.4.1 re l ac ión (5 .11), se sigue que . 

00 

f 
- 00 

i Ax 
e - Aa 

ne 

a 

tomando la parte r ea l en (5 . 23) y usand o e l hecho de que 

(5.2 3 ) 

cos (AX) es una func ión uniforme, obten emos, la integral busca-

d a 

00 

F = f 
o 

i Ax e 
d x = 

ILUSTRACION 5.4.4 

00 

r co s (Ax ) dx = 
) X 2 +a 2 
o 

Hallar el valor de la integra l F 

SOLUCION 

En este c aso, cons ideraremos 

00 

J 

- Aa 
lTe 

2a 
(a > O¡ A > O) 

ax e 
dx . a E ( 0 ,1) 

1 + eX 
00 



f (Z) = 
aZ e 

y el contorno e R mostrado en la 

figura 23 consistiendo en los 

segmentos de línea 

eR ,( i = 1, ... ,4) 
i 

Por teorema 5.2.1 

f (Z) dZ = 

así 

r f (Z) dZ 
) 
e l 

R
1 

2Tfi Res 
Z=Tfi 

R 

f 
ax e 

1 + e x 
- R 

dx 

- R 
a(x+2Tfi) 

f f (Z) f 
e 

dZ = 2 ' dx 
1 + e x + Tfl 

e l 
R3 

Para Z E: 

If(Z) 1 = 

R 

R 
2aTfi 

f 
ax e = e 

el 
R

2 
t enemo s. 

a(R+iy) 
e 

1 
R+iy +e 

= 

1 + eX 
- R 

l aR aiy l e .e 

1 1 + e R
+

iy 
1 

e aR 
Transformando l a expres ión 

' R 
e -1 

1 1 = = 

dx 

= 

e- aR (e R _1) R (l - a) -aR e -e 

(¡!lo.' T3 

;.11t{4 • 

R R 

FIGURA 23 

2 ' aTfi 
Tf le 

< 
aR e 

e R 
- 1 

o la forma siguiente: 

1 
= 

e R ( 1 - a ) [ 1 - e - RJ 

1 42 

(5.24 ) 



de donde 
aR 

e 
R 

-1 e 

luego 

I f (Z) I 

Para Z E e' 
R4 

I f (Z) I 

-

= 

e 
R(a-l) 

1 - e 
-R 

I a(R+iy) 

1: + e R+ i y 

a(-R+iy) e 

1 
-R+i y 

+e 

< 
e R (a -1 ) 
-----
1 - e 

-R 

-aR e 
<---

1 
- R -e 
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así cuando R -+ 00 la integral de lo largo de e' R
2 

y e' 
R4 

se anu--

lan ya que a s (O,l) . 

Se sigue entonces que 

4 

r r lirn I f (Z) dZ = f (Z) dZ + 
R-+oo k-l ) ) 

e' e' 
k J 

R 

f 
ax 

e 
dx + = 

1 + e x 
- R 

luego por la relacion (5.14) 
00 

00 

ax e 

d 2 
. aTri 

X = - íT l e 

= 2 
. a Ti i 

- Trle 

1 
2aTri -e 

f f (Z) 

e ' 
3 

2aTri e 

ax e 

R 

r 
) 
- R 

dx 

dZ 

ax 
e 

dx 
1 + e x 

00 

(1 - e 2 a TI i) • J' e ax dx = 
1 +ex 

- 00 

(5.25) 
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finalmente, dividiendo (5.15) por 2i e an i 
y cambiando signo obte 

nemos 
00 

F = f 
- 00 

ax e 
x 

1 + e 
= Tr 

(O < a < l). 
sen (an ) 



CAPITULO VI 

TRA~SFOR~ACIC~ CONFORME 

6.0 TRANSFORMACION CO NFORME 

6.1 FUNDAMENTOS DEL MA PEO CONFORME 

6.1.1 A- Puntos y Ceros 

DEFINICION 6.1.1 

Sea f una función compleja de variable compleja entonces un A-

punto de la función f, significa la raíz de la ecuación f(Z) =~, 

donde A es un número complejo arbitrario finito. Así si Zo EG , 

G es un dominio, es un A-punto de f, entonces f(Zo) = A, Y en 

consecuencia, la expansión de la serie de Laurent de f e n al--

gún vecindario de Zo, es de la forma. 

f(Z) = f (Z o) + f' (Z o) (Z - Zo) + f" ( Z o ) 2+ •.• 

o bien 
ca 

feZ ) -A= L ( 6 • 1) 
k=1 

si f no es constante y Zo G, arbitrario entonces en (6.1) los 

k coeficiente s de fl (Z o), fiZo) no son tc¿.os ceros. Sea (Z-Z o) 

la menor potencia de (Z-Z o) con coef iciente no c ero entonces -
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, 
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en (6.11 queda 

f(Z) -A [
f(k) (Z) f(k+l) (Z o ) 

= (Z_Z o)k ----k.I---o- + 
(k+ 1) ! (Z-Zo)+" . ] 

( 6 • 2) 

donde f(k) (Zo ) ~ O. El entero k > 1 es llamado el orden del A-

punto Zo y Zo es llamado un A- punto simp l e si k = 1 Y A-p unto 

múltiple si k > 1. Se sigue de (6.2) y de ésta defin ición que 

f(Zo) = A, f l (Z o) ~ O si Zo e s un A-punto simp l e, mientras que 

... , 
es un A-punto de orden k. ( 6 • 3) 

Desae aquí e n a de l ante, en la de t erminación de e l número A-pu~ 

tos en un subconjunto W c~ compac t o, contaremo s cada A- punto 

un número de veces igual a e l o rde n. 

TEOREMA 6. 1 .1 

Sea f analítica e n Zo, entonces f tiene un A-punto de o rden k 

en Zo si y solamente si la func i ón 

t¡J ( Z) f (Z) - A = 
(Z_Zo) k 

es analítica en Zo y 

\ji ( Z o) = lim \ji (Z1 ~ O 
z-+ z o 

PRUEBA 

Sea Zo un A- p unto de orden k, entonces de acuerdo (6.2 ) y 

(6.4 ) , \jI (Z) tie n e expansión 

\ji ( Z ) 
f (k) ( Zo) 

k ! + 
f(k+l)(Z o) 

(k+l)! 
( Z-Zo) + .. . 

( 6 . 4) 

( 6 . 5 ) 



en un entorno a Zo ' donde 

conversamente . 

lim 
z+z o 

'jJ ( Z) 
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i- O 

Sea 'jJ(Z) analítica en Zo , y c omo lim 'jJ ( Z) i O, se tiene en- -
Z-+Zo 

tonces que e n (6.5) 

'jJ ( Z) = a + a 
k K +l 

l uego sustituye ndo en (6 . 4) se obtiene 

feZ) - A 

f (Z) 

feZ) - Z 

(Z_Zo)k 

+ a 
k+1 

. .. ] 

( 6 • 6) 

luego por defin ic ión 6.1 . 1 f,tiene en A-punto de orden k en -

Z = Zo. Todo l o dicho acerca de A-punto impl i ca i gu a l mente el 

caso espec i a l donde A = O Y lo llamaremos puntos - ce r os y son 

llamados ceros de f en Z = Zo . 

TEOREMA 6.1.2 

Si Zo es un punto r egular de g y un A-punto o polo de f donde 

A i- O, e ntonces Zo es un polo simple de la función 

d 
g ( Z) • dZ ln[ f (Z) - A] 

f' ( Z ) 
= g ( Z) f ( Z) - A 

De hecho , la expansión de Laurent de (6.7) tiene l a fo rma 

(6 . 7) 

(6.8) 
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en todos los puntos d e orde n a de f ' la forma 

_ S g (~ + ... 
Z-Z o 

en todo polo de orden S de f 

PRUEBA 

Sea Zoun A-punto de orde n a de f. Entonces e n un ve cindario d e 

Zo tendremos por t eore ma 6 .1.1 relación (6.6) que 

g (Z) = g (Zo) + ... 

f (Z) a 
y - A = a(Z-Zo) + ... 

f I (Z) a -1 
= a a (Z -Z o) + ... 

así en la relación (6.7) denotemos la función por F(Z) yencon 

tramos que 

= 

= 

1 + . . . 
1 + .. . + ... Como se es -

peraba ser de la forma (6.8) • 

Supongamos que Zo es un polo de orden B de f. Entonces Zo tam-

bién un polo de orden B de f(Z) -A en algún vecindario reduci-

do de ZOl e n efecto: 

f(Z) -A 

f' (Z) 
- 13 -1 = - 8 b(Z-Z o) -
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En particular si Zo e s un polo de orden B + 1 de f' (Z), se si-

gue que 

de donde 

y se comple ta la prueba. 

TEOREMA 6.1.3 

Sea L una curva de Jordan, cerrada, supongamos que g es fun- --

ción analítica sobre I(L), mientras f es una función analítica 

sobre 1 (L) excepto para los polos en 1 (L) en b 1 , ••• ,m . Además 

supongamos q ue f tiene los A-puntos; al, ... , a m en I(L), pero 

ninguno sobre L. Entonces : 

1 
2íTi J 9 (Z) 

L 

f' (Z) 
f(Z)-A dZ = 

m n 

I 
k = l 

akg (ak) - 1 Bkg(bk) 
k=l 

donde a k es el orden de a k y Bk es el orden de b
k 

PRUEBA 

( 6 • 8) 

la suma de los valore s de g en los A-puntos, al, ... , a
k 

de f, 

donde cada valor es repetido un número de veces igual a e l or-

den de los A-puntos. 

Si suponemos que cada uno de los puntos al, ... , a
k 

de f, son -
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calculados un número de veces igual a este orden, además 

puede s e r considerada como l a suma de g en los puntos A de f. 

Similarmente l a suma 

n 
L Bkg(b), luego, por Teorema 6. 1. 2, se sigue (6 .8 ) 

k= 1 

así los valores d e g a los po l os de f si cada po l o de f es cal 

culado un núme ro de vece s igual de este orden . 

COROLARIO 6.1.3 

Sea L una curva de Jordan, sea g una función analítica sobre -

I(L), mientras f es analítica sobre I(Lt exepto para l os polos 

en I(L} Y no tiene l os puntos A: a , ... , a sobre L . Entonces 

la integra l 

1 
21Ti J g (Z) 

L 

f' (Z) 
f(Z) -A dZ ( 6 • 9 ) 

es igual a la suma d e los va lores de g en l os punto s A de f me 

nos la suma de los valores de 9 en los polos de f. 

EJEMPLO 6.1 

Si g(Z) = Z entonces 

2~i )f Zf' (Z) dZ 
f(Z)-A = 

así la integral (6. 2) es justame nte la suma de los puntos A de 
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f interioes a L menos la suma de los polos de f inter iores a 

L. 

Supongamos ahora que f tiene?:: ceros y .E. polos interiores aL,. 

donde cada cero y polos calculados un número de veces iguaL al 

orden de cada polo entonces si A = O Y g(Z) = 1, en la rela 

ción (6.1) puede verse que 

z - p (6.10) 

es decir si W = feZ) entonces 

dW f' (Z) dZ luego 

dW f' (Z) dZ = nzT f (Z) 

dW f!(Z)dZ 
W = - f(Z)-

luego (6.10 ) puede escribirse 

1 r d~'J r 
f I (Z) 

dZ Z - P = = 
21f i ) W ) f (Z) 

(6.11) 

L L 

DEFINICION 6.1.2 

Si f tiene Z ceros y P po lo s interiores a L entonces llamare --

mas Residuo Logaritmico de f en relación a l contorno L a la in 

tegral 

d 
dZ In [feZ)] dZ 1 ff'(Z) 

2-n i ) f(Z) dZ = z - p (6.12 ) 

L 

OBSERVACION 6 . .1 

El residuo logaritmico de f con relación al camino L tiene una 
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interpretación geométrica. 

Sea Zo € L un punto inicial y final de la trayectoria de inte-

gración, si hacemos la trayectoria en sentido contrario a l as 

manecilla del reloj en L. Entonces ln [f (Z)] varia continuamente 

y en general r egresa a Zo con diferentes valores al or iginal -

valor en Zo en efecto, 

dado que 

In [feZ) ] = In If(Z) I + i Arg f eZ), entonces, 

el cambio en In feZ) es debido al cambio en Arg f(Z). Hacie~ 

do 8 0 e l valor original del valor de Arg f(Z o) y 8 1 e l valor -

en la vue lta a t ravéz de L, tenemos 

2; i J d~ ln [f (Z) ] dZ 
1 = 2ni 

comparando (6.12 ) con (613) 

Z - p 

se obtiene 

1 
2Tf D. Arg f (Z) 

L 

(6 .1 3) 

donde D. Arg feZ) indica el cambio en Arg feZ) cuando Z reco -­
L 

rre la curva L 

TEOREMA 6.1 .4 (Argumento principal) 

Sea L una curva de Jordan en un dominio simple conexo si f,es 

analítica,en I(L) exepto en los polos en I(L) y no tiene A-pu~ 

tos ¡al, .•• , a sobre L entonces el número de puntos A de f -
ID 

interiores en L meno s e l número de po l os de f en L es i gua l al 
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número de vueltas alrededor de puntos W = A, por medio de 

W = f(Z) como los puntos Z reccorren l a curva L e n direcc ión -

positiva 

PRUEBA 

Si a es un cero de orden k de f entonces, 

f(Z) = (Z _ a ) k fo(Z); con f o analítica en N(E) de a; fo(Z) =1 O 

así: 

luego 

fl (Z) 

f I (Z) 
f (Z) 

f I (Z) 

f (Z) 

k -l k = k(Z - a) fa(Z) + (Z - a) f b (Z). 

= k(Z - a)k -Jf a( Z) + 

(Z -a)kf a (z) 

k 
Z - a 

+ f ~ (Z) 
fa ( Z) 

(Z - a)kf~(Z) 

( Z -a)kfa(Z) 

fl fl 
dado q ue fa ' es analítica en N(E) de a entonces :E posee un -

polo de orde n 1 con residuo k en Z a, es decir, si a es un -

polo de orden h de f e ntonce s 

- h 
f(Z) = (Z - a) fa (Z) I con f a (Z) =1 O Y analí tica en N( ) de a -

así 

f I (Z) 

f (Z) 
-h f~ (Z) = Z -a + f a (Z) , tiene un polo de orden 1 y residuos 

(-h) e n Z = a, 

luego por el t e orema del residuo 

f I (Z) dZ = Z _ P 
f (Z) 

(6.14 ) 
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donde Z es la suma de todos los Ceros de orden k de f y P es 

la suma de todos los polos de orden h de f, respecto a L. 

TEOREMA 6. 1.5 (Teorema de Rouche"s) 

Sea L una curva de Jordan Cerrada, sea f y g dos funcione s ana 

líticas sobre I(L), supongamos que 

!f(Z)! > Ig(Z) I (6.15) 

Para todo punto de L. Entonces f, f + g tienen e l mismo nGmero 

de ceros en el inte rior de L, VZ E I)L). 

DEMOSTRACION 

Como !g(Z)! < !f(Z) I en L, e ntonces ni f, f + g pueden ser ce-

ro en un punto de L. 

Sea Z el nGmero de ceros de f + g, VZ E I(L) Y sea Q el nGmero 

de ceros de f, VZ E I(L), entonces podemos utili zar teorema 

6.1 para escribir, 

Z - Q = 

Haciendo la diferencia 

r f' (Z) +g' (Z) 
) feZ) +G(Z) dZ-
L 

1 
27Ti 

1 Z - Q= --. 
2 7T l J 

f ( Z) [f I (Z) + g ( Z ) J - f I (Z) Cf ( Z) + g ( Z) J d Z 
feZ) [f eZ) + g(Z)] 

1 = 27Ti 

1 = 27Ti 

L 

J f(Z)g' (Z) - f' (Z)g(Z) dZ 

[f(Z)J 2 + f(Z)g(Z) L 

J f(Z)g' (Z ) 

L lf( Z)1 2[1 

- f ' (Z)g(Z) dZ 

g (Z) J 
+ fffi_ 

J 
f' (Z) 
fTZT dZ 

L 



luego se 

Z -

Sea F (Z) 

~ aSl 

Z - Q = 

1 

f 
f(Z)g~ (Z) ~ 2 fl (Z)g(Z) 

Lf(Z)J 
= 2n i 

L 

obtiene 

1 

f [~] I ~ - d Z Q = - -
2n i f ( Z) • 

1 + 9 (Z) 
L f (zT 

= 1 + 
g (Z) f I (Z) ~ O en L 
f (Z) 

1 

f 
F I (Z) 

dZ 
2ni F (Z) 

L 

1 
g (Z) 

1 + ITZT 
dZ 

luego t enemos por hipótesis que I f (Z) I > I g (Z) I entonces 

1 f (Z) I > 1 es decir 
I 9 (Z) I 

I g ( Z ) I 
I f (Z) I 

Por consiguie nte en (6 .1 6) t endremos 

IF(Z) - 11 I 9 ( Z ) I 
I f (Z) I 

< 1 W-1 

< 1 

I 9 e Z) I 
I f ( Z ) I 

Esto significa que la curva cerrada descrita por 

W = FeZ) 

< 1 
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(6.16) 

cuando Z r ecorre L , no puede r odear e l punto W = O, luego 

por tanto 

de L. 

1 
2ni J 

F'eZ) = O 
F (Z) 

y z Q 

f +g tienen e l mismo número de ceros en el inte rior -
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TEORE:lJlA 6. 1 . 6 

Sea f i D c ce > ce una funci6n analítica en e l punto 
Z o '\/\/v-r f ( Z o) = Wo 

Z = Zo, donde este tie ne un cero simple Wo . Entonces existe un 

vecindario N(Zo) (en e l plano Z) un correspondiente vecindario 

N(W o ) (e n el plano ~J) tal q ue todo punto e n N(W o) tiene imagen 

inversa en (Zo) 

PRUEBA 

Sea 

y : Iz - zol = p 

un círculo tal que f no tenga un Wo cero en I( y ), excepto e n -

Z = Zo' entonces en tal círculo debe existir un vecindario 

N(Zo ) i puesto que de otra manera Zo podría ser un punto límite 

de Woasí fl (Zo) f 0, que es contrario a la hipotesis de que Zo 

es un cero simple de Wo ' por tanto existe N(Zo) en e l plano Z. 

Escogiendo e l vecindario N(Z o) de I( y ). 

Sea 

r = f (y) 

la imagen de y bajo e l mapeo W = f, sea o la distancia entre -

Wo y r , así N(W o} es e l disco 

Entonces si W es un punto arbitrario de N(W o), se tiene que 



I f (Z) - Wo I > o > I W-W o 1, VZ E y 

luego, por teorema de Rauché's se tie ne que 

f(Z) - Wo y f(Z) - W = f(Z) - Wo + (W o - W) 

tienen el mismo número de ceros en el interior de y , pero 

f(Z) - Wo tiene solamente un cero en el interior de y . por 

construcción, identicamente. 

feZ) - W 
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Por tanto, W tiene una imagen inversa en N(Zo) (6.17) 

COROLARIO 6.1.4 

Sea f una función analítica en Z = Zo' donde f tiene un cero -

simple Wo . Entonces la func i ón inversa f- 1 (W) existe y es va-­

luada en un vecindario de el punto W = Wo . 

PRUEBA 

Por aplicación del Teorema 6.1.6 relación (6. 17) 

TEOREMA 6.1.7 

Sea f una función analítica en el punto Z = Zo donde f tiene -

Wo ceros de orden k > 1. Entonces existe un vecindario N(Zo) 

y un correspondiente vecindar io N(W o) tal que todo punto en -

N(W o) tiene a menos 1 y a lo s umo k imágenes inversas diferen­

tes en N (z o) 

PRUEBA 

Sean y, N(Zo), r y N(W o) los mismos como en la prueba del Teo-
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rema (6.1.6). Entonces puesto que f(Z) - Wo tie ne k ceros inte 

riores en y es decir , f(k} (Zo) I O, lo mismo es cierto para 

f(Z) - W. Sin embargo f podría tener multiples W - ceros en -

puntos de N(Zo) o bien e n Z = Zo así podemos solamente asegu-­

rar que todo W E N(W o) tien a l menos 1 pero no más que k dis--

tintas imáge nes inver sa en N(Zo) (6.18) 

COROLARIO 6.1.4.1 

Sea f una función analítica e n Z = z o ' f tiene Wo cero de or-­

den k > 1. Entonces existe un vecindario N(Zo) y un corre spon­

diente vecindario N(W o) tal que todo punto en (W o ) excepto Wo 

tiene precisamente k imágenes inversas distintas en N(Zo)' 

PRUEBA 

Sea y muy pequeño ( p + O) Y e n la prueba del Teorema (6.1.7), 

relación (6.18) f(Z) - Wo Y fl (Z) no se anulen, en ningún pun­

to interior a y además del punto Z = Zo' 

COROLARIO 6.1.4.2 

Sea f una función analítica en Z = Zo , f tiene Wo cero de or-­

den k > 1. Entonces la función inversa f-
1 

(W) existe y es k-va 

luada en un vecindario del punto W = Wo ' 

Por la relación (6.11) Teorema 6.1.4. Se prueba. 

TEOREMA 6.1.8 

Si f no es constante y es ana lítica en un dominio ID, entonces 

f (ID) es también un dominio. 
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PRUEBA 

i) f(ID) 1- <p ya que f(ID) es conexo. 

ii) A probar que f (ID) e s abierto. 

Sean Wo un punto arbitrario de f(ID), Zo E ID imágen inversa­

de Wo así Zo es Wo c ero d e orden k de f, k E ~+, lue go por 

teorema 6.1.4 existe un vec i ndario N(W o), y N(Z o) cID tal que 

todo punto en N(W o) es la i magen de un punto en N(Z o) ( pero e~ 

to implica que N(w o ) c f [N(Zo )] cf(ID) y en conse cuencia Wo es 

un punto inte rior de f (ID). As í f (ID) consiste e nterame nte de 

puntos interiores. 

LEMA 6.1.1 (Lema de Schwarz l s 

Sea f una función analític a e n e l disco IK: I Z I < R, f(O) = O, 

supongamos que 

If (Z) I < M < 00 , VZ E IK. Entonces 

I f ( Z) I < ~ I Z I , VZ E IK, Y además 

I f I (O) I M 
< -

R 

La igualdad en (6. 19) es ver i fi c ada si y solamente s i 

f (Z) = 

PRUEBA 

M i ex Z Re, ex E :m.. 

Por expansión de la serie de Taylor 

(6.19) 

Á6.20) 

f(Z) = f l (O) Z + f;~O) Z 2 + ... (Z E IK) 

pero f(O) = O (por hipótesis), es claro que la función 



'íI (Z) = feZ) 
Z 

f" (O) 
f'(O) + 2! Z 2 + .•. 

es analítica sobre Izl < 1, torna ndo f' (O) e n Z = O. 
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Sea y el círculo Iz [ = , donde O < p > R. Dada la inecuación p 

1 'íI ( Z) [ 
I f (Z) I M = --_._- < 
[ z 1 p 

'<tZ E Y 

por teorema del módulo máximo, resulta 

I lJl (Z) [ < ~ , 

si p --> R se tiene que 

'<tZ E l( y ) 
p 

'<tZ E TI< 

P 

Si Z ~ O Y sustituirnos por 'íI (Z) en (6.21), obtenemos 

If(Z)[ ~ ~[Z[. 

(6.21) 

si Z = O en tonces ljl (O) = f ' (O) Y e n consecu e ncia (6.21) adqui~ 

re la forma 

[f'(O)[ < ~ 

Además, la igualdad e s posible de acuerdo al teorema del módu-

lo máximo, si 'f' (Z) es constante sobre TI<, debido a esto es po-

ble representar a 'íI ( Z) de l a manera 

'íI ( Z) o b i en 

f ( Z) 
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6.2 PRINCIPIOS GENERALES DEL MAPEO CONFORME 

6.2.1 INTERPRETACI ON GEOMETRICA de Arg fl (Z), If(Z) I y MAPEO 

CONFORME. 

Sea y un camino con ecuaciones Z = A(t), t E [a,b] y suponga--

mos A(t) diferenciable en t o E [a ,b]. Sea t una sucesión ar 

bitraria de puntos en [a ,b] , convergente a t o , 

sideremos el cociente de diferencias 

a 
n 

entonces a ---> a o n 

DEFINIcrON 6.2.1.1 

= A(tn ) - A(t o) 
t n - t o 

= Al (t o ) cuando n ---> oo . 

La curva y se dice que es tangente en el punto Zo 

el límite 

e = lim Arg a 
n 

n-+oo 

(6.22) 

(6.23) 

existe. Es decir, si para E > O existe un entero N (E ) > O Y 

una sucesión {en} donde cada e es valuada en arg a tal que -
n n 

I e - e I < E , Vn, n > N ( E ) • 
n 

OBSERVACION 

e se define solamente dentro de un multiplo de 2n y el ángulo 

e siempre será medido desde e l eje real positivo a la tangente 

T . 

Geométricamente la tangente a y en Zo e s representada por el -

rayo T emanado desde Zo cual forma el ángulo e ,si A' (t o) t O, 



entonces y tiene una t a ngente en Z O l dado que 

TEOREMA 6.2.1.1 

limArg a = 8 =Arg a'0 = AI (t o) 
n 

n -HlO 
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Sea D un dominio, f una f unción contínua, d e una variable com-

pleja, definida s obre D. Supo ngamos que f tiene derivada 

fl i O e n Z = Zo y 

sea y una c urva el cual pasa a travéz de Zo y tie ne un a tan gen-

te T en Z = Zo . Entonces W = f mapea y dentro una curva L en -

el plano W e l cual p asa atravéz de los puntos Wo = f(Z o) y ti~ 

ne una tangen te T en Wo . Además la inclinación de T sobrepasa 

la inclinación d e T por e l ángulo Arg f I (Z o ) . 

DEMOSTRACION 

Sea Z = A(t), t E [a , b] , l a e cuación de y y s ea Zo = A(t o) 

por hipótesis 

e = lim arg a existe, dond e a 
n n 

es dado por (6 .22) 
n-Jo-OO 

Así 

w f [A (t) ] = n ( t) t E [a ,bJ (6. 2 4) 

donde Wo = f ( Z o ) n (t o). Sea { t } una suce sión de 
n 

puntos en [ a ,b] convergente a t o Y sea 

n (t Rn = 
t -t n o 

así, la tangente a L en Wo tiene la inclina ción 

e = lim Arg R 
n 

n -Jo-OO 

(6.25) 

(6.26) 
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Previniendo l a exi ste ncia del límite podemos expresar ( 6 . 25) 

de la f o rma . 

Rn 

Rn = n ( tn) - n ( t o ) 
A (tn) - A (t o l 

A(tnl - A( t o) 
tn - t o 

Para A(tn ) ~ A(t o) si t n ---> t o Y se supone además que y tie 

ne una t a ngent e en Zo 

por consiguie nte 

lim lim n (tu) - n (t o) A (tn ) - A (t o) Arg Rn = Arg cp 
A (tn ) - A ( t o) t n - t o n~oo n~OO 

n (t n) - n ( t o) l i m A (tn ) - (t o) 
= lin Arg = cp A ( t n ) - A (t o) t n - t o 

n~oo n ~oo 

s e a Wn = n (tn ) , A (tn ) = Znl 

Arg ( 
Wn - ~v o 

. a n 1 lim = cp 
Zn - Zo 

n ~oo ) 

lim Arg Rn 
n~ 00 n~oo 

W,.., - Wo = 1 im Arg ~ + lim Arg a n = cP 
Zn - Zo 

Wo - WQ cp = lim Arg + cp 
Zn - Zo 

n~OO 

(por 6.13) 

Wn - Wo cp Arg l im + e 
Zn - Zo 

n ~oo 

8 : i ncl ina c ión de T e n Zo 

cp = Arg f I (Z o) + e 

Por consigu i e n te 

Arg fl (Zo) = cp - 8 



o bién 

si ~' (t o) f O. Entonces t o E [a,b] 

~ = Arg f' (Zo) + e 

OBSERVACION 6.2.1.1 
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Ahora sea YI y Y2 dos curvas con punto común Z = Zo' inicial, 

tal que tienen corno tangentes TI y T2 respectivamente, y supo~ 

gamos que el ángulo entre TI y T2 es medido desde TI a T2 ' Su­

pongamos YI y Y2 tiene imágenes LI y L2 bajo f para Z E ID. En 

tonces, de acuerdo al Teorema 6.2.1.1, si f' (Z o) f O, LI Y L2 

tienen tangentes TI y T2 en e l punto Wo = f(Z o) ' donde T l y T 2 

se obtienen rotando TI y T2 atravéz de Arg f' (Zo)' En conse --­

cuencia el ángulo entre L l y L2 es igual al ángulo entre y¡ y 

Y2 Y es medido en la misma dirección, por igual desde LI y L2 . 

En otras palabras, una función contínua f = W que posee deriv~ 

da f' = O en Z Zo mapea toda curva del plano Z al plano W 

por medio de W = f, en Zo y tiene tangente en Wo además prese~ 

va los ángulos entre curvas. 

DEFINICION 6.2.1. 2 

Sea ID un dominio f: ID c a: - - > a: una función analítica en 

Z = Zo E ID tal que f ' (Zo) = o. Se dice que f es un rnapeo con­

forme o que f es una transformación conforme en Z = Zo si pre­

serva los ángulos entre las curvas definidas en ID . 
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COMENTARIO 6.2.1.1 

i) El mapeo conforme q ue preserva las direcciones es llamado 

mapeo conforme de primera clase. 

ii) El mapeo conforme que invierte las direcciones es llamado 

mapeo conforme de segunda clase. 

DEFINICION 6.2.1.3 

Sea ID un dominio y f una función analítica sobre ID. Fntonces -

se dice que f es un mapeo conforme en todo ID si es conforme en 

cada punto Zo E ID Y fl (Z) f. O, VZ E ID. 

ILUSTRACION 6.2.1 .1 

En un punto donde la derivada se anula, puede o no preservarse 

los ángulos, como puede verse por comparación de los mapeos si 

guientes: 

Sea fl: ID c o: - -> 0:: fl(Z) 'V\/\.r+ rZ, f 2 : ID cO: --> 0:: f 2 (Z) '\/"\"-+ Z2 

en Z = Zo 

i 8 Sea Z = re f l (Z) = r 2 (Cos <p + i sen <P ), f 2(Z) = r 2(cos 2 <p + i sen 2<1» 

Sea Arg fl (Zo) la rotación que causa a la curva y en el punto 

z = Zo E y cuando transformando a la nueva curva L = f( y ) Y el 

nuevo punto Wo = f(Zo)' En particular, si fl (Z o) f. O es real -

positivo, las tangentes y en Z = Zo y L en W = Wo son parale--

las en la misma dirección así en 

! f I (Z o) 1 = 1 im 
z-+ zo 

!f(Z) - f(Zo) 

Iz - zol 

los números ! Z - Z o! y ! f (Z) - f (Z o ) 1 son las distancias entre 
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los puntos Z y Zo en el plano Z y las distancias entre l~s imá 

genes f(Z) y f(Zo) en e l plano W respectivamente. Así interpr~ 

tanda. 

If(Z) - f(Z o) I 

I I 
como la magnificación del vector Z-Zo bajo 

Z - Zo 

el mapeo W = f. Podemos considerar entonces que I f' (Z o) I como 

la magnificación e n el punto Z = Zo bajo W = f, puede verse en 

tonces que, el tamaño de la magnificación e n el punto Z = Zo -

no depende de la escogencia del vector finito Z - Zo trazado 

áesde Zo, puesto que I f' (Z o) I no es la magnificación de cual--

quier vector semejante, mas bien queda limitada la magnifica--

ción cuando Z ~ Zo. 

DEFINIeION 6.2.1.4 

Sea ID Y :o; dos dominio s en el plano complej o, sea W = f una 

función inyectiva y analítica mapeando ID sobre :0;. Entonces 

W = f es llamada mapeo conforme de ID sobre :0;, además ~ es lla-

mada imagén conforme de ID, 'fZ E ID 

TEOREMA 6.2.1. 2 

Si :o; es una imágen conforme de un dominio ID. Entonces ID es -

imágen conforme de :0;. 

DEMOSTRACION 

Sea W = f una función f: ID - --> lG, defin ida sobre :G, in-­
Z (vv\,~ f (Z) =vl 

- 1 
yectiva y supongamos que Z = f (W) = ~ (W); 'fZ E :o; es contínua 

sobre ID, entonces si f es diferenciable en Z = Z o E: ID Y si -
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f~CZo) t- 0, la función Z = f- l (W) = \jI (W) , VW E G es dife rencia 

ble en Wo = f ( Z o ) E ¡¡;, y 

1 

en efecto 

Dado que W = f es i nyectiva, si W t- Wo entonce s 

\ji (W) - \ji (W o ) = Z - Zo 1 
W - Wo W - Wo W - Wo 

Z - Zo 

Además, dado q ue IJ' es contínua sobre G entonces IJ' (W) 

como W -+ Wo consecuentemente Z -+ Zo como 

consiguiente 

111 ~(Wo) = lim I1I (W) - 111 (W o) 

w-+w o 

con f' (Z o) t- O 
ID 

luego f = W es 

- 1 
IJ' rn (W o) t ambien 

= W -W o 

una func ión 

lo es. Por 

- 1 
que se sigue que Z = f = 

imágen conforme de "G;. 

TEOREMA 6. 2 . 1. 3 

1 1 = 
W- Wo f(Z) -f( Zo) lim lim 

z-+z o Z-Zo z-+ z o Z - Z o 

contínua y analít i ca en Z 

definic ión 6 . 2. 1.3 \ji ' t-
ID 

O 

\ji (W) , VW E: B es conforme 

Por 

1 = 
f~(Z o ) 

= Zo y 

por lo 

y 10 es 

Si b es imágen conforme de un dominio ID y si U;* es imágen con-

forme de un dominio b . Entonces U;* es imágen conforme de un do 

minio 10. 
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PRUEBA 

Se sigue de l a diferenciación de composición de fun ciones. 

TEOREMA 6 .2.1.4 (Teorema d e la trans formación d e Riemann) 

Sea ID un dominio simplemente conexo de u:: , Zo E ID. Entonces -

existe un a función W = f i nyec tiva que mapea ID conforme me nte 

sobre Iwl < 1 que sati sfac e la condición f(Z o) = O, f' (Z o) > O 

PRUEBA 

Supongamos W = g(Z) otra función q ue satisface la misma condi -

ción que W f (Z), 'IZ E ID. Entonces por t e ore ma 6.2.1. 2 

\ji (w) = fl g -1 (W) I es analítica, sobre e l disco unita 

rio, satisface la condición 

\jI( O) = f[g -l (O)] = f( Zo) = O, lji ' (O) 

y mapea conformemente el d isco unitario , sobre si mismo, lue go 

por lema de Schwarz' s se tiene que 

1\jI (W) I < Iwl 

If(Z) I < Ig(Z ) ! 

intercambiando f y g 

Ig ( Z) I ~ I f( Z) I 

de (6. 27 ) y (6. 28 ) se obti ene 

I f(Z) ! = Ig(Z) I 

que es equivale nte a 

I \ji (W) I = I W I < 1 

, 'IZ E ID 

aplicando nuevamente e l lema de Schwarz 's se o b tie ne 

(6.27) 

( 6 .2 8) 

(6.29) 
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pero 1jI ' (O) 
ia 

> O Y en consecuenc i a e = 1, es decir, 

IjI(W) = W 

por tanto g( Z) = f (Z), VZ E ID, se in fiere e ntonce s que W = f 

es un mapeo conforme e n un dominio ID sobre f (ID) (por teorema 

6.2.1. 2 ) . 

6.3 ALGUNAS TRANSF ORMACIONES CONFORMES 

En el contexto del capítulo 1 se presentó e l estudio de la 

transfor mación bilineal, deduciendose así una secuencia de 

transformaciones, así, s e deduce entonces; por los fundamentos 

del mapeo conforme que la transformación bilineal es una trans 

formación conforme. Utilizaremos estos conceptos l para poder -

determinar as í otras transformaciones conformes , de mucha uti-

lidad, para resolver problemas matemáticos y físicos, mediante 

una técnica más apropiada. 

TEOREMA 6.3.1 

Sea Zo , cualquier punto P en semi plano super i or del p lano Z, 

entonces l a. transo formación 

w = ei Go fz -z o) apl ica conformemente sobre el -
t Z- Zo 

interior d e l c írculo unitario Iwl = 1 del plano W. 



PRUEBA 

De la figura24 

lI\a.no l: 

:z.o 
p 

s c. 

F 1 G U R A S 2 4 

consideremos la rotación 

el punto Z del plano Z puede expresarse como 

luego, W = e ie o [Z ~ ~ o l es la transformación 
Z - Zo 

de la figura en el plano W. 

IWI = = IZ-Zol 
Iz -z ol 

del recorrido en A¡F se tiene que y = O, x = - 00 

-/ 
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, + 00 , (eje -

real) 

Iwl 
Ix+iy - (x o+iy o ) I 

I x+iy - {:<o- i yo } 

I X -X o I 
l x - x c I 

1 recorre la fron te­

ra del c írculo. 

corresponden a A' y F' 
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Además si Z e stá e n e l p l ano superior se ti e n e q ue Iwl < 1 

en efecto 

Iz - zol < IZo - ~ol, como p uede verse e n la Fi g ura de l -

plano Z. 

y la igualdad s e c onsigue con l a fronte r a 

Por tanto todo pun to Zo del s emip l a n o s upe r ior del p l a n o Z ap l~ 

ca conforme me nte s obre e l inter i or d e l círcu l o uni tar i o . 

ILUSTRACION 6.3.1 

Verificar que la b a n da in fini ta d e a ncho " a " de fini da e n e l 

plano Z, aplica a l semip l a no s upe rior , por med i o d e l a t r an s -­

formación W = e TIz
/

a
• 

SOLUCION 

Consideremos las Figuras y l o s p un t o s de finidos c omo sigue: 

Plano z P lano w 

Y. v \ 
\ 

e B A 

" 
.' : a 

x A' B' e' D' E' r . 
D E F - 1 1 

F 1 G U R A S 2 5 

Sea Z = x + i y , e ntonces W = 

en efecto: 

u + iV TI(x+iy ) / a = e 



w = e TI (x+iy) /a 

de donde 

TI 
- x 
a = e 

'IT 
- x 

U = ea co s 

. TI 
lcrY e 

TI 
-x 

V a ( TIy) = e sen 
a 
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(6.30) 

Siguiendo l a trayectori a de los puntos D E F en el eje rea l x, 

se tiene que y = O en el plano Z. 

Así e n ( 6 . 9) se tiene . 

TI - .x 

- - > 

U = ea V = O, el eje real positivo en e l plano W 

señalado s por l os puntos en la trayectoria D'E ' P ' 
---> 

Si Z = O entonces, W = 1 señalado con E ' . 

Para l a trayectoria señalada e n D (eje real ) , (y = O, x = 00 ) ; y 

e n F , (y = O, x = + co ) se obt i ene 
TI TI 
-x -x 

W U iV a Ti V lim a O. = + = e cos ( -~) = e = a X,+ _ oo 

y ob ten emos W = O, (D ' en el plano W) 

e n F. Y = O, x = + 00 , se obtiene W = 00 , (F' e n el p l ano W) 

Siguie ndo l a t rayector i a A B C: l a rectoa y = a, (plano Z) 
<----

e n (6 . 30) se obtiene: 

TI TI 
-x .- x 

U 
a 

COS( ',T) V a . sen ( TI ) e e 

TI 
-x 

U 
a V O. e j e real n egativo = e = en el 

plano W. (6.31) 
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señalada por los puntos A ' B 'e' . 

Para la trayectoria señalada en A, se observa que x = + 00 , y =a 

y en e: x = - 00 , y = a, aquí se observa que W = - 00 e n A ' y -

en e', W = o 

Para los puntos y E: (O,a), x E: (-00 , 00 ), se aplican los puntos -

únicos en el plano W, de coordenadas qy, con U > O. 

DEFINIeION 6 .3 .1 

Sea FI una función analítica en una región RI (Figura 26). 

Supongamos que podemos hallar una función F 2 analítica en R2 -

tal que FI = F 2 , VZ, Z E: R I n R2 entonces dirémos que F 2 es 

una prolongación analítica de FI. Esto significa que existe 

una función F analítica en la unión de las regiones Rl y R 2 

tal que. 

F(Z) = F I (Z) en RI. Y F(Z) = F 2 (Z) e n R2 • Realmente para ello 

basta que Rl y R2 tengan sola~ente un pequeño arco en común 

tal como A B e en l a Figura 26 

--~----------------------~x 
:x: 

F I G U R A S 2 6 
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DEFINIeION 6. 3.2 

Sea F) Y F 2 dos funciones def inida en el plano complejo Z, su-

pongamos que F¡ es a nalítica e n la reg i ó n R l (F igura 2 7) tal -

que Fl toma valores rea l es sobre A B C del e j e real. Entonce s 

la prolongac i ón a n a lítica de FI en la región R2 se expresa rne -

diante: 

ó b i en 

co 

si F(Z) = 2. an (Z-xo ) n ent onces, 
n=O 

co 

F(Z) = I an( Z-xo )n F(Z) 
n=O 

CESERVACION: 

El resulta do s e puede ext en 

der a casos donde A B C es 

una curva en lugar de un se~ 

mento de r ecta, además la -

prolongación analítica p u ede 

e x tenderse an Fn funciones 

para Rn r egion es . 

FIGURA 27 

La definición 6.3. 2 es conoc ida corno principio de reflexión -

de Schwarz. 

ILUSTRACION 6.3.2 
ro 

Probar que F, (Z) = f t 3 e - Ztdt es a n al ítica e n todos los puntos 

O , 
Z. Para los cuales Re(Z ) > O Y e ncontrar una función ~ue es 
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la prolongación ana lítica d e F 1 , e n e l s e miplano Re (Z) < O 

SOLUCION 
00 

Resolviendo la integra l F I (Z) = f t 3e -
Zt

dt, por parte s, tenemo s 

00 

J ft 3e-Ztdt 
- Zt - Zt - Zt 

lim 
- e 

t 3 (3t 2 ) 
e + ( 6t) - e 

l z- -
M-4-oo Z2 Z3 

o M 

fe -Zt
] \ - ( 6) 

l Z 4 J 

° 
r 6 1 

M 3 • 
1 3M 1 6M 6 1> = < lim - - - -- - --- + 

[M -4-oo Z4 Z MZ Z2 MZ Z3e 
MZ 

Z 4 e MZ J e e 

6 si Re (Z ) ° = > 
Z4 

Para Re(Z) > ° se tie n e que F z (Z) = 6 
es analítca VZ I 0, 

Z4 
puesto que F I(Z) = F 2 (Z ) par a Re ( Z) > 0 , vernos que F 2 (Z) = 

debe ser la prolongac ión buscad a. 

TEOREMA 6.3.2 (Tra nsofr mación de Schwar z - Chri s toffel) . 

6 

Z4 

Sea r un polígono cua l q uie ra d e fini do e n e l semiplano superior, 

del plano W, tal que r tenga W. 
1 

(i = 1,2, ... ,n) vertices¡ 

con región de imáge n s d e fini d as e n el plano Z, por medio de la 

transformación con forma W = f. Entonces, la transformación 

que mapea todo pun t o interior y s u frontera del polígono, so--

bre el semiplano super i o r de l plano Z e stá dada por: 
Z o 

W e r ~ (Z - x ) ( a k / TT ) -l dZ + D 
J i = l k 

(6.33) 

DEMOSTRACION 

Sea r el polígono cua l q uie r a d e n l a d o s, definido e n e l semipla 
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no superior del plano W, ta l que tenga Wi (i = 1,2, . .. n) vert i 

ces, y los n l ados n o se inte rsectan e ntre s í. 

Sea W = f l a tran formación biyectiva , desconocida, qu e mapea -

la región imágen en e l semiplano superior Z. 

Sea Xl, X z , . .. , Xn , l os p untos imágenes q ue corresponde n a -

los vértices Wl, W2 , ..• , Wn , d e finidos en e l e j e rea l (ver -

figura 28). 

así cada lado del polígono , 

por ejemplo el l ado Wl , W 2 

se transforma sobre un se~ 

mento del eje r eal, en és t e 

caso, en Xl' X 2 , t e n ernos 

w = f trasforma un segmento 

de recta para g real. 

en efecto: 

'W , 

I 

I 

~ XI.\' 2 

FIGURA 28 

luego por el principio de r e flección d e Schwarz, se tiene que 

W = f puede extenderse analíticamente a t odo el semiplano infe 

rior. (La reflexión de l s emi plano superior con respecto al se~ 

mento Xl, X z del eje rea l) 

Así también se conoce n los valores de esta extensión en fun--­

ción de los valores f(Z) del semip l a no superior: -i B (w-w 1) e to 

ma los valores conjugados en los puntos conjugados . 

Continuando e ste proceso para e l lado Wz , W3 y e l segmento 
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real X2 , X3 , tendr émos 

( ) i S ( ) i l\rg (w 3- w2 ) t 1 - d W-W 2 e = W-W 2 e oma va ores conJuga os e n 

los punto s conjugados , ordenando e ste proceso t endremo s: 

LADO ARGUMENTO VALOR REAL PLANO Z 

(W2-Wl) Arg (W2 -Wl ) = (3 ¡ (W-W¡ ) e - i ~' l = ( ) -iArg(W2 - wl) W-WI e XI I X2 

(W3-W2) Arg (W3-W2) =62 (W-W 2 ) e - i fh ( ) -iArg(w3- w2) W-W2 e X2,X3 . 

(w W) Ar (W W) D (~'¡-W_)e -iBk k+ 1- k g k+ -l - i = IJk l 
( ) - iArg (w

k 
-w

k
) 

W-W e +1 
k 

Sea w un punto interior a r y s ea w* la transformación def i ni-

da por 

W* = a w + S ; a y S son e t e s comple jo s , tal que l al = 1 

y a , B dependerán del l ado el cual se hará la r ef l exi6n. 

así 

dw* dw 
dZ = a dZ 

y 

d 2w* d 2 w = a --
dZ 2 dZ 2 

entonces 

d 2 w* 
~ /dW* d 2w / dw = dZ dZ dZ 

pongamos 

w" = f" ( z) = g (Z) (6 . 34) 
W' f ' (Z ) 

g es analítica, p a ra l o s puntos Z, para los cuales 
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f" y f' son analíticas, excepto para l os puntos donde f' ( Z) = O 

así, f es analítica en el semi p l ano superior, tamb i é n l o son -

f" y fl, además f puede e xtenderse a nalí ticament e sobre. el p l~ 

no inferior a sí: 

g es analítica Im( Z) > 0 , Im(Z) < 0, excepto d onde f ' (Z) o 

como se req u iere que la transformación sea c onforme e n 

1m (Z) > O, 

entonces f' (Z) t O para lm (Z) > O luego por e l principio de re 

fle x ión también l o es en lm(Z) < O, por consiguiente e l ún ico 

lugar posible de lo s puntos singu lares de g es e l e j e real. 

Si g es analítica e n todos los puntos de l e j e real con la pos~ 

ble excepción de los pun t o s Xl,X 2 , ... , x nr en tonces : 

Sea Xo un punto interior de uno de l os segmentos (xi,x
i

+
J

) y -

Wo su imagen en e l lado del pológono (w , w ) . 
k k+l 

-i B (w - wo)e k sea rea l, p ara 

Z r e al y en e l intervalo (xk ' Xk+'). Entonces: 

00 

(w-wo)e - i Bk = I an(Z - xo)n, para I Z - xol muy pe queño, 
n =p 

y los c oeficientes a , a 
p p+ ] 

son rea l es. Pues t o que la 

transformac ión c erca d e Xo lleva una línea rec ta (con ángulo -

TI ) sobre una línea recta (ángulo TI ) ent onces p = 1 Y a l t O, -

es dec ir f' (Z) t O en Z = Xo . 

En consecuen c i a 9 e s analítica e n l os puntos Z t Xl,X 2 , ... X
n 



179 

. Sea a
k 

el ángulo interno d e l polígono e n el vértice W
k 

y --

Arg (W
k +1 

(ver fig. 29) 

Entonces 

'W.t-t2 

x k f :2 

F 1 G U R A S 29 

-i S Arg(W
k

+
1 

- wk)e k = O , para el segme nto (x,x ) 
k k+1 

y Arg( a k + 1) para el s egmento (x k + 1 ' x k +2 ) 

De aquí que 

TI /a 

[ 
- i S ] k+ 1 

W - W) e k k+1 sea real y contínua para Z en 

el segmento (x
k

' x
k

+
2

) y analítica para Im(Z) > O 

Por aplicación de la de finición 6 .3. 5 se ti e n e : 

TI/a 
00 

[ 
-i s l k+l 

(W k + 1 - W) e kJ 'L c (Z -x )n C E JR, Cl ...J O 
n k+l' n I 

n=l 

Resolviendo para W = W(Z). Se tiene en (6.35) que: 

. TI/a k + 1 
r (W ( Z ) - W ) e - l S k] = (Z - x ) L k+1 k+l 

00 

I c n (Z 
n = l 

(6.35) 

n-l 
x k + 1 ) 
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de donde 

W(Z) - W 1 
k+ 

w (Z) 

CI. 

, Cl.k+ 1f OO ]~1 
W +e l S k(Z_x )-TI- \' c (Z- x.. )n-l 'ir 

k+ l k +l L n k+ l 
-n=l 

(6.36) 

lo cual es de la forma 
Cl.k + 1 

W(Z) = W + e i Sk (Z - x ) 
k+l k+l 

TI es analítica y distin-

tadeceroen Z=x 
k+l 

Por consiguiente 

W' (Z) e
i S k(z _ Cl. k + 1 / TI -l 

x) es analít i ca y dis 
k+l 

tinta de cero e n Z = x 
k+ 1 ' 

así por relación (6 . 34) 

Cl. k + 1 

g (Z) 
W" (Z) 

= 
-- -1 

1T 
= Z - x + (analí tica e n x

k
+

1
), 

k +l W I (Z) 

es analítica excepto en e l polo de primer orden en cada punto 

imágen de vértice, de los p untos X l , ••• , X n' el resíduo en 

Z 
Cl. k 

1 = x k es - -
TI 

Así por definición 4.6.5 podemos escr i b i r 
Cl.

k 
- 1 

g (Z) I rr 
Z-x 

k=l k 

ó bien Cl.
k n - 1 00 Cl.

k g (Z) 
W" (Z) L TI L l) 1 

= w'TZT = = ( - -
Z-x TI Z-x 

k= l k k = l k 
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luego 

lag [
WII(Z)-J 
W' (Z) 

TI 

I 
k = l 

a 1 
l a g ( ~ - 1) . 

1T Z-x 
k 

lag W" ( Z) - lag W' (Z) = I 110g ( ~: -1) + lag lr Z-~-k~ 1) 1 
k= J L 

lag W" (Z) - l ag w' ( Z) = 

de donde 

corno 

sea e 

que: 

así 

lag W' (Z ) 
a n a

k 
n 

= l ag ( k1T+
1 

- 1) - I lag (-- - 1) + I lag (Z- x ) 
k=] 1T k=l -- k 

a k +1 - 1, es un número real positovo, luego 
1T 

a 
k+1 lag (---- - 1) I Y por propiedad de logaritmos se tiene 

1T 

lag W' (Z) 

n a 
lag W' (Z) = [ ( ~ - 1) 

k= l 
1T 

n 
lag W' (Z) = I lag ( Z -

k=l 

o. 
( ~) -1 

n 1T 

lag (Z - x
k

) 

X ) [a:]_ " -'-

+ 
k 

+ lag e 

lag e 

a 
k 

TI (--) -1 

W' (Z) 
\' l og ( Z-x ) 
L e k 

log(C) 
e e I (Z -x ) Tr 

k= 1 .k 
k=] 

lag W' (Z) = 

al< 
TI (-)-1 

I e lag (Z - x k) lí 

l<=1 



a 
, 1 

log TJ.]' (Z) = C 
(-)-1 

TI 
lOg(Z-X l) 

a z 
(-)-1 

+ log (Z-X 2 ) TI + . • . + log 

log W' (Z) = C log 

n 

W' (Z) = C kll 1 (Z 

Por tanto 

al 
(-) -1 

TI 
(Z-xll 

a
k 

(-) -1 

~) TI 

Z o a k 

a -
( ;) -1\ 

••• (Z-xn ) J 

W (Z) = C TI (Z-x ) TI dZ + D f 
n (-)-1 

k=l k 
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(6.37) 

La relación (6.37) es la fórmula de Schwarz Christoffel para 

la transformación conforme de un polígono sobre el semiplano su 

perior. 

ILUSTRACION 6.3.3 

Encontrar una función la cual aplica el interior de un triángulo 

en el plano W sobre e l semiplano superior del plano Z, según se 

indica en la figura 30 

1I\a.no \Al 'PLano -2 
v 

u 

1 x 

F I G U R A S 3 O 
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SOLUCION 

Sea P(W = O), Q(W = 1) los vértices del triángulo que se apli-

can a los puntos P' (Z = O) Y Q' (Z = 1) sobre el plano Z y el -

vértice R se aplica en el punto R' (Z = 00 ); observese que todos 

los puntos del segmento PQ solamente los traslada al plano Z, 

formando el segmento P'Q' en el eje real del plano Z, y al ro-

tar el segmento QR un ángulo (TI - S), se obtienen los puntos 

del segmento Q'R' sobre el eje real del plano Z, pude usarse , 

cualquier sentido de rotación . 

Los puntos interiores del polígono, por el principio de relec-

ción de Schwarz, los manda al plano superior del plano Z. 

Por aplicación de (6.11) se obtine. 

1 

W == e f ( Z - O) (ex/TI ) -1 (Z - 1) ( S/TI) -1 dZ + D 

o 

J 

W = e f 
z( ex/TI )-1(Z - 1 ) ( S/ n) -1 dZ + D (6.38) 

O 

si W == O cuando Z == O, así en (6. 38) se obtiene D == O 

si W == 1 cua ndo Z = 1 e ntonces, sea ~ un punto interior al 

triángulo PQR 

luego, 
1 1 

1 = e f ~ (ex/TI ) -1 ( ~ -1) (S/TI ) -1d~ => ~ == J ~ (ex/TI) -1 ( ~-1) ( S / '/r) -1d~ 

O O 

1 

- ~ == f ~(ex/TI )-1(1 - ~ ) ( S/TI )-ld~ 
O 



Resolviendo la integral (6.39) 

Sea t = 1 - s 
J 

1 
e 

1 
e 

= 

= 

f (1 - t) (a/ lT) -lt U3/lT) -1 ( - dtt 

o 

f t e s / lT l. - J (1 _ t) Ca ¡ lT l. - j d t , 

O 

haciendo rn = S/lT , n = a /lT s e tiene 

1 
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1 
e = f t m- 1 (1 - t)n-J dt ¡ que expresa la funci6n beta¿ BUn,n) 

o 

La cual se define por 

B(rn,n) = r(rn).r(n) 

r (rn+n) 

luego aplicando la funci6n Gamma queda 

1 
e 

1 

= f s (a/ lT )-l (1 

o 

de donde 

sustituyendo en (6.11) se obtiene finlarnente 

observando que e es la longitud del lado PQ del "triángulo PQR, 

por tanto 
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Zo 

W = I Z(a/ TI )-l (1 - Z) ( S/IT) -l dZ es la transformación buscada. 

O 

...... 



CAPITULO VII 

APLICACI ONES DE LA TRANSFORMACION 

CONFORME EN MECANICA DE FLUIDOS 

7.1 CONDICIONES FISICAS - MATEMATICAS 

7. 1.1 Funcione s conjuqadas a r mónicas 

DEFINICION 7.1.1.1 

Sean U( x ,y) , V( x , y ) dos f un c ione s rea l e s d e vari ab l e rea l defi 

nidas e n un Domin i o b, se d i ce que U(x , y ) es a r mónica en E s i 

las de rivadas p arc i a l es 

existe n y son c ontinuas sobre ~ y s i par a t odo pun to de ~, 

U( x , y ) satisfac e l a E . D. parc i a l 

(7 • 1) 

DEFINICION 7.1 . 1. 2 

Sean U(x, y ), V( x , y) armónicas s obre b, t a l q ue satisfacen l as 

e cua cion e s de Cau chy - Re mann 

( 7 • 2 ) 

1(j 6 
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Se dice que U(x,y), V( x , y) son conj ugad as armón ic as si sati sfa 

cen (7. 2). 

TEOREMA 7. 1. 1. 1 

Un a función necesaria y s uficiente para que una función 

f : ~ ---> ~: Z ~~~~f(Z) = U( x,y ) + i V(x,y) 

sea analítica s obre b c ~ e s que l a par t e r ea l U(x , y) y la par -

te imaginaria V(x, y ) de f ( Z); sean conjugada s armónicas , sobre 

:G. 

DEMOSTRACION 

A proba r la cond i ción necesaria. 

Sea f analítica sobre G, y diferenc i a ble en todo punto de G, -

entonces U( x ,y) y V( x , y ) son diferenciables, y satisfacen las 

e cuaciones de Cauchy Riemann, entonc e s f' (Z) es a nalítica so--

bre G. 

Así que 

f I (Z) = 

podemo s ver q ue 

dU 
dX 

3u 
ax ' 

i 3u ay = 3v + i 3v 
ay 3x 

3u av av 
ay , 3y , ax (7. 3) 

Son pares de funciones d i ferenc i ab l es sobre G y satisfacen l as 

ecuaciones de Cauchy - Riemann, luego 
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o bien 

a 2u - a 2U 

ax2 ay2 

de donde 

a 2 u 
+ 

d 2U 
= o 

ax2 ay2 

asi u( x , y ), v(x, y) satisfacen la ecuación de Laplace (7 .1 ) so-

lo falta mostrar l a continuidad de u(x,y), v (x,y) con segunda 

derivada parciales, 

como f 11 (Z) 
a 2U 

+ i 
a 2V a 2U 

i 
a 2V a 2V 

i 
a 2U 

= 
ax 2 ax2 ay2 ay 2 axay axay 

es analítica sobre G. Y por t anto contínua e n todo punto de G. 

La suficienc ia se consigue por medio de que u(x,y), v(x , y) son 

conjugadas armonicas. Y f es a nalítica sobre G. 

7.1.2 Integral de Poisson ' s. Fórmul a de Schwarz ' s 

TEOREMA 7.1.2.1 

Dada una función armón ica u(x , y) sobre un domi nio simp l ement e 

conexo E. Entonces introduciendo una constante r e al arbitraria, 

la función 

(x, y ) 

V( x , y) = J r au au) - - dx + - dy 
l. ay a.x 

Es la conjugada Armónica de u(x,y) sobre B, además 

( x , y ) 

f{Z) = u{ x,y) + i J 
(x o ' Y o ) 

a U dU '1 ay dx + ax dYJ 

(7.4 ) 
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Es analítica sobre ~. 

PRUEBA 

Sea V = V( x,y), entonces 

dV av av 
= ax dx + ay d y ( 7 • 5) 

Por (7.2) se tie n e que (7.5) puede escrib irse 

dV = - au d x + a u d y . donde ? U au son contínuas e n E 
ay ax ' ay , d X 

s i (x o ' Yo) e s un punto fi j o a rbitrario, de G se tiene , por i n 

tegración directa , d e (x o , Yo ) a l p unto (x, y ) d e E. 

(x ,y) 

V (x,y) = f 
(xo , Yo ) 

a u d x + a u dy 
ay Cl x 

(7 .6) 

por definición 7.1.1.1 V = V( x , y ) es c o ntínua en todo p unto 

(x,y) E ~ Y en conse cue ncia es armónica , y 7.1.2.1 queda proba -

do. 

TEOREMA 7 . l. 2 . 2 

Sea U( x , y ) una función armónica y analítica sobre un Dominio ~ 

con la función armónic a conjugada v(x,y). Sea Zo E ¡; c 0:, punto 

arbitrario f inito, y s e a 6 = 6 (Z o) l a d istancia entre Zo y un 

vecindario de G. Entonc e s u( x , y ) y v(x,y) tienen expansión d e 

la forma 
00 

u(x,y) = u(r, 8 ) = a o + L Ca n cos(n 8 ) - Bn sen(n8 ) ]r n 
n = l 

00 

v(x , y) = v(r , 8 ) = B + L [ B
n 

cos(n 8 ) 
n = l 

+ a sen (n 8 )]r
n 

n 

e 7 . 7 ) 



sobre e l d i sco Iz-zol < 6 , donde Z-Zo = r e i 6 

PRUEBA 

Se a f( Z) = u (x , y ) + iv( x,y), a na l ítica s obre G. 

i 8 Sea Z - Zo = re 

19 0 

por f6 rmu1a (7 .4), formamos l a funci6n f y t i e n e como parte 

r eal u( x , y ) luego por Te orema 4. 5 .1; si y es diferenciabl e e n 

r 
00 

f(Z o) 1 f ( Z) dZ L an ( Z-Zo)n = = y 2/T i ) Z- Zo n=O 
y 

00 00 f (n) (Z o) 
L ( Z- Zo) n 2 

n 
f (Z) = a = ( Z-Zo ) 

n=O n=O n ! 

converge s ob r e el d i sco Iz-zol < /::, = /::, (Z o) 

Sea a 
n 

f (Z) = 

f (Z) = 

CI. + i 13 n n 

00 

L (a n n=O 
+ i i3 ) n 

00 

L n in S 
CI. r e 

n=O n 

i 8 Z-Z o = re sustituyendo e n (7.9 ) 

11 i 8 .r e 

00 

+ i L i3 r 
n i n8 e 

n=O n 

00 

f(Z) = u(x ,y) + v(x , y) = L C1.nrn[cos(n8) + i sen (n8)] 
n=O 

00 

+ i 2 r nS [cos(n8) + i sen(n8)] 
n=O n 

OD 

= L C1.nrn[cos(n8) + i sen (n8)] + i L S cos(n8) 
n=O n n=O 

00 

- L f3 sen(ne) 
n=O n 

( 7 . 9 ) 
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CXl CXl ce 

= 

CXl . CXl 

u(x , y)+iv (x, y) ¿ [a cos(n8)-B sen(n8)Jrn+i ¿ [ a sen(n8)+B cos(n8)]rn 
n=O n n n=O n n 

de donde tomando la parte real e imaginaria en anillos miembros 

de l a ecuac ión t enemos 

ce CXl 

= a o + I [a cos(n8) - B sen (n8)]r
n 

n n n=l 
u (x, y) = J. [ancos (n8) - 8 sen(n8)]r

n 

n=O n 

CXl 

luego u (r, 8) = a o + L [a cos(n8) - (3 sen(n8)]r
J1 

n=l n n 
(7 . 10) 

corro también 

CXl 

v(x , y) = v(r, 8 ) = So + I [ a sen(n 8 ) + (3 cos(nr)]r
n 

n= l n n 
(7 .11) 

l a convergencia de (7. 10) y (7.11) r e sulta de los teoremas 

4 . 32 , (4.3.3) 

t omando 

R 
1 = 

II a n 
fin lim + i (3 I 

n-+oo n 

LEMA 7 .1.2.1 

La s s er i es 

p2 r 2 ro - I (E. ) n = 1 + 2 cos( 8- \jJ) (7 . 1 2 ) 
p2 + r 2 - 2 rpcos( 8- n=l p 
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2 prsen( 8 - 1Ji ) = 2 7 (~)n sen (8- 1ji ) 
n= 1 p 

convergen uniformemente sobre todo subconjunto compacto del 

disco 1 Z-Zo 1 < p . 

PRUEBA 

Sea f una función analítica en el disco K: IZ -Z ol < p , tal que 

S Z i8 d f" ea r < p, Z- o = re I e lnamos 

i'±' i8 ilfl 
f (Z) 

pe + re 
i lfl i 8 

= pe + (Z-Z o) 

pe i '±' - (Z-Zo) 
, l a cual es analítica en -

pe - re 

denotando la parte real e imaginaria de f, tenemos 

u (r, e + iv (r , 8 ) 

u(r, 8 )+iv(r, 8 ) 

de donde 

u(r,8) = 

( i 1fI+ i 8 ) pe re 
i '±' i 8 ( pe -re ) 

-i lJi -i 8 
(pe -re) = 

• -i '±' -i 8 
(pe -re ) 

p2 - r 2+2iprsen(8 - 1fI ) 

p2 +r -2 prcos( 8 - 1fI ) 

2i r sen ( e- lfI ) + ----------------
p2+r 2-2pr cos (8- 1fI ) 

V(r,8) 2pr sen ( e-'±' ) 

(7.13) 

pero ambas expresiones tienen el mismo denominador, entonces -

del punto Z al punto Zo + pe '±' sobre el círculo Iz-zol = p, se 

tiene 

ilfl i e -i e -i e ( pe -re ) (pe -re ) 
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así f pue d e expresarse e n e l desarro llo d e la forma s iguie n te: 

Sea Z i t!' 
Zo 

i 8 
as í: = pe = re 

f(Z) Z + (Z-Z o) 2Z - Zo 2Z 
= = = - 1 Z - (Z- Zo) Z - (Z-Z o) Zo 

2 pe 
i 8 

f ( Z) = - 1 + i \jl 
(Z-Zo) pe -

f (Z) -1 2 [1 
Z-Z (Z-Z o) 2 ... ] = + + __ o + + i ljl 

p 2 e 
2 i ljl 

pe 

f ( Z) = -1 + 2 + 2 ( Z- Zo) + 2 (Z-Zo) + ... ] i ljl 
p 2 e 

2iljl 
pe 

00 

(Z-Z o)n f (Z) = 1 + 2 ¿ n i ljl 
n= l p e 

00 

(Z - Zo) n f (Z) = 1 + 2 L -in ljl donde (Z-Z o) i 8 (r e , = r e < n n= l p 

en efecto, 

00 n 

f(Z) = u(r, 8 )+iv(r, O) = 1 +2 \' r [cos (n ljl ) - i sen (nljl)] L n 

de donde 

y 

n= l P 

00 

= 1 + 2 ¿(~)nco s (n 
n=l P 

00 

u(r, 8 ) = 1 + 2 I ( ~) ncos ( 8- 1jI ) 
n= J P 

00 

v(r, 8 ) = 2 
r n L (- ) sen ( e-

n= l P 

GO 

\' r n + 2i L ( - ) sen (n \jl ) 
n=l P 

(7 • 14) 

(7 • 15) 



194 

luego comparando (7. 14) y (7 .1 5) con las ecuaciones (7.13) 

se obtiene: 

p2 r 2 00 

u(r, 8 ) - 2 L r n = = 1 + (- ) cos( 8- 1J! } 
p 2 + r 2 - 2 pr cos (8 - \j1 ) n= l P 

(7 .1 6) 

00 

v(r, 8 ) 2 r s e n( 8- \j1 ) 2 ¿ r n = = (- ) sen n ( 8- lji ) 
p2 + r 2 - 2 pr cos( 8- 1J! ) n~ l P 

luego 
00 00 

L r n 2i L (E. ) 
n 

f (Z) = 1 + 2 (- ) cos n (8- 1J! ) + sen n ( 8- 1J! ) 
n= ' P n='P 

l o que es lo mismo que 

f (Z) = + 
2i pr sen ( 8- 1J! ) = u(r, ) 

+ iv( r , 8 ) 

tomando Re f (Z), obtenernos 

f( Z) = 

por t an t o 

2Tf 2Tf 
1 

J ll (P , IJ! ) 
p2 - r 2 

d 1 
fll(P , IJ! ) dZ 2Tf = 2Tf p2 +r 2_2 (8 - lji ) 

O 
r c os 

O 

(7 .17 ) 

es llamada una integral de Poissón. 

TEOREMA 7.1.2.3 

Sea u(x,y) una función armónica sobre ~, con armónica conjuga-

da v( x , y), Zo un punto d ~, arbitrario y sea ~ = ~ ( Zo ) la dis 

distancia e ntre Zo y un vec indario de ~ , entonces si 
2Tf 

u(r, 8 ) 1 r u (8 , IJ! ) 
p2 - r 2 

d lJ! (7 .18) 
2Tf ) p2 +r 2- 2 pr cos ( 8 - \j1 ) 

O 



v(r, 8) = 1 
2 11 

para r < p < 6 Y 8 arbitrario, además 

1 95 

(7.1 9) 

v(r, 8 ) puede expresar se e n términos de u( r, 8 ) y tie ne l a forma 

2 1T 

1 f v(r, 8 ) = 2n u( p, 

o 

DEMOSTRACION 

2pr sen ( 8- lji ) d lfi 
p2 +r 2-2 pr cos ( 8- 1J' ) 

(7.20) 

Empezaremos utili zando la fórmula (7.7) y reemplaz a ndo r por -

p < 6 , 101 p < 6 Y por Ifi , n por m, se obtie n e 

00 

)7.21) 

Usando l a convergencia uniforme de (7. 21) y multiplica ndo por 

cos(n lfi ), e integrando término a término con respecto a lji d e sde 

o a 2n , resulta: 
2n 2n 

f U( p, IV)cos (nYI )dlJ' = f 
o o 

de donde 

2n 

o cos (nll') + m~J [ a m COS (m ) co (nYI ) pm] dY' 

o 
:2 n 

- mI ,f [ i3msen (mqJ) cos (n~J ) pm] dlJ' 

O 

2n 

a o = 2~ f U(P, Ifi )d lfi , 

o 

s i n = O 

a 
n = 1 

n 
np 

2TT 

f u( p , lJ' ) cos (n lJ' ) d yJ, 
o 

para n > 1 

(7.22) 

Similarme nte multiplicando (7.21) por sen (n lJ' ) e integrando t ér 

mino a término con r especto de IJ' de O a 2n obtenemos: 
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2'fT rO, n = O 

1 J u ( p , IJI ) sen (n 4' ) d ~J < (7. 23) 
n 

l- sn ' 
TI p 

O n > 1 

luego sustituyendo (7. 20) y (7 .21) en (7.7) y (7. 8) obtenernos: 

u(r, 8 ) 

2TI 

= 2 ~ r u ( p , lJi ) d IjI + 
) 

o 

+ 

2TI 

u(r, 8 ) = 1 f 2TI 

u(r, 8 ) 

O 

27f 

= 2~ J u( p , IJi ) d lJi + 
O 

similarmente se con s i gue 

27f 
00 

21T 

I In f u( p , lJI lcos(n lJl )cos (n 8 )rnd lJi 
n=1 'lTp O 

00 

1 
n n= l TIp 

2 TI 

f u( p , IJi ) sen (n lJi ) sen(n 8)rnd lJi 

O 

2TI 
00 

í' 1 
L TI 

n = 2 
(r: ) JU( P, \ji ) [cos(n \ji )cos(n8 ) 

p O 

+ sen(n)sen(n 8 )] d \ji 

27f 

nI 1~ f u( p , \jI ) ( ~) n Cos[n( 8 - \ji )Jd \ji (7. 24) 

O 

v(r, 8 ) = \' _1 r L u ( P , \ji ) sen n ( e - \ji ) 
n = 1 7f ) 

(7. 25) 

O 

luego, las ecuaciones (7.18) y (7.1 9 ), por ap licación directa 

1 del Lema 7.1.2.1 y multiplicando por 2TI u( p , ) luego integran-

do término a término con rescpecto a \ji , t omando fijo r y p : 

(r < p) y comparando e l r e sultado con (7. 25) 

Además dado que (7. 2 4) es armónica sobre b, podernos reempla zar 

u(r, e ) por v (r, e ) obte nie ndo (7 . 19) 

COROLARIO 7.1.2.1 (Fórmu la de Schwarz's 

Con la misma notación de l Teorema (7.1.2.2), sea f una función 

analítica sobre ~ con u(r, e) como parte r ea l de f, entonces 



2'1T 

feZ) = i So + 2~ fu( p , p ) 

O 

dP 
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(7.26) 

en términos de u( r , 8 ), es la representa ción conocida corno fór-

mula de Schwarz' s 

PRUEBA 

Sea f (Z) = u (r, e ) + i v (r , e) 

multiplicando (7.l 0) por i y afiadiendo es t e resultado, e n 
i\jl 

(7.18) Y utilizando el hecho de que feZ) = pei \jl +(Z-Z o) se ob-­
pe -(Z-Z o) 

tiene el resultado deseado. 

TEOREMA 7.1. 2.4 

Con utili zación del Teore ma 7.1.2 . 2 se tie ne que 

'ir 

1 J 
2 'IT 

(7. 27) 

o 

donde Zo = (xo, Yo ), p < 6 (Z o), o más explic ita me nte 

2TI 

1 f 2 iT 
Yo + psen \ji) d P 

o 

En otras palabras, el va lor de una función armón ica u( x , y ) e n 

un punto (xo 'y o) es d e va lor promedio sobre e l círculo Iz-zol=p 

con centro e n Z o = (x o , Yo ) 

PRUEBA 

fijando que r = O en l a relación (7.1 8), obtenemos 
2 n 2Ti 

u(O, e ) = 2~ J u( p , \jI ) :2 d \jl = 2~ J u( p , \jI )d \jl = u(O, 8 ) 

o O 



19 8 

Además como f es an a l ítica s o b re G y contiene a IZ -z o l= p e n su 

interio r, entonc es 

2TI 

1 J i lJ! = 2n f(Z o+pe ) d~ 

o 

2TI 

2TI 

1 f 2'rr 
o 

2íT 

= ~ r (xo +pcoslJ!+iy osenlJ! ) 
2TI ) 

= J:.. J (xo+pcoslJ! , Yo + psenlJ! ) d lJ! 
2if 

o O 
11 

px tanto u(xo,Yo ) = 2~f f u(xo+pcoslJ! , Yo+ senlP ) dlJ! 

7.1.3 El prob l e ma d e Dirichlet 

ENUNCIADO 7.1. 3.1 

Sea G un dominio con vecindar io f , Y sea ~( Z) = ~(x,y) una fu~ 

ción r ea l Y contínua d e finida sobr e f . Conside r ar e l probl e ma 

de encontrar una función u (x ,y) t a l q ue 

-
1. u( x , y ) es armónica sobre E Y contínua sobre E 

2. u( x , y ) = ~ ( x ,y) en todo punto de f . 

Este es e l prob l ema de Dir i chlet, de gran importa n c i a e n Físi-

ca Ma t e mática , cono en l a Teoría de funciones 

OBSERVACION 7.1. 3 . 1 

A obte n er una interpretación f ísica de l pro blema d e Dirichle t; 

supongamos una armazón de alambre ríg i da c o n la forma de una -

curva c errada , soportada sobr e una me mbrana cuya frontera es -

más fi rme que l a arma.zón ; supongamos l a proyecc i ón d e l a a rma--

zón sobr e el pl a n o x - Y es una curva de J o rdan f con i nter i or 

I(r) (ver l a fi gura 27) Y supo n gamos l a membran a se con s i dera 
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como una superf i c i e c on ecuac ión 

u = u(x,y) 

donde u( x , y ) es continua sobre (J 

I( r) . Claramen te, el va lor de 

u(x, y ) sobre r d epende sobre 

l a pos i ción de la armazón ¡ sea 

ese valor de l vecindario deno-

tado por ~(x ,y ) . Entonc e s la -

pos ición de e quilibrio de la 

membrana, sin con s iderar car--

gas externas , se consigue me -- FIGURA 27 

diante la solución de la ecua -

ción. 

= O = 

la cual satisface la condición de Frontera u(x,y) = ~ ( x , y) e n 

t odo punto de f . 

En otras palabras, el problema de determinar la posición de 

equilibrio de una membrana alargada y descargada se reduce a 

e ncontrar una función armónica sobre I( f) y continua sobre 

I ( r ), la cua l se obtiene tomando va l ores ~ ( x ,y) sobre r . Pero 

esto es justame nte e l problema de Di richlet para G = I(f). 

Considere mo s ahor , e l problema de Dirichlet e n forma simple, 

p e ro de gran importancia que es el caso, donde el dominio ~ es 

un d i sco Iz - zol < p con vecindar io o frontera circular 
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1': Iz-z o l = p . Enton L! S e n e ste c a so, l a func i ó n fj (Z) toma l a 

forma 

i 8 
jJ (Z) = jJ (Z o + pe ) = jJ ( yJ ) (O < \ji < 2TT) 

donde se puede v er clarame nte que jJ( lji ) satisfac e la condición 

inicial jJ (O) = jJ (2 1r) 

si jJ( lji ) cohincide con e l valor jJ( p , Iji ), tomando sobre r por al-

guna función jJ(r, 8 ) cuál ésta es armónica sobre e l disco 

Iz -z ol < p i, ( p i > p ) donde p i puede ser muy grande en E , e n--

tonces, dada la relac i ón 

u(r, e ) = 2~ r u( p , o/ I 

o 
p2 +r 2 - 2 pr cos( e - \ji ) 

así el proble ma de Dirichlet , ti e n e soluc ión; (ver teorema, 7 .1. 2 . 3) 

2 r 

u(r, e ) = 2~ f jJ ( lji ) 

O 
P 2 + r 2 - 2 P r co s ( e - \ji ) 

e n término s de la i nte gra l de Po isson's. 

d 

TEOREMA 7.1.3.1 (p roble ma de Dirichlet para un disco) 

(7 . 28) 

Sea B e l disco 1 Z-Z o 1 < p con frontera r : 1 Z-Z o 1 = p , y sea 

jJ( lji ) una función real y continu a en e l interva lo [0 ,2 TI] tal 

que satisface la condición jJ (O) = jJ (2 TI ). En tonces l a funci ó n -

u(r, e) definida por la integral (7. 28) , d e f inida para a l gún 

punto (r, e ) e n B, y por 

Para a lgún punto ( p , ~ ) e n r , resue l ve e l problema de Dirichle t , 

para e l dominio E. 
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PRUEBA 

Prime ro probare mo s que la integra l (7.2 8 ), def in e una funci ón 

armónica sobre ~ . 

De acue rdo a l l ema 7 .1. 2 . 1 , y r < p se t i e n e : 

u(r, 8 ) 

así por 

u(r, 8 ) 

2'rr 

= ~ f Il( lji ) 2Ti 
O 

dlji 
- 2 prcos ( 8 - 'Ji ) 

la relación (7 . 12 ) s e ti e n e : 

2Tr 

J 
00 

1 ]J ( yJ) [1 + 2 I r n ] d \ji = (- ) cos n( 8- \ji ) 2 Ti P 
O n=1 

TT 2TT 

= 2~ f ]J ( \ji ) d 'Ji + 

O 

~ ~ f ¿ 7i 
r n 

11 ( lji ) (- ) co s n (8 - 'Ji ) d 'Ji 
P 

2TT 

= 2~ f ]J ( 'Ji ) d J + 
O 

O 

2TT 

I 1 [- 1 n J 11 ( \ji ) co s n y' d 'Ji] 
n= 1 TTp 

O 

2TT 

n 
r . 

+[_1- f ]J ( 'Ji ) s en n y/ ] r n sen (n 8 ) } 
TTpn 

O 

00 

(r, 8 ) = a o + I [ a cos( n 8 ) 
n= 1 n n 

sen (n 8)]r n 

donde 21T 2TT 
1 f ]J ( 'Ji ) d 'Ji 1 

f ]J ( 'Ji ) c o s(n 'Ji ) a o 2 TT , a 
n n 

O 
TTp 

O 

2 'rr 

B 
1 

J )J ( ~' ) sen (n \V) - = d lji n TTp n 
O 

cos (n e ) 

(7.2 9 ) 

d lji , (n > 1) 



lue go 
2TI 

= 1_1~ f ~( ~ )cos( n ~ )d~ 
TIp o 

2TI 

1_1_ f ~ ( \P )e-in ~d~ 1 = 
n 

TI p o 

2 -¡r 

l a n + i Snl ~ ~ f 1~( 'P )ld 'P 
TIp O 

2TI 

p n l a n + i Snl < ~ f I~( ~ ) I d ~ 
o 

p l a + i S 1 1 / n < 
n n 

< 

= 

2TI 

~~ f ~ ( ~ ) sen(n~ )d~ 1 
TIp o 

2TI 
1 

If _~ ( 'P l. d 'P l 
n 

np o 

2 /T 
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1 fl~( ~ ) Id ~ (7.30) 
np n 

o 

[ 

2TI ]J / n 

¿ fl~ ( ~ ) Id 't' 

p < 

En consecuencia 

p < 
1 --------------- = R¡ como r < p < R, en ton 

1/ n 
lim 1 a +i S 1 

n n ces 

y la integra l (7. 29) es c onverge nte e n Iz-zol < R Y por la r e -

prese ntación e n el teore ma 7. 1 . 2 . 2 u(r, 8 ) es analítica sobre -

a::. 

Ahora se mues t ra que l a f unción u (r, 8), definida p o r l a inte--
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gral (7. 28) tiene apro x imac i ón ~ (~J o) a l punto (r, e ) en ~, como 

a lgGn punto fijo ( p , ~o ) e n r . En efecto. 

Si consideramos u(r, e ) _ 1 en 

obtenemos 

1 
21T 

u (r, e) 

P 2 _ r 2 
-~~-

- 2 pr cos ( 8 - \jI ) 

as í la difere n cia será: 

2TT 

1 f 2 '1T 

o 

d \jl = l (7. 3 1) 

donde (r , 8 ) es una sucesión arbitraria, de puntos en ~, con­
n n 

vergente e n e l vecindario del punto ( p ! \jI o )' Da do que ~ ( \jI ) es -

uniformemente contínua sobre r , se tien e que, 

dado u n E > 0, exi ste o = Ol E) > ° tal que 

I ~ ( ~ ) - ~ ( 11' n) I < ~ = > I \ji - \ji o I < 2 o (7. 32 ) 

asumiendo que 

2TT 

- 8 
1 = n J U( P , \jI ) 

O 

sen(n\jl)d en (7.30) es tal que 1\jI - \jIol < 20 

así como \jIo > 0, dado que 8 y \ji son med i dos c on ángulos posit~ 

vos, se tiene entonces que \jI o - 2 6 y ~o + 2 0 < 2 TT , e l cual -

podemo s escrib ir 



2n 

r ... I 
J 
O 

1JI 0 - 2Ó 

< 1 2~r f ···1 
O 
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2 n 

+ ... + 2~-f ··· 1 
lJI o + 20 

(7.33) 

haciendo una estimación, para los términos medios, se tiene 

E" 1 
¿ 2n 

donde usamos (7.31 ) y (7.32), así para l e - lJI ol < o se ten-­
n 

drá 

donde 

además 

M = ma x 111 ( 1Ji ) I 
ifiE: [0,2 n] 

, y 

2 2 [ '11 0-
20 

21f 1 
< 2M .2.- p - r n dlJl + dlJl 

2' p'+r' -2pr cost e _~ ) f j 
n n n O '11 0+2 0 

cos( e - 1Ji ) < cos <5 
n 

p2 +r 2-2 prcos <5 
n 

(7.34 ) 

si / en- ifi o / < <5 Y IJI pertenece al intervalo [0, lJi o- 2 J ó 

[ lJi o+2<5,2 n] entonces el miembro derecho de (7.34) ~ 0, como 

r -+ p 
n 
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y en consecu encia si n ~ 00 e l miembro iz q uie rdo de (7.34) <E /2 

(siempre que 18 - ~o l < o , para n ~ 00 ) 
n 

asi 

P 2 _ r 2 

I u (r , 8 ) - jJ ( ~ o) I < 2M n , donde M 
n n p 2 _r 2 2 ~ n - pr cos u 

I u ( r , 8 ) - jJ ( ~ o) I .< E 
n n 

sí n -r ce 

Es decir 

lim [U(r , 8 ) - jJ ( ~r o )J = O 
n-rOO n n 

maxljJ \ji I 
IJIE: [O , 2 'IT] 

(7.3 5) 

donde { (r , 8 ) } es una s ucesión arbitraria, de puntos e n ~ con 
n n 

acercamiento a ( p , lJI o ) . 

La ecuación (7.35), puede usarse si a l guno ó todos l os p untos 

de la suce sión { ( r , 8 ) } , puede es t ar situado sobre f , así . 
n n 

Usando l a continuidad de jJ( lJI ) y recordando que U( p . \jI ) = jJ( \jI ), 

se deduc e que u(r, 8 ) es contínua sobre ~ . Y la p rueba se com--

pleta. 

7.1.4 Definiciones Básicas y Clasificación de Fluidos 

DEFINICION 7.1.4.1 

Llamaremos F luido a la sustancia que se deforma contínuamente 

cuando se some te a una tensión de cortadura y la fuerza corta~ 

te es la componente d e dicha fuerza, tangencial a l a superf i--

cier d e la Fuerza, y esta fuerza divid ida por e l área d e l a su 

perficie , es la t e nsió n de cortadura media sobre e l área consi 

derada. 
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OBSERVACION 7.1 .4.1 

La tensión de cortadura en un punto, es el límite de l cocie n te 

de la fuerza cortante por el área, cuando e l á rea tiende a ce-

ro, en e l punto. 

DEFINICION 7.1.4.2 

Se dice que un Fluido es Perman e nte, o de régime n estacionario 

cuando las propiedades de l Flui do y las condiciones de l movi--

miento en cualquier punto no cambian, r e specto al t i e mpo, e sto 

puede expresarse por 

élV 
at = O W1 = f( p ,p,T) (7. 36 

donde las c oordenadas de l p unto x , y,Z permanecen constantes , -

es decir, en e l F l ujo permanen t e no hay cambios ni e n la densi 

dad p , ni en la presión p, n i en la temperatura T, con e l tiem 

po en cualquier punto; sí: 

élp = 
at 

3p 
O 'at 

DEFINICI ON 7.1.4.3 

O 3T = O t 
(7.37 ) 

Llamarémo s f luj o bidimens iona l al Flujo donde todas l as partí-

c ulas s iguen t rayectorias identicas e n p l a nos para l elos ; por -

consiguie nte no hay cambios, en todo f luj o normal a dichos pl~ 

no s . 

DEFINICION 7.1.4.4 

Llamare mos línea de Corriente a l a línea continua trazada en -

e l fluido que es a cada punto t a ngente al vector velocidad . 
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OBSERVACION 7.1.4.4 

A travéz de una línea de corriente, no puede pasar fluido, así; 

como una partícula se nueve e n dirección de una línea de co---

rriente entonces, en cua lquier instante su desplazamiento a s -

con las componentes ( x , oy ) tiene la dirección de l vector velo 

cidad q con coordenadas (u, y) . Así 

ax ay 
u v 

establece la proporcionalidad entre las componentes; que en -

forma diferencial se expresa 

dx = dy 
u v 

(7.38) 

es la ecuación diferencial de una línea de corriente, así la -

solución de (7.38) establece una línea de corriente. 

DEFINIeION 7.1.4.5 

Llamaremos flujo estacionario o uniforme al flujo de Fluido 

donde la velocidad d e l Fluido e n un punto depende de la posi--

ción (x,y) y no del tiempo. 

DEFINIeION 7.1.4.6 

Llamaremos fluido incomprensible, al fluido tal que la densi--

dad (o masa por unidad de volúmen) del fluido es constante. 

DEFINIeION 7.1.4.7 

Se dice que un flui do e s no viscoso, si no tie n e viscosidad, -

es decir, si el fluido no tiene fricción inte rna, tal que las 

fuerzas de presión sobre la superficie, son perpendiculares a 
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la superf icie. 

DEFINIeION 7.1.4. 8 

Se dice que un flui do e s i dea l si es no visco so e incomprensi-

b le. 

DEFINIeION 7 .1 .4 .9 

Lla ma r e mos fl u jo i r r otacional o ci r culación libre a la c i r cula -

ción de l Flu ido a lo lar go de una trayec tor i a c e rra da ta l que 

d icho F luido t iene circulación cero. 

7. 2 EL POTE NC IAL COMPLEJO 

7.2 . 1 Líneas y Trayector i a s 

DEF I NIe r ON 7 . 2 . 1. 1 

Sea ID un dominio f : ID c eL --> eL una f unción comp l e j a de va - -

riable comple j a tal que 

f( Z) = u (x , y ) + i v( x, y ); s i cons i deramo s que u, v , sean f un c i o -

nes d e l a v a r i able c ompl e j a Z x + i y , u : ID c eL - -> IR: 
(x , y ) '\/\.,-)' u =<P (x , y) 

v : ID c eL - > IR , e ntonce s dire mos u y v son trayec t~ 
(x , y ) ~~* v = ~ (x , y ) 

rias curvas de nivel si cP (x , y ) = a , Ijl (x ,y) s, a , B ctes. 

(7.3 9 ) 
7. 2 . 2 Flujo de Fluido Bi d imens i o na l 

La s funcio ne s armónicas , Juegan un pape l i mpor tante e n la mec~ 

n i c a de l o s flui dos c onsideraremos el p r o bl e ma e n c ond i ciones 

de e s tado e s t acionario bidimens i onal, es decir el mov i mi e nto -

de l f luido se s upone el mi s mo e n todos l os pl a no s para l e l o s a l 
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plano x-y, siendo la velocidad paralela o e s e plano indepen-- -

di e nte del tiempo. 

Denotemos l a velocidad de una partícul a del fluido en un pun t o 

cua lquiera (x,y), por el vector V = (p,q), as í e l vector que -

repre senta e l n Gmero complejo, queda determinado por 

w = p + iq (7. 40) 

w = p(x,y) + iq(x,y) 

por consiguiente en los puntos inter iores a una región de fl u-

jo en la que no existen fuentes o sum i deros del flujo, l as fun 

ciones p, q y sus primeras derivadas parc i ales , se s uponen q u e 

son contínuas. 

DEFINIeION 7. 2. 2.1 

Sea c un contorno, L la longitud de arco sea VT(x , y). La comp~ 

nente tangencial del vector velocidad a l o largo de e se defi -

ne la circulación del Fluido a lo largo de e con r especto de L 

c omo 

J VT(x,y) dL = Jp(X , y) dx + g(x,y) dy (7.41) 

e e 

OBSERVAeION 7.2. 2.1 

La relación de circulación a lo largo de e, a la longitud d e e 

es la velocidad média de l F luido a lo l argo de l contorno y ade-

más cuando e e s cerrada y simp l e, contenido en un Dominio s i m-

pleme nte conexo d u flujo que no contien e fuentes ni sumide-

ros s e tiene que: 



J v (x,y) dL = J p(x,yl dx + q(x,y ) dy 

e e 

Así por teorema de Green, podemos escr ibi r 

J p(x, y ) dx + q(x, y ) dy 
e 

= JJ [ a q~~,y) - a p(~~y) ] d x dy 

R 

donde R es l a región c errada l imitada por C . 
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En e l caso e n que C = { Z E ~ / Iz - zol = r } , y toma ndo el sen-

tido positivo. Una velocidad media a l o l argo de C, s e encuen -

tra al divid ir l a circulación entre 2Tr r, y l a velocidad angu- -

lar media correspondiente de l fluido a l rededor de l eje del cír 

culo s e encuentra al d i vidi r esa ve locidad media entre r . 

1 J)r -21 r aq - dP] dxdy = w(x , y) 
Lax ay 

R 

= -21 (d q _ dP ) 
a x ay 

Sobre la región circu l ar R limitada por C . 

(7.42 ) 

Su límite cuando r tiende a cero es e l valor w e n e l p un to 

(x o , Yo), por t anto w(x , y ), llamada rotación del fluido, repr~ 

senta e l valor límite de la ve locidad angular de un e l emento -

circular de fluido, cuando el círculo se contrae hacia su cen-

tro, el punto (x , y) . 

Si w(x ,y) = O en cada punto de cierto dominio, e ntonces e l flu 

jo se llama IRROTACIONAL en ese dominio. 

en conse cuenci a 

r p( x , y) dx + q( x , y ) dy = O 
) 
e 
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si (xo,Yo) es cualquier punto fij o e n ID, pode mos def inir l a -

función 
( x , y ) 

<jJ (x,y ) = J p(r, t) dr + q(r,t) dt (7.4 2') 

(x o ' Yo ) 

e n e l dominio ID 

como l a inte gral (7.4 2 ' ) es inde pendie nte d e la tra yectoria t o 

mada entre los límites de integración , s i dicha trayectoria es 

tomada e n un e n torno den tro de ID. 

puesto que 

cjJ (x,y) O 

entonces, 

( ) cjJ (x , y) ( ) _ 3cjJ (x , y ) 
P x,y = dX ,q x,y - 3y (7.43 ) 

así e l vector v e locidad W = P + i q es entonces 9cjJ ; y la der i va 

da direcciona l d e ~ e n cualq uier d irecc i ón representa l a comp~ 

nente de la velocidad de flujo en esa di recc ión. 

DEFI NIeION 7 .2 . 2 . 2 

Sea (xo,Yo ) un punto fijo , V la veloc i dad de un fluido no vis-

c oso e i ncompresib l e , entonce s e l potencial d e velocidades e n 

e l punto (xo , Yo) s e cefine mediante la relación 

(x, y ) 

cjJ (x,y) J P (r , t) dr + q ( r , t) d t 

tal que 

(7.44) 
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7.2.3 Func i ó n corri e nte 

Sea W e l v ec t o r velocidad 

W = p(x,yl + iq(x , y ) 

Pa r a un Dominio s i mplemente con e xo, e n e l q u e el flu j o es i rro 

t ac iona l p uede escribirse como 

+ i ( 7 . 45 ) 

don de ~ e s e l potencial de ve l oc i dades , si V i ( 0, 0 ) y norma l 

a una e quipo t e ncial que pasa por el pun t o (x, y) , si adem~ 

~ ( x , y) e s una función a rmónica conjugada de ~ ( x , y) , el vector 

velocida d es t a n gente a una curva d e nivel def inida mediante -

~ (x, y ) = c, entonces las curvas (x , y) = c se l l a man de corrien 

te d e l fluj o y l a función ~ es l l amada func i ón cor r i e nte . 

DEFINIeION 7. 2 . 3 .1 

Se a ~ : una f unció n armón i oa, definida en un conj unto s imp l eme~ 

te conexo ID, ~ po t encia l d e velocidad e s , s e di ce q u e ~ es un a 

función c orr i ente , si ~ es la armóni ca con jugada de ~ . 

DEFINIeION 7 . 2 . 3 . 2 

A la familia d e curvas ~ (x , y) = a , ~ (x,y) = B donde a , B son -

constantes, l e l lamaremos Trayec t or i a equipo t e nc ia l e s de l f l u-

jo. 

DEFINIe ION 7. 2 . 3 . 3 

Sea F una f unción complej a de var i a bl e c omp l e j a F a nal ítica en 
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un dominio ID llamaremos Potencial c omp l e jo del f lu jo , a l a 

función definida por 

F(Z) = <jJ (x,y) + ilJ;(X , y) . 

Es de notar que 

F ' (Z) 
I = él x + i 

(7.46) 

de acue rdo a las ecuaciones de Cauchy - Ri emann se t i ene qu e -

F' (Z) = "ª-1 
x 

- i (7.47) 

luego en vista d e q u e la expresión de v e locidad def inida en --

(7.43) la expresión (7.47) , pue d e escribirse corno 

"' (Z) = p (x,y ) - iq( x , y) 

queda entonces 

v = F'lZ) 

y tiene corno rapidéz 

I wl = IF ' (Z) I = IF' (Z) I 

corno <jJ es armónica, en un dominio simpleme nte conexo ID ,una -

armónica conjugada de ~ e n ese dominio , p u ede escr i birse corno 

1); ( x , y) a <jJ (r I t) dr + a (r I t ) 
él t ar (7.48 ) 

corno la integración es independiente de l a trayectoria , nueva -

mente con la ayuda d 1 s ecuacione s (7 . 43) 1 ecuación (7.4 6 ) 

puede escribirse corno 

1);(x / y) = f- q(r /t) dr + p(r , t) dt (7.49) 

e 



214 

donde C es cualquier contorno de ID de (xolYo) a (x,y),deberá 

de interpretarse, l a ec uación (7.47) como la integral con res -

pecto a la longitud de arco L, a lo largo de C de la componen-

te normal VN(x,y), del vector cuyas compqne tes x,y son p(x,y) 

y q(x,y), respectivamente , as í podremos e scribir 

ljJ(x , y ) = rv (r,y ) dL 
) N 
e 

(7.50) 

Fisicamente (7.50) r epresenta la tasa tempora l de f lujo por 

unidad de volúmen a travéz de una superficie d e a ltura unita--

ria sobre 1 curva C pcrp ndicualr al plano x-y . 

Como se demostró en e l capítulo VI Te orema 6.2 .1.2 y Teorema -

7.1.1.1 si ~ Y ljJ son funciones a~alíticas en el p l a no x,y y ar 

mónicas entonces e x i ste una transformación 

Z = f(W) = x(u,v) + i Y (u,v) (7.51) 

donde f es analítica, transfo rma a ~ (x,y) y ljJ (x , y ) en funcio--

nes armónicas de u, v . Estas nuevas funciones se pueden inter-

pretar como potencial de velocidad y función corriente respec-

tivamente, para un flujo d e la neuva región en el plano u - v, 

así, una línea de corr iente o frontera ljJ (x , y ) = c en el plano 

x - y se transforma en una línea de corrie pte o frontera natu--

ral ljJ(x (u,v), y(u,v)) ::::; C en el plano u -v. 

7.2.4 Algunas aplicacion es a Flujo de Fluidos 

7.2.4.1 Flujo alrededor de un ángulo 

Consideremos el potencial compl ejo 



F(Z) = aZ , a ; constante positiva 

Se tiene entonces que 

F(x ,iy) = a (x,iy) = ~ x + i a y = ~ ( x,y) + i ~ ( x/y) 

de donde 

~ (x,y) = a x , ~(x,y) = a y 

considerando la s líneas de corriente 

~ (x,y) = c ; ay = c 
c 

=> y = - , que son rectas 
a 

horizontale s , y l a velocidad de cualquier punto es, 

v = F I (Z) = a 
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(7.52 ) 

(7.53) 

(7.54 

Aquí, un punto (xo,Yo ), tal que ~ (x, y) = 0, es cualquier punto 

situado en el eje x, (observar 7.54, c = O). 

Si el punto (xo, Yo ) se fija 6 bién se toma como orígen, enton-

ces ~(x ,y) es la tasa de flujo a travéz de cualquier contorno 

trazado de sde el origen al punto (x,y) i (ver figuras 28-29) . El 

flujo es uniforme y hacia la derecha; y puede interpretarse c~ 

como e l flujo uniforme e n el semiplano superior, limitado ror 

e l eje x (y = O) Y entre des rectas parale las y = Yl ' 
(c=O) 

y = Y2 · 

Pero estamos interesados en calcular el potencial complejo en 

el plano W 

en efecto, 

Para determinar un fluj o e n e l cuadrante U > 0, V > O, tomare 

remos l a tra nsforma c ión 
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que mapea el cuadrante sobre la mitad super i or del plano x -y 

asi que 

x + i Y = (u + i v) (u + v}' = u (u + iv ) + iv (u + i v) 

= u 2 + iuv + iuv - v 2 

de donde 

y = 2uv, son a rmón icas. 

Ya que y = 2uv es la func ión corriente y ~ (x,y) = a y 

se tiene que 

~ (u,v) = 2a uv es l a función corriente 

así 2auv = c son l as línea de corr iente 

c c = 2 a u son ramas de hip~rbolas rectangu l ares 

El potencial complejo 

es 

F(W) = a W2 

(X,y) " _ 

~\ ¡' :-v 
s:' • 

x 

y la velocidad del FIGURA 28 

fluido es 

-
V = F I (W) = a a W 

11 

V = 2a (u - iv) FIGURA 29 

con rapidez 
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7.2.4.1. 1 Consideremos un f luido q ue s e mu e v e con ve locida d -

constante va e n una d i rección q ue hace un á ngulo 8 c on e l e j e 

x , posi tivo. 

De terminar 

a ) El pote n c i a l compl e jo 

b) El pote n c ial de velocida d e s y l a función corr i e nte 

c) Las ecuacione s para l as t rayectoria s y líneas e quipo t e nc i a -

l es. 

SOLUCI ON 

Cons idere mo s l a fi g ura 30 

a) las componente s de l a ve 

loc i dad va son: 

v o x = v a cos 8 

as í l a ve l oc idad comple j a 

e s 

v = v a cos e + i v o sen 8 

i e 
v Vo e 

y el po t enci a l comp l e j o está dado por 

l · . 
.' ." 

. r 
\ 

FIGU RA 3 0 

dv 
dZ = v = v o e- i8 q u e integ rando s e obt i e n e 

v ( Z) 
-i 8 

v oe Z 
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b) El pot ncial de v .lncid3des ~ y la funci6 n corri ente, s n -

las parte s r ea l e imaginaria del potencial complejo respec-

tivamente , e n est caso tendrémos 

v ( Z) 
-i 8 = voe Z = ~ ( x ,y) + i (x,y) 

v( Z) v oe- i8 (x+iy) vo[xe 
-i 8 + iye - i 8] = = 

v o[x (cos e - i sen e ) + i y (cos e - i sen e ) ] 

= V o xcos e - iv o sen e + i y V o cos e + y V o sen e 

v(Z ) = v o(x cos e + y sen e ) + i V o (y cos e - x sen e ) 

de donde 

cp (x, y ) = V o (x cos e + y sen e ) 1jJ ( x , y ) = V o (y ca s e - x sen e ) 

c) -Las ecuac iones p ara l as trayectorias es tán dadas por 

l/J (x , y) = S = vo(yco e -xsen e ), para va lores d i stintos de 

S. Como e s su fluido estacionario, es decir la ve locidad --

depende de l punto (x,y), se d educe que cada una de l as tra-

yectorias sigue el mismo rumbo que sigue una partícula del 

fluido. 

- Las línea s equipotenciales es tán dadas mediante 

cp (x , y ) = a = V o (x cos e + y sen e ), p ara valores d iferen t es 

de a , puesto que son familias artogonales a l as trayecto---

rias, entonces todos los p un tos s obre un a línea e quipoten--

cial, están con igual po t e ncial 
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7.2.5 Flujos especial es 

DEFINIeION 7 . 2.5.1 

Sea f una función compleja de variable compl e ja Z = a un punto 

singular de f entonces. Llamaremos fue nte y sumidero (o bien -

líneas de fuente y líneas de sumidero respectivamente) tales -

que en Z = a el fluido aparece o desaparece respectivamente, -

es decir, si el flui do en Z = -a e l fluido brota con velocidad 

constante, le llamaremos fuente , si e n Z = +a desaparece, le 

llamaremo s sumidero. 

En t é rmino s geométricos, una fuente es una línea normal al pl~ 

no Z t a l que el fluido fluye uniformemente en todas sus direc -

ciones que forma un ángulo rec to con e lla. 

DEFINIeION 7.2.5.2 

Se define el Doble te bidimensional como el caso límite d e una 

fuente y un sumidero t a l que existe una aproximación de una p~ 

ra e l otro, y su inte n s idad por la distancia permanece constan 

te. 

DEFINIeION 7 .2.5 .3 

Supongamos que un fluido brota con velocidad constante, de una 

línea de fuente Z = a, supongamos que existe la transformación 

w k 
e = (Z - a) entonces e l potenci 1 complejo que rige el movi-

miento d e l fl uido en la fuente vien dado m diante la relación 

w(Z) = k In (Z - a ), k > O (7.55) 
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A la relación ( 7 . 55 le llamar emos fuente e n Z = a , donde 

k se llama "fuerza" de la fuen t e 

DEFINIeION 7 .2.5.4 

Sea un fluido con ve l o c i dad constan t e, llamaremos Sumid r o e n 

Z = a si e l potencial complejo v i e n e dado me diante 

w ( Z) = - k ln (Z - a) (7. 56 ) 

DEFINIeION 7 .2. 5.5 

Llamare mos c irculación de un fluido con velocidad cosntante si 

el flujo tie ne potencial complejo de la forma 

w (Z) = -i k l n (Z - a) ( 7 . 57 ) 

al punto Z = a,le llamaremos vértice y e l valor k se llama fuer 

za d e l flui do 

DEFINIeION 7 . 2.5.6 

Sea f una función compleja de variab l e compleja, s upon gamos 

que fl está definida en un domin io ID tal que fl tie ne un polo 

de s egundo ord e n en Z = ± a , sea Z = - a una fuente , Z = a un -

sumidero entonces l a s uperposición de f lu jos queda de t erminado 

mediante el potencia l complejo 

f (Z) = k In (~ ~ : ) = k l n (Z + a)' - k ln (Z - a) 

7.2.5.1 Flu j o alrededor de obs t áculos 
~ 

(7.58) 

Considre mo s e l problema, e n fl ujo de f luidos , e n la determina-

ción de un modelo de f l u jo , tal q ue el f luido se mueva inicial 

mente con una v e l ocida d un iforme v o ' en el cua l se e ncuentre -
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un ob s táculo e n la corri nte de d i cho fluido , 

e n efecto, 

Inicialmente tratemos de encontrar un potenci a l complejo tal -

que más allá del obstáculo la velocidad del flujo tenga una 

magnitud constante v o = y , además habrá de considerarse que 

el potencia l complejo sea tal que la s trayec torias representen 

la frontera del bostáculo, e n seguida trataremos de obte ner 

una transformación c o n forma adecuada tal q ue todos las líneas 

de fluj o que rodeen e l obs táculo en e l p l ano Z sean mope adas -

conformemente al signo w. 

Considremos el pote ncial compl ejo , y e l f l ulo está e n el p l ano 

Z 

f(Z ) = v o Z + G( Z ) (7.59 ) 

Si el f luj o más allá de l obstáculo tiene ve l oc i dad con magni--

dud constante V O l esto indica que en l a relación ( 7 .5 9) 

lim G' ( Z) = O 
z-,. 

entonces el potencia l comple j o correspondiente al fl uj o unifor 

me en e l plano w, e s ta dado mediante, 

al considerar la tran s formac ión 

Z a 
Vi = Z + Z 

( 7 • 6 O) 

Las líneas del flujo de l plano Vi con V o cte, del semiplano su-

perior w. 
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Se tra nsfo rman en 1 semi plan o s uper ior Z exter i or al círcu l o 

C con r ad i o " a " 

Por consig u ien te e l potencial buscado es 

notar q u e 

La rela ció n 

f ( Z) 

a ' 
l im V o Z = O 
z 00 

7.61 puede e scribirse 

f(Z) = V a 

( 7 • 6 J ) 

( 7 • 62 ) 

Es el p otencia l complejo c orre spond i ente a l flujo uniforme al -

r e dedor de l obstáculo que en este caso es un cilin dro . 

ILUSTRACI ON 7 . 2 . 5 . 1 . 1 

Dado e l p otencial f(Z) = a 2 

vo(Z + -z ) ' donde V o y a son cons tan-

t es positivas . Demostrar q u e dicho pote nc i a l rige con f l u j o 

uniforme q ue rodea a l obstaculo Izl < a y que preserv las c on 

diciones pl a n teadas al i n icio d e la precente sec c ión . 

i) Encontremos e n primer lugar l as t rayector ia s y las líneas -

e qupotenc iales 

i 8 
Se a Z = re un punto exte rior a Izl < a . Entonces el pote~ 

cial (7. 62 ) puede esc r i birse 

:2 

f(Z) = vo Z + V o Z = I(r , ) + (r , e ) 
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Transformando a la fo rma polar s e obtiene 

fer, e ) {r cos (8 ) + ri sen ( e ) a 2 
[cos ( 8 ) -i ( e ) ] } = V o + - sen 

r 

f(r / 8 ) [r cos (8 ) + ir ( 8 ) a 2 
( 8 ) a 2 i ( 8 ) ] = V o s e n + - c o s - - - sen 

r r 

f(r, e ) V o rcos ( e ) + v a 2 

cos (8 ) + i v or s e n ( e ) 
a 2 

( 8 ) = --2._ - - sen 
r r 

de donde 

a 2 

1Ji (r , 8 ) = V o (r + - ) cos ( 8 ) 
r 

a 2 

1Ji (r, 8 ) = V o (r - r ) sen ( e ) 

Por consiguiente l as trayectorias estan calculadas med i ante 

s 

y las líneas equipot ncia l es por 

a 2 

r 
) co s ( 8 ) 

OBSERVAC ION FISICA . 

a , a 

constante (7 . 63 ) 

constante (7 .64) 

En e l caso e n qu r = a e n (7 . 63), represen t a una trayectoria, 

y S = O ya que a travéz de una trayectoria no puede existir 

fluj o , por consiguiente se puede considerar e l círculo r = a -

con obstáculo e n e l camino d e l fluido. 

ii)Determinación de que la ve locidad d e l fluido despues del obs t~ 

culo permane ce constante e n primer lugar determi némos los pun -

tos donde l a velocidad e s nula, es decir los punto s estaciona-

rios. 

De l a relación (7.62) 

? 

f' (Z) = O => f' (Z) = V o (1 - --) = O de don de Z = -a , Z = a son 
Z 2 
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los puntos sobre el eje real, y e llos s on l os puntos e staciona 

rios. 

La velocidad d e l Fluido despues del obstáculo se obt i ene me---

diante If'( Z)I. 

f I (Z) V O (l -
a 2 

=1 O, efecto ; 
i 8 

= - l en sea Z = re 
Z 2 

f I (Z) V O (1 -
a 2 -2i 8 

V o {1 - a 2 
[cos ( 2 e l +i sen(2 8 ) ] } = e ) = 

2 r 2 r 

f I (Z) a 2 
( 28 ) + i V o 

a 2 
( 2 8 ) V o - V o cos sen 

r 2 

l a velocidad es 

11""i"(ZT1 = Iv; [l 2.a 2 
cos 

r 2 

/a
4 

I f I (Z l I = v - sen 2 (2 e ) o 
r 4 

/a 4 

I f I (Z) I = v .¡ - + 
o 4 

r 

Por consiguiente 

l im 
8-+00 

If l (Z) I = vo/l 

1 - 2 

~ 
r~ 

2 

sen ( 2 8 l ] 

(2 8 ) + a 4 

cos 2 ( 2 e l] + v 2 a 4 

o 
r 4 r 4 

a 4 a 2 

+ -- cos 2 (2 e ) + 1 - 2 cos 
r 4 r 2 

a 2 

cos (2 e ) 
~ r 

así para que I t I (z) I = I ¿-
V o es nece s ario que r = ~ a 

sen 2 (2 e ) 

( 2 el 

Por tanto el flui do corre e n la d irección del eje x positivo -

con velocidad V o constante. 
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7.3 FLUJO EN CANAL ES Y TRANSFORMACION CONFORME 

Suponga mos un flujo estacionar i o i dealizado ¡ e n esta parte verc 

mas como se p u ede t omar en cuenta l as fuentes y sumideros en -

los problemas de flu jo d Fluidos. 

Consideremos un flujo estacionario, bidimensiona l comprendido 

entre dos planos v = 0, v = TI , cuando el fuido está entrando -

a travéz d e u na ren d ij a es trecha a lo largo d e una, l ínea, en 

el primer p l ano perpe ndicular al p l ano u, v como se indica en 

la Figura 31 

Estable zcamos q u e Q s e a la 

v e locidad de l flu jo del 

fluido hacia el cana l a tra 

! ."..-----~---
e.:~ :--... 
Wl --_ ..... _ _---- w. 

v ez d e l a rendija, ( e n uni-

dades de volúmen por unidad 
FIGURA 31 

de tiempo ) por cada unidad 

d e profundidad del canal, don 

d e la profundidad se mide pe~ 

pendicularme nte al plano, 

u/v. 

Entonces. Para es tudia r el movimiento del fluido es necesar i o 

encontrar u na transformac ión que sea conforme c o n c/u de los -

puntos de l a trayectoria de l f lu ido . 

Consideremos la fr a nj a O v < TI , sean W¡, wz , W3 , W4' puntos 

d e la trayec t or i a d e l fluido tal que se considera d icha franja 

cono l a f orma límite de un rombo, con vér tices e n los puntos -
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Wl = TI i, w? , W3 = O Y W 4 cuando los puntos W? Y W4 se muevan 

infinitamente l ejos h cia l a izquierda y hacia la derecha r s -

pectivamente . 

Por consiguie nte . 

En el límit e l os ángulos e x ter i ores, toman valores, 

k 211 = 'IT, k 3 IT =O, k 4 'IT = 'fT 

considere mos el p l ano xy tal que X2 = O, X 3 = l 

Y,Xl p a r a de t erminar. 

Por el mapeo d e Schwarz Christoffel, se tiene 

dw 
dZ = o - ] o 

A(Z-x¡) .Z ( Z-l) 

dw A 
dZ Z 

de donde 

w = A In(Z) + - B 

Ahora bien 

'Vla.no 2 

FIGURA 32 

Si w = O, se tiene que, B = O así 

A In(Z) = B 

ln ( Z) 
B 
A = 

Z = e 
-E/A 

Z = 1 

(7.65) 

= 00 

(7.66) 

La consta nte A debe ser real, puesto que el punto w se enc uen -

tra en el eje. r eal, cUa ndo Z = x ,x > O 

Si w = TI i. Es l a imágen de Z = Xl' Xl < O 
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Por tanto en ( 7.6 6 ) s t i e ne 

n i = A In I (X l) I + An i 

Tornando las partes real e i mag inar ia se tie n e q ue IXI I = 1 

A = 1 Y por tanto la transformaci6n buscada e s 

w = l og Z i (7.67) 

si Xl = -1, es ta t ransformac i 6 n, mapea el semiplano sobre la -

franja. 

Por consiguie nte la t ranformac i6n (7.67) mapea l a mitad supe--

rior del plano Z sobre la franj a e n el plano w. 

Así la transformaci6n inversa de (7.6 7 ) 

Z 
w u . iv = e = e (7.6 8) 

mapea la franja sobre e l semiplano. Bajo la transfo rmaci6n 

(7 . 68), la im§gen d el e j e u es la mitad positiva de l e j e x . 

La im§gen de l a recta v = TI es la mitad negativa del eje x . 

Por consiguiente la fronte ra de la franj a se transforma en l a 

frontera del semiplano. 

Por otra parte, si w = O e n (7.68) Z = 1 (7.69) 

Así si w = u o > O entonces Z = X o > 1 la velocidad del flujo 

del fluido a travéz de una curva en el punto w = U o con el 

punto (u,v) dentro de la franja, es una funci6n de corriente -

~ (u,v ) para el flujo. 

Si U I < 0, entonces , l a veloc idad del flujo hacia e l canal a -

travéz de la rendija s , 
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(U I 1 O) = Q (7.70) 

Bajo una transformación conforme, ~ queda expresada e n función 

de x , e y y representa siempre la función de corriente para el 

flujo de l a región correspondiente a l plano Z, es decir como 

l a veloc idad de flujo es l a misma en ambos pla nos, y e n las cur 

vas correspo ndientes, entonces podemos u sar , e l sfmbolo ~ , in-

depe ndie ntemente, para representar las funciónes de corrient . 

Dado que l a imágen de l punto w = U J es un punto Z = X l , para -

o < Xl < 1, la velocidad del f l ujo a t ravéz de cua l quie r c urva 

que una los p untos Z = X OI Z = XII (ve r figura 33 ) que se en-

cuentre a la mitad superior del plano Z, es también igual a Q. 

Por tanto en Z = 1 existe una fuente al i g ua l que e n w = a. 

F IGURAS 33 

Si Re(w) -> oo . La imagen de 2 --> Z = 0, un sumi dero de inte~ 

sidad Q/2 aqu i en este p un to correspo nde uu sumidero in f inita-

mente a l e j ado a la i zquierda de l a franja. 

Ahora consideremo s la ve locidad del f luj o a travéz de una cur -
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va con fronteras v = O, v = TI . Considerando la parte e zquier-

da de l a f ranja y el f lujo imágen a travéz de e sa curva en e l 

plano Z. 

Así, e l sumidero en el extremo izquierdo de la franja se trans 

forma en un sumide ro en el infinito de l plano Z. 

La funci6n de corriente ~, para e l flujo e n la mitad s uperior 

del plano Z e s una función con va lore s cons tantes, a l o l argo 

de cada una de l as t res partes de l eje x , y su v alor debe de 

incrementarse en Q cuando e l punto Z se n ueva entorno de Z = 1 

de sde Z = X o hasta Z = Xl Y con intens i dad Q/2 entorno a Z = O. 

De manera que l a función corr i ente queda determinada mediante 

~(x , y) = º¡arg(z - 1 ) ¡ - --º- arg (Z) 
TI 2TI 

(7. 7 1) 

y ti ene como funci6n potenc ial 

f( Z) = ~ log (Z - 1) - 2~ log (Z) 

f(Z) = Q 10g[(Z1 / 2 - Z1/2] 
TI 

l a función f es tá definida para la mitad super ior de l plano Z 

como 

w 
Z = e , e ntonces 

Una funci6n potenc i al para e l plano w es 

f(w) = º 10g( e w/ 2 _ e- w/ 2 ) 
TI 

f (w ) = 9. log [sen h (w/2)] + ct . 
Tr 

y tiene por velocidad 

(7.72 ) 
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f I (w) Q w (7.73 ) = cot h ( 2 ) 2n 

se deduce de ( 7.73 ) que 

lim f I (w) = Q 

1 wl -¡-oo 2n 

así mismo 

w = ni, entonces f' (w) = O, Y w = ni es un punto de estanca---

miento, por tanto la presi6n, a lo largo de l a pared v = TI de l 

canal, es maxima en los puntos opuestos a la rendija. 

Como la funci6n corri e nte ~ (u,v) es la parte imaginaria de la 

funci6n f(w) en (7.72), y tiene por líneas de corri ente 

y' (u, v) = c 

º- Arg [sen h (w/2 )] = c 
lT 



CAPITULO VIII 

APLICACIONES DE LA TRANSFORMACION 

CONFORME EN TEORIA ELECTROMAGNETICA 

Cons i derando el h echo básico de la gravitación, es que dos ma-

sas mI, m2 e jercen fuerzas entre si, podrémos considerar dicha 

fuerza como la interacción de dos particulas. Este punto d e 

vista induce a pensar en la acción a distancia, puesto que di-

chas partículas interactúan aún no estando en contacto; si con 

sideramos que una partícula de masa m, modifica de laguna man~ 

ra el espacio que la rodea, e ntonces dirémos que se ha produc~ 

do un CAMPO GRAVITACIONAL, as í este cuerpo actuará sobre cual-

quier otra partícula de masa m
k

. que se encuentre en el, ejer­

ciendo la fuerza atracción gravitatoria sobre e lla, por cons i-

guiente e l campo juega un papel intermedio , para poder determi 

nar las fuerzas entre par tículas de masa m
k

. 

De lo anterior se desprende que: 

i) Dada las partículas situadas en los p untos P k , con masa -

m
k 

respectivamente , e ntonces se deberá de encontrar el 

campo producido por una distribución dada de partículas -

con masa m .. 
J 

ii} Para las partículas con masa mk ' debemos determinar la s 

fuerzas que este campo ejerce sobre otra partícula de ma-

231 
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sa mj , situadas a una distancia rkjO 

iii) El campo Gravitatorio es un mode l o de un campo vectorial 

tenie n d o en cue nta que si en c a da punto Pk s e le asocia 

un vec t or' 

iv) Además e l campo gravitatorio e s un mod lo de campo es ta--

cionar io, porque su módulo permanece constante a l tran scu 

rrir el tie mpo . 

8.1 DEFINICIONES BASICAS 

8.1.1 Pote ncial gravita torio 

Considere mos dos partículas si tuadas en l os p un tos Q y P de m~ 

sas mI t m2 respectivamente , (como se indica en l a figura 34) 

Se gun la l ey de gravitación de Newton, exis t e una fuerza entre 

e llas, cuya magnitud se defin e como. 

( 8 . 1) 

Donde r es l a distancia entre l as partículas y k es una cons--

tante que d e pende de l sistema de unidades. 

-r 
Si de s i gnamos el vector QP por r. 

Se puede expresar la fuerza por mi 
• 

,. 
Unidad de masa en P, de bida 

q 

F I GUR 3 4 
a la atracción de l a partí-

cula en Q, me diante . 

TI" 
mr íl ( ~ ) donde k 1 = - = = 
r 3 r ' 

(8.2) 
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Donde W s e denomina, la intensidad d e fuerza o bien e l campo 

gravitatorio de la fuerza e n el punto P . 

De (8 . 2) se deduc e que W satisface 

'V x W = V x íJ C~) = O 
r ' 

siendo , por tanto un campo no disipativo de f u erza o bien cam-

po conservativo. 

El trabajo efectuado por la fuerza, cuando la partícula m es tá 

fij a en Q, de atracción durante un d esp l azami ento infinitisi--

-+ 
ma l dr de l a msa unitaria es 

W = Wd r (8. 3) 

El trabajo total de la fuerza cuando la partícula u n i taria se 

desplaza del infinito has ta una distancia r es 

-+ 
o dr 

r 

r íJ (~) dr 
) r 
00 

r 

~ f = ~ 
00 

( 8 • 4 ) 

es independiente de la trayec toria segui da por l a part ícula de 

masa m2 en e l punto P, y se denomina POTENCIAL en P debido a -

l a partícula d e mas mI en el punto Q, y se designa por V, pu-

di e n do escribir 

ID 
V = r 

La inte nsidad de l a f u e rza e n P, debida al potencial es 

íJV = lF = íJ (~) 
r 

( 8 . 5 ) 

(8 . 6) 

es decir, la intensidad en un p nto cualquiera es igual al gr~ 
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diente del potencia l. 

Para n-partícula s de masas IDk i k = 1,2, ... , n cuyos vectores -

-+ 
de posición con respecto a P son r

k
, k = 1,2, •.. , n recpectiv~ 

mente , e ntonce s, la fuerza de atracción por unidad de masa e n 

P debida al sistema, s e cons i gue mediante la relación 

El trabajo realizado por las fuerzas de a tracción sobre una 

partícula d e masa uni taria que se mueve al infinito a P es 

n 

I = V ( 8 • 8 ) 
k=1 

corno el potencial V es una función escalar de posición, excep-

to en los puntos QK' donde es t a n situadas las masa, así se sa­

tisface la relación 

n 

V o VV = V2 v = V2 v = I V2 (mk ) 
k= 1 r k 

que es la ecuación de Laplace. 

( 8 .9) 

Corno F = VV , significa q ue en un p unto donde no hay materia -

se tiene 

Vo JF = O ( 8 .10) 

8,1,2 Distribución contínua de la materia 

Supongamos a hora que la mater i a q u e atrae , forma un cuerpo 

contínuo que ocupa el espacio limitado por l a superficie c err~ 

da S. Dividamos e l cuerpo e n un número infinito de e l eme ntos -



23 5 

de masa pdV , sie ndo p l a den s idad d e masa e n c/pto. y dV e l 

elemento de volúmen d e l cue rpo , como se indica en la figur a 35 

Consideremos los caso s sigui e ntes: 

1) Si P es ex t er i or a l cue rpo 

Entonces, l a suma d e l a rel a ción 

(8.8) se convie rte e n la integra l 

FIGURA 35 (8.11) 

donde r es la distancia de l elemento de volGmen. al punto P 

debido al cuerpo e ntero 

11) Si P es interior a l cuerpo 

Entonces el integrando (8.11) se hace infinito . 

En este caso, definimos e l potencial de la s i gui ent e mane-

ra: rodeando a l punto P meciian te una sup e rfic i e espefica -

S o , Y considerando el potencial debido a la materia com---

prend i da entre S o Y S, con este mecanismo, e l integrando -

s e convie rte finito, ya que P es e x t erior a l a reg ión d e -

tal man e ra, obte n e rnos 

Como el volúmen de So es del mismo orden que 3 r , 

(8.1 2 ) 

siendo r 

el r ad i o de la es f era S o , mi e ntras que e l inte grando se h a 

c e infinito como l / r s e p e s finito, e l valor de (8.12) 

tiene límite d e finido que se denomina, Potencial P debido 
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al cuerpo e ntero. 

8.1.3 Ecuación d e Poisson para di s tribución de mas a contínua 

Hemos visto que la función potenc ial satisface V2 V = O; (8. 9 ), 

o ecuación de la place e n la reg i ó n exter i or a l a materia. Con 

sideremos ahora la ecuación que satisface el pote n cial e n la 

región interior a l a materia; (8.12). 

Sea P un punto inte rior a l c uerpo, de la figura 38 , con densi-

dad p . Supongamos a P dentro de una esfe ra S o Y de radio a. 

El campo g ravitatorio en P e s e l vector suma del campo gravit9 

tor io JF o' producido por la fuerza exter ior a S o, Y de JF. de­
l 

bido a la mater i a inter i or a So ' Es decir podemos escribir 

+ JF . 
1 

Calculemos ahora V o JF P' es decir 

Vo JF = V o JF o + V oJF. 
P l 

(8 . 13) 

Como JF o es p roducido por l a materia exterior a So, Y por 

(8.10) se tiene que 

l uego t enemos en (8.14) 

íj o JF = V o JF ( 8 . 1 5 ) 
P i 

Consideremo s la esfera d e rad i o a ; su masa es 

4 
1Tpa 3 

m = 3" 

como a ~ O, la in tensidad e n la superficie de esta esfera es -
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igual a 

F
S 

= 
m 4 

a 2 
= 3 TI pa 

en magnitud, dirección y s e ntido de la normal a la superficie 

trazada hacia e l exterior . 

Por el Te orema de Gauss, se tiene 

lim J f f ( íJo IF ) dV lim ( íJ 
4 na 2 = o IF) "4 

a -~O a-)-O 

= l i m f f~ o dS 
a O 

4 lim (- 31Tpa ) (4 1Tpa 2 ) 
a-)-Q 

luego 

íJ o JF = íJ o IF. = - 4n p 
l 

pe ro 

JF = íJV p p 

Luego la ecuac ión satisfecha por el potencial en una región 

que contie n e materia es 

(8 .16 ) 

la relación (8.16) es llamada Ecuación d e Poi s son q ue rige el 

Potencial V de una distribución de masa contínua e n un punto P 

interior a una región R. 

8.1.4 Corrie nte Electrica 

Para el fluir de e l ectricidad en un medio conductor e l e ctrica-

me nte isótopo y homogeneo , se tiene la relación 
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+ 
J = A IE (A > O) (8 . 17) 

n 

Donde IE es el campo e léctrico , l a cont inuidad eléctrica es-

pecífica y J" la densidad de corriente e léctrica q u e represen -

ta la cantidad d e carga eléctrica que atrav i e sa la unidad de -

área normal en la unidad de tiempo. 

La cantidad de carga e l é ctrica q ue llega por unidad de ti empo 

a una región R del espacio , se expresa mediante 

J J J 
3p 
3t dV (8.18 ) 

R 

Donde p es la d ensidad de carga por un idad de vo lúmen . 

De (8.18) Y por t eorema de la diverge ncia, en el espacio, s e -

obti e ne 

J f UndS = 
s 

J f f 
R 

diV J dV 
n 

(8.1 9 ) 

sie ndo U la componente de J s egún la normal exterior (8 . 19) 
n n 

expresa la cantidad de carga e l éc trica que llega , por unidad -

d e tiempo en dicha región. 

Luego de (8.18) y (8.19) se obtie n e 

r J{ r (--ª-.e. + d i v J ) dV = O 
) ) 3t n 

(8. 2 O) 

R 

3p 
si 3t + div J es cont~nua y R arb itrario, se tie n e en (8.20) 

P diV J at + n O ( 8.21) 

la relación (8.21) es llamada ECUACION DE CONTINUIDAD , ó CON--

SERVACION DE LA CARGA ELECTRICA. 
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8.1.5 Elementos de Electrostática 

En la pre s e nte sección se expresa en forma general a lgunos e l~ 

mentos teorícos d e alguna manera intuitiva y en consecuencia -

con mayor posibilidad de utilidad. Los métodos de var i a ble co~ 

pleja son apl i cab l es al caso plan o, que c abe ubicar en un Mar-

co Genera1, considerando distribuc ione s y Conductores infini--

tos, perpendicu l ares al plano complejo. 

COMENTARIO 8.1 . 5.1 

El problema e l ectrostático, cohincide con e l gravita t a rio si 

suponemos que nos damos cargas fijas en t al caso sobre aislado 

res es decir la distrbución de cargas no cambia deb ido a la ac 

ción del campo electrico, interior o exterior a l a r egión. En 

cambio, el problema electrostático con Conductores , así por 

e jemplo, al es tud iar el c ampo e l ectrico de una Carga uni forme 

en una esfera maciza, ésta deberá suponerse ais l adora pues de 

lo contrario, por no ser nulo e l campo en su inter i or , las car 

gas no se mantendrán en Reposo. ( 8.22) 

7 

Si un Cond uctor se coloca en un campo f, sus cargas se distri-

7 

bullen de t al forma q u e se produzca en su interior e l campo -f, 

en efecto, hallar esta distribución es e l problema fundamental 

de la Electrostática . En virtud del conocido Teorema de Gaus s 

en ningún caso quedan cargas e n el interior de un Conductor, -

pues si ello ocurriera el campo n o ser i a n ulo . Es decir: en e l 

estado de equi librio, las cargas en los conductores se d i stri-

bullen sobre sus superficies. 
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COMENTARIO 8 . 1.5.2 

Si un Conductor se coloca en un campo eléctrico , aparecen en -

e l carga s inducidas que a nulan el campo en e l conductor, luego: 

e n un campo electrostático cada conductor tiene en todos sus -

puntos e l mismo pote nc ia l. En particular , una superficie Con-­

duc tora es equipotencia l. 

Además e n un Conductor aislado la carga tota l es i ndepend i ente 

del campo, y en un conductor conectado a tierra, cualquiera -­

que sea su campo exterior , al potencial constante es el mismo. 

(U = O) (8 . 23) 

DEFINICION 8.1.5.1 

Supongamos una distribución de Carga bidimensional, si y es un 

camino en el p lano Z que tiene Carga neta e, en s u interior, -

si s e es t ablec e e l Teorema de Gauss. Entonces existe una fun-­

ción armón ica ~ conjugada para ~ tal que 

U(Z) = ep (x,y) + i ~ (x , y ) ( 8 .24) 

es anal ítica en una región no ocupada por carga . 

DEFINICION 8 .1. 5.2 

Se an ~ ( x , y ) i ~(x,y) dos funciones , reales de variable real , 

~ (x,y) c onjugada armónica d e ~ ( x , y ). Se define el POTENCIAL 

ELECTROSTATICO de distribución de Carga como 

U(Z) = ~ ( x ,y) + i 1jJ ( x , y) (8. 25) 
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DEFINIeION 8.1.5. 3 

-+ 
Supongamos la fuerza f que ejerce n una sobre otra dos partfcu-

las cargadas d e ele ctric idad está dada por la l ey de Coulomb y 

eligiendo adecuadamen t e la un idad de carga, su módulo e s 

-+ 

I f I 

si el, e 2 son las cargas y r es la distancia que los separa. -

Entonces se define el campo Electrico de una dis t r ibución de -

cargas ó fu erza sob r e la carga pos itiva corno 

-+ 
f = - VU (Z) (8.26) 

donde U = U (Z ) es el potencia l electrostático definido e n 

(8.25). 

De la definición (8.25) s e tiene que 

cjJ (x , y) = a , ljJ (x, y ) = S, a , B constante s , (8 . 27 ) 

las ecuaciones (8.27) s e les llaman, líneas equipote nciales y 

líneas de flujo respectiv amente. 

Puesto que U(Z ), es una función comp l eja de var i able comp l ej a 

entonces, el campo e l e ctr i co, pue de expresarse en -t érminos de 

las funcion e s cjJ y ljJ 

- V U(Z) = - [ 3: + i 3~J[ tjl ( X ,y) + i ljJ (x , y)] 

-[ 3: ( cjJ (x,y) + i ljJ ( x,y» + i a~ (X,y)+i ljJ (X, y» ] 

d - ax <jJ ( x , y ) -i 3 ax ljJ (x ,y) -i a a 
ay cjJ (x,y)+ ay ljJ(x,y) 

= - ~ cjJ (x y ) - i ~ cjJ (x,y) + ,~3 \Hx, y) -i ..J- ljJ (x ,y) 
ax ' ay ay aX 

(8.28) 
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Esto indica que ex is te una f unción armónica W c onjugada para ~ 

tal que se c umpl e (8.25) de donde por l as ecuac iones de Cauchy 

Riemann 

= = 

Asociando en (8.28) y aplicando (8.29) 

_ \l U = _ [a! + i ~) ay + (~ ay i ~~) ax 

se obtie n en la s conjugadas armónicas respect ivas, luego. 

ocp 
- \lU = - -ax = a ~ + i -ª-í 

ax dY 

-~ 

df 
dZ 

(8.2 9 ) 

- 9U = - 9CP , lamado intensidad del campo e léctrico, para un a 

unidad de carga c olocada en algún punto P de una región del 

plano complejo . 

DEFINICION 8. 1.5. 4 

De i gual mane ra que en flujo de fluidos, definimos fue n tes y -

sumider os, se define en electrostática el potenc i al compl e jo -

(electrostático), debido a una línea de Carga e por la longi--

tud unidad , en Z = Zo (e n el vació) como 

U(Z) = - 2e In (Z - Zo ) (8.30) 

y representa una fuente, o sumi dero , e n Zo según sea e < O, 

e > O e n (8.3 0). Analogarnente d ob l e t es ó dipo l os , si e l med io 

no es el vac io. 

ILUSTRACION 8 .1. 5 .1 

Encontrar el potencial complejo debido a una línea de carga q 
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por unidad longitud perpe ndicu lar al plano Z en Z = 0, y que -

modificación deberá hacerce cuando la línea está en Z = Zo. 

SOLUCION 

Cálculo de l Potencial 

Utilizando la definición 8 .1.5 .4 se tiene : 

U (Z) = 2q ln( Z), para Zo = 0, 
i 8 

sea Z = re ,luego 

U(Z) 
i 8 = - 2q ln( re ) = 2q [ln(r) + i 8J, q u e tomando l a parte -

rea l se obtiene 

U (Z) = 2q ln( r), que es la componente normal del vector e lec 

trico, y es consta nte, luego U(r) = 2q ln (r). 

Cuand o la lín ea es t á en Z = ZOl se tien e U(Z) = - 2q ln(Z-Zo) 

ILUSTRACION 8.1.5.1 

Supongamos e l i nterior de un conductor cil i ndrico circular in-

finito de radio rl, conectado a tierra (U = O) se coloca otro 

cilindro c oaxial de radio ro que mantiene un potenc i al Uo . En-

contrar e l po t encial en la r egión anular. 

SOLUCION 

Considerémos la región anular. 

R = { Z E ce / ro < IZI < rl } 

con las condiciones de contorno 

UO(Z) e n , Izl = r o 1 c e ro e n Izl = r l ( 8 . 31 ) 

considerémo s el potencial U(Z ) = a ln (Z ) + b, e ncontrar lo s -

números reales a y b 



En efecto . 

i 8 
Se a Z = re . así 

u (Z) 
i8 = a I n (re ) + b = a [ln(r ) + ii 8J+ b 

a ln( r ) + ai 8 + b 

24 4 

= a ln(r) + b + a i 8 , d e donde las líneas equipotenc iales 

~ (r) = a está repre sentada med i an t e 

~ (r) = a In ( r ) + b = U ( r) 

Aplicando (8.31) se obtiene : 

Si ¡ Z ¡ = r o e ntonces U o = a In (r o) + b 

Si ¡Z¡ = rl entonces Ur¡ = a In (rl) + b = O 

resolvie ndo (8.3 0) Y (8.31) resulta 

b = _ U o I n ( r 1 ) 

In(r o/r d 

De dond e e l potencia l buscado es 

u (r) = a I n (r ) + b 

U (r) = I n (r Ir 1 ) 

U o ln(r o/rd 

( 8 .3 2) 

( 8.33) 

8.2 REPRESE NTACIO N CONFORME y EL POTENCIAL ELECTROSTATICO 

DEF INIeION 8 . 2. 1 

o 

Sean y un c a mino, ID un dominio, tal que ID = ~, V(Z¡Z o) es 

una función armón ica en ID. Enton ces se def ine l a función de -

Green con singularidad Zo e ID a l a función 
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( 8.3 4 ) 

de donde G(Z¡Z o) = O en y . 

TEOREMA 8.2.1 

Sean y un c a mino, Zo ley) de l p lano Z, R l a r egión definida 

corno el disco uni tario R = { Z E ~ / Iz l < 1 } de l p l a no w 

f: le y ) ---> R, una aplicación con f orme , s i f( Zo ) = w = O e n--

tonce s toda aplicación conforme f pued e e xpre sarse d e l a fo r ma 

DEMOSTRAClON 

Consideremo s 

-G -i H = e 

- In f (Z, Z o) = G ( Z ¡ Z o ) + iR ( Z ; Z o ) 

( 8 . 35) 

( 8 .36) 

En primer lugar hay que probar q ue G(Z ¡Z o) es func ión d e Green 

para le y ) c o n singula ridad Zo ' 

G( Z¡Zo) = V(Z¡Zo ) + In ( l /r ) I r = Iz - zo 1 ( 8 . 3 7) 

consideremos el desarrollo de Tay lor para f. 

f(Z,Z o) = I Cn(Z-Zo )n 
n > l 

como f e s confo rme entonces Cl ~ O, d e donde 

fl (Z¡Z o) = I nC n (Z-Zo ) n - l 
n > 1 

( 8 . 38 ) 

(8 . 39 ) 

dividie ndo (8.37) con ( 8 . 36 ) y conside rando ( 8 . 36 ) se obtie n e 

fl (Z¡Z o) = 
f(Z¡Zo) 

d 
dZ I n f ( Z¡ Zo) = ( 8 .40) 
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con w(Z;Zo) analítica e n I( y ) 

tomando primitivas e n (8 .4 0 ) s e obti e ne 

Inf(Z;Zo) = In(Z-Zo) + \t (Z¡Z o) ¡ \t (Z¡Zo) analítica en 1 ( y ) 

tomando la parte real en (8.34) s e tiene que 

luego 

G(Z;Z o) = V (Z¡Z o) + In(l/r) (8.41) 

Por otra parte en (8.3 6 ) se tiene que 

- In f (Z ¡ Z o ) = G ( Z 1 Z o) + iH ( Z ; Z o ) 

luego por (8.41) se obtie n e 

- G-iH 
f(Z,Z o) = e , siendo G la función d e Green 

de I( y ) con singularidad e n ZOI 

La unicidad se prue b a p o r e l hecho de que f(Z¡Z o) está d e fini-

da y es armónica en y y de la definición 8.2.1 

ILUSTRACION 8.2.1 

Un cable rectilíneo c on c a r ga uniforme con una densidad lineal 

A se coloca entre dos planos conductores parale los a e l y co--

nectados a tierra (como s e indica en l a figura 36). Hallar e l po-

tencia l en la región limitada por ambos planos. 
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. :"': ... : . . 

u 

Sea Z = x+iy , de t a l f o rma q ue donde U = 0, e n e l p l a n o Z son 

las r e cta s y = 0, y == di s upon gamo s que e l cable pos e e c a r ga -

2 ).. en Z = a i. 

Como es de observar en la f i gura, la t ransformac i ón deseada es 

W = f ( Z) = e TfZ
/

d (8 .42) 

mostrada e n e l capítulo VI i l us tración 6. 3 .1 

Aplicando (8 .4 2 ) a los p untos Im( Z) s [ O, d], con d > 0, s e ob-

tie ne I m(W ) > O. 

Tf a i / d Si Z = ai e ntonces W = e . 

W 
Tfa i / d 

Hallar e l p o t e nc ial de carga 2 )" en = e en pre senci a de l 

conducto r I m(W) = v = ° (e l e j e u ) c on ec t ado a t i e rra , es t o 

conduce a considera r un a carga opuesta - 2 ).. . 

En efecto . 

Considerémos e l p l ano Z, lo s complejos Zo y Z o i e l pote ncia l -

complejo d ebido a las dos líne a s de carga q , e n Zo' y Zo , se 

consi g ue m d i a nt l a def ini c i ón 8 . 1. 5 .4, obte ni e ndo . 
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U(Z) = - 2q In (Z- Z o ) + 2q In (Z-Zo) 

-
u (Z) = 

Z-Z 2q In ( ___ ,.2. ) entonces cjJ ( x,y ) 
Z-Z o 

Z-Z = 2qRe{m(z _z O) } 
° 

( 8 .4 3) 

Puesto que en e l plano W, e l potencial en un punto del semipl~ 

no superior le es correspondi e nte al potencial en un punto de 

1 f 1 1 d ' 1 f . ~ TIZ/d a ranja, en e pano Z me lante a trans ormaClon W = e , 

luego consideran do 

W = TIZo/ d W-
° e ' o 

-TIZ I d = e o ,y l a carga 2 )" , Zo = ai 

Se obtiene en ( 8.43) 

U(Z) = 2 

u (Z) = 2A R e [
: - e -naifd] 

TIai / d - e 
es el potencial buscado. 

/ 
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