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PROLOGDO

El conocimiento se considera un problema cuando ocurren los pro
cesos mentales en que el an&lisis separe y aisle lo que viene

dado como un hecho, en este sentido, nace la idea de realizar

el presente trabajo de investigacidén Bibliogr&fica, que obede-
ce, a una i1niciativa, de crear nuevas condiciones propicias, -
para correlacionar el pensamiento matemdtico con el pensamien-
to fisico brindando asi una fuete de conocimientos, recopila--
awos de diferente naturaleza, para que de alguna manera, aporte,
en una pequena parte, ideas contribuyendo asi al proceso de -

cambio de la realidad, y el medio en el cual nos encontramos.

Una descripcién global del contenido del trabajo, se presenta
de la siguiente manera:

En primer lugar, se proporciona una informacién bdsica sobre -
la teoria de la Variable Compleja; dicha teroia estd enmarca-
da en SEIS CAPITULOS. En los capitulos I y II se presenta la -
Estructura de los Ntmeros Complejos, su Geometria y algunas -
propiedades, como también en el capitulo II, las funciones ele
mentales con sus propiedades. Ademds estos conocimientos servi

rédn en la solucidn de algunos problemas en los restantes capi-

tulos.

AGn sin embargo, para dejar garantia, se presentan los restan-—
tes capitulos IITI, IV, V, VI; Integracidn de Funciones Comple-
jas, Series, Residuos, Evaluacidn de Integrales Reales y la -

presentacidén de la importante y podercsa Transformacidn Con



forme.

En segundo lugar, se presenta la parte de aplicaciones de la -
variable compleja; en primera instancia, se hace un tratamien-
to de la transformacién conforme a la Mecanica de Fluidos, -
aqui se hace uso de la teoria matemdtica expuesta en los capi-
tulos anteriores, con investigacidn en textos de Mecandca de

Fluidos y la solucidén de algunos problemas en Flujo de Fluidos

con uso de la transformacidn conforme.

En segunda instancia, y por Ultimo se presenta también las

aplicaciones de la transformacidén conforme en algunos elemen-

tos de teoria Electromagnética donde se formula el Potencial

Electrostatico y la solucidén de algunos problemas.

El proceso de formacidén del presente trabajo, estd basado en
la bibliografia que se menciona al final, no dejando asi de -
mencionar que en la parte de matemdtica, me fué muy Gtil y de

gran poder matemdtico, el libro INTRODUCTORY COMPLEX ANALYSIS,

de Richard A Silverman.

Asi también deseo manifestar mis profundos agradecimientos; al
Ingeniero Carlos Mauricio Canjura y al Licenciado Francisco -
Melgar, por haber estado conmigo en ésta jornada laboriosa, -
dédndome su tan valiosa asesoria; quiero al mismo tiempo expre-
sar mi sencero y franco agradecimiento a la Senora Miriam de -
Ydnez por la paciencia y amabilidad de mecanografiarme el pre-

sente documento. También deseo manifestar con mucho amor, pro-



fundos agradecimientos a mi Senora Isaura Orbelina Vasquez, -
por haberme proporcionado sus finas atenciones en las noches

de trabajo para poder continuar hasta terminar el presente do-

cumento.
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CAPITULG I

LoS {IUMEROS COMPLEJOS

En el contexto del presente capitulo, se dard por conocidas las
propiedades de los nlimeros reales, por lo que sigue se enfocara

la estructura bé&sica de los nlmeros complejos.

1.0 ESTRUCTURA DEL SISTEMA DE LOS NUMEROS COMPLEJGS

1.1 Operaciones en €

DEFINICION 1.1.1

Sea € = {(X,y)/x ¢eR,y ¢R} un conjunto si (x,y) ¢C, (x',y') C,

entonces en € se definen las operaciones.

+ T X T — €
(x,y), (x",y") v (x,y) +(x',y') = (x+x',y+y")
T x C > T

(x,y) (', 7)) v (x,y) o (x',yt) = (xex' —yy',xy' +yx').
Se define ademds la igualdad: (x,y) = (x',y') <=> x=x'; y=y

1.2 E1 cuerpo de los ntmeros complejos

Recordemos que un cuerpo k es una estructura algebraica
(k,+,.)
que satisface:

Cl) (z, + Z3) gk



C2) 2y + Zo = %5 + Z,

C3) (Z, + 22) + 23 = %1 + (22 + Z3)

C4) Existe un elemento en K tal cue Z2; + 0 = Z;; (¥Z; €K)

C5) Existe un elemento -Z, ¢ K tal gque Z; + (-%Z,) = 0

C6) Z, .2, €K

C7) Z1(Zy +23) = (2, .%Z3) .24

C8) Z2.1(22 + Z23) = 2123 + 2123; (2o + Z3) 21 = Z2Z, + 732,

C9) Existe un elemento 1 e K tal que 2, .1 = 1.2, = Z;, (¥Z,; €K)
Cl0) ¥z, # 0, 42, €K tal que %, .2, = 1 = A Z, se le denota por Z;
Se verifica que (C,+,.) posee la estructura de cuerpo.

El neutro aditivo resulta ser el complejo (0,0); el opuesto del -
complejo 2 = (x,y), es -Z = (-%,-y); el elemento neutro del pro--

ducto es el elemento (1,0) y el inverso de (x,y) es:

L, Y,
Lx‘+yi x2+yL

Los complejos de la forma (x,0) se comportan como nlmeros reales:

(x,0) + (y,0) = (x+y,0)
(x,0) . (y,0) = (xy,0)
Ademdas se tiene que (x,0) . (1,0) = (x,0) y podemos identificar -

los complejos (x,0) simplemente con el nimero real x. Asi, denote
mos

(x,0) por x

Ademds los complejos de la forma (0,y) pueden ser escritos en la

forma:



(0,y)

Al complejo (0,1)

= (y,0)

se le denomina unidad imaginaria.

. (0,1)

Se deduce en

tonces, por la identificacidén anterior gue

(0,y) =

la unidad imaginaria (0,1)

(YIO) (O,l) =

se denota por i,

y - (0,1)

il

es decir 1 (0,1) y

tiene la propiedad basica siguilente:

i =
Asi,
Con todo lo anterior,

(x,y) =

X +

1l

(x,vy)

(0,1)(0,1) =

resulta que

(x,0) +

(-1,0) = -1

i es un nlimero complejo cuyo cuadrado es -1.

(0,y)

1y

1.3 Representacidén Geométrica de un nlmero complejo

Representacidén Cartesiana

Sea (x un nmero complejo,

'Y
punto en el plano x -~y complejo,
lares,

es decir, a cada complejo

to del plano cartesiano. En este

plejo Z tiene una representacidn

Geométricamente podemos imaginar

segmento de recta dirigido a partir del origen (0,0)

punto (x',y")

En el plano complejo; dirémos que en el eje

presentarse nfimeros reales y lo llamarémos eje real.

se asocla el nGmero Z €T con un

cuyas coordenadas sean rectangu
Z corresponde uno y solo un pun
caso dirémos que el nlmero com-

cartesiana.

el nGmero Z = x' + 1y' como un

hasta el -

x" solo pueden re--

(Figura 1).



En el eje "y" solo pueden representarse nmeros imaginarios y =

lo llamarémos eje imaginario. y ‘(ﬁﬁumﬂuﬂg
En referencia al nlmero 2 = (x',y') S
a x' le llamarémos parte real de Z y lo !
denotaremos E
— 1 —~4- + - I'_I
Re (Z2) = % O‘} x' (efe real)
a y'le llamarémos parte lmaginaria de Z y PIGURA 1
lo denotarémos Im(Z) = y'
A los puntos Z de la forma Z = (x}0) ubicados sobre el eje "x"

se le llaman nGmeros reales puros y a los puntos de la forma -

(0,y') ubicados sobre ele eje "y" se le llaman nfimeros imagina-

rios puros.

1.4 Conjugado de un ntmero complejo y valor absoluto de un nfime

ro complejo.

DEFINICION 1.4.1

Sea 2 = (x,y) un n@mero complejo, se define el conjugado de 2 -

como el nGmero complejo 72 = (x,-y) donde x,y con nlimeros reales.

Geométricamente, Z puede interpretarse como el complejo simétri

co a Z. Respecto al eje real.
DEFINICION 1.4.2

Sea Z € C se define como valor abscluto del nfimero complejo Z, -

al nGmero real de la forma |Z| = VxPt+y?.

El valor absoluto de Z representa la longitud del vector dirigi

do, en este caso del origen hacia el nimero 2 = (x,y).



PROPIEDADES DE Z:
DEFINICION 1.4.3

Sea T la aplicacién de C en C; T .C > C

A v TZ = Z

T posee las propiedades siguientes:

Z2, 21,2, ¢C.

[N
—
1+
N
a4

1l
N3
—
+

Ccl)

C2) 271 .2, =21 .2,

C3) [%l] = 21 7, ., 2, # (0,0)eC
2 72
C4) 2 .2 = |2]
_Z2+7Z _Z2-7
C5) Re(Z) = 5 Im(z) = 5

2.0 ¢ COMO ESPACIO METRICO

2.1 € es un espacio normado

DEFINICION 2.1.1

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K, se dice que L es

normado si puede definirse la aplicacién || || tE > R tal que
N1 lv]] > 0. N3) |lav[= [af[lv]

(1.4)
N2) ||v][ = 0 si y solo si v = (0,0) N4) [[vit+va] < [|va]+]|ve

DEFINICION 2.1.2

Sea ztcrC, 2 = (x,y) la aplicacién || || €

>R
2aane lzll = Jatey?

7

define el médulo del nlmero complejo Z y le llamaremos, valor -



absoluto del complejo Z.

Es de notar que en el caso de E = € en las propiedades (N1),...,

N4 y tomando
[zl = 2] = /x*+y? (1.5)
En este caso diremos que € es un espaclo vectorial normado.

2.2 € es un espacio métrico - propiedades

DEFINICION 2.2.1
Sea E un espacio vectorial normaco, sea d: E xE ——» R. Tal cue

d: EXE ——> R: (Z,,%2:2) v~ [|Z:-2,||. Se dice que E es un espa

cio métrico si cumple.

M1) d(Z.:,Z,) > 0

M2) d(Z)_,ZZ) = 0 <==> Z1 = Z?_
M3) d(Z],Zz) Zd(ZZ,Z])
M4) d(ZIIZIZ) = d(Z],Z) + d(Z,Zz).

El par (C,d) constituido por el conjunto € y la métrica defini-

da en (1.5) posee la estructura de espacio métrico.

Propiedades adicionales

M5) d(aZy,aZ;) = |a|d(Z;,%;)
(1.6)
M6) d(Z1+%20,22+Z¢) = d(Z2:,2>)
3.0 FORMA POLAR DE UN NUMERO COMPLEJO
DEFINICION 3.0.1
Sea Z = (x,y) €. Llamaremos argumento del complejo Z ¥ 0 al an

gulo que forma el vector Z, con el eje real, y se define median



te
8 = Arctan (y/x) , 6 = Arg (2) (1.7)

3.01 La forma polar de un nimero complejo

Sea Z = (%x,y) eC. 2Z # (0,0), podemos pensar en una representa-
cién de este nfimero, por medio de coordenadas polares. (|[2]],98);

en efecto, de la figura 2 se obtiene:

“1"\
Cos (8) = -2 => x = ||z]|Cos (0)
||ZH 4-- - - - (_x_,\,j:?_
|
|
Sen (0) = —ﬁ?n =>y = |[2|/sen (8) ' w2y Sen(e)
A
el ninero :}“““w Ke
Z = x + 1y queda expresado FIGUR2 2
z = ||z||] Cos (8) + i ||2]| Sen (8)
z = ||z]| [Cos (8) + i Sen (8) ]
Luego el complejo Z = x + 1y en coordenadas rectangulares, que-

da expresado en coordenadas polares y toma la forma:

Z = ||z||[Cos (B8) + i Sen (8)], y puede denotarse mediante
Z = ||z]|cis (8), donde & = Arctan (y/x) (1.8)
Cis (8) = Cos (6) + 1 Sen (6)
la relacidn (1.8) tambien puede expresarse mediante
Z = ||2]] Cis(6+2.k) kekZ (1.9)

con el valor principal para 6 e(-m, 7|

Propiedades de Cis (6)

S1 Z = Cis (8), Zy = Cis (6:1), Z, = Cis (62), entonces



Cl) Z1 .7, = Cis (6; + 6;)
N -1 (1.10)
C2) |Cis (8) ] = Cis (-9) Cis 6# (0,0)
Cis (6;) o _
C3) Cis (85) = Cis (0, A,)
3.02 Interpretacidn geométrica de las propiedades Cl1 - C3
Consideremos los complejos: Z; = |[|2:||Cis (68,), Z, = ||Z:]|Cis (8;)
Interpretemos el producto definido por Z,.Z; = ||Z1]|.]|22]|Cis (8:1+62)
de la figura 3. 22 94
}
Sean 6, = Arg (Z:) , 6: = Arg (Z:) 7
IERRER '11.
Z1.2> = ||2. ||+ ||Z22]|Cis (8,+82)
'95 w2t 24
2ol Hzef] = [[21-22] o
- X
Arg (Zl.ZZ) = 91 + 62 °
 §
A Z21. = +
rg (Z21.%22) Arg (Z,) + Arg (Z2) FIGURA 3

Es decir el producto de dos nfimeros complejos estd representado
por un vector de mbédulo igual al producto de los mddulos de los

factores; y su argumento es la suma de los argumentos.

En particular:

Se puede hacer girar un vector con &dngulo 6 sin m&s que multi--

plicar dicho vector por Cis (8).

La multiplicacién por i lo hace girar 8 = u/2 (E1)
La multiplicacién por -1, lo hace girar 8 = 7 (E2)
La multiplicacidén por -i, lo hace girar 8 = %; (E3)
Es decir (El) puede escribirse zZi = ||Z||Cis (0+m/2)

(E2) como -2 = ||zZ||Cis (6+w)



Cis (6+3u/2) .

E3) como -iZ = ||Z
ILUSTRACION 3.01

Sean Z; = 1 + i, 2, = V3 - 1 si llevamos éstos complejos scbre
un diagrama de Argand (Figure 4), las representacicnes jpolares

son:

V2 Cis (%/4) , 2, = 2 Cis (~7/6)

oo
—
Il

Z1.%, = 2/2 Cis (W /&+ (-1 /6)]

Il

Z1.2, = 2V2 Cis (r/4 - 1/6)

= 2v/Z [Cos (7/12) + iSen (n/12)] 4
1\-— =1+ 3
A -
712, = 2.73 + 0.73 1. / e )
13 v3-1
N
Z1.%2, =~ (1 + V3) + 0.73 i BT AN A ' s
A3
COCIENTE: :
= vod—
!
Supongamos ||Z, || # 0 entonces
FIGURA 4
%y z)|[Cis (61)
22 Z,||Cis (82)
= ngLﬂ-.Cis (B1-H:) ;
125 ||

Se concluye cue. Para dividir complejos dividimos los mbédulcs y

restamos los argumentos.

ILUSTRACIOCN 3.02

14+ _ /2 cis (n/4) - Y2 oy (0/4 + )
141 _ /2Cisfn/s . 6
Y3 - 1 2 Cis (-7/6) ‘

)

= '-2— Cis (5”/12)
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4.0 FORMA EXPONENCIAL DE UN NUMERO COMPLEJO

4.01 Forma Z = HZHeie

TEOREMA 4.01

Para todo comélejo Z # (0,0), Z puede expresarse de la forma -
z = |lzl|e™”.

DEMOSTRACION

Aplicando los desarrollos de Maclaurin en IR, de las funciones

Sen (6) y Cos (e),eo, se tiene:

2 2 « 2n
Cos (6) = 1 = 97 + op + ... = ] (-1) (gn), (1.11)
' : n=0
_ g3 _ g% _ _ *® n g2n+l
n=0
de las ecuaciones 1.11 y 1.12 el complejo Z = [|Z][[cos® +iSen (8)]
puede escribirse.
o g2n « gentl
Z = - -
HZHLEO( R R LS DW]
n=0
_ 6° 6" 6 6° 0°
= HZ“[l’z:'*m* tAolgr T 3Tt osT H
_ i6 B ° i6° 6"
I S S
2 3 y
LR e T T
=z § 2%
n=0 °
luego
if

z = ||z] e*". (1.13)
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4.02 Propiedades de la forma exponencial - férmula de Demoivre

La forma exponencial de un nfimero complejo Z # (0,0), cumple -
con las mismas propiedades de la exponencial de los nlmeros rea

les.

DEFINICION 4.02

sean 21 = [[zifle’”!, 2z = ||z2][e'??, 2 £ (0,00, 22 # (0,0),
entonces
el) 21.2, = ||Z,]|. ][z, e*!P1%92)

3! _ 1z i(6,-65) )
7 T (1.15)
e3) i = _;I_'_ e"i@] ; (le)n _ elne, V.

= KAl

Ademds, relaciona la forma trigonométrica con la exponencial

i6 -i6
ed) Cos (8) = & ; e
(1.16)
el@ _ e—i@
e5) Sen (§) = 53

De la propiedad (el). Para un complejo Z no nulo y argumento 6

se tiene:
2.2.2... 2= ||zl 1zl 12| [j2]]]. * @800, ®)
= (ljzlle®™
2% = ||z]|". e, nem?t (1.17)

Adem&s, se puede anadir al dngulo 8 un mGltiplo de 2m; asi -

(1.17) puede escribirse.
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2 = ||z||Pet (RUFITO g e g (1.18)
En particular si |[Z|| = 1 se obtiene
gD~ o1 (nB+28K) K &% (1.19)

conocida como féormula de Demoivre

4.03 Raices n-simas de un nlmero complejo

DEFINICION 4.03

Sea W = ||w||Cis (8) un ntmero complejo, entonces si 2" = W deci

mos que Z es la raiz n -sima de W,

Cdlculo de las raices n-simas

Supongamos el complejo W = ||W|[Cis (6) y % = [|Z]|Cisa , enton
ces
z" =W <=> ||2]|" cis (na) = ||W| Cis (8)

<=> ||z]|" [Cos (n) +iSen (na) | = ||W|||Cos (8) +iSen (8) ]. (1.20)

Estos complejos son iguales si la parte real es igual a la par-

te iImaginaria respectivamente, de donde, de (1.20) se tiene:

||z]|"cos (na) ||z||cos (0)

it

l|2]|"sen (na) ||w|[sen (8) , de donde,

n Wl Cos (8)
12]["cos (na) _ [IWllCos asi Cot (na) =Cot (8) vy [||2|™ = |||

| z{| "sen (na) ||w||sen (8)
esto es posible si

no = 06 + 2vk, ke Z&

(1.21)
21k
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luego

2 - .
g + —EE vy W tiene exactamente n -

7 =w'/™ = |lw|| "™ cis

raices distintas.

5.0 REGIONES EN EL PLANO COMPLEJO
Consideremos a € como espacio métrico y Z un punto arbitrario -

de C.

5.01 Definiciones basicas

DEFINICION 5.01

Sea r >0 lamaremos BOLA ABIERTA con centro en Zg y radio r, al
conjunto de puntos z € € tales que d(Z,Z,) <r y se denota por -

B(Zy,r), de la forma siguiente

B(Zg,r) = {2e¢C€ / d(Z,Zy) <r, r >0}, (1.22)
Por relacidén (1.6) propiedad M6. (1.22) puede escribirse.
Z2¢ + B(O,r) = {2ec@ / 2 = 2y + B(O,r)}.

DEFINICION 5.02

Sea r >0 llamaremos Bola Cerrada de Centro en 2, y radio r -
al conjunto de puntos Z €€ tales que d(Z2,%Z,) <r, la denotaremos

por B(Z,r) de la forma siguiente:
B(Zo,r) = {2eC / d(Z,%,) <, T >0}
DEFINICION 5.03

Sea Ac, 2e¢BA se dice gque Z es interior a A si existe r >0 -

tal que B(Z,r) c i
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DEFINICION 5.04

Sea Z £C. 7 es exterior a A si existe r >0 tal que B(Z,r) c(A
C

DEFINICION 5.05

Sea AcC, ZeA se dice que Z es punto frontera si paratodo r >0

se cumple.

i) B(Z,xr)NA # ¢

ii) B(z2,r) N CA # ¢
T

DEFINICION 5.06
A es ablerto si todos sus puntos son interiores.
DEFINICION 5.07

Sea A c(C llamaremos clausura de A y se denota por A al menor -

conjunto cerrado que contiene a A.
DEFINICION 5.08

A es cerrado si (A es abierto
C

DEFINICION 5.09
A es acotado si existe r >0 tal gue A ¢cB(0,r)
DEFINICION 5.010

Sea Zo, Z) ¢ llamaremos segmento de extremos Z, y 2, al conjun

to:
[Z0,2:] = {2eC / 2 - 2¢ = a(Z,-%¢), ae[0,1]}
DEFINICION 5.011

Sea A cC se dice que es conexoO si no existen abiertos A,, A, -
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tales qgue
ANA, = ¢ vy B UA, = A
DEFINICION 5.012

Se dice gue A es cOonexo por arcos, si para 2;, 2Z; cualesdguiliera
de A existe una poligonal gque les une que esta totalmente con-

tenida en A.
DEFINICION 5.013

Sea A c( se dice que es convexo si para todo par Z;, Z. de ele-

mentos de A el segmento [21,22] CcA.
DEFINICION 5.014

A es un Dominio si A es ablerto y conexo
DEFINICION 5.015

Se dice que A es una regibn si1 A es conexo

5.02 Transformaciones generales

En el capitulo IT se tratard con mas informacidn el estudio de
las Funciones Complejas, de variable Compleja. Una Funcidn Com
pleja es una correspondencila univoca de cada complejo 2, hacia

algtn ntmero complejo W.
DEFINICION 5.0.1

Sea a ¢R, llamaremos Homotecia a la transformacién definida por

la ecuacidn
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Esta tranformacidn, figuras del plano Z dilatan (6 contraen) en
direccidn de Z, a figuras en el plano W. Si a >1, las figuras -
se hacen mé&s grandes; si ace (0,1), las figuras se hacen mas pe-
guenas.

ILUSTRACION 5.0.1

Consideremos la transformacidén W = 3Z, ilustremos el efecto de

€sta transformacidén considerando la regidén R definida mediante

las rectas x =0, x =2, v =0, y =1, tal como se indica en 1la
Figura 5
kK ? Planp 2
W = 32

e -t Y=4
de donde U = 3x, V = 3y Xz0 6@ .
A%T Y =0
=2
las rectas, [x = 0 se aplica U= 0 '
<
URA b
ly — O 1 1 VvV = O FIG
[X = 2 se aplica U =6
<
ly =1 " i vV = 3
tal como se ilustra en la Figura 6
Ty Vo w .
v=3 L
[
u=0 Q" U=6
172
[oX ;
! o e

FIGURA 6
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DEFINICION 5.0.2

Sea B una Constante Compleja, llamarémos traslacidén a la trans-

formacidén definida mediante la ecuacidn
Wo=14+ B

Con ésta transformacidn figuras del plano Z se trasladan en la

direccidén cdel vector £, en el plano W.
ILUSTRACION 5.0.2

Sea R la regidn en el plano 72 definida mediante las rectas.

x =0, vyv=0; x=1, y = 1; (como se indica en la figura 7,) --
sea B = 1 + 1. Mostrar que la transoformacidén definica mediante
W= 2 + B es una traslacidn, y traslada la regidn R del plano %
al plano W, en la direccidén del vector g = (1,1).

Sea B = (1,1)

W =2+ g
W:(X,Y)'*'(lll)
W= (x+1, v+ 1), de donde, U= x+ 1, V =y + 1.
las rectas. las rectas
[x _ 0 T v - 1 [se aplica
< se aplica <U = 2
ty=0 V=1 y =1 [sz



18

?lano 2 o Yiano w
Y f A
! I
I
Va2 1 —_——
}
5 Ro
- I O S
X300 Qg : :
.. L K | -
ol . " o T Vo
3—0 Y X v fU=y a2 U
Y .
FIGURA 7

DEFINICION 5.0.3

Sea 87 una constante, Z ¥ 0. Se llama rotacidén a la transforma
cidén definida por la ecuacidn

i f

w=zeldo
Con ésta transformacién las figuras del plano Z se rotan un an
gulo 6, sobre el plano W.

ILUSTRACION 5.0.3

Consideremos la regidén R definida mediante las rectas.

x=0, y=0, x=1, vy = 1 (tal como se indica en la figura 8)

Sea Z, = ™4 postrar que la transformacidén definida median-
im/4 . . - o

te W = Ze es una rotacidn, y rota la regidn R del plano Z,

un dngulo 6, = /4, en el plano W.
Sea Z = |Z|eie un punto arbitrario de la regidn R del palno Z.

Entonces:

U+ iv = 7.e+7/4

1l

) im/4

|Z|ei&.e (6+1/4)

= jz]et
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De donde:

[
1l

|z| Cos0.Cos (w/4) - |%|Sen 8.Sen(mn/4)

\Y |2 | sent Cos (n/4) + |Z|Cos 6.Sen(n/4)

li

tanbien U y V pueden expresarse, de la sigulente forma:

V2 )
= . X .

U = x Cos (w/4) - vy Sen (u/4) ; U = 3 - 5 -y
2
V = ySen (n/4) + x Cos (w/4) ; Vo= é; X + %g ¥y
las rectas
x =0, se aplica U = ~y; V=y =>V = ~(
vy = 0, se aplica U = x; V= x =>V = U
las rectas
x =1, se aplica U =1-y, V= 1+4+y =>V =,y2 -0
y = 1, se aplica U= x+1, V=x+1==>V =2 + U
Yy A
E =
Yo — -
o |
) Ex:i ;x - T‘i,u“
I

rIceres 3
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DEFINICION 5.0.4

Sea Z # 0. Llamarémos inversidn a la transformacidn definida -

mediante la ecuacibn

W

N =

f

ILUSTRACION 5.0.4

Mostrar cue la regidn definida en el plano Z, mediante la Figu

. . 1
ra 9 sufre una inversidn W = 7 en el plano W, tal como se mues

tra en la Figura 10 en el planc W.

q ]
o |

AN N

B' lD
FIGURA 9 FIGUR2Z 10
SOLUCION
_ i6 _ ig 1 .

Sea 7z = |2z]e y W= pe ", entonces W = ~ se convierte en

“el¢ _ l. _ 1 e—16

|z]et® |z

de la cual 1

0 = — li):-e

2]

El circulo ABCD, p = 1 en el plano W se aplica en el circulo -~
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A'B'C'D', con |Z] = 1 del plano 2.

Cualguier punto exterior al circulo ABCD con p > 1 se aplica -
de manera Gnica en un punto interior del circule A'B'C'D' con

|z] < 1.

DEFINICION 5.0.6

Sea a, B, v, ¢ ntmeros complejos. Llamaremos transformacién bi
lineal a la transformacidén definida por

W:—-——— O,(S_BY#O

TEOREMA 5,0.1

Toda transformacidn bilineal puede descomponerse en rotaciones,

homotecia, traslaciones e 1nversiones.
PRUEBA

12 Caso vy =0, & # 0.

o™

Z+ 3', con R'

que oviamente es una descomposiciédn en las transformaciones an

teriores

2% Caso vy # 0 dividiendo el numerador y denominador por Yy, re

sulta que Z tiene coeficiente 1

W =

azZ + F . 0
Z + o' Y
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y se puede expresar como

B -—ad'

Frgr ¢ P-adt #0

W= o +

Haciendo la secuencia de transformaciones

. : 1
Wl = Z + Ll)l 2 WQ = WT ¥
Wy = (£ -al') Wy

W = o + W3

que son las transformaciones, traslacidn, inversidn homotecia
y rotacidn, en ese orden, proporciona la transformacidn bili--

neal.



CAPITULC II
FUNCIONES AWALITICAS Y
FUNCIONES ELEMENTALES

2.0 FUNCIONES ANALITICAS

2.0.1 Componente de una funcibn compleja

DEFINICION 2.0.1.1

Sea £ _— C una funcidn

(x,y) v £(x,y) = (U,V) = W

llamaremos funciones componentes de f al par (U,V) de funcio--
nes reales de variable real, y los identificaremos de la si---
guiente manera.

Z €, f(z) = U(x,y) + ivi(x,y) (2.1)
las funciones U, y V suelen denotarse de la siguiente manera.
U = Re(W) = VY(x,y) V = Im(W) = ¢(x,y) (2.2)
ILUSTRACION 2.0.1.1

Consideremos la funcidn compleja.

7

f € ——> C: Z nuvs €7 = W tiene como funciones ccmponentes
£(2) = &% = &¥TIY = ¥ | iy _ eX[Cos (y) + iSen (y)]
U(x,y) = e®Cos (y) , Vix,y) = e“Sen (yv) , (2.3)

que son funciones reales de variable real

23
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2.0.2 Limite de una funcion compleja

En el contexto de ésta seccidén daremos por conocido los concep

tos enunciados en la seccidén 5.0 del capitulo I.

DEFINICION 2.0.2.1

Sea f una funcidn compleja definida en todos los puntos de un
vecindario de Z,, excepto posiblemente en Z,. Se dice que el -

limite de f es L eC cuando Z se aproxima a 2z, y se escribe

lim £(2) = L (2.4)
77,
si ¥e>0, 48>0 tal que ||£f(2) - L|[< e siempre que

0<||z2-2Z,||< 8§ se prueba facilmente, por medio del cdlculo de -

variable real, el siguiente teorema.

TEOREMA 2.0.2.1

Sea f. A cC(C > C: Z s £(2) = U(x,y) + 1iV(x,vy)

entonces

Lim £(Z2) = L = £, + 1if, <=> 1lim U(x,y) = £,; lim V(x,y) = &,
Z~>Z 727, 27,

OBSERVACION 2.0.2.1

El algebra de limites, para funciones de variable compleja, se

mantiene de igual forma que en las funciones de variable real.

Si f: AcC

> {L; g:r Ac(C

> ¢ son funciones complejas, si

Ly vy L, son limites de f y g respectivamente. Se tiene que

i) Lim [f ¢ g](z = Lim f(Z) *+ Lim g(Z) = L, * L,
-7, ) 7, 27
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k)

ii) Lim [f.g] , = Lim £(2) . Lim g(2) = L, . L (2.5)
Z‘*Zo Z_"Zo Z"’Zo
- Lim £(2)
. f . f(Z) _ Z—yzo _ Ll
s ;i? L—](Z) ;;? gtz)  Lim g(2) L' L. # 0.
’ ¢ A

2.0.3 Continuidad de una funcidn compleja

DEFINICION 2.0.3.1

Sea f: AcC ——> (€, se dice que f es continua en Z,, si

¥8§>0, {8 > 0 tal que
|£(z) - £(Z,) ]| < ¢ siempre que [[Z -Z,|| <& (2.6)
DEFINICION 2.0.3.2

Sea f: AcC > €, R una regidn definida sobre A cC. Se dice

que f es continua en R, si es continua en cada punto de K.
DEFINICION 2.0.3.3

Sea f: AcC

> €, Z, un punto 1interior a A f es continua en
Z, s1 y solo si sus funciones componentes U y V son continuas

en 72 = Z,

TEOREMA 2.0.3.1

Sea f: AcC

> Bc, g:Bc € ——- €, funciones, si f es con

tinua en 2, €A y g es continua en f(Z,) € IB. Entonces la fun--

cién h = gof: AcC — > T es continua en Z,
DEMOSTRACION
Sea W = f(Z). Entonces g es continua en W = W,. Luego, para =--

cualquier € >0 existe un §; >0 tal que
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lg(wW) -~ g(W,)||< e siempre que 0 <|[[W =W,/ < &, (2.7)

pero f es continua en Z = %Z,. Por consiguiente, existe un & -

que depende de §; tal que
[£(Z2) = f(Z,)| = [|W-W,||< &, siempre que [[Z -Z,|[< ¢ (2.8)

pero la relacidén (2.8) significa que
lg(£(2)) = g(f(Z,)||< € siempre que ||Z -Z,]/< §

por tanto, g . f es continua en Z = Z,.
OBSERVACION 2.0.3.1

La continuidad de funciones complejas, para el algebra de fun-
ciones continuas, se mantiene de igual manera que de las fun--

ciones de variable real.

2.0.4 Derivada de una funcidén compleja

DEFINICION 2.0.4.1

Sea f: AcC > £, A un conjunto abierto de €, sea Z,cA. Se -

dice que f posee derivada f'(Z,) en Z, si el limite

Lim = £1(2,) (2.9)
Z+7 °

existe

Consideraciones. Al igual que en variable real se tiene:

i) La existencia de f'(Z,) implica la continuidad de f en Z,
ii) Si dos funciones f y g son derivables en Z,, su suma, di-
ferencia producto y cociente admiten también derivadas en
Z, y vienen dadas por las fdérmulas usuales mostradas en -

las relaciones (2.5), (2.6), (2.8).
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iii) Es vadlida la regla de la cadena
(gof£)'(Zo) = g'(£(Z,) - £'(Z,)

si el dominio de g contiene un vecindario de f(Z,) y si -

existen £'(Z,) y g'(f(Z,).

2.0.4.1 Las ecuaciones de Cauchy - Riemann

Esta seccibdn muestra las condiciones necesarias para la existen
cia de la derivAda de f en Z,, por medio de sus funciones com-

ponente U, y V.
TEOREMA 2.0.4.1

Sea f'RAcC ——> €; 2 v £(2) = Ulxy) +1iVi(x,y), Z, eBA. Si f es

diferenciable en Z,, entonces las funciones U y V tienen deri-

vadas parciales en Z2 = Z, ¥
3u _ v
ox | 2=2, Ay | 2=2,
(2.10)
a_U = a_v
9y | =2, ax|2=2,

PRUEBA

Por hipbtesis f es diferenciable, entonces existe el limite;

£12,) = Lim SZ¥Zo) = L(Z)
Z~0
= pig Y(EH+%Z0) +iV(Z +2,) - [U(Z,) +iV(Z,)]
Z+0 Z

- Lim U(Z +2Z,) - U(Z,) +iV(2 +2,) - iv(z,)
Z-0 Z

Lim U(Z-+20; -U(Z,) + iLim
20 Z~>Zo

V(Z+7Z,) -V(Z,)
Z

Hh
—
[N
©
~
I

(2.11)
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De la relacidén (2.11) se puede considerar dos casos.

Z eR

Sea Z, = (Xq,Y,)

U(xy +2,y,) ~U(Xo,Y¥0) U(Xo1Z,Y0) =V(X0sYo)

£f'(2,) = Lim A + i Lim 7
Z~0 Z-0
£'(Z2,) = ou +1 ov ; luego U y V son diferencialbes en
° dx|z2=2, Ox|2=2,"
Z =12,, ademds como Z, es arbitrario e interior a A, por defini
cidén 2.0.3.3 %%; 3% son continuas. (2.12)
Z es imaginario
Sea Z = x + iy, si x>0 entonces Z = 1it, luego
f(Z,) = Lim ulZe +Z; - U(Zo) | jpim Y2 +Z)Z— ulZ,) , puede -
20 Z~0

eXpresarse como:

fv(zo) = Lim U‘|: (XQIYO) + (O,t)] “U(Xo,yo) + Lim V[(Xo,yo) + (O’t)] —V(Xo’yo)
t+0 it 0 it

£1(2,) = Lim U(Xolyo+tl£‘U(XonO) + i Lim V(xo,yo+tl£-v(xo,yo)
0 -0
' — i ou oV

Luego f'(2Z,) T lay By]

comparando con la relacidn (2.12) se tiene

1|80 3Vl _ [3aU oV
i |3y ' oy 9x ' 9x
4 |80 8Vy _ [3U 9V
oy ' ady ox ' 9x
U, av) _ (30 BV
5y oy) — Tlex ' Bx
3u By [Lav v
oy oy ) = 9x ' 9x (2.13)
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La relacidén (2.13) se cumple si y solo si

3V _ au 2V _ U

_— = —_— y _ =

ox ay (2.14)

Las relaciones (2.14) son llamadas ecuaciones de Cauchy -~ Rieman,
gue constituyen la condicidn necesaria para la diferencialidad

de una funcidn.
La condicién de suficiencia se muestra en el siguiente teorema.
TEOREMA 2.0.4.2

Sea f: €

> C: Z v £(2) = U(x,y) +1iV(x,y) .2,C, si U y V
tienen derivadas parciales continuas en un vecindario de Z,,

sl esas derivadas parciales satisfacen las ecuaciones de Cau--
chy -~ Riemann en Z,, entonces f es diferenciable en Z,. Ademés,

£'(Z,) puede calcularse de las formas siguientes:

BU , . 8V _ 8V _ . 83U _3U _ . OU _ 3V . 3V

] — — - — — = 2 i
f'(z2,) = =T i = 5y i 5y = gy 5 3% (2.15)
donde todas las derivadas parciales estdn definida en Z,.
DEMOSTRACION
Supongamos que
ou _ v au _ _ v
X oy ' 3y ox '
estan definidas en Z, = (X,,Y.), considerémos los incrementos.
AL = 2-2, = (X=x%o) +1{y-VY,)
= Ax + 1Avy.
Af(Z) = f£(2) - f(z,) = U(.X,Y) + iV(XIY) - [U(xolYo) "iV(XOIYO):l

I

U(x,y) = Ulxq,¥o) +ilVI(x,y) ~V(x,,vo)]

AU + 1AV (2.16)
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por cédlculo de variable real se tiene que

oU oU
AU = X Ax + 5? Ay + (a1,02) . (8%x,0Y)
U AU A mbié
AU = % A% T §§'AY + w1Ax + a2Ay ; en forma andloga también
— aV aV _ Al <
AV = . Ax + W Ay + B1AX + [.AY (2.17)

donde ai,az2, Bi1,B62 - 0 como Ax, Ay~0,

introduciendo la notacién

oU _ 3V

5% sy ' 2T Ty T oax (2.18)

luego, sustituyendo (2.17) en (2.16) se obtiene

Af(Z) = AU + 1 AV
= alx - bAy + a14x + ady + 1 (bAx + aly + Bi1Ax + B24y)
= a(Ax + 1dy) + ib(ax + 1idy) + (o) +if1)Ax + (o, +1B2) Ay
Af(Z) = (a + 1b)AZ + (a; +1B1)Ax + (a2 +182) Ay

por consiguiente

- ] A " T Y o 'nr)
Lim Af(ZZ) = Lim (a+’.11;)é_._zﬂ v Lip Lol Zéﬁl)ﬁw + Tim {92 +A:Z%DL)AY
az-0 D AZ~+0 . AZ+0 AZ+0

(2.19)
dado que a;;0a2, Bi;E2 » 0 como Ax; LAy - 0
(2.19) puede escribirse.

. £(Z2) _ ..., _ . ) - . .

Lim A7 = £'(2) = (a+ib) + Lim (o +1f))Ax+ Lim (ap +1Bs)Ay.
AZ~ . Ax~Q Ay—+0
Se concluye entonces que

f'(z,) = a + ib. (2.20)

Las diferentes formas de representar f'(Z,), se encuentran -

reemplazando (2.18) en (2.20).
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DEFINICION 2.0.4.2

Sea f: A c(

> T, 2, €A c, una funcidén diferenciable scbre
el dominio A, se dice que f es analitica en A si para todo -
Z, eA existe un vecindario N(Z,) tal que f es diferenciable en

todo N(Z,).

En referencia al término "analitica", se conocen otros nombres
tales como:

Holomorfica, regular.
DEFINICION 2.0.4.2

Si una funcidén f es analitica en un vecindario de Z,, N(Z,),

entonces se dice que f es analitica en 2 = Z,.

ILUSTRACION 2.0.4.1

En referencia a la ilustracibén 2.0.1.1 f£(%Z) = ez, tiene como -

funciones reales.

U(x,y) = e*Cos (y) Vix,y) = e*sen (v)
tiene como derivadas parciales continuas

oU

= eX = ﬂ = X
5o Cos (y) 3y e”Cos (y)
(2.21)
oU _  x ) __oV _  x
3y e” Sen (y) = 3y e Sen (y)

Son satisfechas las ecuaciones de Cauchy - Riemann, f es anali-

tica en todo el plano, y tiene como derivada f'(Z) = %%~+i %%

£'(2)

e*Cos (y) + 1 e*sen (y)

I

e*[Cos (y) + isSen (y)]

X iy +1
) Y o o¥t1lVy

£'(z) = e (2.22)
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2.1 FUNCIONES ELEMENTALES

2.1.1 Funcidén Polinémica

DEFINICION 2.1.1

Sean a , ao, ..., a, elementos de Z. Llamarémos funcidén Polind

mica en Z2e € a toda funcidn de la forma

P: T

> C: Z v P(2) = a, + a;2 + ... + anz“(2.23)
Al conjunto de todos los polinomios en Z lo denotarémos por
c(2).
y lo escribirémos de la forma
C(z) = {zcq / Pi(Z) = E akZK, para cada i,K €%}
DEFINICION 2.1.2

Sean p(Z); g(Z) elementos de C(Z), tal que:

p(2) = a, + a;Z2 + ... + a Zn; g(z) = by + b2 + ... + ann, en
tonces p(Z) = g(Z) si y solo si para todo entero j >0 a5 = bj
DEFINICION 2.1.3
n . n .
Si p(Z) = X ajZ], qg(z) = Z ijj. Se definen en C(Z) las si-
j=0 =0
guientes operaciones (2.24)

+1 C(2) x ©(Z2) —> C(2): (p(2),q(2)) v + (P(2),q(Z)) = CotCiZ+ .. +Cpz”

para cada j Cy = ay + by.

-1 0(2) x €(2) — T(Z): (p(2),a(d) v+ - (p(2),9(Z) = C0+C1Z+---+Ckzk

donde Ct = atbo + a b + a b + ... + aobt (2.25)

Se verifica que C(Z) con las operaciones asi definidas es un -



anillo conmutativo.
2.1.1.1 Linite de una funcidn polindmica

La definicién de limite de una funcidn polindmica, puede ser
referida a la seccidén 2.0.2, puesto gue una funcién polindmica
es una funcidn compleja de variable compleja. Ademas se conser
van las propiedades sobre limites.

Se verifica que:

i) Lim a%2 + b = a%2, + b, a,b son continuas
27,
ii)  Lim z* = 2%
77
iii) si P(Z) = a, + a,Z2 + ... + a Zn, entonces
n
n (2.26)
Lim P(Z) = a, + a;2, + ... + a 2,
n
727,
iv) si p(2) y g(Z) son polinomicas y ag(Z,) # C entonces
. p(Z2) _ p(Z,)
Lim = =9
7oz 42y q(Z,)
[e]

RESULTADOS RELATIVOS A POLINOMIOS

Puesto que una funcidén polindmica, es una combinacidén lineal -
de funciones complejas, y utilizando el hecho de que los teore
mas sobre limites conducen a formular resultados andlogos a la
continuidad, entonces es posible pensar en los resultados si--
gulientes:
R1) Sea P(Z) un polinomio

P(Z) = a, + a2 + ... + anZ

P(2) _a,

£(2)

Zn Zn Zn—l
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Entonces Lim f(Z) = a , definiendo f(») = a_ y f continua en
7, o0 n n

como
g(g) = f(%) = a.t™ +a "+ L+ a_

R2) Si P(Z) es un polinomio complejo no constante, la ecuacidn
P(Z) = 0 tiene una raiz compleja
NOTA 1

No se demuestra este resultado, puesto que se verificarda en lo

posterior cuando se cuente con una técnica mads apropiada.

R3) Si P(Z) es un polinomio complejo de grado n >1, entonces

P(Z) puede expresarse de la forma.
P(2) = C(2-2,)(2-2,) ... (Z-172,)
donde C y Zk; (k = 1,2, ... n) son constantes.

2.1.1.2 Continuidad de funciones polindmicas

DEFINICION 2.1.1.2.1

Sea P: C(Z7) > €(Z); una funcidn polindmica de variable com-
pleja, Z, un punto interior a €(Z2). Se dice que P es continua
en Z, si
Lim P(Z2) = P(Z,) (2.28)
727

DEFINICION 2.1.1.2.2

Sea P una funcidén polindmica, R una regidn simplemente conexa
de €, dirémos que P es continua en R si existe un vecindario -

N(Z,) cR tal que P es continua en todo N(Z,). (2.29)



Afirmacidn 1 la funcidn polindmica usual es continua en todo (.

2.1.1.3 Derivada de una funcidn polindmica
TEOREMA 2.1.1.3

Sea R una regién simplemente conexa de €, Z, £ R, arbitrario,

n

> C(Z2): Z ~ws P(Z) = a, + a12 + ... + a2 es -

si P: C(Z)

una funcidén polindmica continua definida en R, entonces P, po-

see derivada P'(Z,) en Z, ¥y

n .
P'(Z,) = Lim P(Z; :g(z°) = ) azl! (2.30)
Z-‘)ZO o j:O
DEMOSTRACION
Sea P(Z) = a, +ta;2 +a»2°> +az2° +... +anZn, sabemos que P. es -

continua en Z,,

Para encontrar la derivada de la funcidn polindmica P, en

Z = 72, es necesario verificar la relacidn (2.30).

En efecto; como P es continua en Z,, se tiene que Lim P(Z) =P(Z,),

72~7
luego,
Pr(2,) = pnin B2 ZP(Zo)
72, °
§ L (z7-z]
= im - agpy gy
j_1z_’Zo j(Z_ZO
v -1 j -2 j - 1
= a, +aj; ) lim (237" + 7 Zo + ... + 237
j=2 £ %o
P'(Zc) = a; + 232 + 33320 + nanZn—1
& ) -1
P'(Z,) ) Jasz;

j=0
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En general, si P es una funcién polindmica,

con P(Z) = a, + a,2 + ... + aan
1

entonces P!'(Z) tiene la forma

n ;
P' (%) =) jajzj"‘ , YZeR
j=0
ILUSTRACION 2.1.1.3
Sea P: C(2Z) ——> T(Z): 2 ~nvas P(Z) = 42° — 5z2% - 42° - 1

verificar, por medio de la férmula encontrada en la relacién -
(2.31), la derivada del polinémio P(Z) = 42° -52" +42° - 1.

por (2.31) se tiene
P'(z) = 20z2"% -202? +122°

2.1.2 Funcibn exponencial base e

Querémos definir una funcidn f, de una variable compleja tal -

que posea las propiedades.
1. £'(2) = £(z) , 2. £(Z2,+2Z,) = £(2,).£(22) , 3. f(o) = 1.

Sabemos que la funcidn exponencial real tiene esas propiedades.
Verémos si es posible extender esa funcidén en el plano complejo,
con la condicién de que f sea analitica. Es decir deseamos una

funcién analitica en el plano complejo gue tenga como restric--

- . . - X
c1i6n en los reales la funcidn e .

Referente a la seccidén 4.01 del capitulo anterior, se definid,

la exponencial, por medio de la serie de Maclaurin. Que hacien-

do una sustitucibén de U por iy, y cR., se tiene
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iy ? (iy)

0! 1! 2! 31! 41 '
L2 2 3,3 by
=1+ iy +—i7¥7- *f%?’* 1 g, +
2 4 3,3 5,5
= - X ¥ - 1Y 1Y
= (1 5T + 4T + )+ (1y + 3 + £ + )
2 4 3 s 45
= Y 4 ¥ iy 1y
(1 57 + 4} + .) +i{y + 37 + 5 )
e L Rl
[] . L]
koo 2K: k=0 (2K + 1)
e*? = Cos (y) + 1 Sen (y)
Consideremos 7Z = x + 1y, y tendrémos
eZ - ex.eiy
e? = e®(Cos (y) + iSen (v))

Define una funcidn exponencial de base e.
DEFINICION 2.1.2

Sea f una funcidn de variable compleja

Z

f: C > T: 2 v £(Z2) = e, se define la funcidn exponen---
cial, base e como
£(2) = e (Cos (y) + iSen (y)) (2.32)

La funcidén f: C > C: Z s ez. Es analitica en todo ¢ de -

acuerdo a la ilustracidn 2.0.4.1.

Propiedades de la funcidén exponencial

1. f(z+2"') = e(A+Z') = eZ.eZI

2. £(z.2') = 2% = (:BH" 2 z'ec (2.33)
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TEOREMA 2.1.2

Sea f: €

> C:Z v f(Z) = ez, f es periddica y su periodo -

fundamental es 27i.

PRUEBA
£(7 +21i) = e2t2md
Z - .
= e[ Cos (2m) + iSen (27) |
= eZ.l
F(Z +27mi) = e

2.1.3 Funcidn logaritmo natural

DEFINICION 2.1.3.1
Sea W # 0 ¢ L. Todo nlmero Z, solucidén de la ecuacidn
W= e (2.34)
Se llama logaritmo de W y tiene por solucidn
Z = 1n|W |+ i+ 2vk), k = 0,1,2,...
la solucidn especial, para k = 0
Z, = In|w,| +1i0 , 6¢ (-n,7], 6 = Arg (W)

Se llama valor principal de logaritmo de W, y se denota por -

log (W)
Representacién Grafica. (figuras 11)
Sea W=0U+ iv, W= |w|el’
ln(wW) = 1n|wW| + i@
In W = X + 1y
X =1ln|Ww| , y =6 = Arg(2)
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v PRanow Y4 Pranoz

A

A

vru- O| x,\_og\w\

FIGURAS 11

Observe que Z, = Ln|W| + 16 es la Gnica solucién de la ecuacidbn

W = ez en la banda S, donde

s =1{z /2= x+iy, ye (-7,7]},
ILUSTRACION Z.1.3.1
La funcidén W = Ln(Z) es analitica en el plano, menos en 0.
Arg(z) e (-n,m) la funcibén estd definida

Sea Z2 = x + 1y.

Ln(Z) Ln(|Zz|) + i arctan (y/x).

i

% Ln(x*+y?) + i arctan (y/x)

las funciones reales son:

U(x,y) = Ln (x*+y?), V(x,y) = Arctan(y/x) (2.35)

NI

que satisfacen las ecuaciones de Cauchy Riemann, y son conti--

nuas y tiene como derivada
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ou aV
f = T = 7 .
£1(2) W aX ox
_ X (-vy)
= ey + 1 -
<2 +y* x+y?
-1i 7
Soely L2 g o
X +y | 2
£1(2) = ’Zﬁz 12| # 0. 6, <Arg (2) < 6.+ 20
.z 1
YA Z
PROPIEDADES

1) Ln(Z,.Z;) In|z,.%2,| + 1 Arg(2,.%;)

= Ln|z| + Lnl|z.| + ilarg(2,) + BArg(Z,)]

In(2,.2,) = Ln|2,| + Ln|Z,| (2.36)

2) In(Z,/2,) In|Z,/%2:| + 1 arg(z:/Z2)

= Ln|Z:| - Ln|Z,| + i[arg(z,) - arg(z,)]

Ln(z./2,) Ln|z,| - Ln

Zs |

2.1.4 Funcidn exponencial base arbitraria y funcidn potencial z%

DEFINICION 2.1.4.1

Sea a # 0 un nlmero complejo arbitrario o un nlmero real. En--

. G . .
tonces la exponencial a  se define mediante

a“ = |a|%[cos (a argia)) + iSen (a arg (a)) ] (2.36")

la relacibén (2.36') puede escribirse de la forma

o

a“ = exp(o Ln(a)) . (2.37)

Propiedades de la exponencial

Por aplicacidén de la definicidn 2.1.4.1 se sigue que:
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i) aa = exp (aln(a)). exp (ELn(a)), B eR

= exp (aLn(a) + 5 Ln (a))

aaaB = exp[ (v +¢)Ln(a) + 2ni (ko + 28) ]
auaB = a(a+8) , donde k, % s3s0n enteros. (2.38)
ii) (aOL)B = [exp Man(a)]B = exp[B(a Ln (a) + 2ﬁi£)]
= exp[aBLn(a) + 2miB(ka+)]
= exp[afLn(a) + 27ifma]
(aa)B = %8 (2.39)

ILUSTRACION 2.1.4.1

17% = exp (V2 Ln(1)); donde In(l) = w
= exp(¥2.271ik) 1 = e
= Cos (V2 (21k)) +1iSen (v2 (27k)) eZTrlk = ¥ - w = 271ik
)
=e2}2TTk sk =1

ILUSTRACION 2.1.4.2

e? = exp(Z 1n (e))
= exp[ (Z) (1 +27ki) |
e? = exp(Z) .exp(2mkiz) , (k= 0=x1, £...)

ILUSTRACION 2.1.4.3

Z
a

It

exp(Z 1ln (a) + 21ki)

Z Z lna+2mki
e

a = k =0, t1+, ... (2.40)

Funcién potencial z©®

DEFINICION 2.1.4.2

Sea ZeC, o nGmero arbitrario, se define la funcidn potencial



de la siguiente manera.
2% = exp(a 1In (2)) (2.41)

La relacidn (2.41) puede escribirse

R kR S I

Z ;e e) (2.42)
La derivada de f£(Z) = 7% se obtiene tomando log (Z) en la -
igualdad z% = exp(u log (2)), sus otras ramas se obtienen consi

derando las restantes de log (Z) . Se verifica entonces que

d . _ 1
az(Zu) = ol 5

tomando en los dos miembros de esta expresién la misma rama de
o . Q-1

Z~ el segundo miembro puede ponerse en la forma «Z . Por la
regla de la cadena

(z7) "' = “ log(Z). (a0 1log (2))
Yy puesto que log (Z) = log (Z) + constante, entonces
d &, _ o log (Z) 1
EE(Z ) = e 0z
d ,a, _ oo 1 -
az (%7 = wi g (2.43)

2.1.5 Funciones; trigonométricas, hiperbdlicas y funciones tri

gonométricas hiperbdlicas inversas.

Para y real, resolvamos el siguliente par de ecuaciones en cosy
y sen y:

e'Y = cosy + iseny e 'Y = cosy - iseny

iy | _-iy iy iy
+ -
encontramos que cosy = 9__532“___ y seny = - 71 £
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esto nos conduce a formular la siguiente definicidn:
DEFINICION 2.1.5.1

Para cada nfmero complejo Z.

iz -1z iz -i7
_ e - e _ € + €
sen (Z) = "y cos (2) = =57 (2.44) .
_ sen (2) 3 1
tan (Z) = EI—OT(—Z)_ ’ CcscC (Z) = EW '
o _ 1 7) = 1
sec (8) = o5 (o7 ¢+ ot () = wmn(ay

siempre y cuando los denominadores no sean cero.

Estas definiciones producen las funciones trigonométricas de -

de valores reales cuando Z es real, ademds, la derivada de ca-
da una de las seis funciones asi definidas se mantienen al --

igual que en variable real.

Para 2 = x + 1y se tiene:
elZ - el(x+1y) - e—yelx
-17 y =—ix
e = e e ; entonces
-y ix y —-1ix
e ‘e - e'e
sen (2 = . ——
(Z) 53
- _ e_y(cos x+isen x) - ey(cosx 1 sen x)
sen (Z) = :
21
luego:
sen (x+iy) = sen xcos hx + 1 cosx senhy (2.45)

De la misma manera:

cos (x+iy) = cos xcos hy - 1 senx sen hy (2.46)
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De (2.45) y (2.46) se deduce

i senhy ; cos (1y) cos hy , vy €R (2.47)

i

sen {(1iy)

sen (2) ; cos (Z)

cos (Z) .

It

sen (2)

Ademds las identidades ya conocidas en trigonometria se mantie

nen. Por ejemplo:

sen? (2) + cos® (z) =1

sen (-2) - sen (Z) , cos (=2) = cos (2)

cen (2,4 Z,) sen (Z,) cos (Z,) + cos (Z,) sen (Z,)

cos (Z1+ Z») = cosc (Z,) cos (Z,) - sen (Z;) sen Z,)

(2.438)
OBSERVACION 2.1.5.1

S1 Z no es real, ya no podemos sSuponer gue

|sen (2) |< 1 Y |cos (Z)|i 1, pues
sen z2|? = sen’x cos h’y + cos?x sen hly
_ 2 2 2 2
= sen“x (1 + senh®y) + cos®x sen hy
- 2 2 2 .2 2
= sen“xXx + sen“x sen h“y + cos®x sen h‘y
—_ 2 2., 2 2
= sen“X + (sen“x + cos“x) sen h-y
sen (2) |* = sen’x + senh®y.

De igual manera
| cos (Z) | = cos®’x + senh’y

puesto que sen hy no es acotada superiormente, ni inferiormen-

te, asi podemos obtener valores de |sen (2) | 6 |cos (2) | tan -

grandes como guerramos.

Si seguimos la pauta anterior, mediante la cual obtuvimos fun-
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ciones trigonométricas, definimos las funciones hiperbolicas -

de variable compleja Z de la siguiente manera:
DEFINICION 2.1.5.2

Para cada complejo 2

e? - o "1% 0?4 o1z
senh (Z) = ———— , cos h (Z) =
2 2
_ sen h (2) B B 1
fan b (%) = oo5hey  °s¢h ) = ooy (2.49)
sech(z) = ——* cot h (2) = ——2
cos h (Z) tan h (2)

siempre gue los denominadores no sean cero.

Para 2 = x + 1y, se tilene que:

sen h (Z) = senh (x + 1iy)

_exp(x + 1y) - exp(-x - 1y)

h 2

_ [(e¥ - e ™) cosy + i (e® + e ¥) sen vy

2

de modo gue
sen h (x+1iy) = sen hx cosy + icos hx seny (2.50)
De igual forma.
cosh(x + iy) = coshx cosy - isenhx seny (2.51)

De las ecuaciones (2.50) y (2.51) se deduce que

senh (iy) = iseny ; cosh (iy) = cosy

|senh (2)| 2

senh?x+ sen’y ; |cosh (2) |* = sen h’x+ cos’y (2.52)

senh (Z,+Z,)

zenn (2;) cosh (Z,) + cosh (Zy) senh (Z,)

Las derivadas de las funciones hiperbdlicas, que existen en to
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dos los puntos en que dichas funciones estan definidas, sean,

como se verifican facilmente.

(senh (2)) = cosh (Z) , (cosh (Z)) = senh (2)
(tan h (2)) = sec h?(Z), (coth(Z)) = - csch?(2) (2.53)
(csc h(2)) = - csch(z) . coth(z)), (sech(2)' = - sech (2) tanh (2)

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS E HIPERBOLICAS INVERSAS

Funciones trigonométricas inversas

Las funciones trigonométricas inversas pueden reducirse a los
logaritmos, y de aqui, en dltima instancia, a la funcidn expo-

nencial.
DEFINICION 2.1.5.1.1

Se define arc sen (Z) como la funcidn inversa de la funcidén se-

no, y se escribe
W = arc sen (2) si y solo si 2 = sen (W) (2.54)

Las relaciones (2.54) son completamente equivalentes, ya gue

ambas tienen el mismo significado.

La ecuacidn Z sen (W) es equivalente a:

iw ~iw

z =%~ % —> 24z = 'Y - 1
21 iw
e
de donde
e’ - 2i7e*™ -1 =0 es una ecuacidn de segundo -
grado.
Resolviendo
217 + /4 -477

e = 5 = iz2 + /1-2° (2.55)
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tomando la raiz principal de (2.55), tenemos

(W) W2 g, a1, 52, L)
asi que
et (W=2MK) _ 3 7 4 /177
In[e*W72"R) — ynfiz + v1-27
i(w-21k) = 1ln[iZ + /1:57]
W = %[ln iz + V1-2%+ 21k, (k=1t0,+1l%,..)
{2.56)
la rama principal se obtiene cuando k = 0

y obtenemos

W= % In[i2 + /1-77]

por tanto:

W = arc sen (2) = = In[iZ + v1-2%) +27k, ke %

con un procedimiento andlogo, se obtienen las siguientes fun--

ciones trigonométricas inversas.

i) 2 = cos (w) -———> W = arccos (W) = - i log (iZ iVE}—l)+2ﬂk, keZ

. _ _ 1 1+12

ii) Z = tan (W) > W = arc tan (Z2) = 7Irlog [I_:Ei' , keZ
(2.57)

Las derivadas de estas funciones pueden verificarse facilmente,

por medio de las reglas usuales de diferenciacidn.

. d -1 1 .. d -1 1
i') oosen” ' (Z2) = —————— |, ii') & cos '(z) = -
dz (1-22)17/2 dz (1_229/2
(2.58)
soa =1 7 _ 4.1,,_
iii') az—tan (2) = 1472
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Funciones hiperb6licas inversas

Las funciones hiperbdlicas inversas se pueden tratar de manera

andloga. Resulta entonces

-1 _ 1+2 . -1 3 l ?+_1
tanh (Z2) = log l—Z] ; coth " (2) = 210g Z—l}
2 o2 ..
sech”'() = 10g ML) cson (@) = 105 1A

Las derivadas de las funciones hiperb&élicas inversas, se veri-
fican facilmente por medio de las reglas usuales de diferencia
cidn.

ILUSTRACION 2.1.5.1.2

1 1
(z) =
1-2°%

a -
Mostrar que ai-tan h

tenemos que considerar la rama principal.

Por definicidén de la funcién tan h '. Se tiene

-1 _ 1 1+7Z
tanh " (Z) = 5 log T —Z}
puede expresarse de la menera
-1 1 1
tanh (Z) = zvlog (1 +2) —é-log (1-12)
Derivando en ambos milembros
dr -1 1 4 1 4 _
g7l tan h (2)] =5 g5 [log(1 +2)] -5 457 [log(1 z) ]
R
2 |1+2 2 |1-%Z

= _ (2,60)



Observese que la derivada no existe en los puntos Z

1
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CAPITULO ITI
INTEGRACION D FUNCIOHES COMPLEJAS

3.0 INTEGRACION

3.1 INTEGRACION A LO LARGC DE UN CAMINO

3.1.1 Aplicacicnes locales continuamente diferenciables

DEFINICION 3.1.1.1

Sea U un conjunto abierto, I ¢ €. ¥V un conjunto abierto V c(C

f: CO W > €, una funcidén compleja de variable compleja, =--
llamaremos aplicacidén local de € en € a toda aplicacidn

f: U —> V¥V , tal que W y ¥V son abiertos en C.
Z2 v £(2) =W

La aplicacidén f 1local, definida en el abierto U, posee coor-
denadas (x,y), mientras que W = f(Z)e ¥V posee coordenadas (U,V),
la aplicacidén f, da pues lugar a dos funciones componentes de
variables reales, definidas por f en U con valores reales --

W= (U,V).
DEFINICION 3.1.1.2

Sea f una funcidn compleja. Se dice gue f es una aplicacién -
continuamente diferenciable en W si f posee derivada continua

en IU.

Una funcidén compleja f es continuamente diferenciable si y so-~

lo si las funciones componentes U,V son funciones continuamen-

te diferenciables.

50
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En general, se dice que la aplicacidén f es n-veces continuamen

te diferenciable si lo son las funciones compcnentes.

- n n -
En lo que sigue, entenderemnos de close C ; <<C >>, en vez de -

n-veces continuamente diferenciable.
DEFINICION 3.1.1.4

n ~ .
Si fe<<C >»>, n>0, entonces las funciones componentes U,V son

analiticas.

En este caso diremos que la aplicacidén f es analitica y de cla
se <<C®>> donde k varia en el conjunto totalmente ordenado --

0<1<2 ...<k<om,

. ; - . . n .
Comentario. Asi, una aplicacidén de clase C también es de cla-

se c® cuando s <n.
DEFINICION 3.1.1.5

Sea f: IWcC

> V¥ cC, una aplicacidén, se dice que f es un Ho-

. . -1 . . ;
meomorfismo si £ y £ son aplicaciones continuas.

3.1.2 Trayectorias

DEFINICION 3.1.2.1

>

Sea v: [a,b] —
t v vy (t) = (Y1 (t),y2(t))

una funcién, se dice gue y, es un camino si y e <<C!>>,

Al punto y(a) lo denominaremos origen del camino y v (b) el ex-

tremo.

51 Yy es una funcidn diferenciable por tramos, es decir si exis



te una particién a = t, <t; <t, <...t = b del intervalo [a,b],
tal que y' es continua en cada sub intervalo abierto (t;,t;+1),
entonces airémos que el conjunto y([a,b]) es una curva diferen

clable por tramos. (Diferenciable con continuidad por tramos).
DEFINICION 3.1.2.2

Sea y: [a,b]

> € un camino, llamarémos lazo a y si
y(a) = y(b).
DEFINICION 3.1.2.3

Sea v: [a,b] ———> € un camino, llamarémos camino opuesto a vy,

y lo denotaremos por v°, a la aplicacidn

YU [a,b] — C

t vy (atb-t)
DEFINICION 3.1.2.4

Sea v: La,b] —> € un camino, se dice gue Yy es un camino sim-

ple si y es inyectiva.
DEFINICION 3.1.2.5

Sea yi1: [a,b] —> € Yo [c,d] > € dos caminos; se dice -

que Y; Y Y2 Son caminos ecquivalentes si existe un Homeomorfis-

mo creciente Y: [a,b] > [e,d] tal que:
t v Y (L)

yi(t) = v,[¥(t)], ¥tela,b]

DEFINICION 3.1.2.6

Dados los caminos v, [a,b] -—> L, v2: [c,d] ——> { con ori--
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gen de Yy, coincidente con el extremo de y,;. Definimos la yuxta
posicién de vy, y v por el camino que serd denotado y; Vy: Y -

definido como sigue

’Y = ’Y] V'Yz: [a,b+d~c:| _—>
t vvus v () = (Yl (t), si t e I__a,b]
{yz (t-b+c), si te[a,b+d-c]

3.1.3 Integrales curvilineas

DEFINICION 3.1.3.1

Consideremos v: [a,b] — > o
t v (v (t),ye (B))

las funciones y; y v» se dencminan funciones componentes, don-
de v, se llana componente real Y, la componente imaginaria -

de la funcidén vectorial de varicble real vy.

El conjunto imagen en T de toda funcidn y(t) =v,(t) +1y.(t) -

con t E[a,b], puede representarse de la forma siguiente

y={ze€ / 2z =12z(t), tcla,bl} el cual define el lugar -

geométrico de los puntos Z = (x%,y), tales gue

X =X(t) , y=y(t), tela,b] (3.1)
las relaciones (3.1) se llaman Ecuaciones Paramétricas de Y.
DEFINICION 3.1.3.2

Sea f una funcidén definida para valores de y en donde yeg<<C'>>,
si f es continua en Y[a,b] entonces la funcidn f(Z(t)), es con

tinua en [a,b].

DEFINICION 3.1.3.3

Sea f: D —-> C y v un camino contenido en D; y: I > T, --
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tal que y(I) c¢D. Definimos

o)
[f(Z) dz = |f(y(t))y'(t) dt (3.2)
)
Y a
ILUSTRACION 3.1.3.1
Sea 2 = 72, + reie ;0 [0,2ﬁ1 r es la circumferencia con cen-

tro en Z, y radio r > 0. Demostrar que si n €Z entonces,

0 [2ﬂi sin-=-1
J (2-Z,)"dz = < (3.3)
|z-2, |=r l o) sin# 1
DEMOSTRACION
Sean Z ¢, Z, €C
si 2 - 2, = ret® entonces z = 2., rei® con 6 e[0,271]
en efecto de la definicidn 3.1.3.3 se tiene
(z -2,)" = £(2(8)) = (r eie) y Z'(8) = 1 reiede, 6 ¢[0,2m)]
luego,
270
J (z-2,)"dz = J £(z(6))z"'(6)ds
22, | -x 0
27
= rnelne.i re6 de
8]
27
_ J (n+1) d@
0
27 27
J (z-2,)"dz = i n+1[J cos (n+l) 6 do + 1J sen (n+1) 6 ds
o] 0
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Para neZ, n # -1 se obtiene

2m 2T
{cos (n+l) 6 d8 = 0 , (Sen (n+1) 6do
0 0
para n = -1 se obtiene
21
J (z2-2,)"dz = i J d6 = eni
|2-2, |=x 0

Es de observar que, las relaciones (3.3) muestran que el valor

de la integral curvilinea J (Z—Zo)ndZ, no depende ni del punto

IZ—ZOIZI

Z,, ni del valor del radio r de la circunferencia, si no sola-

mente del valor de n si es igqua o né al valor de -1.
TEOREMA 3.1.3.1

Sean Z, y Z: dos puntos cualesquiera del plano complejo, y sea

Y el camino, dirigido de Z, hasta Z; descrito mediante:

Z(t): tela,b], si £(2) = £1(x,y) +1 f2(x,y) .

es una funcidén continua en todo punto de y, entonces la inte--

gral de f(Z) de Z2, a Z, a lo largo de y se calcula como sugue:

Z (x1,v1) (x1,¥1)
[ £(Z) dz = [f1(x,y) dx - fo(x,y) dy ] +1 J [£2(x,y) dx +£;(x,y) dy |
Zo - o/ o) orlo
Y Y(X N Y(x Vo)
(3.4)
DEMOSTRACION

Sea Z = X +1y, f(2) =f,(x,y) +1 f,(x,y) d& los valores en Yy

efectivamente.



56

Z, (x1,v1)
J f(z)dz = [£1(x,y), f2(x,9)].(dx,dy).
4 ¢ Yo
y2eo YD% '
(Xy,Yy)
= £y (x,y) . (dx,dy) + 1if, (X,Y) . (d.X,dY)
(Xg:Yo)
Y
21 (XIIYI)
J f(Z) dZz = filx,y) dx + ifi(x,y)dy + 1fo(x,y)dx- fo(x,y) dy
YZ° - (%,/Y0)

Separando parte real e 1maginaria tenemos:

Z1 (Xerl) (X11Y1)
J £(Z) dz = fi(x,y) d&x- £ (x,y) dy + i [ fo(x,y) dx + f1(x,y) dy
YZO Y(XO’YD) Y(XO’YO)

lo cual prueba el teorema.

Comentario del teorema 3.1.3.1

Utilizando (3.1), Z = Z(t), z(t) = x(t) +iy(t), con tela,b]

por definicidén 3.1.3.3 se tiene

Z b
Jf(Z) dz = J{fl[x(t),y(t)]x'(t) - fo[x(t),y(t)]y' (t)}dt
yZ2e a
b
+ 1 J{fz[x(t) sy (E)]x (6) +£,[x(0),y(£) ]y' (£) }dt (3.5)

a
la relacidn (3.5) expresa la conexién entre la integral real y

la integral compleja a lo largo de un camino Y.

3.1.3.1 Propiedades de las integrales

Supongamos que f(Z), g(Z) son dos integrales a lo largo de un
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camino Yy, entonces.

1. J{f(Z)_ + g(Z)} dz = Jf(Z) dz + )[g(Z) dz
Y Y Y

2. ka(Z) dz = k Jf(z) dz, k. cte
Y Y

3. Si Y° es el camino opuesto al camino v, entonces:
T
Y

4. Si M es cota superior de | f(2Z)] v L es la longitud de la -

o 21
f(Z) dz = = J f(z) dz.
1

Z
o

curva Yy entonces

‘[f(Z) dz ’_i ML

b b
5. Re [f(t) at = JRe[f(t)] dt
a

a

TEOREMA 3.1.3.2

b b
Sea Jf(t) dt = [fl(t) dt+ 1 fo(t) dt, si f es continua por
a a

U T

tramos, entonces.

b b
Hf(t) dt’ < J|f(t)| dt (3.6)
a

a

DEMOSTRACION
b

Supongamos que Z, es el mdédulo y 8, es el argumento de thU dt.

a
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entonces

Por la propiedad 2. Seccidn 3.1.3.1 se tiene

b
r, = [e"i“vf(t) at (3.7)

J

a

en ambos miembros de (3.7) tenemos nlmeros reales, entonces.

r, = JR\(e;iOO f(t))dt ( propiedad 5, sec. 3.1.3.1)

-ifo

pero R, (e £(t) |e“ie°f(t)|

| A

Re(e_ie°f(t)) |e_ie°|.|f(t,|, luego.

PA

Re (e 908 (8)) < |£(1) |

Por consiguiente

rs

AN

B —C
"
@
Q
ot

b b
Hf(t) dt | < J|f(t)|dt

a a
TEOREMA 3.1.3.3
Sea f: D ——> € una funcidén continua en la curva y(I), donde -
y: I —> € es un camino y y, €$ un camino equivalente a vy, en
tonces:

Jf(z) az = J £(z2) dz
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DEMOSTRACION

como y, es equivalente a y, entonces existe una biyeccibn
¥: I, ——> I creciente, continua y diferenciable, con continui

dad por tramos, tal que:
Y, (t) = vy(¥(r)), ¥tel,.

luego, por definicidén 3.1.3.3 se tiene:

d
J f(z) dz = Jf(Y1(t))'Y;(t) at, I,=[c,d] ; I =[a,b].
Y c

haciendo el cambio

U = ¥(t) , dU = ¥'(t) dt, se obtiene

L
J £f(Z2) dz = Jf(Y(U))Y'(U).dU = Jf(Z) dZz. (por def. 3.1.3.3)
Y, a Y

TEOREMA 3.1.3.4

Sean vy, y Yy, dos caminos tales gue exista vy, vy,, si f es con-

tinua en y, vy, entonces

DEMOSTRACION

Por definicidn 3.1.2.6 y definicién 3.1.3.3 se deduce que.
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’

b+d-c
{ £(z) dz = J ECCy, vy, (£)) . Oy, VYZ)'(t)-dt
Y,vY, a
b bt+d-c
= {f((YlvyL)(t)).(YIVyL)'(t).dt + [f((YJVYé)(t))-(YlV\é)'(t)dt
a L
b b+d-c
= Jf( (t) (t) + J f(y,(t -b +c)).y;(t-k)+c)dt
a b
haciendo el cambio U = t - b + ¢ resulta.
b d
] £(2) dz = Jf(Yl(t)).Y;(t) dt + Jf('Y (U))Yz(U) du
Y]VYZ a c
J f(2) dz = J f(2) az + [ f(z; dz.
Y]VYZ Y] YQ

ILUSTRACION 3.1.3.2
Calcular el valor de [Z dz , desde 2, = 0 a 2, = 4 + 21, a lo -
Y

largo del camino y(t): t2 + 1t, utilizando

a) La definicidén 3.1.3.3 b) el teorema 3.1.3.1
SOLUCION

a) Por la definicidn 3.1.3.3.

Sea y: [0, 2] —_ T
s v (E) = (7, t)

7, 2 2
J f(2) dz = [ t) dt = J( -it) . (2t +1) dt
Zl
Y 0 0

2

:J2t3—1t4+t)dt =10—§i
0
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Z, z
- g8 .
J £f(Z2) dZ = J Zaz = 10 - 3-1
Z 2,
Y Y

b) Por teorema 3.1.3.1
Las ecuaciones paramétricas son

x = t? , y =t , det=0at=2

Luego la integral dada es igual a.

J(x-—iy)(dx-+idy) = dex + ydy + 1 dey - ydx
Y Y Y
£=2 £=2
J £2(2- dt) + tdt + 1 J t?dt - t(2t dt)
t=0 t=0
£=2 £=2
J (2t® + t) dt+1 J (-t%) dt = 10 -%1
=0 t=0

asi

i
Z2
JZ
Y

3.2 CONDICIONES DE ANALITICIDAD

az = 10 - % i

- N

3.2.1 (Teorema de Cauchy - Goursat)
TEOREMA 3.2.1.1

Sea f: DcC

> € , una funcién analitica en D, D es conjunto
abierto y conexo de €, R un rectédngulo contenido en D,

entonces si ' es el borde
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DEMOSTRACION

Dividamos R en cuatro rectangulos R;; 1 = 1,2,...4 y sea

Yir 1 = 1,2,...4 sus respectivos bordes. (FIGURA 12)

se tiene entonces gue o .
4 'U;.‘ El ‘I. ‘17.
_ v :
{f(Z) dz = Jf(Z) az S o
i=1
T Yi Ta3 113
%, Yy | §
a4 y 41 “( ” 2
Tar LY
FIGURA 12 [1
Si Y(]) es el caso en el cual
‘{ £(2) dz ‘<i } J £(2) dZ |se tiene cntonces que:
(1
Yi
4 4 |
Hf(Z)dZ’z ZJf(z)dz 52Hf(z)dz i4Hf(Z)dZ|
T i=1 Yj_ i=1 'Yl Y(1)

dividiendo nuevamente, ahora el rectdngulo cuyo borde es y (1)

Se tendra.

FIGURA 13

en cuatro rectdngulos: (FIGURA 13)

. 1(1)
J £(z) dz = ) J £(z) dz
y e

1

Sea entonces y(2) el lazo para el cual

H £(2) dz‘ > H f(z) dz };i = 1,2,...4
Y (2)

(2
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acotando tendremos

H £(2) dz‘ 54“ £(2) dz} ‘ 4.4” £(2) dz} = 22| £(2) dz‘
y (1) v (2) v (2)
continuando este procesc se tiene: Por el n-ésimo lazo.
‘[f(z) dz‘ 5_4k‘J £(2) dz‘, se tiene entonces
r v (k)
RoRioRz2o...0R, ... donde Ry es el rectangulo n-&simo del

proceso, existe entonces Z.,€ R, (inico, donde Z, € N R; , luego
i>1
como f es analitica en D y diferenciable en Z,,

se tilene que:

fl(zo) — lim f_(Z_) - f(Zo)
Ird A - ZO
4%,
Definamos entonces
o) si 4 = Zg
Def =«
¥Y(zZ) = <
£f(2) ~£(Z25) _ Vg .
[ g £'(2,), si 2 # Z,

¥Y(Z) es continua en Z,; en particular, para e >0, }6 >0 tal -
que:
|2 - 2, < 8§ => |¥(2)] < ¢

Sea k tal gue todo Z ey k), |z -2,| < &, de esta manera se ten

-

dra:
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}J f(Z)dZ‘ = ‘J \W(2) (2-2,) + £'(2,)(2-2,) + £(2) dz|, por def. s
¥ (k) v (k)
iJ|\P(Z)[-|Z—Zo|dZ+J|f'(Zo)||Z—-ZO|dZ + [1f(z>|dz
y (k) y (K) v (%)
<e J|z-zo| az + [|f'(zo)||z—zo|dz + J|f(Z)|dZ
v (k) v (k) v (k)
<€ J |z2-2,| dz + |f'(Zo)]J|Z-—ZO| dz + |f(Zo)|J dz
¥ (k) v (k) y (k)
Luego por Teorema 3.2.1.1 las funciones h,(Z) = |Z -Z,, h, =1

son integrables y con valor nulo, para todo lazo contenido en €,

en particular para v (k) tambié: son nulas.
Sea Py el perimetro del rectangulo Ry, entonces

|z - z,| < P, luego

‘[ f(z) dz‘ < g- PkJ |dZ| = Py.Pye < Pg
#(k) Y ()
luego
‘J £(2) dz §_4k‘Jf(Z) dz( < P2
T YK
de donde
2
’[f(z) dZ‘ < g Pk
Y(x) 4
< 4k-€ E; = EPZ



Como € es arbitrario, se concluye entonces que

[f(Z) iz = 0
T

3.2.2 Teorema de Cauchy

TEOREMA 3.2.2.1

65

Sean f: D c(C una funcidén analitica en D, D abierto y conexo de

C si vy es un camino cerrado en D entonces.

DEMOSTRACION
Supongamos que f' es continua n D y y es un camino cerrado si
f(Z) = U(xn,y) + 1V(x,y) entonces
' _ oU(x,vy) av(x,vy)
£1(z) ox T x

Por las ecuaciones de Cauchy Riemann se tiene

£'(2) = §3i%§il_ -q ﬁU(§§Y)

BU . AV . aU | 3V

Como f' es continua en D entonces — ; +— ; =— ;
9x 9x ay Jy

bien continuas en D.

Para el camino y obtenemos:

[f(Z) dz = J[U(x,y) + 1 V(x,y)](dx + 1idy)
Y Y

Jf(Z) dz = Jﬁde - Vdy) + 1 Jﬂfdx + Udy)
Y Y Y

son tam--

(3.8)
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Como y' es un camino contenido en vy, y'

arbitrario; por aplica
cidn directa del Teorema de Green en el plano se obtiene de la

relacién (3.8)

Jf(Z) dz = Jf(Z) az
Y Y'

aV aU, . . U ay
J("S:Tc gy Ledy 1 ”[x 5%

1 .Yl

dx dy (3.9)

1l
< ——

Utilizando las ecuaciones de Cauchy Riemann en el miembro dere

cho de la relacidn (3.9) se obtiene

B - v (= oY) L. . 35U 3U
Jf(Z)dZ = J‘[[Bx [ &(}J dxdy + 1 J J[§§ - {EQ}} dx dy (3.10)
¥

v v!

de (3.9) y (3.10) se consigue f(Z) dZ = 0

3.2.3 Dominios simple y multiplemente conexo

DEFINICION 3.2.3.1

Sea D un abierto conexo de T. Decimos gue D es simplemente co-
nexo, si para todo lazo y: [a,b] —> D, con y(t;) # y(t2), pa
ra t, # tz, se tiene gque el interior de las regiones determina

das por y(I) estda totalmente contenida en D.

Comentario 3.2.3 ©Una regidn R. es simplemente conexa, si cual

quier curva simple cerrada contenida en R puede contraerse a -

un punto sin salir de R

ILUSTRACION 3.2.3

Sea la regién definida por |Z - Z,| <2, gque se muestra en la -
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figura (14), si T es cualquier curva simple cerrada contenida
en R = {Ze€||2~2,] < 2}, cuyos puntos estdn en R, podemos -
ver que ella puede deformarse a un punto de sin salirse de R,

de modo que R es simplemente conexa.

FIGURA 14

DEFINICION 3.2.3.2

Una regidén R que no es simplemente conexa se dice que es una -

regidén multiplemente conexa.
TEOREMA 3.2.3.1

Sea f: D

> € una funcidén analitica en D. Siendo D un conjun
to simplemente conexo de €. Entonces para todo lazo [ conteni-

do en D.

DEMOSTRACION

Se sigue de la definicidn (3.1.2.2) y teorema 3.2.1.1
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3.2.4 Integrales indefinidas

Proposicién 3.2.4.1. Sea f: D -——> €, una funcibén analitica en
D. Siendo D un conjunto simplemente conexo de €. Entonces la -

funcién f admite primitiva en D si y solamente si para todo la

zo0 Yy contenido en D, se tiene:

Ademds todas las primitivas de f son de la forma:

F(Z) = G + Jf(U) du .

P

donde o, es un camino con ori¢'n Z, €D y extremo 2

DEMOSTRACION

LS

Sea F una primitiva de f en D, es decir,

dr (Z)

g5 = £(2) ,  ¥ZeD.

En particular si vy es un camino contenidc en D

dr (y(t)) _ dF(z) dz
dt h az *4at’
= £(2). %% = f(y(t)). Q%%?L
dF (v (t)) .
S T f eyt e vee[a,b]

luego:
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b

£(2) dz = [f(y(t))-y'(t) ft
J
51

@ S

Jf(Z) 4z = F(y(b)) - Fly(a)).
Y

Por tanto:

Jf(Z) dZz = F(Z2,) ~ F(Z,); 2, el extremo de Yy y
'\]/

Z, el origen.

Comentario 3.2.4.1. Lo anteric muestra que el valor de la in-

tegral no depende de mds si no de los extremos Z, vV Z;.

Ademdas si y es un lazo, yl(a) = 3(b) = 2, = 2,, se deduce que -

Supongamos gue J £f(2) dZ2 = 0, para todo lazo contenido en D.

Y ..
Entonces una primitiva de f, puede expresarse

F(z) = C + { f(U) aU, analitica.

Sea Bz otro camino de origen Z, y extremo Z, entonces el cami-

no o, VB; es un lazo de origen Z,, luego por hipdtesis se tile-

ne:



£(U) du 0]
Z VBZ
es decir
[f(U) auv + [f(U) du = 0
) )
o [
Z Z
Jf(U) du - |f(U) dU = 0
Uy by
luego
Jf(U)dU = Jf(U)dU
%y By
F(z) = G+ {f(U) au
)
%y
ILUSTRACION 3.2.4.1
Sea f: €© - {0} ——> C: Z v £(2)
bierto, f es analitica en € - {0},
tiva en € - {0}
PRUEBA
Sea y: [O,l] — > T - {0}: £t v e

Y

mie

O
‘l\)

|

N

2rit

Tit

1
Jf(Z) az = Jf(y(t)w'(t) dt
0

70

, Por Teorema 3.1.3.4

(por propiedad 3.1.3.1-3)

1
:_;(L‘—

7 {0} es conexo,

a-—

entonces f no admite primi-

2Tit
, entonces
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Jf(Z) dz = 2471
Y

como 27i # 0, por teorema 3.2.3.1 se ccncluye que £ no admite

primitiva.

3.2.5 Teorema de la integral de Cauchy

TEOREMA 3.2.5.1 (Fb6rmula integral de Cauchy)

Sea f una funcidn; analitica con un dominio G si G contiene una
curva cerrada y continua L,si Z, es un punto interior de L,

entonces.

£z =y [ B2 ax

DEMOSTRACION

Sea Z, un punto cualquiera en el interior de la curva L (FIGU-
RA 15)

entonces la funcidn

g(z) =

7 luego por teorema de Cauchy

NN

g es analitica y est& definida sobre el dominio

G ~ {%2,}. Sea p el radio tan pequeno en el inte

.
5
Lt
S
NN

BTN
\.\\.->\
RN =
\
~_
N
NI

rior de la curva L donde y es el circulo
p

|2 ~ Z,| = p en direccidn positiva, luego por -

Teorema 3.2.1.1
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o bien

luego si p > 0. Se tiene

£(2) _oas £(Z) dz
JZ—_ZZ‘ dZ - ]_ lm J o _'Z"":_"

L

por consiguiente, necesitamos probar que

lim J £(2) 47 = 211 £(2.).
2=-2

o

pP*0
o
en efecto.
Sea ¢ >0. entonces 46 >0 tal que:
/J £(2) 47 - owi £(2.)| < ¢ (3.11)
7-7,
Yp

donde p < §, luego, por aplicacidén de la ilustracidén 3.1.3.1 se

tiene que

luego (3.8) la podemos escribir de la forma

}J gfé) dz - 27i f(Zo)‘ = ‘J £(2) a3 - £(z,) J 4z

Yp Yp Yp
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Luego por continuidad uniforme de f se tiene que para ¢ >0, po

demos encontrar un ¢ >0 tal que

£
| £(2) - £(Z4)] < >
siempre que |2 - Z.| <86 = p
Por consiguiente
’J %é)— dz - 2TTl f(ZO)‘ < Egzﬂ ‘2ﬂ‘p = ESie.mpre que D<é
Yp

por lo tanto, se prueba (3.8) y en consecuencia,

£(2,) = _ff 2128) gz,

COROLARIO 3.2.5.1

Si f es analitica en un dominio G y si G contiene un circulo:

¥, |z -2,] = p interior, entonces
27
£(Z,) = 5% J £(z, + e%) do (3.12)
0
PRUEBA

Sea Z, ¢ interior de 1la curva Yp'

La ecuacidn del circulo puede escribirse,

2 = 2, + peie. 6e[0,2n]

Por Teorema 3.2.5.1 se tiene

2T

6
- R f(z, + pe ) . i
f(éo) = m J ° 1\5 ipe do. 68[0,2'”]

pe

0
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2m

1
B2o) = o7y [
0

lo cual se prueba (3.12).

3.2.6 Derivada de funciones Analitiqgg

TEOREMA 3.2.6.1

Sea f una funcién analitica en un dominio D. Entonces f posee

derivada de todos los ordenes y para Z, €D

° 2mi

g0 gy = B J £(2) az; (n=0,1,2,...) (3.13)
(Z
L

bonde L es una curva cerrada y continua en el dominio D, y Z,

pertenece al interior de la regidn limitada por L.
DEMOSTRACION

Por induccidn

Para n = 0 se tiene el teorema 3.2.5.1; asumanos (3.13) es va-

lido para un entero no negativo (n-1) y probemos que (3.13) es
clierto para n.

en efecto,

por definicidén se tiene

g0z g ) - gln )

h

(Z,)

(Z,) = 1lim
h—~0

como Z, es interior a la regibn limitada por L y Z, €D, luego

por teorema 3.2.2.1 (de Cauchy Goursat) se tiene
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(n) _ n! £(2)
£ (2,) = £ J A az (3.14)
g (72-7,)
p
donde y _: |z-2,| = p es el circulo inscrito en el interior de
L.,
consecuentemente, tendrémos
£ @) - £ V@) | e [, 1 1
h = h(zm ) T n " n| H
v (Z2—(Zy+h)) (2-24)

considerando |h| < p, y haciendo el cambio U = Z-Z, y Z-Z,-h = U-h
y utilizando la integral algebraica anébnzz(a4ﬂ(an_tﬁfp2b+”.+bn_”

encontramos que

£z om) - £z e (U2 (Ueh) b (U-R) T
i = B o - £(z) dz (3.15)
¥ U (U-h)
P
Por otra parte, expresando (3.10), con el cambio U = Z - Z,que
da:
n! £(2)
¥ U
p
Se sigue de (8.12) y (8.13) que
£n-1)(z-2,) - £(n=1)(z,) n! f(2)
o) . I tia) g7 =
h 2mi n+1
U
Y
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_ [(n_l): J Un_1+Un_2(U—h) + ...+ (U—h)“'_ n! [ 1 J £(z) az
L Un(U-h)n 271 Y Un+’l
Y 0
o
- J[(n—l)t(U“”+U“'2(U'h)+ ullCe U n:} £(2) dz
Yo

_ 1 J [(n—l)lUn+Un_1(U—h) + .+ U0 - nl-h” ] £2) az
211 . Un+1.(U—h)n
p
1 R R ' n-1 ) n-
_ _[[mqjﬂaﬂ (U-h) + ... + U(U-h) -nm”JWUh)me)dz
2mi . VRN (VR
p
:(nﬂjl[[Un+[ﬁ—uU—h)+...+[MU—hW4-nw—hf]]ﬂZ)dZ
<ML ¢ Un+1.(U-—h)n
p

Utilizando la propiedad 4 de la seccidn 3.1.3.1 se tiene que

(n-1 (n-1)

)
£ (Z,+h) - £ (Z,) _ n! £(2)
} - o { — dz} (3.17)

"4 o= [n[)+ ... + plo-[n "7 "

_<_ (n—l)pM(p).p +p _n(p—lhl)
pn+1(p_|h|)n

(3.18)

donde
M(p) = max|f(2) |
Zeyp

Pero el miembro derecho de (3.18) se aproxima a cero como h -0,

Yy en consecuencia, en (3.17)
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(n-1) . i _ gln-1) '
£ 2y = 1im £ (% l_h])n f (Z5) _ ot ( f(Z?) 47
h>0 Tl .{{ Un+
p
! J £(2)
271 g (Z—Zo)n+1
P
Por tanto
£y o LN [ IS¢ R (h o= 0,1,2,...)
m1 n+1
4 (Z2-7,)

COROLARIO 3.2.6.1

Si f es analitica sobre un dominio G, entonces todas las deri-

vadas

n
g™ gy = LEE& 201,20 (3.19)

az”

Son analiticas sobre G.

PRUEBA

. . . ~(n)
Se sigue que si f es analitica en Z,, entonces £ (z,) son -

analiticas y por lo tanto continuas en ese punto, se deduce -
que las derivadas parciales de todas las Ordenes, de U y V son

funciones continuas en cualquier punto donde f sea analitica.
3.2.6.1 TEOREMA DE MORERA

Sea f una funcidén continua en un dominio G conexo, y suponga--

mos que

Jf(Z) dz = 0 (3.20)
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Para toda curva cerrada L contenida en G. Entonces f es anali-

tica en todo G.
PRUEBA

Sean %,, 2 dos puntos arbitrarios de G. Entonces se sigue de -

(3.20) y proposicidén 3.2.4.1 que la integral

F(z) = |£(2) aF
J

zZ

e

es independiente de la trayectoria, si no de los extremos Z,;7Z

y por corolario 3.2.6.1 f es analitica sobre G.

TEOREMA 3.2.6.2 (Principio del m6édulo méximo) .
B=21
Si f: D —> € tiene la propiedad (3.12), £(2,) =:£%j(f(zfmel%cw,

8=0

D abierto y conexo y |f| alcanza un mdximo relativo en D en un

disco D' de D, entonces f es constante.

D
PRUEBA
g

Consideremos la figura 16
Supongamos que |f| alcanza un mdximo relativo
en Z,. Es decir supongamos que xiste
D' = {zeC / |2-2,| < R}

FIGURA 16

tal que |£(Z,)| > |£(2)|, ¥ZeD'

Supongamos que f(Z,) es real y mayor o igual que cero.

£(2Z,) |£(2,) |et®

fl

e 952,

| £(Z4) |
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Definimos
M(r) = sup |f(z, + re'") |
Por un lado tenemos |f(Z, + re ") | < £(2Z,)
asi
M(r) = sup |£(%e + re ') | < £(2,) (3.21)

como f tiene la propiedad (3.12) entonces

27
£(Z,) = 5% [f(Zo + re'%) as
0
luego
2T
£(zy) = |£(20)] < o [|f(zo + rei®) | |a6]
0
i
< L M(r) |d6| = M(r)
- 27 -
0
en consecuencia
£(2,) < M(r) (3.22)
de (3.21) vy (3.22) se concluye que
i
f(Z,) = sup |f(Z2, + re ~| = M(r)
Sea g(Z,) = Re(f(Z,) - £(Z)), g tiene la propiedad (3.12)
i
g(z,) = f% J Re[ f(2,) - f(Z2, + rele)] de = 0 (3.23)
0
g(Z,) = Re[f(2,) - f(2,)] =0

como g es positiva



g(z) = Re (f(2,) - f(2)) = Re [£(Z,)] - Re
= f(2,) —~ Re [f(2)]
> £(2,) - |[£(2)] > 0
de (3.23) y (3.24); g(z) =0
asl
g(z) = Re [£(Z,) - £(2)] = 0 <=> Re [£(Z,)]
| £(2) ] < £(2,) = Re [£(2)] < |[£(2) |

por consigulente

£(Zs) 3

il
3
N

~
R
™
@]
—
-~

en D'

Por tanto cuando r- 0 tenemos que

£(2,)

| £(2) | ¥, eD'
y £ es constante.
TEOREMA 3.2.6.3 (teorema de Louville) .

Si f es analitica en todo €, si f es acotada,

constante.
DEMOSTRACION

Sea 2, ¢ . Demostrar que

80

donde C; estd contenido

entonces f es -

(3.26)

Sea y el circulo: y: |2-2,| < R, si considerdmos el centro en

0 de tal forma que Z, cae dentro de vy, se tiene entonces por

la fdérmula de Cauchy



- 1 f£(z2) 34 1 £(2)
¥ Y

1
Y
_ 1 Z,f(2)
T 2w J AVE N
'\/

En consecuencia

lz. | l£(z) ]
| £(2,)-£(0) | 5_§% J o
2] [2-2, |

como f es acotada, {M >0 tal que |f(2)| < M

asi
1, dz
| £(20)-£(0) < 5= |2, ] MJ _dz
Y |Z||Z—Zo|
i ZaA-Jgle—_ (ZNR)
R(R-|Z,])
Por el hecho de que
2] = |2 + 2o = Zo| < |2 + Zo| + |Zo]
[z - z.| > |z| - |2,] = R~ |Z]|
se tiene que
M|z,

R=] %o

8l

(3.27)

(3.28)
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si R » « entonces el miembrc derecho de (3.28), puede hacerse
menor que cualqulier nGmero positivo, y el lado izquierdo de -

(3.28) debe ser igual a cero, por consiguiente
£(z) = £(0)
TEOREMA 3.2.6.4 (Teorema fundamental del Algebra).
Todo polinomio de grado n > 1 tiene por lo menos una raiz (cero)
PRUEBA

Supongamos el polinomio de la forma

n I

f(Z2) = a,2 + a7 t oo, ag, a, # 0 n>1 (3.29)

~%— es analitica

supongamos que f(Z) no tiene cero. Entonces £1

)

en todo €, asi

1 1
£(2) 2" (a +a, /2 + ... + an/Zn)
tambien
lim (a, + a1/2 + ... + an/ZlJ =a, # 0
7 co

luego existe un R tal que

a 1 1
la, +a1/2 +...+an/Zn|3_I ;|-, cuando Té{ <R
por lo tanto para |Z| > R se tiene
ey - | :
£(2) 7" (a, +ai/2+ ... +ay/2™)
i S R z| > R
R" Ja, tai/Z+...+tay/z| Y3 94€

1

R |ao|

FaS

, ya que 1/R < 1
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Como f es continua en una regidn cerrada, entonces

1|, 71 <
Sl tomamos
1 2
M = max [f{ . |£T v N

se tiene entonces que

——-‘ < M, ¥yeC

luego por teorema (3.2.6.3) teorema de Louville, aplicado a -

() es constante y en consecuencia f(Z) es constante, contra

diciendo la hipdtesis que el grado de f es mayor o igual a 1.



CAPITULD TV
SERIES
4.0 SERTES

En el capitulo III, se presentd un estudio sobre las condicio--
nes de analiticidad de una funcibén compleja y se hicieron plan-
teamientos sobre funciones analiticas conforme al proces de in-
tegracidén de una funcidén a lo largo de una trayectoria; existe

otra manera de tratar el problema de analiticidad, el cual se -
presenta, tomando como instrumento bisico las series de poten-~-
cia, asi mediante esta técnica se puede lograr una mejor apre--
ciacién y claridad del problemc de analiticidad de una funcidn

compleja de variable compleja.

En lo que sigue del presente capitulo, se dard por conocido los
diferentes criterios de convergencia de series infinitas de nft-
meros reales, asi también, para las series de funciones reales,

y las sucesiones.
4.1 SERIES DE NUMEROS COMPLEJOS
DEFINICION 4.1.1
Consideremos la sucesiédn de nlmeros complejos
n
Wy =2y, W, =2, +2Z,, ., W,= ) Z (4.1)

La sucesidn dada en (4.1), por (Wn), se llama una serie cuyo -

n-simo término es Zn. Los nlmeros Wn se llaman sumas parcilales

84
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de la serie.

Se dice gue una serie es convergente si la sucesidn de sumas -
parciales es convergente, es decir, tiene limite finito, en ca-

so contrario dirémos gue la serie es divergente.

S1i una serie E Z, converge a L entonces escribimos
n>1

L

) Z=1L; LeR & LecC

DEFINICION 4.1.2

Sea ) Z, una serie de nlmeros complejos, se dice que la serie
n=1
converge al valor de L, si exicte, LeC , tal que ¥ c> O,Hnoeﬂi

(e o]
La serie X Z_ se dice due, converge absolutamente si la serie

) 1Z,| es convergente.
n=1

a0
Es decir, la serie | Z, converge absolutamente, si converge -
=1

la serie de mddulos.

Si una serie converge pero no absolutamente, dirémos que la se-

rie converge en forma condicional, dicho esto de otra manera,

w

Z, converge, pero E |Zn| diverge, entonces se dice que
1 n=1

Il o~ 8

o}

Zp converge condicionalmente.
1

fl~18



TEOREMA 4.1.1

PRUEBA

=> ] Re(Z) = Re(L)
n=1
y ) Im(2,) = Im(L)

86

(4.2)

Se deberi mostrar que la sucesidn de sumas parciales converge.

Sea (2 ) = (x ) + 1(Y ). Ent
n n

n

(Xn) y (Y ) ambas convergen,

onces (Zn) converge si y solo si -

en efecto.

Supongamos que Z_ ~¢ y gue [ = « + 1ff, entonces para cual---
n
gulier ¢ >0, existe un N, (e) tal gue
|lx + iY - o - iB|<e , n>n,
n n
O sea
X - + 1(Yy - <g n>n
n c (l’l B]C ’ o
dado que
- < |z =
|x, - ol <[z, - ¢
entonces para n >n, implica que |xn -] < ¢

y esto significa que X7 .

Y_]
Y - £
n>n, => |Y - B8] < ¢

n
es decir Y, —> B
Conversamente

S1i xn —> q, Yn —> B,

Por otra parte

< |z - 1t|, entonces

n

entonces para cualgquier € >0 existe un N,
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tal que
{}x - al < eg/2
n>n, => <
Uy - 8| < e/2
pero |Zn - z| = |2 - o - 1B = |(xn) + iy ) - o - ig|
= [(x - a) + i(Y - B)|
n
< e -al + ]y, - B8] <

luego Zn —>

TEOREMA 4.1.2 (Criterio de convergencia de Cauchy) .
Sea (Zn) una sucesidn de nlmercs complejos. Entonces la serie

Zn converte si1 y solo si para cualquier € > 0 existe un N,
1

I~ 8

n
tal que |2 +Z .+ ... *+ Zn+p| < g, n > n,, ¥p >0 (4.3)
La prueba se verifica por aplicacidn directa del criterio de -

convergencia de Cauchy, para sucesiones, de manera andaloga que

en variable real.

TEOREMA 4.1.3

Si R <1 y lim sup V|Z

n-—-o

X
.| = r, entonces Z1Zn

converge absolutamente, si R > 1 Z Z diverge (4.4)
n=1 n

PRUEBA

Sea € » 0. Si R < 1 y g < 1 -~ R.

si lim sup W|Zn| = r, entonces de un N en adelante

n-—»o
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9|Z | <r+¢ =%k <1, esto significa que
n
de un N en adelante

n R .
|Zn| < K. por la prueba de comparacidn

| 0~ 8

[ee]
|Zn| converge, ya que ) k" < 1 converge,
=1

n=1

ILUSTRACION 4.1.1

0 na2
e ; . 1
Verificar la convergencila de la serie Z [l - H] .
n=1

usando la prueba de la raiz se tiene

7 .
lim W'[l —}} = lim [l —E} =1 .
n n e

Noyay Nn-»oo

4.2 CONVERGENCIA UNIFORME DE SERIES COMPLEJAS

DEFPINICION 4.2.1

Sea I un espacico métrico, se dice que una serie de funciones
complejas de variable compleja definida en IE, es uniformemen-

te convergente si la sucesidn de sumas parciales

Sp = £1(2) + £2(2) + ... + £,(2) (4.5)

n

converge uniformemente en IE hacia una funcidén £, a £ se le -
llama suma de la serie de funciones, y se denota de la forma -

siguliente

DEFINICION 4.2.2

(e8]
Sea ) fn(Z) una serie de funciones complejas de variable com
n=1
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pleja, se dice que la serie converge una funcién f, conpleja -
de variable compleja, tal que
k

¥e>0, qNeW, t.q: | J £.(2) - £(Z)| <e, ¥K>N, ZegIEcC
n=1

Comentario 4.2.1

Una condicidn necesaria y suficiente para que (4.5) converja -
uniformemente a la funcidn f, en IE es que exista NeIN, N(g)

tal que

|Sn+p(Z) = 8,(2)] <€ , ¥n > N(c), ¥p>0, ZelE (4.6)

Basta con aplicar el criterio de Cauchy
TEOREMA 4.2.1 (Teorema de Welerstrass M - test).

o

Sea la serie convergente z Mn cuyos términos son constantes
n=1

no negativos,

supongamos las f, funciones, es tal que
| fn(2) | < My (4.7)

Para todo Z ¢ I, y para todo n mayor que cierto nlmero entero

N, N>0.

Entonces la serie
(e 0]

Z £f,(2) converge uniformemente a f sobre IE
n=1

DEMOSTRACION

Dado que la serie Z M, converge, sea © >0, existe
n>1

M, € Z, Ny (g¢) > 0 tal que:
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e >
:Mn+1 + ... T Mn+p < £ ¥n >N_](€)r p 0
si No{(g) = Max ( N; (g2), N) entonces de acuerdo a (4.7)
se tiene
[Spep(B) = Sp(B) | = [£,,5(2) +..o+ £,,,(2)
< | E (8] +o. o+ |fn+p(z)|
S M,y el Mn+p <g, ¥n N,, p>0,2 ¢ IE

como € es arbitrario, entonces

) £ (2) ——> f sobre IE
luego para cualquier complejo 7 se tiene }ffn(m = f(2) ¥Z2 ¢ F
n=1

TEOREMA 4.2.2

Si la serie Z f,(%2) converge uniformemente a f en IE que tie-
n>1

ne como punto limite %2, ¢ IE y si £, es continua, para todo --

nelN, en Z, ¢ IE. Entonces f es continua en Z,.
DEMOSTRACION
Sea Z # Z, un punto de IE, entonces

| £(2) - £(2,| = [[£(2) - s,(D)] + [8,(2) = Sp(Z,)] + [S,(2s) = £(Zo)]]

b

|Sn(2) ~£(2) | + |Su(2) - Sn(Ze) | +

SnlZ,) = £(Z,) ]

dado que E fn(Z) converge uniformemente a f sobre IE, enton--
n-1

ces.

Sea € >0, existe N(g) e IN tal dque

[Sn(2) - £(2)] <3 , ¥n>MH(e),2 e
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en particular

1S, (2,) - £(2)] < 5, ¥n>N(e)

n

w

Il

si n>> N(eg), podemos escoger n n, v asi tendrémos que

[£02) —£(2) | < [Sna(8) -Sna(2.) ] +25 (4.8")

dado que S, es continua en Z, ¢ IE, se puede escoger ((g) de

tal forma que

€

|Sp(2) =S, (Zo) ] < 5 si Z -2, < S y en conse
cuencia de acuerdo a (4.8') se tiene
|£(z) - f(Z,)| < & siempre gue 2 -%,| < &

luego f es continua en Z,.
TEOREMA 4.2.3

a0

Sea vy un camino, Z f(2) converge uniformemente a f sobre vy
n=1

si todo térmio de f(Z) ¥Z, es continua sobre y entonces -

Z fn(2) puede integrarse término a término a lo largo de y -
n>1

identicamente

an(Z) dz = Jf(Z) dz (4.8)
.

DEMOSTRACION

Por teoréma 4.2.2 f es continua, y en consecuencia, puede ser

integrable sobre y; por hipdtesis ) f(%Z) » f, uniformemente -
n>1

sobre vy

asi. Sea € > 0, existe un entero N(e) >0 tal que

|Sn(2) - £(2)| < % , donde £ es la longitud de Yy
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luego ¥n > N(g), Z € v se deduce que

[oa]

| Jfk(z) dz - Jf(Z) daz | | J[Sn(Z) - f(2)] dz|
k=1
Y Y

il

A
M
~
|
[ag]

Como € es arbitrario, la prueba es completa.
4.3 SERIES DE PCTENCIA
DEFINICION 4.3.1

Sea (an) una sucesidén de nfimeros complejos. La serie de la for-
ma

(4.9)

es llamada una serie de potenci s la series de la forma (4.9) -

también son conocidas con el nombre de serie entera en 2.

A veces se considera una serie de potencia de la forma

Ya (z-2,)" (4.10)
n
n=0
Pero si consideramos el complejo p = Z2 -2,, la serie (4.10) to-
ma la forma de la serie (4.9), por lo que serd de mucha utili--

dad en lo posterior.
TEOREMA 4.3.1

Si existe Z, # 0 tal que |anZ§|< M, ¥n ¢ IN entonces la serie de
potencias definida en (4.9) converge, para todo Z, tal gue -

2] < [z,
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PRUEBA
n
janz2| = Jan||2|" = [an|.|2|™2el]
2|
_ no lz]”
= |lan|.|2.| . iz
n |Z|n
= |anZq| Zo|"
oy lel”
20"
o 'Z|n
Como la serie Geométrica ) M } mTH Converge con razdn menor--
n=0 o

que 1 luego por criterio de comparacidn la serie definida en -

(4.9) converge absolutamente, para |Z| < |Z,|, ¥Z eC.

Consideraciones sobre el disco de Convergencia en {, en cuanto

a las series de potencia. (4.11)

i) El disco |Z| < R, se le llama disco de Convergencia, si la

tiene Converge con todos los puntos de |Z| < R

ii) El exterior del disco de Convergencia: |Z| > R, en este ca

so la serie no Converge si no sus términos no est&n acota-

dos.
iii) El anillo |Z| = R, en cuales la Serie puede o no Converger
TEOREMA 4.3.2 (Cauchy - Hadamard).

Sea la serie de potencia

Y an(z - Z4)" (4.12)
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Sea a) lim % |an| =1L, R = % , donde 1im denota el lim supe
n—>w
rior de la sucesidn an.
Sea y el circulo |Z - Z,| = R, con interior I(y), exterior -

E(y). Entonces
l. S1 R =0, la Serie (4.12) diverge, para 2 # Z,

2. S1 Re (0,»), la Serie Converge absolutamente, para todo Z -

en I(y) y diverge, para todo Z en E(y).

3. S1 R = », la Serie Converge absolutamente, para cualquier -

complejo Z.
PRUEBA (Se deja al lector)
TEOREMA 4.3.3

Sea y: |2 - Z,|] = R el circulo de Convergencia de la Serie de
potencia (4.12), entonces la serie Cenverge uniformemente en -

un subconjunto compacto de I(y).
DEMOSTRACION

Sea FcI(y) un Conjunto Compacto, contenido en algtn disco Ce-

rrado

si r es lo suficientemente préximo a R, entonces a probar que

la Serie (4.12) converge uniformemente sobre el disco
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Como la Serie (4.12) Converge absolutamente para todo ¢ = Z, la
serie
) lan||z - 2z, , lan| p" converge
n=0 n=0

luego por Teorema 4.2.1 (M-test) la Serie (4.12) converge uni--

formemente sobre el disco |Z - 2] < r, luego
n
|lan(z - 20" = lan| |z - 2,| < |an|p", ¥2 ¢ |2 - Z,] <
luego
® n
) an(z - 2,) converge absolutamente sobre I(y)
n=0

4.4 SERIES DE FUNCIONES ANALITICAS
LEMA 4.4.1

jee]
Una serie z fn(2) converge en un dominio G; es convergente uni
n=0

formemente en todo subconjunto compacto de G si y solo si, dado

Z, € G, existe un vecindario N(Z,) c¢G en la cual Z fn(Z) conver
n=1 -
ge univormemente.

DEMOSTRACION

Sea Z, ¢ G, entonces la Serie dada Converge uniformemente en al
gln vecindario cerrado N(Z,): |2 - Z,| < p y en consecuencia -

converge en N(Z,).
A probar la condicidén suficiente.

Supongamos que existe un Conjunto Compacto F ¢ G, tal cue la se-

rie no Converge uniformemente, si bien la condicidn del Teorema
se satisface entonces existe € > 0, una Sucesidén {Zn} de puntos

en F, Y una Sucesidn {Kn} de enteros positivos donde -
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., tal que

Lz - f(Zn)[ > e ,¥n, n=1,2,... (4.13)

n

(esto es la negacidn de que la serie converge uniformemente so

bre F).

En efecto, la sucesidén {Z_,} tiene limite y como punto limite ¢

y ademds contiene una subsucesidén {Z)} convergente al valor (.

Dado que F es cerrado, ¢ e¢F cG y en convergencia, por hipdte--
sis, existe un vecindario N{Z,) c¢cG para el cual la serie con--

verge unidormemente,es decir:

|Sn(Z) - £(Z)] < ¢, para n suficientemente grande, Z e N(Z), di
cho de otra manera; para n suf.cientemente grande, N(z) contie
ne puntos, (de hecho todos los puntos de {ZA} enpiezan desde -
un cierto valor de n), satisfaciendo lo contrario a (4.13). Es

ta contradiccidén completa la prueba.

TEOREMA 4.4.1 (Teorema de Weilrstrass sobre convergencia uni--

forme de Series de funciones analiticas). Si la Serie

Y fn(2) = £(2) (4.14)

Converge uniformemente sobre todo subconjunto compacto de un -
dominio G, y si todo térmio f son funciones analiticas sobre

G, entonces la suma f(Z) de la Serie (4.14) es también analiti
ca sobre G. Ademds la serie (4.14), puede diferenciarse térmi-

no a término,

Z f(k) (2)

n
n>1

I
H

(z) ; (k=1,2,...) ¥Z G (4.15)
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Cada serie diferenciada converge uniformemente sobre todo sub-

conjunto compacto de G.
DEMOSTRACION

Sea Z, € G un punto arbitrario, seleccionemos p >0 tal que G -
contenga el circulo Yy |2 -2, = p y su interior I(y); por hi
potesis (4.14) converge uniformemente sobre Yp y su interior,
ademds por teorema (4.2.1) existe una serie convergente cuyos
términos son constantes no negativos, de manera tal que (4.14)

converge uniformemente a f, y en consecuencia en (4.14) se ob-

tiene
k! ) fn(2) k! £(2)
- _— = 5 e 7 (k = 0I-‘]'I2I )
2mi n>1 (z _Zo)h+1 2n1 (z _Zo)k+]
(4.106)
de donde
k! 1 . k! 1
2mi (Z Zo)k+1 271 (2 _Zo)k+1
k! 1

S amr e ¥R

Poxr teorema (4.2.3) podemos integrar término a término (4.16),

a lo largo de Yp’ obteniendo

' £ (2) 1 f(Z)
;;E ) J § K+ 1 dz = ;;l J oy 92 (4-17)
“TL n3y (Z - 2.) (Z -2,)
P p
obteniendo asi la fdrmula de Cahuchy, si k = 0 en (4.17) se re
duce a
(Z) 1 £(2)
n _
£(2,) 2171 ;J Z-z.7 ¥ T J (Z_Zo)dz (4.18)
- Y
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Como todas las f,, son analiticas sobre T??;T} En consecuencia
f puede representarse por la integral de Cauchy tomando la for
ma

£(2,) = ) £,(%,) = 5= | —5%— dZ , ¥Z, eG. (4.19)

recordando la prueba de la integral de Cauchy, se utilizd la -
analiticidad para f usando n = 0, y en consecuencia si satisfa
ce (4.19), se deduce gque f puede tener derivada de todos los -
ordenes sobre G. En particular si f es analitica sobre G, para
k>0, asi (4.17) se reduce a (4.15), con el reemplazamiento de
Zz por Z,, donde podemos utilizar la férmula de Cauchy y de he-

cho £ es analitica como las f,, también lo son sobre i??;).

Finalmente, probar gue cada serie diferenciada

[ 2@ = £ [ e ap o K[ 20 g o ey

n=1 n=17

o Yo (4.20)

Converge uniformemente sobre todo subconjunto compacto de G.

Por lema 4.4.1, existe un vecindario N(Z,) del disco abierto

Z—Zo| <

N =
©

dado que la serie en (4.14) converge uniformemente sobre Yp -

existe un entero N{g) >0 tal que
|sn(z) - f(2z)| < &, ¥n, n>N(g), 2 ayp(4.21)

donde Sn(Z) denota la n-suma parcial, de (4.14); de (4.21).

Se sigue que:
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; c _Z)k+1 2mi (c _Z)k+]
Yo o
k! J Sa(c) -f(z) . k! €
= ‘ : 2nt=l T - g st ————— (21p), Vn >N(g), Z eN(Z,)
211 (¢ _Z)k+1 27 (p/2)k+1

(4.22)

El miembro derecho de (4.22) tiende a cero, con el mismo €.
Ademés (4.20) converge uniformemente en N(Z,), y la prueba se

completa.

4.5 SERIE DE TAYLOR Y SERIE DE LAURENT

4.5,1 Serie de Taylor

Segfin teorema 4.3.3 la serie de potencia

[«9]

Y an(z -2,)" = £(2) (4.22")
n=0

tiene radio de convergencia R; segln el Teorema 4.4.1 la rela-

cidén (4.22) f es analitica y puede diferenciarse término a tér

mino,

luego:

£90(2) = Klag + (k+ D) lag, (2 -2 4. Zﬁfi?T-(Z -2,) "R
(4.23)

La serie (4.23) converge uniformemente sobre todo subconjunto

compacto IK,

K: |Z2-2,| < R, reemplazando Z por Z, en (4.23),

(k)

f (Z2o) = Kla, , (K=0,1,2,...)

donde
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f(k)

ay = kfz°) (4.24)

sustituyendo (4.24) en (4.22) se tiene que

£(2) = J ap(z-2,)"
k=0
@ (k)

fiz) = ] 5 el zog® (4.25)
k=0 .

La relacidén (4.25) es llamada desarrollo de Taylor de la fun--

cidén f en el punto Z

1l
s
o

y podemos decir

£(2) = ) a, (2 -12,)

TEOREMA 4.5.1

Sea f analitica en un dominio G, sea Z,
un punto finito arbitrario de G. Sea -
A = A(Z,) la distancia entre Z, y la -

frontera de G. Entonces, existe una se-

rie de potencia

FIGURA 17

£(z) =) ap(z2-2,)" (4.26)

que converge a f, sobre el disco

k: |2 -2, < A.
DEMOSTRACION

Sea Z; un punto arbitrario de k y sea Yp' un circulo con cen--
tro Z, v radio p (0 <p <4A), tal cue Z, €I(Yp)7 (ver fig. 17)

entonces, de acuerdo a la integral de Cauchy
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! £(2)
£20) =925 | -z

el integrando de esta relacidn es necesario convertirla en una

serie de potencia, de la forma (4.26). En efecto,

sea g(Z) = Zi%ET lo cual podemos representar como la suma de

una serie Gecmétrica con radio

4y = 2o
AR
donde
v e 7 -
‘Z‘ Ziz _\_:_1 “_0| < 1
|Z - Zo| o}
1 - }_ o _ -1 1
(Z -Z,) (2 -2,) - (Z, -Z,) (2-2,) 1 Z,-2,
Z -7,
-1
. — 4 .
desarrollando |1 - —Esz—i se tiene:
[o]
2 3
10+ 21— 2e (20 =2,)  (Z) Zo) e, + (4.27)
7 -7, (Z - 2,)° (2 - 2,)°
Tueqo 1. 1 : 1 ucda
O yu, T ou-y, L L=t et
274
1 1 4y-2 (2.,-2,)" (Z2,-2,)°
= l + o 4+ [] + o +
2-71 Z2-7, ( 27 (Z2-2,) 2 (z-2,) 3 )
_ _ 3
Z;E = Z:; + 2172 e ik (Z2.-%,) (2.-20) " e (4.28)
! ° (2-2,)° (z-2,)° (2-2,)"
1 § (z21-2,)"
e L 1817807
2 n=O(Z—ZO)n+]

entonces multiplicando (4.28) por la funcidn
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T £(2)
ebtenemos
L ofig 1 § 1 (g 212"
2ni -7, n=O2Tr1 (Z—Zo)n+]
si 2 EYp , entonces
21_ f(Z)1 (z-2)" | = %~ f(Z_)_:1 .\(z-zo)“
mi (Z—Zo)n+ T (7-2,)"
B 5% |f(2)|n+1 [2-2, 1"
|2-2, |
n
< L ¥lp) |Z_°°' dende
- 275 p ’ 4
M(p) = Max (|f(z)|),zEyp

Se utiliza el hecho de gue en el miembro derecho de (4.28) con
verge uniformemente sobre Yp ,por el teorema de Welerstrass'

M-test y por el teorema 4.2.3 podemos integrar término a térmi

no a lo largo de Yo y resulta

1 £(2) o n
f(Zl) = 2T|_l J Z"’Z] dZ = Z an(zl_zo) ’
=0
Yp n
donde
(n)
a, = 21_ J £(2) a7z = £___§Egl ; (n=0,1,2,...)
Tl (Z—Zo)n+1 n.

P

dado que el punto Z; ¢ K es arbitrario, entonces f(Z) puede es-
0

cribirse como f(2) = | a,(Z-Z,
n=0

n
)" , el cual es claro que con--
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verge a f, sobre el disco K: |2 - Z.,| < A.
OBSERVACION 4.6.1

De acuerdo al teorema (4.5.1) la serie de Taylor la podemos re

presentar de la forma siguiente

w @ _(n), .
£(2) = ) ap(z-2,)" = J f—-,(“)— (2 -2,)

n=0 n=0 T*

n

(4.29)

el cual dice que f es desarrollable en un vecindario del punto

Z,, tal que f converge uniformemente sobre el disco [Z-Z2,| < A

Si el radio de convergencia R de la serie puede ser tan peque-

no como A, se tiene que R > A, asi

1
< =
— A

el

y por el teorema 4.32 se tiene, en (4.29) que

——n;, |_ | —— n
lim vV |a,| = lim vV =
Ny oo n-»oo

1
< i (4.30)

la expresidén (4.30) es llamada INECUACION DE CAUCHY HADAMARD

4,5.2 Serie de Laurent

DEFINICION 4.5.2.1

Sean v1 Y Y. dos caminos tal que Y; estd contenido en Y,, dg
notemos por I(y,;) el interior de y,, E(y,) el exterior de vy,.
Entonces se llama dominio anular a la regidn formada por todos

los puntos 2 €€ tal que

° [\ e (4.31)
I(v,)  E(v,).

En particular

R=1{z2e¢eC /r< |Z2-2,] <R}



104

TEOREMA 4.5.1

n

Tl B (2-2,) ...

Sea la serie de potencias A, + Aq,(2 -2,)
(4,32)

- T I
consideremos r = lim /TAn|

n—-w
Sea y el circulo |2 -Z,| = r cuyo interior lo denotaremos por
I(y) y su exterior por E(y), entonces existen tres posibilida-

des

1. Si r = 0 entonces la serie (4.32) converge absolutamente, -

¥Z2 ¢ excepto para 2 = 2,

2. 81 r e (0, »}) entonces (4.32) converge absolutamente VZeE(vy)

y (4.32) diverg V¥Z e I(y)
3. Si r = » entonces (4.32) diverge, ¥Z, Z finito
DEMOSTRACION

Por medio de la sutitucidn

convierte a (4.32) en
2 n
A, + A7 + RZ7° + ...+ AZ
con radio de convergencila

1 _ 1

1in ¥ |a

N

nl

luego por aplicacidn directa del teorema (4.33) y el teorema -

(4.3.2) transforma los puntos Z2 = Z.,, 2 = « en los puntos Z= o,
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Z =0 la cual completa la prueba.
OBSERVACION 4.5.2.1

Es obvio que el comportamiento de la serie (4.32), para los --
puntos r = 0, r = » puden considerarse como la cubierta limite
apropiada para el comportamiento de (4.32) en r e (0, «), asi -
(4.32) converge sobre el dominio, es decir, para el exterior -

de v: |2-Z2,| =1
OBSERVACION 4.5.2.2

Es calro que todo subconjunto compacto de E(y), es proyectado
dentro del subconjunto compacto de I(Y), por medio de la trans

formacibn

la cual es la inversa de la transformacidén

_ 1
Z —z——_———

3

o

de acuerdo al teorema (4.3.3) la serie (4.32) converge unifor-
memente sobre todo subconjunto compacto de E(Y) asi se sigue -
del teorema de Weiersrtrass, para la convergencia de sceries de
las funciones analiticas, que (4.32) representa una funcidén la

cual es analitica en todo punto finito de E(y).
OBSERVACION 4.5.2.3

La funcidn f£(Z) es también analitica en Z = o,

en efecto:

Sea f*(y) = f(%), y sear < |2=-2,] <>, £%(0) = A,, Z # Z,
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«© n
. 1
considerando la serie f*(r) = ) An[——:fz ] y |z] < min r'TE
n=0 =oe °
entonces )
4 4 1
* = —_— 7.\_ = —
£* () A, + Al[ . + 242 l—czo} + f(@
£%(0) = A, = fH
C
asi 1lim £(Z) = A,
7> o
Ahora introduciremos la serie de la forma
s n
Z an(Z - Z,) (4.33)
n=-—«
El cual podemos expresarla como> la suma de dos series
Y oan(z2 -2,)" =3 apn(z-2,)0" + ) ag(z-2,)"" (4.34)
n=-w n=0 m=1

la serie (4.34) es conocida con el nombre de Series de Laurent

[s¢]

de donde la serie ) ap(Z -2,)

n=-—w

n . .
converge si y solamente si las

(o]

series ) an(z-32,)" vy

m
a.n(2~-2,) son convergentes; es -

it~ 8

n=0 m=1
decir
A n K - - n
lim ) a,(Z=-2,)" + lim ) a_ (Z2-2,) "= ] an(2-2,) (4.35)
Ao n=0 L m=1] n=-co

donde A y u tienen acercamiento independiente hacia el infinito

Justamente (4.35) también puede expresarse como sigue:
DEFINICION 4.5.2.2
Las series de Laurent convergen uniformemente si

¥e>0 {ileZ, N(e) >0 tal que
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) ap(z -2,) - Z aplz =-2,) < ¢ siempre que p >N(eg) y -

A >N(e).

De acuerdo a ésta definicidn el comportamiento de la serie de
Laurent depende del comportamiento correspondiente a cada una

de las series en (4.35).

COMENTARIO (4,5,2,1)

Sean los circulos I': |Z2-Z,| = R y: |Z-Z,|] = r donde
. I;l/ _ 1 l—.—‘* m/
lim lan] = 5 v lim V]a_|
n—)OO m =&

Entonces la serie ) ap(%2-%Z,)" converge absolutamente y uni--
n=0
formemente sobre todo subconjun:o compacto de I(I') y diverge

sobre E(T').

o0

Mientras que la serie Z a_m(Z—Zo)m converge absolutamente uni
m="1

formemente sobre todo subconjunto compacto de E(y) y diverge -
sobre I(y). Donde los dominios I(y) y E(y) tienen una intersec
cibén novacia si y solo si r <R de esta manera D = I(I')NE(T)

define una regidén anular o bien llamado Dominio anular, que --

en todos los puntos Z €T tal que
r < |2-Z,| < R

Es claro que ambas series convergen
absolutamente y uniformemente sobre
todo subconjunto compacto del dominio
D, de i1igual manera para la serie,

oo

Z an(Z—Zo)n

= -
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Se sigue entonces que por el Teorema (4.4.1) gque la funcidn f

con desarrollo

[e <)

£(2) = ) ap(2-2,)" ; (r < |2-Z,| < R)

n=-w

es analitica sobre D.

(4,36)

Ademds dado gue una de las series (4.34) divergen en el exte--

rior de D no asi la serie (4.36).

En lo que sigue al presentar las series de Laurent, supondre--

mos que r <R satisface la condicidn de que la serie converge -

en un dominio anular.

TEOREMA 4.5.2.2

Los coeficientes de la serie de Laurent se obtienen mediante -

la relacidn

1 £(2)
ay = 5= | — =8 _az; (k=0:1, t2, 4
2mi (Z—Zo)k+]
P
Donde v, es algGn circulo [2-Z,| = p , ¥ <p<R

DEMOSTRACION

Dado que la serie (4.36) converge uniformemente sobre Yp

tonces, multiplicando (4.36) por

— , k es entero arbitrario.

luego por teorema (4.2.3) se obtiene:

(4.37)

, en—-
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1 £(z)  _ > N S ¢ 0
— i I 'I-
271 (Z-Zo)k+1 - 201 (Z-Zo)k+1
1 £(2) I k-1
EE J o 42 = ) apy—s J (Z2-%2.) az. (4.38)
(2~2,) n=—« Y
P p

expresando el miembro derecho de la relacidn (4.38) en forma -

exponencial obtenemos:
i

-
1 £(2 o 1 n-k 1i(n-k)8
i J — ) az - ] angpz | P et PR 00 — 4, (4.39)

(z—ZO¥+] e 271
P

0

Donde se usa el caso en gue el miembro derecho la integral es

nula si n # k y es igual a 27i para n = k-
TEOREMA 4.5.2.3 (Teorema de Laucent).

Sea f una funcién analitica en un Dominio anular D: r< [Z-Z,| <R.

Entonces existe una serie de Laurent.

£(2) = ] ap(2-2,)" (4.40)
n:—CO

gque converge a f sobre D.
DEMOSTRACION

Sea 2, €D un punto arbitrario.

Escogiendo valores de r' y R' que satisfagan la inecuacidn
r<r'<|Z,-Z,] < R'< R

Entonces el anular.

D': r' < |2-Z,| <R', estd contenido en D y contiene al punto 2,

Sea Y, el circulo |Z-Z,| = 0o, r<p <R y sea I' el circulo con
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centro en Z; tal que T ¢D' (ver figura 18)

Dado que la funcidn

es anlitica en D-{Z;}, se sigue entonces

por el Teorema de Iintegral de contorno de

Cauchy (ver cap. III Teorema 3.2.1.1)

e | g = b [ e [ 0w s

_ZO
r
Luego
- 1 _£(2) - L] _£(2)
£(z1) = 271 J (2-21) dz 21l J Z-%, dz
Vg Yo
o bien
_ 1 £(Z)
E(Z1) = 505 f Tz=z;y 9% * J _’Zf._‘z’z-)- az (4.42)
-
YR' r!
A mostrar entonces que J £(2) dZz, conduce a una serie de po
(Z-71)
Rl
tencias no negativa de Z-Z,, en la serie de Laurent, (4.40), -
mientras que J TE££%§ dZ, conduce a potencias negativas de -

Yoo

Z~Z
en efecto.
Sea 2 EYR' H

Expresando el factor.
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en la primera integral en (4.42) como una serie geométrica con

radio
S i
72 - 7,
donde
2, — 2o| _ lzy -zl _ 1z, -2, 0 _
Z - 2, |2 = 2, R’
Resulta entonces
1 _ 1 _ 1 1 _
Z=17; (2-2,) - (Z1-2,) (2-2,) 1 _21-%g
Z-%,

Z"‘Zl

Donde ésta serie converge uniformemente sobre vy L
R

dado que
- n |y _ n n
(2, Z°)-T' - ;AL_Egl_T gT., 5 ¢ (0,1)
(Z_Zo)nl- |Z"'Zo|n
Por consiguilente
1 £(2) 1 OZO £(2) n
. — = —— (Z —ZO)
2Tl Z-2, 2mi n:O(Z—ZO)n+1

converge uniformemente sobre Yo

integrando término a término, (4.44) se obtiene.

n
an(z2-2,)
0

(H
-
‘P-n
N
[ol)
[N]
i
I ~1 8

<

(4.43)

(4.44)

(4.45)
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(4.46)

£.L2) az, (n = 0,1,2,...)

(z-2,)

n+1

Donde

e
la siguiente etapa de 1la prueba consiste en expresar,
I VIR
J ZI_Z : ’

con potencias negativas de Z-Z,.

.Yr

como una serie de Laurent,

Sea Z €Y,
identicamente, a lo anterior
o0 n '
el factor ,—— = ) _iZon)n+1 con -2, | £ < a<l
! n=0 (Z,-Z,) |Z21-2, | |z1-2,
la serie converge uniformemente sobre Yo
-7
asi 2 °| - = r'a” , ae(0,1)
|Z —Zoin
por tanto.
1 £(2) g 1 £(2) ~n-1
e : — . (Z,-7,)
21 Z:-2 NPt (2-2,) n
{o0) l _
e s I U
" o(z-2,)

Integrando término a término sobre Y, se obtiene:

1 £(7Z) _ _ -n
2 J z-z 9% = nzqa-n‘zl 25)
Yr'
donde
1 £(2Z)
d-n = 271 ( _______ n+1
) (z-2,)
Y

(4.47)

(4.48)
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finalmente. Sustituyendo (4.45) y (4.47) en (4.42) vy considede

rando que Zi es arbitrario, podemos reemplazar Z: por Z. y Ob-

tenemos
£(2z) = E a, (z2-2,)" + § a_,(2-2,) "
n=0 n=1
£f(z2) = E an(Z~Zo)n. Es la serie de Lauren buscada.
= -
Ademds, en combinacidén de (4.46) con (4.48), y haciendo uso de

la integral de contorno de Cauchy. a reemplazo de;

Yoo Y Vg POT Y (r <p <R). Se consigue

I
noToorq

Conocidas como coeficientes de la serie de Laurent
4.6 SINGULARIDADES

DEFINICION 4.6.1

Sea f: DcC

> € una funcidn analitica en algunos puntos y -
no analitica en otros, llamarémos a los puntos donde f, no es

analitica, puntos singulares de f.
DEFINICION 4.6.2

Sea f: D

> € una funcidn, Z, €D. Decimos que f tiene una --
singularidad aislada si %r‘>0 tal que f es analitica en el dis

co |Z—Zo\ < r, excepto posiblemente en 2 = Z,
CLASIFICACION DE LAS SINGULARIDADES AISLADAS

Con el auxilio de la serie de Laurent, podemos clasificar los
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puntos singulares aislados de funciones, que por lo demds son
analiticas, en tres clases. Si revisamos la informacidn propor
cionada en la seccidén procedente 4.5 podremos encontrar dife--
rencias notables, en cada caso de singularidades aisladas. Es~-
ta informacidn servird mds adelante como ayuda para identifi--
car las singularidades aisladas sin tener gue recurrir a la se

rie de Laurent.
DEFINICION 4.6.3

Sea f una funcidn analitica en el disco [Z-2.| < r.

Pero que carecemos de informacidén sobre f en Z2 = Z,. S5i,
f(z) = § ag(z-z2,)"
n=-o

Para 0 < |Z2-Z,| < r, entonces llamaremos a P(f,Z,). Parte prin
cipal de f en Z = 2, y se escribe

-1 n -n+1 -1
P(£,2,) = ) a,(2-2,)" = ...+ a_q(2-2,) + a-nt1(2-%,) +o..a_q(2-2,)

n=-<x

(4.49)

De modo que

£(2)

P(£,%,) + j a (2-2,)" (4.50)
Es decir
£(2) - P(f,2,) = ] an(2-2,)"
es una serie de Taylor.
Podemos decir entonces que, a partir del teorema de Laurent,

f(z2) - P(£,%2,) es analitica en |Z-Z,| < r, asi P(f,Z,) puede -

darnos informacidn sobre el comportamiento "no analitico" de -
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ten 2 = 7Z,.
Caso I Si P(f,Z2,) =0
Aqui, el desarrollo de Laurent para f, en la regidn,

R={zeC/0< |Z2-2,] < r}

es, de hecho, un desarrollo de Taylor para f(2) = Z an(Z-Zo)n
n=0

si f(Z,) = a, entonces f es analitica en |2Z-Z,| < r incluyendo
el punto Z = Z,, entonces diremos que en Z = Z, cuando P(f,Z,) =0,
Z = Z, es una singularidad evitable, con f(2,) definida como -
g .

DEFINICION 4.6.4

Sea Z, eDc(C. En Z, se dice que la singularidad es evitable si

existe una funcidén ¢(Z) analitica entodo el disco |2-Z.| < r,

tal que
(z-2,) £(2) = g(2)
ILUSTRACION 4.6.1
£f(2) = se; Z  es analitica para |Z| > 0, pero
® 2n+1 ® 2n 2 3
£(2) = sen 2 1 E(—l nooZ4- = Z(—l)n__g____ = - zT.+ ZT-+...+
= 7 "7 neo (2nt+1l) ! 2 (2n+1) ! 3. 58
cuando |Z| > 0 y P[senz(§)’0] = 0 entonces Z = 0 es una singu-
1
laridad remobible de Seg %-, donde definimos f(0) = [EEEZEQ_J =
Z___

Caso IIT

P(f,Z2,) tiene un nfimeroc finito de términos
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DEFINICION 4.6.5

Se dice que f tiene un polo de corden m, m~- 1l s1 su serie de -

Laurent es de la forma

£(z) = ) a,(z2-2,)" (4.51)
n=-m
_ﬁ’] "
Ademds P(f,z,) = ) aj(Z-%4,) , donde a_, # 0 y a, = 0; si  --
n=-i
n <-m, es decir:
a_ a_ a
f(zg) = —S=m . 4+ _ S-m+l1 4+ | =
(Z—Zo)m (Z_Zo)m+1 (2-2,)
En este caso llamamos a Z = Z, polo de &6rden "m" para f(Z).

DEFINICION 4.6.6

Se dice que un polo de 6rden "uno" es un polo simple.
ILUSTRACION 4.6.1
o2
Sea f(Z) = — , mostrar que f(Z) tiene un polo de &rden tres -
Z3
en Z = 0
SOLUCION
z oz 1
Como e = Z ~ ¥Z2, 2 finito, mientras que — €S analitica pa
n=0 " 7 -

ra |Zz]| > 0, luego la serie de Laurent de f(Z) es vdlida en la
regién R = {(Zz / 0<|Z| < r, T >0},

en efecto

V4 B n-23 2
f(z) =S = 7§ 2 - A T T T
z® n=- z3 z' 2z 3! 4 5!
eZ oo Zn
f(z) = =— .
(Z) i ) (n+3): - para 'zl > 0

por tanto
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e? 1 1, 1 e?
P(f,2,) =P —, 0 = —+ — + — , y — tiene un polo de or-
z° z° 2z 2z
den tres en Z = 0
Caso III
P(f,Z,) tiene infinitos términos.
En este caso diremos que Z = Z, s un punto singular esencial
de f£(2).
ILUSTRACION 4.6.2
Mostrar que f(Z2) = e]/z tiene un punto singular esencial en
2 =20
SOLUCION
n
- a1/Z 4
SCRERERIPIRS

En este caso por la relacidén (4.49) se tiene

e'/% = ple’®,0] + 1 = pe'/?,0) =
finitos términos, por tanto f(Z) = e'/% tiene
esencial en Z = 0.

Cada uno de los tres casos anteriores, puede

1 . .
e /Z+l, tiene in

un punto singular

verse en términos

del comportamiento de f cuando Z se aproxima a Z,.
Caso I
Vemos que cuando P(f,Z,) = 0, lim £(Z) tendrd un valor finito

224

a,, conversamente, si lim f(Z2) existe; se verifica entonces -

Z-Z

o

gue P(f,z2,) = 0.
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gaso IT

Supongamos que f(Z) tiene un polo de orden m, en 2 = Z, enton-

ces para 0 < |Z2-Z,| < r, se tiene

@

£(2) = ) a (z-2,)"
n=-m
- (Z_Zo)ﬂnz an(Z—Zo)n+m
n=-m
= (220" a,_ (2-2,)" (4.52)
k=0
£(2) = (2-2,) "g(2)
Donde g(2) = Z ak_m(Z—Zo)k es analitica en 0< |2-Z,| < r, y -
k=0
£(Z,) # 0 = a_.
Es decir; podemos formular esta conclusidn como sigue
DEFINICION 4.6.7
Sea f(2) analitica en R: |2 / 0 < |2-Z,| < r, £ >0}
entonces f tiene un polo de orden "m" en Z2 = 2, si y solo si

f(z) = g(Z).(Z—Zo)_m, donde g(Z) es analitica en 2 = 2,y ---
COMPORTAMIENTO DE LAS SINGULARIDADES ESENCIALES
DEFINICION 4.6.8

Si Z, es un punto singular esencial de f(2Z), entonces dado un
nfimero complejo A (finito o infinito), existe una sucesidn de.

puntos {Zn} convergente a 2, tal que

lim £(Z2,) = A

n-—>o©
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DEFINICION 4.6.9

Sea Z, un punto singular esencial de f(Z) y sea ECS el conjun
to de valores tomados por f(Z) en el vecindario 0 < [2-Z,]| <&.
Entonces la cerradura de Eé consiste en el conjunto E(S y to-

dos los puntos limites de E coincide con el plano complejo -

5"
extendido.

ILUSTRACION 4.6.3

La funcién £(Z) = sen (%), tiene como un punto singular escen-
cial el origen.

Cuando Z - 0, entonces f(Z) = sen (i) se acerca sin limite -

Z

(finito o infinito), considerando valores reales de Z.

S1I A = entonces la sucesién {Z,} = {i/n} satisface.
1 . .
f(Z ) = sen (Z_) = gsen (-in) = -i sen h (n);
n
luego 1lim f(Z,) = «
n-»

S1 A # », entonces resolver la ecuacidn

es decir:
1 L —7]
7 = arc sen (A) = 3 In|iA + V/1-A“°],
7 = -

ln(iA + V1-A?)+ 27ki

estableciendo

- i
2, = — =

In(iA + /1-A?) + 2¢ki, k

It
=
-
[\
~
[9%]
-
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Se obtiene entonces, la sucesidn {Z,} el cual converge a cero,

ademds satisface la definicidn 4.6.8.

Ahora entonces regresando a la ilustracidn 4.6.2, veremos el -

comportamiento de la funcidn f(Z) = el/2,
en efecto
f(Z2) no tiene limite cuando Z - O.
Si A = «, la sucesidn {Z,} = % satisface la definicidn 4.6.8
aqui f(z,) = e”+ = cuando n » =
si A = 0 la sucesién {Zn} = {-1/n} es la sucesibén requerida, -
dado entonces
£f(Zy) = e " > 0 cuando n -

si A # 0, A # 2, entonces, resolviendo la ecuacidn

asi

I L

E (k=l,2,...)

obtenemos asi la sucesidn convergente a cero que satisface la

condicidn 4.6.8.
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PITLLO
RESITUOS Y EVALUACIOK DE INTEGRALES REALES

5.0 RESIDUOS Y EVALUACION DE INTEGRALES REALES

5.1 RESIDUOS., DEFINICIONES BASICAS., EJEMPLOS

S1 aprovechamos una cadena de resultados, derivados del Teore-
ma de la integral de Caﬁchy y de la calsificacién de las singu
laridades aisladas qgue se basa en el Teorema de Laurent, resul
ta una coleccidn extremadamente rica de mucho interés, para po
der asi descubrir una técnica para la evaluacidn de integrales

reales, de linea e integrales indefinidas impropias.

S1 L es una trayectoria cerrada y f es una funcidén analitica -
en todos los puntos ae la trayectoria y en su interior, con -

salvedad de singularidades aisladas, entonces

Jf(Z) aZz, es un nlimero cue solo depende del ntmero vy de ia

naturaleza de esas singularidades de f(Z), contenidas en L 6 -
en su interior. Se piensa entonces en primer lugar en examinar
las singularidades aisladas como medio para la evaluacidén de -

las integrales definidas sobre trayectorias Cerradas.

DEFINICION 5.1.1

Supongamos que f es una funcidén analitica en la regidn R, defi

121
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nida como sigue

R=1{zcC / 0<|2-2,]<r, v >0}

Yy que tiene desarrollo de Laurent ) a,(Z-Z,

n=-—-o

)" = £(2), en R. -

entonces,

Para todo vecindario N(Z,), de un punto singular aislado Z, de

R, se define el residuo de f en Z = Z, y lo denotarémos por
Res(f,Z,) ; Res(f(z))
72=7

al coeficiente a., en la expansidn de Laurent

(&)

£(z2) = § an(2-2,0", ZeN(Z,) (5.1")
n:—-OO
A demés por teorema 4.7.2, haciendo K = -1, se obtiene
291 a_, = Jf(Z) dz
L

ILUSTRACION 5.1.1

Z
Sean f(2) = s , L la trayectoria Cerrada definida median-

(z-2) 2

te 2 = 2 + eie, 6 E[O,2ﬂ]. Calcular el residuo, mediante el -

uso de la Serie.

La funcién posee un polo de orden dos; en Z = 2, hallar a.;.

Sea Z - 2 = U. Entonces Z = 2 + U, asi

Z 2+ 2 2
f(Z) = e‘i = eZ v = ?__ 'eU = € . eU
(Z_2)2 U2 UZ UZ
Luego e2 U 2 2 U
gl £(z) = —S . &Y = (z-2)"%.e%.e
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20 n
7 -
£(z) = (2-2)"% ) e? wagl_ (5.2")
n
n=0
la relacidén (5.2') puede escribirse como
S (z-2)"7%
£(2) = (7—2)‘2[eL +e?(z-2) +e® ] ~STEg
n=2 ’
2 2 4y D=2
F(z) = —S 4+ & 4 ez (272)
(z2-2)° (2-2) n>2 nl
Por consiguiente
Z 2 n-2
S (£(2) az = 5#.-J © _a= o J— z__ 4 ¥ J(ZT2) dz}
J ) (z-2)? A Llg-2yz o2l M
Y L ~ L
para z - 2 = ie, 6 c[0,21] se tiene que
20 2m
1 _e® [ ids e? i i(3-n)8
ZEZ'Jf(Z) dZ = o1 J 6 " 251 nr ) J © de
n>2
0 — 0
m
e’ e? i i(3-n)8 .
= opp 102m) + o S ) | e de (5.3")
ni?_o

Resolviendo la integral Gltima

ner valor cero.

Luego

1
L s Jf(Z)
g

en (5.3') de o a 27w, resulta te
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5.2 TEOREMA DE CAUCHY PARA CALCULO DE RESIDUGS

TEOREMA 5.2.1

Sea L una curva Cerrada, si f(Z) es analitica en el interior

I(L) y analitica en la clausura de I(L), I(L), excepto para -
los puntos singulares aislados Z3,,%Z,,...,2, de I(L); entonces
n
J £(z)dz = 2wi ) Res(f,2x); (k = 1,2,...,n) (5.1)
k=1
L

DEMOSTRACION

Alrededor de cada punto Zy; (k = 1,2,...,n)
(de la figura 20); Sea Y, : [Z~Z,| = p,
Escogiendo el radio py "de manera tal

que v encierre sb6lo una singularidad

1. I(L). contine todos los circulos Yy

2. E(yy) contine otros circulos Yii 3 # k. FIGURA 20

luego, por teorema de la integral de Cauchy, para un sistema

de contornos, se tiene

J f£(z) az = J f(z) dz + J £(2) az + ... + [ f(z) dz
J

L Y1 Y2 Yn

Supongamos entonces, la expansidn de Laurent de £f£(Z), para -

k=1,2, ..., n definida por

£(z) = 7 at®(z-z™ (5.2)

m=~0o

en efecto
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en y,: f(z2) = a;T)(Z—Zx)m
s
2
en y,: f(Z) = ] a; " (z-2,)"
; m=-e
en v i £(z) = J al™(z-zn)"
m:—CXD

asi J f(z) dZ queda expresado.
L

J £(z) dz = J 7oa'Vz-z,)"az + J 7oal? (z-2,) "z +...+ { 7oa(z-z )"az
. m ’ n
[5e) m=— m=-
L Y1 Yz Y,
=7 a J (z-%,)"dz + + 3 a(“)J (z-z )"az
m m
m_—_—OO m=-o
Y1 Yn
- (k) m _
Jf(m dz = Z o J (Z—Zk) dz (k = 1,2, , Nn) {5.3)
L m=-o ‘
k
Haciendo el cambio, para el k-&simo circulo,
i6 . i
Zz - Zk = p,e entonces dz = ip, e ds

en la relacidén (5.3), la integral, puede expresarse

S m im8 . iB
£(2) dz = - a { p. .e .ip. e” "ds
J mglm, m )k k
L Yk

S el gmrt o menie g (5.4)

luego por aplicacidn del resultado obtenido en la ilustracién
3.1.3.1 relacidbn (3.3); la integral del miembro derecho de la

ecuacidn en (5.4) obtenemos:
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[2wi , sim= -1
ipi+1 J o (MT1IL0 40
Yy { 0 , sim# -1
luego, la relacidén (5.4) queda
_ o (k) .
£(z2) dz = ) a_y  (2mi) (5.5)
k=1

L

comparando (5.2) con (5.5) se obtiene:

I
r~1
S—
+h
(W
0,
BN
i
[ \]
=3
.
o~ 8
o))

J £(z) dz
L k

se concluye que

(e ]

271 Z Res (f,Zk).
k=1

J £(z2) dz
L

Antes de aplicar e Teorema 5.2.1,. Estableceremos una técnica

para el cédlculo de residuos.

TEOREMA 5.2.2

Sea L una curva cerrada, si f es analitica en I(L). Excepto pa

ra Z, un polo de orden k en I(L) entonces:

1 FLEE y
a-1 = Res (f,Z) = q_qyr 1im ——— [(z-2,)".£(2)] (5.6)
*ozwz,dZ
DEMOSTRACION
a) Sea Z, un polo simple de £f(Z), asi que:
£(z) = Sy ao + a1 (2-2,) + a(2-2,) +...+ = § a (Z—Zo)m
(2-2,) ° ° - © m

m=-
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En un entorno a Z, tendremos

£(2)(2-2,) = a1 + ag(Z~24) + a,(2-2,)7 + a,(2-2,)  +...

luego
lim [£(2) (2-2,)] = Res(f,2,) = a.; (5.7)
27,

Si Z, es un polo de orden k > 1 de £(2)

por expansidn de Laurent, de f£(Z) en Z,, tendremos

a a
-k -1
£f(z) = ————H—E-+...+ — + a, +a (Z2-2,) + ... (5.8)
(2-2,) (Z2-2,)
entorno de Z, se tilene
£(2) (2-2,)F = a_ He..t a_1(Z—ZO)k_1+ ao(2-2,)%+ a, (z-2,) 5"’
+... (5.9)

Diferenciando (5.9), (k—-1) veces, se obtiene

(k-1) B ' 2
a_ L(z—zo)kf(Z)j = (k-1)'!a ,+k'a,(Z-Z_.) + iﬁf%lL a (z2-2,)
k-1 -1 2! i
daz
+. , asi
(k=1) .
lim & [(z-2,)%6(2)] = (k-1)'a
k-1 1
z2»2, dZ
de donde
(k=1)
B 3 1 . d k
a_, = Res(f,2.) = (piqy: lim ——— [ (2-2,)"£(2)]
dz
Supongamos que f es integrable a lo largo de Yp: |Z| = p, p >R,

escogiendo la convencidén de recorrido en direccidn positiva de
Yp’ asi la direccién de recorrido de un camino circundante en

|z| > p, se tiene:
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-2T
J f(z) dz = [ Q%l dz = ia_, [ do = - 2mi a_; (5.10)
J )
0
Yp Yp
la relacidén (5.10) define -a_.; como el residuo de f(Z) al infi

nito, sonservandose asi el teorema del residuo y

[ £(Z2) dz = 2wl Res f(2Z).
J 7, =0
YO

5.3 CALCULO DE RESIDUOS APLICACIONES INMEDIATAS

a) En una singularidad evitable, como la parte principal, fal-

ta por completo, a-; = 0, asi el residuo es igual a cero

b) El caso mads simple ocurre cuando f(Z) tiene un polo de pri

mer orden en Z = Z,. La serie de Laurent toma la forma
f(z) = 21 4 a4 oa,(z-2,) +
Z_Zo o 1 o PR
Luego por Teorema 5.2.2, relacién (5.6), para k = 1, se obtie-
ne
a-1 = 1lim (2-2,) £(Z)
Z Z

[e]

ILUSTRACION 5.3.1

Encontrar el residuo de f(Z) = If%; , sobre un semicirculo del

plano superior de radio r > 1 con centro en el origen.

Se observa que Z = 1 es la Gnica singularidad de f(Z) en el in

terior del contorno.

en efecto
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de donde
(z -1)f(z) = YT es analitica en Z = 1

sin tener que escribir toda la serie de Laurent, encontramos

1 R L .

Res [IIZ? ’ l] = a_; = llm (Z2-1)€(2Z)

\ Z*1

s 11
Res £(2) = lim (o= 57
Z7r1
luego

- L

a1 = 93

Residuos en polos de orden superior

Acul se utilizard el resultado obtenido en el Teorema 5.2.2

relacidn (5.6)

ILUSTRACION 5.3.2

Encontrar el residuo del ejemplo mostrado en la ilustracidén --

5.1.1
eZ
aqui f(z) = —— tiene un polo de orden dos en Z = 2, (k=2).
{(2-2)
asi
_ 1 . d oy 2 e’
7>2 —
lim e? = e?
72

. a., = e como era de esperarse
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d) Residuos en singularidades esenciales

No existe una férmula sencilla, como en los casos anterio--
res; es frecuente utilizar las series de Laurent en su for-

ma completa.

ILUSTRACION 5.3.3

1
(Z2+7)
Sea f: € - {0} —> C: Zav> £(2) = e 2  Mostrar que f(2) -

tiene un residuo en Z, = 0

Solucidn

Z 1
Foe L — ., (0 < [z2] < =)
0 m=0 I.Z

1/% . . .. . .
/ tiene infinitos términos de -

Luego por ilustracidn 4.8.3 e
modo que el coeficiente a_; de 1/7Z se obtiene de cada uno de -
los términos

n

1
a2,
o m!z"
conm=n + 1; luego el Residuo de £(Z2) en Z = Z2, = 0 es
; 1
S ni(n+l)!

5.4 INTEGRALES SOBRE EL EJE REAL

I. forma ( F(x) dx
J
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DEFINICION 5.4.1

Sea F: IR > IR una funcidén, entonces
© R Q
1. J F(x) dx converge si lim { F(x) dx + 1lim J F(x) dx
R J G> =00 s
-0 o

2. Llamaremos valor principal de { F(x) dx, denotado por:
J

-0

o0 r
V.Pp J F(x) dx,existe si el 1lim J F(x) dx existe y
X o
—c0 " -7
[e]

he
lim J F(x) dx (5.11)

Y >c0
vl -

V.P J F(x) dx

En lo que sigue supondrémos guz son conocidos los criterios de
convergencia para las integrales impropias, ademas si posee 6
no un valor principal. El método en el cual interviene la inte
gracién por residuos puede ayudarnos a conseguir los valores de mu
chas integrales impropias, cuya convergencla ya se ha estable-
cido.

ORIENTACION DEL METQODO

(€]

Supongamos que J F(x) dx converge, x ¢ IR, y tratemos de encon-

—02

trar una funcién de valores complejos F = F(Z), 2 €¢C y una tra
yectoria cerrada C(R) que contenga un segmento del eje real;

- R <x <R tal que

i) J F(Z) dZ es evaluable mediante el Teorema del residuo
C(R)
ii) lim J F(Z2) dz = J F(x) dx.
R oo
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La eficacia del método reside en la escogencia de F y de C(R)

para alcanzar i); ii).

LEMA 5.4.1
Sea F una funcidn continua en un arco circular C(R): [Z| = R
si F es analitica en el semiplano superior excepto en 2 = Z,.
Entonces

Lim F(z) dz = 0

R J

C (R}

DEMOSTRACTON

Sea R > |2,
tomando C(R): {2e@ / -R < Z < R} y los puntos:

{z e €] |2]| = Im(2) > O}
aqui F es analitica en el semiplano superior, excepto en 2 =1Z,
Ademds, para x IR, F = F(x). '
En efecto. (FIGURA 21)

Por Teorema 5.2.1 se tiene

J £(2) dz = 271 Res (F,Z,), R > |2Z,]

C(R)

C(R)

Aunque el valor de cada integral del miembro puede modificarse

cuando R crece, la suma permanece constante, luego podemos es-
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cribir
L 27 16
i 1Re
‘J F(Re*")a (Re'?) I = ‘( L
) R? +]2, |
0
la expresidn
2 216 2 - -
|R +%2,] > | R°-%Z,| por la propiedad
|2, + Za2] > %] = |22]; %21, Z2 € @
luego
T T
i R
‘J F(Rele)d(Rele)‘ < J 256 de = 2ﬂ , R > |Z,]
= . 21 _
0 o |R7e™ 42, | R* ]2, |
Por consiguiente
T
0 < lim }JF(Rele) d(Rele)‘ < lim R | =0
R0 T Row R2~|Zo|
0 bien
m
lim ‘J F(Rele)d(Rele){ = 0
R—>c o
por tanto
lim J f(z) dz = 0
R->c0
C(R)
ILUSTRACION 5.4.1
Verificar por técnica del residuo que
[ dx
converge al valor de nw/2
) x?+4
Sea F(Z) = l—-; es analitica en el plano complejo finito, -
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excepto en Z = * 2i, ademids F(x) = ! -, x g 1R.
x2+4
Si R>2, y C(R) ={Z2cC / -R<Z<R}; Im(Z) >0, F es analiti-
ca, exepto en Z = 2i; (de orden dos).
Asi
. |
a-, = F(Z) dz = 2nmi 1lim < (2-21) : — >
7521 [ (Z—21)(Z+21)J
C(R)
IO
= 271 llm.<Z+2il>
Z-21 J
a_, = [ F(z) dz = 21i(-=) = &
-t - i 2
C(R)
luego
[ F(z) dz = g-, para cualquiler R > 2.
)
C(R)
Adem&s por Lema 5.4.1, si 2 = Rele, se tiene
7
0 < lim }J F(re'?) a (Rele)~ < lim | "R = 0
R0 _R+50 R2—4
de donde
m
lim J F(ret%)arel®) = o
R-roo o

venos entonces que

lim J F(z) dz =
R0

NE
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asi
] R
3 = linm F(Re ?)d(Re™?) + 1lim [ _dx
R0 R/ x?+4
: -R
3= 0+ v.PJ dx  _ _ax
Amx2+4 iﬁx2+4
pues ésta @ltima integral converge, es decir
R ©@ [
lim J F(x) dx = v.P J F(x) dx = J dx _ T
2 2
R~ ‘o x“+4
_R -

2m

II INTEGRALES DE LA FORMA J F(cos 6, senb) do
0

TEOREMA 5.4.1

Sea R (cos 8, sen®) una funcidn racional, entonces la integral

de la forma
1

J R(cos 6, senf) df (5.13)
0

puede expresarse de la forma

1 Z2+1 z%2-1
J F(z) dz vy f(2) = 7 R 57 537
7] =
donde 2z = ele, 6 € [0,2ﬂ], Z recorre la circumferencia en sen-

tido antihorario.

PRUEBA
Sea 2 = ele

considerando
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18 —i@ 2
e +e 1 1 Z2°+1
- re = = =) = 2= 5.14
cos 6 5 > (Z + 2) 5% ( )
Y
i6 -iB
e —e _ 1 1, z?-1
sen 6 = 55 = 57 (2 5) = =517 (5.15)
dz = ielede, tenemos ds = %%
entonces
27 ,
B z°+1  z°-1, 4z
J R(cos 6, senb6)do = J F( 57 21.Z) 7 (5.16)
0 |z |=1
m
J R(cos 8, send)de = J f(z) dZ; 2 = 0 es un polo --
0 [z]|=1 simple
ILUSTRACION 5.4.2
2T
_ ds
Calcular I = J m , a > 1
0
i . iB 4z _Z%+1
Sea Z = e :, dZ = ie  df6, d6 = iz ¢ ©°s 6 = 57
luego
1 dz [ az 1 24z
= - . iz~ P 2 N
Z%+1 Z2+1, . Z°+2azZ+1
c &t oy (a+ =5y )12
(5.17)
El denominador %%+ 2aZ + 1 se anula en Z = -a * vYa? -1
donde Z, = -a - va? -1, 2, = -a + vYa? -1 son las raices asi

como a >1 entonces Z; < -1 y por consigulente es exterior a -
|Z| =1 como Z,.Z2, = 1 entonces Z, es interior a la circunfe--
rencia. En virtud del Teorema 5.2.2, se tiene que el resudioc -

en Z = Z, es el valor
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_ 2 1
-1 7 27,+2a 7,ta
luego
271 . ] .
a_; = ——==_, sustituyendo en (5.17) se obtiene
Ja?-1
I = 1 271 _ 27
T Ja?-1 Ya®-1

por tanto

2T

J a4 2w

IIT INTEGRALES ACOTADAS A LO LARGO DE CR

Se presenta a continuacidén dos desigualdades que resultan de -

gran utilidad para acotar la integral a lo largo de CR
LEMA 5.4.2

Sea f una funcidn racional, tal que el grado de su denominador
sea d-unidades mayor que el grado de su numerador. Entonces -
existen constantes M y R, tales que

3 M

| £(2) | < =5 o+ para 2] = R > R,

DEMOSTRACION
Escribamos f(Z) de la forma

n =1 n-2 1-n -n
£(7) = &_ (an fan-12 +an-22 t... ta % tacZz )

m - -

Z (b +b 2 '4b  zZ™2 4 ... +b,217M +bez™M)
n m-—1 m—

donde a, # 0, b, # 0
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Asi

lim L (5.18)
|Z|+= b+ b 2 +...+ b2

Se observa facilmente que (5.18) es acotada para valores gran-

dez de |Z| asi que el lema 5.4.2 gueda mostrado, tomando la -

|a
constante M > asi
b, |
m
n
Z
[£(z)] < | |m - M
2|
por consiguiente
|f(2) ] < M con |z| = R > R,
= a Z
R
LEMA 5.4.3 (Lema de Jordan).
Si CR es el contorno Z = Reie
si F es continua en C_: [Z] = R tal que lim max [F(2Z)| = 0
R» ZeC
R
y |F(2)] < J%  d > 0, M son constantes entonces (5.19)
R

PRUEBA

Sea 1 Rele , entonces

™
. . i6 . .
J elAZF(Z) dz = [ elXRe F(Rei9) irRe0 g6
CR 0



139

entonces
m n
. iB ) . . i . .
‘JelARe F(Rele)iReledO} < HelARe F(Re'?)ire*?| ad (5.20)
- )
0 0
pero
. if . . . i6
‘elkRe F(Rele)iReler - iARe ‘ }F(Rele){ 1elb‘lR\
_ eiXR(cos B +1 sen6)~"F(Rei9)‘R
- elAR Cos 6 - R sen@} \F(Reie){R
_ elXR cos Se— R Sene‘.’F(Rele)‘R
- elAR cos 8\ \e—AR sen@\ ?(Reie)\R
- o AR sen e}eim cos e‘ ‘F(Reie) ‘R
Si U = AR cos 6 entonces |eiAR cose| =/ cos® (U) + sen®(U) =1
queda entonces (5.20)
g 10 "
He“Re F (Re e)iRele}de = J “AR sen®lp o 16y IRde (5.21)
0 0
Luego por Lema 5.4.2 se tien que F(Rele < Ji, asi (5.21) que
da.
T
] ig ) . i . m/2
Jjel)\Re F(Rele) iRele de < M (e— RSu_ned - 2M_ Je—)\RsenGde
- ag-1 ) a-1
R o R o

(5.22)
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Se observa entonces, seglin grafica del Sen 8, para

B ¢ [0,w/2], qgue

/2
Sen § > gg, luego, la Gltima integral —~§§-[e_xR Senede queda
=~ RA-T )
0
T/2 /2
_2M [ o AR sent o 2M Je—/\R(B/ﬂ)de oM [, 1
pd-1 — g&-1 gd-1 AR
0 0 e
si R » «» entonces 21 (1 4£j) > 0
d-1 AT
R e
Por tanto
lim J e %p(z) daz =0 ;A > 0
R~co
R
ILUSTRACION 5.4.3
Evaluar la integral F = J E?E—LJEL a >0, A >0
x? +a*
0
SOLUCION
Sea la funcidn
eiAz
f(z) =
72 +a?
Considerando el segmento AB: -R < x < R De la Figura
del eje real y el arco circular P
Cr de radio R. ;
%
Por Teorema 5.2.1 se tilene gue
irz ilz ~\a 4 Y
J + J e Az _ .. pof e w _ e
BB C. Z’'+a z=ai| 2%+a?] @

Figura 22
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con la condicidn que R >a. Pero si Z eCp entonces

Sea 72 = Rele

[R2e?10 4 a7

lim - 0
R+o R? -a?

y aqui la integral a lo largo de Cgi se anula, cuando R >

se sigue entonces que

- iAZ iAzZ -Aa
lim Ue—dz+{e7dz:|=f”e

2 +a
B Cr

asi por Definicidén 5.4.1 relacién (5.11), se sigue que.

. = ’ (5.23)
x% +a? a

[ee]
iAx -Aa
Je et
tomando la parte real en (5.23) y usando el hecho de que

cos (Ax) es una funcidén uniforme, obtenemos, la integral busca-

da

8

x? +a? 2a

i

+

o))
—

@
r - J el g = |ees O g ome Tt gL a s o)
0

ILUSTRACION 5.4.4

ax
Hallar el valor de la integral F = [ dx. a e (0,1)

SOLUCION

En este caso, consideraremos



eaZ

7
1+e

y el contorno Cy mostrado en la
figura 23 consistiendo en los
segmentos de linea

Cp ,(i=1,...,4)
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A

CRa=T omi R

i
]

&‘CRA m 5=Cﬁ
0 7= G,

|\_\,__, x

R

FIGURA 23
= - 21ie®™ (5.24)
_ le®R[fedty|  g°F
1+e™.e’] T R -1

o la forma siguiente:

1

4 az
) J f(2) dz2 = 2ui Res
k=1 o z=mi (1 +e
Ry
asi
R
eax
[ £(z) 4z = J dx
é' ‘s 1 +e”
R1
-R L@ (x271)
J f(z) dz = J l+ex+2'ni
Cﬁ R
3
R a
_ 2ami J e X
1 +e*
-R
Para 72 ¢ Cé tenemos.
2
fa ) < ) [efR e
1 +eRTHY |1 +eR+ly,
eaR
Transformando la expresidn B :
e -1
eaR - 1 B 1 _
eR -1 e—aR(eR - 1) eR(1—a)_e—aR
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de donde
aR R{a-1)
e . €
ef -1 1-¢7F
luego
ea(R+iy) R{a-1)
£z | = riiy| S T P be gy
l+e Y 1 -e 2
Para 72 ¢ CR
4
a(-R+iy) -aR
(2] = Sy, | 2T
1 +e Y 1l-e
asi cuando R +« la integral de lo largo de Cé % Cé Se anu--
2 4
lan ya que a ¢ (0,1).
Se sigue entonces que
4
lim ) J f(z) dz = ( f£(z) dz + J f(z) 4z
R+ k-1 / é. -
“x 1 3
R R
2 2ami e
= J © = dx + e [ " dx
J
‘R l+e R 1l+e
R ®
2ami ed* 2ami (e
= J (1 -e ) dx = (1 -e ) =
-R 1l-e Ool+e
luego por la relacion (5.14)
2 . ax .
(1 - eah J _< dx = - 2mie®"*
w 1t+e”
[en]
eax —omq ami
J . ﬂli | (5.25)
fon 1+e” 1-e2mt
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finalmente, dividiendo (5.15) por 2ie” y cambiando signo obte

nemos




CAPITULO VI

TRAISFORMEACTCN CORFORKME

6.0 TRANSFORMACION CONFGRWME

6.1 FUNDCAMENTOS DEL MAPEO CONFORME

6.1.1 A~ Puntos y Ceros

DEFINICION 6.1.1

Sea f una funcidén compleja de variable compleja entonces un A-
ounto de la funcidén f, significa la raiz de la ecuacidn f(Z) =2,
conde A es un nUmero complejo arbitrario finito. Asi si Z, £G,
G es un dominio, es un A-punto de f, entonces f(Z,) = A, ¥y en
consecuencia, la expansidn de la serie de Laurent de f en al--

gn vecindario de Z,, es de la forma.

r’d

f(Z) = £(Z,) + £'(Z,)(Z2 -2,) + £7(4,) "+,
O bien
[ne) (k)
£(2) - A = £ 42 gy K. (6.1)
k=1 K-

si f no es constante y Z, G, arbitrario entonces en (6.1) los

k

coeficientes de £'(%2,), £ (Z,) no son tccos ceros. Sea (z-%Z,) ,

la mencr potencia de (Z-2,) con coeficlente no cero entonces -
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en (6.1) queda

£f(z) -A

Il
o9
l
NS}
o]
o
1
;l‘h
NS}
|
~—
+h
o
+
[N}
o

donde f(k)(Zo) 7 0. El entero k > 1 es llamado el orden del A-
punto Z, y Z, es llamado un A-punto simple si k = 1 y A-punto

mliltiple si k > 1. Se sigue de (6.2) y de ésta definicidén que

f(z,) = A, £f'(Z,) # 0 si Z, es un A-punto simple, mientras que
£(Z,) = A, £'(2,) =0, ..., £% )y =0, £ z,) # 0 si z,
es un A-punto de orden k. (6.3)

Desae aqui en adelante, en la determinacién de el nlmero A-pun
tos en un subconjunto I ¢ compacto, contaremos cada A-punto

un nimero de veces igual a el orden.
TEOREMA 6.1.1

Sea f analitica en Z,, entonces f tiene un A-punto de orden k

en Z, S1 y scolamente si la funcidn

¥ (2Z) = ELEL_:;% (6.4)
(Z2-2,)

es analitica en 2, y

Y{(Z2,) = 1lim ¥(2) # 0

27
PRUEBA
Sea Z, un A-punto de orden k, entonces de acuerdo (6.2) y -
(6.4), ¥Y(Z) tiene expansidn
(k) (k+1)
\P(Z) — g,__ (ZD) + f (ZO) (Z Zo) + (6 5)

k. (k+1) !
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en un entorno a %,, donde

lim Y (Z) = ——2= # 0

Z2+7Z
conversamente.

Sea Y(Z) analitica en Z,, y como 1lim ¥(Z) #¥ 0, se tiene en--
27,
tonces que en (6.5)

4 = - + ... +
¥ (2Z) a, +ta .., (2-2,)

luego sustituyendo en (6.4) se obtiene

£(Z2) - 2
a_ + a (2-2,) + = Semi
k K+ (2-2.) %
— }\ —
£(z) - A = (z-z,) [a, + a, ., (2-2,) + ]
F(2) =2 +a (2-2,)0% +a (z-2,)% 4+

(6.6)

luego por definicidén 6.1.1 f,tiene en A-punto de orden k en -

Z = Z,. Todo lc dicho acerca de A-punto implica igualmente el
caso especial donde A = 0 y lo llamaremos puntos - ceros y son
llamados ceros de f en 2 = Z,.

TEOREMA 6.1.2

Si Z, es un punto regular de g y un A-punto o polo de f donde

A # 0, entonces Z, es un polo simple de la funcidn

d r B £'(2)
9(z2) .g7 In[£(2) -2] = g(2) AR (6.7)
De hecho, la expansidén de Laurent de (6.7) tiene la forma
ag(Zo) (6.8)

7-Zp



en todos los puntos de orden a de f' la forma

rg(z,)

"2olol 4
-7,

en todo polo de orden £ de f
PRUEBA

Sea Z,un A-punto de orden o de f. Entonces en un vecindario de

Z, tendremos por teorema 6.1.1 relacidn (6.6) gue

g(zZ) = gl(Zy) +
v £(z2) - A = a(z-2,)0% +
£'(2) = an(z-2,)%"" +

asi en la relacidén (6.7) denotemos la funcidn por F(Z) y encon

tramos que

F(Z,) = [g(Zs) + ] ao(2-2,)% 4 ...
al(z-2,)% + ...J
= o 1+.
= fots ot 22
F(Z,) = ——= — [g(2,) + ] 1. oaglZo) | Como se es-
° (Z-2) o el T (2-2.) T

peraba ser de la forma (6.8)

Supongamos que Z, es un polo de orden B de f. Entonces Z, tam-
bién un polo de orden £ de f(Z) -A en algln vecindario reduci-

do de Z,, en efecto:

i
N
S

|
N

s}
I
™
+

£(z) -A

£1(2)

I
1
™
o
N
i
[\
(o]
I
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En particular si Z, es un polo de orden £ + 1 de f'(2), se si-

gue que

_ _ -(B+1)
f(ZO) = [g(zo) +.-.] Bb(Z Zo) ] —
b(z-2,) "

y se completa la prueba.
TEOREMA 6.1.3

Sea L una curva de Jordan, cerrada, supongamos que g es fun---

sobre I(L) excepto para los polos en I(L) en b,,...,h, .Ademds

supongamos que f tiene los A-puntos; a;, ..., a, en I(L), pero

ninguno sobre L. Entonces:
L[ g L BB, o (ak) - J B,_g(bk) (6.8)
271 | 9 " E(2)-A LS A x9 '

L

donde ak es el orden de a. y B8, es el orden de bk

PRUEBA

Sea Zak gla, )

k

la suma de los valores de g en los A-puntos, aj, ..., a, de £,

donde cada valor es repetido un nlmero de veces igual a el or-

den de los A-puntos.

Si suponemos que cada uno de los puntos a,,..., a,  de f, son -
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calculados un nimero de veces igual a este orden, ademés

puede ser considerada como la suma de g en los puntos A de f.

Similarmente la suma

n
) B,g(b ), luego, por Teorema 6.1.2, se sigue (6.8)

asi los valores de g a los polos de f si cada polo de f es cal

culado un nimero de veces igual de este orden.
COROLARIO 6.1.3

Sea L una curva de Jordan, sea g una funcién analitica sobre -
I(L), mientras f es analitica sobre I(L) exepto para los polos
en I(L) y no tiene los puntos A: a , ..., a sobre L, Entonces

la integral

1 £
271 J 92 D &
L

es igual a la suma de los valores de g en los puntos A de f me

nos la suma de los valores de g en los polos de f.

EJEMPLO 6.1

Si g(Z) = Z entonces
1 { m n
= | zZf'(2) _
2L ) F(zy-n 9% = L oya, = ) Bby

asi la integral (6.2) es justamente la suma de los puntos A de
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f interices a L menos la suma de los polos de £ interiores a

L.

Supongamos ahora gue f tiene Z ceros y P polos interiores a L,
donde cada cero y polos calculados un nfimero de veces igual al
orden de cada polo entonces si A = 0 y g(z) =1, en la rela

cidn (6.1) puede verse que

1 £f'(z) _ 3
'2—?]"- J —'—':—E(—Z—_ - Z P (6.10)
es decir si W = f(2Z) entonces
aw = f£'(Z) dZ luego

dw _ f'(z)dz
£(2) £(2)

daw _ f1(z)dz
W £(2z)

luego (6.10) puede escribirse

1 aw  _ £1(2) _ -
. ,[ Ege J L dz = Z-P (6.11)
L L

DEFINICION 6.1.2

Si f tiene Z ceros y P polos interiores a L entonces llamare--

mos Residuo Logaritmico de £ en relacidén al contorno L a la in

tegral
1 d - 1 £1(2) i _
VL J az 1n l_f(Z)] dz = B J f(T dz = Z P (6.12)
L L

OBSERVACION 6.1

El residuo logaritmico de f con relacidén al camino L tiene una
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interpretacién geométrica,

Sea Z, € L un punto inicial y final de la trayectoria de inte-
gracibn, si hacemos la trayectoria en sentido contrario a las
manecilla del reloj en L. Entonces 1n [f(Z[]varia continuamente
y en general regresa a %, con diferentes valores al original -

valor en Z, en efecto,
dado que
In [£(Z)] = 1n [£(Z)| + 1 Arg f(Z), entonces,

el cambio en 1ln £f(Z) es debido al cambio en Arg f(Z). Hacien
do ©, el valor original del valor de Arg £f(Z,) y 6, el valor -

en la vuelta a travéz de L, tenemos

Il

éTlT‘i‘ [In |£(z,) | + i6:] - [In [£(2o) | + i8,]

1 d -
mj g7 1n [£(2)]az

1
= 5 (6, - 8,] (6.13)

comparando (6.12) con (613) se obtiene
Z2 - P =———e =2 A BArg £(z)

donde AL Arg f(Z) indica el cambio en Arg f(Z) cuando Z reco--

rre la curva L
TEOREMA 6.1.4 (Argumento principal)

Sea L una curva de Jordan en un dominio simple conexo si f,es

analitica,en I (L) exepto en los polos en I(L) y no tiene A-pun

tos; ay;, ..., a_ sobre L entonces el nGmero de puntos A de £ -

interiores en L menos el nlmero de polos de f en L es igual al



nimero de vueltas alrededor de puntos W = A, por medio de -
W = f(Z) como los puntos Z reccorren la curva L en direccidn -

positiva
PRUEBA

Si a es un cero de orden k de f entonces,

k

£(z2) = (2 ~a) f,(2); con f, analitica en N(e) de a; £,(2) # 0
asi:

£2) = k(2 -a) " E.(2) + (2 -a)"fr(2).
luego

£1(2) _ k(z-a) " '£,(2) , (z2-a)"£1(2)

£(2) (Z —a)kfo(Z) (2 —a)kfo(Z)

£'(2) _ k. £i(2)

£f(2) Z - a £f,(2)
dado que %~ , €s analitica en N(g) de a entonces £ posee un -
polo de orden 1 con residuo k en Z = a, es decir, si a es un -
polo de orden h de f entonces
f(z2) = (2 —a)—hfo(Z), con £,(2) # 0 y analitica en N( ) de a -
asi
£'(Z) -h £2(2) . .

= + -

() 7 =a F.(z) * tiene un polo de orden 1 y residuos
(-h) en Z = a,

luego por el teorema del residuo

1 £'(2) -7 - 6.14
271 J £(2) daz Z P ( )
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donde Z es la suma de todos los Ceros de orden k de f y P es

la suma de todos los polos de orden h de f, respecto a L.
TEOREMA 6.1.5 (Teorema de Rouche’s)

Sea L una curva de Jordan Cerrada, sea f y g dos funciones ana

liticas sobre I(L), supongamos que
|£(2) | > |g(2) | (6.15)

Para todo punto de L. Entonces f, f + g tienen el mismo nimero

de ceros en el interior de L, VZ c¢I)L).
DEMOSTRACION

Como |g(Z)| < |£(Z)| en L, entonces ni f, f + g pueden ser ce-

rc en un punto de L.

Sea 7 el nlmero de ceros de £ + g, ¥Z2 e I(L) y sea @ el nfimero
de ceros de £, ¥Z ¢I(L), entonces podemos utilizar teorema -

6.1 para escribir,

£ - 0= 5 J £(2) +G(2) R EE

L

1 £'(2) +g'(2) 1 J £'(2)
Z
L

Haciendo la diferencia

7 -aq- Lt [f@lE rg@] - £ [ +g@) ]y,
271 £(2) [£(2) +g(2)]
) ]
1 [ £(2)g'(2) - £1(0)g(2)
2mi

271l
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1 Jf(Z)g'(Z) - £'(2)q(2) 1 a7
o271 - 12 glZ)
. D Ry
luego se obtiene
_ 1 gz)] 1
2= 0= g | (HE o @
L £f(2)
sea F(z2) =1+ 92, f£1(z) # 0entL (6.16)
£(2)
asi
_a. L [EUD)
£-0=50 J Frz) 92
luego tenemos por hipétesis que |f(Z)| > |g(2)]| entonces
[£(2) | > 1 es decir \g( )| < 1
|g(2) | | £(2) |

Por consiguiente en (6.16) tendremos

|g(2) |

|F(z) - 1]
| £(2) |

Esto significa que la curva cerrada descrita por

W = F(2)
cuando Z recorre L, no puede rodear el punto W = 0, luego
1 F'(2) _ -
2ﬂiJF(Z) =0y 2=

por tanto

f +g tienen el mismo nimero de ceros en el interior -

de L.
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TEOREMA 6.1.6

Sea f; DcC —— > € una funcidén analitica en el punto -
Z, WA £(Z2,) =W,

Z = 2,, donde este tilene un cero simple W,. Entonces existe un

vecindario N(Z,) (en el plano Z) un correspondiente vecindario

N(W,) (en el plano W) tal que todo punto en N(W,) tiene imagen

inversa en (Z,)

PRUEBA
Sea

Y: |2 - 2] = ¢
un circulo tal que f no tenga un W, cero en I(y), excepto en -
Z = 7,, entonces en tal circulo debe existir un vecindario -
N(Z,); puesto que de otra manera Z, podria ser un punto limite

de W,asi f'(Z,) # 0, que es contrario a la hipotesis de que Z,
es un cero simple de W,, por tanto existe N(Z,) en el plano Z.
Escogiendo el vecindario N(Z,) de I(y).
Sea

r = £(y)

la imagen de Y bajo el mapeo W = f, sea ¢ la distancia entre -

We ¥y 'y asi N(W,) es el disco

|lWw-w,| < &.

Entonces si W es un punto arbitrario de N(W,), se tiene que
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>4 > |W-W,|, V¥Zey
luego, por teorema de Rauché's se tiene que
£(2) - W, vy f(2) - W= £(2) = W, + (W, - W)

tienen el mismo nmero de ceros en el interior de y, pero -
f(Z2) - W, tiene solamente un cero en el interior de Y. por --—-

construccidén, identicamente.

£(2) - W
Por tanto, W tiene una imagen inversa en N(Z,) (6.17)
COROLARIO 6.1.4
Sea f una funcidén analitica en Z = Z,, donde f tiene un cero -
simple W,. Entonces la funcidn inversa f_1(W) existe y es va--

luada en un vecindario de el punto W = W,.

PRUEBA

Por aplicacién del Teorema 6.1.6 relacidén (6.17)

TEOREMA 6.1.7

Sea f una funcidn analitica en el puntec Z = Z, donde f tiene -
W, ceros de orden k > 1. Entonces existe un vecindario N(Z,)

y un correspondiente vecindario N(W,) tal gue todo punto en -
N(W,) tiene a menos 1 y a lo sumo k im&genes inversas diferen-

tes en N(Z,)

PRUEBA

Sean v, N(Z,), T 'y N(W,) los mismos como en la prueba del Teo-
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rema (6.1.6). Entonces puesto que f£(Z) - W, tiene k ceros inte
riores en Yy es decir, f(k)(ZO) # 0, lo mismo es cierto para -
f(Z) - W. Sin embargo f podria tener multiples W - ceros en -
puntos de N(Z,) o bien en 72 = Z, asi podemos solamente asegu--

rar que todo W € N(W,) tien al menos 1 pero no mads que k dis--

tintas imdgenes inversa en N(Z,) (6.18)
COROLARIO 6.1.4.1

Sea f una funcidén analitica en Z = Z,, f tiene W, cero de or--
den k > 1. Entonces existe un vecindario N(Z,) y un correspon-

diente vecindario N(W,} tal gue todo punto en (W,) excepto W,

tiene precisamente k imdgenes inversas distintas en N(Z,).
PRUEBA

Sea vy muy pequeno (p + 0) y en la prueba del Teorema (6.1.7),
relacidn (6.18) f(2) - W, vy £'(Z) no se anulen, en ningGn pun-

to interior a y ademé&s del punto Z = Z,.
COROLARIO 6.1.4.2

Sea f una funcidén analitica en Z2 = Z,, f tiene W, cero de or--
den k > 1. Entonces la funcidn inversa f_1(w) existe y es k-vg

luada en un vecindario del punto W = W,.
Por la relacidn (6.11) Teorema 6.1.4. Se prueba.

TEOREMA 6.1.8

Si1 f no es constante y es analitica en un dominio ID, entonces

f(ID) es también un dominio.
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PRUEBA
i) f(ID) # ¢ va que £(ID) es conexo.
1i) A probar que f(ID) es abierto.

Sean W, un punto arbitrario de f(ID), 2, € ID imdagen inversa -
de W, asi 2, es W, cero de orden k de £, k ¢ E+, luego por -
teorema 6.1.4 existe un vecindario N(W,), v N(Z,) ¢ID tal que
todo punto en N(W,) es la imagen de un punto en N(Z,), pero es
to implica que N(W,) cf[N(ZO)] cf(ID) y en consecuencia W, es
un punto interior de f(ID). Asi f£(ID) consiste enteramente de

puntos interiores.

LEMA 6.1.1 (Lema de Schwarz's

Sea f una funcién analitica en el disco IK: |Z| < R, £(0) = 0,
supongamos que
|£(2)| < M < », ¥Z ¢ IK. Entonces
[£(z)| < % 2| , VZ e K, y ademds (6.19)
M
' <  —
£ 0] <3 (6.20)

La igualdad en (6.19) es verificada si y solamente si

£f(Z72) = % eiaZ, a £ IR.

PRUEBA

Por expansidn de la serie de Taylor

f"(O)

£(2) = £'(0)Z + 57

Z% o+ ... ; (2

(]
=
~

pero £(0) = 0 (por hip&tesis), es claro que la funcidn



es analitica sobre |2

Sea Y, el circulo |Z]|

por teorema del mbédulo

|v(z)| <
sl p —> R se tiene
|¥(2) | <

Si 2 # 0 y sustituimos
[£(2) | <

si Z = 0 entonces Y (0)
re la forma

| £'(0) | <

Ademds, la igualdad es
lo mdximo, si Y(Z) es

ble representar a ¥ (2)

il

ol =

¥ (2)

£(2)

o=
()
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< 1, tomando f'{(0) en Z = 0.

= , donde 0 < p > R. Dada la inecuacidn

, YZ € yp

maximo, resulta

M

-, VZ ¢ I )

0 v,

que

% ) VZ ¢ IK (6.21)

por Y¥(Z) en (6.21), obtenemos
M
g 121

= f£'(0) y en consecuencia (6.21) adquie

o=

posible de acuerdo al teorema del mddu-
constante sobre IK, debido a esto es po-

de la manera
iq

e”", o bien

i
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6.2 PRINCIPIOS GENERALES DEL MAPEO CONFORME

6.2.1 INTERPRETACION GEOMETRICA de Arg f'(Z), |f(Z)| y MAPEO

CONFORME.

Sea Y un camino con ecuaciones 2 = A(t), t ¢ [a,b] Y suponga--
mos A(t) diferenciable en t, c¢ [a,b|. Sea t una sucesidn ar
bitraria de puntos en [a,b|, convergente a t,, (t  # to); Con-

sideremos el cociente de diferencias

o = _itﬁ)_‘ti(to) (6.22)
entonces o > o, = A'(t,) cuando n > oo,
DEFINICION 6.2.1.1
La curva Yy se dice gue es tangente en el punto Z, = A(t,) si -
el limite
6 = lim Arg o (6.23)

n-—+0
exliste. Es decir, si para € > 0 existe un entero N(g) > 0 y -
una sucesién {6,} donde cada 6 es valuada en arg a_ tal que -

|6 - 6] < €, ¥n, n > N(g).

n

OBSERVACION

0 se define solamente dentro de un multiplo de 21 y el &ngulo

0 siempre serd medido desde el eje real positivo a la tangente

T.

Geométricamente la tangente a y en Z, s representada por el -

rayo T emanado desde Z, cual forma el &ngulo 6,si A'(t,) # 0,
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entonces Yy tiene una tangente en Z,, dado que

lim Arga, = 6 = Arg o= A (t,)

n->w

TEOREMA 6.2.1.1

Sea D un dominio, f una funcidn continua, de una variable com-

pleja, definida sobre D. Supongamos que f tiene derivada -
f'' # 0 en 2 = Z, y

sea Yy una curva el cual pasa atravéz de Z, y tiene una tangen-
te T en Z = Z,. Entonces W = f mapea y dentro una curva L en -
el plano W el cual pasa atravéz de los puntos W, = f(Z,) y tie
ne una tangente T en W,. Ademds la inclinacidn de T sobrepasa

la inclinacidén de 1 por el angulo Arg f'(Z,) .

DEMOSTRACION

Sea z = A(t), t ¢ [a,b], la ecuacién de Yy y sea Z, = i(t,)

por hipdtesis

O = lim arg o existe, donde a  es dado por (6.22)
>
Ast
W= f[A(t)] = n(t) te [a,b] (6.24)
donde W, = £(Z,) = £ A(t,)] = n(t,). Sea {tn} una sucesidn de

puntos en [a,b] convergente a t, y sea

_on(t J = n(ty)
Rn = -———tnT— (6.25)

asi, la tangente a L en W, tiene la inclinacidn

8 = lim Arg R (6.26)

n-—-co
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Previniendo la existencia del limite podemos expresar (6.25)

de la forma.

Rn = n(tn) ‘_‘_T](to) ) /\(tn) —._}\(ti)_
tn - to ) Xﬁni—ﬂtﬁ
Ry = nitn) - n(t,) Altn) - A(t,)
BT (en) = A (t,) tn - t, ’
Para A(tp) # A(t,) si ty, —> t, y se supone ademds que y tie

ne una tangente en 7z,

por consigulente

. . ty) - nlty) AEn) - a(ty)
lim Arg R, = lim Ar nity °s . a el =
n-—coo g " n-—->oo 9 A(tn) - A(to) tn - to ¢
_ - nitn) - n(ty,) . Altn) - A(ty)
= lin Arg °- . lim ~ o = ¢
- Alt,) - A (t, I t, - to
sea Wp = n(tn), >\(tn) = an
) Wp, - W, W
lim Arg|—5+—=2 .an| = ¢
n--co Zn - Z° J
lim A . W, - W, : .
im Arg R, = lim Arg Zn—:—2~ + lim Arg o, = ¢
n-o> < n-—-o n o
L W, - W
¢ = lim Arg B——9 + ¢ (por 6.13)
n--co in - Z°
. Wn - WO . . - .
¢ = Arg lim — + 8 , O6: Inclinacibn de 1 en Z,
n-—+w n o

¢ = Arg £'(Z,) + ©
Por consiguiente

Arg £'(z2,) = ¢ - 0
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o bién

si A'(t,) # 0. Entonces t, ¢ [a,b]

¢ = Arg n'(t,) Arg[f'(Zo).A'(to)].

¢ = Arg £'(Z,) + Arg A'(t,),

=4
il

Arg f£'(Z,) + o
OBSERVACION 6.2.1.1

Ahora sea Y; y Y. dos curvas con punto comln Z = Z,, inicial,

tal que tienen como tangentes T, y T respectivamente, y supon
gamos que el &ngulo entre 17; y T; es medido desde 1, a 1,. Su-
pongamos Yy; Y Y, tiene imdgenes L, vy L, bajo f para 2 ¢ ID. En

tonces, de acuerdo al Teorema 6.2.1.1, si f£'(2,) # 0, L, y L,

tienen tangentes T, y T, en el punto W, = f(Z,), donde T, y T,
se obtienen rotando 7, y 1, atravéz de Arg f'(Z,). En conse---
cuencia el angulo entre L, y L; es igual al &ngulo entre Y, y
Y2 y es medido en la misma direccibdn, por igual desde L; y L

En otras palabras, una funcidén continua f = W que posee deriva

da £f' = 0 en Z Z, mapea toda curva del plano Z al plano W -

por medio de W f, en %4, y tiene tangente en W, ademds preser

va los angulos entre curvas.

DEFINICION 6.2.1.2

Sea ID un dominio f: D ¢ € -—> € una funcidn analitica en -
2 = 2, ¢ D tal que f'(Z,) = 0. Se dice gue f es un mapeo con-
forme o que f es una transformacidén conforme en Z = Z, Si1 pre-

serva los angulos entre las curvas definidas en ID.
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COMENTARIO 6.2.1.1

i) El mapeo conforme que preserva las direcciones es llamado

mapeo conforme de primera clase.

ii) El mapeo conforme que invierte las direcciones es llamado

mapeo conforme de segunda clase.
DEFINICION 6.2.1.3

Sea D un dominio y f una funcidn analitica sobre ID. Entonces -
se dice que f es un mapeo conforme en todo D si es conforme en

cada punto Z, e D y £'(Z2) # 0, ¥Z ¢ ID.
ILUSTRACION 6.2.1.1

En un punto donde la derivada se anula, puede 0 no preservarse
los &ngulos, como puede verse por comparacidén de los mapeos si

guientes:

Sea fi: ID ¢ C > T: £,(2) Ao 22

> C: £,(Z2) > rZ, f2: ID cC

en 2 = 7,

Sea 2 = re'%; £,(2) = r?(Cosd¢ + i send), f2(2) = r’(cos 2¢ + i sen 2¢)

il

Sea Arg f'(Z,) la rotacidn gue causa a la curva Y en el punto
Z = 72, £ vy cuando transformando a la nueva curva L = f(y) y el
nuevo punto W, = f£(Z,). En particular, si f'(Z,) # 0 es real -
positivo, las tangentes y en Z = 2, vy L en W = W, son parale--
las en la misma direccidn asi en

|£(2) - £(Zo) |

]f'(ZO)| = 1lim
A |2 - Z,|

los ntmeros |2 - Z,| v |£(2) - £(2Z,)| son las distancias entre
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los puntos Z y Z, en el plano Z y las distancias entre las imd
genes f£(z) y f(Z,) en el plano W respectivamente. Asi interpre
tando.

|f(2) - £(Z,) |
|2 - 2,]

como la magnificacidén del vector Z-Z. bajo

el mapeo W = f. Podemos considerar entonces que |f'(Z,)| como
la magnificacidn en el punto Z = Z, bajo W = f, puede verse en

tonces que, el tamano de la magnificacidén en el punto 72 = Z, -

no depende de la escogencia del vector finito Z - Z, trazado

desde Z,, puesto que lf'(Zo)| no es la magnificacidén de cual-
guler vector semejante, mas bien gueda limitada la magnifica--

cidén cuando Z -+ Z,.

DEFINICION 6.2.1.4

Sea ID y B dos dominios en el plano complejo, sea W = f una

funcidén inyectiva y analitica mapeando ID sobre L. Entonces
W = f es llamada mapeo conforme de D sobre G, ademds G es lla-

mada imagén conforme de I, ¥Z ¢ ID
TEOREMA 6.2.1.2

Si G es una imadgen conforme de un dominio ID. Entonces ID es -

imdgen conforme de BG.

DEMOSTRACION

Sea W = f una funcidén f: © ————> 5, definida sobre T, in--
Zz s £(Z)=W

yectiva y supongamos que Z = f (W) = ¥(W); ¥Z ¢ G es continua

sobre ID, entonces si f es diferenciable en Z = 2, ¢ ID y si -
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fﬁ}zo) # 0, la funcidén 2 = f (W) = ¥(W), ¥W ¢ G es diferencia

ble en W, = f(Z,) €G, vy

1
YI(W) = =
f£§Zo)

en efecto
Dado que W = f es inyectiva, si W # W, entonces

£ (W) # £7'(W,) = 2 # Z, y por consiguiente

Y(W) - Y(W,) Z - 2, _ 1
W - W, Wo-We o W,
Z - 2

o

Ademas, dado que Y es continua sobre G entonces Y (W) - V(W,)

como W =+ W, consecuentemente Z2 -+ Z, como W - W, Por -
consiguilente
vi(We) = lim £ 2 x) _ 2 - 1 _ 1
o - - J
WaW 1im W-W, 1im f(z)-f(z,) fD§Z°)
Z-2, Z -2
Z>Z zZ>z

con fﬁ;zo) # 0

luego £ = W es una funcidn continua y analitica en Z Z, Y -

w;ml(wo) tambien lo es. Por definicién 6.2.1.3 ¥! # 0 por lo -
que se sigue que Z = £ = ¥(W), VW € © es conforme y I es -

imdgen conforme de ©.

TEOREMA 6.2.1.3

Si & es imdgen conforme de un dominio Dy si E* es imAdgen con-
forme de un dominio G. Entonces G* es imdgen conforme de un do

minio ID.
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PRUEBA
Se sigue de la diferenciacidn de composicidén de funciones.
TEOREMA 6.2.1.4 (Teorema de la transformacidén de Riemann)

Sea ID un dominio simplemente conexo de €, Z, ¢ ID. Entonces -

existe una funcidén W = f inyectiva que mapea 1D conformemente
sobre |W| < 1 que satisface la condicién f(Z,) = 0, f'(Z,) > O
PRUEBA

Supongamos W = g(Z) otra funcibn que satisface la misma condi-

cidén que W = f(2), ¥Z ¢ ID. Entonces por teorema 6.2.1.2

V(W) = fig_l(W)\ es analitica, sobre el disco unita

rio, satisface la condicidn

y(0) = £[g ' (0)] = £(Z,) = 0, ¥'(0) = £1(2.) > O

_ 1
g'(Z,)
y mapea conformemente el disco unitario, sobre si mismo, luego

por lema de Schwarz's se tiene que

[ ¥ (W) [ < W

[£(2)] < |g(z)| , ¥z ¢ DD (6.27)
intercambiando f y g

lgtz)| < |£(2)] (6.28)
de (6.27) y (6.28) se obtiene

[£(2) | = [g(2)]
que es equivalente a

Y (W) | = |w| < 1 (6.29)

aplicando nuevamente el lema de Schwarz's se obtiene
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V(W) = W eia
pero ¥'(0) > 0 y en consecuencia eiu = 1, es decir,

Y(W) = W
por tanto g(Z) = £(2), ¥Z ¢ ID, se infiere entonces que W = £
es un mapeo conforme en un dominio ID sobre f(I) (por teorema

6.2.1.2).

6.3 ALGUNAS TRANSFORMACIONES CONFORMES

En el contexto del capitulo I se presentd el estudio de la -
transformacidn bilineal, deduciendose asi una secuencia de -
transformaciones, asi, se deduce entonces; por los fundamentos

del mapeo conforme que la transformacién bilineal es una trans
formacidén conforme. Utilizaremos estos conceptos, para poder -
determinar asi otras transformaciones conformes, de mucha uti-
lidad, para resolver problemas matemdticos y fisicos, mediante

una técnica mds apropiada.
TEOREMA 6.3.1

Sea %Z,, cualquier punto P en semi plano superior del plano Z,

entonces la. transoformacidn

\ aplica conformemente sobre el -
o)

_ Z
W= \Z-2

interior del circulo unitario |W| = 1 del plano W.
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PRUEBA

De la figura 24

iy

"
} ?\GMO Z ¢ Plany W

\
P‘l
A NP F
==“E - o -
0 n
J
FIGURAS 2 4
consideremos la rotacidn
w=el% g
- Z - 7
el punto Z del plano 2 puede expresarse como 24 = E—:_%A
‘o
i Z - . .
luego, W = ele° f———gi es la transformacidn
Z - Z,
de la figura en el plano W.
i Z-7 . i Z2-7 4-2
I e |
7~7 4 77 | 2-7, |
del recorrido en A;F se tiene gue y = Q, X = -», + v, (eje -
real)
X+iy = (Xo+1vo —-Xo
[w| = \ Y v Y )| = L§~§—L = 1 recorre la fronte-
| x+iy - (zo-1iye) | ®=Xc |

ra del circulo.

corresponden a A' y '
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Ademds si 7 estd en el plano superior se tiene que |W| < 1
en efecto
'z - 2,| < |2,-%Z,|, como puede verse en la Figura del -
plano Z.

y la igualdad se consigue con la frontera

Wl =1 = |2-2,| = [2-Z,]
Por tanto todo punto Z, del semiplano superior del plano Z apli
ca conformemente sobre el interior del circulo unitario.

ILUSTRACION 6.3.1

Verificar que la banda infinita de ancho "a" definida en el -

plano 72, aplica al semiplano superior, por medio de la trans--

.- mZ/a
formacidén W = e / .

SOLUCION

Consideremos las Figuras y los puntos definidos como sigue:

Plano z Plano w
Y. v \
C B 4
a
S | e A B c|p E_ Py
D E F —1 1

F I GURAS 25

Sea Z = x + 1y, entonces W = U + iV =

en efecto:
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W = e1T(x+iy)/a - e';A. ela—y
1l
ER oy Ty, |
= e . cos[(u—) + i sen (?;)|
de donde
iT T
P T a2 ” TY
U =¢e cos ( g), V = e sen (-5) (6.30)

Siguiendo la trayectoria de los puntos D E F en el eje real x,
>

se tiene que y = 0 en el plano Z.

Asi en (6.9) se tiene.

T
—. X
U=e° V = 0, el eje real positivo en el plano W

senalados por los puntos en la trayectoria D'E'F’

Si Z = 0 entonces, W = 1 senalado con E'.

Para la trayectoria senalada en D (eje real), (y =0, x==); y

en F, (y = 0, x = + «) se obtiene
i T
— X ) — X
W=1UH+2iv = &2 cos(“g) = lim e® = 0.
oy —co

y obtenemos W = 0, (D' en el plano W)

en F. y =0, x =+ «, gse obtiene W = «, (F' en el plano W)

Siguiendo la trayectoria A B C: la rectoa y = a, (plano 2Z)

-

en (6.30) se obtiene:

S

X
U = e cos (1) , V = e .sen(m)

o=
=

=
%

U=-e ' V = 0. eje real negativo en el

plano W. (6.31)
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senalada por los puntos A'B'C'.

Para la trayectoria senalada en A, se observa que x = + ©, y =a
yen C: x = - », v = a, aquli se observa que W = - ® en A' y -

en C',W =20

Para los puntos y ¢ (0,a), xg (-», =), se aplican los puntos -

Gnicos en el plano W, de coordenadas UV, con U > 0.
DEFINICION 6.3.1
Sea F; una funcidén analitica en una regidn R; (Figura 26).

Supongamos que podemos hallar una funcién F. analitica en R, -

tal que F, = Fg, ¥Z, Z ¢ RiN R, entonces dirémos que F, es =~

una prolongacidén analitica de F,. Esto significa que existe
una funcidén F analitica en la unién de las regiones R; y Rz =~

tal que.

F(Z) = F;(Z2) en Ry. y F(Z) = F.(Z) en R,. Realmente para ello
basta que R, y R, tengan solamente un pequeno arco en com@n -~

tal como A B C en la Figura 26

FIGURAS 26
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DEFINICION 6.3.2

Sea F; y F, dos funciones definida en el plano cowplejo Z, su-
pongamos que F, es analitica en la regidn R; (Figura 27) tal -
gue F, toma valores reales sobre A B C del eje real. Entonces

la prolongacidén analitica de F; en la regidn R, se expresa ne-

diante:
vl
F,(Z) = F,(2) & bien
si F(Z) = ) an(Z-x,)' entonces, ==
n=0
F(z) = ) an(Z-x,)" = F(2)
n=0
v
OBSERVACION:

FIGURA 27

El resultado se puede exten
der a casos donde A B C es
una curva en lugar de un seg
mento de recta, ademés la -
prolongacidn analitica puede
extenderse an F, funciones

para R, regiones.

La definicidn 6.3.2 es conocida como principio de reflexidn -

de Schwarz,.

ILUSTRACION 6.3.2

Probar que F](Z) = ( t’e “%dt es analitica en todos los puntos
J
0

4

Z. Para los cuales Re(Z) > 0 y encontrar una funcidn Que es
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la prolongacién analitica de F,, en el semiplano Re(Z) < 0

SOLUCION
Resolviendo la integral F,(Z) = [ tae_tht, por partes, tenemos
p gt I ezt 3t A
Jt3e dt = lim —— t7 = (3t°) + (6t) — -
l Z 2 3
Moo Z Z
0 LM
o2t |
- (6) |=——|p
L gt J
= <lin ° —% 3 ‘éf = ;z - 6MM7 * ‘*QME]>
| M+ 2" e z3e”"  z%e 7|
=5 sire(m >0
ZH
Para Re(Z) > 0 se tiene que F,(Z2) = 5 es analitca ¥Z # 0,
A _
puesto que F,(%Z) = F,(Z) para Re(Z) > 0, vemos que [',(2) = =
ZH

debe ser la prolongacidn buscada.
TEOREMA 6.3.2 (Transofrmacidn de Schwarz - Christoffel).

Sea I' un poligono cualquiera definido en el semiplano superior,
del plano W, tal que I' tenga W, o (i =1,2,...,n) vertices; -
con regidn de im&gens definidas en el plano Z, por medio de la
transformacidn con forma W = f. Entonces, la transformacidén -
que mapea todo punto interior y su frontera del poligono, so--

bre el semiplano superior del plano Z estd dada por:

/M =149 4 p (6.33)

DEMOSTRACION

Sea ' el poligono cualquiera de n lados, definido en el semipla



176

no superior del plano W, tal que tenga Wi (i = 1,2,...n) verti

ces, y los n lados no se intersectan entre si.

Sea W = f la tranformacidén biyectiva, desconocida, que mapea -

la regidén imdgen en el semiplano superior Z.

Sea X1, X2, ..., X5 , los puntos imadgenes que corresponden a -
los vértices wi, w2, ..., wn , definidos en el eje real (ver -
figura 28).

asi cada lado cdel poligono,

por ejemplo el lado wi, w: "

Wy
se transforma sobre un seg \\////) NN y

mento del eje real, en éste

caso, en x,, X,, tenemos - FIGURA 28

W f trasforma un segmento

de recta para g real.

en efecto:

Si Arg(w, - wp) = [, entonces (w - wl)e_iBes real

luego por el principio de refleccidn de Schwarz, se tiene que
w = f puede extenderse analiticamente a todo el semiplano infe
rior. (La reflexidn del semiplano superior con respecto al seg
mento x;, x: del eje real)

Asi también se conocen los valores de esta extensién en fun---

cidén de los valores f (%) del semiplano superior: (w—wl)e—iB to

ma los valores conjugados en los puntos conjugados.

Continuando este proceso para el lado w2, wi y el segmento -
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real x2, x3, tendrémos

iR

(w-w2)e = (w—wz)elAfg(W:—;—w_,)

toma valores conjugados en

los puntos conjugados, ordenando este proceso tendremos:

LADO ARGUMENTO VALOR REAL PLANO 2
(Wa—wy) Arg(wz—wy)=[, (W'Wl)e_iel = (W—Wl)e_iArg(Wz-w1 ) X1, Xo
(W3-W2) Arg (W3—W2) :[32 (W—Wz)e—lbz = (W—Wz)e—lArg(wa_wz) X2 ,%X3

_ v . -ig ~iArg(w . ~w ) ]
(wk+1va Arg(wkar1 wj}- £, (W Wi)e k= (w wk)e k+t1 'k X%,

Sea w un punto interior a [' v sea w*¥ la transformacidn defini-
da por
w¥ = aw + B ; o y £ son etes complejos, tal que |a| =1

Yy &, B dependeradn del lado el cual se hard la reflexidn.

asi
dwr _ 9w
dz dz
Y
dw* d*w
= g
dz? dz?
entonces
dzw*
dw* d*w dw
dz az - ‘d[/a'z
pongamos
wl - f£'(z) _ g(z) (6.34)
wl fl(z)

g es analitica, para los puntos Z, para los cuales
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f" vy f' son analiticas, excepto para los puntos donde f'(Z) =0
asi, f es analitica en el semiplano superior, también lo son -
f" y f', ademds f puede extenderse analiticamente sobre el pla

no inferior asi:

g es analitica Im(Z) > 0, Im(Z) < 0, excepto donde f'(Z) = 0
como se requiere que la transformacidn sea conforme en

Im(Z) > 0,
entonces f'(Z) # 0 para Im(Z) > 0 luego por el principio de re
flexidn también lo es en Im(Z) < 0, por consiguiente el Gnico

lugar posible de los puntos singulares de g es el eje real.

Si g es analitica en todos los puntos del eje real con la posi

ble excepcidn de los puntos x;,X2,..., X,, entonces:
Sea ¥, un punto interior de uno de los segmentos (Xi’xi+1) y -
W, su imagen en el lado del poldgono (wk, wk+]).
Sea Bi = Arg (wk+1 - wk), tal que (w - wo)e—iﬁk sea real, para
Z real y en el intervalo (Xk’xk+1)' Entonces:

(w—wo)e—in = ; an(Z—xo)n, para |Z - x,| muy pequeno,

n=jp

y los coeficientes ap, a ... son reales. Puesto que la -

p+1’
transformacidn cerca de¢ X, lleva una linea recta (con angulo -

m) sobre una linea recta (&ngulo ) entonces p = 1 y a; # 0, -

es decir £'(Z2) # 0 en 2 = X,-

En consecuencia g es analitica en los puntos 2 # X1,X2,...X%
n
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- Sea a el angulo interno del poligono en el vértice W oy --
Arg (W, - W) = B

(ver fig. 29)

Wy, 2

LN Npoa XNkoo

F IGURAS 29

Entonces
-1 _ N
Arg(wk+] - Wk)e k = 0 , para el segmento (Xk'kk+1)
N Arg(ak+1) para el segmento (Xk+1’ Xk+2)
De aqui que
.3 Wﬁ/dk+1
[Wk+1 - We 'kJ sea real y continua para Z en
el segmento (Xk’ xk+2) v analitica para Im(Z) > 0
Por aplicacién de la definicidén 6.3.5 se tiene:
_ip Ww/rk+1 = .
[(Wk+1 - We kj = ni]c (2 —xk+1) ’ cn eIR, c1 # 0
(6.35)
Resolviendo para W = W(Z). Se tiene en (6.35) que:
Tr/ak+1 -
- -if — _ _ n-1
[(w(z) W, e k} =z -x ) ) c (Z-x )
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de donde
Prer k1
_ _ 1By 1l _ n-1 i
w(z) - w_ .. S (Z-x, ) ) c (% % ) }
n=1 J
e uk+1 [ o 1 k+1
, — - ‘k —x _ n-— 4
W(2z) W e TR (Zex )T ‘ e (2= )
-n=1
{6.36)
1o cual es de la forma
Al +1
- :Lp]_~ _ il . . L
W(Z) wk+] + e (Z Xk+1) es analitica y distin
ta de ceroen z = x
k+1
Por consiguiente
- o /=1
W'(z) = e "k(z - Xk+1) ki es analitica y dis
tinta de cero en Z = X asi por relacidn (6.34)
Gy
W) _}\ﬂ+1 -1
gl(z) = 2. = _———— + (analitica en X 1),
W' (Z) Z - Ak+1 k+

es analitica excepto en el polco de primer orden en cada punto

imdgen de vértice, de los puntos X;,..., Xy el residuo en --

uk
ET_1
g(z) = —
k=1 Zxk
S bien o]
n —k—T @ e 1
W' (2Z) b k
g(2) = vy = L orex = L (5 -0 5=
W' (2 = Z X, Loy T Z X,



luego

log

log

log

de donde

log

o
k+1
como —

sea C 1

que:

1

1

1

asi

log W' (Z)
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W"(z)] £ 1
B = log (= - 1). ——
(7 L g - =
[W (Z) - i P,
y : v . [ 1]
W"'(z) -log W'(2) = E log (—— -1) + log T
kzjl_ L k}J
n Ci,k
W"(2) -log W'(2) = ) [log (- - 1) + log (1) -log (Z—xk)]
k=1
K n o n
W'(z) = log (—— - 1) - [ log (= - 1) + ) log (Z-x)
! k=1 k=
- 1, es un nlmerc real positovo, luego
OLk+1
cg ( - - 1), y por propledad de logaritmos se tiene
n uk
og W'(z) = ) log [(— - 1)(2 - x )] + logC
K= i} k
n Cik
og W'(2) = (= = 1) log (Z - x ) + log C
k=1
ak] 1
n — = i
og W'(z) = } log (2 - xk) m + log C
k=1
o o
k k
(—) - n (—) -1
n _ Ll log (C) _ o (i
_ Z elog(é—xk) = C Z (Z Xk)
k=1 k=1
ar
n 0fb)—1
= ) Clog (2 - x )
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- 2
() -1 (=) -1 (=) -1]
log W' (2) = C | log(Z-x,) + log (Z-x») +...+ log (Z-x ) J
- o, o o o
2
(=) -1 (—) -1 (=) -1 ,
log W'(Z2) = C log | (Z-x1) (Z2-x5) (2—x,) J
o
n (—;:—)—1
' —_ —
W'(z) =C kL[1(Z Xk)
Por tanto
Z a
" n ()=
W(zZ) = C [ I (z2-x,) dz + D (6.37)
k=1 k

La relacidn (6.37) es la férmula de Schwarz Christoffel para --
la transformacidén conforme de un poligono sobre el semiplano su

perior.
ILUSTRACION 6.3.3

Encontrar una funcidén la cual aplica el interior de un tridngulo
en el plano W sobre el semiplano superior del plano Z, seglin se

indica en la figura 30

Plano w Plano 2

v AT S
R ;

-~
R
=
b
£ I
0.

FIGURAS 30
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SOLUCION

Sea P(W = 0), Q(W = 1) los vértices del tridngulo gue se apli-
can a los puntos P'(Z = 0) v Q'(Z = 1) sobre el plano Z y el -
vértice R se aplica en el punto R'(Z = «); observese que todos
los puntos del segmento PQ solamente los traslada al plano Z,

formando el segmento P'Q' en el eje real del plano Z, y al ro-
tar el segmento QR un &ngulo (m -B8), se obtienen los puntos -
del segmento Q'R' sobre el eje real del plano %, pude usarse,

cualquier sentido de rotacidn.

Los puntos interiores del poligono, por el principio de relec-

cién de Schwarz, los manda al plano superior del plano Z.

Por aplicacidn de (6.11) se obtine.

1
/ - -
W=C J (Z - O)(a,ﬁ) Tz - l)(B/ﬂ) 147 + D
0
]
- Q2 -
W=_cC J g (&M =Tg o gy B/M1gz 4 p (6.38)
0
si W= 0 cuando Z = 0, asf en (6.38) se obtiene D = 0
si W= 1 cuando Z = 1 entonces, sea { un punto interior al -

tridngulo PQR

luego, :
(0/7) -1 J (/T =T gy (B/D) =1

1
1=c Jg (C_l)(B/ﬂ)—1
0

dg

dg = %

0

:
_ J /M= B g

0

Q)+
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Resolviendo la integral (6.39)

Sea t =1 - ¢

1
_ %_ _ f (1 - ) @/M =T B/M=1 4y
0]
1
% _ J fB/MI=3 gy la/mmag,
Q
haciendo m = B8/m, n = o/7 se tiene
1
Lo g1 - o Yae; la funcién beta; B(m,n)
c - t (1 - ; que expresa la funcibn beta; ,n
0

La cual se define por

'(m) .l (n)
I (m+n)

B(m,n) =

luego aplicando la funcidén Gamma queda

é - j L@/ g gy (B/M =34 o T(G/TL;E:B/H)
0 m
de donde .
r(%Ie,
Czr&rg
i i

sustituyendo en (6.11) se obtiene finlamente
reE (0/B) -1 (B/i0) -1
W= ————— g (1 - ¢) dc
)

o B
T(F)T(F

0
observando que C es la longitud del lado PQ del tridngulo PQR,

por tanto
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Z

W = Joz(a/ﬁ)—](l - Z)(B/ﬂ)_1dz es la transformacibébn buscada.
0



CAPITULO VII

APLICACICNES Dt LA TRAKSFORMACION

CONFORME EM MECANICA DL FLUIDOS

7.1 CONDICIONES FISICAS - MATEMATICAS

7.1.1 Funciones conjugadas armdnicas

DEFINICION 7.1.1.1

Sean U(x,y), V(x,y) dos funciones reales de variable real defi
nidas en un Dominio T, se dice que U(x,y) es armdnica en T si

las derivadas parciales

80 9u 070 370 27V
ox’ oy’ . _2" 9xoy

gX

’ ———

ay?
existen y son continuas sobre G y si para todo punto de G, -

U(x,y) satisface la E.D. parcial

5°U U
dx’ 0y

=0 (7.1)

DEFINICION 7.1.1.2

Sean U(x,y), V(x,y) armbnicas sobre G, tal gue satisfacen las

ecuaciones de Cauchy - Remann
al _ gV aU AV
a- = 4>, 9% = . oY (7.2)
o s a0y dJ g dx
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Se dice que U(x,y), V(x,y) son conjugadas armdnicas si satisfa

cen (7.2).
TEOREMA 7.1.1.1
Una funcidn necesaria y suficiente para que una funcidn

f: € > L 2 wvwnef(2) = U(x,y) + 1 VIix,y)
sea analitica sobre G cC es que la parte real U(x,y) y la par-

te imaginaria V(x,y) de f(Z); sean conjugadas armdnicas, sobre

G.
DEMOSTRACION

A probar la condicidn necesaria.

Sea f analitica sobre G, y diferenciable en todo punto de G,
entonces U(x,y) v V(x,y) son diferenciables, y satisfacen las

egcuaciones de Cauchy Riemann, entonces f'(Z) es analitica so--

bre G.
Asi que
- - v _ j9u_ 9v 4 3V
£h(z) = ox * oy Y Tl
podemos ver que
Ju gu EAY EAY
3% ' T Oy sy 7 oax (7.3)

Son pares de funciones diferenciables sobre G y satisfacen las

ecuaciones de Cauchy - Riemann, luego
) ou, _ & ,-ou dJ ovy, _ = 0 oV
x Ox T oy Lay v sy 5y T % aw
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0 bien
3%u _ - 9°u v _ AV
ax? ay”© ay” ax*
de donde
2 2 2 5
9x? 3y ? 6y 2 dx?

asi u(x,y), vi(x,y) satisfacen la ecuacidén de Laplace (7.1) so-
lo falta mostrar la continuidad de u(x,y), v(x,y) con segunda

derivada parciales,
2 nd 2 2 2

como f”(Z) :84.2-]-1 f,r_,\,,:—évu—i avzav —j_a_u_
dx? ax? 3y

IXoY IXIY
es analitica sobre G. Y por tanto continua en todo punto de G.

La suficiencia se consigue por medio de que u(x,y), v(x,y) son

conjugadas armonicas. Y f es analitica sobre G.

7.1.2 Integral de Poisson's. Formula de Schwarz's

TEOREMA 7.1.2.1

Dada una funcibén armdénica u(x,y) sobre un dominio simplemente
conexo G. Entonces introduciendo una constante real arbitraria,

la funcidn

1
ou dyJ (7.4)

- _
Vix,y) = J { 3y dXﬂ'Dx

(x,,7,)

Es la conjugada Armbnica de u(x,y) sobre G, ademds

(x,Y)

~ - _ oy Ju
£f(2) = u(lx,y) + i J 5y dx + = dy]
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Es analitica sobre G.

PRUEBA
Sea V = V(x,y), entonces
_ 9oV v
dv = mdx + 3'5/ dy (7.5)

Por (7.2) se tiene que (7.5) puede escribirse

oU
EhY

i A
ax + 34 dy ; donde U 9V oon continuas en T
ax oy ax
Si (X,, Yo) s un punto fijo arbitrario, de G se tiene, por in

tegracidn directa, de (x,, y,) al punto (x,y) de G.

{x,y)

Vix,y) = o U gy ¢ U 40 (7.6)

(X6:Ye) %Y 9

por definicién 7.1.1.1 V = V(x,y) es continua en todo punto -
(x,y) €6 y en consecuencia es armdnica, y 7.1.2.1 queda proba-

do.
TEOREMA 7.1.2.2

Sea U(x,y) una funcidén armbénica y analitica sobre un Dominio B
con la funcidén armdénica conjugada v(x,y). Sea Z, eG ¢, punto
arbitrario finito, y sea A = A(Z,) la distancia entre Z, y un

vecindario de G. Entonces u(x,y) y v(x,y) tienen expansidén de

la forma

u(x,y) = ulr,8) = a, + | [un cos(nf) - E_ sen(n®) | rn (7.7)
n=1

v(x,y) = v(r,8) =8 + ) [5n cos(nb) + o sen(nf) |r"
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i ‘(' b}

sobre el disco |2-%,| < A , donde 2-%2, = re
PRUEBA

Sea f(2) = u(x,y) + iv(x,y), analitica sobre G.
Sea 2 ~- 72, = reie

por formula (7.4), formamos la funcidn f y tiene como parte -

real u(x,y) luego por Teorema 4.5.1; si y es diferenciable en

Z,
1 £ (2 o
f(z,) = 5T ( iiz) dz = ) a,(z-2,)" vy
¢ © n=0
[e) [=¢] (n)
£(z) = J a (z-2,)" = 7§ £ nfz°l (2-2,) (7.9)
n=0 n=0 -

converge sobre el disco |Z-Z,| < A = A(Z,)
Sea a =a + iBn 2-Z2, = reie; sustituyendo en (7.9)
£ - 10
(2) L (o + 1 ).r
n=0
£(2) = § n_inB + i 2 o n_in6
n=0 n=0

[ o r"[cos(nd) + i sen(nd)]
n=0

1l

£(Z) = ulx,y) + vix,y)

[S9]
+1i) rnfn[cos(ne) + 1 sen(n®) ]
n=0

anrn[cos(ne) + 1 sen(ng)] + i ] B cos(ng)
n
n=0

)

n=0

| ~18

unsen(ne)

n=0
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[ee} [e o]

) anrncos(n9)+
n=0 n

iunrnsen(n6)+ ) irnﬁncos(nﬁ)— Eransen(nG)

0 n=Q

Il ™~ &

co [on) 0

= ) unrncos(ne)—ﬁ r'sen(nf)+i ) anrnsen(n6)+i ) B r''cos (nf)
n=0 n n=0 n
ulx,y)+ivix,y) = ) [ancos(ne)—anen(ne)]rn+i ) [qnsen(n6)+8ncos(n9)]rn
n=0 n=0

de donde tomando la parte real e imaginaria en ambos miembros

de la ecuacidn tenemos

[ee]

[uncos(ne) - ﬁrsen(nO]]rn = a, t+ Z [ancos(ne) - fﬁnsen(ne)lrn
0 : n=1

| ~1 8

u(x,y) =
n

8

luego u(r,6) = a, + ) [uncos(ne) - anen(nO)Jrn (7.10)
n=1

como también

vix,y) = v(r,8) = B, + ) [ansen(ne) + Bncos(nr)Jrn (7.11)
n=1

la convergencia de (7.10) y (7.11) resulta de los teoremas ---

4.32, (4.3.3)

tomando
B 1
R = 1/n
lim ||« + if |J
n - n
LEMA 7.1.2.1
Las series
p2 _ r2 » r. n
—— =142 (5) cos (6=1) (7.12)
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2prsen(6-Y) - E

p? + r* - 2pr cos(t-¥) n=

convergen uniformemente sobre todo subconjunto compacto del -

disco |2-%Z.| < p.

PRUEBA
Sea f una funcidn analitica en el disco K: |Z—Zo| < p, tal que
Sea r < p, -4, = relu, definamos
iy id iy ,
£f(Z2) = pe.l + e - pe;w + (4 ZDL-, la cual es analitica en -
iy i0 iy
pe - re pe - (Z2-7,)
|Z—Zol < p

denotandoc la parte real e imaginaria de f, tenemos

iv, 8 -1y

-6 . |
alr §+iv(r,g) = e tre ) (pe " -re ) _ p?-r*+2iprsen(0-Y)
’ 1 . U N - I — =
(pet’-re*®) (pe ™ re™) p?+r -2prcos(6-Y)
2 - 2 { W
u(r,8)+iv(r,06) = ‘p —- r + ?llfS@ﬂ@ ¥)
p“+r--2pr cos (6-¥) p2+r?-2pr cos (G-Y)
de donde
u(r,08) = pz - 5 s Vir,8) = Z2pr sen (0-Y)
p2+r2—2pr cos (6-Y) pz+r2-2pr cos (6-Y¥)

(7.13)

pero ambas expresicnes tienen el mismo denominador, entonces -

I
del punto Z al punto Z, + pe ! sobre el circulo |Z~%Z,/= p, se
tiene
iy i0 -i6___-1i6
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asi f puede expresarse en el desarrollo de la forma siguiente:
Sea Z = pelk, Z, = ret’ asi
_Z 4+ (Z-Z2,) _ 27 - 7, 22
£(z) = 7 (z-2,)  Zz-(2-2,) 1z, 1
id
£(z) = - 1 + _—fpe,A S
pe’ (Z2-2,)
2 -
_ -7, . (Z-2,)
f(z2) = l+2[l+ iLJJ+ g 21\IA+
pe p-e -
fﬂ)z—l+2+—ﬂyﬂl+gﬁt@l+
LY 2 2iY
pe -
o n
f(z) =1+ 2 7§ AZ=Z,)
n_ iV¥
n=1 p e
« 1 Y .
fF(z) =1+ 2 ) (2780 o=in¥ gonde (2-2,) = ret?; (r < p)
n=1 p"
en efecto,
oo rn
£(2) = u(r,8)+iv(r,0) = 1+2 ) = [cos(n¥) - i sen (n¥)]
n=1°
=1 4+ 2 Z(E)ncos(nW) + 21 Z( sen ny)
— 1P =
n=1 ~]
de donde
ulr,8) =1+ 2 (5 "cos(8-¥) (7.14)
n=1°
- n
y v(r,8) = 2 Z(g) sen (8-¥) (7.15)
=1
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1

luego comparando (7.14) y (7.15) con las ecuaciones (7.13)

se obtiene:

2

u(r,6) = p_ - r =1+ 2 J(5"cos(o-¥) (7.16)
0?2 + r? - 2pr cos (6-Y) n=1°

vir,0) = ———2pr senl®=¥)  _ 5 y(I)"gen n (g-1)
p? + r? - 2pr cos(6-Y) n=1P

luego

£(2) =1 + 2 Z(g)ncos n (6-y) + 2i Z(E)nsen no(6-¥)
=1 =1

n

lo gue es lo mismo que

2 2

£(2) = = pr - r - ¥ 21'531' sen (0-Y) = ul(r, )
p+r°-2pr cos (6-Y) pl+r?-2pr cos (6-Y)

+ iv(r,0)

tomando Re f(Z), obtenemos

flz) - 0?2 - 2
pz+r2—2pr cos (6-Y)

por tanto

2m 27
l ,\".'_' _ .2 ) l
5 J uip,¥) S £ dy = o (u(p,W) dz (7.17)

5 pi+r?-2 r cos (8-Y)

es llamada EEE_}gEgg;g}_@g_Poisséq.
TEOREMA 7.1.2.3

Sea u(x,y) una funcién armdénica sobre 5, con armdnica conjuga-
da vi(x,y), Z, un punto de G, arbitrario y sea & = A(Z,) la dis
distancia entre Z, y un vecindario de &, entonces si
2m
2 2

u(r,8) = 5 [ u(6,v) P~ r

5= _ ay (7.18)
' 0l+r2=2pT cos (B=Y)
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2 .2

v(r,8) = o= | vip, ) o -t ay (7.19)
6 p4r?-2pr cos (6-Y)

para r < p < A y 0 arbitrario, ademas

v(r,0) puede expresarse en términos de u(r,06) y tiene la forma

2
v(r,8) = - [ u(p, ¥) 2pr sen (O-%) g4y (7.20)
. p%+r?-2pr cos (6-Y)

DEMOSTRACION

Empezaremos utilizando la férmula (7.7) y reemplazando r por -

p <A, ¥p < Ay 6 por ¥, n por m, se obtiene

Ulp,¥) = a, + ) [am cos (m¥) -~ Em sen (m¥) ] p" Yy7.21)
m=1

Usando la convergencia uniforme de (7.21) y multiplicando por

cos(nY), e integrando término a término con respecto a Y desde

0 a 2mn, resulta:
2T

2m 21
[¥F) r
[ U(p,")cos(ny)ydy = [.Jucos (n) + Z (u cos(m )cos(nw)pf}dw
0 0 m=1o'— m
o om
- z J[B sen(mW)cos(nW)pmldW
m="1 o
0
de donde
2m
— " : _
Qo = 3o Ju(p,})d¥, si n=20 (7.22)
0
27
a = ln u(p,¥) cos (n¥) d¥, para n > 1
TP 0

Similarmente multiplicando (7.21) por sen(n¥) e integrando tér

mino a término con respecto de ¥ de 0 a 27 obtenemos:
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217
1
n

Ju(p,W) sen(ny)dy < (7.23)
mp

0 [“B , n > 1

luego sustituyendo (7.20) v (7.21) en (7.7) y (7.3) obtenemos:

21 . 2m
1 I 1 ) ) n
u(r,6) = 5 ulp,¥)ayr + ) Y ul(p,¥)cos(n¥)cos(nt)r ay
) n=1mMpP
¢ Q
2ﬁ
+ Z 1 u(p,W)sen(nW)sen(ne)rndW
n=17Tp" o
2T 3 2T
1 ¢ 1 "
u(r,9) = ZTJ ul(p,¥)av + = (=) u(p,¥)[cos(n¥)cos(nb)
n=2 o)
0 0
+ sen(n)sen(n®)]dy
2m 2m
1 _ w1 r,n
ulr,0) = 5o | u(p,¥)dy¥ + = J u(p,W)(E) cos[n(6-¥)]dy (7.24)
n=1
0 0 '

similarmente se consigue
2T

v(ir,0) = B, + uip,¥) senn (6-Y) (7.25)

| 0~ 8
e
O

luego, las ecuaciocnes (7.18) yv (7.19), por aplicacidn directa
del Lema 7.1.2.1 y multiplicando por f% ulp,%¥) luego integran-
do término a términoc con rescpecto a ¥, tomando fijo r y p: -

(r < p) y comparando el resultado con (7.25)

Ademds dado que (7.24) es armbnica sobre G, podemos reemplazar

u(r,9) por v(r,8) obteniendo (7.19)
COROLARIO 7.1.2.1 (F&6rmula de Schwarz's

Con la misma notacidn del Teorema (7.1.2.2), sea f una funcidn

analitica sobre & con ul(r,8) como parte real de f, entonces
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27
f(Z) — iBo + i [u(p,‘i") Egi_—__ avy (7.26)
c]
0

27
en términos de u(r,®), es la representacidn conocida como fér-

mula de Schwarz's
PRUEBA

Sea f(2) = u(r,0) + iv(r,t)
multiplicando (7.10) por 1 y anadiendo este resultado, en ---

o iv _
(7.18) y utilizando el hecho de que f(2) = E-e-—.—---ii—z——z—Dl-se ob--

pet -(2-2,)
tiene el resultado deseado.

TEOREMA 7.1.2.4

Con utilizacidén del Teorema 7.1.2.2 se tiene que

i

(ke vo) = oo J w(p,¥) av (7.27)
0
donde Z, = (Xo,Yo), 0 = £(Z,), © mads explicitamente
21
u(x,,Ye) = 2%— u(x,+pcos ¥, y,+tpsen ¥) d¥

0

En otras palabras, el valor de una funcién armdénica ul(x,y) en

un punto (x,,y,) es de valor promedio sobre el circulo |2-Z,|=p

con centro en Z, = (Xo,Yo)
PRUEBA
fijando que r = 0 en la relacién (7.18), obtenemos
2m _ 27
1 e 1
u(0,e) = 5 ul(p,¥) == G = e u(p,¥)dy = u(o0,8e)
0 pr 0
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Ademds como f es analitica sobre G y contiene a |Z2-Z,|=p en su

interior, entonces

2m 27
v
f(z,) = éaj f(Z0+peli) dy = i% [(xo,yo)+p(cos‘P+-isen‘H ]dw
0 0
2m 27
1[ 1
f(z,) = 3 (x,+pcosY+iy sent) = 5 (x,*tpcosY, vy, + psent)dy
) 1
0 0

W

por tanto u{x,,Y.) = 5%, u(x,tpcosy, y.+ sent) 4y
)

7.1.3 El problema de Dirichlet

ENUNCIADO 7.1.3.1

Sea G un dominio con vecindario [, y sea p(Z2) = p(x,y) una fun
cidén real y continua definida sobre I'. Considerar el problema

de encontrar una funcidn u(x,y) tal que
1. u(x,y) es armbnica sobre & y continua sobre T
2. u(x,y) = pu(x,y) en todo punto de TI.

Este es el problema de Dirichlet, de gran importancia en Fisi-

ca Matemdtica, cono en la Teoria de funciones
OBSERVACION 7.1.3.1

A obtener una interpretacidn fisica del problema de Dirichlet;
supongamos una armazdn de alambre rigida con la forma de una -
curva cerrada, soportada sobre una membrana cuya frontera es -
mds firme que la armazén; supongamos la proyeccidén de la arma--
z6n sobre el plano x - y es una curva de Jordan I con interior

I(I') (ver la figura 27) y supongamos la membrana se considera



199

como una superficie con ecuacidn
a = ul(x,y)
donde u(x,y) es continua sobre

I(T'). Claramente, el valor de e )

u(x,y) sobre T depende sobre f el

|
|
. . . - | I
la posicidn de la armazdn; sea | !
ese valor del vecindario deno- £ 1
e |/)
tado por u(x,y). Entonces la - “a , 2L .
posicidn de equilibrio de la -
membrana, sin considerar car--
gas externas, se consigue me-- FIGURA 27

diante la solucidn de la ecua-

cidén.

la cual satisface la condicidén de Frontera u(x,y) = p(x,y) en

todo punto de I'.

En otras palabras, el problema de determinar la posicidn de -
equilibrio de una membrana alargada y descargada se reduce a

encontrar una funcidn armdnica sobre I(I') y continua sobre -
I{T), la cual se obtiene tomando valores up(x,y) sobre . Pero

esto es justamente el problema de Dirichlet para G = I(T).

Consideremos ahora, el problema de Dirichlet en forma simple,
pero de gran importancia que es el caso, donde el dominio G es

un disco |%Z-%Z,| < ;i con vecindario o frontera circular
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i

Z—Zo| p . Entonces en cste caso, la funcidn p(2) toma la

forma

p(z) = u(z, + pele) = p(y) (0 < ¥ < 2m)

donde se puede ver claramente que u(¥) satisface la condicidn

inicial p(0) = p(2m)

si n(Y) cohincide con el valor u(p,%), tomando sobre T por al-
guna funcién u(r,6) cudl ésta es armbnica sobre el disco
|Z-2,] < p', (p' > p) donde p' puede ser muy grande en G, en--

tonces, dada la relacidn

, i T 2 _ p2
u(r,6) = 5 J u(p,¥) P r aw
0

p? +r? -2pr cos(0-Y¥)

asi el problema de Dirichlet , tiene solucidn; (ver teorema, 7.1.2.3)

il
2 2

2
1
u(r,6) = 5 J O el T Lo gy (7,28)
5 p? +r? -2pr cos (6-Y¥)

en términos de la integral de Poisson's.

TEOREMA 7.1.3.1 (problema de Dirichlet para un disco)

Sea T el disco |%Z-Z,| < p con frontera I': |Z-Z,| = p, y sea

p(¥) una funcidén real y continua en el intervalo [O,Zﬂ] tal

que satisface la condicidén u(0) = p(2r). Entonces la funcidn
u(r, ) definida por la integral (7.28), definida para alglin -
punto (r,6) en &, y por

u(p,4¥) = u¥)

Para algGn punto (p,¥%) en I, resuelve el problema de Dirichlet,

para el dominio B.
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PRUEBA

Primero probaremos que la integral (7.28), define una funcidn

arménica sobre G.

De acuerdo al lema 7.1.2.1, y r < p se tiene:

2m
_ 1 , p? - 1’
u(r,s8) = Vs J p{y) e avy
5 g” +r =-2pr cos (8-Y)

asi por la relacidn (7.12) se tiene:

2T
l _
u(r,0) = = J p(y) [1+2 ) (%)ncosn(e—W)] av
0 n=1
]T Ios) 2“7
=Ll uwmar + 7L w5 cos n (6-¥) ay
7w | R Log | F o n
o) 0
27T 2T
1 1 n .
= 50 | ou(v)ay + ) {{——E- p(¥)cosnt d¥| r . cos(nd)
0 n=1 “Tp 5
27
+[—}— [ u(¥) senn ¢ JrPsen(nd) !
fiye O
(r,0) = a, + [ancos(nv) - Gnsen(ne)]rn (7.29)
n=1
donde o o
Go = oo | u(¥) av S (¥)cos(n¥) a¥ , (n > 1)
o T ¥ ;O T 1 cos (n av , (n >
0 L
2T
1
; = B 0= = u(4) sen(ny) av
n n_pn
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luego o e
1 ] )
|un + 1 Bn| = |—~; u(Y)cos(ny)yay - *i; J u(¥)sen(n¥)dy |
LIS et
27 2T
- \
= 1L e ar < o] wmar]
RS me 0
2T
-1 W
= ——— | |u(y)|ay (7.30)
ol o
21
o +1ig | < — () [aw
n n —"[T n
P g
2T
oMo+ i B | < X | |uey)lay
n' — 0
0
27
. 1/n _ (1 1/n
olay + 18,17 < [2 [jucn ey
0
27 1/n
Ly av
";T
=
1/n
o +1B |J
n n
En consecuencia
1 .
p < — = R; como r < p < R, enton
o i ‘l/n o N
iig REREL ces

y la integral (7.29) es convergente en |Z-Z,| < R y por la re-

presentacidn en el teorema 7.1.2.2 u(r,08) es analitica sobre -

G.

Ahora se muestra que la funcidn u(r,0), definida por la inte--
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gral (7.28) tiene aproximacidén u(¥,) al punto (r,6) en G, como

algin punto fijo (p,¥,) en ['. En efecto.

Si consideramos u(r,tu) = 1 en
27
f <2 _ 2
u(,8) = 5| ulp, ¥ S, ay
6 p2+r -2prCcos (§-Y)
obtenemos
T
2 2
71? [ p- - T dy = 1 (7.31)
p*+r -2pr cos (6-V)
asi la diferencia sera:
02 - r?

dy

v _ 1 ] I ) y
u(rnlen) "U(Po) = 5 J L}J(\{) —}J(lo)]
0

2 2 _ 1
pitr’ 2prncos(6n V)

donde (rn,en) es una sucesidn arbitraria, de puntos en G, con-
vergente en el vecindario del punto (Q!WO). Dado que u(¥) es -
uniformemente continua sobre ', se tiene que,

dado un € > 0, existe ¢ = 6(g) > 0 tal que

¥ - Y| < 2 ¢ (7.32)

| o

(R = ot )| o<

It

asumiendo que

2m
- Bn = ln Ju(p,?) sen(n¥)d en (7.30) es tal que |VY-¥,| <23
mp
0

asi como ¥, > 0, dado que 6 y ¥ son medidos con dngulos positi

vos, se tiene entonces que Y, - 28 >y ¥, + 28 < 2w, el cual

podemos escribir
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4 27
1
[ur 80 - wva) | = fon
0
Y24 Y426 okl
N I S L S
— |27 | + |27 T T T °°°
0 v, -2¢ Y _+20
(7.33)

haciendo una estimacidén, para los términos medios, se tiene

Y, +24 21
1 cc L
m -7 77 — 0 dy = é
y,-28 0 p‘+r;—2prncos(6 ~-¥)
donde usamos (7.31) y (7.32), asi para |6n - ¥, < 5 se ten--
dra
Y, =26 21 A =28 2
> 2
i 4+ _l_ < ZML P 'n dy + ay
2m 2n - 2T J24r2 2201 cos (6 -¥)
0 b +28 PrEL e, n~ g Y428
< oM -—P° - rn ay (7.34)

p2+r;—20r cos (6-Y)

donde
M= max |u(¥)| , v cos(B _-¥) < cos &
Ye[ 0,27
ademés
n 2 n pa
R - Ip < p - I

2 2 _. e 2 2 _
o +rn 2prncos(6 ') P +rn 2prcosé

si |8, ~-¥,] < 6§ v ¥ pertenece al intervalo [0,¥,-25] &
[Wo+25:2W] entonces el miembro derecho de (7.34) - 0, como -

r = p
n
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y en consecuencia si n - = el miembro ilzquierdo de (7.34) <¢/2

(siempre que |6n - ¥, < & , para n > ®)
asi
0? - 2
lu(rn,en) —u(Ye) | < 2M —— = — , donde M = max|py ¥ |
p? —ri -2pr cos 6 WE[O,2ﬂ]
|u(r (6 ) —uv) | < e, sin > o
n n
Es decir
iif [U(r ,8 ) - ulyy)] =0 (7.35)

donde {(rn,en)} es una sucesidbn arbitraria, de puntos en & con

acercamiento a (p,¥,) .

La ecuacidn (7.35), puede usarse si alguno 6 todos los puntos

de la sucesidn {(rn,en)}, puede estar situado sobre I, asi.

Usando la continuidad de u(Y¥) y recordando que U(p.¥) = u(Y¥),
se deduce que u(r,6) es continua sobre L. Y la prueba se com--

pleta.

7.1.4 Definiciones Basicas y Clasificacidn de Fluidos

DEFINICION 7.1.4.1

Llamaremos Fluido a la sustancia que se deforma continuamente
cuando se somete a una tensidn de cortadura y la fuerza cortan
te es la componente de dicha fuerza, tangencial a la superfi--

cier de la Fuerza, y esta fuerza dividida por el drea de la su

perficie, es la tensidén de cortadura media sobre el &drea consi

derada.
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OBSERVACION 7.1.4.1

La tensién de cortadura en un punto, es el limite del cociente
de la fuerza cortante por el drea, cuando el drea tiende a ce-

ro, en el punto.
DEFINICION 7.1.4.2

Se dice que un Fluido es Permanente, o de régimen estacionario
cuando las propiedades del Fluido y las condiciones del movi--
miento en cualquier punto no cambian, respecto al tiempo, esto

puede expresarse por

oV

— = 0 Y = £(p,p,T) (7.36
ot

donde las coordenadas del punto x,y,Z2 permanecen constantes, -
es decir, en el Flujo permanente no hay cambios ni en la densi

dad p, ni en la presidén p, nl en la temperatura T, con el tiem

po en cualquier punto; asi:

T _
It

H
o
[a] N ]
s
<

0 (7.37)

Qrl Q2
o

DEFINICION 7.1.4.3

Llamarémos flujo bidimensional al Flujo donde todas las parti-
culas siguen trayectorias identicas en planos paralelos; por -
consiguiente no hay cambios, en todo flujo normal a dichos pla

nos.
DEFINICION 7.1.4.4

Llamaremos linea de Corriente a la linea continua trazada en -

el fluido que es a cada punto tangente al vector velocidad.



207

OBSERVACION 7.1.4.4

A travéz de una linea de corriente, no puede pasar fluido, asi:
como una particula se nueve en direccidn de una linea de co---
rriente entonces, en cualquier instante su desplazamiento § S -
con las componentes (d$x,dy) tiene la direccidn del vector velo

cidad g con coordenadas (u,v). Asi

-
>

Sy
u v

establece la proporcionalidad entre las componentes; que en -

forma diferencial se expresa
bt 4 (7.38)

es la ecuacidn diferencial de una linea de corriente, asi la -

solucidn de (7.38) establece una linea de corriente.
DEFINICION 7.1.4.5

Llamaremos flujo estacionario o uniforme al flujo de Fluido -
donde la velocidad del Fluido en un punto depende de la posi--

cidn (x,y) y no del tiempo.
DEFINICION 7.1.4.6

Llamaremos fluido incomprensible, al fluido tal gue la densi--

dad (o masa por unidad de vollmen) del fluido es constante.

DEFINICION 7.1.4.7

Se dice que un fluido es no viscoso, si no tiene viscosidad, -
es decir, si el fluidoc no tiene friccidn interna, tal que las

fuerzas de presidn sobre la superficie, son perpendiculares a



208

la superficie.
DEFINICION 7.1.4.8

Se dice que un fluido es ideal si es no viscoso e incomprensi-

ble.
DEFINICION 7.1.4.9

Llamaremos flujo 1irrotacional o circulacidén libre a la circula-
cidén del Fluido a lo largo de una trayectoria cerrada tal que

dicho Fluido tiene circulacidén cero.

7.2 EL POTENCIAL COMPLEJO

7.2.1 Lineas y Trayectorias

DEFINICION 7.2.1.1

Sea ID un dominio f: ID cC

> € una funcién compleja de va--

riable compleja tal que

£f(2) = ulx,y) + iv(x,y); si consideramos gue u,v, sean funcio-

nes de la variable compleja Z = x + 1y, u: ID c(C > IR :
(X,y) Lo u:qﬁ(x,y)

v:i D ¢cC —> IR , entonces diremos u y v son trayecto
(x,y) ws o vo= Wix,y)
rias curvas de nivel si ¢ (x,y) = o, ¥(x,y) = B, G, R ctes,
(7.39)

7.2.2 Flujo de Fluido B;dimensiong&

Las funclones arménicas, Juegan un papel Importante en la meca
nica de los fluidos consideraremos el problema en condiciones
de estado estacionaric bidimensicnal, es decir el movimiento -

del fluido se supone el mismo en todos los plancs paralelos al
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plano x-y, siendo la velocidad paralela o ese plano indepen---

diente del tiempo.

Denotemos la velocidad de una particula del fluido en un punto
cualquiera (x,y), por el vector ¥ = (p,q), asi el vector que -

representa el nimero complejo, queda determinado por

v p + 1iq (7.40)

v

p(x,y) + ialx,y)

por consiguiente en los puntos interiores a una regién de flu-
jo en la que no existen fuentes o sumideros del flujo, las fun
ciones p, q y sus primeras derivadas parciales, se suponen que

son continuas.
DEFINICION 7.2.2.1

Sea ¢ un contorno, L la longitud de arco sea V. (x,y). La compo
nente tangencial del vector velocidad a lo largo de C se defi-
ne la circulacidédn del Fluido a lo largo de C con respecto de L
como
J VT(x,y) dL = ;p(x,y) dx + qlx,y) dy (7.41)
C C

OBSERVACION 7.2.2.1

La relacidn de circulacidn a lo largo de C, a la longitud de C
es la velocidad média del Fluido a lo largo del contornoy ade-
més cuando C es cerrada y simple, contenido en un Dominio sim-
plemente conexo de un flujo que no contiene fuentes ni sumide-

ros se tliene que:
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J V (x,y) dL = J p(x,y) dx + g(x,y) dy
C

C

Asi por teorema de Green, podemos escribir

_ [ oag(x,y) _ ap(x,y)
l p(x,y) dx + g(x,y) dy = JJ | ax 3y dx dy

R
donde R es la regidn cerrada limitada por c.
En el caso en que C = {ZeC / |2-Z,| = r} , y tomando el sen-
tido positivo. Una velocidad media a lo largo de C, se encuen-
tra al dividir la circulacidén entre 21r, y la velocidad angu--
lar media correspondiente del fluido alrededor del eje del cir

culo se encuentra al dividir esa velocidad media entre r.

ax oy

£q .., @p] (7.42)
27r?

Sobre la regidn circular R limitada por C.

Su limite cuando r tiende a cero es el valor w en el punto -

(X0, Yo), por tanto w(x,y), llamada rotacidn del fluido, repre

senta el valor limite de la velocidad angular de un elemento -
circular de fluido, cuando el circulo se contrae hacia su cen-

tro, el punto (x,vy).

S1 w(x,y) = 0 en cada puntc de cierto dominio, entonces el flu

jo se llama IRROTACIONAL en ese dominio.

en consecuencila

J plx,y) dx + c(x,y) dy = 0

C
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si (X,,Ys) €5 cualquier punto fijo en ID, podemos definir la -

funcidn
(x,v)
p(x,y) = p(r,t) dr + gl(r,t) dt (7.42")
(%,,7.)
en el dominio ID
como la integral (7.42') es independiente de la trayectoria to

mada entre los limites de integracidén, si dicha trayectoria es
tomada en un entorno dentro de ID.

puesto que

‘b<xly) =0

entonces,

Il

SR Y) gk, y) = 2RUEY) g g

p{x,v) o1

asi el vector velocidad ¥ = p + 1iq es entonces V¢; y la deriva
da direccional de ¢ en cualquier direccidn representa la compo

nente de la velocidad de flujo en esa direccidn.
DEFINICION 7.2.2.2

Sea (%X,,Y,) un punto fijo, V la velocidad de un fluido no vis-

coso e incompresible, entonces el potencial de velocidades en

el punto (x,,y,) se cefine mediante la relacidén
(x,y)
p(x,y) = p(r,t) dr + g(r,t) 4t (7.44)

(X,,Y.)

tal que

Vig(x,y) = 0



7.2.3 Funcibn corriente

Sea V el vector velocidad

Vv = pix,y) + iq(x,y)

Para un Dominio simplemente conexo, en el gue el flujo es irro

tacional puede escribirse como

o

_ L
v = + 1 5y (7.45)

N np

(520, €

donde ¢ es el potencial de velocidades, si V # (0,0) y normal

a una equipotencial que pasa por el punto (x,y), si ademis -
Y{x,y) es una funcidn armbnica conjugada de ¢(x,y), el vector
velocidad es tangente a una curva de nivel definida mediante -
y(x,y) = ¢, entonces las curvas J (x,y) = c se llaman de corrien

te del flujo y la funcidn ¢y es llamada funcidn corriente.

DEFINICION 7.2.3.1

Sea ¢: una funcidn armdnica, definida en un conjunto simplemen
te conexo ID, ¢ potencial de velocidades, se dice que Yy es una

funcidén corriente, si | es la armbénica conjugada de ¢.
DEFINICION 7.2.3.2

A la familia de curvas ¢(x,y) = «, y(x,y) = B donde o, B son -
constantes, le llamaremos Trayectoria equipotenciales del flu-
jo.

DEFINICION 7.2.3.3

Sea F una funcién compleja de variable compleja F analitica en



un dominio I llamaremos Potencial complejo del flujo, a la -

funcidn definida por
F(2) = ¢(x,y) + 1ip(x,y). (7.46)

Es de notar que

N

Al — + ] __._'IJ

F{2) = 5% 1 oax
de acuerdo a las ecuaciones de Cauchy - Riemann se tiene que -
Fr(z) = ¥ - i 0% (7.47)

I
aX Hy
luego en vista de que la expresidn de velocidad definida en --

(7.43) la expresién (7.47), puede escribirse como

F'(Z2) = p(x,y) - 1g(x,y)

gueda entonces

y tiene como rapidéz

| w| = |[F'(2)] = |F'(2)|
como ¢ es armdnica, en un dominio simplemente conexo ID, una -

arménica conjugada de ¢ en ese dominio, puede escribirse como

(x,¥)
) _ _ d¢(x,t) o (r,t)
pix,y) = J(Y » T dr + — T (7.48)

como la integracidn es independiente de la trayectoria, nueva-

mente con la ayuda dc las ecuacliones (7.43) la ecuacidn (7.46)

puede escribirse como

vix,y) = J— qlr,t) dr + p(r,t) dt (7.49)

C
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donde C es cualquier contorno de ID de (x,,y,) a (x,v),debera
de interpretarse, la ecuacidn (7.47) como la integral con res-
pecto a la longitud de arco L, a lo largo de C de la componen-
te normal VN(x,y), del vector cuyas componetes X,y son p(x,y)

Y q(x,y), respectivamente, asi podremos escribir

vix,y) = JVN(r,y) dL (7.50)

C
Fisicamente (7.50) representa la tasa temporal de flujo por -
unidad de vollimen a travéz de una superficie de altura unita--

ria sobre la curva C perpendicualr al plano x - y.

Como se demostrd en el capitulo VI Teorema 6.2.1.2 y Teorema -
7.1.1.1 si ¢ y ¥ son funciones analiticas en el plano x,y y ar

nménicas entonces existe una transformacidn
2z = £(W) = x(u,v) + 1y (u,v) (7.51)

donde f es analitica, transforma a ¢(x,y) y V(x,y) en funcio--
nes armdnicas de u, v. Estas nuevas funciones se pueden inter-
pretar como potencial de velocidad y funcidn corriente respec-
tivamente, para un flujo de la neuva regidn en el plano u - v,
asi, una linea de corriente o frontera Y(x,y) = ¢ en el plano
X -y se transforma en una linea de corriente o frontera natu--

ral Y(x(u,v), y(u,v)) = c en el plano u -v,

7.2.4 Algunas aplicaciones a Flujo de Fluidos

7.2.4.1 Flujo alrededor de un &nqulo

Consideremos el potencial complejo
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F(Z) = 0%, »; constante positiva (7.52)

Se tiene entonces gue

F(x,1iy) = a(x,1iy) = ax + ioy = d(x,y) + 1Y(x,y)
de donde
d(x,y) = ax, Yi(x,y) = ay (7.53)

considerando las lineas de corriente

V(x,y) = c ; ay = ¢ =y = % , gue son rectas (7.54
horizontales, y la velocidad de cualquier punto es,

V=F'"(2) = o

Aqui, un punto (X,,yY.), tal qgue Y(x,y) = 0, es cualquier punto

situado en el eje x, (observar 7.54, c o).

H

Si el punto (%X.,Y.) sSe fija & bién se toma como origen, enton-
ces Y(x,y) es la tasa de flujo a travéz de cualquier contorno
trazado desde el origen al puntoc (x,y); (ver figuras 28-29). El
flujo es uniforme y hacia la derecha; y puede interpretarse co
como el flujo uniforme en el semiplano superior, limitado por

el eje x (y = 0) y entre decs rectas paralelas v = vy,, Y = Y-
(c=0)

Pero estamos interesados en calcular el potencial complejo en

el plano W
en efecto,

Para determinar un flujo en el cuadrante U > 0, V = 0, tomare

remos la transformacidn
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que mapea el cuadrante sobre la mitad superior del plano x -y

asi que
x + 1y = (u+iv) (u+v) = utu+1iv) + iv(u +1v)
= u® + iuv + iuv - v°?
= u? - v® + 2iuv
de donde
x = u’ - v*® y = 2uv, son armdnicas.
Ya que y = 2uv es la funcidn corriente y Y (x,y) = ay
se tiene que
Y(u,v) = Zauv es la funcidn corriente

i

asi 2auv c son las linea de corriente

<= 5aa son ramas de hipérbolas rectangulares

El potencial complejo

e
es

(x. y)

}
1
]
H
k]
A
t 4
!
|
1
T
|

F(W) = aW’ N

y la velocidad del FIGURA 28 -

fluido es

aaw

<
I
oy
=
»_r1
I

vV = 2a(u - 1iv) FPIGURA 29

N

con rapide

'Vi = 20(./{1?+V2
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7.2.4.1.1 Consideremcs un fluido gue se mueve con velocidad -
constante v, en una direccidn que hace un angulo & con el eje

X, positivo.
Determinar

a) El potencial comple jo
b) El potencial de velocidades y la funcidn corriente

c) Las ecuaciones para las trayectorias y lineas equipotencia-

les.
SOLUCION .
i - /‘ ~en
Consideremos la figura 30 L :
i e
v 1‘.0':.-
a) las componentes de la ve R jf—“——wv-*—*—*—”““
! v
locidad v, son: {
Vox = Vg COS 0O,
Vo, = V, sen d FIGURA 30
asi la velocidad compleja
es
V= Voy t 1vg,
Vv = Vv, cos 8 + 1iv, sen 0
i0
v = v,e
y el potencial complejo estid dado por
dv = -1 . .
az ~— vV = v.e 18 que 1integrando se obtiene
-16
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b) Ll potencial de velocidades ¢ y la funciédn corriente, son -
las partes real e imaginaria del potencial complejo respec-

tivamente, en este caso tendrémos

v(Z) = v,e Z = $(x,y) + 1iy(x,y)
v(z) = voe_ia(x+iy) = vo|:xe"ie + iye—ie]
= v,[x{cos; - iseng) + iy (cos§ - i seng)]
= VvV, XCcos § - 1v, senf + 1y v,cos 6 + vy v, sen 0
v{Z) = v,{xcost + ysend) + 1v, (ycosé - x sen#f)
de donde
d(x,y) = vy(xcost + ysenf) Y(x,y) = vy(ycosb - x sen?d)

c) -Las ecuaciones para las trayectorias estdn dadas por
U(x,y) = B = vo{y cos -x senb), para valores distintos de
. Como es su fluido estaciocnario, es decir la velocidad --
depende del punto (x,y), se deduce que cada una de las tra-
yectorias sigue el mismo rumbo gue sigue una particula del

fluido.

-Las lineas equipotencilales estan dadas mediante

d(x,y) = oo = vyo{xcosbh + y senf), para valores diferentes -
de o, puestoc que son familias artcocgonales a las trayecto---
rias, entonces todos los puntos sobre una linea equipoten--

cial, esté&n con igual potencial
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7.2.5 Flujos especiales

DEFINICION 7.2.5.1

Sea f una funcidn compleja de variable compleja 2 = a un punto
singular de f entonces. Llamaremos fuente y sumidero (o bien -

lineas de fuente y lineas de sumidero respectivamente) tales -

que en Z = a el fluido aparece o desaparece respectivamente, -
es decir, si el fluido en 2 = -a el fluido brota con velocidad
constante, le llamaremos fuente, si1 en 2 = +a desaparece, le -
llamaremos sumidero. .

En términos geométricos, una fuente es una linea normal al pla
no Z tal que el fluido fluye uniformemente en todas sus direc-

ciones gque forma un &dngulo recto con ella.
DEFINICION 7.2.5.2

Se define el Doblete bidimensional como el caso limite de una
fuente y un sumidero tal que existe una aproximacidn de una pa
ra el otro, y su intensidad por la distancia permanece constan

te.
DEFINICION 7.2.5.3

Supongamos que un fluido brota con velocidad constante, de una

linea de fuente Z = a, supongamos ¢ue existe la transformacidn

k . . . .
e = (2 - a)’ entonces el potencial complejo que rige el movi-

miento del fluido en la fuente viene dado mediante la relacidn

w(Z) = k1ln(Z - a), k > 0 (7.55)

’
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A la relacidn ( 7.55 ) le llamaremcs fuente en Z = a, donde

k se llama "fuerza" de la fuente
DEFINICION 7.2.5.4

Sea un fluido con velacidad constante, llamaremos Sumidero en

Z = a si el potencial complejo viene dado mediante
w(2) =k In(Z - a) (7.56)
DEFINICION 7.2.5.5

Llamaremos circulacidén de un fluido con velocidad cosntante si

el flujo tiene potencial complejo de la forma
w(Z) = 1kin(Z - a) (7.57)

al punto Z = a,le llamaremos vértice y el valor k se llama fuer

za del fluido
DEFINICION 7.2.5.6

Sea f una funcidén compleja de variable compleja, supongamos -
gue f' estd definida en un dominio ID tal que f' tiene un polo
de segundo orden en Z = % a, sea Z = -a una fuente, Z2 = a un -
sumidero entonces la superposiciédn de flujos queda determinado

mediante el potencial complejo

) = k1ln (2 +a)y - k1n (2 —-a) (7.58)

£(2) = k In (o7

<l
a

7.2.5.1 Flujo alrededor de obstaculog

Considremos el problema, en flujo de fluidos, en la determina-

cidén de un modelo de flujo, tal que el fluido se mueva inicial

mente con una velocidad uniforme v,, en el cual se encuentre -
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un obstdculo en la corriente de dicho fluido,

en efecto,

Inicialmente tratemos de encontrar un potencial complejo tal -
que mds alld del obstéculo la velocidad del flujo tenga una -
magnitud constante v, = y, ademas habra de considerarse que
el potencial complejo sea tal que las trayectorias representen
la frontera del bostdculo, en seguida trataremos de obtener -
una transformacidn con forma adecuada tal que todos las lineas
de flujo que rodeen el obstédculo en el plano Z sean mopeadas -

conformemente al signo w.

Considremos el potencial complejo, y el flulo estd en el plano

Z

f(zZ) = v,2 + G(Z) (7.59)

S1 el flujo mé&s alld del obstaculo tiene velocidad con magni--

dud constante v,, esto indica que en la relacidén (7.59)

lim G'(Z2) = 0
e

entonces el potencial complejo correspondiente al flujo unifor

me en el plano w, esta dado mediante,
£(2) = vow (7.00)

al considerar la transformacidn

aZ
Ww = 7 + —
Z

Las lineas del flujo del plano w con v, cte, del semiplano su-

perior w.
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Se transforman en el semiplano superior Z exterior al circulo

C con radio "a"
Por consiguiente el potencial buscado es

f(2) = v.% + v, (7.61)

notar que

1
j o]

lim v, =

La relacidén ( 7.61 ) pucde escribirse

£(Z2) = v, (Z + =) (7.62)

Es el potencial compleijo correspondiente al flujo uniforwme al-
rededor del obstédculoc que en este caso es un cilindro.

ILUSTRACION 7.2.5.1.1

el

Dado el potencial f(Z) = v, (2 + qz)’ donde v, y a son constan-
tes positivas. Demostrar que dicho potencial rige con flujo -
uniforme que rodea al obstaculo |Z| < a y que preserva las con

diciones planteadas al inicio de la precente seccidn.
i) Encontremos en primer lugar las travectorias y las lineas -

equpotenciales

L0 .
Sea 7z = re’ " un punto exterior a |Z| < a. Entonces el poten
cial (7.62) puede cscribirse

a”

£(2) = voZ + vo S5 = U(r,6) + y(r,8)
) I a? _ i0 a* -id
= Vore 4+ VvV, —y = Volre + —— e )

re



Transformando a la forma polar se obtiene

2

f(r,8) = v, {rcos(6) +ri sen (§) + éf-[cos(e) -1 sen (8)]}
o a’ a‘i .
f(r,08) = v, [r cos (") +1ir sen (6) + —?-cos(a) - 5 sen(H)]
f(r,8) = v, rcos () + Y%?ﬁ- cos (8) +1i v, rsen (i) - Er:-sente)
de donde
a? . ' 52
Ylr,8) = volr + _f) cos (6) , Y(r,8) = vy(r - ”f” sen (8)

Por consiguiente las trayectorias estan calculadas mediante

2
velr - g;J sen (0) = ¢, § constante (7.63)

y las lineas equipotenciales por
) cos (¢) = o, constante (7.64)

OBSERVACION FISICA.

En el caso en que r = a en (7.63), representa una trayectoria,
y B = 0 ya que a travéz de una trayectoria no puede existir -
flujo, por consigquiente se puede considerar el circulo r = a -

con obstdculo en el camino del fluido.

11) Determinacidn de que la velocidad del fluido despues del obsta
culo permanece constante en primer lugar determinémos los pun-
tos donde la velocidad es nula, es decir los puntos estaciona-

rios.
De la relacidn (7.62)

£'(2) =0~ £'(4) = v (1 —97) = 0 de donde 2 = -a, Z = a son
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los puntos sobre el eje real, y ellos son los puntos estaciona

rios.

La velocidad del Fluido despues del obstidculo se obtiene me---

diante |£f7(2)|.

2 :
£'(Z) = v, (1 - @3) # 0, en efecto; sea Z = rele

Z/_

2 . z _

£'(2) = v (1 - @g o219y o vo{l - 2-[cos (28) +1i sen(20)]}

r- -

a’ : a*
£'(2) = vy -V, — cos (26) + 1iv, = sen (208)

r? 2

la velocidad es

2

2 2
£7(Z2)| = /4;0[1 -2 cos (28)]1°+ [v, 2= sen (28) ]

r2 2
i _ //2 2.a’ a’ 2 7 , a’ 2
| 727 = W2[1-2"% cos (26) + % cos?(28)] + vi & sen?(26)
re r* r"
o /ah 2 ah . a2
[£7(2) | = vo/ S sen® (20) +5- cos®(26) +1 -2 S cos (20)
r' r’ r?
A
[£'(2) | = v,V 5=+ 1 - 2 = cos (20)
rln r*
Por consiguiente
2 b
lim |[£'(2)| = VO//l .28 2
f-orw I'2 rh
asi para que |t'(Z)]| = v, es necesario que r = i% a

Por tanto el fluido corre en la direccidn del eje x positivo -

con velocidad v, constante.
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7.3 FLUJO EN CANALES Y TRANSFORMACION CONFORME

Supongamos un flujo estacionario idealizado;en esta parte verc
mos como se puede tomar en cuenta las fuentes y sumideros en -

los problemas de flujo de Fluidos.

Consideremos un flujo estacionario, bidimensional comprendido
entre dos planos v = 0, v = 7, cuando el fuido estd entrando -
a travéz de una rendija estrecha a lo largo de una, linea, en
el primer plano perpendicular al plano u, v como se indica en

la Figura 31

Establezcamos que Q sea la

wy| o
velocidad del flujo del -~ )T
(= :;,.1
wy ~— o W
fluido hacia el canal a tra e ‘ -
4 M
veZ de la rendija, (en uni-
FIGURA 31

dades de volGmen por unidad
de tiempo) por cada unidad

de profundidad del canal, don
de la profundidad se mide per
pendicularmente al plano,

u, v.

Entonces. Para estudiar el movimiento del fluilido es necesario
encontrar una transformacidén que sea conforme con c/u de los -

puntos de la trayectoria del fluido.

Consideremos la franja 0 <« v < 7, sean w,, W,, Wi, W,, Duntos
de la trayectoria del fluido tal que se considera dicha franja

cono la forma limite de un rombo, con vértices en los puntos -
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w1 = Ti, W, Wy = 0 y w, cuando los puntos w, y w, Se muevan
infinitamente lejos hacia la izquierda y hacia la derecha res-

pectivamente.

Por consiguiente.

En el limite los &angulos exteriores, toman valores,

kiym =0 , kow = 4, kyn = 0, kyr =7 (7.65)

consideremocs el plano xy tal gue x; = 0, x3 =1 y Xy = ©

yrx, para determinar.

Por el mapeo de Schwarz Christoffel, se tiene

- R Plano 2
g—wz- = A(Z-x,)°.2 '(z-1) 3
aw _ A
dz Z
de donde
< : » X
p q[z :r.s:;
w = A 1In(Z) + - B v (7.60)
FIGURA 32
Ahora bien
Si w= 0, se tiene que, B = 0 asi
A 1ln(Z) = B
B
In(Z) = T3
g = e—B/A
Z = 1

La constante A debe ser real, puesto que el punto w se encuen-

tra en el eje real, cuando 2 = x , x > O

Siw= 7i. Es la imdgen de 2 = x,, ¥; < 0
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Por tanto en ( 7.66) se tiene

i = A 1ln |(x,)]| + Avi
Tomando las partes real e imaginaria se tiene que |x;| =1 ; -
A = 1 y por tanto la transformacidn buscada es
w = log Z ; (7.67)
sl x1 = -1, esta transformacidn, mapea el semiplano sobre la -

franja.

Por consiguiente la tranformacidén (7.67) mapea la mitad supe--

rior del plano Z sobre la franja en el plano w.
Asi la transformacidn inversa de (7.67)
Z =e =e (7.68)

mapea la franja sobre el semiplano. Bajo la transformacidn -

(7.68), la im&gen del eje u es la mitad positiva del eje x.

La imdgen de la recta v = 7 es la mitad negativa del eje x.
Por consiguiente la frontera de la franja se transforma en la

frontera del semiplano.

Por otra parte, si w = 0 en (7.68) 2z = 1 (7.69)
Asi si w = u, > 0 entonces Z2 = x, > 1 la velocidad del flujo
del fluido a travéz de una curva en el punto w = u, con el -

punto (u,v) dentro de la franja, es una funcidn de corriente -

Y(u,v) para el flujo.

Si u; < 0, entonces, la velocidad del flujo hacia el canal a -

travéz de la rendija es,
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y(u,, 0) = 0Q (7.70)

Bajo una transformacidn conforme, ¢ gueda expresada en funcidn
de x, ey y representa siempre la funcidén de corriente para el
flujo de la regidn correspondiente al plano 2, es decir cCoOmo
la velocidad de flujo es la misma en ambos planos,y en las cur
vas correspondientes, entonces podemos usar, el simbolo y, in-

dependientemente, para representar las funcidnes de corriente.

Dado que la imé&gen del punto w = u; es un punto Z = x,, para -
0 < x3 < 1, la velocidad del flujo a travéz de cualguier curva
gue una los puntos 7Z = x,, 2 = x;, (ver figura 33) que se en-

cuentre a la mitad superior del planc Z, es tambi&n igual a Q.

Por tanto en Z = 1 existe una fuente al igual que en w = 0.
Plano 2 v J Plano w
)'| wi
N N\
0 x 1 x5 x u 0 iy u

FIGURAS 33

Si Re(w) -——> «, La imagen de 2 --> 2 = 0, un sumidero de inten
sidad Q/2 aqui en este punto corresponde uu sumidero infinita-

mente alejado a la izguierda de la franija.

Ahora consideremos la velocidad del flujo a travéz de una cur-
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va con fronteras v = 0, v = 1. Considerando la parte ezquier-
da de la franja y el flujo imdgen a travéz de esa curva en el

plano 7.

Asi, el sumidero en el extremo izquierdo de la franja se trans

forma en un sumiderc en el infinito del plano Z.

La funcién de corriente ¢, para el flujo en la mitad superior
del plano Z es una funcibén con valores constantes, a lo largo
de cada una de las tres partes del eje x, y su valor debe de -

incrementarse en Q cuando el punto Z se nueva entorno de Z = 1

desde 2 = x, hasta Z = x; y con intensidad Q/2 entorno a 2 0.

De manera que la funcidn corriente gueda determinada mediante

Vi(x,y) =% | arg(z - 1) | -é%arg(z) (7.71)
y tiene como funcidn potencial

ooy @ Q

£(z) = 4 log (2 - 1) - o1 log (%)

- _ 9 _ 1/2 =1/2

£(z) = = log[ (Z -7z 7]

la funcidén f estéd definida para la mitad superior del plano Z
como

W
L = e ;, entonces

Una funcidn potencial para el plano w es

f(w) = % log (e

w/2 e—w/2) (7.72)

9 1og [ sen h (w/2)]+ cte.

£{w) :rr

y tiene por velocidad
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f'(w) = - cot h (2) (7.73)

se deduce de ( 7.73) que

: 0
K ) — =
lim £'(w) = 5T
| v e
asi mismo
w = ml, entonces f'(w) = 0, y w = 71 es un punto de estanca---
miento, por tanto la presidn, a lo largo de la pared v = 1 del

canal, es maxima en los puntos opuestos a la rendija.

Como la funcidn corriente y(u,v) es la parte imaginaria de la

funcidn f(w) en (7.72), y tiene por lineas de corriente

Y(u,v) = cC

Il
Q

% Arg [sen h (w/2)]



CAPITULO VIII

APLICACIONES DE LA TRANSFORMACION

CONFORME EM TEORIA ELECTROMAGNETICA

Considerando el hecho basico de la gravitacidn, es que dos ma-
sas mp, my ejercen fuerzas entre si, podrémos considerar dicha
fuerza como la interaccibn de dos particulas. Este punto de -
vista induce a pensar en la accidn a distancia, puesto que di-
chas particulas interactdan afin no estando en contacto; si con
sideramos que una particula de masa m, modifica de laguna mane
ra el espacio que la rodea, entonces dirémos gque se ha produci
do un CAMPO GRAVITACIONAL, asi este cuerpo actuarad sobre cual-
quier otra particula de masa Iy - que se encuentre en el, ejer-
ciendo la fuerza atraccidn gravitatoria sobre ella, por consi-
guiente el campo juega un papel intermedio, para poder determi

nar las fuerzas entre particulas de masa m

K"

De lo anterior se desprende que:

1) Dada las particulas situadas en los puntos Pk’ con masa -
my. respectivamente, entonces se deberd de encontrar el -

campo producido por una distribucidén dada de particulas -

con masa mj.

ii) Para las particulas con masa m debemos determinar las

k7

fuerzas que este campo ejerce sobre otra particula de ma-

231



sa mj, situadas a una distancia rkj'
1ii) E1l campo Gravitatorio es un modelo de un campo vectorial

teniendo en cuenta que $i en cada punto Pk se le asocila

un vector'

iv) Ademds el campo gravitatorio es un modclo de campo esta--
cionario, porque su modulo permanece constante al transcu

rrir el tiempo.

8.1 DEFINICIONES BASICAS
8.1.1 Potencial gravitatorio

Consideremos dos particulas situadas en los puntos Q y P de ma

sas m; t m,; respectivamente, (como se indica en la figura 34)

Segun la ley de gravitacién de Newton, existe una fuerza entre

ellas, cuya magnitud se define como.
Fo= ) B2 (8.1)

Donde r es la distancia entre las particulas y k es una cons--

tante que depende del sistema de unidades.

>
Si designamos el vector QP por r.

Se puede expresar la fuerza por zk r M
: _ q P
Unidad de masa en P, debida
FIGURE 34
a la atraccidn de la parti-
cula en Q, mediante.
iy =—r-‘-‘.t=V(rr9), donde k = 1 (8.2)

T
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Donde I se denomina, la intensidad de fuerza o bien el campo

gravitatorio de la fuerza en el punto P.
De (8.2) se deduce que IF satisface

VXIE‘:VXV(%)ZO,

siendo, por tanto un campo no disipativo de fuerza o bien cam-

po conservativo.

El trabajo efectuado por la fuerza, cuando la particula m esta
fija en Q, de atraccibdn durante un desplazamiento infinitisi--

—-) . .
mal dr de la msa unitaria es

>

W= TFdr (8.3)

El trabajo total de la fuerza cuando la particula unitaria se

desplaza del infinito hasta una distancia r es

alR=

r
J =1 (8.4)
r

es Independiente de la trayectoria seguida por la particula de
masa m2 en el punto P, y se denomina POTENCIAL en P debido a -
la particula de masa m; en el punto Q, y se designa por V, pu-
diendo escribir

(8.5)

v =
r

La intensidad de la fuerza en P, debida al potencial es

W= T = v(I) (8.6)
r

es decir, la intensidad en un punto cualquiera es igual al gra
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diente del potencial.

Para n-particulas de masas m k=1,2,.,., n cuyos vectores =~

k;
>
I'k,

mente, entonces, la fuerza de atraccidén por unidad de masa en

de posicidn con respecto a P son k=1,2,..., n recpectiva

P debida al sistema, se¢ consigue mediante la relacidn

n m
e
k=1%"k

El trabajo realizado por las fuerzas de atraccidn sobre una --

particula de masa unitaria que se mueve al infinito a P es
n i
Jnndff: ;X -y (8.8)

como el potencial V es una funcidn escalar de posicidn, excep-
to en los puntos QK’ donde estan situadas las masa, asi se sa-

tisface la relacibn

n
VeV = Vv = 72V = ) v"—(rr“—k) (8.9)
k=1 k
que es la ecuacibn de Laplace.
Como I' = VV, significa gue en un punto donde no hay materia -
se tiene
VoI = 0 (8.10)

8.1.2 Distribucidén continua de la materia

Supongamos ahora que la materia que atrae, forma un cuerpo -

continuo que ocupa el espacio limitado por la superficie cerra

da S. Dividamos el cuerpo en un nlmero infinito de elementos -



de masa pdV, siendo p la densicdad de masa en c/pto. y dV el -

elemento de volGmen del cuerpo, como se indica en la figura 35

Consideremos los casos silgulentes: Z A
I) Si P es exterior al cuerpo tp
Entonces, la suma de la relacidn QAV
(8.8) se convierte en la integral P Ty
e
X
_ ;Zde B .
Vp = J J [ Y FIGURA 35 (8.11)

I1)

donde r es la distancia del elemento de voltmen al punto P

debido al cuerpo entero

Si P es interior al cuerpo

Entonces el integrando (8.11) se hace infinito.

En este caso, definimos el potencial de la siguiente mane-

ra: rodeando al punto P meaiante una superficie espefica

S., ¥y considerando el potencial debido a la materia com---

prendida entre S, y S, con este mecanismo, el integrando
se convierte finito, ya qgue P es exterior a la regidén de -

tal manera, obtenemos

Vv = lim J J J pdv (8.12)
() -

Como el vollimen de S, es del mismo orden que r’, siendo r
el radio de la esfera S,, mientras que el integrando se ha
ce infinito como 1/r se p es tinito, el valor de (8.12) -

tiene limite definido gue se denomina, Potencial P debido
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al cuerpo entero.

8.1.3 Ecuacidn de Poisson para distribucidn de masa continua

Hemos visto que la funcidn potencial satisface vV = 0; (8.9),
O ecuacidn de la place en la regidn exterior a la materia. Con
sideremos ahora la ecuacidn que satisface el potencial en la

regidén interior a la materia; (8.12).

Sea P un punto interior al cuerpo, de la figura 38, con densi-

dad p. Supongamos a P dentro de una esfera S, y de radio a.

El campo gravitatorio en P es el vector suma del campo gravita

torio IF

o !/

producido por la fuerza exterior a S,, vy de IFi de-

bido a la materia interior a S,. Es decir podemos escribir

r = r, + E‘i (8.13)
Calculemos ahora V o IFP, es decir
VeIl = VoI, + V ol
P 1

Como II', es producido por la materia exterior a S,, y por -

(8.10) se tiene que

VO:FO = 0
luego tenemos en (8.14)
Vel =V olF, (8.15)
P 1

Consideremos la esfera de radio a,; su masa es
m = 4 «3.3
= — TIpa
3‘}~

como a + 0, la intensidad en la superficie de esta esfera es -
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igual a

en magnitud, direccidn y sentido de la normal a la superficie

trazada hacia el exterior.

Por el Teorema de Gauss, se tiene

il

lim J J J (VoI ) 4V lim (V oIE‘)% Ta‘
a—>0

a>+0

= lim J JIF o« dS

a-~0 S
— 7 4 2
= lim (- jﬁpa)(4ﬂpa )
a+0
luego
VoIFF = V o IF = - 47mp
pero
E“P = VVD

Luego la ecuacidén satisfecha por el potencial en una regidn -

que contiene materia es
V'V = - 4ip = Vo IF (8.16)

la relacién (8.16) es llamada Ecuacidn de Poisson que rige el
Potencial V de una distribucidn de masa continua en un punto P

interior a una regidn R.

8.1.4 Corriente Electrica

Para el fluir de electricidad en un medio conductor electrica-

mente isbtopo y homogeneo, se tiene la relacidn
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J = XIE , (& > 0) (8.17)

Donde IE es el campo eléctrico, A la continuidad eléctrica es-
pecifica y J la densidad de corriente eléctrica gque represen-
ta la cantidad de carga eléctrica que atraviesa la unidad de -

drea normal en la unidad de tiempo.

La cantidad de carga eléctrica que llega por unidad de tiempo

a una regién R del espacio, se expresa mediante

J' J J 90 qv (8.18)
Jt
R

Donde p es la densidad de carga por unidad de volUGmen.

De (8.18) y por teorema de la divergencia, en el espacio, se -

obtiene

R

i

siendo Un la componente de Jn segln la normal exterior (8.19)
expresa la cantidad de carga eléctrica que llega, por unidad -
de tiempo en dicha regidn.

Luego de (8.18) y (8.19) se obtiene

( 1 dgp0 i .
J J ) (;£-+ dlv.Jn) dav = 0 (8.20)
R
si %% + divJ es continua y R arbitrario, se tiene en (8.20)
ap i = 2
e + le.In 0 (8.21)

la relacidn (8.21) es llamada ECUACION DE CONTINUIDAD, & CON--

SERVACION DE LA CARGA ELECTRICA.
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8.1.5 Elementos de Electrostatica

En la presente seccidén se expresa en forma general algunos ele
mentos teoricos de alguna manera intuitiva y en consecuencia -
con mayor posibilidad de utilidad. Los métodos de variable com
pleja son aplicables al caso plano, que cabe ubicar en un Mar-
co General, considerando distribuciones y Conductores infini--

tos, perpendiculares al plano complejo.
COMENTARIO 8.1.5.1

El problema electrostatico, cohincide con el gravitatario si
suponemos que nos damos cargas fijas en tal caso sobre aislado
res es decir la distrbucidn de cargas no cambia debido a la ac
cibén del campo electrico, interior o exterior a la regidn. En
cambio, el problema electrostdtico con Conductores, asi por -
ejemplo, al estudiar el campo electrico de una Carga uniforme
en una esfera maciza, ésta deberd suponerse aisladora pues de
lo contrario, por no ser nulo el campo en su interior, las car

gas no se mantendrdn en Reposo. (8.22)

=r

Si1 un Conductor se coloca en un campo f, sus cargas se distri-
bullen de tal forma que se produzca en su interior el campo —%,
en efecto, hallar esta distribucidén es el problema fundamental
de la Electrost&tica. En virtud del conocido Teorema de Gauss

en ningln caso quedan cargas en el interior de un Conductor, -
pues s1 ello ocurriera el campo no seria nulo. Es decir: en el
estado de equilibrio, las cargas en los conductores se distri-

bullen sobre sus superficies.
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COMENTARIO 8.1.5.2

Si un Conductor se coloca en un campo eléctrico, aparecen en -
el cargas inducidas que anulan el campo en el conductor, luego:
en un campo electrostdtico cada conductor tiene en todos sus -
puntos el mismo potencial. En particular, una superficie Con--

ductora es equipotencial.

Ademds en un Conductor aislado la carga total es independiente
del campo, y en un conductor conectado a tierra, cualguilera --
que sea su campo exterior, al potencial constante es el mismo.

(U = 0) (8.23)
DEFINICION 8.1.5.1

Supongamos una distribucién de Carga bidimensional, si y es un
camino en el plano Z gque tiene Carga neta e, en su interior, -
sl se establece el Teorema de Gauss. Entonces existe una fun--
cidn armdnica Y conjugada para $ tal qgue

U(2) = &o(x,y) + 1Y (x,Vy) (8.24)
es analitica en una regidén no ocupada por carga.

DEFINICION 8.1.5.2

Sean ¢(x,y); y(x,y) dos funciones, reales de variable real, -
y(%x,y) conjugada armdnica de ¢(x,y). Se define el POTENCIAL -

ELECTROSTATICO de distribucidén de Carga como

U(Z) = ¢(x,y) + iy (x,y) (8.25)
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DEFINICION 8.1.5.3

>
Supongamos la fuerza f cue ejercen una sobre otra dos particu-
las cargadas de electricidad estd dada por la ley de Coulcmb y

eligiendo adecuadamente la unidad de carga, su médulo es

si e;, e, son las cargas y ¥ es la distancia que los separa. -
Entonces se define el campo Electrico de una distribucidn de -

cargas © fuerza sobre la carga positiva como

f = - vu(2) (8.26)
donde U = U(Z) es el potencial electrostatico definido en -

(8.25).
De la definicidn (8.25) se tiene que
d(x,y) = a, VY(x,y) = B, «o,B constantes, (8.27)

las ecuaciones (8.27) se les llaman, lineas equipotenciales y

lineas de flujo respectivamente.

Puesto gue U(Z), es una funcidn compleja de variable compleja
entonces, el campo electrico, puede expresarse en términos de

las funciones ¢ y ¢

~ 3 3
-vu(z) = - [5}2 + 1 WJ[‘P(}WY) + llP(X,Y)J
—_ |7 a : 3 e TR
= “|_ d—X( ¢ (X,Y) + 1y (le)) + 1 ay (}\Iy)_‘—ll\['(xly))

. . 3 3]
= - % oa(x,y) -1 gag vix,y) -1 3y ¢ (x,y)+ g};w(x,y)

= 29 ey = O i O ,
= - = ¢(x,y) -1 v ¢ (x,y) +ay P(x,y)-1 5 Y(x,y)
(8.28)
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Esto indica que existe una funcidn armdénica ¥ conjugada para ¢

tal que se cumple (8.25) de donde por las ecuaciones de Cauchy

Riemann
a¢ = dlv .Z)qi = - aw 29
BE iy Oy Ix (8.29)
Asociando en (8.28) y aplicando (8.29)
vy = - (9% 4 3 9¢J + WY _ g ﬂf
Ix gy ay 90X
se obtienen las conjugadas armdnicas respectivas, luego.
ao T 3¢ AU af
- = - — - paa = - _ T + etk 2 = -
vu X + 3y X + oy daz
-VU = -V¢, lamado intensidad del campo eléctrico, para una --

unidad de carga colocada en algln punto P de una regién del -

plano complejo.
DEFINICION 8.1.5.4

De igual manera que en flujo de fluidos, definimos fuentes y -
sumideros, se define en electrostdtica el potencial complejo -
(electrostdtico), debido a una linea de Carga e por la longi--

tud unidad, en 2 = Z, (en el vacid) como
U(Z) = - 2e 1n (2-2,) {8.30)

y representa una fuente, o sumidero, en Z, segln sea e < 0,
e > 0 en (8.30). Analogamente dobletes 6 dipolos, si el medio

no es el vacio.
ILUSTRACION 8.1.5.1

Encontrar el potencial complejo debido a una linea de carga g
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por unidad longitud perpendicular al plano Z en Z = 0, y que -~

modificacidén deberd hacerce cuando la linea estd en 2 = Z,.
SOLUCION
Cidlculo del Potencial

Utilizando la definicidébn 8.1.5.4 se tiene:

Uu(z) = - 2q In(Z), para Z, = 0, sea Z = reie, luego

. - _ ~
u(z) = - 2q ln(relb) = 2q [ 1In(r) + i9|, que tomando la parte -
real se obtiene
U(Z) = - 2g 1n(r), que es la compeonente normal del vector elec
trico, y es constante, luego U(r) = 2gq 1ln(r).
Cuando la linea estd en Z = Z,, se tiene U(Z) = - 2gq 1n(2-2,)

ILUSTRACION 8.1.5.1

Supongamos el interior de un conductor cilindrico circular in-
finito de radio ri:, conectado a tierra (U = 0) se coloca otro
cilindro coaxial de radioc r, gque mantiene un potencial U,. En-

contrar el potencial en la regidn anular.
SOLUCION
Considerémos la regidén anular.
R=1{z c @€ /v, < |2] < r;}
con las condiciones de contorno
Uo(Z) en |Z| = r, , cero en |Z| = 1, (8.31)

considerémos el potencial U(2Z) = a ln (Z) + b, encontrar los -

nfimeros reales a yv b
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En efecto.

i@

Sea Z = re . asi
i6 T .16
U(Z) =a ln(re ) +b=a [In(r) + i |+ b
= a ln(r) + ait + b
= a ln(r) + b + ait, de donde las lineas equipotenciales
$(r) = o estd representada mediante
$p(r) = aln(r) + b = Ulr)

Aplicando (8.31l) se obtiene:

Si |2] = r, entonces U, = aln(r,) + b (8.32)

Si |z]

LJ
Lo

r: entonces U, = aln(r,) + b =20 (8.
1

resolviendo (8.30) y (8.31) resulta

- Uy, _ _ Ugln(xr,)
27 In(r./r1)’ b=

De donde el potencial buscado es

U(r) = aln(r) + b
- In(r/ry)
Ulr) = U In(r,/r.)

8.2 REPRESENTACION CONFORME Y EL POTENCIAL ELECTROSTATICO

DEFINICION 8.2.1

Sean y un camino, 1D un dominio, tal que I = I(y), VI(Z2;Z,) es
una funcidén armdénica en ID . Entonces se define la funcidn de -

Green con singularidad Z, €ID a la funcidn
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G(2;2,) = VI(Z2;Z,) + ln(l/r), r = |2-2,] (8.34)
de donde G(Z;Z,) = 0 en v.
TEOREMA 8.2.1

Sean Y un camino, Z, I(y) del plano Z, R la regidn definida -

como el disco unitario R = {ZeC€ / |Z| < 1} del plano w

f: I(y) > R, una aplicacidén conforme, si f£(Z2,) = w = 0 en—~

tonces toda aplicacidn conforme f puede expresarse de la forma
£(2;2,) = e O7HH (8.35)

DEMOSTRACION

Consideremos

- 1n f(2,2,) = G(Z2;2,) + 1H(Z;Z,) (8.36)

En primer lugar hay que probar que G(Z;Z,) es funcidén de Green

para I(y) con singularidad Z,.
G(Z;Z,) = V(2;2,) + 1In(l/x), 1t = |2-Z.,] (8.37)

consideremos el desarrollo de Taylor para f.

£(2,2,) = ) Co(2-2,)" (8.38)

n>\

como f es conforme entonces C1 # 0, de donde

a(2-2,) " (8.39)

dividiendo (8.37) con (8.36) y considerando (8.36) se obtiene

f'(Z,’ZO) a - . _ 1 .
£(2:2,) az n £(2i%o) = 5o + wl(ZiZo) (8.40)
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con w(Z;Z,) analitica en I(y)
tomando primitivas en (8.40) se obtiene
Inf(z2;2,) = 1In(2-2,) + 0(Z;Z,); Q(Z;Z,) analitica en I (y)

tomando la parte real en (8.34) se tiene que

- G(2;2,) In|f(Z;2,)] = 1In(xr) - Vv(2;2,).

luego

G(7;2,) = Vi(Z2;2,) + 1n(l/r) (8.41)

Por otra parte en (8.36) se tiene que

- 1nf(2:;2,) = G(Z,2,) + iH(Z:Z.)

luego por (3.41) se obtiene

£(2,2,) = e_G_lH, siendo G la funcidén de Green

de I(y) con singularidad en Z,,

La unicidad se prueba por el hecho de que f(2;%Z,) estd defini-

da y es armdbnica en v y de la definicidn 8.2.1

ILUSTRACION 8.2.1

Un cable rectilineo con carga uniforme con una densidad lineal
A se coloca entre dos planos conductores paralelos a el y co--
nectados a tierra (como se indica en la figuras6). Hallar el po-

tencial en la regidn limitada por ambos planos.
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FIGURAS 36
Sea Z = x+iy, de tal forma que donde U = 0, en el plano Z son
las rectas vy = 0, y = d; supongamos que el cable posee carga -

2\ en Z = ai.
Como es de observar en la figura, la transformacidn deseada es
W= f(z2) = e (8.42)

mostrada en el capitulo VI ilustracidn 6.3.1

Aplicando (8.42) a los puntos Im(Z) ¢ [O,dj, con d > 0, se ob-
tiene Im(W) > 0.

. . Tai/d
Si Z = ai entonces W = e “7/%.

Hallar el potencial de carga 2A en W = ehat/d

en presencia del
conductor Im(W) = v = 0 (el eje u) conectado a tierra, esto -

conduce a considerar una carga opuesta -2A.
En efecto.

Considerémos el plano Z, los complejos Z, y 20; el potencial -
complejo debido a las dos lineas de carga q, en 4., Y ZO, se -

consigue mediante la definicidn 8.1.5.4, obteniendo.
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c
N3
Il

- 2q 1n (2-2,) + 2g1ln (2-2,)

Z 72-7,
5 )} (8.43)

7 -
2q 1oy Z-2,

c
NN

—
i

¢) entonces ¢(x,y) = 2qRe{m(

Puesto que en el plano W, el potencial en un punto del semipla
no superior le es correspondiente al potencial en un punto de
mz/d

la franja, en el plano Z mediante la transformacidén W=e ’

luego considerando

mZ,/d = -mz,/d
4

W, = e W, = e , v la carga 2x, Z, = ai

Se obtiene en (8.43)

W-W
= 2 R
Uu(z) 2 ln(W_wo)
W - e—ﬂai/d
U(z) = 2XR , es el potencial buscado.
e W - eﬂal/d
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