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PRO L o G o 

Ma deseo al comenzar este trabajo fue el de dar a conocer una de 

las múltiples aplicaciones de las matrices. 

~ trabajo en el Departamento de Matemáticas me hizo ver que en 

la Facultad de Ingeniería hasta el año de 1964 no se enseñaban 

las matrices ; cuando el Ing. Rodolfo Morales funda el nepartame~ 

to de Matemáticas él inicia una revolución y entre sus consecue~ 

cias fue el de mostrar a los alumnos. incipientes conocimientos 

de matrices a través de los profesores del Departamento, personal 

al cual tengo el honor de pertenecer. Es por eso que me decicií 

a escribir sobre un tema tan apasionante, tratando de mostrar lo 

más sencillo para lograr despertar interés en la profesión por es 

te tópico. 

Como se menciona al final, los avances de la técnica moderna, ata 

ñen a todas las profesiones, Ingeniería no puede quedarse atrás. 

Las computadoras electrónicas son un arma común para el Ingeniero 

y para poder Mnejarlas es necesario tener conocimie.:':~s de 10 --

que son las matrices 
= 

Como puede verse, esta obra no es un tratado profundo de las ma-

trices, más bien es una introducción al conocimiento y aplicación 

de ellas, en sí mi intención ha sido"popularizar"el conocimiento 

de las matrices. 



CAPITULO I 

ALGEBRA ELEMENTAL DE MATRICES 

1 - Introducción: 

En esta sección hablaremos de las operaciones del Algebra matricial y no­

tación. Trataremos de dar estos en forma sencilla, aunque el lector debe-

ría de refrescar sus conocimientos en lo que respecta a las surnatorias y 

términos generales de sucesiones. 

2 - Definición de Matriz: 

Un arreglo en filas y columnas de números reales o complejos, es lo que 

llamarnos matriz. Un arreglo de estas sería el siguiente: 

a ll a l2 •• • •• a 1n 
a 21 a 22 ..... a 2n 

Este es un arreglo con mm!! filas y "n" columnas. Cualquier cantidad en 

la matriz se llama elemento y puede ser función Real o Compleja de cier-

tas variables. Encerraremos los elementos que forman la matriz entre cor 

chetes, otros usan doble línea vertical 11, o paréntesis ( ). Vemos que 

hay dos números subíndices con cada elemento, el primero nos representa-

rá la fila que él ocupa y el segundo, la columna; así, el elemento -

a
37 

ocupa la fila 3 y la columna 7; y, en general el elemento aij ocupa 

la fila ~y la columna i . Este elemento a .. nos representa cualquier ~ 
1J 

lemento de la matriz, por lo tanto es el término general de la matriz. 

Escribiremos entonces en forma sintetizada a la matriz A en la forma si 
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guiente: A = [á. .. 1 rnn, en lugar de la escritura inicial. La matriz men­
o 1J 

cionada al principio, tenía m columnas y n filas, se llamará matriz de 

orden (m,n) ó matriz m x n. Si m = n la matriz se llama matriz cuadrada 

de orden m ó n. 

Si en una matriz las filas las pasarnos a columnas y las columnas a filas, 

la matriz así obtenida se llama matriz transpuesta, de la matriz original. 

Es decir si A = [ai j ] ron, transponiendo, las filas pasan a columnas y 

viceversa . Se escribe así At Ó Al entonces: 

3 - Principales Tipos de Matrices 

a) Matriz Vector Columna : Es una matriz con una sola columna, su órden 

es (m, 1). Ejemplo: 

ó 

B = [PIl b21 • •••• bm1 ] para ahorrar 
espacio. 

b) Matriz Vector fila. Es una matriz con una sola fila, su órden es (l,n) 

= rc .-1 
- lJJ 1n 
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c) Matriz Diagonal: En ella los elementos de la dia~onal principal, que 

es la que corre de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo, son los úni 

cos diferentes de cero. Es decir 

Eje . U o 
1 
O 

a" = O si i t. j o 

1.J 

d) Matriz Unitaria: Es una rratriz diagonal, con la característica que los 

elementos de la diagonal principal son iguales a la unidad, es decir: 

aij = O si i t. j ; pero aij = 1 si i = jo 

Matriz Unitaria de tercer órden 

e) M3.triz Cero: Es una rntriz rectangular (m,n) en la cual todos l os elemen 

tos son iguales a cero. 

O = 
O 
O 
O 

o O 
O O 
O O 

O~:- I J Matriz cero, órden(3,4) 

4 - Operaciones con Matrices: 

a) Igualdad de rratrices : 

Este concepto es sencillo , pero de mucha importancia en Algebra matricial. 

Dos rratrices [al' J' ~J rnn y [b. . ] mn, son iguales si y solo sí a-o. = b.. para 
lJ - lJ lJ 

todos los valores i y j. En otra fo:nna: Dos rratrices son iguales sí y so-

lo sí, ellas tienen el mismo órden y sus correspondientes elementos son i-

gualeso 
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Ej: 

b) Suma: La suma de matrices solo está definida para matrices del mismo 

orden. Si [a .. J y fb. :01 son matrices del mismo óroen, entonces la suma 
- 1J 1J 

[aij] + [bijJes una matriz [cijJ cuyo elemento típico es [cijJ= [aij+bij] 

es decir: 

A + B = C ó [a· ·1 rnn + 1 b .. J rnn 1J oolJ = (e"] rnn = [a .. +b .. Jrnn 1J- 1J 1J 

. 1-1 - t 2 ] r 1 + t - 2 J r2
0 EJ: _ 3 1 + t + L-3 1 t. = ~ 

Dos matrices del mismo orden se llaman conformes para la suma. 

La suma de matrices es una operación asociativa y conmutativa: 

Asociativa: CA + B) + C = A + (B + C) 

Conmutativa: A + B = B + A 

c) Resta 

Si A Y B son matrices del mismo órden, entonces la resta A-B se define -

corno otra matriz D del mismo óroen que A y B dada por: 

D = A - B 

rd ··1 = ra .. 1 -eb .. ] 1J - 1J- 1J 
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Ej: [~ 2 01 f2 -1 ~-I = l~i 3 -~I 5 6j - 3 -1 6 

d) MultiElicación de Matrices 

1) Multiplicación de una matriz por un escalar: 

Por definición la multiplicación de una matriz A = [aij] por un escalar k 

se efectúa multiplicando todos los elementos de A por el número k y se ob-

tiene una matriz cuyos elementos son 

B = K A 

[b .. ] = K [a.:J - lJ - lJ 

rb .. J = rKa. ·l - lJ - lJ -

Ej, 3[: 1 :j 15 3 

1~ = 
-1 6 -3 

2) Multiplicación de una matriz por otra matriz. 

La definición de la operación de que vamos a hablar se ha hecho a fin de 

facilitar las operaciones que involucran transformaciones lineales. 

La multiplicación de dos matrices está definida solamente cuando el número 

de columnas de la primer matriz es igual al número de filas de la segunda 

matriz. Si A = La .. l JTU1 Y B = r b .. ] pq son dos matrices, el producto AB lJ lJ 
no está definido a menos que n = p, si esto sucede las matrices se llaman 

conformes para la multiplicación. Sólo las matrices conformes se pueden 

multiplicar. 

Definición de Multiplicación. 

Pasemos a dar una definición de producto matricial auxiliador de un ejem-

plo A.B = C: 



a 12 a 13 
a 22 a 2 3 
a 32 a 32 

6 

Estas dos matrices son conformes. 

Consideremos que la primer matriz está formada por vectores filas y que la 

segunda está formada por vectores columnas. 

Tomemos el primer vector fila de A y efectuemos el producto escal~ (re-

cordemos los vectores) de este vector fila por todos los vectores colum­

nas de la segunda matriz, estos productos nos darán números como nosotros 

sabemos ya, siendo cada uno de estos números el resultado de la suma de -

productos entre los componentes de cada vector. Ahora bien, el primer v~ 

lor obtenido, es decir, el producto escalar del primer vector fila por el 

primer vector columna, nos dará el elemento situado en la primera fila y 

primera columna de la matriz C o sea C11 , el resultado del primer vector 

fila por el segundo vector columna nos dará el elemento situado en la pri 

mera fila y segunda colilllliía o sea C12. Para obtener el C21 tornamos el se 

gundo vector fila y lo multiplicamos Gscalanmente por el primer vector co 

lumna, etc. 

Podemos considerar entonces que la multiplicación de matrices es una se--

rie de productos escalares, cntre los vectores filas de 12 primer matriz 

y los vectores columnas de la segunda matriz. 

Realizando la operación A.B: 
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(a
11 

b + a b + a b ) (a
11 

b + a b + a b ) 
11 12 21 13 31 12 12 22 13 32 

(a b ... a b + a b ) (a b + a b + a b ) 
21 11 22 21 23 31 21 12 22 22 23 32 

(a b + a b + a b ) (a b + a b + a b ) 
31 11 32 21 33 31 31 12 32 22 33 32 

1er Vector fila: a a a 
11 12 13 

ler Vector Col : b b b 
11 21 31 

3 
Producto Escalar: a b + a b + a b = r aik bkj 11 11 12 21 13 31 k=l 

Vemos aquí lo mencionado en el párrafo anterior. Como cada elemento es tDla 

suma lo podemos representar simbólicamente. En general el elemento situado 

en la fila i fila y j columna ósea Cij será el producto escalar del vector 

fila situado en la i fila por el vector columna situado en la j columna: 

i fila: 

j Col 

a a a 
i1 i2 i3 

b b b 
lj 2j 3j 

C-·=a 1J . 11 
b . + a b + a b. = 

1) 12 2j i3 3J 

Ya con lo dicho pasamos a dar la definici6n de producto de dos matrices: 

El producto de dos matrices A y B, dónde A = LaijJmp y B = I~ijlpn es una 

matriz C = l'Cij1mn tal que: 

-- -
l~ijJmp lei ·1 = LbijJpn _ J_ 

p 
donde: C .. = E aih bhj 1J h=l 
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La matriz C es de orden (m,ro, y A era de orden (m,p) y B de orden (p,n); 

esto lo podemos expresar simbólicame rte : 

-2 S 
6 1 
2 1 

-
-2 

5 
1 

Propiedades: 

(m,p) (p, n) = (m, n) 

Ü

·· 2 + 
(6 + 
(2 + 

10 + O) ( 4 + 5 -8 U 
2 + O) (1 2 + 1 +20 = 
2 + 0)( 4 + 1 +4) 3~ 

La multiplicación de matrices ro es cormutativa, salvo alguros casos, que 

son la excepción, es decir: 

AB f; BA 

Podemos comprobar esto por un análisis directo, viendo la conformidad de 

la multiplicación en ambos sentidos. Exepto que las matrices sean cua-

dradas, ellas ro pueden multiplicarse en ambos sentidos, es decir en ge-

reral. AB f; BA 

La matriz unitaria 1, forma un producto conmutativo con cualquier matriz 

cuadrada del mismo orde n . l. A = A. 1 

Puede comprobarse que: Al =IA=A 

Producto Contiruado: 

Las leyes del álgebra ordimria se satisfacen en el algebra matricial, ex 

cepto la Ley Conmutativa. Ley Asociativa: 

(AB) e = A (BC) = D 
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q P 
d .. = E E a b ~. 

1J h=l k=l ik kh J 

En todas las matrices debe existir conformidad para la multiplicación en 

cade ra . 

5 - Poten:::ia de ura matriz 

-' P 
Si ura matriz A es multiplicada por si misma P veces, el resultado sera A 

A
P 

= A.A ......... .A p veces 

6 - División Matricial - Matriz iwersa 

Cuarrlo msotros trabajamos con cantidades algebraicas y teremos que a .x=l 

decimos que x es el iwerso de a y esto lo escribimos así: 

x = 1 
a 

-1 
= a 

Hemos rren:::iorado l a matriz unitaria, ésta hace las veces del 1 en el álge-

bra ordirnria, es decir que: 

IA=AI= A 

La semejanza con el Algebra es: 

1.a = a.1 = a 
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a) La matriz i mersa 

Dada ura matriz A cuadrada y ura matriz unitaria 1 del mismo orden, en-

torces puede ercontrarse ura matriz X tal que: 

A .X = 1 

Decimos que X es la matriz inversa de A y se escribe asi: 

X 
-1 = A 

Antes de dar u TE. forma ge reral para hallar la matriz i rversa de arde n N, 

vamos a estudiar el caso de ura matriz de 2°orde n y calcular su matriz -

inTersa:. 

Sea A = 

es decir A =[ :11 
21 

vamos a buscar u TE. matriz X tal que: 

AX = 1 

dome 

a 
12 

a 
22 

X 
12 

x 
22 

e 1 

Los eleme rtos a.. son eleme ntos corocidos y las x.. so n los eleme rtos -
1J 1J 

buscados. 



Ef ectua rrlo : 
AY.. [

(a x 
11 11 

(a x 
21 11 

- 11 -

+ a x ) 
12 21 

+ a x ) 
22 21 

(a x + a x 
11 12 12 22 

(a x + a x 
21 12 22 22 

Aquí teremos dos JPatrices relaciora.das por el sigro igual, para que esto -

se sosterga, los elemerí:os corresporrlientes deben ser iguales: 

a11x 11 + a 12x 21 = 1 

a 21 x ll + a
22

x 21 = O 

a11x 12 + a 12x 22 = O 

a 21 x 12 + a22x 22 = 1 

Dos sistemas de ecuaciores irrleperrlientes, cada ura. con dos ircógnitas, re 

solvierrlo estos sistemas de ecuaciores llegamos a lo siguiente: 

a x + a x = 1 
11 11 12 21 a

22 a 
11 x = x = 

O 
11 a a -a a 22 a a -a a a x + a x = 11 22 21 12 11 22 21 12 

21 11 12 21 

Observarrlo vemos que todos los deromira.dores son iguales llamémosle a este 

de romí redor comú n: D 

a
22 -a 

21 x
ll = O x 21 = D 

-a
12 _ all 

~2 = D x 22 -O 

~l a
12 

-1 an -a12 a 22 -a12 
0- -D- 1 

Entorces: = = D 

a 21 a
22 

-a 21 ~1 -a a11 -D- D 21 

[ a22 
-

a11 -1 1 A = 15 
-a 21 al1 
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Ya te remos u ro regla ge reral para hallar la matriz i nrersa de 2:> . orde n 

Para que la matriz inversa esté definida, cste valor de D debe ser una -

cantidad distirta de cero. Para hallarlo se efectúan los productos cruza 

dos de los elementos de la matriz A, ~l producto positivo es el de los 

elementos de la diagorol prin:ipal. Si observamos como han quedado los 

elemertos de la matriz inversa , se puede ver que los elementos de la dia 

gorol securrlaria sólo han c"""'TTlbiado de sigro y que el resto de los elemen 

tos han alterado su posición de tal marera cual si hubieran girado alrede 

dor de la diago ral secu rriaria . 

Si tuviésemos ura matriz de tercer orden terdremos uro matriz X con rueve 

in:ógnitas, las que podemos resolverlas; pero este es un trabajo tedioso . 

7 - Determirontes 

Para definir completamerte el con:epto, recesitamos recordar lo que es ~ 

termironte, daremos ura pasada a vuelo de pájaro para recordar somerameE 

te sus propiedades más importantes : 

a) Definición y rotación: El determinante es un TÚmero asociado a cada ma 

triz cuadrada, y escribimos determinante de la matriz A, encerrarrlo a la 

matriz A entre barras verticales: det A = IAI ó 

a11 a12 a
1n 

IAI = a 21 a 22 a2n .. .. ........ .... 
a n1 a n2 ... a nn 



- 13 -

b) Evaluación de Determimntes: 

Hay varios métodos: por cofactores, por reducción a cero, ¡:xJr corrlersación, 

etc. El que recordaremos es el método por ca factores 

El cofactor de un eleme rto es un me ror con sigro . 

Meror de un elemerto, es el determimrte que queda al quitar la fila y la 

columm del elemento considerado, el cofactor de un elemerí:o dijimos que 

es un meror con sigro , eSTe signo será + Ó -, según si la suma de los subín 

dices del elemeTto sean par o impar. 

Ej : 1 4 S 

A = 3 2 6 
El cofactor del elemerto situado 

7 8 9 
en 2a. fila y 3a . coltnnm. lo e~ 

1 4 cribimos así A23 ~~€va sigro me-
A23 = 

7 8 ros, porque 2 + 3 es lffipar . 

A22 sigro más porque 2+2 = par. 

1: 
S 

A22= + 
9 

La exparsión de un determirante de 3er. orden, se efectuará tomamo los ele 

mertos de ura fila (o columm) multiplicárdolas respectivamente por sus co­

rrespordientes cofactores y luego sumar estos productos. 

IAI = 

a11 a12 a13 

a 21 a 22 a 23 

a 31 a32 a 33 
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Por cofactores de la primer fila: 

a 
11 

= a A + a \ + a A = 
11 11 12 12 12 13 

a :t 
22 23 

a a 
32 33 

- a 
a 

21 

12 a 
31 

a 
23 

a 
33 

Por cofactores de l a 2a. columna: 

= a A + a A + a A 
12 12 22 22 32 32 

= - a 
a 

2 1 

12 a 
3 1 

a 
23 

a 
33 

+ a 
a 

11 

22 a 
31 

+ a 
a 

21 

13 a 
21 

él a 

a 
22 

a 
32 

13 -a 21 
a 32 a 

33 31 

a 
22 

él 
32 

Se puede comprobGr que si tomamos elementos de una fila y los multipli-

camas por los cofactores de ot r a fila, y luego estos productos los suma ---- -

mas, el resultado es igual a cero, diremos al recordar esta propiedad: 

Desarrollo Dar cofactores ajenos es igual a cero 

Con lo poco que hemos dicho de determinantes, pasaremos a se~ir estu--

diando la matriz inversa . 

8 - Matriz Singular y no Singular 

Una matriz cuadrada se lla~~ singular si su determinante es igual a ce-

ro. Si no es igual a cero , entonces se llama matriz no singular . En 

el primer caso la matriz no tiene inversa' en el segundo caso sí tiene. 
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9 - Matriz Adjunta 

Sea A una matriz de orden n x n ; A = [aij] nn 

Formemos otra matriz ~ pGrtir de ésta, cuyos elementos sean los cofactores 

de A, así: 

A11 A
12 

A
1n

-

Cof. A = A A ..• A 
21 22 2n 
........... 
An1 ~2 ~n 

transpongamos los elementos de esta matriz, es decir pasemos las filas a 

columnas y viceversa, la matriz obtenida se llama Adjunta de A: 

A11 A
21 

A
n1 

A A A 
Adj. \ = 12 22 n2 

Efectuemos la operación: .t.... adj. A: 

Adj. A = [A . .J 
)1 nn 

El resultado al que llegaremos será el siguiente: 
IAI O O ..... O 

O IAI O ..... 0 

A • adj. '\ = O O I Al ..... O 
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En los elementos donde i " j, el valer es cero: porque tuvimos desarrollo 

por cofactores ajenos y en los elementos de la diagonal (i = j), el resul 

tado fue IAI por tener desarrollo por cofactores propios. Podernos com-­

probarlo, efectuando la multiplicación. 

Continuemos: 

IAI O .... . O "1 O O 

O IAI ..... O O 1 
A. adj ~ - = IAI = IAI 1 1'\ -

O . . I r\ I O O 1 

A. adj /\ = IAI 1 

P-, • 
adj ,\ 

I = 
1:'\ I 

ad' 1\. llamemos a ] = B, t endremos A.B = I, esta es una ecuación semejante 
A 

a: a.x = 1, puesto que la matriz 1 tiene un oficio semejante al número 1, 

entonces B se llamará matriz inversa de A y podre~os escribir: B = A-1 

es decir: 

-1 
A 

adj A ___ 1__ ~ 

= 11\.1 - I A I ad j " 11\.1 " O 

Esta es la expresión que nos permite calcular la matriz inversa de una 

matriz cuadrada de orden n. 



- 17 -

'0 - Soluciones de Ecuaciones Lineales por el uso de la Matriz inversa, 

Regla de Cramer. 

Analizemos dos ecuaciones de primer grado con dos incógnitas. 

3 11 xl + a'2x2 = b, 

aZ1 x, + a2 2xZ = bZ 

Utilizando la multiplicación de matrices, el sistema anterior 10 podernos -

representar así: 

Efectuemos la multiplicación y llegaremos al mismo resultado que las igual 

dades antes pronuestas: 

A la primer matriz se l e llama matriz coeficiente 

Si ahora se nos presenta el caso de n ecuaciones con n incógnitas: 

a"x, + a12x2 + 

~2,xl + aZ2xZ + 

Lo podemos escribir así: 

••• + 

... + 

a, x n n 

a
2 

x 
n n 
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a11 a12 'lln xl b1 

a21 :1
22 ~2n Xz bZ 

= 

an1 an2 
<1 xn b 1 m n 

:J.." X ~ 

L,'. primer matriz será llaméld::t 
, 

a la 2a. matriz le diremos X ó mqtriz In M, 

cógnita y a la 3er . matriz, le llamaremos B, con esto la igualdad queda-

rá así : 

AX B 

ahora bien ; nuesto interés es conocer los valores de las x· es decir los 
1 

elementos de la matriz X, s i loqráramos quitar la matriz A del lado de A 

ya estaría resuelto el nrobhma, norque estaría desnejada X. 

Si recordamos el uso y propiedades de la matriz inversa y de la matriz uni 

taria, podemos realizar lo deseado, sabemos que si E es una matriz cuadra-

. -1 1 da no 51ngular : -E.E = 1 Y OLC' LE = E.I = E, donde E- es la matriz in--

versa de E e 1 es la matriz un"taria o matriz identidad, 

Pasemos a la igualdad de nuestro problema: 

= B 

-1 Si premultiplicamos ambos lados de l a igualdad por A la igualdad se sos 

tiene: 
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-1 A-lB A (A.X) = A [') .., 

pero A-1(A.X) = (A-1A)X 

recordando -·1 A .A 1 

entonces (A- 1 .A) X = IX' 

pero IX = X 

por lo tanto -1 -1 
.\ (1\. X) = ;\ . B 

-1 1 
es igual a: X = ,4 .B = Wadj A.B 

Efectuemos l a operación: adj A.B 

A A A 
11 21 n1 

A A A 
12 22 n2 

A A A 
ln 2n nn 

Por lo tanto 

x 
n 

1 
=-

= 

(b1 Al1 + b 2A21 + •• + bn~l) 

(b1A
12 

+ b
2
A

Z2 
+ ••• + b

n
A
n2

) 

(b 1 Al + b 21\2 + •.• + b A ) n n n nn 

(b1A11 + b 2A21 + ••• + bnAn1 ) 

(b1A12 + bZA2Z + ••• + bn,\Z) 
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de donde, por el princinio de igualdad de matrices: 

X, = I~I (b,A'1 + b~A2' + ••• • • • • + bnr\l) 

X2 = -'- (b 1A,'1 + b,A,Z + bZAZ2 + + bnAnZ) 
IAI l-

etc. 

si observamos detenidamente cr el valor de x, la suma de términos den­

tro del paréntesis, tenemos todas las bi multiplicadas por los cofacto-­

res de la primer columna de A~ ~uiere decir que las bi han venido a sus­

tituir a la primer columna del determinante de la matriz A, 

entonces: 
b, a a'n 'Z 
bZ aZ2 aZn 

X, 1 
=-

IAI 

para el caso de la xZ' los cofactores que aparecen son los de la Za. co­

lunna y Dar tm razonamiento análogo: 

, 
xz = -

IAI 

a'1 b, a'n 

aZ1 bZ • aZn 



= é~ = 

Hemos l1allado una ley que ~os nermite calcular incógnitas de un sistema li-

neal de n ecuaciones con n incógnitas. 

La Regla podría enunciarse así: 

I!I! La solución de cualquier variable en un sistema de n ecuaciones li 

neales con n incógnitas, es un quebrado cuyo denominador es el deter 

minante de la matriz coeficiente y el numerador otro determinante -

que se obtiene sustituyendo la columna corresnondicnte a los coefi-

cientes de la inc6gnita deseada nor el vector columna de los térmi-

nos independientes''''. 

2x 3y + 4z = 1 

3x 2y + Z = 2 

-2z + y z = 5 

A "[: 

-3 

J [: --2 ; B = . IAI= -5 J 

-2 1 

-3 4 2 1 4 2 -3 1 

2 -2 1 3 2 1 3 -2 2 

5 1 -1 -2 5 -1 -2 1 5 

x = y = z = 
-5 -5 -5 

luego 

28 63 x = 32 x = =s y = ::s -5 

Esta es la Regla de Cramer nara solución de ecuaciones. 
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11 - Ecuaciones Lineales Homogéneas. 

Si los términos indenendientes son i~ales a cero, en un sistema de ecua 

cienes lineales, entonces las ecuaciones son ecuaciones homogéneas, y PQ 

driamos escribir el sistema así: 

AX = O 

Pueden existir dos casos en las ecuaciones homogéneas 

(1) si IAI= O 

(2) si IAI= -F O 

/ 

Discutiremos ambos casos: 

a) Caso: en el cual IAI -F O 

Rn este caso A es matriz no singular, por lo tanto existe la inversa A-
1 

y en las soluciones son: 

-1 
X = A .0 = O 

y la solución será 

= x = O Llamada solución trivial n 

b) Caso: cuando IAI = 0, sunondrernos que al menos un cofactor ~k f O 

nara algún valor de h y :!s... 
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Consideremos 18 k-ésina ecuación del sistema: 

Supongamos el caso llue x1 = tCh l' x2 = tCh2 , xn = tChn donde Cbj es el co-

factor de cualquier.:! l ()-:,cnto d;; la fila !!., entonces la ecuación anterior se 

rá: 

a
1 

tr_, 1 + 8.,2 tC112 + + a. tC = O K -h K •• Kn hn 

donde t es cualquier constante, sabemos que el paréntesis es igual a cero, 

puesto que aquí tenemos elementos de la fila ~ y cofactores de la fila ~, 

recordando que desarrollo por cofactores ajenos es igual a cero; y aún, la 

igualdad se sostendría cuando!!. = ~, puesto que nor hinótesis IAI= O 

Vemos uues que si 111.1 = O, la ecuación homogénea tiene multitud de solucio-

nes, puesto que ~ puede tomar valores entre 1 Ó n y t es un número completa 

mente arbitrario 

El hecho de que las ecuaciones homogéneas posean soluciones diferentes de 

cero, es de gran i11']l)ortancia en muchos nroblemas de matemáticas aplicada. 

12 - Relaciones con el A1gebra Escalar 

Hay que a~regar que en el algebra matricial existen ciertas diferencias con 

el Al ~ebra ordinaria . Por ejemnlo si a.b = O esto es verdadero si y sólo 
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sí a = O 6 b = O. Sin embargo en Algebra matricial, sí A.S = O es sufi-

ciente que A = O ó B = O pero no necesari0 

Ejemplo: 

= 
1 O 

En Algebra ordinaria si ab = ad entonces b = d, si a ~ O. Sin embargo 

en Algebramatricial, Sl AB = A.O y A ~ O no podemos decir que B = O. 

Por Ejemplo: 

l: O 0-

[~ ~l [: : :J [: ~l [: :] = = 
3 1) 

Pero 
1 

:1 [: ~l () -:f 

1 

Si AB = AD, IAI f O entonces nodemos premultinlicar a ambos lados de la i­
_1 

gualdad nor A y obtener B = D. 

Si se nos presenta la ecuación AB = CO y I Al ,¡ O, entonces podemos nremulti . 

ulicar a ambos lados de la igualdad y obtener: 

B 
-1 = A .C. D. 
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13 - Potencia Negativas de una ~1atriz 

Si A es una matriz no sinqular, o sea IAI # 0, pOdemos entonces definir 
1 -1 las potencias negativas de A, utilizando A- , Y elevando A a potencias 

positivas. 

Por definición: 



CAP 1 TUL O 11 

LA ECUACION CARACTERISfrCA DE UNA MATRIZ 
¡ ; 

1 - Introducción 

En estructuras sólidas, tales corno puentes, las alas de tm aeroplano,etc., 

el estudio de vibraciones o el estudio de las perturbaciones seculares en 

astronomía, nos conducen a lo que conocernos en matrices corno: autovalores 

o autovectores. 

También recibe el nombre de valor característico , vector característico, 

estos nombres son los mas usados. 

También se usa el adjetivo "latente". Otros usan valores de Eigen o vecto-

res de Eigen, derivado del alemán Eigenwert. 

2 - El Autovalor de tma Matriz: 

Supongamos que A es una matriz cuadrada ~ x n y X tma matriz vector columna 

de orden ( n x 1 ) multipliquemos A por X, esto nos generará una matriz Y 

de orden ~ x 1. como ya sabernos, es decir: AA = Y. 

El vector Y puede o no, ser de la misma dirección que l. Si tiene la misma 

direcci6n que ~ entonces diremos que Y es un vector proporcional a X, podrá 

tener su misma longitud o no, y aún tener sentido opuesto. Sabernos que si 

entre dos vectores existe una relación corno la mencionada, podemos comparar 

estos dos vectores por la igualdad de la manera siguiente: u = Kv donde i! 

y v son dos vectores con igual direcci6n, es decir son paralelos, pueden -

tener diferente magnitud y sentido. 
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Por lo tanto la relación AX = Y nodemos escribirla así: AX =,kX donde 

y = kX si Y es naralelo a X. 

Nos interesa conocer k y los vectores X 

Escribamos la ecuación anterior en notación expandida: 

A.X = kX 

= 

efectuando la multiplicación: 

(a
11

x
1 

+ e.
1Z

x
Z
+· • 

(aZ1 x, + aZZxZ+" 

.+ a
1n

xnJ 

• + aZ x ) n n 

.+ a x nn n 

= 

restando 

a
1 

x 
nn (a11-k)x1 + a

1Z 
xZ+ , •• + 

aZ1x, + (aZ2 - k)x Z+' + a x 
2n n 

•• + Ca -k)xn nn 

= O 
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Esta ecuación matricial nos hace llegar a ~ ecuaciones homogéneas con n in 

cógnitas: 

(a" - l-)x 1 + a,ZxZ + .+ a, x nn = O 

a1Zx, + (a22 - k)x 2+ . • • .+ a2nxn = O 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
an1xl + ~2xZ + . . . . . . +(a -k)x = O nn n 

Cuando se presenta este caso, corno recordaremos, existen dos Dosibilidades: 

1 - Oue el determinante del sistema sea diferente de cero 

Z - Que el determinante del sistema sea igual a cero. 

En el primer caso, la solución es trivial, obvia: xl = x2 = ••• = xn = O 

Y no existe el vector Y, puesto que k = O. En el segundo caso habrá valo-

res de ~, con los que determinaremos el vector V, es decir si: 

all - k) a'2 . . . . a'n 

a21 (a22 - k) aZn = O . . • 
an1 anZ (a - k) 

nn 

entonces existe el vector Y. 

Los elementos del determinante anterior forman una matriz del siguiente 

tino: 



- 29 -

a
l1 

a1Z a1n 1 O · · O 

a2l azz aZn O 1 · • O 
-k • = [A-kI] 

. . • . • . . . . . 
a

n1 
anZ ~n O O . . · · 1 

Es decir que el deteminante de la matriz anterior 10 podanos escribi r 

así: 
I A - kI I 

La expansión de lA - kI I = O se convierte en un polinomio homogéneo de 

~ grado, al que le nodemos llamar polinomio en k ó ~; a este polino­

mio se le denomina polinomio característico de la matriz A. 

De la teoría de ecuaciones sabemos que una ecuación de ~ grado, tiene n 

raíces (reales ó complejas), Dor lo tanto f(k) = O tendrá n raíces a es 

tas raíces se les llaman raíces c~racterísticas, valores seculares,valo 

res latentes o valores Eicren d0 A. Q 

La ecuación AX = IX se Ducde escribir así: 

AX-kX= O 

(A - kI) X = O 

Con cada raíz característica (o autovalor) la ecuación (A-kI) = O tiene 

soluciones no triviales, cada vector X que se obtiene es llamado Vector 

característico. 
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Ejemplo: 

Encontrar los autova10res y los autovectores de A. 

Sea A = 
4 

Solución: 

La ecuación característica es: A-kI = O 

o sea: 11-J~ 2 
,,2 = - Sk - 6 = O 

I 5 4-}, 

Resolviendo obtenemos k, = 6 k2 = -1 

Vamos a formar los autovectores con los valores característicos hallados . 

Planteando la ecu~ciór. (A-kI)X = O. 

Con k 1 = 6 

Efectuando: --5 

::1 = s 

-5x, + 2x2 O 
3 

x, = SXz si x2 S entonces xl 

= O 

= O 

2 
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El primer autovector será : X = [2 ] 
1 . 5 . 

y con k = 1, de ii1Ual manera Xz = -; ] 

Ya encontramos los autovectores. 

3 - Discusión Algebraica de los Autovalorcs: 

La ecuación A - KI = 0, hemos mencionado, c¡ue es una ecuación de orden 

~, y se puede demostrar que este polinoMio es: 

f(k) = lA - KII = O 

Por AIgebra sabemos que esta es una ecuación que tiene ~ raíces (reales o 

complejas). 

Si en f(k) hacemos k = O, entonces 

feO) = a pero f(k) = IA-K!I será IA-OII = IAI 
n 

entonces ~ = IAI es decir,el término independiente de f(k) es el determi­

nante de A. 

Sabemos que si: k" kZ" .. , ~ son las raíces de f(k) se puede colocar 

f(k) = (k -k)(kZ-k) ... !kn-k) = O 



-
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Si en esta ecuación hacemos k = 0, entonces 

El producto de los autovalores de una matriz es igual al determinante de 

la matriz. 

Para seguir estudiando los autovalores, tomaremos una matriz de tercer or­

den y calcularemos su ecuación característica: sea A; laijlmm su ecuación 

característica es' 

I A - KI I = O 

Antes de continuar, por expansión podernos demostrar que si: 

all a12 a13 

A = a Z1 a22 a23 

3 31 a32 a33 

Entonces IAI = al1 aZZ a33 + a12 a23 a31 + a13 a21 a32 - a13 a22 a31 

-a12 a2l a33 - al1 a23 a32 . 

Si exPandirnos este determinante, 
llegaremos a los resultados si­
guientes: 
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Ó 

lA - k11 = 'lo + 1.1' + '1 k 2 + a k3 
-2 3 

vemos qUL' ~o = IAI 

y 13 = -1 

ClZ = <1 11 + ;122 + ~33 

Es importrmte notar que los términos que contienen k3 y k2 se obtuvieron 

del producto d0 los clementos de la diagonal princip~l. Fl coeficiente 

d k2 es 1 '1 suma rl los (> L;ncntos de' la diaronal principal, a esta sum<J. 

se le llama TRAZA ó SPUR. El coeficiente de k3 es igual a -1, se ve que 

. f 1 1 1 . t (_l)n . 51 nuera e orCLn (> 1 tr~7, en once s 2n = Este signo lo -

BIBLIOTECA CENTRAL 
UNIVERSIDAD CE EL SALVADOR 
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llL!V:1. ~ ó ao puesto que el polinomio (>5t"Í ip.ualndo ;¡ ccro. VeT'f10S un 

ejemplo par~ :1.clar3r: 

f(k) = 10 

ó k3 9k2 + 8l, 10 = O 

'11 mul tiplIcClr por -1 In ~.'cu:1Ción. 

Hay fónnulas que nos pemiten cnlcul'u los coeficientes dL' la ecuación ca 

racteTÍstica, sin nCCt5id~d de.. cxpandir el de:tcTTllÍmmh d~ lA - kII. Una 

d(' éstas, quizás 1'1 1'155 sencilln ~s 1:1 fómula de BOCHER: 

"SC'l A una matriz (k orden ~ y Sn la tr'1Z;I de An , entonces 

los coeficientl..s de la ecuación f(k) scrán :" 

al = 51 

a2 = - 1/2(a15, + q2) 

a3 - - 1/3(a251 + ' 152 + 53) 

~ = - l/n(~_lk + an-2s2 + 

DondL f(k) = ~ + 3n_lk + 

+ ;¡1 Sn-l + Sn) 

+ '1,kn- 1 + l'n 

recordando además que An = {\. A. A. . . . A (~ veces ) 

El dctcrmin~ntL de ~ puede calcularse así: 



-
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SERIES MATRICIAL~ DERIVACIO!';~lfEGRI\CION 

1 - Introducción 

V~remos ahora las mJtricLs como s~ comportan al ser consideradas desde el 

punto de vlsta dd fllgt br:! escalar. 

Definiremos la difl'rvnci'lCión y la integración de matrices y ~5.s ad4lante 

entraremos el la solución dL; cOlaciones difercnci:lles con matrices. 

2 - Polinomios matricial~s 

Vamos a h~~lar dé ciertas funciones matriciales, pero antes veremos los po 

linomios matrici '!!L·s. 

En general en J\lr-i~br'1 ordlnariél f(x) (función de x) es un polinomio en x 

donde x ~s un nún~ro real o complejo: 

Si en v-.;;z de qUl x Sea. una variable numérica, esta variable es unél matriz 

A, (los coeficinctes ni los mantenpmos) además éln 10 multiplicamos por la 

matriz unitaria del r.lÍsmo orden qu\..- 1\, entonces fex) será: 
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feA) tS un p01inonio, n 11 matriz A, de orden~. Se supone que los coe­

ficientes del polinomio se conocen, Dor lo tanto feA) se puede calcular. 

Ejemplo: , -
ti -

r- 1 

I 1 

2 
SI f(x) = 3x2 - 2x + 4 

(l 

entonces: feA) = 3A2 - 2A + Al 

= 

3 - Series Infinitas . 

3 

3 [-: 

3 

-1 

1S 

-s 

2 2 

o 
~ 

-:l 

-1°1 
101 

-2 

[-: 

En general el polinomio en A es: 

n 
= E 

i=o 

[-: 

:j 

:1 +4 

+ ,: 

Si n = 00 entonces la serie se vuelve infinita en términos. 

(lO 

~ .Ai feA) = anI + a ,A + . . . . . + = E n-
i=o 

-1 

n 
Siendo feA) = E é):-i Al entonces si 

i=o 

[: ~] 

:] 
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fCA) tiende a una matr.iz lírnte, definida, cuando n se aproxime a infinito, 

a la serie St.' le lla.".l convergente. Si la serie converpc, define una fun-

ción matricial. 

Por analogía en las ser les infinitas al~ehráicas para ciertas funciones, 

definiremos estas fWlC Iones, con matrices: 

Serie exponencial' 

Algebraica eX 1 
x2 x3 xl1 .. x + y+ 3T +. + n! +. 

') 

1\3 An 
¡",'.c'ltricial cA N 

I + A + 2T+ "3!+ . .+ -+ . . n! 

Serie del Seno y Cos(:no 

Alp8braica S~n 
x3 xS 

x = x - T: + 5!+ · . . 

;'latricial Sen A = A 
A~ AS - 3! 5! 

2 x4 
Algebraica Cos x = 1 - ~+ 4T . · . ) , .... 

'\¿ • 
tv'l<1.tricial loe; A = T 

l\'+ 
- 2T 4! · . 

4 - Convergt..ncia de series matriciales. 

+ un = f(u) , si fCu) s~ aprOXIma a un 

valor fijo ~, ~ntonces se dice que la serie es convergente. Es decir si: 

-
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¡f(u) - e 1< E , €es una cantidad arbitrariament~ pequeña. 

Para estudiar convcTQlocia de series, nosotros estudiamos el comportamien-

to del término aencY" 1, Y ,1 part ir de esto, llegaremos a conclusiones res-

pecto de la conv('r,fTC'nc1 '1 dl 11 SlTÍE .• 

Todo lo anterior es hecho par,l series algebraicas. Para hablar de series 

matriciales, el análi!"l"S muy difícil, pues el trabajo se remonta a la 

TT"lltemática pura. .'\sl COPlU ,-,n la serie alp"C'braica, en las series matricia 

les, la convergenci.::! se estudia 8'1alizando el enésimo término. Para este 

estudio, hablaremos d~ lo quL llamarePlOs NORt"IA ele una matriz. 

a) Norma de una matriz 

Sea A una matriz cuúdr:l.d r

¡ de orden!!. x !!., la norma de ~ llamada N(A) es la 

cantidad expresada por medio de la siguiente ecuación: 

_ -1 
N(A) ITrdz~ de (I\J\') 12 

Donde ~' es la transpuLsta de t.., y traza de A es la StunCl de los eleJTlE.'ntos 

contenidos en la diap-on~1 de ' Recordemos que tnmspuesta de una matriz 

B es aquella matri~ obtenIda J partir de B cambiando las fi12s 3 columnas. 

Caso P:uticular 

Si A = A' la matriz A se llama matriz simétrica. 

Entonces N(¡\) = íTr(A.J\') ~1112 pero /1 = A' 

Luego 
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Ej.: 1. sea 

., 
'- . 

A -
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r-
: 4~ _3

1J
-1 

, una matriz simétrica. 

L'~ -1 () 

1

1 
, 

4 

A.A'= 2 4 

·1 

:-1 ) 

:l 
I -, , 

B = '3 4 una matriz ~cneral y B' 

I~ 6 

¡LB' 

= 

Como puede observarse, en el producto SR', la traza es la suma de todos -

los elementos de B cada uno elevado al cuadrado, es decir; 

Tr (R.B') = 
3 
[ 

i=1 

3 

i=1 
2 a .. 
1J 

Existen ciertas ruL..te iones para la noma de lIna matriz, cuyas demostracio-

nes no las haru~os' 

1 - N(A + B) ~ N(A) + ~(B) 

2 - N(A. B) ~ "J(A) . N(B) 



luego 3 -

- 40 -

N(An) ~ t;(tI .. A ..... A) ~ N(A) .N(A) ....• N. (A) 

N(An) 5: [N!r\)J n 

Ahora bien si N(A) ~ 1, (1 límite de tJ(An) cuando ~ se aproxima a infini-

to es cero, esto es un~ consecuencia de 3. 

Vamos ahora a estudi3T la ~qtriz 1 y la matriz kI(matriz escalar) 

pero la traza de 1 es 1 + 1 + ... + 1 = n 

luego: 

• Ter) = (n) 1/2 

luego: N(kI) ~ k(n) 1 /2 

-9 (~ 0-1 9 O O 

Ejemplo: kI ~ O 9 O ;(kI) , = O 9 O;n=3;k=9 

O O 0 O O 9 

[:2 
O 

:J (kI) (1"1) , = 92 = (kI)2 

O 

N(kI)2 = [Traza (k 1) 2-1 1 /2 = ~2 + 92 + 92 J 1/2 
- - 1/2 1/2 

= L9
2.3J = 9(3) 
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Para ver el uso de la norm~ como un criterio de convergenciA, analizamos -

la serie geométrica ' 

Primero recordemos la al~ebr3icA: 
" 

? n-l ... s = + a + a + , , + a' 

7 a3 an , hallemos sa = a + a- + + . . + s , -

s-sa = 1 n 
él 

s (l-a) 1 n = a 

1 - an 
s = 1 - a 

Esta es la suma de la serie geométrica, siempre que a # 1. 

Analizcrnos la SCTl(' fco"16trica matricial, vamos a encontrar su suma: 

r 
,) = 1 + 

SA = fl.. + 

S-~:, 1 -

S(T-:,)= 1 -

Ahora sí 11 - , I # O 

-1 De aquí despejamos (I-tI) 

, 
A + A--+ .+An- 1 A de orden rn x m 

AL + A3
+. 

An 

!\11 

Si N(J\) = k, vamos a analizar convergencia, supongamos que k < 1. 
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N(I-¡\)-l = N[S + . n(I_tl)-l] ~ N(S) + N[¡\nCI-I\)-lj 

N(I-A)-I <. N(S) + N(¡\n) N(I-A)-l 

< N(S) + N(A)n N(I-A)-l 

pero N(S) = ~.(I+A+A2+ .. +l\n-1) 

N(S) < ~~(I) + li~(A)J+ LN(,L\)J2 + .. . +LN(¡\))n-1 

l. matriz de orden m x m 

entonceS 

N(l) = ro 1/2 " N(.\) = k; [N (A)] 2 < k2 

N(S) s: JTlll2 + k + k2 
+ ••. + kn - 1 

-1 sustituyendo en N(I - fl) nos QUeda 

N(I-A)-1 s: 011/ 2 + 1: + 1<-2 + •. + kn - 1 + kn .N(I-A)-l 

restando a ambos lados kn[\!(I-f\)-l 

N (I - ") - 1 1\ nn ( 1 _ i',) -1 ::. m 1/ 2 + k + k 2 + • . + k n - 1 

el lado derecho -:::; unl serie geom2trica. 

1/2 l-kn 
< m + T=K k 

entonces 

Como k < 1 el lírnlt' ,L kn cuando n se hact.- muy grande es cero, podemos 

decir que kn = O por le, tanto 

< 
1/2 k 

. m + n 

Concluimos: cuando la norma de una matriz es menor que 1 , la progresión 

geométrica matricial conver~e. 



-
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5 - Función Exponencicll 

Por analogía con 13 s ric 3l~tbr~lca cxooncnclal t0nemos la serIe exponen 

cial matricial, sea A 1111'l. matri Z CUdrlrada de orden n x ~, entonces: 

? 
A r c' - r +-A+-+ ) , 

'- , 

Puede demostrarse que l'st <1 c..erie ('S convergente para toda matriz A. Si 

~ y -ª- (dos matrices del mis'Tlo m'd, n) son conrrrutativas, tal qUi' AB = BA 

entonces: se puede tenlr 

A 

y también: 

¡\ -A A \ 
l e = c- ,eL = 1 

-l~ A L h. lla'TlaI'los funcIón inversa de cA 

6 - El Tt;;orcma dl Caylt y - Hami lton 

Recordemos la ecuación caractt:..rística [(h) 

fO) = J.-n + a,l:n - 1 
+ , • + ~ 

donde los dircnntes 1 son 105 autovalon's de la matriz A. Si en esta c-

cuación f(k), en lu.gar d-: k sustituÍmos por A la ecuación será' 
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fCA) n n-l = A + alA +... + ~I 

a esto le llamamos función característica de A. Relativo a esta función 

está el famoso Teorema de: Cayley - Hamilton. 

Teorema: feA) = O 

Es sorprendente COlll0 ur t\.'orel'lrl tan famoso tenga una expresión tan senci-

lla. Fl teorema dic~lo ,IL otro modo, sería así: Toda matriz satisface su 

propia ecuación característica . fs decir qut: si B es una matriz cuadrada 

y k2 
+ 3k - 5 = O es c;u lcuación característica, entonces A2 + 3A - SI, 

también es igual él cero ó fCA) = O. 

Vamos ahora a demostrar el teorema: 

A - kI vs la matriz característica, y llamemos ~ a la adjunta de A - kI, 

los cofactores de ¡\ - kI' lo sumo son de orden n-1 en ~, y estos son los 

~lementos de ~ por l~ tnnto podemos decir qu~ los elementos e son al me­

nos de n - 1 grado en ~ .. 

Podernos entonces rcprcs~ntar él ~ como un polinomio matricial: 

e = e + e k + e k + + e kn - 1 o 1 2 ... n-1 

e = 

Ilustremos con un ejemplo 

n-1 
L 
i=o 

... 



-
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\-1 4 -1 l-k 4 

.\ = 

l~ 
I O A - kI= 2 2-k 

I 

4J O 1 

I 8-6k.¡.k- ( ~-5k+k2) (2-3k+k2) -1 

e = (4k-17) (2k-R) (k-1 ) 

(2-k \ -1.. 2 

o ol I o 
') 

1 1I kl.. + [: -5 k .¡ 

o 
-' 

-1 o -3 

Recordemos que: A.Lldj \ = IAI .1 

I..'ntonces: V, - 1d).C = (1;\-kI\).I 

p~ro I~-~II f(k) 

lUl..'go: ¡te - kC = f(k)1 

Ahora bien: 

n -1 
e - L y f(k) = 

1=0 

n 
E 

1=0 

podernos escribir la lctnción te - kC = f(k)I 

en est::\ forma: 

n-l 
i' ., E 

\ 1=0 

-1 

O 

4-k 

R -8 2 

-17 4 -1 

2 -2 2 
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n-l n-l 
C.k i + l 

n 
¿ / ( .1. 1 r = [ (a.k l )! 

1 1 i=o 1 
1=0 1=0 

Esta t'S uná idtmtirbcl n ~ y poduT
.')" iru:1lélr los coeficientes de las res-

pectiv~s pohncias dL k ' cad'l laoo J( 1 1 igualdad, llor lo tanto podernos 

lscnbir' 

.'\Co 

",C, 

!\C2 -

ro 
e, 

t' 
f1-1 

= 

= 

= 

~ T 1 = O 
() 

1. 1 
T 

1 = 

'12 I 1 = 2 

'In 1 l = 11 

Vamos .:l dimin'u 11.s r~tricL>s ~, si multiplicamos 11. scpund1 igualdad Dar 

!:.. y l.J. sumarnos a 1'1 pr LmL f'1 Sl (' 1 ir'lÍnR /\Co y ('sto continll.:ld3J1K.'ntc lo pod\] 

mas klcer con tochs 11<; igualdaclc~ prl.ra d iminar todas las CJ." así: 

AC C\ = ao 1 

/\2C
1 - ACo = éll A 

,3r 
., 

/\l 2 - A'-r, = a 2 
, 

3 fl.3 A '(,3 - A C2 =: a3 
,5 A'IC X~ i. e 1. - = 3 4 3 

Al1c n - = a t. \ n n 
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Sumando cst'1S igu~ld'1dt..s, btt,n fllOS lo SiPUIE.''lt(· 

o + '1 
1 

+ 12 
) 

,,'- + . . . + :1 
n 

~n 

o sen fCe) = O ClUl 

7 - PoI inomios corr0 funcion c; lineéllcs dt un:1 m1.triz 

El tt:on.:m~l ~nt 'rio t..S nu útil DrlI'" rcducir polinomIos m:l.trici~lcs. Es 

posiblt.. l.:XpreS'1T cU'11quit..T pOIInC'T'110 de rrado n como W1U función de grado 

n-1. 

Suponiendo qu cono(:\.. n)5 t .) = O pod\...'mos ortL n r: 

.1 = 

. . \ 

J. 

~n-1 
t 

t1ultipllcando PC'r \ y <'l1~t ituv(:nrlo Dor \..1 valor 1(' tP que. h\..'JT\oS t.:ncontrél-

do: 

,n+l ao ~ 1 ) 'tn-1 n 
II = - A 11' ----, 

an 11 In 

,11+1 
'lO al 2 Cln-I a .11 ·'ln-1 t n-(, l- o , 

I , - - 1- - ---
11 ~ Ir: 3n an "TI 

BIBLIOTECA CENTRAL 
UNIVERSIDI'D DE 'l:L SJIoLVI'DOR 
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= _ ao A a1 2 
A •.. 

~ 
A + •.• 

~_12 ~-2 n-l 
... +( 2 - an)A 

an 

2 
élfi-l n-l 

+ -2- A 
a 
n 

Continuando este proceso, podemos expresar cualquier potencia de ~ corno -

función lineal de ella misma. 

Ejemplo: sea t\ 
3
1] queremos hallar: 

2 

4 

peA) = A4 - 7A2 
+ A 

La ecuación característica de A es: K2 - sk + 2 = O 

tenernos entonces que 

A2 - sA + 21 = O 

Despejando A2: 

A
2 = SA - 21 

~ultiplicando por ~ 

Sustituyendo el valor de A2 encontrado: 

A3 
= S(S!. 21) 2A 

= 2SA 101 2A 

A3 = 23A lar 
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~~ltiplicando por ~ y sustituyendo A2 por su equivalente 

1\4 = 23(5/\ 21) 10/\ 

r\4 = 115/\ 461 lOA 

A4 = 1051' - 461 

Luego: peA) = 1\4 _ 7A2 + A 

= (105i\ - 46I) 7(5/\ - 21) + A 

= lOSA - 461 35/\ + 141 + A 

peA) = 71A - 321 

y ya hemos logrado resolver el problema. 

8 - Potencias negativas 

Con un proceso semejante al anterior se pueden hallar potencias negativas 

como combinaciones lineales. A guisa de ejemplo, continuemos con la matriz 

anterior, se pide hallar 1\-2 ósea (A-1)(A-1) 

A2 SA + 21 = O 

multiplicando por /-1 nos queda: 

A - SI + 2A-1 = O 

2A -1 = 51 - A 

-1 1 A = Z(S1 - A) 

Podríamos considerar lo anterior como un método para calcular la matriz in 

versa. 
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J\demás del uso de los autovalores para calcular la matriz inversa, también 

nos servirán para diJgonalizar una matriz. 

9 - Diagonalización de un.:1 matriz 

Dada una matriz !2 vamos a construir una matriz diaQ"onal n partir dL ésta. 

Ya hemos hall <ldo los autovalores de A, construyamos una matriz 1 cuyas co-

lumnas sean los autovt!ctores de ,\. 

x22 

T = 

. x 
nn 

donde X. es un autov~ctor de A. 
J 

en la cual Xj = 

x . 
nJ 

Los autovectores son linealmente independiente, por lo tanto ITI 1 0, (P~ 

cordemos que si hay ~n un determinante dos filas o columnas proporcionales 

el düterminante es nulo) por lo tanto I tiene inversa: T-1 

Veamos estas identidades: 
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o 1 

o 

T . = X1 T 

o o 

Para notación usaremos un símbolo muy conoc~ ~lamado Delta de DRONECKER 

(6 .. ), definida po~ 
1) 

ó .. 
1) 

= O si i ~ j 

Ó •. = 1 si i = j 
1) 

Podemos escrihir en general las .ecuaciones anteriores: 

T = x. 
1 

M.11 tipliquemos la primer igualdad por T -1 A: 

<5 . 
nI 



6 . n1 

y sustituyendo: 

Entonces: 

6 . 
nI 

-1 
= K.T X­

l 1 

6 . nI 
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pero = K.X . 
l 1 

-1 
pero: T Xi = 

= k · 1 

6 . 
nI 
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a la matriz T-1AT llamémosl e e la ecuación anterior nos recordará, la ecua 

ción de los autovectores ex = KX , donde X es un vector fila. Podernos con 
-1 

cluir que la matriz e tiene los mismos autovalores que A o sea:T AT tiene 

los mismos autovectores que A y como autovectores los siguientes: 

, 
O 

O 

o 
L J 

0 -

1 

O 

o o . 
nl 

Una matriz c. 

e = 

K 
n 

-1 Tiene los mismos autovalores que T AT. 

o 

o 

1 

Puede demostrarse que dos mat rices con las mismas Ki y las mismas Xi' son 

idénticas por lo tanto e = T-1AT y decimos que T-1AT es una matriz diago­

nal. 
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Ejemplo: 

323 

-1 O -3 

1 -2 1 

entonces: 

lA - KI I = - k3 
+ 4k2 + 4k - 16 = O 

Vamos a buscar los tres autovectores Xl ' X2 ' X3 

Recordemos AX = KX ó (A - KI) X = O 

Entonces para k, = 2 

-3-2 2 3 

Xl~ 
( x

l1 
+ 2x21 + 3x31 ) 

(A - 2I)X
1 = -1 -2 -3 xZ1 :JI O (-xl1 2xZ1 - 3x31 ) = O 

1 -2 1-2 xll J xll - 2x - x31 ) 21 

Por 10 tanto vodemos escribir: 

(1) x11 + 2x
Z1 

+ 3x
31 = O 

(2) -xl1 2x
21 

3x31 = O 

(3) xl1 - 2xZ1 x
31 = O 



• 

Usando (1) Y (3) 

De aquí obtenemos: 

6 sea 

y 

entonces 

ósea 
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Xl1 + 2xZ1 + 3x
31 

= O 

x11 - 2xZl - x3l = O 

4xZ1 + 4x
31 = O 

x21 = -x31 

xll + 2x
Zl - 3xZl = O 

xl1 = x21 

x11 = x2l = - x31 

Tomemos para xl1 un valor igual a 1 

Por lo tanto: 

Xl = [: 

De igual manera podemos hallar los otros autovectores, entonces: 

Ellos cumplen: AX1 = 2X1 AXZ = - 2XZ 
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La matriz T será: 

1 1 

] T = 1 -1 -: 
-1 -1 

Y su inversa: 

1/2 1/2 

-1~~ -1 O -1/2 T = 

1/2 O 1/2 

Y multiplicando T-
1 

AT, obtendremos: 

-, /2 

T-1 AT= O 

J/2 

1 

1 

o 

2 

O 

-2 

, 
-1 

-l 
1 

-1 

-1 

r1 

1 

-1 

1 

-1 

-1 

1-

-1 

1 

f 2 O 

-1 = O -2 

100 

O 

O 

4 

Vemos aquí un método para diagonalizar una matriz. Utilizando los autova-

lores éstos irán en la diagonal. 

10 - Diferenciación e Integración de Matrices: 

Las operaciones de diferenciación e integración de matrices se realizan del 

modo siguiente.: 
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Diferenciación : Si t enemos una matriz cuyos elementos sean variables, pa­

ra derivar esta matriz, lo que se hace es derivar cada uno de los elemen-

tos de esta matriz. 

entonces: dA - Al 
dx -

donde a .. = f(x) 
1J 

= rL Ca .. )1 
I~x 1J 'J rnn 

Integración: Para integrar una matriz, se integra todos y cada uno de los 

elementos de la matriz. 

A = [aij Jnm entonces, 

fAdx = Ifa .. dx} _ 1J mn 



CAP 1 TUL O IV 

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 

1 - Introducción 

En general una ecuación diferencial es una ecuación que relaciona dos varia 

bIes o más en términos de derivados o diferenciales. Una ecuación diferen--

cíal muy simple será: 

~ = f(x) 
dx 

La solución es inmediata: 

Integrando obtendremos 

x 
y - Yo = f f(t)dt 

Xo 

x 
Y = f f(t)dt + Y 

Xo 
o 

x y y son las condiciones del contorno. o o 

En general la solución de una ecuación diferencial, es una ecuación que no 

contiene diferenciales. 

Dependiendo del orden de las derivadas involucradas en la ecuación así se 

determina el grado de una ecuación diferencial: 
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(1) y' + cos x e O 

(Z) y" + 4y = O 

(3) X Y y" + y'. 2sen X + y'" = ,O· 

La ecuación (1) es una ecuación de orden 1, la (Z) es de orden ~, y la (3) 

es de orden ~; por ser y', y", y' fI las derivadas de mayor orden en cada -­

ecuación. 

y ahora la siguiente ecuación: 

(n-1) 
+ a

1
(z).y + ..• + an_Z(z)y" + a

n
_
1
(z)y' + an(z).y = f(x) 

Vemos que todas las derivadas están elevadas a la primer potencia, y el or 

den de la máxima derivada es (n), a esta ecuación se le llama ecuación di 

ferencial lineal de orden n. Si n = 1 tenemos una ecuación lineal de pri­

mer orden. 

2 - Ecuaciones diferenciales lineales de Primer Orden 

(1) yl + f(x)y = g(x) es una ecuación diferencial lineal de primer orden, 

si g(x) = O la ecuación se llama homogénea. 

Vamos a hallar la solución de la ecuación de primer orden. 

Analizemos la ecuación homogénea: 

(2) y' + f(x) Y = O 

y' = -f(x)y 

Esta es una ecuación de variables separables 
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~ = - f(x) • y 

~ = - f(x) dx y 

x 
In r. = - I 

Yo Xo 
x 

-Ix f(t) dt 
y = Yo e o 

Un caso especial es si y t:: 1, que podemos .caJlsiderar como un generador..de 
o 

la s.oluc.i.&. general. Si realizamos -tma adecuada transforme.cióD de coorde-" 

nadas pa1"8. que Xo = O , la soJ!Jci6n gooe-ral quedará así: 

(4) 

x 
-1 f(t) dt 

y$Oye O 
o 

Vamos ahora a resolver la ecuación no homogénea, con las condiciones del -

contorno Y (aJ = 1. 

(5) y' + f(x) y = g(x) 

para resolver esta etuación nos valdremos de la ecuación auxiliar siguiente¡ 

(6) z' - f(x) z = O 

con valor inicial zeO) = 1, la que conoceremos como ecuaci6n adjunta de (S). 

Observando (4) tenemos la solución de (6) 

x 
1 f(t) dt-

(7) z = eO 
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Par3 encontrar 13 solución de (S) hagamos el siguiente artificio: 

(yz) , = yz' ~ y'z = y(f(x)z) + Ig(x) - y f(x)l z 

(yz) , = yz f(x) + Z g(x) - zy f(x) 

(yz) , = z g(x) 

Hemos llegado a una ccu~ción diferencial de variables separables; 

dd~Z) = z g(x) 

d(yz) = z . g(x) . dx 

yz 
yz I = 

Yozo 

yz - Yozo = 

z = o 

entonces: 

/ z g(x) dx 
o 

x 
J z g(t) dt 
o 

Yo 1 x 
y = z + Z f z g(t) dt. 

o 

reemplazando en (9) el valor de ~ hallado en(7) tendremos la solución. 

Eje;mplo Resolver y' + y tgx = sen 2x y(o) = 1 

f(x) = tgx; g(x) = sen 2x 

x x 
¡ f(t) dt := J tg t dt = In I seco x I 
o o 
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¡f(t)dt In I sec.x I 
z = e = e = I sec.x I 

Tendremos entonces: 

x 
¡ z g(t) dt 
o 

Yo x 
y = sec.X + sec.x . f sec t. sen 2t dt. 

o 

Yo 1 
= sec x + sec x . (-2 cos x) 

y = Yo cos x - 2 cos~ 

Las condiciones iniciales son: 

Si x = O y = 1 

Luego -1 = Yo cos O - 2 cos20 .::. Yo - 2 

y = 3 o 

Por le tanto:y = 3 cos x - 2 cos2x. 

3 - Sistemas de Ecuaciones Diferenciales 

Cuando hablemos de funciones, tomaremos a ~ como variable independiente y 

x. y, z, Xl' xz' etc. como variables dependientes. 

Una ecuación de segtrndo orden, como sabemos es de la siguiente foma: 
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aoCt) . x" + a, (t) x' + aZ'x = f(t) (1) 

Podernos transformar esta ecuación de segundo orden, a un sistema de dos e­

cuaciones de primer orden con dos incógnitas. 

Sea y = ~ = x' (2) 

(1) Se transformará en: 

aoCt) . y' + a1(t) y + aZ x ~ f(t) 

(2-a) 

Las ecuaciones (2) y (2-a) forman un sistema de dos ecuaciones con dos in-

cógnitas; ambas ecuaciones son lineales de primer orden. 

Este procedimiento lo podernos seguir para un sistema lineal de n orden. 

E j.errq>J..o : En general una ecuación de n orden, será así: 

(n) 
F(t, x, Xl , x", ... x ) = O 

Pero también podemos escribir esta ecuación en función de dnx, por lo tanto 
dxn 

(3) se puede escribir así: 

(n) (n-1) 
= y = G(t,x,x',x",x"', ... x ) (3-b) 



- 64 -

transformemos el sistema anterior a un sistema equivalente, utilizando las 

siguientes ecuaciones: 

dx x' u' X" Clt = = u = 1 1 

X" = uz u' = x! " 2 

x' " = u3 

(n) (n) 
x ::: U u' = x n n-1 

La ecuaci6n (3-b) podemos escribirla así : 

Tenemos acá (n+l) ecuaciones con (n+l) inc6gnitas, y s610 ecuaciones linea 

les de primer orden. 

A menudo en problemas de Ingeniería surgen esta clase de ecuaciones, tales 

como la ecuaci6n de la deflexi6n y pendiente, en el análisis de una colum­

na, al estudiar el comportamiento de un suelo elástico, o en la hidrodina-

mica, etc. Las leyes de Newton son ecuaciones diferenciales que pueden -

convertirse a este tipo; las ecuaciones para la ley de Newton son: 

Xl' = G(x, y, z) 

y" = H (x J y, z) 

z" = F(x, y, z) 

En la cual F, G, H son componentes de la fuerza. 
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Introduciendo nuevas variables: 

x = u' v = y' w = z' (6) 

El sistema (S) se convertirá en: 

a 

u' = G(X,y,z) V i = H(x,y,z) w' = F(x,y,z) (7) 

Las ecuaciones (6) y (7) forman un sistema lineal de primer orden de 6 ecua 

ciones con 6 incógnitas. Es equivalente al sistema (S). 

En general F un sistema lineal de primer orden, con n incógnitas y n ecuacio 

nes ser~: 

Xl = F 1 (t, Xl' xz' x3' .xn) 
1 

Xl = FZ(t, xl' xz' x3' .x ) 2 n (8) 
. . . . . . . . . 

Xl = Fn Ct , Xl' XZI . . . .~) n 

Donde Fi son funciones ya determinadas. Utilizando notación mat ricial, a~ 

dados de vectores columnas, escribiremos: 

X 
n 

y f(x) = 

. X ) 
n 

• Xn) 
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Podernos escribir (8) así: 

X' = F(x) (9) 

En general, la forma mf.s común de un sistema diferencial lineal será: 

x' 
1 

escrito 10 anterior en notación sintetizada será : 

x' 
i 

= 
n 
1: 

j=l 
a .. (t)x. + f·(t) 

1J J 1 
1 = 1, 2, .. " n 

La ecuación anterior en notación matricial será : 

siendo: 

X = fx·l _. J-, ~n 

entonces: 

A = la .. (t)1 
_1) 'Jnn 

XI = AX + F 

Si F = 0, el sistema se llama homogéneo, 

(10) 

(11 ) 

Si A es una matriz variable. Ahora bien, si aij es constante, entonces el 

sistema (11) se llamará sistema lineal con coeficientes constantes. 
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4 - Sistemas Lineales con coeficientes constantes 

Un sistema homogéneo, con coeficientes constantes, ya vimos que es: 

XI = /\ X (1) 

donde A es una matriz (n x n) con elementos constantes. Este sistema tie-

nc n soluciones lin~'11mente independientes. 

Teniendo el sistem~ (1), vamos ~ ~aliz~r un sistema para poder resolver 

estas ecuaciones. 

Se tiene en (1), condiciones inici'llcs que nos servirán para determinar las 

constantes de integración, est~s const~ntcs son: 

o 
xl 

X
O 

X(O) = 2 = XO 
o x
3 
o x 
n 

Consideremos primero que A, es una matriz que puede diagonalizarsc y todos 

sus autovalores son diferentes. 

Por lo tanto existe una ITk~triz T tal que: 

D = 

-1 
T AT = D 

k, O..... O 

O k2 .....O 

o o k 
n 
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Construyamos una matriz vector columna asociada a X y T, en la forma si--

guiente: 

(3) Y = T-1
X ósea TY = X~multiplicando por T a ambos lados. 

Derivando (3) Y sustituyendo en el resultado el valor de (1), obtendremos: 

y' -1 X' -1 .AX = T = T 

pero X = TY 

entonces: 

y, '" T-1 ATY 

Recordando -1 AT = D que T 

y' = DY 

La ecuación (4) es una ecuación de variables separables: 

luego 

y' 
1 

y' 2 

y' 
n 

k10 

Ok2 

= 

O 

y! = k.y. 
1. 1. 1. 

. 

O 

O 

= . . 

i = 1, 2, 3, .... 

dy. 
1. --= y. 
1. 

k. dt 
1. 

~ , n 

(4) 

(5) 
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i 
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= 
k.t 

c.e 1 
1 

las c. son constantes arbitrarios. 
1 

Los vectores solución serán· 

o 

Yl = 

o o 

(6) 

Estos vectores son linealmente independientes, puesto que al sumarlos, no l~ 

gramos un vector cero a menos que todas las c. sean cero. Para la solución 
1 

(6) c. = lo 
1 

Ln ecurción (1) tendrá como soluciones todos los vectores 

x = TY 

ó sea 

Todos los Xi son vectores, tal conjunto de vectores, ~s conocido corno con­

jmto fundamentql de soluciones de (1) con condiciones iniciales del contor-

no: 

BIBlIOTÉ¿~· - CE·~·TR~ ~ I 

UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR 
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ó _ 
n) 

J = 1,2, . . _ , n 

6- - = delta de Kronecker 
1) 

Con todos los vectores Xi construyamos una matriz cuadrada n x n llamémosle 

8, esta matriz satisface la siguiente ecuación diferencial. 

8 = 

e'= 

Entonces: e '= 

e' = As 

I X1, AZ X3 

I Xl Xz x3 
'X 1 2 

(7) 

~I cada Xi es un vector columna. 

X '1 pero X' = AY.. n. 

J~J = f\ I ~1 Xz . . • ~ 1 

Ln segunda matriz es 8 

Luego 

Las condiciones iniciales serán-

o . o 

O . O 
8 (O) = = 1 

o O. 1 

La ecuación (7) es semejante a (1). La ecuación (1) es vector y (7) es ma­

triz cuadrada. Toda columna de a es solución de (1). 

Hemos analizado un método sencillo para resolver ecuaciones simúltáncas, cu~ 

do todos los autovalores son diferentes; pero falta cuando hay autovalores r~ 

petidos. Pero la solución hallada nos hizo ver que la solución de (1) son e-
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cuaciones exponenciales de la forma: 

kt 
x = e 

En vista de lo anterior, trataremos de hallar una solución general para 

(1) de la forma: 
kt 

x = e C (C matriz vector columna constante) 

Derivando 

X' = ke
kt 

C = AX = Ae
kt e 

ekt (KC - AC) = o 

(KI - A) e = o 

Esta ecuación nos es familiar . Sabemos que es un sistema homogéneo, que -

tiene solución si: 

IKI - Al = O 

Si A tiene n autovalores diferentes, con cada ki hay un ci y la ecuación 

X = ekt . C;tendrá n soluciones las que serán 

i = 1, 2, ..• , n 

Vemos entonces que los vectores e son realmente los autovectores de A. 

Si existe un conjunto de soluciones para un sistema de ecuaciones diferen­

ciales entonces la combinación lineal de estas, también es solución, por 

lo tanto : 



- 72 -

+ • • • • 

es soluci6n.de (1) 

k·t 
1 e C. 

1 
(8) 

Ca¡¡ CODdiciones iniciales X{O) cuando t = O o sea X(O) = C1+C2+"+Cn 

El polinwnio...cararterístico IKI-AI asociado al sistema (1) tiene Jl. l'\Ú.Ce.S. 

.que son los autovalores 1 cada- ~l!tt'lValo¡o ~termina 1.W qm;juWo-.ee "ameros 

X
1
°, XO , XO •••• , XO que son la $olución (8) de (f) 

2 3 n 

Ejemplo: Resolver el sigui~ sistema 

X' = 2x
1 - Xz + 3X3 1 

x' = -x + x - x3 2 T 2 

x' 
3 

= x -2 x3 

Colocando esta ecuación en la.forma (1) o sea X' = AX entonces: 

La ecuación característica de A es: 

2-k -1 3 

IA-KII = -1 l-k -1 = O 

O 1 -l-k 

"' 
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lA - KII= (2-k)(1-k)(-1-k) = O 

k1 = 1 ; kZ = - 1 ; k3 = 2 

Vamos a construir l a matriz T. Encontrando los autovectores, estos son: 

1 

Con k1 = 1, tenemos = -2 

1 

Luego: 

T = 

Recordemos que y' = DY y por 

siendo O = 

t entonces: Y, = e YZ = e 

lo tanto, 

1 O 

O -1 

O O 

-t 
Y3 = 

Las soluciones de XI = AX son: X = TY 

:1 
zt 

e 
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Por lo tanto: 

t -t 
4e2t e e 

t 
O X3 3e2t 

Xl "" TYl = -2e XZ=- = 

et -t 2t -e e 

ta solución general será : 

~ 

e t + e -t _ 4e 2t 

2et +3e2t 

et _ e-t + e2t 

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuación diferencial: 

y" - 3y' - lOy :z O 

Con condiciones iniciales: y(O) = 3 y'(O) =15 

Realizando las siguientes sustituciones: 

= y 

= y' 

U' 
1 

U' 2 

y"-3y'+lOy 
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Luego: 

rU1l I l O 11 [U1-1 
lU2J = 10 3J U~ 

Soluciones para este sistema serán del tipo U = e
kt e 

U' = ke
kt e pero U' = AU 

luego Ae
kt e = kekt e 

entonces: (A - KI) e = O 

El sistema anterior tiene solución si lA - KII = O. Hallemos k. 

[
-k 1 J- = -3k + k2 - 10 = O 
10 3-k 

k = -2 
2 

Si t = O entonces U1(0) = 3 U2(0). lS 

U(O)~ C1 + C2 = [1: ] 
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a + b a + b = 3 
= 

-Sa + 2b +5a - 2b = 1S 

luego' a = 3 y b = O 

U1 = e St 1 J-
_-1 S 

pero y = U1 

entonces: y = 3e
St 



e o N e L u S ION 

Hemos descrito someramente una aplicación, de las múltiples, 

de las matrices. Esta descripción ha sido lo más sencilla, 

y más bien el interés del presente trabajo se dirige a des­

pertar en la profesión el interés por lo útil que son ellas. 

Además de la solución de ecuaciones diferenciales, las matri 

ces las tenemos en la elasticidad y en estructuras. En es­

tructuras, tiene mucho interés para el Ingeniero Civil, pues 

to que con los avances de la técnica moderna, las computado­

ras son un arma común y por lo tanto debemos poder alimenta~ 

la para trabajar con ella. La forma de alimentación más fá 

cil es el uso de matrices. 

En circuitos eléctricos , en problemas de líneas conductoras, 

etc. Hay infinidad de aplicaciones de las matrices. Ojalá 

que este trabajo cumpla con la finalidad a que ha sido hecho: 

" DESPERTAR EL INTERES POR EL ESTUDIO DE LAS tv'ATRICES " 
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