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Introduccion

Los espacios de Hilbert tienen su origen en los trabajos de David Hilbert (1862-1943) so-
bre la equivalencia de ecuaciones integrales y sistemas infinitos de ecuaciones algebraicas con
una infinidad de incégnitas. Esta obra, motivada por los trabajos de I. Fredholm, apareci6 en
el libro: Grundzuge einer allgemeinen Theorie der linear en Integral gleichungen en 1912.

El presente trabajo de investigacién tiene como propésito describir los espacios de Hilbert,

de Banach y algunas de sus aplicaciones.

En el capitulo 1, estudiaremos los espacios vectoriales, los espacios métricos y sus nocio-
nes topoldgicas, ademas de las aplicaciones entre dichos espacios y abordaremos también los
conceptos de completitud y compacidad en los epsacios métricos a fin de establecer las ideas

preliminares que nos ayudaran a comprender la siguiente parte de la investigacién.

En el capitulo 2, estudiaremos los espacios normados y espacios de Banach junto con los
conceptos de operadores lineales y funciones lineales. Luego se establecerd el espacio con
producto interior o pre-Hilbert que nos ayudard a definir el espacio de Hilbert con sus pro-
piedades, ademas de los conjuntos ortonormales y la representacion de funcionales en espacios

de Hilbert. Todo este marco establecido da paso al andlisis de la siguiente seccion.

Finalmente en el capitulo 3, describiremos algunas de las aplicaciones del teorema del punto
fijo de Banach; a ecuaciones lineales, ecuaciones diferenciales. Ademas de la aproximacién en
espacios normados y consideraremos el problema de la unicidad de las mejores aproximacio-

nes.

IIT



Objetivos de la investigacion

Objetivo general:
Exponer la teoria fundamental de los espacios de Hilbert y Banach y sus aplicaciones.
Objetivos especificos:

1. Enunciar las bases necesarias para la construccién de la teoria de los espacios de Banach

y Hilbert.

2. Establecer la teoria fundamental de los espacios de Hilbert y los espacios de Banach
planteando definiciones, demostrando teoremas y proponiendo problemas pertinentes a

la misma.

3. Mencionar algunas de las aplicaciones de los espacios de Banach y Hilbert y la manera

en la que éstas son utilizadas.

v



Justificacion de la investigacion

El presente trabajo esta disenado para estudiar el drea de dnalisis funcional que es la
rama de la matematica que estudia los espacios de funciones y tiene sus raices historicas
en el estudio de transformaciones tales como: las transformaciones de Fourier, el estudio
de las ecuaciones diferenciales y ecuaciones integrales. Un objeto importante de estudio en
analisis funcional son los operadores lineales continuos definidos en los espacios de Banach
y de Hilbert, y es en estos ultimos que centraremos nuestra atencién. ;Por qué abordar un
tema como este?, ;jacaso sera un tema de interés de solamente tres jovenes universitarios?,
nos preguntaron recientemente. La respuesta no solamente la podemos dar nosotros sino
también un fisico o un economista, que son algunos de los beneficiados con esta rama de las
matematicas aparte, por supuesto, de los matematicos mismos.

Asi, por ejemplo, hoy en dia no podriamos concebir las mecanica cuantica sin los espacios de
Hilbert o la teoria de distribuciones y la economia sin la teoria de dualidad. Creemos que esto
basta para convencer al mas escéptico de que hay mucho mas que tres despistados interesados
en esta area de las matematicas. Por otra parte, hay pocos libros en espanol sobre anélisis
funcional y hasta donde sabemos muy pocos sobre las aplicaciones de los espacios de Hilbert
y Banach, nuestro tema a estudiar. Pensamos que este texto sera de utilidad para un curso
introductorio de andlisis funcional para estudiantes del ltimo ano de una licenciatura en
matematica y cualquiera que quiera iniciarse en el tema y tenga familiaridad con la topologia
de conjuntos, el dlgebra lineal y principalmente el anélisis matematico.

Consideramos que todo buen estudio, cualquiera que sea la rama de la matematica que
se aborde, contribuye a la adquisicién de nuevos conocimientos y ayuda al desarrollo del

pensamiento légico-matematico del individuo interesado.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios vectoriales, definicién y ejemplos

La idea de vector esta tomada de la Fisica, donde sirven para representar magnitudes
vectoriales como fuerzas, velocidades o aceleraciones. Para ello se emplean vectores de dos
componentes en el plano, de tres componentes en el espacio, etcétera.

Se supone conocida la representacién grifica y manejo de los vectores de R? y de R3.
En Matematicas, tratamos de abstraer las propiedades que caracterizan a los vectores para
extenderlas también a otro tipo de objetos diferentes de los vectores de la Fisica. Esencial-

mente, el comportamiento que caracteriza a los vectores es el siguiente:
= Podemos sumar dos vectores y obtenemos otro vector;
» Podemos multiplicar un vector por un niimero (escalar) y obtenemos otro vector.

Ademas estas operaciones cumplen ciertas propiedades, que observamos en los vectores de
R? y de R3.

En lo sucesivo, utilizaremos habitualmente la siguiente notacién: u, v, w (u otras letras latinas)
para vectores, mientras que las letras griegas designaran escalares.

Propiedades de la suma de vectores.
» Asociativa: (u+v) +w =u+ (v + w).

» Conmutativa: v +u = u + v.
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» Existe un elemento neutro, el vector 0, tal que 0 + v = v para cualquier vector v.

= Para cada vector v existe un elemento opuesto, —v, que sumado con él da 0.
Propiedades del producto de un vector por un escalar.
» Asociativa: a(fv) = (af)v.

= Distributivas:
Respecto de la suma de escalares: (o + 8)v = av + fu.

Respecto de la suma de vectores: a(u + v) = au + aw.

» Existe un elemento unidad: el escalar 1, tal que 1-v = v para cualquier vector v.

Definicién 1.1.1. Cualquier conjunto que posea las operaciones suma y producto por escala-
res, cumpliendo todas las propiedades anteriores, diremos que es un espacio vectorial. Los
elementos de tal conjunto se llamardn vectores (aunque pueda tratarse de objetos diferentes

a los vectores de la Fisica).

Diremos que el espacio vectorial es real o complejo, segtin sean los escalares. Ademas de
que los escalares tienen su propia estructura.
Otras propiedades de los espacios vectoriales pueden deducirse de las anteriores propiedades
basicas. Por ejemplo:

Si a-v = 0 (« escalar, v vector) entonces o bien es « = 0 o bien es v = 0.

Nota 1.1.2. Si X es un espacio vectorial, A C X, B C X, A\ € K, escribiremos:
e A+ B={x+y:x€ A yec B}

o A—-B={rx—y:x€A yec B}.

A\B={z:2€ A, v ¢ B} (enparticular A°= X\ A).

M ={ x:x € A} (obsérvese que 2A # A+ A).

Ax B={(z,y):x € A, y € B}.

Definiciéon 1.1.3. Sean x1,xo,- -+ ,x, vectores, a1x1 + asxs + - -+ + a,x, se le llama com-

binacion lineal donde a; € K, con K un cuerpo y x; € V, con V un espacio vectorial.

Definicién 1.1.4. Se dice que un conjunto Y C X es un subespacio de X siY es tambien

espacio vectorial.
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Definicién 1.1.5. Sea M # () C X, donde X es un espacio vectorial, al conjunto de todas
las combinaciones lineales de M se le llama el generado de M y se escribe Span M, el

generado siempre es un subespacio de X.

Ejemplo 1.1.6. Sea X un espacio vectorial de dimension n.

Sea M # () en X; donde M = {x,, Tpy, -+ , 2y, }, entonces

T = Zajmrj € Spanl;a; € K.

j=1
El Span M es subespacio de X ya que:
0=>"",0-m,; de donde 0 € SpanM.
St my y my € Span M, entonces:

my = Z;nzl Oéij'j ) mo = ZT:l ﬁj'xT‘]w

NE

= mi+ Mmoo =

m
ATy, + E /Bjxrj7
Jj=1

1

.
Il

[
NE

(a]"%"j + ﬁij‘j)a
1

<.
Il

(aj + 5]) Ly,

[
NE

1

<.
Il

I
NE

)\jxr]-; /\j :ij+ﬁj S K,
1

<.
Il

. mq +mo € Span M.

Sea z € Span M y o € K.

m
zESpcmM:>Z:Z 05,

j=1
m
= az = Z (adj)zy;,
j=1
ooz € Span M.
Luego: Span M es subespacio de X .
Definicién 1.1.7. Los vectores x1, xa,- - - , T, se dice que son linealmente independientes

(li) si ayxy+asza+- - -+ apx, = 0 implica que a; = ag = - -+ = a, =0, donde a; € K, con K
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un cuerpo y x; € V, con V un espacio vectorial. Se dice que son linealmente dependientes
(1d) si la igualdad anterior también se cumple para algunas r-tuplas de escalares distintos de

Cero.

Definicién 1.1.8. Sea M # ) C X, donde X es un espacio vectorial, M se dice linealmente

independiente si cualquier subconjunto finito de M es li.

Definicién 1.1.9. Un espacio vectorial X se dice que es finito dimensional si existe un
entero positivo n tal que, X contiene un conjunto li de n vectores y cualquier subconjunto
con mds de n vectores es ld (no es li). En este caso la dimension de X es n, escribiremos

dimX =n, (Sino se cumple que X tiene dimension infinita).

Definicién 1.1.10. Se dice que el espacio vectorial X es suma directa de los subconjuntos
My,---, M, de X, lo cual denotaremos por X = My ®---®& M, si X =M, +---+ M, y
M; N Z#i M; ={0},i=1,--- ,n. Con M; subespacios de X.

1.1.1. Ejemplos de espacios vectoriales

Ejemplo 1.1.11. El espacio R™, formado por los vectores de n componentes (X1, , X,)
es un espacto vectorial real, en el que se pueden sumar vectores y multiplicar por un
escalar (real) de la forma habitual. Se puede comprobar que se cumplen las propiedades re-
queridas para ambas operaciones. El vector cero es (0,---,0). No es un espacio vectorial
complejo, pues no podemos multiplicar por escalares complejos (si lo hacemos, el resultado

no se mantendrd dentro de R™).

Ejemplo 1.1.12. Consideremos el conjunto P, de los polinomios de grado menor o
tgual dos con coeficientes reales:

Py, ={aX?*+bX +c: a, b, c € R} es un espacio vectorial real, pues podemos sumar
dos elementos de Py y obtenemos otro elemento de Ps; también podemos multiplicar un ele-
mento de Py por un escalar real y obtenemos otro elemento de P,. Vedmoslo:

Suma: (aX?+bX +c¢)+ (a/ X?+V X +) = (at+a')X? + (b+b) X + (c+c') que pertenece a
P.

Producto por un escalar real: x € R, N(aX +0X +c¢) = XN aX?+ X bX + X ¢ que pertenece
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a Ps.

Se puede comprobar que se cumplen las propiedades requeridas. El vector 0 es el polinomio
cero: 0X? + 0X + 0.

No es un espacio vectorial complejo, pues al multiplicar por un escalar complejo el resultado

podrd ser un polinomio complejo que no pertenece a Ps.

1.2. Espacios métricos. Nociones generales

En un conjunto arbitrario (no necesariamente con estructura algebraica) se definira el
concepto de métrica. Si ademas posee estructura de espacio vectorial, ciertas métricas daran

lugar a la nocién de norma, como lo abordaremos en el capitulo II.

Definicién 1.2.1. Dado un conjunto X # 0, una métrica o distancia sobre X es una

aplicacion d : X x X — R, tal que se verifican las siguientes propiedades:

i) Positividad: para cada x,y € X, d(x,y) > 0.
» ii) Propiedad idéntica: dados x,y € X, d(x,y) =0 si y sélo si x = y.
» ii) Stmetria: para cada x,y € X, d(z,y) = d(y, ).

» ) Desigualdad del tridngulo: para cada z,y,z € X, d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).
Es notable que podemos obtener, por induccion, una generalizacion de esta propiedad,
asi:

d(xy, z,) < d(zq,22) + d(x2, x3) + d(x3,24) + - -+ + d(Tp_1, ).

La expresion d(z,y) se lee como distancia de x ay, el par (X, d) recibe el nombre de espacio

métrico.
Algunos ejemplos de espacios métricos son:

Ejemplo 1.2.2. R es un espacio métrico con la funcion d(x,y) := |z —y|. En otras palabras,
la distancia entre dos puntos es la longitud del segmento que los une. Este es el ejemplo
paradigmdtico y mds importante de espacio métrico y, salvo indicacion contraria, consi-

deraremos que R posee esta métrica.
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Demostracion. Consideramos si la funcién dada cumple las condiciones que pide la definicién
de métrica.
» i) Positividad
Por la definicién de distancia entre dos puntos es evidente que se cumple el primer item.
(La distancia no puede ser menor que cero ya que es el valor absoluto de un nimero

real)
Asi: d(xz,y) >0; Vz,y € R
» ii) Propiedad idéntica
r=yeday) =lz—yl=lr—z);Vz,y € R,
r=y&dzy) =0 Va,y € R,
r=y&dzy) =0V, y € R.
w iii) Simetria
d(l‘7y) - |'T_y|a VI, y € ]R7
d([[’,’y) = |y—x|, VI', y € Ra
d(z,y) =d(y,x); Va,y € R,
Observaciones 1.2.3. Antes de continuar, probaremos la desigualdad triangular

en los reales:

la +b| < |a| +|b] Va,b e R

Usaremos algunas de las propiedades del valor absoluto de un nimero real como:

la]* = a*; Va € R,

la +b)* = (a+b)* = a® + 2ab + b*; peroa < |d
la 4 b]* < a® + 2|ab| + b*; pero |ab| = |a||b|
|a +b]* < a® + 2|al[b] + b7,
ja+bl* < |a]* + 2]al[b] + [b]%,
la+b]* < (Ja| + |b])*; a® < b? entonces a < b solo si a,b >0

ja +b] < |af + [b].
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Usando el hecho anterior probaremos la propiedad:

» iv) Desigualdad triangular
d
d

ry)=lr—yl Ve, y € R,
x, lt—z+2—y|; Va,y,z € R,

_‘<x_z)+(2_y>’7V$ayaz € Ra
d

d

(

(z,y) =

d(z,y)

(x,y) <l|zr—z|+|z—y|; Vr,y,z € R,
(,y) < d(x,2) +d(z,y); Vo,y,2 € R

z,

Ejemplo 1.2.4. Para cualquier conjunto X, la funcion d : X x X — Ry, definida por:

0, stx=y
d(z,y) :=
1, otro caso

es una funcion distancia sobre X, llamada métrica discreta de X. Cada par (X,d) formado

por un conjunto no vacio X y una métrica discreta, es un espacio métrico discreto.

Demostracion. Consideramos si la funcién dada cumple las condiciones que pide la definicién

de métrica.

» i) Positividad
Si x =y, entonces d(z,y) = 0.
Si x # y, entonces d(x,y) = 1. Esto es por la definicién. De esta manera la propiedad

de positividad se cumple Vr,y € X.

» ii) Propiedad idéntica

r=y < dr,y) =0, Vao,y € X.Esinmediato por la definicién de la funcién.

w iii) Simetria
Si z =y, entonces d(x,y) =0; Vz,y € X,
= d(y,z) =0; porquey =z Vz,y € X,
= d(z,y) =d(y,z); Vz,y € X.
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Si x # y entonces d(z,y) =1; Vz,y € X,
= d(y,r) =1;porquey #z Va,y € X,
= d(z,y) =d(y,z); Va,y € X.

» iv) Desigualdad triangular

Sean z,y,z € X.

1. Empecemos considerando el caso donde = = y.

r=y=d(z,y)=0.

i) Consideremos ahora que x = z, por transitividad z = y,
entonces d(x,z) =0y d(z,y) = 0.
Luego: d(z,y) =0=0+0=d(z,2) + d(z,v),

ii) Siz # z, por transitividad z # v,
entonces d(z,z) =1y d(z,y) = 1,

y)
= d(z,y)
= d(z,y)
y) < d(z, z) +d(z,y).
d(z,z)+d(z,y); Va,y € X.

IN

cod(zyy
2. Ahora consideremos cuando = # y.
r#y=dzy) =1
i) Tomando x = z, por transitividad z # y,
entonces tenemos d(z,z) =0 y d(z,y) = 1.
Luego: d(z,y) =1=0+1=d(z,2) + d(z,9),
ii) Si z # z, por transitividad z # y, entonces d(x,z) =1y d(z,y) = 1,
= d(z,y) =1,
= d(z,y) <1+1,
=d(x,y) <d(z,z)+d(z,vy),
Sd(zyy) <d(x,z)+d(z,y); Vo, y € X.

Asi la funcién declarada constituye una métrica (la métrica discreta).
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Ejemplo 1.2.5. Mds generalmente, R™ es un espacio métrico con la funcion

Aoy 1= 1121;3<>7<1|x, — y;|, donde z; es la i-ésima coordenada de x, e y;, la de y. En la siguiente
figura se_z'l_ustm esta definicion. La distancia do, entre dos puntos x ey del plano es la mdxima
longitud de los lados del rectangulo con vértices opuestos x e y y lados paralelos a los ejes

cartesianos; en este caso, la longitud de los lados verticales.

doo(x,y) =longxzy»

Figura 1.1: Distancia d., en R?

1.2.1. Nociones topoldgicas en Espacios métricos

Sea (X, d) un espacio métrico. Si x € X,r > 0, la bola abierta de centro z y radio 7 es
el conjunto B(x,r) = {y € X : d(z,y) < r}. Andlogamente se definen las correspondientes
bolas cerradas B(z,7) = {y € X : d(x,y) < r} ylasesferas S(z,r) = {y € X : d(x,y) = r}.

En general, se llama didmetro de un conjunto A a diamA = sup{d(z,y) : z,y € A}.
Ejemplo 1.2.6. Si d es la métrica discreta en X,

{z}, sir<1
B(z,r) =
X, str>1
Ejemplo 1.2.7. En (R,|-|), las bolas abiertas son B(z,r) = {y € R : |z —y| < r} =
(x —r,x+7).
Definicién 1.2.8. Sea A C X. Se dice que x es punto interior de A si x € A y existe

r >0 tal que B(z,r) C A. Se llama interior de A al conjunto

intA={x € A:x es punto interior de A}
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Si intA = A, A se llama conjunto abierto. Si llamamos A a la coleccion de todos los

conjuntos abiertos de X, tenemos las siguientes propiedades:
1. Ase A,ael = J,c; Aa € A (I es cualquier conjunto de indices).
2. A, A e A= N A4 € A
3. 0,X € A.

Observaciones 1.2.9. Recordemos que un espacio topoldgico es aquel en el que existe
una familia A de subconjuntos de X que verifican los tres axiomas anteriores. De aqui se

deduce que todo espacio métrico es a su vez un espacio topoldgico.
Definicién 1.2.10. Dado A C X, un punto x € X es de adherencia de A si
Vr > 0,B(x,r)NA#0,

el conjunto A = {x € X : es punto de adherencia de A} se llama clausura de A. Un

conjunto A se dice cerrado cuando A = A. Las siguientes propiedades son elementales:

1. AC A

2. Ac B= AC B.

3. AUB=AUB.
Proposicion 1.2.11. A es abierto si y solo si A° es cerrado.

Demostracion. Probemos primero que si A es abierto, entonces A€ es cerrado, es decir, A¢ C
AC

Sea € Ac.

v € A= Ve >0, B(w,e)N A # () (1.1)

Supongamos que z ¢ A° asi x € A, A es abierto, Jeg > 0 tal que B(z,g9) C A, de esta
manera B(x,g¢) N A° = (), y esto contradice a 1.1.

Luego, = € A¢, de donde A¢ C A°.
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Si A¢ es cerrado, entonces A es abierto.
Como A€ es cerrado, entonces A€ = Ac.

Sea x € A.
rE€A=a ¢ A= A
= de; >0, tal que B(x,e1) N A =),
= Je; >0, tal que B(z,e1) C A,
=z € int(A),
= A Cint(A),
. A es abierto.

De esta proposicion y de las propiedades andlogas para los abiertos, se deducen las siguientes

propiedades:

L. Si {A;},.; es una familia arbitraria de conjuntos cerrados, entonces (),.; 4; es cerrado.
II. Si{A, -, A,} son cerrados, |J_, A; es cerrado.

III. 0, X son cerrados.

Definicién 1.2.12. Un punto x € X es punto limite (o de acumulacion) de A C X cuando
Vr > 0,B(x,r) contiene infinitos puntos de A (lo que es equivalente a decir que contiene

algin punto de A distinto de x). Se llama conjunto derivado de A, al conjunto
A" ={z € X : z es punto limite de A}

Definicién 1.2.13. Una sucesion (x,)nen de puntos de X, se dice que converge al punto x,

y se escribe x,, — x, cuando
Vr>0,3N € N:z, € B(z,r),Yn > N.

La condicién anterior equivale a que la sucesién de nimeros reales {d(z,, =) }nen conver-
ge a cero. Andlogamente, una sucesiéon de subconjuntos {4, },en de X converge a un punto

x € X sipara toda bola B centrada en x, existe un indice m tal que A,, C B para todo n > m.
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Definicién 1.2.14. Una sucesion (T,)neny €n X es acotada cuando
diam((Tn)nen) = sup{d(x,, xy,) : n,m € N} < co.

En general, un subconjunto M C X es acotado cuando M C B(xg,r) para algiun zo € X
y para algin r > 0. Un concepto mas general, y que relacionaremos posteriormente con el de

compacidad, es el siguiente:

Definicién 1.2.15. Un conjunto A de un espacio métrico X se dice totalmente acotado
o pre-compacto si, dado cualquier € > 0, existe un nimero finito de conjuntos Ay,--- , A,

tales que A=A U---UA, ydiam(4;) <e,i=1,---,p.
Proposicion 1.2.16. Si A es totalmente acotado, entonces es acotado

Demostracion. Tomemos € = 1; por hipétesis A = Ay U---U A, con diam(4;) < e.

Para cada i € {1,--- ,p}, elegimos x; € A; y llamamos
§ = max{d(z;,z;), i,7=1,---,p}.
Dados z,y € A, existirdn 4, j tales que x € A;, y € Aj; luego
d(z,y) < d(z,2;) + d(vi, ;) +d(zj,y) <1+6+1=2+0

con lo que se prueba que A es acotado. ]
Lema 1.2.17. Sea (X,d) un espacio métrico

a) Si (xn)nen €s convergente, entonces estd acotada y su limite es unico.

b) Six, — x, y, =y, entonces d(xn,yn) — d(z,y).

Demostracion.  a) Supongamos que x, — x. Entonces, tomando ¢ = 1, podemos en-
contrar un N tal que d(z,,z) < 1, ¥n > N. Por lo tanto, por la propiedad de la

desigualdad triangular, ¥n tenemos que d(x,,x) < 1+ a donde,
a =méx{d(z1,x), - ,d(zn,z)},

Esto muestra que (x,,) es acotada.
Suponiendo que x, — x y z, —> 2z, por la propiedad de la desigualdad triangular

obtenemos:
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0<d(z,z) <d(z,z,)+d(z,,z) —0+0

y la unicidad x = z del limite se sigue de la propiedad de identidad de la definicién

1.2.1 i)

b) Por la generalizacién de la desigualdad triangular, tenemos:

d(Tn, Yyn) < d(Tp, ) + d(2,y) + d(Y, Yn)-

Por lo tanto obtenemos

d('xm yn) - d<x> y) < d(xnv :L‘) + d(% yﬂ)'

y una desigualdad similar intercambiando x, y x asi como y, vy y y multiplicando por

—1. Juntos,

|d(2n, yn) — d(z,y)| < d(zn, 7) + d(y, yn) — 0.
S d(Zn, yn) — d(z,y)

Observaciones 1.2.18. En R con la métrica euclidea se verifica ademas que toda sucesién
mondtona y acotada es convergente. Otro resultado importante es enunciado en el siguiente

teorema.

Teorema 1.2.19. (Teorema de Bolzano-Weierstrass)

Toda sucesion acotada en R tiene alguna sub-sucesion convergente.

Demostracion. Sea (a,)nen Una sucecién acotada en R.

Decimos que una sucesién es acotada si todos los valores de sus términos pertenecen a un
intervalo, digamos, [A, B]; es decir, a, € [A, B] para todo n. A los nimeros A y B los
llamamos cotas de la sucesion.

La demostracion del teorema de Bolzano-Weierstrass se lleva a cabo de la siguiente manera:

bisecamos el intervalo [A, B] y consideramos los intervalos [4, 2] y [4£8 B]. Como todos
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los términos de la sucesién se encuentran en [A, B| y son infinitos, entonces uno de los dos
subintervalos [A4, 42£] o [42 B] debe contener una infinidad de ellos.
Si [A, 448] tiene una infinidad de términos de la sucesién, entonces hacemos A; = Ay

B, = AJFTB; de otra forma, A; = AJFTB y B = B. Siguiente, bisecamos [A;, By], y tomamos

uno de los intervalos [A;, 2E21] o [41481 B] que tenga infinitos términos de la sucesién para
obtener [Ajy, Bs]. Continuamos de la misma forma para obtener una sucesién de intervalos
cerrados [A,, B,| tales que:

Cada [A,, B,| tiene una infinidad de términos de la sucesién aq, as, as, - - - .

Cada intervalo esta contenido en el anterior: [A, 41, Bu11] C [An, Byl

B-A
2n

La longitud de cada intervalo [A,, B,] esta dada por B, — A, =
Ahora bien, construimos una subsucesién de la siguiente forma: tomamos a,, € [Aj, Bil;
luego, tomamos a,, de tal forma que ny > ny y a,, € [As, By|. Esto es posible porque
[Ay, By| contiene una infinidad de términos de la sucesion. Repetimos el proceso: una vez
tomados ay,, -, ap,, tomamos nyy1 > ny tal que a,, , € [Aki1, Bri1]-

Observamos ahora que, si el nimero z € (), [An, By (es decir, esta en todo intervalo [A,,, B,],

un hecho que se cumple por el axioma de completitud de los reales), entonces

—A

2k

|y, — x| < — 0,

por lo que a,, — x. Hemos encontrado una subsucesién convergente, lo que termina la

demostracién del teorema. [ ]

Muy ttiles en lo sucesivo serdan las siguientes caracterizaciones de la clausura de un con-

junto.
Proposicién 1.2.20. x € A <= 3(z,)nen C A tal que x,, — .

Demostracion. Si x € A, por definicién, Vn € N, B(x,1/n) N A # (). Elegimos un punto

z, € B(xz,1/n) N A. Esté claro que z,, — x porque d(z,,x) < 1/n.

Reciprocamente, si x,, — x con z,, € A, dado cualquier r > 0, existeN(r) tal que z, €

B(z,r),¥n > N(r), de donde B(z,r) N A # D, asi x € A. |

Corolario 1.2.21. A es cerrado si y sélo si dada cualquier sucesion (T,)nen contenida en A

Yy T, — x, entonces x € A.
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Definicién 1.2.22. Un subconjunto M de un espacio métrico X es denso en X si M = X.

El espacio X se dice separable si posee algin subconjunto numerable que es denso en X.

1.2.2. Aplicaciones entre espacios métricos

Definicién 1.2.23. Sean (X,d), (Y,d') espacios métricos. Se dice que una aplicacion f :

X — Y es continua en xg € X cuando
Ve>0,36>0: f(B(zo,9)) C B(f(zo0),¢).
Si f es continua en todo x € X, se llama aplicacién continua.

Proposicién 1.2.24. f: X — Y es continua en xy si y solo si toda sucesion (,)nen que

converge a o verifica f(x,) — f(xo).

Demostracion.  a) Supongamos que f es continua en .

Entonces
Ve>0,30 >0: f(B(zo,9)) C B(f(x0),¢).

Si x, — xo, dado tal 0, existe N tal que x, € B(xy,d),¥n > N. Entonces f(x,) €

B(f('IO)? g),
En definitiva, Ve > 0,3N : f(z,) € B(f(z0),€), Yn > N.
De modo que f(x,) — f(xo).

b) (Razonando por contradiccién) Si f no es continua en z;, entonces
3> 0: V8> 0, 3y e Bluo,d): f(y) ¢ B(f(0),2)

Si elegimos d,, = 1/n, encontramos una sucesion (y, )nen tal que y, € B(xo,0,) v f(yn) ¢
B(f(zo),€). Entonces y,, — x¢ pero f(yn) - f(zo). Esto contradice la hipétesis.
Luego: f es continua en x.

Proposicion 1.2.25. Sean X e Y dos espacios métricos y f : X — Y. Son equivalentes:
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i) [ es continua.

i) x, > x= f(x,) — f(x), Vo € X.
iwi) F CY escerrado = f~'(F)C X es cerrado.
iv) ACY es abierto = f~'(A) C X es abierto.

Demostracion. i) = ii). Ya se ha probado en la proposicién anterior.

ii) = ii1). Supongamos que f cumple ii); sea F' cerrado en Y y A = f~(F). Verifique-
mos que A C A.

Six € A I(xn)nen con z, € A tal que z, — 2 (por la proposicién 1.2.20). Por hipétesis,
f(z,) = f(x), pero f(x,) € F = f(z) € F. Como F es cerrado, f(r) € F =z € f~Y(F) =
A.

i11) = iv). Sea A C Y abierto. Entonces Y — A es cerrado y, por hipdtesis,
fHY — A) = X — f7Y(A) es cerrado, entonces f~'(A) es abierto.

iv) = i). Seax € X y elegimos € > 0 arbitrario. Podemos decir que B(f(z), €) es abierto. Esto
implica por hipétesis que f~1(B(f(x),¢)) es abierto. Como z € f~1(B(f(x),¢)), debe existir
§ > 0, tal que B(z,0) C f~1(B(f(z),e)). De aqui se deduce que f(B(x,d)) C B(f(x),¢).

Asi se completa la prueba. [ |

1.2.3. Completitud en espacios métricos

Cuando un conjunto tiene ciertas propiedades, es interesante saber qué tipo de aplicaciones
conservan dichas propiedades. Asi, un isomorfismo preserva la linealidad de los vectores de
un espacio e incluso permite identificar los dos espacios y tratarlos como uno solo. Veremos

aqui un concepto similar para los espacios métricos.

Definicién 1.2.26. Dados dos espacios métricos (X,d), (Y,d'), sea f: X — Y. Si f es
biyectiva y bicontinua (es decir, tanto f como f~! son continuas), f se llama homeomorfis-

mo.
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Los homeomorfismo preservan las propiedades topoldgicas esenciales: asi aplican abiertos

de X en abiertos de Y y si x € A, f(z) € f(A).
Definicién 1.2.27. Isometria

a) Si una aplicacion f: X — Y entre dos espacios métricos verifica que:

Vai,x0€ X d(l’bxz) = d/(f($1)7 f(xQ))a

entonces f se llama isometria.

b) Si existe una isometria biyectiva f : X — Y, diremos que los espacios métricos X e

Y son isométricos.

Dos espacios isométricos son indistinguibles respecto a la métrica aunque difieran en la na-

turaleza de sus puntos.

Definicién 1.2.28. Sea (X,d) un espacio métrico. Una aplicacion T : X — X se llama

contraccion si Vx,y € X, existe algin r € (0,1) tal que d(T,,T,) <r-d(z,y).

Proposicién 1.2.29. Toda contraccion T en un espacio métrico (X,d), es continua.

Demostracion. Para probar que T es continua en xy € X, debemos ver que
VB(Txg,¢e),3B(x0,9) : T(B(x0,9)) C B(Txo,¢).

Sea pues © € B(xg,0) un punto arbitrario; debe cumplirse que Tx € B(Tzg,¢), es decir
d(Tz,Txy) < €. Como T es contraccién, existe r € (0,1) tal que d(T'z, Txo) < r-d(z,xo) < r-6

Tomando ¢ = ¢/r, se verifica que d(T'z, Txy) < €, como queriamos probar. |

Definicién 1.2.30. Sea (X,d) un espacio métrico. Una sucesion (T, )nen s de Cauchy cuan-

doVe>0, 3N :dxp,zy) <e, Vn,m> N.

Definicién 1.2.31. Un espacio métrico X, es completo si toda sucesion de Cauchy es

convergente en el mismo espacio.
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Ejemplo 1.2.32. X =Q, con d(z,y) = |z — y| no es completo
Veamos: La sucesion x, = (1 + %)” es de Cauchy y converge a e que no es racional. Com-
probemos que en efecto ésta sucesion converge a e (para ello haremos uso de las propiedades

del Cdlculo). FEquivale a decir que

lim (1+ )" — e (1.2)

1+)"=1
(+n> + 1! 21 3! +
1 1 1 (n>—n)(n—2)
:1 1 = 2 —\2
+ +2!(n n)(n) +3! n? n +
1 1 1 1 2
11+ —(1— )+ —(1— )12
+ +2'( n)+3!( n)< n)+

Luego tenemos que:

) I 1 1
T}EEOQJFE) _{1+1+§+§+---} (1.3)

Luego, simplificando el lado derecho de 1.2 tenemos que:
2 3 e

n_ n
e —1+n+§+§+z+---

Pero necesitamos e y no e€", entonces hacemos n =1, asi:
1213 1t
1_ S B 1.4
el ={l 1ttt tod (1.4)

Tomando 1.3 y 1.4 encontramos que: lim (1+ )" = e.
n—oo

S (14 5™ converge a e.

Ejemplo 1.2.33. El espacio {*° es completo.

Donde (> se define como (*° = {x = (x,)nen : Tn € C, (Tp)nen Sucesion acotada}. Con
d(x,y) = supp|T, — yn|. Tal que (X,d) es un espacio métrico.

Sea {x™},en = {(x@, xé"), ) }nen una sucesion de Cauchy en €. Entonces, Ve > 0, N
tal que, para n,m > N,

d(x™ z") < ¢ asi |x§m) - xl(n)| < e,Vi € N, luego (xz(m))meN es de Cauchy en C, pero C es
(n)

%

completo, de donde existe x; € C tal que x
(n)

%

— T;.

Como |x£m) — xin)] <ewyux;, — x, asi haciendo n lo suficientemente grande se tiene que
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2"

— x| <e.
Si llamamos x = (11,29, -+ ), entonces d(x™ 1) < ¢, es decir z'™ — .

Por otra parte, como la sucesion (x(m))meN converge a x;, estd acotada, es decir 3k > 0 :

)

|x§m)| < k,Ym. Aplicando la desigualdad triangular,
il <l — ™|+ [af™| < e+,
lo que significa que (x;);en estd acotada. Asi, x € 0.

Proposicion 1.2.34. Un subconjunto M de un espacio métrico completo X es completo si

y solo si M es cerrado en X.

Demostracion. Sea M completo. Entonces, Vo € M, 3z, ey con 2, € M, Vn tal que
x, — x. Pero como {x, },en converge, es de Cauchy; por tanto converge en M porque M es
completo, lo que prueba que x € M.

Reciprocamente, sea M cerrado y {x, }neny de Cauchy en M.

Por ser X completo, z, v v € X = xr € M =z € M. [ |

Definicién 1.2.35. Dado un espacio métrico (X, d), un espacio (X*,d*) se llama comple-

cion de (X,d) si existe Xo subespacio denso de X* tal que (X,d) es isométrico a (Xo,d").

Definicién 1.2.36. Diremos que una sucesion {A,}, € N de subconjuntos de X es un

encaje cuando Ay D --- D A, D -+ y diamA, — 0.

1.2.4. Compacidad en espacios métricos.

Definicién 1.2.37. Una familia {A; }ier de conjuntos se llama cubrimiento de un conjunto

A cuando A C J,.; Ai. Dado un cubrimiento {A;}ie; de A, se llama subcubrimiento a

iel
todo cubrimiento {A;}ics tal que J C I.
Definicién 1.2.38. Un subconjunto M de un espacio métrico X es compacto si todo cubri-

miento por abiertos de M posee algin subcubrimiento finito (llamada propiedad de Borel-

Lebesgue).

Asi, por ejemplo, en R con la métrica usual, el intervalo abierto (0,1) no es compacto

pues del cubrimiento {(1/n, 1), n € N} no se puede extraer ningiin subcubrimiento finito.
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Si consideramos A = (0,1) y la cubierta {(X,1)}22,.

Esta cubierta no tiene subcubierta finita, ya que

GrDUGH DU UG =(5.1)

ny’ na’

donde N = max{ni,ng,--- ,n,} y ademas % >0,

1

por lo que (5,1) no cubre a A.

La cubierta {(£,1)} no tiene subcubierta finita.

Definicién 1.2.39. Sea A una coleccion de subconjuntos de un conjunto X. A tiene la
propiedad de interseccion finita si cualquier subcoleccion finita de A tiene interseccion

no vacia.

Definicién 1.2.40. Un espacio X es secuenctalmente compacto si cualquier sucesion

en X tiene una subsucesion convergente en X.

Definicién 1.2.41. Un espacio topoldgico X tiene la propiedad de Bolzano- Weierstrass

siempre que cualquier subconjunto infinito de X tiene un punto limite.

Teorema 1.2.42. Si Y es un subespacio de X, entonces A C'Y es compacto en Y si y solo

st, es compacto en X.

Demostracion. Supongase que A C Y es compacto en Y. Entonces cualquier cubierta de A,
en Y, tiene una subcubierta finita. Sea {U,} una cubierta de A en X, es decir, los conjuntos
U, son abiertos en X. Ahora bien, como A C Y, los conjuntos V,, = U, N'Y forman una

cubierta de A en Y, ya que cada V, es abierto en Y vy,
A=AnY c,UaNY =1, Va-

Como A es compacto en Y, {V,} tiene una subcubierta finita, digamos {V,,, Va,, -+, Va, }-
Por lo tanto {U,,, Ua,, -+ , Uy, } €s una subcubierta finita de A en X.

Para la inversa, supongamos que A C Y y que A es compacto en X: Sea {U,} una cubierta
de A en Y (es decir, los U, son abiertos en Y'), Entonces, para cada «, existe un abierta V,

en X tal que,

Us =Y NV,
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Como A C |, Ua, entonces
AclU,Va.

Asi que {V,} es una cubierta de A en X. Como A es compacto en X, existe una subcubierta

finita, digamos,

{Va17 R Vak}~
Entonces,
{UOCN Ty Uak}
es una subcubierta finita de A en Y, y por lo tanto es compacto en Y. |

Proposiciéon 1.2.43. Sea X un espacio compacto, y E C X un subconjunto cerrado. En-

tonces E es compacto.

Demostracion. Sea {U,} una cubierta de E. Como FE es cerrado, entonces X \ E' es abierto, por
lo que entonces {X\E} U{U,} es una cubierta de X. Como X es compacto, esta cubierta
tiene una subcubierta finita, que a su vez induce una subcubierta finita de {U,} para E,

prescindiendo de X\ E. |

Proposicién 1.2.44. Sea (X, d) un espacio métrico y F un subespacio métrico compacto,

entonces ' es cerrado en X.

Demostracion. Si F no fuese cerrado, entonces tiene un punto de acumulacion no contenido
en si mismo, digamos x.

Demostraremos que ésto implica que F' no es compacto.

Sea B; /n (x) la bola cerrada de radio % con centro en .

como By, (z) es cerrado, entonces U, = X\B} (x) es abierto {Up,}nen, entonces es una

cubierta de F', ya que,

U, Un = U, (X\Byu(2)) = X\, Biu(z) = X\{z} O F,
porque z no estd en F. Ahora bien, si {U,,, U,,, - - , Uy, } es un subconjunto finito de {U, } nen,

entonces

Upy UUp, U+~ U U, = X\Byn(z),
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donde,
N =méax{ny, -+ ,ng}.

Sin embargo, tal unién no contiene a F' porque x es un punto de acumulacién y, por lo
tanto, F' N By y(z) # 0. Entonces {U,} no tiene subcubiertas finitas, por lo que F no es

compacto. ]

Definicién 1.2.45. Sea (X,d) un espacio métrico. X es totalmente acotado si, para cada

e > 0, existen x1,xs, - , T, tales que,
X C B.(z1) U Be(xg) U+ -+ U Be(xy,).

Es decir, para cada € > 0, X puede ser cubierto por un niumero finito de bolas de radio €.
Si X es compacto y e > 0, entonces la coleccion {B.(x)}rex es una cubierta de X, la cual

tiene una subcubierta finita por compacidad. Por lo tanto X es totalmente acotado.
Observaciones 1.2.46. Esta definicién es equivalente a la definiciéon 1.2.15.

Lema 1.2.47. (Lebesgue). Sea (X,d) un espacio secuencialmente compacto y {U,} una
cubierta de X. Entonces eziste § > 0 tal que, para cada x € X, existe « tal que Bs(x) C U,.
-Es decir, todas las bolas de radio 6 estan contenidas en algin conjunto de la coleccion {U,}.

El nimero § no depende de x ¢ .

-El supremo de todos los § > 0 que satisfacen esta condicion es llamado el nimero de Lebesgue

de la cubierta {U,}. Este nimero depende de X, de la métrica d y de la cubierta.

Demostracion. Demostraremos este lema por contradiccion.

Supongamos que para todo ¢ > 0 existe z; € X, tal que para todo «, Bj(z;) € U,.
Entonces podemos construir una sucesion (z,,), en X, tal que B () no esta contenida en
ningin U,.

Como X es secuencialmente compacto, (z,) tiene una subsucesién convergente, digamos
Ty, — x en X.

Como {U,} es una cubierta, x € U,, para algin aq pero, U,, es abierto, por lo que B.(z) C
U,, para algin € > 0.

Ahora bien, z,, — z. Asi existe un entero NV, tal que d(zy,z) < §.
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Sin embargo, ésto implica que, By (xy) C U, porque, si z € B, entonces d(z,zn) < =,

por la desigualdad del triangulo,

d(z,x) <d(z,zy) +d(zy,2) < 5 +5<5+5=¢

y z € B.(x) C U,,. Por tanto este hecho nos conlleva una contradiccién

Teorema 1.2.48. (Bolzano-Weierstrass). Sea (X, d) un espacio métrico. Los siguientes

enunciados son equivalentes:
1. X es compacto.
1. Si A C X es infinito, entonces A tiene al menos un punto de acumulacion.
1. X es secuencialmente compacto y X es totalmente acotado.
Mostraremos que compacidad secuencial es equivalente a compacidad.

Demostracion. i) = ii) Suponemos que X es compacto y que A es un subconjunto de X que
no tiene puntos de acumulacion.
Demostraremos que A es finito.
Como A no tiene puntos de acumulacién, es un conjunto cerrado. Luego U = X'\ A es abierto.

Ademas, para cada x € A, existe g, > 0 tal que,
B. (x)NA={z}

porque x no es un punto de acumulacién de A.

Sea U, = B, (x), entonces la coleccién {U} U {U,},eca es una cubierta de X y como X es
compacto, tiene una subcubierta finita, digamos U, Uy, Us, ...., U, de donde A C Uy, Us, ...., U.
Como cada U; tiene un solo punto de A, podemos concluir que A tiene k puntos, Es decir A
es finito.

i1) = 411) Suponemos ahora que todo conjunto infinito de X tiene un punto de acumulacién,
y mostraremos que X es secuencialmente compacto, es decir, toda sucesion en X tiene una
sucesion que converge en X.

Sea (x,) una sucesién en X.
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Caso 1) Si (z,,) es un conjunto finito, entonces tiene una subsucesién convergente.

Caso 2) Sea {x, : n > 1} un conjunto infinito entonces tiene un punto de acumulacién,
digamos .

Siep =1, k€N, B(z, 1) N (zn)nen # 0, entonces existe z,, € B(x, 1) N (¥p)nen, de donde
existe T, € (Z,)nen tal que z,, € B(x,%).

Sea ng = min{m : T, € (Tp)nen ¥ Tm € Bz, %)}

Sea ngr1 = min{m : T, € (Tp)neny Y Tm € B(x —{xy, }}, de esta manera njg1 > ny.

) kL_H)
Ahora bien, para cada k podemos escoger x,, tal que ngy1 > ny y, ademds z,, € B%(x)7 ya
que z es un punto de acumulacién de x,,.

Como d(z,,,x) < % para cada k, x,, es una sucesién de x,, que converge a x.

Ahora probemos que X es totalmente acotado.

Supongamos que no lo es, asi existe € > 0 tal que X no se puede cubrir por un niimero finito
de bolas de radio €.

Construiremos un subconjunto infinito de X (una sucesién) que no tiene puntos de acumu-
lacion.

Sea z € X. Entonces {z1} es un subconjunto finito de X, asi existe zo € X tal que

d(xe, 1) > €.

Procediendo por induccién. Supongamos n € N y un subconjunto {z; : i = 1,--- ;n} de X
que se ha construido con la propiedad que d(x;,z;) > € para todo 4,5 = 1,--- ,n; i # j.
Entonces {z; : i =1,--- ,n} es finito asi, como X no se puede cubrir por un nimero finito de
bolas de radio €, debe existir z,1 € X tal que d(z,41,2;) > € para todo j =1,--- ,n. Por

lo tanto por induccién debe existir un subconjunto A = (z,,),en de X tal que d(x;, z;) > ¢
para todo i, € N con i # j, asi toda subsucesién de A no seria de Cauchy por lo cual no
seria convergente, de donde A no tiene puntos de acumulaciéon, pero esto contradice nuestra
hipotesis. Por lo tanto X es totalmente acotado.

i11) = i) Sea {U,} una cubierta de X. Como X es secuencialmente compacto, el lema de
Lebesgue establece la existencia de un ¢ > 0 tal que toda bola de radio ¢ estda contenida en
algun U,

Ademas, como X es totalmente acotado, existen xy,xo, -+ ,x, € X tal que,

X C Bg(ZL‘l) U Bg(ﬂ?Q) J---u B5(l‘n)
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Ahora bien, sea «; tal que Bs(z;) C U,.. Entonces,
X C Uy UUs,U---UU,.,

y, por lo tanto, {Uy,, Ua,, - -+ ,U,, } €s una subcubierta finita de {U,}. [
Lema 1.2.49. Un subconjunto compacto de un espacio métrico X es cerrado y acotado.

Demostracién. Sea M C X un conjunto compacto y € M.

Entonces existe una sucesion {2, }neny C M, z,, que converge a x.

Como M es compacto, z € M (pues las subsucesiones deben tener el mismo limite que
{Zn fnen)-

Si M no fuera acotado, dado b € M, I{y,}nen sucesién en M tal que d(y,,b) > n.

Sea (Yn, )ken una subsucesion de (yy,)nen, asi por lo anterior d(y,,,b) > ng, luego (yn,) no
puede ser acotada, por lo tanto no puede ser convergente. De manera que (y,),eny DO tiene

una subsucesion convergente, lo cual es una absurdo ya que M es compacto. ]

Definicién 1.2.50. Un conjunto A de un espacio métrico X es relativamente compacto si su

clausura A es compacta.

Corolario 1.2.51. Si el espacio métrico (X,d) es completo y totalmente acotado, entonces

es compacto.

Demostracion. Si X es completo y totalmente acotado, demostraremos que X es secuencial-
mente compacto, y luego por el teorema de Bolzano-Weierstras se tendra que X es compacto.
Sea (T, )neny una sucesién en X y asumimos que tiene rango infinito. Ahora bien, como X es
totalmente acotado, X es cubierto por un nimero finito de bolas de radio 1. Sea B; alguna
de estas bolas que contengan un nimero infinito de términos de la sucesién (x,)nen. A su
vez, Bj es totalmente acotado y podemos entonces encontrar una bola de radio 1/2, a la cual
llamamos Bs, que contiene infinitos términos de la sucesién (z,),en, contenidos en Bj.

Por induccién, tenemos bolas By de radio 1/k tal que cada una contiene un nimero infinito
de términos de la sucesién (z,)nen contenidos en By_.

Podemos entonces escoger una subsucesion (z,, )ren tal que,

Ty € By, i=1,2,-- k.
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Demostraremos que (z,, ) es de Cauchy y, por la completitud de X, converge.

Sea ¢ > 0y K > 2/e. Por construccién, para todo k > K,
Tn, € By
y Bk es una bola de radio 1/K < ¢/2. Entonces, si k, | > K,

Tnys Ty S BK

d(Tn,, 2n,) < d(Tn,,y0) + d(yo, 2n,) <1/K +1/K =2/K <¢,

donde yq es el centro de Bg. Por lo tanto, la subsucesién (x,, ) es una sucesion de Cauchy,

como queriamos demostrar.
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1.3. Ejercicios

1. Sea d una métrica en X. Determinar todas las constantes k para las que
i. kd
ii. d+k
es una métrica sobre X.
Sugerencia:
i. Sea d’' = kd. Para que d'(z,y) > 0, debe ser k > 0.
ii. Sea d’ =d+ k. Para que d'(z,y) =0 <=z =y.

2. Si A es el subespacio de [* formado por las sucesiones de ceros y unos, jcual es la

métrica inducida sobre A?

3. Determinar si la aplicacién d : R x R definidas por d(z,y) =| 2? —y* | es una distancia.
Si no lo es, decir si existe un subconjunto de la recta en que si lo sea. Dar el mayor de
los conjuntos que lo cumplen.

Sugerencia: Si d(z,y) = 0 = 22 = y?, pero puede ser z = —y lo que implica que d no

es distancia.

4. Sea (X, d) un espacio métrico cualquiera. Demostrar que la aplicacién D : X x X — R

definida por D(z,y) = li(;z’j)y) es también una distancia sobre X.

es creciente, resulta que:

_ d(z,y) d(z,z) + d(y, z)
D(z,y) = 1+ d(x,y) = 1+d(z, 2) +d(y, 2)

Sugerencia: La funcion y = .

5. Si (X1,dq1) y (Xa,ds) son espacios métricos, probar que en el espacio producto
X = X1 X XQ
se pueden definir las métricas siguientes:

d(x,y) = di(z1,y1) + da(z2,92),

d($7y) = méx{dl(xlayl)a d2($2>y2)}7

donde x = (z1,22), ¥y = (y1,y2) € X.
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Sugerencia: Probar para d y d’

i) Positividad: para cada z,y € X, d(z,y) > 0.
ii) Propiedad idéntica: dados =,y € X, d(z,y) = 0 si y solo si x = y.
iii) Simetria: para cada z,y € X, d(z,y) = d(y, z).

iv) Desigualdad del tridngulo: para cada z,y,z € X, d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

6. Probar que la clausura B(zg,r) de una bola abierta B(xg,r) en un espacio métrico
puede ser distinta de la bola cerrada B(xg, ).

Sugerencia: Sea X un conjunto cualquiera con la métrica discreta, y xo € X arbitrario.

Entonces B(xg,1) = {z € X : d(x,x¢) < 1}.

7. Probar que un espacio métrico X es separable si y sélo si existe Y C X numerable tal
queVe>0Vre X, JyeY dx,y) <e.
Sugerencia: Si X es separable, existe por definicion M C X numerable tal que
VreX, I{x, nen

Reciprocamente, si Vo € X, 3y € Y : d(x,y) < ¢, entonces x € Y.

8. Un espacio métrico se dice localmente compacto si todo punto tiene un entorno com-
pacto. Probar que R™ y C" son espacios localmente compactos pero no compactos.
Sugerencia: Dado un punto arbitrario x en R™ 6 C" cualquier bola cerrada centrada

en r es un compacto.

8. Probar que todo espacio con la métrica discreta es completo.

Sugerencia: La sucesion {2, },en es de Cauchy en X, entonces V n, m > N, x,, = Z,,.



Capitulo 2

Espacios de Banach y espacios de

Hilbert

2.1. Espacios normados y espacios de Banach

En un espacio vectorial X son de particular importancia las métricas que verifican:
» d(z+a,y+a) =d(z,y), es decir, d es invariante por traslaciones,
» d(azx,ay) = |a| d(x,y), es decir, d aumenta proporcionalmente a la dilatacién,

En este sentido, basta conocer d(z,0), Vo € X para determinar completamente la dis-
tancia entre dos elementos cualesquiera, ya que d(z,y) = d(z — y,0). Definimos entonces la
longitud de norma de un vector x por ||z|| = d(x,0). Esto sugiere, en un contexto abstracto,

la siguiente definicion axiomatica.

Definicién 2.1.1. Una norma sobre un espacio vectorial X es una aplicacion que va de X

aR;||.]|: X — R, tal que:

(N1) ||| = 0.

(N2) ||lz]| =0 & = = 0.

(N3) [lo|| = |af ||2[]

(N4) ||z +yl|| < |lz|| + |ly||. (Desigualdad del triangulo)

29
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Llamaremos a X: espacio normado. En el caso que se cumplan todas excepto (N2), la

aplicacion ||.|| se llama seminorma.

Definicién 2.1.2. Una norma en un espacio vectorial X define una métrica d en X que
viene dada por d(x,y) = ||z — y||. A d se le llama métrica inducida por la norma. El

espacio normado que se acaba de definir se denota por (X,||.||) o simplemente X.
Observaciones 2.1.3.

1. Todo espacio normado es a su vez un espacio métrico. Asi, todas las nociones de es-
pacios métricos estan definidas también para los espacios normados. En particular, los
conjuntos B(0,1) = {z € X : ||z|| < 1}, B(0,1) = {z € X : ||z]| < 1} son las bolas

unitarias abierta y cerrada de X, respectivamente.

2. El reciproco de lo anterior no es cierto, es decir, no todo espacio métrico es normado.
Un ejemplo de esto es X = {(ay, -+ ,an, ) : a, € C} sobre el cuerpo C es espacio

vectorial; si definimos

Z20 14 |a — b

podemos ver que cumple todas las propiedades para ser espacio métrico, pero para
A € C, d(Az, \y) # |Ad(z,y) con lo que, si definiéramos la “norma”a partir de la
distancia, obtendriamos || Az — Ay|| # |A] ||z — y|| v X no seria espacio normado de esa

forma .
Sin embargo la motivaciéon dada al principio permite probar lo siguiente.
Teorema 2.1.4. (Traslacion invariante)
Una métrica inducida por una norma en un espacio normado X, satisface:
L dz+a,y+a)=dz,y);Vz,y € X, a € K.
2. dlax,ay) = |ald(z,y); Vz,y € X, a € K.

Demostracion. Sea (X, ||.||) un espacio normado.
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Ldx+ay+a)=||z+a)=(y+a)ll =z -yl = d(z,y).
2. d(ax,ay) = |lax — ay|| = [a(z = y)|| = |af ||z = y|| = [ald(z, y).
|

Definicién 2.1.5. Un espacio de Banach es un espacio normado completo con la métrica
inducida por la norma o completo con esa norma. (Completo hace referencia a que cualquier

sucesion de Cauchy tomada en el espacio converge en el mismo espacio).

Cuando queremos demostrar que un espacio es de Banach, tendremos que probar que
dicho espacio es completo, generalmente podemos usar el siguiente esquema para dicha de-

mostracion:
1. Tomar una sucesiéon de Cauchy arbitraria en el espacio.
2. Construir un candidato a limite para esa sucesion.
3. Demostrar que el candidato construido pertenece al espacio.
4. Demostrar que la sucesién converge al candidato.

Teorema 2.1.6. Un subconjunto métrico M de un espacio métrico completo X, es completo

sty solo st M es cerrado en X.

Demostracion. Para demostrar este teorema usaremos el siguiente hecho: M es cerrado si y
sélo si (x,) converge a x € X, entonces x € M. Supongamos que (M, dys) es completo y
también (X, d) lo es, probaremos que M es cerrado.

Sea (x,) C M una sucesién convergente en X, como (z,) converge, entonces es de Cauchy
en X, por tanto es de Cauchy en M, dado que M es completo, el limite de (x,) pertenece a
M, asi M es cerrado en X.

Ahora supongamos que M es cerrado en X y probemos que es completo.

Sea (x,) una sucesiéon de Cauchy en M, como M C X, la sucesién converge a algin x € X,
pero como M es cerrado asi © € M, de modo que cualquier sucesién de Cauchy en M

converge en M, por tanto es completo. |
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Observaciones 2.1.7. El resultado anterior también podemos obtenerlo como resultado

inmediato de la proposicién 1.2.34.

Ejemplo 2.1.8. Determine si el conjunto de nimeros naturales N es completo con la métrica

usual en R.

Demostracion. Para determinar si N es completo usaremos el teorema anterior, veamos en-

tonces si N es cerrado.

Sea d la métrica usual, supongamos que N no es cerrado. Como N no es cerrado, 3z € N tal
que, z ¢ N,z € R.
Sean ny,ng € Z tal que, ny < & < ngy, d(ny,ng) = 1.

Como z € N, entonces Ve >0, B(z,e) NN # 0,

d(z, n; , .
Sea € = min {M D=1, 2} y formemos la bola abierta B(z,€). (Ver figura 2.1) Dado
B(x,¢) |
x
< { ) >
m T —¢ Z+e "2
| |
d(nl,nz) = I

Figura 2.1: Bola abierta

que B(z,e) NN #£ ) = 3n € N tal que n € B(z,€)(—+)
De donde 3 € N tal que, = ¢ N, asi N = N, por tanto N es cerrado en R.

.. N es completo con la métrica usual.
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Ejemplo 2.1.9. R" es un espacio de Banach, es decir, es completo con la métrica usual.

Demostracion. Sea (z,,) una sucesiéon de Cauchy en R™, donde

Construiremos para esta sucesién un candidato a limite, por ser (x,) de Cauchy sabemos

que,

Ve>0, 3N €N tal que, d(x,,, zx) <€; Vm, k>N,

\/(xgm) — xgk))Q + (ocgm) — xék))Q +- 4 (xglm) — xglk))Q <€,

fijemos ahora j tal que, 1 < 7 < n; si elevamos al cuadrado en ambos miembros de la
desigualdad, se elimina el radical en el miembro izquierdo y en el derecho obtenemos €?;
ademas dado que cada sumando en el miembro izquierdo esta elevado al cuadrado, asi cada

uno es positivo y por lo tanto menor que €2, en particular para j.

= |x§m) —x§k)| <e;Vm, k>N,

= (27" )men es de Cauchy en R, con j fijo.

= x;” — x;, donde :17;k € R por ser R completo.

Sea x* = (zf,x%,--- ,x}), este es un elemento de R™, ya que cada z} estd en R por el

anterior razonamiento.
Probemos ahora que (z,,) converge a (x*).

Sea € > 0,

(m)

como z; © — z}, para todo 1 < j < n, entonces para todo (mﬁm)) existe N; tal que:

€

= |Ja™ — 23] < Ym > N;
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hacemos N = max {N,}, entonces para todo 1 < j < n tenemos:

1<j<n
m * € )
2™ — 2] < —=, Vm>N,V1<j<n
n
Luego,
d(Tm, ") = \/(:Egm) —x)? 44 (m%m) —ar)?
2 2
< - + -+ - cuando m — o0
v vn) !
2 2
n n
2
= n . _7
n
V=
= T, — T, cuando m — 00
.. R™ es un espacio de Banach. ]

Ejemplo 2.1.10. C" es un espacio de Banach, es decir, es completo con su métrica usual.

Demostracion. Analogo a la demostracién que R™ es un espacio de Banach, usamos el hecho

que C es completo con la métrica usual. [
Ejemplo 2.1.11. Q no es de Banach con la métrica d(z,y) = |x — y|

. . . " .
Demostracion. Si tomamos la sucesion z, = [ 1 + — | , dicha sucesion es de Cauchy, porque
n
converge a e ¢ Q, de modo que @ no es completo con esa métrica y por lo tanto no es de

Banach. [ ]

Todo espacio métrico tiene una completacion y dos completaciones de un mismo espacio

métrico son isométricas, esto se probara en el siguiente teorema.

Teorema 2.1.12. (Completitud de un espacio métrico)
Para un espacio métrico (X,d), existe un espacio métrico completo (X,a?) el cudl tiene un
subespacio métrico W que es isométrico a X y es denso en X, este espacio X es dnico salvo

isometria.
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Demostracion. Sea (X, d) un espacio métrico, dadas dos sucesiones de Cauchy en X defina-

mos la relacion “~"tal que si (a,) y (bn) son sucesiones de Cauchy en X, entonces:
(an) ~ (by) < lim d(a,,b,) = 0; es una relacién de equivalencia

n—oo

Probemos que “~”es una relaciéon de equivalencia.

1. “Reflexividad”:

Sea (a,) una sucesién de Cauchy en X, donde (a,) = (a1, as, ...); dado que d es una
métrica en X, entonces d(x,y) =0 <z =y,

asi d(a;,a;) =0; Vn € N = lim d(an,a,) =0, asi (a,) ~ (a,).
n—oo
2. “Simetria’”:

Sean (a,) y (b,) dos sucesiones de Cauchy en X tal que (a,) ~ (b,), asi estas cumplen
que lim d(a,,b,) = 0= lim d(b,, a,) = 0 ya que d(z,y) = d(y, z), por ser d una
n—oo n—oo

métrica en X, de manera que (b,) ~ (a,).
3. “Transitividad”:

Sean (ay), (b,) y (¢,) tres sucesiones de Cauchy en X, tal que (a,) ~ (b,) y

(bn) ~ (¢,), probaremos que (a,) ~ (¢,).
Sea € > 0.

Como (ay) ~ (b,), lim d(a,,b,) =0, esto implica que:
n—oo
3 N, tal que |d(an, by) — 0] < % V>N,
= |d(an, by)| < g Vn> N, = dlay,b,) < g Vn>N (1)

Como (b,) ~ (¢,), lim d(b,, c,) = 0, esto implica que:
n—oo
3 Ny tal que |d(by, c,) — 0| < %, V' n > No,
= |d(bn, )| < g Yn> Ny = db,cn) < g V> N, 2)

Sea N = méX{Nl,NQ} .
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= d(an, cn) < d(an,by) + d(b,, ¢,), por ser d una métrica.

€ €
Crlvn>N
p Ty v A,

= d(an,c,) <€, Vn >N,

= d(ay,c,) <

= |d(an,cn) — 0| <€, Yn >N,
= lim d(a,,c,) =0,
n—oo

= (an) ~ (cn),

PR b

~"es una relacién de equivalencia.

Formemos entonces el espacio de todas las clases de equivalencias,
X = {[(an)] : (an) es de Cauchy en X} .

Definamos la métrica en el espacio (X, d).

d(z,7) = M d(w,y); Vi, § € X.

Probemos que este limite siempre existe:

Sea (x,) ¥ (yn) dos sucesiones de Cauchy en X.

= d(Tm; Ym) < d(Tm, Tn) + d(Tns Y ),
= ATy, Ym) < d(Tp, 2n) + d(Tny Yn) + d(Yn, Ym),
= d(Tm, Ym) — d(@n, Yn) < AT, T0) + AWy Ym),  (2)

ademas,

xn?
= d(@n, Yn) < A(Tp, Tm) + ATy Yim) + (Y, Un),
= d(xn, Yn) — d(@m, Ym) < A(Tp, T) + AUy Ym),  (30)

Luego por (i) y (i), tenemos:

|d(zn, Yn) = A(@m; Ym)| < d(@n, Tn) + (Y, ym), (i)

Pero como (z,,) v (y,) son de Cauchy en (X, d), dado € > 0,
4 Ny, Ny € N tal que :

d(zp, ) < %; Vn, m>Ny, (i)

d(yn7ym) S ; Vn, m 2 NQ- (U)

DO | ™
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Sea N = méax {Ny, Ny}, entonces de (iv) y (v) en (iii) tenemos:

|d(zn, Yn) — ATy Ym)| < = 5 —|— : Vn, m> N, de donde

Asi (d(zn,yn)) es una sucesién de Cauchy en R, y dado que en R todas las sucesiones de

Cauchy convergen por ser completo, asi (d(z,,y,)) converge, de manera que lim d(z,,y,)
n—oo

siempre existira; ahora queremos saber si este limite es independiente de la eleccion de los

representantes.

Sean (), («}), (yn) ¥ (y,,) cuatro sucesiones de Cauchy en X tal que: (x,) ~ (z}) y

(Yn) ~ (Yn)-

= |d(wn, yn) — d(27,9,,)| < d(2n, 27,) + d(Yn, yy,), esto por (i)
= lim |d<xn7 yn) - d(l’;l, y1/1>| < lim (d(xm x;) + d(?/na y;z) )7
= lm |d(x,, yn) — d(2),,y.)| < Um d(z,,x)) + Um d(y,,y,),
n—00 n—00 n—00
= lim |d(zp, yn) — d(z),,y),)| <040 =0; por ser (x,) ~ () y (x,) ~ (x}).
n—oo
) )

= lim |d(z,, ya) — d(z, y,)| = 0,
n—oo

= lim d(mn,yn hm d( royn) =0,

) —
= hm d(mmyn) - hm d( n’yn)
n)

= d([(a)], [(ya)]) = d([(@})], [(y2)]),

A

. d es funcién.
Asi, el limite es independiente de la eleccién de los representantes; falta demostrar que d es

efectivamente una métrica.

1. d(@,g) = limd(x,,y,); VY I,y € X, pero lim d(xp,y,) > 0 dado que d es una
n—00 n—00
métrica en X.
d(2,9)>0; Vi, 4§ € X,
d(2,9) =0 < lmd(z,,y,) =0 <
n—oo

& ()] =[w)] & =1
i, e X, dE9) =0siysolosid=g.

2. Probemos que dados &, § € X, d(2,4) =0 si y sélo si & = §.
(

Tn) ~ (Yn)
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A

3. Seanz, y € X.

n—oo

Y
= d(2,9) = lim d(z,,yn) = Um d(y,, z,) = d(g, &),
n—oo
€ X = d(@,§) =d@1)

A ~

LY

A

4. Probemos ahora que: V #, 4, 2 € X, d(i, J) < CZ(ZE‘, 2)+d(2,9).
Sean I, 3, 2 € X, entonces:
d(xp, yn) < d(zn, 2n) + d(2n, yn) por ser d una métrica,
= lim d(x,,y,) < nhj{)lod(xn, Zn) + Jirgod(zn, Yn),

n—oo

= d(#,9) < d(&,2) + d(2,9),

(X' , a?) es un espacio métrico.
Para todo p € X sea la sucesion constante (p) = (p, p,p, - - ), ésta es convergente y por tanto

de Cauchy.

Sea A: X — A(X) C X, definida por A(a) = [(a)].

A(X) =A{[(a)] : a € X}, de modo que A es sobreyectiva, ahora veamos si es una isometria:

Sean a, b € X, con a =10, asi (a) = (b), de donde [(a)] = [(b)] consecuentemente, por tanto

A estd bien definida.

Tomemos a, b € X, cona#b,y (a) = (a,a,a,..), (b)=(b,b,b,--+).
= d(a,b) = lim d(a,b) = d([(@)], (1)) = d(A(a), A(B)).

Por tanto A es una isometria sobreyectiva, asi W := A(X), debemos mostrar que W es denso

en X . es decir W = X , para mostrar esto antes probaremos el siguiente hecho:
» Bes denso en X siy sélosi, Vo € X,Ve > 0,3y € B tal que y € B(x,e).

Probemos el hecho anterior: Supongamos que B es denso.
reX,

=1 € B,

= Ve > 0,B(x,e) N B # 0,

= Ve > 0,3y € B(z,¢) N B,

= Ve > 0,3y € B tal que, y € B(z,¢).
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Ahora supongamos que Va € X, Ve > 0,3y € B tal que y € B(z,¢).
re X,

= Ve > 0,3y € B tal que y € B(z,¢),

= Ve > 0,3y € BN B(x,e),

= Ve > 0,BNB(x,¢) #0,

=z € B,

= X =B.

Por tanto, B es denso en X si y sélo si, Vo € X, Ve > 0,3y € B tal que y € B(x,¢€).

Usando el hecho anterior ahora probaremos que W es denso en X
Sea & € X ye>0, con &= |[(x,)],

como (x,) es de Cauchy en X, IN € N tal que, d(z,, z,) < % <e,VYm,n > N.
Sea ¥y = [(xn,ZN, TN, -+ )] € W.

= d(#,iy) = Um d(z,ay) < % <e = d(F,in) <e,

n—aoo

= Iy € By(z,¢),
=W =X,
. W es denso en X.

Ahora debemos probar que X es completo.

NOTA :(z,) es una sucesion de clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy en X,

donde (&) = (Z1,Z2,--+), y & = [(L(f))] con (ng)) = (xgi),xg), --+) de Cauchy en X.
Para probar que X es completo probaremos antes el siguiente lema:

» Sea (M, d) un espacio métrico, (b,) una sucesiéon de Cauchy en M, y sea (a,,) una

1
sucesién en M tal que, d(a,,b,) < —, para todo n natural, entonces:
n

e (i) (ay) es una sucesién de Cauchy en M.

e (i)a, >pe M < b, — pe M.

(i) Sabemos por la desigualdad triangular que:

d(am, an) < d(am,bm) + d(bp, by) + d(by, a,),
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1 €
Para todo € > 0, existe n; natural tal que — < 3’ por tanto:

n
1 1 1 €
nmz=n = —, — < — <

m' n - m

3’
y por hipétesis tenemos que: (a,,) es una sucesiéon en M tal que, d(ay,,b,) < %, Vn eN,
= d(a,an) < 5+ (s bu) + 5,
Como (by,) es de Cauchy, existe ny natural tal que, si n, m > ny, de donde d(b,,, b,) < %;
no = max {n, na},
= Vn,m>nyg = d(am,an)<§+§—l—§:e,
*. (an) es de Cauchy.
(ii) a, - p € M.
= d(an,p) = 0. (%)
por otra parte se tiene que d(ay,, b,) < %, de donde
d(ay,b,) — 0, cuandon — 00 (%)
Luego por la desigualdad triangular sabemos que:
0 < d(by,p) < d(bn,an,) + d(a,,p), de modo que si aplicamos el Teorema del Sandwich y
usamos (*) y (**) obtenemos que d(b,,p) — 0 lo que es equivalente a decir que b, — p.

Anélogamente se demuestra el otro sentido de la implicacién del inciso (ii).

Ya podemos probar entonces que X es completo.
Sea (di,) una sucesién de Cauchy en X, demostraremos que esta sucesién converge en X.

Como W es denso en X, para todo € > 0, W N B(a,,€) # 0.
Lo . 1
Para e = —, existe @, € W tal que d(2,,a,) < —.
n n
Sea x,, = A~1(&,). Como (&,) es de Cauchy en X por la parte (i) del lema anterior,
A 1
entonces (z,) serd también de Cauchy en X por ser W y X isémetricos, d(z,, a,) < —. Sea
n

& = [(x,)] € X, entonces

~ ~ ~ 1 ~
d(cin, &) < d(dy, ) + d(, &) < - + d(4, &), (%)

Como (Zp)men € & y (£,) CW, &, € W, asl (zn, Ty, Tn, -+ ) € @y
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Luego d(2y,d) = lm d(z,, ), Asi de (%) tenemos:
m—r0o0

R 1 1

d(ay),& < —+ lim d(z,,z,), entonces cuando n — oo, — — 0y lim d(z,,x,) — 0
n m—>r00 n m—00

por ser (z,) de Cauchy, luego o, — &, asi (d,) es convergente en X, de donde X es

completo.

Lo ultimo que haremos serda demostrar que si Y es una completacion de X, entonces Y es

isométrico a X.

Sea Y una completaciéon de X, Al ser X isométrico a un subespacio denso de )A/, podemos
asumir que X es subespacio Y. Al ser X denso en f/,

= Vy e Y, 3 (xn) C X tal que &, — v,

Asi z,, es de Cauchy.

Definamos la aplicacién: g : Y — X, g(y) = [(2,)]-

La aplicacién esta bien definida pues si (z/,) es otra sucesién en X tal que x/, — v,

entonces d(z,,z!) — 0y, por tanto, [(«])] = [(xn)].

Sean ahora y, v/ € Y, con z, — y A x, — ¢/, entonces:

sig(y) =gy) = [(zn)] = [(2,)] = lmd(zn,2,) =0 = y=y"

Luego ¢ es inyectiva. También es sobreyectiva por como se ha definido, en efecto, si

[(z,)] € X, la sucesién (z,,) es de Cauchy en X C Y por tanto (z,) converge aun y €Y,
luego [(zn)] = 9(y),

Por tltimo, para todo y, y' € Y,

ci(g(y),g(y’)) = ci([(xn)], [(z/)]) = limd(z,, z)) = d(lim z,,lim 2'n) = d(y,y') es decir, g es
isometria.

Asi X es tnico salvo isometria.
[ |

Teorema 2.1.13. Un subespacio Y de un espacio de Banach X es completo si y solo si'Y

es cerrado en X.

Demostracion. Dado que un espacio de Banach es un espacio métrico completo, este teorema

es un resultado inmediato a partir del teorema 1.2.34. [ ]
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Teorema 2.1.14. Sea X un espacio vectorial normado. Entonces X es de Banach, si y solo

si, toda serie en X absolutamente convergente es convergente.

n
Es decir, X es completo si y sdlo si, la sucesion S, = > xy, converge siempre que
k=1

n
rn = > ||lzk|| converge.
k=1

Demostracion. Supongamos que X es de Banach. Sea ) x,, una serie absolutamente conver-
n

gente, es decir > ||xy|| converge.
k=1

Demostraremos que (.S,,), la sucesiéon de sumas parciales converge. Como X es completo, es

suficiente con mostrar que (.5,,) es una sucesiéon de Cauchy.

n
Sea € > 0. Como (Y ||zk||) converge en R, entonces es una sucesién de Cauchy. Tomemos
k=1
entonces N tal que si n, m > N y m < n, entonces:

n m
\zuxku— $zll] < e
k=1 k=1

Pero esto significa que,

|Zmaall + [emal] + - -+ [Jzal] <e

Por lo tanto, si n, m > N y n > m, tenemos que,

n m

HSTL_ mH< E xk_E T\
k=1 k=1

n

= E T\l

k=m+1

< Nem|| + [|zmeall + -+ |zl

< €.

Por lo que la sucesién (5,,) es de Cauchy y, por lo tanto converge.

Ahora suponemos que toda serie absolutamente convergente es convergente en X. Para
mostrar que X es completo, sea (z,,) una sucesiéon de Cauchy. Mostraremos que esta sucesion

converge. Para ello primero probaremos el siguiente hecho:
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Hecho: Si (z,) es una sucesién de Cauchy en un espacio normado X y alguna subsucesién

de (z,) converge a x, entonces (z,) converge a .

Demostracion. Sea (x,,) una subsucesiéon de (z,), supongamos que (z,,) — z. En-
tonces dado € > 0, existe K tal que, si k > K, d(z,,,x) < €/2.
Como (z,,) es de Cauchy, existe Ny tal que, si m, n > Ny, d(zp,x,) < €/2. Si tomamos

N =méx {K, N;} , entonces n > N implica

d(zp,z) < d(zp, Ty,) + d(zg,,z) < g + 5= 6

De donde, (z,) converge a . [

Haciendo uso del hecho anterior es suficiente demostrar que alguna subsucesién de (z;,)

converge.

Primero, para cada €, = 27%, con k € Z,, existe N}, € N tal que, si n, m > N, entonces

[|Zn — zm]| < 27

Sea ny =min {N : n,m >N = ||z, — 2,,|| <27%}, de tal manera que

Ngi1 > Ny, esto es posible ya que (z,) es una sucesién de Cauchy. Definamos la sucesién:

Y1 = Ty, Y = Ty, — Tny,_q» k:27 37

Por la construccién de las ny, sabemos que ||yx|| < 2=*~Y Tuego,

2yl < [l +k§22‘(’“‘” < Jem |l +1

y, por lo tanto, la serie Yy, es absolutamente convergente. Por hipdtesis, es convergente; es

decir,

Pero,

para algin y € X,

Sy — .
k=1

N N
Zyk = xnl + z (xnk - xnk_l) = xTLN7
k=1 k=2

por lo que concluimos que la subsucesion (x,, ) converge. |
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Este teorema muestra por qué en R toda serie absolutamente convergente es de hecho
convergente, como es mostrado en los cursos elementales del calculo. Esto es equivalente a la

completitud.

El concepto de convergencia de una serie se puede usar para definir una “base”de la siguiente

manera.

Definicién 2.1.15. Si un espacio normado X contiene una sucesion (e,)n e n con la propie-

dad que para cualquier x € X existe una unica sucesion de escalares (), en tal que:
||z — (aqer + -+ aney)|| — 0. (Cuando n — o0)
Entonces se dice que (e,,) es una Base de Schauder (o bases) para X. La serie
o
> ke
k=1
que tiene la suma x se llama expansion de x con respecto a (ey,), y escribimos

x
T =) ape.
k=1

Lema 2.1.16. Sea {xy,---,x,} un conjunto li en un espacio normado X (de cualquier
dimension). Entonces existe ¢ € RT tal que para cualquier eleccion de escalares aq, g, -+ - vy,
se tiene.

llawms + - + anzall = (o] + -+ + o). (2.1)

Demostracion. Sea s = |aq|+- - -+|ay|. Sis = 0, todos los a; son cero, por lo que 2.1 se cumple

para cualquier ¢. Supongamos que s > 0, transformemos 2.1 a una ecuacién equivalente.
1
gl!alxl + || >

(071 (07%
—x1+---+?xn 26

S

?

||Brxr + - - + Buznl| > ¢, ﬁi:;

Note que:

= o o,
Z|5Z| = ‘_1‘4_4_‘_
i1 S S
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Razonando por contradiccién, supongamos que el lema es falso. Entonces para cada ¢ > 0 ,

existe 5@, R () escalares tal que y; = ﬂfi)xl + -+ By(f)xn pertenece a X, y
1800+ -+ B < (Zrﬁﬁ””! - 1)
j=1

De modo que para cada ¢, = %, existe y,, = Bfm)xl 4+ 4 @gm)xn € X tal que:

m

m m 1 = m
18y + - 4 B < —. (Zw} = 1)
j=1
Construimos de esa forma la sucesion (y, ), en, que tendria los siguientes elementos:

= Bz + 0y + -+ Wz,

Yo = 5}2)951 + 552)952 + 5782)957“

Ym = ﬂm)iﬂl + ﬁém)l’z +e 57(17”)%-

Asi cuando m — oo, ¢, — 0, entonces ||y,,|| — 0.

Como ij(m)\ = 1, entonces \ﬁj(-m)] < 1 para todo j. Por lo tanto, para cada j fijo la
j=1

sucesion
(m)y _ (p(1D) 5(2)
(/Bj )_(ﬁ] 763‘ 7)
es acotada, luego por el teorema de Bolzano-Wierstrass, (ﬂj(m))meN tendra una subsucesion
convergente (ﬁ}mk))keN tal que BJ(-m’“) — B
(ﬂfm)) posee una subsucesién (ﬁlm’“)) — [1.

Sea Y1 = B o B g es decir:

Y11 = ﬁ;ml):m + -4 6£ml)xn,

Y12 = 5£m2)x1 + -4 B,,(lm)mn,

e = By 4+ B g,
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Como (ﬁém’“)) ke es también acotado, existe una subsucesién (ﬁémkt))teN tal que ﬁémkt) — By
cuando t — oo.

(mg,)

Sea yo, = B w1+ + 8

Después de n pasos obtenemos (), cuyos términos son de la forma:

ram = 329" 25 " =1, lim 4™ = ;
J= J=

m—r00
Sea y = lim Y, .
m—r00

y = lim v, m,
m—r0o0

. P4 (m)
= i D "
j=1

Y

LN ey )
j=1

=D B
j=1

n n
Como Zhjm) =1, entonces 18;] = 1, ya que,
j=1 -1

J

2181 =3t o)) = dm 3o = i 11,
J=1 J=1 j=1
de donde los 3; no todos son cero, asi y # 0 ya que los x; son li, por hipétesis lim ||y,,|| = 0,

entonces lim ||ynm|| =0, ast ||y|| =0, de donde y = 0. (—+)
m—ro0

.. El lema es cierto. m
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2.2. Operadores Lineales

Definicién 2.2.1. Sean X,Y dos espacios vectoriales, un operador lineal, (transforma-
cion lineal v homomorfismo) es una funcion T : X — Y donde a cada elemento de X le

corresponde un unico elemento de Y y satisface que:
1. T(xy + xg) = T(x1) + T(22); Vo, 20 € X.
2. T(ax) = aT(z);Vr € X,a € K.

Definicién 2.2.2. Sean X e Y dos espacios normados yT : D(T) — Y un operador lineal,
donde D(T) C X y D(T) es un subespacio vectorial. El operador T se dice que es acotado si
de € R tal que:

| Tz]| < ¢f|z], V2 € D(T),

donde la norma que se aplico a T'x es la norma del espacio Y y la norma que se aplica a x

es la norma del espacio X.

De la manera en que se definié un operador lineal, sabemos de la propiedad 2, que si
x = 0 entonces T'(x) = 0 cumpliéndose la anterior definicién sin mucha complejidad, ahora

si tomamos a = # 0, entonces ||z|| # 0 asi que podemos transformar la definicién anterior a:

[ T]|
|||

<V #0eD(T).

Esto muestra que ¢, sea al menos tan grande como el supremo de la expresion del lado
izquierdo tomada sobre D(T') — {0}, nosotros estamos interesados en esa ¢ que sea la més

pequena posible, es decir el supremo, y a esta cantidad la denotamos por ||T],

T
De manera que existe sup 1 Tz]] =||7|
z€D(T) ||l’||
z#0
T
y ademaés, |||| :T||| < ||IT|| entonces ||Tx|| < ||T]|||x]].
x

Esto da lugar a la siguiente definicion:
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Definicién 2.2.3. Sea T un operador lineal acotado, T : D(T) — Y, donde X e Y son dos

espacios normados y D(T) C X 'y D(T) es un subespacio vectorial, entonces

Tx
7= sup L
zenr) |||
x#0
NOTA : Por conveniencia se utiliza la notacion || - || en diferentes espacios normados

teniendo en cuenta que no es la misma norma.

Lema 2.2.4. Sea T un operador lineal acotado y D(T) el dominio de T, T : D(T) — Y;

donde X e Y son dos espacios normados y D(T) C X, entonces:

1. Una formula alternativa para ||T|| es

ITIl = sup [|T]].
z € D(T)
llz|l=1

2. La norma del operador es una norma (en el sentido de la definicion de norma,).

Demostracion. 1. Seax #0 € D(T), ||z|| =a > 0 ya que x # 0. Sea y = <
a

|T|| = sup ,
z € D(T) |||
x#0

AS
z#0

= |ITl = sup ;lITxl],
D(T)

S
z#0

= ||l = sup ||T(;2)],
D(T)

= [T = sup [Tyl
y € D(T)
llyl|=1

2. Probemos ahora que la norma del operador es una norma:

N1) Como ||Tz|| > 0,Vx € D(T) = sup ||Tz||>0 = ||T|| > 0.
z € D(T)
llell=1

N2) probemos que ||T'|| = 0 < T = 0; Supongamos que ||T|| = 0 entonces:
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sup

zeD@)Hﬂ| IEdl
z#0

la norma aplicada a Tz es la norma definida en Y y la aplicada a x es la norma

T
definida en X. De manera que 7] =0=||Tz||=0,Vx € D(T) =Tz =0,

1t
Vo € D(T), asi T = 0.

> 0, ya que

Ahora supongamos que T'=0. Si T = 0:
Tx=0,Vz € D(T),
= ||Tz|| =0,Vz € D(T), en particular para x # 0,

= ——=0,Ve e D(T), x#0

T
= s g Sy =0
x € D(T) ||ZL‘||
z#0
N3) Probemos que ||aT|| = || ||T]|, con a € K.

para esto primero debemos probar que a1" es un operador lineal acotado.

Como T es acotado, entonces existe ¢ tal que ||Tz|| < c||z||, Yz € D(T)
= lal [|Tx|] < claf|lz|]] = [[(aT)z[| < k[z]|, V2 € D(T), k = |a]c,

por tanto a7 es un operador lineal y acotado, entonces,

_ laTz|] o [IT=]] |||
l|aT|| = sup ——— = sup ——— =|a| sup ———
z € D(T) ||| z € D(T) ||| z € D(T) |||

x#0 z#0 z#0

= [l [[T]].

N4) Sea T} : D(17) — Y, Ty : D(T3) — Y, dos operadores lineales y acotados,
T = T1 + T2 con D(T) = D(Tl) N D(Tg)
Probaremos que ||T} + To|| < ||T1]| + || T2]|-
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Pero antes es necesario probar que 77 + 75 es un operador lineal y acotado.

Dado que T es acotado, 3 ¢; € Rt tal que ||Tiz|| < ei||z||, Va € D(Ty),

también Ty es acotado, 3 ¢; € RY tal que ||Toz|| < collz||, Vo € D(Ty), asi,

Ty + To)a|| = [[The + Tox|| < [[Thxl[ + [[Tox]], Vo € D(T),

= [[(Th + To)zl| < crllzl] + eal|2]] = (er + ca) ||l

Por tanto T' =T} + 15 es un operador lineal y acotado. Luego,

T, +T5)(x
= ||T||=||Ty + Tz|| = sup (7 2)( )||7
z € D(T) |||
x#0
T T
T = sup @+ B@I
@ € D(T) || ]|

z#0
Ty (z) + Ta(@)|| < |[T(2)]] + [[T2(2)][; YV € D(T), entonces

T, T: T; T:
171 (%) + T3(2)]| __H ()] 4] Z(w)h\Vm e D(T), 2 £0,
||| |||
~ s 171 (z) + To(2)]| < HYH(xNI%—HIE(x>H’
v € D(T) ||| v e D(T) |||
z#0 x#0
T (x T5(x
S sup || 1( )|| + sup || 2( >|| :||T1||+HT2H'
zenm 7| venr ]
x#0 x#0

Asi los operadores lineales y acotados forman un espacio vectorial normado.

Ejemplo 2.2.5. El operador 0 es acotado y ||0|| = 0.

Demostracion. La prueba de este hecho es un resultado inmediato de aplicar la definicion,

queda al lector su desarrollo. [ ]



2.2. Operadores Lineales 51

Ejemplo 2.2.6. El operador identidad I.X — X, Ir = x, es acotado y ||I|| = 1.

Demostracion. Sea x € X, entonces ||Iz|| = ||x|| de donde ||[Iz|] < 1]|z||, asi I es acotado.
| = sup ||Iz||= sup ||z||= sup 1=1.
z € D(I)=X z € D(I)=X z € D(I)=X
[lzf|=1 [lz||=1 [lz||=1
|

Ejemplo 2.2.7. El operador diferencial T : P(X) — T(P(X)) = P'(X), donde P(X) es

el espacio normado de todos los polinomios sobre J = [0, 1], con la norma ||x|| = m[éx]|x(t)|;
teo,l

no es acotado.

Demostracion. Sea x € P(X), asi Tx = 2/, es decir la primera derivada y sea z,(t) = t",

conn € N,

= ||x,|| = m[z(i)x]]t”] =1,VneN, (1)
tefo,1

ademds, T(x,(t)) = (t") = nt" ' =nw,_1(t) = Tx, =nz, 1,

= |[Tzn|| = lInznll = nl|zn|] = n, por (1)
T T

= [T =n, comon € Ny es arbitrario, no existe c tal que [Tz <eg,
(e [|zn|

por tanto T no es acotado.
|

Teorema 2.2.8. Sea T : D(T) — Y wun operador lineal, donde D(T) C X y X e Y son

espacios normados, entonces:
a) T es continuo si y sdlo si, es acotado.
b) Si T es continuo en un punto, entonces es continuo.

Demostracion. a) Supongamos que T' es continuo, asi para = € D(T), y para cada € > 0,

existe 6 > 0 tal que ||Tx — Ty|| < € siempre que ||z —y|| < 6.
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Sea z € D(T), tal que z # 0, y = x — WZ € D(T), luego = —y = E Hz entonces
||z — y|| = d, de donde

|ITe —Ty|| <e,

- T(y+ﬁz) -7 <@

= Ty—l——Tz TyH <,

|[]|
)
= ||—Tz

<e
1Ell ’

€
= |I7] < el
. T es acotado.

Ahora supongamos que T es acotado, probaremos que 7T es continuo.
Si T = 0, entonces es continuo, supongamos que 7' # 0, seae > 0,z € D(T), § = €/||T||,

de modo que si ||z — y|| < § = ¢/||T||, entonces:

1Tz = Ty|| = [T (x =)l < |IT] - [l =yl < |IT|] -0 = [|T]] -

€

|7
De donde T' es continuo.

b) Supongamos que 7" es continua en a, entonces para todo x € D(T') y para todo € > 0,
existe 6 > 0 tal que ||Tx — TaH < e siempre que ||z — al| < J.

Sea z#0¢€ D(T), sea x = ——2, entonces r — a = —2, luego

||z —al| =0 = ||[Tz — Tal| <k,

= |7 (a+w ) -0

Ta+—~Tz—Ta
I

<,

N

)
= [T < e
[El

€
= [Tz < 5 - Il

. T es acotado.

Luego por el inciso a) T" es continuo.
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2.3. Funcionales lineales. Espacio dual

Entre los operadores lineales en espacios normados, una clase importante, e histéricamente

precursora de los mismos, la constituyen los funcionales lineales.

Definicién 2.3.1. Un funcional es un operador cuyo rango esta en el conjunto R ¢ C.
Un funcional lineal es un operador lineal f : X — FE donde X es el espacio normado y
E su cuerpo de escalares. Un funcional lineal acotado es un operador lineal acotado cuyo
rango estd en E, cuerpo de escalares del espacio normado X, es decir, existe ¢ > 0 tal que
|f(z)| < c||z||, para todo x € X.

Se define la norma de [ de forma similar que en el caso de operadores lineales, y se verifican

las mismas propiedades obtenidas en el caso general.

flx
||f||: sup M: sup ’f(.fﬁ)‘
veD(f) ||| rED()
x#0 z||=1

Ast,

F@) <A

Proposicién 2.3.2. Sea X un espacio normado y f un funcional lineal en X, f: X — FE.

Entonces f es continuo si y solo si su nicleo N(f) es cerrado.

Demostracion. Supongamos que f es continuo, probaremos entonces que N (f) es cerrado.
Sea z € N(f), entonces existe (z,,) € N(f) tal que x,, — x, basta probar que z € N(f)
para que N(f) sea cerrado.

Si x, — x entonces f(x,) — f(z), por ser f continuo, pero f(x,) = 0, para todo n € N,
asi f(z,) — 0 de donde f(z) = 0 por lo tanto = € N(f).

Ahora supongamos que N(f) es cerrado. Si N(f) = X, entonces f = 0 y es continuo.

Si N(f) # X, existe x; € X tal que f(z1) # 0. Sea xy = %

Sea d = d(xg,N) = in]f\’[{d(:po,m)} y N(f) = N, luego d(zg, N) = d = in]{[{d(:po,x)},
re fas

, entonces f(xg) = 1.
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supongamos que d(zg, N) = 0.
d(xg,N) =0= 123] {d(zg,2)} =0,

= Ve>0, Jz. € N(f) tal que d(zg,z) < e +0 =€,

= Ve >0, B(xg,e) N N(f) # 0,

= g € (f) - N7

= 29 € N(f). (—+)
De donde d(zg, N) # 0, asi d(xg, N) > 0; por otra parte, para todo x € X,
r =1x— f(x) - zo+ f(z) - 2, donde =z — f(z) - g € N(f) dado que f(xy) = 1. Esto
indica que X = N(f) +{ zo: A€ E} y como N(f)N{Azg: A € E} = {0} se sigue que
X = N(f) ® {\xo: A€ E}. Si escribimos entonces x = n + Axg, con n € N(f), A € E,

resulta:
n ,
lell = M- ||z + 5| = AT+ € {d@o, 2)} = X -d = ]\ f(zo) + ()] - d.

entonces ||z|| > |f(Axo +n)|-d=|f(z)|-d.
Esto implica que |f(x)| < (1/d) - ||z||, y por el Teorema 2.2.8 literal a), f es continuo. W

Definicién 2.3.3. Sea X un espacio normado; llamamos dual algebraico de X a X* =

{f: X —R: feslineal}.

Definicién 2.3.4. Sea X un espacio normado; llamamos espacio dual de X a X' =
{f: X — E: feslineal y acotado} . En dimension finita se cumple que X' = X*, en otro

caso X' C X*.
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2.4. Producto Interior y Espacios de Hilbert

Con el fin de poder dotar los espacios normados de una geometria, es necesario definir un
producto interior o escalar. Una clase importante de espacios normados permite generalizar
muchas propiedades de la geometria del espacio euclideo real que dependen de la nocion de
angulo, especialmente las que se refieren a perpendicularidad. Recordemos que si x, y son dos
vectores en un espacio euclideo y « es el angulo que forman, se define el producto escalar por
(x,y) = ||z|| - |ly|| - cos . Ahora la intencién es obtener la nocién abstracta de un producto
escalar en espacios normados generales que permita extender la formula anterior. Como es
légico pensar, los espacios con producto escalar son historicamente anteriores a los espacios
normados generales y mantienen todavia muchas propiedades de los espacios euclideos. La
teorfa fue iniciada por Hilbert (1912) en sus trabajos sobre ecuaciones integrales y en la

actualidad estos espacios son béasicos en numerosas aplicaciones del Anélisis Funcional.

Definicién 2.4.1. Un espacio con producto interior o pre — Hilbert es un espacio vec-
torial X en el que se define una aplicacion (-,-) : X x X — E, donde E es un cuerpo de

escalares y cumple las siguientes propiedades:

PI (1) (aditiva) (x +y,z) = (x,z) + (y, 2);

PI (2) (homogénea) (az,y) = alx,y);

PI (3) (hermitica) (x,y) = (y,x);
PI (4) (definida positiva) (x,x) >0 y (z,x) =0 <= x = 0.
Toda aplicacion que verifique PI (1), PI (2) y PI (3) se llama forma sesquilineal hermitica.

Nota. Los axiomas anteriores fueron establecidos por primera vez por Von Neumann en el
ano 1930 en sus trabajos sobre fundamentos matematicos de la Mecanica Cuantica. Se incluia
también en su definicion la separabilidad del espacio, el mismo fue posteriormente eliminado
por Lowing, Rellig y F. Riesz ya que mostraron que dicha restriccién era innecesaria en la

practica.
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A continuacion deduciremos algunas propiedades del producto interno a partir de los

axiomas.

L (ax + By, 2) = (ax, 2) + (By, 2) = oz, 2) + B{y, 2);

2. (r,ay) = (ay, ) = ay, r) = aly, z) = a(x,y);

3. (r,ay + B2) = (ay + Bz, x) =a(y,x) + f{z,z) = alx,y) + Bz, 2).

Asi (-, -) es conjugado en la segunda componente.
De 2) podemos ver que (x,0) = 0, para todo x € X, ademads si (x,y) = 0 para todo = € X,

entonces y = 0.

Todo espacio pre-Hilbert es en particular normado, donde la norma asociada se define
como ||z|| = \/{x,z), y por tanto es también métrico, con la distancia d(x,y) = ||z — y|| =

l|z|] = \/{x,z) es una norma efectivamente, ese hecho queda como un ejercicio para el

lector, esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 2.4.2. Un Espacio de Hilbert es un espacio pre-Hilbert completo (respecto a

la métrica asociada).

Por tanto, todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach en el que se ha definido un

producto interior.

Proposicién 2.4.3. (Identidad del paralelogramo). Si (X, (-,-)) es un espacio pre-Hilbert, la
norma asociada verifica ||z + y||* + ||z — y||* = 2(||z||*> + ||y||*), para todo x,y € X.

Demostracion. Sean z,y € X.

lz+yl? = (V{z+y,z+9)° = (z,2+y) + (y,z +y),

= |z +yl|* = (z,2) + (z,9) + (y,2) + (y,9). (1)
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lz—y|? = (V{z—yz—y) = (r,x—y) — (y,z —y),
= [z =yl = (z,2) — (z,9) — (y,2) + (y, v). (2)

Asi de (1) y (2) tenemos: ||z + y||* + ||z — y||* = 2(x, ) + 2(y, y), de donde ||z + y||* +
2 = ylI* = 2(||=[]* + [|yl[?).
[ ]

El siguiente resultado muestra cémo la norma asociada permite a su vez definir el producto

interior.

Proposicion 2.4.4. (Identidad de polarizacion). Sea (X, (-,-)) un espacio pre-Hilbert arbi-

trario y sean z,y € X.

a) St X es un espacio de producto interior real:

= (z,y) = glllz + ylI? = [l — yl[’].
b) Si X es un espacio de producto interior complejo,

= Re(z,y) = ;lllz +ylI* = llz — y|’],

= Imz,y) = glllz +ay|]® = ||z — iy|[’].
Demostracion. La prueba de esta proposiciéon se hard de manera directa.

a) Jlz+ylP=(@+y,z+y) = () + Yy )+ {9 + ),
|z —y|I> =z —y,z —y) = (z,2) — (y,2) — (z,9) + (¥, ),

Asf tenemos: ||z + y||? — ||z — y||* = 4(z,y), ya que si (z,y) es real entonces (z,y) =

(z,y) = (y, ), luego,
Hllz +yll? = llz = yl)?] = (z,y).

b) = Re(z,y) = glllz +yll* = ll= - yl]?],
La prueba es inmediata a partir de la parte a) de esta proposicion.

w Im(z,y) = 1|z + iy||> — ||z — iy]]?].

|z +iy|* = (v + iy, x + iy) = (z,2) + (iy, ) + (2, iy) + (i, iy),
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luego,

o yll* = Il = iyl [* = 2{iy, @) + 2(a iy),
= 2[i(z,y) —i(x,y)],
= 2i[(z,y) — (z, )],

= 2i[=2i - Im(z, )],

=4-Im(z,y).

Por tanto Im(z,y) = (|| + iy|]* — ||z — iy||*].

Esta propiedad sugiere una forma de definir un producto interior a partir de una norma.
Sin embargo, sera necesaria la identidad del paralelogramo. El siguiente resultado proporciona

una especie de reciproco de la proposicion 2.4.3.

Proposicién 2.4.5. Sea (X, || -||) un espacio normado que satisface la identidad del parale-

logramo, entonces existe un producto interior (-,-) en X tal que ||z|| = \/(z, ).
Demostracion. Consideraremos dos casos:

s Caso real:

Usaremos (x,y) = i[“iﬁ +ylI> = |z — yl*].
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1 1
(wy) + (29) = 7 Ml + ol = llz = ylP] + 7 [z +wll” = Iz = wll’]

1 1

ZZ[|1$+y||2+HZ+yH2}—Z[||-f—y|!2+\|z—y\|2]7
111

— 1[5 Uty alP ity = G )
11 9 9

7z U=+ G-l +llz—y= (-,
111 9 9

= R Utz 2 Y= 1)
111

— 5 | ket e = 2P+ flo - 24P).
L1 2 2

= L Uz 2 = ez - 291)]
1

:§<~’U+272y>

1
Ly (2y) = Sl 2 2y). ()

1 1
Si hacemos z = 0, entonces (x,y) + (0,y) = 5(:17,23/), asi (x,y) = §<x,2y> puesto que

1
(0,y) = 0, luego tomando x = u + v, u,v € X, se sigue que (u+ v,y) = §<u + v, 2y),
pero por (*) se tiene que 3(u+ v,2y) = (u,y) + (v,y), asi (u+v,y) = (u,y) + (v, y).
Como (z,y) = (y, z), se tiene que (x,u+v) = (u+v,z) = (u,x)+ (v, ) = (x,u)+(z,v),

asi (-,-) es aditiva en la primera y segunda componente.

Adems3s

(nz,y) =(x+a+---+,y), n €N,

/
-~
n—uveces

= n(z,y).

Por lo tanto (nz,y) = n{(z,y), Vn € N.
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Sea m € Z~, entonces m = —n con n € N, luego,

(ma,y) = (—nz,y),

= 7’L<—$, y>7
1 2
ZHZW—$+MI—H—$—MH
1
ZHZU! (z—yIPP === +y)]*],
1
anmw—MF—Hx+MH
1
I—nimx+MV—Hx yl*],

—n{z,y),
=m(z,y).
Por lo tanto (nz,y) = n{x,y), Vn € Z.

Luego (z,y) = (n(2),y) = n(%,y), de donde 1(z,y) = (%,y), Vn € Z.
Sear € Q, asir = ¢ con (a,b) =1, b #0, a, b € Z, luego

(ra,y) = {3.3).

por tanto (rz,y) = r(z,y) para todo r € Q.

Sea o € R, asi & € Q, de donde existe (7 )ren C Q tal que kh’m r, = a. Luego,
—00
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1
(az,y) = Zlllaw + y[I* = [lax -y,

1 , ,
= I Hm ) + yl1? = I lim )z — yl[?],
—00 k—so00

1 , 2 / 2
= Z[kh_T{lOOHTM +yll° - kh_{nooHTkx —yll%],
1
= dim Zllle +yl* — e — ]
—00
= lim <Tkx)y>a
k— o0

= lim ri(z,y),
k—s o0

= alz,y).
Por tanto (ax,y) = a(z,y), Vo € R.

Dado que estamos en el caso real (y,x) = (y,x), entonces probaremos que (r,y) =

(y, z). X
(29 = 2llle + I~ llz )
=+l =1~ =P
= 10l -+l ~ lly — =IP),
= (y, )

Por tltimo evaluamos (x, z),
1 2 2
(@,2) = llle + 2] —[lz — =[],
1
= <l
= [,

> 0.

De donde (z,z) = 0siy sélosi z = 0.

Por tanto (z,y) = 1[||z + y||* — ||z — y[[*] es un producto interno.

= Caso complejo:

Consideremos (z,y) = (x,y)r + i(z,iy) g, donde (x,y)r = i[Hx +ylI> = |z — y|*].
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Sean =,y € X,
. 1 . 2 . 2
(@, i2)p = Zlllz +iz|” — [lz — a7,
1 _ .
= g+ Pl = =Pl
1
= 72l = 2|z,
=0.
Luego,

(r,z) = (z,x)g + i{x,ix)R,
= (x,z)p+1i-0,
= |[z]]*.

De manera que (z,z) =0 < ||z|]?*=0 & z=0.

Por otra parte,
. . 1 . -2 . .12
Gz, iy)r = 7 lllix + ay||” — [liz — |7,
1. .
= ZlliPllz + I = lil*llz - g1,
1 .
szx+MP—hﬂM—yWL
= <ZL‘, y)R' (CL)
Ademas,
(iz,y) = (iz,y)r + i{iz, iy) g,

= (iz,y)r +i{z,y)r,  por (a),
= i[{z, y)r — iz, y)rl. (b)

Como (z,y)r = (iz,iy) g para todo x,y € X, asi,

(iz,y)gr = (i -ix,1y)gr = (—x,iy)r = — (T, 1Y) R.
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Luego en (b) tenemos:

(zx,y) = Z[<.1', y>R - Z<Z$7 y>R]7
= Z[<l‘, y>R - i(—<l‘, ZZ/)R)],

= i[(z,y)r + iz, iy)R],

= i(z,y).
iy y) = i(w,y). (c)
Por (a) obtenemos:
(y,iz)p = (iy, —x)r = —(1y, ¥)r = — (2, 1Y) . (d)
Entonces,
(y, ) = (y,2)r +i(y, i2) g,

= (z,y)r +i(y,i7)R,

= (z,y)r +i[—(z,iy)r],  por(d),

= (z,y)r — (7, 1Y) R,

= (z,y)
También,

(r+y,2) =(r+y,2)r +i{T+y,i2)R,

= (&, 2)r + (y, 2)r + il{z,i2)r + (y,i2)R],
= (z,2)r + (Y, 2)r + (2, i2) R +i(y, 12) R,

= [z, 2)r +i(r,i2)r] + [{y, 2)r +i(y, 12) R,

= (z,z) + (y, 2).

Anélogamente (z, z + w) = (z, 2) + (zr,w).

Seaax=a+ b €C, a,beR.



2.5. Propiedades de los espacios de Hilbert 64

(az,y) = ((a +bi)x,y),
= ((a + bi)x,y)p +i((a + bi)x,iy)r,
= a(z,y)r + bliz,y) g + ai(z, iy) g + bi(iz, iy) g,
= al[(z,y)r + i(z,iy) ] + b[(iz, y) r + i(iz, iy) R],
= a(r,y) + bliz,y),
= a(r,y) +bi(z,y),  por(c),
= (a+bi)(z,y),
= a(z,y).

Por lo tanto (z,y) = (z,y)r + i(x, iy) g es un producto interno.

2.5. Propiedades de los espacios de Hilbert

Proposicién 2.5.1. Desigualdad de Cauchy-Schwarz-Boniakowsks
Para cualquiera x,y € X, [{x,y)| < ||z| - ||yl v la igualdad se cumple si y sdlo si x,y son

linealmente dependientes.

Demostracion. Para y = 0: (x,y) = (z,0) =0, A|ly]| =0 Vz € X.
Para y # 0: (y,y) > 0.

Partimos de la combinacion lineal x — ay, a € K

0<|lz—ayl]® = (x—ay,z — ay),
= (z,2 — ay) — afy, T — ay),
= (z,2) — afz,y) — al{y, ) — a(y, y)].

(y, )

Hacemos a = .
(y, y)
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Entonces:

0< () — <y,x><w,y>,

(v, )

2

0 S ||{L‘||2 o ’<$,y2| ,

[yl
(@, )|
7 <=l
1yl

[, p)” < Mzl lyl*,

[{z o) < ]l - llyll-

Por tanto [(z,y)| < [lz[| - [yl
Luego: Debemos probar que |[(z,y)| = ||z| - |ly]]| & = = ay, es decir, x,y son linealmente
dependientes.
» »
Haremos uso del contrarreciproco para probar esta implicacién.

Supongamos que x # ay, Va € K.

r#ay=x—ay#0, Va € K.
= 0< |z — ay|]?, Va € K.
Ya hemos visto por el razonamiento anterior para esta desigualdad que obtendremos:

[(z, y)| < ||z] - lyll, lo que quiere decir:[(z,y)| # [lz[| - [[y]l-

Por contrarreciproco se deduce que: [(z,y)| = ||z|| - ||ly|| = = = ay, esto es que z,y son
linealmente dependientes.

»

Supongamos que x,y son linealmente dependientes, es decir, x = ay. Entonces tenemos que:
(z,y) = (ay,y),
(,y) = {y,y),
{2, )| = lalllyl,

(

[z, )| = lalllyll - [lyll,
[z )| = llayll - lyll,
(

)
)
)
)

[z, )] = [l - [lyll-
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Proposicién 2.5.2. (Desigualdad triangular)
Para cualesquiera x,y € X, ||z + y||< ||z||+||y|| v la igualdad se cumple si y sélo siy = 0
ox=cy (c>0).

Demostracion. Como:

(z,9) + (y,2) = (z,y) + (r,y) = 2Re(z,y).

Por tanto 2Re(z,y) = (x,y) + (y, x). (%)
Entonces,
le + yl* = (V{z +y, 2 +9)%

(
=({z+y, z+y),
=(z,x+y)+ (y,z+y),
= (&, 2) + {z,y) + (y,2) + (¥, ),
= ||zlP+ (2, y) + {y. 2) + [yl
= lz*+lyl*+(z, y) + (v, 2),
= ||z +[lyl[*+2Re(z, y); por (*),
< |lz|P+|lylI*+2|(z,y)|; la parte real de un complejo es menor o igual
al médulo del complejo,
< =P+ llyl*+2llz.lyll; desigualdad de Cauchy,
= (lzll+ 1)
Luego,
Iz +yl*= (lzll+1yl)* & lzl* iyl +2Re(z, y) = ll<*+yl*+2ll=]ll|yl]
& 2Re(z, y) = 2| z||lyll;
© Re(z,y) = [[=llllyll (%)
Sabemos que Re(z,y) < |(x,y)|; y por Cauchy-Schwarz tenemos |(z,y)| < ||z|||ly||, entonces

por (**) obtenemos ||z[|[ly[|< [{z,y)| < [lz[[[[yll, de donde [(z,y)| = [[z[||yll = Re(z,y), en-
tonces Re(z,y) > 0.
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Dado que [{(z,y)|*> = Re*(x,y), y ademés Re*(x,y) + Im?*(x,y) = Re*(x,y), entonces
Im?(z,y) =0, de donde Im(z,y) = 0.
Como |(z,y)| = ||z|.||y|| esto implica dependencia lineal x = cy.

Im(z,y) =0y Re(x,y) >0, entonces 0 < (z,y) = (cy,y) = c||y||* de manera que ¢ > 0. W

Proposicién 2.5.3. Continuidad del producto interior.

Si Ty = x, Yy — Yy, entonces (Tn, Yn) — (T,y).

Demostracion. Sean x, — x, Yy, — y.

Hacemos uso de la diferencia (z,,y,) — (x,y).

(s yn) = (@, 9) ] = @0, yn) = (@n, 9) + (20, y) — (2, 9)];

|<xnayn _y> + <.’,Un —$7y>|,
< [(@n, yn = )| + ({20 — 2,9)],

< el - lyn = yll + llzn — [ - ly]l-

Aplicamos limite y hacemos uso de la hipdotesis. Asi:
0 < Um [(2n, yn) — (2, )| < Um [[zn]] - lyn —yll + Um [l — 2| - |ly]] =0,
= lim(z,, y,) = (x,y).

S ATy Yn) = (T, ). u

Definicién 2.5.4. Dos elementos x,y de (X, (-,)) son ortogonales, y escribimos x Ly, cuan-
do (z,y) = 0. También, dos conjuntos A, B C X son ortogonales sixly, Yxr € A, Vy € B.

Dado un subconjunto A C X, el complemento ortogonal de A es el conjunto

At ={z e X:zlA}
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Proposicién 2.5.5. (Teorema de Pitdgoras)

Siz Ly, o+ yl*= [lzl+]yl*.

Demostracion. Por definicién x,y son ortogonales cuando (x,y) = (y,z) = 0.

Al ylP= 2P+l

2.6. Conjuntos Ortonormales

Definicién 2.6.1. Dado un espacio X pre-Hilbert, un conjunto ortogonal M de X es un
subconjunto M C X, tal que para todo x,y € M, © # y, (x,y) = 0. M es ortonormal si

ademds de lo anterior, (x,x) = 1, para todo x € M.

Proposicién 2.6.2. Sea H un espacio pre-Hilbert y sea Y C H, definimos Y+ = {x € H :

(,y) =0,Vy € Y}. Si Y es subconjunto de H no vacio, entonces Y+ es subespacio de H.

Demostracién. Sean x,z € Y+, y € Y, entonces (x + z,y) = (x,y) + (2,9), como (z,y) =
0y (z,y) =0asi (x+ 2,9) =0, de donde x + 2z € Y.

Sea a € K, (z,y) =0=a-0=a(z,y) = (az,y).
Por tanto, Y es subespacio de H. [ |

Teorema 2.6.3. Sea Y un subespacio de un espacio de Hilbert H, entonces Y es completo si

y solo si Y es cerrado en H.
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Demostracion. Dado que por definiciéon un espacio de Hilbert es un espacio de Banach por

el teorema 2.1.13 obtenemos la prueba de este teorema. ]

Teorema 2.6.4. (Vector minimizante)
Sea X un espacio pre-Hilbert y M # () un subconjunto completo y convero de X. Entonces

para cualquier x € X dado, existe un unico y € M tal que § = in]\f4|]$ —yll = ||z — 9|l
ye

Demostracidn. 6 = inf ||z —y[| = |[z — g[[, probemos que: § € {[[x —y[| : y € M}.
ye

Sea € > 0, por definicién de infimo, existe yo € M tal que || — yo|| < § + €, asi

[|x—20l| =0 | < €, luego ||z —yo|| € B(4,€) C R, de manera que ||x—1yo|| € B(J, e)N{||z—y|| :

y € M} y dado que € es arbitrario se sigue que § € {||lz —y|| : y € M}.

Luego, existe (yn)nen € M tal que (||z — yn||)nen = (0n) —> 6

Sea v, =y, — x, entonces ||v,|| = ||y, — || = 0,, y ademas,
||Un _UmH = Hyn — T+ Ynm —.2?||,
= ||yn+ym —2I||,

I

1 1
=2 5 Yn + 1_§ Ym — 2|,

N J/
-~

convexidad

1

> 20.

También tenemos que v, — Uy, = Yn — Ym, v dado que X es pre-Hilbert se cumple la
identidad del paralelogramo, de donde:
[[vn = vm|* = —[Jvn + v [+ 2[| [va] [* + [[0m|*] ¥ dado que ||v — v |[* = |3 — yim]|?, entonces
19n = Yl = =[1vn + vaul* + 2[[[val* + [[om] ],
= —||vn + vl | + 2(6,> + 0n”),
< —46% + 25,7 + 26,,%.

Como lim — 46% + 26,% + 26,2 = 0, asi (y,) es de Cauchy y dado que M es completo,

n—aoo

asiy, — y € M, de donde |[|[z—y[| > 0, ademas ||z —y|| < [|z—yn||+|lyn—V|| = on+|[yn—yl|
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aplicando limite obtenemos ||z —y|| < 40 = ¢, entonces ||z —y|| = J, asi hemos demostrado
que y existe y pertenece a M.
Ahora probaremos que y es Unico.

Sean y,yo € M tales que § = ||z — y|| = ||z — yol|, entonces

ly = voll* = |y — @) — (yo — x)|,
= —|l(y — ) + (yo — @)|I> + 2[|ly — «||> + [lyo — z|?],

= 20% +26% — |y + yo — 23:H2,
2

:452_4‘ Ly —a
< 46% — 462,
=0,
de donde ||y — yo|| = 0, asi y = yo, por lo tanto y es unico. [

Lema 2.6.5. (Ortogonalidad) En el teorema anterior, sea M =Y un subespacio completo,

x € X fijo, y siempre por el mismo teorema existe un unico y € Y tal que
0 = inf ||z —y|| = ||z — y||.
Jnf |z =yl = |z -7l
Entonces z := x — gy es ortogonal a Y. (zLY siy sdlo si (z,y) =0, Yy €Y)

Demostracion. Si el lema fuera falso: 3 y; € Y tal que (z,4;) # 0 por tanto y; # 0.
Asi, Va € K:

Iz = ayi[|* = (2 — ayr, 2 — ayn),
= (2,2) + (2, —ay1) + (—ay, 2) + (—ayy, —ay),
= (z,2) —alz, ) — alys, 2) + ad(yr, ),
= (2,2) —af —ab +|a*[(y1, 1),
= (2,2)

Si escogemos

™

(Y1, 1)’
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como § = ||z —y|| = [z]].
Entonces:
3
Iz — ay|)® = |12]|* — -,
<y17y1>
2
T
<y1,y1)
— 52 . |5|2 < 52
<y17y1> ’

= ||z —ay ]| <0,
= |z —7—ay| <0,

= ||z — (g + ayr)]| < 0.

Pero 6 = inf ||z — y|| < ||z — (g + o) || < 0.
yey

Tenemos que § < § (una contradiccién), por tanto: (z,y) =0, Vy € Y. [ |

Teorema 2.6.6. Sea Y cualquier subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, entonces

H=YaoY"

Demostracién. Seay € Y NY=L asf y € Y1, entonces (y, z) = 0, para todo 2z € Y, de modo
que (y,y) = 0, de donde y = 0, por tanto Y N Y+ =0
Dado que Y es cerrado, entonces es completo; por ser subespacio de Hilbert sabemos por el
teorema 2.6.4 que para todo x € H, existe § € Y tal que § = ylél]\f4||x—y|| = ||z —g|| y ademads
z=x—7 €Yt entonces x =3+ 2z donde j €Y, 2 € Y+ de donde H =Y + Y+, por lo
tanto H =Y @Y.

|

Lema 2.6.7. El complemento ortogonal Y+ de un subespacio Y cerrado en un espacio de

Hilbert H es el espacio nulo N'(P).
Y+ =N(P).

Definido como N (P) = {x € D(P)/P(z) =0}, con P: H=Y &Y+ — Y que asigna

r=1y+ z+— P(x) =y. Llamaremos a P proyeccién ortogonal de x sobre Y.



2.6. Conjuntos Ortonormales 72

Demostracion. Trabajaremos haciendo uso de la doble inclusion.
Y+ € N(P) se cumple dado que P(Y+) = {0}.
Seax € N(P),comox € H x =y+z ycY, z€Y+
P(x) =y =0.
=rx=0+2=z2,
=zr=z €Yt
=xcYr
= N(P)Cc Y+

Yt = N(P).

[

Lema 2.6.8. El complemento ortogonal M=, de un subconjunto M cerrado en un espacio

Hilbert H, es cerrado.

Demostracion. tenemos que M+ = {h € H : h1 M},

sea h € ML entonces existe (x,) € M*, tal que (x,) — h € H.
Sea (m) € M arbitrariamente fijado, m — m

asi <x,, m> — <h,m>, pero (x,, m) = 0 para todo x,,

= <h,m> =0,

= hlM,

= he M,

. M* es cerrado. n

Lema 2.6.9. Si Y es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, entonces Y = Y+,

Demostracion. Sabemos que Y+ = {x € H : (z,y) = 0,Vy € Y} de manera que Y+ =
{reH: (v,y)=0,Vye Yt}
Seay €Y, y1 € Y1, entonces (y,y;) = 0, de donde y € Y1+, de este modo Y C Y4+,

Sea x € Y+ por la definicién 1.1.10 podemos escribir a x como # = y + z, donde
yeVY, zeYt asfye VYt (yaqueY CcYH) yor e Y entonces . —y =2 € Y es

decir z€e Yt NY+t+t dedonde 2 =0, 2 =y peroy € Y asi x € Y por tanto Y-+ C Y.
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Definicién 2.6.10. Un conjunto total (Conjunto fundamental) en un espacio normado X
es un subconjunto M C X cuyo Span es denso en X, es decir SpanM = X. Un conjunto

ortonormal que es total en X se le [lama conjunto ortonormal total.

2.7. Representacion de funcionales en espacios de Hil-

bert

La forma general de los funcionales lineales y acotados en los espacios de Hilbert es
admirablemente simple y de gran importancia practica. A continuaciéon estudiaremos la re-

presentacion de funcionales lineales en términos del producto interno.

Proceso de Gram-Schmidt
El proceso de Gram-Schmidt se utiliza para ortonormalizar cualquier sucesién linealmente
independiente (x;) en un espacio con producto interno. El resultado de este proceso es una

sucesién ortonormal (e;), la cual posee la propiedad que para todo n € N,

Span{ey,--- ,e,} = Span{xy,--- ,x,}.
El proceso es el siguiente:

» Paso 1. El primer elemento de (e) es

1

€1 = 7— -
A

xIq.

= Paso 2. x5 puede ser escrito de la siguiente manera:
Ty = (T2, €1) €1 + Va.

En donde vy = x5 — (23, €1) €1 1o es el vector cero ya que (z;) es linealmente indepen-
diente; ademds vy L e; ya que (vq,€1) €3 = 0, de modo que,

1

[[v2]

€y = * Vag.
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» Paso 3. El vector v = z3 — (x3,e1) e; — (3, €3) €2 no es el vector cero y v L e; tanto

como vy L es, luego tomamos

1
€3 = —— - V3.
||vs]]
n—1
» Paso n. El vector v, = x, — > (x,,ex) e, no es el vector cero y es ortogonal a
k=1
e, ,en_1, de manera que:
1
€n = ——Up,.
o]

La nueva sucesién (e;) generada por este proceso es ortonormal y ademds para todo
n € N,

Span{ey,--- ,e,} = Span{xy,--- ,x,}.

Un resultado inmediato de este proceso nos indica que cuando el espacio posee una

base, podemos a partir de ella generar una base ortonormal.

Teorema 2.7.1. (Representacion de Riesz para dimension finita). Si X es un es-
pacio pre-Hilbert de dimension finita y f : X — E funcional lineal, entonces existe un unico

y € X tal que f(x) = (z,y), para todo x € X.

Demostracion. Dado que X es un espacio de dimension finita posee una base, sabemos que
una base es una sucesién linealmente independiente, por lo que podemos aplicar el proceso
de Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal de X. Sea {z1, 3, ..., ,} una base
ortonormal de X.

| —

Siy =) f(x;)z;, definimos la aplicacién f, : X — E como f,(z) = (z,y).
i=1
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Luego,
fy(@;) = (z;,9),

= <ij7 mez>a

= (g, fl@)zy + -+ + f(zn)n),
= (zj, f(w)ar) + -+ (@j, F@)z;) + -+ (25, f(wn)T0),
= flz)(zj @) + -+ fl){z, ) + -+ flx){z), 20),
=04+ f(z;)+---+0,
= f(z;).
Por tanto f,(z;) = f(z;), Vj =1,--- ,n. de aquf deducimos que f,(z) = f(z), V& € X.

Si existiera z € X tal que (z,y) = (x, z) paratodo x € X, entonces (x,y—z) =0, Vo € X,
de donde y = z. ]

Probaremos a continuacion el teorema de representacion de Riesz que prueba que este

hecho es también cierto en espacios de Hilbert arbitrarios.

Teorema 2.7.2. (Riesz para cualquier dimension).
Un funcional f : X — E de un espacio de Hilbert es lineal y acotado si y solo si existe un

tnico y € X tal que f(x) = (x,y), para todo v € X. Ademds ||f|| = ||yl|.

Demostracion. Suponga que f : X — E es un funcional en un espacio de Hilbert y existe un

tnico y € X tal que f(x) = (z,y), para todo x € X, probaremos que es lineal y acotado.

Dado que y € X, consideramos f(z) = (x,y), claramente f es lineal por estar defini-
do como un producto interno. Ademas |f(x)| = |(z,y)| < ||z|| - |ly|| por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz. Por tanto, f esta acotado y

su}fzf)|f(iv)\ < HyH Pero si hacemos x = Y, ]f(y)| — Hy|| . Hy|’7 entonces
z €D
x#0
sup |f(z)] > ||y||, de donde || f|| = ||y]|.
z € D(f)
x#0
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Ahora supongamos que f es lineal y acotado, probemos que existe un tnico y € X tal

que f(x) = (x,y), para todo z € X. Ademés || f|| = ||y||-

Si f = 0, entonces tomamos y = 0.
Supongamos f # 0, si y existiera, veamos que propiedades tendria, dado que f(x) = 0, para

todo y e & € N(f), entonces (z,y) = 0 para todo z € N(f), de manera que y € N'(f)*.

Por el teorema 2.2.8 sabemos que f es continuo, luego por la proposicién 2.3.2 tenemos
que N(f) es cerrado.
Dado que N(f) es cerrado, H = N(f) ® N'(f)* por el teorema 2.6.6, ademds por ser f # 0,
N (f) # H. Por ser N(f) # H, existe yo € N(f)* tal que yo # 0.

Definamos v, = f(x)yo— f(yo)x, ¥V x € X, luego f(v,) = f(x)f(yo) — f(yo) f(x), entonces
f(vy) =0, V2 e X, de manera que v, € N(f), Va € X. Entonces,

0 = (vz, ¥0),
= (f(@)yo — f(y0)z, %),
= (f(2)y0, yo) — (f (¥0)Z; o),
= J()(yo, o) — f(yo){x, yo)-

De donde f(x) = /(o) (T, y0) = ( x, Yo - /(o) , VoelX.
(Yo, Yo) (Y0, Yo)
Sea y = yo - /(o) , entonces f(x) = (z,y), Vx € X.
<y07y0>
Supongamos que existe z € X tal que (z,y) = (z,2) para todo z € X, entonces

(x,y—2z) =0,Vz € X, de donde y = z.

Tenemos entonces que f(z) = (x,y), donde y es unico y depende de f, probemos que

1= Tlyll-
Si f =0, entonces (z,y) =0V ax e X,asiy =0y ||| = ||yl

Supongamos que f # 0.
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Iyl = (y,u) = f(y) < I£I1lyl], ya que f es acotado, entonces ||y[| < [|f]]

Por otra parte |f(x)| = [{x, )| < ||z|| ||y||, ¥V « € X, entonces
sup |f(z)] <|lyll, de donde [[f[| < |ly[|, por tanto ||f][ = [[y]]

z€D(f)
[|z]|=1

Lema 2.7.3. (Igualdad)
Si (v, w) = (ve,w) para todo w en un espacio pre-Hilbert X, entonces vy = vy. En particular,

(v1,w)=0 para todo w € X entonces vy = 0.

Demostracion. Suponemos que para todo w € X, (vy,w) = (va, w)

(v1 — V9, w) = (v, w) — (vg,w) = 0, entonces (v; — vg,w) = 0.

Sea w = v; — Vs.

Como w = vy — vy, entonces (v; — vy, w) = (V] — vy, v — V2) = 0, entonces ||v; — vo]]?= 0, por
lo tanto v; — vy = 0, asi v1 = v».

En particular si (vy, w) = 0 para todo w € X.

Sea w = vy.

Como w = vy entonces (v, w) = (vy,v;) = ||v1]|*= 0, asi v; = 0. |

Definicién 2.7.4. (Forma sesquilineal)

Sean X eY espacios vectoriales sobre K =R o C una forma sesquilineal h sobre X XY es
un mapeo h : X XY — K, tal que para todo x,x1,x9 € X, para todo y,y1,y> € Y y para
todo o, B € K.

1. h(l’l—'-ﬂfg,y) :h<l’1,y)+h(l’2,y)
2. h<m7y1+y2) :h(xay1)+h(xvy2)
3. h(azx,y) = ah(z,y).

4. Wz, By) = Bh(z,y).
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Definicién 2.7.5. St X e Y son espacios normados y h una forma sesquilineal sobre X x Y,
entonces se dice que h es acotada si existe ¢ > 0 tal que

|h(z,y)| < c|lz|||lyll, para todo (x,y) € X x Y. Y el nimero

h(x,y
= sup @Dy,
z e X—{0} HQSHHQH lzl|=1
y € Y—{0} llyll=1
como
eyl _
<Al
TNyl
entonces,

1A Gz y)lI< (IRl vl

Teorema 2.7.6. (Representacion de Riesz) Sean Hy, Hy dos espacios de Hilbert y sea
h una forma sesquilineal acotada tal que h : Hy x Hy — K, entonces h tiene representacion
h(z,y) = (Sz,y)m,, donde S es un operador lineal y acotado tal que S : Hy — Hy. S

estd unicamente determinado por h y ademds ||S|| = ||h]].

Demostracion. Consideremos h(x,y), fijemos x € Hy, y variamos y € H,, entonces h(z,y) :
H; — K es un funcional lineal en la segunda componente., por el teorema de Riesz existe un

unico z, € Hs tal que h(x,y) = (y, 22) u,, de donde h(x,y) = (22, Y) u,-

Definamos S : H; — H,, tal que S(z) = z,. Tenemos la certeza que S estd bien definida ya
que para cada x existe un tnico z, por el teorema de Riesz. Entonces h(z,vy) = (Sz, Y) iy, Sz =

2. Probemos que S es lineal. Sea z, w € Hy, y € H,.

(S(ax +w), y) = h(ax +w,y),
= ah(z,y) + h(w,y),
= a(Sz,y) + (Sw,y),
= (aSz + Sw,y), Vy € Hs.
~S(ar + w) = aSr + Sw.

De donde S es lineal. Probaremos ahora que ||S|| = ||h]|.
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h
Sabemos que ||h|| = sup M, entonces:
=70 ||Z|]|[y]]
y7#0
h(z,y)
Ihf] = sup LD
20 ||2[ [[y]]
y7#0
S
]
20 ||| [|y]]
y7#0
S
< sup M, Cauchy-Schwarz,
=20 ||Z|[ [yl
y#0
isal
a0 ||7]|
= I51]-
s RIS
Por otra parte,
h(z,y
1] = sup 1201
a0 [[z[ [[y]]
y#0
o (52.52)
Z SUPp e o
=70 ||z]|]]Sx]]
Sx#£0
BN X ;
a0 ]| [[Sz||’
Sx#£0
s
- up )
=20 |||
Sx#£0
= ISl
S A= 1S

Por tanto ||h|| = ||5]]-

Para probar la unicidad de S: Sea T un operador tal que T' : H; — H,, donde h(z,y) =

(Sz,y) = (Tx,y), entonces,

0
0

= <Sl‘,y> - <T£L',y>,
= (Szx —Tx,y), V€ H,

De manera que Sz = Tz para todo x de donde S =1T.
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Definicién 2.7.7. (Operador Hilbert-adjunto) Sea T : Hy — Hs, un operador lineal y
acotado donde Hy y Hy son espacios de Hilbert. Entonces el operador Hilbert-adjunto T de
T es el operador T* : Hy — Hy tal que (T,,y) = (x,T;), Vo € Hy, Vy € H,.

Teorema 2.7.8. (Existencia del operador Hilbert-adjunto)
Dado un operador lineal acotado T’ : Hy —> Hy donde Hy, Hy son dos espacios de Hilbert,

siempre existe T : Hy — Hy el operador Hilbert-adjunto de T, y es unico, lineal y acotado.

Demostracion. Sea h : Hy x Hy — K tal que h(y,z) = (y,Tx), donde (y,x) € Hy X H;.

Si (y1,21) = (Y2, 22), entonces T'zy = Txy, de donde (y;, Tx1) = (yo, T'z2), asi h es funcion.

Probemos que h es una forma sesquilineal.
Paso 1.
h(yr + y2, 7)) = (Y1 + 42, Tx),
= <y1,TZL‘> + <y2a Tf),
= h(ylv ZL’) + h(y27 JZ)

Paso 2.
h’(ya i + 1’2) = <y7T($1 + 932)>,

= <y,TCC1> + <y,TCC2>,
= h(y, 1) + h(y, Txy).

Paso 3.
h(ay,z) = (ay, Tr),

Paso 4.



2.7. Representacién de funcionales en espacios de Hilbert 81

Luego, |h(y, z)| = [y, Tx)| < [[yl[ |T=[| < [ITI[ |||l {lyll, entonces

My DI 17 de donde [[a)) < 1711
(BN

Por otra parte,
h(y, x
)l = sup DL
a0 [[z]] [[y]]
y#0

o [T
- p )
=20 ||Z|[ [|y]]
y#0

(Tx,Tx)]|
SUPp 4
w0 |[||{[T|]
Tx#0

Vv

g TP
270 || [Tzl
Tx#0

T
= sup

20 |||
Tx#0

= [IT]]-

Y

1l = 17
De donde [|h|| = ||T||. Por el teorema de representacién de Riesz existe un inico operador
lineal T* : Hy — H; tal que h(y,z) = (T*y,z)y, y ||T*|| = ||h|| = ||T|| y T* es lineal, por
como se definié h tenemos, h(y,z) = (y,Tx)g, = (T™y,x)q,, asi se sigue que (T'x,y)y, =
(x,T"y) n,-
|

Lema 2.7.9. (Operador cero) Sean X e Y espacios pre-Hilbert y Q : X — Y un operador
lineal y acotado. Entonces:

(a) Q =0 siy sdlo si (Qu,y) =0, para todo x € X, para todo y € Y.

(b) SiQ: X — X, donde X es complejo y (Qx,x) =0 para todo v € X entonces Q) = 0.

Demostracion. a) Probaremos si () = 0 entonces (Qz,y) = 0, para todo x € X, para todo
yeyY.

Si @ = 0, entonces Qz = 0 para todo z, por lo tanto (Qz,y) = (0,y) =0, Ve € X, Vy € Y,
asi (Qz,y) = 0.

Ahora probemos si (Qx,y) =0, Vo € X, Yy € Y, entonces @) = 0.

Si(Qr,yy=0,YVze X,VyeY.
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Sea xy € X, como xy € X entonces (Qxg,y) =0, Vy € Y, asi Qxo = 0, por lema de igualdad
2.7.3, por tanto Q = 0, ya que xz( es arbitrario en X.

b) Sea z,y € X, entonces v = ax +y € X.

Por hipétesis: 0 = (Qu, v),

asi
0= (Qu,v) = (Qax +y,ar +y),
= (aQx + Qy, ax + y),
= |a|(Qz, z) + (Qx, y) + A(Qy, =) + (Qy, y),
= a(Qz,y) + a(Qy, ).
Sia=1:
(Qz,y) +(Qy,x) = 0. (1)
Sia=1i, a=—1:

i(Qr,y) —i(Qy,z) = 0 =i((Qz,y) — (Qy,z)) =0,
=(Q,y) — (Qy,z) = 0. (2)

Sumamos (1) y (2)

(Qz,y) +(Qy, ) + ((Qz,y) — (Qy,z)) = 0= 2(Qx,y) =0,
= (Qz,y) =0,

= =0.
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2.8. Ejercicios

1. Sea X un espacio pre-Hilbert real. Probar que si |z +y||*= ||z||*+]|y||?, entonces = L y.
Probar que lo anterior no es cierto si X es complejo.

Sugerencia: De los axiomas del producto escalar obtenemos:
lz + yl*= (z +y, 2 +y) = 2P+ =z, ) + (v, 2) + [ly]|*
Aplicando la hipétesis se deduce que

2Re(z,y) =0= (z,y) =0=2a Ly

2. Probar que en un espacio pre-Hilbert, para cualquier escalar «,
Ly e |r+ayll= [z — oyl
Sugerencia: Las siguientes igualdades son validas en general.
lz + ayl*= (2, 2) + aly, x) + &z, y) + aaly, )
lz = ayl*= (z,2) — aly, x) — a(z,y) + aaly, z)

3. Sea X un espacio pre-Hilbert.
Probar que [|[Az + (1 — N)y||= ||z||, YA € [0,1] = x = v.
.Es cierto lo anterior si X es un espacio normado?

Sugerencia: Utilice la identidad del paralelogramo.

4. Probar que la descomposicién X = M @ M+ no es cierta si M es subespacio cerrado

de X pero X es pre-Hilbert.

5. Sea X un espacio normado e Y un espacio pre-hilbert.

Si un operador T': X — Y es lineal y acotado, probar que ||T'||= supA, donde

T,y
A= (Ml o1 i< 1.

(eI

Sugerencia: Utlizar la desigualdad de Cauchy- Schwarz.



Capitulo 3

Aplicaciones

3.1. Teorema de punto fijo de Banach

Un punto fijo de un mapeo T' : X — X de un conjunto X hacia él mismo es un

elemento x € X que se mapea sobre si mismo (se mantiene “fijo”por T'), es decir,
Tr =x.

La imagen 7T'x coincide con x.

El teorema de punto fijo de Banach que se indicard a continuacion es un teorema de
existencia y unicidad para puntos fijos de ciertos mapeos, y también da un procedimiento
constructivo para obtener mejores aproximaciones al punto fijo. Este proceso es llamado una
iteracion. Por definiciéon, este es un método tal que elegimos un xy arbitrario en un conjunto

dado y calculamos recursivamente una secuencia xg, 1, To, -+ de una relacién de la forma
Tn+1 :Txna n:071727”' ;

es decir, elegimos un z( arbitrario y determinamos sucesivamente x; = T'xy, xo = Tz.....

Los procesos de iteracién son usados en casi cada rama de las matematicas aplicadas, y las
pruebas de convergencia y error estimado son muy a menudo obtenidas de una aplicacién del
teorema de punto fijo de Banach. El teorema de Banach da las condiciones suficientes para
la existencia (y unicidad) de un punto fijo para una clase de mapeos, llamados contracciones.

La definicién es la siguiente.

84
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Definicién 3.1.1. Contraccion.
Sea X = (X, d) un espacio métrico. Un mapeo T : X — X es llamado contraccion sobre X

st existe un numero real positivo o < 1 tal que para todo x,y € X:
d(Tz,Ty) < ad(z,y). (3.1)

Geométricamente esto significa que algunos puntos x e y tienen imédgenes que estan més
juntas que esos puntos x e y; mas precisamente, la relacion d(Tz, Ty)/d(z,y) no excede a

una constante a que es estrictamente menor que 1.

Teorema 3.1.2. Teorema de punto fijo de Banach. (Teorema de contraccion)
Considere un espacio métrico X = (X, d), donde X # (). Supdngase que X es completo y sea

T : X — X una contraccion sobre X. Entonces X tiene precisamente un punto fijo.

Demostracion. La idea de la prueba es construir una sucesién (x,) y mostrar que es de
Cauchy, es decir, que converge en el espacio completo X, y luego probaremos que su limite
x es un punto fijo de T' y es tnico.

Elegimos cualquier 2y € X y definimos la sucesion iterada (x,) por
zo, x1=Txo, To=Tx1=Txg, ---, Ty =T x0, --- (3.2)

Esta es una sucesién de imagenes de xg bajo una repetida aplicacién de T'. Mostraremos que
(x,) es de Cauchy.

Por 3.1 y 3.2,
A(Tms1, 7)) = AT, Tpo1),

S Oéd(SCm, xmfl)a
= ad(Txpy_1, T _2), (3.3)
S Ode(ajmfl; $m72>7

co < a™d(z, x0).

Por lo tanto, por la desigualdad del triangulo y la formula para la suma de una sucesion
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geométrica obtenemos para n > m,

d(l’m, xn) S d(xmv xm+1) + d(merl; xm+2) +-+ d<xn71> xn)a
< a™d(zg, z1) + o™ d(xg, 11) 4+ - - + " Hd(wg, 1),

< (a™+ o™t a”_l)d(mo,xl),

1—amm
—am—— % g .
Q" (w0, x1)

Ya que 0 < a < 1, en el numerador tenemos que 1 — a”~™ < 1. Por consiguiente,

m

d@mLJSfL—meﬁ(n>m) (3.4)

A la derecha, 0 < o < 1y d(xg,d;) es fijo, de modo que podemos hacer que el lado derecho
sea tan pequenio como lo deseamos, tomando m lo suficientemente grande con n > m. Esto
prueba que (z,,) es de Cauchy. Como X es completo, (z,,) converge, digamos, x,, — .
Mostraremos que este limite x es un punto fijo del mapeo T'.

Por la desigualdad del tridangulo y 3.1 tenemos:

d(z,Tx) < d(x,zm) + d(xm, TT),

d
d(x,xm) + d(Txp_1, Tx),
d

(, Tpm) + ad(xy_1, ).

Sea ¢ > 0, dado que (z,,) — x tenemos que: d(z,z,,) < g y d(@m-1,7) < %, de donde
d(z,Tx) < g + g = ¢, de manera que podemos concluir que d(x,Tx) = 0, asi que z = Tz,
recordemos que d(z,y) = 0 < z =y (*). Esto muestra que x es un punto fijo de 7.

x es el unico punto fijo de T ya que si Tz = x y T = I obtenemos por 3.1 que:
d(x,2) =d(Tx,T7) < ad(z, T),

lo que implica d(z,Z) = 0 ya que o < 1. Por lo tanto z = Z por (*) y el teorema queda

probado. |
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Corolario 3.1.3. Iteracion, limites de error. Bajo las condiciones del teorema anterior,
la sucesion iterada 3.2 con xo € X converge a el unico punto fijo x de T. Los errores de

estimacion son la estimacion previa.

d(xm,x) <

ad(.fb'o,l’l), (35)
y la estimacion posterior

o
d(xpm,x) < ——d(Tpm_1,Tm), (3.6)

11—«
Demostracion. La primera afirmacion es evidente de la prueba anterior por la ecuacion. La

desigualdad 3.5 sigue de 3.4 dejando n — co. Deducimos 3.6 tomando m = 1 y escribiendo

Yo POT To Y Y1 por x1, tenemos de 3.5 que:

d(y1,7) < —

o W0, u1)-

Ajustando yy = x,,_1, tenemos y; = Tyy = x,, y asi obtenemos 3.6. ]

El limite de error previo 3.5 puede usarse al comienzo de un calculo para estimar el niimero

de pasos necesarios para obtener una precision dada. El limite de error posterior puede usarse
en etapas intermedias o al final de un calculo. Es al menos tan preciso como 3.5 y puede ser
mejor.
Desde el punto de vista de las matematicas aplicadas, la situacion atin no es completamente
satisfactoria porque frecuentemente ocurre que un mapeo, 1 es una contraccién no en todo
el espacio X, sino simplemente en un subconjunto Y de X. Sin embargo, si Y es cerrado, es
completo por el Teorema 2.1.6. Por lo que T tiene un punto fijo x en Y, y z,, —  como
antes, siempre que impongamos una restricciéon adecuada a la eleccién de xg, de modo que
los x,, permanezcan en Y.

Un resultado tipico y practico de este tipo es el siguiente teorema.
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Teorema 3.1.4. Contraccion de una bola
Sea T un mapeo de un espacio métrico completo X = (X,d) hacia él mismo. Supongamos
que T es una contraccion en una bola cerrada Y = {x : d(x,z) < r}, esto es, T satisface

3.1 para todo x,y € Y. Ademds, asumimos que:
d(zo, Txg) < (1 —a)r (3.7)

Entonces la sucesion iterada 3.2 converge a un x € Y. Este x es un punto fijo de T y es el

unico punto fijo deT' en'Y .

Demostracion. Simplemente tenemos que mostrar que todos los x,, y x se encuentran en Y.

Hacemos m = 0 en 3.4, cambiamos n a m y usamos 3.7 para obtener

1
d(xo, Tpy) < md(xo,xl) <7

Por lo tanto, todos los x,, estan en Y. Ademés = € Y ya que z,, — x e Y es cerrado.

La afirmacion del teroema ahora se sigue de la prueba del teorema del teorema de Banach

(punto fijo). |

3.2. Aplicaciones del Teorema de Banach a ecuaciones
lineales

El teorema de punto fijo de Banach tiene importantes aplicaciones a los métodos de itera-
cién para resolver sistemas de ecuaciones lineales y proporciona suficientes condiciones para
los limites de convergencia y error.

Para entender la situacion, primero recordemos que para resolver un sistema asi existen varios
métodos directos, un ejemplo familiar es el método de reduccién de Gauss. Sin embargo, una
iteracion, o método indirecto, puede ser méas eficiente si el sistema es especial, por ejemplo,
si es escasa, es decir, si consta de muchas ecuaciones pero tiene solo un pequeno numero
de coeficientes distintos de cero.Ademads, los métodos directos habituales requieren alrededor
de n®/3 operaciones aritméticas (n=ntimero de ecuaciones=nimero de incégnitas), y para

n muy grande, los errores de redondeo pueden llegar a ser bastante grandes, mientras que
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en una iteracion, los errores debidos al redondeo (o incluso cualquier error) pueden ser eli-
minados eventualmente. De hecho, los métodos de iteracion se utilizan con frecuencia para

mejorar las soluciones obtenidas mediante métodos directos.

Para aplicar el teorema de Banach, necesitamos un espacio métrico completo y un mapeo
de contraccién en él. Tomamos el conjunto X de todas las n-tuplas ordenadas de nimeros
reales, escritas

IZ(&l;"'y&n% y:(nla"'77]n)7 Z:(le"agﬂ)’

etc. Definimos sobre X una métrica d,
d(z, z) = méx|[§; — G, (3.8)

X = (X, d) es completo.
En X definimos T : X — X por:

y="Tz=Cz+b, (3.9)

donde C = (¢;,) es una matriz real fija de n x n y b € X un vector fijo.Aqui y después en
esta seccion, todos los vectores son wvectores columna, debido a las conveniencias habituales

de la multiplicacién de matrices.

.Bajo qué condicion T sera una contraccién?

Escribiendo 3.9 en componentes, tenemos

n

k=1
donde b = (f;). Hacemos w = (w;) = T'z, asi obtenemos de 3.8 y 3.9

d(y,w) = d(Tz,Tz) = méx |n; — wj],
J
= IIl]éX | chk(ék - <k>|7

k=1

n
< max |£J - CJ’ mé“XZ |Cjk‘7
J J —1

n
=d(x, z2) méXZ e, |-
=i



3.2. Aplicaciones del Teorema de Banach a ecuaciones lineales 90

Vemos que esto puede ser escrito como d(y, w) < ad(z, z), donde

a = méxz e, |- (3.10)
7=
El teorema de Banach 3.1.2 da como resultado:

Teorema 3.2.1. (Ecuaciones lineales)

S7 un sistema

r=Cxr+b (C = (cj,), bes dado) (3.11)

de n ecuaciones lineales con n incégnitas &1, -+ , &, (las componentes de x) satisface

n

Z|Cjk| <1 (j = 17 7n)7 (312)

k=1
tiene precisamente una solucion de x. Esta solucion puede ser obtenida como el limite de la

sucesion iterada (z© 20, 2@ .Y donde (O es arbitrario y
2D = Optm) 4 p, m=0,1,--- (3.13)

Los limites de error son:

d(z'™, ) < a a

d(zm=1 M) < d(z® zW). (3.14)

1l—«a 11—«

La condicién 3.12 es suficiente para la convergencia. Es un criterio de suma de filas
porque involucra sumas de filas obtenidas sumando los valores absolutos de los elementos en
una fila de C. Si reemplazamos 3.8 por otras métricas, obtendria otras condiciones.

., Cémo se relaciona el teorema 3.2.1 con los métodos utilizados en la practica? Un sistema

de n ecuaciones lineales en n incégnitas se escribe generalmente
Az = ¢, (3.15)

donde A es una matriz cuadrada n x n. Algunos métodos iterativos para 3.15 con detA # 0
son tales que se escribe A = B — G con una adecuada matriz no singular B. Entonces 3.15
se convierte en

Br=Gx +c
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v =BGz +c).

Esto sugiere la iteracién 3.13 donde
C =BG, b=B"'c (3.16)

[lustrémoslo con dos métodos estandar, la iteracion de Jacobi, que es en gran parte de in-
terés tedrico, y la iteracién de Gauss-Seidel, que se utiliza ampliamente en las matematicas

aplicadas.

Definicién 3.2.2. (Iteracion de Jacobi)

FEste método es definido por

5](- = ;(Vj - Zajkgl(g ) Jg=1-.n (3.17)
27 k+#j

donde ¢ = (y;) en 8.15 y asumiendo que aj; # 0 por j=1,--- ,n.

Esta iteracion se sugiere resolviendo la j-ésima ecuacién en 3.15 para ;. Ademads 3.17

puede ser escrito de la forma de 3.13 con
C=-D*'A-D), b=D"'¢c (3.18)

donde D = diag(aj;) es la matriz diagonal cuyos elementos distintos de cero son los de la
diagonal principal de A.

La condicion 3.12 aplicada a C' en 3.18 es suficiente para la convergencia de la Iteracion de
Jacobi. Como C en 3.18 es relativamente simple, podemos expresar 3.12 directamente en
términos de los elementos de A. El resultado es el criterio de suma de filas para la Iteracion

de Jacobi

n

>, 124 <1 j=1--,n (3.19)
et hp1 i

(6}
Z |aji] < aj] J=1-n (3.20)
k#j

Esto muestra que, en términos generales, la convergencia estd garantizada si los elementos

en la diagonal principal de A son suficientemente grandes.
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Tenga en cuenta que en la iteraciéon de Jacobi algunos componentes de (™1 ya pueden
estar disponibles en un momento determinado, pero no se utilizan mientras el calculo de los
componentes restantes aun esta en progreso, es decir, todos los componentes de una nueva
aproximacién se introducen simultaneamente al final de un ciclo iterativo. Expresamos este

hecho diciendo que la iteracion de Jacobi es un método de correcciones simultaneas.

Definicién 3.2.3. (Iteracién de Gauss-Seidel)
Este es un método de correcciones sucesivas, en el que en cada instante se utilizan todos los
componentes conocidos mas recientes. El método estd definido por

7j—1 n

1

m+1 m+1 m

& = — (=Y ap&™ = D ang™) (3.21)
73 k=1 k=j+1

donde j =1,--- ,n y asumimos aj; # O para todo j.

3.3. Aplicacién del Teorema de Banach a las ecuaciones
diferenciales

Las mas interesantes aplicaciones del teorema de punto fijo de Banach surgen en conexién
con espacios de funciones. El teorema luego da lugar a teoremas de existencia y unicidad para
ecuaciones diferenciales e integrales, como ya veremos.

De hecho, en esta seccion consideraremos una ecuacion diferencial ordinaria explicita de

primer orden

= f(t,x) (3.22)

Un problema de valor inicial para tal ecuacion consiste de la ecuaciéon y una condicion
micial

I(to) = Xy, (323)
donde ty y ¢ son ntimeros reales.
Usaremos el teorema de Banach para probar el famoso teorema de Picard que, si bien no es

el més fuerte de su tipo que se conoce, juega un papel vital en la teoria de las ecuaciones

diferenciales ordinarias. La idea de enfoque es bastante simple: 3.22 se convertird en una
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ecuacién integral, que define un mapeo 7T, y las condiciones del teorema implicardn que 7" es

una contraccién tal que su punto fijo se convierte en la soluciéon de nuestro problema.
Teorema 3.3.1. Existencia y unicidad de Picard (Ecuacién diferencial ordina-
ria)

Sea f continua en un rectdngulo

x!}'———'l—————? R

-xo—bl_

|

|
I | I
to—a to fo+a

| ——

Figura 3.1: f continua en un rectangulo

R={(t,x)/|t —to| < a,|v —xo| < b}

y por lo tanto acotada en R (ver figura 3.2), supongamos que se cumple para todo (t,z) en
R que,
|f(t,z)| <c (3.24)

Supongamos que [ satisface la condicion de Lipschitz en R con respecto a su sequndo argu-

mento, es decir, existe una constante k (constante de Lipschitz) tal que para (t,z), (t,v) € R,
[f(t,2) = f(t,0)] < kle— vl (3.25)

Entonces el problema de valor inicial 3.8 tiene solucion unica. Esta solucion existe en un
intervalo [to — B,to + 5], donde
b 1
f < min{a, -, E} (3.26)
c
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-~ e

“a< s (B)a>_

Figura 3.2: Rectdngulo R

Demostracion. Sea C(J) el espacio métrico de todas las funciones continuas de valor real en
el intervalo J = [ty — 3,1y + ] con la métrica d definida por

d(w,y) = méx[z(t) — y(t)].

teJ

C(J) es completo. Sea C' el subespacio de C'(J) que consiste de todas aquellas funciones

x € C(J) que satisfacen:
lz(t) — xo| < . (3.27)

Probemos que C' es cerrado en C(J) Sea x en la clausura C'.

Entonces existe (z,,) C C tal que z,, — x, por definicién sabemos que, |z, (t) — 0| < 8,

entonces lim |x,(t)—zo| < lim ¢f, porlo que | lim z,(t)—x| < ¢, de donde x(t)—zo| < ¢f,
n—oo n—oo n—oo

asi x € C. Por tanto C' es cerrado, por lo que C' es completo. Por integracion vemos que 3.8

puede escribirse z = Tz, donde T : C' — C se define por:
t
Tat) = 20+ / F(r 2(r))dr (3.28)
to

De hecho, T se define para toda = € C porque ¢ < b por 3.26, de modo que si z € C,
entonces 7 € J y (7,2(7)) € R, y la integral en 3.28 existe ya que f es continua en R. Para

ver que T' mapea C' en si mismo, podemos usar 3.28 y 3.24, obteniendo

|Tx(t) — txg| = ]/ f(rx(1))dr| < c|t — txg| £ cb.
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Mostramos que T' es una contraccién en C'. Por la condicién de Lipschitz 3.10,
t
Tz(t) — To(t)] = \/ [f (7, 2(7)) = f(7,0(7))]dr|
txo
< |t — tao] mé}( klx(T) — v(7)|
TE
< kpd(x,v).
Como la tultima expresién no depende de t, podemos tomar el maximo a la izquierda y tener

d(Tz,Tv) < ad(z,v), donde a=kpS.

De 3.26 vemos que o = kB < 1, de modo que T es una contracciéon de C. El teorema
3.1.2 implica que T tiene un punto fijo tinico = € C, es decir, una funciéon continua x en J

satisfaciendo © = T'z. Escribiendo x = Tz, tenemos por 3.28:

x(t) = xo +/t f(r,z(r))dr. (3.29)

Como (7,2(7)) € R donde f es continua, 3.29 puede diferenciarse. Por lo tanto, = es incluso
diferenciable y satisface 3.8. A la inversa, toda solucién de 3.8 debe satisfacer 3.29. Esto

completa la prueba. [ |

El teorema de Banach también implica que la solucién x de 3.8 es el limite de la sucesion

(g, 1, ) obtenida por la iteracién de Picard
t

Tna1(t) = xg +/ f(r, @, (7))dr, (3.30)
to

donden = 0,1, ---. Sin embargo, la utilidad practica de esta forma de obtener aproximaciones

a la solucién de 3.8 y los correspondientes limites de error es bastante limitada debido a las
integraciones involucradas.

Finalmente mencionamos lo siguiente. Se puede demostrar que la continuidad de f es
suficiente (pero no necesaria) para la existencia de una solucién del problema 3.8, pero no
es suficiente para la singularidad. Una condicién de Lipschitz es suficiente (como muestra el

teorema de Picard), pero no es necesario.
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3.4. Aproximacién en espacios normados.

La teoria de aproximacién se ocupa de la aproximacién de funciones de cierto tipo (por
ejemplo, funciones continuas en algin intervalo) por otras funciones (probablemente més
simples, por ejemplo, polinomios). Tal situacién ya surge en el célculo: si una funcién tiene
una Serie de Taylor, podemos considerar y usar las sumas parciales de la serie como apro-
ximaciones. Para obtener informacion sobre la calidad de tales aproximaciones, tendriamos
que estimar los residuos correspondientes.

Maés generalmente, uno puede querer establecer criterios practicos tutiles para la calidad de
las aproximaciones. Dado un conjunto X de funciones para ser aproximado y un conjunto Y
de funciones por las cuales los elementos de X son aproximados, uno puede considerar los
problemas de la existencia, unicidad, y la construccién de una “mejor aproximacion” en el

sentido de tal criterio.

Definicién 3.4.1. Sea X = (X, ||-||) un espacio normado y supongamos que cualquier x € X
es aproximado pory € Y, donde Y es un subespacio fijo de X. Sea 6 que denota la distancia
de x a'Y. Por definicion,

0=0(z,Y) = inf [lz —y]|. (3.31)

Claramente, 6 depende tanto de x como de Y, que mantenemos fijos, para que la notacion
simple 6 esté en orden.
St eziste yo € Y tal que:

[ — yol| = 9, (3.32)

entonces Yo se llama una mejor aproximacion a v fuera de Y .

Vemos que una mejor aproximacion g es un elemento de minima distancia de z. Tal
Yo € Y puede o no existir; esto plantea el problema de existencia. El problema de la unicidad
también es de interés practico, ya que para z e Y dados puede haber més de una mejor
aproximacién, como veremos.

En muchas aplicaciones, Y serd de dimension finita. Luego tenemos lo siguiente:
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Teorema 3.4.2. Teorema de la existencia (mejores aproximaciones). Si Y es un
subespacio dimensional finito de un espacio normado X = (X,|| - ||), entonces para cada

x € X existe una mejor aprorimacion a x fuera de 'Y .

Demostracion. Sea x € X. Considerando la bola cerrada.
B={yeY/lyl <2|l=|}.
Entonces 0 € B de modo que para la distancia 2 a B obtengamos
0(x, B) = inf [l —g[| < [l — 0| = [l[]|
yeB
Ahora si y ¢ B, entonces ||y > 2|z y
lz = yll = [zl = llylll >zl > é(x, B). (3.33)

Esto muestra que d(x, B) = 6(x,Y) = 8, y este valor no puede ser tomado por y € Y — B,
debido a que es mayor en 3.33. Por lo tanto, si una mejor aproximacion a x existe, debe
estar en B. Ahora vemos la razén para el uso de B. En lugar de todo el subespacio Y, ahora
podemos considerar el subconjunto compacto B, de donde viene la compacidad ya que B es
cerrado y acotado e Y es de dimension finita. La norma es continua por 3.32, esto implica
que hay un yo € B tal que ||z — y|| asume un minimo en y = 1. Por definicién, yo es la mejor

aproximacion a x fuera de Y. |

Ejemplo 3.4.3. Espacio C[a,b]

Un subespacio dimensional finito del espacio Cla,b] es
Y = span{xg,--- ,x,}, zi(t) =1t (n fijo).

FEste es el conjunto de todos los polinomios de grado como mdximo n (para lo cual ningin
grado se define en la discusion habitual de grado). Teorema 3.4.2 implica que para una funcion
continua dada x en [a,b] existe un polinomio p,(t) de grado como mdximo n tal que para cada
yey,

’ _ < Z _ .
méix |z(t) — pa(t)| < miéx [2(t) - y(1)|

Donde J = |a,b]. La aprozimacion en Cla,b] se llama aproximacién uniforme.
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Ejemplo 3.4.4. Polinomios
La dimensionalidad finita de Y en el (teorema anterior) es esencial.

De hecho, sea'Y el conjunto de todos los polinomios en |0, %] de cualquier grado, conside-
rado como un subespacio de C|0, 5] Entonces dim(Y') = oo. Sea x(t) = (1 —¢)~. Entonces

para todo € > 0 existe un N tal que,
Yalt) = Lt 4 17,

tenemos ||z — yy,|| < € para todo n > N.

1 n i n ; .
Esto sucede dado que x(t) = T Yo oth, donde Y t" — x(t), la serie converge y por
tanto la sucesion de sumas parciales convergen. Por lo tanto, §(z,Y) = 0. Sin embargo, como

x no es un polinomio, vemos que no existe yo € Y que satisfaga § = §(x,Y) = ||z — yo||= 0.

3.5. Unicidad, convexidad estricta

En esta secciéon consideramos el problema de la unicidad de las mejores aproximaciones.
Para entender lo que estd pasando, comencemos con dos ejemplos simples. Si X =R3 e Y es
el &1&-plano (£3 = 0), entonces sabemos que para un punto dado xg = (&1, {20, £30) una mejor
aproximacién fuera de Y es el punto yo = (£10, 20, 0), la distancia de zg a Y es 6 = |£30] y la
mejor aproximaciéon de yg es unica. Estos hechos simples son bien conocidos de la geometria
elemental. En otros espacios, la unicidad de las mejores aproximaciones puede no ser valida,
incluso si los espacios son relativamente simples. Por ejemplo, sea X = (X, || - ||1) el espacio

vectorial de pares ordenados = = (£1,£2) de ntiimeros reales con norma definida por:

[zl = [&1] + |€2]. (3.34)

Tomemos el punto z = (1,—1) y el subespacio Y mostrado en la figura 3.3,

es decir, Y = {y = (n,n)/n real}. Entonces para todo y € Y, claramente tenemos
e =yl =1 =nl+]-1-n =2

Ademas si tomamos el par ordenado y, = (0,0) entonces ||x — yo|| = 2, por tanto,

la distancia de x a Y es §(z,Y) = 2, y todos y = (n,n) con |n| < 1 son las mejores
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Figura 3.3: Mejor aproximacion

aproximaciones a x fuera de Y. Esto ilustra que incluso en un espacio tan simple, para X e
Y podemos tener varias aproximaciones mejores, incluso infinitas de ellas. Observamos que
en el presente caso el conjunto de mejores aproximaciones es convexo, y afirmamos que esto
es tipico. También afirmamos que la convexidad sera ttil en relaciéon con nuestro problema
actual de unicidad. Entonces, primero indiquemos la definiciéon y luego descubramos cémo
podemos aplicar el concepto. Se dice que un subconjunto M de un espacio vectorial X es

convexo si y,z € M implica que el conjunto
W={v=ay+(1-—a)z/0 <a <1},

es un subconjunto de M. Este conjunto W se llama segmento cerrado. y y z se denominan

puntos limite del segmento W. Cualquier otro punto de W se denomina punto interior de

W. Vea la figura 3.4.

Lema 3.5.1. Convezxidad
En un espacio normado (X, || -||) el conjunto M de las mejores aprorimaciones a un punto

dado x fuera de un subespacio Y de X es convexo.
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Convexo Mo convexo

Figura 3.4: Converidad

Demostracion. Sea 6 que denota la distancia de z a Y. La declaracién se mantiene si M
estd vacio o tiene solo un punto.

Supongamos que M tiene mas de un punto. Entonces para y, 2z € M tenemos, por definicién,
Iz~ yll = o~ =] =5
Demostramos que esto implica:
w=ay+(l—a)zeM, (0<a<l). (3.35)
De hecho, ||z —w|| > d yaque w € Y, y ||z — w|| < J dado que,

[ = wlf = [la(z —y) + (1 = a)(z = 2)[],

<allz =yl + (1 - )|z — =],

=ad + (1 —a)d,
=5
aqui usamos que a > 0 asi como 1 — v > 0. Juntos, ||z —w]| = §. Por lo tanto, w € M. Dado

que y, z € M fueron arbitrarios, esto prueba que M es convexo. ]
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Definicién 3.5.2. Convexidad estricta

Una norma estrictamente convezxa es una norma tal que para toda x,y de norma 1,

lz 4yl <2, (z #y)
Un espacio normado con tal norma se denomina espacio normado estrictamente convezo.

Tenga en cuenta que para ||z|| = ||y|| = 1 la desigualdad del tridngulo da
lz+yll < flzll + llyll = 2,

y, la convexidad estricta excluye el signo de igualdad, excepto cuando x = y. Podemos resumir

nuestro resultado de la siguiente manera:

Teorema 3.5.3. Teorema de unicidad (Mejor aprorimacion)
En un espacio normado estrictamente convero X hay, a lo sumo, una mejor aproximacion

a una x € X fuera de un subespacio Y dado.

Demostracion. Sea M el conjunto de las mejores aproximaciones de x fuera de Y, hay que

probar que M sélo tiene un elemento a lo sumo.

Supongamos que existe y;, y2 € M con y; # ys, tal que ||z — yi|| = ||z — yo|| = I, pero

por el lema 3.5.1, M es convexo, asi %yl + %yg € M luego,

0=|z— (1914'192) ‘
2 2
1 1 1 1
= H§$—591+5$—592

= 2l =)+ (@~ )l

= (55) + (5]

<1

1<l (=)

De manera que, el teorema es cierto. |

Este teorema puede o no ser 1til en problemas practicos, segin el espacio que utilicemos.

Enumeramos dos casos muy importantes.
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Lema 3.5.4. Convexidad estricta
(a) El espacio de Hilbert es estrictamente convezo.

(b) El espacio Cla,b] no es estrictamente convezo.

Demostracion.

(a) Para todo = e y # = de norma 1 tenemos: ||z — y|| = a, donde a > 0, y la igualdad del

paralelogramo da:
lz +yl* = =llz = ylI* + 2= + lyl*),

=—a®+2(1+1) <4,
por lo tanto ||z + y|| < 2.

(b) Consideramos x; y 5 definidos por

t—a
#) =1, t) =
1(1) (1) b—a
donde t € [a,b]. Claramente, 1,22 € Cla,b] y x1 # 2. También tenemos ||z4|| = ||z2]| = 1,
y
) —a
|x1 + 22| = méx|1 + | =2
teJ b—a
donde J = [a, b]. Esto muestra que Cfa, b] es no estrictamente convexo. |

Con la demostracién de este lema damos por concluida esta investigacion sobre los espa-
cios de Hilbert y Banach y algunas de sus aplicaciones. Tenemos la esperanza de contribuir
con este texto a futuras investigaciones, de ayudar en alguna medida al lector a adentrarse

en el extenso mundo del andlisis funcional
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3.6. Ejercicios

1. Proporcione ejemplos adicionales de mapeos en geometria elemental que tengan (a) un

solo punto fijo, (b) infinitos puntos fijos.

2. SiT: X — X satisface d(Tz,Ty) < d(z,y) cuando = # y y T tiene un punto fijo,

muestre que el punto fijo es tinico; aqui (X, d) es un espacio métrico.

3. Si la derivada parcial df/0x de f existe y es continua en el rectingulo R (véase el
teorema de Picard), demuestre que f satisface una condicién de Lipschitz en R con

respecto a su segundo argumento.

4. Si en un espacio normado, la mejor aproximacién a x fuera de un subespacio Y no es

Unica, demuestre que x tiene infinitamente muchas de esas mejores aproximaciones.

5. Muestre que si un espacio normado X es estrictamente convexo, entonces
|z +yll ==l +[lyll,  =#0,y#0
implica que x = cy para algin nimero real ¢ positivo.

Antes de concluir la lectura de este trabajo, agradeceremos al lector que tenga sugerencias
y/o anotaciones adicionales sobre cualquiera de las tematicas abordadas aqui escribirlas al

correo: hilbertbanach-tesis@hotmail.com.
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