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GEOMETRÍA EN ESPACIOS DE BANACH

PRESENTADO POR:

JOCELYN MAYRENE GUEVARA RAMOS
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Resumen

Hoy en d́ıa no podŕıamos concebir la mecánica cuántica sin los espacios de Hilbert, la
teoŕıa de distribuciones y la economı́a sin la teoŕıa de la dualidad, ni la teoŕıa de optimización
y mejor aproximación sin la herramienta de los teoremas de Hahn-Banach, Krein-Milman
y Alaoglu, deducidos por la geometŕıa de espacios de Banach. Un espacio de Banach es un
espacio normado completo (con la métrica definida por la norma). Comúnmente un espacio
de Banach es entendido por un espacio normado en el que todas sus sucesiones de Cauchy
convergen en él. La geometŕıa de los espacios de Banach es el estudio algebraico y topológico
de los mismos. Al estudiar la estructura topológica y algebraica entre los espacios se busca
encontrar relaciones para comprender el comportamiento de espacios que son más compli-
cados de estudiar. Aśı el concepto de geometŕıa en espacios de Banach es un enlace entre el
álgebra y la topoloǵıa de dichos espacios, es por eso que se profundizará la teoŕıa de estos
tratando que sea un documento autosuficiente. Se construirá una teoŕıa sólida con algunos
ejemplos y la resolución de algunos ejercicios. Para ello se hará uso de fuentes bibliográficas
confiables tanto escritas como virtuales. Se pretende demostrar los principales teoremas re-
lacionados a la estructura algebraica y topológica de los espacios de Banach `p, c0, el espacio
C [0, 1] y el espacio peculiar J de James.

Palabras clave: espacio de Banach, espacios `p, c0, C [0, 1], J de James, topoloǵıa, bases
de Hamel, bases de Schauder, operadores, funcionales, norma.
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Introducción

A continuación se presenta el informe final del trabajo de investigación titulado: Geo-
metŕıa en Espacios de Banach. Damos a conocer los objetivos que se perseguirán a lo
largo del proceso, la justificación del estudio y la simboloǵıa principal. Para ello, el presente
trabajo consta de tres caṕıtulos, los cuales detallamos a continuación.

Caṕıtulo 1: Espacios Normados y de Banach

En este caṕıtulo se estudian las nociones básicas de espacios normados y de Banach,
operadores lineales, cocientes y sumas directas, sub-espacios de dimensión finita, el Teorema
de Baire y operadores continuos, dualidad y topoloǵıa débil, reflexividad.

Caṕıtulo 2: Espacios Vectoriales Topológicos

Seguidamente abordaremos conceptos básicos para espacios vectoriales: operadores linea-
les, sub-espacios de dimensión finita y los espacios localmente convexos. Habiendo establecido
las bases podemos dar la introducción a geometŕıa en espacios de Banach.

Caṕıtulo 3: Geometŕıa de espacios de Banach

Estudiaremos la geometŕıa de espacios de Banach: primero definiremos las bases de Schau-
der, tipos de base, los espacios `p, c0, C [0, 1] y el espacio peculiar J de James.

Al final del documento se agregaron la bibliograf́ıa y algunos anexos.
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Justificación

El Análisis Funcional como tal fue surgiendo a principios del siglo XX como el marco
abstracto adecuado para solucionar una serie de problemas del Análisis muy importantes
en esos momentos. Desde entonces ha experimentado un gran desarrollo y en este momento
es una herramienta muy sofisticada y útil para abordar una amplia variedad de problemas.
Desde el desarrollo de la Geometŕıa en espacios de Banach, al considerar el estudio alge-
braico y topológico de los espacios de funciones normados, lineales y completos, se vió que
en ocasiones era necesario considerar propiedades del espacio (ó conjunto) combinadas entre
śı, o heredadas a los subespacios. El obtener estas propiedades es vital en la resolución de
problemas relacionados a la mecánica cuántica, la teoŕıa de distribuciones y la economı́a.
Es por ello que captó nuestro especial interés el hecho de que no hay investigaciones previas
en ésta área del análisis funcional en espećıfico, ya sea por la complejidad de estudiar to-
pológicamente los espacios de funciones o por el simple hecho de que el tema es desconocido
para la mayoŕıa. Es aśı como el desarrollo de nuestra investigación: Geometŕıa en espacios de
Banach se centra en el estudio de los espacios: `p, c0, el espacio C [0, 1] y el espacio J de Ja-
mes. Hacemos especial énfasis a estos espacios por ser los más conocidos y los que poseen más
propiedades a estudiar; nuestro trabajo pretende que este sea un documento auto-suficiente,
para que cualquier curioso con los conocimientos básicos de topoloǵıa y análisis funcional
sea capaz de interpretar y comprender lo que aqúı se ha desarrollado.
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Objetivos

General

Investigar la estructura algebraica y topológica de los espacios de Banach: `p, c0, el
espacio C [0, 1] y el espacio peculiar J de James.

Espećıficos

Enunciar resultados importantes de la teoŕıa de espacios normados y espacios de Ba-
nach

Mostrar las propiedades de los espacios de Banach `p, c0, el espacio C [0, 1] y el espacio
J de James.

Explicar las propiedades de los espacios de Banach `p, c0, el espacio C [0, 1] y el espacio
J de James.

Ejemplificar las propiedades de los espacios de Banach `p, c0, el espacio C [0, 1] y el
espacio J de James.
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Simboloǵıa

N : Números naturales.

Q : Números racionales.

R : Números reales.

C : Números complejos.

K : Números reales o complejos.

A−B : Complemento de B en A.

f |C : f restringida en C.

X/Y : Espacio cociente.

N (x) : Vecindad de x.

convA : Envolvente convexa de A.

X
⊕
a

Y : Suma directa algebraica.

spanX : Espacio generado de X.

kerT : Espacio nulo o kernel de T .

E : Clausura de E.

intE : Interior de E.

Br(x) o B(x, r) : Bola abierta, centro x y radio r.

‖ · ‖ : Función norma.

X∗ : Dual de X.

‖T‖ : Norma del operador T.

B(X, Y ) : Espacio de los operadores lineales continuos.

T× : Operador adjunto de T.

c0 : Espacio vectorial de las sucesiones escalares convergentes a 0.

`∞ : Espacio vectorial de las sucesiones acotadas.
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`p, 1 ≤ p <∞ : Espacio vectorial de las sucesiones acotadas donde la sumatoria

de los pi converge.

X
⊕

Y : Suma directa.

(X1

⊕
X2

⊕
. . .)p : p-suma directa de sucesiones de espacios normados.

BX : Bola cerrada unitaria en X.

SX : Esfera unitaria en X.

X∗∗ : Bidual de X o dual de X∗.

j : Inyección canónica de X en X∗∗.

ω, σ(X,X∗) : Topoloǵıa débil.

V (x0, x
∗
1, x
∗
2, . . . , x

∗
k, ε) : Básicos de la topoloǵıa débil.

ω∗, σ(X∗, X) : Topoloǵıa débil estrella.

V (x∗0, x1, x2, . . . , xk, ε) : Básicos de la topoloǵıa débil estrella.

xα
−→
ω x0 : Convergencia débil.

xα
−→
ω∗ x

∗
0 : Convergencia débil estrella o convergencia puntual en X.

A
ω

: Cerradura débil de A.

A
ω∗

: Cerradura débil estrella de A.

E⊥ : Aniquilador de E en X.

F⊥ : Aniquilador de F en X∗.



Caṕıtulo 1

ESPACIOS NORMADOS Y DE
BANACH

En 1910 y 1913 Riesz, al estudiar las ecuaciones integrales y el problema de momentos,
introdujo los espacios Lp y `p, con 1 < p < ∞. Demostró que son espacios normados
complejos reflexivos que no son isomorfos a su dual, si p 6= 2. Posteriormente, Banach dió
las definiciones abstractas de espacio vectorial y de norma y por eso los espacios normados
completos llevan su nombre.

1.1. ESPACIOS MÉTRICOS

Definición 1.1.1. Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto y d(x, y)
es una métrica en X (o función distancia en X), es decir, una función definida en X ×X
tal que para todo x, y, z ∈ X tenemos,

(M1) d(x, y) para todo x, y ∈ X es un valor real, finito y no negativo.

(M2) d(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

(M3) d(x, y) = d(y, x).

(M4) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (desigualdad triangular).

Ejemplo 1.1.2. El plano Euclidiano R2, es un espacio métrico que es obtenido si tomamos
el conjunto de pares ordenados de números reales, escritos x = (ξ1, ξ2), y = (η1, η2), etc., y
la métrica Euclidiana definida por

d(x, y) =
√

(ξ1 − η1)2 + (ξ2 − η2)2.

Definición 1.1.3. (Sucesión). Una sucesión es una función de N a un conjunto X. Si
a : N −→ X es una sucesión, en vez de escribir

a(1), a(2), a(3), . . . ,

1



suele escribirse,
a1, a2, a3, . . . .

La misma sucesión suele designarse mediante un śımbolo tal como {an}, (an) ó {a1, a2, a3, . . . }.

Ejemplo 1.1.4. La sucesión de Fibonnacci {an} está definida por

a1 = a2 = 1, an = an−1 + an−2.

Definición 1.1.5. (Sucesiones convergentes). Se dice que una sucesión {an} converge
a L si para cada ε > 0, existe N ∈ N tal que si n ≥ N , entonces

|an − L| < ε.

En este caso se dice que la sucesión {an} converge a L ∈ R, o el ĺımite de an es L, en este
caso se escribe ĺımn−→∞ an = L.

Ejemplo 1.1.6. (Sucesión convergente). Sea an = 1
n

. Probaremos que ĺım
n→∞

an = 0.

Demostración:
Para demostrar que la sucesión 1

n
converge a cero, aplicaremos la propiedad arquimediana.

Sea ε > 0, tal que m >
1

ε
, es decir, ε >

1

m
. Por propiedad arquimediana tenemos que,

existe m,n ∈ N, m ≤ n tal que
1

n
<

1

m
, aśı,

∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

m

∣∣∣∣, pero ε >
1

m
, entonces∣∣∣∣ 1n

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

m

∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣ < ε. Por Definición 1.1.5,

{
1

n

}
converge a 0. �

Definición 1.1.7. (Sucesión de Cauchy). Una sucesión {xn} en un espacio métrico X,
se dice que es de Cauchy si para todo ε > 0, existe un N = N(ε) tal que d(xm, xn) < ε, para
todo m, n > N . El espacio X se dice que es completo si cada sucesión de Cauchy converge
dentro del mismo espacio.

Ejemplo 1.1.8. (Sucesión de Cauchy no convergente). La sucesión dada por {an} =
{1/n} converge a cero en R. La misma sucesión en el espacio R − {0} sigue siendo una
sucesión de Cauchy, sin embargo no es convergente en el nuevo espacio.

Definición 1.1.9. Diremos que D es un conjunto dirigido si tiene un orden ≺ (ya sea parcial
o estricto), tal que dados α, β ∈ D, ∃ γ ∈ D con α ≺ γ y β ≺ γ.

Ejemplo 1.1.10. Un ejemplo de conjunto dirigido es la colección P(X) de subconjuntos de
un conjunto X con E ≺ F si y sólo si E ⊂ F .

Definición 1.1.11. Una red en un conjunto X es una función σ : D → X, donde D es
un conjunto dirigido. En general, la denotaremos por {xα}α∈D, donde para cada α ∈ D,
xα = σ(α).

Ejemplo 1.1.12. Toda sucesión en X es una red en X.

2



Demostración:
Una sucesión es una función de los números naturales a otro conjunto X, de manera que
definimos

σ :N −→ X

n σ(n) = xn.

Y es definida de forma general a una sucesión como {xn}n∈N, aśı que solo falta demostrar que
N es dirigido. Luego, para que N sea un conjunto dirigido debe de tener un orden ≺ (parcial)
es decir que es reflexiva, antisimétrica y transitiva. La relación de orden (N,≺) definida por,
∀ m,n ∈ N m ≺ n⇐⇒ m ≤ n.
Probaremos que dicha relación es reflexiva, m ≺ m =⇒ m ≤ m , ∀ m ∈ N.
Veamos si es antisimétrica, es decir, m ≺ n, n ≺ m =⇒ m ≤ n. Si m ≺ n =⇒ m ≤ n;
además, si n ≺ m =⇒ n ≤ m, de esto obtenemos que m ≤ n y que n ≤ m, entonces m ≤
n ≤ m aśı m = n.
Por último probaremos que es transitiva, es decir, m ≺ n y n ≺ k =⇒ m ≺ k. Tenemos que
m ≺ n y que n ≺ k, entonces m ≤ n y n ≤ k respectivamente. Aśı obtenemos que m ≤ n ≤ k
por lo que m ≤ n ≤ k, entonces m ≺ k. Por tanto, N tiene orden parcial, es un conjunto
dirigido y σ es una función de un conjunto dirigido N a X por lo cual toda sucesión es una
red. �

Definición 1.1.13. Una vecindad de x denotada por N (x) es un conjunto abierto que
contiene a x.

Definición 1.1.14. (Topoloǵıa). Una topoloǵıa sobre un conjunto X es una colección τ de
subconjuntos de X con las siguientes propiedades,

(1) ∅ y X están en X.

(2) La unión de los elementos de cualquier subcolección de τ está en τ .

(3) La intersección de los elementos de cualquier subcolección finita de τ está en τ .

Al par (X, τ) donde τ es una topoloǵıa definida sobre X, se le llama Espacio Topológico.
A los elementos de la topoloǵıa se les llama conjuntos abiertos.

Definición 1.1.15. Sea (X, τ) un espacio topológico. Diremos que una red {xα}α∈D en X
converge a y ∈ X, si para toda vecindad U de y, existe α0 ∈ D tal que xα ∈ U para todo
α > α0. En este caso escribiremos ĺım

α∈D
xα = y o xα → y.

Definición 1.1.16. Sea (X, τ) un espacio topológico, diremos que una subfamilia B ⊂ τ , es
una base de la topoloǵıa τ , śı cada abierto A se puede expresar como unión de conjuntos de
B, es decir, existe {Bi}i∈I ⊂ B tal que A = ∪i∈IBi.

Definición 1.1.17. (Topoloǵıa Métrica). Para toda x ∈ X y r ∈ R con r > 0, la bola
abierta con centro en x y radio r se define como Br(x) = {y ∈ X : d(x, y) < r}. Si (X, d) es

3



un espacio métrico, también es un espacio topológico con la topoloǵıa que tiene como base a
la colección de bolas abiertas, es decir: U = {Br(x) : x ∈ X, r ∈ R, r > 0}; U ∈ B, donde B
es la base que genera la topoloǵıa τ . Dicha topoloǵıa se llama Topoloǵıa Inducida en X
por la métrica d. Además se dice que (X, τ) es metrizable, si existe una métrica d tal que τ
es la topoloǵıa inducida en X por d.

Ejemplo 1.1.18. (Topoloǵıa Métrica). Dado un conjunto X, definimos

d(x, y) =
{

1, si x 6= y
0, si x = y.

Observemos que d es una distancia. La topoloǵıa que induce es la topoloǵıa discreta; el
elemento básico B(x, 1), por ejemplo, consiste únicamente en el punto x.

Definición 1.1.19. (Clausura de un conjunto). La cerradura de un conjunto A ⊆ X es

A = {x ∈ X; ∀ r > 0, B(x, r) ∩ A 6= ∅}.
Definición 1.1.20. Un conjunto X es compacto śı de cada cubrimiento abierto A de X,
podemos extraer una subcolección finita de A que también cubre a X.

Nótese que si X es un conjunto de dimensión finita, tenemos que, X es compacto śı es
cerrado y acotado.

Definición 1.1.21. Diremos que un espacio X es localmente compacto si cada x ∈ X posee
una base de vecindades compactas (es decir cada vecindad de la base es compacta).

Definición 1.1.22. (Conjunto sucesionalmente compacto). Sea X un espacio to-
pológico. Si {xn} es una sucesión de puntos de X y si

n1 < n2 < · · · < ni < · · · ,

es una sucesión creciente de enteros positivos, entonces la sucesión {yi} definida por yi = xni
se denomina subsucesión de la sucesión {xn}. El espacio X se dice que es sucesionalmente
compacto si cada sucesión de puntos de X contiene una subsucesión convergente.

Definición 1.1.23. (Propiedad de intersección finita). Una colección C de subcon-
juntos de X se dice que tiene la propiedad de la intersección finita, śı cada subcolección
finita

{C1, C2, . . . , Cn}
de C tiene intersección no vaćıa, es decir, C1 ∩ C2 ∩ . . . ∩ Cn es no vaćıa.

Teorema 1.1.24. Sean A una colección de subconjuntos de X y sea C = {X −A; A ∈ A}
la colección de sus complementarios, se cumple que,

a) A es una colección de abiertos si y sólo si C es una colección de cerrados.

b) La colección A no cubre a X si y sólo si
⋂
C∈C C 6= ∅.

c) La subcolección finita {A1, A2, . . . , An} de A cubre a X si y sólo si la intersección de
los Ci = X − Ai es vaćıa.
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Demostración:
Para el literal a). Śı A es una colección de abiertos, sabemos por definición de complemen-
tarios, el complemento de cada A es cerrado, aśı la colección de complementarios es cerrado.
Análogamente el regreso.

Para el literal b). Por Ley De Morgan, tenemos⋂
C∈C

C =
⋂
C∈C

(X − A) = X −
⋃
A∈A

A 6= ∅.

Dado que A no cubre a X.

Y por último, para el literal c). Por leyes De Morgan tenemos

k⋂
i=1

Ci =
k⋂
i=1

(X − Ai) = X −
k⋃
i=1

Ai = X −X = ∅.

Dado que A cubre a X. �

Teorema 1.1.25. Sea X un espacio topológico, entonces X es compacto si y sólo si, para
cada colección C de conjuntos cerrados en X con la propiedad de la intersección finita, la
intersección de todos los elementos de la colección⋂

C∈C

C 6= ∅.

Demostración:
“=⇒”
X es compacto si y solo si para todo cubrimiento abierto de X, existe un sub-recubrimiento
finito. Luego tenemos que, X es compacto si y solo si dada una colección A de abiertos
tal que no existe un cubrimiento finito de A para X, entonces A no cubre a X. Sea C una
colección de conjuntos cerrados, probaremos que cumple con la propiedad de intersección
finita. Sea A = {X − C; C ∈ C} una colección de conjuntos abiertos y sea {Ci}i∈Nn una
colección finita de C, entonces tenemos que

∩ni=1Ci 6= ∅ =⇒ {Ai}i∈Nn no cubre a X =⇒ A no cubre a X =⇒
⋂
C∈C

C 6= ∅.

Por tanto, concluimos que C cumple la propiedad de intersección finita.

“⇐=”
Sea A una colección de abiertos tal que no existe un recubrimiento finito de A para X,
probaremos que A no cubre a X. Sea C = {X − A; A ∈ A}, por Teorema 1.1.24 c) como
{Ci}i∈Nn cumple la propiedad de la intersección finita, entonces por hipótesis tenemos que⋂
C∈C C 6= ∅, aśı por Teorema 1.1.24 b), A no cubre a X. Por tanto, X es compacto. �
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Definición 1.1.26. (Puntos de acumulación). Si A es un subconjunto de (X, τ), x ∈ X,
diremos que x es punto ĺımite o punto de acumulación de A si cada vecindad de x
interseca a A en algún punto distinto de x, es decir

U ∩ (A− {x}) 6= ∅, ∀ U ∈ τ.

Al conjunto de puntos de acumulación lo denominaremos Conjunto Derivado y lo deno-
taremos por A′. Observemos que A = A ∪ A′.

Teorema 1.1.27. Sea M un subconjunto no vaćıo de un espacio métrico (X, d) y M su
clausura entonces

a) x ∈M si y sólo si existe una sucesión {xn} en M tal que xn → x.

b) M es cerrado si y sólo si, ∀ {xn} ⊂M , xn → x implica que x ∈M .

Demostración:
Primero demostraremos el literal a).
“⇐=”
Supongamos que una sucesión {xn} ⊂M tal que xn → x.

Caso 1: Si x ∈M ⊂M , entonces x ∈M . Por tanto, x ∈M .

Caso 2: Si x /∈M . Sea ε > 0. Como xn → x, ∃ N ∈ N tal que d(xn, x) < ε, ∀ n > N ,

=⇒ xn ∈ Bε(x) ∩M,∀ n > N =⇒ (Bε(x)− {x}) ∩M 6= ∅ =⇒ x ∈M ′ ⊂M =⇒ x ∈M.

En todo caso x ∈M .

“=⇒”
Sea x ∈M = M ∪M ′.

Caso 1: Si x ∈ M , entonces podemos crear una sucesión de la forma (x, x, x, . . . ) que con-
verge a x.

Caso 2: Si x /∈M , entonces x es un punto de acumulación de M . Por lo tanto, ∀ n ∈ Z+ la bo-
la B 1

n
(x)∩M 6= ∅. Por tanto, si escogemos, ∀ n ∈ Z+, xn ∈ B 1

n
(x) y xn → x cuando n→∞.

Ahora demostraremos el literal b).
“=⇒”
Supongamos que M es cerrado y que {xn} ⊂ M , xn → x, por inciso a) tenemos que
x ∈M = M , aśı x ∈M .

“⇐=”
Sea x ∈M. Como x ∈M , por inciso a) tenemos que, existe {yn} ⊂M tal que yn → x, pero
por hipótesis x ∈M , entonces M ⊂M , también M ⊂M , por lo tanto M = M , por lo cual
M es cerrado. �
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A continuación daremos a conocer unas desigualdades, las cuales serán de gran importan-
cia para nuestra investigación, sus demostraciones pueden consultarse en cualquier libro de
Análisis Funcional.

Desigualdades.

• Desigualdad de Hölder.

∞∑
j=1

|ξjηj| ≤

(
∞∑
k=1

|ξk|q
) 1

q
(
∞∑
m=1

|ηm|p
) 1

p

; 1/p+ 1/q = 1.

• Desigualdad de Cauchy-Schwartz.

∞∑
j=1

|ξjηj| ≤

(
∞∑
k=1

|ξk|2
) 1

2
(
∞∑
m=1

|ηm|2
) 1

2

.

• Desigualdad de Minkowsky.(
∞∑
j=1

|ξj + ηj|p
) 1

p

≤

(
∞∑
k=1

|ξk|p
) 1

p

+

(
∞∑
m=1

|ηm|q
) 1

q

; 1/p+ 1/q = 1.

Teorema 1.1.28. Toda sucesión convergente en un espacio métrico es una sucesión de
Cauchy.

Demostración:
Si xn → x, entonces para cada ε > 0, existe un N = N(ε) tal que d(xn, x) < ε

2
, ∀ n > N .

Utilizando la desigualdad del triángulo tenemos d(xm, xn) ≤ d(xm, x) + d(x, xn) < ε
2

+ ε
2

=
ε, ∀ n,m > N. Y por Definición 1.1.7 {xn} es de Cauchy. �

Proposición 1.1.29. Sea (X, d) un espacio métrico, entonces

a) Si {Vα}α∈I es una familia arbitraria de subconjuntos abiertos de X, entonces ∪α∈IVα
es un conjunto abierto.

b) La intersección de un número finito de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

c) El mismo espacio X y el conjunto vaćıo son abiertos en X.

La proposición anterior se cumple debido a la Definición 1.1.17, dado que la topoloǵıa es
inducida por una métrica.

Definición 1.1.30. (Espacio Normado). Un espacio normado es un espacio vectorial X
con una norma definida en él. Aqúı una norma en un espacio vectorial (real o complejo) X
es una función de valor real en X cuyo valor para x ∈ X se denota por

‖x‖ (léase “norma de x”).

Y cumple las siguientes propiedades:
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i) ‖x‖ ≥ 0.

ii) ‖x‖ = 0⇔ x = 0.

iii) ‖αx‖ = |α|‖x‖.

iv) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (Desigualdad del triángulo).

Aqúı x e y son vectores arbitrarios en X y α ∈ K. Una norma en X define una métrica d
en X que está dada por

d(x, y) = ‖x− y‖; x, y ∈ X. (1.1)

Y se llama métrica inducida por la norma. El espacio normado que se acaba de definir se
denota por (X, ‖ · ‖) o simplemente por X.

Definición 1.1.31. (Espacio `p(X)). Sea X un espacio normado, donde cada elemento en
el espacio `p(X) es una sucesión de la forma x = (ξ1, ξ2, ξ3, . . . ), donde

∞∑
j=1

|ξj|p <∞, p ≥ 1, fijo, y cuya norma está definida por ‖x− y‖ =

(
∞∑
j=1

|ξj − ηj|p
) 1

p

.

Definición 1.1.32. (Espacio `∞(X)). Sea X un espacio normado, definimos `∞(X) como
el espacio que contiene todas las sucesiones acotadas de X, es decir

x = (ξ1, ξ2, ξ3, . . . ) con |ξj| ≤ cx, para todo j = 1, 2, 3, . . . .

Donde cx es un número real que depende de x y no de j, cuya norma está definida por

‖x‖ = supj|ξj|.

Definición 1.1.33. (Espacio c0). Sea c0 un espacio normado con la norma ‖ · ‖ (véase
Definición 1.1.32). Definimos c0 = {{xn} : xn −→ 0}, es decir el espacio de sucesiones
escalares convergentes a cero.

Definición 1.1.34. (Espacio C[X]). Sea X un espacio normado y compacto, decimos que
C[X] es el espacio de todas las funciones continuas en X sobre un intervalo J , cuya norma
está definida por

‖x‖ = máx
t∈J
|x(t)|; J = [a, b].

Ejemplo 1.1.35. Sea X el conjunto de todas las funciones en R×R sobre J = [0, 1]× [0, 1],
aśı un elemento de este espacio son las funciones f : [0, 1] × [0, 1] −→ [0, 1] definida por
f(x, y) = 1− x

2
− y

2
es una función continua en [0, 1]. Aśı,

‖x‖ = máx
t∈J
|x(t)| = máx

t∈[0,1]

∣∣∣∣1− t

2
− t

2

∣∣∣∣ = 1.
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Definición 1.1.36. Una seminorma en un espacio vectorial E sobre K es una función
ρ : E −→ R tal que para todo x, y ∈ E y α ∈ K,

(i) ρ(x+ y) ≤ ρ(x) + ρ(y).

(ii) ρ(αx) = |α|ρ(x).

El siguiente lema nos da algunas de las propiedades de las seminormas, las cuales serán
de utilidad posteriormente.

Lema 1.1.37. Si ρ es una seminorma en un espacio vectorial X sobre K, entonces dados
x, y ∈ X tenemos

(a) ρ(0) = 0.

(b) |ρ(x)− ρ(y)| ≤ ρ(x− y).

(c) ρ(x) ≥ 0.

(d) {x ∈ X : ρ(x) = 0} es un subespacio de X.

Demostración:
Para el literal (a). Por Definición 1.1.36 (ii) tenemos que ρ(0 ∗ x) = |0|ρ(0) =⇒ ρ(0) = 0.

Para el literal (b). Tenemos que

ρ(x) = ρ(x− y + y) = ρ((x− y) + y) ≤ ρ(x− y) + ρ(y) =⇒ ρ(x)− ρ(y) ≤ ρ(x− y).

Análogamente,

ρ(y) = ρ(y − x+ x) = ρ((y − x) + x) ≤ ρ(y − x) + ρ(x); por Definición 1.1.36 (i)

=⇒ρ(y) ≤ ρ(y − x) + ρ(x) =⇒ ρ(y)− ρ(x) ≤ ρ(y − x) =⇒ ρ(y)− ρ(x) ≤ ρ((−1)(x− y))

=⇒(−1)(ρ(x)− ρ(y)) ≤ | − 1|ρ(x− y) =⇒ ρ(x)− ρ(y) ≥ −ρ(x− y).

Por tanto, |ρ(x)− ρ(y)| ≤ ρ(x− y).

Para el literal (c). Del literal (b) tenemos que

|ρ(x)− ρ(y)| ≤ ρ(x− y) =⇒ |ρ(x)− ρ(0)| ≤ ρ(x− 0) =⇒ |ρ(x)− 0| ≤ ρ(x)

=⇒|ρ(x)| ≤ ρ(x) =⇒ 0 ≤ |ρ(x)| ≤ ρ(x).

Por tanto, ρ(x) ≥ 0.

Y por último, para el literal (d). Para que el conjunto {x ∈ X : ρ(x) = 0} sea un subespacio
deX probaremos que dados x, y ∈ X y α, β ∈ K se cumple que ρ(αx+βy) = |α|ρ(x)+|β|ρ(y).
Luego

ρ(αx+ βy) ≤ ρ(αx) + ρ(βy) = |α|ρ(x) + |β|ρ(y); por Definición 1.1.36 (i)

=⇒ρ(αx+ βy) ≤ |α|ρ(x) + |β|ρ(y)

=⇒0 ≤ ρ(αx+ βy) ≤ |α|ρ(x) + |β|ρ(y); por literal (c).
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Si ρ(x) = ρ(y) = 0 se tiene que

|α|ρ(x) + |β|ρ(y) = |α| ∗ 0 + |β| ∗ 0 = 0.

Por lo que |α|ρ(x) + |β|ρ(y) = 0. Asi, 0 ≤ ρ(αx + βy) ≤ |α|ρ(x) + |β|ρ(y) = 0. Por tanto,
ρ(αx+ βy) = |α|ρ(x) + |β|ρ(y). �

Nótese que toda norma es una seminorma y que una seminorma no necesariamente es una
norma, una seminorma será una norma si cumple que ρ(x) = 0⇐⇒ x = 0.

Definición 1.1.38. Un espacio de Banach es un espacio normado completo (completo en la
métrica definida por la norma (ver Definición 1.1.30)).

Definición 1.1.39. Sean E y F espacios métricos y f : E −→ F , decimos que f es uni-
formemente continua si para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que si x, y ∈ E verifican que
||y − x|| < δ, entonces ||f(y) − f(x)|| < ε. Una definición equivalente es que f es unifor-
memente continua, para cualesquiera dos sucesiones {yn} y {xn} de puntos de E tales que
{yn − xn} −→ 0, se tiene que {f(yn)− f(xn)} −→ 0.

Ejemplo 1.1.40. El espacio `p de sucesiones acotadas (Definición 1.1.31) es un espacio de
Banach.

Demostración:
Por la Definición 1.1.31 sabemos que `p es un espacio normado, bastará probar que es com-
pleto. Sea {xm} ∈ `p una sucesión de Cauchy, donde xm = (ξ

(m)
1 , ξ

(m)
2 , · · · ), entonces dado

ε > 0, existe N ∈ N tal que para todo m,n > N ,

‖xm − xn‖ =

(
∞∑
j=1

|ξ(m)
j − ξ(n)

j |p
) 1

p

< ε. (1.2)

Se deduce que para cada j = 1, 2, · · · tenemos que

|ξ(m)
j − ξ(n)

j |p < ε ; (m,n > N). (1.3)

Elegimos un j fijo. De la Ecuación (1.3) vemos que (ξ
(1)
j , ξ

(2)
j , · · · ) es una sucesión de Cauchy

de números. Es convergente dado que R y C son completos, por lo que ξ
(m)
j −→ ξj cuando

m −→ ∞. Usando estos ĺımites, definimos x = (ξ1, ξ2, · · · ) y demostraremos que x ∈ `p y
que xm −→ x. De la Ecuación (1.2) tenemos que para todo m,n > N ,(

k∑
j=1

|ξ(m)
j − ξ(n)

j |p
) 1

p

< ε =⇒
k∑
j=1

|ξ(m)
j − ξ(n)

j |p < εp ; (k = 1, 2, · · · ).

Si n −→∞, para m > N obtenemos que

k∑
j=1

|ξ(m)
j − ξ(n)

j |p ≤ εp ; (k = 1, 2, · · · ).
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Ahora si k −→∞, entonces para m > N ,

∞∑
j=1

|ξ(m)
j − ξj|p ≤ εp. (1.4)

Esto demuestra que xm − x = (ξ
(m)
j − ξj) ∈ `p. Como xm ∈ `p, luego por la Desigualdad de

Minkowski (Ecuación (1.1)), tenemos que

x = xm + (x− xm) ∈ `p.

Además, la serie en la Ecuación (1.4) representa ‖xm − x‖p, de modo que la Ecuación (1.4)
implica que xm −→ x. Como {xm} ∈ `p es una sucesión arbitraria de Cauchy, tenemos que
`p es completo con 1 ≤ p < ∞. Y como `p es un espacio normado completo por Definición
1.1.38 es un espacio de Banach. �

Teorema 1.1.41. (Subespacio de un espacio de Banach). Un subespacio Y de un
espacio de Banach X es completo, si y sólo si Y es cerrado en X.

Demostración:
“=⇒”
Sea X un espacio de Banach. Supongamos que Y es un subespacio completo de X, proba-
remos que el conjunto Y es cerrado en X, es decir Y = Y . Como Y ⊂ Y , bastará probar
que Y ⊃ Y . Sea x ∈ Y . Como x ∈ Y , entonces ∃ {xn} ⊂ Y tal que {xn} → x; por Teorema
1.1.27 inciso a). Como {xn} es convergente, entonces {xn} es una sucesión de Cauchy (por
Teorema 1.1.27). Además por ser Y completo, {xn} → x ∈ Y ; por Definición 1.1.7. Por lo
cual Y ⊃ Y . Por tanto, Y = Y .

“⇐=”
Sea X un espacio de Banach. Supongamos que Y es un subespacio cerrado en X, probare-
mos que Y es completo, es decir toda sucesión de Cauchy converge. Sea {xn} ⊂ Y ⊂ X una
sucesión de Cauchy. Como X es un espacio de Banach por Definición 1.1.38 X es completo,
como X es completo por Definición 1.1.7, entonces {xn} → x ∈ X. Luego por Teorema
1.1.27 inciso a) tenemos que x ∈ Y , pero por hipótesis Y es cerrado, es decir Y = Y , por lo
que x ∈ Y = Y , entonces x ∈ Y . Por tanto, {xn} → x ∈ Y . Aśı Y es un subespacio completo
de X. �
Además de `p existen otros espacios comunes que son de Banach como lo es C[0, 1] cuya
demostración la presentamos a continuación.

Ejemplo 1.1.42. El espacio de funciones C[0, 1] donde [0, 1] es un intervalo cerrado en R
es un espacio de Banach (Definición 1.1.38).

Demostración:
Por la Definición 1.1.34 sabemos que C[0, 1] es un espacio normado, bastará probar que es
completo. Como R es completo y [0, 1] es cerrado, se concluye que [0, 1] es completo. Sea
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{fn} ∈ C[0, 1] una sucesión arbitraria de Cauchy. Entonces dado ε > 0, existe N1 ∈ N tal
que para todo m,n > N tenemos que

‖fn − fm‖ = máx
x∈[0,1]

|fn(x)− fm(x)| < ε, para m,n > N y x ∈ [0, 1]. (1.5)

Esto implica que para todo x ∈ [0, 1] la sucesión {fn(x)} es una sucesión de Cauchy, y al ser
[0, 1] completo tiene un ĺımite al que llamamos f(x). Además, f(x) ∈ [0, 1]. Tomando ĺımites
cuando m −→∞ en la Ecuación (1.5), para cada n ≥ N tenemos que,

‖fn − f‖ = máx{|fn(x)− f(x)| : x ∈ [0, 1]} < ε.

En consecuencia, para todo ε > 0, existe N ∈ N tal que si n ≥ N entonces se cumple
|fn(x)− f(x)| < ε para todo x ∈ [0, 1]. Por Definición 1.1.39, la convergencia de {fn} hacia
f es uniforme y al ser las fn continuas, aśı lo es f . Es decir, f ∈ C[0, 1] y por Definición
1.1.15, C[0, 1] es completo. Y como C[0, 1] es un espacio normado completo por Definición
1.1.38 es un espacio de Banach. �

Ejemplo 1.1.43. El espacio `∞ es un espacio de Banach.

Demostración:
Demostremos que `∞ es de Banach, para ello cabe mencionar que `∞ también es conocido
como (B(N), ‖·‖∞). Sea {fn}n∈N una sucesión de Cauchy, entonces ∀ ε > 0, ∃ n0 ∈ N; ‖fn−
fm‖ < ε, ∀ n,m ≥ n0, entonces {fn(x)}n∈N ⊂ R es de Cauchy para toda x en N, además
sabemos que,

|fn(x)− fm(x)| < ‖fn(x)− fm(x)‖ < ε =⇒ ∃ f(x) = ĺım
n−→∞

fn(x).

Donde f : N −→ R, con

|fn − fm| < ε, ∀ x ∈ N, ∀ n,m ≥ n0. (1.6)

Si m −→ ∞ se tiene que ∀ ε > 0, ∃ n0 ∈ N tal que |fn(x)− f(x)| < ε, ∀ n ≥ n0, ∀ x ∈ N.
Ahora bien, |fn(x)−f(x)| = |f(x)−fn(x)|, pero |fn(x)−f(x)| < ε, entonces |f(x)−fn(x)| <
ε, aplicando la desigualdad del triángulo para la resta tenemos,

|f(x)− fn(x)| < ε =⇒ |f(x)| − |fn(x)| ≤ |f(x)− fn(x)| < ε =⇒ |f(x)| − |fn(x)| < ε

=⇒|f(x)| < ε+ |fn(x)| pero |fn(x)| ≤ ‖fn(x)‖ < M

=⇒|f(x)| < ε+M, ∀ n ∈ N.

Por lo que f(x) ∈ `∞. Ahora bien, śı la Ecuación (1.6) tenemos, ∀ ε > 0, ∃ n0 ∈ N :
‖fn − f‖ < ε, entonces tenemos que fn converge a f , por Definición 1.1.7 `∞ es completo,

concluimos que `∞ es de Banach. �

Ejemplo 1.1.44. El espacio c0 es un espacio de Banach.
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Demostración:
Demostremos que c0 es de Banach. Para ello, primero demostremos que c0 es un espacio
cerrado de `∞. Sea {x(m)}∞m=1 una sucesión de Cauchy de elementos en c0 con

x(m) = (x
(m)
1 , x

(m)
2 , . . . , x(m)

n , . . .),

tal que converge en (`∞, ‖ · ‖∞) a un vector y = (y1, y2, . . . , yn, . . . , ) ∈ `∞, hemos de ver que
y ∈ c0, es decir que la sucesión {yn} es convergente a 0 ∈ K. Dado ε > 0, existe m0 tal que
si m ≥ m0

‖x(m) − y‖∞ <
ε

2
.

Como x(m0) ∈ c0, dado ε > 0, existe n0 tal que si n ≥ n0, |x(m)
n | < ε

2
. Entonces, si tomamos

a n ≥ máx{n0,m0}

|yn| = |yn − x(m0)
n + x(m0)

n | ≤ |yn − x(m0)
n |+ |x(m0)

n | ≤ ‖y − x(m0)
n ‖∞ + |x(m0)

n |

=⇒|yn| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Por lo que y ∈ c0, por tanto c0 es cerrado en `∞. Como c0 es cerrado en `∞ y `∞ es de
Banach, por Teorema 1.1.41, c0 es de Banach. �

Recordemos que en un espacio normado (X, ‖ · ‖), la topoloǵıa tiene como base al conjunto
de las bolas abiertas con centro en x y radio ε

Bε(x) = {y ∈ X : ‖x− y‖ < ε}.

Definición 1.1.45. Sea A ⊂ X, diremos que A es convexo si αx+ (1− α)y ∈ A, para todo
x, y ∈ A, α ∈ [0, 1].

Teorema 1.1.46. En un espacio normado X, las bolas abiertas y cerradas son conjuntos
convexos.

Demostración:
Para las bolas abiertas, Bε(x) = {y ∈ X : ‖x − y‖ < ε}. Para que Bε(x) sea convexo
demostraremos que para a, b ∈ Bε(x) y t ∈ [0, 1] se verifica que (1− t)a+ tb ∈ Bε(x). Como
a, b ∈ Bε(x) =⇒ ‖x− a‖ < ε y ‖x− b‖ < ε. Luego,

‖x− ((1− t)a+ tb)‖ = ‖x− a+ ta− tb‖
= ‖x− a+ ta− tb+ tx− tx‖
= ‖(x− tx− a+ ta) + (tx− tb)‖
= ‖((1− t)x− a(1− t)) + (t(x− b))‖
= ‖(1− t)(x− a) + t(x− b)‖
≤ |1− t|‖x− a‖+ |t|‖x− b‖; por Definición 1.1.30 (iv) y (iii).

Además,

‖x−((1−t)a+tb)‖ ≤ |1−t|‖x−a‖+|t|‖x−b‖ < |1−t|ε+|t|ε = ε =⇒ ‖x−((1−t)a+tb)‖ < ε.
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Por tanto, (1− t)a+ tb ∈ Bε(x). Por lo que las bolas abiertas son convexas.

Para las bolas cerradas, Bε(x) = {y ∈ X : ‖x − y‖ ≤ ε}. Para que Bε(x) sea convexo
demostraremos que para a, b ∈ Bε(x) y t ∈ [0, 1]; se verifica que (1− t)a+ tb ∈ Bε(x). Como
a, b ∈ Bε(x) =⇒ ‖x− a‖ ≤ ε y ‖x− b‖ ≤ ε. Luego,

‖x− ((1− t)a+ tb)‖ = ‖x− a+ ta− tb‖
= ‖x− a+ ta− tb+ tx− tx‖
= ‖(x− tx− a+ ta) + (tx− tb)‖
= ‖((1− t)x− a(1− t)) + (t(x− b))‖
= ‖(1− t)(x− a) + t(x− b)‖
≤ |1− t|‖x− a‖+ |t|‖x− b‖; por Definición 1.1.30 (iv) y (iii).

Además,

‖x−((1−t)a+tb)‖ ≤ |1−t|‖x−a‖+|t|‖x−b‖ ≤ |1−t|ε+|t|ε ≤ ε =⇒ ‖x−((1−t)a+tb)‖ ≤ ε.

Por tanto, (1− t)a+ tb ∈ Bε(x). Por lo que las bolas cerradas son convexas. �
Sabemos que el conjunto x + Bε(0) es abierto, pues es igual a la bola Bε(x); por lo que
podemos generalizar que si U es abierto en X, para x ∈ X el conjunto x + U es abierto en
X. La unión arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto, aśı ∪a∈A(a+ V ) es un
abierto en X, más aún

∪a∈A(a+ V ) = A+ V. (1.7)

Donde A + V = {a + v : a ∈ A, v ∈ V }. Implica que A + V es abierto en X. El siguiente
resultado dió pie a que se generalizara la noción de espacio normado a la de espacio vectorial
topológico.

Definición 1.1.47. Sea (X, ‖ · ‖) e (Y, ‖ · ‖). Una función T : (X, ‖ · ‖) −→ (Y, ‖ · ‖) se
dice que es continua sobre el punto x0 ∈ X, si para cada ε > 0, existe un δ > 0 tal que,
‖Tx − Tx0‖ < ε para toda x que satisface ‖x − x0‖ < δ. T es continuo, si es continuo en
todo punto de (X, ‖ · ‖).

Nótese que es equivalente decir, T es continuo śı, para cada subconjunto V abierto de Y , el
conjunto T−1(V ) es subconjunto abierto de X.

Proposición 1.1.48. Sea X un espacio normado, entonces

(i) La función suma de X ×X en X dada por f(x, y) = x+ y es continua.

(ii) La función producto por un escalar de K×X en X, dada por g(α, x) = αx, es continua.
Donde la norma está definida por ‖(x, y)‖ = ‖x‖+ ‖y‖.

Demostración:
Prueba del literal (i). Demostraremos que ĺımn−→∞ ‖f(xn, yn)− f(x, y)‖ = 0.
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Sea (xn, yn) −→ (x, y), es decir xn −→ x, yn −→ y, aśı

‖f(xn, yn)− f(x, y)‖ = ‖xn + yn − (x+ y)‖
=⇒‖f(xn, yn)− f(x, y)‖ = ‖xn + yn − x− y‖
=⇒‖f(xn, yn)− f(x, y)‖ ≤ ‖xn − x‖+ ‖yn − y‖; por desigualdad del triángulo

=⇒ ĺım
n−→∞

‖f(xn, yn)− f(x, y)‖ ≤ ĺım
n−→∞

‖xn − x‖+ ĺım
n−→∞

‖yn − y‖

=⇒ ĺım
n−→∞

‖f(xn, yn)− f(x, y)‖ ≤ 0,

pero sabemos que, ‖ · ‖ ≥ 0, entonces

ĺım
n−→∞

‖f(xn, yn)− f(x, y)‖ = 0.

Por tanto, f es continua.

Prueba del literal ii). Demostraremos que, ĺımn−→∞ ‖g(αn, yn)− g(α, y)‖ = 0.
Sea (αn, yn) −→ (α, y), es decir αn −→ α, yn −→ y, aśı

‖g(αn, yn)− g(α, y)‖ = ‖αnyn − (αy)‖
=⇒‖g(αn, yn)− g(α, y)‖ = ‖αnyn − αy + αny − αny‖
=⇒‖g(αn, yn)− g(α, y)‖ ≤ ‖αn(yn − y) + (αny − αy)‖
=⇒‖g(αn, yn)− g(α, y)‖ ≤ ‖αn(yn − y)‖+ ‖(αn − α)y‖; por desigualdad del triángulo

=⇒‖g(αn, yn)− g(α, y)‖ ≤ |αn|‖yn − y‖+ |αn − α|‖y‖
=⇒ ĺım

n−→∞
‖g(αn, yn)− g(α, y)‖ ≤ ĺım

n−→∞
|αn|‖yn − y‖+ ĺım

n−→∞
|αn − α|‖y‖

=⇒ ĺım
n−→∞

‖g(αn, yn)− g(α, y)‖ ≤ 0,

pero sabemos que, ‖ · ‖ ≥ 0, entonces

ĺım
n−→∞

‖g(αn, yn)− g(α, y)‖ = 0.

Por tanto, g es continua. �

De la continuidad de las operaciones en un espacio normado, obtenemos las siguientes rela-
ciones entre cerraduras e interiores de sumas de conjuntos, que nos dan información sobre
la topoloǵıa del espacio. Dado un espacio vectorial X, se pueden definir distintas normas
sobre él. Si dos de ellas inducen la misma topoloǵıa sobre X, los espacios normados que se
obtienen tienen la misma estructura algebraica y topológica y en ese sentido son el mismo.

Definición 1.1.49. Dos normas ‖ · ‖1 y ‖ · ‖2 en un espacio vectorial X son equivalentes si
inducen la misma topoloǵıa en X.

Lema 1.1.50. Si ρ y σ son seminormas en un espacio vectorial X, entonces los siguientes
enunciados son equivalentes

i) ρ(x) ≤ σ(x) para toda x ∈ X.
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ii) {x ∈ X : σ(x) < 1} ⊂ {x ∈ X : ρ(x) < 1}, es decir, ρ(x) < 1 siempre que σ(x) < 1.

iii) {x ∈ X : σ(x) ≤ 1} ⊂ {x ∈ X : ρ(x) ≤ 1}, es decir, ρ(x) ≤ 1 siempre que σ(x) ≤ 1.

iv) {x ∈ X : σ(x) < 1} ⊂ {x ∈ X : ρ(x) ≤ 1}, es decir, ρ(x) ≤ 1 siempre que σ(x) < 1.

Demostración:
Sea x ∈ X. Demostraremos las equivalencias como sigue a continuación.

(i) =⇒ (ii). Supongamos que se cumple i), además de ii), se tiene que σ(x) < 1, aśı,

ρ(x) ≤ σ(x) =⇒ ρ(x) ≤ σ(x) < 1 =⇒ ρ(x) < 1.

(i) =⇒ (iii). Supongamos que se cumple ii), además de iii), se tiene que σ(x) ≤ 1, aśı,

ρ(x) ≤ σ(x) =⇒ ρ(x) ≤ σ(x) ≤ 1 =⇒ ρ(x) ≤ 1.

(i) =⇒ (iv). Supongamos que se cumple i), además de iv), se tiene que σ(x) < 1, aśı,

ρ(x) ≤ σ(x) =⇒ ρ(x) ≤ σ(x) < 1 =⇒ ρ(x) ≤ 1.

(ii) =⇒ (iv). Supongamos que se cumple ii), además de iv), se tiene que σ(x) < 1, aśı,

σ(x) < 1 =⇒ ρ(x) < 1 para toda x ∈ X =⇒ ρ(x) ≤ 1.

(iii), (iv) =⇒ (i). Supongamos que se cumple iii) o iv), ya que es la misma hipótesis para
ambos y ε > 0, entonces

ρ

(
x

σ(x) + ε

)
=

1

|σ(x) + ε|
ρ(x) =⇒ ρ(x)

σ(x) + ε
≤ 1 =⇒ ρ(x) ≤ σ(x) + ε.

Como la última desigualdad es cierta para todo ε > 0, ρ(x) ≤ σ(x) para todo x ∈ X. Luego,
los enunciados son equivalentes. �

Proposición 1.1.51. Sea X un espacio normado, dos normas ‖ · ‖1 y ‖ · ‖2 en X son
equivalentes si y sólo si existe M > 0 tal que para toda x ∈ X

1

M
‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤M‖x‖1. (1.8)

Demostración:
“=⇒”
Supongamos que ‖·‖1, ‖·‖2 son equivalentes. Por Definición 1.1.49, como {x ∈ X : ‖x‖1 < 1}
es una vecindad de cero en la topoloǵıa inducida por ‖ · ‖2. Por lo tanto, existe ε > 0 tal que,

{x ∈ X : ‖x‖2 < ε} ⊂ {x ∈ X : ‖x‖1 < 1}.

Si en el Lema 1.1.50 ii) implica i), tomamos ρ(x) ≤ σ(x), entonces σ(x) = 1
ε
‖x‖2 y ρ(x) =

‖x‖1. De manera análoga, por Definición 1.1.49, como {x ∈ X : ‖x‖2 < 1} es una vecindad
de cero en la topoloǵıa inducida por ‖ · ‖1. Por lo tanto, existe r > 0 tal que,

{x ∈ X : ‖x‖1 < r} ⊂ {x ∈ X : ‖x‖2 < 1}.

Si en el Lema 1.1.50 ii) implica i), tomamos σ(x) = r‖x‖2 y ρ(x) = ‖x‖1, entonces r‖x‖2 ≤
‖x‖1, por lo que ‖x‖2 ≤ 1

r
‖x‖1.Luego, seaM = máx(1

ε
, 1
r
), entonces 1

M
‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤M‖x‖1.

Análogamente el regreso. �
16



1.2. OPERADORES LINEALES

Como las funciones entre espacios vectoriales que preservan la estructura vectorial son las
llamadas lineales, estamos particularmente interesados en ellas, pero recordar que los espacios
que estamos estudiando están dotados de una topoloǵıa y la forma en que se preservan la
topoloǵıa es mediante funciones continuas. Si X e Y son espacios normados, cuando no haya
peligro de confusión denotaremos la norma en ambos espacios por ‖ ·‖ y cuando necesitemos
especificar, escribiremos ‖ · ‖X y ‖ · ‖Y .

Definición 1.2.1. Sean X y Y dos espacios normados sobre K. Un operador lineal es una
función lineal T : X −→ Y denotado por Tx, al operador evaluado en x. A los operadores de
f : X −→ K les llamaremos funcionales, serán denotados por f(x) al funcional evaluado en
x. Un operador lineal T : X −→ Y es una isometŕıa, si para toda x ∈ X, ‖Tx‖ = ‖x‖. Si un
operador lineal T : X −→ Y es biyectivo y además es un homeomorfismo (U es abierto en
X si y sólo si f(U) es abierto en Y ), entonces diremos que es un isomorfismo de espacios
normados. Si T es una isometŕıa, diremos que X y Y son isométricamente isomorfos.

Cabe resaltar que los espacios isométricamente isomorfos son aquellos que tienen la mis-
ma estructura topológica, algebraica y métrica, mientras que en los espacios isomorfos sólo
podemos asegurar que tienen la misma estructura topológica y algebraica, debido a que existe
una biyección con inversa continua.

El siguiente teorema nos da algunas condiciones equivalentes para la continuidad de un
operador. De hecho, a los operadores lineales continuos entre espacios normados se les llama
también operadores lineales acotados, ya que si satisfacen (c) en el siguiente teorema, la
imagen bajo T de conjuntos acotados es un conjunto acotado. Es importante no confundir
esta definición con la definición usual de función acotada, es decir aquella cuyo rango es
acotado; en este sentido el único operador lineal acotado es el identicamente cero pues el
rango de todo operador lineal es un subespacio del contradominio.

Teorema 1.2.2. Sean X e Y espacios normados y T : X −→ Y un operador lineal, entonces
son equivalentes

(a) T es continuo en 0.

(b) T es continuo.

(c) Para cada x ∈ X, existe una constante C > 0 tal que ‖Tx‖ ≤ C‖x‖.

Demostración:
(a) =⇒ (b). Sea x, y ∈ X, asi x − y ∈ X y supongamos que T es continua en 0, por lo que
para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que ‖Tx−y − T0‖ < ε siempre que ‖(x− y)− 0‖ < δ. Luego,

‖Tx−y − T0‖ = ‖Tx − Ty − T0‖ = ‖Tx − Ty+0‖ = ‖Tx − Ty‖.

Por lo que ‖Tx − Ty‖ = ‖Tx−y − T0‖ < ε, entonces ‖Tx − Ty‖ < ε. Por tanto, T es continuo.
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(b) =⇒ (c). Supongamos que T es continua en algún punto x0 ∈ X, entonces dado ε > 0,
existe δ > 0 tal que ‖Tx − Tx0‖ < ε siempre que ‖x − x0‖ < δ. Sea y 6= 0, arbitrariamente
dado en X y x = x0 + δ

‖y‖y, entonces

x− x0 =
δ

‖y‖
y =⇒ ‖x− x0‖ =

δ

‖y‖
‖y‖ = δ.

Como ‖x− x0‖ = δ por definición de continuidad y como T es un operador lineal, entonces

‖Tx − Tx0‖ = ‖Tx−x0‖ =
∥∥∥T δ

‖y‖y

∥∥∥ =

∥∥∥∥ δ

‖y‖
Ty

∥∥∥∥ =
δ

‖y‖
‖Ty‖.

Por lo que δ
‖y‖‖Ty‖ = ‖Tx − Tx0‖ < ε, aśı

δ

‖y‖
‖Ty‖ < ε =⇒ ‖Ty‖ <

ε

δ
‖y‖ =⇒ ‖Ty‖ < C‖y‖; C =

ε

δ
> 0.

Por tanto, T es acotada.

(c) =⇒ (a). Sean T 6= 0, x0 ∈ X y ε > 0. Como T 6= 0, entonces ‖T‖ 6= 0. Al ser T es
un operador lineal acotado, para todo x ∈ X se tiene que ‖x− x0‖ < δ; con δ = ε

‖T‖ , por lo
que

‖Tx − Tx0‖ = ‖Tx−x0‖ ≤ ‖T‖‖x− x0‖ < ‖T‖δ = ‖T‖ ε

‖T‖
= ε.

Por tanto, T es continuo. �

La equivalencia entre (a) y (c) permite definir la norma entre operadores continuos. En efec-
to, si T : X −→ Y es un operador lineal continuo, por (c), existe C tal que ‖Tx‖ ≤ C‖x‖.
Entonces definimos la norma de un operador como sigue.

Definición 1.2.3. Sean X e Y espacios normados y T : X −→ Y un operador lineal
continuo. Definimos la norma de un operador T por

‖T‖ = ı́nf{C : ‖Tx‖ ≤ C‖x‖,∀ x ∈ X},

o, equivalentemente,
‖T‖ = sup

‖x‖≤1

‖Tx‖. (1.9)

De igual forma definimos la norma en un funcional acotado como,

‖f‖ = sup
x∈D(f)
x 6=0

|f(x)|
‖x‖

.

Denotaremos por B(X, Y ), al espacio de los operadores lineales continuos de X en Y
con la norma anterior. Cuando X = Y denotaremos a B(X,X) simplemente por B(X). Si
Y = K, el espacio B(X,K) se denota por X∗, y es conocido como el espacio dual de X. A
continuación veremos que el operador T : `p −→ `1 pertenece a B(`p, `1) este resultado es
muy importante para los capitulos posteriores.
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Ejemplo 1.2.4. Sean X = `p, 1 < p <∞, Y = `1 y T : `p −→ `1 dado por

T ({xn}n∈N) =
{xn
n

}
n∈N

.

Entonces T ∈ B(X, Y ) con ‖T‖ =
(∑∞

n=1
1
nq

) 1
q donde 1

p
+ 1

q
= 1.

Demostración:
En primer comprobaremos que T está bien definido. En efecto, si {xn}n∈N ∈ `p, como{

1
n

}
n∈N ∈ `

q (pues 1 < q <∞), entonces
{
xn
n

}
n∈N ∈ `

1. Ya que

‖T ({xn}n∈N)‖1 =

∥∥∥∥{xnn }n∈N
∥∥∥∥

1

=
∞∑
n=1

|xn|
n

=
∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣ |xn| ≤

(
∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣q
) 1

q
(
∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

.

Este último resultado por la desigualdad de Hölder, luego

‖T ({xn}n∈N)‖1 ≤

(
∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣q
) 1

q
(
∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

=

∥∥∥∥{ 1

n

}
n∈N

∥∥∥∥
q

‖{xn}n∈N‖p <∞.

Por tanto, T ({xn}n∈N) =
{xn
n

}
n∈N

está en `1.

Ahora verificaremos que es lineal. Sean α, β ∈ K y {xn}n∈N, {yn}n∈N ∈ `p, tenemos que

T (α{xn}n∈N + β{yn}n∈N) =

{
αxn + βyn

n

}
n∈N

=
{
α
xn
n

+ β
yn
n

}
n∈N

=⇒T (α{xn}n∈N + β{yn}n∈N) = α
{xn
n

}
n∈N

+ β
{yn
n

}
n∈N

= αT{xn}n∈N + βT{yn}n∈N

Por lo que T es lineal.

Para ver que es continua usaremos la desigualdad de Hölder,

‖T ({xn}n∈N)‖1 =

∥∥∥∥{xnn }n∈N
∥∥∥∥

1

=
∞∑
n=1

|xn|
n

=
∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣ |xn| ≤

(
∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣q
) 1

q
(
∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

=⇒‖T ({xn}n∈N)‖1 ≤

(
∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣q
) 1

q
(
∞∑
n=1

|xn|p
) 1

p

=

∥∥∥∥{ 1

n

}
n∈N

∥∥∥∥
q

‖{xn}n∈N‖p.

Por Teorema 1.2.2, T es continuo.

Ahora probaremos que ‖T‖ =
(∑∞

n=1
1
nq

) 1
q . Sea Cq =

(∑∞
n=1

1
nq

) 1
q . Para probar que ‖T‖ = Cq

es suficiente encontrar {xn}n∈N tal que ‖{xn}n∈N‖p = 1 y ‖T ({xn}n∈N)‖1 = Cq. Consideremos

xn =
C
−q/p
q

nq−1 , para n ∈ N. Además 1
p

+ 1
q

= 1 de donde se deduce que,

1

p
+

1

q
= 1 =⇒ 1

p
= 1− 1

q
=⇒ p =

1

1− 1

q

=
1

q − 1

q

=
q

q − 1
=⇒ p =

q

q − 1

=⇒ p(q − 1) = q =⇒ q − 1 =
q

p
.
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De los pasos anteriores hemos de resaltar las siguientes igualdades q − 1 = q
p

, p =
q

q − 1
y

1

p
=
q − 1

q
.Luego,

‖{xn}n∈N‖p =

∥∥∥∥∥C−q/pq

nq−1

∥∥∥∥∥
p

= C−q/pq

∥∥∥∥ 1

nq−1

∥∥∥∥
p

= C−q/pq

(
∞∑
n=1

(
1

nq−1

)p) 1
p

=⇒‖{xn}n∈N‖p = C−q/pq

(
∞∑
n=1

1

n(q−1)p

) 1
p

; pero p =
q

q − 1

=⇒‖{xn}n∈N‖p = C−q/pq

(
∞∑
n=1

1

n(q−1) q
q−1

) 1
p

= C−q/pq

(
∞∑
n=1

1

nq

) 1
p

; pero
1

p
=
q − 1

q

=⇒‖{xn}n∈N‖p = C−q/pq

(
∞∑
n=1

1

nq

) q−1
q

= C−q/pq

( ∞∑
n=1

1

nq

) 1
q

q−1

; pero Cq =

(
∞∑
n=1

1

nq

) 1
q

=⇒‖{xn}n∈N‖p = C−q/pq Cq−1
q ; pero q − 1 =

q

p

=⇒‖{xn}n∈N‖p = C−q/pq Cq/p
q = C−q/p+q/pq = C0

q = 1.

Por otro lado:

‖T ({xn}n∈N)‖1 =
∞∑
n=1

|xn|
n

=
∞∑
n=1

∣∣∣C−q/pq

nq−1

∣∣∣
n

=
∞∑
n=1

C
−q/p
q

nq−1n
=
∞∑
n=1

C
−q/p
q

nq−1+1
=
∞∑
n=1

C
−q/p
q

nq

=⇒‖T ({xn}n∈N)‖1 = C−q/pq

∞∑
n=1

1

nq
= C−q/pq

( ∞∑
n=1

1

nq

) 1
q

q

= C−q/pq Cq
q = Cq.

Sabemos que

‖T‖ = sup
x 6=0

‖T ({xn}n∈N)‖1

‖{xn}n∈N‖p
=
Cq
1

= Cq =

(
∞∑
n=1

1

nq

) 1
q

Por tanto, ‖T‖ =
(∑∞

n=1
1
nq

) 1
q . �

Cuando el operador es un funcional, además de las condiciones mencionadas en el teore-
ma anterior, hay otras condiciones equivalentes a la continuidad.

Definición 1.2.5. Sea D un conjunto de (X, d), diremos que D es denso en X si D = X.

Lema 1.2.6. Un subconjunto D de X es denso en X si y sólo si para cada conjunto abierto
U 6= ∅, tenemos U ∩D 6= ∅.

Demostración:
“⇐=”
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Sea U un conjunto abierto, tal que U ∩D = ∅, entonces D ⊆ X−U ( X. Puesto que X−U
es cerrado, tenemos que D ⊆ X − U ( X, por Definición 1.2.5, D no es denso en X.

“ =⇒”
Supongamos que D no es denso en X, entonces D ( X y por lo tanto, existe un conjunto U
abierto de X tal que, U 6= ∅, U = X−D, aśı U ∩D = ∅, pero D ⊂ D, por lo que U ∩D = ∅.
�

Proposición 1.2.7. Sea f : X −→ K un funcional en un espacio normado X. Si existe
x ∈ X con f(x) 6= 0, entonces son equivalentes

(i) f es continua.

(ii) El espacio nulo de f , ker f , es cerrado.

(iii) El ker f no es denso en X.

Demostración:
(i) =⇒ (ii). Supongamos que f es continua. Como {0} es un conjunto cerrado en K (los
unipuntuales son cerrados en R y C), entonces ker f = f−1({0}), por continuidad de f ,
f−1({0}) es cerrado en X. Por tanto, ker f es cerrado en X.

(ii) =⇒ (iii). Supongamos que ker f es cerrado en X, es decir ker f = ker f , como exis-
te x tal que f(x) 6= 0, entonces ker f 6= X y aśı ker f = ker f 6= X. Por tanto, ker f no es
denso en X.
(iii) =⇒ (i). Supongamos que el ker f no es denso en X, entonces existen x ∈ X y r > 0
tales que

Br(x) ∩ ker f = ∅. (1.10)

Veremos que existe C > 0 tal que ‖f(y)‖ < C para toda y ∈ Br(x). Si no existiere tal C,
dado n ∈ N existiŕıa yn ∈ Br(x) con |f(yn)| ≥ n + |f(x)|. Como Br(x) = x + Br(0), esto
implica que existe zn ∈ Br(0) tal que yn = x+ zn y |f(zn)| ≥ n.
Sea w ∈ K con |w| < n, entonces |w| < |f(zn)| y existe α ∈ K con |α| ≥ 1 tal que
w = αf(zn) = f(αzn). Por lo tanto, Bn(0) ⊂ f(Br(0)), como esto se cumple para cada n,
tenemos que f(Br(0)) = K y también f(Br(x)) = K, lo cual contradice la Ecuación (1.10).
Finalmente, dado ε > 0,

|f(x)− f(y)| = |f(x− y)| ≤ ‖f‖‖(x− y)‖ < ‖f‖(‖x‖+ ‖y‖) < ‖f‖(C + C) = ‖f‖2C

=⇒|f ||(x− y)| < ‖f‖2C =⇒ |(x− y)| < ‖f‖2C
|f |

δ.

Si δ = |f |ε
‖f‖2C obtenemos que |f(x) − f(y)| < ε para toda y ∈ Bδ(x), es decir, f es continua

en x, luego por el Teorema 1.2.2 (c) obtenemos que f es continua. �

La proposición anterior no necesariamente es cierta para operadores entre espacios de Ba-
nach, para ello presentamos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.2.8. Sea f : c0 −→ R lineal discontinua y sea T : c0 −→ c0 definido como
sigue, para x = (x1, x2, . . .) ∈ c0, T (x1, x2, . . .) = (f(x), x1, x2, . . .). Demuestre que T es un
operador lineal con kerT cerrado y que no es continuo.

Demostración:
Hemos demostrado que c0 es un espacio de Banach (Ejemplo 1.1.44) y como R es un espacio
normado completo también es de Banach. Primero probaremos que T es lineal. Sean α, β ∈ K
y x = (x1, x2, . . .), y = (y1, y2, . . .) ∈ c0, tenemos que

T (αx+ βy) = T (α(x1, x2, . . .) + β(y1, y2, . . .)) = T ((αx1, αx2, . . .) + (βy1, βy2, . . .))

=⇒T (αx+ βy) = T (αx1 + βy1, αx2 + βy2, . . .) = (f(αx+ βy), αx1 + βy1, αx2 + βy2, . . .)

=⇒T (αx+ βy) = (αf(x) + βf(y), αx1 + βy1, αx2 + βy2, . . .)

=⇒T (αx+ βy) = (αf(x), αx1, αx2, . . .) + (βf(y), βy1, βy2, . . .)

=⇒T (αx+ βy) = α(f(x), x1, x2, . . .) + β(f(y), y1, y2, . . .) = αT (x) + βT (y).

Por lo que T es un operador lineal. Por definición del kerT , se tiene que

kerT = {x ∈ c0 : Tx = 0} = {x ∈ c0 : (f(x), x1, x2, . . .) = 0}
=⇒ kerT = {x ∈ c0 : f(x), x1, x2, . . . = 0} = {(0, 0, . . .)}.

Veamos que el kerT es cerrado. Sea {xn}∞n=1 ∈ kerT .

{xn}∞n=1 ∈ kerT =⇒ {xn}∞n=1 −→ 0 ∈ kerT.

Por Teorema 1.1.27 b), el kerT es cerrado. Observemos que T no es continua dado que su
primer componente está formada por f(x) donde f es discontinua, por lo que la Proposición
1.2.7 no es cierta para operadores entre espacios de Banach. �

Lema 1.2.9. La función norma es continua y está definida por

f : X −→ R
x ‖x‖.

Demostración:
Para demostrar que la función norma es continua, demostraremos que ∀ ε > 0, ∃ δ >
0, tal que, ∀ x, y ∈ X se cumple que |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ε siempre que ‖x− y‖ ≤ δ.
Sea ε > 0. Sabemos que ‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x − y‖ y además ‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖y − x‖. Pero por
propiedad de métrica ‖x− y‖ = d(y, x) = d(x, y) = ‖y−x‖, entonces ‖x− y‖ = ‖y−x‖, por
propiedad de valor absoluto tenemos |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x − y‖. Si tomamos a δ = ε tenemos
que |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ε. Luego por definición de continuidad, f es continua. �

Proposición 1.2.10. Sean X un espacio normado y Y un espacio de Banach. Entonces
B(X, Y ) es un espacio de Banach.

Demostración:
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Sea {Tn} ∈ B(X, Y ) una sucesión de Cauchy arbitraria. Demostraremos que {Tn} converge
a un operador T ∈ B(X, Y ). Como {Tn} es de Cauchy, para cada ε > 0, existe un N ∈ N tal
que

‖Tn − Tm‖ < ε : (m,n > N). (1.11)

Para todo x ∈ X y m,n > N , tenemos que

‖Tnx− Tmx‖ = ‖(Tn − Tm)x‖ ≤ ‖Tn − Tm‖‖x‖ < ε‖x‖. (1.12)

Ahora para cada x fijo y dado ε podemos escoger ε = εx tal que εx‖x‖ < ε. Entonces en la
Ecuación (1.11) tenemos

‖Tnx− Tmx‖ < ε,

por lo que {Tnx} es de Cauchy en Y . Como Y es completo, {Tnx} converge, es decir, Tnx −→
y. Observemos que el ĺımite y ∈ Y dependiendo de la elección de x ∈ X. Esto define un
operador T : X −→ Y , donde y = Tx. El operador T es lineal dado que

ĺımTn(αx+ βz) = ĺım (αTnx+ βTnz) = α ĺımTnx+ β ĺımTnz.

Ahora probaremos que T es acotado y que Tn −→ T , es decir ‖Tn − T‖ −→ 0. Como en la
Ecuación (1.12) se mantiene para cada m > N y Tmx −→ Tx cuando m −→ ∞. Usando la
continuidad de la norma, entonces obtendremos de la Ecuación (1.12) que para cada n > N
y para todo x ∈ X

‖Tnx− Tx‖ =
∥∥∥Tnx− ĺım

m−→∞
Tmx

∥∥∥ = ĺım
m−→∞

‖Tnx− Tmx‖ ≤ ε‖x‖. (1.13)

Esto demuestra que (Tn−T ) con n > N es un operador lineal acotado. Como Tn es acotado,
T = Tn − (Tn − T ) es acotado, es decir, T ∈ B(X, Y ). Además, si en la Ecuación (1.13)
tomamos al supremo de los x con norma 1, tenemos que ‖Tn− T‖ ≤ ε; (n > N). Por tanto,
‖Tn − T‖ −→ 0. �

1.3. ESPACIOS COCIENTES Y SUMAS DIRECTAS

Definición 1.3.1. Sea X un espacio normado y Y un subespacio cerrado de X. Definimos
la norma cociente en X/Y , para x̃ = x+ Y por

‖x̃‖ = ı́nf{‖x+ y‖ : y ∈ Y }. (1.14)

Al espacio X/Y con la norma cociente lo llamaremos espacio cociente, donde X/Y está
definido como el conjunto de las clases laterales de la forma: x+Y = {z : z = x+y, y ∈ Y }.

Ejemplo 1.3.2. Sea X = R3 y Y = {(ξ1, 0, 0) : ξ1 ∈ R}. Encuentre X/Y , X/X, X/{0}.

Demostración:
Para X/Y , podemos deducir (geométricamente) que los elementos de X/Y son lineas pa-
ralelas al eje ξ1. Es decir, por definición, X/Y = {x + Y : x ∈ X}; para un x0 fijo con
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x0 = (ξ0
1 , ξ

0
2 , ξ

0
3),

x0 + Y = {(ξ0
1 , ξ

0
2 , ξ

0
3) + (ξ1, 0, 0) : ξ1 ∈ R} = {(ξ̃1, ξ

0
2 , ξ

0
3) : ξ̃1 ∈ R}.

Esto corresponde a una ĺınea paralela al eje ξ1. Por lo que X/Y son las lineas paralelas a ξ1

Ahora para X/X, tenemos por definición que X/X = {x+X : x ∈ X}; aśı x+y ∈ X; y ∈ X
para todo x ∈ X por lo que X/X = {0}.
Por último, para X/{0} tenemos que

X/{0} = {x+ {0} : x ∈ X} = {x : x ∈ X} = X.

Aśı X/{0} = X, bajo cierta identificación. �

Teorema 1.3.3. Sean X un espacio normado y Y un subespacio cerrado de X. Entonces

a) La Ecuación (1.14) define una norma en X/Y .

b) La proyección q : X −→ X/Y cumple que ‖q‖ ≤ 1 y por lo tanto, q es continua.

c) Si X es un espacio de Banach, también lo es X/Y .

d) U es abierto en X/Y si y sólo si q−1 (U) es abierto en X.

e) Si V es abierto en X, entonces q(V ) es abierto en X/Y .

Demostración:
Demostraremos a), para ello la Ecuación (1.14) debe definir una norma, es decir que cumplir
las propiedades en la Definición 1.1.30.

Primero demostraremos que ‖x̃‖ ≥ 0. Sabemos que ‖x̃‖ = inf{‖x + y‖ : y ∈ Y }, pero
‖x+ y‖ ≥ 0, entonces ı́nf{‖x+ y‖ : y ∈ Y } ≥ 0. Por tanto, ‖x̃‖ ≥ 0.

Ahora demostraremos que ‖x̃‖ = 0⇐⇒ x̃ = 0. Si ‖x̃‖ = 0 tenemos que

‖x̃‖ = 0 =⇒ inf{‖x+ y‖ : y ∈ Y } = 0 =⇒ ‖x+ y‖ = 0.

Pero ‖x+ y‖ es una norma, luego

x+ y = 0 =⇒ x = −y =⇒ x ∈ Y =⇒ x̃ = Y, i.e x̃ = 0.

Por tanto, x̃ = 0. Ahora si x̃ = 0, se tiene que

x̃ = 0 =⇒ x+Y = Y =⇒ ∃ y ∈ Y ; x+ y = 0 =⇒ ‖x+ y‖ = 0 =⇒ inf{‖x+ y‖; y ∈ Y } = 0.

Por tanto, ‖x̃‖ = 0.
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Ahora demostraremos que ‖x̃ + ỹ‖ ≤ ‖x̃‖ + ‖ỹ‖. Sabemos que ‖x̃+ y‖ = ‖x̃ + ỹ‖ por
lo que ‖x̃+ ỹ‖ = ‖x̃+ y‖ = inf{‖(x+ y) + z‖; z ∈ Y }. Luego

‖x̃+ ỹ‖ = inf{‖(x+ z) + (y + z)‖; z ∈ Y } ≤ inf{‖(x+ z)‖+ ‖(x+ z)‖; z ∈ Y }
=⇒‖x̃+ ỹ‖ ≤ inf{‖(x+ z)‖; z ∈ Y }+ inf{‖(x+ z)‖; z ∈ Y } = ‖x̃‖+ ‖ỹ‖

Por tanto, ‖x̃+ ỹ‖ ≤ ‖x̃‖+ ‖ỹ‖.

Seguidamente demostraremos que ‖αx̃‖ = |α|‖x̃‖.

‖αx̃‖ = inf{‖α(x+ y)‖; y ∈ Y } = inf{|α|‖(x+ y)‖; y ∈ Y } = |α|inf{‖(x+ y)‖; y ∈ Y }
=⇒‖αx̃‖ = |α‖x̃‖.

Por tanto, ‖αx̃‖ = |α‖x̃‖. Por lo cual concluimos que la Ecuación (1.14) define una norma
en X/Y .

Ahora demostraremos b). Como ‖q(x)‖ = inf{‖x + y‖; y ∈ Y } ≤ ‖x‖, ∀x ∈ X. Por Lema
1.1.50 inciso iv) si tomamos a ‖q(x)‖ = ρ(x) y ‖x‖ = σ(x) tenemos ‖q‖ < 1 y por Teorema
1.2.2, q es continua.

Demostraremos c). Sea {xn}∞n=1 una sucesión de Cauchy en X/Y. Podemos extraer una
subsucesión {xnk} tal que

‖x̃nk − x̃nk+1
‖ = ‖xnk − x̃nk+1

‖ < 1

2k
.

Construiremos dicha sucesión de Cauchy en X de la siguiente manera. Sea y1 = 0; por la
definición de norma cociente, existe y2 ∈ Y tal que

‖x̃n1 − x̃n2 + y2‖ ≤ ‖xn1 − x̃n2‖+
1

2
< 1.

Podemos elegir y ∈ Y tal que

‖x̃n2 − x̃n3 + y‖ ≤ ‖xn2 − x̃n3‖+
1

22
< 1.

Entonces si y3 = y2 − y obtenemos

‖(xn2 + y2)− (xn3 + y3)‖ ≤ ‖xn2 − x̃n3‖+
1

22
<

1

2
.

Continuando de esta manera construimos una sucesión {yn}∞n=1 ⊂ Y tal que

‖(xnk + yk)− (xnk+1
+ yk+1)‖ ≤ ‖xnk − x̃nk+1

‖+
1

2k
<

1

2k−1
.

Entonces {xnk + yk}∞k=1 es una sucesión de Cauchy en X, y como X es completo (por hipóte-
sis), converge a algún punto x0 ∈ X. Por otra parte, por b), tenemos x̃nk = q(xnk + yk)
converge a q(x0) = x̃0. Como {x̃n}∞n=1 es de Cauchy, tenemos que converge al mismo ĺımite
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que su subsucesión y por definición, X/Y es completo.

Demostraremos d). Sea U abierto en X/Y . Por b) tenemos que q es continua, por defi-
nición de continuidad q−1(U) es abierto en X. Supongamos ahora que A ⊂ X/Y , y que
q−1(A) es abierto en X y que x0 ∈ q−1(A). Entonces ∃ > 0 tal que Bε(x0) ⊂ q−1(A), luego,
si ‖x − x0‖ < ε, entonces q(x) ∈ A. Ahora bien, por como está definida la norma en X/Y
tenemos que, existe y ∈ Y : ‖x0 − x+ y‖ < ε. Entonces

‖x0 − (x− y)‖ = ‖(x− y)− x0‖ < ε =⇒ (x− y) ∈ Bε(x0) =⇒ (x− y) ∈ q−1(A)

=⇒q(x− y) ∈ A, pero A ⊂ X/Y =⇒ q(x− y) = q(x)− q(y) = x̃− ỹ, pero y ∈ Y
=⇒q(x− y) = x̃− 0 = x̃.

Por lo tanto, A es abierto.

Y por último, demostraremos e). Si V es abierto en X, entonces por la Ecuación (1.7)
tenemos que q−1(q(V )) = V + Y ⊂ X es abierto y por d), q(V ) es abierto en X/Y. �

1.4. SUBESPACIOS DE DIMENSIÓN FINITA

Veremos que para cada n ∈ N todos los espacios normados sobre K de dimensión n son
isomorfos, es decir desde los puntos de vista topológico y algebraico todos son el mismo.

Definición 1.4.1. (Subespacios linealmente independientes). Sea A ⊂ X, decimos
que A es linealmente independiente si dado un número natural n, dados x1, . . . , xn ∈ X
y escalares λ1, . . . , λn se tiene que

n∑
i=1

λixi = 0, implica que λ1 = · · · = λn = 0.

Ejemplo 1.4.2. Si A = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1, 1)} es un subconjunto de R3. ¿Es A un
subespacio linealmente independiente?

Solución:
Sean α, β, θ ∈ R, luego:

α(1, 0, 0) + β(0, 1, 0) + θ(1, 1, 1) = (0, 0, 0)

(α, 0, 0) + (0, β, 0) + (θ, θ, θ) = (0, 0, 0)

(α + θ, β + θ, θ) = (0, 0, 0).

De donde:

α + θ = 0

β + θ = 0

θ = 0.

Aśı α, β, θ = 0, por lo que A es un subespacio linealmente independiente de R3. �
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Definición 1.4.3. (Base de Hamel). Sea B ⊂ X, decimos que B es base de Hamel si

a) B es linealmente independiente.

b) B genera a X, es decir, el subespacio lineal más pequeño de X que contiene a B es X.

Ejemplo 1.4.4. Sea P(R) el conjunto de todos los polinomios de coeficientes reales, encuen-
tre una base de Hamel śı existe.

Solución:
Como la suma y producto de polinomios por números reales verifican todas las propieda-
des de espacio vectorial, tenemos que P(R) es un espacio vectorial. Ahora si analizamos un
poco, observemos que no existe ningún conjunto ordenado de P(R) que pueda generar este
espacio vectorial. Supongamos que existe tal conjunto finito. Para cualquier conjunto finito
de polinomios que elijamos S = {p1, p2, · · · , pn} si el polinomio de mayor grado en S es pi
(para algún 1 ≤ i ≤ n), siempre existirá algún polinomio en P(R) de grado mayor que el de
pi. Es decir S no puede generar a P(R) y por tanto, no es una base del mismo. En cambio,
si consideramos el conjunto ordenado de cardinalidad infinita B = {1, x, x2, x3, x4, · · · } po-
demos observar que cualquier polinomio de P(R) puede expresarse como combinación lineal
(y por tanto finita) de los elementos de B, por lo que B genera P(R). Además, B es una
combinación de polinomios linealmente indepedientes. Por lo que B es una base de Hamel. �

Teorema 1.4.5. Cada subespacio Y de dimensión finita de un espacio normado X es cerrado
en X.

Demostración:
Sabemos que cada subespacio de dimensión finita Y de un espacio normado X es completo
(véase [1]) y por Teorema 1.1.41 Y es cerrado en X. �

Teorema 1.4.6. Sean E y F espacios métricos y f : E −→ F una función continua. Si E
es compacto, entonces f es uniformemente continua.

Demostración:
Razonemos por contradicción, supongamos que f no es uniformemente continua, por la
Definición 1.1.39 esto implica que existen dos sucesiones {xn} y {yn} de puntos de E, y un
ε > 0, tales que, para todo n ∈ N se tiene que ||yn−xn|| < 1

n
y ||f(yn)− f(xn)|| ≥ ε. Por ser

E compacto, tenemos una sucesión parcial {xσ(n)} que converge a un punto x ∈ E (Teorema
1.1.22 y Definición 1.1.20). Puesto que {xσ(n) − yσ(n)} −→ 0, entonces {x− yσ(n)} −→ 0 por
lo que {yσ(n)} −→ x. Como f es continua, tenemos que {f(xσ(n))} −→ f(x) y {f(yσ(n))} −→
f(x), luego {||f(yσ(n)) − f(xσ(n))||} −→ 0, lo cual es una contradicción, ya que ||f(yσ(n)) −
f(xσ(n))} ≥ ε para todo n ∈ N. Por lo que f es uniformemente continua. �

Definición 1.4.7. Un subconjunto A de X es relativamente compacto en X si su cerradura
A en X es compacta. O su equivalente si A′ es compacto.
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Definición 1.4.8. Un subconjunto A de un espacio métrico X es totalmente acotado (pre-
compacto) si para todo ε > 0, existe un subconjunto finito {x1, x2, · · · , xn} de X tal que

A ⊆
n⋃
k=1

B(xk, ε).

Corolario 1.4.9. Un subconjunto A de un espacio métrico completo X es relativamente
compacto en X si y sólo si es totalmente acotado.

Demostración:
“=⇒”
Sea A un subconjunto de un espacio métrico completo X. Supongamos que A es relativamen-
te compacto, es decir, que A es compacto en X. Probaremos que A es totalmente acotado.
Como A es compacto, dado un cubrimiento {Ak}k∈N existe un subcubrimiento finito {Ak}nk=1

tal que A ⊆
⋃n
k=1Ak. Pero como A es subconjunto de un espacio métrico completo por Teo-

rema 1.1.41 se tiene que A es cerrado, aśı A = A. Por lo que A = A ⊆
⋃n
k=1Ak. Por tanto,

A es totalmente acotado.

“⇐=”
Sea A un subconjunto de un espacio métrico completo X. Supongamos que A es totalmente
acotado. Por lo que para cada ε > 0, existe un recubrimiento de A mediante un número
finito de conjuntos Ck de diámetro d < ε/2; cada Ck esta contenido en una bola cerrada
Dk (en X) de radio ε/2. Se tiene que A ⊂

⋃
kDk, donde

⋃
kDk es cerrado, y cada Dk tiene

un diámetro menor o igual que ε. Por otra parte, por Teorema 1.1.41 A es un subespacio
completo. Por lo que A es compacto y aśı A es relativamente compacto. �

Sean (X, dX) un espacio métrico compacto y (Y, dY ) un espacio métrico. Consideremos el es-
pacio de funciones continuas B(X, Y ) con la métrica uniforme d∞ = máxz∈X dX(f(z), g(z)).

Definición 1.4.10. Un subconjunto A de B(X, Y ) es equicontinuo en el punto z0 ∈ X si,
para todo ε > 0, existe δ > 0 (dependiente de ε y z0) tal que para toda f ∈ A,

dX(f(z), f(z0)) < ε si dY (z, z0) < δ,

A es equicontinuo si lo es en todo punto de X.

Denotaremos por B∞(f0, r) = {f ∈ B(X, Y )|d∞(f, f0) < r} a la bola abierta en B(X, Y )
con centro f0 y radio r.

Teorema 1.4.11. Sea X un espacio métrico compacto y Y un espacio métrico completo.
Un subconjunto A de B(X, Y ) es relativamente compacto en B(X, Y ) si y sólo si A es
equicontinuo y los conjuntos

A(z) = {f(z)|f ∈ A}

son relativamente compactos en X para cada z ∈ X.
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Demostración:
“=⇒”
Supongamos que A es relativamente compacto en B(X, Y ). Entonces por Corolario 1.4.9 A es
totalmente acotado. En consecuencia por Definición 1.4.8, dado ε > 0, existen g1, · · · , gm ∈ A
tales que

A ⊂ B∞(g1, ε/3) ∪ · · · ∪B∞(gm, ε/3).

Por tanto, gi(z) ∈ A(z) para i = 1, · · · ,m y

A(z) ⊂ BX

(
g1(z),

ε

3

)
∪ · · · ∪BX

(
gm(z),

ε

3

)
, ∀z ∈ X.

Esto prueba que A(z) es totalmente acotado.
Como Y es completo, por el Corolario 1.4.9 como A(z) es totalmente acotado, entonces A(z)
es relativamente compacto en Y para todo z ∈ X. Por otra parte como X es compacto, por
Teorema 1.4.6 cada gi, es uniformemente continua. En consecuencia por Definición 1.1.39,
existe δi > 0 tal que, para cualesquiera y, z ∈ X,

dY (gi(y), gi(z)) < ε/3 si dX(y, z) < δi.

Definimos δ = mı́n{δ1, . . . , δm}. Dada f ∈ A, existe i ∈ {1, . . . ,m} tal que d∞(f, gi) < ε/3
tenemos

dY (f(y), f(z)) ≤ dY (f(y), gi(y)) + dY (gi(y), gi(z)) + dY (gi(z), f(z)) < ε.

Luego por Definición 1.4.10, A es equicontinuo.

“⇐=”
Supongamos ahora que A es equicontinuo y que A(z) es relativamente compacto en Y para
todo z ∈ X. Probaremos que A es relativamente compacto en B(X, Y ). Como X es comple-
to, B(X, Y ) también lo es, vamos a probar que A es totalmente acotado. Sea ε > 0. Como A
es equicontinuo, por Definición 1.4.10 para cada z ∈ X tomemos δz > 0 tal que, para todo
f ∈ A,

dY (f(y), f(z)) < ε/4 si dX(y, z) < δz. (1.15)

Como X es compacto por Definición 1.1.20, existen z1, · · · , zm ∈ X tales que

X ⊂ BX(z1, δz1) ∪ · · · ∪BX(zm, δzm). (1.16)

Y como cada A(zi) es totalmente acotado, por Definición 1.4.8, existen x1, · · · , xk ∈ Y tales
que

A(z1) ∪ · · · ∪ A(zm) ⊂ BY (x1, ε/4) ∪ · · · ∪BY (xk, ε/4). (1.17)

Denotemos por S al conjunto (finito) de todas las funciones

σ : {1, · · · ,m} −→ {1, · · · , k}.

Para cada σ ∈ S definimos

Aσ = {f ∈ A | f(zi) ∈ BY (xσi , ε/4), ∀ i = 1, · · · ,m}.
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Se sigue de la Ecuación (1.17) que, para cada f ∈ A y cada i ∈ {1, · · · ,m}, existe σi ∈
{1, · · · , k} tal que f(zi) ∈ B(xσi , ε/4). En consecuencia

A ⊂
⋃
σ∈S

Aσ. (1.18)

Probaremos ahora que cada Aσ está contenida en una bola de radio ε con centro en A. Sean
f, g ∈ Aσ y sea z ∈ X. Sean f, g ∈ Aσ y sea z ∈ X. Se sigue de la ecuación (1,16) que existe
i ∈ {1, · · · ,m} tal que dX(z, zi) < δzi y, en consecuencia, la Ecuación (1.15) implica que
dY (h(z), h(zi)) < ε/4 para toda h ∈ A. Por tanto,

dY (f(z), g(z)) ≤ dY (f(z), f(zi)) + dY (f(zi), xσ(i)) + dY (g(z), g(zi)) < ε.

Tomando el máximo sobre toda z ∈ X concluimos que d∞(f, g) < ε para toda f, g ∈ Aσ. En
consecuencia, para cualquier elección de gσ ∈ Aσ, se cumple que Aσ ⊂ B∞(gσ, ε) luego por
las Ecuaciones (1.17) y (1.18) se sigue que A ⊂

⋃
σ∈S B∞(gσ, ε). Por tanto, A es totalmente

acotado. �

Ejemplo 1.4.12. Sea k : [a, b]× [a, b] −→ R una función continua y definamos

Tf(x) =

∫ b

a

k(x, y)f(y)dy, f ∈ B([a, b],R).

Se considera B([a, b],R) con la norma ‖ · ‖∞ (ver Definición 1.1.34), demostraremos que
el espacio Y = {f ∈ C([a, b],R) : Tf = f} es un subespacio vectorial de dimensión finita
cerrado.

Demostración:
Primero demostraremos que T : B([a, b],R) −→ B([a, b],R) está bien definida, es decir, que
dado f ∈ B([a, b],R), entonces Tf ∈ B([a, b],R). Sea f 6= 0 y sea ε > 0 y x0 ∈ [a, b], luego

||Tf(x)− Tf(x0)|| =
∣∣∣∣∫ b

a

k(x, y)f(y)dy −
∫ b

a

k(x0, y)f(y)dy

∣∣∣∣
=⇒||Tf(x)− Tf(x0)|| =

∣∣∣∣∫ b

a

(k(x, y)f(y)− k(x0, y)f(y))dy

∣∣∣∣
=⇒||Tf(x)− Tf(x0)|| =

∣∣∣∣∫ b

a

(k(x, y)− k(x0, y))f(y)dy

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|k(x, y)f(y)− k(x0, y)|f(y)dy

Como [a, b] es compacto, por el Teorema de Tychonoff (véase [2]) el producto de compactos
es compacto, aśı [a, b] × [a, b] es compacto y por el Teorema 1.4.6, Tf es uniformemente
continua, es decir dado ε̃ > 0, existe δ = δ(ε̃) tal que, si ||(x, y) − (x0, y)|| = ||x − x0|| < δ
(todas las normas son equivalentes en espacios de dimensión finita por el Teorema 1.4.13),
entonces ||k(x, y)− k(x0, y)|| < ε̃, escogiendo ε̃ = ε

||f ||∞ (b− a) > 0, tenemos que

||Tf(x)− Tf(x0)|| ≤
∫ b

a

|k(x, y)f(y)− k(x0, y)|f(y)dy ≤ ε̃||f ||∞(b− a) = ε.
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Por lo tanto, Tf es continua en x0, como este último era arbitrario, concluimos la continui-
dad de Tf . Ahora probaremos que {Tf : ||f ||∞ ≤ M} es relativamente compacto para la
topoloǵıa de || · ||∞ para todo M ≥ 0. Si M = 0 se tiene que

A = {Tf : ||f ||∞ ≤M} = {Tf : ||f ||∞ ≤ 0}.

Por el Teorema 1.4.11, es relativamente compacto.
Si M > 0, veremos que {Tf : ||f ||∞ ≤M} cumple con las condiciones del Teorema 1.4.11.

Probaremos que A es equicontinuo. Sea x0 ∈ [a, b] y ε > 0, como k es uniformemente
continua, escogemos ε̃ = ε

M(b−a)
. Notemos que en tal caso, dada f ∈ B([a, b],R) se tiene que

|Tf(x)− Tf(x0)| ≤
∫ b

a

|k(x, y)− k(x0, y)||f(y)|dy ≤ ε̃M(b− a) = ε.

Luego, dado g ∈ A cualquiera, dado ε > 0, existe δ > 0 (el asociado a la continuidad unifor-
me de k) tal que si |x− x0| < δ, entonces |g(x)− g(x0)| = |Tg(x)− Tg(x0)| ≤ ε. Por lo que
A es equicontinuo.

Ahora debemos probar que los conjuntos {Tf : ||f ||∞ ≤ M} son acotados en R para toda
x ∈ [a, b]. Pero como f es acotado con la norma infinito se tiene que

|Tf(x)| =
∣∣∣∣∫ b

a

k(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|k(x, y)||f(y)|dy ≤ K||f ||∞(b− a) ≤ KM(b− a) ≤ ∞.

Donde K sup(x,y)∈[a,b]2 <∞ al ser k continua en un compacto. Luego, por el Teorema 1.4.11,
A es relativamente compacto y por tanto compacto. Ahora demostraremos que V = {f ∈
B([a, b],R) | Tf = f} es un espacio vectorial de dimensión finita. Como V es un subespacio
vectorial normado, por el Teorema 1.4.20 basta probar que la bola cerrada en V es compacta,
en efecto, notemos que BV ⊂ T (B) esto sucede ya que, si f ∈ BV , es decir, f ∈ V , ||f ||∞ < 1,
entonces Tf = f luego, en particular si f ∈ T (B) = A1 es el conjunto A1 = {Tf : ||f ||∞ ≤ 1}
pues es la imagen de śı mismo. Y como probamos que A1 es relativamente compacto y por el
Teorema 1.4.20, A1 tiene dimensión finita por tanto V , es un espacio vectorial de dimensión
finita. Luego por la Proposición 1.4.5, V es cerrado. �

Teorema 1.4.13. (Normas equivalentes). Si X es un espacio normado de dimensión n,
entonces cualesquiera dos normas en X son equivalentes.

Demostración:
Sea X un espacio normado de dimensión finita, aśı X es isomorfo a Kn. Sean ‖ · ‖ cualquier
norma en X, {ξi}ni=1 una base de Hamel para X y sea {ei}ni=1 la base canónica en Kn, es decir
ei es el vector que tiene un 1 en el i-ésimo lugar y cero en el resto. Si para x =

∑n
i=1 aiei en

Kn definimos |(‖x‖)|n = |(‖
∑n

i=1 aiξi‖)|, probaremos que |(‖ · ‖)|n define una norma en Kn.
Tenemos que |(‖x‖)|n = |(‖

∑n
i=1 aiξi‖)|, pero ‖·‖ es una norma ya definida, por lo que |(‖·‖)|

es una norma. Debido a que |(‖·‖)|n define una norma en Kn tenemos que es suficiente probar
el teorema para X = Kn. Consideremos entonces a Kn con la norma usual ‖ · ‖ y sea |(‖ · ‖)|
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cualquier otra norma en Kn. Veremos por inducción sobre m ≤ n que existe Mm ∈ R tal que
si 1 ≤ j1 ≤ · · · ≤ jm ≤ n y x ∈ Kn, x =

∑m
i=1 aiei, entonces

1

Mm

‖x‖ ≤ |(‖x‖)| ≤Mm‖x‖. (1.19)

Para m = 1 esto es inmediato, tomando como,

M1 = máx{Ci, 1/Ci, i = 1, 2, . . . , n : |(‖ei‖)| = Ci}.

Ahora sea J = {x = (j1, . . . , jm+1) : ji ∈ N y 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jm+1 ≤ n}. Supongamos
que es cierta la Ecuación (1.19) para m < n. Esto implica que para cualquier (j1, . . . , jm+1),
el espacio generado por {ei}mi=1 es cerrado en la norma |(‖ · ‖)|, porque es cerrado en la
norma ‖ · ‖, esto por Teorema 1.4.5. Sea ahora Y (x) = {

∑m+1
i=1 aiei : ai ∈ K} ⊂ (Kn, |(‖ · ‖)|).

Consideremos para r = 1, . . . ,m+ 1 los funcionales P
(x)
jr

: Y (X) ←→ K dadas por

P
(x)
jr

m+1∑
i=1

aieji = ar.

Luego tenemos que kerP
(x)
jr

es el subespacio de Y (X) generado por {eji}i 6=r, que, como ya

mencionamos es cerrado. Aplicando la Proposición 1.2.7, esto implica que P
(x)
jr

es continua
para r = 1, 2, . . . ,m+ 1. Entonces, si x =

∑n
i=1 aieji tenemos que

‖x‖ = ‖
m+1∑
i=1

(P
(x)
jr
x)eji‖ ≤

m+1∑
i=1

‖P (x)
jr
‖|(‖x‖)| ≤ K1|(‖x‖)|.

Donde K1 = máx{
∑m+1

i=1 ‖P
(x)
jr
‖ : x = (j1, . . . , jm+1) ∈ J}. Este número existe, ya que J es

un conjunto finito. Por otro lado tenemos,

|(‖x‖)| ≤
m+1∑
i=1

|ai||(‖eji‖)| ≤

(
m+1∑
i=1

|ai|2
)1/2(m+1∑

i=1

|(‖eji‖)|2
)1/2

=⇒|(‖x‖)| ≤

(
m+1∑
i=1

|ai|2
)1/2( n∑

i=1

|(‖eji‖)|2
)1/2

= K2|(‖x‖)|.

Donde K2 = (
∑n

i=1 |(‖eji‖)|2)
1/2

, de manera que si Mm+1 = máx{K1, K2}.

1

Mm+1

‖x‖ ≤ |(‖x‖)| ≤Mm+1‖x‖.

Y esto prueba el teorema. �

Ejemplo 1.4.14. El espacio Rn, es un espacio de dimensión finita n en el cual todas sus
normas son equivalentes.
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Demostración:
Sabemos que Rn es de dimensión n dado que una base de Rn es

A = {(1, · · · , 0), (0, 1, · · · , 0), · · · , (0, · · · , 1)},

cuyo número de elementos es n. Ahora por el Teorema 1.4.13, tenemos que sus normas son
equivalentes. Eso ocurre porque cada norma || · || sobre Rn es equivalente a la norma || · ||1,
donde ||(x1, · · · , xn)|| = |x1|+ · · ·+ |xn|. �

Corolario 1.4.15. Sea (X, ‖·‖X) un espacio normado de dimensión n y sea {ξi}ni=1 una base
de Hamel de X. Entonces, si {ei}ni=1 es la base canónica de Kn, el operador T : X −→ Kn

dado por

T

n∑
i=1

aiξi =
n∑
i=1

aiei es un isomorfismo.

Demostración:
Sabemos que T está bien definido por la independencia lineal de la base de Hamel, ahora
demostremos que T es biyectivo. Probaremos primero la inyectividad.
Sean x e y elementos de la base de Hamel de X tal que x 6= y, entonces Tx 6= Ty. Denotemos
la base de Hamel por (B) y (C) la base canónica de Kn.

x, y ∈ B; x 6= y =⇒ x =
n∑
i=1

aiξi, y =
n∑
i=1

biξi; ξi ∈ B.

Y además ai, bi ∈ K, aplicando T a x e y obtenemos que

Tx = T
n∑
i=1

aiξi =
n∑
i=1

T (aiξi) =
n∑
i=1

aiTξi =
n∑
i=1

aiei.

Y que

Ty = T
n∑
i=1

biξi =
n∑
i=1

T (biξi) =
n∑
i=1

biTξi =
n∑
i=1

biei.

Entonces Tx 6= Ty. Por tanto, T es inyectiva. Ahora demostremos que es sobreyectiva. Como
para cada y ∈ Kn, existe un x ∈ B para el cual y = Tx ya que cada x es una combinación
lineal de elementos de la base de Hamel de X cuya representación es única, tenemos que T
es sobreyectiva. Dado lo anterior concluimos que, T es biyectivo.
Probemos que T es un homomorfismo, es decir se cumple que T (x+ βy) = Tx+ βTy.

T (x+ βy) =
n∑
i=1

(aiei + βbiei) =
n∑
i=1

aieii +
n∑
i=1

βbiei = T

(
n∑
i=1

aiξi + β

n∑
i=1

biξi

)

=⇒T (x+ βy) = T
n∑
i=1

aiξi + Tβ
n∑
i=1

biξi = T
n∑
i=1

aiξi + βT
n∑
i=1

biξi = Tx+ βTy.

Como T es biyectivo y es un homomorfismo, concluimos que T es un isomorfismo. �
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Ejemplo 1.4.16. Sea la función lineal f : R3 −→ R3 definida por f(x, y, z) = (2x− y, y +
z, x− z), demuestre que es un isomorfismo.

Demostración:
La base canónica de R3 es B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}. Ahora buscaremos una base de
Hamel para la imagen. Tenemos que

f(x, y, z) = (2x− y, y + z, x− z)

=⇒ f(x, y, z) = (2x, 0, x) + (−y, y, 0) + (0, z,−z)

=⇒ f(x, y, z) = x(2, 0, 1) + y(−1, 1, 0) + z(0, 1,−1)

Por lo que la base de Hamel de f(R3) es B′ = {(2, 0, 1), (−1, 1, 0), (0, 1,−1)}. Además,

f(1, 0, 0) = (2(1)− 0, 0 + 0, 1− 0) = (2, 0, 1)

=⇒f(0, 1, 0) = (2(0)− 1, 1 + 0, 0− 0) = (−1, 1, 0)

=⇒f(0, 0, 1) = (2(0)− 0, 0 + 1, 0− 1) = (0, 1,−1)

Por lo que T (B) = B′, por el Teorema 1.4.15 tenemos que, T es un isomorfismo. �

Corolario 1.4.17. Sean X e Y espacios normados con X de dimensión finita. Si T : X −→
Y es un operador lineal, entonces es continuo.

Demostración:
Supongamos que dimX = n y sea {ξi}ni=1 una base de Hamel de X. Como X es de dimen-
sión finita por Teorema 1.4.13, todas las normas en X son equivalentes, es suficiente probar
que T es continuo. Si dotamos a X con la norma definida para x =

∑n
k=1 akξk ∈ X por

‖x‖∞ = máx1≤k≤n |ak|. Primero demostremos que la norma definida anteriormente realmen-
te es norma, para ello solamente demostraremos la propiedad del escalar y la desigualdad del
triángulo, dado que las primeras propiedades de norma son inmediatas, es decir, probaremos
que, ‖αx‖∞ = |α|‖x‖∞ y ‖x+ y‖∞ ≤ ‖x‖∞ + ‖y‖∞.

Probemos que ‖αx‖∞ = |α|‖x‖∞, tenemos que

‖αx‖∞ = máx
1≤k≤n |αak| = máx

1≤k≤n |α||ak| = |α| máx
1≤k≤n |ak| = |α|‖x‖.

Por lo que ‖αx‖∞ = |α|‖x‖∞.

Ahora probemos que, ‖x + y‖∞ ≤ ‖x‖∞ + ‖y‖∞. Sea x =
∑n

k=1 akξk, y =
∑n

k=1 bkξk, se
tiene que

‖x+ y‖∞ = máx
1≤k≤n |ak + bk| ≤ máx

1≤k≤n |ak|+ máx
1≤k≤n |bk| = ‖x‖∞ + ‖y‖∞.

Por lo que ‖x+ y‖∞ ≤ ‖x‖∞ + ‖y‖∞, aśı ‖ · ‖∞ define una norma.

Probaremos que T es acotado, para demostrar su continuidad, entonces

‖Tx‖ =

∥∥∥∥∥T
n∑
k=1

akTξk

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

TakTξk

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

akek

∥∥∥∥∥ ≤
n∑
k=1

|ak|‖ek‖ ≤ máx
1≤k≤n

|ak|
n∑
k=1

‖ek‖.
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Por lo que,

‖Tx‖ ≤
n∑
k=1

‖ek‖ máx
1≤k≤n

|ak| = C‖x‖∞; C =
n∑
k=1

‖ek‖.

Por lo que T es acotado y por Teorema 1.2.2, T es continuo. �

El siguiente es un ejemplo del Corolario 1.4.17.

Ejemplo 1.4.18. Sea T : R2 −→ R2 definido por T (x, y) := (x+ 2y, 3x+ 4y), donde || · ||∞.
(véase Definición 1.1.34), demuestre que T es un operador lineal y continuo.

Demostración:
Es fácil observar que R2 es de dimensión finita dado que su base canónica esB = {(1, 0), (0, 1)}
tiene cardinalidad 2, asi R2 es de dimensión 2, por lo que T es un operador entre dos espacios
de dimensión finita.
Ahora probaremos que T es lineal, Sean α, β ∈ R y x, y ∈ R2 se tiene que

T (αx+ βy) = T (α(x1, y1) + β(x2, y2)) = T (αx1 + βx2, αy1 + βy2)

=⇒T (αx+ βy) = (αx1 + βx2 + 2(αy1 + βy2), 3(αx1 + βx2) + 4(αy1 + βy2))

=⇒T (αx+ βy) = ((αx1 + 2αy1) + (βx2 + 2βy2), (3αx1 + 4αy1) + (3βx2 + 4βy2))

=⇒T (αx+ βy) = (αx1 + 2αy1, 3αx1 + 4αy1) + (βx2 + 2βy2, 3βx2 + 4βy2)

=⇒T (αx+ βy) = α(x1 + 2y1, 3x1 + 4y1) + β(x2 + 2y2, 3x2 + 4y2)

=⇒T (αx+ βy) = αT (x1, y1) + βT (x2, y2) = αT (x) + βT (y)

Por lo que, T es lineal. Veamos que T es continuo. Para ello nos apoyaremos del Teorema
1.2.2 (c) −→ (b). Es decir, demostraremos que T es acotado. Por otra parte, para cualquier
x = (x1, y1) ∈ R2 se tiene que,

‖Tx‖∞ = ||T (x1, y1)||∞ = ||(x1 + 2y1, 3x1 + 4y1)||∞ = máx{|x1 + 2y1|, |3x1 + 4y1|}
=⇒‖Tx‖ ≤ |x1 + 2y1|+ |3x1 + 4y1| ≤ |x1|+ 2|y1|+ 3|x1|+ 4|y1| = 4|x1|+ 6|y1|
=⇒‖Tx‖ ≤ 6|x1|+ 6|y1| = 6(|x1|+ |y1|) = 6||x||1

Luego ||T || ≤ 6. Por otra parte, ||(0, 1)||1 = |0|+ |1| = 1, luego

||T || ≥ ||T (0, 1)||1 = ||(0 + 2(1), 3(0) + 4(1))||1 = ||(2, 4)||1 = |2|+ |4| = 6

Por lo que ||T || = 6, y por el Teorema 1.2.2 (c) −→ (b), se tiene que T es continuo. �

El Teorema 1.4.13 también nos permite probar que los subespacios de dimensión finita son
cerrados. Recordemos que si Y ⊂ X, entonces el spanY es el subespacio lineal generado por
Y y denotaremos por spanY la cerradura del spanY .

Ejemplo 1.4.19. Las esferas de dimensión finita en Rn son cerradas.

Demostración:
Podemos observar que

Sn−1 = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn : x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n = 1}
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es un subconjunto de Rn de dimensión n−1. Esto se puede observar en R2. ¿Qué es una esfera
en R2?, es el conjunto de puntos a la misma distancia de un centro, es decir, una circunfe-
rencia. Aśı una circunferencia es una esfera en un espacio de dimensión 2, tiene dimensión 1
ya que para ubicarse en una circunferencia es preciso un solo número. Por el teorema queda
inmediata la cerradura de Sn−1, pero, ¿será cierto?. Probaremos que Sn−1 es cerrado en Rn.
Por cuestiones prácticas denotaremos a la esfera de centro x0 y radio r por S(x̃0, r). Sea
x̃0 ∈ Rn y r ≥ 0. Mostraremos que la esfera S(x̃0, r) es un conjunto cerrado demostrando
que su complemento Rn − S(x̃0, r) es un conjunto abierto. Sea x̃ ∈ Rn − S(x̃0, r), debemos
mostrar que existe una bola B(x̃, R) contenida en Rn−S(x̃0, r). Como x̃ /∈ S(x̃0, r), entonces
||x̃− x̃0|| 6= r tenemos dos casos ||x̃− x̃0|| < r ó ||x̃− x̃0|| > r.

Para el primer caso tenemos que x̃ ∈ B(x̃0, r), como esta bola es un conjunto abierto,
hay una bola abierta con centro en x̃ denótese B(x̃, R), contenida en B(x̃0, r). Aśı que para
todo z̃ ∈ B(x̃0, R) satisface ||z̃ − x̃|| < r. Luego, z̃ no puede ser un elemento de la esfera
S(x̃0, r), es decir, z̃ ∈ Rn − S(x̃0, r).

Para el segundo caso la desigualdad significa que x̃ está en el complemento de la bola cerrada
B(x̃0, r) y como esta bola es un conjunto cerrado, entonces su complemento es abierto, por
tanto existe una bola abierta B(x̃, R) contenida en Rn−B(x̃0, r). Los elementos z̃ de B(x̃, R)
no están en la bola cerrada B(x̃0, r), es decir, todo elemento z̃ de la bola B(x̃, R) satisface
que ||z̃ − x̃|| > r. Esto quiere decir que B(x̃, R) ⊂ Rn− S(x̃0, r). Por lo que Rn− S(x̃0, r) es
un conjunto abierto. Por tanto, S(x̃0, r) es un conjunto cerrado. �

Del Corolario 1.4.15, es inmediato que la bola unitaria cerrada en un espacio de dimensión
finita es compacta, ya que esto es cierto en Kn. Veremos ahora que esa propiedad caracteriza
a los espacios normados de dimensión finita. De aqúı en adelante

BX = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} y SX = {x ∈ X : ‖x‖ = 1},

denotarán a la bola cerrada unitaria y a la esfera unitaria en X respectivamente.

Teorema 1.4.20. Sea X un espacio normado. Si la bola BX es compacta, entonces X tiene
dimensión finita.

Demostración:
Supongamos que BX es compacta. Como BX ⊂ ∪x∈BXB 1

2
(x), existen x1, . . . , xm ∈ BX tales

que BX ⊂ ∪mi=1B 1
2
(xi). Sea Y el espacio generado por xi, . . . , xm. Entonces la dimensión de Y

es menor o igual a m y, por la Proposición 1.4.5, Y es un subespacio cerrado de X. Además
BX ⊂ Y +B 1

2
(0), lo que implica,

B 1
2
(0) ⊂ 1

2
BX ⊂

1

2
Y +

1

2
B 1

2
(0) = Y +B 1

4
(0).

Y por lo tanto,
BX ⊂ Y +B 1

2
(0) ⊂ Y + Y +B 1

4
(0) = Y +B 1

4
(0).

Continuando de esa manera obtenemos que

BX ⊂ ∩∞n=1

(
Y +B 1

2n−1
(0)
)

= Y.
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Como Y es cerrado, sabemos que Y = Y , además tenemos

BX ⊂ ∩∞n=1

(
Y +B 1

2n−1
(0)
)

= Y + ∩∞n=1

(
B 1

2n−1
(0)
)

= Y = Y .

De donde kBX ⊂ Y para toda k = 1, 2, . . . y entonces X = Y . Esto demuestra que X tiene
dimensión menor o igual que m. �

Ejemplo 1.4.21. R2 con la norma eucĺıdea es un espacio de dimensión finita.

Demostración:
Sea X = R2, para demostrar que X es de dimensión finita haremos uso del Teorema 1.4.20,
es decir demostraremos que la bola cerrada BX es compacta. Sean BX = {x ∈ X : ||x|| ≤ 1}
y {xn} ∈ BX , probaremos que es sucesionalmente compacto. Luego, para todo n ∈ N,

{xn} ⊂ BX =⇒ ‖xn‖ ≤ 1 =⇒ {‖xn‖} ⊂ R.

Por lo que {xn} es acotado aśı, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass toda sucesión acotada
en R2 tiene una subsucesión convergente, por lo que existe {xnk} tal que {‖xnk‖} converge
y por Definición 1.1.22, BX es sucesionalmente compacto, entonces BX es compacto y por
el Teorema 1.4.20 X es de dimensión finita. Y en efecto es de dimensión finita ya que una
base de Hamel para R2 es el conjunto {(1, 0), (0, 1)} que es de cardinalidad 2 por lo que la
dimensión de R2 es 2. �

Lema 1.4.22. Los subespacios de X cuya codimensión es 1, son aquellos subespacios Y para
los que existe z ∈ X − Y tal que para toda x ∈ X, existen y ∈ Y y λ ∈ K únicos tales que
x = y + λz. En este caso escribiremos X = Y

⊕
a Z donde Z = [z].

Demostración:
Supongamos que x se puede representar de dos maneras diferentes, es decir, x = y +
λz además x = w + ξz, entonces

y + λz = w + ξz =⇒ y + λz − w − ξz = 0 =⇒ (y − w) + (λ− ξ)z = 0

=⇒y − w = 0, λ− ξ = 0 =⇒ y = w, λ = ξ.

Ahora bien, si y − w 6= 0,

=⇒ y − w = (ξ − λ)z =⇒ y − w = z.

Si tomamos a β = 1, tenemos que y = w + βz, entonces y ∈ X, pero esto es una contradic-
ción. Por lo cual, concluimos que, la representación de cada x en X es única. �

La siguiente proposición nos proporciona una correspondencia entre los subespacios de co-
dimensión 1 de un espacio vectorial y sus funcionales no nulos.

Proposición 1.4.23. Sea X un espacio vectorial sobre K. Y es un subespacio de codimensión
1 (Lema 1.4.22) de X si y sólo si, existe una función lineal f : X −→ K, f 6= 0 con ker f =
Y .
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Demostración:
“ =⇒”
Sea f : X −→ K lineal con f 6= 0, y x0 ∈ X con f(x0) 6= 0. Sea F el subespacio vectorial de
X generado por x0 y sea Y = ker f . Probaremos que X = F

⊕
a Y . Como Y es un subespacio

vectorial de X, 0 ∈ Y y además 0 ∈ ker f , entonces Y ∩ F = {0} y dado x ∈ X, tenemos
que

x =
f(x)

f(x0)
x0 +

(
x− f(x)

f(x0)
x0

)
.

Donde f(x)
f(x0)

x0 ∈ X y x− f(x)
f(x0)

x0 ∈ Y.

“⇐=”
Sean Y un subespacio de X de codimensión 1 (Lema 1.4.22) y F un subespacio de dimen-
sión 1 de X tal que X = F

⊕
a Y . Como F tiene dimensión 1, existe x0 que lo genera y

entonces todo elemento en X se puede representar de la forma y + λx0; y ∈ Y. Probemos
que su representación es única. Sea x un elemento de X supongamos que x = y + λx0 y que
x = w + ξx0, entonces

y + λx0 = w + ξx0 =⇒ y + λx0 − w − ξx0 = 0 =⇒ (y − w) + (λ− ξ)x0 = 0

=⇒y = w, λ = ξ.

Por tanto, la representación de x es única. Definimos f : X −→ K por f(y + λx0) = λ,
probaremos que f es lineal. Sea x, z ∈ X, tenemos que

f(x) = f(a+ λx0) = λ, f(z) = f(b+ βx0) = β; a, b ∈ Y.

Entonces

f(x+mz) = f((a+ λx0) +m(b+ βx0)) = f((a+ b) + (λ+mβ)x0) = λ+mβ

=⇒f(x+mz) = f(x) +mf(z).

Por lo tanto, f es lineal. Probemos que el ker f = Y por doble inclusión.
Sea x ∈ ker f .

x ∈ ker f =⇒ f(x) = 0 =⇒ x = a+ 0x0, a ∈ Y =⇒ x ∈ Y =⇒ ker f ⊂ Y.

Sea x ∈ Y .

x ∈ Y =⇒ f(x) = f(x+ 0z) =⇒ f(x) = 0 =⇒ x ∈ ker f =⇒ Y ⊂ ker f.

Por tanto, ker f = Y . �

Lema 1.4.24. Sean Y y W subespacios de un espacio normado X. Si Y es de codimensión
1 (Lema 1.4.22) en X y si Y ⊂ W , entonces W = Y ó W = X.
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Demostración:
Supongamos que X = Y

⊕
a span{x0} con x0 ∈ X tal que W 6= Y . Sea w ∈ W − Y .

w ∈ W − Y =⇒ w = y + µx0; y ∈ Y, λ ∈ K, µ 6= 0.

Si x ∈ X, x = z + λx0; z ∈ Y, λ ∈ K. Entonces tenemos que

x = z − λ

µ
y +

λ

µ
y + λx0 =⇒ x = z − λ

µ
y +

λ

µ
y +

λ

µ
µx0 =⇒ x = z − λ

µ
y +

λ

µ
(y + µx0)

=⇒x = z − λ

µ
y +

λ

µ
w.

Entonces tenemos que X = Y
⊕

a span{w} ⊂ W ⊂ X. Por tanto, W = Y ó W = X. �

Lema 1.4.25. Sean Y y W dos subespacios de codimensión 1 (Lema 1.4.22) de un espacio
normado X. Entonces Y = W o bien, Y ∩W tiene codimensión 2 en X.

Demostración:
Si Y ⊂ W le aplicamos el lema anterior, obtenemos que Y = W . Demostremos que Y ∩W
tiene codimensión 2. Supongamos que Y 6= W , entonces por el lema anterior ni Y está
contenido en W , ni W en Y . Sean w0 ∈ W − Y y y0 ∈ Y − W. Ahora, como en el lema
anterior obtenemos que, X = Y

⊕
a span{w0} = W

⊕
a span{y0}. Si x ∈ X, existen λ, µ ∈

K, y ∈ Y y w ∈ W tales que x = y + λw0 = w + µy0. Por lo tanto, y − µy0 = w − λw0 ∈
Y ∪W y x = (y−µy0) +µy0 +λw0, es decir, X = (Y ∩W )

⊕
a span{y0}

⊕
a{w0}. Por Lema

1.4.22, Y ∩W tiene codimensión 2. �

Corolario 1.4.26. Sea X un espacio normado y Y ⊂ X un subespacio de codimensión 1
(Lema 1.4.22), entonces Y es cerrado o denso en X.

Demostración:
Supongamos que X = Y

⊕
a span{x0} con x0 ∈ X tal que Y 6= Y . Sea w ∈ Y − Y =⇒ w =

y + µx0; y ∈ Y, µ ∈ K, µ 6= 0. Si x ∈ X, x = z + λx0; z ∈ Y, λ ∈ K. Aśı,

x = z − λ

µ
y +

λ

µ
y + λx0 =⇒ x = z − λ

µ
y +

λ

µ
y +

λ

µ
µx0 =⇒ x = z − λ

µ
y +

λ

µ
(y + µx0)

=⇒x = z − λ

µ
y +

λ

µ
w.

Entonces tenemos que X = Y
⊕

a span{w} ⊂ Y ⊂ X, pero por Lema 1.4.24, Y = Y ó
Y = X, es decir Y es cerrado o denso en X. �

Lema 1.4.27. Sea X un espacio normado sobre K y Y un subespacio cerrado de X de
codimensión 1 (Lema 1.4.22), entonces X/Y es isomorfo a K.

Demostración:
Supongamos que X = Y

⊕
a span{z0} y que q es la función cociente de X sobre X/Y, es

decir,

q :X −→ X/Y

x x̃ = y + λz0.
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Definimos

f :X/Y −→ K
x f(q(x)) = λ.

Si x = y+λz0. Podemos observar que, q, f son lineales, entonces por definición de composición
de funciones lineales, f ◦ q es lineal, además sabemos que ambas son biyectivas, y f−1 es
lineal, por lo que, f es un isomorfismo algebraico, por Teorema 1.4.13, X/Y es isomorfo a
K. �

1.5. TEOREMAS DE HAHN-BANACH

Si E es un espacio vectorial sobre K, F un subespacio vectorial de E y g : F −→ K
es una función lineal, siempre podemos definir una función lineal G : E −→ K tal que
G(x) = g(x) para todo x ∈ F . Esto se puede hacer tomando una base de Hamel en F ,
extendiéndola a una base de Hamel de E y definiendo G como cero en los elementos de la
base de Hamel de E que no están en F . Cuando E es un espacio normado de dimensión
infinita y g es lineal y continua, no es trivial que se pueda obtener una extensión G que
también sea continua. Hans Hahn y Stefan Banach probaron independientemente en 1927 y
1929 que existen extensiones continuas. Hay en la actualidad varias versiones de este resultado
fundamental en las matemáticas, todas ellas conocidas como Teorema de Hahn-Banach.

Definición 1.5.1. Sea E un espacio normado sobre C. Diremos que f : E −→ R es R−lineal
si f(λx + y) = λf(x) + f(y), para toda λ ∈ R y para toda x, y ∈ E. Además, diremos que
f : E −→ C, es un funcional C−lineal si u : E −→ R, dada por u(x) = Ref(x), es R-lineal
y f(x) = u(x)− iu(ix), para toda x ∈ E.

Ejemplo 1.5.2. Sea f : E −→ C una función C-lineal, entonces u : E −→ R, dada por
u(x) = Ref(x), es R-lineal.

Solución:
Para que u sea R-lineal debe satisfacer que u(λx + y) = λu(x) + u(y) para toda λ ∈ R y
para toda x, y ∈ E. Sea λ ∈ R y x, y ∈ E, tenemos que

u(λx+ y) = Ref(λx+ y) = Ref(λx) +Ref(y) = λRef(x) +Ref(y) = u(λx+ y)

=⇒u(λx+ y) = λu(x) + u(y)

Por lo que u es R-lineal. �

Definición 1.5.3. (Extensión lineal). Si f es una función definida en un conjunto Z de
un espacio normado X y f̃ es una función definida en X, diremos que f̃ es una extensión
de f si f̃(x) = f(x) para toda x ∈ Z.

Ejemplo 1.5.4. Sea Z ⊂ R3 el subespacio representado por ξ2 = 0 y sea f ∈ Z definido por
f(x) = ξ1−ξ3

2
. Encuentre una extensión lineal f̃ de f a R3 tal que f̃(x0) = k (una constante

dada), donde x0 = (1, 1, 1).
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Solución:
Sean x1 = (2, 0, 3), x2 = (5, 0, 1) elementos de Z. Queremos encontrar α, β, θ tal que f̃(x) =
αξ1 + βξ2 + θξ3. Como x1, x2 ∈ Z se tiene que

f(x1) =
2− 3

2
= −1

2
y que f(x2) =

5− 1

2
= 2.

Pero x0 /∈ Z, por lo que:

f̃(x0) = f̃(1, 1, 1) = α(1) + β(1) + θ(1) = k

De donde
α + β + θ = k (1.20)

Luego tenemos que
f̃(x1) = f̃(2, 0, 3) = α(2) + β(0) + θ(3) = k

y que
f̃(x2) = f̃(5, 0, 1) = α(5) + β(0) + θ(1) = k

Pero f̃(x) = f(x) si x ∈ Z y como x1, x2 ∈ Z se tiene las siguientes ecuaciones

2α + 3θ = −1

2
(1.21)

5α + θ = 2 (1.22)

Resolvemos el sistema formado por las Ecuaciones (1.20), (1.21) y (1.22). De la Ecuación
(1.22) se tiene que

5α + θ = 2 =⇒ θ = 2− 5α

Sustituimos θ en la Ecuación (1.21) y tenemos que

2α + 3θ = −1

2
=⇒ 2α + 3(2− 5α) = −1

2
=⇒ 2α + 6− 15α = −1

2

=⇒− 2α + 15α =
1

2
+ 6 =⇒ 13α =

13

2
=⇒ α =

1

2

Por lo que θ = 2 − 5α = 2 − 51
2

= −1
2
, aśı: θ = −1

2
. Por último, sustituimos α y θ para

encontrar el valor de β en la Ecuación (1.20), tenemos que

α + β + θ = k =⇒ 1

2
+ β − 1

2
= k =⇒ β = k

Por lo que f̃ = 1
2
ξ1 +kξ2− 1

2
ξ3 es una extensión lineal de f a R3 que cumple que f̃(x0) = k. �

El siguiente teorema que veremos nos permite extender funcionales lineales acotados por
una función sublineal en espacios vectoriales reales de manera que continúen siendo acota-
das; más adelante probaremos que también es cierto en el caso complejo.
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Teorema 1.5.5. (Hahn-Banach real). Sean E un espacio normado sobre K, ρ : E −→ R
una función sublineal, F un subespacio de E y f : F −→ R una función lineal tal que
f(x) ≤ ρ(x) para toda x ∈ F . Entonces existe una extensión lineal f̃ : E −→ R de f con
f̃(x) ≤ ρ(x) para toda x ∈ E.

Demostración:
Sea x0 ∈ E − F . Primero probaremos que podemos extender f a F

⊕
a span{x0}, tal que

la extensión g satisface que g(x) ≤ ρ(x), ∀ x ∈ F
⊕

a span{x0}. Sean y, z ∈ F , entonces
tenemos

f(y) + f(z) = f(y + z) ≤ ρ(y + z) = ρ(y + x0 − x0 + z) = ρ((y + x0) + (z − x0))

=⇒f(y) + f(z) ≤ ρ(y + x0) + ρ(z − x0)

De donde f(z)− ρ(z − x0) ≤ ρ(y + x0)− f(y) y por ende, sup{f(z)− ρ(z − x0) : z ∈ F} ≤
ı́nf{ρ(y + x0)− f(y) : y ∈ F}. Sea k ∈ R tal que,

sup{f(z)− ρ(z − x0) : z ∈ F} ≤ k ≤ ı́nf{ρ(y + x0)− f(y) : y ∈ F}. (1.23)

Definamos g : F
⊕

a span{x0} −→ R por g(y+λx0) = f(y)+λk para toda λ ∈ R y toda y ∈
F. Vemos que g es una extensión lineal de f . Probaremos que g(x) ≤ ρ(x) para toda
x ∈ F

⊕
a span{x0}, para ello probaremos lo siguiente f(y) + λk ≤ ρ(y + λx0) para to-

da λ ∈ K y y ∈ F , si y sólo si k ≤ ρ(y+x0)−f(y) y f(z)−ρ(z−x0) ≤ k para toda y, z ∈ F .

“=⇒”
Probaremos que si f(y) + λk ≤ ρ(y + λx0) para toda λ ∈ K y y ∈ F , entonces k ≤
ρ(y + x0)− f(y) y f(z)− ρ(z − x0) ≤ k para toda y, z ∈ F .
Si λ = 1 tenemos

f(y) + λk ≤ ρ(y + λx0) =⇒ f(y) + k ≤ ρ(y + x0) =⇒ k ≤ ρ(y + x0)− f(y).

Si λ = −1 tenemos

f(z) + λk ≤ ρ(z + λx0) =⇒ f(z)− k ≤ ρ(z − x0) =⇒ f(z)− ρ(z − x0) ≤ k.

“⇐=”
Probaremos que si f(z)−ρ(z−x0) ≤ k ó k ≤ ρ(y+x0)−f(y), entonces f(y)+λ ≤ ρ(y+λx0).
Si z = 1

λ
y y λ < 0 tenemos

f(z)− ρ(z − x0) ≤ k =⇒f
(

1

λ
y

)
− ρ

(
1

λ
y − x0

)
≤ k =⇒ 1

λ
f(y)− 1

λ
ρ(y + λx0) ≤ k

=⇒− f(y) + ρ(y + λx0) ≥ λk =⇒ ρ(y + λx0) ≥ λk + f(y).

Si z = 1
λ
y y λ > 0 tenemos

k ≤ ρ(z + x0)− f(z) =⇒k ≤ ρ

(
1

λ
y + x0

)
− f

(
1

λ
y

)
=⇒ k ≤ 1

λ
ρ(y + λx0)− 1

λ
f (y)

=⇒λk ≤ ρ(y + λx0)− f (y) =⇒ f (y) + λk ≤ ρ(y + λx0).
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Entonces de la Ecuación (1.23), obtenemos el resultado deseado. Además, de lo anterior
obtenemos que la extensión es única si y sólo si

sup{f(z)− ρ(z − x0) : z ∈ F} = ı́nf{ρ(y + x0)− f(y) : y ∈ F}.

Para demostrar que f se puede extender a todo E, usaremos el Lema de Zorn. Sea G la
colección de todas las parejas ordenadas (M, g) dondeM es un subespacio de E que contiene a
F y g es una extensión de f a M con g(x) ≤ ρ(x) para toda x ∈M . G es no vaćıo por lo que ya
hemos demostrado. Definimos sobre G un orden parcial dado por (M, g) ≤ (M ′, g′) siM ⊂M ′

y g′ es una extensión de g. Como todo conjunto totalmente ordenado {(Ma, ga) : a ∈ A} en
G esta acotado superiormente por (M, g) donde M = ∪a∈AMa y g(x) = ga(x) si x ∈ Ma.
Entonces, por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal en G que denotaremos por
(N, h). Si N 6= E, existe x0 ∈ E − N y por la primera parte de la demostración existe h̃
extensión de h tal que (N

⊕
a span{x0}, h̃) es un elemento estrictamente mayor que (N, h), lo

cual contradice la maximilidad de (N, h). Por lo tanto, N = E y h es la extensión requerida
de f . �

Ejemplo 1.5.6. Sea p un funcional sublineal en un espacio vectorial real X. Sea f definido
en Z = {x ∈ X | x = αx0, α ∈ R} por f(x) = αp(x0) con x0 fijo, x0 ∈ X. Demuestre que f
es un funcional lineal en Z que satisface que f(x) ≤ p(x) y que existe un funcional lineal f̃
en X tal que −p(−x) ≤ f̃(x) ≤ p(x).

Demostración:
Sea Z = {x ∈ X | x = αx0, α ∈ R}. Supongamos que x = αx0, y = βx0 ∈ Z, α, β ∈ R.
Primero demostraremos que f es un funcional lineal, entonces

f(x+ y) = f(αx0 + βx0) = f((α + β)x0) = (α + β)p(x0) = αp(x0) + βp(x0) = f(x) + f(y).

Además
f(θx) = f(θαx0) = θαp(x0) = θ(αp(x0)) = θf(x).

Por lo que, f es un funcional lineal. Ahora probaremos que f(x) ≤ p(x), en dos casos α ≥ 0
y α < 0.

Si α ≥ 0. Por homogeneidad positiva, cuando α ≥ 0 tenemos

f(x) = αp(x0) = p(αx0) = p(x).

Antes de demostrar para α < 0, probaremos que p(0) = 0 y que p(−x) ≥ −p(x).

Para p(0) = 0, tenemos que p(0) = p(0 ∗ x) = 0p(x) = 0. Luego para p(−x) ≥ −p(x),
se tiene que

p(0) = p(x− x) ≤ p(x) + p(−x) =⇒p(0) ≤ p(x) + p(−x) =⇒ 0 ≤ p(x) + p(−x)

=⇒− p(x) ≤ p(−x) =⇒ p(−x) ≥ −p(x)

Ahora, si α < 0 tenemos que

f(x) = αp(x0) = −α(−p(x0)) = −α(−p(x0)) ≤ −αp(−x0) ; − p(x) ≤ p(−x)

=⇒f(x) ≤ −αp(−x0) = p(−α(−x0)) = p(αx0) = p(x)
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Por último, probaremos la existencia de f̃ y la desigualdad −p(−x) ≤ f̃(x) ≤ p(x). Por
hipótesis p es un funcional sublineal y además demostramos que f(x) = αp(x0) es un fun-
cional sublineal que satisface f(x) ≤ p(x). Luego por Teorema 1.5.5 f tiene una extensión
lineal que satisface

f̃(x) ≤ p(x) ; f̃ = f para todo x ∈ Z.

Tenemos que para todo x ∈ Z, f̃(x) = f(x) = αp(x0). Anteriormente demostramos que
−p(x) ≤ p(−x) para todo α ∈ R, aśı −p(−x) ≤ p(−(−x)) = p(x) por lo que −p(−x) ≤ p(x).
Luego

−p(−x) ≤ p(x) =⇒ −p(−x) ≤ p(αx0) = αp(x0) = f(x) = f̃(x) =⇒ −p(−x) ≤ f̃(x).

Por el Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.5.5), f̃(x) ≤ p(x) por lo que, −p(−x) ≤ f̃(x) ≤
p(x). �

Nos dedicaremos a demostrar la forma compleja del Teorema de Hahn-Banach. Usaremos el
hecho de que todo espacio normado complejo es también un espacio normado real.

Teorema 1.5.7. (Hahn-Banach complejo). Sean E un espacio normado sobre C, ρ una
seminorma en E, F un subespacio normado de E y f : F −→ C una función C-lineal tal
que |f(x)| ≤ ρ(x) para toda x ∈ F . Entonces, existe una extensión C-lineal f̃ : E −→ C con
|f̃(x)| ≤ ρ(x) para toda x ∈ E.

Demostración:
Sea u : F −→ R la parte real de f . Sabemos que u ≤ ρ en F y por el Teorema 1.5.5, tiene
una extensión R-lineal ũ : E −→ R tal que para x ∈ E,

ũ(x) ≤ ρ(x). (1.24)

Como mencionamos anteriormente, f̃ : E −→ K dada por f̃(x) = ũ(x) − iũ(ix) es un
funcional C-lineal ya que

f̃(λx+ y) = ũ(λx+ y)− iũ(i(λx+ y)) = ũ(λx) + ũ(y)− iũ(λix)− iũ(iy)

=⇒f̃(λx+ y) = ũ(λx)− iũ(λix) + ũ(y)− iũ(iy) = λũ(x)− λiũ(ix) + ũ(y)− iũ(iy)

=⇒f̃(λx+ y) = λ(ũ(x)− iũ(ix)) + ũ(y)− iũ(iy) = λf̃(x) + f̃(y).

Además si x ∈ F , tenemos que f(x) = u(x) − iu(ix) = ũ(x) − iũ(ix) = f̃(x). Finalmente,
como ρ es una seminorma, si x ∈ E y por coordenadas polares obtenemos f̃(x) = re−iθ con
r > 0, aśı

|f̃(x)| = r = f̃(xe−iθ) = ũ(xe−iθ) ≤ ρ(xe−iθ) = |e−iθ|ρ(x) = (1)ρ(x) = ρ(x).

�

Teorema 1.5.8. Sean X un espacio normado sobre K, se cumple que

a) Si Y es un subespacio de X y f : Y −→ K una función lineal continua, entonces existe

una extensión f̃ : X −→ K lineal y continua de f , tal que ‖f̃‖ = ‖f‖.
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b) Para toda x ∈ X, con x 6= 0, existe una función lineal y continua fx : X −→ K tal que
fx(x) = ‖x‖ y ‖f‖ = 1.

Demostración:
Sea X un espacio normado sobre K e Y un subespacio de X.
Primero probaremos el literal a). Sea ρ : X −→ R la seminorma definida por ρ(x) = ‖f‖‖x‖.
Como para toda y ∈ Y , |f(y)| ≤ ‖f‖‖y‖, resulta que f ≤ ρ en Y , por Teorema 1.5.7,

existe una extensión f̃ lineal y continua de f a X, tal que para toda x ∈ X se cumple que
|f̃(y)| ≤ ‖f‖‖y‖. Por lo que ‖f̃‖ ≤ ‖f‖. Como f̃(y) = f(y), para toda y ∈ Y , tenemos que

‖f̃‖ ≤ ‖f‖ y entonces ‖f̃‖ = ‖f‖.

Para el literal b). Sea g : span{x} −→ K dada por g(λx) = λ‖x‖. Sabemos que la función
escalar es continua por Proposición 1.1.48 inciso ii), además la función norma es continua
por Lema 1.2.9, ahora bien por literal a) tenemos que, existe una extensión g̃ sobre X, es
decir, existe g̃ : X −→ K, tal que ‖g‖ = ‖g̃‖ para toda x en span(x) pero

‖g̃‖ = sup
x∈X
|g(x)|
‖x‖

= sup
x∈X
‖x‖
‖x‖

= 1.

Ahora bien, para todo x ∈ X se tiene que g(x) = ‖x‖, entonces g̃(x) = g(x) = ‖x‖,
obtenemos lo deseado. �

Ejemplo 1.5.9. Demuestre que bajo las hipótesis del Teorema 1.5.8, existe un funcional
lineal acotado f̂ ∈ X tal que ||f̂ || = ||x0||−1 y f̂(x0) = 1.

Demostración:
Como X satisface las hipótesis del Teorema 1.5.8, existe un funcional lineal acotado f̃ en

X tal que ||f̃ || = 1, y f̃(x0) = ||x0||. Sea f̂ = f̃
||x0|| , demostraremos que ||f̂ || = ||x0||−1 y

f̂(x0) = 1. Primero para ||f̂ || tenemos que

||f̂ || =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ f̃

||x0||

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

1

||x0||
||f̃ || = 1

||x0||
(1) =

1

||x0||
= ||x0||−1.

Por lo que, ||f̂ || = ||x0||−1. Luego para f̂(x0) se tiene que

f̂(x0) =

[
f̃

||x0||

]
(x0) =

f̃(x0)

||x0||
=
||x0||
||x0||

= 1.

Por tanto, f̂(x0) = 1. �

Además, como X es un espacio de Banach y en la Proposición 1.2.10, probamos que X∗

es un espacio de Banach con la norma dada por

‖f ∗‖ = sup
‖f∗‖≤1

|f ∗(x)|, (1.25)

para toda f ∗ ∈ X∗.
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Corolario 1.5.10. Sean X un espacio normado y x ∈ X. Entonces

‖x‖ = sup
‖f∗‖≤1

|f ∗(x)|, ∀ f ∗ ∈ X∗. (1.26)

Demostración:
Si x = 0, se tiene que f ∗(0) = 0 y además ‖0‖ = 0 por lo que ‖0‖ = sup‖f∗‖≤1 |f ∗(0)|.
Supongamos pues que x 6= 0. Ya que para toda f ∗ ∈ X∗, |f ∗(x)| ≤ ‖f ∗‖‖x‖ , se tiene que

‖x‖ ≥ sup
‖f∗‖≤1

|f ∗(x)|.

Por otra parte, por el Teorema 1.5.8, existe f ∗ ∈ X∗ con ‖f ∗‖ = 1 tal que f ∗(x) = ‖x‖, y
esto nos da la igualdad. �

Definición 1.5.11. Un conjunto A de un espacio topológico X se dice que es denso en
ninguna parte, śı el interior de su clausura es vaćıo.

Definición 1.5.12. Sea Ω un espacio topológico, diremos que Ω es un espacio de Baire si
toda intersección numerable de abiertos densos en Ω es un conjunto denso en Ω. Además
diremos que un conjunto es de primera categoŕıa (o raro) en Ω, śı es una unión numerable
de conjuntos densos en ninguna parte. Un conjunto es de segunda categoŕıa en Ω, śı no es
de primera categoŕıa.

Teorema 1.5.13. (Teorema de Baire). Si Ω es un espacio métrico completo ó un espacio
topológico de Hausdorff localmente compacto, entonces es un espacio de Baire.

Demostración:
Supongamos que Ω es un espacio métrico completo, {Ui}∞i=1 una colección de conjuntos
abiertos densos en Ω y V un abierto no vaćıo en Ω, entonces por ser V abierto, existe una
bola abierta Br de radio r > 0, tal que Br ⊂ V . Ahora bien, para demostrar el teorema
veremos que, (∩∞i=1Ui) ∩ Br 6= ∅. Como Ui es denso y abierto y V es abierto en Ω, tenemos

que, ∃ ω1 ∈ U1 ∩ Br y 0 < r1 <
r

2
tales que la bola abierta con centro en ω1 y radio r1

satisface Br1(ω1) ⊂ Br ∩U1. Como U2 es denso y abierto, además V es abierto en Ω tenemos
que, existen ω2 ∈ Br1(ω1) ∩ U2 y 0 < r2 <

r
4

tales que

Br2(ω2) ⊂ Br1(ω1) ∩ U2 ⊂ Br ∩ U1 ∩ U2.

Continuando de esta manera, construimos una sucesión de {ωi}∞i=1 en Ω y una sucesión de
reales {ri}∞i=1 tales que 0 < rn <

r
2n

y

Brn(ωn) ⊂ Brn−1(ωn−1) ∩ Un ⊂ Br ∩ U1 ∩ U2 ∩ . . . ∩ Un.

Ahora bien, la sucesión {ωn}∞n=1 es una sucesión de Cauchy en Ω y como Ω es completo
tenemos que

∃ ω ∈ ∩∞i=1(Bri(ωi) ⊂ (∩∞i=1Ui) ∩Br,

tal que ĺımi−→∞ ωi = ω, aśı Ω es intersección numerable de conjuntos densos en Ω, apli-
cando la Definición 1.5.12, Ω es de Baire. Si Ω es localmente compacto y de Hausdorff.
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Por definición de conjunto compacto, existe una sucesión {ωn}∞n=1 convergente en Ω, como
toda sucesión convergente es de Cauchy, por Definición 1.1.7, Ω es completo. Ahora bien,
en vez de bolas abiertas podemos tomar conjuntos abiertos Vn no vaćıos con Vn compac-
to, V1 ⊂ V y Vn+1 ⊂ Vn ∩ Un. Entonces por la propiedad de la intersección finita, existe
ω ∈ ∩∞n=1Vn ⊂ V ∩ (∩∞n=1Un), tal que ĺımi−→∞ ωi = ω, aśı Ω es intersección numerable de
conjuntos densos en Ω, aplicando la Definición 1.5.12, Ω es de Baire. �

El Teorema de Baire para espacios métricos completos posee dos restricciones importan-
tes, las cuales son

(1) La completitud del espacio métrico.

(2) La numerabilidad de los subconjuntos abiertos y densos en el espacio.

¿Será posible omitir la segunda condición?, el siguiente ejemplo es una muestra de ello.

Ejemplo 1.5.14. El conjunto {Ax}x∈R = R \ {x} no es un conjunto de Baire en R.

Demostración:
En R, si para cada x ∈ R se definen Ax = R \ {x}, se tiene que cada Ax es abierto en R
porque es unión de dos abiertos en R, Ax = R \ {x} = (−∞, x) ∪ (x,+∞). Además Ax es
denso en R porque Ax ∩ R = Ax 6= ∅. Sin embargo

⋂
x∈RAx = emptyset. Por lo que(⋂

x∈R

Ax

)
∩ R = ∅ ∩ R = ∅.

Aśı
⋂
x∈RAx no es denso, por tanto el conjunto {Ax}x∈R no representa una intersección

numerable de abiertos densos en R, entonces no es un conjunto de Baire. �

Definición 1.5.15. Sea M un subconjunto de un espacio normado X, diremos que M es
total si spanM = X.

Lema 1.5.16. Sea X un espacio normado y Y un subespacio de X con interior no vaćıo,
entonces Y = X.

Demostración:
Sea x ∈ intY y r > 0 tales que Br(x) ⊂ Y . Como Y es un espacio normado, Br(0) =
−x+Br(x) ⊂ Y y entonces tenemos que λBr(0) ⊂ Y para todo λ ∈ K. Por lo tanto, Y = X
�

Teorema 1.5.17. (Acotamiento Uniforme). Sean X un espacio de Banach, Y un espa-
cio normado y G una familia de operadores acotados de X en Y , entonces son equivalentes

1. sup{‖T‖ : T ∈ G} <∞.

2. sup{‖Tx‖ : T ∈ G} <∞ para toda x ∈ X.

3. sup{|f(Tx)| : T ∈ G} <∞ para toda x ∈ X y para todo f ∈ Y ∗.
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Demostración:
Por definición de norma para operadores tenemos que 1. =⇒ 2. =⇒ 3.

Ahora demostremos 2. =⇒ 1. Supongamos que sup{‖Tx‖ : T ∈ G} < ∞ para toda x ∈ X.
Sea An = {x ∈ X : supT∈G ‖Tx‖ ≤ n}. Entonces An es cerrado para toda n ∈ N, dado que
An es la preimagen por T del intervalo [−n, n], luego cada An es cerrado y aśı el conjunto
∩T∈GAn es cerrado en X.
Tenemos que X = ∪n∈NAn, como X es un espacio de Baire, existe k ∈ N tal que intAk 6= ∅,
por lo tanto, existe x0 ∈ Ak y δ > 0 tales que ‖x− x0‖ < δ implica que

sup
T∈G
‖Tx‖ ≤ k.

En particular si ‖x‖ < δ y T ∈ G, ‖Tx − Tx0‖ ≤ k aplicando la desigualdad del triángulo
para la resta tenemos

‖Tx‖ − ‖Tx0‖ ≤ ‖Tx− Tx0‖ ≤ k =⇒ ‖Tx‖ − ‖Tx0‖ ≤ k =⇒ ‖Tx‖ ≤ k + ‖Tx0‖ = M

=⇒ sup
T∈G
‖Tx‖ ≤ supM =⇒ sup

T∈G

‖Tx‖
‖x‖

≤ M

δ
.

Pero, supT∈G
‖Tx‖
‖x‖

= ‖T‖, entonces ‖T‖ ≤ M

δ
<∞. Por tanto, se cumple 2. =⇒ 1.

Ahora demostremos que 3. =⇒ 2. Supongamos que sup{|f(Tx)| : T ∈ G} <∞ para toda x ∈
X y para todo f ∈ Y ∗. Fijemos x ∈ X y sea An = {f ∈ Y ∗ : supT∈G |f(Tx)| ≤ n}. An es
cerrado y Y ∗ = ∪n∈NAn, como Y ∗ es de Banach por Teorema 1.5.13, Y ∗ es de Baire, existe
un k ∈ N tal que intAk 6= ∅, por lo tanto, existe f0 ∈ Ak y δ > 0 tales que ‖f − f0‖ < δ
implica que

sup
T∈G
|f(Tx)| ≤ k.

En particular, śı ‖f‖ < δ y T ∈ G, |f(Tx) − f(Tx0)| ≤ k, aplicando la desigualdad del
triángulo para la resta, tenemos

|f(Tx)− f(Tx0)| ≤ k =⇒|f(Tx)| − |f(Tx0)| ≤ k =⇒ |f(Tx)| ≤ k + |f(Tx0)| = M

=⇒ sup
T∈G
|f(Tx)| ≤ supM =⇒ sup

T∈G
|f‖≤1

|f(Tx)|
‖f‖

≤ M

δ

Pero sup T∈G
|f‖≤1

|f(Tx)|
‖f‖

= supT∈G ‖T‖, entonces supT∈G ‖Tx‖ ≤
M

δ
. Por lo que concluimos

que se cumple 3. =⇒ 2. �

El siguiente ejemplo pone de manifiesto que el teorema anterior no es cierto si solo se supone
que el espacio de partida X es normado.

Ejemplo 1.5.18. Sean X = (c00, || · ||∞) y {fn}n la sucesión de funciones lineales en X
definidas por

fn(x) :=
n∑
i=1

xi donde x = {xj}j ∈ c00.
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La sucesión {fn}n es puntualmente acotado y ||fn|| = n, es decir

sup
n∈N
|fn(x)| <∞ para cada x ∈ c00 y sup

n∈N
||fn|| =∞.

Demostración:
Recordemos que c00 es el conjunto de las sucesiones casi nulas de escalares definido por

c00 = {{xn} ∈ Kn : {n ∈ N : xn 6= 0} es finito}.

Sea x = {xn}n ∈ c00, existe N ∈ N de manera que xn = 0 cuando n > N , por tanto la
sucesión {fn(x)}n∈N = {f1(x), f2(x), · · · , fN(x), fN(x), fN(x), · · · } tiene una cantidad finita
de términos distintos y en consecuencia sup{|fn(x)| : n ∈ N} < ∞. Por tanto, la sucesión
{fn}n es puntualmente acotada. Por otro lado, dada fn si x ∈ c00 con ||x||∞ ≤ 1 sabemos
que

|fn(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|xi| ≤
n∑
i=1

||x||∞ ≤
n∑
i=1

1 = n.

Por lo que, ||fn|| = sup{|fn(x)| : ||x||∞ ≤ 1} ≤ n. Si tomamos ahora

x = (1, · · ·︸︷︷︸
n

, 1, 0, · · · ).

Se tiene que ||x||∞ = 1 y que n = fn(x) ≤ ||fn|| ≤ n. Aśı concluimos que ||fn|| = n. �

Proposición 1.5.19. Sea T un operador lineal acotado de un espacio normado X a un
espacio normado Y . Suponga que existe un b positivo tal que ||Tx|| ≥ b||x|| para todo x ∈ X.
Demuestre que T−1 : Y −→ X existe y es acotado.

Demostración:
Supongamos que Tx = 0. Entonces

‖Tx‖ = ‖0‖ ≥ b‖x‖ =⇒ ‖0‖ ≥ b‖x‖ =⇒ 0 ≥ ‖x‖; b > 0.

Además, por definición de norma ‖x‖ ≥ 0, aśı ‖x‖ = 0 por lo que x = 0. Entonces kerT = {0}
y aśı T es inyectiva. Como T es sobreyectiva, entonces T es invertible, por lo que existe
T−1 : Y −→ X tal que R(T ) = Y . Sea y = Tx aśı T−1y = x, probaremos que T−1 es
acotado

||T−1y|| = ||x|| ≤ 1

b
||Tx|| = 1

b
||y||.

Entonces ||T−1y|| ≤ 1
b
||y||, por lo que T−1 es acotada. �

Teorema 1.5.20. (De la función inversa). Si X e Y son espacios de Banach y T :
X −→ Y es un operador biyectivo y acotado, entonces T es un isomorfismo, es decir, T−1

es acotado y por lo tanto
‖T−1‖−1‖x‖ ≤ ‖Tx‖ ≤ ‖T‖‖x‖.

Demostración:
Sabemos que T es un operador biyectivo y acotado, es decir ‖Tx‖ ≤ ‖T‖‖x‖, entonces
por ser acotado T es continuo, además T−1 existe. Por Proposición 1.5.19, T−1 es acotado
aplicando el Teorema 1.2.2, T−1 es continuo, Por tanto, T es un isomorfismo. �
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1.6. DUALIDAD Y TOPOLOGÍAS DÉBILES

Sea X un espacio normado. Hemos visto que X∗ siempre es un espacio de Banach (Propo-
sición 1.2.10), y entonces podemos hablar de su espacio dual o bidual de X, que denotaremos
por X∗∗ el cual también es un espacio de Banach. Tenemos la siguiente relación entre X y
su bidual X∗∗.

Teorema 1.6.1. Sea X un espacio normado. Entonces X es isométrico a un subespacio de
X∗∗ v́ıa la función j : X −→ X∗∗ dada por

[j(x)](f) = f(x),

para toda x ∈ X y f ∈ X∗. Esta función es llamada la inyección canónica de X en X∗∗.

Demostración:
Primeramente demostremos que j(x) es lineal. Sean x, y ∈ X, f ∈ X∗, β, α ∈ K y sea
j : X −→ X∗∗, una función definida por [j(x)](f) = f(x). Probaremos que [j(αx+βy)](f) =
α[j(x)](f) + β[j(y)](f). Sea α, β ∈ R, x, y ∈ X, entonces

[j(αx+ βy)](f) = f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y) = α[j(x)](f) + β[j(y)](f).

Por tanto, j(x) es lineal. Luego, tenemos que |[j(x)](f)| = |f(x)|. Ya que para toda f ∗ ∈ X∗
se cumple que

|f(x)| ≤ ‖x‖‖f‖ =⇒ |f(x)|
‖f‖

≤ ‖x‖ =⇒ sup
‖f‖≤1

|f(x)| ≤ ‖x‖ =⇒ sup
‖f‖≤1

|[j(x)](f)| ≤ ‖x‖

=⇒‖j‖ ≤ ‖x‖.

�

Definición 1.6.2. Una sucesión {xn}∞n=1 en un espacio de Banach X se llama base de
Schauder de X si para toda x ∈ X, existe una sucesión única de escalares {an}∞n=1 ⊂ K, tal
que

ĺım
n−→∞

∥∥∥∥∥x−
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ = 0.

Ejemplo 1.6.3. Sea X el espacio `p de las sucesiones y sea {en}n la sucesión ek = δi,k, es
decir la sucesión de vectores de `p con 1 en la posición k y 0 en el resto. Demostraremos que
dicha sucesión es una base de Schauder.

Demostración:
En efecto, para todo x ∈ `p tenemos x = (x1, x2, · · · , xn, · · · ). Como x ∈ `p, entonces para
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A := ĺımn−→∞ ‖x−
∑n

k=1 ekxk‖ se tiene que

A = ĺım
n−→∞

‖(x1, x2, · · · , xn, xn+1, · · · )− [x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen]‖

= ĺım
n−→∞

∥∥(x1, x2, · · · , xn, xn+1, · · · )− [x1(1, 0, · · · ) + x2(0, 1, · · · ) + · · ·+ xn(0, · · · , 1(n), 0, · · · )]
∥∥

= ĺım
n−→∞

∥∥(x1, x2, · · · , xn, xn+1, · · · )− [(x1, 0, · · · ) + (0, x2, · · · ) + · · ·+ (0, · · · , x(n)
n , 0, · · · )]

∥∥
= ĺım

n−→∞
‖(x1, x2, · · · , xn, xn+1, · · · )− (x1, x2, · · · , xn, 0, · · · , 0 · · · )‖

= ĺım
n−→∞

‖(x1 − x1, x2 − x2, · · · , xn − xn, xn+1 − 0, xn+2 − 0, · · · )‖

= ĺım
n−→∞

‖(xn+1, xn+2, · · · )‖

= ĺım
n−→∞

(
∞∑

k=n+1

|xk|p
) 1

p

.

De donde si n −→∞ se tiene que

A = ĺım
n−→∞

(
∞∑

k=n+1

|xk|p
) 1

p

−→ 0.

Por lo que,

ĺım
n−→∞

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

ekxk

∥∥∥∥∥ = 0.

Aśı {en}n es una base de Schauder para `p. �

Observemos que la base de Schauder de `p también es una base de Schauder para c0, lo
demostraremos a continuación.

Ejemplo 1.6.4. Sea X el espacio c0 de las sucesiones convergentes a cero y sea {ek}∞k=1 la
sucesión ek = {δik}∞j=1, es decir la sucesión de vectores de c0 con 1 en la posición k y 0 en
el resto. Demostraremos que dicha sucesión es una base de Schauder de c0.

Demostración:
En efecto, para todo x ∈ c0 tenemos x = (x1, x2, · · · , xn, 0, 0 · · · ). Como x ∈ c0, entonces
para A := ĺımn−→∞ ‖x−

∑n
k=1 ekxk‖p se tiene que

A = ĺım
n−→∞

‖(x1, x2, · · · , xn, 0, · · · )− [x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen]‖p
= ĺım

n−→∞

∥∥(x1, x2, · · · , xn, 0, · · · )− [x1(1, 0, · · · ) + x2(0, 1, · · · ) + · · ·+ xn(0, · · · , 1(n), 0, · · · )]
∥∥
p

= ĺım
n−→∞

∥∥(x1, x2, · · · , xn, 0, · · · )− [(x1, 0, · · · ) + (0, x2, · · · ) + · · ·+ (0, · · · , x(n)
n , 0, · · · )]

∥∥
p

= ĺım
n−→∞

‖(x1, x2, · · · , xn, 0, · · · )− (x1, x2, · · · , xn, 0, · · · , 0 · · · )‖p
= ĺım

n−→∞
‖(x1 − x1, x2 − x2, · · · , xn − xn, 0− 0, · · · )‖p

= ĺım
n−→∞

‖(0, 0, · · · )‖p = 0.
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Por lo que

ĺım
n−→∞

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

ekxk

∥∥∥∥∥
p

= 0.

Aśı {en}n es una base de Schauder para c0. �

Hemos de agregar un resultado importante respecto a c0.

Ejemplo 1.6.5. El espacio dual de c0 es `1.

Demostración:
Como demostramos en el Ejemplo 1.6.4 {ek}∞k=1 la sucesión ek = {δik}∞j=1, es decir la sucesión
de vectores de c0 con 1 en la posición k y 0 en el resto es una base de Schauder de c0. Entonces
para cada x ∈ c0 tiene representación única

x =
∞∑
k=1

ξkek.

Donde x = {ξk}. Sea f ∈ (c0)∗. Entonces, dado que es lineal y acotada

f(x) = f

(
∞∑
k=1

ξkek

)
=
∞∑
k=1

ξkf(ek).

Primero demostraremos que la sucesión {f(ek)} ∈ `1. Definimos los números θn de la siguiente
manera

θn =

{
|f(en)|
f(en)

, f(en) 6= 0

0, f(en) = 0.

Ahora consideremos la sucesión {xn} donde

xn = (θ1, θ2, · · · , θn, 0, 0, · · · ) = θ1e1 + θ2e2 + · · ·+ θnen.

Observemos que xn ∈ c0 y ‖xn‖∞ es 0 o 1 para todo n. Luego

|f(xn)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

θkf(ek)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

θkf(ek)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

θkf(ek)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

θkf(ek)

∣∣∣∣∣+ 0.

Por lo que

|f(xn)| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

θkf(ek)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

|f(ek)|
f(ek)

f(ek)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

|f(ek)|

∣∣∣∣∣ =
n∑
k=1

|f(ek)|.

Y aśı

|f(xn)| =
n∑
k=1

|f(ek)| ≤ ‖xn‖∞‖f‖; dado que f es acotada.
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Pero ‖xn‖∞‖f‖ ≤ ‖f‖, por lo que
∑n

k=1 |f(ek)| ≤ ‖xn‖∞‖f‖ ≤ ‖f‖ para todo n. Como la
desigualdad se mantiene para todo n, si n −→∞ tenemos que

n∑
k=1

|f(ek)| ≤ ‖xn‖∞‖f‖ ≤ ‖f‖ para todo n. (1.27)

Por tanto, {f(ek)} ∈ `1.

Seguidamente demostraremos que para cada b = {βk} ∈ `1, podemos obtener un opera-
dor lineal acotado correspondiente a c0. Definimos g en c0 por

g(x) =
∞∑
k=1

ξkβk; x = {ξk} ∈ c0,

entonces g es lineal. Y además g es acotado porque

|g(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

ξkβk

∣∣∣∣∣ ≤ sup
j
|ξj|

∞∑
k=1

|βk| ≤ ‖x‖∞
∞∑
k=1

|βk|.

Tomando el supremo de todos los x con norma 1, tenemos que ‖g‖ ≤
∑∞

k=1 |βk|. Si combi-
namos este resultado con la Ecuación (1.27), obtenemos que ‖f‖ =

∑n
k=1 |f(ek)|, que es la

norma en `1. Entonces el mapeo f −→ {f(ek)} de c0 a `1 es biyectivo, lineal y preserva la
norma por lo que es un isomorfismo isométrico. Por tanto, el dual de c0 es `1. �

Ahora demostremos que el dual de `1 es `∞.

Ejemplo 1.6.6. El espacio dual de `1 es `∞.

Demostración:
Sea X = `1. Una base de Schauder para `1 es {ek}, donde ek = {δkj} tiene 1 en la k−ésima
posición y 0 en las demás. Entonces por Teorema de Representación de Riesz (veáse [4]),
todo x ∈ `1 tiene una representación única, aśı

x =
∞∑
k=1

ξkek.

Consideremos cualquier f ∈ X∗, donde X∗ es el espacio dual de `1, además f es lineal y
acotado, es decir, ‖f‖ 5M y

f(x) =
∞∑
k=1

ξkγk, (1.28)

donde γk = f(ek) están únicamente determinados por f . Como ‖ek‖ = 1 y

|γk| = |f(ek)| 5 ‖f‖‖ek‖ = ‖f‖ (1.29)

=⇒ sup
k
|γk| 5 ‖f‖. (1.30)
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De ah́ı tenemos que supk |γk| 5M , de donde {γk} ∈ `∞. Por otro lado, llegaremos a que para
toda b = {βk} ∈ l∞ podemos obtener una función lineal acotada correspondiente g ∈ X∗. En
efecto aśı es, podemos definir g en `1 por g(x) =

∑∞
k=1 ξkβk, donde x = {ξk} ∈ `1 =⇒ ‖x‖ 5

M . Demostremos que g es lineal, es decir que g(x + αy) = g(x) + αg(y), donde x = {ξk} y
y = {ηk}. Sean α, β ∈ R, x, y ∈ `1, tenemos que

g(x+αy) =
∞∑
k=1

(ξk +αηk)βk =
∞∑
k=1

(ξkβk +αηkβk) =
∞∑
k=1

(ξkβk) +α
∞∑
k=1

(ηkβk) = g(x) +αg(y).

Ahora demostremos que g está acotado, sean x ∈ `1 tenemos que

|g(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

ξkβk

∣∣∣∣∣ 5
∞∑
k=1

|ξkβk| 5
∞∑
k=1

∣∣∣∣ξk(sup
k
βk)

∣∣∣∣ =
∞∑
k=1

|ξk|
∣∣∣∣sup
j
βj

∣∣∣∣ =
∞∑
k=1

|ξk| sup
j
|βj|

=⇒|g(x)| = sup
j
|βj|

∞∑
k=1

|ξk| = sup
j
|βj|

∞∑
k=1

|ξk| = sup
j
|βj| ‖x‖.

Donde g ∈ X∗. Finalmente demostremos que la norma de f es la norma en el espacio `∞.
De la Ecuación (1.28) tenemos,

|f(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

ξkγk

∣∣∣∣∣ 5
∞∑
k=1

|ξkγk| 5
∞∑
k=1

∣∣∣∣ξk(sup
k
βk)

∣∣∣∣ =
∞∑
k=1

|ξk|
∣∣∣∣sup
j
γj

∣∣∣∣ =
∞∑
k=1

|ξk| sup
j
|γj|

=⇒|f(x)| = sup
j
|γj|

∞∑
k=1

|ξk| = sup
j
|γj|

∞∑
k=1

|ξk| = sup
j
|γj| ‖x‖.

Tomando el supremo de toda x de norma 1, vemos que,‖f‖ 5 supj |γj|. De esto y de la
Ecuación (1.30) tenemos,

‖f‖ = sup
j
|γj|.

La cual es la norma de `∞. Por lo que esta ecuación la podemos escribir como ‖f‖ = ‖c‖∞
donde c = (γj) ∈ l∞. Podemos definir φ : X∗ → `∞ como φ(f) = c = (γj) ∈ `∞, de aqúı
tenemos que, ‖φ(f)‖ = ‖c‖ = ‖f‖, por definición, φ es un isomorfismo isométrico, por lo
cual X∗ = `∞. �

Definición 1.6.7. Un espacio normado X es reflexivo si j(X) = X∗∗, donde j : X −→ X∗∗

es la inyección canónica definida arriba.

Un ejemplo de un espacio de Banach no reflexivo lo detallaremos a continuación.

Ejemplo 1.6.8. El espacio c0 de sucesiones convergentes a cero no es reflexivo.

Solución:
Sabemos que (c0)∗ = `1 (Ejemplo 1.6.5) y además que (c0)∗∗ = (`1)∗ = `∞ (Ejemplo 1.6.6).
Por tanto, tenemos un isomorfismo isométrico de (c0)∗∗ sobre `∞. Como `∞ no es separable,
(c0)∗∗ tampoco lo es, luego c0 no es siquiera homeoformo a (c0)∗∗ y, en particular, la inyección
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canónica de c0 no puede ser sobreyectiva. Por tanto, c0 no es reflexivo. �

Notemos que si un espacio es reflexivo, es isométricamente isomorfo a su doble dual, enton-
ces es un espacio de Banach. La definición estipula que la isometŕıa debe de ser la inyección
canónica, sin embargo X puede ser isométricamente isomorfo a X∗∗ mediante una isometŕıa
distinta. Durante mucho tiempo se pensó que un espacio de Banach isométricamente isomor-
fo a su doble dual debeŕıa ser reflexivo, pero en 1950, Robert Clarke James construyó un
espacio que es un contraejemplo a esta conjetura. Estudiaremos el espacio J de James con
cierto detalle en el caṕıtulo 3.

Proposición 1.6.9. El dual del espacio `p con 1 < p < ∞ es el espacio `q donde q es tal
que 1

p
+ 1

q
= 1 y `p es reflexivo.

Demostración:

Para n = 1, 2, . . . sea en =

0, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .

 ∈ `p.
Toda y = {bn}∞n=1 ∈ `q, define un elemento ϕy : `p −→ C, de la siguiente manera para
toda x = {an}∞n=1 ∈ `p,

ϕy(x) =
∞∑
n=1

anbn.

Demostremos que ϕy está bien difinida. Sean x = {an}∞n=1 ∈ `p y x′ = {a′n}∞n=1 ∈ `p, tal que
x = x′, entonces tenemos que al multiplicar cada elemento de la sucesión y con las respectivas
de x y x′, tenemos que

{anbn}∞n=1 = {a′nbn}∞n=1 =⇒
∞∑
n=1

anbn =
∞∑
n=1

a′nbn =⇒ ϕy(x) = ϕy(x
′).

Por lo cual ϕy está bien definida. Usando la desigualdad de Hölder se tiene que

|ϕy(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

anbn

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|anbn| =
∞∑
n=1

|an||bn| ≤

(
∞∑
n=1

|bn|q
) 1

q
(
∞∑
n=1

|an|p
) 1

p

≤ ‖y‖q‖x‖p.

Por lo tanto, |ϕy(x)| ≤ ‖y‖q‖x‖p, de donde

‖ϕy‖ ≤ ‖y‖q. (1.31)

Además, tenemos que

ϕy(ek) = ϕy(0, . . . , 1, 0, . . . ) = 0(b1) + 0(b2) + · · ·+ 1(bk) + · · · = bk.

Por lo que ϕy(en) = bn. Probaremos que la función Φ : `q −→ (`p)∗, dada por Φ(y) = ϕy, es
un isomorfismo isométrico.
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Demostremos que Φ está bien definida. Sea x = {bn}∞n=1, z = {cn}∞n=1 ∈ `q tal que x = z, sea
w = {an}∞n=1 ∈ `p.

x = z =⇒ {bn}∞n=1 = {cn}∞n=1 =⇒ {anbn}∞n=1 = {ancn}∞n=1 =⇒
∞∑
n=1

anbn =
∞∑
n=1

ancn

=⇒ ϕx(w) = ϕz(w) =⇒ Φ(x) = Φ(z).

Por tanto, Φ está bien definida.

Probemos que Φ es inyectiva. Sea Φ(x) = Φ(z), tenemos que

Φ(x) = Φ(z) =⇒ ϕx(w) = ϕz(w) =⇒
∞∑
n=1

anbn =
∞∑
n=1

ancn =⇒ {anbn}∞n=1 = {ancn}∞n=1

=⇒ {bn}∞n=1 = {cn}∞n=1 =⇒ x = z.

Por tanto, Φ es inyectiva.

Demostremos que Φ es sobreyectiva. Sabemos que para cada ϕy(x) =
∑∞

n=1 anbn, con y
fijo, existe una sucesión de elementos {anbn}∞n=1 que lo genera, donde {bn}∞n=1 = y, por lo
cual, tenemos que existe un elemento en `p, x = {an}∞n=1 tal que ϕy(x) =

∑∞
n=1 anbn, por lo

que ϕy es sobreyectiva, como Φ = ϕy, concluimos que, Φ es sobreyectiva.

Dada f ∈ (lp)∗, sea bn = f(en); llegaremos a que la sucesión y = (bn)∞n=1 pertenece a
`q. Para ello, sean m ∈ N y z(m) =

∑m
n=1 e

iθn|bn|q−1, sabemos que un número y su inverso

tienen módulo rećıproco, escogemos un vector unitario tal que eiθn

|bn| = b−1
n , nos dá la dirección

de bn, esto nos garantiza que, eiθnbn = |bn|, si zm =
∑m

n=1 eiθn|bn|q−1en, entonces

f(z(m)) =
m∑
i=1

f(eiθn|bn|q−1en) =
m∑
i=1

eiθn|bn|q−1f(en) =
m∑
i=1

eiθn|bn|q−1bn.

Pero, eiθnbn = |bn| aśı

f(z(m)) =
m∑
n=1

|bn||bq−1
n | =

m∑
n=1

|bn|q ≤ ‖f‖‖z(m)‖p = ‖f‖

(
m∑
n=1

|bn|p(q−1)

) 1
p

.

Usando el hecho de que p(q − 1) = q y que 1− 1
q

= 1
p
, obtenemos que

(
m∑
n=1

|bn|q
)1− 1

q

≤ ‖f‖,

para toda m, esto prueba que y = (bn)∞n=1 ∈ lq y que,

‖y‖q ≤ ‖f‖. (1.32)
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Por otra parte, si x = an
∞
n=1 ∈ `p, sea x(m) =

∑m
n=1 anen, entonces sabemos que, por el

criterio de convergencia de Cauchy:

‖x− x(m)‖p =

(
∞∑

n=m+1

|an|p
) 1

p

m−→∞
// 0 . (1.33)

Como f es continua, f(x(m)) =
∑m

n=1 an bn m−→∞
// f(x) y se sigue que f(x) =

∑∞
n=1 anbn, es

decir, Φ(y) = f . Además por Ecuación (1.31) ‖ϕy‖ ≤ ‖y‖q pero f = Φ(y) = ϕy por lo que

‖f‖ = ‖Φ(y)‖ = ‖ϕy‖‖f‖ ≤ ‖y‖q.

Por la Ecuación (1.32) se tiene que

‖y‖q ≤ ‖f‖ =⇒ ‖f‖ = ‖y‖q.

Esto concluye la prueba de que el espacio dual de `p es `q. �

Ejemplo 1.6.10. Demostremos que el espacio `p con 1 < p <∞ es reflexivo.

Demostración:
Sea X = `p y X∗ = `q con 1 < p <∞ y q tal que 1

p
+ 1

q
= 1. Definamos la función canónica

T : X → X∗∗ como
[Tx](f ∗) = f ∗x, ∀x ∈ X, ∀f ∗ ∈ X∗.

Demostraremos que ∃ x ∈ X;T (x) = g, g ∈ X∗∗. Sea g ∈ X∗∗, ahora consideremos las
aplicaciones

φ : X → (X∗)∗, ψ : X∗ → (X)∗.

Definidas como

[φ(x)](y) =
∞∑
n=1

xnyn; ∀x = {xn} ∈ X, ∀y = {yn} ∈ X∗,

[ψ(y)](x) =
∞∑
n=1

xnyn; ∀x = {xn} ∈ X, ∀y = {yn} ∈ X∗.

Las cuales ya se demostraron que son isomorfismos isométricos. Luego, la composición g ◦ψ
es una aplicación lineal y continua de X∗ en R y por tanto un elemento de (X∗)∗, por lo
cual existe x = {xn} ∈ X tal que φ(x) = (x∗∗ ◦ ψ)(x). Dado que y∗ ∈ (X)∗ e y ∈ X∗ tal que
ψ(y) = y∗ se tiene que

[T (x)](y∗) = y∗(x) = ψ(y)x =
∞∑
n=1

xnyn = [φ(x)](y) = [g](ψ(y)) = g(y∗).

Como la igualdad es cierta para todo y∗ ∈ (X)∗ se deduce que T (x) = g. Aśı, concluimos
que el espacio `p es reflexivo. �
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Ejemplo 1.6.11. Aplicando la proposición anterior, para p=2, tenemos que l2 es reflexivo.

Dos de las topoloǵıas más importantes que surgieron de esta investigación, son las ahora
conocidas como topoloǵıa débil y topoloǵıa débil estrella, la primera en el espacio mismo y
la segunda en su espacio dual.

Definición 1.6.12. Una colección V de un punto x ∈ X es una base local de x si toda
vecindad de x contiene un elemento de V.

Ejemplo 1.6.13. En un espacio normado (X, ‖·‖), la familia de bolas Vx = {B(x, r) : r > 0}
es una base de entornos de x, para cada x ∈ X.

Solución:
Un entorno de x es la bola B(x, r + ε) con ε > 0 y r ∈ R. Observemos que B(x, r) ⊂
B(x, r + ε), por lo que cumple la definición de base local. �

Definición 1.6.14. Sean X un espacio normado y X∗ su dual. La topoloǵıa débil en X,
denotada por σ(X,X∗) o simplemente por ω, es la topoloǵıa que tiene como base local de
x0 ∈ X a los conjuntos de la forma

V (x0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) =

k⋂
i=1

{x ∈ X : |f ∗i (x− x0)| < ε}, con f ∗1 , f
∗
2 , . . . , f

∗
k ∈ X∗yε > 0.

(1.34)

Entonces un conjunto U ⊂ X es débilmente abierto, o ω-abierto, si y sólo si para toda
x0 ∈ U , existen f ∗1 , f ∗2 , . . . , f

∗
k ∈ X∗ y ε > 0 tales que, V (x0, f

∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) ⊂ U. Cuando

x0 = 0 denotaremos la vecindad en la Ecuación (1.34) simplemente por V (f ∗1 , f
∗
2 , . . . , f

∗
k , ε),

y luego tenemos que,

V (x0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) = x0 + V (f ∗1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k ). (1.35)

V (λx0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , λε) = λV (x0, f

∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) si λ > 0, (1.36)

y que la topoloǵıa débil es de Hausdorff. Demostremos la Ecuación (1.35), con x0 = 0.

V (x0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) = ∩ki=1{|f ∗i (x− x0)| < ε} = ∩ki=1{|f ∗i (x)− f ∗i (x0)| < ε}

=⇒V (x0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) = ∩ki=1{|f ∗i (x)− f ∗i (0)| < ε} = ∩ki=1{|f ∗i (x)− 0| < ε}

=⇒V (x0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) = 0 + ∩ki=1{|f ∗i (x)| < ε} = x0 + ∩ki=1{|f ∗i (x)| < ε}

=⇒V (x0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) = x0 + V (f ∗1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε).

Demostremos la Ecuación (1.36), con λ > 0.

V (λx0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , λε) = ∩ki=1{|f ∗i (λx− λx0)| < λε} = ∩ki=1{|f ∗i (λ(x− x0))| < λε}

=⇒V (λx0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , λε) = ∩ki=1{|λf ∗i (x− x0)| < λε} = ∩ki=1{|λ||f ∗i (x− x0)| < λε}

=⇒V (λx0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , λε) = λV (f ∗1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε).

Ahora demostremos que la Topoloǵıa Débil es de Hausdorff.
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Lema 1.6.15. La Topoloǵıa débil es de Hausdorff.

Demostración:
Sea τω la topoloǵıa débil sobre el espacio X. Sean U,W ∈ τω y x0 ∈ U , y0 ∈ W tales que
x0 6= y0. Luego, sean f ∗i ∈ X∗ tales que f ∗i (x0 − y0) 6= 0. Escogemos de la siguiente forma

ε = mı́n
k

|f ∗k (x0 − y0)|
2

, de lo cual tenemos que ε > 0.

Como x0 ∈ U y y0 ∈ W , entonces existe V (x0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) y V (y0, f

∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) tales

que

x0 ∈ V (x0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) =

⋂
{x ∈ X : |f ∗k (x0 − x)| < ε} ,

y0 ∈ V (y0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) =

⋂
{x ∈ X : |f ∗k (y0 − x)| < ε} .

Demostremos que V (x0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) ∩ V (y0, f

∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) = ∅. Razonemos por con-

tradicción. Supongamos que z ∈ V (x0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε)∩V (y0, f

∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε), esto significa

que |f ∗k (x0 − z)| < ε y |f ∗k (y0 − z)| < ε por lo que

|f ∗k (x0 − z)|+ |f ∗k (y0 − z)| < 2ε =⇒ |f ∗k (x0)− f ∗k (z)|+ |f ∗k (z)− f ∗k (y0)| < 2ε

=⇒|f ∗k (x0)− f ∗k (z) + f ∗k (z)− f ∗k (y0)| < 2ε; desigualdad del triangulo

=⇒|f ∗k (x0) + f ∗k (y0)| < 2ε =⇒ |f ∗k (x0 + y0)| < 2ε = 2 mı́n
k

|f ∗k (x0 − y0)|
2

= mı́n
k
|f ∗k (x0 − y0)|.

Por lo que |f ∗k (x0 + y0)| < mı́nk |f ∗k (x0 − y0)|, lo cual es una contradicción. Por lo tanto,
V (x0, f

∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) ∩ V (y0, f

∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) = ∅. Aśı τω es de Hausdorff. �

Notemos que las vecindades débiles son bastante grandes en espacios de dimensión infinita,
de hecho las vecindades básicas de 0, luego

V (f ∗1 , f
∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) ⊃

k⋂
i=0

ker f ∗i , (1.37)

y como siempre que x ∈ ker f ∗, también λx ∈ ker f ∗, ya que en general ∩ni=1 ker f ∗i es un
conjunto no acotado en la norma ya que ∩ni=1 ker f ∗i es un subespacio de X distinto de {0}.
Por lo tanto, la topoloǵıa débil tiene menos abiertos que la de la norma (de ah́ı su nombre);
pero a pesar de ello resulta que los elementos de X∗ son también ω-continuos.

Proposición 1.6.16. Si X es un espacio normado, entonces f ∗ ∈ X∗ si y sólo si f ∗ :
(X, σ(X,X∗)) −→ K es continua.

Demostración:
Por la Definición 1.6.14 tenemos que f ∗ es ω-continuo. Si g es un funcional lineal conti-
nuo cualquiera, U = {x ∈ X : |g(x)| < 1}, f ∗1 , f ∗2 , . . . , f ∗k ∈ X∗ y ε > 0 son tales que
V (f ∗1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) ⊂ U , entonces por Ecuación (1.37) para toda λ > 0,

k⋂
i=1

ker f ∗i ⊂ V (f ∗1 , f
∗
2 , . . . , f

∗
k , λε) ⊂ λU = {x : |g(x)| < λ}.
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Por lo tanto,
⋂k
i=1 ker f ∗i ⊂ ker g. Pero curiosamente, si ∩ki=1 ker f ∗i ⊂ ker g, resulta que g

es una combinación lineal de f ∗1 , f
∗
2 , . . . , f

∗
k . Supongamos que g(x) = 0 para toda x ∈ ker g.

Definamos Φ : X −→ Kn por Φ(x) = (f ∗1 (x), . . . , f ∗n(x)). Sea E = ΦX, el cual es un
subespacio vectorial de Kn, ya que, si Φ(x),Φ(y) ∈ E;λ ∈ K,

λΦ(x) + Φ(y) = λ(f ∗1 (x), . . . , f ∗n(x)) + (f ∗1 (y) + . . . , f ∗n(y))

=⇒λΦ(x) + Φ(y) = (λf ∗1 (x), . . . , λf ∗n(x)) + (f ∗1 (y), . . . , f ∗n(y))

=⇒λΦ(x) + Φ(y) = (f ∗1 (λx), . . . , f ∗n(λx)) + (f ∗1 (y) + . . . , f ∗n(y)) = (f ∗1 (λx+ y), . . . , f ∗n(λx+ y))

Aśı λΦ(x)+Φ(y) ∈ E. Definamos la función lineal ψ : E −→ ker g por ψ(f ∗1 (x), . . . , f ∗n(x)) =
ψ(Φ(x)) = g(x). Por tanto, ψ está bien definida, ya que si Φ(x) = Φ(y), pero por como hemos
definido Φ, obtenemos que g(x) = g(y). Sea Ψ una extensión lineal de Ψ a Kn. Como Kn

es un espacio normado, cuya norma es definida por un producto punto, por el Teorema de
representación de Riesz (veáse [4]), existen λ1, . . . , λn ∈ K, tales que,

Ψ(a1, . . . , an) =
n∑
i=1

λiai,

y como g = Ψ ◦ Φ, obtenemos que g(x) = Ψ(Φ(x)) =
∑n

i=1 λif
∗
i (x). �

Lema 1.6.17. Sean X un espacio vectorial sobre K y f1, f2, . . . , fn y g funcionales lineales
en X. Si M = {x ∈ X : f1(x) = f2(x) = · · · = fn(x) = 0}, son equivalentes

(i) Existen λ1, λ2, . . . , λn ∈ K tales que g = λ1f1 + · · ·+ λnfn.

(ii) Existe C <∞ tal que,

|g(x)| ≤ C máx
1≤i≤n

|fi(x)|, para toda x ∈ X.

(iii) g(x) = 0 para toda x ∈M .

Demostración:
(i) =⇒ (ii). Supongamos que existen λ1, λ2, . . . , λn ∈ K tales que g = λ1f1 + . . . + λnfn.
Entonces

|g(x)| = |λ1f1(x) + . . .+ λnfn(x)| ≤ |λ1f1(x)|+ . . .+ |λnfn(x)|
=⇒|g(x)| ≤ |λ1||f1(x)|+ . . .+ |λn||fn(x)| ≤ |λ1| máx

1≤i≤n
|fi|+ . . .+ |λn| máx

1≤i≤n
|fi(x)|

=⇒|g(x)| ≤
n∑
i=1

|λi|(n) máx
1≤i≤n

|fi(x)| ≤ C máx
1≤i≤n

|fi(x)|; C =
n∑
i=1

|λi|(n).

Por tanto, |g(x)| ≤ C máx1≤i≤n |fi(x)|.

(ii) =⇒ (iii). Sea x ∈M , entonces g(x) = λ1f1(x) + . . .+ λnfn(x), pero, fi(x) = 0,∀x ∈M ,
es decir, g(x) = λ1(0) + . . .+ λn(0) = 0. Por lo que, g(x) = 0, para toda x en M .
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(iii) =⇒ (i). Supongamos que g(x) = 0 para toda x ∈ M . Definamos Φ : X −→ Kn

por Φ(x) = (f1(x), . . . , fn(x)). Sea E = ΦX, sabemos que es un subespacio vectorial de Kn,
ya que, si Φ(x),Φ(y) ∈ E; λ ∈ K, se tiene que

λΦ(x) + Φ(y) = λ(f1(x), . . . , fn(x)) + (f1(y) + . . . , fn(y))

=⇒λΦ(x) + Φ(y) = (λf1(x), . . . , λfn(x)) + (f1(y) + . . . , fn(y))

=⇒λΦ(x) + Φ(y) = (f1(λx), . . . , fn(λx)) + (f1(y),+ . . . , fn(y))

=⇒λΦ(x) + Φ(y) = (f1(λx+ y), . . . , fn(λx+ y)).

Por lo que λΦ(x)+Φ(y) ∈ E.Definimos la función lineal ψ : E −→M por ψ(f1(x), . . . , fn(x)) =
ψ(Φ(x)) = g(x). Por tanto, ψ está bien definida, ya que si Φ(x) = Φ(y) , por (iii), obtenemos
que g(x) = g(y). Sea Ψ una extensión lineal de Ψ a Kn, como Kn es un espacio normado,
cuya norma es definida por un producto interno, por el Teorema de representación de Riesz
(veáse [4]), existen λ1, . . . , λn ∈ K, tales que

Ψ(a1, . . . , an) =
n∑
i=1

λiai, y como g = Ψ ◦ Φ,

obtenemos que g(x) = Ψ(Φ(x)) =
∑n

i=1 λifi(x). �

Corolario 1.6.18. Sea X un espacio normado. Si f ∗, f ∗1 , f
∗
2 , . . . , f

∗
k ∈ X∗ y ε, δ > 0 son

tales que V (f ∗1 , f
∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) ⊂ V (f ∗, δ), entonces f ∗ es combinación lineal de f ∗1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k .

Demostración:
Veremos que

∑n
i=1 ker f ∗i ⊂ ker f ∗. Sabemos que si x ∈ ∩ki=1 ker f ∗i , también nx ∈ ∩ki=1 ker f ∗i

para toda n ∈ N . Por lo tanto |f ∗(nx)| < δ, o equivalentemente, |f ∗(x)| < δ
n

para toda
n ∈ N , lo cual prueba nuestra afirmación y por el Lema 1.6.17 iii) −→ i), tenemos que f ∗

es una combinación lineal de f ∗i �

Sea X un espacio normado, entonces X∗ se puede ver como el espacio dual de X y también
como el espacio cuyo dual es X∗∗. Por lo tanto, además de las topoloǵıas de la norma y la
débil σ(X∗, X∗∗), se puede definir otra importante topoloǵıa en X∗.

Definición 1.6.19. Sean X un espacio normado y X∗ su dual. La topoloǵıa débil estrella en
X∗, denotada por σ(X∗, X) o simplemente por w∗, es la topoloǵıa que tiene como base local
de f ∗0 ∈ X∗ a los conjuntos de la forma

V (f ∗0 , x1, x2, . . . . xk, ε) =
k∑
i=1

{f ∗ ∈ X∗ : |[f ∗0 − f ∗](xi)| < ε}, con x1, x2, . . . , xk ∈ X y ε > 0.

(1.38)

La topoloǵıa débil estrella es también de Hausdorff y las vecindades ω∗ tienen propiedades
análogas a las presentadas en las Ecuaciones (1.35) y (1.36). Entonces las operaciones de
espacio vectorial en X∗ son también ω∗-continuas.

Lema 1.6.20. La Topoloǵıa débil estrella es de Hausdorff.
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Demostración:
Sea τω∗ la topoloǵıa débil estrella sobre el espacio X. Sean U,W ∈ τω∗ y f ∗0 ∈ U , g∗0 ∈ W
tales que f ∗0 6= g∗0, f ∗0 (xi) 6= 0 y g∗0(xi) 6= 0. Hagamos

ε = mı́n
k

|(f ∗0 − g∗0)(xi)|
2

, de donde ε > 0.

Como f ∗0 ∈ U y g∗0 ∈ W , entonces existe V (f ∗0 , x1, x2, . . . , xk, ε) y V (g∗0, x1, x2, . . . , xk, ε) tales
que,

f ∗0 ∈ V (f ∗0 , x1, x2, . . . , xk, ε) =
⋂
{f ∗ ∈ X∗ : |(f ∗0 − f ∗)(xi)| < ε} ,

g∗0 ∈ V (g∗0, x1, x2, . . . , xk, ε) =
⋂
{f ∗ ∈ Xj : |(f ∗0 − f ∗)(xi)| < ε} .

Demostremos que V (f ∗0 , x1, x2, . . . , xk, ε)∩V (g∗0, x1, x2, . . . , xk, ε) = ∅. Razonemos por contra-
dicción. Supongamos que h∗ ∈ V (f ∗0 , x1, x2, . . . , xk, ε) ∩ V (g∗0, x1, x2, . . . , xk, ε), esto significa
que |(f ∗0 − h∗)(xi)| < ε y |(g∗0 − h∗)(xi)| < ε por lo que

|(f ∗0 − h∗)(xi)|+ |(g∗0 − h∗)(xi)| < 2ε =⇒ |f ∗0 (xi)− h∗(xi)|+ | − g∗0(xi) + h∗(xi)| < 2ε

=⇒|f ∗0 (xi)− h∗(xi)− g∗0(xi) + h∗k(xi)| < 2ε; desigualdad del triángulo

=⇒|f ∗0 (xi)− g∗0(xi)| < 2ε =⇒ |(f ∗0 − g∗0)(xi)| < 2ε = 2 mı́n
k

|f ∗k (x0 − y0)|
2

= mı́n
k
|(f ∗0 − g∗0)(xi)|.

Aśı |(f ∗0 − g∗0)(xi)| < mink|(f ∗0 − g∗0)(xi)|, lo cual es una contradicción. Por lo tanto,

V (f ∗0 , x1, x2, . . . , xk, ε) ∩ V (g∗0, x1, x2, . . . , xk, ε) = ∅.

Entonces τω∗ es de Hausdorff. �

Observemos que cuando X es reflexivo, coinciden las topoloǵıas débil y débil estrella
(ver Teorema 1.8.1). De hecho esto caracteriza a los espacios reflexivos, lo que se verá más
adelante en el Teorema 1.8.1. Además, sabemos que σ(X∗, X) ⊂ σ(X∗, X∗∗), cuando X no
es reflexivo la topoloǵıa débil estrella es más gruesa que la topoloǵıa débil.
Recordemos que una topoloǵıa en un conjunto X es metrizable si existe una métrica en X
que induce dicha topoloǵıa, y que las topoloǵıas inducidas por métricas satisfacen el primer
axioma de numerabilidad 1AN, es decir, todo punto en X tiene una base local numerable.
Veremos que los únicos espacios normados cuya topoloǵıa débil (débil estrella en caso de
espacios duales) es metrizable, son los espacios de dimensión finita; esto nos da una diferencia
sustancial entre las topoloǵıas débiles y de la norma, ya que todo espacio normado es métrico.

Proposición 1.6.21. Sea X un espacio de Banach,

(a) Si la topoloǵıa ω en X es metrizable, entonces X tiene dimensión finita.

(b) Si la topoloǵıa ω∗ en X∗ es metrizable, entonces X∗ y consecuentemente X tienen
dimensión finita.
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Demostración:
Demostremos a). Como σ(X,X∗) es metrizable, sea {Un}n∈N una base local de 0. Para cada
n ∈ N, existen y∗n,1, . . . , y

∗
n,k ∈ X∗ y un racional εn > 0 tales que V (y∗n,1, y

∗
n,2, . . . , y

∗
n,k, εn) ⊂

Un. Sea

M = {f ∗i }i∈N =
∞⋃
n=1

{
y∗n,1, y

∗
n,2, . . . , y

∗
n,k(n)

}
.

Entonces para toda vecindad débil W de 0, existen n1 < n2 < . . . < nk y ε ∈ Q+ con
V (f ∗n1

, f ∗n2
, . . . , f ∗nk , ε) ⊂ W. Sea f ∗ ∈ X∗, como V (f ∗, 1) es una vecindad débil de cero, exis-

ten nk y ε ∈ Q+ con V (f ∗1 , f
∗
2 , . . . , f

∗
nk
, ε) ⊂ V (f ∗, 1). Del Corolario 1.6.18, concluimos que f ∗

es combinación lineal de f ∗1 , f
∗
2 , . . . , f

∗
nk

. Luego, sea Fm = span{f ∗i }mi=1, entonces cada Fm es
un conjunto cerrado por ser un subespacio de dimensión finita de X∗, {f ∗i }i∈N y lo anterior
prueba que X∗ = ∪m∈NFm. Por el Teorema 1.5.13 (Teorema de Baire), existe Fm con interior
no vaćıo y entonces por el Lema 1.5.16, X∗ = Fm que tiene dimensión menor o igual que
m; pero si X∗ tiene dimensión finita, X también la tiene. Por lo que, X es de dimensión finita.

Ahora demostremos b). Como σ(X∗, X) es metrizable, sea {Un}n∈N una base local de 0. Para
cada n ∈ N, existen yn,1, . . . , yn,k ∈ X y un racional εn > 0 tales que V (yn,1, yn,2, . . . , yn,k, εn) ⊂
Un. Sea

M = {xi}i∈N =
∞⋃
n=1

{
yn,1, yn,2, . . . , yn,k(n)

}
.

Entonces para toda vecindad débil W de 0, existen n1 < n2 < . . . < nk y ε ∈ Q+ con
V (xn1 , xn2 , . . . , xnk , ε) ⊂ W . Sea x ∈ X; como V (x, 1) es una vecindad débil de cero, existen
nk y ε ∈ Q+ con V (x1, x2, . . . , xnk , ε) ⊂ V (x, 1). Del Corolario 1.6.18, concluimos que x es
combinación lineal de x1, x2, . . . , xnk . Luego, sea Fm = span{xi}mi=1, entonces cada Fm es
un conjunto cerrado por ser un subespacio de dimensión finita de X, {xi}i∈N y lo anterior
prueba que X = ∪m∈NFm. Por el Teorema 1.5.13 (Teorema de Baire), existe Fm con interior
no vaćıo y entonces por el Lema 1.5.16, X = Fm que tiene dimensión menor o igual que m;
pero si X tiene dimensión finita X∗ también la tiene. Por tanto, X∗ es de dimensión finita. �

Sea X un espacio normado y X∗ su espacio dual. Cuando hagamos cualquier afirmación
referente a la topoloǵıa sin mencionar de cuál se trata, nos referiremos a la topoloǵıa induci-
da por la norma (véase Definición 1.1.30). Por ejemplo, si decimos A es cerrado nos referimos
a cerrado con respecto a la norma y para decir que A es cerrado en la topoloǵıa débil diremos
que A es ω-cerrado o A es σ(X,X∗)-cerrado. Como antes, A denota la cerradura de A en

la norma; a la cerradura débil la denotaremos por A
ω

y a la cerradura débil estrella por A
ω∗

.

En general la cerradura débil y la cerradura de un conjunto son diferentes. Sin embargo
si un conjunto es convexo, ambas cerraduras coinciden. Esto lo probaremos en un contexto
más general en la Proposición 2.4.16 en el caṕıtulo 2, pues en su demostración se requiere
una forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach en espacios vectoriales topológicos que
se estudiará en dicho caṕıtulo.

Proposición 1.6.22. Sea X un espacio normado. Si A ⊂ X es convexo, entonces A = A
ω

.
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En consecuencia un subconjunto convexo de X es cerrado si y sólo si es débilmente cerrado.

El resultado anterior nos permite construir sucesiones convergentes a 0 a partir de suce-
siones débilmente convergentes a 0.

Lema 1.6.23. Sean X un espacio normado y A ⊂ X. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes

(i) A es débilmente acotado.

(ii) supx∈A |f ∗(x)| <∞ para toda f ∗ ∈ X∗.

(iii) A es acotado.

Demostración:
(i) =⇒ (ii). Supongamos que A es débilmente acotado y que f ∗ ∈ X∗. Sea λ > 0 tal que

λA ⊂ V (f ∗, 1) = {x ∈ X : |f ∗(x)| < 1}.

Entonces si x ∈ A, |f ∗(λx)| < 1 y por lo tanto supx∈A |f ∗(x)| ≤ ∞.

(ii) =⇒ (i). Supongamos que para f ∗ ∈ X∗, supx∈A |f ∗(x)| = Mf∗ . Sea V una vecindad
de 0 y V (f ∗1 , . . . , f

∗
n, ε) ∈ V . Sea V (f ∗1 , . . . , f

∗
n, ε) ⊂ V , entonces por definición de topoloǵıa

débil (Definición 1.6.14)

V (f ∗1 , . . . , f
∗
n, ε) = ∩ki=1{x ∈ X : |f ∗i (x)| < ε},

entonces tenemos
V (f ∗1 , . . . , f

∗
n, ε) = ∩ki=1{x ∈ A : |f ∗i (x)| < ε}.

Definamos Mf∗ = supx∈A |f ∗(x)|, entonces Mf∗i
= supx∈A |f ∗i (x)|. Si x ∈ A,

x ∈ A =⇒ |f ∗i (x)| ≤ máx
1≤i≤n

Mf∗i
=⇒ ε

máx1≤i≤nMf∗i

|f ∗i (x)| < ε =⇒ λ|f ∗i (x)| < ε.

Con λ =
ε

máx1≤i≤nMf∗i

. Pero sabemos que λx ∈ A, aśı

λx ∈ V (f ∗1 , . . . , f
∗
n, ε) =⇒ λA ⊂ V (f ∗1 , . . . , f

∗
n, ε).

(ii) ⇐⇒ (iii). Como X∗ es un espacio de Banach, podemos aplicar el principio del acota-
miento uniforme (Teorema 1.5.17) a la familia de operadores {j(x) : x ∈ A}, donde j es la
inyección canónica de X en X∗∗. Entonces

sup
x∈A
‖x‖ = sup

x∈A
‖j(x)‖ <∞, si y sólo si, sup

x∈A
|[j(x)]f∗| = sup

x∈A
|f ∗(x)| <∞, para toda f ∗ ∈ X∗.
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Demostremos lo anterior.
“=⇒”
Sea supx∈A‖x‖ = supx∈A‖j(x)‖ < ∞. Sabemos que [j(x)]f∗ = j(f ∗)(x) = f ∗(j(x)) y
|f ∗(j(x))| ≤ ‖f ∗‖‖j(x)‖, entonces

|f ∗(j(x))| ≤ ‖f ∗‖‖j(x)‖ =⇒ sup
x∈A
|f ∗(j(x))| ≤ sup

x∈A
‖f ∗‖‖j(x)‖

=⇒ sup
x∈A
|f ∗(j(x))| ≤ ‖f ∗‖ sup

x∈A
‖j(x)‖.

Pero, supx∈A‖j(x)‖ = supx∈A‖x‖, entonces

sup
x∈A
|f ∗(j(x))| < ‖f ∗‖ sup

x∈A
‖x‖ =⇒ sup

x∈A
|f ∗(j(x))| <∞.

Además [j(x)]f∗ = f ∗(j(x)) = f ∗(x), por lo que,

sup
x∈A
|f ∗(j(x))| = sup

x∈A
|f ∗(x)| <∞, para toda x ∈ X∗.

�

Hasta aqúı hemos estudiado los conjuntos ω-acotados y los conjuntos ω-cerrados y con-
vexos, ¿qué pasará con los conjuntos ω-compactos?. Supongamos que K es un subconjunto
ω-compacto de un espacio normado X. Entonces K es ω-cerrado y por ende cerrado bajo
la norma. Por otra parte, como toda f ∗ ∈ X∗ es ω-continua, f ∗(K) es compacto, y por lo
tanto acotado en K. Consecuentemente por (ii) y (iii) del lema anterior, K es ω-acotado y
también acotado bajo la norma. Hemos probado entonces que todo conjunto ω-compacto es
cerrado y acotado por la norma. Presentaremos un ejemplo que prueba que el rećıproco es
falso.

Ejemplo 1.6.24.
Sea {en}∞n=1 la sucesión de vectores unitarios en c0 y {e∗n}∞n=1 la sucesión de vectores unitarios
en `1, entonces {e∗n}∞n=1 es biortogonal a {en}∞n=1, es decir,

e∗n(em) =
{

0 si n6=m.
1 si n=m.

Demostración:
Para n ∈ N, sea sn = e1 + e2 + . . . + en. El conjunto {sn}∞n=1 es un conjunto acotado, por
el Ejemplo 1.2.8, c0 adquiere la norma de `∞, por lo que ‖sn‖ = máx{|e1|, |e2|, . . . , |en|} =
1 para cada n ∈ N. Veremos que es ω-cerrado pero que no es ω-compacto. Probemos que
c0 − {sn}∞n=1 es ω-abierto, es decir toda V (x0, e

∗
i , ε) ⊂ c0 − {sn}∞n=1. Sea x0 =

∑∞
n=1 anen ∈

c0 − {sn}∞n=1. Definamos a V (x0, e
∗
1, . . . , e

∗
n, ε) = {x ∈ c0 : |e∗i − e∗j(x − x0)| < ε}, primero

observemos que cada x ∈ c0 se puede escribir como combinación lineal de los vectores uni-
tarios ei.

Caso 1: Probemos que sucede si x0 = 0. Aplicando la Definición 1.6.14, podemos tomar
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la siguiente vecindad alrededor de cero, V (e∗1, 1) = {x ∈ c0 : |e∗1(x) < 1}, demostremos que
V ⊂ c0 − {sn}∞n=1. Sea x ∈ V , entonces

x ∈ V =⇒ |e∗1(x)| < 1 =⇒ x ∈ c0.

Pero si, x ∈ c0, entonces x =
∑n

i=1 aiei, pero por definición de combinación lineal x tiene
representación única, por lo que x 6=

∑n
i=1 ei es decir que, x ∈ c0 − {sn}∞n=1. Por lo tanto,

V ⊂ c0 − {sn}∞n=1.

Caso 2: Ahora demostremos que sucede si x0 =
∑∞

n=1 anen. Sea x0 =
∑∞

n=1 anen y x =∑k
j=1 ajej, entonces

|e∗i (x0 − x)| =

∣∣∣∣∣e∗i
(
∞∑
n=1

anen −
k∑
j=1

ajej

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

e∗i (anen)−
k∑
j=1

e∗i (ajej)

∣∣∣∣∣ .
Pero para cada i 6= n, e∗i (e) = 0, al igual śı, i 6= j y 1 en otro caso, entonces existe anen tal
que,

|e∗i (anen)| = |ane∗i (en)| = |an ∗ 1| = |an|,
o con j = i, tal que

|1− e∗i (ajej)| = |1− aje∗i (ej)| = |1− aj ∗ 1| = |1− aj|.

Si an 6= 0, 1, aj 6= 0, 1 tenemos, V (x0, e
∗
i , ε) = {x ∈ c0 : |e∗i (x0 − x) < ε} con ε =

mı́n{|an|, |1− aj|}. Podemos observar que śı x ∈ V , x ∈ c0, pero x 6= si, con 1 6= i <∞, por
lo tanto, V ⊂ c0 − {sn}∞n=1.

Caso 3: Si en el caso anterior, an = 1 y aj = 0 ó aj = 1 y an = 0, donde n = i,
i + 1 = j, en cualquiera de los dos casos tenemos, V (x0, e

∗
i , e
∗
i+1, ε) = {x ∈ c0 − {sn}∞n=1 :

|(e∗i − e∗i+1)(x0 − x)| < ε}, donde ε = 1, podemos observar que si x ∈ V , entonces x ∈ c0

y x /∈ {sn}∞n=1. Por lo tanto, V ⊂ c0 − {sn}∞n=1. Como c0 − {sn}∞n=1 es abierto, por de-
finición de complemento, {sn}∞n=1 es ω-cerrado. Ahora bien, demostremos que {sn}∞n=1 no
es ω-compacto. Supongamos que {sn}∞n=1 es ω-compacto, entonces existe una colección de
vecindades que cubren a {sn}∞n=1. Sea {Vn}∞n=1 una cubierta para {sn}∞n=1, tal que,

Vn = {x ∈ c0 : |(e∗n − e∗n+1)(sn − x)| < 1},

podemos ver que cada Vn corresponde a sn por lo cual, {Vn}∞n=1 es una cubierta para {sn}∞n=1.
Supongamos que sm ∈ Vn con m 6= n, entonces

|(e∗n − e∗n+1)(sn − sm)| < 1.

Si sn < sm, entonces

|(e∗n − e∗n+1)(sn − sm)| < 1 =⇒

∣∣∣∣∣(e∗n − e∗n+1

)( n∑
i=1

aiei −
∞∑
m=1

amem

)∣∣∣∣∣ < 1

=⇒

∣∣∣∣∣[e∗n − e∗n+1

](
−

∞∑
m=n+1

amem

)∣∣∣∣∣ < 1.
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Pero en el caso 3 obtuvimos que el elemento e∗n+1 corresponde a −
∑∞

m=n+1 amem. Pero
| −

∑∞
m=n+1 ame∗n+1(em)| = |an+1| < 1, entonces si an+1 = 1, tenemos que 1 < 1 y es una

contradicción, por lo que lo supuesto es falso y sm /∈ Vn. De la misma forma si sn > sm,
es decir no podemos tomar un sub-recubrimiento finito de Vn que cubra a {sn}∞n=1 ya que
existirán si que no estarán en Vn por tanto lo supuesto es falso y {sn}∞n=1 no es ω-compacto.
�

Teorema 1.6.25. (Banach-Alaoglu). Para todo espacio normado X, la bola BX∗ es ω∗

compacta y en consecuencia todo subconjunto ω∗-cerrado y acotado de X∗, es ω∗-compacto.

Demostración:
Dado f ∗ ∈ BX∗, para toda x ∈ BX se tiene que |f ∗(x)| ≤ ‖f ∗‖‖x‖ ≤ 1. Por lo tanto, para
cada x∗ ∈ BX∗ , f

∗(BX) ⊂ D, donde D = {λ ∈ K : |λ| ≤ 1}. Sea D =
∏

x∈BX D = DBX

con la topoloǵıa producto. Como D es compacto, por el Teorema de Tychonoff (véase [2]) se
sigue que D es compacto. Definimos F : BX∗ −→ D mediante,

X∗ −→ F (X∗) tal que F (f ∗)(x) = f ∗(x),

para cada x ∈ BX . Es decir que F (f ∗) es aquel elemento de D cuya coordenada x es
precisamente f ∗(x). Consideremos en BX∗ la topoloǵıa del subespacio denominada por ω∗.
Probaremos que F es un homeomorfismo sobre su imagen y que la imagen de BX∗ es cerrada
en D.

Primero probemos que F es función. Tenemos que demostrar que si f ∗1 = f ∗2 , ∀ x ∈ BX ,
entonces F (f ∗1 (x)) = F (f ∗2 (x)), aśı para

f ∗1 (x) = f ∗2 (x) =⇒ F (f ∗1 (x)) = F (f ∗2 (x)); por definición de F.

Ahora probemos que F es inyectiva. Supongamos que F (f ∗1 ) = F (f ∗2 ); probaremos que
f ∗1 = f ∗2 , ∀ x ∈ BX , por lo que

F (f ∗1 ) = F (f ∗2 ) =⇒ f ∗1 (x) = f ∗2 (x); ∀ x ∈ BX =⇒ f ∗1 = f ∗2 .

Ahora probaremos que F es un homeomorfismo sobre su imagen y que la imagen de BX∗ es
cerrada en D. Sean f ∗0 ∈ BX∗ y V = ∩ni=1{f ∗ ∈ BX∗ : |f ∗0 (xi) − f ∗(xi)| < ε} una vecindad
ω∗ de f ∗0 en BX∗ . Como |f ∗0 (xi)− f ∗(xi)| = |F (f ∗0 (xi))− F (f ∗(x)), tenemos que,

V = ∩ni=1{f ∗ ∈ BX∗ : |f ∗0 (xi)− f ∗(x)| < ε}
=⇒F (V ) = F (∩ni=1{f ∗ ∈ BX∗ : |f ∗0 (xi)− f ∗(x)| < ε})
=⇒F (V ) = ∩ni=1F{f ∗ ∈ BX∗ : |f ∗0 (xi)− f ∗(x)| < ε}.

Por lo que,

F (V ) = ∩ni=1{F (f ∗) : f ∗ ∈ BX∗ y |F (f ∗0 (xi))− F (f ∗(xi))| < ε}. (1.39)

Y sabemos por la Proposición 1.1.29 inciso b), que F (V ) es abierto en F (BX∗) ∩ D. Ahora
bien observemos que, śı F (V ) ∈ ω∗, entonces

F (V ) = ∩ni=1{F (f ∗) ∈ BX∗ : |[F (f ∗0 )](xi)− [F (f ∗)](x)| < ε} ∈ ω∗
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Pero [F (f ∗)](x) = f ∗(x) por como se encuentra definida F , aśı

F (V ) = ∩ni=1{f ∗ ∈ BX∗ : |f ∗0 (xi)− f ∗(x)| < ε} ∈ ω∗.

Además sabemos que V = ∩ni=1{f ∗ ∈ BX∗ : |f ∗0 (xi) − f ∗(x)| < ε}, es decir, V ∈ ω∗. Y aśı,
aplicando la Definición 1.2.1, obtenemos que, F es un homeomorfismo. Probaremos ahora
que F (BX∗) es un conjunto cerrado en D y por ende compacto. Sea g0 ∈ F (BX∗) ⊂ D,
entonces

|g0(x)| ≤ 1 para toda x ∈ BX . (1.40)

Sean g̃0 : X −→ K y F̃ : BX∗ −→ X∗ dados por g̃0(0) = 0 y si x 6= 0 g̃0(x) = ‖x‖g0

(
x

‖x‖

)
y F̃ (f ∗)(x) = f ∗(x) para x ∈ X. Obtenemos que g̃0 es lineal pues si x1, x2 ∈ X, λ1, λ2 ∈
K y ε > 0, por Ecuación (1.39) tenemos que, existe f ∗ ∈ BX∗ tal que se satisfacen las
siguientes tres desigualdades.
Si x1 6= 0 y x2 = 0.∣∣∣[F̃ (f)](x1)− g̃0(x1)

∣∣∣ < ε =⇒
∣∣∣∣[F̃ (f)]

(
‖x1‖

(
x1

‖x1‖

))
− g̃0

(
‖x1‖

(
x1

‖x1‖

))∣∣∣∣ < ε

=⇒ ‖x1‖
∣∣∣∣[F̃ (f)]

(
x1

‖x1‖

)
− g0

(
x1

‖x1‖

)∣∣∣∣ < ε.

Si x2 6= y x1 = 0.∣∣∣[F̃ (f)](x2)− g̃0(x2)
∣∣∣ < ε =⇒

∣∣∣∣[F̃ (f)]

(
‖x2‖

(
x2

‖x2‖

))
− g̃0

(
‖x2‖

(
x2

‖x2‖

))∣∣∣∣ < ε

=⇒ ‖x2‖
∣∣∣∣[F̃ (f)]

(
x2

‖x2‖

)
− g0

(
x2

‖x2‖

)∣∣∣∣ < ε.

Si λ1x1 + λ2x2 6= 0.∣∣∣[F̃ (f)](λ1x1 + λ2x2)− g̃0(λ1x1 + λ2x2)
∣∣∣ < ε

=⇒
∣∣∣∣[F̃ (f)]

(
‖λ1x1 + λ2x2‖

(
λ1x1 + λ2x2

‖λ1x1 + λ2x2‖

))
− g̃0

(
‖λ1x1 + λ2x2‖

(
λ1x1 + λ2x2

‖λ1x1 + λ2x2‖

))∣∣∣∣ < ε

=⇒‖λ1x1 + λ2x2‖
∣∣∣∣[F̃ (f)]

(
λ1x1 + λ2x2

‖λ1x1 + λ2x2‖

)
− g0

(
λ1x1 + λ2x2

‖λ1x1 + λ2x2‖

)∣∣∣∣ < ε.

Ahora bien, si,

|g̃0(λ1x1 + λ2x2)− λ1g̃0(x1)− λ2g̃0(x2)|
= |g̃0(λ1x1 + λ2x2)− λ1g̃0(x1)− λ2g̃0(x2)− [F̃ (f)](λ1x1 + λ2x2) + λ1[F̃ (f)](x1) + λ2[F̃ (f)](x2)|
= |g̃0(λ1x1 + λ2x2)− [F̃ (f)](λ1x1 + λ2x2) + λ1[F̃ (f)](x1)− λ1g̃0(x1) + λ2[F̃ (f)](x2)− λ2g̃0(x2)|
≤ |g̃0(λ1x1 + λ2x2)− [F̃ (f)](λ1x1 + λ2x2)|+ |λ1[F̃ (f)](x1)− λ1g̃0(x1)|+ |λ2[F̃ (f)](x2)− λ2g̃0(x2)|
≤ [g̃0 − F̃ (f)](λ1x1 + λ2x2) + |[λ1[F̃ (f)]− λ1g̃0](x1)|+ |[λ2[F̃ (f)]− λ2g̃0](x2)|
≤ ε+ |λ1|ε+ |λ2|ε = (1 + |λ1|+ |λ2|)ε.
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Si x1 = 0, ó x2 = 0, ó λ1x1 + λ2x2 = 0 las desigualdades anteriores se cumplen, ya que ε es
arbitrario por lo que g̃0 es lineal. De manera semejante se prueba que para x ∈ BX , g0(x) =

‖x‖g0

(
x
‖x‖

)
, tenemos que, g̃0 = g0, aplicando la Ecuación (1.40) obtenemos ‖g̃0‖ ≤ 1. Aśı,

g0 = F (g̃0) ∈ F (BX∗). Es decir, F (BX∗) es cerrado y por lo tanto compacto. Como F es un
homeomorfismo, tenemos que BX∗ es ω-compacta. �

Definición 1.6.26. Un conjunto X es separable si tiene un subconjunto denso y numerable.

Ejemplo 1.6.27. El espacio de funciones C[0, 1] donde [0, 1] es un intervalo cerrado en R
es separable. (Definición 1.1.34).

Demostración:
Demostraremos que el espacio C[0, 1] tiene un subconjunto denso y numerable. Denotemos
a P como todos los polinomios restringidos en [0, 1]. Sea

S = {p ∈ P : Los coeficientes de p son números racionales}.

Observemos que S es numerable por como está definido y dado que Q es numerable. Basta
probar que S es denso en C[0, 1]. Sea p(x) = a0 + a1x + · · · + anx

n, aj ∈ R, j = 0, 1, · · · , n
arbitrario. Para cada ε > 0, como Q es denso podemos escoger algunos bj ∈ Q tal que
|aj − bj| < ε

n+1
para todo j. Luego, existe q(x) =

∑n
i=0 bjx

j ∈ S, tenemos

|p(x)− q(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑
j=0

ajx
j −

n∑
i=0

bjx
j

∣∣∣∣∣ = |a0 + a1x+ · · ·+ anx
n − (b0 + b1x+ · · ·+ bnx

n)|

=⇒|p(x)− q(x)| = |(a0 − b0) + (a1 − b1)x+ · · ·+ (an − bn)xn|

=⇒|p(x)− q(x)| ≤ |a0 − b0|+ |a1 − b1||x|+ · · ·+ |an − bn||xn| =
n∑
j=0

|aj − bj||xj|

=⇒|p(x)− q(x)| < (n+ 1)
ε

2(n+ 1)
= ε,

para todo x. Concluimos que ‖p − q‖∞ ≤ ε
2
. Luego, para cualquier f ∈ C[0, 1] y ε > 0,

podemos aplicar el Teorema de aproximación de Weierstrass para obtener un polinomio p
tal que ‖f − p‖∞ < ε

2
y entonces encontrar algún q ∈ S tal que ‖p− q‖ ≤ ε

2
. Aśı,

‖f − q‖∞ = ‖f − q − p+ p‖∞ ≤ ‖f − p‖∞ + ‖p− q‖∞ <
ε

2
+
ε

2
= ε,

es decir, S es denso en C[0, 1]. Por tanto, C[0, 1] es separable. �

Ejemplo 1.6.28. El espacio `p con 1 ≤ p <∞ es separable.

Solución:
Sea M el conjunto de todas las sucesiones y de la forma y = (η1, η2, · · · , ηn, 0, 0, · · · ). Donde
n es cualquier número entero positivo y los ηi son racionales. M es numerable por como está
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definido. Mostraremos que M es denso en `p. Sea x = {ξi} ∈ `p arbitrario. Entonces para
cada ε > 0, existe n (dependiente de ε) tal que

∞∑
i=n+1

|ξi|p <
εp

2
.

Porque a la izquierda tenemos el resto de una serie convergente. Como los racionales son
densos en R, para cada ξi existe un racional ηi cerca de él. Por lo tanto, podemos encontrar
y ∈M que satisface que

n∑
i=1

|ξi − ηi|p <
εp

2
.

Resulta que

‖x− y‖p =
∞∑
i=1

|ξi − ηi|p =
n∑
i=1

|ξi − ηi|p +
∞∑

i=n+1

|ξi|p <
εp

2
+
εp

2
= εp

Por lo que ‖x − y‖p < εp, aśı ‖x − y‖ < ε, entonces M es denso en `p. Por tanto, `p es
separable. �

En la Proposición 1.6.21 vimos que las topoloǵıas débiles en espacios normados de dimensión
infinita nunca son metrizables. Sin embargo, si X es separable, la restricción de la topoloǵıa
débil estrella a conjuntos acotados śı es metrizable, es más estos conjuntos son débil estrella
separables, para ello, primero demostraremos los siguientes lemas.

Lema 1.6.29. Sea X un espacio normado y sea A ⊂ X tal que si f ∗(x) = 0 para toda
x ∈ A, se tiene que f ∗ = 0. Entonces spanA = X.

Demostración:
Sabemos que spanA ⊂ X, por lo que sólo demostraremos X ⊂ spanA. Sea x ∈ X, suponga-
mos que x /∈ spanA, entonces por Teorema 1.5.8, existe un funcional f ∗ : X −→ K tal que
f ∗(y) = 0 para todo y ∈ spanA ⊇ A y f ∗(x) = 0, aśı, f ∗(a) = 0, para todo a ∈ A, entonces
por hipótesis tenemos que f ∗ = 0, es decir f(x) = 0, esto es una contradicción, concluimos
que lo supuesto es falso y x ∈ spanA, pero x ∈ X, por lo tanto X ⊂ spanA, por lo cual
spanA = X. �

Lema 1.6.30. Sean X un espacio normado y A ⊂ X un conjunto infinito numerable, en-
tonces spanA = X es un subespacio separable de X.

Demostración:
Sea B = {a+ bi; a, b ∈ Q} ∼= Q2. Sea

Φ :B −→ Q2

a+ bi (a, b).

Probaremos que Φ es inyectiva para poder demostrar que B es numerable dado que Q2 es
numerable porque Q lo es. Sea Φ(a+ bi) = Φ(c+ di), entonces

Φ(a+ bi) = Φ(c+ di) =⇒ (a, b) = (c, d) =⇒ a = c ∧ b = d.
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Aśı a + bi = c + di. Por lo tanto, Φ es inyectiva, aśı B es numerable. Sea a = {ai}i∈N
y E = {

∑n
i=1 αiai, αi ∈ B, ai ∈ A}. Sabemos que A es numerable y B también, aśı E

es numerable, además tenemos que E ⊆ spanA ya que sólo consideramos los racionales y
además E ⊆ spanA. Sea x ∈ spanA, ε > 0 tal que ∃ y ∈ spanA : ‖x − y‖ < ε

2
. Como

y ∈ spanA tenemos que y =
∑N

i=1 riai, ri ∈ K, pero C = B, es decir existen escalares βi ∈ B
con i = 1, 2, . . . , N tal que

|ri − βi| <
ε

2N máx ‖ai‖
.

Ahora, sea x0 =
∑N

i=1 βiai ∈ E, entonces

‖x− x0‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y − x0‖ <
ε

2
+

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

riai −
N∑
i=1

βiai

∥∥∥∥∥ =
ε

2
+

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

ai(ri − βi)

∥∥∥∥∥
=⇒‖x− x0‖ <

ε

2
+

N∑
i=1

‖ai‖|ri − βi| ≤
ε

2
+ máx ‖ai‖

N∑
i=1

|ri − βi|

=⇒‖x− x0‖ <
ε

2
+ máx ‖ai‖

N∑
i=1

ε

2N máx ‖ai‖
=
ε

2
+ máx ‖ai‖

Nε

2N máx ‖ai‖

=⇒‖x− x0‖ <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Entonces x0 ∈ B(x, ε)∩E, por lo que B(x, ε)∩E 6= ∅, por tanto x ∈ E, pero x ∈ spanA, aśı
spanA = E, es decir E es un conjunto denso y numerable en spanA, concluimos que spanA
es separable, por Definición 1.6.26. �

Ejemplo 1.6.31. El espacio c0 es separable.

Solución:
Sea A definido por A = {(0, · · · , 0, 1(i), 0, · · · ) : i ∈ N} es un subconjunto de c0. Vamos a
demostrar spanA es denso y que A es numerable en c0. A es numerable por como lo hemos
definido, ya que i ∈ N donde N es numerable podemos crear una función inyectiva de N a
A. Falta probar que spanA = c0. Por como está definido A, se tiene que, las combinaciones
lineales de los elementos de A es igual al siguiente conjunto

spanA = {x ∈ `∞ : ∃m ∈ N tal que xn = 0, ∀n ≥ m}.

Ahora si x ∈ c0 consideremos la sucesión {yn}n∈N = {(x1, · · · , xn, 0, · · · ) : n ∈ N}, de donde
ĺımn−→∞{yn} = x. Por lo que x ∈ spanA. Aśı spanA es denso en c0, por Lema 1.6.30 c0 es
separable. �

Definición 1.6.32. Una subbase B para una topoloǵıa (S) sobre X, es una colección de
subconjuntos de X cuya unión es igual a X. La topoloǵıa generada por la subbase (S) se
define como la colección τ de todas las uniones de intersecciones finitas de elementos de (S).

Ejemplo 1.6.33. El conjunto de semirectas s = {(−∞, b), (a,+∞)|a, b ∈ R} es subbase de
la topoloǵıa usual de R.
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Solución:
En efecto es una subbase, ya que los intervalos (que son las bolas de R) son intersecciones
de dos semirrectas: (a, b) = (−∞, b) ∩ (a,+∞). �

Teorema 1.6.34. Sea X un espacio normado, entonces son equivalentes

i) Toda bola cerrada en X∗ es σ(X∗, X) metrizable.

ii) BX∗ es σ(X∗, X) metrizable.

iii) X es separable.

Además cualquiera de las condiciones anteriores implica:

iv) BX∗ es ω∗ separable.

Demostración:
Probemos i) =⇒ ii). Por hipótesis tenemos que toda bola cerrada en X∗ es σ(X∗, X) metri-
zable, por lo cual cada BX∗ es metrizable.

Probemos ii) =⇒ iii). Supongamos que BX∗ es σ(X∗, X) metrizable, ya que todo espa-
cio métrico es 1 AN tiene una base local de 0 numerable {Un}∞n=1. Como en la demostración
de la Proposición 1.6.21, sea A = {yn}∞n=1 una sucesión tal que para toda ω∗ vecindad U de
0, existen k y ε ∈ Q con V (y1, y2, . . . , yk, ε) ⊂ U , tal que V (y1, y2, . . . , yk, ε) ⊂ V (x, 1), en-
tonces por Corolario 1.6.18 tenemos que x podemos escribirlo como combinación lineal de yi,
si f ∗ ∈ BX∗ , por Lema 1.6.17 tenemos que f ∗(yn) = 0 para todo yn ∈ A, f ∗ ∈ ∩∞n=1Un = {0}.
Por lo tanto por Lema 1.6.29 el espacio lineal generado por A es denso en X y por Lema
1.6.30 X es separable.

Probemos iii) =⇒ i). Supongamos que X es separable y sea {xn}∞n=1 una sucesión densa en
BX . Sean f ∗, g∗ ∈ X∗. Si f ∗(xn) = g∗(xn) para toda n, de la densidad de {xn}∞n=1 en BX

obtenemos que f ∗ = g∗, lo cual significa que si f ∗ 6= g∗, existe N tal que, f ∗(xN ) 6= g∗(xN ).
Sea mBX∗ una bola cerrada en X∗, m > 0. Como |f ∗(xn)| ≤ m para toda f ∗ ∈ mBX∗ , y
definamos

d(f ∗, g∗) =
∞∑
n=1

1

2n
|(f ∗ − g∗)(xn)|,

una métrica en mBX∗ que induce la topoloǵıa w∗ en mBX∗ , concluimos que mBX∗ la bola
cerrada en X∗ es σ(X∗, X) metrizable.

Ahora demostremos iii) =⇒ iv). Supongamos que X es un espacio normado real y {xn}∞n=1

es una sucesión densa en X. Veremos que la colección de vecindades:

W (xn, I) = {f ∗ ∈ BX∗ : f ∗(xn) ∈ I}, (1.41)

con n ∈ N e I ⊂ R cualquier intervalo abierto con extremos racionales, es una subbase
de la topoloǵıa σ(X,X∗). En efecto, dados f ∗0 ∈ BX∗ , x ∈ X y ε > 0, sean a, b > 0 con
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máx(a, b) < ε
2
, tales que f ∗0 − a, f ∗0 (x) + b ∈ Q. Sea I = (f ∗0 (x)− a, f ∗0 (x) + b) y sea n ∈ N

tal que ‖x− xn‖ < mı́n(a, b). Entonces se comprueba fácilmente que,

f ∗0 ∈ W (xn, I) ⊂ V (f ∗0 , x, ε) = {f ∗ ∈ BX∗ : |(f ∗ − f ∗0 )(x)| < ε}.

Como la colección de vecindades de la forma V (f ∗0 , x, ε) es una subbase de la topoloǵıa
σ(X∗, X) en BX∗ , hemos probado el resultado enunciado. Por lo tanto, las intersecciones de
los conjuntos de la Ecuación (1.41) son una base numerable de la topoloǵıa σ(X∗, X) en BX∗ .
Finalmente, eligiendo un elemento de cada una de esas vecindades, obtenemos una sucesión
σ(X∗, X) densa en BX∗ , por lo tanto BX∗ es ω∗-separable. Si X es complejo reemplazamos
el intervalo I en la Ecuación (1.41) por I× iJ, donde I y J son intervalos reales con extremos
racionales y el resto de la prueba es análogo. �

Recordemos que un espacio topológico K es secuencialmente compacto si toda sucesión
en K tiene una subsucesión convergente a un punto en K. Como en espacios métricos coin-
ciden las nociones de compacidad y compacidad secuencial, obtenemos del Teorema anterior
y del Teorema 1.6.25 (Banach-Alaoglu) el siguiente corolario conocido como el Teorema de
selección de Helly.

Corolario 1.6.35. Si X es un espacio normado separable, entonces toda sucesión acotada
en X∗ tiene una subsucesión ω∗-convergente.

Demostración:
Del Teorema 1.6.25 (Banach-Alaoglu) tenemos que para todo espacio normado X, la bo-
la BX∗ es ω∗-compacta y en consecuencia todo subconjunto ω∗-cerrado y acotado de X∗ es
ω∗-compacto, luego por hipótesis X es separable y del Teorema 1.6.34, se tiene que BX∗ es ω∗-
separable/metrizable y como en todo espacio métrico, compacidad implica secuencialmente
compacto, aśı la bola BX∗ y todo subconjunto ω∗-cerrado y acotado de X∗ es secuencialemte
compacto, pero por definición de secuencialmente compacto. toda sucesión en la bola BX∗ o
en cualquier subconjunto ω∗-cerrado y acotado de X∗ tiene una subsucesión convergente en
él. Por lo que X∗ tiene una subsucesión ω∗-convergente. �

La condición de separabilidad en el corolario anterior no se puede omitir como lo demuestra
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6.36. Sea `∞ el espacio normado de las sucesiones acotadas x = {xn}∞n=1 con
xn ∈ K para n = 1, 2, . . . , con la norma ‖x‖∞ = supi∈N |xi|. Veremos que `∞ no es separable.

Demostración:
Demostremos que `∞ no es separable, para ello consideremos el conjunto A = {0, 1}N, es
decir A es el conjunto de las sucesiones cuyos términos son ceros y unos, este conjunto no es
numerable porque tiene cardinalidad 2|N |. Ahora tomemos x, y ∈ {0, 1}N. Si x 6= y, entonces
tienen una componente distinta (por ejemplo xi 6= yi para algún i), entonces

‖x− y‖∞ = sup
i∈N
|xi − yi| = sup

i∈N
|1− 0| = sup

i∈N
|1| = 1.
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Es decir ‖ · ‖∞ induce la topoloǵıa discreta. Ahora consideremos {B
(
a, 1

2

)
}x∈A es decir, el

conjunto de bolas centradas en los puntos de {0, 1}N y con radio 1
2
, este conjunto es un con-

junto no numerable de abiertos que son disjuntos dos a dos, entonces este espacio no puede
ser separable, ya que si tuvieramos un conjunto denso, tendŕıamos que tener un punto en
cada una de las bolas de esta familia, pero estas son un conjunto no numerable y disjuntas,
por lo cual el conjunto denso nunca seŕıa numerable. Por lo que `∞ no es numerable. Del
Teorema 1.6.25 (Banach-Alaoglu) obtenemos que por ser `∞ un espacio normado, la bola
unitaria B(`∞)∗ es ω∗- compacta, y del Teorema 1.6.34 (iii) −→ (ii), como `∞ no es separable,
entonces no es ω∗-metrizable, y como es un espacio métrico tampoco es ω∗-secuencialmente
compacto. Ahora veamos si es ω∗-convergente. Sea fn ∈ (`∞)∗ el n-ésima funcional coorde-
nada, es decir fn(x) = xn. Entonces |fn(x)| = |xn| ≤ ‖x‖∞ para toda x ∈ `∞ y si {ei}∞i=1 es
la sucesión de vectores unitarios en `∞, ‖en‖∞ = 1 y |fn(en)| = 1; por lo tanto ‖fn‖ = 1 para
toda n. Si {fnj}∞j=1 es cualquier subsucesión, sea x = (xn)n ∈ `∞ dado por xn2j

= 1 y xn = 0
si n 6= n2j, j ∈ N. Entonces fn2j

(x) = 1 y fn2j−1
(x) = 0, y {fnj}∞j=1 no es ω∗-convergente. �

Cuando X es reflexivo, ya demostramos que las topoloǵıas ω y ω∗ coinciden en X∗∗ = X,
del Teorema 1.6.25 (Banach-Alaoglu) tenemos que BX es ω-compacta, de donde se deduce
el siguiente corolario.

Corolario 1.6.37. Si X es un espacio de Banach reflexivo y separable, entonces toda suce-
sión acotada tiene una subsucesión ω-convergente.

. Demostración:
Como X es separable, por el Corolario 1.6.35 se tiene que toda sucesión acotada en X∗ tiene
una subsucesión ω∗-convergente. Pero además X es reflexivo por lo que las topoloǵıas ω y
ω∗ coinciden en X∗∗ = X, aśı toda sucesión acotada tiene una subsucesión ω-convergente. �

El resultado anterior es cierto aún sin la hipótesis de separabilidad, es decir, si X es un espa-
cio de Banach reflexivo, entonces toda sucesión acotada tiene una subsucesión ω-convergente.
Esto es consecuencia de que en todo espacio métrico son equivalentes: secuencialmente com-
pacto, compacto, numerablemente compacto, es decir se asegura que un subconjunto de un
espacio de Banach es ω-compacto si y sólo si es ω-secuencialmente compacto.

Definición 1.6.38. Sea X un espacio normado, E un subconjunto de X y F un subconjunto
de X∗. Sus aniquiladores E⊥ y F⊥ se definen como

E⊥ = {f ∗ ∈ X∗ : f ∗(x) = 0 para toda x ∈ E},

F⊥ = {x ∈ X : f ∗(x) = 0 para toda f ∗ ∈ F}.

Ejemplo 1.6.39. Se consideran las transformaciones lineales δ1, δ2, δ3 de R3 a R definidas
por δi(x1, x2, x3) = xi para i = 1, 2, 3. Además los subconjuntos E = {(1, 1, 1), (1, 2, 1)} y
F = {f ∗ ∈ (R3)∗/f ∗ = aδ1 + δ2} de R3 y (R3)∗ respectivamente. Encuentre E⊥ y F⊥.
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Solución:
Primero necesitamos el espacio dual de R3, aśı

(R3)∗ = {f ∗ : R3 −→ R/f ∗ es transformación lineal}
=⇒(R3)={f ∗ : R3 −→ R/f ∗(x1, x2, x3) = ax1 + bx2 + cx3 con a, b, c ∈ R}
=⇒(R3)={f ∗ : R3 −→ R/f ∗ = aδ1 + bδ2 + cδ3 con a, b, c ∈ R}.

En efecto E y F son subconjuntos de R3 y (R3)∗ respectivamente. Primero para E =
{(1, 1, 1), (1, 2, 1)}, encontraremos E⊥. Por Definición 1.6.38 se tiene que

E⊥ = {f ∗ ∈ X∗ : f ∗(x) = 0 para toda x ∈ E}.

Por lo que sea f ∗ ∈ (R3)∗ un funcional arbitrario, si x = (1, 1, 1) tenemos

f ∗(x) = 0 =⇒f ∗(1, 1, 1) = 0 =⇒ (aδ1 + bδ2 + cδ3)(1, 1, 1) = 0

=⇒aδ1(1, 1, 1) + bδ2(1, 1, 1) + cδ3(1, 1, 1) = 0 =⇒ a(1) + b(1) + c(1) = 0

=⇒a+ b+ c = 0.

De donde obtenemos la ecuación
a+ b+ c = 0. (1.42)

Ahora si x = (1, 2, 1) tenemos

f ∗(x) = 0 =⇒f ∗(1, 2, 1) = 0 =⇒ (aδ1 + bδ2 + cδ3)(1, 2, 1) = 0

=⇒aδ1(1, 2, 1) + bδ2(1, 2, 1) + cδ3(1, 2, 1) = 0 =⇒ a(1) + b(2) + c(1) = 0

=⇒a+ 2b+ c = 0.

De donde obtenemos la ecuación
a+ 2b+ c = 0. (1.43)

Resolvemos el sistema de ecuaciones formado por las Ecuaciones (1.42) y (1.43)

a+ b+ c = 0,

a+ 2b+ c = 0.

De la Ecuación (1.42) se tiene que

a+ b+ c = 0 =⇒ a+ c = −b.

Sustituimos en la Ecuación (1.43) tenemos que

a+ 2b+ c = 0 =⇒ −b+ 2b = 0 =⇒ b = 0.

Si b = 0 en la Ecuación (1.42) se tiene

a+ b+ c = 0 =⇒ a+ 0 + c = 0 =⇒ a+ c = 0 =⇒ c = −a.

Por lo que,

f ∗ = aδ1 + bδ2 + cδ3 = aδ1 + 0δ2 − aδ3 = aδ1 − aδ3 = a(δ1 − δ3).
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Aśı
E⊥ = {f ∗ : R3 −→ R/f ∗ = a(δ1 − δ3)}.

Ahora para F = {f ∗ ∈ (R3)∗/f ∗ = aδ1 + δ2}, encontraremos F⊥. Por Definición 1.6.38 se
tiene que

F⊥ = {x ∈ X : f ∗(x) = 0 para toda f ∗ ∈ F}.

Sea x ∈ R3 arbitrario de la forma x = (x1, x2, x3) tenemos que para f ∗ = aδ1 + δ2 se tiene
que

f ∗(x) = 0 =⇒(aδ1 + δ2)(x1, x2, x3) = 0 =⇒ aδ1(x1, x2, x3) + δ2(x1, x2, x3) = 0

=⇒ax1 + x2 = 0 =⇒ x2 = −ax1.

Por lo que x = (x1,−ax1, x3), aśı F⊥ = {x ∈ R3/x = (x1,−ax1, x3)}. �

Lema 1.6.40. E⊥ y F⊥ son espacios vectoriales.

Demostración:
Primero demostremos que E⊥ es un espacio vectorial. Demostremos que si f, g ∈ E⊥, α ∈ K,
se cumplen

a) f + g ∈ E⊥.

b) Existe un elemento cero en E⊥, tal que f + 0 = 0 + f = f .

c) Para todo f ∈ E⊥, existe un elemento −f , tal que f + (−f) = 0.

d) αf ∈ E⊥.

e) Para todo f , 1f = f .

Demostremos a). Sea f, g ∈ E⊥, x ∈ E funcionales, probemos que f + g está en E⊥.

[f + g](x) = f(x) + g(x) = 0 + 0, ya que x ∈ E.

Por lo que f + g ∈ E⊥.

Demostremos b). Sabemos que f ∈ E⊥ śı f(x) = 0, ∀ x ∈ E, pero 0 ∈ X∗ (0 como funcio-
nal), además 0(x) = 0 para todo x en E, por lo que 0 ∈ E⊥, aśı [0 + f ](x) = 0(x) + f(x) =
f(x) ∈ E⊥.

Ahora probemos c). Por inciso anterior tenemos que, 0 ∈ E⊥ (0 como funcional), es decir,
existe un g ∈ E⊥ tal que, f+g = 0, entonces g = −f , aśı f+(−f) = 0, por lo que −f ∈ E⊥.

Seguidamente demostremos d). Sea α un escalar cualquiera, f un elemento de E⊥ y x un
elemento de E, entonces

[αf ](x) = αf(x) = α · 0 = 0.
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Por tanto, αf pertenece a E⊥.

Por último, demostremos e). Sabemos que f(x) = 0 para todo x ∈ E, esto śı f ∈ E⊥,
pero por otra parte sabemos que, existe un funcional en X∗ tal que, I(x) = x, entonces
f(I(x)) = [fI(x)] = [If ](x) = I(f(x)) = f(x) = 0, es decir I ∈ E⊥.

Ahora demostremos que F⊥ es un espacio vectorial. Sea x, y ∈ F⊥, α ∈ K, demostrare-
mos que se cumplen lo siguiente

a) x+ y = z ∈ F⊥.

b) Existe un elemento cero en F⊥, tal que x+ 0 = 0 + x = x.

c) Para todo x ∈ F⊥, existe un elemento −x, tal que x+ (−x) = 0.

d) αx ∈ F⊥.

e) Para todo x, 1x = x.

Demostremos a). Sea x, y ∈ F⊥, f ∈ F , f funcional, probemos que x+ y está en F⊥.

f(x+ y) = f(x) + f(y) = 0 + 0 = 0, ya que f ∈ F.

Por lo que, x+ y ∈ F⊥.

Demostremos b). Sabemos que x ∈ F⊥ śı f(x) = 0, ∀ f ∈ F , pero 0 ∈ X (0 como ele-
mento), además f(0) = 0 para todo f en X∗, entonces f(0) = 0, por lo que 0 ∈ F⊥.

Ahora probemos c). Por inciso anterior tenemos que, 0 ∈ f⊥ (0 como elemento), es de-
cir, existe un y ∈ F⊥ tal que, x + y = 0, aśı y = −x, entonces x + (−x) = 0 por lo que,
−x ∈ F⊥.

Seguidamente demostremos d). Sea α un escalar cualquiera, x un elemento de F⊥ y x un
elemento de F , entonces

f(αx) = αf(x) = α · 0 = 0.

Por tanto, αx pertenece a F⊥.

Por último, demostremos e). Sabemos que f(x) = 0 para todo f ∈ F , esto śı x ∈ F⊥,
pero por otra parte sabemos que, existe un elemento en X tal que, 1 · x = x, entonces
f(1 · x) = [1f(x)] = 1[f(x)] = 1 · 0 = 0, es decir 1 ∈ F⊥. Dado que E⊥ y F⊥ cumplen las
propiedades de espacios vectoriales, concluimos que ambos son espacios vectoriales. �

Además, como F⊥ es la intersección de los espacios nulos de los funcionales f ∗ con f ∗ ∈ F ,
tenemos que es un subespacio cerrado de X. Por otro lado si {f ∗n}n ⊂ E⊥ y converge a
f ∗ ∈ X∗, es decir f ∗n(x) = 0, ∀ x ∈ E, entonces f ∗(x) = 0, ∀ x ∈ E, por lo que f ∗ ∈ E⊥ y
por tanto, E⊥ es cerrado en X∗.
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Lema 1.6.41. Sea X un espacio normado y A un subconjunto de X tenemos que spanA =
(A⊥)⊥.

Demostración:
Sabemos que (A⊥)⊥ ⊂ spanA, aśı sólo demostraremos que spanA ⊂ (A⊥)⊥. Sea A ⊂ X,
tenemos que

(A⊥)⊥ = {x ∈ X : f(x) = 0, ∀ f ∈ A⊥}.
Sea x ∈ spanA. Como x ∈ spanA, entonces existe {xn} ⊂ spanA tal que xn −→ x. Sea
f ∈ A⊥, como f ∈ A⊥, entonces f(a) = 0, ∀ a ∈ A. Por lo que, xn ∈ spanA aśı,

xn =
kn∑
i=1

αn,ian,i; αn,i ∈ K y an,i ∈ A.

Luego, f(xn) =
∑kn

i=1 αn,if(an,i) =
∑kn

i=1 αn,i · 0 = 0. Como f es acotada (f ∈ X∗), f es
continuo de donde f(xn) −→ f(x), pero f(xn) = 0, ∀ n ∈ N de donde, f(x) = 0, como
f es arbitrario en A⊥ tenemos, f(x) = 0, ∀ f ∈ A⊥ por lo que x ∈ (A⊥)⊥. Por tanto,
spanA ⊂ (A⊥)⊥, como se dan las dos inclusiones, concluimos que spanA = (A⊥)⊥. �

Proposición 1.6.42. Sea X un espacio normado. Si X∗ es separable, entonces X es sepa-
rable.

Demostración:
Como X∗ es separable, sea {f ∗n}n una sucesión densa en X∗. Por definición de la norma de

f ∗n, para cada n existe xn ∈ SX con |f ∗n(xn)| ≥ 3

4
‖f ∗n‖ por definición de supremo tenemos

‖f ∗n‖ = supx∈Sx |f ∗n(x)|, śı tomamos ε = 1
4
‖f ∗n‖ obtenemos

|f ∗n(x)| ≥ ‖f ∗n‖ − ε = ‖f ∗n‖ −
1

4
‖f ∗n‖ =

3

4
‖f ∗n‖.

Sea ahora f ∗ 6= 0 en X∗ y n tal que ‖f ∗ − f ∗n‖ <
1

4
‖f ∗‖, entonces

‖f ∗n‖ ≥ ‖f ∗ − f ∗ + f ∗n‖ = ‖f ∗ − (f ∗ − f ∗n)‖ ≥ ‖f ∗‖ − ‖f ∗ − f ∗n‖ ≥ ‖f ∗‖ −
1

4
‖f ∗‖

=⇒‖f ∗n‖ ≥
3

4
‖f ∗‖.

Además

|f ∗(xn)| ≥ |f ∗n(xn)− f ∗n(xn) + f ∗(xn)| = |f ∗n(xn)− (f ∗n(xn)− f ∗(xn))|
=⇒|f ∗(xn)| ≥ |f ∗n(xn)| − |f ∗n(xn)− f ∗(xn)| = |f ∗n(xn)| − |f ∗(xn)− f ∗n(xn)|

=⇒|f ∗(xn)| ≥ |f ∗n(xn)| − |[f ∗ − f ∗n](xn)| > 3

4
‖f ∗‖ − 1

4
‖f ∗‖ =

1

2
‖f ∗‖ > 0.

Esto por la densidad de X∗, entonces ({xn}n)⊥ = {0}. Ahora bien por Lema 1.6.41, para un

conjunto A ⊂ X, spanA = (A⊥)⊥, tenemos que span{xn}n =
(

({xn}n)⊥
)
⊥

= {0}⊥ = X.

Por Lema 1.6.30 spanA es separable si A es numerable, por lo tanto X es separable. �
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Ejemplo 1.6.43. El rećıproco de la proposición anterior es falso, para ello analizaremos a
el espacio `1 y su dual `∞.

Demostración:
Ya demostramos que `∞ no es separable (ver Ejemplo 1.6.36), sólo demostraremos que `1 es
separable. Para ello debemos demostrar que existe un subconjunto numerable A de `1 tal
que `1 = spanA. Consideremos el conjunto A = {(0, . . . , 0, 1(i), 0, . . .) : i ∈ N} ⊆ `1, se puede
observar que A es numerable por como lo hemos definido (dado que N es numerable), basta
probar que `1 = spanA. Por como está definido A, se tiene que, las combinaciones lineales
de los elementos de A es igual al siguiente conjunto

spanA = {x ∈ `∞ : ∃ m ∈ N tal que xn = 0,∀n ≥ m}.

Ahora si x ∈ `1 consideremos la sucesión {yn}n∈N ⊂ spanA, que verifica que, yi = (x1, . . . , xi, 0, . . .)
donde xj es la componente j-ésima del punto x ∈ `1. Vemos que efectivamente converge. Dado
ε > 0, como∑

n∈N

|xn| <∞ =⇒ ĺım
n−→∞

∞∑
m=n

|xn| = 0 =⇒ ∃ m ∈ N tal que
∑
i≥m

|xi| ≤ ε.

Entonces tomamos este mismo m ∈ N y para él se verifica que

‖yn − x‖1 =
∑
i>m

|xi| ≤ ε, ∀n ≥ m.

Por lo que, spanA = `1, aśı `1 es separable. El rećıproco del teorema seŕıa que X es separable,
entonces X∗ es separable. Hemos demostrado que el dual `1 no es separable y que el espacio
`1 es separable, aśı la condición no se cumple. �

1.7. ESPACIOS DUALES DE SUBESPACIOS Y ES-

PACIO COCIENTE

Sea Y subespacio de un espacio normado X. Mostraremos, haciendo uso del aniquilador
de Y , que el dual de Y es un espacio cociente de X∗ y el dual de X/Y es un subespacio
de X∗. Por el Teorema 1.3.3 tenemos que si Y es un subespacio cerrado de X, entonces el
cociente X/Y es también un espacio normado. Sea q : X −→ X/Y la función cociente dada
por q(x) = x̃ donde x̃ = x + Y . Entonces, si f ∈ (X/Y )∗, tenemos que f : X/Y −→ K por
lo que f ◦ q : X −→ K, y como la linealidad y continuidad de funciones se mantiene en la
composición de funciones, aśı f◦q ∈ X∗. Además, si y ∈ Y , observemos que q(y) = 0,∀y ∈ Y ,
por lo que (f ◦ q)(y) = f(q(y)) = f(0) = 0, aśı, (f ◦ q)(y) = 0 por lo que f ◦ q ∈ Y ⊥. Esto
nos permite definir una función Φ : (X/Y )∗ −→ Y ⊥ mediante Φ(f) = f ◦ q; veremos que Φ
establece una identificación entre dichos espacios.

Teorema 1.7.1. Sean X un espacio normado y Y un subespacio cerrado de X. Entonces
la función Φ : (X/Y )∗ −→ Y ⊥ definida anteriormente es un isomorfismo isométrico con
respecto a las topoloǵıas σ((X/Y )∗, X/Y ) y σ(X∗, X) restringida a Y ⊥.
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Demostración:
Nótese que Φ está bien definida, pues si q ∈ Y ⊥, sea f : X/Y −→ Y ⊥ dada por f(x̃) = g(x);
f está bien definida porque g(y) = 0 para todo y ∈ Y . Observemos que Φ(f) = f ◦ q es
lineal dado que es la composición de funciones lineales. Ahora veamos si Φ es sobreyectiva,
si 0 = Φ(f) = f ◦ q, como q es sobreyectiva, f = 0 y entonces Φ es sobreyectiva. Sea ε > 0;
por el Teorema 1.3.3 (d), el conjunto A = {x̃ : |f(x̃)| < ε} será abierto en X/Y si y sólo si
q−1(A) es abierto en X. Pero q−1(A) = {x ∈ X : |g(x)| < ε} es abierto al ser g continua. Por
lo tanto f es continua y Φ es sobreyectiva pues Φ(f) = g. Veremos que Φ es una isometŕıa.
Por el Teorema 1.3.3 (b), tenemos que ‖q‖ ≤ 1, aśı ‖Φ(f)‖ = ‖f ◦ q‖ ≤ ‖f‖‖q‖ ≤ ‖f‖.
Ahora, recordemos que la norma en X/Y está dada por

‖x̃‖ = ı́nf
y∈Y
‖x+ y‖. (1.44)

Por la definición de supremo (en ‖f‖), dada ε > 0, existe xε ∈ X tal que ‖x̃ε‖ ≤ 1 y |f(xε)| >
‖f‖ − ε. Además, por Ecuación (1.44), existe yε ∈ Y con ‖xε + yε‖ < 1 + ε y entonces

(1 + ε)‖f ◦ q‖ ≥ |(f ◦ q)(xε + yε)| = |f(x̃ε) > ‖f‖ − ε.

Como la desigualdad es cierta para todo ε > 0, aśı Φ es una isometŕıa. Veamos que Φ es un
homeorfismo respecto a las topoloǵıas σ((X/Y )∗, X/Y ) y σ(X∗, X) restringida a Y ⊥. Sea
x̃ ∈ X/Y y x ∈ X tal que q(x) = x̃. Entonces por lo anterior

Φ({f ∈ (X/Y )∗ : |f(x̃)| < ε}) = {g ∈ Y ⊥ : |g(x)| < ε}.

Por lo tanto, Φ es un homeomorfismo. �

Para estudiar el dual de un subespacio Y de X, se requiere el siguiente lema.

Lema 1.7.2. Sean A y B espacios vectoriales y ϕ : A −→ B una función lineal sobreyectiva,
entonces la función φ : A/ kerϕ −→ B, dada por φ(ã) = ϕ(a) para ã = a+kerϕ es biyectiva.

Demostración:
Primero probaremos que φ está bien definida, para ello demostraremos que śı a = b con
a, b ∈ A/ kerϕ, entonces φ(a) = φ(b).

a = b =⇒ ϕ(a) = ϕ(b) =⇒ ϕ(a) + 0 = ϕ(b+ 0) =⇒ ϕ(a) + ϕ(c) = ϕ(b) + ϕ(c), c ∈ kerϕ

=⇒ ϕ(a+ c) = ϕ(b+ c), ya que ϕ es lineal =⇒ ϕ(ã) = ϕ(b̃), ã = a+ c, b̃ = b+ c

=⇒ φ(ã) = φ(b̃).

Supongamos que φ(ã) = 0, entonces ϕ(a) = 0, es decir a ∈ kerϕ y por ende ϕ es inyectiva.
Como para todo b ∈ B, existe a ∈ A tal que ϕ(a) = b, entonces φ(ã) = ϕ(a) = b, aśı φ es
sobreyectiva. Por tanto, φ es biyectiva. �

Si f ∗ ∈ X∗, entonces la restricción f ∗|Y pertenece Y ∗. Por otra parte, si g∗ ∈ Y ∗, por
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el Teorema de Hahn Banach (Teorema 1.5.7), existe una extensión de g∗ a X, entonces la
función lineal ψ : X∗ −→ Y ∗ dada por

ψ(f ∗) = f ∗|Y , (1.45)

es sobreyectiva. Sea f ∗ ∈ X∗ tal que ψ(f ∗) = 0, entonces f ∗(y) = 0 para toda y ∈ Y , es
decir f ∗ ∈ Y ⊥. Demostremos que, Y ⊥ ⊂ kerψ. Primero definamos Y ⊥ y kerψ como

Y ⊥ = {f ∈ Y ∗ : f(h) = 0, ∀ h ∈ Y, Y ⊂ Y ∗} y kerψ = {g ∈ X∗ : ψ(g) = 0Y ∗}.

Sea f ∈ Y ⊥.
f ∈ Y ⊥ =⇒ f(h) = 0, h ∈ Y.

Pero Y ⊂ Y ∗ por lo que

ψ(f) = f |Y = 0Y ∗ =⇒ f ∈ X∗ =⇒ f ∈ kerψ.

Por tanto, Y ⊥ ⊂ kerψ, aśı kerψ = Y ⊥, lo cual nos permite definir un isomorfismo entre
X∗/Y ⊥ y Y ∗.

Teorema 1.7.3. Sea Y un subespacio de un espacio normado X y sea Ψ : X∗/Y ⊥ −→ Y ∗

la biyección lineal dada por
Ψ(f̃ ∗) = ψ(f ∗),

si f̃ ∗ = f ∗ + Y ⊥, donde ψ está dada en la Ecuación (1.45). Entonces Ψ es un isomorfismo
isométrico. Además Ψ es un homeomorfismo isométrico de X∗/Y ⊥ con la topoloǵıa cociente
τ inducida por σ(X∗, X), en (Y ∗, σ(Y ∗, Y )).

Demostración:
Por el Lema 1.7.2, obtenemos que Ψ es lineal y una biyección. Primero demostraremos que Ψ
es una isometŕıa. Sea g∗ ∈ Y ∗, entonces por el Teorema 1.5.7 (Hahn Banach), existe f ∗ ∈ X∗
con f ∗|Y = g∗ y ‖f ∗‖ = ‖g∗‖. De donde∥∥∥Ψ(f̃ ∗)

∥∥∥ = ‖Ψ(f ∗)‖ = ‖f ∗|Y ‖ = ‖g∗‖ = ‖f ∗‖ ≥ ‖f ∗ + Y ⊥‖ =
∥∥∥f̃ ∗∥∥∥ .

Además, si h∗ ∈ Y ⊥, se tiene que∥∥∥Ψ(f̃ ∗)
∥∥∥ = ‖f ∗|Y ‖ = ‖(f ∗ + h∗)|Y ‖ ≤ ‖f ∗ + h∗‖.

Como esto se cumple para toda h∗ ∈ Y ⊥, usando la definición de la norma cociente, tenemos
que

‖g∗‖ = ‖Ψ(f̃ ∗)‖ ≤ ‖f̃ ∗‖.

Por lo que, Ψ es una isometŕıa. Ahora veremos si es un isomorfismo. Consideremos la función
cociente q : X∗ −→ X∗/Y ⊥, anteriormente definimos a Ψ : X∗/Y ⊥ −→ Y ∗ por lo que
Ψ ◦ q : X∗ −→ Y ∗, aśı observemos que ψ = Ψ ◦ q. Ahora, sean y1, . . . , yk ∈ Y, ε > 0, y

U = {g∗ ∈ Y ∗ : |g∗(yi)| < ε para i = 1, . . . , k}.
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Entonces como [ψ(f ∗)](yi) = f ∗(yi), se tiene que

Ψ−1(U) = {Ψ(g∗) : [Ψ−1(g∗)](yi) < ε}
=⇒ Ψ−1(U) = {[Ψ−1Φ](f̃ ∗) : |[Ψ−1Φ](f̃ ∗(yi))| < ε para i = 1, . . . , k}
=⇒ Ψ−1(U) = {f̃ ∗ : |[f ∗ + h∗](yi)| < ε para i = 1, . . . , k}
=⇒ Ψ−1(U) = {f̃ ∗ : |[f ∗](yi) + h∗(yi)| < ε para i = 1, . . . , k, h∗ ∈ Y ⊥}
=⇒ Ψ−1(U) = {f̃ ∗ : |f ∗(yi)| < ε para i = 1, . . . , k}.

Por definición de topoloǵıa cociente, Ψ−1(U) es τ -abierto si y sólo si q−1(Ψ−1(U)) es σ(X∗, X)-
abierto en X∗. Pero,

q−1(Ψ−1(U)) = [q−1Ψ−1](U) = [Ψ ◦ q]−1(U) = ψ(U)

=⇒ q−1(Ψ−1(U)) = {f ∗ ∈ X∗ : |f ∗(yi)| < ε para i = 1, . . . , k},

de donde q−1(Ψ−1(U)) es ω∗-abierto. Falta demostrar que Ψ es un homeomorfismo, para
ello probaremos que si U es un τ -abierto, entonces Ψ(U) es σ(Y ∗, Y )-abierto en Y ∗. Pero U
es un τ -abierto si y sólo si, existe un conjunto V , σ(X∗, X)-abierto en X∗, tal que q(V ) = U .
Consideremos los abiertos de la forma U = q(V ) con V = {f ∗ ∈ X∗ : |f ∗(x)| < ε} con ε > 0
y x ∈ X, pues estos elementos forman una subbase local de 0. Primero veremos que si x /∈ Y ,
entonces U = q(V ) = X∗/Y ⊥. En efecto si x /∈ Y y f̃ ∗0 ∈ X∗/Y ⊥, sea t : Y

⊕
spanx −→ K

dada por

t(y + λx) = f ∗0 (y) + λ
ε

2
,

y sea f ∗1 ∈ X∗ una extensión de t. Entonces f ∗1 − f ∗0 ∈ Y ⊥, de donde q(f ∗1 ) = f ∗1 + f ∗0 = f̃ ∗0 .

Además, f ∗1 (x) = t(x) =
ε

2
< ε, por lo que f ∗1 ∈ V . Por lo tanto, q(V ) = X∗/Y ⊥ y como

Ψ es sobreyectiva, Ψ(U) = Ψ(X∗/Y ⊥) = Y ∗ que es un conjunto ω∗-abierto. Supongamos

ahora que x ∈ Y , f ∗ ∈ X∗. Si g∗ = Ψ(f̃ ∗), entonces g∗(x) = [Ψ(f̃ ∗)](x) = [f ∗|Y ](x) = f ∗(x),
lo cual implica que |f ∗(x)| < ε si y sólo si |g∗(x)| < ε. Concluimos que Ψ(U) = Ψ ◦ q(V ) =
{g∗ ∈ Y ∗ : |g∗(x)| < ε} es ω∗-abierto, por Definición 1.6.14. �

Como corolario, obtenemos que la topoloǵıa débil en los subespacios de X, es la topoloǵıa
del subespacio inducida por σ(X,X∗) en Y .

Corolario 1.7.4. Si Y es un subespacio de un espacio normado X, entonces σ(Y, Y ∗) es la
topoloǵıa inducida por σ(X,X∗) en Y .

Demostración:
Si Ψ : X∗/Y ⊥ −→ Y ∗ es el isomorfismo definido en el Teorema 1.7.3, entonces para toda

f ∗ ∈ X∗, se tiene que si Ψ(f̃ ∗) = g∗,

{y ∈ Y : |g∗(y)| < ε} = {y ∈ Y : |[Ψ(f̃ ∗)](y)| < ε} = {x ∈ X : |f ∗(x)| < ε} ∩ Y.

Por lo que, σ(Y, Y ∗) es la topoloǵıa inducida por σ(X,X∗) en Y . �
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1.8. REFLEXIVIDAD

En esta subsección daremos varias caracterizaciones de la reflexividad de espacios de
Banach. De aqúı en adelante, cuando haga falta, identificaremos a BX con su imagen j(BX)
en X∗∗, llamándola de la misma forma. Esto se puede hacer gracias al Teorema 1.6.1. Como
además,

{Γ ∈ X∗∗ : |Γ(f ∗)| < ε} ∩ j(X) = {j(x) ∈ X∗∗ : |[j(x)](f ∗)| < ε} = j{x ∈ X : |f ∗(x)| < ε}.

Diremos que la topoloǵıa σ(X,X∗) es la restricción de la topoloǵıa σ(X∗∗, X∗) a X o que
σ(X,X∗) es la topoloǵıa inducida en X por σ(X∗∗, X∗).

Teorema 1.8.1. Sea X un espacio de Banach, entonces son equivalentes

(i) X es reflexivo.

(ii) BX es σ(X,X∗) compacta.

(iii) σ(X∗, X) = σ(X∗, X∗∗).

(iv) X∗ es reflexivo.

Demostración:
Antes de todo dejar claro que cuando un espacio X es reflexivo, su topoloǵıa σ(X,X∗) coin-
cide con la topoloǵıa σ(X∗∗, X∗) de X∗∗ y por ser isométricamente isomorfos tenemos que
X = X∗∗.

(i) =⇒ (ii). Supongamos que X es reflexivo. Por el Teorema de Banach-Alaoglu (Teore-
ma 1.6.25), BX∗∗ es σ(X∗∗, X∗) compacta en X∗∗, entonces como X = X∗∗,

BX∗∗ = X es σ(X∗∗ = X,X∗) compacta en X = X∗∗ =⇒ BX es σ(X,X∗) compacta en X.

(ii) =⇒ (i). Supongamos que BX es σ(X,X∗)-compacta. Como un conjunto compacto en la
topoloǵıa restringida también lo es en la topoloǵıa original, obtenemos que BX es σ(X∗∗, X∗)-
compacta en X∗∗, luego como la topoloǵıa débil estrella es de Hausdorff por Lema 1.6.20,
tenemos que todo subconjunto compacto de un espacio de Hausdorff es cerrado en el espacio,
por lo cual BX es σ(X∗∗, X∗)-cerrada en X∗∗. Por otra parte, por el Teorema de Goldstine
(veáse [5]), BX es σ(X∗∗, X∗) densa en BX∗∗ , entonces tenemos que

BX = BX
ω∗

, por ser ω∗-cerrada =⇒ BX
ω∗ = BX∗∗ , por ser densa =⇒ BX = BX∗∗ .

Como BX es arbitrario concluimos que X es reflexivo.

(iii) =⇒ (iv). Supongamos que σ(X∗, X) = σ(X∗, X∗∗). Del Teorema de Banach-Alaoglu
(Teorema 1.6.25) sabemos que

BX∗ es σ(X∗, X) compacta =⇒ BX∗ es σ(X∗, X∗∗) compacta.
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Luego aplicando (ii) =⇒ (i) a X∗, tenemos que X∗ es reflexivo.

(iv) =⇒ (i). Supongamos que X∗ es reflexivo, entonces X∗ = X∗∗∗. Como BX es cerrada bajo
la topoloǵıa generada por la norma en X∗∗ y por la Proposición 1.6.22 BX es σ(X∗∗, X∗∗∗)-
cerrada en X, pero σ(X∗∗, X∗∗∗) = σ(X∗∗, X∗) aśı obtenemos que BX es σ(X∗∗, X∗)-cerrada
en X∗∗. Además por el Teorema de Goldstine (veáse [5]), BX es σ(X∗∗, X∗) densa en BX∗∗ ,
entonces tenemos que

BX = BX
ω∗

= BX∗∗ =⇒ BX = BX∗∗ .

Como BX es arbitrario concluimos que X es reflexivo.

(i) =⇒ (iii). Tenemos que X es reflexivo, por lo cual X = X∗∗, entonces σ(X∗, X) =
σ(X∗, X∗∗). �

Como es deseable, la reflexividad se hereda a subespacios.

Corolario 1.8.2. Si Y es un subespacio cerrado de un espacio de Banach reflexivo X,
entonces Y es reflexivo.

Demostración:
Usando el Teorema 1.8.1, tenemos que BX es σ(X,X∗)-compacta, y como BY = BX ∩Y , del
Corolario 1.7.4 tenemos que, σ(Y, Y ∗) es la topoloǵıa inducida por σ(X,X∗) en Y, entonces
BY es σ(Y, Y ∗)-compacta, luego nuevamente por el Teorema 1.8.1, obtenemos que Y es
reflexivo. �

Ejemplo 1.8.3. Sea c0 el espacio de las sucesiones convergentes a cero, demostraremos que
`∞ no es reflexivo.

Demostración:
En el Ejemplo 1.1.44 demostramos que c0 es un subespacio cerrado de `∞ y en el Ejemplo
1.6.8 demostramos que c0 no es reflexivo luego, por Teorema 1.8.2 tenemos que `∞ no es
reflexivo. �

Si X es un espacio de Banach, se dirá que un funcional f ∗ ∈ X∗ alcanza su norma si
existe x0 ∈ BX tal que f ∗(x0) = ‖f ∗‖. Errett Albert Bishop y Robert Ralph Phelps pro-
baron en 1961 que el conjunto de funcionales que alcanzan su norma es denso en X∗, sin
embargo la demostración está fuera del alcance de este proyecto. En el caso en que el espacio
es reflexivo, la conclusión es mas fuerte y la prueba es más fácil.

Corolario 1.8.4. Sea X un espacio de Banach reflexivo. Todo funcional continuo en X
alcanza su norma.

Demostración:
Sea f ∗ ∈ X∗, como X es reflexivo por el Teorema 1.8.1 BX es ω-compacta. Por otro lado,
f ∗ restringida a BX es ω-continua. Usaremos el siguiente hecho de que f ∗ continuo ⇐⇒
|f ∗(x)| ≤M‖x‖ ∀x ∈ X, entonces |f ∗(x)| ≤M‖x‖ =⇒ |f ∗(x)| ≤M, ya que ‖x‖ ≤ 1. Luego
tenemos que ‖f ∗‖ = sup‖x‖≤1 |f ∗(x)| = M. Entonces, existe x0 ∈ BX tal que

|f ∗(x0)| = M =⇒ |f ∗(x0)| = sup
‖x‖≤1

|f ∗(x)| =⇒ |f ∗(x0)| = ‖f ∗‖.
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Reemplazando, x0 por −x0 en el caso real y por eiθx0 en el caso complejo, obtenemos el
mismo resultado, aśı

Caso Real. Sea −x0 ∈ BX .

|f ∗(−x0)| = M =⇒ | − f ∗(x0)| = sup
‖x‖≤1

|f ∗(x)| =⇒ |f ∗(x0)| = ‖f ∗‖.

Caso Complejo. Sea eiθx0 ∈ BX .

|f ∗(eiθx0)| = M =⇒ |eiθf ∗(x0)| = sup
‖x‖≤1

|f ∗(x)| =⇒ |eiθ||f ∗(x0)| = ‖f ∗‖

=⇒ 1 · |f ∗(x0)| = ‖f ∗‖ =⇒ |f ∗(x0)| = ‖f ∗‖.

�

Robert Clarke James probó en 1957, el rećıproco del corolario anterior, es decir, demostró
que śı un espacio de Banach es tal que todo funcional continuo en el alcanza su norma,
entonces es reflexivo (veáse [3]).

Ejemplo 1.8.5. Veamos un ejemplo en el que no se alcanza la norma. Sea

F (x) =
∞∑
k=1

2−k+1xk con x ∈ c0.

Demostraremos que F no alcanza su norma.

Demostración:
Probemos primero que F es lineal, sean α, β ∈ R y x, y ∈ c0, entonces

F (βx+ αy) =
∞∑
k=1

2−k+1(βxk + αyk) =
∞∑
k=1

(2−k+1βxk + 2−k+1αyk)

=⇒F (βx+ αy) =
∞∑
k=1

2−k+1βxk +
∞∑
k=1

2−k+1αyk = β

∞∑
k=1

2−k+1xk + α

∞∑
k=1

2−k+1yk

=⇒F (βx+ αy) = βF (x) + αF (y).

Por tanto, F es lineal. Veamos que F es continuo, como es lineal sabemos que F continuo
⇐⇒ |F (x)| ≤M‖x‖ ∀x ∈ l1 y donde M es constante. Pero tenemos que

|F (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

2−k+1xk

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=1

|2−k+1xk| ≤
∞∑
k=1

|xk| ≤ ‖x‖c0 ,

luego F es continuo. Ahora calculemos su norma. Si x ∈ c0 tal que ‖x‖ ≤ 1 =⇒ ‖x‖ =
máxk∈N |xk| ≤ 1 =⇒ |xk| ≤ 1, por tanto

|F (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

2−k+1xk

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=1

|2−k+1||xk| ≤
∞∑
k=1

2−k+1 = 2.
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Por lo cual, ‖F‖ ≤ 2. Por otro lado, si tomamos ρi = (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 0, 0, . . . ) ∈ c0 =⇒ ‖ρi‖ = 1,

luego

|F (ρi)| =

∣∣∣∣∣
i∑

k=1

2−k+1

∣∣∣∣∣ =
1− 2−i+1

1
2

= 2

(
1− 2

2i

)
.

|F (ρi)| −→ 2 cuando i −→ ∞, entonces se tiene que ‖F‖ = 2. Ahora veamos que no se
alcanza la norma. Si x ∈ c0 =⇒ ĺımk xk −→ 0. Luego, existe k0 tal que si k ≥ k0 =⇒ |xk| <
1
2
< 1. Luego, si x ∈ c0 tal que ‖x‖ ≤ 1, tenemos que

|F (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

2−k+1xk

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=1

|2−k+1||xk| =
k0∑
k=1

|2−k+1||xk|+
∞∑

k=k0+1

|2−k+1||xk|

=⇒|F (x)| <
∞∑
k=1

2−k+2 = 2.

Donde en la última desigualdad estamos utilizando que
∑∞

k=k0+1 |2−k+1||xk| <
∑∞

k=k0+1 2−k+1,
ya que |xk| < 1, ∀k > k0. En conclusión tenemos que, F no alcanza su norma. �

Usando el Corolario 1.8.4 es mas sencillo demostrar que C[0, 1] no es reflexivo, detallamos
la demostración a continuación.

Ejemplo 1.8.6. El espacio C[0, 1] de funciones continuas en [0, 1] no es reflexivo.

Demostración:
Para demostrar que C[0, 1] no es reflexivo haremos uso del Corolario 1.8.4, el cual dice que
todo espacio de Banach reflexivo alcanza su norma. Aśı, bastará probar que C[0, 1] con la
norma ‖h‖ = máxt∈J |h(t)| no es reflexivo, es suficiente encontrar un funcional lineal que no
esté alcanzando la norma. Podemos definir

x′(f) :=

∫ 1
2

0

f(t)dt−
∫ 1

1
2

f(t)dt.

Demostraremos que x′ es lineal, sean α, β ∈ K y f, g ∈ C[0, 1], entonces

x′(αf + βg) =

∫ 1
2

0

[αf + βg](t)dt−
∫ 1

1
2

[αf + βg](t)dt

=⇒x′(αf + βg) =

∫ 1
2

0

([αf ](t) + [βg](t))dt−
∫ 1

1
2

([αf ](t) + [βg](t))dt

=⇒x′(αf + βg) =

∫ 1
2

0

[αf ](t)dt+

∫ 1
2

0

[βg](t)dt−
∫ 1

1
2

[αf ](t)dt−
∫ 1

1
2

[βg](t)dt

=⇒x′(αf + βg) =

∫ 1
2

0

[αf ](t)dt−
∫ 1

1
2

[αf ](t)dt+

∫ 1
2

0

[βg](t)dt−
∫ 1

1
2

[βg](t)dt
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=⇒x′(αf + βg) = α

∫ 1
2

0

f(t)dt− α
∫ 1

1
2

f(t)dt+ β

∫ 1
2

0

g(t)dt− β
∫ 1

1
2

g(t)dt

=⇒x′(αf + βg) = α

(∫ 1
2

0

f(t)dt−
∫ 1

1
2

f(t)dt

)
+ β

(∫ 1
2

0

g(t)dt−
∫ 1

1
2

g(t)dt

)
=⇒x′(αf + βg) = αx′(f) + βx′(g).

Ahora demostraremos que |x′(f)| ≤ ‖f‖, luego

|x′(f)| =

∣∣∣∣∣
∫ 1

2

0

f(t)dt−
∫ 1

1
2

f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫ 1

2

0

f(t)dt+

∫ 1

1
2

f(t)dt

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

0

f(t)dt

∣∣∣∣ ,
por lo que |x′(f)| ≤

∣∣∣∫ 1

0
f(t)dt

∣∣∣. Como [a, b]× [a, b] es un rectángulo, existen m,M ∈ R tales

que m(b− a) ≤
∫ b
a
f(t)dt ≤M(b− a), por lo que

|x′(f)| ≤
∣∣∣∣∫ 1

0

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤M(1− 0) = M.

Si tomamos a M = máxt∈[0,1] |f(t)| obtenemos que

|x′(f)| ≤ máx
t∈[0,1]

|f(t)| = ‖f‖.

Luego, como x′ es lineal y |x′(f)| ≤ ‖f‖, por Teorema 1.2.2 tenemos que, x′ es continuo, y
además

‖f‖ = máx
t∈[0,1]

|f(t)| = 1.

Esto sucede dado que la imagen más grande que puede tomar f en el intervalo [0, 1] es 1.
Por lo tanto, x′ es continuo y ‖x‖ ≤ 1. Para ver que la norma es de hecho 1, para n ∈ N, sea
fn definido por

fn(x) =


1, x ∈

[
0, 1

2
− 1

n

)
mx+ b, x ∈

(
1
2
− 1

n
, 1

2
+ 1

n

)
−1, x ∈

(
1
2

+ 1
n
, 1
)
.

Podemos observar que ‖fn‖ = 1 si n −→ ∞, dado que si x ∈
[
0, 1

2
− 1

n

)
se tiene que

|fn| = |1| = 1, por lo que |fn| = 1. Luego, si x ∈
(

1
2
− 1

n
, 1

2
+ 1

n

)
tenemos que fn es lineal por

lo que puede ser decreciente o creciente; si es decreciente m < 0 y |fn(x)| = |fn
(

1
2
− 1

n

)
| =

|m/2 − m/n + b| = |m/2 + b| ≤ 1 y si es creciente m > 0 y |fn(x)| = |fn
(

1
2

+ 1
n

)
| =

|m/2+m/n+b| = |m/2+b| ≤ 1. Por último, si x ∈
(

1
2

+ 1
n
, 1
)

tenemos que |fn(x)| = |−1| = 1,
por lo que,

‖fn‖ = máx
t∈[0,1]

|f(t)| = máx{1, |m/2−m/n+ b|, |m/2 +m/n+ b|, 1} = 1.
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Luego, si n −→∞ las siguientes integrales coinciden.

x′(fn) =

∫ 1
2

0

fn(t)dt−
∫ 1

1
2

fn(t)dt =

∫ 1
2
− 1
n

0

fn(t)dt−
∫ 1

1
2

+ 1
n

fn(t)dt

=⇒x′(fn) =

∫ 1
2
− 1
n

0

1dt−
∫ 1

1
2

+ 1
n

−1dt =

∫ 1
2
− 1
n

0

dt+

∫ 1

1
2

+ 1
n

dt = t|
1
2
− 1
n

0 + t|11
2

+ 1
n

=⇒x′(fn) =
1

2
− 1

n
− 0 + 1− 1

2
− 1

n
= 1− 2

n
.

Por lo que, ‖fn‖ = 1 y x′(fn) = 1 − 2
n
. Ahora tenemos que demostrar que no podemos

encontrar un f ∈ C[0, 1] tal que x′(f) = 1 y ‖x′(f)‖ = 1. Sea f continuo y ‖f‖ = 1, tenemos
que demostrar que x′(f) 6= 1 para algún ε > 0 fijo existe δ > 0 tal que |f(t) − f(1/2)| ≤ ε
siempre que |t− 1/2| ≤ δ. Como

x′(f) =

∫ 1
2
−δ

0

f(t)dt+

∫ 1
2

+δ

1
2
−δ

f(t)dt−
∫ 1

1
2

+δ

f(t)dt. (1.46)

Podemos suponer que f(x) = 1 si x ∈ [0, 1/2− δ] y f(x) = −1 si x ∈ [1/2 + δ, 1], por lo que

x′(f) =

∫ 1
2

0

f(t)dt−
∫ 1

1
2

f(t)dt =

∫ 1
2
−δ

0

f(t)dt+

∫ 1
2

+δ

1
2
−δ

f(t)dt−
∫ 1

1
2

+δ

f(t)dt

=⇒x′(f) =

∫ 1
2
−δ

0

1dt+

∫ 1
2

+δ

1
2
−δ

(mt+ b)dt−
∫ 1

1
2

+δ

−1dt =

∫ 1
2
−δ

0

dt+

∫ 1
2

+δ

1
2
−δ

(mt+ b)dt+

∫ 1

1
2

+δ

dt

=⇒x′(f) = t|
1
2
−δ

0 +
(m

2
t2 + bt

)∣∣∣ 12+δ

1
2
−δ

+ t|11
2

+δ

=⇒x′(f) =
1

2
− δ − 0 +

m

2

(
1

2
+ δ

)2

+ b

(
1

2
+ δ

)
− m

2

(
1

2
− δ
)2

− b
(

1

2
− δ
)

+ 1− 1

2
− δ

=⇒x′(f) = 1− 2δ +
m

2

(
1

4
+ δ + δ2

)
+
b

2
+ bδ − m

2

(
1

4
− δ + δ2

)
− b

2
+ bδ

=⇒x′(f) = 1− 2δ +
m

8
+
mδ

2
+
mδ2

2
+ 2bδ − m

8
+
mδ

2
− mδ2

2
= 1− 2δ +mδ + 2bδ.

Aśı de la Ecuación (1.46) tenemos que,

x′(f) = 1− 2δ +mδ + 2bδ. (1.47)

Como δ > 0 se tiene que x′(f) 6= 1, además de la Ecuación (1.47) se obtiene que,

|x′(f)| = |1− 2δ +mδ + 2bδ| ≤ 1− 2δ + 2δ|f(1/2)|+ 2δε.
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Tomando ε < 1− |f(1/2)| en la ecuación anterior obtenemos que

|x′(f)| ≤ 1− 2δ + 2δ|f(1/2)|+ 2δε < 1− 2δ + 2δ|f(1/2)|+ 2δ(1− |f(1/2)|)
=⇒|x′(f)| < 1− 2δ + 2δ|f(1/2)|+ 2δ − 2δ|f(1/2)| = 1

Por lo que |x′(f)| < 1, aśı x′(f) no alcanza su norma y por el Corolario 1.8.4, C[0, 1] no es
reflexivo. �

1.9. CONTINUIDAD DÉBIL Y OPERADORES AD-

JUNTOS

Los funcionales lineales continuos son débilmente continuos. ¿Qué pasará con la conti-
nuidad débil de operadores entre espacios normados de dimensión finita? Antes que nada
aclararemos qué queremos decir con continuidad débil de operadores.

Definición 1.9.1. Sean X e Y espacios normados. Un operador T : X −→ Y es débilmente
continuo, si es continuo con respecto a las topoloǵıas σ(X,X∗) y σ(Y, Y ∗). Un operador
S : X∗ −→ Y ∗ es débilmente estrella continuo, si es continuo con respecto a las topoloǵıas
σ(X∗, X∗∗) y σ(Y ∗, Y ∗∗).

Veremos que igual que en el caso de los funcionales, los operadores son continuos si y sólo
si son débilmente continuos.

Proposición 1.9.2. Sean X e Y espacios normados y T : X −→ Y lineal. T es continuo
bajo la norma si y sólo si es ω-continuo.

Demostración:
“=⇒”
Supongamos que T es norma continuo. Sean x ∈ X, ε > 0 y g∗1, . . . , g

∗
k ∈ Y ∗, es decir cada

g∗i : Y −→ K. Entonces si f ∗i = g∗i ◦T : X −→ K, se tiene que f ∗i ∈ X∗ para toda i = 1, . . . , k
y T (V (x, f ∗1 , . . . , f

∗
k , ε)) ⊂ V (Tx, g∗1, . . . , g

∗
k, ε). Es decir T es ω-continuo.

“⇐=”
Supongamos que T es ω-continuo, entonces de la Proposición 1.6.16 se tiene que para toda
g∗ ∈ Y ∗, donde g∗ : (Y, σ(X,X∗)) −→ K es ω-continua, y como la composición de funciones
continuas es continua obtenemos que g∗ ◦ T : (X, σ(X,X∗)) −→ K es ω-continua. Aplicando
la Proposición 1.6.16 nuevamente, g∗ ◦ T ∈ X∗. Ahora, si x ∈ BX , para toda g∗ ∈ Y ∗

|g∗(Tx)| = |(g∗ ◦ T )x| ≤ ‖g∗ ◦ T‖,

y por el Lema 1.6.23 (ii) −→ (i), se tiene que T (BX) es acotado bajo la norma. Por lo que
T es continuo bajo la norma. �

Veremos que a cada operador T ∈ B(X, Y ) entre espacios normados también se le puede
asociar un operador T× ∈ B(Y ∗, X∗), llamado el adjunto o transpuesto de T , y estudiaremos
la relación entre los operadores y sus adjuntos.
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Teorema 1.9.3. Si X e Y son espacios normados, entonces para cada T ∈ B(X, Y ) existe
un único T× ∈ B(Y ∗, X∗) tal que para toda x ∈ X y para toda g∗ ∈ Y ∗,

g∗(Tx) = (T×g∗)(x), (1.48)

y
‖T×‖ = ‖T‖. (1.49)

Demostración:
Dado T ∈ B(X, Y ), definimos T× : Y ∗ −→ X∗ por T×g∗ = g∗ ◦ T , como g∗ : Y −→ K y
T : X −→ Y se tiene que g∗ ◦ T : X −→ K por lo que g∗ ◦ T = T×g∗ ∈ X∗, y si x ∈ X
tenemos que

(T×g∗)(x) = (g∗ ◦ T )(x) = g∗(Tx),

es decir se cumple la Ecuación (1.48). Además, si g∗1, g
∗
2 ∈ Y ∗, α1, α2 ∈ K y x ∈ X, probaremos

que T× es lineal

[T×(α1g
∗
1 + α2g

∗
2)](x) = [(α1g

∗
1 + α2g

∗
2) ◦ T ](x) = [α1g

∗
1 + α2g

∗
2](Tx)

=⇒[T×(α1g
∗
1 + α2g

∗
2)](x) = [α1g

∗
1](Tx) + [α2g

∗
2](Tx) = α1[g∗1](Tx) + α2[g∗2](Tx)

=⇒[T×(α1g
∗
1 + α2g

∗
2)](x) = α1[g∗1 ◦ T ](x) + α2[g∗2 ◦ T ](x) = α1[T×g∗1](x) + α2[T×g∗2](x).

De donde T× es lineal. Por otra parte, usando el Corolario 1.5.10, obtenemos

=⇒‖T×‖ = sup{‖T×g∗‖ : ‖g∗‖ ≤ 1} = sup{|[T×y∗](x)| : ‖g∗‖ ≤ 1, ‖x‖ ≤ 1}
=⇒‖T×‖ = sup{|[g∗ ◦ T ](x)| : ‖g∗‖ ≤ 1, ‖x‖ ≤ 1} = sup{|g∗(Tx)| : ‖g∗‖ ≤ 1, ‖x‖ ≤ 1}
=⇒‖T×‖ = ‖T‖.

La unicidad de T× es consecuencia de la Ecuación (1.48). �

Ejemplo 1.9.4. Si IX denota la identidad en X, entonces I×X = IX∗. Donde I×X : X∗ −→ X∗,
IX : X −→ X y IX∗ : X∗ −→ X∗

Demostración:
Supongamos que X es un espacio normado, entonces por el Teorema 1.9.3, tenemos que para
IX ∈ B(X), existe un único I×X ∈ B(X∗) tal que para toda x ∈ X y para toda g∗ ∈ X∗,
‖IX×‖ = ‖IX‖ y g∗IX = I×g∗, como

[I×Xg
∗](x) = [g∗IX ](x) = g∗(IX(x)) = g∗(x) = [IX∗g

∗](x).

Por lo que, I×X = IX∗ . �

Proposición 1.9.5. Sean X, Y espacios normados, T, S ∈ B(X, Y ) y α, β ∈ K, entonces
(αT + βS)× = αT× + βS×.
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Demostración:
Sean X e Y espacios normados, x ∈ X, g∗ ∈ Y ∗, T, S ∈ B(X, Y ) y α, β ∈ K. Tenemos que

((αT + βS)×g∗)(x) = g∗((αT + βS)x); Teorema 1.9.3

=⇒((αT + βS)×g∗)(x) = g∗((αT )(x) + (βS)(x)) = g∗(αT (x)) + g∗(βS(x))

=⇒((αT + βS)×g∗)(x) = αg∗(T (x)) + βg∗(S(x)) = (αg∗T )(x) + (βg∗S)(x)

=⇒((αT + βS)×g∗)(x) = (αT×g∗)(x) + (βS×g∗)(x).

Por lo que, (αT + βS)× = αT× + βS×. �

Si T ∈ B(X, Y ), R(T ) y ker(T ) denotarán el rango y el espacio nulo de T , respectivamente.

Teorema 1.9.6. Si X e Y son espacios de Banach y T ∈ B(X, Y ),entonces

ker(T×) = R(T )⊥ y ker(T ) = R(T×)⊥.

Si T ∈ B(X, Y ), su adjunto T× ∈ B(X∗, Y ∗) y entonces existe el adjunto de T×, denotado
por T××, que pertenece a B(X∗∗, Y ∗∗).

Demostración:
Demostraremos primero que ker(T×) = R(T )⊥.

“⊆ ”
Sea u ∈ ker(T×), esto es, T×u = 0. Mostraremos que u ∈ R(T )⊥, esto es, u(w) = 0 para
toda w ∈ R(T ). Sea w ∈ R(T ). Por la definición de R(T ), existe un v ∈ X tal que w = Tv.
Ahora, u(w) = u(Tv) = T×u(v) = 0(v) = 0. Aśı, u ∈ R(T )⊥.

“⊇ ”
Sea u ∈ R(T )⊥, es decir, y ∈ Y ∗ y u(w) = 0 para todo w ∈ R(T ). Mostraremos que
u ∈ ker(T×), es decir, T×(u) = 0. Para demostrarlo, probaremos que T×u(v) = 0 para toda
v ∈ X. Luego T×u(v) = u(Tv) = 0, ya que Tv ∈ R(T ), por lo que u ∈ ker(T×). Por tanto,
ker(T×) = R(T )⊥.

Ahora demostraremos que ker(T ) = R(T×)⊥.

“⊆ ”
Sea u ∈ ker(T ), esto es, Tu = 0. Mostraremos que u ∈ R(T×)⊥, esto es, w(u) = 0 para toda
w ∈ R(T×). Sea w ∈ R(T×). Por la definición de R(T×), existe un v ∈ X∗ tal que w = T×v.
Ahora, w(u) = T×v(u) = v(Tu) = V (0) = 0. Aśı, u ∈ R(T×)⊥.

“⊇ ”
Sea u ∈ R(T×)⊥, es decir, u ∈ X∗ y W (u) = 0 para todo w ∈ R(T×). Mostraremos que
u ∈ ker(T ), es decir, Tu = 0. Para demostrarlo, probaremos que V (Tu) = 0 para toda
v ∈ Y ∗. Luego v(Tu) = T×v(u) = 0, ya que T×v ∈ R(T×), por lo que u ∈ ker(T ). Por tanto,
ker(T ) = R(T×)⊥. �
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Proposición 1.9.7. Si X, Y y Z son espacios de Banach, T ∈ B(X, Y ) y S ∈ B(Y, Z),
entonces

a) T××|X = T, es decir T××(jX(x)) = jY (Tx), donde jX es la inyección canónica de X
en X∗∗ y jY la de Y en Y ∗∗.

b) (S ◦ T )× = T× ◦ S×.

c) T es invertible si y sólo si T× es invertible y (T−1)× = (T×)−1.

Demostración:
Primero demostremos a). Sea x ∈ X, g∗ ∈ Y ∗, cualesquiera

T××[jX(g∗)](x) = jX [T×(g∗)](x); por Teorema 1.9.3

=⇒T××[jX(g∗)](x) = [T×g∗](x) = g∗[Tx]; por Teorema 1.9.3

=⇒T××[jX(g∗)](x) = jY [Tx]g∗.

Por tanto, [T××jX ](x) = jY [Tx].

Ahora demostremos b). Sea z∗ ∈ Z∗, x ∈ X, tenemos

S[T×z∗](x) = z∗[STx], por Teorema 1.9.3

=⇒S[T×z∗](x) = S×[z∗(Tx)] = [T×S×]z∗(x).

Por tanto, S[T×z∗](x) = [T×S×]z∗(x).

Demostremos c).
“=⇒”
Supongamos que T es invertible y (T−1). Usando b) tenemos

T×(T−1)× = (T−1T )× = I×X = IX∗ y (T−1)×T× = (T [T−1])× = I×Y = IY ∗ .

Por lo tanto, T× es invertible y (T−1)× = (T×)−1.

“⇐=”
Supongamos ahora que T× es invertible. Veremos ahora que existe un C tal que para x ∈ X,

‖Tx‖ ≥ C‖x‖. (1.50)

Supongamos que la Ecuación (1.50) no se cumple, entonces existiŕıa una sucesión {xn}∞n=1 ⊂
X tal que ‖xn‖ = 1 y tal que ‖Txn‖ <

1

n2
para n = 1, 2, .... Pero entonces, ‖nxn‖ =

n y ‖Tnxn‖ < 1
n
. Por otro lado, como T× es sobreyectiva, si h ∈ X∗, existe y∗ ∈ Y ∗ tal que

T×y∗ = h y por tanto

h(nxn) = [T×y∗](nxn) = y∗[T (nxn)] ≤ ‖y∗[T (nxn)]‖; por Proposición 1.9.2

=⇒h(nxn) ≤ ‖y∗‖‖T (nxn‖ <
∥∥∥∥y∗( 1

n

)∥∥∥∥ = ‖y∗‖
(

1

n

)
=
‖y∗‖
n

.
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Lo cual implica que {nx}∞n=1 es ω-convergente a 0 y se sabe que toda sucesión convergente es
de Cauchy, además que toda sucesión de Cauchy es acotada, por lo que, {nxn}∞n=1 es acotada
bajo la norma, pero esto es una contradicción. Por tanto, lo supuesto es falso y se cumple la
Ecuación (1.50). Ahora bien, de la Ecuación (1.50) tenemos que T es inyectiva y que R(T ) es
un conjunto cerrado. Si {Txn}∞n=1 es una sucesión en R(T ) que converge a y ∈ Y , entonces
tenemos

‖xn − xm‖ ≤
1

C
‖Txn − Txm‖.

{xn}∞n=1 es una sucesión de Cauchy en X que converge a algún x ∈ X y tenemos que Tx = y.
Por otra parte, usando el Teorema 1.9.5, como T× es invertible, {0} = ker(T×) = R(T )⊥,
luego por Lema 1.6.29, R(T ) es denso en Y . Y por lo tanto, T es sobreyectivo y por el
Teorema 1.5.20, tenemos que T es invertible. �

Los operadores continuos bajo la norma entre espacios duales, aunque son ω-continuos, no
tienen porque ser ω∗-continuos, sin embargo si son adjuntos de algún operador, śı lo son.

Ejemplo 1.9.8. Sea T : `1 −→ R dado por

Tx =
∞∑
i=1

xi,

para x = {xi}∞i=1. Demostremos que T es ω continuo pero no es ω∗-continuo.

Demostración:
Como T es un operador lineal que está definido en `1 decimos que, T es continuo bajo la
norma, por ser acotado. Ahora bien, como T es continuo bajo la norma, por Proposición
1.9.2, T es ω-continuo. Además, si vemos a `1 como el espacio dual de c0 y tomamos a
{ei}∞i=1 ⊂ `1 la sucesión de elementos definida por

T ei =
∞∑
i=1

xi; ei = {xi} ⊂ `1,

tal que ei = 1 en la i-ésima posición y 0 en otro caso, entonces tenemos que ei ω∗
// 0 , pero

sabemos que T ei =
∑∞

i=1 xi = 1 para i ∈ N. Ahora bien tenemos que T será ω∗-continuo si,

ĺım
i−→∞

T ei = T0 = 0,

pero, T ei = 1, entonces ĺımi−→∞ T ei = ĺımi−→∞ 1 = 1 6= T0 = 0, por lo que concluimos que
T no es ω∗-continuo. �

Proposición 1.9.9. Si X e Y son espacios de Banach y T ∈ B(X, Y ), entonces T× es
ω∗-continuo.

Demostración:
Sea f ∈ Y ∗, ε > 0, x1, x2, ..., xn ∈ X y yi = Txi para toda i = 1, ..., k, entonces tenemos
que, [T×f ](xi) = f [Txi], por Teorema 1.9.3, [T×f ](xi) = f(yi), ya que Txi = yi esto para
toda i = 1, ..., k y por tanto, T×(V (f, y1, ..., yk, ε)) ⊂ V (T×f, x1, ..., xk, ε), es decir T× es
ω∗-continuo. �
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Caṕıtulo 2

ESPACIOS VECTORIALES
TOPOLÓGICOS

2.1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLÓGICOS

Una de las propiedades importantes de la topoloǵıa inducida por la norma (véase Defi-
nición 1.1.30) es que la suma y el producto por un escalar resultan ser funciones continuas,
caracteŕıstica que comparten las topoloǵıas débil y débil estrella. La abstracción de esta
propiedad da pie a la definición de espacio vectorial topológico, objeto de estudio de este
caṕıtulo. Como en los caṕıtulos anteriores, trabajaremos con espacios vectoriales sobre el
campo K, donde K denotará a los reales o a los complejos indistintamente.

Definición 2.1.1. Un espacio vectorial topológico (X, τ) es un espacio vectorial X sobre K
junto con una topoloǵıa τ en X tal que la función dada por:

(x, y) −→ x+ y,

es continua de X ×X −→ X y la función dada por

(λ, x) −→ λx,

es continua de K ×X −→ X, donde en X ×X y K ×X se toman las topoloǵıas producto
respectivas.

Se suele decir que X es un espacio vectorial topológico, sin mencionar expĺıcitamente la
topoloǵıa τ . Evidentemente todo subespacio vectorial de un espacio vectorial topológico es
a su vez un espacio vectorial topológico si se considera en él la topoloǵıa inducida. Dada
la continuidad de las operaciones en un espacio vectorial topológico, es suficiente conocer
una base local de 0, pues una base local de cualquier otro punto es la traslación de la base
local de 0 a ese punto. En otras palabras, igual que en los espacios normados, la topoloǵıa
es invariante bajo traslaciones tal y como se muestra a continuación.

Proposición 2.1.2. Sea X un espacio vectorial topológico sobre K. Entonces
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i) Si y ∈ X, el operador Ty : X −→ X dado por Ty(x) = y + x, es un homeomorfismo de
X sobre X.

ii) Si λ ∈ K, λ 6= 0, el operador Sλ : X −→ X dado por Sλ(x) = λx, es un homoemorfismo
de X sobre X.

Demostración:
Probaremos i). La continuidad de la suma (Proposición 1.1.48), implica que Ty es continuo
para toda y ∈ X y además Ty(x) = y+ x, pero T−1

y (x) = −y+ x = x+ (−y) = T−y(x), pero
sabemos que T es continuo para toda y ∈ X, entonces T−1 es continuo, por definición T es
un homeomorfismo de X sobre X.

Probemos ii). Sabemos que por Proposición 1.1.48, Sλ es continua para toda λ, además
si λ 6= 0, tenemos que S−1

λ (x) = (λx)−1 = λ−1x−1 = λ−1y = Sλ−1 donde y = x−1 y por lo
tanto Sλ es un homeomorfismo de X sobre X. �

De la proposición anterior obtenemos que si U ⊂ X es abierto (respectivamente cerrado),
entonces x+ U y λU son abiertos (respectivamente cerrados) para toda x ∈ X y para toda
λ ∈ K. Además, si U ⊂ X es abierto y A ⊂ X es cualquier conjunto, A+ U = ∪x∈A(x+ U)
es abierto. En cambio si F ⊂ X es cerrado, A+ F no tiene porque ser cerrado, ni aún en el
caso en que A también sea cerrado.

Ejemplo 2.1.3. Sea

A = {(x, e−x2) ∈ R2 : x ∈ [0,∞)} y F = {(x, e−x2) ∈ R2 : x ∈ (−∞, 0]}.

Demostremos que (0, 0) ∈ A+ F pero (0, 0) /∈ A+ F .

Demostración:
Sabemos que, A + F = ∪x∈A(x + F ), es decir A + F = {z = x + y : x ∈ A, y ∈ F}.
Supongamos que (0, 0) ∈ A+ F .

(0, 0) ∈ A+ F =⇒ (0, 0) = (x, e−x
2

) + (y, e−y
2

) = (x+ y, e−x
2

+ e−y
2

).

Pero por igualdad tenemos que 0 = x + y y 0 = e−x
2

+ e−y
2
, aśı, x = −y y e−x

2
=

−e−y
2
, respectivamente. Pero e−x

2
siempre es positivo, por lo cual e−x

2
+ e−y

2
no será cero,

a menos que x e y tiendan al infinito. Por tanto, (0, 0) /∈ A + F . Ahora bien, sabemos que
A+ F contiene todos sus puntos de acumulación, y por lo anterior ĺımx−→∞(e−x

2
) = 0 y

ĺımy−→∞(e−y
2
) = 0. Y aśı, concluimos que (0, 0) ∈ A+ F . �

Proposición 2.1.4. Sea X un espacio normado topológico.

a) Si A,B ⊂ X son conjuntos compactos, entonces A+B es compacto.

b) Sean A,B ⊂ X con A cerrado y B compacto, entonces A+B es un conjunto cerrado.
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Demostración:
Primero demostremos a). Sea ϕ : X ×X −→ X dada por ϕ(x, y) = x+ y. Por definición de
espacio vectorial topológico (Definición 2.1.1), ϕ es continua y entonces A+B = ϕ(A,B) es
un conjunto compacto por ser la imagen continua de un conjunto compacto.

Ahora demostremos b). Sea {xα}α∈D y zα ∈ B. Como por hipótesis tenemos que B es
compacto, tenemos que, {zα}α∈D tiene una subred convergente, digamos zβ −→ z ∈ B. Por
la continuidad de la suma y el producto por escalares, yβ = xβ − zβ −→ x− z = y y y ∈ A
pues A es cerrado. Entonces x ∈ A+B, de donde A+B es un conjunto cerrado. �

Sabemos que es suficiente conocer una base local de 0 para conocer la topoloǵıa de un es-
pacio vectorial topológico. Veremos que existen bases locales cuyos elementos son conjuntos
“bonitos” (en cierto sentido, los veremos más adelante), los cuales definiremos a continuación.

Definición 2.1.5. Sea X un espacio normado vectorial. Sea A ⊂ X, se cumple que

1. A es un conjunto simétrico, si A = −A.

2. A es un conjunto balanceado, si λA ⊂ A para toda λ ∈ K con |λ| ≤ 1.

3. A es un conjunto absorbente, si para toda x ∈ X, existe λ ∈ K, con λ > 0, tal que
λx ∈ A.

Diremos que un conjunto U ⊂ X absorbe a B ⊂ X, si existe λ ∈ K, con λ > 0, tal que
λB ⊂ U .

Podemos observar que los conjuntos absorbentes o balanceados contienen a 0 y un con-
junto balanceado es simétrico. Notemos también que las bolas en espacios normados y las
vecindades débil y débil estrella son conjuntos balanceados y absorbentes.

Lema 2.1.6. Los conjuntos absorbentes o balanceados contienen a 0 y un conjunto balan-
ceado es simétrico.

Demostración:
Si A es absorbente, como 0 ∈ X, existe 0 < α = 2, por ejemplo, tal que λ · 0 = 0 ∈ A,
siempre que |λ| < α.

Si A es balanceado, para todo escalar λ, tal que |λ| ≤ 1, 0 = λ · 0 ∈ A.

Si A es balanceado, para todo escalar λ, tal que |λ| ≤ 1, λA ⊂ A, aśı śı λ = −1, co-
mo: |λ| = | − 1| = 1, cumple la definición por lo que λA = −1A = −A ⊂ A, luego:
a ∈ A =⇒ a = −1(−a) ∈ −A =⇒ a ∈ −A =⇒ A ⊂ −A, por lo que A = −A, es decir A es
simétrico. �

Lema 2.1.7. Las bolas en espacios normados y las vecindades débil y débil estrella son
conjuntos balanceados y absorbentes.
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Demostración:
Se definió las bolas en espacios normados como

Bρ(λ) = {x ∈ X : ρ(x) < λ} y Bρ(ε) = {x ∈ X : ρ(x) < ε}.

Demostraremos que Bρ(λ) es balanceado. Por Teorema 1.1.46, Bρ(λ) es convexo, es decir,
para x, y ∈ Bρ(λ), 0 ≤ ε ≤ 1 obtenemos,

ρ(εx+ (1− ε)y) ≤ ερ(x) + (1− ε)ρ(y) ≤ ελ+ (1− ε)λ = λ.

Además, ρ(αx) = |α|x para todo α ∈ K, por lo que |α| ≤ 1 implica, ρ(αx) = αx ≤ λ. Por lo
tanto Bρ(λ) es balanceado.

Demostraremos que Bρ(λ) es absorbente. Ahora śı,

ρ(x) = 0 =⇒ x = 0 ∈ Bρ(ε); ∀ ε > 0.

Suponiendo que ρ(x) > 0, obtenemos que para todo λ > 0,

ρ

(
ε

ρ(x) + 1
x

)
=

ε

ρ(x) + 1
ρ (x) < λ.

Por lo que, Bρ(λ) es absorbente.

Hemos demostrado anteriormente que en las vecindades débiles V (x0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) y en

las débiles estrella V (f ∗0 , x1, x2, . . . , xk, ε) se cumple que

V (x0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , λε) = λV (x0, f

∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) śı λ > 0,

V (f ∗0 , x1, x2, . . . , xk, λε) = λV (f ∗0 , x1, x2, . . . , xk, ε) śı λ > 0.

Por lo tanto, las vecindades débiles y débiles estrella son balanceadas y absorbentes. �

Proposición 2.1.8. Si (X; τ) es un espacio vectorial topológico y U es una vecindad de 0,
existe W ∈ τ vecindad de 0 balanceada tal que W +W ⊂ U ; en particular W ⊂ U .

Demostración:
Por la continuidad del producto por escalar (Proposición 1.1.48), para toda vecindad U de
0, existe ε > 0 y V ∈ τ , con V vecindad de 0, tales que |λ| < ε, entonces λV ⊂ U . Definamos
W0 = ∩λ:|λ|<ελV ∈ τ , una vecindad balanceada de cero con W0 ⊂ U . Ahora bien por
Proposición 1.1.48, la suma es continua y 0 + 0 = 0, entonces existen U1, U2 ∈ τ vecindades
de 0 tales que U1 + U2 ⊂ U . Sean entonces W1 ⊂ U1 y W2 ⊂ U2 vecindades balanceadas de
0. Si W = W1 ∩W2, entonces tenemos que W ∈ τ es balanceada y W + W ⊂ W1 + W2 ⊂
U1 + U2 ⊂ U . Por tanto, W +W ⊂ U . �

Teorema 2.1.9. Si (X, τ) es un espacio vectorial topológico, existe una base local de vecin-
dades de 0, que denotaremos por V, tal que
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i) Toda U ∈ V es balanceada y absorbente.

ii) Si U, V ∈ V, entonces existe W ∈ V con W ⊂ U ∩ V.

iii) Si U ∈ V y u ∈ U , existe V ∈ V tal que V ⊂ u+ U.

iv) Si U ∈ V, existe V ∈ V tal que V + V ⊂ U.

v) Si U ∈ V, entonces 1
n
U ∈ V para toda n ∈ N.

Rećıprocamente, si X es un espacio vectorial y V es una familia no vaćıa de subconjuntos
de X que satisfacen las propiedades de i) a v) anteriores, existe una topoloǵıa τ tal que X
es un espacio vectorial topológico y V es una base local de vecindades de 0.

Demostración:
Probemos i). Veremos que toda vecindad W de 0 es absorbente. Dada x ∈ X, definimos
ψx : K −→ X por ψx(λ) = λx que es continua por Proposición 1.1.48, por lo tanto existe
ε > 0 tal que si |λ| < ε, entonces λx < εx, por lo que ψx(λ) ∈ W donde W es una vecindad
de 0 y por ende, existe µ > 0 tal que µx ∈ W , y por Definición 2.1.5 W es absorbente. Sea
V = {U : Ues una vecindad balanceada de 0} y sea A una vecindad de 0 cualquiera. Por la
Proposición 2.1.8, existe una vecindad W de 0 balanceada con W ⊂ A. Además sabemos
que la intersección de dos conjuntos balanceados es nuevamente balanceado, aśı V es una
base local de 0 cuyos miembros son balanceados y absorbentes.

Probemos ii). Se cumple por propiedad de base local. (Definición 1.6.12)

Probemos iii). Sean U ∈ V y u ∈ U . Por Definición 2.1.5, un conjunto balanceado es
simétrico, por lo que U es simétrico, u+U es una vecindad de 0, y entonces por lo anterior,
existe V ∈ V tal que V ⊂ u+ U .

Ahora demostremos iv). Se cumple por la Proposición 2.1.8.

Demostremos v). Sabemos que U es absorbente y balanceado por inciso i), por Definición
2.1.5, λU ⊂ U , si λ = 1

n
∀ n ∈ N se cumple v).

Ahora bien, rećıprocamente, sea X un espacio vectorial con una colección de conjuntos
V que satisfaga i) a v). Como toda U ∈ V es simétrica, resulta que 0 ∈ U . Sea

B = {x+ U ; x ∈ X, U ∈ V}.

Supongamos que (x + U) ∩ (y + V ) 6= ∅ y que z ∈ (x + U) ∩ (y + V ), con V ∈ V . Entonces
(x− z) ∈ U y (y − z) ∈ V . Por iii), existen W1,W2 ∈ V tales que

W1 ⊂ (x− z) + U y W2 ⊂ (y − z) + V

y por ii), existe W ∈ V con W ⊂ W1 ∩W2. Por lo tanto z + W ⊂ (x + U) ∩ (y + V ). Es
decir B es base de una topoloǵıa τ en X y de ii) y iii) obtenemos que V es una base local
de 0 en τ . Comprobaremos ahora que las operaciones de espacio vectorial son continuas, es
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decir, suma y producto escalar. Para ello usaremos la siguiente definición de continuidad,
f : X −→ Y es continua en x ∈ Y śı, ∀ V (f(x)), ∃ U(x); f(U) ⊂ V . Sean x, y ∈ X,U ∈ V
y sea V ∈ V tal que V + V ⊂ U . Esto se puede por iv). Sea x + y + U una vecindad de
f(x, y) = x+ y, luego tomando a U = (x+ V )× (y + V ) tenemos,

f(U) = (x+ V ) + (y + V ) = x+ y + V + V ⊂ x+ y + U,

lo que demuestra la continuidad de la suma. Sean x ∈ X,λ ∈ K y U ∈ V . Tomamos V ∈ V
con V + V ⊂ U , ε > 0 tal que εx ∈ V, A = {γ ∈ K; |λ − γ| < ε} y n ∈ N con

1

n
< 1
|λ|+ε .

Entonces por v) y i), si γ ∈ A, tenemos que,

γ

(
x+

1

n
V

)
= γx+

γ

n
V = λx+ (γ − λ)x+

γ

n
V ⊂ λx+ V + V ⊂ λx+ U,

esto prueba la continuidad del producto por escalar. �

A parte de las propiedades anteriores, en un espacio vectorial topológico la topoloǵıa tiene
otra caracteŕıstica notable.

Proposición 2.1.10. Sean (X, τ) un espacio vectorial topológico y U ∈ τ , vecindad de 0.
Entonces existe V ∈ τ , vecindad balanceada de 0, tal que V ⊂ U .

Demostración:
Sea U ∈ τ vecindad de 0, entonces existe V ∈ τ , vecindad balanceada de 0, por Teorema
2.1.9, tal que V + V ⊂ U . Veremos que V ⊂ U . Sea y ∈ V , entonces (y + V ) ∩ V 6= ∅ y
z ∈ (y+ V )∩ V , entonces z ∈ V por lo que, existe v ∈ V tal que z = y+ v, esto implica que
y ∈ V + V ⊂ U , pero y ∈ V , por lo tanto V ⊂ U . �

Ejemplo 2.1.11. Los espacios normados y los espacios que se obtienen de los espacios nor-
mados, al dotarlos de la topoloǵıa débil o de la topoloǵıa débil estrella, son espacios vectoriales
topológicos.

Proposición 2.1.12. Sea X un espacio vectorial topológico, entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

i) X es de Hausdorff.

ii) {0} es cerrado.

iii) Todos los conjuntos unipuntuales de X son cerrados.

iv) {0} = ∩{V : V es una vecindad de 0}.

Demostración:
i) =⇒ ii). Supongamos que X es de Hausdorff, entonces tenemos que todo punto x ∈ X, x 6=
0 tiene una vecindad U con 0 /∈ U , entonces X − {0} es abierto, por tanto {0} es cerrado.

ii) =⇒ iii). Supongamos que {0} es cerrado. Sea x ∈ X y Txy = x + y; ∀ y ∈ X, por la
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Proposición 2.1.2, Tx es un homeomorfismo, ahora bien, si y = 0 tenemos Tx(0) = x+ 0 = x,
como Tx es un homeomorfismo tenemos que Tx es continua, por lo que si y es cerrado, en-
tonces Tx({y}) es cerrado, como {0} es cerrado, Tx({0}) = {x} es cerrado, concluimos que
todos los conjuntos unipuntuales de X son cerrados.

iii) =⇒ iv). Supongamos que todos los conjuntos unipuntuales de X son cerrados. Sea
x ∈ X, x 6= 0, por hipótesis {x} es cerrado, entonces X − {x} es una vecindad de 0, luego
tenemos que x /∈ ∩{V : V es una vecindad de 0}.

iv) =⇒ i). Supongamos que {0} = ∩{V : V es una vecindad de 0}. Sea x ∈ X, x 6= 0
y V una vecindad de 0 tal que x /∈ V , por el Teorema 2.1.9, existe una vecindad U de 0,
simétrica tal que U+U ⊂ V , veremos que U ∩(x+U) = ∅. Supongamos que y ∈ U ∩(x+U),
entonces tenemos que, existe z ∈ U con y = x + z, de donde x = y − z ∈ U + (−U) ⊂ V ,
esto es una contradicción por lo que U ∩ (x+ U) = ∅. �

Proposición 2.1.13. Sean X un espacio vectorial topológico y C, F subconjuntos de X,
con C compacto, F cerrado y C ∩ F = ∅. Entonces existe una vecindad U de 0 tal que

(C + U) ∩ (F + U) = ∅.
Demostración:

Si C = ∅ y F un conjunto cerrado de X, entonces C + U = ∪x∈C(x + U) = ∅, por lo que
(C + U) ∩ (F + U) = ∅ ∩ (F + U) = ∅, esto es lo que se deseaba demostrar.

Sea C 6= ∅ compacto, F cerrado en X y x ∈ C. Como F es cerrado por Teorema 2.1.9,
existe una vecindad simétrica de cero Ux tal que x + Ux + Ux + Ux ⊂ X − F, es decir
(x + Ux + Ux + Ux) ∩ F = ∅, y como Ux = −Ux por ser vecindad simétrica de cero, ob-
tenemos que (x + Ux + Ux) ∩ (F + Ux) = ∅. Dado que C es compacto, existe un número
finito de puntos x1, x2, ..., xk en C tal que C ⊂ ∪ki=1(xi + Uxi). Sea U = ∩ki=1Uxi , entonces
C + U ⊂ ∪ki=1(xi + Uxi) + U ⊂ ∪ki=1(xi + Uxi + Uxi), y aśı (C + U) ∩ (F + U) = ∅. �

2.2. OPERADORES LINEALES

Ahora nos dedicaremos al estudio de las funciones lineales continuas entre espacios vec-
toriales topológicos que, a semejanza del caso de espacios normados, llamaremos operadores
lineales. Un isomorfismo, igual que antes, será un operador lineal biyectivo y bicontinuo (es
decir, es un homeomorfismo lineal), y un funcional lineal es una función lineal continua de
un espacio vectorial topológico sobre K en K.

Lema 2.2.1. Sean X, Y espacios vectoriales y T : X −→ Y una función lineal.

(i) Si A ⊂ X es convexo, balanceado o un subespacio de X, entonces T (A) es convexo,
balanceado o un subespacio de Y , respectivamente.

(ii) Si B ⊂ Y es convexo, balanceado o un subespacio de Y, entonces T−1(B) es convexo,
balanceado o un subespacio de X, respectivamente.
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Demostración:
Sean X, Y espacios vectoriales y T : X −→ Y una función lineal. Sea A ⊂ X y B ⊂ Y .

Probaremos (i). Supongamos que A convexo, entonces para todo λ ∈ [0, 1] tenemos que

λA+ (1− λ)A ⊂ A =⇒ T (λA+ (1− λ)A) ⊂ T (A) =⇒ λT (A) + (1− λ)T (A) ⊂ T (A)

Por Definición ??, T (A) es convexo. Ahora supongamos que A es balanceado, entonces para
todo λ ∈ K con |λ| ≤ 1 se tiene que

λA ⊂ A =⇒ T (λA) ⊂ T (A) =⇒ λT (A) ⊂ T (A).

Por Definición 2.1.5, T (A) es balanceado. Por último, supongamos que A es un subespacio
de X.

A subespacio de X =⇒ A cumple con los axiomas de espacio.

Verifiquemos que T (A) es un subespacio de Y es decir, cumple ser cerrado para la suma y
producto escalar. Sea A subespacio de X y α un escalar, demostraremos que T (x) + T (y) ∈
T (A) Sean x, y ∈ A, entonces

x, y ∈ A =⇒ T (x), T (y) ∈ T (A).

Por otro lado, si x, y ∈ A entonces

x+ y ∈ A =⇒ T (x+ y) ∈ T (A) =⇒ T (x+ y) = T (x) + T (y) ∈ T (A).

Ya que T es lineal podemos confirmar que es cierto lo anterior. Ahora demostremos que,
αT (x) ∈ T (A). Tenemos que

αx ∈ A =⇒ T (αx) ∈ T (A) =⇒ αT (x) ∈ T (A).

Por tanto, T (A) es subespacio de Y .

Prueba (ii). Supongamos que B es convexo, entonces para todo λ ∈ [0, 1] tenemos que

λB + (1− λ)B ⊂ B =⇒ T−1(λB + (1− λ)B) ⊂ T−1(B)

=⇒ λT−1(B) + (1− λ)T−1(B) ⊂ T−1(B).

Por tanto, T−1B es convexo. Ahora supongamos que B es balanceado, entonces

x ∈ T−1B =⇒ Tx ∈ B =⇒ ∃ |λ| ≤ 1; λTx ∈ B; por Definición 2.1.5

=⇒ Tλx ∈ B =⇒ λx ∈ T−1B.

Por Definición 2.1.5, T−1B es balanceado. Por último, supongamos que B subespacio de Y .

B subespacio de Y =⇒ B cumple con los axiomas de espacio.

101



Verifiquemos que T−1(B) es subespacio de X, es decir cumple la propiedad de suma y
producto escalar. Sea B subespacio de Y y α un escalar. Demostraremos que, T−1(x) +
T−1(y) ∈ T (B). Sean x, y ∈ T−1B.

x, y ∈ T−1B =⇒ Tx, Ty ∈ B =⇒ T (x+ y) ∈ B =⇒ x+ y ∈ T−1B.

Por tanto, T−1B cumple ser cerrado para la suma. Seguidamente probaremos que αT−1(x) ∈
T−1(B). Sean α ∈ K, x ∈ T−1B, entonces

x ∈ T−1(B) =⇒ Tx ∈ B =⇒ αTx ∈ B =⇒ Tαx ∈ B =⇒ αx ∈ T−1B.

Por lo que, T−1B cumple el producto por escalar. Por tanto, T−1(B) es subespacio de X. �

2.3. SUBESPACIOS DE DIMENSIÓN FINITA

Sabemos que en los espacios de dimensión finita todas las normas son equivalentes y
veremos que de hecho en estos espacios todas las topoloǵıas de Hausdorff de espacio vecto-
rial topológico son equivalentes. Mencionaremos uno de los resultados sobre subespacios de
codimensión 1 en espacios vectoriales topológicos.

Lema 2.3.1. Sean X un espacio vectorial topológico y H ⊂ X un subespacio de codimensión
1 (ver Lema 1.4.22) de X. Entonces H es cerrado o es denso en X.

Demostración:
Sean H ⊂ X un subespacio de codimensión 1 de X. Supongamos que X = H

⊕
a span{x0}

con x0 ∈ X tal que H 6= H. Sea w ∈ H − H =⇒ w = h + µx0; h ∈ H,µ ∈ K, µ 6= 0. Si
x ∈ X, x = z + λx0; z ∈ H, λ ∈ K. Entonces tenemos que

x = z − λ

µ
h+

λ

µ
h+ λx0 = z − λ

µ
h+

λ

µ
h+

λ

µ
µx0 = z − λ

µ
h+

λ

µ
(h+ µx0) = z − λ

µ
h+

λ

µ
w.

Aśı, X = H
⊕

a span{w} ⊂ H ⊂ X, pero por Lema 1.4.24 H = H ó H = X, es decir H es
cerrado o denso en X. �

2.4. ESPACIOS LOCALMENTE CONVEXOS

Dentro de los espacios vectoriales topológicos son de particular interés aquéllos que tienen
bases locales de vecindades convexas pues su topoloǵıa está dada por una familia de semi-
normas que los hace más manejables. Sea E un espacio vectorial. Recordemos que C ⊂ E es
un conjunto convexo, si para todo x, y ∈ C y toda 0 ≤ λ ≤ 1 se tiene que λx+ (1−λ)y ∈ C,
y que la envolvente convexa de un conjunto A ⊂ E se define como

convA =

{
k∑
i=1

λixi: xi ∈ A, 0 ≤ λi, i = 1, . . . , k,
k∑
i=1

λi = 1, k ∈ N

}
.

Veremos que en los espacios vectoriales topológicos, existe una estrecha relación entre las
seminormas y las vecindades convexas ya que a cada conjunto convexo, balanceado y absor-
bente A en un espacio vectorial E se le puede asociar una seminorma en E.
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Definición 2.4.1. Sean E un espacio vectorial sobre K y A ∈ E convexo y absorbente. La
funcional subaditiva de Minkowski µA de A se define por

µA(x) = inf

{
λ > 0 :

1

λ
x ∈ A

}
,

para toda x ∈ E.

Notemos que como A es absorbente, µA(x) < ∞ para toda x ∈ E, veremos que si A es
balanceado, entonces µA es una seminorma.

Teorema 2.4.2. Sean E un espacio vectorial sobre K y A ⊂ E convexo y absorbente. Sean
x, y ∈ E y λ > 0

(a) Si λ > µA(x), entonces 1
λ
x ∈ A.

(b) µA(x+ y) ≤ µA(x) + µA(y).

(c) µA(λx) = λµA(x).

(d) Si A es balanceado, entonces µA es una seminorma.

(e) Si B = {x ∈ E : µA(x) < 1} y C = {x ∈ E : µA(x) ≤ 1}, entonces B ⊂ A ⊂ C y
µB = µA = µC.

Demostración:
Probaremos el literal (a). Si λ > µA(x) por Definición 2.4.1, existe µ ∈ K tal que λ > µ >
µA(x) y 1

λ
x ∈ X. Como A es absorbente, entonces 0 ∈ A (ver comentario después de la

Definición 2.1.5) y como A es convexo,

1

λ
x =

1

λ

µ

µ
x+ 0 =

µ

λ

1

λ
x+

(
1− µ

λ

)
0 ∈ A.

Por lo que 1
λ
x ∈ A.

Probaremos el literal (b). Supongamos que µA(x) < γ, µA(y) < λ y que υ = γ + λ. En-
tonces por literal (a), 1

λ
y, 1

γ
x ∈ A y como A es convexo obtenemos que,

1

υ
(x+ y) =

1

υ
x+

1

υ
y =

1

υ

γ

γ
x+

1

υ

λ

λ
y =

γ

υ

(
1

γ
x

)
+
λ

υ

(
1

λ
y

)
∈ A.

Entonces 1
υ
(x+ y) ∈ A por lo que µA(x+ y) ≤ υ = γ+λ. Como γ y λ son positivos tenemos

que ı́nf{λ+ γ} = ı́nf{λ}+ ı́nf{γ}, pero

µA(x+ y) ≤ ı́nf{λ+ γ} = ı́nf{λ}+ ı́nf{γ} = µA(x) + µA(y).

Por tanto, µA(x+ y) ≤ µA(x) + µA(y).

Para el literal (c). Sea λ > 0, entonces

µA(λx) = ı́nf

{
γ > 0 :

1

γ
λx ∈ A

}
= λ ı́nf

{
γ > 0 :

1

γ
x ∈
}

= λµA(x).
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Aśı, µA(λx) = λµA(x).

En el literal (d). Supongamos que A es balanceado y sea λ ∈ K. Entonces tenemos que
1
γ
λx ∈ A si y sólo si 1

γ
|λ|x ∈ A, luego por los literales (c) y (d) se obtiene que µA es una

seminorma.

Para el literal (e). Primero probaremos que B es convexo y absorbente. Si 0 < λ < 1 y
x, y ∈ B, entonces

µA (λx+ (1− λ)y) ≤ µA (λx) + µA ((1− λ)y) = λµA (x) + (1− λ)µA (y) < 1,

y por lo tanto, B es convexo. Sea x ∈ E; si λ > µA(x) por literal (c) se tiene que µA
(

1
λ
x
)
< 1,

de donde B es absorbente. Ahora probaremos que C es convexo y absorbente. Si 0 ≤ λ ≤ 1
y x, y ∈ C, entonces

µA (λx+ (1− λ)y) ≤ µA (λx) + µA ((1− λ)y) = λµA (x) + (1− λ)µA (y) ≤ 1,

y por lo tanto, C es convexo. Sea x ∈ E; si λ > µA(x) por literal (c) se tiene que, µA
(

1
λ
x
)
≤ 1,

de donde C es absorbente. Ahora bien, si x ∈ E es tal que µA(x) < 1, por (a) obtenemos
que x ∈ A. Por otro lado, si x ∈ A, entonces µA(x) ≤ 1. Por lo tanto, B ⊂ A ⊂ C de donde
para toda x ∈ E,

µC(x) ≤ µA(x) ≤ µB(x).

Supongamos ahora que µC(x) < γ < µA(x). Entonces por (a), 1
γ
x ∈ C y de la definición

de C se sigue que µA

(
1
γ
x
)
≤ 1, por lo que 1

γ
µA(x) ≤ 1 y aśı µA(x) ≤ γ. Esto implica que

µA(x) ≤ γ < µA(x), lo cual es una contradicción. Por lo tanto,

µA(x) ≤ µC(x).

Similarmente, supongamos que µA(x) < λ < µB(x). Entonces por (a), 1
λ
x ∈ B y de la

definición de B se sigue que µA
(

1
λ
x
)
< 1, por lo que 1

λ
µA(x) < 1 y aśı µA(x) < λ. Esto

implica que µB(x) ≤ λ < µB(x), lo cual es una contradicción . Por lo tanto

µB(x) ≤ µA(x).

Por lo que, µB(x) ≤ µA(x) ≤ µC(x) y aśı,

µB(x) ≤ µA(x) ≤ µC(x),

y finalmente obtenemos que:
µC(x) = µA(x) = µB(x).

�

El siguiente lema es en cierto modo el rećıproco del inciso (d) del Teorema 2.4.2 y de hecho
es el rećıproco si el conjunto A de dicho inciso es abierto.
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Lema 2.4.3. Toda seminorma ρ en un espacio vectorial E es el funcional subaditivo de
Minkowski de un conjunto absorbente, convexo y balanceado. Mas precisamente, ρ = µB,
donde B = {x ∈ E : ρ(x) < 1}.

Demostración:
Primero probaremos que B es convexo y absorbente. Si 0 < λ < 1 y x, y ∈ B, entonces

µA (λx+ (1− λ)y) ≤ µA (λx) + µA ((1− λ)y) = λµA (x) + (1− λ)µA (y) < 1,

y por lo tanto, B es convexo. Sea x ∈ E; si λ > µA(x) por literal (c) del Teorema 2.4.2, se
tiene que µA

(
1
λ
x
)
< 1, de donde B es absorbente. Ahora si λ ∈ K con |λ| ≤ 1 y x ∈ B,

entonces ρ(λx) = |λ|ρ(x) < 1, luego por Definición 2.1.5, B es balanceado. Sea x ∈ E.
Si λ > ρ(x), entonces 1 > 1

λ
ρ(x) y asi ρ

(
1
λ
x
)
< 1, de donde µB(x) ≤ λ. Por lo tanto,

µB(x) ≤ ρ(x). Por otra parte, si 0 < λ ≤ ρ(x), tenemos que 1 ≤ ρ
(

1
λ
x
)
, de donde 1

λ
x /∈ B.

Por ende µB ≥ λ y entonces ρ(x) ≤ µB(x). Por lo tanto, ρ = µB. �

Lema 2.4.4. Sean X un espacio vectorial topológico, A un conjunto convexo absorbente y
µA su funcional subaditiva de Minkowski. Entonces

(a) Si A es abierto, A = {x ∈ X : µA(x) < 1}.

(b) Si A es cerrado, A = {x ∈ X : µA(x) ≤ 1}.

Demostración:
Para el literal (a). Sea B = {x ∈ X : µA(x) < 1}, aśı para x ∈ B, por el Teorema 2.4.2
(a); como 1 > µA(x), entonces x ∈ A, aśı B ⊂ A. Ahora supongamos que A es abierto
y sea x ∈ A. Por la continuidad de la función f(λ) = λx , existe λ > 1 tal que λx ∈ A,
por la definición de A tenemos que µA(λx) < 1, por lo que λµA(x) < 1 y aśı µA(x) ≤ 1

λ
.

De ah́ı obtenemos que µA(x) ≤ 1
λ
< 1 es decir x ∈ B y aśı A ⊂ B. Consecuentemente A = B.

Para el literal (b). Si C = {x ∈ X : µA(x) ≤ 1}, aśı para x ∈ C, por el Teorema 2.4.2
(a); como 1 ≥ µA(x), entonces x ∈ A, aśı C ⊂ A. Ahora supongamos que A es cerrado y
que x /∈ A. Por la continuidad de la función f(λ) = λx, existe λ < 1 tal que λx /∈ A, de
donde por la definición de A se tiene que µA(λx) ≥ 1, entonces λµA(x) ≥ 1 y aśı µA(x) ≥ 1

λ
.

De ah́ı obtenemos que µA(x) ≥ 1
λ
> 1 es decir x ∈ A por lo que C ⊂ A. Por lo tanto A = C. �

El resultado fundamental de esta sección se resume en los dos teoremas siguientes.

Teorema 2.4.5. Sean X un espacio localmente convexo y V una base local de 0 compuesta
por vecindades abiertas, convexas y balanceadas. Entonces la familia de los funcionales de
Minkowski asociadas a los elementos de V,

P = {µU : U ∈ V},

es una familia de seminormas continuas y toda U ∈ V es de la forma {x ∈ X : µU(x) < 1}.
Además, si X es de Hausdorff, P separa puntos de X, es decir ∀ x 6= 0, existe ρ ∈ P tal
que ρ(x) 6= 0.
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Demostración:
Primero probaremos que la familia P es una familia de serminormas continuas y que toda
U ∈ V es de la forma {x ∈ X : µU(x) < 1}. Sea U ∈ V . Como U es convexa, balanceada y
absorbente, por el Teorema 2.4.2 (d), obtenemos que µU es una seminorma. Sea γ > 0; por
el Lema 1.1.37 (b), tenemos que si x− y ∈ γU , entonces

|µU(x)− µU(y)| ≤ µU(x− y) ≤ γ,

por lo que µU es continua. Además como U es abierto, por el Lema 2.4.4 (a), se tiene que
U = {x ∈ X : µU(x) < 1}. Ahora probaremos que si X es Hausdorff, entonces P separa
puntos de X. Supongamos ahora que X es de Hausdorff. Entonces si x ∈ X, x 6= 0, existe
V ∈ V tal que x /∈ V . Como x /∈ V se tiene que µV (x) ≥ 1, aśı µV (x) 6= 0 para V ∈ P por
lo que la familia P separa puntos de X. �

A diferencia de los espacios normados, donde el conjunto de bolas abiertas con centro 0
es una base local de 0, si P es una familia de seminormas en un espacio vectorial E, las
vecindades de la forma

V

(
ρ,

1

n

)
=

{
x ∈ E : ρ(x) <

1

n

}
, (2.1)

en general no constituyen una base local de 0 de una topoloǵıa de un espacio vectorial
topológico Hausdorff. El siguiente ejemplo es una muestra de ello.

Ejemplo 2.4.6. Sean X = K2 y P = {ρ1, ρ2}, donde ρi(x1, x2) = |xi|, es un contraejemplo
del Teorema 2.4.5.

Demostración:
Primero probaremos que ρi es una seminorma. Sean x, y ∈ K2 con x = (x1, x2), y = (y1, y2)
y α ∈ K, entonces si i = 1, para la suma tenemos que

=⇒ρ1(x+ y) = ρ1 ((x1, x2) + (y1, y2)) = ρ1(x1 + y1, x2 + y2) = |x1 + y1|
=⇒ρ1(x+ y) ≤ |x1|+ |y1|; por desigualdad triangular.

=⇒ρ1(x+ y) ≤ ρ1(x) + ρ1(y).

Para el producto escalar,

ρ1(αx) = ρ1(α(x1 + x2)) = ρ1((αx1, αx2)) = |αx1| = |α||x1| = |α|ρ1(x).

Análogamente es para i = 2. Ahora probaremos que P separa puntos de K2 (Teorema 2.4.5).
Sea x ∈ K2 con x = (x1, x2) (x 6= 0), aśı x1 6= 0 ó x2 6= 0 luego para i = 1 sólo consideremos
x1 6= 0 ya que x2 6= 0 no nos proporciona el resultado deseado, tenemos que

ρ1(x) = ρ1(x1, x2) = |x1| 6= |0| = 0,

de manera similar para i = 2 si x2 6= 0 se tiene

ρ2(x) = ρ2(x1, x2) = |x2| 6= |0| = 0.
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Por lo que P separa puntos de K2. Además, la bola unitaria en X no contiene ningún conjunto
V (ρi,

1
n
). Entonces como todas las topoloǵıas Hausdorff de espacio vectorial son equivalentes

en K2, {V
(
ρi,

1
n

)
: i = 1, 2}∞n=1 no puede ser una base local de 0 para una de estas topoloǵıas.

�

En cambio si B es la colección de todas las intersecciones finitas de los conjuntos V (ρ, 1
n
) con

ρ ∈ P y n ∈ N, B śı es una base local de 0 de una topoloǵıa de espacio vectorial topológico.

Teorema 2.4.7. Sea P una familia de seminormas en un espacio vectorial X. Entonces
B es una base local de 0 para una topoloǵıa τ de espacio vectorial topológico en X cuyos
elementos son convexos y balanceados y tal que toda ρ ∈ P es continua. Además, si P separa
puntos de X la topoloǵıa τ es de Hausdorff. Diremos que τ es la topoloǵıa generada por
P.

Demostración:
Veremos que B satisface las condiciones del Teorema 2.1.9, para aśı asegurar la existencia de
la base local de 0. Recordemos que B es la colección de todas las intersecciones finitas de los
conjuntos V (ρ, 1

n
) con ρ ∈ P y n ∈ N.

Para (i), por el Lema 2.4.3, los elementos de B son convexos, blanceados y absorbentes.

Luego como B es una base local, por Definición 1.6.12, si U, V ∈ B, entonces U ∩V ∈ B, por
lo que cumple (ii).

Para probar (iii), sean v ∈ ∩ri=1V (ρi,
1
ni

) y m ∈ N tal que

1

m
< mı́n

1≤i≤r

(
1

ni
− ρi(v)

)
.

Entonces si z ∈ ∩ri=1V (ρi,
1
m

) por Ecuación (2.1), se cumple que

ρi(z) <
1

m
< mı́n

1≤i≤r

(
1

ni
− ρi(v)

)
,

de donde ρi(z) < 1
ni
− ρi(v) aśı ρi(z) + ρi(v) < 1

ni
, pero,

ρi(z − v) ≤ ρi(z + v) < ρi(z) + ρi(v).

Por lo que, ρi(z−v) < 1
ni

para i = 1, · · · , r. Luego por la Ecuación (2.1), z−v ∈ ∩ri=1V (ρi,
1
ni

)

por tanto, z ∈ v + ∩ri=1V (ρi,
1
ni

).

Ahora para (iv), debemos probar que

r⋂
i=1

V

(
ρi,

1

2ni

)
+

r⋂
i=1

V

(
ρi,

1

2ni

)
⊂ ∩ri=1V

(
ρi,

1

ni

)
.

Para ello sea z ∈
⋂r
i=1 V

(
ρi,

1
2ni

)
+
⋂r
i=1 V

(
ρi,

1
2ni

)
, por lo que para todo i = 1, · · · , r, exis-

ten x, y ∈
⋂r
i=1 V

(
ρi,

1
2ni

)
,
⋂r
i=1 V

(
ρi,

1
2ni

)
respectivamente, tales que ρ(z) = ρ(x) + ρ(y),
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luego, por Ecuación (2.1) se tiene que ρ(z) = ρ(x) + ρ(y) < 1
2ni

+ 1
2ni

= 1
ni

, por lo que

z ∈
⋂r
i=1 V

(
ρi,

1
ni

)
, es decir se cumple (iv).

Por último, para (v), por el literial (i) como U es absorbente y balanceado se cumple que
para n ∈ N nU ∈ B por lo que 1

n
U ∈ B. Como cumple los literales del Teorema 2.1.9, existe

una topoloǵıa τ de espacio vectorial topológico tal que B es una base local de vecindades de
0. Sean ahora ρ ∈ P , x ∈ X y y ∈ x+ V

(
ρ, 1

n

)
. Como,

|ρ(x)− ρ(y)| ≤ ρ(x− y) <
1

n
,

ρ es continua en x. Finalmente, si P separa puntos, dado x ∈ X, x 6= 0, sea ρ ∈ P con
ρ(x) > 0. Entonces si n ∈ N es tal que ρ(x) > 1

n
, x /∈ V

(
ρ, 1

n

)
, por la Proposición 2.1.12

(iv) −→ (i), X es Hausdorff. �

Según la Proposición 2.4.5 a partir de una base local V de una topologia τ de espacio
vectorial localmente convexo podemos obtener una familia de seminormas P y segun el Teo-
rema 2.4.7, P genera una topoloǵıa τ ′. ¿Serán iguales τ y τ ′? Resulta que śı son iguales.
Como toda ρ ∈ P es τ continua obtenemos que V

(
ρ, 1

n

)
∈ τ y por lo tanto, τ ′ ⊂ τ . Por otra

parte si U ∈ τ y ρ = µU , entonces U = V (ρ, 1) ∈ τ ′, de donde τ ⊂ τ ′. Aśı, τ = τ ′.

Ejemplo 2.4.8. En el espacio vectorial real, definimos al conjunto C(R) por

C(R) = {f : R→ R : f es continua},

con la norma ρn(f) = supx∈[−n,n]|f(x)|, para n = 1, 2, . . . . Probaremos que P = {ρn}∞n=1 es
una familia de seminormas.

Demostración:
Probemos que P es una familia de seminormas, para ello probemos que ρn es una seminorma.
Primero probaremos que ρn(f + g) ≤ ρn(f) + ρn(g). Sean f, g ∈ C(R), entonces

ρn(f + g) = sup
x∈[−n,n]

{|(f + g)(x)|} = sup
x∈[−n,n]

{|f(x) + g(x)|} ≤ sup
x∈[−n,n]

{|f(x)|+ |g(x)|}

=⇒ρn(f + g) ≤ sup
x∈[−n,n]

{|f(x)|}+ sup
x∈[−n,n]

{|g(x)|} = ρn(f) + ρn(g).

Ahora pobaremos que ρn(αf) = |α|ρn(f). Sean f ∈ C(R) y α ∈ K, entonces

ρn(αf) = sup
x∈[−n,n]

{|αf(x)|} = sup
x∈[−n,n]

{|α||f(x)|} = |α| sup
x∈[−n,n]

{|f(x)|} = |α|ρn(f).

Por tanto, P es una familia de seminormas. �

Ejemplo 2.4.9. Si X es un espacio normado, la topoloǵıa débil en X está generada por la
familia de seminormas {ρf∗(x) : ρf∗(x) = |f ∗(x)|; f ∗ ∈ X∗} y la topoloǵıa débil estrella en X
está generada por la familia de seminormas {ρx(f ∗) : ρx(f

∗) = |f ∗(x)|;x ∈ X}.
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Demostración:
Sea τω la topoloǵıa débil de X, que tiene una base local de la forma

V (x0, f
∗
1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) =

k⋂
i=1

{x ∈ X : |f ∗i (x− x0)| < ε},

y sea τρf∗ la topoloǵıa generada por las seminormas. Probemos que τω = τρf∗ .

“τρf∗ ⊂ τω”.
Sea x ∈ X y U ∈ τρf∗ tal que x ∈ U . x ∈ U =⇒ ∃ εi > 0 tal que Bρf∗

i
(x, εi) ⊂ U que

contiene a x, ya que ρf∗(x) = |f ∗(x)|; ∀f ∗ ∈ X∗, para i = 1, 2, . . . , k tenemos que

x ∈ Bρf∗
i
(x, εi) = {y ∈ X : |f ∗i (x− y)| < εi}

=⇒x ∈
k⋂
i=1

Bρf∗
i
(x, εi) =

k⋂
i=1

{y ∈ X : |f ∗i (x− y)| < εi} =
k⋂
i=1

{y ∈ X : |f ∗i (x− y)| < εi}.

Sea ε = máx{εi}, i = 1, 2, . . . , k, entonces

x ∈
k⋂
i=1

{y ∈ X : |f ∗i (x− y)| < εi} =⇒ x ∈ V (x, f ∗1 , f
∗
2 , . . . , f

∗
k , ε) =⇒ U ∈ τω.

Por tanto, τρf∗ ⊂ τω.

“τω ⊂ τρf∗”
Sea x ∈ X, U ∈ τω tal que x ∈ U . x ∈ U =⇒ ∃f ∗1 , f ∗2 , . . . , f ∗k y εi > 0 tal que x ∈
V (x, f ∗1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
k , εi), aśı para todo i = 1, . . . , k se tiene que

x ∈
k⋂
i=1

{y ∈ X : |f ∗i (x− y)| < ε} =⇒ x ∈ {y ∈ X : |f ∗i (x− y)| < ε}

=⇒x ∈ {y ∈ X : ρf∗i < ε} =⇒ x ∈ Bρf∗
i
(x, ε) =⇒ U ∈ τρf∗ .

Por lo que τω ⊂ τρf∗ , aśı τω = τρf∗ . Sea τω∗ la topoloǵıa débil estrella de X∗, tiene una base
local de la forma

V (f ∗0 , x1, x2, . . . , xk, ε) =
k⋂
i=1

{f ∗ ∈ X∗ : |(f ∗0 − f ∗)(x)| < ε},

y sea τρx la topoloǵıa generada por las seminormas. Probemos que τω∗ = τρx .

“τρx ⊂ τω∗”.
Sea U ∈ τρx =⇒ εi > 0 tal que Bρxi

(f ∗, ε) ⊂ U como ρx(f
∗) = |f ∗(x)|; ∀x ∈ X, te-

nemos que f ∗ ∈ Bρxi
(f ∗, εi) = {g∗ ∈ X∗ : |(y∗ − f ∗)(x)| < εi}; i = 1, 2, . . . , k. Enton-

ces f ∗ ∈
⋂k
i=1Bρxi

(f ∗, εi) =
⋂k
i=1{g∗ ∈ f ∗ : |(g ∗ −f∗)(xi)| < εi}; i = 1, 2, . . . , k. Sea
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ε = máx{εi}; i = 1, 2, . . . , k, tenemos que

f ∗ ∈
k⋂
i=1

{g∗ ∈ X∗ : |(g ∗ −f∗)(xi)| < ε} =⇒ f ∗ ∈ V (f ∗, x1, x2, . . . , xk, ε) =⇒ U ∈ τω∗ .

Por tanto, τρx ⊂ τω∗ .

“τω∗ ⊂ τρx ‘”.
Sea U ∈ τω∗ f ∗ ∈ U =⇒ ∃x1, x2, . . . , xk ∈ X y ε > 0 tal que x∗ ∈ V (f ∗, x1, x2, . . . , xk, ε) ⊂ U ,
luego para todo i = 1, 2, . . . , k se tiene que

f ∗ ∈
k⋂
i=1

{g∗ ∈ X∗ : |(f ∗ − g∗)(xi)| < ε} =⇒ f ∗ ∈ {g∗ ∈ X∗ : |(f ∗ − g∗)(xi)| < ε}

=⇒f ∗ ∈ {g∗ ∈ X∗ : ρxi(f
∗) < ε} =⇒ f ∗ ∈ Bρxi

(f ∗, ε) =⇒ U ⊂ τρx .

Por tanto, τω∗ ⊂ τρx , aśı τω∗ = τρx . �

Los teoremas geométricos de Hahn-Banach requieren la noción de hiperplano que damos a
continuación.

Definición 2.4.10. M es un hiperplano en un espacio vectorial X si existen un subespacio
Y de codimensión 1 en X y un elemento x ∈ X tales que M = x+ Y .

Por la Proposición 1.4.23, Y es un subespacio de codimensión 1 en un espacio vectorial
X sobre K si y sólo si, existe una función lineal f : X −→ K tal que Y = ker f , luego, H es
un hiperplano en X si y sólo si existen una función lineal f : X −→ K y λ ∈ K tales que

H = {x ∈ X : f(x) = λ}.

Observemos que si 0 ∈ H, entonces λ = 0.

Proposición 2.4.11. Sean X un espacio vectorial topológico real, x0 ∈ X y A ⊂ X un
conjunto abierto y convexo no vaćıo tal que x0 /∈ A. Entonces existe un hiperplano H cerrado
de X tal que x0 ∈ H y H ∩ A = ∅.

Demostración:
Haciendo una traslación si es necesario, podemos suponer que 0 ∈ A. Sea ρ = µA el funcional
subaditivo de Minkowski de A. Por el Teorema 2.4.2 (c), ρ es una función sublineal no
negativa tal que ρ(λa) = λρ(a) si λ > 0. Además por el Lema 2.4.4 como A es abierto,
A = {x ∈ X : ρ(x) < 1}, y como x0 /∈ A, entonces

ρ(x0) ≥ 1. (2.2)

Sean Y = spanx0 y f : Y −→ R definida para λ ∈ R por f(λx0) = λρ(x0). Entonces si
λ ≥ 0, f(λx0) = ρ(λx0) y si λ < 0, usando la Ecuación (2.2), obtenemos

f(λx0) = λρ(x0) ≤ λ < 0 ≤ ρ(λx0).
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Consecuentemente para toda y ∈ Y , f(y) ≤ ρ(y) y aplicando el Teorema 1.5.5, existe una
extensión lineal de f , f̃ : X −→ R con f̃ ≤ ρ. Sea

H = {x ∈ X : f̃(x) = ρ(x0)}.

Entonces H es un hiperplano que contiene a x0 y es ajeno al conjunto abierto A, pues
ρ(a) < 1 para toda a ∈ A, de donde H no es denso en X. Por lo tanto, del Lema 2.3.1 se
obtiene que, H es cerrado en X. �

Definición 2.4.12. Sea f : X −→ Y un funcional, diremos que f es abierto si, para cada
conjunto abierto U de X, f(U) es abierto en Y .

Proposición 2.4.13. Si X es un espacio vectorial topológico, entonces todo funcional lineal
distinto de cero es abierto.

Demostración:
Sea f : X −→ K un funcional lineal con ∅ 6= U ⊂ X abierto, queremos probar que f(U) es
abierto.
Sea y ∈ f(U)

y ∈ f(U) =⇒ ∃ x ∈ U, tal que f(x) 6= y

=⇒ existe una vecindad abierta de cero V tal que x ∈ x+ V ⊂ U.

Aśı, por Proposición 2.1.10, existe W ⊂ X una vecindad balanceada de cero tal que W ⊂
W ⊂ V . Por Lema 2.2.1, f(W ) es balanceado. Por Proposición 2.1.8, existe S ⊂ X, una
vecindad balanceada de cero tal que S ⊂ f(W ) y como S es una vecindad de cero, existe
ε > 0 tal que B(0, ε) ⊂ S ⊂ f(W ), luego y ∈ y +B(0, ε) ⊂ +S ⊂ f(V ) ⊂ f(U).
Luego, B(y, ε) ⊂ f(W ) y aśı f(U) es abierto. �

Teorema 2.4.14 (Hahn-Banach geométrico real). Sean X un espacio vectorial topológi-
co sobre R y A y B subconjuntos convexos no vaćıos de X con A ∩B = ∅. Entonces

(a) Si A es abierto, existe un hiperplano cerrado H que separa a A y B, es decir existen
f : X −→ R lineal y continua y α ∈ R, tales que para toda a ∈ A y b ∈ B:

f(a) < α ≤ f(b),

y H = {x ∈ X : f(x) = α}.

(b) Si A y B son abiertos, la separación es estricta, es decir existen f : X −→ R lineal y
continua y α ∈ R, tales que para toda a ∈ A y b ∈ B:

f(a) < α < f(b).

(c) Si X es localmente convexo, A es compacto y B es cerrado, A y B se pueden separar
fuertemente, es decir existen f lineal y continua f : X −→ R y α, β ∈ R, tales que
para toda a ∈ A y b ∈ B:

f(a) < α < β < f(b).
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Demostración:
Primero demostraremos el literal (a). Como B−A = {b−a : a ∈ A y b ∈ B} es un conjunto
abierto, convexo y no contiene a 0, ya que B −A = −A+B y la traslación de un abierto es
abierto. Aśı, B −A es convexo dado que, para x = b1 − a1, y = b2 − a2 ∈ B −A y λ ∈ [0, 1]
se tiene que

x+ (1− λ)y = b1 − a1 + (1− λ)(b2 − a2) = b1 − a1 + b2 − a2 − λb2 + λa2

=⇒x+ (1− λ)y = (b1 + b2 − λb2)− (a1 + a2 − λa2)

=⇒x+ (1− λ)y = (b1 + (1− λ)b2) + (a1 + (1− λ)a2) ∈ B − A.

Luego, śı 0 ∈ A,B, entonces 0 /∈ Ac y aśı 0 /∈ B ∩ Ac, por tanto no contiene a 0. Por la
Proposición 2.4.11, existe un hiperplano cerrado H tal que 0 ∈ H y H ∩ (B − A) = ∅.
Entonces, existe f : X −→ R función lineal y continua tal que H = {x : f(x) = 0}. Por lo
tanto, f(b−a) 6= 0 para toda a ∈ A y b ∈ B. Supongamos que existen, c1 y c2 ∈ B−A tales
que f(c1) > 0 y f(c2) < 0 y sea,

λ =
−f(c2)

f(c1)− f(c2)
.

Entonces,

f(λc1 + (1− λ)c2) = λf(c1) + f(c2)− λf(c2)

=⇒f(λc1 + (1− λ)c2) =
−f(c2)

f(c1)− f(c2)
f(c1) + f(c2)− −f(c2)

f(c1)− f(c2)
f(c2)

=⇒f(λc1 + (1− λ)c2) =
−f(c2)f(c1)

f(c1)− f(c2)
+ f(c2) +

(f(c2))2

f(c1)− f(c2)

=⇒f(λc1 + (1− λ)c2) =
−f(c2)f(c1) + (f(c1)− f(c2))f(c2) + (f(c2))2

f(c1)− f(c2)

=⇒f(λc1 + (1− λ)c2) =
−f(c2)f(c1) + f(c2)f(c1)− (f(c2))2 + (f(c2))2

f(c1)− f(c2)
= 0,

y como B − A es convexo, λc1 + (1 − λ)c2 ∈ B − A, lo cual contradice el hecho de que
H ∩ (B − A) = ∅. Por lo tanto, podemos suponer que f(b − a) > 0, o equivalente, que
f(b) > f(a) para toda a ∈ A y b ∈ B. Como A es un conjunto abierto y convexo y todo
funcional lineal es abierto (por Proposición 2.4.13), como es convexo f(A) es un intervalo
abierto y acotado en R. Entonces si a ∈ A, con α = sup{f(x) : x ∈ A}, f(a) < α, es decir,
para toda a ∈ A, b ∈ B, f(a) < α ≤ f(b).

Ahora probaremos el literal (b). Supongamos ahora que A y B son ambos abiertos. En-
tonces f(B) también es un intervalo abierto en R y por ende si α es como en (a), entonces
f(a) < α < f(b), para toda a ∈ A y b ∈ B.

Por último, para el literal (c). Supongamos que X es localmente convexo, A es compacto y B
es cerrado. Por la Proposición 2.1.13, existe una vecindad U de 0, tal que (A+U)∩(B+U) = ∅.
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Como X es localmente convexo, podemos suponer que U es convexo. Entonces A+U y B+U
son conjuntos abiertos y convexos y aplicando el literal (b), sabemos que existe f lineal y
continua tal que f(A+ U), f(B + U) son intervalos abiertos ajenos. Como además f(A) es
compacto, f(A) es un intervalo cerrado y acotado contenido en f(A+U), por lo que existen
α, β ∈ K tales que f(a) < α < β < f(b) �

Enunciaremos ahora el teorema anterior en el caso de que X es un espacio vectorial complejo.

Corolario 2.4.15. (Hahn-Banach geométrico complejo) Sean X un espacio vectorial to-
pológico sobre C y A,B subconjuntos convexos no vaćıos de X con A ∩B = ∅. Entonces

(a) Si A es abierto, existen F : X −→ C lineal y continua y α ∈ R, tales que para toda
a ∈ A y b ∈ B:

ReF (a) < α ≤ ReF (b).

(b) Si A y B son abiertos, existen F : X −→ C lineal y continua y α ∈ R, tales que para
toda a ∈ A y b ∈ B:

ReF (a) < α < ReF (b).

(c) Si X es localmente convexo, si A es compacto y B es cerrado, existen F lineal y
continua F : X −→ C y α, β ∈ R, tales que para toda a ∈ A y b ∈ B:

ReF (a) < α < β < ReF (b).

Demostración:
Primero demostraremos el literal (a). Por el Teorema 2.4.14 (a), existen f : X −→ R y
α ∈ R tal que f(a) < α ≤ f(b) y por el Teorema 1.5.7, existe una extensión lineal-continua
F : X −→ C. Definimos a F por F (x) = f(x) − if(ix), probaremos que F es lineal. Sean
x, y ∈ X y α, β ∈ K, entonces

F (αx+ βy) = f(αx+ βy)− if(i(αx+ βy)) = f(αx) + f(βy)− i[f(i(αx) + i(βy))]

=⇒F (αx+ βy) = αf(x) + βf(y)− i[f(iαx) + f(iβy)] = αf(x) + βf(y)− if(iαx)− if(iβy)

=⇒F (αx+ βy) = αf(x)− if(iαx) + βf(y)− if(iβy) = αf(x)− αif(ix) + βf(y)− βif(iy)

=⇒F (αx+ βy) = α(f(x)− if(ix)) + β(f(y)− if(iy)) = αF (x) + βF (y).

Por lo que, F es lineal. Luego F es continua dado que es la suma de dos funciones continuas.
Ahora F (a) = f(a) − if(ia), de donde ReF = f(a) pero f(a) < α por lo que ReF (a) < α.
De manera similar, F (b) = f(b) − if(ib), de donde ReF (b) = f(b) pero α ≤ f(b) aśı,
α ≤ ReF (b). Entonces, concluimos que ReF (a) < α ≤ ReF (b).

Ahora continuaremos con el literal (b). Por el Teorema 2.4.14 inciso (b), existen f : X −→ R
y α ∈ R tal que f(a) < α < f(b) y por el Teorema 1.5.7, existe una extensión lineal-continua
F : X −→ C definimos a F igual que en el inciso anterior, por lo que F es lineal y continua.
Luego F (a) = f(a) − if(ia), de donde ReF = f(a) pero f(a) < α por lo que ReF (a) < α.
De manera similar, F (b) = f(b) − if(ib), de donde ReF (b) = f(b) pero α < f(b) aśı,
α < ReF (b). Por tanto, ReF (a) < α < ReF (b).
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Por último, para el literal (c). Por el Teorema 2.4.14 inciso (c), existen f : X −→ R y
α, β ∈ R tal que f(a) < α < β < f(b) y por el Teorema 1.5.7, existe una extensión lineal-
continua F : X −→ C, como en el inciso (a) por lo que F es lineal y continua. Luego
F (a) = f(a)− if(ia), de donde ReF = f(a) pero f(a) < α < β por lo que ReF (a) < α < β.
De manera similar, F (b) = f(b) − if(ib), de donde ReF (b) = f(b) pero β < f(b) aśı,
β < ReF (b). Por lo que, ReF (a) < α < β < ReF (b). �

Proposición 2.4.16. Sea (X, τ) un espacio localmente convexo. Si A ⊂ X es convexo,
entonces A = A

ω
. En consecuencia un subconjunto convexo de X es cerrado si y sólo si es

débilmente cerrado.

Demostración:
Como la cerradura de un conjunto A es la intersección de todos los conjuntos cerrados que
contienen a A y σ(X,X∗) ⊂ τ , tenemos que A ⊂ A

ω
. Para ver la otra inclusión, sea x /∈ A.

Por el Corolario 2.4.15 inciso (c), existen f ∗ ∈ X∗ y α, β ∈ R tales que

Ref ∗(a) < α < β < Ref ∗(x); para toda a ∈ A.

Si C = {y ∈ X : Ref ∗(y) ≤ α}, entonces A ⊂ C. Como f ∗ es débilmente continua, C
es débilmente cerrado. Por lo tanto A

ω ⊂ C y como x /∈ C, esto implica que x /∈ A
ω
, y

consecuentemente A
ω ⊂ A. Por tanto, A = A

ω
. �
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Caṕıtulo 3

GEOMETRÍA EN ESPACIOS DE
BANACH

3.1. BASES DE SCHAUDER

En el estudio de los espacios vectoriales el concepto de bases de Hamel está ligado única-
mente a la estructura vectorial del espacio, pero, en el caso de los espacios de Banach tenemos
una estructura más rica. Para explicar lo que queremos decir, supongamos que {xi}i∈A es
una base de Hamel en un espacio de Banach real X y x ∈ X, entonces x =

∑
i∈A aixi donde

{ai}i∈A ⊂ R y ai = 0 excepto para un conjunto finito de ı́ndices. Si existe una sucesión

{zn}∞n=1 con zn =
∑

i∈A a
(n)
i xi, donde a

(n)
i ∈ R es cero excepto para un conjunto finito de

i ∈ A y ĺım
n−→∞

zn = x, en general no es cierto que la sucesión {a(n)
i }∞n=1 converge a ai lo

cual será deseable. Por ejemplo, si X es el espacio de Banach `∞ definido en el caṕıtulo 2 y
denotamos por {fn}∞n=1 a la sucesión

f1 = (1, 1, ..., 1, ...)

f2 =

(
1,

1

2
,
1

2
, . . . ,

1

2
, . . .

)
f3 =

(
0,

1

2
,
1

4
, . . . ,

1

4
, . . .

)
...

fn =

(
0, 0, . . . , 0n−2,

1

2n−2
,

1

2n−1
, . . . ,

1

2n−1
, . . .

)
...

Podemos ver que la sucesión {fn}∞n=1 es linealmente independiente, ya que para la ecuación
α1f1 +α2f2 + · · ·+αnfn = 0, la única solución es la trivial, es decir, α1 = α2 = · · · = αn = 0.
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Luego, la sucesión {yn}∞n=1 que definiremos mediante

yn = f1 −
n+1∑
i=2

fi.

Demostremos que {yn}∞n=1 converge a 0 en `∞. Para ello evaluemos primero,

ĺım
n−→∞

yn = ĺım
n−→∞

(
f1 −

n+1∑
i=2

fi

)
= ĺım

n−→∞
(f1)− ĺım

n−→∞

(
n+1∑
i=2

fi

)
= f1 −

∞∑
i=2

(fi)

=⇒ ĺım
n−→∞

yn = f1 −

(
∞∑
i1=2

ξi1 ,

∞∑
i2=2

ξi2 , . . . ,

∞∑
i2=2

ξik , . . .

)
,

donde ξik es la k−ésima coordenada de fi, entonces

∞∑
i1=2

ξi1 = 1 + 0 + 0 + · · · = 1

∞∑
i2=2

ξi2 =
1

2
+

1

2
+ 0 + 0 + · · · = 1

∞∑
i2=2

ξi2 =
1

2
+

1

4
+

1

4
+ 0 + 0 + · · · = 1

∞∑
i2=2

ξi2 =
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

8
+ 0 + · · · = 1

...

Demostremos que

∞∑
ik=2

ξik =
1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · ·+ 1

2k−3
+

1

2k−2
+

1

2k−1
+

1

2k−1
+ 0 + 0 + · · · = 1

Comencemos con sumar el elemento k con el elemento k − 1 de la sumatoria y resultará,

1

2k−1
+

1

2k−1
=

2

2k−1
=

1

2k−1 · 2−1
=

1

2k−2
.

Al resultado le sumamos el elemento k − 2 de la sumatoria y nos resultará,

1

2k−2
+

1

2k−2
=

2

2k−2
=

1

2k−2 · 2−1
=

1

2k−3
.

De igual manera hacemos con el elemento k − 3 de la sumatoria y resultará el mismo valor
del elemento k− 4, por lo que siguiendo el mismo procedimiento k− 2 veces llegaremos a la
ultima suma que resultara ser 1

2
+ 1

2
= 1, por lo tanto

∑∞
ik=2 ξik = 1, de donde,(

∞∑
i1=2

ξi1 ,

∞∑
i2=2

ξi2 , . . . ,

∞∑
i2=2

ξik , . . .

)
= (1, 1, . . . , 1, 1, . . . ) = f1,
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entonces ĺım
n−→∞

yn = f1 − f1 = 0.

Generalidades

En este caṕıtulo a las bases de Schauder llamaremos bases simplemente, pues serán la únicas
que manejaremos. Cabe mencionar, que a diferencia de las bases de Hamel, no es cierto que
todo espacio de Banach tenga una base de Schauder, lo cual veremos más adelante. Ante-
riormente definimos lo que es una sucesión {xn}∞n=1 en X que es una base de Schauder de la
cerradura del espacio vectorial generado por {xn}∞n=1, se llama una sucesión básica.

Definición 3.1.1. Una sucesión {xn}∞n=1 en X que es una base de Schauder de la cerradura
del espacio vectorial generado por {xn}∞n=1, se llama una sucesión básica. Si {xn}∞n=1 es una
sucesión básica y existe M ∈ R tal que para toda n ∈ N,

1

M
≤ ‖xn‖ ≤M,

entonces la sucesión se llama seminormalizada; si ‖xn‖ = 1 para toda n ∈ N, entonces la
sucesión se llama normalizada.

Esta definición nos permite identificar a todo espacio de Banach con base con un espacio
de sucesiones, haciendo corresponder a x =

∑∞
i=1 aixi la sucesión {an}∞n=1 ⊂ K; si la base

además es seminormalizada, la sucesión converge a cero.

Lema 3.1.2. Si {xn}∞n=1 es una sucesión básica seminormalizada en un espacio de Banach
X, y x =

∑∞
n=1 anxn ∈ X, entonces

ĺım
n−→∞

an = 0.

Demostración:

Sea x =
∑∞

n=1 anxn ∈ X y supongamos que
1

M
< ‖xn‖ < M. Consideremos la siguiente

sucesión {
∑m

i=1 aixi}∞m=1, la cual escrita de otra manera es la sucesión,

{a1x1, (a1x1 + a2x2), . . . , (a1x1 + a2x2 + a3x3 + · · ·+ aixi)},

la cual converge a x cuando m tiende a infinito, de donde {
∑m

i=1 aixi}∞m=1 es de Cauchy, es
decir dado ε > 0, existe N tal que si m ≥ n > N tenemos,∥∥∥∥∥

m∑
i=n

aixi

∥∥∥∥∥ < ε.

En particular si n = m > N , |an|‖xn‖ < ε y de aqúı, si n > N ,

1

M
|an| < |an|‖xn‖ < ε =⇒ 1

M
|an| < ε =⇒ |an| < Mε.

De lo cual se sigue que ĺımn−→∞ an = 0. �
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Ejemplo 3.1.3. Demostremos que la sucesión {en}∞n=1 donde en = {e(j)
n }∞n=1 tal que,

e(j)
n =

{
0, si n 6=j,
1, si n=j,

es una base de Schauder para c0 tal que es una sucesión básica normalizada en `∞.

Demostración:
Sea x = {xn}∞n=1 ∈ c0. Debemos demostrar que ‖x −

∑n
k=1 xkek‖∞ −→ 0 cuando n −→ ∞

y que los x′k son únicos, como x ∈ c0, dado ε > 0, existe n ∈ N tal que ∀ n ≥ N |xn| < ε,
entonces supn≥N |xn| ≤ ε, aśı∥∥∥∥∥x−

n∑
k=1

xkek

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

x′nen −
n∑
k=1

xkek

∥∥∥∥∥ = sup

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x′nen −
n∑
k=1

xkek

∣∣∣∣∣ ,
pero para j 6= n, e

(j)
n = 0, si j = n, en = 1, entonces∥∥∥∥∥x−

n∑
k=1

xkek

∥∥∥∥∥ = sup
j≥n+1

|xn| ≤ ε, ∀ n ≥ N.

Ahora, veamos que la representación es unica. Supongamos que {αn}∞n=1, {βn}∞n=1 son suce-
siones de escalares tales que,

x =
∞∑
n=1

αnen en la norma de c0, (3.1)

x =
∞∑
n=1

βnen en la norma de c0. (3.2)

Dado ε > 0 (por las Ecuaciones (3.1) y (3.2)), existe N ∈ N tal que ‖x−
∑n

k=1 αkek‖∞ < ε
2

y ‖x−
∑n

k=1 βkek‖∞ < ε
2
, ∀ n ≥ N . Entonces∥∥∥∥∥

n∑
k=1

(αk − βk)ek

∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

αkek −
n∑
k=1

βkek

∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

αkek −
n∑
k=1

βkek + x− x

∥∥∥∥∥
∞

=⇒

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

(αk − βk)ek

∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

αkek − x+ x−
n∑
k=1

βkek

∥∥∥∥∥
∞

.

Aplicando la desidualdad del triángulo tenemos,∥∥∥∥∥
n∑
k=1

(αk − βk)ek

∥∥∥∥∥
∞

≤

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

αkek

∥∥∥∥∥
∞

+

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

βkek

∥∥∥∥∥
∞

<
ε

2
+
ε

2
= ε,

siempre que n ≥ N. Aśı, para cada k ∈ N |αk − βk| < ε, ∀ ε > 0, entonces concluimos que
αk = βk, ∀ k ∈ N. Aśı cada x′k es único, dado que se cumple la Definición 1.6.2, concluimos
que {en}∞n=1 es una base de Schauder para c0. Como `∞ no es separable, `∞ no tiene una
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base de schauder, probaremos que dicha base es una sucesión básica normalizada en `∞.
Aplicando la Definición 3.1.1,

‖en‖∞ = sup |e(j)
n | = 1, ∀ n ∈ N.

Por tanto, {en}∞n=1 es una sucesión básica normalizada en `∞. �

Hay otras maneras equivalentes para definir una base, pero para poder hacerlo, primero
necesitamos el lema siguiente.

Lema 3.1.4. Sea {xn}∞n=1 una sucesión en un espacio de Banach X tal que xn 6= 0 para
toda n y sea

Y =

{
{an}∞n=1 ⊂ K :

∞∑
n=1

anxn es convergente

}
.

Entonces Y equipado con la norma |‖{an}n∈N‖| = supN

∥∥∥∑N
n=1 anxn

∥∥∥ es un espacio de Ba-

nach.

Demostración:
Si y = {an}∞n=1 ∈ Y, por la definición de este espacio, dada ε > 0, existe L ∈ N tal que

si m,n > L, ‖
∑∞

i=n aixi‖ < ε, de manera que si N > L,
∥∥∥∑N

i=1 aixi

∥∥∥ ≤ ∥∥∥∑L
i=1 aixi

∥∥∥ + ε.

Consecuentemente |‖ · ‖| está bien definida. Probemos que |‖ · ‖| define una norma en Y .
Demostremos que |‖ · ‖| > 0. Sabemos que∥∥∥∥∥

N∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ > 0 =⇒ sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ > 0 =⇒ |‖{an}n∈N‖| > 0.

Ahora demostremos que |‖{an}n∈N‖| = 0⇐⇒ {an}n∈N = 0.
“=⇒”
Sea |‖{an}n∈N‖| = 0, entonces

|‖{an}n∈N‖| = 0 =⇒ sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ = 0 =⇒

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ = 0 =⇒
N∑
n=1

anxn = 0; para N ∈ N.

Entonces a1x1 = 0, a1x1 + a2x2 = 0, . . . , a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = 0. Además, como cada
xn 6= 0, entonces tenemos que a1 = 0, consecuentemente, a2 = 0 y asi sucesivamente todos
los an = 0. Por lo tanto {an}∞n=1 = 0.

“⇐=”
Ahora sea {an}∞n=1 = 0, entonces para todo n ∈ N.

{an}∞n=1 = 0 =⇒ anxn = 0 =⇒
N∑
n=1

anxn = 0 =⇒

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ = 0 =⇒ sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ = 0

=⇒|‖{an}n∈N‖| = 0.
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Ahora demostremos que se cumple que |‖α{an}n∈N‖| = |α| |‖{an}n∈N‖|, ∀ α ∈ K Sea α ∈ K,
entonces para todo α ∈ K tenemos que

|‖α{an}n∈N‖| = |‖{αan}n∈N‖| = sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

αanxn

∥∥∥∥∥ = sup
N

∥∥∥∥∥α
N∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥
=⇒|‖α{an}n∈N‖| = sup

N
|α|

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ = |α| sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ = |α| |‖{an}n∈N‖| .

Por tanto, |‖α{an}n∈N‖| = |α| |‖{an}n∈N‖| .

Por último, demostremos se cumple la desigualdad del triángulo. Sean {an}n∈N, {bn}n∈N ∈ Y ,
tenemos

|‖{an}n∈N + {bn}n∈N‖| = |‖{an + bn}n∈N‖| = sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

(an + bn)xn

∥∥∥∥∥
=⇒|‖{an}n∈N + {bn}n∈N‖| = sup

N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

(anxn + bnxn)

∥∥∥∥∥ = sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

anxn +
N∑
n=1

bnxn

∥∥∥∥∥
=⇒|‖{an}n∈N + {bn}n∈N‖| ≤ sup

N

(∥∥∥∥∥
N∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

bnxn

∥∥∥∥∥
)

=⇒|‖{an}n∈N + {bn}n∈N‖| ≤ sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥+ sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

bnxn

∥∥∥∥∥ = |‖{an}n∈N‖|+ |‖{bn}n∈N‖| .

Por lo tanto, |‖{an}n∈N + {bn}n∈N‖| ≤ |‖{an}n∈N‖| + |‖{bn}n∈N‖| . Por lo que |‖ · ‖| define
una norma en Y .

Sea ahora {ym}∞m=1 una sucesión de Cauchy en (Y, |‖ · ‖|) donde ym =
{
a

(m)
n

}∞
n=1

. Entonces

dado ε > 0, existe M ∈ N tal que si r,m > M , tenemos,

sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

(
a(r)
n − a(m)

n

)
xn

∥∥∥∥∥ < ε.

En particular, se tiene que para cada n,
∣∣∣a(r)
n − a(m)

n

∣∣∣ < 2
‖xn‖ , siempre que r,m > M , y por

consiguiente {a(m)
n }∞m=1 es una sucesión de Cauchy que converge a un ĺımite que llamaremos

an. Sea y = {an}∞n=1. Entonces si m > M y M1 > M es tal que para p, k > M1 tenemos que∥∥∥∑k
n=p+1 a

(m)
n xn

∥∥∥ < ε, entonces∥∥∥∥∥
k∑

n=p+1

anxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
k∑

n=p+1

anxn +
k∑

n=1

a(m)
n xn −

k∑
n=1

a(m)
n xn

∥∥∥∥∥ .
Luego tenemos las siguientes igualdades,

k∑
n=p+1

anxn =
k∑

n=1

anxn −
p∑

n=1

anxn, y
k∑

n=1

a(m)
n xn =

p∑
n=1

a(m)
n xn +

k∑
n=p+1

a(m)
n xn.
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Nos resulta la siguiente expresión.∥∥∥∥∥
k∑

n=1

anxn −
p∑

n=1

anxn −
k∑

n=1

a(m)
n xn +

p∑
n=1

a(m)
n xn +

k∑
n=p+1

a(m)
n xn

∥∥∥∥∥ .
Agrupando tenemos,∥∥∥∥∥

k∑
n=1

(an − a(m)
n )xn +

k∑
n=p+1

a(m)
n xn +

p∑
n=1

(a(m)
n − an)xn

∥∥∥∥∥ ,
luego, por desigualdad del triángulo tenemos que,∥∥∥∥∥

k∑
n=p+1

anxn

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥

k∑
n=1

(an − a(m)
n )xn

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
k∑

n=p+1

a(m)
n xn

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
p∑

n=1

(a(m)
n − an)xn

∥∥∥∥∥
=⇒

∥∥∥∥∥
k∑

n=p+1

anxn

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥

k∑
n=1

(an − a(m)
n )xn

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
k∑

n=p+1

a(m)
n xn

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
p∑

n=1

(an − a(m)
n )xn

∥∥∥∥∥
=⇒

∥∥∥∥∥
k∑

n=p+1

anxn

∥∥∥∥∥ < ε+ ε+ ε = 3ε,

de esto tenemos que y pertenece a Y . Ahora consideremos el hecho de que
{
a

(m)
n

}∞
m=1

es una

sucesión de Cauchy que converge a an, por lo que ĺım
m
a

(m)
n = an, además,

ĺım
m
ym = ĺım

m

{
a(m)
n

}∞
n=1

=
{

ĺım
m
a(m)
n

}∞
n=1

= {an}∞n=1 = y,

ya que la sucesión de cauchy dada converge a y ∈ Y con la norma dada. Aśı concluimos que,
Y es completo. �

Corolario 3.1.5. Sean (X, ‖·‖) un espacio de Banach con base {xn}∞n=1 y x =
∑∞

n=1 anxn ∈
X. Sea |‖ · ‖| la norma definida en el Lema 3.1.4, como

|‖x‖| = sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ .
Entonces existe M ∈ R, tal que ‖x‖ ≤ |‖x‖| ≤M‖x‖.

Demostración:
Primeramente, por definición de supremo tenemos que ‖x‖ ≤ |‖x‖|. Definamos ahora T :
(X, |‖ · ‖|) −→ (X, |‖ · ‖|) como Tx = x, podemos observar que T es un operador biyectivo
y continuo ya que es el operador identidad. Haciendo uso del teorema de la función inversa,
tenemos que T−1 es también un operador continuo, es decir, existe M ∈ R tal que

|‖x‖| = |‖T−1x‖| ≤M |‖x‖| = M sup
N

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ,
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pero tenemos que ‖x‖ = ‖
∑∞

i=1 aixi‖ = supN

∥∥∥∑N
i=1 aixi

∥∥∥, entonces |‖x‖| ≤ M‖x‖. Por

tanto, se cumple que ‖x‖ ≤ |‖x‖| ≤M‖x‖. �

Definición 3.1.6. Sea X un espacio de Banach. Diremos que un operador P : X −→ X
es una proyección acotada si P es un operador acotado tal que P ◦ P = P .

Observemos que si P 6= 0 y x ∈ X, ‖Px‖ = ‖PPx‖ ≤ ‖P‖‖Px‖, es decir ‖P‖ ≥ 1.

Lema 3.1.7. Sean X un espacio de Banach y P : X −→ X una proyección acotada,
entonces PX es un subespacio cerrado de X.

Demostración:
Para probar que es cerrado debemos probar que PX = PX, dado que PX ⊂ PX, solo
queda probar la otra inclusión.

“PX ⊂ PX”.
Sea x ∈ PX, entonces existe {xn}∞n=1 ⊂ X tal que Pxn −→

n−→∞
x ∈ X. Como P es continua,

tenemos que

PPxn −→
n−→∞

Px,

pero Pxn = PPxn, entonces

Pxn −→
n−→∞.

Px

Luego, tenemos que x = Px ya que los ĺımites de convergencia son únicos. Por lo que x ∈ PX.
Por lo que PX ⊂ PX, aśı PX = PX. Por tanto, PX es cerrado. �

El concepto de base de Schauder está ı́ntimamente ligado con el de cierta sucesión de pro-
yecciones.

Proposición 3.1.8. Sea X un espacio de Banach con una base {xn}∞n=1. Entonces los
operadores Pn dados para cada n por

Pn

∞∑
i=1

aixi =
n∑
i=1

aixi,

para toda x =
∑∞

i=1 aixi ∈ X, son unas proyecciones acotadas y

sup
n
‖Pn‖ <∞.

Al número supn ‖Pn‖ se le llama la constante de base de {xn}∞n=1 y a las proyecciones Pn
se les llama las proyecciones asociadas a la base. Además, si x =

∑∞
i=1 aixi, entonces

x = ĺım
n−→∞

Pnx.
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Demostración:
Por Definición 3.1.6, tenemos que Pn ◦ Pn = Pn. Sean |‖ · ‖| y M como en el Corolario 3.1.5.
Entonces ∥∥∥∥∥Pn

∞∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤
∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣ ≤M

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
=⇒

∥∥∥∥∥Pn
∞∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤M

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ =⇒ ‖Pn
∑∞

i=1 aixi‖
‖
∑∞

i=1 aixi‖
≤M =⇒ ‖Pn‖ ≤M.

Sea x =
∑∞

i=1 aixi, entonces Pnx = Pn
∑∞

i=1 aixi =
∑n

i=1 aixi, aśı tenemos que,

x =
∞∑
i=1

aixi = ĺım
n−→∞

n∑
i=1

aixi = ĺım
n−→∞

Pnx.

Esto demuestra la segunda afirmación. �

Lema 3.1.9. Sea {xn}∞n=1 una sucesión básica en un espacio de Banach con constante de
base K. Entonces si x =

∑∞
n=1 anxn ∈ span{xn}∞n=1,

|an|‖xn‖ ≤ 2K‖x‖.

Si {xn}∞n=1 además es seminormalizada y para cada n se tiene

1

M
≤ ‖xn‖ ≤M,

entonces
sup
n
|an| ≤ 2KM‖x‖.

Demostración:
Sea x =

∑∞
n=1 anxn, por Definición 3.1.6, tenemos

‖Pnx‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ K‖x‖ y ‖Pn−1x‖ =

∥∥∥∥∥
n−1∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ K‖x‖.

Entonces para cada n ≥ 1, si tomamos
∑0

i=1 aixi = 0. Ahora consideremos la expresión
|an|‖xn‖ = ‖anxn‖, aśı tenemos que,

|an|‖xn‖ = ‖anxn‖ =

∥∥∥∥∥anxn +
n−1∑
i=1

aixi −
n−1∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi −
n−1∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
=⇒|an|‖xn‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi +

(
−

n−1∑
i=1

aixi

)∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥−
n−1∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
=⇒|an|‖xn‖ ≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
n−1∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ = ‖Pnx‖+ ‖Pn−1x‖ ≤ K‖x‖+K‖x‖ = 2K‖x‖.
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Por lo cual |an|‖xn‖ ≤ 2K‖x‖. Para cada n tenemos 1
M
≤ ‖xn‖, entonces 1 ≤ M‖xn‖.

Por lo que si |an|‖xn‖ ≤ 2K‖x‖, entonces |an|‖xn‖ ≤ 2KM‖x‖‖xn‖, esto implica que
|an| ≤ 2KM‖x‖ y como es para cada n, entonces supn |an| ≤ 2KM‖x‖. �

El lema anterior lo podemos interpretar de la siguiente manera si {xn}∞n=1 es una sucesión
básica en X y si para cada n definimos fn : span{xi}∞i=1 −→ K mediante

fn

∞∑
i=1

aixi = an,

o equivalentemente mediante,

fn(xi) =

{
1 si i = n,
0 si i 6= n.

Entonces fn es un funcional acotado con,

‖fn‖ = sup
x∈D(fn)
xn 6=0

|fn(x)|
‖xn‖

.

El mayor valor que puede tomar fn = an por lo que,

‖fn‖ = sup
n

|an(x)|
‖xn‖

≤ 2KM‖x‖
‖xn‖

.

A los funcionales fn : span{xi}∞i=1 −→ R se les denota por f ∗n, n = 1, 2, . . . , y se les llama
funcionales coeficiente o funcionales biortogonales asociadas a la sucesión {xn}∞n=1.
De lo anterior es claro que si {xn}∞n=1 es una base en X y x ∈ X, entonces podemos escribir

x =
∞∑
n=1

f ∗n(x)xn.

Lema 3.1.10. Si X es un espacio de Banach con base {xn}∞n=1 y si {zm}∞m=1 es una sucesión
en X tal que ĺım

m−→∞
zm = x ∈ X, entonces

ĺım
m−→∞

f ∗n(zm) = f ∗n(x).

Demostración:
La demostración queda casi inmediata ya que ĺım

m−→∞
zm = x ∈ X, entonces

ĺım
m−→∞

f ∗n(zm) = f ∗n

(
ĺım

m−→∞
zm

)
= f ∗n(x).

Por tanto, ĺım
m−→∞

f ∗n(zm) = f ∗n(x). �

El hecho de que una sucesión {xn}∞n=1 sea una base o no, queda determinado por su com-
portamiento en los subespacios span{xi}∞i=1 como muestra el teorema siguiente.
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Teorema 3.1.11. Sea {xn}∞n=1 una sucesión en un espacio de Banach X. Entonces {xn}∞n=1

es una base de X si y sólo si se satisfacen las siguientes tres condiciones

1. xn 6= 0 para toda n ∈ N .

2. Existe M ≥ 1 tal que para toda sucesión {ai}mi=1 ⊂ K, si n < m,∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤M

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ .
3. span{xi}∞i=1 = X.

Demostración:
“=⇒”
Supongamos primero que {xn}∞n=1 es una base. Como cada elemento se puede expresar de
manera única en términos de los elementos de la base, entonces supongamos que existe un
elemento de {xn}∞n=1 tal que xi = 0, si representamos x = a1x1 + a2x2 + · · · + aixi + · · ·
tenemos que la sucesión {an}∞n=1 no es única, ya que ai puede tomar cualquier valor y siempre
cumplir, esto genera una contradicción, por lo cual todo elemento de {xn}∞n=1 es tal que
xi 6= 0. Luego, para probar que span{xi}∞i=1 = X, sólo basta probar que X ⊂ span{xi}∞i=1,
dado que span{xi}∞i=1 ⊂ X. Sea x ∈ X, entonces

∃ {αi}∞i=1 tal que x =
∞∑
n=1

αnxn =⇒ x = ĺım
n−→∞

n∑
i=1

αixi =⇒ x ∈ span{xi}∞i=1.

Por tanto, X ⊂ span{xi}∞i=1, aśı span{xi}∞i=1 = X. Por otro lado, si {ai}mi=1 es una sucesión
contenida en K, n < m, M la constante de base de {xn}∞n=1 y {Pn}∞n=1 la sucesión de las
proyecciones asociadas a la base descritas en la Proposición 3.1.8, entonces∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥Pn
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤M

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ =⇒

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤M

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ .
“⇐=”
Si {xn}∞n=1 es tal que se satisfacen literal (1), literal (2) y literal (3). Sea y =

∑r
n=1 anxn ∈

span{xi}∞i=1 = Y . Para cada m ∈ N definimos Qm : Y −→ Y como Qmy =
∑

n≤m anxn,
luego, por literal (2) tenemos que

‖Qmy‖ ≤ ‖y‖ . (3.3)

De esto tenemos que Qm es continua y, como por literal (3), Y es denso en X, de donde
Qm se puede extender de manera continua a todo X; continuaremos llamando Qm a esta
extensión. Ahora por literal (3), tenemos que, para cada x ∈ X existe una sucesión {zk}∞k=1

tal que zk =
∑Nk

n=1 a
(k)
n xn, con

{
a(k)
}Nk
n=1
⊂ K y tal que ĺım

k−→∞
zk = x, de lo cual tenemos

‖x − zx‖ < ε
2
. Por lo tanto, ĺım

k−→∞
Qmzk = Qmx para cada m y si convenimos que Q0 ≡ 0,

entonces
ĺım
k−→∞

(Qm −Qm−1)zk = (Qm −Qm−1)x ∈ span{xi}∞i=1,
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lo cual por literal (1), significa que, para cada m, existe

ĺım
k−→∞

a(k)
m = am. (3.4)

Luego, probaremos que

x =
∞∑
n=1

anxn. (3.5)

De la Ecuación (3.3) obtenemos lo siguiente ‖Qm(x − zk)‖ ≤ M‖x − zk‖. Sean ε > 0 y k0

tales que para k ≥ k0, tenemos ‖x− zk‖ < ε
2M
. Aśı,

‖Qm(x− zk)‖ ≤M‖x− zk‖ <
Mε

2M
=
ε

2
. (3.6)

Además por la definición de zk0 , si m ≥ Nk0 , entonces

zk0 =

Nk0∑
n=1

a(k0)
n xn =

∑
n≤m

a(k0)
n xn = Qmzk0 .

De esto también tenemos que

zk0 −Qmzk0 = 0 =⇒ ‖zk0 −Qmzk0‖ = 0. (3.7)

De las Ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.7) resulta que si m ≥ Nk0 ,

‖x−Qmx‖ = ‖x− zk0 + zk0 −Qmzk0 +Qmzk0 −Qmx‖

=⇒‖x−Qmx‖ ≤ ‖x− zk0‖+ ‖zk0 −Qmzk0‖+ ‖Qmzk0 −Qmx‖ <
ε

2
+ 0 +

ε

2
= ε.

Ahora sólo queda demostrar que tiene una representación única. Sea
∑∞

n=1 anxn = 0, por
literal (2) tenemos

|an|‖xn‖ = ‖anxn‖ =

∥∥∥∥∥anxn +
n−1∑
i=1

aixi −
n−1∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi −
n−1∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
=⇒|an|‖xn‖ ≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
n−1∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤M

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥+M

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ = 2M

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ = 0.

Por lo que, |an|‖xn‖ = 0 =⇒ |an| = 0 =⇒ an = 0, dado que xn 6= 0 para cada n. �

Corolario 3.1.12. Sea {xn}∞n=1 una sucesión básica en un espacio de Banach X. Entonces
toda subsucesión {xkn}∞n=1 de {xn}∞n=1 es también una sucesión básica.

Demostración:
Probemos que {xkn}∞n=1 cumple con las condiciones del Teorema 3.1.11.
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Para el literal 1.. Dado que {xkn}∞n=1 ⊂ {xn}∞n=1, entonces todo xkn 6= 0.

Luego, para el literal 2.. Tenemos que {xn}∞n=1 es una base, por lo que cumple el literal
(2), sea {aki}mi=1 una sucesión contenida en K, n < m y sea M la constante base de {xkn}∞n=1

y {Pn}∞n=1 la sucesión de proyecciones asociadas a la base descrita en la Proposición 3.1.8,
entonces ∥∥∥∥∥

n∑
i=1

akixki

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥Pn
m∑
i=1

akixki

∥∥∥∥∥ ≤M

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

akixki

∥∥∥∥∥ .
Por último, para el literal 3.. Sea x ∈ X, entonces

∃ {αi}∞i=1 tal que x =
∞∑
n=1

αnxn =⇒x = ĺım
n−→∞

n∑
i=1

αixi =⇒ x = ĺım
n−→∞

n∑
i=1

αknxkn

=⇒x ∈ span{xkn}∞n=1.

Por tanto, span{xkn}∞n=1 = X, como {xkn}∞n=1 cumple con los literales (1), (2) y (3) tene-
mos, por el Teorema 3.1.11, que {xkn}∞n=1 es base de Schauder y por Definición 3.1.1 es una
sucesión básica. �

A partir de una sucesión básica dada se pueden construir otras sucesiones básicas llama-
das bases bloque.

Corolario 3.1.13. Sean X un espacio de Banach y {xn}∞n=1 una sucesión básica en X con
constante de base K. Sean 0 = m1 < m2 < . . . , {an}∞n=1 ⊂ K y uj 6= 0 dada por

uj =

mj+1∑
i=mj+1

aixi.

Entonces la sucesión {uj}∞j=1 es una sucesión básica llamada base bloque de {xn}∞n=1, cuya
constante de base es menor o igual a K.

Demostración:
Probemos que {uj}∞j=1 cumple con las condiciones del Teorema 3.1.11.

Para el literal 1.. Por hipótesis uj 6= 0; ∀j.

Ahora para el literal 2.. Como {xn}∞n=1 es base de X, entonces cumple con el literal (2)
del Teorema 3.1.11, por lo que para una constante de base K y r < s, tenemos que,∥∥∥∥∥

r∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
s∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ , (3.8)
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pero,
r∑
i=1

aixi = a1x1 + · · ·+ am2xm2 + am2+1xm2+1 + · · ·+ am3xm3 + · · ·+ a(mk=r)x(mk=r)

=⇒
r∑
i=1

aixi =

m1+1∑
i=m1+1

aixi +

m2+1∑
i=m2+1

aixi + · · ·+
mk=r∑

i=mk−1+1

aixi = u1 + u2 + u3 + · · ·+ uk

=⇒
r∑
i=1

aixi =
k∑
j=1

uj.

De igual manera para,
s∑
i=1

aixi = a1x1 + · · ·+ am2xm2 + am2+1xm2+1 + · · ·+ am3xm3 + · · ·+ a(mt=s)x(mt=s)

=⇒
s∑
i=1

aixi =

m1+1∑
i=m1+1

aixi +

m2+1∑
i=m2+1

aixi + · · ·+
mt=s∑

i=mt−1+1

aixi = u1 + u2 + u3 + · · ·+ ut

=⇒
s∑
i=1

aixi =
t∑

j=1

uj.

De la Ecuación (3.8), con k < t tenemos que
∥∥∥∑k

j=1 uj

∥∥∥ ≤ K
∥∥∑t

i=1 uj
∥∥ .

Por último, para el literal 3.. Probemos span{uj}∞j=1 = X. Sea x ∈ X, entonces

∃ {ai}∞i=1 tal que x =
∞∑
i=1

aixi =⇒ x = ĺım
n−→∞

n∑
i=1

aixi =⇒ x = ĺım
k−→∞

k∑
j=1

uj

=⇒ x ∈ span{uj}∞j=1.

Por lo que, span{uj}∞j=1 ⊃ X, aśı span{uj}∞j=1 = X, de esta manera {uj}∞j=1 cumple con los
literales del Teorema 3.1.11 por lo cual es una sucesión básica. �

Ejemplo 3.1.14. Los ejemplos más fáciles de espacios de Banach con base son los espacios
`p para 1 ≤ p < 0 y el espacio c0, que se definieron en el caṕıtulo 2. En estos espacios es
trivial verificar que la sucesión {en}∞n=1 de vectores unitarios, donde en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ),
con 1 en la posición n-esima, es una base monótona. A dicha sucesión se le suele llamar la
base canónica del espacio en cuestión. Denotemos por X ya sea al espacio `p con 1 < p < 0 o
al espacio c0. Sea {g∗n}∞n=1 ⊂ X∗ la sucesión de funcionales biortogonales asociadas a {en}∞n=1.
Como

g∗n(em) =

{
1 si m = n
0 si m 6= n

,

por la Proposición 1.6.9, g∗n se puede identificar con el elemento

(0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) ∈ `q,

donde 1
p

+ 1
q

= 1 si X = `p y q = 1 si X = c0. Por lo tanto, {g∗n}∞n=1 resulta ser la base
canónica de `q.
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Más adelante estudiaremos otros espacios con base, como por ejemplo el espacio C[0,1]
de las funciones continuas en el intervalo [0, 1] y el espacio de James. Anteriormente vimos
que si {xn}∞n=1 es una base en X y {Pn}∞n=1 es la sucesión de proyecciones asociadas a la base
definidas en la Proposición 3.1.8, entonces supn ‖Pn‖ <∞. Mostraremos a continuación que
el inverso de esta afirmación también es cierto.

Corolario 3.1.15. Sea {xn}∞n=1 una sucesión de vectores linealmente independientes en un
espacio de Banach X. Si definimos la proyección Pn : span{xi}∞i=1 −→ X mediante

Pn

m∑
i=1

aixi =

{∑m
i=1 aixi si m ≤ n∑n
i=1 aixi si n < m

,

y se satisface que supn ‖Pn‖ = M <∞, entonces {xn}∞n=1 es una sucesión básica.

Demostración:
Sea m > n. Entonces para todo n ∈ N se tiene que∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥Pn
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤M

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ =⇒

∥∥∥∥∥Pn
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤M

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
=⇒‖Pn

∑m
i=1 aixi‖

‖
∑m

i=1 aixi‖
≤M =⇒ sup∑m

i=1 aixi 6=0

‖Pn
∑m

i=1 aixi‖
‖
∑m

i=1 aixi‖
≤M =⇒ ‖Pn‖ ≤M

=⇒ sup
n
‖Pn‖ ≤M.

Luego, por el Teorema 3.1.11 tenemos que {xn}∞n=1 es una sucesión básica. Aśı queda demos-
trado el corolario. �

Teorema 3.1.16. Una sucesión {xn}∞i=1 en un espacio de Banach X es una base si y sólo
si,

1. xn 6= 0 para toda n.

2. Existe una constante 0 < K ≤ 1 tal que, para toda n,

ı́nf{‖x− y‖ : x ∈ Sn, y ∈ Xn} = dist(Sn, Xn) ≥ K,

donde Sn = {x ∈ span{xi}∞i=n+1 : ‖x‖ = 1} y Xn = span{xi}∞i=n+1.

3. span{xi}∞i=n+1 = X.

Demostración:
“=⇒”
Supongamos primero que {xn}∞n=1 es una base de X. Entonces por el Teorema 3.1.11 se
satisfacen los literales (1) y (3). Ahora, supongamos que para cada n, Pn es la proyección
asociada a la base, entonces I − Pn también es una proyección continua, y por lo tanto, si
usamos el Lema 3.1.7, (I−Pn)X es un subespacio cerrado de X. Luego, como span{xi}∞n+1 ⊂
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(I − Pn)X, entonces Xn ⊂ (I − Pn)X y como PnX = span{xi}∞i=n+1 , tenemos que Sn es
la esfera unitaria de PnX. Además sabemos que 1 ≤ supn ‖Pn‖ < ∞, de donde existe
K = (supn ‖Pn‖)−1. Por lo tanto,

dist(Sn, Xn) = ı́nf{‖x− y‖ : x ∈ PnX, ‖x‖ = 1, y ∈ Xn}
≥ ı́nf{‖x− y‖ : x ∈ PnX, ‖x‖ = 1, y ∈ (I − Pn)X}
≥ K ı́nf{‖Pn(x− y)‖ : x ∈ PnX, ‖x‖ = 1, y ∈ (I − Pn)X}
= K ı́nf{‖Pn(x)− Pn(y)‖ : x ∈ PnX, ‖x‖ = 1, y ∈ (I − Pn)X}
= K ı́nf{‖x− Pn(x− Pn(x))‖ : x ∈ PnX, ‖x‖ = 1, y ∈ (I − Pn)X}
= K ı́nf{‖x− Pn(x− x)‖ : x ∈ PnX, ‖x‖ = 1, y ∈ (I − Pn)X}
= K ı́nf{‖x− Pn(0)‖ : x ∈ PnX, ‖x‖ = 1, y ∈ (I − Pn)X}
= K ı́nf{‖x‖ : x ∈ PnX, ‖x‖ = 1} = K.

=⇒ dist(Sn, Xn) ≥ K ı́nf{‖x‖ : x ∈ PnX, ‖x‖ = 1} = K.

“⇐=”
{xn}∞n=1 es tal que satisface los literales (1), (2) y (3). Como los literales (1) y (3) son las
mismas condiciones en ambos teoremas, basta ver que con las hipótesis de este teorema, se
satisface el literal (2) del Teorema 3.1.11. Sea {ai}∞i=1 ⊂ K y sean n,m dos naturales con
n < m. Si suponemos que dist(Sn, Xn) ≥ K > 0 y

∑n
i=1 aixi = 0, entonces∥∥∥∥∥

m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi +
m∑

i=n+1

aixi

∥∥∥∥∥
=⇒

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ 1

‖
∑n

i=1 aixi‖

n∑
i=1

aixi +
1

‖
∑n

i=1 aixi‖

m∑
i=n+1

aixi

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
=⇒

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≥ K

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ , por literal 2.

Si por otro lado
∑n

i=1 aixi = 0, se tiene que ‖
∑m

i=1 aixi‖ ≥ ‖
∑n

i=1 aixi‖ = 0, ahora, tomemos
M = K−1 y aśı tenemos que∥∥∥∥∥

m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≥ K

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ =⇒ K−1

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ =⇒M

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ .
Se satisface el literal (2), del Teorema 3.1.11 y por consiguiente {xn}∞n=1 es una base. �

Lema 3.1.17. Sea {x1, x2, . . . , xn} una sucesión finita de vectores linealmente independien-
tes con constante de base M en un espacio de Banach X de dimensión infinita. Entonces dada
ε > 0, existe xn+1 ∈ X tal que xn+1 /∈ span{xi}∞i=n+1 y tal que la sucesión {x1, . . . , xn, xn+1}
tiene constante de base menor o igual que M(1 + ε).

Demostración:

Sea Xn = span{xi}∞i=n+1 y sea ε′ =
ε

1 + ε
. 5Como Xn es dimensión finita, Sn = {x ∈ X :
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‖x‖ = 1} es compacto en este espacio y por ende existen z1, z2, . . . , zN ∈ Sn tales que

Sn ⊂
N⋃
i=1

B(zi, ε
′),

donde B(z, ε′) representa a la bola abierta con centro en z y radio ε′. Para i = 1, 2, . . . , N, sea
Ti ∈ X∗ tal que ‖Ti‖ = 1 y Tizi = 1; la existencia de estas Ti la garantiza el Teorema de Hahn-
Banach. Como la codimensión del espacio nulo de cada Ti es uno esto por la Proposición
1.4.23, aśı la dimensión de X es infinita, existe xn+1 ∈ ∩Ni=1 kerTi tal que xn+1 6= 0 y
‖xn+1‖ = 1. Por otro lado, siempre que z ∈ B(zi, ε

′) se tiene que 1−|Tiz| ≤ |Tizi−Tiz| ≤ ε′,
y consecuentemente,

‖Tiz‖ ≥ 1− ε′ = 1

1 + ε
. (3.9)

De aqúı, como Ti(xn+1) = 0, tenemos que xn+1 /∈ B(zi, ε
′), ∀i = 1, 2, . . . , N por lo que

xn+1 /∈ Sn. Veremos ahora que la constante de base de {x1, . . . , xn, xn+1} es a lo más M(1+ε).
Verificaremos primero que si a1, a2, . . . , an+1 pertenecen a K, entonces∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ (1 + ε)

∥∥∥∥∥
n+1∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ . (3.10)

Entonces podemos suponer que ‖
∑n

i=1 aixi‖ = 1, ya que si la Ecuación (3.10) es cierto en
este caso, se cumple que∥∥∥∥∥

n∑
i=1

ai
‖
∑n

i=1 aixi‖
xi

∥∥∥∥∥ ≤ (1 + ε)

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ai
‖
∑n

i=1 aixi‖
xi +

an+1

‖
∑n

i=1 aixi‖
xn+1

∥∥∥∥∥ .
Sea i0 ≤ N tal que,∥∥∥∥∥zi0 −

n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≥ ε′ =⇒‖zi0‖ −

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≥ ε′ =⇒ 1−

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≥ ε′

=⇒1− ε′ ≥

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ =⇒ 1− ε′ ≥

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ .
Por Ecuación (3.9), tenemos∥∥∥∥∥

n+1∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≥ 1

1 + ε
≥ ‖

∑n
i=1 aixi‖
1 + ε

=⇒

∥∥∥∥∥
n+1∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ (1 + ε) ≥

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ .
Sean ahora r y m con r < m ≤ n+ 1. Si m < n+ 1, entonces∥∥∥∥∥

r∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤M

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ,
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y si m = n+ 1, tenemos∥∥∥∥∥
r∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤M

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤M(1 + ε)

∥∥∥∥∥
n+1∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ,
que es lo que queŕıamos demostrar. �

Corolario 3.1.18. Todo espacio de Banach de dimensión infinita contiene una sucesión
básica.

Demostración:
Esto se concluye usando inducción y aplicando el Teorema 3.1.11 y el Lema 3.1.17. Empe-
zamos eligiendo una sucesión {εn}∞n=1 tal que n > 0 para n = 1, 2, . . . y

M =
∞∏
i=1

(1 + εi) <∞.

(Por ejemplo εn = e
1
n2 − 1). Tomamos un elemento x1 ∈ X, x1 6= 0; {x1} tiene constante

de base igual a 1. Por el método descrito en el Lema 3.1.17, encontramos x2 linealmente
independiente de x1, de manera que la constante de base de {x1, x2} es menor o igual a 1+ε1.
Suponiendo que ya tenemos a {x1, x2, . . . , xn} con constante de base menor o igual a

∏n−1
i=1 (1+

εi), aplicando nuevamente el Lema 3.1.17, obtenemos xn+1 linealmente independiente de
x1, x2, . . . , xn tal que la constante de base de {x1, x2, . . . , xn, xn+1} es menor o igual a

∏n
i=1(1+

εi). Aśı, encontramos una sucesión {xn}∞n=1 que satisface∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤M

∥∥∥∥∥
r∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ,
siempre que m < r, y con esto se cumple el literal (2) del Teorema 3.1.11, también por como
se han construido los elementos de {xn}∞n=1, ∀i = 1, 2, . . . xi 6= 0 y además span{xn}∞n=1 = X,
con esto se cumplen los literales (1) y (3) del Teorema 3.1.11, lo cual implica que {xn}∞n=1 es
una sucesión básica. �

Una vez que ya se sabe que un espacio de Banach tiene una base, sera ésta única, o tal
vez salvo equivalencias en el siguiente sentido:

Definición 3.1.19. Sean X e Y espacios de Banach dos sucesiones básicas {xn}∞n=1 ⊂ X y
{yn}∞n=1 ⊂ Y son equivalentes si

∑∞
n=1 anxn converge en X si y sólo si

∑∞
n=1 anyn converge

en Y .

Lema 3.1.20. Dos sucesiones básicas {xn}∞n=1 y {yn}∞n=1 son equivalentes si y sólo si, existe
K tal que para toda m ∈ N y toda {ai}mi=1 ⊂ K,

1

K

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aiyi

∥∥∥∥∥
Y

≤

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
X

≤ K

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aiyi

∥∥∥∥∥
Y

. (3.11)
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Demostración:
“=⇒”
Supongamos al revés que {xn}∞n=1 y {yn}∞n=1 son equivalentes. Definimos T : span{xi}∞i=1 −→
span{yi}∞i=1 mediante

T
∞∑
n=1

anxn =
∞∑
n=1

anyn, para cada
∞∑
n=1

anxn ∈ [xi]
∞
n=1.

Probemos que T es cerrada. Supongamos que,

(i)
∑∞

n=1 anxn,
∑∞

n=1 a
(m)
n xn ∈ span{xi}∞i=1.

(ii)
∑∞

n=1 a
(m)
n yn,

∑∞
n=1 bnyn ∈ span{yi}∞i=1.

(iii)
∑∞

n=1 a
(m)
n xn −→

m−→∞

∑∞
n=1 anxn y

∑∞
n=1 a

(m)
n yn −→

m−→∞

∑∞
n=1 bnxn.

Entonces por el Lema 3.1.10, ĺım
m−→∞

a
(m)
j = aj y ĺım

m−→∞
a

(m)
j = bj lo cual significa que aj = bj

para cada j. Podemos pues aplicar el teorema de la gráfica cerrada, concluyendo que T es
un operador continuo. De la misma manera se obtiene que T−1 es un operador continuo y
esto nos da el resultado deseado. �

Ejemplo 3.1.21. Ya mencionamos que la sucesión de vectores unitarios {en}∞n=1, donde

en = (0, 0, 0, . . . , 1
n , 0, 0, . . . ) ,

es una base en c0. Sin embargo si tomamos las sumas parciales {ξn}∞n=1 dada por ξn =∑n
i=1 ei, ésta no es equivalente a la base canónica. Primero comprobaremos que efectivamente

es base:
(i) Como e1 = ξ1 y ei = ξi − ξi−1 para i > 1, probemos que span{ξi}∞i=1 = c0.
(ii) Sea n > m. Entonces∥∥∥∥∥

m∑
i=1

aiξi

∥∥∥∥∥ = sup
r≤m

∣∣∣∣∣
m∑
i=r

ai

∣∣∣∣∣ = sup
r≤m

∥∥∥∥∥
n∑
i=r

ai −
n∑

i=m+1

ai

∥∥∥∥∥ ≤ 2

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aiξ

∥∥∥∥∥ .
Por el Teorema 3.1.11, se obtiene que {ξn}∞n=1 en base. Esta base no es equivalente a {en}∞n=1,
ya que por ejemplo ∥∥∥∥∥

m∑
n=1

en

∥∥∥∥∥ = 1, pero

∥∥∥∥∥
m∑
n=1

ξn

∥∥∥∥∥ = m,

de manera que no se puede satisfacer la Ecuación (3.11) del lema anterior.

La situación del ejemplo anterior es general, ya que se puede probar que en un espacio
de Banach cualquiera de dimensión infinita que tiene una base, siempre hay una infinidad
de bases normalizadas no equivalentes entre śı. Por otro lado, las bases de Schauder tienen
cierta propiedad de estabilidad, en el sentido de que si tomamos vectores cercanos a los de
la base, nuevamente obtenemos una base, equivalente a la primera. La demostración de este
hecho requiere del siguiente lema.
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Lema 3.1.22. Sean X un espacio de Banach, Y un subespacio cerrado de X y T : Y −→ X
un operador acotado tal que ‖T‖ < 1. Entonces si IY denota a la identidad en Y , IY − T es
invertible y ∥∥(IY − T )−1

∥∥ ≤ 1

1− ‖T‖
(3.12)

Además, si Y = X, IX − T es un isomorfismo de X en X.

Demostración:
Sea y ∈ Y con y 6= 0, entonces

1− ‖(IY − T )y‖
‖y‖

=
‖y‖ − ‖(IY − T )y‖

‖y‖
≤ ‖y − IY (y) + Ty‖

‖y‖
=
‖y − y + Ty‖

‖y‖

=⇒1− ‖(IY − T )y‖
‖y‖

≤ ‖Ty‖
‖y‖

≤ ‖T‖‖y‖
‖y‖

= ‖T‖.

Consiguientemente ‖IY −T‖‖y‖ ≥ ‖(IY −T )y‖ ≥ (1−‖T‖)‖y‖, lo que demuestra la Ecuación
(3.12). Supongamos ahora que Y = X y sea Sn =

∑n
k=0 T

k, donde para n > 1, T n = T n−1◦T
y T0 = IX . Como ‖T n‖ ≤ ‖T‖n, para toda n > m,

‖Sn − Sm‖ ≤
n∑

k=m+1

‖T‖k.

Por lo tanto, ya que ‖T‖ < 1, Sn es una sucesión de Cauchy en el espacio de Banach B(X),
y la sucesión converge a un operador acotado S. Ahora bien, como

∥∥T k∥∥ −→ 0, entonces
T k −→ 0 y al pasar al ĺımite en la expresión siguiente obtenemos

(IX − T )Sn =
n∑
k=0

T k −
n+1∑
k=1

= IX − T n+1 = Sn(IX − T ),

obtenemos que (IX − T )S = IX = S(IX − T ), lo cual implica que IX − T es invertible y
sobreyectiva. �

Teorema 3.1.23. Sea X un espacio de Banach y {xn}∞n=1 una sucesión básica seminorma-
lizada con constante de base K tal que para n = 1, 2, . . .

1

M
≤ ‖xn‖ ≤M.

(i) Sea {yn}∞n=1 una sucesión de elementos en X tal que,

∞∑
n=1

‖xn − yn‖ <
1

2KM
. (3.13)

Entonces {yn}∞n=1 es una sucesión básica equivalente a {xn}∞n=1. Es más, si {xn}∞n=1 es
una base de X, también {yn}∞n=1 lo es.

134



(ii) Supongamos que existe una proyección acotada sobre span{xn}∞n=1, es decir,

P : X −→ span{xn}∞n=1.

Si {yn}∞n=1 es una sucesión en X tal que,

∞∑
n=1

‖xn − yn‖ <
1

8KM‖P‖
, (3.14)

entonces existe una proyección Q : X −→ span{yn}∞n=1.

Demostración:
Primero probaremos (i). Sea {f ∗n}∞n=1 la sucesión de las funcionales biortogonales asociadas
a {xn}∞n=1 y sea T : span{xn}∞n=1 −→ X dado para cada x ∈ span{xn}∞n=1 por

Tx =
∞∑
n=1

f ∗n(x)yn.

T está bien definida ya que, por el Lema 3.1.9, tenemos

sup
n
|f ∗n(x)| ≤ 2KM‖x‖,

y entonces ∥∥∥∥∥
r∑

n=m

f ∗n(x)yn

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥

r∑
n=m

f ∗n(x)(yn − xn)

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
r∑

n=m

f ∗n(x)xn

∥∥∥∥∥
≤

r∑
n=m

|f ∗n(x)|‖yn − xn‖+

∥∥∥∥∥
r∑

n=m

f ∗n(x)xn

∥∥∥∥∥
≤ 2KM‖x‖

r∑
n=m

‖yn − xn‖+

∥∥∥∥∥
r∑

n=m

f ∗n(x)xn

∥∥∥∥∥ .
Como por hipótesis tanto ‖

∑∞
n=1 f

∗
n(x)xn‖ como

∑∞
n=1 ‖yn−xn‖ convergen, {

∑r
n=1 f

∗
n(x)yn}∞r=1

es una sucesión de Cauchy que por lo tanto converge. Observemos que T
(
span{xn}∞n=1

)
⊂

span{yn}∞n=1 y que

‖x− Tx‖ ≤
∞∑
n=1

|f ∗n(x)|‖xn − yn‖ ≤ 2KM‖x‖
∞∑
n=1

‖xn − yn‖. (3.15)

Consecuentemente de la Ecuación (3.13) tenemos,
∥∥∥Ispan{xn}∞n=1

− T
∥∥∥ < 1 y por el lema

anterior, existe T−1 : T (span{xn}∞n=1) −→ span{xn}∞n=1 y es continuo. Además,

‖T‖ < 1 +
∥∥∥Ispan{xn}∞n=1

∥∥∥ = 2. (3.16)
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Tenemos, ∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ ≤ ‖T−1‖

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anyn

∥∥∥∥∥ ≤ ∥∥T−1
∥∥ ‖T‖∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ , (3.17)

lo cual prueba que {xn}∞n=1 y {yn}∞n=1 son equivalentes. De aqúı es inmediato que como
{xn}∞n=1 satisface los literales (1) y (2) del Teorema 3.1.11, {yn}∞n=1 también los satisfa-
ce y es por lo tanto una sucesión básica. Además la Ecuación (3.17) también prueba que

T
(
span{xn}∞n=1

)
= span{yn}∞n=1, entonces si {xn}∞n=1 es una base, {yn}∞n=1 también lo es ya

que en este caso el lema anterior implica que T es sobreyectivo. Con esto queda demostrado
(i).

Ahora para (ii). Supongamos ahora que P : X −→ span{xn}∞n=1 es una proyección y que se
cumple la Ecuación (3.14). Si y ∈ Y = span{yn}∞n=1 ⊂ X,

y =
∞∑
n=1

anyn = T
∞∑
n=1

anxn = TP
∞∑
n=1

anxn.

Si x =
∑∞

n=1 anxn, usando el hecho de que supn |an| ≤ 2KM‖x‖ y usando la Ecuación (3.16),
obtenemos que

‖TPy − y‖ =

∥∥∥∥∥TP
∞∑
n=1

anyn − TP
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥TP
(
∞∑
n=1

anyn −
∞∑
n=1

anxn

)∥∥∥∥∥
=⇒‖TPy − y‖ =

∥∥∥∥∥TP
∞∑
n=1

(anyn − anxn)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥TP
∞∑
n=1

an(yn − xn)

∥∥∥∥∥
=⇒‖TPy − y‖ ≤ ‖T‖‖P‖

∞∑
n=1

|an|‖yn − xn‖ ≤ 2KM‖T‖‖P‖‖x‖
∞∑
n=1

‖yn − xn‖ ≤
1

2
‖x‖.

Por lo que,

‖TPy − y‖ ≤ 1

2
‖x‖. (3.18)

Por otro lado, de las Ecuaciones (3.14), (3.15) y además de que la norma de una proyección
es mayor o igual a 1, tenemos

‖x− Tx‖ ≤ 2KM‖x‖
∞∑
n=1

‖xn − yn‖ ≤
2KM‖x‖
8KM‖P‖

≤ 1

4
‖x‖.

Aśı,

‖x− Tx‖ ≤ 1

4
‖x‖, (3.19)

136



y de aqúı,

‖x‖ − ‖Tx‖ ≤ ‖x− Tx‖ ≤ 1

4
‖x‖ =⇒‖x‖ − 1

4
‖x‖ ≤ ‖Tx‖ =⇒ 3

4
‖x‖ ≤ ‖Tx‖

=⇒‖x‖ ≤ 4

3
‖Tx‖ =

4

3
‖y‖.

Por lo que,

‖x‖ ≤ 4

3
‖y‖. (3.20)

Ahora de las Ecuaciones (3.18) y (3.20), tenemos que

‖TPy − y‖ ≤ 1

2
‖x‖ ≤ 1

2

(
4

3
‖y‖
)

=
2

3
‖y‖.

Entonces si S = TP |Y e IY denota la identidad en Y , ‖S − IY ‖ < 1 y por lo tanto, como
TP (X) ⊂ Y , usando nuevamente el Lema 3.1.22, se tiene que S : Y −→ Y tiene inverso. Si
consideramos ahora a Q = S−1TP , Q es un operador con dominio X y con rango Y tal que
para x ∈ X, Q2x = S−1TPS−1TPx = S−1TPx, lo cual demuestra que Q es una proyección
de X sobre Y . �

Como una aplicación del resultado anterior probaremos el siguiente teorema que es muy
usado en el estudio de los subespacios complementados de un espacio de Banach.

Teorema 3.1.24. Sea X un espacio de Banach con base {xn}∞n=1 y ε > 0. Entonces si F es
un subespacio cerrado de X de dimensión infinita, existe una base bloque normalizada {uj}∞j=1

en X y existe un subespacio de dimensión infinita G de F que tiene una base normalizada
{yn}∞n=1, tal que,

∞∑
n=1

‖yj − yj‖ < ε.

Demostración:
Sea K la constante de base de {xn}∞n=1.
Primero probaremos que para cada n ∈ N, existe en F un elemento y 6= 0 de la forma

y =
∞∑
n=1

ajxj. (3.21)

Supongamos que esto es falso. Entonces existe n ∈ N tal que para toda y ∈ F , y 6= 0 se tiene
que Pny 6= 0, donde Pn : X −→ span{xj}nj=1 es la proyección asociada a la base {xn}∞n=1

definida en la Proposición 3.1.8. Por lo tanto Pn|F es inyectiva, o sea que F es isomorfo a un
subespacio de span{xj}nj=1 contradiciendo el hecho de que F tiene dimensión infinita. Sean

0 < ε < 1, m1 = 0 y y ∈ F con ‖y1‖ = 1, y1 =
∑∞

n=1 a
(1)
n xn. Como esta serie es convergente,

existe m2 > m1 tal que, ∥∥∥∥∥
∞∑

n=m2+1

a(1)
n xn

∥∥∥∥∥ < ε

23K
.
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Por la Ecuación (3.21) podemos hallar en F un elemento y2 tal que ‖y2‖ = 1 y y2 es de la
forma

y2 =
∞∑

n=m2+1

a(2)
n xn.

Sea m3 tal que, ∥∥∥∥∥
∞∑

n=m3+1

a(2)
n xn

∥∥∥∥∥ < ε

24K
.

De esta manera construiremos inductivamente una sucesión {yj}∞j=1 ⊂ F con ‖y1‖ = 1, y
una sucesión {mj}∞j=1 ⊂ N tales que 0 < m1 < m2 < . . . ,

y1 =
∞∑

n=mj+1+1

a(j)
n xn y

∥∥∥∥∥∥
∞∑

n=mj+1+1

a(j)
n xn

∥∥∥∥∥∥ < ε

2j+2K
. (3.22)

Definamos para j = 1, 2, . . . ,

vj =

mj+1∑
n=mj+1

a(j)
n xn;

como ‖yj‖ = 1, por Ecuación (3.22) vj 6= 0. Sea uj =
vj
‖vj‖ . Entonces por Ecuación (3.22)

tenemos
|‖yj‖ − ‖vj‖| ≤ ‖yj − vj‖ =⇒ |1− ‖vj‖| ≤ ‖yj − vj‖ <

ε

2j+2K
Y además,

‖yj − uj‖ ≤ ‖yj − vj‖+ ‖vj − uj‖ = ‖yj − vj‖+

∥∥∥∥vj − vj
‖vj‖

∥∥∥∥
=⇒‖yj − uj‖ ≤ ‖yj − vj‖+

∥∥∥∥vj(‖vj‖ − 1)

‖vj‖

∥∥∥∥ = ‖yj − vj‖+

∥∥∥∥vj (‖vj‖ − 1)

‖vj‖

∥∥∥∥
=⇒‖yj − uj‖ ≤ ‖yj − vj‖+

‖vj‖
‖vj‖
|‖vj‖ − 1| = ‖yj − vj‖+ |1− ‖vj‖| <

ε

2j+2K
+

ε

2j+2K

=⇒‖yj − uj‖ <
2ε

2j+2K
=

ε

2j+1K
.

Como {uj}∞j=1 es una base bloque de {xn}∞n=1, por el Corolario 3.1.13 es una sucesión básica
con constante de base menor o igual que K. Usando el Teorema 3.1.23, tenemos que {yn}∞n=1

es una sucesión básica equivalente a {uj}∞j=1 y tomando G = span{yn}∞n=1 termina la demos-
tración del teorema. �

Otra aplicación del Teorema 3.1.23, cuya demostración es parecida a la del teorema anterior,
y sin embargo está enfocada en otra dirección, nos la da el lema siguiente. Este resultado es
de especial interés para nosotros, pues va a ser la clave en la prueba de que los espacios `p

no son isomorfos entre śı.

Lema 3.1.25. Sea X un espacio de Banach con base {xn}∞n=1. Si {yn}∞n=1 es una sucesión
seminormalizada débilmente convergente a 0 en X, entonces {yn}∞n=1 tiene una subsucesión
equivalente a una base bloque de {xn}∞n=1.
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Demostración:
Supongamos que para n = 1, 2, . . . ,

1

M
≤ ‖yn‖ ≤M.

Sea K la constante de base de {xn}∞n=1 y sea {εn}∞n=1 ⊂ R con εn > 0 para n = 1, 2, . . . y

∞∑
n=1

εn <
1

2KM
.

Sean n1 = 1, m1 = 0 y m2 tales que:∥∥∥∥∥y1 −
m2∑
j=1

f ∗j (yj)xj

∥∥∥∥∥ < ε1.

Por hipótesis tenemos que yn converge débilmente a 0, existe n2 > n1 tal que para i =
1, 2, ...,m2,

|f ∗i (yn2)| <
ε2

2
∑m2

j=1 ‖xj‖
. (3.23)

Además, existe m3 > m2 con, ∥∥∥∥∥yn2 −
m3∑
j=1

f ∗j (yn2)xj

∥∥∥∥∥ < ε2

2
. (3.24)

De las Ecuaciones (3.23) y (3.24) obtenemos,∥∥∥∥∥yn2 −
m3∑

j=m2+1

f ∗j (yn2)xj

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥yn2 −
m3∑
j=1

f ∗j (yn2)xj +

m3∑
j=1

f ∗j (yn2)xj −
m3∑

j=m2+1

f ∗j (yn2)xj

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥yn2 −
m3∑
j=1

f ∗j (yn2)xj

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
m3∑
j=1

f ∗j (yn2)xj −
m3∑

j=m2+1

f ∗j (yn2)xj

∥∥∥∥∥
<
ε2

2
+

∥∥∥∥∥
m2∑
j=1

f ∗j (yn2)xj

∥∥∥∥∥ ≤ ε2

2
+ |f ∗j (yn2)|

m2∑
j=1

‖xj‖

<
ε2

2
+

ε2

2
∑m2

j=1 ‖xj‖

m2∑
j=1

‖xj‖ =
ε2

2
+
ε2

2
=

2ε2

2
= ε2.

Procediendo inductivamente construimos dos sucesiones crecientes {ni}∞i=1 y {mi}∞i=1 tales
que,

‖yni‖ −

∥∥∥∥∥
mi+1∑

j=mi+1

f ∗j (yni)xj

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥yni −

mi+1∑
j=mi+1

f ∗j (yni)xj

∥∥∥∥∥ < εi

=⇒‖yni‖ −

∥∥∥∥∥
mi+1∑

j=mi+1

f ∗j (yni)xj

∥∥∥∥∥ < εi.

139



Por lo que,

‖yni‖ − εi <

∥∥∥∥∥
mi+1∑

j=mi+1

f ∗j (yni)xj

∥∥∥∥∥ . (3.25)

Si ui =
∑mi+1

j=mi+1 f
∗
j (yni)xj, entonces por las hipótesis y por Ecuación (3.25),

M − 1

2KM
≤M − εi ≤ ‖ui‖ ≤M + εi ≤M +

1

2KM
,

y además

∞∑
i=1

‖yni − ui‖ <
∞∑
i=1

εi <
1

2KM
.

Como por el Corolario 3.1.13 {ui}∞i=1 es una sucesión básica con constante de base menor o
igual que K, podemos aplicar el Teorema 3.1.23, para obtener que {yni}∞i=1 es equivalente a
{ui}∞i=1. �

3.2. BASES REDUCTORAS Y ACOTADAMENTE COM-

PLETAS

La existencia de una base de Schauder en un espacio de Banach por śı sola no nos da
mucha información acerca de la estructura del espacio; sin embargo si la base posee ciertas
propiedades adicionales, podemos conocer más a fondo el espacio, por ejemplo podemos saber
si es reflexivo o si contiene como subespacio a alguno de los espacios `p o c0. Nos planteamos
primero la siguiente pregunta ¿Será cierto que si {xn}∞n=1 es una base, entonces la sucesión
{f ∗n}∞n=1 en el espacio dual de las funcionales biortogonales asociadas es también una base?
La respuesta evidentemente es no, pues para que {f ∗n}∞n=1 fuera una base en X∗, este espacio
debeŕıa ser separable y esto no siempre es cierto. Si tomamos por ejemplo el espacio `1 con
la base canónica, su dual `∞ no es separable. Sin embargo {f ∗n}∞n=1 siempre es una sucesión
básica en X∗.

Lema 3.2.1. Sea {xn}∞n=1 una base en un espacio de Banach X con constante de base
K. Entonces la sucesión de funcionales biortogonales {f ∗n}∞n=1 ⊂ X∗, es una sucesión básica
con constante de base menor o igual a K y las proyecciones asociadas a esta sucesión son
P ∗n |span{f∗i }∞i=1

, n = 1, 2, . . . , donde P ∗n es el operador adjunto a la proyección Pn.

Además, si {xn}∞n=1 es monótona, es decir si K = 1, se tiene que para f ∗ ∈ X∗,

‖f ∗‖ = ĺım
n→∞

‖P ∗nf ∗‖ = sup
n
‖P ∗nf ∗‖.

Demostración:
Del Lema 3.1.9 sabemos que f ∗n es una funcional acotada. Sean Pn : X −→ X, n = 1, 2, . . .
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las proyecciones asociadas a la base. Entonces por el Teorema 1.9.3, los operadores adjuntos
P ∗n : X∗ −→ X∗ son acotados y ‖P ∗n‖ = ‖Pn‖ . Por lo tanto,

sup
n
‖P ∗n‖ = sup

n
‖Pn‖ = K. (3.26)

Además si f ∗ ∈ X∗ y x =
∑∞

n=1 anxn ∈ X,

P ∗n(f ∗(x)) = f ∗(Pn(x)) = f ∗

(
n∑
i=1

aixi

)
=

n∑
i=1

aif
∗(xi)

=⇒P ∗n(f ∗(x)) =
n∑
i=1

f ∗(xi)f
∗
i

(
∞∑
i=1

aixi

)
; ai = f ∗i

(
∞∑
i=1

aixi

)
=

n∑
i=1

f ∗(xi)f
∗
i (x).

Lo cual significa que,

P ∗nf
∗ =

n∑
i=1

f ∗(xi)f
∗
i , (3.27)

es decir,

P ∗n(f ∗) ⊂ span{f ∗i }∞i=1. (3.28)

En particular, si
∑∞

i=1 bif
∗
i ∈ span{f ∗n}∞n=1, de la Ecuación (3.27) se deduce que,

P ∗n

∞∑
i=1

bif
∗
i =

n∑
i=1

bif
∗
i ,

y de aqui, de las Ecuaciones (3.26), (3.28) se concluye que,

sup
n

∥∥∥P ∗n |span{f∗i }∞i=1

∥∥∥ ≤ K.

Del Corolario 3.1.15, se sigue ahora que {x∗n}∞n=1 es una sucesión básica cuya constante de
base es menor o igual a K. Supongamos ahora que K = 1. Sean ε > 0 y x =

∑∞
n=1 anxn ∈ X

con ‖x‖ = 1 tales que |f ∗(x)| > (1 − ε)‖f ∗‖. Como f ∗ es continua, f ∗(x) =
∑∞

n=1 anf
∗(xn)

y existe N tal que si n > N , ∣∣∣∣∣
∞∑
i=n

aif
∗(xi)

∣∣∣∣∣ < ε‖f ∗‖.

Consecuentemente,

(1− ε)‖f ∗‖ < |f ∗(x)| ≤ |(P ∗n)(x)|+ |
∞∑
i=n

aif
∗(xi)| ≤ ‖P ∗nf ∗‖+ ε‖f ∗‖.

De donde,

(1− ε)‖f ∗‖ ≤ ‖P ∗nf ∗‖+ ε‖f ∗‖. (3.29)

De la Ecuación (3.29) y comoK = 1, se tiene que para n > N , (1−2ε)‖f ∗‖ ≤ ‖P ∗nf ∗‖ ≤ ‖f ∗‖.
Por lo tanto, ‖f ∗‖ = ĺım

n−→∞
‖P ∗nf ∗‖, pero por ser {xn}∞n=1 monótona, ‖P ∗nf ∗‖ ≤ ‖P ∗n+1f

∗‖ y

esto implica que ‖f ∗‖ = supn ‖P ∗nf ∗‖, lo cual termina la prueba. �
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Ejemplo 3.2.2. Consideremos el espacio c0 con la base sumante {ξn}∞n=1, definido en el
Ejemplo 3.1.14, cuyo dual es el espacio `1 que es separable.

Demostración:
Sea {en}∞n=1 una sucesión de vectores unitarios, en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) con 1 en la posición
n−ésima. Ahora sea {g∗n}∞n=1 ⊂ X∗ la sucesión de funcionales biortogonales asociadas a
{en}∞n=1

g∗n(em) =

{
1 si m = n
0 si m 6= n

,

de igual manera podemos indentificar g∗n con (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) ∈ `1. Sea h∗n = g∗n − g∗n+1 =
(0, . . . , 0, 1, 0, . . . )− (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ), como {g∗n}∞n=1 es la base canónica de `1. Por lo tanto,
h∗n es el elemento (0, . . . , 0, 1,−1, 0, . . . ) ∈ `1 y su norma es 2. Veremos que g∗1 /∈ span{h∗n}∞n=1.
Supongamos que g∗1 =

∑∞
i=1 aih

∗
i . Entonces g∗1(e1) = 1 = a1 y si n > 1, 0 = e∗1(en) = an−an−1,

de donde an = 1 para n = 1, 2, . . . ; pero por el Lema 3.1.2, la sucesión {an}∞n=1 debeŕıa con-
verger a 0. Lo cual es una contradicción, entonces lo supuesto es falso. Por lo que hemos
demostrado que {h∗n}∞n=1 no es base de `1. �

A continuación nos da una condición necesaria y suficiente para que la sucesión básica
{x∗n}∞n=1 sea una base para X∗.

Teorema 3.2.3. Sea X un espacio de Banach con una base {xn}∞n=1. Entonces la sucesión
de funcionales biortogonales {f ∗n}∞n=1 es una base de X∗ si y sólo si para cada f ∗ ∈ X

ĺım
n−→∞

∥∥∥f ∗|span{xi}∞i=n∥∥∥ = 0. (3.30)

Cuando una base satisface la Ecuación (3.30), se le llama base reductora.

Demostración:
“=⇒”
Si {f ∗n}∞n=1 es una base de X∗, entonces para cada f ∗ ∈ X∗,

ĺım
n−→∞

‖f ∗ − P ∗nf ∗‖ = 0. (3.31)

Sea y ∈ span{xi}∞i=n. Entonces como Pn−1y = 0,

|f ∗(y)| = |f ∗(y)− 0| = |f ∗(y)− f ∗(0)| = |f ∗(y)− f ∗(Pn−1(y))| = |f ∗(y)− (P ∗n−1f
∗)(y)|

=⇒|f ∗(y)| = |(f ∗ − P ∗n−1f
∗)(y)| ≤ ‖f ∗ − P ∗n−1f

∗‖‖y‖.

Esto implica que, ∥∥∥f ∗|span{xi}∞i=n∥∥∥ ≤ ∥∥f ∗ − P ∗n−1f
∗∥∥ ,

y de la Ecuación (3.31) se obtiene que,

ĺım
n−→∞

∥∥∥f ∗|span{xi}∞i=n∥∥∥ = 0.
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“⇐=”
Si {xn}∞n=1 es tal que se satisface la Ecuación (3.30) y aśı f ∗ ∈ X∗, entonces para toda x ∈ X
con ‖x‖ = 1,

|(f ∗ − P ∗f ∗(x))| = |f ∗((I − Pn)(x))| = |f ∗|span{xi}∞i=n((I − Pn)(x))|

=⇒|(f ∗ − P ∗f ∗(x))| ≤
∥∥∥f ∗|span{xi}∞i=n+1

∥∥∥ ‖I − Pn‖ ≤ ∥∥∥f ∗|span{xi}∞i=n+1

∥∥∥ (1 +K),

donde K es la constante de base de {xn}∞n=1. Concluimos aśı que,

ĺım
n
‖f ∗ − P ∗nf ∗‖ ≤ ĺım

n

∥∥∥f ∗|span{xi}∞i=n+1

∥∥∥ (1 +K) = 0 =⇒ ĺım
n
‖f ∗ − P ∗nf ∗‖ = 0.

Aśı, {f ∗n}∞n=1 es una base de X∗. �

Ejemplo 3.2.4. El Ejemplo 3.1.14 muestra que las bases canónicas en c0 y en `p, 1 < p <∞,
son reductoras ya que ĺım

n−→∞
‖g∗|span{xi}∞i=n‖ = 0.

Ahora surge una pregunta ¿cuándo una base {xn}∞n=1 en un espacio de Banach X es la
sucesión de funcionales biortogonales asociadas a una base? Desde luego para ello se necesita
que X sea el espacio Dual de algún espacio de Banach.

Teorema 3.2.5. Si X es una espacio de Banach con una base {xn}∞n=1 tal que,

(*) siempre que {an}∞n=1 ⊂ K es tal que supn ‖
∑∞

i=1 aixi‖ < ∞, la serie
∑∞

n=1 anxn tam-
bién converge,

entonces X es isomorfo al dual del espacio span{f ∗n}∞n=1 ⊂ X∗. A una base que cumple la
propiedad (∗) se le llama base acotadamente completa.

Demostración:
Sean Y = span{f ∗n}∞n=1 y J : X −→ Y ∗ dada por

(J(x))(y) = y(x), (3.32)

para toda y ∈ Y , x ∈ X. Es decir J(x) = j(x)|Y , donde j es la inyección canónica de X
en X∗∗. En consecuencia ‖J‖ ≤ ‖j‖ = 1. Por otro lado sean x =

∑∞
i=1 aixi ∈ X, n ∈ K

y g∗ ∈ X∗ con ‖g∗‖ = 1 y g∗(
∑n

i=1 aixi) = ‖
∑n

i=1 aixi‖. Por Ecuación (3.27) sabemos que
P ∗ng

∗ ∈ Y y que∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ = P ∗ng
∗

(
n∑
i=1

aixi

)
=

(
J

(
n∑
i=1

aixi

))
(P ∗ng

∗) ≤

∥∥∥∥∥J
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥K,
donde K es la constante de base de {xn}∞n=1; consecuentemente ‖x‖ ≤ K‖Jx‖ y

1

K
‖x‖ ≤ ‖Jx‖ ≤ ‖x‖. (3.33)
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Por lo tanto, J es inyectiva y probaremos que es sobre Y ∗. Observemos que,

(J(xi)(f
∗
n)) = f ∗n(xi) =

{
1 si n = i
0 si n 6= i

Es decir {J(xn)}∞n=1 es la sucesión de funcionales biortogonales asociada a {f ∗n}∞n=1 en Y ∗.
Sea y∗ ∈ Y ∗. Si {Qn}∞n=1 denota a la sucesión de proyecciones asociadas a {f ∗n}∞n=1 es menor o
igual a K que ‖Qn‖ = ‖Q∗n‖ ≤ K. Por lo tanto, para toda y ∈ Y con y =

∑∞
i=1(J(xi)(y))f ∗,

Q∗ny
∗(y) = y∗(Qny) =

n∑
i=1

[J(xi)](y)y∗(f ∗i ) =

[
n∑
i=1

y∗(f ∗i )J(xi)

]
(y),

es decir, Q∗ny
∗ =

∑n
i=1 y

∗(f ∗i )J(xi), y ‖
∑n

i=1 J(xi)y
∗(f ∗i )‖ ≤ ‖Q∗n‖‖y∗‖. De esto y de la

Ecuación (3.33) se tiene que ∥∥∥∥∥
n∑
i=1

y∗(f ∗i )xi

∥∥∥∥∥ ≤ K2‖y∗‖.

Como la base es acotadamente completa, x =
∑∞

i=1 y
∗(f ∗i )xi ∈ X y además tenemos que

Jx = J(
∑∞

i=1 y
∗(f ∗i )xi) = y∗. Con esto probamos que J es sobreyectiva y que X es isomorfo

a Y ∗.
OBSERVACIÓN: La propiedad de que la base {xn}∞n=1 es acotadamente completa sólo se
usó en el último párrafo, de manera que siempre que X tiene una base {xn}∞n=1, es cierto
que X es isomorfo a un subespacio del dual de span{f ∗n}∞n=1. �

Ejemplo 3.2.6. La base canónica en c0 no es acotadamente completa, ya que por ejemplo,

sup
n

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ei

∥∥∥∥∥ = 1,

pero tenemos que esta serie no es convergente en c0, pues la sucesión {1, 1, 1, . . . } no perte-
nece a c0. La base canónica en `p con 1 ≤ p <∞ es acotadamente completa ya que,

sup
n

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ei

∥∥∥∥∥ = 1,

y la sucesión {1, 1, 1, . . . } pertenece a `p.

Ahora surge la siguiente interrogante, ¿Qué pasa si una base de X es simultáneamente
reductora y acotadamente completa? En tal caso el espacio resulatará ser reflexivo y también
si un espacio con base es reflexivo, entonces la base es reductora y acotadamente completa.
Pero, antes de probar lo anterior mencionado, daremos un primer paso con el siguiente
teorema, que nos permite representar al doble dual de un espacio con base reductora como
un espacio de sucesiones.

Teorema 3.2.7. Sea {xn}∞n=1 una base reductora en un espacio de Banach X. Entonces el
espacio X∗∗ es isomorfo al espacio X definido por,

X =

{
{an}∞n=1 ⊂ K : sup

n

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ <∞
}
,
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con la norma,

‖{an}∞n=1‖X = sup
n

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ .
La identificación está dada por, Γ←→ {Γ(f ∗1 ),Γ(f ∗2 ) . . . } = x. Si además {xn}∞n=1 es monóto-
na, entonces ‖Γ‖ = ‖x‖X .

Demostración:
Primeramente hagamos la constante de base de {xn}∞n=1 es 1, ya que la norma en X dada
por |‖x‖| = supn ‖

∑n
i=1 aixi‖ para x =

∑∞
n=1 anxn ∈ X, es equivalente a la norma ‖ · ‖ y

con respecto a ella la base es claramente monótona (ver Corolario 3.1.5). Sea {Pn}∞n=1 la
sucesión de las proyecciones asociadas a {xn}∞n=1. Entonces por ser {xn}∞n=1 base reductora,
{f ∗n}∞n=1 es una base de X∗. Sea j la inyección canónica; recordemos que j es una isometŕıa
y que {j(xn)}∞n=1 es la sucesión de funcionales biortogonales asociada a la base {f ∗n}∞n=1 (ver
Teorema 3.2.5). Por el Lema 3.2.1 la base {f ∗n}∞n=1 es monótona y para cada f ∗ ∈ X∗∗,

P ∗∗n Γ =
n∑
i=1

Γ(f ∗i )j(xi), y sup
n
‖P ∗∗n Γ‖ = ‖Γ‖.

Esto quiere decir que si T : X∗∗ −→ (X , ‖ · ‖X ) está dado por TΓ = {Γ(f ∗1 ),Γ(f ∗2 ), . . . } = x.
Probemos que T es una isometŕıa. Primero demostremos que T es sobreyectiva. Supongamos
que {an}∞n=1 ⊂ K es tal que,

sup
n

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ <∞.
Entonces la sucesión {

∑n
i=1 aij(xi)}∞n=1 está acotada en X∗∗. Consideremos en X∗∗ la topo-

loǵıa ω∗. Como se comentó en la sección de Reflexividad, en esta topoloǵıa, Γn−→
ω∗

Γ si y sólo

si, para toda f ∗ ∈ X∗,

ĺım
n−→∞

Γn(f ∗) = Γ(f ∗). (3.34)

Por el Teorema de Banach-Alaoglu 1.6.25, la sucesión {
∑n

i=1 aij(xi)}∞n=1 está contenida en
un conjunto ω∗−compacto y por lo tanto tiene un subsucesión ω∗−convergente. Supongamos
que Γ ∈ X∗∗ es tal que,

mn∑
i=1

aij(xi)−→
ω∗

Γ.

Entonces de la Ecuación (3.34) para toda f ∗ ∈ X∗,

ĺım
n−→∞

mn∑
i=1

aif
∗(xi) = ĺım

n−→∞

[
mn∑
i=1

aij(xi)

]
(f ∗) = Γ(f ∗).

En particular si f ∗ = f ∗n para alguna n, obtenemos que, Γ(f ∗n) = an, lo cual implica que
TΓ = {an}∞n=1 y termina la demostración del teorema. �

Como ya vimos que T es inyectiva y además toda subsucesión que sea ω∗-convergente de
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{
∑n

i=1 aij(xi)}∞n=1 converge al mismo ĺımite y en particular {
∑n

i=1 aij(xi)}∞n=1 converge en
la topoloǵıa ω∗. Combinando los conceptos de base acotadamente completa y reductora
obtenemos finalmente la siguiente caracterización de los espacios reflexivos con base.

Teorema 3.2.8. Sea X un espacio de Banach con base {xn}∞n=1. Entonces X es reflexivo
si y sólo si la base es a la vez reductora y acotadamente completa.

Demostración:
“⇐=”
Supongamos primero que X es reflexivo. Ahora supongamos que su base no es reductora.

Si {xn}∞n=1 no es reductora, existe f ∗ ∈ X∗ tal que
∥∥∥f ∗|span{x}∞i=n∥∥∥ no tiende a cero. Como{∥∥∥f ∗|span{x}∞i=n∥∥∥} es decreciente, existen ε > 0 y para n = 1, 2, . . . yn ∈ span{x}∞i=n tales

que,

a) ‖yn‖ = 1.

b) f ∗(yn) > ε, para n = 1, 2, . . . .

Por el Corolario 1.6.37, podemos suponer sin pérdida de generalidad que {yn}∞n=1 es débil-
mente convergente; sea y =

∑∞
n=1 f

∗
n(y)xn su ĺımite. Entonces ĺım

n−→∞
f ∗m(yn) = f ∗m(y) para

cada m. Pero f ∗m(yn) = 0 si n > m, de modo que f ∗m(y) = 0 para cada m, y esto implica que
y = 0, lo cual contradice b), probando aśı que {xn}∞n=1 es reductora. Estamos ahora en la
situación del Teorema 3.2.7, por lo tanto, si {an}∞n=1 ⊂ K es tal que,

sup
n

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ <∞,
entonces existe Γ ∈ X∗∗ con Γ(f ∗i ) = ai, para cada i. Sea j la inyección canónica de X en
X∗∗. Como X es reflexivo, {j(xn)}.∞n=1 es base de X∗∗, de donde Γ se puede expresar como
Γ =

∑∞
n=1 bnj(xn) y tenemos que an = bn para toda n. Por ende

∑∞
n=1 anxn converge en X

y {xn}∞n=1 es acotadamente completa.

“=⇒”
Supongamos que {xn}∞n=1 es una base reductora y acotadamente completa de X. Para ver
que X es reflexivo hay que probar que si Γ ∈ X∗∗, existe x ∈ X tal que j(x) = Γ. Sea pues
Γ ∈ X∗∗, entonces por el Teorema 3.2.7,

sup
n

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

Γ(f ∗i )xi

∥∥∥∥∥ <∞,
y por ser {xn}∞n=1 acotadamente completa,

∑∞
n=1 Γ(f ∗n)xn ∈ X. Por lo tanto,

Υ =
∞∑
n=1

Γ(f ∗n)j(xn) ∈ X∗∗,
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y como Υ(f ∗n) = Γ(f ∗n) para cada n, y {f ∗n}∞n=1 es base de X∗, Υ = Γ, o sea que,

Γ = j

(
∞∑
n=1

Γ(f ∗n)xn

)
,

lo que completa la prueba. �

Ejemplo 3.2.9. Los espacios `p con 1 < p < ∞ son reflexivos, por el teorema anterior
tenemos que la base canónica y cualquier otra base en estos espacios es a la vez reductora y
acotadamente completa.

3.3. BASES INCONDICIONALES

Las bases incondicionales nos permiten conocer más a fondo los espacios que las poseen.
Esta definición está muy ligada a la de series incondicionalmente convergentes en un espacio
de Banach.

Definición 3.3.1. Sea {xn}∞n=1 una sucesión en un espacio de Banach. Diremos que la serie∑∞
n=1 xn converge incondicionalmente, si para cualquier permutación π una función biyectiva

de N en N,
∑∞

n=1 xπ(n) converge.

Proposición 3.3.2. Sea {xn}∞n=1 una sucesión en un espacio de Banach X. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes,

(i) La serie
∑∞

n=1 xn es incondicionalmente convergente.

(ii) Para toda ε > 0, existe un entero N tal que ‖
∑

i∈σ xi‖ < ε para todo conjunto finito
σ ⊂ N con mı́n σ > N .

(iii) La serie
∑∞

i=1 xni converge para cualquier sucesión de naturales n1 < n2 < . . . .

(iv) La serie
∑∞

n=1 θnxn converge para cualquier sucesión {θn}∞n=1 con θn = ±1 para n =
1, 2, . . . .

Demostración:
Demostraremos que (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv) =⇒ (ii) =⇒ (i).

(i) =⇒ (ii). Supongamos que (ii) es falso. Entonces existen ε > 0 y σ1 ⊂ N finito tal
que

∥∥∑
i∈σ xi

∥∥ ≥ ε y también para toda n, existe un conjunto finito σn ⊂ N tal que para
n = 2, . . . ,

máxσn < mı́n σn+1 = pn+1 y

∥∥∥∥∥∑
i∈σ

xi

∥∥∥∥∥ ≥ ε. (3.35)

Si rn + 1 denota la cardinalidad de σn, como,

pn + rn ≤ máx σn < pn+1,
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existe una permutación π de N tal que para n = 1, 2, . . . ,

π−1(σn) = {pn, pn + 1, . . . , pn + rn}.

Para lo cual tenemos que para n > m ≥ N ,∥∥∥∥∥
n∑
k=1

xπ(k) −
m∑
k=1

xπ(k)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

xπ(k)

∥∥∥∥∥ ≥ ε.

Por lo cual
{∑n

k=1 xπ(k)

}∞
n=1

no es de Cauchy, lo cual genera una contradicción, aśı lo supuesto
es falso por tanto, se cumple ii).

(ii) =⇒ (iii). Dado que (ii) implica que {
∑m

i=1 xni}
∞
m=1 es una sucesión de Cauchy. En-

tonces para cualquier sucesión de naturales n1 < n2 < . . . , {
∑m

i=1 xni}
∞
m=1 converge ya que

X es de Banach.

(iii) =⇒ (iv). Supongamos que
∑∞

i=1 xni converge para cualquier sucesión de naturales
n1 < n2 < . . . y sea {θn}∞n con θn = ±1 para n = 1, 2, . . . Sea

{ni : i = 1, 2, . . . } = {n ∈ N : θn = 1},

con n1 < n2 < . . . y sea

{mi : i = 1, 2, . . . } = {n ∈ N : θn = −1},

con m1 < m2 < . . . . Entonces dado ε > 0, existe N tal que si i > j > N , entonces∥∥∥∥∥
i∑

k=j

xnk

∥∥∥∥∥ < ε

2
y

∥∥∥∥∥
i∑

k=j

xmk

∥∥∥∥∥ < ε

2
.

Por lo tanto, si m > n > máx{nN ,mN}∥∥∥∥∥
m∑
k=n

θkxk

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
m∑
k=j

θkxk −
n∑
k=j

θkxk

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥

i∑
k=j

xnk

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
i∑

k=j

xmk

∥∥∥∥∥ < ε

2
+
ε

2
= ε,

es decir, {
∑n

k=1 θkxk}∞n=1 es una sucesión de Cauchy que por lo tanto converge.

(iv) =⇒ (ii). Supongamos que se satisface (iv) pero no se cumple (ii). Sea {σn}∞n=1 co-
mo en la Ecuación (3.35). Sea

θi =

{
1, si i ∈ σn para alguna n
−1, en otro caso

Como
∑∞

i=1 xi y
∑∞

i=1 θixi convergen, entonces

2
∑

i∈∪nσn

xi =
∞∑
i=1

xi +
∞∑
i=1

θixi,
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debeŕıa converger, pero esto contradice la Ecuación (3.35). Por lo tanto lo supuesto es falso
y se cumple lo que queŕıamos probar.

(ii) =⇒ (i). Sean π : N −→ N una permutación de los naturales y ε > 0. Sea N tal
que si σ es un subconjunto finito de N y mı́nσ > N , se tiene que ‖

∑
i∈σ xi‖ < ε.

Sea M = máx{i ∈ N : π(i) ≤ N}. Entonces si m > n > M ,∥∥∥∥∥
m∑
i=n

xπ(i)

∥∥∥∥∥ < ε,

lo cual significa que
{∑n

i=1 xπ(i)

}∞
n=1

es una sucesión de Cauchy y consecuentemente converge.
�

Corolario 3.3.3. Si
∑∞

n=1 xn es una serie incondicionalmente convergente en un espacio
de Banach X, entonces existe x ∈ X tal que para toda permutación π de N,

∞∑
n=1

xπ(n) = x.

Demostración:
Sean π una permutación de los naturales y ε > 0. Sea N tal que se satisfaga (ii) de la
Proposición 3.3.2 y sea M = máx{i ∈ N : π(i) ≤ N}, entonces si n > M tenemos que

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(xi − xπ(i))

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
n∑

i=N+1

xi −
∑
i≤M
π(i)>N

xπ(i)

∥∥∥∥∥∥∥∥ ≤ 2ε.

Y esto prueba lo que queŕıamos demostrar. �

Definición 3.3.4. Una base {xn}∞n=1 en un espacio de Banach X se llama base incon-
dicional, si para toda x ∈ X su expansión

∑∞
n=1 anxn en términos de la base, converge

incondicionalmente.

De la Proposición 3.3.2, se deducen las siguientes definiciones equivalentes de base incon-
dicional.

Teorema 3.3.5. Sea {xn}∞n=1 una sucesión básica en un espacio de Banach. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes,

(i) {xn}∞n=1 es una sucesión básica incondicional.

(ii) Para todo subconjunto σ de N la convergencia de
∑∞

n=1 anxn implica la convergencia de∑
i∈σ aixi.

(iii) Si
∑∞

n=1 anxn converge, entonces
∑∞

n=1 θnanxn converge para toda sucesión {θn}∞n=1 ,
donde θn = ±1 para n = 1, 2, . . . .
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(iv) Si |bn| ≤ |an| para toda n, la convergencia de
∑∞

n=1 anxn implica la convergencia de∑∞
n=1 bnxn.

Demostración:
Primero demostremos (i) =⇒ (iii). Supongamos que {xn}∞n=1 es una sucesión básica incon-
dicional, entonces por definición, para toda x ∈ X su expansión

∑∞
n=1 anxn en términos de

la base, converge incondicionalmente. Luego, por literal (iv) de la Proposicióón 3.3.2 tene-
mos que, la serie

∑∞
n=1 θnanxn converge para cualquier sucesión {θn}∞n=1 con θn = ±1 para

n = 1, 2, . . . .

(iii) =⇒ (i). Supongamos que la serie
∑∞

n=1 θnanxn converge para cualquier sucesión {θn}∞n=1

con θn = ±1 para n = 1, 2, . . . . Tenemos por el literal (i) de la Proposición 3.3.2, tenemos
que la serie

∑∞
n=1 anxn es incondicionalmente convergente, lo cual implica por definición que

{xn}∞n=1 es una sucesión básica incondicional.

(ii) =⇒ (iii). Supongamos que para todo subconjunto σ de N la convergencia de
∑∞

n=1 anxn
implica la convergencia de

∑
i∈σ aixi, entonces se cumple el literal (ii) de la Proposición 3.3.2,

el cual al mismo tiempo implica que la serie
∑∞

n=1 θnanxn converge para cualquier sucesión
{θn}∞n=1 con θn = ±1 para n = 1, 2, . . . ,

(i) =⇒ (ii). Supongamos que {xn}∞n=1 es una sucesión básica incondicional, entonces por
definición, para toda x ∈ X su expansión

∑∞
n=1 anxn en términos de la base, converge in-

condicionalmente. Luego, por literal (ii) y (iii) de la Proposición 3.3.2, tenemos que, para
todo subconjunto σ de N la serie

∑
i∈σ aixi converge.

(iv) =⇒ (iii). Supongamos que se cumple (iv). Sean {an}∞n=1 y {θnan}∞n=1 con θn = ±1
para n = 1, 2, . . . tal que la serie

∑∞
n=1 anxn converge. Luego, por propiedad del módulo en

los reales tenemos que |θnan| ≤ |an|, para toda n, entonces dado que
∑∞

n=1 anxn converge,
esto implica que la serie

∑∞
n=1 θnanxn también converge.

(i) =⇒ (iv). Sea π una permutación de N y
∑∞

n=1 anxn ∈ X, también
∑∞

n=1 aπ(n)xπ(n) ∈ X,
de manera de que si f ∗ ∈ X∗, se satisface tanto |

∑∞
n=1 anf

∗(xn)| < ∞ como el hecho que
|
∑∞

n=1 aπ(n)f
∗(xπ(n))| <∞, aśı, por definición la serie

∑∞
n=1 anf

∗(xn) ⊂ K es incondicional-
mente convergente, y como en R y en C la convergencia incondicional de series es equivalente
a la convergencia absoluta, tenemos que

A =
∞∑
n=1

|anf ∗(xn)| <∞.

Sea ahora {bn}∞n=1 tal que |bn| ≤ |an|. Entonces para todo subconjunto finito σ de N,∣∣∣∣∣f ∗
(∑
n∈σ

bnxn

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
n∈σ

f ∗ (bnxn)

∣∣∣∣∣ ≤∑
n∈σ

|bnf ∗ (xn)| =
∑
n∈σ

|bn| |f ∗ (xn)|

=⇒

∣∣∣∣∣f ∗
(∑
n∈σ

bnxn

)∣∣∣∣∣ ≤∑
n∈σ

|an| |f ∗ (xn)| = A,
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lo cual, por el principio de acotamiento uniforme aplicado a la familia

G =

{
j

(∑
n∈σ

bnxn

)
: |bn| ≤ |an| para n ∈ N y σ es finito

}
,

donde j es la inyección canónica de span{xn}∞n=1 en
(
span{xn}∞n=1

)∗∗
y lo cual implica que

sup

{∥∥∥∥∥∑
n∈σ

bnxn

∥∥∥∥∥ : |bn| ≤ |an| para n ∈ N y σ es finito

}
<∞. (3.36)

Si para
∑∞

n=1 anxn ∈ X definimos,∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
1

= sup

{∥∥∥∥∥∑
n∈σ

bnxn

∥∥∥∥∥ : |bn| ≤ |an| para n ∈ N y σ es finito

}
(3.37)

Podemos ver que
(
span{xn}∞n=1, |‖ · ‖|

)
es un espacio normado completo, dado que si nos

damos una sucesión de Cauchy en span{xn}∞n=1 esta sucesión converge, ya que se cumple
span{xn}∞n=1 ⊂ X y por ser span{xn}∞n=1 cerrado, tenemos que la sucesión converge en el
subespacio span{xn}∞n=1. Y además ‖

∑∞
n=1 anxn‖ ≤ |‖

∑∞
n=1 anxn‖|1. Ahora consideremos

el siguiente operador, T : (span{xn}∞n=1, |‖ · ‖|1) −→ (span{xn}∞n=1, ‖ · ‖) el cual está dado
por

T
∞∑
n=1

anxn =
∞∑
n=1

anvn,

dado que T es el operador identidad, se tiene que T es biyectivo y continuo y, aplicando el
teorema de la función inversa, resulta que existe C ∈ R tal que para cada x ∈ X,

‖x‖ ≤ |‖x‖|1 ≤ C‖x‖. (3.38)

Por lo anterior, si ε < 0, existe N ∈ N tal que si n ≥ m > N ,∥∥∥∥∥
m∑
r=1

brxr

∥∥∥∥∥ ≤
∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥

n∑
r=m

arxr

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
1

< ε.

Es decir {
∑m

r=1 brxr}
n

m=1 es una sucesión de Cauchy en X y por ende convergente. Aśı, queda
demostrado el teorema. �

Corolario 3.3.6. Sean X un espacio de Banach con base incondicional {xn}∞n=1 y σ un sub-
conjuto finito de los naturales. Dada x =

∑∞
n=1 anxn definimos Pσx =

∑
n∈σ anxn. Entonces

Pσ es una proyección y
sup{‖Pσ‖ : σ ⊂ N, σ finito} <∞.
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Demostración:
Primeramente tenemos que,

Pσ ◦ Pσx = Pσ

(∑
n∈σ

anxn

)
=
∑
n∈σ

anxn = Pσx,

por lo que Pσ es una proyección. Ahora como {xn}∞n=1 es una base incondicional tenemos
por la Ecuación (3.36) en el Teorema 3.3.5 que,

sup{‖Pσ‖ : σ ⊂ N, σ finito} <∞.

Aśı, queda demostrado el corolario. �

Corolario 3.3.7. Sean X un espacio de Banach con base incondicional {xn}∞n=1. Si para
cada sucesión θ = {θn}∞n=1, donde para n = 1, 2, . . . θn = ±1, definimos Mθ : X → X
mediante

Mθ

∞∑
n=1

anxn =
∞∑
n=1

θnanxn,

entonces mθ es un operador acotado y supθ ‖Mθ‖ < ∞. Al número K = supθ ‖Mθ‖ se le
llama la constante de incondicionalidad de {xn}∞n=1. Además si definimos en X,∣∣∣∣∣

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
0

= sup
θ

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

θnanxn

∥∥∥∥∥ ,
|‖ · ‖|0 es una norma equivalente a la norma ‖ · ‖ en X tal que,∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ ≤
∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
0

≤ K

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ . (3.39)

Demostración:
Como {xn}∞n=1 es una base incondicional, por las Ecuaciones (3.36) y (3.37), también aplican-
do el teorema de la función inversa como en la demostración de la Ecuación (3.38) tenemos
que, ∣∣∣∣∣

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
0

= sup
θ

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

θnanxn

∥∥∥∥∥ ,
y también ∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ ≤
∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
0

≤ K

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ ,
esto demuestra que las normas son equivalente y consecuentemente queda demostrado el
corolario. �

En el siguiente lema demostraremos que una base seminormalizada {xn}∞n=1 es equivalente

a la base normalizada

{
xn
‖xn‖

}∞
n=1

, utilizando el hecho de que la base es incondicional.
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Lema 3.3.8. Si {xn}∞n=1 es una base incondicional seminormalizada en un espacio de

Banach X, entonces

{
xn
‖xn‖

}∞
n=1

es una base equivalente a {xn}∞n=1.

Demostración:
Si
∑∞

n=1 anxn ∈ X, entonces

∞∑
n=1

anxn =
∞∑
n=1

an‖xn‖
xn
‖xn‖

.

Supongamos que si n ∈ N, 1
M
≤ ‖xn‖ ≤M y que

∑∞
n=1 anxn ∈ X. Entonces

∑∞
n=1Manxn ∈

X, y como

∣∣∣∣ an‖xn‖
∣∣∣∣ ≤M |an| y {xn}∞n=1 es incondicional,

∞∑
n=1

an
xn
‖xn‖

∈ X.

Por otro lado, si
∑∞

n=1 an
xn
‖xn‖

∈ X, entonces
∑∞

n=1 Man
xn
‖xn‖

∈ X y como |an‖xn‖| ≤M |an|

y

{
xn
‖xn‖

}∞
n=1

es incondicional,

∞∑
n=1

anxn =
∞∑
n=1

a‖xn‖
xn
‖xn‖

.

De esta manera

{
xn
‖xn‖

}∞
n=1

es una base incondicional. �

Ejemplo 3.3.9. Los ejemplos más sencillos de bases incondicionales son las bases canónicas
{ei}∞i=1 de los espacios `p, 1 ≤ p < ∞ y de c0. Sin embargo la base de sumas parciales
{ξn}∞n=1 en c0 donde ξn =

∑n
i=1 ei, no es incondicional, pues por ejemplo ‖

∑n
i=1 ξi‖ = n y

‖
∑n

i=1(−1)iξi‖ = 1 de manera que para toda K ∈ R, K > 0, si n ≥ K

K = K

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(−1)iξi

∥∥∥∥∥ ≤ n =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ξi

∥∥∥∥∥ ≤ sup
θi=±1

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

θiξi

∥∥∥∥∥ ,
esto se dá por la Ecuación (3.39) y del Corolario 3.3.7.

Teorema 3.3.10. Sea X un espacio de Banach con una base incondicional {xn}∞n=1. En-
tonces tenemos que, {xn}∞n=1 es una base reductora si y sólo si X no tiene ningún subespacio
cerrado isomorfo a `1, es decir si y sólo si no existe ningún operador lineal acotado biyectivo
entre un subespacio cerrado de X y `1.

Demostración:
Sea |‖ · ‖|1 la norma en X es la norma definida en la Ecuación (3.37) del Teorema 3.3.5.
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“=⇒”
Supongamos que `1 es isomorfo a un subespacio cerrado F de X, entonces por el Teorema
1.7.3, F ∗ se puede identificar con X∗/F⊥. Como F ∗ no es separable, X∗ tampoco lo es y
por lo tanto los funcionales biortogonales {f ∗n}∞n=1 asociadas a {xn}∞n=1 no pueden ser base
de X∗, es decir {xn}∞n=1 no es base reductora.

“⇐=”
Supongamos que {xn}∞n=1 no es base reductora. Como

{∣∣∣∥∥∥f ∗|span{xi}∞i=n∥∥∥∣∣∣1}n es decreciente,

existen ε > 0 y f ∗ ∈ X∗, que podemos suponer tiene norma 1, tal que,∣∣∣∥∥∥f ∗|span{xi}∞i=k∥∥∥∣∣∣ > ε > 0. (3.40)

Ahora probaremos que existe una sucesión creciente {nk}∞k=1 y una sucesión {yk}∞k=1 con

yk ∈ span{xi}nk+1−1
i=nk

, |‖yk‖|1 = 1 y tal que f ∗(yk) es real y f ∗(yk) ≥ ε
2

De la Ecuación (3.40)
se obtiene una sucesión {zk}∞k=1 tal que,

zk =
∞∑
i=k

a
(k)
i xi, |‖zk‖|1 = 1, |f ∗(zk)| > ε. (3.41)

Ahora construiremos las sucesiones de la siguiente manera. Sea n1 = 1; como la serie para
z1 es convergente, existe n2 > n1 tal que,∣∣∣∣∣

∥∥∥∥∥
∞∑
i=n2

a
(1)
i xi

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
1

<
ε

2
.

Luego, sea

y1 =
eiθ1
∑n2−1

i=n1
a

(1)
i xi∣∣∣∥∥∥∑n2−1

i=n1
a

(1)
i xi

∥∥∥∣∣∣
1

,

donde θ1 es tal que f ∗(y1) ≥ 0. Supongamos que ya constuimos θ1, θ2, . . . , θk ∈ [0, 2π), y1,
. . . , yk ∈ X y n1 < n2 < · · · < nk+1 tales que para j = 1, . . . , k,

i)
∣∣∣∥∥∥∑∞i=nj+1

a
(nj)
i xi

∥∥∥∣∣∣
1
< ε

2
,

ii) yj =
eiθj

∑nj+1−1

i=nj
a
(nj)

i xi∣∣∣∣∥∥∥∥∑nj+1−1

i=nj
a
(nj)

i xi

∥∥∥∥∣∣∣∣
1

, donde θj es tal que f ∗(yj) ≥ 0.

Como la serie para znk+1
es convergente, existe nk+2 > nk+1 tal que,∣∣∣∣∣∣

∥∥∥∥∥∥
∞∑

i=nk+2

a
(nk+1)
i xi

∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∣
1

<
ε

2
.
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Sea

yk+1 =
eiθk+1

∑nk+2−1
i=nk+1

a
(nk+1)
i xi∣∣∣∥∥∥∑nk+2−1

i=nk+1
a

(nk+1)
i xi

∥∥∥∣∣∣
1

,

donde θk+1 es tal que f ∗(yk+1) ≥ 0. Como
∣∣∥∥znj∥∥∣∣ = 1, para todo j ∈ N se tiene que,

0 <

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
nj+1−1∑
i=nj

a
(nj)
i xi

∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∣
1

≤

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥znj −

∞∑
i=nj+1

a
(nj)
i xi

∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∣
1

≤
∣∣∥∥znj∥∥∣∣1 −

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
∞∑

i=nj+1

a
(nj)
i xi

∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∣
1

=⇒0 <

∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
nj+1−1∑
i=nj

a
(nj)
i xi

∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∣
1

≤
∣∣∥∥znj∥∥∣∣1 = 1

Ya que yk ∈ span{xi}nk+1−1
i=nk

, |‖yk‖|1 = 1, usando la Ecuación (3.41), (i) y (ii) obtenemos,

f ∗(yk) =
1∣∣∣∥∥∥∑nk+1−1

i=nk
a

(nk)
i xi

∥∥∥∣∣∣
1

∣∣∣∣∣∣f ∗
 ∞∑
i=nk

a
(nk)
i xi −

∞∑
i=nk+1

a
(nk)
i xi

∣∣∣∣∣∣
≥ 1∣∣∣∥∥∥∑nk+1−1

i=nk
a

(nk)
i xi

∥∥∥∣∣∣
1

∣∣∣∣∣f ∗
(
∞∑
i=nk

a
(nk)
i xi

)∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣f ∗
 ∞∑
i=nk+1

a
(nk)
i xi

∣∣∣∣∣∣


≥ 1∣∣∣∥∥∥∑nk+1−1
i=nk

a
(nk)
i xi

∥∥∥∣∣∣
1

(
ε−

∣∣f ∗(znk+1
)
∣∣) ≥ ε− ε

2
=
ε

2
.

Luego, si {ai}mi=1 ⊂ R, entonces

m∑
i=1

|ai| ≥

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥

m∑
i=1

aiyi

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
1

=

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥

m∑
i=1

|ai|yi

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
1

≥ f ∗

(
m∑
i=1

|ai|yi

)
≥ ε

2

m∑
i=1

|ai|,

es decir que el subespacio span{yi}∞i=1 de X es isomorfo a `1 mediante el isomorfismo T (yi) =
ei, donde {ei}∞i=1 es la base canónica de `1, con esto queda demostrado el teorema. �

Teorema 3.3.11. Sea X un espacio de Banach con base incondicional {xn}∞n=1 . Entonces
si X no contiene un subespacio cerrado isomorfo a c0, {xn}∞n=1 es acotadamente completa.

Demostración:
“⇐=”
Nuevamente supongamos que X esta dotado con la norma |‖ . . . ‖|1. Supongamos que la base
{xn}∞n=1 no es acotadamente completa. Entonces existe una sucesión {ai}∞i=1 ⊂ K tal que,

sup
n

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥

m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
1

<∞,

pero
∑∞

i=1 aixi no converge.
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“=⇒”
Igualemente sin perder generalidad, supongamos que |‖

∑m
i=1 aixi‖|1 < 1 para toda m. En-

tonces si A ⊂ N es un conjunto finito, por definición de la norma |‖ · ‖| tenemos,∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∑
i∈A

aixi

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
1

< 1. (3.42)

Como la serie
∑∞

n=1 anxn no converge, por lo que tampoco es Cauchy, entonces podemos
encontrar un ε > 0 y dos sucesiones de naturales {nk}∞k=1 y {mk}∞k=1 tales que nk < mk <
nk+1 y ∣∣∣∣∣

∥∥∥∥∥
mk∑
i=nk

aixi

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
1

> ε. (3.43)

Sea yk =
∑mk

i=nk
aiki, entonces de la Ecuación (3.42) obtenemos que si,

A =
r⋃

k=1

{i ∈ N : nk ≥ i ≥ mk},

entonces ∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥

r∑
k=1

yk

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
1

=

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∑
i∈A

aixi

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
1

< 1. (3.44)

Si {bk}rk=1 ⊂ K, usando nuevamente la definición de |‖ ·‖|1, por las Ecuaciones (3.43), (3.44),
se tiene que,

ε sup
k
|bk| < sup

k
|bk||‖yk‖|1 = sup

k
|‖bkyk‖|1 ≤

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥

r∑
k=1

bkyk

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
1

=

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥

r∑
k=1

|bk|yk

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
1

=⇒ε sup
k
|bk| < sup

k
|bk|

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥

r∑
k=1

yk

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
1

< sup
k
|bk|.

Entonces si definimos T : span{yk}∞k=1 −→ c0 mediante Tyk = ek, donde {ek}∞k=1 es la base
canónica de c0, T es un isomorfismo. Aśı, queda terminada la prueba. �

Los dos teoremas anteriores tienen como consecuencia el siguiente resultado, debido tam-
bién a James, que caracteriza a los espacios reflexivos con base incondicional.

Teorema 3.3.12. Sea X un espacio de Banach con base incondicional {xn}∞n=1. Entonces
X es reflexivo si y sólo si no contiene ningún subespacio cerrado isomorfo a `1 ni a c0.

Demostración:
Si X contuviese a c0 o a `1, no podŕıa ser reflexivo ya que ninguno de estos dos espacios lo es,
y como los subespacios cerrados de espacios reflexivos también son reflexivos por Corolario
1.8.2. Si X no contiene ni a `1 ni a c0, por los dos teoremas anteriores {xn}∞n=1 resulta ser
tanto base reductora como acotadamente completa, y por el Teorema 3.2.8, X es reflexivo.
�
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3.4. EL ESPACIO J DE JAMES

En esta sección hablaremos de un espacio que no es tan conocido como los espacios `p y
C[0, 1], el espacio J de James. Este espacio apareció en un trabajo de Robert Clarke James
en 1950 como un contraejemplo a una pregunta de Stefan Banach. Desde ese entonces para
acá, el espacio ha probado ser una de las fuentes más ricas de contraejemplos para varios
de los problemas que han ocupado a los expertos en espacios de Banach. Como varios de
estos temas son muy especializados, no podremos tratarlos aqúı, pero śı hablaremos de la
propiedad esencial de J , veremos que es un espacio isométrico a su doble dual, que sin
embargo no es igual a su doble dual y que de hecho tiene codimensión 1 en él.

Definición 3.4.1. El espacio J de James es el espacio de las sucesiones reales x = (a1, a2, . . .)
tales que ĺımn−→∞ an = 0 y tales que

‖x‖J = sup
n


(

n∑
i=1

|ak2i−1
− ak2i |2

) 1
2

 <∞, (3.45)

donde el supremo se toma sobre todos los posibles valores de n y sobre todas las posibilidades
de sucesiones finitas k1 < k2 < . . . < k2n de números naturales. Otra notación para la norma
de J de James es la siguiente:

‖x‖J = sup

1

2

(
n∑
i=1

(api+1
− api)2 − (apn+1 − ap1)2

) 1
2

 <∞,

donde el supremo se toma sobre todos los posibles valores de n y sobre todas las posibilidades
de sucesiones finitas p1 < p2 < ... < pn+1 de números naturales.

Demostremos que la Ecuación (3.45), define una norma. Sea x = {ξn}∞n=1. Primero de-
mostremos que ‖x‖J > 0. Sabemos que,

‖x‖J = sup
n


(

n∑
i=1

|ξk2i−1
− ξk2i |2

) 1
2

 <∞,

pero, |ξk2i−1
− ξk2i |2 > 0, entonces

n∑
i=1

|ξk2i−1
− ξk2i |2 > 0 =⇒ sup

n


(

n∑
i=1

|ξk2i−1
− ξk2i |2

) 1
2

 > 0.

Por tanto, ‖x‖J > 0.

Demostremos que, ‖x‖J = 0, si y sólo si, x = 0.

157



“=⇒”
Supongamos que ‖x‖J = 0, por lo que

‖x‖J = 0 =⇒ sup
n


(

n∑
i=1

|ξk2i−1
− ξk2i |2

) 1
2

 = 0 =⇒
n∑
i=1

|ξk2i−1
− ξk2i|2 = 0

=⇒ |ξk2i−1
− ξk2i |2 = 0 =⇒ |ξk2i−1

− ξk2i | = 0 =⇒ ξk2i−1
− ξk2i = 0 =⇒ ξk2i−1

= ξk2i ,

pero, ĺımn−→∞ ξn = 0, entonces ξn = 0, ∀ n ∈ N. Por tanto, x = 0.

“⇐=”
Supongamos que x = 0, aśı para todo n ∈ N se tiene que

x = 0 =⇒ ξn = 0 =⇒ ξk2i−1
− ξk2i = 0 =⇒ |ξk2i−1

− ξk2i | = 0 =⇒ |ξk2i−1
− ξk2i |2 = 0

=⇒
n∑
i=1

|ξk2i−1
− ξk2i |2 = 0 =⇒ sup

n


(

n∑
i=1

|ξk2i−1
− ξk2i |2

) 1
2

 = 0 =⇒ ‖x‖J = 0.

Por tanto, ‖x‖J = 0. Ahora demostremos que, ‖αx‖ = |α|‖x‖, con α ∈ K.

‖αx‖J = sup
n


(

n∑
i=1

|αξk2i−1
− αξk2i |2

) 1
2

 = sup
n


(

n∑
i=1

|α(ξk2i−1
− ξk2i)|2

) 1
2


=⇒ ‖αx‖J = sup

n


(

n∑
i=1

|α|2|ξk2i−1
− ξk2i |2

) 1
2

 = (|α|2)
1
2 sup

n


(

n∑
i=1

|ξk2i−1
− ξk2i |2

) 1
2


=⇒ ‖αx‖J = |α|‖x‖J .

Por lo que ‖αx‖J = |α|‖x‖J . Por último, demostraremos que la Ecuación (3.45), define una
norma, probaremos que cumple la propiedad triángular. Sea y = {ηn}∞n=1, probaremos que,
‖x+ y‖J ≤ ‖x‖J + ‖y‖J .

‖x+ y‖J = sup
n


(

n∑
i=1

|(ξk2i−1
+ ηk2i−1

)− (ξk2i + ηk2i)|2
) 1

2


=⇒ ‖x+ y‖J = sup

n


(

n∑
i=1

|ξk2i−1
+ ηk2i−1

− ξk2i − ηk2i |2
) 1

2


=⇒ ‖x+ y‖J = sup

n


(

n∑
i=1

|ξk2i−1
− ξk2i + ηk2i−1

− ηk2i |2
) 1

2


=⇒ ‖x+ y‖J = sup

n


(

n∑
i=1

|(ξk2i−1
− ξk2i) + (ηk2i−1

− ηk2i)|2
) 1

2

 ,
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aplicando la desigualdad de Minkowski, Ecuación (1.1), tenemos

‖x+ y‖J ≤ sup
n


(

n∑
i=1

|(ξk2i−1
− ξk2i)|2

) 1
2

+

(
n∑
i=1

|(ηk2i−1
− ηk2i)|2

) 1
2


≤ sup

n


(

n∑
i=1

|(ξk2i−1
− ξk2i)|2

) 1
2

+ sup
n


(

n∑
i=1

|(ηk2i−1
− ηk2i)|2

) 1
2


= ‖x‖J + ‖y‖J .

Como ‖ · ‖J , cumple las cuatro propiedades de norma, concluimos que, ‖ · ‖J define una
norma.

Proposición 3.4.2. El espacio J de James es completo.

Demostración:

Sea {xn} ⊂ J una sucesión de Cauchy donde xn = (ξ
(n)
1 , ξ

(n)
2 , . . .), aśı dado δ > 0, ∃ N ∈ Z+

tal que ∀ m,n > N ,

‖xm − xn‖J = ‖(ξ(m)
1 , ξ

(m)
2 , . . .)− (ξ

(n)
1 , ξ

(n)
2 , . . .)‖ = ‖(ξ(m)

1 − ξ(n)
1 , ξ

(m)
2 − ξ(n)

2 , . . .)‖

= sup
r∈Z+


(

r∑
i=1

|(ξ(m)
k2i−1
− ξ(n)

k2i−1
)− (ξ

(m)
k2i
− ξ(n)

k2i
)|2
) 1

2

 < δ.

Luego,

‖xm − xn‖J2 = sup
r∈Z+

{(
r∑
i=1

|(ξ(m)
k2i−1
− ξ(m)

k2i
)− (ξ

(n)
k2i−1
− ξ(n)

k2i
)|2
)}

< δ2.

Luego, ∀ r ∈ Z+,

r∑
i=1

∣∣∣(ξ(m)
k2i−1
− ξ(m)

k2i
)− (ξ

(n)
k2i−1
− ξ(n)

k2i
)
∣∣∣2 ≤ sup

r∈Z+

{(
r∑
i=1

∣∣∣(ξ(m)
k2i−1
− ξ(m)

k2i
)− (ξ

(n)
k2i−1
− ξ(n)

k2i
)
∣∣∣2)} < δ2

(3.46)

=⇒
r∑
i=1

∣∣∣(ξ(m)
k2i−1
− ξ(m)

k2i
)− (ξ

(n)
k2i−1
− ξ(n)

k2i
)
∣∣∣2 < δ2

=⇒
∣∣∣(ξ(m)

k2i−1
− ξ(m)

k2i
)− (ξ

(n)
k2i−1
− ξ(n)

k2i
)
∣∣∣2 < δ2, ∀ i = 1, . . . , r

=⇒
∣∣∣(ξ(m)

k2i−1
− ξ(m)

k2i
)− (ξ

(n)
k2i−1
− ξ(n)

k2i
)
∣∣∣ < δ, ∀ m,n > N.

Ahora bien, si fijamos un i tenemos que {ξ(m)
k2i−1

− ξ
(m)
k2i
}m∈Z+ es de Cauchy en R, luego

{ξ(m)
k2i−1
− ξ(m)

k2i
}m∈Z+ converge a γk2i−1

− γk2i , sea x = (γ1, γ2, . . .), probaremos que x ∈ J .

‖x‖J = sup
r∈Z+


(

r∑
i=1

∣∣∣(ξ(m)
k4i−3
− ξ(m)

k4i−2
)− (ξ

(m)
k4i−1
− ξ(m)

k4i
)
∣∣∣2) 1

2

 .
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Como {ξ(m)
k2i−1
− ξ(m)

k2i
}m∈Z+ converge a γk2i−1

− γk2i , cuando m −→∞, tenemos

‖x‖J = sup
r∈Z+


(

r∑
i=1

∣∣∣ ĺım
m−→∞

(ξ
(m)
k4i−3
− ξ(m)

k4i−2
)− ĺım

m−→∞
(ξ

(m)
k4i−1
− ξ(m)

k4i
)
∣∣∣2) 1

2

 .

Por continuidad y propiedad de ĺımite se tiene que,

‖x‖J = ĺım
m−→∞

sup
r∈Z+


(

r∑
i=1

∣∣∣(ξ(m)
k4i−3
− ξ(m)

k4i−2
)− (ξ

(m)
k4i−1
− ξ(m)

k4i
)
∣∣∣2) 1

2

 .

Aplicando la Ecuación (3.46), tenemos

‖x‖J = ĺım
m−→∞

sup
r∈Z+


(

r∑
i=1

∣∣∣(ξ(m)
k4i−3
− ξ(m)

k4i−2
)− (ξ

(m)
k4i−1
− ξ(m)

k4i
)
∣∣∣2) 1

2


=⇒ ‖x‖J ≤ ĺım

m−→∞

 sup
r∈Z+


(

r∑
i=1

∣∣∣(ξ(m)
k2i−1
− ξ(m)

k2i
)− (ξ

(n)
k2i−1
− ξ(n)

k2i
)
∣∣∣2) 1

2




=⇒ ‖x‖J ≤ ĺım
m−→∞

máx
r∈Z

r∑
i=1

δ = δ <∞.

Por tanto, x ∈ J . Ahora demostraremos que, {xn} −→ x, es decir ĺımn−→∞ ‖xn − x‖J = 0.

ĺım
n−→∞

‖xn − x‖J = ĺım
n−→∞

sup
r∈Z+


(

r∑
i=1

∣∣∣(ξ(n)
k2i−1
− γk2i−1

)− (ξ
(n)
k2i
− γk2i)

∣∣∣2) 1
2


=⇒ ĺım

n−→∞
‖xn − x‖J = ĺım

n−→∞
sup
r∈Z+


(

r∑
i=1

∣∣∣(ξ(n)
k2i−1
− ξ(n)

k2i
)− (γk2i−1

− γk2i)
∣∣∣2) 1

2


=⇒ ĺım

n−→∞
‖xn − x‖J = sup

r∈Z+


(

r∑
i=1

∣∣∣ ĺım
n−→∞

(ξ
(n)
k2i−1
− ξ(n)

k2i
)− ĺım

n−→∞
(γk2i−1

− γk2i)
∣∣∣2) 1

2


=⇒ ĺım

n−→∞
‖xn − x‖J = sup

r∈Z+


(

r∑
i=1

∣∣(γk2i−1
− γk2i)− (γk2i−1

− γk2i)
∣∣2) 1

2


=⇒ ĺım

n−→∞
‖xn − x‖J = 0.

Aśı, xn −→ x, por Definición 1.1.7 J es completo. Y como es un espacio normado completo
por Definición 1.1.38 es un espacio de Banach. �

Teorema 3.4.3. La sucesión {en}∞n=1, donde en =
{

0, 0, . . . , 1
n
, 0, . . .

}
, es una base monóto-

na y reductora en J .
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Demostración:
Primero probemos que {en}∞n=1 es una base monótona. Según la definición de la norma de
J , tenemos que ‖en‖ = 1 para n = 1, 2, ... y cualquier suma de las que se usan para poder
definir ‖

∑m
i=1 aiei‖ también se usan para poder definir de

∥∥∑m+1
i=1 aiei

∥∥, de donde∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
m+1∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥
y por lo tanto {en}∞n=1 es una base monótona. Ahora probemos que {en}∞n=1 es reductora.
Supongamos ahora que {en}∞n=1 no es reductora. Entonces existe f ∗ ∈ X∗ tal que

ĺım
n→∞

‖f ∗‖n 6= 0,

donde ‖f ∗‖n es la norma de f ∗|span{ei}∞n=1
, es decir de f ∗ restringida al subespacio span{ei}∞n=1.

Por lo tanto, existen ε > 0 y una sucesión {nk}∞n=1 de naturales con nk < nk+1, para
k = 1, 2, . . . tales que ‖f ∗‖nk > ε. Esto implica la existencia de una sucesión {zk}∞k=1 ⊂ J
con ‖zk‖ = 1, y definida de la siguiente manera,

zk =
∞∑
i=nk

g∗i (zk)ei,

tal que f ∗(zk) > ε, donde {g∗n}∞n=1 es la sucesión de funcionales biortogonales asociadas a

{ei}∞n=1. Construiremos a partir de {zk}∞k=1 una sucesión {yk}∞k=1 de manera que
∑∞

k=1

yk
k

converja en J pero f ∗
(∑∞

k=1

yk
k

)
no converja y esto nos proporcionará la contradicción que

buscamos. Sean m1 = n1. Como
∑∞

i=n1
g∗(z1)ei −→n−→∞

z1, existe nr > m1 tal que

f ∗

(
nr−1∑
i=m1

g∗(z1)ei

)
> ε,

Si m2 = nr y y1 =

∑m2−1
i=m1

g∗i (z1)ei∥∥∑m2−1
i=m1

g∗i (z1)ei
∥∥ , donde

∥∥∑m2−1
i=m1

g∗i (z1)ei
∥∥ ≤ 1, ‖y1‖ = 1 y f ∗(y1) > ε.

Supongamos que hemos construido m1 < m2 < · · · < mk+1 y y1, . . . , yk tales que {mi}k+1
i=1 ⊂

{ni}∞i=1 y

yk =

mk+1−1∑
i=mk

g∗i (yk)ei, ‖yk‖ = 1 y f ∗(yk) > ε.

Si mk+1 = nj, como
∑n

i=nj
g∗i (zj)ei −→n−→∞

zj, existe n′j > nj tal que,

f ∗

n′j−1∑
i=nj

g∗i (zj)ei

 > ε.
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Sean mk+2 = n′j y yk+1 =

∑mk+2−1
i=mk+1

g∗i (zj)ei∥∥∥∑mk+2−1
i=mk+1

g∗i (zj)ei

∥∥∥ . Tenemos que

‖yk+1‖ =

∥∥∥∥∥∥
∑mk+2−1

i=mk+1
g∗i (zj)ei∥∥∥∑mk+2−1

i=mk+1
g∗i (zj)ei

∥∥∥
∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∑mk+2−1
i=mk+1

g∗i (zj)ei

∥∥∥∥∥∥∑mk+2−1
i=mk+1

g∗i (zj)ei

∥∥∥ = 1.

Con f ∗(yk+1) > ε. Veremos que
∑∞

k=1

yk
k

converge en J . Al calcular una suma para aproximar

la norma de este elemento, cada término es de uno de los tres tipos siguientes:

1. Puede ser de la forma
1

2

(
a

k
− b

k

)2

,

donde a = g∗j (yk) y b = g∗r(yk) para alguna k, j y r, en cuyo caso este sumando es uno

de los sumandos que aproxima
‖yk‖2

k2
.

2. Puede ser del tipo
1

2

(
a

k
− b

k +m

)2

,

donde a = g∗j (yk) para alguna k y j, y b = g∗r(yk+m) para alguna m y r. En este caso:

1

2

(
a

k
− b

k +m

)2

≤ a2

k2
+

b2

(k +m)2
,

y puede haber a lo más un término de este estilo para cada k.

3. El último término puede ser de la forma:

1

2

(
a

k
− b

k −m

)2

≤ a2

k2
+

b2

(k −m)2
,

donde a = g∗j (yK) para alguna k y j y b = g∗r(yk−m) para alguna m ≥ 0 y para alguna
r.
De esto se deduce que,∥∥∥∥∥

∞∑
k=1

yk
k

∥∥∥∥∥
2

≤ 5
∞∑
k=1

‖yk‖2

k2
= 5

n∑
k=1

1

k2
<∞.

Pero,

f ∗

(
n∑
k=1

yk
k

)
> ε

n∑
k=1

1

k
,
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de esta manera f ∗
(∑∞

k=1

yk
k

)
no converge. Con esto finalizamos la prueba de que {en}∞n=1

es una base reductora, lo cual implica que {g∗n}∞n=1 una base de J∗. �

El siguiente teorema es el principal de esta sección pues es el que nos da la propiedad de
que J es isométrico a su doble dual, mas no “igual” a su doble dual pues tiene codimensión
1 en J∗∗. Veremos que para cada k, existe un espacio isométrico a su doble dual pero con
codimensión k en él; estos espacios se llaman cuasireflexivos de orden k. Aqúı únicamente
daremos la demostración de que J es cuasirreflexivo de orden 1.

Teorema 3.4.4. El espacio J es isométrico a J∗∗ y es cuasireflexivo de orden 1, es decir el
espacio j(J) , donde j es la inyección canónica de J en J∗∗, tiene codimensión 1.

Demostración:
Por el Teorema 3.4.3, tenemos que {en}∞n=1 es una base reductora y monótona, y ademas
por el Teorema 3.2.7, sabemos que J∗∗ es isométrico al espacio X de las sucesiones reales
x = (a1, a2, . . . ) tales que,

‖x‖ = sup
m

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥ <∞,
mediante la identificación T : J∗∗ −→ X dada por

TΓ = (Γ(g∗1),Γ(g∗2), . . . ). (3.47)

Veremos que, para toda x ∈ X , existe ĺım
n−→∞

an. Si esto no es cierto, existen x ∈ X , x =

(a1, a2, . . . ), ε > 0 y una subsucesión {amn}∞n=1 de {ai}∞i=1 de tal modo que
∣∣amn+1 − amn

∣∣ > ε
para n = 1, 2, . . . . Sea M = ‖x‖ y sea L ∈ N tal que Lε2 > 2M2. Entonces

2M2 ≥ 2

∥∥∥∥∥
L∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥
2

≥
L∑
n=1

(
amn+1 − amn

)2
> Lε2 > 2M2, (3.48)

la cual es una contradicción. Definamos S : X −→ J como sigue, si x = (a1, a2, . . . ) ∈ X y
λ = ĺım

n−→∞
an, Sx = −λe1 +

∑∞
i=2(ai−1−λ)ei. Probemos que S es inyectiva. Supongamos que

x1 6= x2. Sean x1 = (a1, a2, . . . ) y x2 = (b1, b2, . . . ), con λ = ĺım
n−→∞

an y λ′ = ĺım
n−→∞

bn.

x1 6= x2 =⇒ −λe1 − (−λ′ei) 6= 0 =⇒ −λe1 − (−λ′e1) +
∞∑
i=2

ai−1ei −
∞∑
i=2

bi−1ei 6= 0

=⇒ −λe1 − (−λ′e1) +
∞∑
i=2

ai−1ei −
∞∑
i=2

bi−1ei −
∞∑
i=2

λei +
∞∑
i=2

λ′ei 6= 0

=⇒ −λe1 − (−λ′e1) +
∞∑
i=2

(ai−1ei − λei)−
∞∑
i=2

(bi−1ei − λ′ei) 6= 0

=⇒ −λe1 +
∞∑
i=2

(ai−1ei − λei)−

(
−λ′e1 +

∞∑
i=2

(bi−1ei − λ′ei)

)
6= 0

=⇒ −λe1 +
∞∑
i=2

(ai−1ei − λei) 6= −λ′e1 +
∞∑
i=2

(bi−1ei − λ′ei) =⇒ Sx1 6= Sx2.
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Por lo que S es inyectiva. Ahora, demostremos que S es una isometŕıa. Sea x = (a1, a2, . . . )
y λ = ĺım

n−→∞
an, entonces Sx = (−λ, a1 − λ, a2 − λ, . . . ) con ĺım

n−→∞
an − λ = 0, entonces

‖Sx‖ = sup

(
1

2

(
m∑
i=1

(ai+1 − λ− ai + λ)2 + (am+1 − λ− a1 + λ)2

)) 1
2

=⇒ ‖Sx‖ = sup

(
1

2

(
m∑
i=1

(ai+1 − ai)2 + (am+1 − a1)2

)) 1
2

=⇒ ‖Sx‖ = sup

(
1

2

(
m∑
i=1

(ai+1 − ai)2 + (am+1 − a1)2

)) 1
2

=⇒ ‖Sx‖ = sup

1

2

2

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥
2
 1

2

; por la Ecuación (3.48)

=⇒ ‖Sx‖ = sup

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥
2
 1

2

= sup
m

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥ = ‖x‖.

Por tanto, S es una isometŕıa. Ahora, probemos que es sobreyectiva. Sea y ∈ J .

y ∈ J =⇒ y = (j1, j2, . . . ); con ĺım
n→∞

jn = 0.

Luego, sin pérdida de generalidad hagamos

j1 = −λ
j2 − j1 = a1

j3 − j1 = a2

...

ji − j1 = ai−1

...

Entonces

j1 = −λ
j2 = a1 + j1 = a1 − λ
j3 = a2 + j1 = a1 − λ

...

ji = ai−1 + j1 = a1 − λ
...
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De ah́ı tenemos que y = (j1, j2, . . . ) = (−λ, a1−λ, a2−λ, . . . , ai−λ, . . . ). Ahora consideremos
la sucesión x = (a1, a2, . . . ). Observemos que ĺım

n−→∞
jn = 0, entonces

ĺım
n−→∞

(an − λ) = ĺım
n−→∞

an − λ = 0,

de esto tenemos que ĺım
n−→∞

an = λ y además como {en}∞n=1 es base, podemos reescribir y de

la siguiente manera,

y =
∞∑
i=1

jiei = j1e1 +
∞∑
i=2

jiei = −λe1 +
∞∑
i=2

(ai − λ)ei = Sx.

Por tanto, S es sobreyectiva. Consecuentemente, la siguiente composición

T−1 ◦ S−1 : J −→ J∗∗, (3.49)

es un isomorfismo isométrico. Procedemos ahora a la prueba de que j(J) tiene codimensión
1 en J∗∗. Si x =

∑∞
n=1 anen pertenece a J y si definimos U : J −→ X mediante, Ux =

(a1, a2, . . . ), U está bien definida dado que sup ‖
∑m

i=1 aiei‖ ≤ ‖x‖ <∞. Además T−1U = j.
En efecto, si x∗∗ = T−1(a1, a2, . . . ), entonces para cada n ∈ N, Γ(g∗n) = an. Como {en}∞n=1

es una base reductora, {g∗n}∞n=1 es base J∗ y si tenemos que f ∗ =
∑∞

n=1 bng
∗
n ∈ J∗ con

bn = f ∗(en) y

(
T−1Ux

)
(f ∗) = Γ(f ∗) = Γ

(
∞∑
n=1

bng
∗
n

)
=
∞∑
n=1

bnΓ(g∗n) =
∞∑
n=1

bnan = f ∗(x) = j(x)(f ∗).

Como x = (a1, a2, . . . ) ∈ X , ĺım
n−→∞

an = 0 y además ‖x‖ = supm ‖
∑m

i=1 aiei‖ < ∞, entonces

por Definición 3.4.1, x =
∑∞

n=1 anen pertenece a J , es decir x = Ux.
Sea Γ ∈ X ∗∗ con ĺım

n−→∞
Γ(g∗) = λ. Podemos escribir

Γ = (Γ− λξ) + λξ

donde ξ es el funcional dado por ξ(g∗) = 1 para n = 1, 2, . . . Por lo anterior, T (Γ−λξ) = Ux
para alguna x ∈ J y por tanto

Γ− λξ = j(x).

Por otra parte, si

0 = %+ µξ,

donde % = j(x) y x =
∑∞

n=1 anen ∈ J , entonces

0 = ST%+ µSTξ = µS (Tξ) + S (T%)) = µS (ξ(g∗1), ξ(g∗2), . . . ) + S (%(g∗1), %(g∗2), . . . )

=⇒ 0 = µS (1, 1, . . . ) + S (a1, a2, . . . ) = µ(−e1) +
∞∑
n=2

an−1en,

165



de aqúı se deduce que µ = an = 0 para n = 1, 2, . . . De todo esto concluimos que

J∗∗ = j(J)
⊕

span(ξ),

donde span(ξ) es el espacio generado por el funcional ξ. �

Los resultados anteriores nos ayudan a probar que la base canónica en J no es incondi-
cional.

Lema 3.4.5. J no contiene ni a c0 ni a `1 y por esto la base {en}∞n=1 no es incondicional.
Es más, J no tiene ninguna base incondicional.

Demostración:
Como J es isomorfo a J∗∗ y además, tanto J como J∗ tienen base de Schauder, esto implica
que los tres espacios son separables. Pero ni c∗∗o ni (`1)∗∗ son separables por lo tanto, c0 y
(`1) no pueden ser subespacios de J . Como J no es reflexivo y no contiene ni a co ni a (`1),
por el Teorema 3.3.12, concluimos que ni {en}∞n=1 ni ninguna otra base de J pueden ser
incondicionales. �
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