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Resumen

Hoy en dia no podriamos concebir la mecénica cuantica sin los espacios de Hilbert, la
teoria de distribuciones y la economia sin la teoria de la dualidad, ni la teoria de optimizacion
y mejor aproximacion sin la herramienta de los teoremas de Hahn-Banach, Krein-Milman
y Alaoglu, deducidos por la geometria de espacios de Banach. Un espacio de Banach es un
espacio normado completo (con la métrica definida por la norma). Cominmente un espacio
de Banach es entendido por un espacio normado en el que todas sus sucesiones de Cauchy
convergen en él. La geometria de los espacios de Banach es el estudio algebraico y topoldgico
de los mismos. Al estudiar la estructura topolégica y algebraica entre los espacios se busca
encontrar relaciones para comprender el comportamiento de espacios que son mas compli-
cados de estudiar. Asi el concepto de geometria en espacios de Banach es un enlace entre el
algebra y la topologia de dichos espacios, es por eso que se profundizard la teoria de estos
tratando que sea un documento autosuficiente. Se construird una teoria sélida con algunos
ejemplos y la resolucion de algunos ejercicios. Para ello se hara uso de fuentes bibliogréficas
confiables tanto escritas como virtuales. Se pretende demostrar los principales teoremas re-
lacionados a la estructura algebraica y topoldgica de los espacios de Banach /7, ¢, el espacio
C']0,1] y el espacio peculiar J de James.

Palabras clave: espacio de Banach, espacios ¢, ¢y, C'[0,1], J de James, topologia, bases
de Hamel, bases de Schauder, operadores, funcionales, norma.
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Introduccion

A continuacién se presenta el informe final del trabajo de investigacién titulado: Geo-
metria en Espacios de Banach. Damos a conocer los objetivos que se perseguiran a lo
largo del proceso, la justificacion del estudio y la simbologia principal. Para ello, el presente
trabajo consta de tres capitulos, los cuales detallamos a continuacion.

Capitulo 1: Espacios Normados y de Banach

En este capitulo se estudian las nociones bésicas de espacios normados y de Banach,
operadores lineales, cocientes y sumas directas, sub-espacios de dimension finita, el Teorema
de Baire y operadores continuos, dualidad y topologia débil, reflexividad.

Capitulo 2: Espacios Vectoriales Topoldgicos

Seguidamente abordaremos conceptos béasicos para espacios vectoriales: operadores linea-
les, sub-espacios de dimension finita y los espacios localmente convexos. Habiendo establecido
las bases podemos dar la introduccion a geometria en espacios de Banach.

Capitulo 3: Geometria de espacios de Banach
Estudiaremos la geometria de espacios de Banach: primero definiremos las bases de Schau-
der, tipos de base, los espacios 2, ¢y, C'[0,1] y el espacio peculiar J de James.

Al final del documento se agregaron la bibliografia y algunos anexos.
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Justificacion

El Analisis Funcional como tal fue surgiendo a principios del siglo XX como el marco
abstracto adecuado para solucionar una serie de problemas del Analisis muy importantes
en esos momentos. Desde entonces ha experimentado un gran desarrollo y en este momento
es una herramienta muy sofisticada y 1util para abordar una amplia variedad de problemas.
Desde el desarrollo de la Geometria en espacios de Banach, al considerar el estudio alge-
braico y topoldgico de los espacios de funciones normados, lineales y completos, se vié que
en ocasiones era necesario considerar propiedades del espacio (6 conjunto) combinadas entre
si, o heredadas a los subespacios. El obtener estas propiedades es vital en la resoluciéon de
problemas relacionados a la mecanica cuantica, la teoria de distribuciones y la economia.
Es por ello que capté nuestro especial interés el hecho de que no hay investigaciones previas
en ésta area del andlisis funcional en especifico, ya sea por la complejidad de estudiar to-
polégicamente los espacios de funciones o por el simple hecho de que el tema es desconocido
para la mayoria. Es asi como el desarrollo de nuestra investigacién: Geometria en espacios de
Banach se centra en el estudio de los espacios: /7, ¢y, el espacio C'[0,1] y el espacio J de Ja-
mes. Hacemos especial énfasis a estos espacios por ser los més conocidos y los que poseen mas
propiedades a estudiar; nuestro trabajo pretende que este sea un documento auto-suficiente,
para que cualquier curioso con los conocimientos bésicos de topologia y analisis funcional
sea capaz de interpretar y comprender lo que aqui se ha desarrollado.
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Objetivos

General

= Investigar la estructura algebraica y topolégica de los espacios de Banach: (7, ¢, el
espacio C'[0, 1] y el espacio peculiar J de James.

Especificos

= Enunciar resultados importantes de la teoria de espacios normados y espacios de Ba-
nach

» Mostrar las propiedades de los espacios de Banach 7, ¢y, el espacio C'[0, 1] y el espacio
J de James.

» Explicar las propiedades de los espacios de Banach (P, ¢, el espacio C [0, 1] y el espacio
J de James.

» Ejemplificar las propiedades de los espacios de Banach (7, ¢, el espacio C'[0,1] y el
espacio J de James.

IX



Simbologia

: Niimeros naturales.

: Ntimeros racionales.

: Ntimeros reales.

: Ntumeros complejos.

: Ntimeros reales o complejos.
: Complemento de B en A.

: f restringida en C.

: Espacio cociente.

: Vecindad de .

: Envolvente convexa de A.

: Suma directa algebraica.

: Espacio generado de X.

: Espacio nulo o kernel de T'.

: Clausura de F.

: Interior de E.

: Bola abierta, centro x y radio r.

: Funcién norma.

: Dual de X.

: Norma del operador 7.

: Espacio de los operadores lineales continuos.
: Operador adjunto de 7.

: Espacio vectorial de las sucesiones escalares convergentes a 0.

: Espacio vectorial de las sucesiones acotadas.



Espacio vectorial de las sucesiones acotadas donde la sumatoria

de los p; converge.

: Suma directa.

: p-suma directa de sucesiones de espacios normados.

: Bola cerrada unitaria en X.

: Esfera unitaria en X.

: Bidual de X o dual de X™.

: Inyeccion canodnica de X en X**.

: Topologia débil.

: Basicos de la topologia débil.

: Topologia débil estrella.

: Bésicos de la topologia débil estrella.
: Convergencia débil.

: Convergencia débil estrella o convergencia puntual en X.
: Cerradura débil de A.

: Cerradura débil estrella de A.

: Aniquilador de E en X.
: Aniquilador de F en X*.



Capitulo 1

ESPACIOS NORMADOS Y DE
BANACH

En 1910 y 1913 Riesz, al estudiar las ecuaciones integrales y el problema de momentos,
introdujo los espacios LP y P, con 1 < p < oo. Demostré que son espacios normados
complejos reflexivos que no son isomorfos a su dual, si p # 2. Posteriormente, Banach di6
las definiciones abstractas de espacio vectorial y de norma y por eso los espacios normados
completos llevan su nombre.

1.1. ESPACIOS METRICOS

Definicién 1.1.1. Un espacio métrico es un par (X,d), donde X es un conjunto y d(z,y)
es una métrica en X (o funcion distancia en X ), es decir, una funcion definida en X x X
tal que para todo x, y, z € X tenemos,

(M1) d(z,y) para todo x,y € X es un valor real, finito y no negativo.

)
(M2) d(z,y) =0 siy sdlo si x=y.
(M3) d(z,y) = d(y, ).
(M4) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (desigualdad triangular).

Ejemplo 1.1.2. El plano Euclidiano R?, es un espacio métrico que es obtenido si tomamos
el conjunto de pares ordenados de nimeros reales, escritos © = (£1,&), y = (m,m2), etc., y
la métrica Fuclidiana definida por

d(z,y) = V(& —m)? + (& — n2)

Definicién 1.1.3. (Sucesion). Una sucesion es una funcion de N a un conjunto X. Si
a:N — X es una sucesion, en vez de escribir

a(l),a(2),a(3),...,

1



suele escribirse,
ai,az,as,. ...

La misma sucesion suele designarse mediante un simbolo tal como {a,}, (a,) 6{ai,as,as,...}.

Ejemplo 1.1.4. La sucesion de Fibonnacci {a,} estd definida por
ap=azx =1, a, = ap_1+ ap_2.

Definicién 1.1.5. (Sucesiones convergentes). Se dice que una sucesion {a,} converge
a L st para cada € > 0, existe N € N tal que st n > N, entonces

la, — L| < e.

En este caso se dice que la sucesion {a,} converge a L € R, o el limite de a,, es L, en este
caso se escribe lim,,__ o a, = L.

Ejemplo 1.1.6. (Sucesion convergente). Sea a, = % Probaremos que lim a, = 0.
n—oo

Demostracion:
Para demostrar que la sucesién % converge a cero, aplicaremos la propiedad arquimediana.

1
Sea ¢ > 0, tal que m > —, es decir, ¢ > —. Por propiedad arquimediana tenemos que,
€

. 1 1 , 11 1 1
existe m,n € N, m < n talque — < —, asi, |— —0| = |—| < |—]|, pero € > —, entonces
n m n n m m
1 1 1 . 1
—| < |—| <e¢, |—| <e. Por Definicién [1.1.5, § — ¢ converge a 0. [ |
n m n n

Definicién 1.1.7. (Sucesion de Cauchy). Una sucesion {x,} en un espacio métrico X,
se dice que es de Cauchy si para todo € > 0, existe un N = N(e) tal que d(z,,x,) < €, para
todo m, n > N. El espacio X se dice que es completo si cada sucesion de Cauchy converge
dentro del mismo espacio.

Ejemplo 1.1.8. (Sucesién de Cauchy no convergente). La sucesion dada por {a,} =
{1/n} converge a cero en R. La misma sucesion en el espacio R — {0} sigue siendo una
sucesion de Cauchy, sin embargo no es convergente en el nuevo espacio.

Definicién 1.1.9. Diremos que D es un conjunto dirigido si tiene un orden < (ya sea parcial
o estricto), tal que dados a,f € D, 3~v € D cona <y yf <7.

Ejemplo 1.1.10. Un ejemplo de conjunto dirigido es la coleccion P (X) de subconjuntos de
un conjunto X con B2 < F sty solo st E C F.

Definicién 1.1.11. Una red en un conjunto X es una funcion o : D — X, donde D es
un conjunto dirigido. En general, la denotaremos por {a}acp, donde para cada o € D,
o =o(a).

Ejemplo 1.1.12. Toda sucesion en X es una red en X.



Demostracion:
Una sucesion es una funcion de los nimeros naturales a otro conjunto X, de manera que
definimos

o N—X

n -~ o(n) = ,.

Y es definida de forma general a una sucesién como {x,, },en, asi que solo falta demostrar que
N es dirigido. Luego, para que N sea un conjunto dirigido debe de tener un orden < (parcial)
es decir que es reflexiva, antisimétrica y transitiva. La relacién de orden (N, <) definida por,
VmneNm<n<m<n.

Probaremos que dicha relacion es reflexiva, m <m = m < m ,V m € N.

Veamos si es antisimétrica, es decir, m < n,n <m = m < n. Sim <n = m < n;
ademas, si n < m = n < m, de esto obtenemos que m < ny que n < m, entonces m <
n<m asim=n.

Por ultimo probaremos que es transitiva, es decir, m <n y n < k = m < k. Tenemos que
m <nyquen < k, entonces m < nyn < krespectivamente. Asi obtenemos que m <n < k
por lo que m < n < k, entonces m < k. Por tanto, N tiene orden parcial, es un conjunto
dirigido y o es una funciéon de un conjunto dirigido N a X por lo cual toda sucesién es una
red. [ |

Definicién 1.1.13. Una vecindad de x denotada por A (x) es un conjunto abierto que
contiene a x.

Definicién 1.1.14. (Topologia). Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion T de
subconjuntos de X con las siguientes propiedades,

(1) O y X estin en X.
(2) La union de los elementos de cualquier subcoleccion de T estd en T.
(8) La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de T estd en T.

Al par (X, 1) donde T es una topologia definida sobre X, se le llama Espacio Topoldgico.
A los elementos de la topologia se les llama conjuntos abiertos.

Definicién 1.1.15. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Diremos que una red {xs}aep en X
converge a y € X, si para toda vecindad U de y, existe g € D tal que x, € U para todo
a > ag. En este caso escribiremos h’r% To =Y 0 Ty — Y.

ac

Definicién 1.1.16. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, diremos que una subfamilia B C T, es
una base de la topologia T, si cada abierto A se puede expresar como union de conjuntos de
B, es decir, existe {B;}ier C B tal que A = U;erB;.

Definicién 1.1.17. (Topologia Métrica). Para toda x € X yr € R con r > 0, la bola
abierta con centro en x y radio r se define como B.(x) ={y € X :d(z,y) <r}. Si (X,d) es



un espacio métrico, también es un espacio topologico con la topologia que tiene como base a
la coleccion de bolas abiertas, es decir: U ={B.(z) :x € X, r € R, r > 0}; U € B, donde B
es la base que genera la topologia 7. Dicha topologia se llama Topologia Inducida en X
por la métrica d. Ademdas se dice que (X, T) es metrizable, si existe una métrica d tal que T
es la topologia inducida en X por d.

Ejemplo 1.1.18. (Topologia Métrica). Dado un conjunto X, definimos

_[1Lsiz#y
d(w,y)—{o, siz=y.

Observemos que d es una distancia. La topologia que induce es la topologia discreta; el
elemento béasico B(x, 1), por ejemplo, consiste tinicamente en el punto x.

Definicién 1.1.19. (Clausura de un conjunto). La cerradura de un conjunto A C X es

A={reX;Vr>0B(z,r)NA#D}.

Definicién 1.1.20. Un conjunto X es compacto si de cada cubrimiento abierto A de X,
podemos extraer una subcoleccion finita de A que también cubre a X.

Noétese que si X es un conjunto de dimensién finita, tenemos que, X es compacto si es
cerrado y acotado.

Definicién 1.1.21. Diremos que un espacio X es localmente compacto si cada x € X posee
una base de vecindades compactas (es decir cada vecindad de la base es compacta).

Definicién 1.1.22. (Congjunto sucesionalmente compacto). Sea X wun espacio to-
poldgico. Si {x,} es una sucesion de puntos de X y si

Ny <nNg < - <n <--,

es una sucesion creciente de enteros positivos, entonces la sucesion {y;} definida por y; = x,,
se denomina subsucesion de la sucesion {x,}. El espacio X se dice que es sucesionalmente
compacto si cada sucesion de puntos de X contiene una subsucesion convergente.

Definicién 1.1.23. (Propiedad de interseccion finita). Una coleccion C de subcon-
juntos de X se dice que tiene la propiedad de la interseccion finita, si cada subcoleccion
finita

{C1,Cy,...,CL}

de C tiene interseccion no vacia, es decir, Cy N CoyN...NC, es no vacia.

Teorema 1.1.24. Sean A una coleccion de subconjuntos de X y sea C={X —A; A€ A}
la coleccion de sus complementarios, se cumple que,

a) A es una coleccion de abiertos si y solo si C es una coleccion de cerrados.

b) La coleccion A no cubre a X siy solo si(\pee C # 0.

¢) La subcoleccion finita {Ay, Ag, ..., Ay} de A cubre a X si y sélo si la interseccion de
los C; = X — A; es vacta.



Demostracion:
Para el literal a). Si A es una coleccién de abiertos, sabemos por definiciéon de complemen-
tarios, el complemento de cada A es cerrado, asi la coleccién de complementarios es cerrado.
Anélogamente el regreso.

Para el literal b). Por Ley De Morgan, tenemos

(NC=(X-4=Xx-[]A#0.

ceC CceC AcA

Dado que A no cubre a X.

Y por dltimo, para el literal ¢). Por leyes De Morgan tenemos

k k

k
NC=NX-4)=X-JA=X-X=0

i=1 =1

Dado que A cubre a X. [ |

Teorema 1.1.25. Sea X un espacio topologico, entonces X es compacto si y solo si, para
cada coleccion C de conjuntos cerrados en X con la propiedad de la interseccion finita, la
interseccion de todos los elementos de la coleccion

() C#0.

ceC

Demostracién:

«yy

X es compacto si y solo si para todo cubrimiento abierto de X, existe un sub-recubrimiento
finito. Luego tenemos que, X es compacto si y solo si dada una colecciéon A de abiertos
tal que no existe un cubrimiento finito de A para X, entonces A no cubre a X. Sea C una
coleccion de conjuntos cerrados, probaremos que cumple con la propiedad de interseccién
finita. Sea A = {X — C; C' € C} una coleccién de conjuntos abiertos y sea {C;}icn, una
coleccion finita de C, entonces tenemos que

N, C; # 0 = {A;}ien, no cubre a X = A no cubre a X — ﬂ C #0.
cec

Por tanto, concluimos que C cumple la propiedad de interseccion finita.

o
Sea A una colecciéon de abiertos tal que no existe un recubrimiento finito de A para X,
probaremos que A no cubre a X. Sea C' = {X — A; A € A}, por Teorema ¢) como
{Ci}ien, cumple la propiedad de la interseccién finita, entonces por hipdtesis tenemos que
Neee C # 0, asi por Teorema b), A no cubre a X. Por tanto, X es compacto. [ |



Definicién 1.1.26. (Puntos de acumulacion). Si A es un subconjunto de (X, 1), z € X,
diremos que x es punto limite o punto de acumulacion de A si cada vecindad de x
interseca a A en algun punto distinto de x, es decir

UN(A—{z})#0, VU€eT.

Al conjunto de puntos de acumulacion lo denominaremos Congunto Derivado y lo deno-
taremos por A’. Observemos que A =AU A’.

Teorema 1.1.27. Sea M wun subconjunto no vacio de un espacio métrico (X,d) y M su
clausura entonces

a) v € M siy sélo si existe una sucesion {x,} en M tal que x, — x.
b) M es cerrado si y sdlo si, ¥ {x,} C M, x, — x implica que x € M.

Demostracién:
Primero demostraremos el literal a).
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Supongamos que una sucesién {x,} C M tal que z,, — x.

Caso 1: Si z € M C M, entonces x € M. Por tanto, = € M.

Caso 2: Six ¢ M. Sea e > 0. Como z, — =, 3 N € N tal que d(x,,z) <e,Vn> N,
— 1, € B.(x)NM,Yn>N= (B.(z) —{z})"M#D =2 M C M= x€ M.

En todo caso x € M.

“:77 o
Seaxe M =MUM.

Caso 1: Si x € M, entonces podemos crear una sucesién de la forma (z,z,z,...) que con-
verge a .

Caso 2: Siz ¢ M, entonces x es un punto de acumulacién de M. Por lo tanto, V n € Z* la bo-
la Bi(xz)NM # (). Por tanto, si escogemos, V n € Z*, x, € Bi(z)y x, — x cuando n — 00.

Ahora demostraremos el literal b).
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Supongamos que M es cerrado y que {z,} C M, x, — =z, por inciso a) tenemos que
reM=M,asix € M.

“¢77

Sea 2 € M. Como z € M, por inciso a) tenemos que, existe {y,} C M tal que y, — x, pero
por hipotesis x € M, entonces M C M, también M C M , por lo tanto M = M, por lo cual
M es cerrado. u



A continuacién daremos a conocer unas desigualdades, las cuales seran de gran importan-
cia para nuestra investigacion, sus demostraciones pueden consultarse en cualquier libro de
Analisis Funcional.

Desigualdades.
e Desigualdad de Holder.

> el < (Slar)
j=1 k=1
e Desigualdad de Cauchy-Schwartz.
> lgml < (Z @\2) <Z !%!2) :
j=1 k=1 m=1
e Desigualdad de Minkowsky.

<Z|§j+mlp) < (Zlékl”) + (Z Inm|q> ; lp+1/g=1
j=1 k=1 m=1

Teorema 1.1.28. Toda sucesion convergente en un espacio mélrico es una sucesion de
Cauchy.

Q|

<Z Inml”> ; 1/p+1/g=1.
m=1

Demostracion:

Si x,, — =, entonces para cada ¢ > 0, existe un N = N(e) tal que d(z,,z) < 5, Vn > N.
Utilizando la desigualdad del tridngulo tenemos d(zm, zn) < d(Tm,z) +d(z,2,) < 5§+ 5 =
g, Vn,m > N.Y por Definicion {z,} es de Cauchy. [ |

Proposicién 1.1.29. Sea (X, d) un espacio métrico, entonces

a) Si {Via}aer es una familia arbitraria de subconjuntos abiertos de X, entonces UnerVa
es un conjunto abierto.

b) La interseccion de un nimero finito de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

c) El mismo espacio X y el conjunto vacio son abiertos en X.

La proposicion anterior se cumple debido a la Definicion [1.1.17, dado que la topologia es
inducida por una métrica.

Definicién 1.1.30. (Espacio Normado). Un espacio normado es un espacio vectorial X
con una norma definida en €l. Aqui una norma en un espacio vectorial (real o complejo) X
es una funcion de valor real en X cuyo valor para v € X se denota por

x|l (léase “norma de x”).

Y cumple las siguientes propiedades:



i) llzll > 0.
i) |z|| =0 << 2 =0.
iit) [lo]| = |af||z]].
w) ||z +y| <zl + ||y|| (Desigualdad del tridngulo).
Aqui x e y son vectores arbitrarios en X y o € K. Una norma en X define una métrica d

en X que estd dada por
d(z,y) = llz—yll; = yeX (1.1)

Y se llama métrica inducida por la norma. El espacio normado que se acaba de definir se
denota por (X, || - ||) o simplemente por X.

Definicién 1.1.31. (Espacio (?(X)). Sea X un espacio normado, donde cada elemento en
el espacio (P(X) es una sucesion de la forma x = (&1, &, &3, ...), donde

1
oo 0o ;
S 1P <00, p =1, fijo, y cuya norma estd definida por ||z — y|| = (Z & - ml”) .

j=1 j=1

Definicién 1.1.32. (Espacio (*(X)). Sea X un espacio normado, definimos (>°(X) como
el espacio que contiene todas las sucesiones acotadas de X, es decir

r=(£,6,8,...) con |&| < ¢, para todo j =1,2,3,....

Donde ¢, es un numero real que depende de x y no de j, cuya norma estd definida por
]| = sup;|&;1.

Definicién 1.1.33. (Espacio cy). Sea ¢y un espacio normado con la norma || - || (véase
Definicion . Definimos co = {{xz,} : x, — 0}, es decir el espacio de sucesiones

escalares convergentes a cero.

Definicién 1.1.34. (Espacio C[X]). Sea X un espacio normado y compacto, decimos que
C[X] es el espacio de todas las funciones continuas en X sobre un intervalo J, cuya norma
esta definida por
= ma t)|; J =la,b.
]l = mitx () = [o, 8]

Ejemplo 1.1.35. Sea X el conjunto de todas las funciones en R xR sobre J = [0, 1] x [0, 1],
ast un elemento de este espacio son las funciones f : [0,1] x [0,1] — [0, 1] definida por

f(z,y) =1—5 —% es una funcion continua en [0,1]. Asi,
, , t t
|z|| = méx |z(t)] = méx |1 — = — =| = 1.
teJ t€(0,1] 2 2




Definicién 1.1.36. Una seminorma en un espacio vectorial E sobre K es una funcion
p: E — R tal que para todo x,y € £ y a € K,
(1) p(z +y) < plz) + p(y).

(ii) plaz) = |alp(z).
El siguiente lema nos da algunas de las propiedades de las seminormas, las cuales seran
de utilidad posteriormente.

Lema 1.1.37. Si p es una seminorma en un espacio vectorial X sobre K, entonces dados
x,y € X tenemos

(a) p(0) =
(b) |p(x) = p(y)| < p(x —y).
(¢) p(x) >0

(d) {x € X : p(x) =0} es un subespacio de X.

Demostracion:

Para el literal (a). Por Definicién [1.1.36| (i4) tenemos que p(0 * x) = |0|p(0) = p(0) = 0.

Para el literal (b). Tenemos que

px)=plx—y+y)=p((z—y)+y) <plx—y)+ply) = p(z) — py) < p(z —y).
Analogamente,
ply) =ply—xz+2x)=p((y —x)+2) < p(y — )+ p(x); por Definicién [I.1.36] (z)
= p(y) < ply — ) + p(x) = p(y) — p(z) < ply — ) = p(y) — p(z) < p((—1)(z —y))
= (=1)(p(z) — p(y)) < | = lp(z —y) = p(x) — p(y) > —p(z —y).

Por tanto, [p(z) — p(y)| < p(z —y).

Para el literal (c). Del literal (b) tenemos que

(
lp(z) — p(y)| < p(x —y) = |p(x) — p(0)| < p(x — 0) = |p(x) — 0] < p(x)
—=|p(z)| < p(z) = 0 < |p(z)| < p(z).
) >

Por tanto, p(z) > 0.

Y por tltimo, para el literal (d). Para que el conjunto {z € X : p(x) = 0} sea un subespacio
de X probaremos que dados z,y € X y a, f € K se cumple que p(ax+By) = |a|p(x)+|8|p(y).
Luego

plax + By) < plaz) + p(By) = |alp(z) + [Blp(y); por Definicién (i)
= plaz + By) < |alp(z) +16[p(y)
=0 < plaz + By) < |alp(x) +|Blp(y); por literal (c).



Si p(x) = p(y) = 0 se tiene que
|alp(x) +[Blp(y) = laf 0+ [5]+ 0 = 0.

Por lo que |a|p(z) + |B|p(y) = 0. Asi, 0 < p(ax + By) < |a|p(z) + |B|p(y) = 0. Por tanto,
plaz + By) = |alp(z) + [B]p(y). L

Noétese que toda norma es una seminorma y que una seminorma no necesariamente es una
norma, una seminorma sera una norma si cumple que p(z) = 0 <=z = 0.

Definicién 1.1.38. Un espacio de Banach es un espacio normado completo (completo en la

métrica definida por la norma (ver Definicion|1.1.50))).

Definicién 1.1.39. Sean FE y F espacios métricos y f : E — F, decimos que [ es uni-
formemente continua si para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que si x,y € E wverifican que
lly — x|| < &, entonces ||f(y) — f(x)|| < €. Una definicion equivalente es que f es unifor-
memente continua, para cualesquiera dos sucesiones {yn} y {z,} de puntos de E tales que
{yn — xn} — 0, se tiene que {f(yn) — f(zn)} — 0.

Ejemplo 1.1.40. El espacio (P de sucesiones acotadas (Definicion|1.1.31) es un espacio de
Banach.

Demostracion:
Por la Definicién [1.1.31] sabemos que P es un espacio normado, bastarda probar que es com-
pleto. Sea {x,,} € ¢ una sucesién de Cauchy, donde z,, = (ém), ém), .-+ ), entonces dado

e > 0, existe N € N tal que para todo m,n > N,

o0 »
|2 — 2l = <Z ™ — 5§”)\P> <e (1.2)
j=1

Se deduce que para cada 7 =1,2,--- tenemos que
|€§m) — 5](”)\1’ <e; (m,n>N). (1.3)
Elegimos un j fijo. De la Ecuacion |) vemos que (5 (1) & (2 ), -+ +) es una sucesién de Cauchy

de nimeros. Es convergente dado que R y C son completos, por lo que §§m) — &; cuando
m — 00. Usando estos limites, definimos = = (&;,&,,-+) y demostraremos que z € (F y
que x,, — z. De la Ecuacién ((1.2)) tenemos que para todo m,n > N,

; '
<Z|5 — & ) <e= Y g g < (h=1,2-).
j=1

Si n — oo, para m > N obtenemos que
k
j=1
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Ahora si k — oo, entonces para m > N,
Sl — gl < e (1.4)
j=1

Esto demuestra que z,, — x = (fj(m) —¢;) € . Como x,, € 7, luego por la Desigualdad de
Minkowski (Ecuacién (1.1))), tenemos que

T =Ty + (x—1x,) € .

Ademas, la serie en la Ecuacién (1.4)) representa ||z, — z||P, de modo que la Ecuacién (1.4))
implica que x,, — x. Como {z,,} € (P es una sucesién arbitraria de Cauchy, tenemos que
(P es completo con 1 < p < 0o0. Y como /P es un espacio normado completo por Definicion

1.1.38| es un espacio de Banach. [ |

Teorema 1.1.41. (Subespacio de un espacio de Banach). Un subespacio Y de un
espacio de Banach X es completo, si y solo si 'Y es cerrado en X.

Demostracién:

e

Sea X un espacio de Banach. Supongamos que Y es un subespacio completo de X, proba-
remos que el conjunto Y es cerrado en X, es decir YV = Y. Como Y C Y, bastard probar
que Y DY.SeaxcY.Comox €Y, entonces 3 {x,} CY tal que {x,} — x; por Teorema
inciso a). Como {x,} es convergente, entonces {z,} es una sucesiéon de Cauchy (por
Teorema . Ademés por ser Y completo, {z,} — = € Y; por Definicién | Por lo
cual Y DO Y Por tanto, Y =Y.

“<:77

Sea X un espacio de Banach. Supongamos que Y es un subespacio cerrado en X, probare-
mos que Y es completo, es decir toda sucesiéon de Cauchy converge. Sea {z,} C Y C X una
sucesion de Cauchy. Como X es un espacio de Banach por Definicion [1.1.38 X es completo,
como X es completo por Definicién , entonces {x,} — = € X. Luego por Teorema
inciso a) tenemos que = € Y, pero por hipétesis Y es cerrado, es decir Y =Y, por lo
que z € Y =Y, entonces x € Y. Por tanto, {z,} — € Y. Asi Y es un subespacio completo
de X. [ |
Ademsds de (P existen otros espacios comunes que son de Banach como lo es C[0,1] cuya
demostracion la presentamos a continuacion.

Ejemplo 1.1.42. El espacio de funciones C|0,1] donde [0,1] es un intervalo cerrado en R
es un espacio de Banach (Definicion .

Demostracion:
Por la Definicién [1.1.34] sabemos que C]0, 1] es un espacio normado, bastard probar que es
completo. Como R es completo y [0, 1] es cerrado, se concluye que [0, 1] es completo. Sea
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{fn} € C[0,1] una sucesion arbitraria de Cauchy. Entonces dado £ > 0, existe N; € N tal
que para todo m,n > N tenemos que

| frn — full = m[%'ml(] |fu(z) — fin(2)| <€, param,n > Ny x € [0, 1]. (1.5)
ze|0,

Esto implica que para todo x € [0, 1] la sucesion {f,(z)} es una sucesién de Cauchy, y al ser
0, 1] completo tiene un limite al que llamamos f(z). Ademds, f(z) € [0, 1]. Tomando limites
cuando m — oo en la Ecuacion (|1.5)), para cada n > N tenemos que,

I f — fIl = méx{|fu(z) — f(x)| : 2 € 0,1]} < e.

En consecuencia, para todo ¢ > 0, existe N € N tal que si n > N entonces se cumple
| fu(z) — f(2)] < & para todo € [0,1]. Por Definicién [1.1.39] la convergencia de {f,} hacia
f es uniforme y al ser las f,, continuas, asi lo es f. Es decir, f € C]0,1] y por Definicién
[1.1.15] C[0,1] es completo. Y como C[0,1] es un espacio normado completo por Definicién
1.1.38| es un espacio de Banach. |

Ejemplo 1.1.43. El espacio (> es un espacio de Banach.

Demostracion:
Demostremos que ¢*° es de Banach, para ello cabe mencionar que ¢ también es conocido
como (B(N), ||+]ls)- Sea { f, }nen una sucesion de Cauchy, entonces Ve > 0, I3 ng € N; || f,,—
fmll < &, ¥ n,m > ng, entonces {f,.(z)}nen C R es de Cauchy para toda = en N, ademads
sabemos que,

Ful@) = Ful@)] < [ule) — Fula)]] < € = 3 f&) = lim_fu(x).
Donde f: N — R, con
|fo— fm| <&, VxzeN, Vnm>ng. (1.6)

Si m — oo se tiene que Ve > 0, I ng € N tal que |f,(x) — f(x)] <&, Vn>ng, Vel

Ahora bien, |f,(x) = f ()| = | f(x) = fu(2)], pero | fu(z) = f(2)| < &, entonces | f(x) — fu(z)| <

e, aplicando la desigualdad del tridangulo para la resta tenemos,

|f(x) = fu(@)] <e = [f(2)| = [ful2)| < [f(2) = ful2)| <e = |f(2)| = [fulz)] <€
=|f(2)| < e+ |ful2)] pero |fu(2)] < [[ful@)]| < M
= |f(x)| <e+ M, VneN.

Por lo que f(x) € ¢. Ahora bien, si la Ecuacién ((1.6) tenemos, Ve > 0, 3nyg € N :

| fn — fll < &, entonces tenemos que f, converge a f, por Definicién (> es completo,
concluimos que > es de Banach. [ |

Ejemplo 1.1.44. El espacio cy es un espacio de Banach.
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Demostracién:
Demostremos que ¢y es de Banach. Para ello, primero demostremos que ¢y es un espacio
cerrado de ¢*. Sea {x(™}>_, una sucesién de Cauchy de elementos en ¢y con

tal que converge en (£, || - ||oo) & un vector y = (Y1, Y2, - - -, Yn, - - -, ) € £>°, hemos de ver que
Y € co, es decir que la sucesion {y,} es convergente a 0 € K. Dado £ > 0, existe mg tal que
sim > myg

€

5.

Como z(™0) € ¢, dado € > 0, existe ng tal que si n > ny, |a:§1m)| < 5. Entonces, si tomamos
an > max{ng, mo}

Iz — ylle <

Y| = [y — 20 + 20| < |y, — 20| + 2] < [ly — 20" || + 27|

=>|yn| < cii=c
Pnl=5 Ty =¢
Por lo que y € c¢g, por tanto ¢y es cerrado en £°°. Como ¢y es cerrado en £*° y (> es de
Banach, por Teorema [1.1.41} ¢y es de Banach. |

Recordemos que en un espacio normado (X, | - ||), la topologia tiene como base al conjunto
de las bolas abiertas con centro en x y radio ¢

Bu(z) ={ye X : o —yll <.

Definicién 1.1.45. Sea A C X, diremos que A es convexo si ax + (1 —a)y € A, para todo
r,y €A, ae€l0,1].

Teorema 1.1.46. En un espacio normado X, las bolas abiertas y cerradas son conjuntos
CONVETOS.

Demostracién:
Para las bolas abiertas, B.(z) = {y € X : ||z — y|| < €}. Para que B.(x) sea convexo
demostraremos que para a,b € B.(z) y t € [0, 1] se verifica que (1 —t)a + tb € B.(z). Como
a,b € B.(r) = ||xr —al| <ey |z —0| <e. Luego,

|z — ((1 =t)a+tb)|| = ||z — a+ ta — tb]
= ||z —a+ta —tb+tz —tx||
=||(z — tr —a+ta) + (tx — tb)||
= (1 =)z —a(l = 1)) + ({(z — b))
(X = #)(z = a) + iz = D)
< |1 —¢|||z — a|| + [¢|||z — b]|; por Definicién [1.1.30] (iv) y (ii).

Ademas,

|lz—((1=t)a+tb)|| < |[1—t||z—al+|t|||z—0| < |1—tle+]|tle = = ||z —((1—t)a+1b)| < e.
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Por tanto, (1 —t)a + tb € B.(x). Por lo que las bolas abiertas son convexas.

Para las bolas cerradas, Ee(x)_: {y € X : [lz —y| < e}. Para que B:(z) sea convexo
demostraremos que para a,b € B.(x) y t € [0,1]; se verifica que (1 —t)a+tb € B.(z). Como
a,b € B.(z) = ||z —al| < ey |Jxr —b|]| <e. Luego,

|z — ((1 =t)a+tb)|| = ||z — a+ ta — tb]
= ||z —a+ta —tb+tz — tx||
=||(z — tr —a+ta) + (tx — tb)||
= (1 =)z —a(l = 1)) + (t(z — b))
(X = )(z = a) + iz = D)
< |1 —¢|||z — a|| + [¢|||z — b]|; por Definicién [1.1.30] (iv) y (ii).

Ademas,
|z = ((1=t)a+tb)|| < [1—t[[|z—al|+[t|[|z—bl| < [1—tle+tle < & = [[z—((1-t)a+b)|| <e.

Por tanto, (1 —t)a + tb € B.(x). Por lo que las bolas cerradas son convexas. [
Sabemos que el conjunto = + B.(0) es abierto, pues es igual a la bola B.(x); por lo que
podemos generalizar que si U es abierto en X, para x € X el conjunto x + U es abierto en
X. La unién arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto, asi Usea(a + V') es un
abierto en X, mas ain

Ugeala+V)=A+V. (1.7)

Donde A+ V ={a+v:a € A v eV} Implica que A+ V es abierto en X. El siguiente
resultado dié pie a que se generalizara la nocion de espacio normado a la de espacio vectorial
topoldgico.

Definicién 1.1.47. Sea (X, || - ||) e (Y,| - ||)- Una funcion T : (X,| - ||) — (Y, - ||) se
dice que es continua sobre el punto xq € X, si para cada € > 0, existe un 6 > 0 tal que,

|Tx — Txo|| < € para toda x que satisface ||z — xo|| < 0. T es continuo, si es continuo en
todo punto de (X, || - ).

Notese que es equivalente decir, T es continuo si, para cada subconjunto V abierto de'Y, el
conjunto T=Y(V') es subconjunto abierto de X.

Proposicién 1.1.48. Sea X un espacio normado, entonces

(i) La funcion suma de X x X en X dada por f(x,y) =x +y es continua.
(ii) La funcion producto por un escalar de Kx X en X, dada por g(a, z) = azx, es continua.

Donde la norma estd definida por ||(x,y)|| = ||=|| + ||yl

Demostracién:
Prueba del literal (i). Demostraremos que lim,, . || f(2n, yn) — f(z,y)|| = 0.
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Sea (Tn,Yn) — (z,y), es decir z, — x, y, —> vy, asi

Hf(xnvyn) - f(xvy)H = Hxn + Yn — (5’3 + y)H
=1 f(@n, yn) — f(@,9)]] = |20 + v — 2 — Y]
= ||f(xn, yn) — f(z, )| < |20 — || + |lyn — y||; por desigualdad del tridngulo
= M [[f(zn,y0) = f(z, )| < 1z, —zf| + g, —y]
n—oo n—oo
( )

— f(z,y)ll <0,

8

= hm lf(zn, yn

pero sabemos que, || - || > 0, entonces
i @) — £l )] = 0.
Por tanto, f es continua.

Prueba del literal ii). Demostraremos que, lim, . ||g(cn, yn) — g(a, y)|| = 0.
Sea (, Yn) — (o, y), es decir o, — «, Yy, —> vy, asi

lg(cn, yn) — gle, Y)|| = llanyn — (ay)]|
=>[|g(n, yn) — 9(a, Y)[| = [lenyn — @y + any — anyl|
=>lg(an, yn) — 9(a, y)|| < low(yn — y) + (any — ay)||
=>lg(an; yn) — g(a, Y[l < llan(yn — y)|| + (e — @)yll;  por desigualdad del tridngulo
=>[|g(an, yn) — 9(a, Y)[| < lanlllyn — yll + |ow — af|ly]|

= lim |[[g(an,yn) — g9(a,y)[| < lim |an|[lyn —yll + lm o, — af|[y]
n—»ao0 n—>:o00 n—rao0
— lim_{lg(om, yn) — g, y)[ <0,

pero sabemos que, || - || > 0, entonces
n—ao0
Por tanto, g es continua. [

De la continuidad de las operaciones en un espacio normado, obtenemos las siguientes rela-
ciones entre cerraduras e interiores de sumas de conjuntos, que nos dan informacion sobre
la topologia del espacio. Dado un espacio vectorial X, se pueden definir distintas normas
sobre él. Si dos de ellas inducen la misma topologia sobre X, los espacios normados que se
obtienen tienen la misma estructura algebraica y topolégica y en ese sentido son el mismo.

Definicién 1.1.49. Dos normas || - ||1 y || - |2 en un espacio vectorial X son equivalentes si
inducen la misma topologia en X.

Lema 1.1.50. Si p y 0 son seminormas en un espacio vectorial X, entonces los siguientes
enunciados son equivalentes

i) p(z) < o(x) para toda z € X.
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i) {r e X :o(x) <1} C{x e X :p(x) <1}, es decir, p(x) <1 siempre que o(x) < 1.
i) {r € X :o(x) <1} C{r e X :p(x) <1}, esdecir, p(x) <1 siempre que o(z) < 1.
w){reX o) <1} C{re X:plx) <1}, esdecir, p(x) <1 siempre que o(x) < 1.

Demostracién:
Sea x € X. Demostraremos las equivalencias como sigue a continuacién.

(i) = (i7). Supongamos que se cumple 7), ademds de i7), se tiene que o(x) < 1, asi,
p(z) <o(z) = p(zr) <o(z) <1= p(x) <L

(1) = (4i7). Supongamos que se cumple i), ademds de ii7), se tiene que o(x) < 1, asi,
p(2) < o(z) = p(z) < o(2) < 1= plz) < 1.

(i) = (iv). Supongamos que se cumple ¢), ademds de iv), se tiene que o(z) < 1, asi,
p(z) < o(z) = plx) < o(z) <1 = pla) < 1.

(11) = (iv). Supongamos que se cumple i7), ademés de iv), se tiene que o(x) < 1, asi,

o(z) <1= p(x) <1 paratodaz e X = p(z) < 1.

(i1i), (iv) = (7). Supongamos que se cumple iii) o iv), ya que es la misma hipétesis para
ambos y € > 0, entonces

P (a(x)x—i—a) - |a(x)1—|—8|p($) @) e

Como la dltima desigualdad es cierta para todo € > 0, p(z) < o(x) para todo = € X. Luego,

los enunciados son equivalentes. [ |
Proposicién 1.1.51. Sea X un espacio normado, dos normas || - |1 y | - |l en X son
equivalentes si y solo si existe M > 0 tal que para toda x € X
1
— < <M . 1.8
a7l < llzllz < Ml (1.8)
Demostracién:
“:>77

Supongamos que ||-||1, |||z son equivalentes. Por Definicién|1.1.49} como {x € X : ||z||; < 1}
es una vecindad de cero en la topologia inducida por || - ||2. Por lo tanto, existe ¢ > 0 tal que,

{reX |z <e} C{re X |z <1}

Si en el Lema [1.1.50| i4) implica ), tomamos p(z) < o(z), entonces o(z) = ||zl y p(z) =
|z]|1. De manera analoga, por Definicién [1.1.49, como {z € X : ||z]l2 < 1} es una vecindad
de cero en la topologia inducida por || - ||;. Por lo tanto, existe r > 0 tal que,

{reX ||z <r}Cc{re X |z|. <1}

Si en el Lema [1.1.50|¢7) implica i), tomamos o(x) = r||z||2 y p(x) = ||z||1, entonces r||z|]2 <
|z]|1, por lo que ||z||2 < %||x||1.Luego, sea M = méx(%, %), entonces ﬁ”x”l < lz|l2 < M||x]|1-
Analogamente el regreso. [ |
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1.2. OPERADORES LINEALES

Como las funciones entre espacios vectoriales que preservan la estructura vectorial son las
llamadas lineales, estamos particularmente interesados en ellas, pero recordar que los espacios
que estamos estudiando estan dotados de una topologia y la forma en que se preservan la
topologia es mediante funciones continuas. Si X e Y son espacios normados, cuando no haya
peligro de confusién denotaremos la norma en ambos espacios por || - || y cuando necesitemos
especificar, escribiremos || - [|[x y || - ||v-

Definicién 1.2.1. Sean X y Y dos espacios normados sobre K. Un operador lineal es una
funcion lineal T : X — 'Y denotado por Tz, al operador evaluado en x. A los operadores de
f: X — K les llamaremos funcionales, serdn denotados por f(x) al funcional evaluado en
x. Un operador lineal T : X — Y es una isometria, si para toda v € X, ||Tz| = ||z||. Si un
operador lineal T : X — Y es biyectivo y ademds es un homeomorfismo (U es abierto en
X siy solo si f(U) es abierto en Y ), entonces diremos que es un isomorfismo de espacios
normados. Si T es una isometria, diremos que X yY son isométricamente isomorfos.

Cabe resaltar que los espacios isométricamente isomorfos son aquellos que tienen la mis-
ma estructura topoldgica, algebraica y métrica, mientras que en los espacios isomorfos solo
podemos asequrar que tienen la misma estructura topologica y algebraica, debido a que existe
una biyeccion con inversa continua.

El siguiente teorema nos da algunas condiciones equivalentes para la continuidad de un
operador. De hecho, a los operadores lineales continuos entre espacios normados se les llama
también operadores lineales acotados, ya que si satisfacen (c¢) en el siguiente teorema, la
imagen bajo T' de conjuntos acotados es un conjunto acotado. Es importante no confundir
esta definicién con la definicion usual de funciéon acotada, es decir aquella cuyo rango es
acotado; en este sentido el Unico operador lineal acotado es el identicamente cero pues el
rango de todo operador lineal es un subespacio del contradominio.

Teorema 1.2.2. Sean X eY espacios normados y'T : X — Y un operador lineal, entonces
son equivalentes

(a) T es continuo en 0.
(b) T es continuo.

(¢) Para cada x € X, existe una constante C > 0 tal que |Tz| < Clz||.

Demostracién:
(a) = (b). Sea z,y € X, asi x —y € X y supongamos que T  es continua en 0, por lo que
para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que ||T,—, — To|| < € siempre que ||(x —y) — 0| < 0. Luego,

||Tw—y - TOH - HTJJ - Ty - TOH = ||Ta: - Ty+0|| = HTa: - TyH'

Por lo que ||T, — Ty || = |To—y — Tol| < €, entonces ||T, — T,|| < €. Por tanto, T" es continuo.
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(b) => (c). Supongamos que 7" es continua en algin punto zp € X, entonces dado € > 0,
existe d > 0 tal que |1, — T}, || < € siempre que ||z — x| < . Sea y # 0, arbitrariamente
dadoen X y x =z + ”%Hy, entonces

J J
& =0 = 7y = [lr = xol| = —lyll =
[yl Iyl
Como ||z — zo|| = ¢ por definicién de continuidad y como 7" es un operador lineal, entonces

ITe = Too |l = [ Tea | = Tyl

H Tl

H ToT¥ ||y||

Por lo que ”57”|]Ty|| = ||T — Ty, || < ¢, asi

15
T < e = I < Sl = IB) <l ¢ =S>0.

[lyll 0

Por tanto, T es acotada.

(c) = (a). Sean T' # 0, xg € X y € > 0. Como T # 0, entonces ||T|| # 0. Al ser T es

un operador lineal acotado, para todo x € X se tiene que ||x — x|l < &5 con 6 = 7 por lo
que

1T = Too | = [ Teao | < [Tl = 2ol < [0 = |17l 7= ||T|| =
Por tanto, T" es continuo. |

La equivalencia entre (a) y (¢) permite definir la norma entre operadores continuos. En efec-
to, si T : X — Y es un operador lineal continuo, por (c), existe C' tal que ||T,| < C||z]|.
Entonces definimos la norma de un operador como sigue.

Definicién 1.2.3. Sean X e Y espacios normados y T : X — Y un operador lineal
continuo. Definimos la norma de un operador T por

1T} = mf{C - || Tof| < Cllz||,V 2 € X},

o0, equivalentemente,
IT|| = sup [Tz (1.9)

lzll<1

De igual forma definimos la norma en un funcional acotado como,

|/ ()]

x#0

£l =

Denotaremos por B(X,Y), al espacio de los operadores lineales continuos de X en Y
con la norma anterior. Cuando X =Y denotaremos a B(X, X) simplemente por B(X). Si
Y =K, el espacio B(X,K) se denota por X*, y es conocido como el espacio dual de X. A
continuacién veremos que el operador T : /7 — ¢! pertenece a B((?, (') este resultado es
muy importante para los capitulos posteriores.
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Ejemplo 1.2.4. Sean X =P, 1 <p<oo, Y =0 yT :» — (* dado por
T

T({nboen) = {2}

n

Entonces T € B(X,Y) con ||T|| = (300 ) donde 1 + 2 =1.

nlnq

Demostracion:
En primer comprobaremos que 7' estd bien definido. En efecto, si {x,}neny € P, como

{%}neN € 07 (pues 1 < ¢ < 00), entonces {%}%N € /', Ya que
) (Ser)

Ty > |z, | = |1
R — = _— = — n <
(2.l - - (2
H{xn}NENHP < 0.

1 n=1 n=1
Este ultimo resultado por la desigualdad de Holder, luego
q

KT) (&) I,

Por tanto, T'({Zy }nen) = {x_} estd en (1.
n J neN

1T (e }ne) s = \

o0

T bocslhs < (Z !

n=1

Ahora verificaremos que es lineal. Sean «, 5 € Ky {2, }nen, {Un tnen € 7, tenemos que

T(a{adoen + flndoar) = { L falnpgle)

—T(afeabnen+ Aludue) =a {2} +A{%} = al{w}uen+ BT {a}en

neN n
Por lo que T es lineal.

Para ver que es continua usaremos la desigualdad de Holder,

T = |1
- T, < -
{n}neNl p— ’ ’_<Zn

Y (Sr) I

) &)

{2 }nenllp-
q

IT(Cea}ne) s = \

1

n

n=1

= T {zaacr)l < (z

n=1

Por Teorema [1.2.2] T es continuo.

Ahora probaremos que |[|T']| = (307, q) SeaCy = (o0, nq) . Para probar que | T|| =

es suficiente encontrar {z, } ey tal que ||{xn}neN||p =1y | T{zn}nen)|1 = Cy. Con&deremos
—a/p

para n € N. Ademés 1 + = =1 de donde se deduce que,

xn:nq17
1 1 1 1 1 1
P q p q T qg—1 qg—1
q q

q
—rle-D=g=g-1="
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De los pasos anteriores hemos de resaltar las siguientes igualdades ¢ — 1 = 1% D= 1 y
q —_—
1 -1
g .Luego,
p q
/ 1
Cq—q p B 1 -~ > 1 Py
IHeabnerlly = ||| =G | —= || =G | 22 (o
» V4 n=1
1
q/p =1
:H{xn}nel\lnp O (Z:lnq 1)p> ) PEro p = qg—1
IR
— {zn b neni| — b Z p_qu/p Zi erol—q_1
nfneN|[p — Vg — ql) e _n P p_ q
g—1 1\ ¢—1 1
B o 1 q B o0 1 4 > 1 !
:>||{$n}neNHp _ Cq q/p Zl E — Oq q/p Zl E ; pero C'q = Zl E

_ _ q
= |{zn}nenllp = C, q/ng L operog—1=2+

= |{Zn}nenllp = Cq_q/ng/f” = Cq—q/p+q/p _ C;) —1
Por otro lado:

C*q/p

> |l‘n| > # 4 > Cq—Q/p
Tkl =2 S8 =2 == =D Smn =2 i~
n=1

n=1 n=1 n=1 n=1

n=1

Sabemos que

1T ({2nnem)h _ G

x < :
=T ({@n}nen) |1 = Cq*q/p Z — = Cq*q/p ( E) ) — C;q/ng =,

1
o0 1 q
|T|| = sup =5 =G = nt
o#0  [{Zntnenllp 1 ! nz—; ni
1
Por tanto, [T = (352, )¢ . -

Cuando el operador es un funcional, ademas de las condiciones mencionadas en el teore-
ma anterior, hay otras condiciones equivalentes a la continuidad.

Definicién 1.2.5. Sea D un conjunto de (X, d), diremos que D es denso en X si D = X.

Lema 1.2.6. Un subconjunto D de X es denso en X si y solo si para cada conjunto abierto
U #0, tenemos UN D # (.

Demostracién:
[14 g 9
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Sea U un conjunto abierto, tal que UND = (), entonces D C X —U C X. Puesto que X —U
es cerrado, tenemos que D € X — U € X, por Definicién [L.2.5] D no es denso en X.

14 :>77

Supongamos que D no es denso en X, entonces D C X y por lo tanto, existe un conjunto U
abierto de X tal que, U # 0, U = X — D, asiUND =, pero D C D, por lo que UND = .
|

Proposicién 1.2.7. Sea f : X — K un funcional en un espacio normado X. Si existe
x € X con f(x) # 0, entonces son equivalentes

(i) f es continua.
(i1) El espacio nulo de f, ker f, es cerrado.
(i1i) El ker f no es denso en X.
Demostracién:
(i) = (4i). Supongamos que f es continua. Como {0} es un conjunto cerrado en K (los

unipuntuales son cerrados en R y C), entonces ker f = f~1({0}), por continuidad de f,
f71({0}) es cerrado en X. Por tanto, ker f es cerrado en X.

(i) == (ii1). Supongamos que ker f es cerrado en X, es decir ker f = ker f, como exis-
te x tal que f(x) # 0, entonces ker f # X y asi ker f = ker f # X. Por tanto, ker f no es
denso en X.

(7i1) = (7). Supongamos que el ker f no es denso en X, entonces existen x € X y r > 0

tales que
B,.(z) Nker f = 0. (1.10)

Veremos que existe C' > 0 tal que ||f(y)|| < C para toda y € B,.(x). Si no existiere tal C,
dado n € N existiria y, € B,(x) con |f(y,)| > n+ |f(z)]. Como B,.(x) = = + B,(0), esto
implica que existe z, € B,(0) tal que y, =z + 2, v | f(zn)| > n.

Sea w € K con |w| < n, entonces |w| < |f(z,)| y existe @« € K con |a] > 1 tal que
w = af(z,) = f(az,). Por lo tanto, B,(0) C f(B,(0)), como esto se cumple para cada n,
tenemos que f(B,(0)) = Ky también f(B,(x)) =K, lo cual contradice la Ecuacién (|1.10)).
Finalmente, dado € > 0,

[f (@) = F@)l = [z =yl < 171G =l < Il +yl) < 1AIC +C) = [l ]2

1f1[2¢
=|fll(z =yl <[[f]2C = |(z —y)| < TCS-
Sid= H}]\]lgc obtenemos que |f(z) — f(y)| < e para toda y € Bs(x), es decir, f es continua
en x, luego por el Teorema m (c) obtenemos que f es continua. [

La proposicion anterior no necesariamente es cierta para operadores entre espacios de Ba-
nach, para ello presentamos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.2.8. Sea f : ¢cg — R lineal discontinua y sea T : cg —> co definido como
sigue, para xr = (T1,%2,...) € co, T(x1,29,...) = (f(2),x1,22,...). Demuestre que T es un
operador lineal con kerT' cerrado y que no es continuo.

Demostracion:
Hemos demostrado que ¢y es un espacio de Banach (Ejemplo y como R es un espacio
normado completo también es de Banach. Primero probaremos que 7" es lineal. Sean «, 5 € K
yx=(r1,29,...),y = (Y1,Y2,...) € Co, tenemos que

( ) =T(a(@1,@2,...) + Byr, 92, .- .)) = T((axy, azs, ...) + (Byr, Bya, - - -))
=T (ax + By) = T(axy + Byr, axs + Pys, . ..) = (f(ax + By), axy + Byr, axs + Sys, . . .)
=T (az + By) = (af(x) + Bf(y), ax1 + By1, axs + By, .. .)

( ) = (af(z),az, azs,...) + (Bf (), By, Bya, - .)

—=T(ax + By) = o f(x), w1, 22,...) + Bf (W) y1.v2, - .) = aT(x) + fT(y).

Por lo que T' es un operador lineal. Por definicién del ker T', se tiene que

kerT'={ze€cy:Tr=0} ={z €c:(f(x),x1,29,...) =0}
= kerT ={x €cy: f(x),r1,29,... =0} = {(0,0,...)}.

Veamos que el ker T" es cerrado. Sea {z,}7, € ker 7.
{zp )02, €ker T = {x,}02, — 0 € ker T

Por Teorema [1.1.27] b), el ker T es cerrado. Observemos que 7' no es continua dado que su
primer componente estd formada por f(z) donde f es discontinua, por lo que la Proposicién
no es cierta para operadores entre espacios de Banach. [ |

Lema 1.2.9. La funcion norma es continua y estd definida por
f: X—R
z ~> [|zf].

Demostracion:
Para demostrar que la funcion norma es continua, demostraremos que Ve > 0, 36 >
0, tal que, V z,y € X se cumple que |||z|| — ||y||| < € siempre que ||z — y|| < 9.

Sea ¢ > 0. Sabemos que ||z] — ||y|| < [z — y|| y ademds ||y|| — ||=|| < ||y — z||. Pero por
propiedad de métrica ||z —y|| = d(y, z) = d(x,y) = ||y — ||, entonces ||z —y|| = ||y — ||, por
propiedad de valor absoluto tenemos |||z|| — ||y]|| < ||z — y||. Si tomamos a § = £ tenemos
que |||z|| = |ly||| < e. Luego por definicién de continuidad, f es continua. [

Proposiciéon 1.2.10. Sean X un espacio normado y Y un espacio de Banach. Entonces
B(X,Y) es un espacio de Banach.

Demostracién:
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Sea {T,} € B(X,Y) una sucesién de Cauchy arbitraria. Demostraremos que {7} converge
a un operador 7' € B(X,Y). Como {T,} es de Cauchy, para cada ¢ > 0, existe un N € N tal
que

T, — Tl <e: (m,n > N). (1.11)

Para todo x € X y m,n > N, tenemos que
[T = Tozl| = (T = Ton)z|| < 1T = Tl || < ellz]]. (1.12)

Ahora para cada x fijo y dado £ podemos escoger € = ¢, tal que ¢,||z|| < . Entonces en la

Ecuacién ([1.11]) tenemos

| Tx — Thx| <e,

por lo que {T,,x} es de Cauchy en Y. Como Y es completo, {T,,z} converge, es decir, T,z —
y. Observemos que el limite y € Y dependiendo de la eleccion de z € X. Esto define un
operador T': X — Y, donde y = T'x. El operador T es lineal dado que

m T, (ax + Bz) = lim (aTx + BT,2) = alim T,z + Slim T, z.

Ahora probaremos que T' es acotado y que T,, — T, es decir ||T,, — T'|| — 0. Como en la
Ecuacion se mantiene para cada m > N y T,,x — T'x cuando m — oo. Usando la
continuidad de la norma, entonces obtendremos de la Ecuaciéon que para cada n > N
y para todo z € X

T — Tal| = |

ﬂx—lmlﬂﬂﬂ: lfm || Tp — Tl < )z (1.13)
m—>r00 m—>r00

Esto demuestra que (7,, —T') con n > N es un operador lineal acotado. Como T,, es acotado,
T =T, — (T, — T) es acotado, es decir, T' € B(X,Y). Ademés, si en la Ecuacién (1.13)
tomamos al supremo de los = con norma 1, tenemos que ||7,, — T'|| < e; (n > N). Por tanto,
T, —T| — 0. |

1.3. ESPACIOS COCIENTES Y SUMAS DIRECTAS

Definicién 1.3.1. Sea X un espacio normado y Y un subespacio cerrado de X . Definimos
la norma cociente en XY, para & =x +Y por

|Z|| = mf{||z +y| :y € Y} (1.14)

Al espacio X/Y con la norma cociente lo llamaremos espacio cociente, donde X/Y estd
definido como el conjunto de las clases laterales de la forma: x+Y ={z:z2=x+y, y € Y}.

Ejemplo 1.3.2. Sea X =R3 y Y = {(£,0,0) : & € R}. Encuentre X/Y, X/X, X/{0}.

Demostracion:
Para X/Y, podemos deducir (geométricamente) que los elementos de X/Y son lineas pa-
ralelas al eje &;. Es decir, por definicién, X/Y = {x +Y : = € X}; para un zy fijo con
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Ty = (5?75&&?)7
zo+Y = {(&,8,6) +(£,0,0) : & € R} = {(§,8.€)) : & € R}

Esto corresponde a una linea paralela al eje & . Por lo que X/Y son las lineas paralelas a &
Ahora para X/ X, tenemos por definicién que X/X = {z+X :z € X};asiz+y € X; ye X
para todo € X por lo que X/X = {0}.

Por tltimo, para X/{0} tenemos que

X0} ={z+{0}:zeX}={r:2eX}=X.

Ast X/{0} = X, bajo cierta identificacion. [

Teorema 1.3.3. Sean X un espacio normado y Y un subespacio cerrado de X. Entonces
a) La Ecuacidn define una norma en X/Y .
b) La proyeccion q: X — XY cumple que ||q|| < 1 y por lo tanto, q es continua.
c) Si X es un espacio de Banach, también lo es X/Y .
d) U es abierto en X/Y siy sélo si ¢~' (U) es abierto en X.
e) Si'V es abierto en X, entonces q(V') es abierto en X/Y .
Demostracién:

Demostraremos a), para ello la Ecuacién ((1.14)) debe definir una norma, es decir que cumplir
las propiedades en la Definicion [1.1.30L

Primero demostraremos que ||Z|| > 0. Sabemos que [|Z|| = inf{|lz + y|| : y € Y}, pero
|z + y|| > 0, entonces inf{||z + y|| : y € Y} > 0. Por tanto, ||Z|| > 0.

Ahora demostraremos que ||Z|| = 0 <= & = 0. Si ||Z|| = 0 tenemos que
12 =0 = inf{llz+yll:y €YV} =0= [z +yl| = 0.
Pero ||z + y|| es una norma, luego
r+y=0=—=zr=—y=—zcY ==Y, iex=0.
Por tanto, £ = 0. Ahora si & = 0, se tiene que
i=0=2+Y =Y =3yecY; 2+y=0=|z+y|=0=inf{|lz+yl;y € Y} =0.

Por tanto, ||Z|| = 0.
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Ahora demostraremos que |z + 7| < ||Z|| + ||§]|. Sabemos que ||z +y| = ||Z + §|| por
lo que [|Z + 7|l = [l + yl| = inf{[[(z +y) + 2|; 2 € Y}. Luego

1+l = inf{ll(z+2) + (y + 2)[; 2 € V} <infll(z + 2) | + [(z + 2)[; 2 € Y}
=7+ gl <infill(z+2)l;2 € Y} +inf{l[(z + 2)ll; 2 € Y} = [[z]| + [|7]]

Por tanto, ||7 +g[| < ||z + [|7].

Seguidamente demostraremos que ||aZ| = |a|||Z]|.

lez]] = inf{lle(z +y)l;y € Y} = inf{lell(z +y)l;y € Y} = lalinf{[[(z +y)l;y € Y}
— ||| = |aflZ].

Por tanto, ||aZ|| = |a||Z]|. Por lo cual concluimos que la Ecuacién ([1.14]) define una norma
en X/Y.

Ahora demostraremos b). Como ||¢(x)| = inf{||lz + y|;y € Y} < ||z||, Vz € X. Por Lema
1.1.50] inciso iv) si tomamos a ||q(x)|| = p(z) v ||z]| = o(x) tenemos ||¢q|| < 1 y por Teorema

[1.2.2] ¢ es continua.

Demostraremos c¢). Sea {x,}>°, una sucesién de Cauchy en X/Y. Podemos extraer una
subsucesién {z,, } tal que

—~—

1Zne = Ty | = lne = Zn | < o7

Construiremos dicha sucesion de Cauchy en X de la siguiente manera. Sea y; = 0; por la
definicién de norma cociente, existe y, € Y tal que

—~ N 1
1 = @ny + 1ol < Nl2m, = Tl + 5 < 1.

Podemos elegir y € Y tal que
— N 1
120y = @ng + 9l < llny = @ng |l + 55 < 1.

Entonces si y3 = yo — y obtenemos

1 1

H(xnz + y2) - (xng +y3)H < ”m’ng - 5{';3“ + ? < 5

Continuando de esta manera construimos una sucesion {y, 52, C Y tal que

1 1

||(Ink + yk) - (xnk+1 + yk+1>|| < Hxnk - xnk+1H + ? < F

Entonces {z,, +yxr}32, es una sucesiéon de Cauchy en X, y como X es completo (por hipéte-
sis), converge a algin punto xy € X. Por otra parte, por b), tenemos x,, = q(z,, + yi)
converge a q(zg) = Tg. Como {x,}22, es de Cauchy, tenemos que converge al mismo limite

25



que su subsucesion y por definicién, X/Y es completo.

Demostraremos d). Sea U abierto en X/Y. Por b) tenemos que ¢ es continua, por defi-
nicién de continuidad ¢=*(U) es abierto en X. Supongamos ahora que A C X/Y, y que
g '(A) es abierto en X y que zg € ¢~'(A). Entonces 3 > 0 tal que B.(zg) C ¢ '(A), luego,
si ||z — zo]| < €, entonces g(x) € A. Ahora bien, por como estd definida la norma en X/Y
tenemos que, existe y € Y : ||zg —x + y|| < . Entonces

lzo = (= =)l = [ = y) = wol| <e == (z —y) € Be(wo) = (x —y) € ¢7'(4)
—q(r—y) € A,pero ACX/)Y = q(z—y)=q(z) —qly) =T — 7, peroy € Y
—q(r—y)=2-0=1.

Por lo tanto, A es abierto.

Y por tltimo, demostraremos e). Si V' es abierto en X, entonces por la Ecuacién (|1.7)
tenemos que ¢ (q(V)) =V +Y C X es abierto y por d), ¢(V) es abierto en X/Y. |

1.4. SUBESPACIOS DE DIMENSION FINITA

Veremos que para cada n € N todos los espacios normados sobre K de dimensiéon n son
isomorfos, es decir desde los puntos de vista topolégico y algebraico todos son el mismo.

Definicién 1.4.1. (Subespacios linealmente independientes). Sea A C X, decimos

que A es linealmente independiente si dado un nimero natural n, dados x1,...,x, € X
y escalares Ay, ..., \, se tiene que
n
Z Aix; =0, implica que A\ = --- =\, = 0.
i=1

Ejemplo 1.4.2. i A = {(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)} es un subconjunto de R®. ;Es A un
subespacio linealmente independiente?

Solucion:
Sean «, 3,0 € R, luego:
a(1,0,0) + 5(0,1,0) + 6(1,1,1) = (0,0,0)
(,0,0) + (0,5,0) 4+ (0,0,0) = (0,0,0)
(a+0,8+6,6)=(0,0,0).

De donde:
a+60=0
B+6=0
6 =0.
Asi o, 3,0 = 0, por lo que A es un subespacio linealmente independiente de R3. [ |
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Definicién 1.4.3. (Base de Hamel). Sea B C X, decimos que B es base de Hamel si
a) B es linealmente independiente.

b) B genera a X, es decir, el subespacio lineal mds pequeno de X que contiene a B es X.

Ejemplo 1.4.4. Sea P(R) el conjunto de todos los polinomios de coeficientes reales, encuen-
tre una base de Hamel si existe.

Solucion:
Como la suma y producto de polinomios por nimeros reales verifican todas las propieda-
des de espacio vectorial, tenemos que P(R) es un espacio vectorial. Ahora si analizamos un
poco, observemos que no existe ningtin conjunto ordenado de P(R) que pueda generar este
espacio vectorial. Supongamos que existe tal conjunto finito. Para cualquier conjunto finito
de polinomios que elijamos S = {p1,pa, - ,Pn} si el polinomio de mayor grado en S es p;
(para algin 1 < i < n), siempre existira algin polinomio en P(R) de grado mayor que el de
pi- Es decir S no puede generar a P(R) y por tanto, no es una base del mismo. En cambio,
si consideramos el conjunto ordenado de cardinalidad infinita B = {1, z, 2% 23,24, --- } po-
demos observar que cualquier polinomio de P(R) puede expresarse como combinacién lineal
(y por tanto finita) de los elementos de B, por lo que B genera P(R). Ademds, B es una
combinacion de polinomios linealmente indepedientes. Por lo que B es una base de Hamel. W

Teorema 1.4.5. Cada subespacio Y de dimension finita de un espacio normado X es cerrado
en X.

Demostracién:
Sabemos que cada subespacio de dimension finita Y de un espacio normado X es completo
(véase [1]) y por Teorema|1.1.41] Y es cerrado en X. |

Teorema 1.4.6. Sean E y F' espacios métricos y f : E — F una funcion continua. St E
es compacto, entonces [ es uniformemente continua.

Demostracién:
Razonemos por contradiccién, supongamos que f no es uniformemente continua, por la
Definicién esto implica que existen dos sucesiones {z,} v {y,} de puntos de E, y un
e > 0, tales que, para todo n € N se tiene que ||y, — 2,|| < = y || f(yn) — f(24)|| > €. Por ser
E compacto, tenemos una sucesién parcial {Z4(,)} que converge a un punto € E (Teorema
y Definicién [1.1.20)). Puesto que {Zs(n) — Yo(n)} — 0, entonces {x — yo(n)} — 0 por
lo que {Yo(n)} — x. Como f es continua, tenemos que { f(Zsm))} — f(2) ¥ {fWon))} —
f(x), luego {||f(Yom)) — f(@om))||} — 0, lo cual es una contradiccion, ya que || f(Yo@m)) —
f(®s(m))} > € para todo n € N. Por lo que f es uniformemente continua. [ |

Definicién 1.4.7. Un subconjunto A de X es relativamente compacto en X si su cerradura
A en X es compacta. O su equivalente si A’ es compacto.
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Definicién 1.4.8. Un subconjunto A de un espacio métrico X es totalmente acotado (pre-
compacto) si para todo € > 0, existe un subconjunto finito {xy,xs, - ,x,} de X tal que

AC | Blay, 2).
k=1

Corolario 1.4.9. Un subconjunto A de un espacio métrico completo X es relativamente
compacto en X si y solo si es totalmente acotado.

Demostracién:

«yy

Sea A un subconjunto de un espacio métrico completo X. Supongamos que A es relativamen-
te compacto, es decir, que A es compacto en X. Probaremos que A es totalmente acotado.
Como A es compacto, dado un cubrimiento { A }zex existe un subcubrimiento finito { A }7_,
tal que A C Usp_, Ag. Pero como A es subconjunto de un espacio métrico completo por Teo-
rema se tiene que A es cerrado, asf A = A. Por lo que A = A C [J;_, As. Por tanto,
A es totalmente acotado.

“<:77

Sea A un subconjunto de un espacio métrico completo X. Supongamos que A es totalmente
acotado. Por lo que para cada ¢ > 0, existe un recubrimiento de A mediante un nimero
finito de conjuntos Cy de didmetro d < ¢/2; cada C}, esta contenido en una bola cerrada
Dy, (en X) de radio £/2. Se tiene que A C J, Dy, donde |J,, Dy, es cerrado, y cada Dy, tiene
un didmetro menor o igual que €. Por otra parte, por Teorema A es un subespacio
completo. Por lo que A es compacto y asi A es relativamente compacto. [

Sean (X, dx) un espacio métrico compacto y (Y, dy ) un espacio métrico. Consideremos el es-
pacio de funciones continuas B(X,Y) con la métrica uniforme do, = méx,cx dx(f(2), g(2)).

Definicién 1.4.10. Un subconjunto A de B(X,Y) es equicontinuo en el punto zy € X si,
para todo € > 0, existe 6 > 0 (dependiente de € y zy) tal que para toda [ € A,

dx(f(2), f(20)) < e sidy(z,20) <0,

A es equicontinuo si lo es en todo punto de X.

Denotaremos por By (fo,7) = {f € B(X,Y)|dx(f, fo) < r} ala bola abierta en B(X,Y)
con centro fo y radio 7.

Teorema 1.4.11. Sea X un espacio métrico compacto y 'Y un espacio métrico completo.
Un subconjunto A de B(X,Y) es relativamente compacto en B(X,Y) si y sdlo si A es
equicontinuo y los conjuntos

A(z) ={f(2)|f € A}

son relativamente compactos en X para cada z € X.
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Demostracién:
)
Supongamos que A es relativamente compacto en B(X,Y"). Entonces por Corolario Aes
totalmente acotado. En consecuencia por Definicién[I.4.8] dado e > 0, existen g1, ,gm € A
tales que

A C Bool(g1,6/3) U+ U Boo(gm,€/3).
Por tanto, g;(z) € A(z) parai=1,--- ,my
£

A(2) C By (gl(z), f) U---U By <gm(z) -

3 ),VZGX.

Esto prueba que A(z) es totalmente acotado.

Como Y es completo, por el Corolario como A(z) es totalmente acotado, entonces A(z)
es relativamente compacto en Y para todo z € X. Por otra parte como X es compacto, por
Teorema cada g;, es uniformemente continua. En consecuencia por Definicion [1.1.39
existe 9; > 0 tal que, para cualesquiera y, z € X,

dy (9:(y), gi(2)) < e/3 si dx(y,2) < d;.

Definimos 6 = min{dy,...,d,,}. Dada f € A, existe i € {1,...,m} tal que doo(f, g;) < €/3
tenemos

dy (f(y), f(2)) < dv(f(y), 9i(y)) + dv (9i(y), 9i(2)) + dv (9i(2), [(2)) <e.
Luego por Definicién [1.4.10, A es equicontinuo.

e
Supongamos ahora que A es equicontinuo y que A(z) es relativamente compacto en Y para
todo z € X. Probaremos que A es relativamente compacto en B(X,Y). Como X es comple-
to, B(X,Y’) también lo es, vamos a probar que A es totalmente acotado. Sea £ > 0. Como A
es equicontinuo, por Definicién para cada z € X tomemos d, > 0 tal que, para todo
feA,

dy (f(y), f(2)) <e/dsidx(y,z) <0,. (1.15)
Como X es compacto por Definicién [1.1.20] existen z1,--- , 2z, € X tales que
XCBx(Zl,azl)U"'UBx(Zm,(SZm). (116)

Y como cada A(z;) es totalmente acotado, por Definicién [1.4.8] existen 1, -,z € Y tales
que
A(z1) U - UA(zp) C By(z1,6/4) U -+ U By (zx,¢/4). (1.17)

Denotemos por S al conjunto (finito) de todas las funciones
o:A{L---,m} —{1,--- k}.
Para cada o € S definimos

AU:{fGA | f(zz) EBY(xai7€/4)7 vj:l?"' vm}'
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Se sigue de la Ecuacién ((1.17) que, para cada f € Ay cada i € {1,---,m}, existe o; €
{1,--- ,k} tal que f(z;) € B(z,,,£/4). En consecuencia

Ac A (1.18)

ogeS

Probaremos ahora que cada A, esta contenida en una bola de radio £ con centro en A. Sean

fig€ A, yseaz € X. Sean f,g € A, y sea z € X. Se sigue de la ecuacién ([1,16]) que existe
i€ {l,---,m} tal que dx(z,z) < ¢, y, en consecuencia, la Ecuacién (1.15) implica que
dy (h(z),h(z)) < €/4 para toda h € A. Por tanto,

dy (f(2),9(2)) < dy (f(2), [(2)) + dy (f(2), Zo(,)) + dy(9(2), 9(z)) <e.

Tomando el maximo sobre toda z € X concluimos que dy(f,g) < ¢ para toda f,g € A,. En
consecuencia, para cualquier eleccién de g, € A,, se cumple que A, C By (gs,¢) luego por

las Ecuaciones (1.17)) y ([1.18)) se sigue que A C (U, g Boo(9o,€). Por tanto, A es totalmente
acotado. |

Ejemplo 1.4.12. Sea k : [a,b] X [a,b] — R una funcion continua y definamos

zvu»:/°uxwﬂwmhf63@%wR»

Se considera B([a,b],R) con la norma || - || (ver Definicion |1.1.34)), demostraremos que
el espacio Y = {f € C(la,b,R) : Tf = f} es un subespacio vectorial de dimension finita
cerrado.

Demostracion:
Primero demostraremos que 7" : B([a, b], R) — B([a, b], R) esta bien definida, es decir, que
dado f € B([a,b],R), entonces T'f € B([a,b],R). Sea f #0yseae >0y x¢ € [a,b], luego

me—wmmzfummwwi/mwwwﬂ

== |[Tf(x) = Tf(wo)ll = / (k(ﬂ?,y)f(y)—k(flfo,y)f(y))dy'

b b
=||Tf(x) = Tf(xo)|| = / (k(x,y) — k(xo,y))f(y)dy’ S/ |k(x,y) f(y) — k(xo, y)| f(y)dy

Como [a, b] es compacto, por el Teorema de Tychonoff (véase [2]) el producto de compactos
es compacto, asi [a,b] X [a,b] es compacto y por el Teorema Tf es uniformemente
continua, es decir dado £ > 0, existe § = §(€) tal que, si |[(z,y) — (2o, y)|| = ||z — x0|| < 6
(todas las normas son equivalentes en espacios de dimensién finita por el Teorema ,

entonces ||k(x,y) — k(zo,y)|| < €, escogiendo & = = (b —a) > 0, tenemos que

T f(x) =T f (o)l < / k(2 9) f (y) = k(zo, ) f (y)dy < E[f]loc(b —a) =&
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Por lo tanto, T'f es continua en xy, como este tltimo era arbitrario, concluimos la continui-
dad de T'f. Ahora probaremos que {T'f : ||f|lcc < M} es relativamente compacto para la
topologia de || - || para todo M > 0. Si M = 0 se tiene que

A={TF ¢ [|flloe < M} ={Tf : ||f|lc < 0}.

Por el Teorema [1.4.11} es relativamente compacto.
Si M > 0, veremos que {T'f : ||f||oc < M} cumple con las condiciones del Teorema [l.4.11

Probaremos que A es equicontinuo. Sea xy € [a,b] y € > 0, como k es uniformemente

continua, escogemos € = 77—y~ Notemos que en tal caso, dada f € B ([a, b],R) se tiene que

b
T f(x) = Tf(wo)| < / |k, y) — k(o y)|[f(Y)|dy < EM(b—a) = e.

Luego, dado g € A cualquiera, dado € > 0, existe 6 > 0 (el asociado a la continuidad unifor-
me de k) tal que si |z — zg| < 6, entonces |g(z) — g(zo)| = |T'g(x) — T'g(xo)| < e. Por lo que
A es equicontinuo.

Ahora debemos probar que los conjuntos {T'f : || f||oc < M} son acotados en R para toda
x € |a,b]. Pero como f es acotado con la norma infinito se tiene que

i) = | [ Hensa] < [ kel < K0 - 0 < KMo -0 < .

Donde K sup, ,)cjq52 < 00 al ser k continua en un compacto. Luego, por el Teorema|l.4.11}
A es relativamente compacto y por tanto compacto. Ahora demostraremos que V = {f €
B(la,b],R) | Tf = f} es un espacio vectorial de dimensién finita. Como V' es un subespacio
vectorial normado, por el Teorema basta probar que la bola cerrada en V' es compacta,
en efecto, notemos que By C T'(B) esto sucede ya que, si f € By, es decir, f € V|| f]]oo < 1,
entonces T'f = f luego, en particularsi f € T'(B) = Ay esel conjunto Ay = {Tf : ||f||lec < 1}
pues es la imagen de si mismo. Y como probamos que A; es relativamente compacto y por el
Teorema [1.4.20 A; tiene dimensién finita por tanto V', es un espacio vectorial de dimensién
finita. Luego por la Proposicién [I.4.5] V' es cerrado. [

Teorema 1.4.13. (Normas equivalentes). Si X es un espacio normado de dimension n,
entonces cualesquiera dos normas en X son equivalentes.

Demostracién:
Sea X un espacio normado de dimensién finita, asi X es isomorfo a K”. Sean || - || cualquier
norma en X, {}"; una base de Hamel para X y sea {e;}.; la base candnica en K", es decir
e; es el vector que tiene un 1 en el i-ésimo lugar y cero en el resto. Si para z =Y " | a;e; en
K" definimos |(||z]|)|, = |(|| >_i; @i&ll)|, probaremos que |(|| - ||)],, define una norma en K".
Tenemos que |([|z]))]n = |(| Yoy @i&ill)], pero ||-]| es una norma ya definida, por lo que |(]|-|)]
es una norma. Debido a que |(]|]|)|, define una norma en K" tenemos que es suficiente probar
el teorema para X = K". Consideremos entonces a K" con la norma usual || - || y sea |(]| - ||)|
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cualquier otra norma en K". Veremos por induccién sobre m < n que existe M, € R tal que
sil<g < §jm§nyx€K”,x:ZZlai6i, entonces

1
i el = 1Dl < M|l (1.19)

Para m = 1 esto es inmediato, tomando como,
M1 = HléX{Ci, 1/02, 1= 1,2, e, |<H€Z||)‘ = Cz}

Ahorasea J ={z = (j1,--,Jms1): Ji € Nyl <j; <jo<- < jmr1 <n}. Supongamos

que es cierta la Ecuacion ([1.19) para m < n. Esto implica que para cualquier (ji,. .., jm+1),

el espacio generado por {e;}™, es cerrado en la norma |(|| )|, porque es cerrado en la
!

norma || - ||, esto por Teorema Sea ahora Y@ = ("™ gie; 0 a; € K} € (K% (] - )]
Consideremos para r = 1,...,m + 1 los funcionales Pj(r ). YX) + 5 K dadas por
m—+1

(z) _
PJT a;e;, = Q.
i=1

(z)

Luego tenemos que ker P, es el subespacio de YX) generado por {e;, }izr, que, como ya

mencionamos es cerrado. Aplicando la Proposicion |1.2.7, esto implica que Pj(f)

para r =1,2,...,m+ 1. Entonces, si x = ) " | a;e;, tenemos que

es continua

m+1 m+1

lzll = 1> (P x)e, <Z||P””||| (2| < K1 |(||2])]-
=1

Donde K, = méx{> " ||PT |: =1, Jm+1) € J}. Este nimero existe, ya que J es
un conjunto finito. Por otro lado tenemos,

m+1 m+1 /2 /41 1/2
[(lzD] < Z Jaall(les: D] < (Z !Gi\2> (Z |(lle, )\2>
et 12 , 1/2
= ([[z[])] < (Z |ai|2> (Z |(||€ji||)|2) = K[ ([[=[])]-

Donde Ky = (31 |(|lej,

)|2)1/2, de manera que si M, = max{K;, K>}.

< <M, .
MmHHxH <I(=D] < Myl

Y esto prueba el teorema. [ |

Ejemplo 1.4.14. FEl espacio R™, es un espacio de dimension finita n en el cual todas sus
normas son equivalentes.
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Demostracion:
Sabemos que R™ es de dimensién n dado que una base de R™ es

A={(1,---,0),(0,1,---,0), - ,(0,--- , 1)},

cuyo numero de elementos es n. Ahora por el Teorema [1.4.13] tenemos que sus normas son

equivalentes. Eso ocurre porque cada norma || - || sobre R" es equivalente a la norma || - ||1,
donde ||(z1, -+ ,xp)|| = |z1| + -+ + |20l [
Corolario 1.4.15. Sea (X, ||-||x) un espacio normado de dimensién n y sea {&}, una base

de Hamel de X. Entonces, si {e;}'_; es la base candnica de K", el operador T : X — K"
dado por

T E a;& = E a;e; €s un isomorfismo.

i=1

Demostracion:
Sabemos que T esta bien definido por la independencia lineal de la base de Hamel, ahora
demostremos que T' es biyectivo. Probaremos primero la inyectividad.
Sean z e y elementos de la base de Hamel de X tal que z # y, entonces T, # T,,. Denotemos
la base de Hamel por (B) y (C) la base candnica de K".

x, yEB;x#y:l‘:Zai&a yzzbifi; & € B.
i=1 i=1

Y ademés a;, b; € K, aplicando T" a z e y obtenemos que

n

Tx = Ti a;& = ZT a;&;) = Z a;T¢ = Zaiei.
i=1

=1 =1

Y que
Ty = TZ bi& = Z T(bi&;) = Z biT¢; = Z bie;.
i—1 i—1 i—1 i—1

Entonces T'x # Ty. Por tanto, T es inyectiva. Ahora demostremos que es sobreyectiva. Como
para cada y € K", existe un x € B para el cual y = T'x ya que cada x es una combinacion
lineal de elementos de la base de Hamel de X cuya representaciéon es tunica, tenemos que T’
es sobreyectiva. Dado lo anterior concluimos que, 1" es biyectivo.

Probemos que T' es un homomorfismo, es decir se cumple que T'(z + By) = Tx + STy.

n

T(x+ By) = Z(aiei + Bbie;) = Z a;el; + Z pbie; =T (Z a;&; + 8 Z bz’fi)
i—1 ' ; ' i—1

—=T(z + Py) = TZaIMTﬂstZ TzazawTZb@ Tx+ BTy.

Como T es biyectivo y es un homomorfismo, concluimos que T es un isomorfismo. [

33



Ejemplo 1.4.16. Sea la funcion lineal f : R — R? definida por f(x,y,z) = (22 — y,y +
z,x — z), demuestre que es un isomorfismo.

Demostracién:
La base canénica de R® es B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}. Ahora buscaremos una base de
Hamel para la imagen. Tenemos que

flz,y,2) =2 —y,y+ 2,0 — 2)
= f(z,y,2) = (22,0,2) + (—v,9,0) + (0,2, —2)
= f(z,y,2) =x(2,0,1) + y(—1,1,0) + 2(0, 1, —1)

Por lo que la base de Hamel de f(R?) es B’ = {(2,0,1),(—1,1,0),(0,1,—1)}. Ademss,

£(1,0,0) = (2(1) = 0,0+ 0,1 —0) = (2,0,1)
—£(0,1,0) = (2(0) — 1,1+ 0,0 — 0) = (—1,1,0)
—£(0,0,1) = (2(0) = 0,0+ 1,0 — 1) = (0,1, —1)

Por lo que T'(B) = B’, por el Teorema |1.4.15| tenemos que, T" es un isomorfismo. [ |

Corolario 1.4.17. Sean X e Y espacios normados con X de dimension finita. St T : X —
Y es un operador lineal, entonces es continuo.

Demostracion:

Supongamos que dim X = n y sea {§;}7_, una base de Hamel de X. Como X es de dimen-
sion finita por Teorema todas las normas en X son equivalentes, es suficiente probar
que T es continuo. Si dotamos a X con la norma definida para © = > 7, ax&; € X por
|z]|cc = maxi<g<n |ag|. Primero demostremos que la norma definida anteriormente realmen-
te es norma, para ello solamente demostraremos la propiedad del escalar y la desigualdad del
tridangulo, dado que las primeras propiedades de norma son inmediatas, es decir, probaremos
que, [lazlle = lall[zlle ¥ 12+ yllse < l2]loc + [[¥lloo-

Probemos que ||az||. = |@|||%]|«, tenemos que
max

lozllee = 128, laa| = 52, |ollar] = o] 15, ax] = |al]l].

Por lo que ||az||o = |]|Zco-

Ahora probemos que, ||z + Ylloo < [[2]loo + [|Ylloo- Sea & = D7 arly, y = >y b, se
tiene que

1+ ylloo = 1552, lar + b < 1255, lan] + 15, 1bk] = [|2]|so + [y]]so-

Por lo que ||z + y||oo < [|2|loo + [|Ylloo, @ST || - [|oo define una norma.

Probaremos que T es acotado, para demostrar su continuidad, entonces

n
E A€k
k=1
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Por lo que,
n n
1Tz <> el fodx Jag| = Cllzfle; €= > llexll-
k=1 k=1
Por lo que T es acotado y por Teorema [1.2.2] T" es continuo. [ |

El siguiente es un ejemplo del Corolario [1.4.17]

Ejemplo 1.4.18. Sea T : R? — R? definido por T'(z,y) := (x + 2y, 3z +4y), donde || - ||so-
(véase Definicion|1.1.34]), demuestre que T es un operador lineal y continuo.

Demostracion:
Es facil observar que R? es de dimensién finita dado que su base canénicaes B = {(1,0), (0,1)}
tiene cardinalidad 2, asi R? es de dimensién 2, por lo que T es un operador entre dos espacios
de dimension finita.
Ahora probaremos que T es lineal, Sean o, 8 € Ry z,y € R? se tiene que

T(ax + By) = T(cx1,11) + B(22,y2)) = T(ax + Bas, ayr + Bys)

(
=T (ax + By) = (az1 + B + 2(ays + By2), 3(axr + Br2) + 4(ays + Bya))
=T (ax + By) = ((axy + 20y1) + (Brs + 28Yy2), (3ax; + dayr) + (3Bxs + 45y2))
—T(azx + fy) = (ax; + 2ayy, 3ax; + dayy) + (B + 2Bys, 36z + 48ys)
—=T(ax + Py) = a(x + 2y1, 3x1 + 4y1) + B(x2 + 242, 32 + 4ys)
=T (ax + By) = T (x1,y1) + BT (x2,y2) = oT'(x) + BT (y)

Por lo que, T es lineal. Veamos que 7' es continuo. Para ello nos apoyaremos del Teorema
1.2.2{ (¢) — (b). Es decir, demostraremos que 1" es acotado. Por otra parte, para cualquier
x = (x1,71) € R? se tiene que,

1T ||oe = [|T(x1,y1)||l0c = |[(x1 + 21, 321 + 431)||00 = max{|21 + 2u1], [321 + 411}
= ||Tz|| < |z1 4+ 2y1] + 321 + 4y | < |og] 4 2|y1| + 3|an| + 4lyr| = 421 | + 6]y
= ||Tz|| < 6[x1| + 6[y1| = 6(|71] + [11]) = 6]|2[x

Luego ||T|| < 6. Por otra parte, |[(0,1)||1 = |0] + |1]| = 1, luego
T = (1700, Dl = 1](0 4 2(1),3(0) + 4(W)|[r = [I(2, )|l = [2] + |4] = 6

Por lo que ||T|| = 6, y por el Teorema [1.2.2] (¢) — (b), se tiene que T es continuo. |

El Teorema también nos permite probar que los subespacios de dimensién finita son
cerrados. Recordemos que si Y C X, entonces el spanY es el subespacio lineal generado por
Y y denotaremos por spanY la cerradura del spanY .

Ejemplo 1.4.19. Las esferas de dimension finita en R"™ son cerradas.

Demostracion:
Podemos observar que

S"_lz{(im,xz,“' ,xn)GRniﬁ—i—ﬂ?%ﬂL'”ﬂLxQ:l}

n
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es un subconjunto de R™ de dimensién n—1. Esto se puede observar en R2. ; Qué es una esfera
en R2?, es el conjunto de puntos a la misma distancia de un centro, es decir, una circunfe-
rencia. Asi una circunferencia es una esfera en un espacio de dimension 2, tiene dimension 1
ya que para ubicarse en una circunferencia es preciso un solo nimero. Por el teorema queda
inmediata la cerradura de S™!, pero, jserd cierto?. Probaremos que S™ ! es cerrado en R™.
Por cuestiones practicas denotaremos a la esfera de centro zg y radio r por S(7g,r). Sea
To € R" y r > 0. Mostraremos que la esfera S(zp, ) es un conjunto cerrado demostrando
que su complemento R"™ — S(zy, ) es un conjunto abierto. Sea & € R™ — S(7y,r), debemos
mostrar que existe una bola B(Z, R) contenida en R™ — S(2y, r). Como ¢ S(2o, ), entonces
||Z — || # r tenemos dos casos ||T — Zp|| <7 6 ||T — Zo|| > 7.

Para el primer caso tenemos que & € B(Zp,r), como esta bola es un conjunto abierto,
hay una bola abierta con centro en & dendtese B(Z, R), contenida en B(Zy,r). Asi que para
todo Z € B(Zy, R) satisface ||Z — Z|| < r. Luego, Z no puede ser un elemento de la esfera
S(@g,r), es decir, Z € R" — S(Z, 7).

Para el segundo caso la desigualdad significa que Z esta en el complemento de la bola cerrada
B(zp,r) y como esta bola es un conjunto cerrado, entonces su complemento es abierto, por
tanto existe una bola abierta B(Z, R) contenida en R™ — B(zy, ). Los elementos Z de B(Z, R)
no estén en la bola cerrada B(z, ), es decir, todo elemento Z de la bola B(Z, R) satisface
que ||Z — Z|| > r. Esto quiere decir que B(Z, R) C R" — S(zo, ). Por lo que R" — S(2,r) es
un conjunto abierto. Por tanto, S(#y,r) es un conjunto cerrado. |

Del Corolario [1.4.15, es inmediato que la bola unitaria cerrada en un espacio de dimensién
finita es compacta, ya que esto es cierto en K". Veremos ahora que esa propiedad caracteriza
a los espacios normados de dimension finita. De aqui en adelante

Bx={zxeX:|z||<1} vy Sx={reX:|z| =1},
denotaran a la bola cerrada unitaria y a la esfera unitaria en X respectivamente.

Teorema 1.4.20. Sea X un espacio normado. Si la bola Bx es compacta, entonces X tiene
dimension finita.

Demostracion:
Supongamos que By es compacta. Como By C Ugepy B%(x), existen x1,...,x,, € Bx tales
que Bx C U;LB% (x;). Sea Y el espacio generado por z, . . ., ,,. Entonces la dimensién de Y

es menor o igual a m y, por la Proposicién [1.4.5, Y es un subespacio cerrado de X. Ademas
Bx CY + B%(O), lo que implica,

By

1 1 1
(0) C FBx Y+ 53%(0) =Y + B1(0).

Y por lo tanto,
Bx CY +B,(0) CY +Y + Bi(0) =Y + B1(0).

Continuando de esa manera obtenemos que

By C N2, (Y +B_1, (0)) —v.
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Como Y es cerrado, sabemos que Y =Y, ademas tenemos

By c =, (Y + B%(O)> —Y 0, (B#(O)) —Yy =Y.

on—1

De donde kBx C Y para toda k =1,2,... y entonces X =Y. Esto demuestra que X tiene
dimensién menor o igual que m. [ |

Ejemplo 1.4.21. R? con la norma euclidea es un espacio de dimension finita.

Demostracion:
Sea X = R?, para demostrar que X es de dimensién finita haremos uso del Teorema ,
es decir demostraremos que la bola cerrada By es compacta. Sean Bx = {x € X : ||z|| < 1}
y {z,} € Bx, probaremos que es sucesionalmente compacto. Luego, para todo n € N,

{zn} C Bx = |zl < 1= {[lza][} C R.

Por lo que {xz,} es acotado asi, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass toda sucesion acotada
en R? tiene una subsucesién convergente, por lo que existe {z,, } tal que {||z,, |} converge
y por Definicién [1.1.22] Bx es sucesionalmente compacto, entonces Bx es compacto y por
el Teorema [1.4.20] X es de dimensién finita. Y en efecto es de dimensién finita ya que una
base de Hamel para R? es el conjunto {(1,0),(0,1)} que es de cardinalidad 2 por lo que la
dimensién de R? es 2. ]

Lema 1.4.22. Los subespacios de X cuya codimension es 1, son aquellos subespacios Y para
los que existe z € X —Y tal que para toda x € X, existen y € Y y A € K unicos tales que
x =1y + Az. En este caso escribiremos X =Y @, Z donde Z = [2].

Demostracién:
Supongamos que x se puede representar de dos maneras diferentes, es decir, z = y +
Az ademas r = w + £z, entonces

yt+t=w+ézr—=y+z—w—-§(2=0=(y—w)+ (A=§z=0
—=y—w=0A\-¢=0=y=w, \=E¢

Ahora bien, si y — w # 0,
—y-—w=E-Nz=y—w=2z

Si tomamos a [ = 1, tenemos que y = w + [z, entonces y € X, pero esto es una contradic-
cion. Por lo cual, concluimos que, la representacion de cada x en X es tunica. [ |

La siguiente proposiciéon nos proporciona una correspondencia entre los subespacios de co-
dimension 1 de un espacio vectorial y sus funcionales no nulos.

Proposicion 1.4.23. Sea X un espacio vectorial sobre K.Y es un subespacio de codimension
1 (Lema de X siy solo si, existe una funcion lineal f: X — K, f # 0 con ker f =
Y.
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Demostracion:
« __y»
Sea f: X — K lineal con f # 0, y 2o € X con f(zg) # 0. Sea F el subespacio vectorial de
X generado por zy y sea Y = ker f. Probaremos que X = F @, Y. Como Y es un subespacio
vectorial de X, 0 € Y y ademds 0 € ker f, entonces Y N F = {0} y dado = € X, tenemos

que
f(z) ( f(z) )
Tr = To+ | x — X0 | .
flzo)™ flao)™”
Donde %xoeny—%xoeY.
“<:77

Sean Y un subespacio de X de codimensién 1 (Lema y I un subespacio de dimen-
sion 1 de X tal que X = F@,Y. Como F tiene dimensién 1, existe zy que lo genera y
entonces todo elemento en X se puede representar de la forma y + Azg; y € Y. Probemos
que su representacion es tunica. Sea x un elemento de X supongamos que x =y + A\zg y que
x = w + £z, entonces

y+Adzg=w+Erg=—=y+ \o—w—E,ro=0= (y—w) + (A= &zo=0
—y=w, A\=E¢E.

Por tanto, la representacién de x es tnica. Definimos f : X — K por f(y + A\xg) = A,
probaremos que f es lineal. Sea z,z € X, tenemos que

J(@) = fla+Azg) = A, f(2) = f(b+ Bxo) = B; a,bEY.
Entonces

flx+mz) = f((a+ Axg) + m(b+ Bxg)) = f((a+b) + (AN+mpB)xg) = A+ mf
= f(z+mz) = f(x) + mf(z).

Por lo tanto, f es lineal. Probemos que el ker f =Y por doble inclusion.
Sea x € ker f.

re€kerf = f(r)=0=2=a+0x0p, a€Y —=ax€Y = kerf CY.
Sea x € Y.
€Y = f(z)=f(x+02) = f(z) =0 =z €ker f = Y Cker f.

Por tanto, ker f =Y. [ |

Lema 1.4.24. Sean Y y W subespacios de un espacio normado X. SiY es de codimension

1 (Lema|1.4.29) en X y siY C W, entonces W =Y ¢ W = X.
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Demostracién:
Supongamos que X =Y @, span{zo} con zo € X tal que W #Y. Seaw € W - Y.

weW =Y =w=y+pxrp;y €Y, € K u#D0.

Size X,x =2+ Axg; 2z € Y, A € K. Entonces tenemos que

A A AA A AA
rT=z2——Y+-—y+tArg=2x=2——y+—y+ —pro = =2——y+ —(y + pxo)
n’oop oot n’oop
A A
—r=z— —Yy+ —w.

i

Entonces tenemos que X =Y @ span{w} C W C X. Por tanto, W =Y 6 W = X. |

Lema 1.4.25. Sean Y y W dos subespacios de codimension 1 (Lema de un espacio
normado X . Entonces Y =W o bien, Y "W tiene codimension 2 en X.

Demostracién:
SiY C W le aplicamos el lema anterior, obtenemos que Y = W. Demostremos que Y N W
tiene codimensién 2. Supongamos que Y # W, entonces por el lema anterior ni Y esta
contenido en W, ni W en Y. Sean wg € W —Y y yo € Y — W. Ahora, como en el lema
anterior obtenemos que, X =Y @, span{wo} = W, span{yo}. Si x € X, existen A\, u €
K, yeYyweW tales que x = y + Awy = w + uyo. Por lo tanto, y — pyo = w — Awg €
YUW y x = (y— puyo) + pyo + Awo, es decir, X = (Y NW) @, span{yo} @, {wo}. Por Lema
1.4.22) Y N'W tiene codimension 2. |

Corolario 1.4.26. Sea X un espacio normado yY C X un subespacio de codimension 1

(Lema , entonces Y es cerrado o denso en X.

Demostracién: B B
Supongamos que X =Y @, span{zo} con zp € X tal que Y #Y. Seaw €Y - Y = w =
y+pxre, yeEY,neKu#0.Six e X, x=z4 A xg; z€Y, XA € K. Asi,

A A A A A A A
T=2——y+—y+Ag=r=2——y+—y+—pro = =2——y+ —(y+ )
A" p’oopt AT
A A
—=r=z——Yy+ —w.
T
Entonces tenemos que X = Y P, span{w} C Y C X, pero por Lema [1.424 Y =Y 6
Y = X, es decir Y es cerrado o denso en X. [ |

Lema 1.4.27. Sea X wun espacio normado sobre K y Y wun subespacio cerrado de X de
codimension 1 (Lema , entonces X/Y es isomorfo a K.

Demostracion:
Supongamos que X = Y @, span{z} y que ¢ es la funcién cociente de X sobre X/Y es
decir,

¢ X — XY

T~ T =1y + A2.
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Definimos

XY —K
x ~ fla(x)) = A

Si z = y+Azy. Podemos observar que, g, f son lineales, entonces por definicién de composicion
de funciones lineales, f o ¢ es lineal, ademdas sabemos que ambas son biyectivas, y f~! es
lineal, por lo que, f es un isomorfismo algebraico, por Teorema [1.4.13] X/Y es isomorfo a
K. |

1.5. TEOREMAS DE HAHN-BANACH

Si E es un espacio vectorial sobre K, F' un subespacio vectorial de F'y g : FF — K
es una funcion lineal, siempre podemos definir una funcién lineal G : E — K tal que
G(x) = g(z) para todo z € F. Esto se puede hacer tomando una base de Hamel en F,
extendiéndola a una base de Hamel de E y definiendo G como cero en los elementos de la
base de Hamel de E que no estdn en F. Cuando E es un espacio normado de dimension
infinita y ¢ es lineal y continua, no es trivial que se pueda obtener una extension G que
también sea continua. Hans Hahn y Stefan Banach probaron independientemente en 1927 y
1929 que existen extensiones continuas. Hay en la actualidad varias versiones de este resultado
fundamental en las matematicas, todas ellas conocidas como Teorema de Hahn-Banach.

Definicién 1.5.1. Sea E un espacio normado sobre C. Diremos que f : E — R es R—lineal
si f(Ax +y) = MNf(x) + f(y), para toda A € R y para toda x,y € E. Ademas, diremos que
f: E — C, es un funcional C—lineal si u : E — R, dada por u(x) = Ref(x), es R-lineal
y f(z) =u(z) —iu(iz), para toda x € E.

Ejemplo 1.5.2. Sea f : E — C una funcion C-lineal, entonces v : E — R, dada por
u(z) = Ref(x), es R-lineal.

Solucidn:
Para que u sea R-lineal debe satisfacer que u(Ax + y) = Au(z) + u(y) para toda A € Ry
para toda x,y € E. Sea A € Ry x,y € F, tenemos que

u(Az +y) = Ref(Ax +y) = Ref(Azx) + Ref(y) = ARef(z) + Ref(y) = u(A\x + y)
= u(Az +y) = Au(x) + u(y)
Por lo que u es R-lineal. [ |

Definicién 1.5.3. (Extensién lineal). Si f es una funcion definida en un conjunto Z de

un espacio normado X y f es una funcion definida en X, diremos que [ es una extension
de f si f(x) = f(x) para toda x € Z.

Ejemplo 1.5.4. Sea Z C R3 el subespacio representado por & =0 y sea f € Z definido por
f(z) = &%&” Encuentre una extension lineal f de f a R3 tal que f(xo) = k (una constante
dada), donde xo = (1,1,1).
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Solucion: .
Sean x1 = (2,0,3), 2o = (5,0, 1) elementos de Z. Queremos encontrar «, 3, 6 tal que f(z) =
al1 + & + 0&3. Como x1, 19 € Z se tiene que

2-3 1 51

f(l‘l):T:—§yquef($2>:T 2.

Pero z¢ ¢ Z, por lo que:

flzo) = F(1,1,1) = a(1) + B(1) +6(1) = k
De donde
a+pf+0=k (1.20)

Luego tenemos que

flw) = £(2,0,3) = a(2) + B(0) + 6(3) = k
y que

f(x2) = f(5,0,1) = a(5) + 5(0) + 6(1) = k

Pero f(x) = f(z) siz € Z y como 1, z5 € Z se tiene las siguientes ecuaciones

1
200430 = — (1.21)

5a 460 =2 (1.22)

Resolvemos el sistema formado por las Ecuaciones (1.20), (1.21) y (1.22). De la Ecuacion

(1.22) se tiene que

ba+60=2=—60=2-b«
Sustituimos € en la Ecuacién (1.21]) y tenemos que

1 1 1

1 13 1
:>—2a+15a:§+6=>13a:?:>0z:§
Por lo que § = 2 —ba = 2 — 5% = —%, asi: 0 = —%. Por 1ltimo, sustituimos « y 6 para

encontrar el valor de f en la Ecuacién (|1.20), tenemos que

1 1
Por lo que f = %514—/{5 — %53 es una extension lineal de f a R® que cumple que f (o) =k. W
El siguiente teorema que veremos nos permite extender funcionales lineales acotados por
una funcién sublineal en espacios vectoriales reales de manera que contintien siendo acota-

das; més adelante probaremos que también es cierto en el caso complejo.
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Teorema 1.5.5. (Hahn-Banach real). Sean E un espacio normado sobre K, p: E — R
una funcion sublineal, F' un subespacio de E y f : FF — R una funcion lineal tal que
f(z) < p(x) para toda x € F. Entonces existe una extension lineal f:E—TRdef con
f(z) < p(x) para toda z € E.

Demostracion:
Sea xp € E — F. Primero probaremos que podemos extender f a F' @, span{z,}, tal que
la extensién g satisface que g(z) < p(x), Vo € F@,span{xo}. Sean y,z € F, entonces
tenemos

f)+ f(z)=fly+2) <ply+2)=ply+ 20— 20+ 2) = p((y + 7o) + (2 — 29))
= f(y) + [(2) < p(y + z0) + p(z — 20)

De donde f(2) — p(z — o) < p(y +x0) — f(y) y por ende, sup{f(z) — p(z —x0) : 2 € F'} <
if{p(y +x0) — f(y) : y € F'}. Sea k € R tal que,

sup{f(z) —p(z —x¢): z € F} <k <inf{p(y + x0) — f(y) : y € F}. (1.23)

Definamos g : F' €D, span{zo} — R por g(y+Azg) = f(y) + Ak paratoda A € R y toda y €
F. Vemos que g es una extensién lineal de f. Probaremos que g(z) < p(z) para toda
r € F@,span{xo}, para ello probaremos lo siguiente f(y)+ Ak < p(y + Azg) para to-
dadeKyye F,siysolosik < p(y+xo)—f(y)y f(z)—p(z—x0) < k para toda y,z € F.

“:>77
Probaremos que si f(y) + Ak < p(y + Axg) para toda A € Ky y € F, entonces k <

p(y +x0) — f(y) v f(2) — p(z — x0) < k para toda y,z € F.
Si A =1 tenemos

F) +Me < ply + Azo) = f(y) +k < ply +20) = k < p(y + 20) — f(y).
Si A = —1 tenemos

f(z2) + Ak < p(z+ Awo) = f(2) = k < p(z — x0) = f(2) — p(z — 20) < k.
“:77

Probaremos que si f(z) —p(z—x¢) < k6 k < p(y+x0)— f(y), entonces f(y)+ A < p(y+Azp).
Siz= %y y A < 0 tenemos

1) otz =) < k=t (0] =0 (Ju-m0) < k= 30 - o+ da) <k
= = [(y) + oy + Azo) 2 M = p(y + Azo) > Ak + f(y).

Siz= %y y A > 0 tenemos

k<plz4x0) — fz2) =k <p Gyﬂco) —f Gy> =k < %P(y‘l—)\l‘o) - %f(y)

=Mk < p(y + Azo) — f(y) = [ (y) + Ak < p(y + Azo).
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Entonces de la Ecuacion ([1.23]), obtenemos el resultado deseado. Ademas, de lo anterior
obtenemos que la extensién es tnica si y sélo si

sup{f(z) — p(z —m0) : 2 € F'} = If{p(y + x0) — f(y) 1y € F'}.

Para demostrar que f se puede extender a todo FE, usaremos el Lema de Zorn. Sea G la
coleccion de todas las parejas ordenadas (M, g) donde M es un subespacio de F que contiene a
F'y g es una extensién de f a M con g(x) < p(x) para toda x € M. G es no vacio por lo que ya
hemos demostrado. Definimos sobre G un orden parcial dado por (M, g) < (M',¢')si M C M’
y ¢ es una extensién de g. Como todo conjunto totalmente ordenado {(M,,g,) : a € A} en
G esta acotado superiormente por (M, g) donde M = UzeaM, v g(x) = go(x) si x € M,.
Entonces, por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal en G que denotaremos por
(N,h). Si N # E, existe g € E — N y por la primera parte de la demostracién existe h
extensién de h tal que (N @, span{zo}, h) es un elemento estrictamente mayor que (N, k), lo
cual contradice la maximilidad de (N, h). Por lo tanto, N = E y h es la extension requerida
de f. [ |

Ejemplo 1.5.6. Sea p un funcional sublineal en un espacio vectorial real X. Sea f definido
en Z ={r € X | x =axy,a € R} por f(z) = ap(xy) con xy fijo, x9g € X. Demuestre que f
es un funcional lineal en Z que satisface que f(x) < p(z) y que existe un funcional lineal f
en X tal que —p(—x) < f(x) < p(x).

Demostracion:
Sea Z = {x € X | x = azg,a € R}. Supongamos que = = azxg, y = fxg € Z, a, f € R.
Primero demostraremos que f es un funcional lineal, entonces

fl@+y) = flawe + fro) = f((a+ B)ro) = (a4 B)p(wo) = ap(wo) + Bp(wo) = f(z) + f(y)-

Ademas

f(0z) = f(Oaxy) = Oap(xo) = O(ap(xo)) = 0 (x).
Por lo que, f es un funcional lineal. Ahora probaremos que f(x) < p(z), en dos casos a > 0
y a < 0.

Si a > 0. Por homogeneidad positiva, cuando o > 0 tenemos
f(z) = ap(xo) = plam) = p(x).
Antes de demostrar para o < 0, probaremos que p(0) = 0 y que p(—z) > —p(x).

Para p(0) = 0, tenemos que p(0) = p(0 *x z) = Op(x) = 0. Luego para p(—z) > —p(x),
se tiene que

p(0) = p(z — z) < p(z) + p(—z) =p(0) < p(z) + p(—z) = 0 < p(z) + p(—2)
= —p(r) < p(—2) = p(—2) > —p(x)

Ahora, si a < 0 tenemos que
f(@) = ap(zo) = —a(=p(w0)) = —a(—p(x0)) < —ap(—z0) ; —p(z) < p(—2)
= f(z) < —ap(—20) = p(—a(—20)) = p(azy) = p(z)
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Por tltimo, probaremos la existencia de f y la desigualdad —p(—z) < f(z) < p(z). Por
hipétesis p es un funcional sublineal y ademds demostramos que f(x) = ap(zp) es un fun-
cional sublineal que satisface f(z) < p(z). Luego por Teorema f tiene una extension
lineal que satisface

f(z) < p(x); f=f paratodo z € Z.
Tenemos que para todo x € Z, f(x) = f(z) = ap(zxg). Anteriormente demostramos que

—p(z) < p(—=z) para todo o € R, asi —p(—z) < p(—(—=x)) = p(x) por lo que —p(—z) < p(x).
Luego

—p(—x) < p(r) = —p(—z) < plaw) = ap(xo) = f(z) = f(x) = —p(—z) < f(2).
P(or)el Teorema de Hahn-Banach (Teorema, f(x) < p(x) por lo que, —p(—z) < f(x)
p(z).

VA

Nos dedicaremos a demostrar la forma compleja del Teorema de Hahn-Banach. Usaremos el
hecho de que todo espacio normado complejo es también un espacio normado real.

Teorema 1.5.7. (Hahn-Banach complejo). Sean E un espacio normado sobre C, p una
seminorma en E, F un subespacio normado de ' y f : F — C una funcion C-lineal tal
que | f(x)| < p(z) para toda x € F. Entonces, eziste una extension C-lineal f:E—C con
|f(z)| < p(x) para toda x € E.

Demostracion:
Sea u : ' — R la parte real de f. Sabemos que u < p en F'y por el Teorema tiene
una extension R-lineal u : F — R tal que para z € E,

u(z) < p(x). (1.24)

Como mencionamos anteriormente, f : £ — K dada por f(x) =
funcional C-lineal ya que

N

(x) — ia(iz) es un

fOx+y) =ax +y) —ia(ide +y)) = a(\x) + a(y) — ia(Niz) — ia(iy)
— (M +y) = a(\x) —ia(Nix) + a(y) — ia(iy) = Ma(x) — Ma(ic) + a(y) — ia(iy)

=[x +y) = Ma(e) —ia(iz)) +aly) — ialiy) = Af(x) + f(y)-
Ademds si x € F, tenemos que f(r) = u(x) — iu(ir) = (r) —ia(ir) = f(r). Finalmente,
como p es una seminorma, si ¥ € E y por coordenadas polares obtenemos f(z) = re~* con
r > 0, asi

[f(@)l =7 = flee™) = a(xe™) < plae”™) = | "|p(z) = (1)p(z) = p(z).

~g1

Teorema 1.5.8. Sean X un espacio normado sobre K, se cumple que

a) SiY esun subespaczo de X y f:Y — K una funcion lineal continua, entonces existe
una extension f: X —s K lineal y continua de f, tal que || f]| = || f]|-
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b) Para toda x € X, con x # 0, existe una funcion lineal y continua f, : X — K tal que

fe(@) = [l y [ ]} = 1.

Demostracién:
Sea X un espacio normado sobre K e Y un subespacio de X.
Primero probaremos el literal a). Sea p : X — R la seminorma definida por p(z) = || f||||z]|-

Como para toda y € Y, |f(y)] < | f]lllyll, resulta que f < p en Y, por Teorema [1.5.7]
existe una extension f lineal y continua de f a X, tal que para toda x € X se cumple que
|f( N < I/ lyll- Por lo que HfH < || f|l- Como f( ) = f(y), para toda y € Y, tenemos que

IFI < 1£1l y entonces || f]| = ||£]]-

Para el literal b). Sea g : span{z} — K dada por g(Az) = A||z||. Sabemos que la funcién
escalar es continua por Proposicién [1.1.48] inciso ii), ademds la funcién norma es continua
por Lema ahora bien por literal a) tenemos que, existe una extension g sobre X, es

decir, existe g : X — K, tal que ||g|| = ||g|| para toda = en span(x) pero
= o @]y ]
el T el
Ahora bien, para todo = € X se tiene que g(z) = ||z||, entonces g(z) = g(x) = |z,
obtenemos lo deseado. [ |

Ejemplo 1.5.9. Demuestre que bajo las hipdtesis del Teorema existe un funcional
lineal acotado f € X tal que ||f|| = ||zo||™* v f(xo) = 1.

Demostracion: )
Como X satisface las hipdtesis del Teorema , existe un funcional lineal acotado f en

X tal que ||f]] = 1, y f(zo) = ||zo||. Sea f = Hafoll’ demostraremos que ||f]| = ||zol| ™ v
f(xo) = 1. Primero para ||f|| tenemos que
A f 1 1 O
11l = 1l = (1) = 7 = llzoll
|0l ||9€o|| |0l |0l
Por lo que, ||f|| = ||zo]|™*. Luego para f(zo) se tiene que
: f f(xo) _ ol
[|ol| [lzoll [l
Por tanto, f(zo) = 1. [

Ademas, como X es un espacio de Banach y en la Proposicion [1.2.10, probamos que X*
es un espacio de Banach con la norma dada por

L]l = sup [f*()], (1.25)

lF*lI<1
para toda f* € X*.
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Corolario 1.5.10. Sean X un espacio normado y x € X. Entonces

lzll = sup |f*(z)], V f*e X7, (1.26)

Ifl<1

Demostracién:
Si z = 0, se tiene que f*(0) = 0 y ademds [|0]] = 0 por lo que [[0]] = sup <1 [f*(0)].
Supongamos pues que x # 0. Ya que para toda f* € X*, [f*(x)| < ||f*|lll=] , se tiene que

2l = sup |f*(z)].
<1

Por otra parte, por el Teorema [1.5.8) existe f* € X* con ||f*|| =1 tal que f*(z) = ||z|, ¥
esto nos da la igualdad. [ |

Definicién 1.5.11. Un conjunto A de un espacio topologico X se dice que es denso en
ninguna parte, st el interior de su clausura es vacio.

Definicién 1.5.12. Sea Q2 un espacio topologico, diremos que €2 es un espacio de Baire si
toda interseccion numerable de abiertos densos en £ es un conjunto denso en ). Ademds
diremos que un conjunto es de primera categoria (o raro) en ), si es una union numerable
de conjuntos densos en ninguna parte. Un conjunto es de sequnda categoria en €Y, si no es
de primera categoria.

Teorema 1.5.13. (Teorema de Baire). Si ) es un espacio métrico completo ¢ un espacio
topolégico de Hausdorff localmente compacto, entonces es un espacio de Baire.

Demostracion:
Supongamos que 2 es un espacio métrico completo, {U;}$2; una coleccién de conjuntos
abiertos densos en 2 y V un abierto no vacio en (2, entonces por ser V' abierto, existe una
bola abierta B, de radio r > 0, tal que B, C V. Ahora bien, para demostrar el teorema
veremos que, (N2,U;) N B, # (). Como U; es denso y abierto y V' es abierto en 2, tenemos

pe
que, 3w, e Uy NB, y0 <r < 3 tales que la bola abierta con centro en w; y radio r;

satisface B, (w1) C B,NU;. Como U, es denso y abierto, ademds V' es abierto en 2 tenemos
que, existen we € B, (w1)NUsy 0 <1y < 7 tales que

Br2(w2) C Bm(wl) N U2 C BT N Ul N UQ.

Continuando de esta manera, construimos una sucesién de {w;}$2, en © y una sucesién de
reales {r;}2, tales que 0 <7, < 37 y

B,, (w,) C By, [(wh—1)NU, C B,NU NUN...NU,.

Ahora bien, la sucesién {w,}>2; es una sucesién de Cauchy en Q y como  es completo
tenemos que

tal que lim; ., w; = w, asi 2 es interseccion numerable de conjuntos densos en €2, apli-
cando la Definicion [1.5.12] €2 es de Baire. Si 2 es localmente compacto y de Hausdorff.
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Por definicién de conjunto compacto, existe una sucesion {w,}°2; convergente en €2, como
toda sucesion convergente es de Cauchy, por Definiciéon ) es completo. Ahora bien,
en vez de bolas abiertas podemos tomar conjuntos abiertos V,, no vacios con V, compac-
to, Vi C V y Vuy1 C Vi, N U,. Entonces por la propiedad de la interseccién finita, existe
w € NX,V, CVN(nee,U,), tal que lim; . w; = w, asi Q es interseccién numerable de
conjuntos densos en €2, aplicando la Definicién [1.5.12 € es de Baire. [ |

El Teorema de Baire para espacios métricos completos posee dos restricciones importan-
tes, las cuales son

(1) La completitud del espacio métrico.

(2) La numerabilidad de los subconjuntos abiertos y densos en el espacio.
.Sera posible omitir la segunda condicién?, el siguiente ejemplo es una muestra de ello.
Ejemplo 1.5.14. EIl conjunto {A,;}.er = R\ {2} no es un conjunto de Baire en R.

Demostracién:
En R, si para cada x € R se definen A, = R\ {z}, se tiene que cada A, es abierto en R
porque es unién de dos abiertos en R, A, = R\ {z} = (—o0,2) U (z,+00). Ademds A, es
denso en R porque A, "R = A, # 0. Sin embargo (), Az = emptyset. Por lo que

<ﬂAx) NR=0NR=0.

zeR

Asi (),eg Az no es denso, por tanto el conjunto {A;},ecr no representa una interseccién
numerable de abiertos densos en R, entonces no es un conjunto de Baire. [

Definicién 1.5.15. Sea M un subconjunto de un espacio normado X, diremos que M es
total si spanM = X.

Lema 1.5.16. Sea X un espacio normado y Y un subespacio de X con interior no vacio,
entonces Y = X.

Demostracién:
Sea x € intY y r > 0 tales que B.(z) C Y. Como Y es un espacio normado, B,.(0) =
—z+ B,(z) C Y y entonces tenemos que A\B,.(0) C Y para todo A € K. Por lo tanto, Y = X
|

Teorema 1.5.17. (Acotamiento Uniforme). Sean X un espacio de Banach, Y un espa-
cio normado y G una familia de operadores acotados de X en 'Y, entonces son equivalentes

1. sup{||T|| : T € G} < 0.
2. sup{||Tz|| : T € G} < o0 para toda v € X.

3. sup{|f(Tx)|: T € G} < 00 para toda x € X y para todo f € Y*.
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Demostracién:
Por definicién de norma para operadores tenemos que 1. = 2. = 3.

Ahora demostremos 2. = 1. Supongamos que sup{||7z| : T' € G} < oo para toda x € X.
Sea A, = {r € X : sup;¢ ||Tz|| < n}. Entonces A, es cerrado para toda n € N, dado que
A, es la preimagen por T del intervalo [—n,n], luego cada A, es cerrado y asi el conjunto
NregAy es cerrado en X.

Tenemos que X = U,cnA,, como X es un espacio de Baire, existe k& € N tal que int Ay # 0,
por lo tanto, existe zp € Ay y 6 > 0 tales que ||z — x| < ¢ implica que

sup || Tz|| < k.
Teg

En particular si ||z|| < 0y T € G, ||Tx — Txzo|| < k aplicando la desigualdad del tridangulo
para la resta tenemos

[Tz|| = [[Taoll < | Tx — Txol| <k = ||Txl| = |Twol| <k = ||T]| <k + [Tl = M

T M
—sup ||Tz|| < sup M = sup I Tz] < —.
Teg reg |z 0
T M
Pero, supp¢g H”;in = ||T||, entonces ||T]| < 5 < Por tanto, se cumple 2. = 1.

Ahora demostremos que 3. = 2. Supongamos que sup{|f(7Tz)| : T € G} < oo para toda x €
X y para todo f € Y*. Fijemos x € X y sea A, = {f € Y* : suppeg |f(Tx)| < n}. A, es
cerrado y Y* = UyenA,, como Y* es de Banach por Teorema [[.5.13] Y* es de Baire, existe
un k € N tal que intAy # ), por lo tanto, existe fo € Ay y 0 > 0 tales que ||f — fol| < ¢
implica que

sup [ f(Tx)] < .
Teg

En particular, si ||f|| < 6 y T € G,|f(Tx) — f(Txo)| < k, aplicando la desigualdad del
triangulo para la resta, tenemos

|f(Tx) = f(Txo)] <k =[f(Tx)| = [f(Txo)| < kb = [f(Tx)| < k+|f(Txo)| = M

— T M
p [F(T)] < sup M > sup HTD M
e reg |/l 5
[flI<1
Tx)| Iy |
Pero sup reg T suppeg || T, entonces supypeg || Tz]| < 5 Por lo que concluimos
IFlI<1
que se cumple 3. = 2. .

El siguiente ejemplo pone de manifiesto que el teorema anterior no es cierto si solo se supone
que el espacio de partida X es normado.

Ejemplo 1.5.18. Sean X = (coo, || - ||oo) ¥ {fu}n la sucesion de funciones lineales en X
definidas por

fo(x) = le donde v = {x;}; € cgo.

i=1
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La sucesion { f,}n es puntualmente acotado y ||f,|| = n, es decir
sup | fn(2)] < 00 para cada x € coo y sup || fn]| = oc.
neN

neN

Demostracion:
Recordemos que cyy es el conjunto de las sucesiones casi nulas de escalares definido por

coo = {{zn} € K": {n € N:x, # 0} es finito}.

Sea x = {x,}n € coo, existe N € N de manera que x, = 0 cuando n > N, por tanto la

sucesion { fn () }neny = {f1(x), fa(x), -, fn(2), fn(2), fv(2), - - - } tiene una cantidad finita
de términos distintos y en consecuencia sup{|f,(z)| : n € N} < oo. Por tanto, la sucesién

{fn}n es puntualmente acotada. Por otro lado, dada f, si x € ¢ con ||z||c < 1 sabemos

que n n n n
o <Y il <) 2l £ 1=n.
=1 =1 =1 =1

Por lo que, || f,|| = sup{|fn(2)| : ||2]||ec < 1} < n. Si tomamos ahora
r = (1,

[fn(2)] =

1,0, ),

n

Se tiene que ||z|| =1 y que n = f,(x) < ||fn|| < n. Asi concluimos que ||f,|| = n. [

Proposicion 1.5.19. Sea T un operador lineal acotado de un espacio normado X a un
espacio normado Y. Suponga que existe un b positivo tal que ||Tz|| > b||z|| para todo x € X.
Demuestre que T~' : Y — X existe y es acotado.

Demostracion:
Supongamos que Tz = 0. Entonces

T[] = [[0]] = bllzll = [0} > bllz]] == 0 = [|=[|; b> 0.

Ademas, por definicién de norma ||z|| > 0, asi ||z|| = 0 por lo que = 0. Entonces ker 7" = {0}
y asi T es inyectiva. Como T es sobreyectiva, entonces T  es invertible, por lo que existe
T7':Y — X tal que R(T) = Y. Seay = Tx asf T~y = x, probaremos que 7! es
acotado
4 1 1
1Tyl = =] < T2l = 7 1yll.

Entonces ||~ 1y|| < %HZJH, por lo que T es acotada. |

Teorema 1.5.20. (De la funcion inversa). Si X e Y son espacios de Banach y T :
X — Y es un operador biyectivo y acotado, entonces T es un isomorfismo, es decir, T~!

es acotado y por lo tanto
1717 el < T2l < [T ]

Demostracién:
Sabemos que T' es un operador biyectivo y acotado, es decir ||Tz| < ||T]|||z||, entonces
por ser acotado 7' es continuo, ademds T~ ! existe. Por Proposicién , T es acotado
aplicando el Teorema , T~ es continuo, Por tanto, 7' es un isomorfismo. [ |
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1.6. DUALIDAD Y TOPOLOGIAS DEBILES

Sea X un espacio normado. Hemos visto que X* siempre es un espacio de Banach (Propo-
sicién [1.2.10)), y entonces podemos hablar de su espacio dual o bidual de X, que denotaremos
por X** el cual también es un espacio de Banach. Tenemos la siguiente relacion entre X y
su bidual X**.

Teorema 1.6.1. Sea X un espacio normado. Entonces X es isométrico a un subespacio de
X** wia la funcion j: X — X** dada por

para toda v € X y f € X*. Esta funcion es llamada la inyeccion canonica de X en X**.

Demostracién:
Primeramente demostremos que j(z) es lineal. Sean z,y € X, f € X* f,a € Ky sea
j : X — X** una funcién definida por [j(x)](f) = f(x). Probaremos que [j(ax+ Sy)](f) =
alj(@)](f)+ Bli(y)](f). Sea a, f € R, z,y € X, entonces

(az + By)l(f) = flox + By) = af(z) + Bf(y) = alj(@)](f) + BlWIS)-

Por tanto, j(x) es lineal. Luego, tenemos que |[j(x)](f)| = |f(z)|. Ya que para toda f* € X*
se cumple que

|/ ()]

[f@)] <zl fll = S 2]l = Sup [f(@)] < 2] = sup, @) < [l]

=l < [l]]-

Definicién 1.6.2. Una sucesion {x,}52, en un espacio de Banach X se llama base de
Schauder de X si para toda x € X, existe una sucesion unica de escalares {a,}5°, C K, tal

que
n

Xr — E a;x;

i=1

lim =0.

n—-:o0

Ejemplo 1.6.3. Sea X el espacio (7 de las sucesiones y sea {e,}n la sucesion e, = d;, s
decir la sucesion de vectores de I con 1 en la posicion k y 0 en el resto. Demostraremos que
dicha sucesion es una base de Schauder.

Demostracion:
En efecto, para todo x € P tenemos x = (x1,z9, -+ ,Tp, -+ ). Como = € (P, entonces para
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A=1im, |l — > _, exxy| se tiene que

A= im |(z1, @2, -+ Ty Tppp1, -+ ) — [T1€1 + Taeg + - -+ + Ty, ||

— hm Hx an"'an)In—}—ly“') [Il(lo )+m2(0717...)+...+xn(07...7]_(’”)70,...
n——oo

:nh—r)noon Ty, Tpy Tnyt,- ) — [(21,0, -)+(0,x2,---)+---+(0,---,xff),(),---)]H

:nh_IPOOH('Tl;xZa”'7xn7xn+17"') <x17x27' 71:71,70770)”

= lim ||[(z1 — @1, 20 — @9, -+ Ty — Ty, Tp1 — 0, Tpya — 0, -+ )|
n—oo

= hm H(xn+17$n+2a"')||

%0 3
= lim (Z |xk|p>
n—m:o0

k=n+1

De donde si n — oo se tiene que

— 7. p
A_nhgloo<z |xk|> — 0.

k=n+1
Por lo que,
1 - =0.
. gnoo T Z erLTr 0
k=1
Asi {e, }, es una base de Schauder para (7. |

Observemos que la base de Schauder de ¢ también es una base de Schauder para ¢y, lo
demostraremos a continuacioén.

Ejemplo 1.6.4. Sea X el espacio ¢y de las sucesiones convergentes a cero y sea {ex}3, la
sucesion ey, = {(Sik};?';l, es decir la sucesion de vectores de ¢y con 1 en la posicion k y 0 en
el resto. Demostraremos que dicha sucesion es una base de Schauder de cy.

Demostracion:
En efecto, para todo = € ¢y tenemos = = (z1, 29, -+ ,2,,0,0---). Como x € ¢y, entonces
L 1s n :
para A := lmy, o ||z — D74, exzy|, se tiene que

A= lm [[(z1, 22, , 25,0, ) = [z1€1 + T2eg + -+ + zpe,]|],

n—>00

= lim H({El,l'g,"',ajn, , ) [.1'1(1 O )+x2(0717)++$n(07?1(n)707)]||
n—s00 P

:nﬁnoo}l(iﬂl,l'g,"',ﬂ?n, ) ) [(3317 ) >+(Oax27)++(077$51n)507)]”p

= lim ||(.T1,$2,"'7xn, y ) (:L‘lny;"'7:En707'."0"')||p
n—>00

:n&)nooH(Il—xl,xQ_x%"'7xn_xn70_07"')‘|p
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Por lo que

n
lim ||z — E errr|l = 0.
n—-aoo
k=1 »
Asi {e, },, es una base de Schauder para c. |

Hemos de agregar un resultado importante respecto a cg.
Ejemplo 1.6.5. El espacio dual de cq es (*.

Demostracion:
Como demostramos en el Ejemplo|1.6.4] {e; 12, la sucesion e, = {0,152, es decir la sucesién
k k=1 k ik j—l’
de vectores de ¢y con 1 en la posicidén £ v 0 en el resto es una base de Schauder de ¢y. Entonces
0 0
para cada x € ¢( tiene representaciéon tnica

o0
T = Z &rer.
k=1

Donde = = {&}. Sea f € (cp)*. Entonces, dado que es lineal y acotada

fle)=f (Zm) = & fler).
k=1 k=1
Primero demostraremos que la sucesién { f(e;)} € ¢*. Definimos los nimeros 6, de la siguiente

manera
. { el flen) 0

0, f(e,) =0.

Ahora consideremos la sucesién {z,} donde
Tp = (917'927"' 707170707"') :6161 +92€2+"'+9nen-

Observemos que Z,, € ¢g ¥ ||Zn]|s €8 0 0 1 para todo n. Luego

|f(zn)| = Zekf(ek) = Zekf(ekz) + Z Orf(ex)| = ngf(ek) + 0.
k=1 k=1 k=n+1 k=1
Por lo que
Pl = |38t en)| = |3 ) = 57 1l = S 1)
k=1 k=1 flew) k=1 k=1
Y asi .
| f(zn)| = Z |f(ex)] < |lznlloollfIl; dado que f es acotada.
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Pero ||zl fIl < I, por lo que 375 [f(ex)] < ll2nllscll Sl < [If]| para todo n. Como la
desigualdad se mantiene para todo n, si n — 0o tenemos que

Y1)l < lzalloll £ < [1£] para todo n. (1.27)
k=1

Por tanto, {f(ex)} € £*.

Seguidamente demostraremos que para cada b = {8y} € ¢!, podemos obtener un opera-
dor lineal acotado correspondiente a ¢y. Definimos ¢ en ¢y por

9(x) =Y &b v ={&} € co,
pa

entonces ¢ es lineal. Y ademads g es acotado porque

> b
k=1

Tomando el supremo de todos los z con norma 1, tenemos que ||g|| < 2, |Bx|. Si combi-

l9(z)] =

< sup 1D 1Bkl < llzllo D 18l
J k=1 k=1

namos este resultado con la Ecuacién (1.27)), obtenemos que || f]| = > 7_; |f(ex)|, que es la
norma en ¢'. Entonces el mapeo f — {f(ex)} de ¢y a £! es biyectivo, lineal y preserva la
norma por lo que es un isomorfismo isométrico. Por tanto, el dual de ¢y es ¢'. [ |

Ahora demostremos que el dual de ¢! es .
Ejemplo 1.6.6. El espacio dual de (' es (.

Demostracién:
Sea X = ('. Una base de Schauder para (' es {e;}, donde e, = {0y, } tiene 1 en la k—ésima
posicién y 0 en las demds. Entonces por Teorema de Representacion de Riesz (vedse [4]),
todo x € ¢! tiene una representacién tnica, asi

oo
= &e.
b1

Consideremos cualquier f € X*, donde X* es el espacio dual de ¢!, ademés f es lineal y
acotado, es decir, ||f|| = My

f(x) =) &m, (1.28)
k=1
donde 7, = f(ex) estan unicamente determinados por f. Como |lex|| =1y
el = 1f ()| = L f el = 1111 (1.29)
— Sgplvkl = |IfII- (1.30)
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De ahi tenemos que supy, || < M, de donde {7} € £*°. Por otro lado, llegaremos a que para
toda b = {f} € [*° podemos obtener una funcién lineal acotada correspondiente g € X*. En
efecto asf es, podemos definir g en ¢* por g(z) = > 77, &bk, donde z = {&} € ! = |jz|| <
M. Demostremos que g es lineal, es decir que g(z + ay) = g(x) + ag(y), donde x = {&} y
y={m}. Sean o, B € R, z,y € (!, tenemos que

gz +ay) = (&+om)Be =D _(EBe+amB) =Y (&b +a > (mbr) = g(x) +ag(y).
h=1 h=1 k=1 k=1

Ahora demostremos que g estd acotado, sean x € ¢! tenemos que

l9()] = D &Be| £ 1Bl £ [G(sup Bi)| = Y Il [sup 85| = [&|sup |5
k=1 k=1 k=1 k k=1 J k=1 J

—>[g(x)] = sup |B;] Y [&] = sup 8] D ] = sup |B;] [|z].
J k=1 J k=1 J

Donde g € X*. Finalmente demostremos que la norma de f es la norma en el espacio ¢*°.

De la Ecuacién ([1.28]) tenemos,

D G| =) laml £ = 14l
k=1 s k=1 i

= f(2)] = sup |y D &l = sup [y > 1&] = sup ;] [l].
J k=1 J k=1 J

()] =

fk(Sllip Br)

supy;| = > &l sup |y
j 1 J

Tomando el supremo de toda z de norma 1, vemos que, || f|| = sup, |y;|. De esto y de la

Ecuacién (|1.30) tenemos,

11| = sup .
j
La cual es la norma de ¢*°. Por lo que esta ecuacién la podemos escribir como || f]| = |||/
donde ¢ = (v;) € [*°. Podemos definir ¢ : X* — (> como ¢(f) = ¢ = (v;) € (>, de aqui
tenemos que, ||¢(f)|| = |lc|]| = ||f]|, por definicién, ¢ es un isomorfismo isométrico, por lo
cual X* = (. [

Definicién 1.6.7. Un espacio normado X es reflexivo si j(X) = X*™, donde j : X — X**
es la inyeccion canonica definida arriba.

Un ejemplo de un espacio de Banach no reflexivo lo detallaremos a continuacion.

Ejemplo 1.6.8. El espacio ¢y de sucesiones convergentes a cero no es reflexivo.

Solucién:
Sabemos que (c)* = ¢* (Ejemplo [1.6.5)) y ademds que (co)** = (¢*)* = > (Ejemplo [1.6.6]).
Por tanto, tenemos un isomorfismo isométrico de (¢y)** sobre £*°. Como ¢ no es separable,
(co)*™ tampoco lo es, luego ¢y no es siquiera homeoformo a (¢y)* y, en particular, la inyeccién

o4



canodnica de ¢y no puede ser sobreyectiva. Por tanto, ¢y no es reflexivo. [ |

Notemos que si un espacio es reflexivo, es isométricamente isomorfo a su doble dual, enton-
ces es un espacio de Banach. La definicién estipula que la isometria debe de ser la inyeccién
canonica, sin embargo X puede ser isométricamente isomorfo a X** mediante una isometria
distinta. Durante mucho tiempo se pensd que un espacio de Banach isométricamente isomor-
fo a su doble dual deberia ser reflexivo, pero en 1950, Robert Clarke James construyé un
espacio que es un contraejemplo a esta conjetura. Estudiaremos el espacio J de James con
cierto detalle en el capitulo 3.

Proposicion 1.6.9. El dual del espacio £P con 1 < p < oo es el espacio {1 donde q es tal

que % + % =1 y (P es reflexivo.

Demostracién:

Paran=1,2,... seae, = |0,...,1,0,... | € P.
——

Toda y = {b,}32, € (%, define un elemento ¢, : ¥ — C, de la siguiente manera para
toda x = {a,}52, € 7,

ey(r) = 3 aub.
n=1

Demostremos que ¢, estd bien difinida. Sean x = {a,};2, € 7 y 2’ = {a},}72, € (7, tal que
x = x’, entonces tenemos que al multiplicar cada elemento de la sucesion y con las respectivas
de x y 2/, tenemos que

{anbn}niy = {aybu )il = Z anbyp = Za’/ﬂ,bn = () = py(2").
n=1 n=1

Por lo cual ¢, esta bien definida. Usando la desigualdad de Holder se tiene que

o = 3 bl <3 lanbl = S ] < (zw) (zmnw) < lollolel
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Por lo tanto, |, ()| < ||yll4llz|l,, de donde

leyll < 11yllq- (1.31)

Ademas, tenemos que
QOy(Gk) IQOy(O,...,l,O,...) :O(b1)+0(b2>++1(bk)+ :bk

Por lo que ¢,(e,) = b,. Probaremos que la funcién ¢ : ¢2 — (/7)*, dada por ®(y) = ¢y, es
un isomorfismo isométrico.
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Demostremos que ® estd bien definida. Sea x = {b,}5°,, 2z = {¢,}52, € ¢ tal que x = z, sea
w={a,}2, €.

(0.) o
r=z={bu};21 = {cn}o1 = {anbn }7 21 = {ancn}nly = Z anbn = Z QnCp
n=1 n=1

— pa(w) = @:(w) = O(z) = ().
Por tanto, ® esta bien definida.

Probemos que @ es inyectiva. Sea ®(z) = ®(z), tenemos que

P(x) = (2) = pu(w) = p.(w) = Z anbp = Zancn = {anbn}y2) = {anca ;2
n=1 n—1
= {7l ={ahl, = =2
Por tanto, ® es inyectiva.
Demostremos que ® es sobreyectiva. Sabemos que para cada ¢y (z) = > > ayb,, con y
fijo, existe una sucesién de elementos {a,b,}>>; que lo genera, donde {b,}3>, = vy, por lo

cual, tenemos que existe un elemento en ¢*, x = {a, }>2, tal que @, (x) = >~ a,b,, por lo
que ¢, es sobreyectiva, como ® = ¢,, concluimos que, ® es sobreyectiva.

Dada f € (IP)*, sea b, = f(ey,); llegaremos a que la sucesién y = (b,)>2, pertenece a
9. Para ello, sean m € N y 2™ = o e |b, |77, sabemos que un nimero y su inverso

etfn

tienen modulo reciproco, escogemos un vector unitario tal que = b, !, nos d4 la direccién

[6n |

m 6 -1
1 €77bn ] ey, entonces

n=

de b, esto nos garantiza que, €¢'7b, = |b,|, si 2™ =3

m m m

f(z(m)) = Z f(€i0n|bn|q_16n) = Z ewnlbn|q_1f(en) = Z 6i9n|bn|q_1bn'

=1 =1 =1

Pero, €%, = |b,| asi

3=

FEY =" 0al 5871 =) (bl < AU = (£ (Z |bn|p<q—”>

n=1 n=1 n=1
Usando el hecho de que p(¢ —1) =gy que 1 — % = Ilj, obtenemos que

1

(Z!bnlq> < [I71l

n=1

para toda m, esto prueba que y = (b,)>2, € 7y que,
lyllg < 171 (1.32)
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m

ne1 n€n, entonces sabemos que, por el

Por otra parte, si + = a,°>, € (7, sea (™ =
criterio de convergencia de Cauchy:

1
|z — 2|, = ( > !an!p) ——U (1.33)
n=m-1

Como f es continua, f(z™) = 3" a, b, —=f(z) vy se sigue que f(z) =37 a,b,, es

decir, ®(y) = f. Ademas por Ecuacién (1.31) ||¢, |l < |ly|l, pero f = ®(y) = ¢, por lo que
1A=l = eyl < llyllg-

Por la Ecuacion (1.32)) se tiene que

1ylly < 1Al == 1171 = llyllg-

Esto concluye la prueba de que el espacio dual de /7 es (4. [ |

Ejemplo 1.6.10. Demostremos que el espacio P con 1 < p < oo es reflexivo.

Demostracion:
Sea X =Py X*=/{1conl<p<ooy qtal que % + é = 1. Definamos la funcién candnica
T:X — X* como

[T2](f*) = f*z, Vo€ X, Vf* e X"

Demostraremos que 3z € X;T(z) = g,9g € X*™. Sea g € X*™, ahora consideremos las
aplicaciones
o: X = (X)), v XT— (X))

Definidas como

(B(@)](y) =D anyn; Vo ={zn} € X, Vy = {ya} € X",

W(y)](l’) = anym Vo = {xn} e X, Vy= {yn} c X"

n=1

Las cuales ya se demostraron que son isomorfismos isométricos. Luego, la composiciéon g o
es una aplicacién lineal y continua de X* en R y por tanto un elemento de (X*)*, por lo
cual existe x = {x,} € X tal que ¢(x) = (z™* o ¢)(x). Dado que y* € (X)* e y € X* tal que
Y(y) = y* se tiene que

[T(@)](y") =y (@) =Y W)e =D _ 2y = [6(2)](y) = (9] (V) = g(y").

Como la igualdad es cierta para todo y* € (X)* se deduce que T'(z) = g. Asi, concluimos
que el espacio /P es reflexivo. [ |
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Ejemplo 1.6.11. Aplicando la proposicion anterior, para p=2, tenemos que [* es reflexivo.

Dos de las topologias més importantes que surgieron de esta investigaciéon, son las ahora
conocidas como topologia débil y topologia débil estrella, la primera en el espacio mismo y
la segunda en su espacio dual.

Definicién 1.6.12. Una coleccion V de un punto x € X es una base local de x si toda
vecindad de x contiene un elemento de V.

Ejemplo 1.6.13. En un espacio normado (X, ||-||), la familia de bolas V, = {B(x,r) : r > 0}
es una base de entornos de x, para cada v € X.

Solucidn:
Un entorno de x es la bola B(xz,r +¢) con ¢ > 0y r € R. Observemos que B(z,r) C
B(x,r + ¢€), por lo que cumple la definicién de base local. [

Definicién 1.6.14. Sean X un espacio normado y X* su dual. La topologia débil en X,
denotada por o(X, X*) o simplemente por w, es la topologia que tiene como base local de
x9 € X a los conjuntos de la forma

k
V($07ff7f§a--->f/;k>5) - ﬂ{x €X: |fz*(x_x0)| <€}a con fikafé‘(a?fl;k GX*yE > 0.
=1
(1.34)

Entonces un conjunto U C X es débilmente abierto, o w-abierto, si y sélo si para toda
xo € U, existen ff, f5,..., fi € X* ye >0 tales que, V(xo, f}, f3,..., fi,e) C U. Cuando
xo = 0 denotaremos la vecindad en la Ecuacién simplemente por V(f{, fa,..., ¥, €),
y luego tenemos que,

Vizo, 1, f2, -, Jire) =zo+ VT f2, 0 fi). (1.35)

V(Azo, f1s fo, -y o Ae) = AV (o, 1, f5s oy fry€) st A >0, (1.36)
y que la topologia débil es de Hausdorff. Demostremos la Ecuacién , con xg = 0.
V(@ i faso oo fine) = O {fi (@ = mo)| < e} = N {17 (2) — f(zo)] < €}
V(wo, i f3- o frne) = O {|f7 () = £7(0)] < e} = Mz {1 £ (2) — 0] < e}
Vo, f1s fsr o fir€) = 0+ NI {1 fF (2)] < e} = mo + Ny {I (2)] < €}
= V(xo, [T, f5, s frse) =xo +V(fi, fo, o, [r,€).
Demostremos la Ecuacion , con A > 0.
V(Azo, 1, fs s fr de) = O {|fF (A = Azo)| < Ae} = O {1 £ (AM(z — 20))] < Ae}
=V (Ao, fi, 3o fis o) = DI (@ = 20)| < Ae} = N NS (& — 20)| < Ae}
=V (Azo, [T, f3,- o fe: 2e) = AV f5, - fi ©)-

Ahora demostremos que la Topologia Débil es de Hausdorff.

—
—
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Lema 1.6.15. La Topologia débil es de Hausdorff.

Demostracién:
Sea 7, la topologia débil sobre el espacio X. Sean UW € 7, y ¢ € U, yo € W tales que
xo # Yo. Luego, sean [ € X* tales que f(xo — yo) # 0. Escogemos de la siguiente forma
|fi (zo — yo)]

€= mkin B T— de lo cual tenemos que € > 0.

Como zp € Uy yo € W, entonces existe V(zo, 1, fo, -, [, 6) vy V(vo, f1, fo, -, [, €) tales
que

w0 € Viwo, i, f3,- - fioe) = (V= € X+ | fi(wo — )| < e},
o € V(yo, /1. f5, - Jie) = ({w € X |filyo — 2)| < e}

Demostremos que V(zo, f1, fou -, [i,e) NV (o, f1, f5, .., fi,€) = 0. Razonemos por con-
tradiccion. Supongamos que z € V(zo, f1, fa, .-, [, )0V (yo, 1, fa, -+, fi,€), esto significa
que |fi(zo — 2)| < ey [fi(yo — 2)| < & por lo que

| i (2o — Z)\ + 1[5 (o — 2)| <26 = [fi (o) = [ ()| + [fi (2) = fi(yo)| < 2¢
= fi(zo) — fi(2) + fr(2) — fi(yo)| < 2¢; desigualdad del triangulo
(

£ (o = %o
2

= |fi(zo) + fi(wo)| <28 = [fi (w0 + o) <2e= Qmm = mljn|f;($o — o).

Por lo que |fi(zo + vo)| < ming |fi(zo — yo)|, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
Vi(xo, 15 f5, - 1) OV (o, f1, f5, - fi,e) = 0. Asi 7, es de Hausdorff. [

Notemos que las vecindades débiles son bastante grandes en espacios de dimensién infinita,
de hecho las vecindades basicas de 0, luego

k
V(i f5.. o fie) O (ker ff, (1.37)
=0

y como siempre que x € ker f*, también Az € ker f*, ya que en general N}, ker f* es un
conjunto no acotado en la norma ya que N, ker f* es un subespacio de X distinto de {0}.
Por lo tanto, la topologia débil tiene menos abiertos que la de la norma (de ahi su nombre);
pero a pesar de ello resulta que los elementos de X* son también w-continuos.

Proposicién 1.6.16. 5i X es un espacio normado, entonces f* € X* si y solo si f*
(X,0(X,X*)) — K es continua.

Demostracion:
Por la Definicién [1.6.14] tenemos que f* es w-continuo. Si ¢ es un funcional lineal conti-
nuo cualquiera, U = {x € X : |g(x)] < 1}, fi fo,.... fi € X* y ¢ > 0 son tales que

V(fi, foy- oy fi,e) C U, entonces por Ecuacién (1.37)) para toda A > 0,

k
Mker f7 C V(i fs. oo 1 0e) CAU = {a: |g(a)] < A}.
=1
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Por lo tanto, ﬂle ker f# C kerg. Pero curiosamente, si N*_, ker f; C ker g, resulta que g

es una combinacién lineal de ff, f5,..., fi. Supongamos que g(z) = 0 para toda x € ker g.

Definamos ® : X — K" por ®(z) = (ff(x),..., fi(z)). Sea E = ®X, el cual es un
)

subespacio vectorial de K", ya que, si ®(x ,<I>( )€ E; )\ €K,
>\<I>(£B)+<I>(y)=>\(f1*($)7---,f*( )+ iy +.. o fa(y)

—=AD(z) + O(y) = (Afi(2), -, Afn(2) + (i (y ) (y))

—=A0(x) + D(y) = (fi MJ),--wf (ACC))Jr(ff( )+ ) = (x4 y),. . f(Az + )

Asi A®(z)+P(y) € E. Definamos la funcion lineal ¢ : E — ker g por ¥(f](z),..., fi(x)) =

(P(x)) = g(x). Por tanto, ¢ esta bien definida, ya que si ®(x) = ®(y), pero por como hemos
definido @, obtenemos que g(z) = ¢g(y). Sea ¥ una extensién lineal de ¥ a K". Como K"
es un espacio normado, cuya norma es definida por un producto punto, por el Teorema de

representacion de Riesz (vedse [4]), existen Aq,..., A\, € K, tales que,

\Il(ll,..., Z)\a/“
y como g = ¥ o @, obtenemos que g(z) = U(®(x)) = > 1, \ifi(x). |
Lema 1.6.17. Sean X un espacio vectorial sobre K y fi1, fo, ..., fn vy g funcionales lineales
en X. Si M ={zxe€X: fi(r)= fo(x) =+ = fu(x) = 0}, son equivalentes

(i) Existen Ai, Ao, ..., A\, € K tales que g = M fi+ -+ A\ fa-
(ii) Existe C' < oo tal que,

lg(z)| < C’lrgix |fi(z)|, para toda x € X.
(iii) g(x) =0 para toda x € M.

Demostracion:
(1) = (i7). Supongamos que existen Ay, Ag,..., A, € K tales que g = A\ f1 + ... + Ao fa-
Entonces

l9(x)] = [Afi(m) + .o+ A fu(@)] < [ Afi(@)] + .+ (A fu(2)]
=|g(z)| < [Ml[fi(@)] + ...+ [Aall ful2)] < A m?iX |fil + o+ (Al m%>;|fi($)|

—>|g(x !<Z|A| ) mix [ fi(z)] < € méx |fi(w)]; O = ZIAI

Por tanto, |g(x)| < Cméxi<i<, | fi(2)].

(it) = (4i1). Sea x € M, entonces g(x) = A\ fi(z) + ...+ A\ofu(2), pero, fi(z) =0,Vax € M,
es decir, g(z) = A1(0) +... 4+ A\, (0) = 0. Por lo que, ¢g(z) = 0, para toda x en M.
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(13i) = (7). Supongamos que g(z) = 0 para toda x € M. Definamos ¢ : X — K"
por ®(z) = (fi(z),..., fu(z)). Sea E = X, sabemos que es un subespacio vectorial de K",
ya que, si ®(z), P(y) € F; A € K, se tiene que

AP

() + @(y) = Mfr(2), .-, ful@) + (fr(y) + .-, fuly)
= AQ(z) + (y) = (Mfi(2), ..., Aful@) + (fi(y) + .- fuly)
= \0(z) + (y) = (f1(A2), ..., fu(A2)) + (fi(y), + .,fn(y))
= A\0(z) + (y) = (fi(Az + y) - fn(AT +y)).

Por lo que A\®(z)+®(y) € E. Definimos la funcién lineal ¢ : E — M por ¥(f1(x), ..., fo(x)) =
(P(x)) = g(x). Por tanto, 1 estd bien definida, ya que si ®(z) = ®(y) , por (iii), obtenemos
que g(x) = g(y). Sea ¥ una extensién lineal de ¥ a K", como K" es un espacio normado,
cuya norma es definida por un producto interno, por el Teorema de representacion de Riesz
(vedse [4]), existen A, ..., \, € K tales que

\D(al,...,an):Z)\iai, y como g = WV o ®,

i=1

obtenemos que g(z) = U(®(x)) = > 0 | A fi(x). |

Corolario 1.6.18. Sea X un espacio normado. St f*, fi, f5,....fp € X* ye, 0 > 0 son
tales que V(ff, fo, ..., fi,e) CV(f*, ), entonces f* es combinacion lineal de ff, f5,.... fr.

Demostracién:
Veremos que Y ker f; C ker f*. Sabemos que si z € NF_, ker 7, también nz € NY_, ker f;
para toda n € N. Por lo tanto |f*(nx)| < J, o equivalentemente, |f*(z)] < £ para toda
n € N, lo cual prueba nuestra afirmacion y por el Lema i1i) —> 1), tenemos que f*

es una combinacion lineal de f; [

Sea X un espacio normado, entonces X* se puede ver como el espacio dual de X y también
como el espacio cuyo dual es X**. Por lo tanto, ademas de las topologias de la norma y la
débil o(X*, X**), se puede definir otra importante topologia en X*.

Definicién 1.6.19. Sean X un espacio normado y X* su dual. La topologia débil estrella en
X*, denotada por o(X*, X) o simplemente por w*, es la topologia que tiene como base local
de f5 € X* a los conjuntos de la forma

k
V(fy:x1,22,....25,€) = Z{f* e X*|fe — [z <e}, conxy,xa,...,0,€ X ye>0.
) (1.38)

La topologia débil estrella es también de Hausdorff y las vecindades w* tienen propiedades
analogas a las presentadas en las Ecuaciones ([1.35)) y (1.36). Entonces las operaciones de
espacio vectorial en X* son también w*-continuas.

Lema 1.6.20. La Topologia débil estrella es de Hausdorff.
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Demostracién:
Sea 7,+ la topologia débil estrella sobre el espacio X. Sean U/W € 1« y fi € U, g5 € W

tales que f # g5, fi(x:) # 0y gj(x:) # 0. Hagamos

_ 5 = g6) ()
¢ =min 20

, de donde ¢ > 0.

Como f; € Uy g5 € W, entonces existe V(f§, x1,22,..., 25, €) y V(g5, 21, T2, . .., Tk, €) tales
que,

f(;k GV(fg,xl,xQ,...,xk,e) :m{f* cX*: |<f6k_f*)(Il)| <5}’
g € V(gh w1, @, yapse) = [({FF € Xj:|(fg = f) @) < e}

Demostremos que V' (f§, z1, 2, . .., 2, )NV (g5, €1, 2, . . ., T, €) = (. Razonemos por contra-
diccién. Supongamos que h* € V(fF, x1, 29, ..., 25,) NV (g5, 21, X2, . .., Xk, €), esto significa
que |(f5 —h*)(z;)] < ey |(g5 — h*)(x;)| < e porlo que

[(fo = h*) (@)l + (g5 — h*) ()| < 26 = [fg (i) = h*(@i)| + | = go (i) + I ()| < 2¢
= fo(x;) — h*(z;) — g5(x;) + hj(z;)| < 2¢; desigualdad del tridngulo

1fi(xo — o)l

== [fo(#:) = go(@:)] < 26 = |(fy — gp)(@:)] < 26 = 2min 5

= min|(f; — gi) @)l
Ast|(fg = g8)(x:)| < mang|(fg — g5)(xi)], lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
V(fg,l'l,l‘g, T 7$k7€) N V(QS?‘rl’xQJ R ,$k,6) = @

Entonces 7, es de Hausdorff. [ |

Observemos que cuando X es reflexivo, coinciden las topologias débil y débil estrella
(ver Teorema . De hecho esto caracteriza a los espacios reflexivos, lo que se vera mas
adelante en el Teorema [1.8.1] Ademds, sabemos que o(X*, X) C o(X*, X**), cuando X no
es reflexivo la topologia débil estrella es mas gruesa que la topologia débil.

Recordemos que una topologia en un conjunto X es metrizable si existe una métrica en X
que induce dicha topologia, y que las topologias inducidas por métricas satisfacen el primer
axioma de numerabilidad 1AN, es decir, todo punto en X tiene una base local numerable.
Veremos que los tnicos espacios normados cuya topologia débil (débil estrella en caso de
espacios duales) es metrizable, son los espacios de dimensién finita; esto nos da una diferencia
sustancial entre las topologias débiles y de la norma, ya que todo espacio normado es métrico.

Proposicién 1.6.21. Sea X un espacio de Banach,

(a) Sila topologia w en X es metrizable, entonces X tiene dimension finita.

(b) Si la topologia w* en X* es metrizable, entonces X* y consecuentemente X tienen
dimension finita.
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Demostracién:
Demostremos a). Como o(X, X*) es metrizable, sea {U,, },en una base local de 0. Para cada

n € N, existen y, 1,...,y;, € Xy un racional &, > 0 tales que V(y;, 1, ¥ 95+ Y x> En) C
U,,. Sea
(o]
M = {f}ien = U {y:,lv ?sz,m < 7y;,kz(n)} .
n=1
Entonces para toda vecindad débil W de 0, existen ny < ny < ... < ni y ¢ € QF con

V(fouis foy o5 fo€) CW. Sea f* € X*, como V(f*,1) es una vecindad débil de cero, exis-
tenng ye € QT con V(ff, f5,..., fi.,€) CV(f* 1). Del Corolario|l.6.18, concluimos que f*

es combinacién lineal de ff, f5,..., f . Luego, sea Fy, = span{f;}iZ,, entonces cada F,, es

un conjunto cerrado por ser un subespacio de dimension finita de X*, {f/};en v lo anterior
prueba que X* = U,,enFin. Por el TeOrema (Teorema de Baire), existe F,, con interior
no vacio y entonces por el Lema [1.5.16], X* = F},, que tiene dimensién menor o igual que
m; pero si X* tiene dimension finita, X también la tiene. Por lo que, X es de dimensién finita.

Ahora demostremos b). Como o(X*, X) es metrizable, sea {U, },en una base local de 0. Para
cadan € N, existen y,, 1, ..., Yo € X y unracional g, > 0 tales que V(Yn.1, Yn.2s - - - » Ynks €n) C
U,,. Sea

M = {x;}ien = U {Yn1s Un2s - Ynkn) -

n=1

Entonces para toda vecindad débil W de 0, existen n; < ny < ... < ni y ¢ € QF con

V(Znyy Tngs -+ s Ty, €) C W. Sea x € X; como V(z,1) es una vecindad débil de cero, existen
neye € QF con V(zy,29,...,2,,,6) C V(x,1). Del Corolario |1.6.18] concluimos que z es
combinacién lineal de xy,zs,...,x,,. Luego, sea F,, = span{x;}",, entonces cada F,, es

un conjunto cerrado por ser un subespacio de dimension finita de X, {z;};en y lo anterior
prueba que X = U,,enF)y,. Por el Teorema (Teorema de Baire), existe F,, con interior
no vacio y entonces por el Lema [1.5.16), X = F},, que tiene dimensién menor o igual que m;
pero si X tiene dimension finita X* también la tiene. Por tanto, X* es de dimension finita. W

Sea X un espacio normado y X* su espacio dual. Cuando hagamos cualquier afirmacién
referente a la topologia sin mencionar de cudl se trata, nos referiremos a la topologia induci-
da por la norma (véase Deﬁnicién. Por ejemplo, si decimos A es cerrado nos referimos
a cerrado con respecto a la norma y para decir que A es cerrado en la topologia débil diremos
que A es w-cerrado o A es o(X, X*)-cerrado. Como antes, A denota la cerradura de A en

la norma; a la cerradura débil la denotaremos por A” y a la cerradura débil estrella por A “

En general la cerradura débil y la cerradura de un conjunto son diferentes. Sin embargo
si un conjunto es convexo, ambas cerraduras coinciden. Esto lo probaremos en un contexto
mas general en la Proposicion [2.4.16] en el capitulo 2, pues en su demostracién se requiere
una forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach en espacios vectoriales topoldgicos que
se estudiara en dicho capitulo.

Proposicién 1.6.22. Sea X un espacio normado. Si A C X es convezxo, entonces A = A
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En consecuencia un subconjunto convexo de X es cerrado si y solo si es débilmente cerrado.

El resultado anterior nos permite construir sucesiones convergentes a 0 a partir de suce-
siones débilmente convergentes a 0.

Lema 1.6.23. Sean X un espacio normado y A C X. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes

(i) A es débilmente acotado.
(11) sup e |f*(z)| < oo para toda f* € X*.
(11i) A es acotado.

Demostracion:
(1) = (4i). Supongamos que A es débilmente acotado y que f* € X*. Sea A > 0 tal que

McCV(f,1)={ze X |f(z) <1}
Entonces si x € A, |[f*(Az)| < 1y por lo tanto sup,c4 | f*(x)] < oo.

(i1) = (7). Supongamos que para f* € X* sup,c,|f*(z)] = M. Sea V una vecindad
de Oy V(ff,...,fre)eV.Sea V(ff,..., fr,e) CV, entonces por definicién de topologia

débil (Definicién [1.6.14)
V(fikv Tt 7f;:75) = ﬂle{l‘ €X: |fz*(ZL‘)| < 6}7

entonces tenemos

Vi, fhe) =Nz € A:|ff(2)] <<}
Definamos M- = sup,c 4 | f*(7)|, entonces My- = sup,c 4 | fi'(7)]. Si z € A,

€
ved= (@) = mix My = S M- i (@) <e == Alfi(z)] <e
€
Con A = ————————— Pero sabemos que \x € A, asi

maxi<i<n I

e e V(fr,...,fre) = N CV(f],....fr,e).

(11) <= (7i7). Como X* es un espacio de Banach, podemos aplicar el principio del acota-
miento uniforme (Teorema [1.5.17)) a la familia de operadores {j(z) : € A}, donde j es la
inyeccion canoénica de X en X**. Entonces

supl|z|| = sup||j(x)]| < oo, siy sélo si, sup|[j(x)]| =sup|f*(x)| < oo, para toda f* e X*.
€A z€A €A €A
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Demostremos lo anterior.

L(:>77

Sea sup,cqllz]l = sup,eallj(@)|] < oo. Sabemos que [j(z)];+ = j(f*)w = f(U(z)) ¥y
£ @) < 1f*[lll5 ()], entonces

FE@I < N7 = sup [£G(@))] < suwp [l ()]

= sup | /*(j(2))| < || /7| sup [|57(=)]|-
TEA TEA
Pero, sup,e4]7(2)[| = sup,ellz(|, entonces

sup | f*(j(x))| < [[f*] sup||z]| == sup [f*(j(x))| < occ.
€A €A €A

Ademis [j(2)];- = f*(j(x)) = f*(x), por lo que,

sup |f*(§(z))| = sup | f*(z)| < oo, para toda x € X™.
€A z€A
|

Hasta aqui hemos estudiado los conjuntos w-acotados y los conjuntos w-cerrados y con-
vexos, qué pasara con los conjuntos w-compactos?. Supongamos que K es un subconjunto
w-compacto de un espacio normado X. Entonces K es w-cerrado y por ende cerrado bajo
la norma. Por otra parte, como toda f* € X* es w-continua, f*(K) es compacto, y por lo
tanto acotado en K. Consecuentemente por (iz) y (éi¢) del lema anterior, K es w-acotado y
también acotado bajo la norma. Hemos probado entonces que todo conjunto w-compacto es
cerrado y acotado por la norma. Presentaremos un ejemplo que prueba que el reciproco es
falso.

Ejemplo 1.6.24.
Sea {e,}22, la sucesion de vectores unitarios en cy y { €} la sucesion de vectores unitarios
en (1, entonces {€:}°° | es biortogonal a {e,}°°,, es decir,

o) = {15020

Demostracion:
Paran € N, sea s, = 1 + e2 + ... + e,. El conjunto {s,}5°, es un conjunto acotado, por
el Ejemplo [1.2.8] ¢y adquiere la norma de ¢>°; por lo que ||s,| = méax{|ei|,|eal,...,|e.|} =

1 para cada n € N. Veremos que es w-cerrado pero que no es w-compacto. Probemos que

co — {sn}52, es w-abierto, es decir toda V' (xg, €f,&) C co — {s,}52,. Sea xg = - ane, €
0o * * _ . * * :

co — {sn}pzy- Definamos a V(zo, €f,..., €,,€) = {z € co : |ef — €j(x — )| < &}, primero

observemos que cada x € ¢y se puede escribir como combinacién lineal de los vectores uni-

tarios e;.

Caso 1: Probemos que sucede si xg = 0. Aplicando la Definicion [1.6.14] podemos tomar
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la siguiente vecindad alrededor de cero, V(ef,1) = {z € ¢ : |ej(z) < 1}, demostremos que
V Ccy—{sn}32,. Sea x € V, entonces

reV =lex) <1= 1z €.

Pero si, © € ¢, entonces x = Y | a;¢;, pero por definicién de combinacién lineal x tiene
representaciéon tnica, por lo que x # Y"1 | ¢ es decir que, © € ¢o — {s,}7>,. Por lo tanto,
V Cco—{sn}>2;.

Caso 2: Ahora demostremos que sucede si g = > oo Ap€,. Sea Top = Y 0 A€, ¥ T =

k
> _j—1a;€;j, entonces

|¢i (z0 — 2)| =

Z e:(anen) - Z e:(ajej) .

Jj=1

o0 k
* — . . f—
€ an€n ;€ =
n=1 j=1

Pero para cada i # n, €/ (e) = 0, al igual si, i # j y 1 en otro caso, entonces existe a,e, tal
que,

l&; (anen)| = lane;(e)] = |an * 1| = |ay|,

o con j =1, tal que
11— € (ae;)| =1 —ajei(e;)| = [1 —ajx1| = |1 —qyl.

Sia, # 0,1, a; # 0,1 tenemos, V(zo, ef,e) = {x € ¢ : |€ef(zg — ) < €} con € =
min{|a,|, |1 — a;|}. Podemos observar que si x € V', x € ¢, pero x # s;, con 1 # i < 0o, por
lo tanto, V' C ¢o — {sn}22;.

Caso 3: Si en el caso anterior, a, = 1y a; = 06a; =1y a, = 0, donde n = 1,
i+ 1 = j, en cualquiera de los dos casos tenemos, V (o, €, €/, 1,€) = {z € co — {s,}02; :
|(ef — efq)(xo — )| < e}, donde € = 1, podemos observar que si € V, entonces z € ¢
v o & {s,}>2,. Por lo tanto, V' C ¢y — {sp}22;. Como ¢y — {s,}>°, es abierto, por de-
finicién de complemento, {s,}>°, es w-cerrado. Ahora bien, demostremos que {s,}>°; no
es w-compacto. Supongamos que {s,}°°, es w-compacto, entonces existe una coleccién de

vecindades que cubren a {s,}22 . Sea {V,}2%, una cubierta para {s,}2,, tal que,
Vi=A{x€co: |(€ =€ 1)(sn — )| <1},

podemos ver que cada V,, corresponde a s,, por lo cual, {V,,}22 ;| es una cubierta para {s, }°° ;.
Supongamos que s, € V;, con m # n, entonces

(6, = €ua) (50 = sm)| < L.

Si s, < s, entonces

n oo
l(en —eni1)(8n —sm)| <1 = (e;‘Z — €Z+1) ( a;e — Z amem) <1
=1 m=1
o0
= |} — € 4] (— Z amem> <1
m=n+1
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. * o0

Pero en el caso 3 obtuvimos que el elemento € ; corresponde a —» " | aGpén. Pero

| = > ames  1(en)| = |ans1| < 1, entonces si a,4; = 1, tenemos que 1 < 1 y es una
m=n+1YmCEn1\tm)| — n+1 ) n+l — 4 q y

contradiccién, por lo que lo supuesto es falso y s, ¢ V,,. De la misma forma si s, > s,

es decir no podemos tomar un sub-recubrimiento finito de V,, que cubra a {s,}5, ya que

existirdn s; que no estaran en V,, por tanto lo supuesto es falso y {s,}2, no es w-compacto.

Teorema 1.6.25. (Banach-Alaoglu). Para todo espacio normado X, la bola Bx« es w*
compacta y en consecuencia todo subconjunto w*-cerrado y acotado de X*, es w*-compacto.

Demostracion:
Dado f* € By, para toda x € Bx se tiene que |f*(x)| < || f*||||lz]| < 1. Por lo tanto, para
cada 2* € Bx-, f*(Bx) C D, donde D = {A € K : |[A] < 1}. Sea D = [[,cp, D = D¥
con la topologia producto. Como D es compacto, por el Teorema de Tychonoff (véase [2]) se
sigue que D es compacto. Definimos F' : Bx+ — D mediante,

X* — F(X") tal que F(f")(x) = f*(x),

para cada x € By. Es decir que F(f*) es aquel elemento de D cuya coordenada x es
precisamente f*(x). Consideremos en By« la topologia del subespacio denominada por w*.

Probaremos que F' es un homeomorfismo sobre su imagen y que la imagen de By« es cerrada
en D.

Primero probemos que F' es funciéon. Tenemos que demostrar que si f; = f;, Vo € By,
entonces F(f;(x)) = F(f5(x)), asi para

fi(@) = f3(x) = F(fi(x)) = F(f;(2)); por definicién de F.

Ahora probemos que F' es inyectiva. Supongamos que F'(ff) = F(f5); probaremos que
fi =15, Vo e By, porlo que

F(f1) = F(fy) = fi(z) = f5(x); Vo € Bx = fi = [5.

Ahora probaremos que F' es un homeomorfismo sobre su imagen y que la imagen de By~ es
cerrada en D. Sean f; € Bx~y V = N {f* € Bx- : |fi(x;) — f*(z;)] < €} una vecindad
w* de f§ en Bx-. Como |fi(x;) — f*(z;)| = |F(fi(x;)) — F(f*(x)), tenemos que,

Vi=0Ldf" € Bxe: | fo(i) — [7(@)] < €}
= F(V) = F(N_{f" € Bx-: |fg(2:) — f*(x)| <e})
= F (V) =N F{f* € Bx:|fg(x;) — [*(x)] < e}

Por lo que,
F(V) =0 {F(f*): f* € Bxey [F(f5(2:)) = F(f*(2:))] < €} (1.39)

Y sabemos por la Proposicion |1.1.29]inciso b), que F(V') es abierto en F(Bx~) N'D. Ahora
bien observemos que, si F'(V) € w*, entonces

FV) =0 E () € Bx- - |[F(fo)l(:) = [F(f))(2)] < e} e w’
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Pero [F(f*)](x) = f*(x) por como se encuentra definida F', asi
F(V) = M " € By : 1 (m) — F(@)] < e} € "

Ademés sabemos que V = ﬂ” " AST € Bxs : | fi(x) — f*(x)] < e}, es decir, V € w*. Y asi,
aplicando la Definicion [1.2.1] obtenemos que, F' es un homeomorfismo. Probaremos ahora
que F(Bx+) es un conjunto cerrado en D y por ende compacto. Sea gy € F(Bx+) C D,
entonces

lgo(z)| < 1 para toda = € Bx. (1.40)

Sean gy : X — Ky F : Bx. — X* dados por §o(0) = 0 y si z # 0 go(z) = ||z g0 (H:;—H)

y F(f*)(z) = f*(x) para z € X. Obtenemos que gy es lineal pues si z1,2 € X, A, Ay €
Kye > 0, por Ecuacion tenemos que, existe f* € By« tal que se satisfacen las
siguientes tres desigualdades.

Sizy #0yxy=0.

PO —diton)| < = [FO (ol (727) ) =0 (el (27 ) )| <=
= 701 () - ()| <
Siay £y 2 = 0.
PN~ ofe] <= = 1] (el (27)) = (heall (2) )| <2

= |||

) -»() =

[F(f)]()\ll'l + )\21’2) — g~0<)\1£L‘1 + /\2372)‘ <€
— ‘[F’(f)] (y\ml + Aoa ( A Aot )) — G (Hml + Aoa ( A+ Ao )) ‘ <e

Si )\11’1 + )\2&72 7é 0.

H)\lxl + )\21’2” H>\1x1 + )\2372H
~ >\11’1 + /\QZL’Q /\lxl + )\2332
=||A A F — )
” 121 + 21‘2” [ (f)] (H)\lxl i AQ‘TQH) 9o (H/\lxl + )\21:2”) ’ <eg

Ahora bien, si,

[Go(A11 + Aaa) — Aigo(T1) — Aago(w2)]

= |go(Mw1 + Aawa) — Aigo(1) — Aago(2) — [F()](Maar + Aawa) + MF ()] (21) + Ao[F(f)] (22))]

= [Go(Ma1 + Aawa) — [F(f)](Maz1 + Aaza) + M[F()](w1) — Mago(x1) + Ao[F ()] (w2) — Aago(x2))]

< Jgo(Mamr + Aawa) — [F())(Mwy + Aawa)| + IMIE()] (1) = Aago(w1)] + PMalE ()] (2) = Aagio(5)]

[F
< [Go — F(N)](Ma1 + Aaza) + [MIF(F)] = Magol(1)] + |[X[F(f)] = Aago) (x2)]
<e+ |Mle+ [Aole = (14 [Ai] + [Ao])e.
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Siz; =0,0x9=0,06 A\ix1 + Aoxs = 0 las desigualdades anteriores se cumplen, ya que € es
arbitrario por lo que gy es lineal. De manera semejante se prueba que para x € By, go(z) =

|z |lg0 <ﬁ>, tenemos que, gy = go, aplicando la Ecuacion (|1.40|) obtenemos ||go|| < 1. Asi,

go = F(go) € F(Bx+). Es decir, F(Byx+) es cerrado y por lo tanto compacto. Como F es un
homeomorfismo, tenemos que By« es w-compacta. |

Definicién 1.6.26. Un conjunto X es separable si tiene un subconjunto denso y numerable.

Ejemplo 1.6.27. El espacio de funciones C|0,1] donde [0,1] es un intervalo cerrado en R
es separable. (Definicion |1.1.34).

Demostracién:
Demostraremos que el espacio C[0, 1] tiene un subconjunto denso y numerable. Denotemos
a P como todos los polinomios restringidos en [0, 1]. Sea

S = {p € P : Los coeficientes de p son nimeros racionales}.

Observemos que S es numerable por como esta definido y dado que Q es numerable. Basta
probar que S es denso en C0,1]. Sea p(z) = ag + amx + -+ + a,2", a; € R, 7=0,1,--- ,n
arbitrario. Para cada ¢ > 0, como Q es denso podemos escoger algunos b; € Q tal que
la; — b;| < .55 para todo j. Luego, existe ¢(z) = St g bjxd € S, tenemos

n

n

I o

E a;x g bjx
i=0

Jj=0

Ip(z) — q(x)] = = |ag + a1 + - - + apa™ — (by + byx + - - + bz

= [p(z) — q(z)| = [(a0 — bo) + (a1 — b))z + -+ - + (@n — by)2"|

= [p(x) — q()| < lag = bo| + |ar — byl + -+ + an — ball2"| =Y _ la; — byl|a7|
j=0

€

= p(x) —q(x)| < (n+ 1)m

:57

para todo x. Concluimos que ||p — ¢|l < 5. Luego, para cualquier f € C[0,1] y ¢ > 0,
podemos aplicar el Teorema de aproximacion de Weierstrass para obtener un polinomio p
tal que || f — pllo < § y entonces encontrar algin ¢ € S tal que [[p — qf| < 5. Asi,

13 19
|f—dllee=1lf—a=P+Dllc <IIf —Plloc + P — ¢l < g T5=¢6

es decir, S es denso en C[0, 1]. Por tanto, C[0, 1] es separable. |

Ejemplo 1.6.28. FEl espacio /P con 1 < p < 0o es separable.

Solucién:
Sea M el conjunto de todas las sucesiones y de la forma y = (91,72, ,1n,0,0, -+ ). Donde
n es cualquier niimero entero positivo y los n; son racionales. M es numerable por como esta
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definido. Mostraremos que M es denso en *. Sea x = {{;} € ? arbitrario. Entonces para
cada € > 0, existe n (dependiente de ) tal que

o)
eP
Z &l” < <
i=n+1 2

Porque a la izquierda tenemos el resto de una serie convergente. Como los racionales son
densos en R, para cada &; existe un racional 7; cerca de él. Por lo tanto, podemos encontrar

y € M que satisface que
> olG -l < =
i=1 2

Resulta que

o0 n o0 Ep gp
lo—ylP =Sl —nP =Yl —ml+ 3 e < S+ S =<
=1 =1

i=n+1

Por lo que ||z — y||” < P, asi ||z — y|| < ¢, entonces M es denso en ¢P. Por tanto, (7 es
separable. [ |

En la Proposicién vimos que las topologias débiles en espacios normados de dimension
infinita nunca son metrizables. Sin embargo, si X es separable, la restriccién de la topologia
débil estrella a conjuntos acotados si es metrizable, es mas estos conjuntos son débil estrella
separables, para ello, primero demostraremos los siguientes lemas.

Lema 1.6.29. Sea X un espacio normado y sea A C X tal que si f*(x) = 0 para toda
x € A, se tiene que f* = 0. Entonces spanA = X.

Demostracion:
Sabemos que spanA C X, por lo que solo demostraremos X C spanA. Sea x € X, suponga-
mos que x ¢ spanA, entonces por Teorema existe un funcional f*: X — K tal que
f*(y) = 0 para todo y € spanA D Ay f*(z) =0, asi, f*(a) = 0, para todo a € A, entonces
por hipétesis tenemos que f* = 0, es decir f(z) = 0, esto es una contradiccién, concluimos
que lo supuesto es falso y x € spanA, pero x € X, por lo tanto X C spanA, por lo cual
spanA = X. [ |

Lema 1.6.30. Sean X un espacio normado y A C X un conjunto infinito numerable, en-
tonces spanA = X es un subespacio separable de X .

Demostracidén:
Sea B = {a + bi; a,b € Q} = Q2. Sea

d:B— Q?
a+ bi ~ (a,b).

Probaremos que ® es inyectiva para poder demostrar que B es numerable dado que Q? es
numerable porque Q lo es. Sea ®(a + bi) = ®(c + di), entonces

®(a+bi) = P(c+di) = (a,b) = (¢,d) = a=c N b=d.
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Asi a + bi = ¢+ di. Por lo tanto, ® es inyectiva, asi B es numerable. Sea a = {a;}ien
y E={Y a, o € B, a; € A}. Sabemos que A es numerable y B también, asi E
es numerable, ademéds tenemos que E C spanA ya que sélo consideramos los racionales y

ademds £ C spanA. Sea v € spanA, € > 0 tal que 3y € spanA : ||z —y| < 5. Como

Yy € spanA tenemos que y = Zf\il ra;, i € K, pero C = B, es decir existen escalares ; € B
coni=1,2,..., N tal que

g
=Gl < e————.
Iri = Bl < SN ]

N
Ahora, sea xg = > ;_, fia; € E, entonces

N N
E Tl — E Bia
i=1

N
Z ai(ri - 51')
=1 i=1

€ 9
I = zoll <l = yll + lly = woll < 5 + =+

N N
£ £ )
= ||z — 0| < 3 +izl agl|[r: — Bi| < 3 +maXHainzl i — Bil

N
sl — 2ol < & + max o]l 3 s = = i g
2 — 2N méx [[a;]| 2 2N maéx ||a;||
19 e
= ||z — x| < §+§:5

Entonces 7q € B(x,¢)NE, por lo que B(z,¢) N E # (), por tanto € E, pero & € spanA, asi
spanA = E, es decir E es un conjunto denso y numerable en spanA, concluimos que spanA

es separable, por Definicion [1.6.26] |

Ejemplo 1.6.31. FEl espacio ¢y es separable.

Solucion:
Sea A definido por A = {(0,---,0,1®,0,---) : i € N} es un subconjunto de ¢,. Vamos a
demostrar spanA es denso y que A es numerable en ¢y. A es numerable por como lo hemos
definido, ya que ¢ € N donde N es numerable podemos crear una funcién inyectiva de N a
A. Falta probar que spanA = cy. Por como esta definido A, se tiene que, las combinaciones
lineales de los elementos de A es igual al siguiente conjunto

spanA = {x € (> : Im € N tal que z, = 0, Vn > m}.

Ahora si x € ¢y consideremos la sucesién {y, }neny = {(z1,- -+, 2,,0,---) : n € N}, de donde
lim,, . oo{yn} = x. Por lo que = € spanA. Asi spanA es denso en ¢y, por Lema |1.6.30| ¢q es

separable. [ |
Definicién 1.6.32. Una subbase B para una topologia (S) sobre X, es una coleccion de

subconjuntos de X cuya union es igual a X. La topologia generada por la subbase (S) se
define como la coleccion T de todas las uniones de intersecciones finitas de elementos de (S).

Ejemplo 1.6.33. El conjunto de semirectas s = {(—00,b), (a,+00)|a,b € R} es subbase de
la topologia usual de R.
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Solucién:
En efecto es una subbase, ya que los intervalos (que son las bolas de R) son intersecciones
de dos semirrectas: (a,b) = (—o0,b) N (a, +00). [

Teorema 1.6.34. Sea X un espacio normado, entonces son equivalentes
i) Toda bola cerrada en X* es o(X*, X) metrizable.
ii) Bx+ es o(X*, X) metrizable.

ii1) X es separable.

Ademas cualquiera de las condiciones anteriores implica:
iv) Bx~ es w* separable.
Demostracion:

Probemos i) == 7). Por hipdtesis tenemos que toda bola cerrada en X* es o(X*, X)) metri-
zable, por lo cual cada Bx+ es metrizable.

Probemos ii1) = #ii). Supongamos que By es o(X* X) metrizable, ya que todo espa-
cio métrico es I AN tiene una base local de 0 numerable {U, }2°,. Como en la demostracion
de la Proposicién , sea A = {y,}°2, una sucesion tal que para toda w* vecindad U de
0, existen ky e € Q con V(y1,92, ..., Yk, &) C U, tal que V(y1,99,...,yx,€) C V(x,1), en-
tonces por Corolario tenemos que x podemos escribirlo como combinacion lineal de y;,
si f* € Bx-, por Lemal[l.6.17 tenemos que f*(y,) = 0 para todo y, € A4, f* € N2, U, = {0}.
Por lo tanto por Lema [1.6.29 el espacio lineal generado por A es denso en X y por Lema

1.6.30| X es separable.

Probemos iii) = ). Supongamos que X es separable y sea {z,}5%, una sucesién densa en
Bx. Sean f*, ¢* € X*. Si f*(z,) = g*(z,) para toda n, de la densidad de {z,}>°, en By
obtenemos que f* = ¢g*, lo cual significa que si f* # ¢*, existe N tal que, f*(xy) # g"(zn)-
Sea mBX* una bola cerrada en X*, m > 0. Como |f*(z,)| < m para toda f* € mBx-, y

definamos .
Eji — ),
~ 2n

una métrica en mBx+ que induce la topologia w* en mBx«, concluimos que mBX* la bola
cerrada en X* es o(X*, X) metrizable.

Ahora demostremos #ii) = iv). Supongamos que X es un espacio normado real y {z,}°,
es una sucesion densa en X. Veremos que la coleccion de vecindades:

W(x,,I) ={f" € Bx+: f*(z,) € I}, (1.41)

con n € Nel C R cualquier intervalo abierto con extremos racionales, es una subbase
de la topologia (X, X*). En efecto, dados fi € Bx+, x € X ye > 0, sean a,b > 0 con
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méx(a,b) < §, tales que f5 —a, f5(z) +b€ Q. Sea I = (f5(z) —a, f5(v)+0b)yseaneN
tal que ||z — z,,|| < min(a,b). Entonces se comprueba facilmente que,

fo € Wan, I) CV(fg,2,6) ={f" € Bx- = [(J* = fo)(@)| < e}

Como la coleccion de vecindades de la forma V(fj,z,¢) es una subbase de la topologia
o(X*, X) en Bx-, hemos probado el resultado enunciado. Por lo tanto, las intersecciones de
los conjuntos de la Ecuacion son una base numerable de la topologia o(X*, X') en Bx-.
Finalmente, eligiendo un elemento de cada una de esas vecindades, obtenemos una sucesion
o(X*, X) densa en Bx-, por lo tanto By« es w*-separable. Si X es complejo reemplazamos
el intervalo I en la Ecuacion por I xiJ, donde I y J son intervalos reales con extremos
racionales y el resto de la prueba es analogo. [ |

Recordemos que un espacio topoldgico K es secuencialmente compacto si toda sucesion
en K tiene una subsucesion convergente a un punto en K. Como en espacios métricos coin-
ciden las nociones de compacidad y compacidad secuencial, obtenemos del Teorema anterior
y del Teorema (Banach-Alaoglu) el siguiente corolario conocido como el Teorema de
seleccion de Helly.

Corolario 1.6.35. 57 X es un espacio normado separable, entonces toda sucesion acotada
en X* tiene una subsucesion w*-convergente.

Demostracion:
Del Teorema (Banach-Alaoglu) tenemos que para todo espacio normado X, la bo-
la By« es w*-compacta y en consecuencia todo subconjunto w*-cerrado y acotado de X* es
w*-compacto, luego por hipotesis X es separable y del Teorema|1.6.34] se tiene que By« es w*-
separable/metrizable y como en todo espacio métrico, compacidad implica secuencialmente
compacto, asi la bola By« y todo subconjunto w*-cerrado y acotado de X* es secuencialemte
compacto, pero por definicién de secuencialmente compacto. toda sucesion en la bola Bx+ o
en cualquier subconjunto w*-cerrado y acotado de X* tiene una subsucesion convergente en
él. Por lo que X* tiene una subsucesion w*-convergente. [ |

La condicién de separabilidad en el corolario anterior no se puede omitir como lo demuestra
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6.36. Sea (> el espacio normado de las sucesiones acotadas v = {x,}22 | con
xn € Kparan=1,2,..., con la norma ||z||s = sup,cy |z:|. Veremos que > no es separable.

Demostracion:
Demostremos que £* no es separable, para ello consideremos el conjunto A = {0,1}", es
decir A es el conjunto de las sucesiones cuyos términos son ceros y unos, este conjunto no es
numerable porque tiene cardinalidad 2. Ahora tomemos z,y € {0,1}N. Si x # y, entonces
tienen una componente distinta (por ejemplo x; # y; para algin i), entonces

|z = ylloo = sup |@; — y;| =sup |1 — 0] =sup|l| = L.
ieN ieN ieN
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Es decir || - || induce la topologia discreta. Ahora consideremos {B (a, 3)}zeca es decir, el
conjunto de bolas centradas en los puntos de {0, 1} y con radio %, este conjunto es un con-
junto no numerable de abiertos que son disjuntos dos a dos, entonces este espacio no puede
ser separable, ya que si tuvieramos un conjunto denso, tendriamos que tener un punto en
cada una de las bolas de esta familia, pero estas son un conjunto no numerable y disjuntas,
por lo cual el conjunto denso nunca seria numerable. Por lo que £ no es numerable. Del
Teorema (Banach-Alaoglu) obtenemos que por ser *° un espacio normado, la bola
unitaria By« es w*- compacta, y del Teorema (#4i) — (4i), como £*° no es separable,
entonces no es w*-metrizable, y como es un espacio métrico tampoco es w*-secuencialmente
compacto. Ahora veamos si es w*-convergente. Sea f, € (£*°)* el n-ésima funcional coorde-

nada, es decir f,(z) = x,. Entonces |f,(z)| = |x,| < ||z]s para toda x € £° y si {e;}52; es
la sucesién de vectores unitarios en £, ||e,||l = 1y |fn(en)| = 1; por lo tanto || f,.|| = 1 para
toda n. Si {f,;}32, es cualquier subsucesién, sea x = (7,), € (> dado por z,,, =1y 2, =0

si n # ngj,j € N. Entonces fr, (2) = 1y fu,,_,(x) =0,y {fn;}32, no es w*-convergente. W

Cuando X es reflexivo, ya demostramos que las topologias w y w* coinciden en X** = X
del Teorema [1.6.25 (Banach-Alaoglu) tenemos que Bx es w-compacta, de donde se deduce
el siguiente corolario.

Corolario 1.6.37. St X es un espacio de Banach reflexivo y separable, entonces toda suce-
sion acotada tiene una subsucesion w-convergente.

. Demostracidn:
Como X es separable, por el Corolario [I.6.35] se tiene que toda sucesién acotada en X* tiene
una subsucesion w*-convergente. Pero ademés X es reflexivo por lo que las topologias w y
w* coinciden en X** = X asi toda sucesion acotada tiene una subsucesion w-convergente. W

El resultado anterior es cierto atn sin la hipotesis de separabilidad, es decir, si X es un espa-
cio de Banach reflexivo, entonces toda sucesién acotada tiene una subsucesion w-convergente.
Esto es consecuencia de que en todo espacio métrico son equivalentes: secuencialmente com-
pacto, compacto, numerablemente compacto, es decir se asegura que un subconjunto de un
espacio de Banach es w-compacto si y sélo si es w-secuencialmente compacto.

Definicién 1.6.38. Sea X un espacio normado, E un subconjunto de X y F' un subconjunto
de X*. Sus aniquiladores E+ y F| se definen como

Et={f"e X*: f(z) =0 para toda x € E},
F, ={x € X : f"(x) =0 para toda f* € F}.
Ejemplo 1.6.39. Se consideran las transformaciones lineales 6y, 02,05 de R a R definidas

por 0;(x1, e, x3) = x; para i = 1,2,3. Ademds los subconjuntos E = {(1,1,1),(1,2,1)} y
F={f"e€R®*/f*=ad + 0} de R> y (R®)* respectivamente. Encuentre E+ y F .
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Solucion:
Primero necesitamos el espacio dual de R3, asf

(R?)* = {f* : R®* — R/f* es transformacién lineal}
= (R*)={f* : R® — R/ f* (w1, 19, 73) = ax; + bxy + cx3 con a,b, c € R}
= (R*™{f* : R®* — R/f* = ad, + by + cd3 con a, b, c € R}.

En efecto £y F son subconjuntos de R y (R3)* respectivamente. Primero para F =
{(1,1,1),(1,2,1)}, encontraremos E~. Por Definicién [1.6.38| se tiene que

Et ={f* € X*: f*(x) = 0 para toda z € E}.
Por lo que sea f* € (R®)* un funcional arbitrario, si x = (1,1, 1) tenemos

f*(l’) =0 :>f*(1, 1, 1) =0= ((151 + b52 + 0(53)(1, 1, 1) =0
—>ad1(1,1,1) + bda(1,1,1) 4+ ¢d3(1,1,1) =0 = a(1) + b(1) + ¢(1) =0
—a+b+c=0.

De donde obtenemos la ecuacion
a+b+c=0. (1.42)

Ahora si z = (1,2,1) tenemos

f*(l’) =0 :>f*(1, 2, 1) =0= ((151 + b52 + 0(53)(1,2, 1) =0
—>ad1(1,2,1) + bd2(1,2,1) 4+ ¢d5(1,2,1) =0 = a(1) + b(2) + ¢(1) =0
—a+20+c=0.

De donde obtenemos la ecuacion
a+2b+c=0. (1.43)

Resolvemos el sistema de ecuaciones formado por las Ecuaciones ((1.42)) y (|1.43)

a+b+c=0,
a+2b+c=0.

De la Ecuacion se tiene que
a+b+c=0=a+c=—b.
Sustituimos en la Ecuacion tenemos que
a+2b+c=0= —-b+2b=0=0=0.
Si b =0 en la Ecuacion se tiene
a+b+c=0=a+0+c=0=a+c=0=c= —a.
Por lo que,

f* = CL(Sl + b52 + 053 = a51 + 052 — a53 = 0,51 — CL(Sg = CL(51 — 53)
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Asi
Et={f":R* —R/f* =a(d —d3)}.

Ahora para F' = {f* € (R*)*/f* = ad; + d2}, encontraremos F|. Por Definicién |1.6.38| se
tiene que
F| ={z e X: f*(z) =0 para toda f* € F}.

Sea x € R? arbitrario de la forma x = (21, T2, z3) tenemos que para f* = ad; + 0, se tiene
que

f*<l’) =0 _——>((l(51 + (52)(I1,[E27l’3) =0= aél(xl,xg,xg) + 62([E17l’2,l’3> =0
—ar1 + 219 = 0= 29 = —az;.

Por lo que = = (z1, —azy, x3), asi F| = {z € R®/z = (z1, —azy,z3)}. [
Lema 1.6.40. £+ y F| son espacios vectoriales.

Demostracion:
Primero demostremos que E* es un espacio vectorial. Demostremos que si f,g € B+, a € K,
se cumplen

a) f+ge€E*-
b) Existe un elemento cero en B+, tal que f +0=0+ f = f.

)
)
¢) Para todo f € Et, existe un elemento —f, tal que f + (—f) = 0.
d) af € E*.

)

e) Para todo f, 1f = f.

Demostremos a). Sea f,g € B+, x € E funcionales, probemos que f + g estd en B+,
[f +9gl(x) = f(z)+g(z) =040, yaque z € E.
Por lo que f + g € E+.

Demostremos b). Sabemos que f € E+ si f(z) =0, V2 € E, pero 0 € X* (0 como funcio-
nal), ademds 0(x) = 0 para todo x en E, por lo que 0 € B+, asi [0 + f](z) = 0(x) + f(x) =
f(z) € E*.

Ahora probemos c¢). Por inciso anterior tenemos que, 0 € E+ (0 como funcional), es decir,
existe un g € E+ tal que, f+g¢g = 0, entonces g = —f, asi f+(—f) = 0, por lo que —f € E+.

Seguidamente demostremos d). Sea o un escalar cualquiera, f un elemento de E+ y z un
elemento de F, entonces

af](x) = af(z) = a-0=0.
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Por tanto, of pertenece a E*.

Por tltimo, demostremos €). Sabemos que f(x) = 0 para todo x € E, esto si f € E*,
pero por otra parte sabemos que, existe un funcional en X* tal que, I(x) = x, entonces

fU(@)) = [fI(z)] = [If](z) = I(f(2)) = f(z) =0, es decir | € E*.

Ahora demostremos que F| es un espacio vectorial. Sea xz,y € F|, a € K, demostrare-
mos que se cumplen lo siguiente

a) x+y=z¢€l].

b) Existe un elemento cero en I, tal que x +0 =04z = x.

d

)
)
c) Para todo z € F|, existe un elemento —z, tal que = + (—z) = 0.
) ar € F|.

)

e) Para todo z, 1z = x.

Demostremos a). Sea z,y € F|, f € F, f funcional, probemos que x + y estd en F, .

fle+y)=f(x)+ fly)y =0+0=0, yaque f € F.

Por lo que, z+y € F.

Demostremos b). Sabemos que © € F| si f(x) =0,V f € F, pero 0 € X (0 como ele-
mento), ademds f(0) = 0 para todo f en X*, entonces f(0) =0, por lo que 0 € F, .

Ahora probemos ¢). Por inciso anterior tenemos que, 0 € f, (0 como elemento), es de-
cir, existe un y € F| tal que, x +y = 0, asl y = —z, entonces z + (—z) = 0 por lo que,
—X € FJ_.

Seguidamente demostremos d). Sea o un escalar cualquiera, x un elemento de F| y x un
elemento de F', entonces

flaz) =af(x) =a-0=0.

Por tanto, ax pertenece a F', .

Por ltimo, demostremos e). Sabemos que f(x) = 0 para todo f € F, esto si x € F|,
pero por otra parte sabemos que, existe un elemento en X tal que, 1 -2 = =z, entonces
f(1-x) =[1f(x)] = 1[f(z)] =1-0 =0, es decir 1 € F,. Dado que E+ y F| cumplen las
propiedades de espacios vectoriales, concluimos que ambos son espacios vectoriales. |

Ademas, como F'| es la interseccion de los espacios nulos de los funcionales f* con f* € F,
tenemos que es un subespacio cerrado de X. Por otro lado si {f*}, C E* y converge a
f* e X* esdecir ff(x) =0, Vo € E, entonces f*(x) =0, Va € E, por lo que f*€ Ety
por tanto, E* es cerrado en X*.
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Lema 1.6.41. Sea X un espacio normado y A un subconjunto de X tememos que spanA =

(Ah)..

Demostracién:
Sabemos que (A1), C spanA, asi sélo demostraremos que spanA C (At),. Sea A C X,
tenemos que

(AN, ={r e X: fx)=0,V fec At}

Sea x € spanA. Como x € spanA, entonces existe {z,} C spanA tal que z,, — x. Sea
f € At como f € AL, entonces f(a) =0, V a € A. Por lo que, z,, € spanA asi,

kn

T, = E Qpilni; 0 €Ky an; €A
i=1

Luego, f(z,) = S5 apif(ans) = S5 i -0 = 0. Como f es acotada (f € X*), f es
continuo de donde f(x,) — f(x), pero f(z,) = 0, Vn € N de donde, f(z) = 0, como
f es arbitrario en At tenemos, f(z) = 0, V f € AL por lo que z € (A1),. Por tanto,
spanA C (A1), como se dan las dos inclusiones, concluimos que spanA = (A*), . [

Proposicién 1.6.42. Sea X un espacio normado. Si X* es separable, entonces X es sepa-
rable.

Demostracién:
Como X* es separable, sea {f}, una sucesién densa en X*. Por definicién de la norma de

fx, para cada n existe =, € Sx con |f!(x,)] > ZH 5| por definicién de supremo tenemos

1£5]l = sup,cs, [ £ ()], sf tomamos e = ¢[| £l obtenemos
@l 2 Il ==l = 710 = 710

1
Sea ahora f* # 0 en X* y n tal que || f* — f¥| < ZH‘f*H’ entonces

1
Wl =W =+l =0 === == Al = 1= glllf*ll
3
= fall = <l -
Adems3s

fa(@n)l = | falzn) = [ (@) = [ fal@n)| = [f*(zn) = fo(zn)]

3 1 1
= @a)l 2 falza)l = |f" = (@)l > 215 = 2 1= 171> 0.

Esto por la densidad de X*, entonces ({z,},)* = {0}. Ahora bien por Lema|1.6.41] para un

conjunto A C X, spanA = (A1), tenemos que span{r,}, = (({xn}n)L) = {0}, = X.
- L

Por Lema |1.6.30| spanA es separable si A es numerable, por lo tanto X es separable. [ |
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Ejemplo 1.6.43. El reciproco de la proposicion anterior es falso, para ello analizaremos a
el espacio (' y su dual £,

Demostracion:
Ya demostramos que £* no es separable (ver Ejemplo , sélo demostraremos que ¢! es
separable. Para ello debemos demostrar que existe un subconjunto numerable A de ¢! tal
que ' = spanA. Consideremos el conjunto A = {(0,...,0,1%.0,...):i € N} C ¢, se puede
observar que A es numerable por como lo hemos definido (dado que N es numerable), basta
probar que ¢! = spanA. Por como estd definido A, se tiene que, las combinaciones lineales
de los elementos de A es igual al siguiente conjunto

spanA = {x € {>° : 3m € N tal que z,, = 0,Yn > m}.

Ahorasiz € ! consideremos la sucesion {y, }nen C spanA, que verifica que, y; = (1, ..., 4,0, . .

donde x; es la componente j-ésima del punto x € ¢*. Vemos que efectivamente converge. Dado
€ > 0, como

(e}
) _ 1<
Z\xn\<oo:>nh_>mooZ|xn| 0= dm € N tal que Z]:L’z\_e

neN m=n i>m

Entonces tomamos este mismo m € N y para él se verifica que

3 — 2|1 = Z‘$Z| <e, Vn>m.

i>m

Por lo que, spanA = ¢, asi /! es separable. El reciproco del teorema serfa que X es separable,
entonces X* es separable. Hemos demostrado que el dual ¢! no es separable y que el espacio
0 es separable, asi la condicién no se cumple. [ |

1.7. ESPACIOS DUALES DE SUBESPACIOS Y ES-
PACIO COCIENTE

Sea Y subespacio de un espacio normado X. Mostraremos, haciendo uso del aniquilador
de Y, que el dual de Y es un espacio cociente de X* y el dual de X/Y es un subespacio
de X*. Por el Teorema tenemos que si Y es un subespacio cerrado de X, entonces el
cociente X/Y es también un espacio normado. Sea ¢ : X — X/Y la funcién cociente dada
por q(z) = & donde & = x 4+ Y. Entonces, si f € (X/Y)*, tenemos que f : X/Y — K por
lo que foq: X — K, y como la linealidad y continuidad de funciones se mantiene en la
composicién de funciones, asi foqg € X*. Ademas, siy € Y, observemos que ¢(y) = 0,Vy € Y,
por lo que (f o q)(y) = fla(y)) = £(0) = 0, asi, (f o )(y) = 0 por lo que foq € Y. Esto
nos permite definir una funcién ® : (X/Y)* — Y+ mediante ®(f) = f o ¢; veremos que ®
establece una identificacién entre dichos espacios.

Teorema 1.7.1. Sean X un espacio normado y Y wun subespacio cerrado de X. Entonces
la funcién ® : (X/Y)* — Y1 definida anteriormente es un isomorfismo isométrico con
respecto a las topologias o((X/Y)*, X/Y) y o(X*, X) restringida a Y.
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Demostracién:

Nétese que ® estd bien definida, pues si ¢ € Y+, sea f : X/Y — Y1 dada por f(z) = g(z);
f esté bien definida porque g(y) = 0 para todo y € Y. Observemos que ®(f) = foq es
lineal dado que es la composicion de funciones lineales. Ahora veamos si ® es sobreyectiva,
si0=®(f) = fogq, como q es sobreyectiva, f = 0y entonces ® es sobreyectiva. Sea & > 0;
por el Teorema [1.3.3] (d), el conjunto A = {Z : |f(Z)| < €} serd abierto en X/Y si y sdlo si
g '(A) es abierto en X. Pero ¢ !'(A) = {x € X : |g(z)| < €} es abierto al ser g continua. Por
lo tanto f es continua y ® es sobreyectiva pues ®(f) = g. Veremos que ® es una isometria.
Por el Teorema [[L3.3 (b), tenemos que [la]| < 1, asi [®(f)] = £ oall < Iflall < I].
Ahora, recordemos que la norma en X/Y esta dada por

|| = inf . 1.44
|Z]] = inf [l= + yl| (1.44)

Por la definicién de supremo (en || f]|), dada e > 0, existe z. € X tal que ||7.|| < 1y |f(z.)] >
| Il —e. Ademas, por Ecuacion (1.44)), existe y. € Y con ||z. + y.|| < 1 + & y entonces

(L +e)llfogll = [(f o @)z + o) = | f(22) >[I fI] =&

Como la desigualdad es cierta para todo € > 0, asi ® es una isometria. Veamos que ® es un
homeorfismo respecto a las topologias o((X/Y)*, X/Y) y o(X*, X) restringida a Y*. Sea
T € X/Y yz € X tal que ¢(z) = Z. Entonces por lo anterior

O({f € (X/Y) : [f(@) <e}) ={ge Y :|g(a)] <e}.

Por lo tanto, ® es un homeomorfismo. [ |

Para estudiar el dual de un subespacio Y de X, se requiere el siguiente lema.

Lema 1.7.2. Sean A y B espacios vectoriales y ¢ : A — B una funcion lineal sobreyectiva,
entonces la funcion ¢ : A/ ker p — B, dada por ¢(a) = p(a) para a = a+ker ¢ es biyectiva.

Demostracién:
Primero probaremos que ¢ esta bien definida, para ello demostraremos que si a = b con

a,b € A/ker p, entonces ¢(a) = ¢(b).

a="b= p(a) =¢(b) = ¢(a) + 0= p(b+0) = ¢(a) + v(c) = (b) + ¢(c), c € kery
— p(a+c)=@(b+c), ya que ¢ es lineal = ¢(a) = (b), a=a+¢c, b=b+c

o (b).

Supongamos que ¢(a) = 0, entonces ¢(a) = 0, es decir a € ker ¢ y por ende ¢ es inyectiva.

Como para todo b € B, existe a € A tal que p(a) = b, entonces ¢(a) = ¢(a) = b, asi ¢ es
sobreyectiva. Por tanto, ¢ es biyectiva. [

— ¢(a)

Si f* € X*, entonces la restriccién f*|y pertenece Y*. Por otra parte, si g* € Y*, por
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el Teorema de Hahn Banach (Teorema [1.5.7)), existe una extensién de g* a X, entonces la
funcién lineal ¢ : X* — Y™ dada por

v(f*) = Iy, (1.45)

es sobreyectiva. Sea f* € X* tal que ¥(f*) = 0, entonces f*(y) = 0 para toda y € Y, es
decir f* € Y. Demostremos que, Y+ C ker. Primero definamos Y+ y ker como

YE={feY": f(h=0,VheY, Y CY*}ykery={gec X*: ¥(g) =0y}
Sea f € Y.
feyYt= f(h)=0, heY.
Pero Y C Y* por lo que

U(f) = fly = Oy = f € X* = f € ker ).

Por tanto, Y+ C ker, asi ker¢p = Y+, lo cual nos permite definir un isomorfismo entre
X*/Yytyy

Teorema 1.7.3. Sea Y un subespacio de un espacio normado X y sea ¥ : X*/Y+ — Y*
la biyeccion lineal dada por

U(f*) = v(f),
st f* = f*+ Y, donde 4 estd dada en la Ecuacién . Entonces W es un isomorfismo

isométrico. Ademds ¥ es un homeomorfismo isométrico de X*/Y+ con la topologia cociente
7 inducida por o(X*, X), en (Y* o(Y*Y)).

Demostracion:
Por el LemalI.7.2] obtenemos que W es lineal y una biyeccién. Primero demostraremos que W
es una isometria. Sea ¢* € Y*, entonces por el Teoremam (Hahn Banach), existe f* € X*
con f*ly = g"y [/l = [lg"[|. De donde

7l

R

=12 =1l =gl == 1+ Y = ‘

Ademés, si h* € Y1, se tiene que

||| = 17l = 10+ Rl < 7+ 2

Como esto se cumple para toda h* € Y+, usando la definicién de la norma cociente, tenemos
que

g™l = 1w ()< 17

Por lo que, ¥ es una isometria. Ahora veremos si es un isomorfismo. Consideremos la funcién
cociente ¢ : X* — X*/Y*, anteriormente definimos a ¥ : X*/YL — Y* por lo que
Vogqg: X*— Y* asi observemos que ¢ = W o q. Ahora, sean y1,...,y €Y, € >0,y

U={g"€Y":|g"(y;)| <eparai=1,...,k}.
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Entonces como [¢(f*)](yi;) = f*(v:), se tiene que

HU) ={¥(g") - [N g)(wi) < e}

U)

(U) = {[W @] (f*) : [ ®)(f*(wi))| < £ parai =1,... .k}
U = {f |+ 0 ()| <eparai=1,... k}
— U U) = {f* | (wi) + h*(y:)| < e parai=1,.... k, h*e Y™’}
— U NU) = {f*: |f*(yi)| <ecparai=1,... k}.

Por definicién de topologia cociente, U1 (U) es T-abierto si y s6lo si ¢~ (U~1(U)) es o(X*, X)-
abierto en X*. Pero,

¢ {(UTHU)) = [g T 0TU) = [Wo g (U) = 4(U)
—= ¢ () ={f e X" |f(y;)| <eparai=1,... k},

de donde ¢~ (U—1(U)) es w*-abierto. Falta demostrar que ¥ es un homeomorfismo, para
ello probaremos que si U es un 7-abierto, entonces W(U) es o(Y™*, Y )-abierto en Y*. Pero U
es un 7-abierto si y sélo si, existe un conjunto V', o(X*, X)-abierto en X*, tal que ¢(V) = U.
Consideremos los abiertos de la forma U = ¢(V) con V = {f* € X* : |f*(x)| <&} cone >0
y « € X, pues estos elementos forman una subbase local de 0. Primero veremos que si x ¢ Y,
entonces U = q(V) = X*/Y+. Enefectosiz ¢ Yy f; € X*/Y+ seat:Y @spanz — K
dada por

Hy + o) = fi(y) + A5,

y sea f; € X* una extensién de ¢. Entonces ff — fi € YL, de donde q(f7) = ff + fi = [
Ademss, ff(z) = t(z) = g < g, por lo que f; € V. Por lo tanto, ¢(V) = X*/Y+ y como
U es sobreyectiva, U(U) = ¥(X*/Y1) = Y* que es un conjunto w*-abierto. Supongamos
ahora que z € Y, f* € X*. Si g* = U(f*), entonces g*(z) = [U(f9)](z) = [f*|y](z) = f*(2),
lo cual implica que |f*(x)| < € si y sélo si |g*(x)| < €. Concluimos que V(U) = Vo q(V) =
{9 € Y*: |g*(x)| < €} es w*-abierto, por Definicién |

Como corolario, obtenemos que la topologia débil en los subespacios de X, es la topologia
del subespacio inducida por o(X, X*) en Y.

Corolario 1.7.4. Si Y es un subespacio de un espacio normado X, entonces o(Y,Y™) es la
topologia inducida por o(X, X*) en Y.

Demostraciéon:
Si ¥: X*/YL — Y* es el isomorfismo definido en el Teorema [1.7.3) entonces para toda

f* e X*, se tiene que si ¥(f*) = g%,

yeY:lgWl <ey={yeY W)@l <e}={reX:|f'()<e}nY.

Por lo que, o(Y,Y™) es la topologia inducida por o(X, X*) en Y. [ |
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1.8. REFLEXIVIDAD

En esta subseccién daremos varias caracterizaciones de la reflexividad de espacios de
Banach. De aqui en adelante, cuando haga falta, identificaremos a Bx con su imagen j(Bx)
en X** llamandola de la misma forma. Esto se puede hacer gracias al Teorema [1.6.1} Como
ademas,

{Le X7 D) <epni(X) = {i(z) € X™ : [[j(@)](f)] < e} =j{w e X:|f"(z)| <e}.

Diremos que la topologia o(X, X*) es la restriccién de la topologia o(X**, X*) a X o que
o(X, X*) es la topologia inducida en X por o(X**, X*).

Teorema 1.8.1. Sea X un espacio de Banach, entonces son equivalentes

(i) X es reflexivo.

(ii)) Bx es o(X,X") compacta.

(i1i) o(X*, X) = o(X*, X*).

(iv) X* es reflexivo.

Demostracién:
Antes de todo dejar claro que cuando un espacio X es reflexivo, su topologia o (X, X*) coin-
cide con la topologia o(X**, X*) de X** y por ser isométricamente isomorfos tenemos que

X =X

(1) = (i7). Supongamos que X es reflexivo. Por el Teorema de Banach-Alaoglu (Teore-
ma [1.6.25)), By« es o(X*, X*) compacta en X**  entonces como X = X**,

By« = X es o(X™ = X, X*) compacta en X = X = Bx es o(X, X*) compacta en X.

(i1) = (7). Supongamos que Bx es (X, X*)-compacta. Como un conjunto compacto en la
topologia restringida también lo es en la topologia original, obtenemos que By es o(X**, X*)-
compacta en X**| luego como la topologia débil estrella es de Hausdorff por Lema [1.6.20]
tenemos que todo subconjunto compacto de un espacio de Hausdorff es cerrado en el espacio,
por lo cual By es o(X**, X*)-cerrada en X**. Por otra parte, por el Teorema de Goldstine
(vedse [0]), Bx es o(X**, X*) densa en By, entonces tenemos que

—w* *
Bx = Bx , por ser w*-cerrada =—> Bx“ = Bx-+, por ser densa =—> By = By-.
Como By es arbitrario concluimos que X es reflexivo.

(i41) = (iv). Supongamos que o(X*, X) = o(X*, X**). Del Teorema de Banach-Alaoglu

(Teorema [1.6.25)) sabemos que

Bx+ es 0(X*, X) compacta = Bx+ es o(X™, X™) compacta.
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Luego aplicando (i) = (i) a X*, tenemos que X* es reflexivo.

(1v) = (i). Supongamos que X* es reflexivo, entonces X* = X***. Como By es cerrada bajo
la topologia generada por la norma en X** y por la Proposicién Bx es o(X**, X**)-
cerrada en X, pero o(X**, X**) = o(X**, X*) asi obtenemos que By es o(X**, X*)-cerrada
en X**. Ademds por el Teorema de Goldstine (vedse [5]), Bx es o(X**, X*) densa en By,
entonces tenemos que .

By = Bx. = By« => Bx = Bx«-.

Como By es arbitrario concluimos que X es reflexivo.

(i) = (i17). Tenemos que X es reflexivo, por lo cual X = X*™* entonces o(X*, X) =
o (X*, X*). n

Como es deseable, la reflexividad se hereda a subespacios.

Corolario 1.8.2. Si Y es un subespacio cerrado de un espacio de Banach reflexivo X,
entonces Y es reflexivo.

Demostracién:
Usando el Teorema , tenemos que By es o(X, X*)-compacta, y como By = BxNY, del
Corolario tenemos que, o(Y,Y™) es la topologia inducida por o(X, X*) en Y, entonces
By es o(Y,Y")-compacta, luego nuevamente por el Teorema obtenemos que Y es
reflexivo. |

Ejemplo 1.8.3. Sea ¢y el espacio de las sucesiones convergentes a cero, demostraremos que
(> no es reflexivo.

Demostracion:
En el Ejemplo demostramos que ¢y es un subespacio cerrado de £ y en el Ejemplo
demostramos que ¢y no es reflexivo luego, por Teorema tenemos que £°° no es
reflexivo. [ |

Si X es un espacio de Banach, se dird que un funcional f* € X* alcanza su norma si
existe xg € Bx tal que f*(xo) = ||f*||. Errett Albert Bishop y Robert Ralph Phelps pro-
baron en 1961 que el conjunto de funcionales que alcanzan su norma es denso en X*, sin
embargo la demostracion esta fuera del alcance de este proyecto. En el caso en que el espacio
es reflexivo, la conclusion es mas fuerte y la prueba es mas fécil.

Corolario 1.8.4. Sea X wun espacio de Banach reflexivo. Todo funcional continuo en X
alcanza su norma.

Demostracién:
Sea f* € X*, como X es reflexivo por el Teorema [1.8.1] Bx es w-compacta. Por otro lado,
f* restringida a By es w-continua. Usaremos el siguiente hecho de que f* continuo <=
|f*(z)| < M||z|| Vo € X, entonces |f*(z)] < M|jz|| = |f*(z)| < M, ya que ||z|| < 1. Luego

tenemos que || f*|| = supy, <1 |f*(x)] = M. Entonces, existe zy € Bx tal que
[f*(z0)| = M = [f"(20)| = sup [f* (@) = | (o) = L£71]-
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Reemplazando, o por —zy en el caso real y por e

mismo resultado, asi

xo en el caso complejo, obtenemos el

Caso Real. Sea —xq € By.

[/ (=z0)| = M = | = f*(z0)| = sup [f*(x)] = |/ (z0)| = [I/7]]-

[lz]|<1

Caso Complejo. Sea ¢z, € Bx.

|/ (e%0)| = M = | (xo)| = sup |f*(z)| = |€”||f*(zo)| = ||/l

llzll<1
= 1-|f*(@o)| = [/l = [f* (o) = /71|
[ |
Robert Clarke James prob6 en 1957, el reciproco del corolario anterior, es decir, demostrd

que si un espacio de Banach es tal que todo funcional continuo en el alcanza su norma,
entonces es reflexivo (vedse [3]).

Ejemplo 1.8.5. Veamos un ejemplo en el que no se alcanza la norma. Sea
[e.e]
F(x) = E 27Ky con x € .
k=1
Demostraremos que F' no alcanza su norma.

Demostracion:
Probemos primero que F es lineal, sean a, 3 € Ry x,y € ¢y, entonces

o0

F(fr + ay) = Z 27 (B + agr) = Y (275 B + 27 agy)

k=1
F(Bx+ ay) = ZQ K1y +22 K+, :BZQ_k+lxk+aZQ_k+lyk
k=1 k=1
= F(Br + ay) = ﬂF( )+ aF(y).

Por tanto, F' es lineal. Veamos que F' es continuo, como es lineal sabemos que F' continuo
< |F(z)| < M||z|| V& € l; y donde M es constante. Pero tenemos que

o0 o0 o0
= Do < D7l <D el < s
k=1 k=1 k=1

luego F' es continuo. Ahora calculemos su norma. Si z € ¢y tal que [|z]] < 1 = ||z| =
maxgen |[2x] < 1= |zx| < 1, por tanto

oo o0
T SZ’Q_k+1”xk| S ZQ—k-i-l -9
k=1 k=1
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Por lo cual, | F|| < 2. Por otro lado, si tomamos p; = (1,1,...,1,0,0,...) € co = ||pi|| = 1,
————

1—veces

i 1 — 27+l 2
—k+1

E 9 _f_g(l_i).

k=1 2

|F(p;)] — 2 cuando ¢ —> oo, entonces se tiene que ||F'|| = 2. Ahora veamos que no se
alcanza la norma. Si z € ¢g = limy x;, — 0. Luego, existe kg tal que si k > kg = |z1| <
: < 1. Luego, si z € ¢ tal que ||z]| < 1, tenemos que

luego

|F(pi)| =

00 o) ko 00
[Fa)l = > 27 < 3127 law = Y 127 awl + Y 1277 |
k=1 k=1 k=1 k=ko+1
(0.9}
= |F(z)] <) 272 =2
k=1
Donde en la tiltima desigualdad estamos utilizando que Y 2° 1 277 [z | < D702, 2744
ya que |xg| < 1, Vk > ko. En conclusién tenemos que, F' no alcanza su norma. [ |

Usando el Corolario es mas sencillo demostrar que C[0, 1] no es reflexivo, detallamos
la demostracion a continuacion.

Ejemplo 1.8.6. El espacio C[0, 1] de funciones continuas en [0, 1] no es reflexivo.

Demostracién:
Para demostrar que C'0, 1] no es reflexivo haremos uso del Corolario |1.8.4] el cual dice que
todo espacio de Banach reflexivo alcanza su norma. Asi, bastard probar que C0,1] con la
norma ||kl = maxcs |h(t)| no es reflexivo, es suficiente encontrar un funcional lineal que no
esté alcanzando la norma. Podemos definir

()= |  foyar - / oyt

Demostraremos que z’ es lineal, sean o, f € Ky f, g € C]0, 1], entonces

o (af + Bg) = / “[af + Bgl (1)t — / lof + Bl(t)dt
—o(af + Bg) = / *([af1(6) + [Bg)(1))dt — / ([ f)(®) + [Bal())dt

i (af + Bg) = / [af)(6)dt + / 1Bg)(t)dt — / o f)(t)dt — / 1Ba)(t)dt

—af +89) = [TTonina = [ nwi+ [“Baa- [ oo

2
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=a'(af + B9) —O‘/ St dt—a/f dt+6/ dt—ﬁ/
:>a:/(ozf+ﬁg)=a(/:f(t)dt-[lf() >+6</1 g(t)dt — [g(t)dt)

=a'(af + Bg) = aa'(f) + B2'(g).

Ahora demostraremos que |2'(f)| < || f]|, luego

/Déf(t)dt—[f(t)dt < /Oif(t)dm[f(t)dt _ /Olf(t)dt |

por lo que |2/(f)] < ’fol f(t)dt‘. Como [a, b] X [a, b] es un rectangulo, existen m, M € R tales
que m(b—a) < fabf(t)dt < M(b—a), por lo que

2" (f)] =

[2'(f)] <

/01 f(t)dt‘ < M(1-0)= M.

Si tomamos a M = méxycpo 1| f(t)| obtenemos que

|2'(/)] < max [ f(t)] = || f]]

te[0,1]

Luego, como 2’ es lineal y |2/(f)| < ||f||, por Teorema tenemos que, z’ es continuo, y
ademas

[fIF'= méx [f(2)] =

t€0,1]

Esto sucede dado que la imagen mdas grande que puede tomar f en el intervalo [0,1] es 1.
Por lo tanto, 2’ es continuo y ||z|| < 1. Para ver que la norma es de hecho 1, para n € N, sea
fn definido por

1, z¢€ [0, % — %)
f@ = mesn ve (11l
-1, z € (%4—%,1).
Podemos observar que ||f,| = 1 si n — oo, dado que si x € [0,4 — 1) se tiene que
|ful = |1| = 1, por lo que |f,| = 1. Luego, si z € (% — %, % + %) tenemos que f,, es lineal por
lo que puede ser decreciente o creciente; si es decreciente m < 0y |fu(x)| = |fu (5 — —) | =
Im/2 —m/n + bl = |m/2+ b < 1y sies creciente m > 0y |f,(z)] = |fn(— | =
Im/24m/n+b| = |m/2+b| < 1. Por tltimo, siz € (3 + 1,1) tenemos que | f,(z)| = |—1| =1,

por lo que,

Il = mix | F(O)] = méx{1,[m/2 = m/n+ b, [m/2 + m/n+ b, 1} = 1.
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Luego, si n — oo las siguientes integrales coinciden.

1 1 1_1 1
2 2 n
xl(fn) = / fn(t)dt - fn(t)dt = / fn(t)dt - fn(t)dt
0 } o 3+
11 11
2 n 1 2 n 1 1_1 1
:>x’(fn):/ 1dt—/ —1dt:/ dt+/ dt = tF ek,
0 %4-% 0 %+% 27Th
1 1 1 1 2
— ' (f)==———04+1—c——=1-2
() 2 n * 2 n n
Por lo que, [|full = 1y 2/(f,) = 1 — 2. Ahora tenemos que demostrar que no podemos

encontrar un f € C0,1] tal que 2'(f) = 1y ||2'(f)|| = 1. Sea f continuo y || f|| = 1, tenemos
que demostrar que z'(f) # 1 para algin ¢ > 0 fijo existe § > 0 tal que |f(t) — f(1/2)] <€
siempre que |t — 1/2| < §. Como

x’(f):/02 f(t)dt—i—/2+ Fdi— | f(e)dt. (1.46)

1

Podemos suponer que f(x) =1sixz €[0,1/2—-0]y f(z) = —1siz € [1/2+4,1], por lo que

)= [Frwa [ ra= [T joas [T rwa- [ o

+4

30 1 15 1+6 1
=/ (f) =/ 1dt+/ (mt+b)dt—/ —1dt=/ dt+/ (mt+b)dt+/ dt
0 15 146 0 15 1ys

2 2

ol NI=

/ _ %_5 @2
=2 (f)=t]g + (215 +bt>

:>x’(f):1—25+%G+5+52>+§+b(5—%<i—6+52)
—g—l—bé
:x’(f)_1—25+%+m75+m752+2b5—%+m75—m752_1—25+m6+2b5.
Asi de la Ecuacién tenemos que,
Z'(f) =1—20 +md + 2b0. (1.47)

Como ¢ > 0 se tiene que z'(f) # 1, ademds de la Ecuacién ([1.47)) se obtiene que,

/()] = |1 — 26 +mé + 2b8| < 1 — 26 + 26| f(1/2)] + 20e.
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Tomando € < 1 — |f(1/2)] en la ecuacién anterior obtenemos que

/()] < 1— 26+ 20 £(1/2)] + 202 < 1 — 26 + 20 £(1/2)] + 26(1 — | £(1/2)])
— |2/ (f)] < 1— 26+ 28| £(1/2)] + 26 — 26| £(1/2)| = 1

Por lo que |2/(f)| < 1, asi 2’(f) no alcanza su norma y por el Corolario C10,1] no es
reflexivo. |

1.9. CONTINUIDAD DEBIL Y OPERADORES AD-
JUNTOS

Los funcionales lineales continuos son débilmente continuos. ;Qué pasara con la conti-
nuidad débil de operadores entre espacios normados de dimension finita? Antes que nada
aclararemos qué queremos decir con continuidad débil de operadores.

Definicién 1.9.1. Sean X e Y espacios normados. Un operador T : X — Y es débilmente
continuo, si es continuo con respecto a las topologias o(X,X*) y o(Y,Y™*). Un operador

S X* — Y™ es débilmente estrella continuo, si es continuo con respecto a las topologias
o(X*, X*) yo(Y*,Y*).

Veremos que igual que en el caso de los funcionales, los operadores son continuos si y sélo
si son débilmente continuos.

Proposiciéon 1.9.2. Sean X e Y espacios normados y'T : X — Y lineal. T es continuo
bajo la norma si y solo si es w-continuo.

Demostracion:
((:>77
Supongamos que 7' es norma continuo. Sean x € X, > 0y ¢f,...,g; € Y™, es decir cada
g7 Y — K. Entonces si f = gfoT : X — K, se tiene que f/ € X* paratodat=1,...,k
v T(V(x, ff,.... f5e) CcV(Tx,g,..., 95 ¢€). Es decir T' es w-continuo.

((<:77

Supongamos que T es w-continuo, entonces de la Proposicion se tiene que para toda
g € Y* donde g* : (Y,o(X, X*)) — K es w-continua, y como la composicién de funciones
continuas es continua obtenemos que g* o T : (X, 0(X, X*)) — K es w-continua. Aplicando
la Proposicién nuevamente, g* o T € X*. Ahora, si x € By, para toda ¢g* € Y*

9" (Tx)| = [(g" o T) x| < [lg™ o T,

y por el Lema [1.6.23| (i) — (i), se tiene que T'(Bx) es acotado bajo la norma. Por lo que
T es continuo bajo la norma. [ |

Veremos que a cada operador T € B(X,Y) entre espacios normados también se le puede
asociar un operador 7% € B(Y™*, X*), llamado el adjunto o transpuesto de T, y estudiaremos
la relacion entre los operadores y sus adjuntos.
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Teorema 1.9.3. Si X e Y son espacios normados, entonces para cada T € B(X,Y) eziste
un unico T € B(Y*, X*) tal que para toda x € X y para toda g* € Y*,

g (Tx) = (T"g")(x), (1.48)

17 = 1171 (1.49)

Demostracién:
Dado T' € B(X,Y), definimos T* : Y* — X* por T*¢* = g*o T, como g* : Y — Ky
T:X — Ysetieneque g-oT : X — Kporloque g*oT =T g" € X*, ysiz e X

tenemos que
(T7g")(x) = (9" o T)(x) = g"(Tx),

es decir se cumple la Ecuacién (1.48]). Ademds, sigf, g5 € Y*, a1, a0 € Ky z € X, probaremos
que T es lineal

[T (0ngt + a2g3)](x) = [(arg] + a2g3) o T](x) = [ong; + aegs](Tx)
= [T (197 + a293)|(2) = [ gi](Tx) + [02g3](T'x) = aa[g7](T'x) + ao[gy](T'x)
= [T7(a1gy + 02g3)](x) = au[gi o T](x) + az[g; o T](x) = au[T7 g7](%) + o[ T g3](x).

De donde T es lineal. Por otra parte, usando el Corolario [1.5.10, obtenemos

=T = sup{IT*g"[| - llg"ll < 1} = sup{[[Ty"1(=)[ - [lg" < 1, ||| < 1}
= [T7|l = sup{[lg” o T](2)| - [lg"[| < 1, [z} <1} = sup{lg"(T=)[ : lg"[| < L [J«]| <1}
=T~ = 7.

La unicidad de T es consecuencia de la Ecuacién (|1.48]). [

Ejemplo 1.9.4. Si Ix denota la identidad en X, entonces I = Ix«. Donde I% : X* — X*,
Ix: X — X ylx: X¥— X~

Demostracion:
Supongamos que X es un espacio normado, entonces por el Teorema [1.9.3] tenemos que para
Ix € B(X), existe un unico Iy € B(X*) tal que para toda z € X y para toda g* € X*,
[ Lx ™| = [ Ix]l y g"Ix = I"g", como

Uxg"l(x) = [g"Ix](z) = g"(Ix(x)) = g"(2) = [Ix-g"] ().

Por lo que, I§ = Ix«. |

Proposicién 1.9.5. Sean X,Y espacios normados, T, S € B(X,Y) y o, € K, entonces
(aT + BS)" = aT* + BS*.
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Demostracion:
Sean X e Y espacios normados, z € X, ¢g* € Y* T,5 € B(X,Y) y «, 5 € K. Tenemos que

((aT + BS) g*)(x) = g*((aT + 8S)x); Teorema [1.9.3
= ((aT + B5)"g")(z) = g"((eT)(z) + (BS)(2)) = g"(aT () + g"(BS(x))
= ((aT + BS)*g")(z) = ag”(T'(x)) + Bg*(S(x)) = (ag"T)(z) + (Bg"S)(z)
= ((aT + 5)"g")(x) = (aT™g")(z) + (BS™g") ().

Por lo que, (aT + 3S)* = oT* + BS*. [

SiT e B(X,Y), R(T) y ker(T) denotaran el rango y el espacio nulo de 7', respectivamente.
Teorema 1.9.6. Si X e Y son espacios de Banach y T € B(X,Y),entonces
ker(T*) = R(T)* y ker(T) = R(T™),.

Si T € B(X,Y), su adjunto T* € B(X*,Y™*) y entonces existe el adjunto de T, denotado
por T** que pertenece a B(X*™,Y**).

Demostracién:
Demostraremos primero que ker(7*) = R(T)*.

“g 2

Sea u € ker(T™), esto es, T*u = 0. Mostraremos que u € R(T)*, esto es, u(w) = 0 para
toda w € R(T). Sea w € R(T). Por la definicién de R(T), existe un v € X tal que w = T'v.
Ahora, u(w) = u(Tv) = T*u(v) = 0(v) = 0. Asf, u € R(T)*.

“y »
Sea u € R(T)*, es decir, y € Y* y u(w) = 0 para todo w € R(T). Mostraremos que
u € ker(T*), es decir, T (u) = 0. Para demostrarlo, probaremos que T u(v) = 0 para toda
v € X. Luego T™u(v) = u(Tv) = 0, ya que Tv € R(T'), por lo que u € ker(T*). Por tanto,
ker(T*) = R(T)*.

Ahora demostraremos que ker(7') = R(T™),.

Mg 2

Sea u € ker(T'), esto es, Tu = 0. Mostraremos que u € R(T*),, esto es, w(u) = 0 para toda
w € R(T™). Sea w € R(T™). Por la definicién de R(T*), existe un v € X* tal que w = T*v.
Ahora, w(u) = T*v(u) = v(Tu) = V(0) = 0. Asi, u € R(T™),.

“D 2

Sea u € R(T*) ., es decir, u € X* y W(u) = 0 para todo w € R(T*). Mostraremos que
u € ker(T), es decir, Tu = 0. Para demostrarlo, probaremos que V(Tu) = 0 para toda
v € Y*. Luego v(Tu) = T*v(u) = 0, ya que T*v € R(T™), por lo que u € ker(T"). Por tanto,
ker(T') = R(T™) . [
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Proposicién 1.9.7. Si X,Y y Z son espacios de Banach, T € B(X,Y) y S € B(Y,Z),
entonces

a) T"*|x =T, es decir T**(jx(x)) = jy(Tx), donde jx es la inyeccion candnica de X
en X** yjy la deY en Y**.

b) (SoT)* =T*o0S5*.
c) T es invertible si y sélo si T™ es invertible y (T~')x = (T>)~L.

Demostracion:
Primero demostremos a). Sea x € X, g* € Y*, cualesquiera

T [jx(g")](x) = jx[T™(9"))(x); por Teorema [[.9.3]
=T""[ix(¢")|(x) = [T ¢"](x) = g*[Tx]; por Teorema[1.9.3
(z) = Jjv

=T [jx(g")](x) '

[Talg™.
Por tanto, [T"*jx|(x) = jy[Tx].

Ahora demostremos b). Sea z* € Z*, x € X, tenemos

S[T*z*|(x) = 2*[STz|, por Teorema [1.9.3
=S 2"](x) = S*[z*(Tx)] = [T S*]z"(x).
Por tanto, S[T*z*|(x) = [T*S*]z*(x).
Demostremos ¢).

“:77
Supongamos que 7' es invertible y (7!). Usando b) tenemos

T = (T = =y v (T = () = 5 = Iy
Por lo tanto, T es invertible y (T1)* = (T>)~!

((<:77
Supongamos ahora que T es invertible. Veremos ahora que existe un C' tal que para x € X,

[Tz| > Cll=. (1.50)
Supongamos que la Ecuacién ((1.50]) no se cumple, entonces existiria una sucesion {x, }5°, C

X tal que |lz,| = 1y tal que ||Tz,| < — paran = 1,2,... Pero entonces, |nz,| =
n

ny |[Tnx,| < <. Por otro lado, como T es sobreyectiva, si h € X*, existe y* € Y* tal que
T*y* = h y por tanto

h(nz,) = [T*y"|(nz,) = y*[T(nx,)] < ||y*[T (nz,)]||; por Proposicién [I.9.2
e ar (1Yl
e ()= (5) =1
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Lo cual implica que {nx}°°, es w-convergente a 0 y se sabe que toda sucesién convergente es
de Cauchy, ademds que toda sucesién de Cauchy es acotada, por lo que, {nx, }52, es acotada
bajo la norma, pero esto es una contradiccion. Por tanto, lo supuesto es falso y se cumple la
Ecuacién (1.50). Ahora bien, de la Ecuacién (1.50)) tenemos que T es inyectiva y que R(T') es
un conjunto cerrado. Si {7z, }>°; es una sucesién en R(7T") que converge a y € Y, entonces
tenemos

1
|Zn — Zm| < EHTxn — Ty

{2,}°°, es una sucesién de Cauchy en X que converge a algin z € X y tenemos que Tx = y.
Por otra parte, usando el Teorema , como T es invertible, {0} = ker(T™) = R(T)*,
luego por Lema R(T) es denso en Y. Y por lo tanto, T" es sobreyectivo y por el
Teorema [1.5.20] tenemos que 7' es invertible. [

Los operadores continuos bajo la norma entre espacios duales, aunque son w-continuos, no
tienen porque ser w*-continuos, sin embargo si son adjuntos de algin operador, si lo son.

Ejemplo 1.9.8. Sea T : /* — R dado por

oo
Tr = E T,
i=1

para x = {x;}32,. Demostremos que T es w continuo pero no es w*-continuo.

Demostracién:
Como T es un operador lineal que estd definido en ¢! decimos que, T es continuo bajo la
norma, por ser acotado. Ahora bien, como T es continuo bajo la norma, por Proposicién
, T es w-continuo. Ademds, si vemos a ¢! como el espacio dual de ¢y y tomamos a
{e;}32, C ¢! la sucesién de elementos definida por

o
Te; = in; e = {x;} C 0,
i=1

tal que e; = 1 en la i-ésima posiciéon y 0 en otro caso, entonces tenemos que e; —— 0, pero
w

sabemos que T'e; = » -~ x; = 1 para i € N. Ahora bien tenemos que T serd w*-continuo si,

1lim T'e; =T0 =0,

1—> 00
pero, T'e; = 1, entonces lim; ., Te; = lim;_, 1 =1 T0 = 0, por lo que concluimos que
T no es w*-continuo. |

Proposicién 1.9.9. Si X e Y son espacios de Banach y T € B(X,Y), entonces T* es
w*-continuo.

Demostracion:
Sea f € Y* e >0, x1,20,..., 0, € X vy y; = Tx; para toda i = 1,..., k, entonces tenemos
que, [T f](z;) = f[Tz;], por Teorema [1.9.3) [T f](z;) = f(y:), ya que Tx; = y; esto para
toda ¢ = 1,....,k y por tanto, T*(V(f,v1, .-, Ur,€)) C V(T*f,x1,..., 2k, €), es decir T* es
w*-continuo. |
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Capitulo 2

ESPACIOS VECTORIALES
TOPOLOGICOS

2.1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

Una de las propiedades importantes de la topologia inducida por la norma (véase Defi-
nicion es que la suma y el producto por un escalar resultan ser funciones continuas,
caracteristica que comparten las topologias débil y débil estrella. La abstraccién de esta
propiedad da pie a la definicién de espacio vectorial topoldgico, objeto de estudio de este
capitulo. Como en los capitulos anteriores, trabajaremos con espacios vectoriales sobre el
campo K, donde K denotara a los reales o a los complejos indistintamente.

Definicién 2.1.1. Un espacio vectorial topolégico (X, T) es un espacio vectorial X sobre K
jJunto con una topologia T en X tal que la funcion dada por:

(z,y) — z+y,
es continua de X X X — X y la funcion dada por
(A, z) — Az,

es continua de K x X — X, donde en X x X y K x X se toman las topologias producto
respectivas.

Se suele decir que X es un espacio vectorial topolégico, sin mencionar explicitamente la
topologia 7. Evidentemente todo subespacio vectorial de un espacio vectorial topolédgico es
a su vez un espacio vectorial topolégico si se considera en él la topologia inducida. Dada
la continuidad de las operaciones en un espacio vectorial topolédgico, es suficiente conocer
una base local de 0, pues una base local de cualquier otro punto es la traslaciéon de la base
local de 0 a ese punto. En otras palabras, igual que en los espacios normados, la topologia
es invariante bajo traslaciones tal y como se muestra a continuacién.

Proposicién 2.1.2. Sea X un espacio vectorial topoldgico sobre K. Entonces

94



i) Siye X, el operador T, : X — X dado por T,(x) =y + x, es un homeomorfismo de
X sobre X.

ii) Si\ € K,\ #0, el operador Sy : X — X dado por Sy(z) = Az, es un homoemorfismo
de X sobre X.

Demostracién:
Probaremos 7). La continuidad de la suma (Proposicién , implica que T}, es continuo
para toda y € X y ademas T, (z) = y +x, pero T, ' (z) = —y + 2z =z + (—y) = T_,(z), pero
sabemos que T es continuo para toda y € X, entonces T~! es continuo, por definicién T es
un homeomorfismo de X sobre X.

Probemos ii). Sabemos que por Proposicién [1.1.48 S\ es continua para toda A, ademés
si A # 0, tenemos que Sy '(z) = (Ar)™! = A7la™t = A7ly = Sy-1 donde y = 27! y por lo
tanto Sy es un homeomorfismo de X sobre X. [ |

De la proposicién anterior obtenemos que si U C X es abierto (respectivamente cerrado),
entonces  + U y AU son abiertos (respectivamente cerrados) para toda = € X y para toda
A € K. Ademés, si U C X es abierto y A C X es cualquier conjunto, A+ U = Ugea(x + U)
es abierto. En cambio si F' C X es cerrado, A + F' no tiene porque ser cerrado, ni aun en el
caso en que A también sea cerrado.

Ejemplo 2.1.3. Sea
A={(z,e™)eR?: z€[0,00)} y F={(z,e™)eR?: ze(—00,0]}.
Demostremos que (0,0) € A+ F pero (0,0) ¢ A+ F.

Demostracién:
Sabemos que, A + F = Ugea(x + F), es decir A+ F ={z=x+4+y: x € Ajy € F}.
Supongamos que (0,0) € A+ F.

(0,0) e A+ F = (0,0) = (z, e_’”Q) + (v, e_yQ) = (x 4y, e 4 e_yQ).

Pero por igualdad tenemos que 0 = z +yy 0 = e+ eV asl, @ = —yy e =

a2 . _ 2 . oy _ 2 _ 2 ,
—e ¥, respectivamente. Pero e™*" siempre es positivo, por lo cual e + e7¥" no sera cero,
a menos que x e y tiendan al infinito. Por tanto, (0,0) ¢ A + F. Ahora bien, sabemos que
A+ F contiene todos sus puntos de acumulacién, y por lo anterior limx_m(e_xz)) =0y
lim, oo (e7¥") = 0. Y asf, concluimos que (0,0) € A+ F. |

Proposicién 2.1.4. Sea X un espacio normado topoldgico.
a) Si A, B C X son conjuntos compactos, entonces A+ B es compacto.

b) Sean A, B C X con A cerrado y B compacto, entonces A+ B es un conjunto cerrado.
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Demostracién:
Primero demostremos a). Sea ¢ : X x X — X dada por ¢(z,y) = x + y. Por definicién de
espacio vectorial topolégico (Definicién , ¢ es continua y entonces A+ B = p(A, B) es
un conjunto compacto por ser la imagen continua de un conjunto compacto.

Ahora demostremos b). Sea {Zo}aecp Vv 2o € B. Como por hipétesis tenemos que B es
compacto, tenemos que, {z, }aecp tiene una subred convergente, digamos z53 — z € B. Por
la continuidad de la suma y el producto por escalares, yg =25 —23 —2r—2=yyy€cA
pues A es cerrado. Entonces © € A+ B, de donde A 4+ B es un conjunto cerrado. [ |

Sabemos que es suficiente conocer una base local de 0 para conocer la topologia de un es-
pacio vectorial topolégico. Veremos que existen bases locales cuyos elementos son conjuntos
“bonitos” (en cierto sentido, los veremos mas adelante), los cuales definiremos a continuacion.

Definicién 2.1.5. Sea X un espacio normado vectorial. Sea A C X, se cumple que
1. A es un conjunto simétrico, si A = —A.
2. A es un conjunto balanceado, si N\A C A para toda X € K con |\ < 1.

3. A es un conjunto absorbente, si para toda x € X, existe A € K, con A > 0, tal que
Axr € A.

Diremos que un conjunto U C X absorbe a B C X, si existe A € K, con A > 0, tal que
AB CU.

Podemos observar que los conjuntos absorbentes o balanceados contienen a 0 y un con-
junto balanceado es simétrico. Notemos también que las bolas en espacios normados y las
vecindades débil y débil estrella son conjuntos balanceados y absorbentes.

Lema 2.1.6. Los conjuntos absorbentes o balanceados contienen a 0 y un conjunto balan-
ceado es simétrico.

Demostracién:
Si A es absorbente, como 0 € X, existe 0 < a = 2, por ejemplo, tal que A -0 = 0 € A,
siempre que |A| < a.

Si A es balanceado, para todo escalar A, tal que [A\| <1, 0=X-0¢€ A.

Si A es balanceado, para todo escalar A, tal que |A| < 1, AMA C A, asi si A = —1, co-
mo: |A| = | = 1] = 1, cumple la definicién por lo que N\A = —1A4 = —A C A, luego:
acA=a=—-1(-a)e A= a€ -A= AC —A, por lo que A =—A, es decir A es
simétrico. [

Lema 2.1.7. Las bolas en espacios normados y las vecindades débil y débil estrella son
conjuntos balanceados y absorbentes.
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Demostracion:
Se definié las bolas en espacios normados como

B,(A)={zeX: plx) <A} v Byle)={reX: plx)<e}.

Demostraremos que B,(\) es balanceado. Por Teorema [1.1.46, B,()) es convexo, es decir,
para z,y € B,(\), 0 <& <1 obtenemos,

plea + (1 —2)y) < ep(a) + (1— )p(y) < A+ (1—)A = A

Ademés, p(az) = |ajz para todo a € K, por lo que |a| < 1 implica, p(ax) = ax < A. Por lo
tanto B,(\) es balanceado.

Demostraremos que B,(\) es absorbente. Ahora si,
p(r) =0=2=0€ B,(¢e); Ve >0.

Suponiendo que p(x) > 0, obtenemos que para todo A > 0,

) (m) — @ <A

Por lo que, B,(\) es absorbente.

Hemos demostrado anteriormente que en las vecindades débiles V (zo, f], fo,..., fi,€) y en
las débiles estrella V(f3, x1, 2o, ..., Tk, €) se cumple que

Vi(zo, fryfo, oy froAe) = AV (xo, f1, fose ooy frye) st A >0,

V(fs, x1, @, g, Ae) = AV ([, 21, 29, ..., Tg, ) st A >0,

Por lo tanto, las vecindades débiles y débiles estrella son balanceadas y absorbentes. [

Proposicién 2.1.8. Si (X;7) es un espacio vectorial topoldgico y U es una vecindad de 0,
eviste W € 1 vecindad de 0 balanceada tal que W +W C U; en particular W C U.

Demostracion:
Por la continuidad del producto por escalar (Proposicion , para toda vecindad U de
0, existee > 0y V € 7, con V vecindad de 0, tales que |A| < €, entonces AV C U. Definamos
Wo = Nxpj<eAV € 7, una vecindad balanceada de cero con W, C U. Ahora bien por
Proposicién [I.1.48], la suma es continua y 0+ 0 = 0, entonces existen Uy, Uy € 7 vecindades
de 0 tales que U; + Uy C U. Sean entonces W, C Uy y Wy C U, vecindades balanceadas de
0. Si W = Wi N Wy, entonces tenemos que W € 7 es balanceada y W + W C Wy, + W, C
Uy + Uy C U. Por tanto, W+ W C U. [ |

Teorema 2.1.9. Si (X, 7) es un espacio vectorial topoldgico, existe una base local de vecin-
dades de 0, que denotaremos por V, tal que
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i) Toda U €V es balanceada y absorbente.

ii) SiU,V €V, entonces existe W €V con W CUNV.
i) SiU €V yueU, eviste VeV tal que VCu+U.
i) SiU €V, existe VeV tal que V+V CU.

v) SiU €V, entonces %U €V para toda n € N.

Reciprocamente, si X es un espacio vectorial y V es una familia no vacia de subconjuntos
de X que satisfacen las propiedades de i) a v) anteriores, existe una topologia T tal que X
es un espacio vectorial topologico y'V' es una base local de vecindades de 0.

Demostracién:

Probemos i). Veremos que toda vecindad W de 0 es absorbente. Dada x € X, definimos
¥, K — X por ¢,(\) = Az que es continua por Proposicién , por lo tanto existe
e > 0 tal que si || < g, entonces Az < ez, por lo que 1, (\) € W donde W es una vecindad
de 0 y por ende, existe u > 0 tal que px € W, y por Definicion W es absorbente. Sea
V = {U : Ues una vecindad balanceada de 0} y sea A una vecindad de 0 cualquiera. Por la
Proposicién [2.1.8] existe una vecindad W de 0 balanceada con W C A. Ademas sabemos
que la interseccion de dos conjuntos balanceados es nuevamente balanceado, asi V es una
base local de 0 cuyos miembros son balanceados y absorbentes.

Probemos i7). Se cumple por propiedad de base local. (Definicién |1.6.12)

Probemos #ii). Sean U € V y u € U. Por Definicién [2.1.5, un conjunto balanceado es
simétrico, por lo que U es simétrico, u + U es una vecindad de 0, y entonces por lo anterior,
existe Ve Vtal que V Cu+U.

Ahora demostremos iv). Se cumple por la Proposicion 2.1.8|

Demostremos v). Sabemos que U es absorbente y balanceado por inciso i), por Definicién
2.1.5, AU C U, si A =2V neN se cumple v).

Ahora bien, reciprocamente, sea X un espacio vectorial con una colecciéon de conjuntos
V que satisfaga i) a v). Como toda U € V es simétrica, resulta que 0 € U. Sea

B={z+U; z€X, UeV}.

Supongamos que (x +U)N(y+V)#Dyquez € (x+U)N(y+ V), con V € V. Entonces
(x—2) €Uy (y—=z) €V.Poriii), existen Wi, Wy € V tales que

WiC(x—z2)+UyWoC(y—2)+V

y por ii), existe W € V con W C Wy N Ws. Por lo tanto z + W C (x+U) N (y + V). Es
decir B es base de una topologia 7 en X y de ii) y 7i7) obtenemos que V es una base local
de 0 en 7. Comprobaremos ahora que las operaciones de espacio vectorial son continuas, es

98



decir, suma y producto escalar. Para ello usaremos la siguiente definicion de continuidad,
f: X —Yescontinuaenz €V si,VV(f(x)), 3U(x); f(U) CV.Sean z,y € X,U €V
ysea V €V tal que V 4+ V C U. Esto se puede por iv). Sea z 4+ y + U una vecindad de
f(z,y) = = +y, luego tomando a U = (z + V') x (y + V) tenemos,

fO)=@@+V)+y+V)=z4+y+V+VCax+y+U,

lo que demuestra la continuidad de la suma. Sean z € X; A\ € Ky U € V. Tomamos V € V

1
conV+VcCcU,e>0talqueez €V, A={yeK;[]A—~v| <e}ynéeNcon — < \A|1+E'
n

Entonces por v) y i), si 7 € A, tenemos que,
1
fy(x—ir—V) :7x+1V:)\x+(’y—)\)x+1VC)\x—irV—H/CAx—irU,
n n n

esto prueba la continuidad del producto por escalar. [ |

A parte de las propiedades anteriores, en un espacio vectorial topoldgico la topologia tiene
otra caracteristica notable.

Proposicién 2.1.10. Sean (X, 7) un espacio vectorial topolégico y U € 7, vecindad de 0.
Entonces existe V€ 7, vecindad balanceada de 0, tal que V C U.

Demostracion:
Sea U € 7 vecindad de 0, entonces existe V' € 7, vecindad balanceada de 0, por Teorema
m, tal que V +V C U. Veremos que V C U. Sea y € V, entonces (y + V)NV # 0y
z € (y+ V)NV, entonces z € V por lo que, existe v € V' tal que z = y + v, esto implica que
y €V +V cU,peroy €V, porlotanto V C U. |

Ejemplo 2.1.11. Los espacios normados y los espacios que se obtienen de los espacios nor-
mados, al dotarlos de la topologia débil o de la topologia débil estrella, son espacios vectoriales
topolégicos.

Proposicion 2.1.12. Sea X un espacio vectorial topologico, entonces las siquientes afirma-
ctones son equivalentes

i) X es de Hausdorff.

ii) {0} es cerrado.
ii1) Todos los conjuntos unipuntuales de X son cerrados.
w) {0} =n{V : V es una vecindad de 0}.

Demostracién:
i) = ii). Supongamos que X es de Hausdorff, entonces tenemos que todo punto z € X, x #
0 tiene una vecindad U con 0 ¢ U, entonces X — {0} es abierto, por tanto {0} es cerrado.

1) = iii). Supongamos que {0} es cerrado. Seax € X y T,y =z +y; Vy € X, por la
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Proposicién , T, es un homeomorfismo, ahora bien, si y = 0 tenemos 7,(0) = z+0 = z,
como T, es un homeomorfismo tenemos que 7T, es continua, por lo que si y es cerrado, en-
tonces T,({y}) es cerrado, como {0} es cerrado, T,.({0}) = {z} es cerrado, concluimos que
todos los conjuntos unipuntuales de X son cerrados.

ii1) = 1v). Supongamos que todos los conjuntos unipuntuales de X son cerrados. Sea
x € X,z # 0, por hipdtesis {x} es cerrado, entonces X — {z} es una vecindad de 0, luego
tenemos que x ¢ N{V : V es una vecindad de 0}.

iv) = 1i). Supongamos que {0} = N{V : V es una vecindad de 0}. Sea z € X,z # 0
y V una vecindad de 0 tal que x ¢ V, por el Teorema existe una vecindad U de 0,
simétrica tal que U4+ U C V, veremos que UN(x+U) = (). Supongamos que y € UN(x+U),
entonces tenemos que, existe z € U con y =z + z,dedonde x =y —2 € U+ (-U) C V,
esto es una contradiccién por lo que UN (xz + U) = 0. ]

Proposicién 2.1.13. Sean X un espacio vectorial topologico y C, F subconjuntos de X,
con C' compacto, F cerrado y C N F = (). Entonces existe una vecindad U de 0 tal que

(C+U)N(F+U)=0.

Demostracion:
Si C' =0y F un conjunto cerrado de X, entonces C' + U = Uzec(x + U) = 0, por lo que
(C+U)N(F+U)=0N(F+U) =0, esto es lo que se deseaba demostrar.

Sea C' # () compacto, F cerrado en X y x € C. Como F es cerrado por Teorema [2.1.9]
existe una vecindad simétrica de cero U, tal que v + U, + U, + U, C X — F, es decir
(x+U,+U,+U,)NF =0,y como U, = —U, por ser vecindad simétrica de cero, ob-
tenemos que (z + U, + U,) N (F + U,) = 0. Dado que C es compacto, existe un ndmero
finito de puntos @1, x, ...,z en C tal que C' C U (z; + U,,). Sea U = NF_,U,,, entonces
C+UcCUr (2,4 U,)+UCU (2,4 U, +U,,), yast (C+U)N(F+U)=0. |

2.2. OPERADORES LINEALES

Ahora nos dedicaremos al estudio de las funciones lineales continuas entre espacios vec-
toriales topoldgicos que, a semejanza del caso de espacios normados, llamaremos operadores
lineales. Un isomorfismo, igual que antes, serd un operador lineal biyectivo y bicontinuo (es
decir, es un homeomorfismo lineal), y un funcional lineal es una funcién lineal continua de
un espacio vectorial topolégico sobre K en K.

Lema 2.2.1. Sean X, Y espacios vectoriales y'T : X — Y una funcion lineal.

(i) Si A C X es convexo, balanceado o un subespacio de X, entonces T(A) es convexo,
balanceado o un subespacio de 'Y , respectivamente.

(ii) Si B CY es convero, balanceado o un subespacio de Y, entonces T~(B) es convero,
balanceado o un subespacio de X, respectivamente.
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Demostracién:
Sean X, Y espacios vectoriales y T': X — Y una funcion lineal. Sea A C X y B C Y.

Probaremos (7). Supongamos que A convexo, entonces para todo A € [0, 1] tenemos que
M+ 1T-MNACA=TAMN+1-NA) CTA) = \NT(A)+(1—-NT(A) CT(A)

Por Definicién ??, T'(A) es convexo. Ahora supongamos que A es balanceado, entonces para
todo A € K con || <1 se tiene que

MCA=TWANA) CT(A) = \T(A) C T(A).

Por Definicién m T(A) es balanceado. Por ltimo, supongamos que A es un subespacio
de X.
A subespacio de X = A cumple con los axiomas de espacio.

Verifiquemos que T'(A) es un subespacio de Y es decir, cumple ser cerrado para la suma y
producto escalar. Sea A subespacio de X y « un escalar, demostraremos que T'(z) + T'(y) €
T(A) Sean x,y € A, entonces

v,y e A= T(z),T(y) € T(A).
Por otro lado, si z,y € A entonces
r+ycA=T(+y €eT(A) =T(x+y)=T(x)+T(y) € T(A).

Ya que T es lineal podemos confirmar que es cierto lo anterior. Ahora demostremos que,
aT'(z) € T(A). Tenemos que

ar € A= T(ax) € T(A) = aT(x) € T(A).
Por tanto, T'(A) es subespacio de Y.

Prueba (ii). Supongamos que B es convexo, entonces para todo A € [0, 1] tenemos que

AMB+(1-ANBCB=T"'\B+(1-)\B)cT YB)
— AT H(B)+ (1 -\NT"YB) c T '(B).

Por tanto, 77! B es convexo. Ahora supongamos que B es balanceado, entonces

v €T 'B= Tr € B= 3|\ <1; Mz € B; por Definicién 2.1.5
—=TteB= \xeT'B.

Por Definicién [2.1.5, T~ B es balanceado. Por ltimo, supongamos que B subespacio de Y.

B subespacio de Y = B cumple con los axiomas de espacio.
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Verifiquemos que T~ !(B) es subespacio de X, es decir cumple la propiedad de suma y
producto escalar. Sea B subespacio de Y y «a un escalar. Demostraremos que, T 1(x) +
T (y) € T(B). Sean z,y € T™'B.

z,yeT 'B=Tz,Tye B=T(z+y) € B=x+yeT 'B.

Por tanto, T~ B cumple ser cerrado para la suma. Seguidamente probaremos que o7~ 1(z) €
T~Y(B). Sean a € K, x € T~! B, entonces

reT Y B)=TrxeB=—=alr € B=—=Taxr € B=—= ax €T 'B.

Por lo que, T~ B cumple el producto por escalar. Por tanto, T~!(B) es subespacio de X. H

2.3. SUBESPACIOS DE DIMENSION FINITA

Sabemos que en los espacios de dimension finita todas las normas son equivalentes y
veremos que de hecho en estos espacios todas las topologias de Hausdorff de espacio vecto-
rial topoldgico son equivalentes. Mencionaremos uno de los resultados sobre subespacios de
codimensién 1 en espacios vectoriales topologicos.

Lema 2.3.1. Sean X un espacio vectorial topologico y H C X un subespacio de codimension

1 (ver Lema de X. Entonces H es cerrado o es denso en X.

Demostracion:
Sean H C X un subespacio de codimensién 1 de X. Supongamos que X = H @, span{x,}
conzg € X talque H# H. Seaw € H—H = w="h+pxe; h € Hyp e K,y # 0. Si
re X, x=2z+ Axg; z€ H, A€ K. Entonces tenemos que

A A A A A A A A A
r=z——h+—-h+Xg=2z——h+—-h+—prg=2——h+—(h+pxy) =2——h+ —w.

T T T T
Asf, X = H@, span{w} C H C X, pero por Lema|l.4.24 H = H 6 H = X, es decir H es
cerrado o denso en X. [ |

2.4. ESPACIOS LOCALMENTE CONVEXOS

Dentro de los espacios vectoriales topoldgicos son de particular interés aquéllos que tienen
bases locales de vecindades convexas pues su topologia esta dada por una familia de semi-
normas que los hace mas manejables. Sea E un espacio vectorial. Recordemos que C' C F es
un conjunto convexo, si para todo z,y € C'y toda 0 < A <1 se tiene que Az + (1 —N)y € C,
y que la envolvente convexa de un conjunto A C E se define como

k k
convA = {Z)‘ixi: €A 0L N\,i1=1,...,k, Z)\izl,kEN}.
i=1 i=1

Veremos que en los espacios vectoriales topologicos, existe una estrecha relacién entre las
seminormas y las vecindades convexas ya que a cada conjunto convexo, balanceado y absor-
bente A en un espacio vectorial E se le puede asociar una seminorma en F.
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Definicién 2.4.1. Sean E un espacio vectorial sobre K y A € E convexo y absorbente. La
funcional subaditiva de Minkowski uA de A se define por

1
MA(x):inf{)\>0:Xm€A},
para toda v € E.

Notemos que como A es absorbente, p4(x) < oo para toda x € F, veremos que si A es
balanceado, entonces 14 es una seminorma.

Teorema 2.4.2. Sean E un espacio vectorial sobre K y A C E convexo y absorbente. Sean
v, ye EyA>0

1
(a) Si A > pa(z), entonces yx € A.

)
(b) palz+y) < palz) + paly)-
(€) pa(Az) = Apa(z).
(d) Si A es balanceado, entonces pa es una seminorma.
() Si B={x € FE:ualr) <1} yC ={x € E : pua(x) <1}, entonces BC ACCy
KB = HA = HC-
Demostracién:

Probaremos el literal (a). Si A > pa(x) por Definicién [2.4.1] existe p € K tal que A > pu >
palz) y %x € X. Como A es absorbente, entonces 0 € A (ver comentario después de la
Definicién [2.1.5) y como A es convexo,

1 1p wl W
to=1ter0=Llet (1-D)oea
3T )\Mx—i-O )\)\x+< 3 0e

Por lo que %x e A

Probaremos el literal (b). Supongamos que pa(x) < v, pa(y) < Ay que v = v+ A. En-
tonces por literal (a), %y, %az € Ay como A es convexo obtenemos que,

1 1 1 1 1A 1 A1
—(x+y) = —x+—y——zx+——y:z —z)+—(~<y| €A
v v v vy v A v v \ A

Entonces %(3: +y) € Aporlo que pa(z+y) <v=++A Como vy A son positivos tenemos
que Inf{\ +~} = inf{\} + inf{~}, pero

pa(z +y) < mf{A + v} = mf{A} + Inf{y} = pa(@) + pa(y).

Por tanto, pa(z +y) < palz) + pa(y).

Para el literal (c). Sea A > 0, entonces
1 1
pa(Azx) = inf {7 >0: ;)\x € A} = Ainf {7 >0: ;:z: E} = Mua(z).
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Ast, pa(Az) = Apa(x).

En el literal (d). Supongamos que A es balanceado y sea A € K. Entonces tenemos que
%)\:c € Asiy sdlo si %Y\)\]:c € A, luego por los literales (¢) y (d) se obtiene que py es una
seminorma.

Para el literal (e). Primero probaremos que B es convexo y absorbente. Si 0 < A < 1y
xr,y € B, entonces

pa (Az 4+ (L= Ay) < pa (Ax) 4+ pa (1 = A)y) = Apa (@) + (1= ANpa (y) < 1,

y por lo tanto, B es convexo. Sea x € F; si A > u4(x) por literal (c) se tiene que g4 (%x) <1,
de donde B es absorbente. Ahora probaremos que C' es convexo y absorbente. Si 0 < A <1
y x,y € C, entonces

pa Az + (1= Ny) < pa(Ax) +pa (1= Ny) = Apa (#) + (1= Mpa (y) <1,

y por lo tanto, C' es convexo. Sea x € E;si A > pua(x) por literal (c) se tiene que, p4 (%m) <1,
de donde C' es absorbente. Ahora bien, si € F es tal que pa(z) < 1, por (a) obtenemos
que x € A. Por otro lado, si x € A, entonces pa(z) < 1. Por lo tanto, B C A C C de donde
para toda x € E,

po(r) < pa(r) < pp(r).
Supongamos ahora que pc(x) < v < pa(z). Entonces por (a), %m € C y de la definiciéon
de C se sigue que jiq (%x) < 1, por lo que %MA(J}) < 1y asi pa(x) < ~. Esto implica que

pa(x) < < pa(z), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,

pa(r) < po(r).

Similarmente, supongamos que pa(z) < A < pp(z). Entonces por (a), 32 € By de la

definicién de B se sigue que g4 (32) < 1, por lo que $ua(z) < 1y asi pa(z) < A. Esto
implica que pg(x) < A < pg(x), lo cual es una contradiccién . Por lo tanto

pp(r) < pa(z).
Por lo que, pp(z) < pa(z) < pe(z) y asi,
pp(r) < pa(r) < pe(z),

y finalmente obtenemos que:
pe(x) = pa(z) = pp(z).
[ |

El siguiente lema es en cierto modo el reciproco del inciso (d) del Teorema y de hecho
es el reciproco si el conjunto A de dicho inciso es abierto.
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Lema 2.4.3. Toda seminorma p en un espacio vectorial E es el funcional subaditivo de
Minkowski de un conjunto absorbente, convero y balanceado. Mas precisamente, p = ug,
donde B ={z € E: p(x) < 1}.

Demostracion:
Primero probaremos que B es convexo y absorbente. Si 0 < A <1y z,y € B, entonces

pa Az + (1= Ny) < pa(Az) +pa (1= Ny) = Apa (2) + (1= Mpa (y) < 1,

y por lo tanto, B es convexo. Sea x € F; si A > pu4(x) por literal (¢) del Teorema se
tiene que 14 (%x) < 1, de donde B es absorbente. Ahora si A € K con [\| < 1y x € B,
entonces p(Az) = |Ap(z) < 1, luego por Definicién 2.1.5| B es balanceado. Sea = € E.
Si A > p(z), entonces 1 > $p(z) y asi p(5z) < 1, de donde pp(z) < . Por lo tanto,
ps(z) < p(xz). Por otra parte, si 0 < A < p(z), tenemos que 1 < p (5z), de donde 1z ¢ B.
Por ende pug > Xy entonces p(x) < pp(z). Por lo tanto, p = up. [

Lema 2.4.4. Sean X un espacio vectorial topologico, A un conjunto convexo absorbente y
a su funcional subaditiva de Minkowski. Entonces

(a) Si A es abierto, A ={x € X : ua(z) < 1}.
(b) Si A es cerrado, A ={x € X : ua(z) <1}.

Demostracién:
Para el literal (a). Sea B = {z € X : pa(x) < 1}, asi para z € B, por el Teorema [2.4.2]
(a); como 1 > pa(x), entonces x € A, asi B C A. Ahora supongamos que A es abierto
y sea x € A. Por la continuidad de la funcién f(A) = Az , existe A > 1 tal que \x € A,
por la definicién de A tenemos que pa(Az) < 1, por lo que Apa(z) < 1y asf pa(z) < 5.
De ah{ obtenemos que pa(z) < § < 1esdecir z € By asf A C B. Consecuentemente A = B.

Para el literal (b). Si C' = {z € X : pa(x) < 1}, asi para « € C, por el Teorema
(a); como 1 > pa(z), entonces z € A, asi C' C A. Ahora supongamos que A es cerrado y
que x ¢ A. Por la continuidad de la funcién f(\) = Az, existe A < 1 tal que \x ¢ A, de
donde por la definicién de A se tiene que pa(Az) > 1, entonces A\pa(z) > 1y asf pa(z) > 5.
De ahi obtenemos que p4(z) > % > lesdecirz € AporloqueC' C A. Porlotanto A=C. R

El resultado fundamental de esta seccién se resume en los dos teoremas siguientes.

Teorema 2.4.5. Sean X un espacio localmente convexo y V una base local de 0 compuesta
por vecindades abiertas, convexas y balanceadas. Entonces la familia de los funcionales de
Minkowski asociadas a los elementos de V),

P:{MUZUEV},

es una familia de seminormas continuas y toda U € V es de la forma {z € X : py(z) < 1}.
Ademds, si X es de Hausdorff, P separa puntos de X, es decir ¥V x # 0, existe p € P tal

que p(x) # 0.
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Demostracion:
Primero probaremos que la familia P es una familia de serminormas continuas y que toda
Ue€Vesdelaforma{re X :puy(x) <1}. SeaU € V. Como U es convexa, balanceada y
absorbente, por el Teorema (d), obtenemos que py es una seminorma. Sea y > 0; por
el Lema (b), tenemos que si z — y € yU, entonces

v (z) — po(y)| < po(z —y) <7,

por lo que puy es continua. Ademas como U es abierto, por el Lema m (a), se tiene que
U={zx e X : uy(r) < 1}. Ahora probaremos que si X es Hausdorff, entonces P separa
puntos de X. Supongamos ahora que X es de Hausdorff. Entonces si x € X, x # 0, existe
V eVtal que x ¢ V. Como = ¢ V se tiene que py(x) > 1, asi uy(z) # 0 para V € P por
lo que la familia P separa puntos de X. [ |

A diferencia de los espacios normados, donde el conjunto de bolas abiertas con centro 0
es una base local de 0, si P es una familia de seminormas en un espacio vectorial F, las

vecindades de la forma ) )
V — | = E: — 2.1
(n2)={eerptn <1}, 21)

en general no constituyen una base local de 0 de una topologia de un espacio vectorial
topoldgico Hausdorff. El siguiente ejemplo es una muestra de ello.

Ejemplo 2.4.6. Sean X =K? y P = {py, p2}, donde p;(x1,72) = |x;|, es un contraejemplo
del Teorema |2.4.5.

Demostracion:
Primero probaremos que p; es una seminorma. Sean z,y € K2 con x = (z1,%2), y = (y1,¥2)
y a € K, entonces si ¢ = 1, para la suma tenemos que

=p1(r+y) = p1 (21, 22) + (Y1, 42)) = p1(T1 + Y1, T2 + y2) = |21 + Y1
= p1(z+y) < |x1] + |y1]; por desigualdad triangular.

=pi(z+y) < pi(x) + p(y).
Para el producto escalar,
piax) = pi(a(r + 22)) = p1((ary, axy)) = [az| = |af[z1] = |alpi(z).

Analogamente es para i = 2. Ahora probaremos que P separa puntos de K2 (Teorema [2.4.5)).
Sea x € K2 con & = (x1,22) (x #0), asi 1 # 0 6 x5 # 0 luego para i = 1 sélo consideremos
x1 # 0 ya que x9 # 0 no nos proporciona el resultado deseado, tenemos que

p1(x) = pi(z1,22) = |21] # 0] = 0,
de manera similar para ¢ = 2 si x9 # 0 se tiene
pa(x) = p2(z1,22) = |22| # |0] = 0.
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Por lo que P separa puntos de K?. Ademaés, la bola unitaria en X no contiene ningtin conjunto
V(ps, n) Entonces como todas las topologias Hausdorff de espacio vectorial son equivalentes

en K2, {V (pl, n) 1 =1,2}22 | no puede ser una base local de 0 para una de estas topologias.
|

En cambio si B es la coleccion de todas las intersecciones finitas de los conjuntos V' (p, %) con
p € P yneN| Bsiesuna base local de 0 de una topologia de espacio vectorial topologico.

Teorema 2.4.7. Sea P una familia de seminormas en un espacio vectorial X. Entonces
B es una base local de 0 para una topologia T de espacio vectorial topologico en X cuyos
elementos son convezos y balanceados y tal que toda p € P es continua. Ademds, si P separa
puntos de X la topologia T es de Hausdorff. Diremos que T es la topologia generada por

P.

Demostracion:
Veremos que B satisface las condiciones del Teorema [2.1.9] para asi asegurar la existencia de
la base local de 0. Recordemos que B es la coleccién de todas las intersecciones finitas de los
conjuntos V(p, =) con p € Py n e N.

Para (i), por el Lema [2.4.3] los elementos de B son convexos, blanceados y absorbentes.

Luego como B es una base local, por Definicién [1.6.12, si U,V € B, entonces UNV € B, por
lo que cumple (ii).

Para probar (7ii), sean v € NI_, V(p;, n—i) y m € N tal que

1< i 1 ()
m fgilgr n; pikv) )

Entonces si z € NI_;V(p;, =) por Ecuacién (2.1)), se cumple que

pi(z) < 1 < min (i - Pi(v)) ,

m  i<i<r \ ng
de donde p;(2) < n% — pi(v) ast pi(z) + pi(v) < n%_, pero,
pi(z =) < pi(z +0) < piz) + pi(v).
Por lo que, p;(z—v) < n% parai = 1,--- ,r. Luego por la Ecuacion 1’ z—v € M_,V(p;, = o =)
por tanto, z € v+ N_, V(p;, =).

Ahora para (iv), debemos probar que

- 1
ﬂV (pz, ) +[ |V (pz, ) cni_,V (,0,-, n_) )
Z 1 Z 1

Paraellosea z € (\_, V (,0,, T > +N_,V (pz, Ty ) por lo que para todo i =1,--- ,r, exis-

ten z,y € (_, V (pi, 2nv> CNis, vV (pi, W) respectivamente, tales que p(z) = p(z) + p(y),
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luego, por Ecuacién 1} se tiene que p(z) = p(z) + p(y) < 5 + 53— = -, por lo que
zeNi,V (,01-, 7%), es decir se cumple (iv).

Por tltimo, para (v), por el literial (7) como U es absorbente y balanceado se cumple que
paran € NnU € B por lo que %U € B. Como cumple los literales del Teorema , existe
una topologia 7 de espacio vectorial topolégico tal que B es una base local de vecindades de
0. Sean ahora p e P,z € X yy € 2+ V (p, ). Como,

lp(z) = p(y)| < plz —y) < %

p es continua en x. Finalmente, si P separa puntos, dado x € X, © # 0, sea p € P con

p(x) > 0. Entonces si n € N es tal que p(x) > %, x ¢V (p, %), por la Proposicion [2.1.12
(iv) — (i), X es Hausdorff. [ ]

Segin la Proposicién [2.4.5] a partir de una base local V de una topologia 7 de espacio
vectorial localmente convexo podemos obtener una familia de seminormas P y segun el Teo-
rema [2.4.7, P genera una topologia 7/. jSerdn iguales 7 y 7/7 Resulta que si son iguales.
Como toda p € P es 7 continua obtenemos que V' (p, %) € 7 y por lo tanto, 7/ C 7. Por otra
parte si U € Ty p = uy, entonces U = V(p,1) € 7/, de donde 7 C 7. Asi, 7 = 7',

Ejemplo 2.4.8. En el espacio vectorial real, definimos al conjunto C(R) por
CR)={f:R—=R: f es continua},

con la norma pp(f) = suppel—nn)|f(x)|, para n =1,2,.... Probaremos que P = {p,}2, es
una familia de seminormas.

Demostracién:
Probemos que P es una familia de seminormas, para ello probemos que p,, es una seminorma.
Primero probaremos que p,(f + g) < pn(f) + pn(g). Sean f, g € C(R), entonces

p(f+9) = sup {|(f+9)@)[} = sup {|f(z)+g(x)]} < sup {[f(z)|+]|g(x)[}

z€[—n,n| z€[—n,n] z€[—n,n]
=pa(f +9) < sup ]{If($)|} + sup ]{|9(93)|} = pu(f) + Pu(9)-
re|—n,n rxe|—n,n

Ahora pobaremos que p,(af) = |a|p,(f). Sean f € C(R) y a € K| entonces
pn(af) = sup {laf(z)|} = sup {lal[f(x)]} = la] sup {|f(2)]} = [alpn(f)-

x€[—n,n] z€[—n,n] x€[—n,n]
Por tanto, P es una familia de seminormas. [
Ejemplo 2.4.9. Si X es un espacio normado, la topologia débil en X estd generada por la

familia de seminormas {pg-(x) : pg«(x) = | f*(x)]; f* € X*} y la topologia débil estrella en X
estd generada por la familia de seminormas {p.(f*) : p(f*) = |f*(z)|;z € X}.
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Demostracién:
Sea 7, la topologia débil de X, que tiene una base local de la forma

k
V('Q:Oaffaf;?"'afl;kvg) = ﬂ{$ €X: ’f:(&? _xO)’ < 5}7
=1

y sea 7,.. la topologia generada por las seminormas. Probemos que 7, = 7,....

“Tppe C T
Seax € XyUe€m,, talquer € U.x € U = Jg > 0 tal que Bpf_*(x,ei) C U que
contiene a x, ya que pg«(z) = |f*(z)|; Vf* € X*, para ¢ =1,2,..., k tenemos que

T € Bpf;(a:,si) ={ye X :|fi(z—y)l <e}
k k k
— 1 € ﬂB,,f; (we)=(WveX:|ff@—yl<al=({yeX:|ff(z—y) <&}
=1 =1 =1

Sea ¢ = max{e;}, 1 = 1,2,..., k, entonces
k
re(WeX Ifi@—yl<e) = aeV fifi fl) =Uemn.
i=1

Por tanto, Tppe C T

“TwCTpf*”
Seax € X, U e€rn,talquer € U.z e U= 3f;,f5,....fF ye > 0tal que z €
Vi, ff, fa, ..., fi,ei), asi para todo i = 1,..., k se tiene que

k
re(WyeX |ffz—yl<el=refyeX:|ffz—y)|<c}
=1

—rve{yeX :pp <cl=w€B,. (r,6) =UE€T,..

pf;‘

Por lo que 7, C 7., asi 7, = 7,,,. Sea 7~ la topologia débil estrella de X*, tiene una base
local de la forma

k
V(fo. 21,20, ap,e) = {f € X |(fs — f)(@)] < e}
=1

y sea 7,, la topologia generada por las seminormas. Probemos que 7.« = 7,

s

“Toy C Tur
Sea U € 7,, = & > 0 tal que B,, (f*,e) C U como p,(f*) = [f*(z)]; Vz € X, te-
nemos que f* € B, (f*,¢&) = {g9" € X" : |(y* — [")(2)] < &};i = 1,2,..., k. Enton-

ces f* € Ny By, (f5e) = Miofg® € f* 1 (g% —f9)@)] < e} i = 1,2,..., k. Sea
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e =méax{e;}; 1 =1,2,... k, tenemos que
k
fre(Ng e X (g —fx)(a)| <t = fF € V(" a1,22,...,2p,8) => U € 7.
i=1

Por tanto, 7,, C 7,-.

13 (2]
Twr CTp, -
SealU € 7+ f* € U = Jxy,29,...,0, € Xye>0talquex* € V(f*, x1,29,...,2x,¢6) CU,

luego para todo i = 1,2, ...,k se tiene que

k
fre(Wo e X [(f —g) @) <et = fre{g e X :[(f" = ¢")(mi)] < e}
=1
=fe{g € X 1 p,([") <e} = fr€B, (f'e) = U C1p,t

Por tanto, 7, C Tpys Q8L Tyx = Tp, . u

Los teoremas geométricos de Hahn-Banach requieren la nocion de hiperplano que damos a
continuacion.

Definicién 2.4.10. M es un hiperplano en un espacio vectorial X si existen un subespacio
Y de codimension 1 en X y un elemento x € X tales que M =z + Y.

Por la Proposicion [1.4.23] Y es un subespacio de codimension 1 en un espacio vectorial
X sobre K si y sélo si, existe una funcién lineal f : X — K tal que Y = ker f, luego, H es
un hiperplano en X si y sélo si existen una funcién lineal f: X — K y A € K tales que

H={xeX: f(x)= A}
Observemos que si 0 € H, entonces A = 0.

Proposiciéon 2.4.11. Sean X un espacio vectorial topolégico real, xo € X y A C X un
conjunto abierto y convexo no vacio tal que xo ¢ A. Entonces existe un hiperplano H cerrado
de X tal que zo € H y HNA =1(.

Demostracién:
Haciendo una traslacion si es necesario, podemos suponer que 0 € A. Sea p = 4 el funcional
subaditivo de Minkowski de A. Por el Teorema (¢), p es una funcién sublineal no
negativa tal que p(Aa) = Ap(a) si A > 0. Ademéds por el Lema como A es abierto,
A={x e X :p(x) <1}, ycomo xy ¢ A, entonces

p(xg) > 1. (2.2)

Sean Y = Spanzg y f : Y — R definida para A € R por f(Azg) = Ap(zo). Entonces si
A >0, f(Azg) = p(Azg) y si A < 0, usando la Ecuacién (2.2)), obtenemos

f(Azo) = Ap(zo) < A <0 < p(Azo).
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Consecuentemente para toda y € Y, f(y) < p(y) y aplicando el Teorema existe una
extension lineal de f, f: X — R con f < p. Sea

H={zeX: f(x)=plxy)}.

Entonces H es un hiperplano que contiene a xy y es ajeno al conjunto abierto A, pues
p(a) < 1 para toda a € A, de donde H no es denso en X. Por lo tanto, del Lema se
obtiene que, H es cerrado en X. [ |

Definicién 2.4.12. Sea f : X — Y un funcional, diremos que f es abierto si, para cada
conjunto abierto U de X, f(U) es abierto en Y.

Proposiciéon 2.4.13. 5i X es un espacio vectorial topolégico, entonces todo funcional lineal
distinto de cero es abierto.

Demostracién:
Sea f : X — K un funcional lineal con ) # U C X abierto, queremos probar que f(U) es
abierto.

Sea y € f(U)

ye f(U)= Fz e, tal que f(z) #vy
— existe una vecindad abierta de cero V tal que x € x +V C U.

Asi, por Proposicion [2.1.10] existe W C X una vecindad balanceada de cero tal que W C
W C V. Por Lema [2.2.1, f(W) es balanceado. Por Proposicién [2.1.8] existe S C X, una
vecindad balanceada de cero tal que S C f(W) y como S es una vecindad de cero, existe
e > 0 tal que B(0,e) C S C f(W), luego y € y+ B(0,e) C +S C f(V) C f(U).

Luego, B(y,e) C f(W) y asi f(U) es abierto. |

Teorema 2.4.14 (Hahn-Banach geométrico real). Sean X un espacio vectorial topoldgi-
co sobre R y A y B subconjuntos converos no vacios de X con AN B = (). Entonces

(a) Si A es abierto, existe un hiperplano cerrado H que separa a A y B, es decir existen
f: X — R lineal y continua y o € R, tales que para toda a € A yb € B:

fla) <a < f(b),
yH={xe X: f(z)=a}

(b) Si A y B son abiertos, la separacion es estricta, es decir existen f : X — R lineal y
continua y o € R, tales que para toda a € A yb € B:

fla) <a < f(b).

(¢) Si X es localmente convexo, A es compacto y B es cerrado, A y B se pueden separar
fuertemente, es decir existen f lineal y continua f : X — R y o, € R, tales que
para toda a € A y b e B:

fla) <a < B < f(b).
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Demostracion:
Primero demostraremos el literal (a). Como B—A ={b—a:a € Ay b€ B} es un conjunto
abierto, convexo y no contiene a 0, ya que B — A = —A + B y la traslacion de un abierto es
abierto. Asi, B — A es convexo dado que, para z = by —ay, y =bys —as € B— Ay A€ [0,1]
se tiene que

x+(1—)\)y:bl—a1+(1—)\)(b2—a2) =by —a; + by — as — Aby + Aas
—T + (1 — )\)y = (bl + by — )\bg) — (a1 + as — )\CLQ)
Luego, si 0 € A, B, entonces 0 ¢ A°y asi 0 ¢ B N A° por tanto no contiene a 0. Por la
Proposicién [2.4.11] existe un hiperplano cerrado H tal que 0 € Hy HN (B — A) = (.

Entonces, existe f : X — R funcién lineal y continua tal que H = {x : f(xz) = 0}. Por lo
tanto, f(b—a) # 0 paratodaa € Ay b € B. Supongamos que existen, ¢; y ¢; € B — A tales

que f(c1) >0y f(c2) <0y sea,

. —f(Cz)
A= f(Cl) —f(Cz)'

Entonces,

fQer + (1= AN)ez) = Af(er) + f(ea) = Af(ca)

ey = L)y ey - @)
=f(Aer + (1= Nea) Fler) = f(CQ)f( 1)+ fle) O f(@)f( )
:>f()\cl + (1 — )\)(32) — M + f(c2) + (f(@))

fler) = fe2) fler) = fe)
_ —fle)fler) + (fer) = fle2)) fe2) + (f(e2))?
fler) = fea)
—flea) f(er) + flea) fler) = (f(e2))? + (f(e2))?
:>f()\61 + (1 )‘)02) f(cl> _ f(CQ) 07

y como B — A es convexo, A\c; + (1 — N)cg € B — A, lo cual contradice el hecho de que
HN (B — A) = (. Por lo tanto, podemos suponer que f(b — a) > 0, o equivalente, que
f(b) > f(a) para toda a € Ay b € B. Como A es un conjunto abierto y convexo y todo
funcional lineal es abierto (por Proposicién [2.4.13), como es convexo f(A) es un intervalo
abierto y acotado en R. Entonces si a € A, con o = sup{f(z) : x € A}, f(a) < «, es decir,
para toda a € A, b€ B, f(a) <a < f(b).

= f(Ac1 + (1 — N)ew)

Ahora probaremos el literal (b). Supongamos ahora que A y B son ambos abiertos. En-
tonces f(B) también es un intervalo abierto en R y por ende si a es como en (a), entonces
f(a) < a< f(b), paratodaa € Ay be B.

Por tltimo, para el literal (¢). Supongamos que X es localmente convexo, A es compacto y B

es cerrado. Por la Proposicién [2.1.13] existe una vecindad U de 0, tal que (A+U)N(B+U) = (.
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Como X es localmente convexo, podemos suponer que U es convexo. Entonces A+U y B+U
son conjuntos abiertos y convexos y aplicando el literal (b), sabemos que existe f lineal y
continua tal que f(A+ U), f(B + U) son intervalos abiertos ajenos. Como ademéds f(A) es
compacto, f(A) es un intervalo cerrado y acotado contenido en f(A+ U), por lo que existen
a, € K tales que f(a) < a< < f(b) |

Enunciaremos ahora el teorema anterior en el caso de que X es un espacio vectorial complejo.

Corolario 2.4.15. (Hahn-Banach geoméltrico complejo) Sean X un espacio vectorial to-
poldgico sobre C y A, B subconjuntos converos no vacios de X con AN B = (). Entonces

(a) Si A es abierto, existen F': X — C lineal y continua y o € R, tales que para toda
ac€Aybe B:
ReF(a) < a < ReF(b).

(b) Si A y B son abiertos, existen F : X — C lineal y continua y o € R, tales que para
todaa € Aybe B:
ReF(a) < a < ReF(b).

(c) St X es localmente convexo, si A es compacto y B es cerrado, existen F lineal y
continua F': X — C y o, 8 € R, tales que para toda a € A y b € B:

ReF(a) < a < < ReF(b).

Demostracion:
Primero demostraremos el literal (a). Por el Teorema (a), existen f : X — Ry
a € R tal que f(a) < o < f(b) y por el Teorema existe una extensién lineal-continua
F : X — C. Definimos a F por F(z) = f(x) —if(ix), probaremos que F es lineal. Sean
r,y € Xy a,f €K, entonces

Flaz + By) = flax + By) — if (i(az + By)) = flaz) + F(By) — ilf (i(az) + i(3y))]
— Flaz + By) = af(x) + BF(y) — ilf(iax) + fiBy)] = af (&) + Bf(y) — if (i) — i f(iBy)
— Flaz + By) = af(z) — if Giax) + Bf(y) — if (iBy) = af(x) — aif(ix) + Bf(y) — Bif (iy)
— Flaz + By) = a(f(x) — if(ix)) + B(F(y) — if (i) = aF (x) + BF(y).

Por lo que, F' es lineal. Luego F' es continua dado que es la suma de dos funciones continuas.
Ahora F(a) = f(a) —if(ia), de donde ReF = f(a) pero f(a) < a por lo que ReF(a) < «
De manera similar, F'(b) = f(b) — if(ib), de donde ReF'(b) = f(b) pero a < f(b) asi,
a < ReF'(b). Entonces, concluimos que ReF'(a) < a < ReF(b).

Ahora continuaremos con el literal (b). Por el Teorema inciso (b), existen f: X — R
y o € R tal que f(a) < a < f(b) y por el Teorema , existe una extensién lineal-continua
F: X — C definimos a F igual que en el inciso anterior, por lo que F' es lineal y continua.
Luego F(a) = f(a) —if(ia), de donde ReF = f(a) pero f(a) < a por lo que ReF(a) < a.
De manera similar, F(b) = f(b) — if(ib), de donde ReF(b) = f(b) pero a < f(b) asi,
a < ReF(b). Por tanto, ReF'(a) < a < ReF'(b).
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Por ltimo, para el literal (¢). Por el Teorema inciso (c), existen f : X — Ry
a,f € R tal que f(a) < a < 8 < f(b) y por el Teorema , existe una extension lineal-
continua ' : X — C, como en el inciso (a) por lo que F' es lineal y continua. Luego
F(a) = f(a) —if(ia), de donde ReF' = f(a) pero f(a) < o < B por lo que ReF(a) < a < f5.
De manera similar, F'(b) = f(b) — if(ib), de donde ReF(b) = f(b) pero f < f(b) asi,
f < ReF(b). Por lo que, ReF(a) < a < 8 < ReF(b). [

Proposiciéon 2.4.16. Sea (X,7) un espacio localmente convexo. Si A C X es convezo,

e —Ww . . . , .
entonces A = A" . En consecuencia un subconjunto convexo de X es cerrado si y solo si es
débilmente cerrado.

Demostracion:
Como la cerradura de un conjunto A es la interseccién de todos los conjuntos cerrados que
contienen a Ay o(X,X*) C 7, tenemos que A C A”. Para ver la otra inclusién, sea = ¢ A.
Por el Corolario inciso (c), existen f* € X* y «, 5 € R tales que

Ref*(a) < a < f < Ref*(x); para toda a € A.

Si C = {y € X : Ref*(y) < a}, entonces A C C. Como f* es débilmente continua, C
es débilmente cerrado. Por lo tanto A” ¢ C' y como z ¢ C, esto implica que = ¢ Ay
consecuentemente A” C A. Por tanto, A = A" . [
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Capitulo 3

GEOMETRIA EN ESPACIOS DE
BANACH

3.1. BASES DE SCHAUDER

En el estudio de los espacios vectoriales el concepto de bases de Hamel estd ligado tinica-
mente a la estructura vectorial del espacio, pero, en el caso de los espacios de Banach tenemos
una estructura més rica. Para explicar lo que queremos decir, supongamos que {z;};ca es
una base de Hamel en un espacio de Banach real X y x € X, entonces = )., a;2; donde

{a;}ieca € Ry a; = 0 excepto para un conjunto finito de indices. Si existe una sucesién
{zn)pey con 2, = 3.y agn)xi, donde aE”) € R es cero excepto para un conjunto finito de

. , - : : 2z (M1 o0
1€ A y nhi{loo Zn = I, €1 general no es cierto que la sucesion {CLZ- —1 converge a a; lo

cual serd deseable. Por ejemplo, si X es el espacio de Banach ¢*° deﬁmdo en el capitulo 2 y
denotamos por {f,}22; a la sucesién

(1717 )

11 1
= ]-7_7_7 BRI

2°2 2
ol 1
- 72747 747"'

1 1 1

:(0,07 .. n272n 27271 1’.”7271—17..')

Podemos ver que la sucesién {f,}52, es linealmente independiente, ya que para la ecuacién
a1 fi+asfo+- -+ a,f, =0, la inica solucion es la trivial, es decir, &y = ap = --- = a,, = 0.
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Luego, la sucesion {y,}°°; que definiremos mediante

n+1

=fi— Zfz
i=2

Demostremos que {y,}22, converge a 0 en ¢*°. Para ello evaluemos primero,

n+1 n+1 00
1im y, = lim (ﬁ Zﬁ) = lim (fi) - lim (Zﬁ) =fi=> ()
=2
:nﬁnooyn:fl_ (Zﬁiwzgizw”azgika”-)7

i1=2 i9=2 12=2

donde §;, es la k—ésima coordenada de f;, entonces

2521:1—1—0—1—0—1—...:1

i1=2

ig-—1+1+0+0+ =1
La>2 9 9 N
i0=2
> 1 1 1
==+ -4+-404+0+---=1
Zfz Sttt 00+
i9=2
> 1 1 1 1
=—4 -4+ -—4+—40+---=1
252 ptaTgtgtlt
19=2
Demostremos que
> 1 1 1 1 1 1 1
b=t tgt Tttt T P00+ =1

=2
Comencemos con sumar el elemento k£ con el elemento k£ — 1 de la sumatoria y resultara,
1 1 2 1 1

9k—1 + 9k—1 ok—1 — 9k—1.9-1 ~ 9k-2"
Al resultado le sumamos el elemento k£ — 2 de la sumatoria y nos resultara,
1 1 2 1 1

9k—2 + 9k—2 ok—2 ~ 9k—2.9-1 " 9k-3"
De igual manera hacemos con el elemento k£ — 3 de la sumatoria y resultara el mismo valor

del elemento k — 4, por lo que siguiendo el mismo procedimiento k — 2 veces llegaremos a la
ultima suma que resultara ser % + % =1, por lo tanto Z:ZQ &, = 1, de donde,

<Z§IZ§2Z§k> = (1,1,...,1,1,...) = f,

11=2 i2=2 i2=2
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entonces lim y, = f1 — f1 =0.
n—aoo

Generalidades

En este capitulo a las bases de Schauder llamaremos bases simplemente, pues seran la tinicas
que manejaremos. Cabe mencionar, que a diferencia de las bases de Hamel, no es cierto que
todo espacio de Banach tenga una base de Schauder, lo cual veremos mas adelante. Ante-
riormente definimos lo que es una sucesién {x,}>° ; en X que es una base de Schauder de la
cerradura del espacio vectorial generado por {z,}°°,, se llama una sucesién bésica.

Definicién 3.1.1. Una sucesion {x,}>2, en X que es una base de Schauder de la cerradura
del espacio vectorial generado por {x,}2,, se llama una sucesion bdasica. Si {x,}>2 | es una
sucesion basica y existe M € R tal que para toda n € N,

1
57 < llanll < 0,

entonces la sucesion se llama seminormalizada; si ||x,|| = 1 para toda n € N, entonces la
sucesion se llama normalizada.

Esta definicion nos permite identificar a todo espacio de Banach con base con un espacio
de sucesiones, haciendo corresponder a = = ), a;z; la sucesién {a,}2>; C K; si la base
ademas es seminormalizada, la sucesion converge a cero.

Lema 3.1.2. Si{z,}>2, es una sucesion bdsica seminormalizada en un espacio de Banach
X, yx=> " a,x, € X, entonces

n=1

lim a, = 0.
n—o0

Demostracién:

1
Sea © = Y~ a,r, € X y supongamos que i< |zn]| < M. Consideremos la siguiente

sucesién T oa;z; v, la cual escrita de otra manera es la sucesién
=1 m=1> )
{a1z1, (@121 + aszs), ..., (@121 + asxs + azxs + - - + a;x;) },

la cual converge a & cuando m tiende a infinito, de donde {> ", a;x;}°°_, es de Cauchy, es
decir dado € > 0, existe NV tal que si m > n > N tenemos,

m
E a;T;|| < €.
i=n

En particular si n = m > N, |a,|||z,| < ey de aqui, si n > N,
1 1
M\an\ <lan|||zn|| < e = M\an\ <e=la,| < Me.

De lo cual se sigue que lim,, ., a, = 0. |
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Ejemplo 3.1.3. Demostremos que la sucesion {e,}>2 , donde e, = {eglj)};’f:l tal que,

n

o) — { 0, i n#j,

11, st n=j,
es una base de Schauder para cy tal que es una sucesion bdsica normalizada en (°°.

Demostracién:
Sea x = {1,}22, € ¢o. Debemos demostrar que ||z — > "7 xex|lc —> 0 cuando n — oo
y que los &} son unicos, como z € ¢y, dado € > 0, existe n € N tal que Vn > N |z,| < ¢,
entonces sup,,~ y || < €, asi

n o n o n
x — E Trexll = E X e, — E Tpeg|| = sup E X e, — E Tpex|
k=1 n=1 k=1 n=1 k=1

pero para j # n, e,(f) =0,s1 7 =n, e, =1, entonces

n
T — E zregl| = sup |z, <e, Vn>N.
k=1 jzn+1

Ahora, veamos que la representacion es unica. Supongamos que {a, }o2 1, {8,152, son suce-
siones de escalares tales que,

oo

T = Zanen en la norma de ¢y, (3.1)

n=1

o0

T = Z Bnen en la norma de ¢g. (3.2)

n=1

Dado ¢ > 0 (por las Ecuaciones (3.1)) y (3.2)), existe N € N tal que ||z — >/ arerlleo < 5
vl = > Breklls < 5,V n > N. Entonces

n

n n n n
Z(ak—ﬁk)ek = Zakek—25k€k = Z@kek—Zﬁkek-i-x—x
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1 . = % = o0
n n n
= D (w—Boea| =D aa—z+z-) Bie
k=1 s 5= K=1 o

Aplicando la desidualdad del triangulo tenemos,

n

n
o —Be| < |z—) anen
o k=1

k=1

“ £ 9
+ QZ—Zﬁkek <§+§:€,
k=1

o o

siempre que n > N. Asi, para cada k € N |ap — | < &, ¥V € > 0, entonces concluimos que
ar = Bk, ¥V k € N. Asi cada z}, es tnico, dado que se cumple la Definicién [1.6.2] concluimos
que {e,}°°, es una base de Schauder para ¢y. Como ¢*° no es separable, /> no tiene una
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base de schauder, probaremos que dicha base es una sucesion basica normalizada en .
Aplicando la Definicién [3.1.1],

lenlloec = sup|e?| =1, VneN.
Por tanto, {e,}5°, es una sucesién basica normalizada en ¢>°. |

Hay otras maneras equivalentes para definir una base, pero para poder hacerlo, primero
necesitamos el lema siguiente.

Lema 3.1.4. Sea {z,}22, una sucesion en un espacio de Banach X tal que z, # 0 para
toda n y sea

oo
Y =<{an}iey CK: Z anT, €s convergente

n=1
. N .
Entonces Y equipado con la norma |||{an}nen||| = supy Hznzl anTy|| es un espacio de Ba-
nach.
Demostraciéon:
Siy = {a,}>2, €Y, por la definicién de este espacio, dada ¢ > 0, existe L € N tal que
st m,n > L, |32 a;x;|| < e, de manera que si N > L, HZf\il ;T; ‘ < HZlL:l a;x;|| + €.
Consecuentemente ||| - ||| estd bien definida. Probemos que ||| - ||| define una norma en Y
Demostremos que ||| - ||| > 0. Sabemos que
N N
Zanxn > () = sup Zanxn > 0= ||[{an}tnenl|| > 0.
n=1 N n=1
Ahora demostremos que |||{an}nen]||] = 0 <= {a, }neny = 0.
“é”
Sea |||{an}nen]|| = 0, entonces
N N N
[I{@n }nenl|] = 0 = sup Zanxn =0= Zanmn =0= Zanxn = 0; para N € N.
N n=1 n=1 n=1
Entonces a;z1 = 0, a1x1 + asxs = 0,..., a1x1 + asxs + - - - + a,x, = 0. Ademas, como cada

x, # 0, entonces tenemos que a; = 0, consecuentemente, as = 0 y asi sucesivamente todos
los a,, = 0. Por lo tanto {a,}>°, = 0.

(C¢77
Ahora sea {a,}>>; = 0, entonces para todo n € N.

N N N
{an}02 =0= a2, =0 = Zanxn =0= Z apTy|| = 0= sup Zan:pn =0
n=1 n=1 N n=1

= [[{an}nenll| = 0.
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Ahora demostremos que se cumple que |||a{a, tnen||| = || ||[{an}nen|l], V o € K Sea o € K,
entonces para todo a € K tenemos que

N
E Ay Ty,
n=1

N
(6] E ATy
n=1

lledan bnenll] = [l{aan tnenll] = sup = sup
N N
= [le{an bnenll| = sup |o| Zanxn = |afsup Zanwn = laf[[[{an}nenll] -
N n=1 n=1
Por tanto, |[|a{an}tnenll] = || [[{an}nenll| -

Por ultimo, demostremos se cumple la desigualdad del tridangulo. Sean {a, }nen, {bn}neny € Y,
tenemos

N
[I{antners + {bnbnenlll = [[Han + bntnenl] = sup > (an+bi)z,
n=1
N
= |[[{@n }nen + {bn}nenll| = sup Z AT + bpy) || = = sup Z AnTy + Z bny,
n=1
N
> lHanbnes + (el < sup (|3 an S b, )
n=1 n=1
N N
= l{an}ner + {bn}nenll] < sup D anma| + Sup > bata| = [H{anknen | + [[1{bn}nenll -
n=1 n=1
Por 1o tanto, [[[{anbner + {bnnerll| < |1 {an}uenlll + | Batnenl]- Por 1o que || - | define
una norma en Y.
Sea ahora {y,,}5°_; una sucesién de Cauchy en (Y, ||| - |||) donde y,, = {a%m)} . Entonces
n=1
dado € > 0, existe M € N tal que si r,m > M, tenemos,
N
(r) (m)
su ay’ —ay™) x|l < e
w2 )

™ )‘ siempre que r,m > M, y por

En particular, se tiene que para cada n, ‘an — an m,

consiguiente {&%m)};‘szl es una sucesion de Cauchy que converge a un limite que llamaremos
ay. Sea y = {an}zozl. Entonces si m > M y My, > M es tal que para p,k > M; tenemos que

HZ —p+1 aia,

< g, entonces

k
E AnTyp

n=p+1

k

Z AnTyn + Z a, Z a;m)xn

n=p+1 n=1

Luego tenemos las siguientes igualdades,

k k
Z ULy = Zan:vn - ianxn, y Zaf{”)x Z ™) g, + Z a

n=p+1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=p+1



Nos resulta la siguiente expresion.

Zanxn Zanxn Za :cn—i—Za xn+2a

n=p+1
Agrupando tenemos,
k
SUENILEES SRTAINS DUARTA I
n=1 n=p+1
luego, por desigualdad del triangulo tenemos que,
k k k P
Z Ayl < Z(an —a™)xz, || + Z a™x, || + Z(aﬁj’” — )Ty,
n=p+1 n=1 n=p+1 n=1
k k k p
| 55w < 3o e+ | 32 e+ [0 - e,
n=p+1 n=1 n=p+1 n=1
k
= Z AnTyll < €4 ¢+ = 3¢,
n=p+1
de esto tenemos que y pertenece a Y. Ahora consideremos el hecho de que {afmm)} es una
m=1
sucesion de Cauchy que converge a a,, por lo que lim a;m) = a,, ademas,

lim y,,, = lim {a;m }Zo . {hma )} = {an}, 1 =Y,
m m n=1

ya que la sucesion de cauchy dada converge a y € Y con la norma dada. Asi concluimos que,
Y es completo. u

Corolario 3.1.5. Sean (X, ||-||) un espacio de Banach con base {x,}>°; yx => °
X. Sea ||| ||| la norma definida en el Lema[3.1.4, como

N

E Q;T;

i=1

Entonces eziste M € R, tal que ||z|| < |||z||| < M|z]|.

ne1 OnTn €

[l z[|] = sup

Demostracién:
Primeramente, por definicién de supremo tenemos que ||z|| < |[|z]||. Definamos ahora T :
(X, - 1D — (X, ]| - ]]]) como Tx = z, podemos observar que 7" es un operador biyectivo
y continuo ya que es el operador identidad. Haciendo uso del teorema de la funcién inversa,
tenemos que 7! es también un operador continuo, es decir, existe M € R tal que

N
E Q;T;
i=1

(Il = N7~ (I} < M[]|=]]| = M sup

?
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, entonces |||z]|| < M||z||. Por

pero tenemos que [lz] = 5%, aszil] = supy | S, o
tanto, se cumple que ||z|| < |[|z]|] < M||z]|. |

Definicién 3.1.6. Sea X un espacio de Banach. Diremos que un operador P : X — X
es una proyeccion acotada si P es un operador acotado tal que Po P = P.

Observemos que si P # 0y z € X, ||Px| = ||PPz| < ||P||||Pz||, es decir ||P|| > 1.

Lema 3.1.7. Sean X un espacio de Banach y P : X — X wuna proyeccion acotada,
entonces PX es un subespacio cerrado de X.

Demostracién:
Para probar que es cerrado debemos probar que PX = PX, dado que PX C PX, solo
queda probar la otra inclusion.

“PX C PX7.

Sea x € PX, entonces existe {z,}22, C X tal que Px, — x € X. Como P es continua,
n—aoo

tenemos que

PPx, — Px,
n—-—ao0
pero Pz, = PPx,, entonces

Pz, — Px

n—=o0.

Luego, tenemos que x = Px ya que los limites de convergencia son unicos. Por lo que z € PX.
Por lo que PX C PX, asi PX = PX. Por tanto, PX es cerrado. [

El concepto de base de Schauder estd intimamente ligado con el de cierta sucesién de pro-
yecciones.

Proposiciéon 3.1.8. Sea X wun espacio de Banach con una base {x,}2,. Entonces los
operadores P, dados para cada n por

oo n
P, g a;T; = g a;T;,
i=1 i=1
o0 .
para toda x = Zi:l a;x; € X, son unas proyecciones acotadas y

sup || P, || < oo.

n

Al niimero sup,, | P,|| se le llama la constante de base de {x,}°, y a las proyecciones P,
se les llama las proyecciones asociadas a la base. Ademds, si x =Y .°, a;x;, entonces

r= lim P,x.
n—oo
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Demostracién:

Por Definicién [3.1.6] tenemos que P, o P, = P,. Sean ||| - ||| y M como en el Corolario [3.1.5]
Entonces
o0 n oo o0
Pn Z a; x| = Z a; x| < Z a; || < M Z a; ;
i=1 i=1 i=1 i=1
(o) o0 o
- PnZaixi <M Zaixi — Hﬁnzél; ;%T(H <M= ||P,| < M.
i=1 i=1 i=1"n

Sea x =Y .~ a;x;, entonces P,x = P, Y 2 a;x; = Y o, a;x;, asi tenemos que,

oo n

T = E a;r; = lim g a;x; = lim P,x.
— n—o0 4 T n—700
1= 1=

Esto demuestra la segunda afirmacién. [ |

Lema 3.1.9. Sea {x,}2°, una sucesion bdsica en un espacio de Banach con constante de
base K. Entonces six = | ayZy € span{c,}o2;,

|an| ||zl < 2K]J2].

Si {x,}22 | ademds es seminormalizada y para cada n se tiene

1
77 S lzall < M,

entonces
sup |a,| < 2KM||z||.
n

Demostracion:
Sea x =Y 7 | a,&y,, por Definicién [3.1.6] tenemos

n=1

n

g Q;T;

=1

[Pl = <Kzl y o [Pzl = < K]

n—1
E a;x;
i=1

Entonces para cada n > 1, si tomamos Z?:1 a;x; = 0. Ahora consideremos la expresién
lan|||Tnl| = ||ann]|, asi tenemos que,

n—1 n—1
anTy, + E a;T; — E a;T;
i=1 i=1

n n—1
=1 =1
n n—1 n n—1
—faul ) = | s+ (—Zx) S aiai]| + |- 3 air
i=1 i=1 i=1 i=1
n—1

Y aii|| = 1Pzl + | Pzl < Kllz|l + Kl|z]| = 2K |l]].

i=1

|an|||70]] = [Janzn| =

<

+

+

n
—lanl 2]l < |3 aia
=1
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Por lo cual |a,|||z,|| < 2K|z|. Para cada n tenemos 7; < [|z,||, entonces 1 < M||z,].
Por lo que si |a,|||z.|| < 2K]||z||, entonces |a,|||z.|| < 2KM]||z||||z.||, esto implica que
la,| < 2K M||x|| y como es para cada n, entonces sup,, |a,| < 2K M||z||. |

El lema anterior lo podemos interpretar de la siguiente manera si {x,}52, es una sucesién
bésica en X y si para cada n definimos f, : span{z;}$2; — K mediante

(e ¢]
fo Y @i = an,
i=1
o equivalentemente mediante,
1sie=n,
Juls) = {o SR

Entonces f,, es un funcional acotado con,

fulz

Ml = sup 1@l
2eD(fn) |7l
zn#0

El mayor valor que puede tomar f,, = a,, por lo que,

|an(2)] _ 2K M||z|

[ full = sup <
o el [e|
A los funcionales f, : span{x;}$2; — R se les denota por f, n =1,2,...,y se les llama

funcionales coeficiente o funcionales biortogonales asociadas a la sucesién {z,, }> ;.
De lo anterior es claro que si {x,}52; es una base en X y x € X, entonces podemos escribir

r = Z ().
n=1

Lema 3.1.10. Si X es un espacio de Banach con base {x,}5° | y si {zn}55_, es una sucesion
en X tal que lim z, =z € X, entonces

m—->r00
Demostracion:
La demostracion queda casi inmediata ya que lim z, =z € X, entonces
m—r0o0
lim i (z) = fi (lim z) = fi@).
m—>r00 m—>r00
Por tanto, lm f!(z,) = fi(z). |
m—r00

El hecho de que una sucesién {z,}°°; sea una base o no, queda determinado por su com-
portamiento en los subespacios span{z;}°; como muestra el teorema siguiente.
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Teorema 3.1.11. Sea {x,}22, una sucesion en un espacio de Banach X. Entonces {x,}>°
es una base de X si y solo si se satisfacen las siguientes tres condiciones
1. x, # 0 para todan € N.

2. Existe M > 1 tal que para toda sucesion {a;}"; C K, sin <m,

m
g a;T;

=1

n

g a;T;

i=1

<M

3. span{z;}2, = X.

Demostracion:

Mi”

Supongamos primero que {z,}5°, es una base. Como cada elemento se puede expresar de
manera Unica en términos de los elementos de la base, entonces supongamos que existe un
elemento de {z,}°°, tal que x; = 0, si representamos r = a;x; + ag®y + -+ + a;z; + -
tenemos que la sucesion {a, }5°; no es unica, ya que a; puede tomar cualquier valor y siempre
cumplir, esto genera una contradiccion, por lo cual todo elemento de {x,}32, es tal que
x; # 0. Luego, para probar que span{z;}2, = X, sélo basta probar que X C span{z;}2;,
dado que span{z;}3°, C X. Sea z € X, entonces

o0 n
3 {a;}2, tal que x = Zanazn =z = lim Zaixi = 1z € span{z;}°,.
n——~oo
i=1

n=1

Por tanto, X C span{x;}$°,, asi span{z;}32, = X. Por otro lado, si {a;}!", es una sucesién
contenida en K, n < m, M la constante de base de {z,}>°, v {P,}32, la sucesién de las
proyecciones asociadas a la base descritas en la Proposicién [3.1.8] entonces

Zaixi = PnZale <M Zaixi — Zaixi <M ZCLZ'ZL'Z‘
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
t(¢77
Si {x,}52, es tal que se satisfacen literal (1), literal (2) y literal (3). Sea y = >/ _, ayz, €
span{z;}i2; = Y. Para cada m € N definimos Q,, : Y — Y como Qny = >, ., @y,
luego, por literal (2) tenemos que
1Qmyll < llyll- (3.3)

De esto tenemos que @, es continua y, como por literal (3), Y es denso en X, de donde
Q.. se puede extender de manera continua a todo X; continuaremos llamando @),, a esta

extensién. Ahora por literal (3), tenemos que, para cada € X existe una sucesion {zj}32,

tal que z, = Zgil a,(zk):cn, con {a(m}gil C Ky tal que thm 2z = x, de lo cual tenemos
o

|z — 2| < §. Por lo tanto, kﬁnoo Qmzr = Qmr para cada m y si convenimos que Qg = 0,

entonces

Hm (Qu — Qm-1)2k = (Qu — Qm-1)x € span{x;}2,,

k—o0
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lo cual por literal (1), significa que, para cada m, existe

lim al®) = a,,. (3.4)
k—o0
Luego, probaremos que
T = Z Ap T, (3.5)
n=1

De la Ecuacién (3.3) obtenemos lo siguiente ||@Q.,(z — zx)|| < M||x — zi||. Sean € > 0 y ko
tales que para k > ko, tenemos ||z — 2z || < 55;7. Asi,

Me €

m(T — < M||lx — < — = 3.6
Q@ — 20)]l < Mlla — 2]l < 1= = 5 (36)
Ademas por la definicién de z,, si m > Ny, , entonces
N,
2k = Z aff(’)a:n = Z ag“’)a:n = QmZk,-
n=1 n<m
De esto también tenemos que
2y — szko =0= ||Zk0 — szkoH =0. (37)
De las Ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.7) resulta que si m > Ny,
||l‘ - me” = ||JZ — Zky t Zkg — szko + szko - me”

€ €
=l = Quall < llz = 2kl + l2ng = Qo | + 1@mzne = Qmll < 5 +0+ 5 =-¢.

Ahora sélo queda demostrar que tiene una representacién unica. Sea Y~ a,x, = 0, por
literal (2) tenemos

|an|||xn|| = HanfEnH =

n—1 n—1
AnTy + g a;T; — g a;T;
i=1 i=1

n n—1
E a;T; — E a;T;
i=1 i=1

n n—1 00 00 00

= |a,|||za]| < Z a; ;|| + Z a;x;|| < M Z a;x;|| + M Z a;x;|| = 2M Z a;x;|| = 0.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Por lo que, |a,|||z,]| = 0 = |an| = 0 = a, = 0, dado que x,, # 0 para cada n. ]

Corolario 3.1.12. Sea {x,}>°, una sucesion bdsica en un espacio de Banach X. Entonces
toda subsucesion {xy, }o2, de {x,}22, es también una sucesion bdsica.

Demostracién:
Probemos que {zy, }>°, cumple con las condiciones del Teorema [3.1.11
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Para el literal 1.. Dado que {zy, }22, C {2, }52,, entonces todo zy, # 0.
Luego, para el literal 2.. Tenemos que {x,}5, es una base, por lo que cumple el literal

(2), sea {ay, }/; una sucesién contenida en K, n < m y sea M la constante base de {xy, }°°
y {P,}22, la sucesién de proyecciones asociadas a la base descrita en la Proposicion |3.1.8]

entonces
n m m
E A, Ty, PnE A, Tk, E Ak, Ty,
i=1 i=1 i=1

Por 1ltimo, para el literal 3.. Sea x € X, entonces

— <M

0o n n
= {ai};.il tal que r = E ATy =T = Eﬂ E T, —> T = gﬂ E o, Tk,
Nn—s>00 Nn—>00
=1 =1

=1 € span{xy, }5° ;.

n=1

Por tanto, span{zy,}>2, = X, como {xzy, }5°, cumple con los literales (1), (2) y (3) tene-
mos, por el Teorema [3.1.11} que {zy, }>2, es base de Schauder y por Definicién es una

sucesion basica. [ |

A partir de una sucesion basica dada se pueden construir otras sucesiones bdsicas llama-
das bases bloque.

Corolario 3.1.13. Sean X un espacio de Banach y {z,}5°, una sucesion bdsica en X con

constante de base K. Sean 0 =my <mgy < ..., {a,}22, CK yu; # 0 dada por
mj+1
Uj = Z a; ;.
i=mj+1

., 0o -, s o0
Entonces la sucesion {u;}32, es una sucesion bdsica llamada base bloque de {x,};>,, cuya
constante de base es menor o igual a K.

Demostracién:
Probemos que {u;}%2, cumple con las condiciones del Teorema |3.1.11]

Para el literal 1.. Por hipdtesis u; # 0; Vj.

Ahora para el literal 2.. Como {z,}>2, es base de X, entonces cumple con el literal (2)
del Teorema |3.1.11], por lo que para una constante de base K y r < s, tenemos que,

I S
E QiT; E Q;T;
i=1 i=1

<K , (3.8)
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pero,
.

E a;T; = A1 + -+ amgxmz + amg—&-lxmz—l-l + -+ amgxm;g + -+ a(mk:T)$(mk:T)
i=1

r mi+41 ma41 mg=r
:>E a;T; = E a;T; + E a;x;+ -+ E a;T; = Uy + Uz +uz+ -+ ug
i=1 i=mi+1 i=mao+1 i=mp_1+1

T k
— E a;T; = E Uy
i=1 j=1
De igual manera para,

s
E a;T; = a1ry + -+ Amo Ly + Amo+1Tma+1 + -+ AmsLms + -+ a(mt:s)x(mt:s)
=1

S mi41 ma+41 mi=s
:>§ a;T; = 5 a;r; + g a;x; + -+ g Q;Ti = Uy + Uz + U3+ -+ Uy
i=1 i=mi+1 i=ma+1 i=mi_1+1

s t
—— E a;T; = E Uy
=1 J=1

De la Ecuacién 1) con k <t tenemos que HZ?ZI u;

<K HZLl “JH :

Por 1ltimo, para el literal 3.. Probemos span{u;}32, = X. Sea z € X, entonces

o) n k
3 {a;}2, tal que z = Zaixi — = lim Zaiwi — r = lim Zuj
=1

n—» 00 k— o0
=1 i Jj=1

= x € span{u;}32,.
Por lo que, span{u;}32, D X, asf span{u;}52, = X, de esta manera {u;}22, cumple con los

literales del Teorema |3.1.11| por lo cual es una sucesion basica. [ |

Ejemplo 3.1.14. Los ejemplos mas faciles de espacios de Banach con base son los espacios
P para 1l < p < 0 y el espacio ¢y, que se definieron en el capitulo 2. En estos espacios es
trivial verificar que la sucesion {e, }5°, de vectores unitarios, donde e, = (0,...,0,1,0,...),
con 1 en la posicion n-esima, es una base mondtona. A dicha sucesion se le suele llamar la
base candnica del espacio en cuestion. Denotemos por X ya sea al espacio P con1 <p <0 o
al espacio cg. Sea {g}}o2, C X* la sucesion de funcionales biortogonales asociadas a {e,}?2 .

Como
() = lssim=n
In\Em) =30 sim #+n’
por la Proposicion[1.6.9, g se puede identificar con el elemento
(0,...,0,1,0,...) € 4,
donde 117 —I—% =1si X =0 yq=1s X = cy. Porlo tanto, {g*}°°, resulta ser la base

canonica de 09.
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Mis adelante estudiaremos otros espacios con base, como por ejemplo el espacio C[0,1]
de las funciones continuas en el intervalo [0, 1] y el espacio de James. Anteriormente vimos
que si {z,}>2; es una base en X y {P,}52, es la sucesién de proyecciones asociadas a la base
definidas en la Proposicién [3.1.8] entonces sup,, || P, || < co. Mostraremos a continuacién que
el inverso de esta afirmaciéon también es cierto.

Corolario 3.1.15. Sea {x,}°, una sucesion de vectores linealmente independientes en un
espacio de Banach X . Si definimos la proyeccion P, : span{x;}2, — X mediante

m m .
P R Yomar; sim<n
n 1 Z
i=1

n N Y
i1 AT stmo<m

y se satisface que sup,, || P,|| = M < oo, entonces {x,}°, es una sucesion bdsica.

Demostracion:
Sea m > n. Entonces para todo n € N se tiene que

n m m m m
Z a; ;|| = || Py Z a;x|| < M Z a; x| = || Pa Z a;z|| < M Z a;x;
=1 =1 =1 =1 =1

|Pn Do i 1P 2000 @i

—

<M= sup
1220 ai| S a0 1D iy @]

—s sup | P, | < M.

<M= |P| <M

Luego, por el Teorema |3.1.11|tenemos que {x,, }22 ; es una sucesién bdsica. Asi queda demos-
trado el corolario. |

Teorema 3.1.16. Una sucesion {x,}2, en un espacio de Banach X es una base si y solo
51,

1. x, # 0 para toda n.

2. Existe una constante 0 < K <1 tal que, para toda n,

inf{Hx - y” NS Srwy € Xn} = dZSt(Sn,Xn) > K,

donde S, = {x € span{z;}2, ., : ||z| = 1} y X, = span{x;}2,, ;.

3. span{x;}2, ., = X.

Demostracion:
T
Supongamos primero que {x,}°°, es una base de X. Entonces por el Teorema se
satisfacen los literales (1) y (3). Ahora, supongamos que para cada n, P, es la proyeccién
asociada a la base, entonces I — P, también es una proyeccion continua, y por lo tanto, si
usamos el Lemam (I = P,)X es un subespacio cerrado de X. Luego, como span{z;}5, C
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(I — P,)X, entonces X, C (I — P,)X y como P, X = span{x;}°, ., , tenemos que S,, es
la esfera unitaria de P,X. Ademé&s sabemos que 1 < sup, ||P,|| < oo, de donde existe
K = (sup,, ||P,]|)~". Por lo tanto,

dist(Sn, X,) = nf{||z —y|| : x € P,X, ||Jz]| =1, y € X,,}

>mf{||lz —yl|:z € P,X,|jz]| =1,y € (I — P,)X}
> Kinf{||P.,(zx —y)|| : 2 € P.X,||z]| =1,y € (I — P,)X}
= Kinf{[|P(z) = Pa()l| - v € B.X, lzfl = 1,y € (I = P,) X}
= Kinf{|lz — P,(z — P,(2))|| :z € P.X,||z|| =1,y e (I — P,)X}
= Kinf{|jzr — P,(x —2)|| : x € P.X,||z|| =1L, ye (I — P,)X}
= Kinf{||lx — P,(0)|| : z € P, X, ||z]| =1,y € (I — P,) X}
= Kinf{||z| : x € P.X, ||z|| =1} = K.

= dist(S,, X,,) > Kinf{|z] : x € P.X, ||z|| =1} = K.

P
{z,}°, es tal que satisface los literales (1), (2) y (3). Como los literales (1) y (3) son las
mismas condiciones en ambos teoremas, basta ver que con las hipotesis de este teorema, se
satisface el literal (2) del Teorema [3.1.11] Sea {a;}3°;, C K y sean n,m dos naturales con
n < m. Si suponemos que dist(S,,X,) > K >0y > " a;x; = 0, entonces

m
Zaiﬂci = Zawz—{— Z a;T;
=1 i=n-+1
m
— > am = Zm S an| |> e
i=1 o HZZ 1a$7f” ’ ”ZZ ].al Z"L TL+]. o i=1 o
m
= Zaixi > K ;|| , por literal 2.
i=1

Si por otro lado Y | a;x; = 0, se tiene que ||, a;zi|| > ||Do5, aix;|| = 0, ahora, tomemos
M = K~ y asf tenemos que

m

g Qi T;

i=1

n

g Q;T;

i=1

m

g a;;

i=1

n

g Q;T;

=1

m

g Qi T;

i=1

> K — K > — M T

Se satisface el literal (2), del Teorema [3.1.11]y por consiguiente {x,}7, es una base. |

Lema 3.1.17. Sea {x1,xs,...,2,} una sucesion finita de vectores linealmente independien-
tes con constante de base M en un espacio de Banach X de dimension infinita. Entonces dada
e >0, existe Tp41 € X tal que Tp1q & span{;}32, . y tal que la sucesion {x1, ..., Ty, Ty}
tiene constante de base menor o igual que M (1 + €).

Demostracién:

Sea X, = span{r;}32, ., y sea ¢ = . 5Como X, es dimensién finita, S, = {x € X :

3
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|z|]| = 1} es compacto en este espacio y por ende existen 21, 29, ..., 2y € S, tales que

N

S, C UB(zi,e/),

=1

donde B(z,¢’) representa a la bola abierta con centro en z y radio €’. Parat =1,2,..., N, sea
T; € X* tal que ||T;|| = 1y T;z; = 1; la existencia de estas T; la garantiza el Teorema de Hahn-
Banach. Como la codimension del espacio nulo de cada T; es uno esto por la Proposicién
, asi la dimensiéon de X es infinita, existe x,1; € ﬂi]\il kerT; tal que x,41 # 0y
|zn11|| = 1. Por otro lado, siempre que z € B(z;,€') se tiene que 1 — |T;z| < |T;z; —Tiz| < &,
y consecuentemente,

1
Tzl >1—-¢€ = ) 3.9
ITel 21— = 3.9)
De aqui, como T;(z,+1) = 0, tenemos que z,.1 ¢ B(z,¢), Vi = 1,2,...,N por lo que
Tpt1 & Sp. Veremos ahora que la constante de base de {1, ..., 2, 41} esalomas M(1+¢).
Verificaremos primero que si ay,as, ..., a,+1 pertenecen a K, entonces
n n+1
i=1 i=1
Entonces podemos suponer que || Y ", a;x;]] = 1, ya que si la Ecuacién (3.10) es cierto en

este caso, se cumple que

anJrl
]. ‘I‘Z‘: Tp41
i= 1axz|| Z > 1“551” ||Z?:1 gzl "
Sea g < N tal que,
n n n
Zio Zaixi > &' = |z - ' Zaz‘xi > =1- ‘ Zaixi > ¢

i=1 i=1 i=1
n

—1-& > -xi':>1—5’2 Zaixi'
i=1

Por Ecuacién (3.9)), tenemos

n+1 n+1

E Q;T; E Q;T;
i=1 i=1

Sean ahora ry m con r <m <n+ 1. Si m <n+ 1, entonces

T m
E a;T; E Q;T;
i=1 i=1

L IZ il

> 1 >
“14e ™ 1+¢ ( +6)_

i=1

<M

)
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y sim =n-+ 1, tenemos

n+1

E a;T;

que es lo que queriamos demostrar. [ |

x|l < M < M(1+e¢) ,

Corolario 3.1.18. Todo espacio de Banach de dimension infinita contiene una sucesion
bdsica.

Demostracion:
Esto se concluye usando induccién y aplicando el Teorema [3.1.11] y el Lema [3.1.17, Empe-
zamos eligiendo una sucesion {e,}>°, tal que n > 0 paran=1,2,... y

MHJFEZ

(Por ejemplo ¢, = en? — 1). Tomamos un elemento z1 € X, x; # 0; {x1} tiene constante
de base igual a 1. Por el método descrito en el Lema [3.1.17, encontramos x, linealmente
independiente de x1, de manera que la constante de base de {1, x2} es menor o igual a 1 —|—51
Suponiendo que ya tenemos a {xy, xa, . .., z, } con constante de base menor o igual a [}, (H—
g;), aplicando nuevamente el Lema , obtenemos x,.; linealmente 1ndepend1ente de
Ty, To, . .., T, tal que la constante de base de {x1, s, . . ., Ty, Tpp1 } €s menor o igual a [ (1+
g;). Asi, encontramos una sucesién {x,}2°, que satisface

m

E a;x;

i=1

r

E Q;T;

=1

<M

)

siempre que m < r, y con esto se cumple el literal (2) del Teorema [3.1.11] también por como

se han construido los elementos de {z,}°°,, Vi = 1,2,... z; # 0y ademds span{z,}>°, = X,
con esto se cumplen los literales (1) y (3) del Teorema|3.1.11} lo cual implica que {z,}>, es
una sucesion bésica. [

Una vez que ya se sabe que un espacio de Banach tiene una base, sera ésta tunica, o tal
vez salvo equivalencias en el siguiente sentido:

Definicién 3.1.19. Sean X e Y espacios de Banach dos sucesiones bdsicas {x,}52, C X y
{yn}oo, CY son equivalentes siy - | anx, converge en X siy solo siy - ayy, converge
enY.

Lema 3.1.20. Dos sucesiones basicas {x,}5° 1 y {yn}o2, son equivalentes si y sdlo si, existe
K tal que para toda m € N y toda {a;}7*, C K,

E iy

iYi (3.11)
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Demostracién:
U
Supongamos al revés que {x,}22, v {y,}>2, son equivalentes. Definimos 7" : span{z;}32, —
span{y; }5°, mediante

T Z ApTy = Z anYn, para cada Z anTy € [1;]00 .
n=1
Probemos que T' es cerrada. Supongamos que,
(1) ZZO:1 An Ty, Zn 1 a1(’L )l'n S SpCLTL{ZL‘Z}l 1

(ii> Zoo 1 agm)ym Z bnyn S Span{yz}z 1-

(iil) >°02, an" S PRI ) D an" S D one b
Entonces por el Lema |3.1.10}, mh_r}n()O a\™ = a; y mh_r)noo a\™ = = b; lo cual significa que a; = b;

para cada j. Podemos pues aplicar el teorema de la grafica cerrada, concluyendo que T es
un operador continuo. De la misma manera se obtiene que T~! es un operador continuo y
esto nos da el resultado deseado. [ |

Ejemplo 3.1.21. Ya mencionamos que la sucesion de vectores unitarios {e,}°2, donde

=(0,0,0,...,1,0,0,...),

rn?

= sup <2

r<m

= sup

es una base en co. Sin embargo si tomamos las sumas parciales {£,}5°, dada por &, =
Y €i, ésta no es equivalente a la base candnica. Primero comprobaremos que efectivamente
es base:
(i) Como ey =& ye; =& — &1 para i > 1, probemos que span{&;}3°, = co.
(i) Sea m > m. Entonces

3| s 3] < | 3 o <23

] i=m+1 =1

Por el Teorema|3.1.11), se obtiene que {£,}22, en base. Esta base no es equivalente a {e,}22 ,,
ya que por ejemplo

Zen =1, pero Zgn =m,
n=1
de manera que no se puede satisfacer la Ecuacion (m del lema anterior.

La situacién del ejemplo anterior es general, ya que se puede probar que en un espacio
de Banach cualquiera de dimension infinita que tiene una base, siempre hay una infinidad
de bases normalizadas no equivalentes entre si. Por otro lado, las bases de Schauder tienen
cierta propiedad de estabilidad, en el sentido de que si tomamos vectores cercanos a los de
la base, nuevamente obtenemos una base, equivalente a la primera. La demostracion de este
hecho requiere del siguiente lema.
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Lema 3.1.22. Sean X un espacio de Banach, Y un subespacio cerrado de X yT:Y — X
un operador acotado tal que ||T'|| < 1. Entonces si Iy denota a la identidad en'Y, Iy — T es
wnvertible y

v =170 < =i 312

Ademds, siY = X, Ix — T es un isomorfismo de X en X.

Demostracién:
Sea y € Y con y # 0, entonces

[y =Tyl _ =Gy = Thll _ lly = Iy() + Tull _ lly — v+ T4
Tl Il : Iyl Il
Ity = Thll _ ITyll _ ITlllyl
< U < = |71l
ol Tl =Tyl

1—

—1—

Consiguientemente || Iy —T'||[|y|| > [|(Iy =T)y|| > (1—=||T||)||y], lo que demuestra la Ecuacién
(3.12). Supongamos ahoraque Y = X ysea S, = > ,_, 7", donde paran > 1, 7" =T" 'oT
y Ty = Ix. Como ||T™]| < ||T'||", para toda n > m,

n

1S, = Swll < D IITI"

k=m+1

Por lo tanto, ya que ||T']| < 1, S, es una sucesién de Cauchy en el espacio de Banach B(X),
y la sucesion converge a un operador acotado S. Ahora bien, como HT kH — 0, entonces
T* — 0 y al pasar al limite en la expresién siguiente obtenemos

n+1

(Ix —T)S, —ZT’f Y =Ix-T" =S,(Ix-T),

k=1

obtenemos que (Ix —T)S = Ix = S(Ix — T, lo cual implica que Ix — T es invertible y
sobreyectiva. [

Teorema 3.1.23. Sea X un espacio de Banach y {x,}32, una sucesion bdsica seminorma-
lizada con constante de base K tal que paran =1,2,...

1
77 S lleall < M.

(i) Sea {y,}>2, una sucesion de elementos en X tal que,

d

Entonces {y,}>2, es una sucesion basica equivalente a {x,}°° . Es mds, si {x,}>2, es
una base de X, también {y,}>>, lo es.
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(i1) Supongamos que existe una proyeccion acotada sobre span{z,}5°,, es decir,
P: X — span{x,}>,.

Si {yn}2, es una sucesion en X tal que,

n = Unll < g 3.14

entonces existe una proyeccion @ : X — span{y,}>>,

Demostracién:
Primero probaremos (7). Sea {f:}>°; la sucesién de las funcionales biortogonales asociadas
a{r,}5°, ysea T : span{z,}5°, — X dado para cada = € span{x,}>, por

To=> fi(z)y

T esta bien definida ya que, por el Lema[3.1.9, tenemos

sup [ f (2)] < 2K M ||z[],

y entonces
<N 1A@ g — zall + | fi@)2

< 2KM 2] Y llyn — all +

> @)

Como por hipétesis tanto || >, fr(2)x,|| como Y7 [Jyn—2y || convergen, {37 | fr()yn},—,
es una sucesién de Cauchy que por lo tanto converge. Observemos que T (span{xn}ﬁ;l) C

span{yn oz, y que

ux—Txu<er Ml = ol < 282} 3 s =il (315)

n=1

I

span{zn oo,

—TH < 1 y por el lema

Consecuentemente de la Ecuacion (3.13) tenemos,

anterior, existe 7! : T'(span{z,}>,) — span{r,}>, y es continuo. Adems4s,

I

span{xzn}o2

IT| <1+ (3.16)
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Tenemos,

S ana| < 1TSS | < T IT S anra (3.17)
n=1 n=1 n=1

lo cual prueba que {x,}22, v {yn}22, son equivalentes. De aqui es inmediato que como
{z,}5°, satisface los literales (1) y (2) del Teorema [3.1.11} {y,}>2, también los satisfa-
ce y es por lo tanto una sucesién béasica. Ademdas la Ecuacion (3.17) también prueba que

T (span{:cn};’f:l) = span{y, >, entonces si {x,}>2; es una base, {y,}°°; también lo es ya
que en este caso el lema anterior implica que T es sobreyectivo. Con esto queda demostrado

(4).

Ahora para (ii). Supongamos ahora que P : X — span{z,}°2, es una proyeccién y que se
cumple la Ecuacién (3.14). Siy € Y = span{y,}>2, C X,

y = ianyn = Ti An Ty = TPi Ap T,
n=1 n=1 n=1

Six=> " a,z,, usando el hecho de que sup,, |a,| < 2K M]||z|| y usando la Ecuacién (3.16)),

n=1
obtenemos que

n=1 n=1

TP <i Y — i ana:n> H
n=1 n=1

:>HTPy - y“ = TPZ(anyn - ann) TPZ an(yn - wn)
n=1

n=1

o o0 1
:%WﬂrwﬂSMWMNE]%Wm—%HSNUNTWHWWXN%—xMSQMM

n=1 n=1

Por lo que,
1
ITPy =yl < Sll«l (3.18)

Por otro lado, de las Ecuaciones (3.14)), (3.15]) y ademds de que la norma de una proyeccién

es mayor o igual a 1, tenemos

> 2KM|z| 1
—Tz|| <2KM = Unll < ——— < —z]|.
o =Tall < 26M el 3_ llen — i)l < gezypy < g1
Asi,
1
|z — Tz < lexll, (3.19)
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y de aqui,
1 1 3
1ol = 1Tl < llo = Taf| < Jlloll = [loll = Zllll < ([Tl = o llz] < | T=]]
4 4
— < —||T = = .
Il < STz = Sl
Por lo que,
4
lzll < 3 lyll- (3.20)
Ahora de las Ecuaciones (3.18) y (3.20]), tenemos que

1 1/4 2
TPy =yl < el < 5 (501 = 3l
Entonces si S = T'Ply e Iy denota la identidad en Y, ||S — Iy|| < 1 y por lo tanto, como
TP(X) CY, usando nuevamente el Lema [3.1.22] se tiene que S : Y — Y tiene inverso. Si
consideramos ahora a Q = S™!TP, Q es un operador con dominio X y con rango Y tal que
para x € X, Q*x = STITPS™'TPx = S™'T Pz, lo cual demuestra que @) es una proyeccién
de X sobre Y. [ |

Como una aplicacién del resultado anterior probaremos el siguiente teorema que es muy
usado en el estudio de los subespacios complementados de un espacio de Banach.

Teorema 3.1.24. Sea X un espacio de Banach con base {x,}°°, ye > 0. Entonces si F' es
un subespacio cerrado de X de dimension infinita, existe una base blogue normalizada {uj}j?’il
en X y existe un subespacio de dimension infinita G de F que tiene una base normalizada

{untnZy, tal que,
Z ly; — y;ll <e.
n=1

Demostracién:
Sea K la constante de base de {x,}22 ;.
Primero probaremos que para cada n € N, existe en F' un elemento y # 0 de la forma

o
Y= Zajmj. (3.21)
n=1
Supongamos que esto es falso. Entonces existe n € N tal que para toda y € F', y # 0 se tiene
que P,y # 0, donde P, : X — span{x;}"_; es la proyeccién asociada a la base {x,}72,
definida en la Proposicion [3.1.8 Por lo tanto P,|r es inyectiva, o sea que F' es isomorfo a un
subespacio de span{z;}7_, contradiciendo el hecho de que F' tiene dimensién infinita. Sean
O<e<l,m=0yyeFconl|yl|=1y=> 1 aVz,. Como esta serie es convergente,
existe mgy > my tal que,
oo
> i

n=mo+1

n=1

__c
2K
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Por la Ecuacién (3.21)) podemos hallar en F' un elemento ys tal que ||y2]] = 1y yo es de la
forma

o
Z 2
Y2 = (l( )xn
n=mo+1
Sea mj3 tal que,
= 3
(2)
E a,” || < —.
men 2K
n=ms+1
De esta manera construiremos inductivamente una sucesién {y;}22, C F' con [[y1]| = 1,y

una sucesién {m;}22, C N tales que 0 < my <mg < ...,

_ () () °
Y1 = ZH% Tn Y ZH% || < S (3.22)
=41 n=my+1
Definamos para j = 1,2, ...,
mjq1
v = Z Wz,
n=m;+1
como ||y;|| = 1, por Ecuacién (3.22) v; # 0. Sea u; = ||ZJ:||' Entonces por Ecuacién (3.22
J
tenemos
£
il = Mlvsll] < lly; = vsll = 11 = Mlulll < llys = o5l < 55757
Y ademas,
/l).
ly; = will < llys = vill + vy — will = lly; — vsll + ||v; — ||U]'H
j
v(||v;]] —1 vl —1
=y — usll < llys —vjll + el = D)) 1y — 5l + UJM
[l [l
[l € €
=y —usll < lly; —vjll + T gl =11 = llys = vill + 1= loslll < S + 5o
2e 3

Como {u,;}52, es una base bloque de {z,,}72,, por el Corolario [3.1.13| es una sucesién bésica
con constante de base menor o igual que K. Usando el Teorema [3.1.23) tenemos que {y, }5°,

es una sucesion bdsica equivalente a {u;}52, y tomando G = span{y, };2, termina la demos-
tracion del teorema. [

Otra aplicacién del Teorema [3.1.23] cuya demostracion es parecida a la del teorema anterior,
y sin embargo estd enfocada en otra direccién, nos la da el lema siguiente. Este resultado es
de especial interés para nosotros, pues va a ser la clave en la prueba de que los espacios ¢?
no son isomorfos entre si.

Lema 3.1.25. Sea X un espacio de Banach con base {x,}5° . Si {yn}>2, es una sucesion
seminormalizada débilmente convergente a 0 en X, entonces {y,}2, tiene una subsucesion
equivalente a una base bloque de {x,}5° ;.
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Demostracién:
Supongamos que paran = 1,2,...,

1
— < n < M.
M_Hy | <

Sea K la constante de base de {z,}32, y sea {€,}32, CRcong, >0paran=1,2,... y

Z En < 2KM

Sean n; = 1, m; = 0 y my tales que:

i — Zf Y;)T

Por hipotesis tenemos que y, converge débilmente a 0, existe ny > ny tal que para ¢ =
1, 2, .y Mo

<é€1.

i ()| < 5 2577 [yl - NEAR (3.23)

Ademas, existe ms > msy con,

Yny — Zf (Yny )T

De las Ecuaciones (3.23) v (3.24]) obtenemos,

Yngy — Z f;(ynz)x = ||Yno — Zlf;(ym)xj + Zlf;(ym)xj - Z f;(ynz)x

(3.24)

j:m2+1 j:m2+1
ms3 m3
S - Zf; (ym)xj + Z ynz Z f ym
Jj=1 Jj=1 j=ma+1

ijf<yn2>xj < %2 FU Y Ll

€9 52 252
<5t Iy Zu%n =5 =e
|| 3]

Procediendo inductivamente construimos dos sucesiones crecientes {n;}5°, y {m;}2, tales
que,

Mmit1 Mit1
||y”z Z f;(yni)x Yn;, — Z f;(yni)x < E&;
J=mitl Jj=m;+1
Mit1
=yl = || D frlwm)zs|| < e
j=m;+1
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Por lo que,

mit1

Z 7 Wny);

J=m;+1

Siu; =00 1 7 (yn;)z), entonces por las hipétesis y por Ecuacién (3.25)),

—&; (325)

1
M——<M—€l§|luz”§M+€Z§M+

2KM 2KM’

y ademas

leym uzll<zsz 2KM

Como por el Corolario 3| {ui}32, es una sucesién bésica con constante de base menor o
igual que K, podemos aphcar el Teorema [3.1.23] para obtener que {y,,}32; es equivalente a

3.2. BASES REDUCTORASY ACOTADAMENTE COM-
PLETAS

La existencia de una base de Schauder en un espacio de Banach por si sola no nos da
mucha informacion acerca de la estructura del espacio; sin embargo si la base posee ciertas
propiedades adicionales, podemos conocer mas a fondo el espacio, por ejemplo podemos saber
si es reflexivo o si contiene como subespacio a alguno de los espacios /7 o ¢y. Nos planteamos
primero la siguiente pregunta ;Serd cierto que si {x,}52, es una base, entonces la sucesién
{fx}52, en el espacio dual de las funcionales biortogonales asociadas es también una base?
La respuesta evidentemente es no, pues para que {f}° ; fuera una base en X*, este espacio
deberfa ser separable y esto no siempre es cierto. Si tomamos por ejemplo el espacio £! con
la base candnica, su dual £> no es separable. Sin embargo {f:}2° | siempre es una sucesion
bésica en X*.

Lema 3.2.1. Sea {x,}>2, una base en un espacio de Banach X con constante de base

K. Entonces la sucesion de funcionales biortogonales {f}o°, C X*, es una sucesion bdsica

con constante de base menor o igual a K 1y las proyecciones asociadas a esta sucesion son
* _ * . . <

Pn|span{fi*}fil7 n=12 ..., donde P es el operador adjunto a la proyeccion P,.

Ademdas, si {x,}5°, es mondtona, es decir si K =1, se tiene que para f* € X*,

10 =l (12277 = sup | Py f°]L

Demostracién'
Del Lema sabemos que f* es una funcional acotada. Sean P, : X — X, n=1,2,.
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las proyecciones asociadas a la base. Entonces por el Teorema [1.9.3] los operadores adjuntos
Pr: X* — X* son acotados y || Pf|| = || P.|| . Por lo tanto,

sup || Py|| = sup || P[] = K. (3.26)

Ademds si f* € X* yax =3 " ayx, € X,

By(f*(2) = f*(Fu(z)) = f* (Z ax) Zaz ;)
=P (f*( Zf (i) f, (Z aﬂi) s ai = [ <Z aﬂi) = Zf*(xz)fz*(x)

i=1 =1 =1

Lo cual significa que,

Prfr =" fr(a)f, (3.27)

i=1

es decir,

Pr(f*) C span{f;},. (3.28)
En particular, si 32° b;f* € span{f;}22,, de la Ecuacién (3.27) se deduce que,

Py Z bifi = Z bif

i=1 i=1

y de aqui, de las Ecuaciones (3.26)), (3.28)) se concluye que,

*
nlspan{f}}2,

Del Corolario se sigue ahora que {x}>?, es una sucesién bdsica cuya constante de
base es menor o igual a K. Supongamos ahora que K =1. Seane >0y z =)~ a,z, € X
con ||z]| =1 tales que |f*(x)| > (1 —¢)||f*||. Como f* es continua, f*(z) = > 7, anf*(z,)
y existe N tal que sin > N,

<ellf -

Consecuentemente,

(L=l < L ()] < (B !+!Zazf Dl <P+ el -

De donde,

A=)l < NEL N+l (3.29)
De la Ecuacién (3.29) y como K = 1, se tiene que paran > N, (1=2¢)| f*|| < || P:f*]| < |15
Por lo tanto, || f*|| = hm | P f*||, pero por ser {z,}32, mondtona, ||Prf*|| < ||Pi . f*||y
esto implica que || f* || = supn |P*f*||, lo cual termina la prueba. |
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Ejemplo 3.2.2. Consideremos el espacio c¢o con la base sumante {£,}52,, definido en el

Ejemplo cuyo dual es el espacio (1 que es separable.

Demostracién:
Sea {e,}°°, una sucesion de vectores unitarios, e, = (0,...,0,1,0,...) con 1 en la posicién
n—ésima. Ahora sea {g}:}>°, C X* la sucesién de funcionales biortogonales asociadas a

{entnis
(o) = lsim=n
In\Em) = Osim#n’

de igual manera podemos indentificar g con (0,...,0,1,0,...) € ¢*. Sea hi, = g — g5y =
(0,...,0,1,0,...)—(0,...,0,1,0,...), como {g*}>2, es la base canénica de ¢'. Por lo tanto,
h es el elemento (0,...,0,1,—1,0,...) € £ y sunorma es 2. Veremos que g; ¢ span{h*}>,.
Supongamos que g = > . a;hf. Entonces g (e1) =1 =ay;ysin > 1,0 = ef(en) = apn—an_1,
de donde a,, = 1 paran =1,2,...; pero por el Lema la sucesion {a, }22; deberia con-
verger a 0. Lo cual es una contradiccién, entonces lo supuesto es falso. Por lo que hemos
demostrado que {h}}°°, no es base de (. |

A continuacién nos da una condicién necesaria y suficiente para que la sucesion bésica
* | 00 *
{1}, sea una base para X*.

Teorema 3.2.3. Sea X un espacio de Banach con una base {x,}5°,. Entonces la sucesion
de funcionales biortogonales {fX}°2, es una base de X* si y solo si para cada f* € X

— 0. (3.30)

lim
n—oo

f ’span{xi}z‘?in
Cuando una base satisface la Ecuacion , se le llama base reductora.

Demostracién:
13 : b2
Si {f¥}22, es una base de X*, entonces para cada f* € X*,

lfm ||f* — P f*| = 0. (3.31)
n—--:uoo

Sea y € span{x;}32, . Entonces como P,_1y =0,

W) =17 y) =0l = [f*(w) = fFO) = [/ () = [T (Baa )] = [/ (y) = (B0 S) W)
=W =1 = P )Wl < 17 = i Al

Esto implica que,

y de la Ecuacién (3.31)) se obtiene que,

fr=Fiaf

)

<|

f* | span{z;}5°

=0.

lim e
n—oo f |Span{xi}z(?in
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“:77
Si {x,}22, es tal que se satisface la Ecuacién (3.30) y asi f* € X*, entonces para toda z € X
con [|z]| =1,

(= P (@) = (I = P)()| = !f*!WW— Fa) @)l
= ("= P*f*(@))] < 11— Pull <

(1+ K),

span{:cz i span{xi}fin+1

donde K es la constante de base de {x,}>2 ;. Concluimos asi que,

lim || f* — Prf7) < h’me |

|| (14 K) =0 = lim | f* = P | =0.

Ast, {f¥}5°, es una base de X*. [

Ejemplo 3.2.4. El Ejemplo muestra que las bases canonicas ency y en P, 1 < p < o0,

son reductoras ya que nﬁnoo Hg*|span{mi}gin|| =0.

Ahora surge una pregunta jcudndo una base {x,}22; en un espacio de Banach X es la
sucesion de funcionales biortogonales asociadas a una base? Desde luego para ello se necesita
que X sea el espacio Dual de algin espacio de Banach.

Teorema 3.2.5. Si X es una espacio de Banach con una base {x,}5°, tal que,

(*) siempre que {a,};>; C K es tal que sup,, || Y oy aiz;]| < 0o, la serie Y | anx, tam-
bién converge,

entonces X es isomorfo al dual del espacio span{f:}>>, C X*. A una base que cumple la
propiedad (x) se le llama base acotadamente completa.

Demostracion:
Sean Y = span{f;:}>2,y J: X — Y* dada por
(J(2)(y) = y(x), (3.32)
para toda y € Y, x € X. Es decir J(z) = j(z)|y, donde j es la inyeccién canénica de X
en X**. En consecuencia [|J|| < [|j|| = 1. Por otro lado sean x = Y °, a;z; € X, n € K

y gt € X*con |g*| =1y g* (O 1, aiwi) = || Doy aixil|. Por Ecuacién (3.27) sabemos que

Prg* €Y y que
= Plg"* (i aimi> = (J (2": ai:L‘Z-)) (Prg™) JZCL,IZ
i=1 i=1

donde K es la constante de base de {x,,}22 ; consecuentemente ||z| < K||Jz| y

n

g Q;T;

i=1

1
el < Nzl < fl=l. (3.33)
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Por lo tanto, J es inyectiva y probaremos que es sobre Y*. Observemos que,

1sin=1

) = ) = {5

Es decir {J(x,)}32, es la sucesion de funcionales biortogonales asociada a {f}>°, en Y.
Sea y* € Y*. Si {Q,}22, denota a la sucesién de proyecciones asociadas a { f;}°°; es menor o
igual a K que ||@Q,|| = ||Q;|| < K. Por lo tanto, para today € Y cony = > oo, (J(z;)(y)) f*,

Quy"(v) = y"(Quy) = > _[J (@)W (f7) = [Z y (f7)J (wi)] (v),
i=1 i=1
es decir, Quy™ = 320,y (1) (i), vy | 225 J(xo)y™ (SOl < [@llly*ll- De esto y de la
Ecuacién se tiene que
i=1

Como la base es acotadamente completa, x = > ° y*(fF)z; € X y ademds tenemos que
Jr=JO 2y (ff)z;) = y*. Con esto probamos que J es sobreyectiva y que X es isomorfo
ayYy”™.

OBSERVACION: La propiedad de que la base {z,}>°, es acotadamente completa sélo se
uso en el ultimo parrafo, de manera que siempre que X tiene una base {x,}%,, es cierto
que X es isomorfo a un subespacio del dual de span{f;}> . |

< K2|ly"|l

Ejemplo 3.2.6. La base canonica en cq no es acotadamente completa, ya que por ejemplo,

m
e
i=1

pero tenemos que esta serie no es convergente en ¢y, pues la sucesion {1,1,1,...} no perte-
nece a co. La base canonica en P con 1 < p < 0o es acotadamente completa ya que,

m
>_¢
i=1

=1,

sup
n

sup =1,

n

y la sucesion {1,1,1,...} pertenece a (P.

Ahora surge la siguiente interrogante, ;Qué pasa si una base de X es simultaneamente
reductora y acotadamente completa? En tal caso el espacio resulatara ser reflexivo y también
si un espacio con base es reflexivo, entonces la base es reductora y acotadamente completa.
Pero, antes de probar lo anterior mencionado, daremos un primer paso con el siguiente
teorema, que nos permite representar al doble dual de un espacio con base reductora como
un espacio de sucesiones.

Teorema 3.2.7. Sea {z,}5°, una base reductora en un espacio de Banach X . Entonces el
espacio X™** es isomorfo al espacio X definido por,
< oo} |

X = {{an};’f:l C K :sup

n
E Q;T;
i=1
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con la norma,
n

g Q;T;

i=1
La identificacion estd dada por, T «— {T(f}),T(f3) ...} = x. Si ademds {x,}2, es mondto-
na, entonces ||I'|| = ||z||x -

{an}nZillx = sup
n

Demostracién:
Primeramente hagamos la constante de base de {x,}°2; es 1, ya que la norma en X dada
por |||z]|| = sup, ||>°, az;|| para x = Y7 a,x, € X, es equivalente a la norma || - || y

con respecto a ella la base es claramente mondtona (ver Corolario [3.1.5). Sea {P,}52; la
sucesion de las proyecciones asociadas a {x, }°° ;. Entonces por ser {z,}>2 ;| base reductora,
{f:}52, es una base de X*. Sea j la inyeccién candnica; recordemos que j es una isometria
y que {j(x,)}22; es la sucesién de funcionales biortogonales asociada a la base {f*}22, (ver

Teorema [3.2.5)). Por el Lema la base {f}°°, es mondtona y para cada f* € X**,
PyT = T(f)i(x), vy sup|PIT] = [|T].
i=1 "

Esto quiere decir que si T': X** — (X, || - ||x) estd dado por TT = {T'(f{),T(f5),...} = .
Probemos que T' es una isometria. Primero demostremos que T es sobreyectiva. Supongamos
que {a,}>2, C Kes tal que,

n

E a;T;

=1

sup < Q.

n

Entonces la sucesién {d> " ; a;j(x;)}52, estd acotada en X**. Consideremos en X** la topo-

logia w*. Como se comentd en la seccién de Reflexividad, en esta topologia, I, — 1" si y sélo
w

si, para toda f* € X*,

lfm T,(f*) = D(f*). (3.34)

n—ao0

Por el Teorema de Banach-Alaoglu [1.6.25] la sucesion {> 7 | a;j(z;)}22, estd contenida en
un conjunto w*—compacto y por lo tanto tiene un subsucesiéon w*—convergente. Supongamos
que I' € X** es tal que,

% a;j(;) ?F-
i=1

Entonces de la Ecuacion (3.34]) para toda f* € X*,

Jim > (@) = lim [Z az«j<xi>] (f) =)
i=1 =1

*

En particular si f* = f* para alguna n, obtenemos que, I'(f¥) = a,, lo cual implica que
TT = {a,}>2, y termina la demostracién del teorema. |

Como ya vimos que T es inyectiva y ademas toda subsucesién que sea w*-convergente de
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{0 aij(x:) 22, converge al mismo limite y en particular {d) , a;j(z;)}5>, converge en
la topologia w*. Combinando los conceptos de base acotadamente completa y reductora
obtenemos finalmente la siguiente caracterizacién de los espacios reflexivos con base.

Teorema 3.2.8. Sea X un espacio de Banach con base {x,}2 . Entonces X es reflexivo
sty solo si la base es a la vez reductora y acotadamente completa.

Demostracidén:
13 : 7
Supongamos primero que X es reflexivo. Ahora supongamos que su base no es reductora.

no tiende a cero. Como

Si {x,}22, no es reductora, existe f* € X* tal que f*]W

{‘ f*]W } es decreciente, existen € > 0y paran = 1,2,... y, € span{x}2  tales
que, o
a) lyall = 1.

b) f*(y,) > e, paran=1,2,....

Por el Corolario |1.6.37, podemos suponer sin pérdida de generalidad que {y,}22, es débil-
mente convergente; sea y = > f¥(y)x, su limite. Entonces lim f; (y,) = f;(y) para
n—=o0

cada m. Pero f (y,) = 0 si n > m, de modo que f (y) = 0 para cada m, y esto implica que
y = 0, lo cual contradice b), probando asi que {z,,}°, es reductora. Estamos ahora en la
situacién del Teorema [3.2.7] por lo tanto, si {a,}32, C K es tal que,

n
E Q;T;

=1

sup
n

< 00,

entonces existe I' € X** con I'(f}) = a;, para cada i. Sea j la inyeccién canénica de X en
X**. Como X es reflexivo, {j(z,)}.22, es base de X**, de donde I' se puede expresar como
I'=5%"" byj(xz,) y tenemos que a, = bn para toda n. Por ende ) | a,x, converge en X
y {z,}22, es acotadamente completa.

(L:>77
Supongamos que {z,}5°, es una base reductora y acotadamente completa de X. Para ver

que X es reflexivo hay que probar que si I' € X** existe z € X tal que j(z) =T'. Sea pues
I' € X**, entonces por el Teorema [3.2.7],

Zr(fi*)xi

y por ser {z,}>°, acotadamente completa, >~ T'(f¥)z, € X. Por lo tanto,

< 00,

sup
n

T =S T()i(,) € X,

146



y como Y(f¥) =T(fF) para cada n, y {f}°2, es base de X*, T =T, o sea que,

e (S
n=1
lo que completa la prueba. [ |

Ejemplo 3.2.9. Los espacios P con 1 < p < oo son reflexivos, por el teorema anterior
tenemos que la base canonica y cualquier otra base en estos espacios es a la vez reductora y
acotadamente completa.

3.3. BASES INCONDICIONALES

Las bases incondicionales nos permiten conocer mas a fondo los espacios que las poseen.

Esta definicion estd muy ligada a la de series incondicionalmente convergentes en un espacio
de Banach.

Definicién 3.3.1. Sea {x,}2, una sucesion en un espacio de Banach. Diremos que la serie
Yo | @, converge incondicionalmente, si para cualquier permutacion m una funcion biyectiva
de N en N, Y™ @, converge.

Proposicién 3.3.2. Sea {z,}°, una sucesion en un espacio de Banach X. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes,

(i) La serie y | x, es incondicionalmente convergente.

(i) Para toda € > 0, existe un entero N tal que ||
0 CN conmino > N.

ico Till < € para todo conjunto finito

(iii) La serie .o, x,, converge para cualquier sucesion de naturales ny < ng < ....

(iv) La serie Y >, Oz, converge para cualquier sucesion {0,}o, con 0, = +1 para n =
1,2,....

Demostracion:
Demostraremos que (i) = (i) = (iii) = (iv) = (i) = (4).

(1) = (ii). Supongamos que (i7) es falso. Entonces existen ¢ > 0 y oy C N finito tal
que HZZ'EJ :C,H > ¢ y también para toda n, existe un conjunto finito o, C N tal que para
n=2...,

max o, < Mo,y = ppy1 y E T

1€0

> ¢, (3.35)

Si r, + 1 denota la cardinalidad de o, como,

Pn+Tn < Max o, < Prit,
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existe una permutacion 7 de N tal que paran =1,2,...,

7T_1(0'n) = {pnapn + ]-a -3 Pn + Tn}-

Para lo cual tenemos que para n >m > N,

Z (k) — Z Lr(k)
k=1 k=1

0o L .
Por lo cual {ZZ:1 Tr(k) }n 1o es de Cauchy, lo cual genera una contradiccion, asf lo supuesto

es falso por tanto, se cumple 7).

> T

k=m-+1

> €.

o0

(1) = (444). Dado que (ii) implica que {d ", z,,} ~_, es una sucesién de Cauchy. En-
tonces para cualquier sucesién de naturales ny < no < ..., {d " x,,} converge ya que
X es de Banach.

9]
m=1

(¢it) = (iv). Supongamos que Y .o, @, converge para cualquier sucesién de naturales
ny <mng <...ysea{6,}>* con @, ==+1paran=1,2,... Sea

{ni:i=12,...} ={neN:0, =1},
conny <mng <...ysea
{m;:i=1,2,...} ={neN:0,=—-1},

con my; < mgy < .... Entonces dado € > 0, existe N tal que si 2 > 7 > N, entonces

i i
PREN > o,
k=j k=j

Por lo tanto, si m > n > max{ny, my}

m m n 7 7
E Orxy g Orxi — E Orxy E Ty E Tny
p— k=) k=) P kg

es decir, {D>;_, Orxi}o2, es una sucesién de Cauchy que por lo tanto converge.

<€ <€
7 7 2

= < + <5+€—5
N - 2 2 7

(iv) = (i7). Supongamos que se satisface (iv) pero no se cumple (i7). Sea {0,}>2, co-

mo en la Ecuacién (3.35)). Sea

0, — 1, si ¢ € 0, para alguna n
e -1, en otro caso

Como Y % x; y Y ooy bix; convergen, entonces

=1 =1

’iGUnO'n
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deberia converger, pero esto contradice la Ecuacion (3.35)). Por lo tanto lo supuesto es falso
y se cumple lo que queriamos probar.

(1) = (i). Sean m : N — N una permutacién de los naturales y ¢ > 0. Sea N tal

que si o es un subconjunto finito de N y mino > N, se tiene que || Y, =] < €.
Sea M = méax{i € N: n(i) < N}. Entonces si m >n > M,

Z L)
i=n

. . oo .,
lo cual significa que {Z?:l T (i) }nfl es una sucesion de Cauchy y consecuentemente converge.
|

i€0

<,

Corolario 3.3.3. Si Y > x, es una serie incondicionalmente convergente en un espacio
de Banach X, entonces existe x € X tal que para toda permutacion m de N,

Z xﬂ(n) = T.
n=1

Demostracién:
Sean 7 una permutacién de los naturales y € > 0. Sea N tal que se satisfaga (i7) de la
Proposicién [3.3.2]y sea M = méx{i € N: 7(i) < N}, entonces si n > M tenemos que

n

Z(% - wa(i))

i=1

n

i=N+1 i<M
w(i)>N

Y esto prueba lo que queriamos demostrar. [ |

Definicién 3.3.4. Una base {x,}5°, en un espacio de Banach X se llama base incon-
dicional, si para toda x € X su expansion Y. - a,x, en términos de la base, converge
incondicionalmente.

De la Proposicién 3.3.2] se deducen las siguientes definiciones equivalentes de base incon-
dicional.

Teorema 3.3.5. Sea {z,}°°, una sucesion bdsica en un espacio de Banach. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes,

(1) {x,}52, es una sucesion basica incondicional.

(ii) Para todo subconjunto o de N la convergencia de Y~ | a,x, implica la convergencia de

> ico @i

(iii) Si Y | anx, converge, entonces y ., 6nan,x, converge para toda sucesion {0,}°% ,
donde 0, = +1 paran=1,2,....
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o0

1 AnTy tmplica la convergencia de

() Si |b,| < |a,| para toda n, la convergencia de )
Yo bpy,.

Demostracién:
Primero demostremos (i) = (¢ii). Supongamos que {x,}>2; es una sucesién bésica incon-
dicional, entonces por definicién, para toda x € X su expansién >~ a,z, en términos de
la base, converge incondicionalmente. Luego, por literal (iv) de la Proposiciéon tene-
. o0 . .z 00
mos que, la serie > >, 6,a,x, converge para cualquier sucesién {6,}°, con ¢, = £1 para
n=12....

(1) = (7). Supongamos que la serie >~ | 0,a,x, converge para cualquier sucesién {6, }>°
con 6, = £1 paran = 1,2,.... Tenemos por el literal (i) de la Proposicién [3.3.2] tenemos
que la serie > 7 | a,x, es incondicionalmente convergente, lo cual implica por definicién que
{z,}°°, es una sucesién bésica incondicional.

(1) = (14). Supongamos que para todo subconjunto o de N la convergencia de >~ | a,z,
implica la convergencia de ), a;;, entonces se cumple el literal (i) de la Proposicién ,
el cual al mismo tiempo implica que la serie > > | 6,a,x, converge para cualquier sucesién
{60,352, con 0,, = +1 paran=1,2,...,

(1) = (7). Supongamos que {x,}2°, es una sucesién bésica incondicional, entonces por
definicién, para toda € X su expansién » - a,z, en términos de la base, converge in-
condicionalmente. Luego, por literal (iz) y (4i7) de la Proposicién [3.3.2) tenemos que, para
todo subconjunto o de N la serie ) .. a;x; converge.

(iv) = (i7i). Supongamos que se cumple (iv). Sean {a,}2°, v {0,a,}22, con 0, = £1
paran =1,2,... tal que la serie >~ | a,z, converge. Luego, por propiedad del médulo en
los reales tenemos que |6,a,| < |a,|, para toda n, entonces dado que > 7 a,z, converge,
esto implica que la serie Zle 0,,a,x, también converge.

(1) = (iv). Sea m una permutacién de Ny Y °°  a,z, € X, también Y | Gr(m)Trm) € X,
de manera de que si f* € X*, se satisface tanto | Y ", a,f*(2,)| < 0o como el hecho que
| > Ann) [ (Zr(m))| < 00, asi, por definicién la serie Y~ | a, f*(z,) C K es incondicional-
mente convergente, y como en R y en C la convergencia incondicional de series es equivalente
a la convergencia absoluta, tenemos que

A= Z lan f*(xn)| < o0.

n=1

Sea ahora {b,}>°; tal que |b,| < |a,|. Entonces para todo subconjunto finito o de N,

I (Z bn$n> = Z f* (bnzn)

neo

= |f" <Z bnm”) < Z |an| [f* (z0)] = A,

<D 1baf (@)l =D 1bal 1 (20)]

neo neo

neo
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lo cual, por el principio de acotamiento uniforme aplicado a la familia

g = {j (Z bn$n> :bn] < |an| paran € Ny o es ﬁnito} ,

neo

donde j es la inyeccién canénica de span{x,}2, en <5pan{xn}jl’°:1) y lo cual implica que

sup {

Si para >~ a,z, € X definimos,

Z bnTs,

neo

bn| < |an| paran € Ny o es ﬁnito} < 00. (3.36)

Zanxn = sup { anxn :|bn] < |an| paran € Ny o es ﬁnito} (3.37)
n=1 1 neo
Podemos ver que (span{xn}gozl, [ - H\) es un espacio normado completo, dado que si nos

damos una sucesién de Cauchy en span{z,}5°, esta sucesiéon converge, ya que se cumple
span{x,}>2, C X y por ser span{z,}>2, cerrado, tenemos que la sucesién converge en el
subespacio span{x,}5>,. Y ademds || > 7 anzy| < ||| o0, anyl/li. Ahora consideremos
el siguiente operador, T : (span{z,}°2, ||l - ||l1) — (span{z,}5°,| - ||) el cual estd dado

por
% oo
T E ATy = E ApUnp,
n=1 n=1

dado que T es el operador identidad, se tiene que T es biyectivo y continuo y, aplicando el
teorema de la funcion inversa, resulta que existe C' € R tal que para cada x € X,

2]l < Hlzllly < Clll]. (3.38)

Por lo anterior, si € < 0, existe N € N tal que sin >m > N,
m n
pOUES Y ) gt
r=1 r=m

Es decir {7, b,mr}zlzl es una sucesién de Cauchy en X y por ende convergente. Asi, queda
demostrado el teorema. [ |

<

<eE.
1

Corolario 3.3.6. Sean X un espacio de Banach con base incondicional {x,}?, y o un sub-
conguto finito de los naturales. Dada x = Zf;l anxy, definimos Pyx = _ a,x,. Entonces
P, es una proyeccion y

neo

sup{|| P, || : ¢ C N,o finito} < oo.
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Demostracién:
Primeramente tenemos que,

P,oP.x=P, Z anTy | = Z anT, = P,x,

neo neo

por lo que P, es una proyeccion. Ahora como {z,}5°, es una base incondicional tenemos
por la Ecuacién (3.36) en el Teorema que,

sup{||P5| : ¢ C N, o finito} < co.

Asi, queda demostrado el corolario. [ |

Corolario 3.3.7. Sean X un espacio de Banach con base incondicional {x,}° . Si para
cada sucesion 0 = {0,}22,, donde para n = 1,2,... 0, = £1, definimos My : X — X

mediante
00 )
MH E ApTp = § gnanxn7
n=1 n=1

entonces mg es un operador acotado y supy ||My|| < oo. Al nimero K = supy || Mal|| se le
llama la constante de incondicionalidad de {x,}°,. Ademds si definimos en X,

[o¢] o
g AnTp||| = sup E 00,2, ,
— 0 —
n=1 0 n=1

Il - [llo es una norma equivalente a la norma || - || en X tal que,
oo oo oo
Z ATyl < Z antnll| <K Z ATl - (3.39)
n=1 n=1 0 n=1
Demostracién:

Como {z,}2° , es una base incondicional, por las Ecuaciones ({3.36) y (3.37)), también aplican-
do el teorema de la funcién inversa como en la demostracion de la Ecuacién (3.38) tenemos

que,
[o¢] o0
E AnTpl||| = sup E O,a,2,| ,
— 0 _
n=1 n=1

0
y también

[ee] [ee] [ee]
E ATy || < § anTy|l| <K § AnTpl|,
n=1 n=1 0 n=1

esto demuestra que las normas son equivalente y consecuentemente queda demostrado el
corolario. ]

En el siguiente lema demostraremos que una base seminormalizada {x,}5%, es equivalente

oo
a la base normalizada {—”} , utilizando el hecho de que la base es incondicional.

lznll ]z
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Lema 3.3.8. Si {z,}>°, es una base incondicional seminormalizada en un espacio de

o0
T, :
Banach X, entonces —} es una base equivalente a {,}5° ;.

[

Demostracion:
Sid > a,r, € X, entonces

Tn
Z ny = Z an||xn||m.
n

n=1

Supongamos que sineN, 57 < |lzall < My que >07, ayx, € X. Entonces > | Ma,z, €

X, y como < Ma,|y {x,}2, es incondicional,

I n“
e T
Zan—n e X
= |z

Por otro lado, si Y~ | a, ”x ” € X, entonces y Man € X y como |ay,||z,||| < Ma,|
n

| n“

0 .
y es incondicional,
1

]|
00 0
Zanxn = Z allz,|| “InH
n=1 n=1
T, |7 . ..
De esta manera {m} es una base incondicional. |

Ejemplo 3.3.9. Los ejemplos mds sencillos de bases incondicionales son las bases candnicas
{e;}32, de los espacios P, 1 < p < oo y de ¢y. Sin embargo la base de sumas parciales
{&)n2y en co donde &, = Y71, e, no es incondicional, pues por ejemplo || 321, &l = n y
1> (=1)%|| =1 de manera que para toda K € R, K >0, sin > K

n n n

K=K Z(—l)ig,» <n= Zfi < sup 291& :

i=1 =1

esto se da por la Ecuacion y del Corolario .

Teorema 3.3.10. Sea X un espacio de Banach con una base incondicional {x,}2 . En-
tonces tenemos que, {x,}°°; es una base reductora si y sdlo si X no tiene ningin subespacio
cerrado isomorfo a (*, es decir si y sélo si no existe ningin operador lineal acotado biyectivo
entre un subespacio cerrado de X y (.

Demostracién:
Sea ||| - |||1 la norma en X es la norma definida en la Ecuacién (3.37) del Teorema [3.3.5]
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N
Supongamos que /! es isomorfo a un subespacio cerrado F' de X, entonces por el Teorema
1.7.3, F* se puede identificar con X*/F*. Como F* no es separable, X* tampoco lo es y
por lo tanto los funcionales biortogonales {f}5° , asociadas a {x,}>%; no pueden ser base
de X*, es decir {z,}°°, no es base reductora.

13 g 7
Supongamos que {z,}>°; no es base reductora. Como {H

span{z;}32

existen ¢ > 0y f* € X*, que podemos suponer tiene norma 1, tal que,

‘ } es decreciente,
1)n

H‘ > e >0, (3.40)

span{xi};?ik

Ahora probaremos que existe una sucesién creciente {ng}32; y una sucesion {yx}32; con

’Vlk+1—1

ye € span{wi}Lr s |yl = 1y tal que f*(yx) es real y f*(yx) > § De la Ecuacién (3.40
se obtiene una sucesién {z}2, tal que,

o0

=3Pz, lzlli =1, 1£ ()] > . (3.41)

i=k

Ahora construiremos las sucesiones de la siguiente manera. Sea ny = 1; como la serie para
z1 es convergente, existe ny > n; tal que,

o (1) €
Al < =,
> alte|| <
=N 1
Luego, sea
7,91 Zn2 1 (1)
Y1 = " Zlnl( )Z )
Z.sz a;’x;
1
donde 6; es tal que f*(y;) > 0. Supongamos que ya constuimos 60y, 6, ..., 0 € [0,27), v,

Yk € X yng <ng < --- < mngyq tales que para 3 =1,...,k,

<§
1 %

29] Z nj41— 1@(”])
i) y; = 'HZ e - N , donde 6; es tal que f*(y;) > 0.

1

Como la serie para Zng4, €8 convergente, existe ngio > niy tal que,

o0

(nk+1) €
5 a, x 5

1=Ngy2 1
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Sea
eifk+1 an+2 1 nk+1)

1=N[+1 i :Cl
Yk+1 = "‘an+2 1 nk+1)x. )
=N a; t 1
donde 6.1 es tal que f*(yxr1) > 0. Como H’an H| =1, para todo j € N se tiene que,
njy1—1 o) o)
0< Z agnj)xi < |||2n; — Z al(-nj)xi < |HszH’1 — Z agnj)xi
=" 1 1=nji1 1 1=njy1 1
njt1—1
(n5)
=0< (| > "l <l ]|, =1
i=n; 1
Ya que y € span{a; }i 55 " Nlwsllly = 1, usando la Ecuacién (3.41)), (i) y (i) obtenemos,
1 oo
i) = - P al™a -
S| |\ it
1 ( S) oo
Z f* Z agnk)xi> f* Z a; nk)
S ™| e
1 £ €
> =1/ Gunll) ze -5 =5
S ™| 2 2
Luego, si {a;}"; C R, entonces
m m c m
Z|ai| > aili lyil|| = [ (Z|ai|yi> > §Z|ai|7
i=1 1 i=1 i=1

es decir que el subespacio span{y;}2, de X es isomorfo a /! mediante el isomorfismo T'(y;) =
e;, donde {e;}52, es la base candnica de ¢!, con esto queda demostrado el teorema. |

Teorema 3.3.11. Sea X un espacio de Banach con base incondicional {x,}>° | . Entonces
si X no contiene un subespacio cerrado isomorfo a ¢y, {x,}5°, es acotadamente completa.

Demostracién:
(L¢77
Nuevamente supongamos que X esta dotado con la norma ||| ... |||1. Supongamos que la base
{,}52, no es acotadamente completa. Entonces existe una sucesién {a;}°; C K tal que,

m
E Q;T;
i=1

sup

o0
pero » >, a;x; no converge.
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Igualemente sin perder generalidad, supongamos que |||, a;z;]||, < 1 para toda m. En-
tonces si A C N es un conjunto finito, por definicién de la norma ||| - ||| tenemos,

> am||| <1 (3.42)

€A 1

Como la serie Y | a,x, no converge, por lo que tampoco es Cauchy, entonces podemos
encontrar un € > 0 y dos sucesiones de naturales {n}2, y {m};2, tales que n, < my, <

N1 y

my
> ami|| > (3.43)

Sea yj. = D ;"% aik;, entonces de la Ecuacién (3.42)) obtenemos que si,
T
A:U{iEN: ng > 1> mg},
k=1
entonces

i?/k =D ami|| <1. (3.44)
k=1

1 €A 1

Si {bx};—; C K, usando nuevamente la definicién de ||| - |||1, por las Ecuaciones (3.43]), (3.44)),

se tiene que,

= [I1D_ Ibklys
k=1

.
e sup [l < sup el l1ellly = sup |bwyelll < > by
k=1

1 1

—>esup |bg| < sup || Zyk < sup |by|.
k k — Lk

Entonces si definimos 1" : span{yx}32; — ¢o mediante Ty, = ey, donde {ex}7>, es la base
canoénica de ¢y, T es un isomorfismo. Asi, queda terminada la prueba. [ |

Los dos teoremas anteriores tienen como consecuencia el siguiente resultado, debido tam-
bién a James, que caracteriza a los espacios reflexivos con base incondicional.

Teorema 3.3.12. Sea X un espacio de Banach con base incondicional {x,}2 . Entonces
X es reflexivo si y solo si no contiene ningiin subespacio cerrado isomorfo a £* ni a cy.

Demostracién:
Si X contuviese a ¢y 0 a £*, no podria ser reflexivo ya que ninguno de estos dos espacios lo es,
y como los subespacios cerrados de espacios reflexivos también son reflexivos por Corolario
1.8.2l Si X no contiene ni a ¢! ni a ¢, por los dos teoremas anteriores {x,}°°; resulta ser
tanto base reductora como acotadamente completa, y por el Teorema [3.2.8 X es reflexivo.
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3.4. EL ESPACIO J DE JAMES

En esta seccion hablaremos de un espacio que no es tan conocido como los espacios P y
C'[0, 1], el espacio J de James. Este espacio aparecié en un trabajo de Robert Clarke James
en 1950 como un contraejemplo a una pregunta de Stefan Banach. Desde ese entonces para
acd, el espacio ha probado ser una de las fuentes mas ricas de contraejemplos para varios
de los problemas que han ocupado a los expertos en espacios de Banach. Como varios de
estos temas son muy especializados, no podremos tratarlos aqui, pero si hablaremos de la
propiedad esencial de .J, veremos que es un espacio isométrico a su doble dual, que sin
embargo no es igual a su doble dual y que de hecho tiene codimensién 1 en él.

Definicién 3.4.1. El espacio J de James es el espacio de las sucesiones reales x = (ay, as, . . .)
tales que lim,, ., a, = 0 y tales que

n
“'THJ = sup <Z ‘ak%—l — Qhy,
" i=1

N

2) < 00, (3.45)

donde el supremo se toma sobre todos los posibles valores de n y sobre todas las posibilidades
de sucesiones finitas k1 < ko < ... < ko, de numeros naturales. Otra notacion para la norma
de J de James es la siguiente:

HiUHJ = sup

DN | —

n 2
(Z(amﬂ B api)g - (apn+1 - ap1)2> < 00,

i=1

donde el supremo se toma sobre todos los posibles valores de n y sobre todas las posibilidades
de sucesiones finitas py < ps < ... < ppy1 de numeros naturales.

Demostremos que la Ecuacién (3.45), define una norma. Sea x = {,}5°,. Primero de-
mostremos que ||z ; > 0. Sabemos que,

n 3
||I||J = sup (Z |§/€2i—1 - §k2i|2> < 00,
" i=1

2) > 0.

2 > 0, entonces

pero, ‘&62%1 - 5"321’

Z |§k‘2i—1 - 51621‘

i=1

D=

2> 0= sup (Z [€aims = o
" i=1

Por tanto, ||z|l; > 0.

Demostremos que, ||z||; =0, si y sélo si, z = 0.
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Supongamos que ||z||; = 0, por lo que

=

2) =0= Z |§k52i71 - gkm‘ 2
=1

=0= §k2i—l - 51621‘ =0= 61{521'71 = gkm‘?

||l = 0 = sup (Z [T
" i=1

2
=0= |§k32i71 - gkm‘

- |fk2i71 - §k2i

pero, lim,, ... &, = 0, entonces &, = 0, V n € N. Por tanto, x = 0.

(13 : 7
Supongamos que x = 0, asi para todo n € N se tiene que

2
=0= |£k2i—1 - gk’m‘

1
2 _ 0= sup (Z |€k‘2i71 - fkm
n i=1

r=0= fn =0= §k2i71 - gkm‘ =0= |§k2i—1 - 51621‘

= Z |€k2171 - gkm 2) =0= HZ'HJ =0.
i=1

Por tanto, ||z||; = 0. Ahora demostremos que, ||az|| = |a|||z], con a € K.

= Sup (Z |O./ gk’zz €k21)|2>

1
2 2

ey = sup (Z |y, a€k2i|2)

1
2
2

Por lo que |laz|; = |a|||z||;. Por dltimo, demostraremos que la Ecuacion (3.45)), define una
norma, probaremos que cumple la propiedad triangular. Sea y = {1,}°2,, probaremos que,
[z +ylls < llzlls + lyll-

) <|a\% (me — &

n
= HO‘:CHJ = sup (Z |O‘|2’£k2¢71 - £k2i
" i=1

= llazll; = lalll]l.

H33 + yHJ = sup Z ’(574?21'71 + 77/621‘71) - (51622 + 77/622')

)

Z ’51621'71 — ko T Mhzimr — s 2)

=1

= ||ZE + y”J = sup Z |§k2i—1 + Mkoi—1 — §k2i = My,
" i=1

[N

D=
~ —— ——

= ||z 4+ y||; = sup

[SIE

Z | §k21 gkm (nin—1 - T]in) ?

= ||z + y||; = sup
n

—— T —/
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aplicando la desigualdad de Minkowski, Ecuacién (1.1)), tenemos

|z +yll; <sup <Z| Erni 1 — ko) ) <Z| Mheai 1 = M) | )

) )

Como || - ||, cumple las cuatro propiedades de norma, concluimos que, || - ||; define una
norma.

[N
[NIES

N[

< sup <Z| Ehaims — Ehai)

= ||zl + [yl

+ Sup (Z ’ 777621 777621

Proposicion 3.4.2. El espacio J de James es completo.

Demostraciéon:
Sea {2, } C J una sucesién de Cauchy donde z, = (£, &{",...), asf dado 6 > 0, I N € Z*
tal que V. m,n > N,

|zm — alls = (6™, 65, = (&M, )l = l(E™ — &

= sup <Z| 51622 k27, ) (Skzl gkm)

reZt

& -l

) <s

) } < 0%
Luego, Vr e Z™,

Z‘ gkm 5[@21 (51@21 5 ’ < sup {(Z‘ gkm gkm (51(672? 51@1)

rezt

[N e

Luego,

|Zm — OCnHJ2 = sup { <Z| fkgl km ) (5/@1 ‘kaZ)

rezt

(3.46)

< 02

= Z ‘ 5k21 kzl (fkh 5}4:21) 2

2
— |6, — el — (&, —elh| <ot Vi=1...r
— |, — &) - €, — g <o, vmn>N.

Ahora bien, si fijamos un i tenemos que {{kQ . Séz)}mew es de Cauchy en R, luego

{f,% — §k2i }mez+ CONVErge a Ve, | — Vi S€& T = (71, Y2, - . .), Probaremos que = € J.
1
2
[z][; = sup <§ ’ Gty = G, — (&0, — & )’ )
rezt
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Como {f,(g:)_l — f,i:)}mew CONVETrge a Vi,, , — Vky;» CUando m — 0o, tenemos

1

2
_ lin _ (6 e
|z|l; = sup 1rn fkh 3 f}m ) mlmoo(fk‘li—l 51%)

reZt -
Por continuidad y propiedad de limite se tiene que,
1
2
o rezt

]|, = hm sup (Z‘ 51% 3 _£k4l ) — (§k4l 51@41 )‘ )

Aplicando la Ecuacién ([3.46)), tenemos

ol

2

el = Jim_ sup <Z e, - ) = (€, — &) )
X re

2)
Por tanto, x € J. Ahora demostraremos que, {z,} — =, es decir lim,, o ||z, — z||; = 0.
1
2) 2
1
2) 2
= nﬁnoo ||x7l - '17||J = sup (Z ’ hm 5]621 fl(c;)) - n@oo(,yk%—l - 7’621')

reZt
1
2
2

Asi, z,, — x, por Definicion J es completo. Y como es un espacio normado completo

por Definicién [1.1.38| es un espacio de Banach. [ |

N

rezt

; (n) (n)
= [lz]|; < mh_n}oo sup (Z‘ fk% - fkm — (&, — &)

,
< 1 . _
= ||z||; < mhinmr?ggz;é J < 0.
1=

N0 pez+

iz, — s = lim_ sup (Z\(&i’;j1—vk%_1>—<§,§’;3—m>
=1

n—00 pcz+

= ng}noo |zn — 2|, = Hm sup (Z ‘ gkm 51@21 = (Vhaimy = Vi)

1
2)2

— lim Hxn - :CHJ = Sup (Z} Vi 7k21 (7k2¢—1 - 7k2i)

n—0o0 rezt

— lim ||z, —z||; =0.
n——~oo

1o0,. }, es una base monoto-

o

Teorema 3.4.3. La sucesidn {e,};2, donde e, = {0,0,...
na y reductora en J.
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Demostracién:
Primero probemos que {e,}>°; es una base monétona. Segun la definicién de la norma de
J, tenemos que |le,|| = 1 para n = 1,2, ... y cualquier suma de las que se usan para poder
1
definir ||>°7" | a;e;]| también se usan para poder definir de |37 a;e;||, de donde
m+1

m
E ;€4 E ai€;
i=1 i=1

y por lo tanto {e,}2°, es una base monétona. Ahora probemos que {e,}°°, es reductora.
Supongamos ahora que {e, }°°, no es reductora. Entonces existe f* € X* tal que

i [ [l # O,
n—o0

donde || f*||,, es la norma de f*| es decir de f* restringida al subespacio span{e; } ;.

span{eTo,
Por lo tanto, existen ¢ > 0 y una sucesién {ng}2>, de naturales con n, < ngyi, para

k=1,2,... tales que || f*||n, > €. Esto implica la existencia de una sucesién {z;}32, C J
con ||zx]| = 1, y definida de la siguiente manera,
o0
“k = Z 9; (2x)ei,
=N

tal que f*(zx) > ¢, donde {g:}>°, es la sucesién de funcionales biortogonales asociadas a

. . - s o Yk
{ei}re,. Construiremos a partir de {z;}32, una sucesién {y;}3>,; de manera que >~ "
o~ Yk

converja en J pero f* “— ) no converja vy esto nos proporcionara la contradiccion que
k=1 ]{Z

buscamos. Sean m; = ny. Como Y = g*(z1)e; LA, existe n, > m; tal que

1n1

ny—1
I (Z 9*(Zl)€i> > e

donde |37 L gr(z)e| < L lmll = 1y £ () > e

> 9 (1)

mao—1 *
HZz =m gz 21 eZH

Simg=mn,yuy =

Supongamos que hemos construido m; < mg < +-+ < Mg41 Y Y1, - - -, Yx tales que {m; k+11 -
{ni}, y
mk+1—1
ve= > giwen lluel =1y f(w) > ¢
=my

Si my41 = nj, como y . n, 97 (Zj)€i = 2, existe nj > n; tal que,

ng-fl
Z gi(zj)e; | > e.

1=n;
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1
D 91 (Z)eq

1
|t gz e

Sean myio =N} Y Yrt1 = . Tenemos que

1
mk+2 1 *( )ei sznk%_i“ g:(zj)el

1=M}41 gz _
1
|t gz e

mk+2 1 *
i:mk+1 gZ ZJ e

||yk+1|| = l| H

k .
Con f*(yk+1) > €. Veremos que Y, , Ik converge en J. Al calcular una suma para aproximar

la norma de este elemento, cada término es de uno de los tres tipos siguientes:

1fa by
2\t k)’

donde a = g;(yx) y b = g;(yx) para alguna k, j y r, en cuyo caso este sumando es uno
[yl
S

1/a b \?
2\k k+m)/)’

donde a = g} (yx) para alguna k y j, y b= g; (Yk1rm) para alguna m y r. En este caso:

1. Puede ser de la forma

de los sumandos que aproxima

2. Puede ser del tipo

1/a b\’ < a? N b?
2\k k+m) — kK (k4+m)¥
y puede haber a lo més un término de este estilo para cada k.
3. El dltimo término puede ser de la forma:
1/a b\’ < a? N b?
2\k k-m/) — k2 (k—m)?

donde a = g;(yx) para alguna k y j y b = g;(yx—m) para alguna m > 0 y para alguna
T.
De esto se deduce que,

Y

Pero,
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de esta manera f* (Zzozl %) no converge. Con esto finalizamos la prueba de que {e,}>

es una base reductora, lo cual implica que {g}}2%, una base de J*. [

El siguiente teorema es el principal de esta seccién pues es el que nos da la propiedad de
que J es isométrico a su doble dual, mas no “igual” a su doble dual pues tiene codimensién
1 en J**. Veremos que para cada k, existe un espacio isométrico a su doble dual pero con
codimensién k en él; estos espacios se llaman cuasireflexivos de orden k. Aqui iinicamente
daremos la demostracion de que J es cuasirreflexivo de orden 1.

Teorema 3.4.4. FEl espacio J es isométrico a J** y es cuasireflexivo de orden 1, es decir el
espacio j(J) , donde j es la inyeccion candnica de J en J**, tiene codimension 1.

Demostracion:
Por el Teorema [3.4.3 tenemos que {e,}>°, es una base reductora y mondtona, y ademas
por el Teorema sabemos que J** es isométrico al espacio X de las sucesiones reales

x = (aq,aq,...) tales que,
m
E a;€;

|z]| = sup < 00,
™o li=1
mediante la identificacién T : J** — X dada por
TT = (U(g7), I'(g3), - - )- (3.47)
Veremos que, para toda r € X, existe lim a,. Si esto no es cierto, existen z € X, x =

n—aoo
(a1,az,...), e > 0y una subsucesion {a,, }32, de {a;}32; de tal modo que |am, ,, — am, | > ¢€
paran=1,2,.... Sea M = ||z|| y sea L € N tal que Le? > 2M?. Entonces

L
E a;€;
i=1

la cual es una contradiccién. Definamos S : X — J como sigue, si © = (a1, as,...) € X'y

2 L
2M2 > 2 > (amy s — m,)” > Le? > 2M?, (3.48)
n=1

A= lim a,, St =—Xe1+> - ,(a;—1 — A)e;. Probemos que S es inyectiva. Supongamos que
n——oo
x1 # To. Sean w1 = (ay, as,...)y To = (by,by,...),con A= lim a, y N = lim b,.
n—-o0 n——oo

X1 7é Tog —> —Aej — (—)\,61') 7é 0= —MAej — (—)\,61> + Zai_lﬁ' — Z b;_16; 7é 0
1=2 =2

- —)\61 — (—)\/€1> + iailei — i bi,lei — i )\ei + i )\'ei 7£ 0
=2 =2 =2 =2

— —)\61 — (—)\/61) + Z(ai,lei — )\61) — Z(bi,lei — )\/61') 7é 0
=2 1=2

— —>\61 + Z(ai_lei — )\61) — (—)\,61 + Z(bi_lei — Xei)> 7é 0
=2

=2

- —)\61 + Z(ai,lei — )\61) % —)\161 + Z(bi,lei — )\/61') - Sﬂfl 7£ SSCQ.

=2 1=2
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Por lo que S es inyectiva. Ahora, demostremos que S es una isometria. Sea = = (ay, as, . . .)

y A= lim a,, entonces St = (—\,a; — A\,az — A,...) con lim a, — A\ = 0, entonces
n—:oo n—:oo

1
1 (< :
Sz =sup | 5 <;(ai+1 ~ A= a; + A+ (i1 — A —ay + )\)2>>
AN 2 2 ’
= [|Sz] =sup B (@41 — ai)” + (amyr — a1)
i=1
= ||Sz| =su L zm:(w —a;)* + (apmy1 — a1)? ’
p 9 i+1 % m+1 1

1

<.
Il

1
- 2 2

g Qi€

=1

— ||Sg(;|| =sup ; por la Ecuacion 348

1(
2

E a;€;

=1

1
2\ 2 m

g a;€;

=1

= ||Sz|| =sup = sup = [l[[-

Por tanto, S es una isometria. Ahora, probemos que es sobreyectiva. Sea y € J.
yeJ=y=(j1,J2,...); con lim j, =0.
n—oo

Luego, sin pérdida de generalidad hagamos

Entonces

Ji=—A
Jo=a1+j1=a — A
Js=az+j1=a— A

Ji= i1+ J1=a;— A
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De ahi tenemos que y = (ji1, j2,.-.) = (=A,a1—A,as—A,...,a;—A,...). Ahora consideremos
la sucesién x = (aq, as,...). Observemos que lim j, = 0, entonces
n—oo

lim (a, —A) = lim a, — A =0,

n——oo n—aoQ

de esto tenemos que lim a, = A y ademds como {e, }2°, es base, podemos reescribir y de
n—-oo

la siguiente manera,

y= Zjiei = jien + Zjiei = —Xer + Z(ai — Ne; = St.
i=1 i=2 =2

Por tanto, S es sobreyectiva. Consecuentemente, la siguiente composicion
oSt J — J, (3.49)

es un isomorfismo isométrico. Procedemos ahora a la prueba de que j(J) tiene codimensién
Len J*. Siz = > 7 ane, pertenece a J y si definimos U : J — X mediante, Uz =
(a1,as,...), U estd bien definida dado que sup ||, aze;]| < ||z]| < co. Ademds T~ = J-
En efecto, si ** = T~ (a1, as,...), entonces para cada n € N, I'(¢g*) = a,,. Como {e,}>2,
es una base reductora, {g:}>°, es base J* y si tenemos que f* = > b,g; € J* con

bn = f*(en) ¥

(TﬁlUx) (f*) = F(f*) =T (Z bng;) = Z an(gZ) = anan = f*(x) = j(l‘)(f*)

Como z = (aj,as,...) € X, nﬁnoo a, = 0y ademas ||z|| = sup,, ||> i, a:e;|| < oo, entonces

por Definicién T =) ame, pertenece a J, es decir z = Uz.
Sea ' € X** con lim I'(¢*) = A. Podemos escribir
n—oo

=T -X)+ X

donde ¢ es el funcional dado por £(g*) = 1 paran = 1,2, ... Por lo anterior, T'(I' — X\{) =
para alguna x € J y por tanto

X = j(x).
Por otra parte, si
0 =0+ puE,
donde ¢ = j(z) v © = 2%, anen € J, entonces
0=5T0+ pSTE = pS(T€) + S (T'e)) = S (§(91),€(92), - - ) + S (elgr), e(g2), - --)

= 0=pS(1,1,...)+ S(as,as,...) = +Zan 1€n,

n=
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de aqui se deduce que = a,, =0 paran =1,2,... De todo esto concluimos que

J* = () €D span(©),
donde span(§) es el espacio generado por el funcional &. |

Los resultados anteriores nos ayudan a probar que la base candnica en J no es incondi-
cional.

Lema 3.4.5. J no contiene ni a ¢y ni a (' y por esto la base {€,}> | no es incondicional.
Es mas, J no tiene ninguna base incondicional.

Demostracion:
Como J es isomorfo a J** y ademas, tanto J como J* tienen base de Schauder, esto implica
que los tres espacios son separables. Pero ni ¢** ni (¢})** son separables por lo tanto, ¢y y
(¢) no pueden ser subespacios de J. Como J no es reflexivo y no contiene ni a ¢, ni a (£),
por el Teorema [3.3.12] concluimos que ni {e,}52; ni ninguna otra base de J pueden ser
incondicionales. [
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