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P ROL OGO

Mi deseo al comenzar este trabajo fue el de dar a conocer una de
las miiltiples aplicaciones de las matrices.

Mi trabajo en el Departamento de Matemdticas me hizo ver que en
la Facultad de Ingenieria hasta el afio de 1964 no se ensefaban
las matrices; cuando el Ing. Rodolfo Morales funda el Departamen
to de Matemdticas €l inicia una revolucién y entre sus consecuen
cias fue el de mostrar a los alumos, incipientes conocimientos
de matrices a través de los profesores del Departamento, personal
al cual tengo el honor de pertenecer. Es por eso cue me decidi

a escribir sobre un tema tan apasionante, tratando de mostrar Ilo
mis sencillo para lograr despertar interés en la profesidn por es
te topico.

Como se menciona al final, los avances de la técnica moderna, ata
fien a todas las profesiones, Ingenieria no puede quedarse atris.
Las computadoras electrfnicas son un arma comin para el Ingeniero
y para poder mansjarlas es necesario tener conocimientos de lo --

que son las matrices

Como puede verse, esta obra no es un tratado profundo de las ma-
trices, mis bien es una introduccién al conocimiento y aplicacidn
de ellas, en si wi intencidn ha side'penularizar'el conocimiento

de las matrices.



CAPITULO I

ALGEBRA ELEMENTAL DE MATRICES

1 - Introduccién:

En esta seccidn hablaremos de las operaciones del Algebra matricial y no-
tacidén. Trataremos de dar estos en forma sencilla, aungue el lector debe-
ria de refrescar sus corocimientos en lo que respecta a las sumatorias vy

términos generales de sucesiones.

2 - Definicién de Matriz:

Un arreglo en filas y columas de nimeros reales o campleijos, es lo que

llamamos matriz. Un arreglo de estas seria el siguiente:

Bya A - ee a,
a,_,l 322 ..... a2n
an1 %mo qmn

Este es un arreglo con ™m" filas y "n" columnas. Cualquier cantidad en
la matriz se llama elemento y puede ser funcién Real o Compleja de cier-
tas variables. Encerraremos los elementos que forman la matriz entre cor
chetes, otros usan doble 1linea vertical ||, o paréntesis ( ). Vemos que
hay dos nimeros subindices con cada elemento, el primero nos representa-
ra la fila que €l ocupa y el segundo, la columna; asi, el elemento -
a37 ocupa la fila 3 y la columna 7; y, en general el elemento aij ocupa
la fila 1 y la columna j . Este elemento a;5 nos representa cualquier e
lemento de la matriz, por lo tanto es el término general de la matriz.

Escribiremos entonces en forma sintetizada a la matriz A en la forma si



guiente: A = [aijT mn, en lugar de la escritura inicial. La matriz men-

cionada al principio, tenia m columnas y n filaes, se llamard matriz de

orden (m,n) éd matriz m x n. Si m = n la matriz se llama matriz cuadrada

de orden m & n.
Si en una matriz las filas las pasamos a colurmas y las columnas a filas,

la matriz asi obtenida se llama matriz transpuesta, de la matriz original.

Es decir si A = | a3 | mn, transponiendo, las filas pasan a columnas y

viceversa. Se escribe asi At & A' entonces:

A' = |'5Lji' mn

3 - Principales Tipos de Matrices

a) Matriz Vector Columna: I's una matriz con una sola columna, su orden

es (m, 1). Ejemplo:

9= b ] = Pig]
bml
é
B=[b, by +evne b,, | para ahorrar

espacio.

b) Matriz Vector fila. Es una matriz con una sola fila, su &rden es (1,n)

c=| c. | =

110 %122 %13 %! T I-CljJ in



c) Matriz Diagonal: En ella los elementos de la diagonal principal, que

es la que corre de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo, son los uni

cos diferentes de cerc. Es decir aij =0siit#ij.
Fie. [3 0 O
0 1 0
0 0 4.

d) Matriz Unitaria: Es una matriz diagonal, con la caracteristica que los

elementos de la diagonal principal son iguales a la unidad, es decir:

a:- =0sii#j;peroa;: =1siiz=j.

13 1]

Matriz Unitaria de tercer érden

OO -
OO
_ 0 0O

e) Matriz Cero: Es una matriz rectangular (m,n) en la cual todos los elemen

tos son iguales a cero.

0 0 0 0
0= |0 0 0 0| Matriz cero, érden(3,4)
00 0 0

4 - Operaciones con Matrices:

a) Igualdad de matrices:

Este concepto es sencillo, pero de mucha importancia en Algebra matricial.
Dos matrices Laij |mn v Lbij:]mn, son iguales si y solo si a4 = bij para
todos los valores i v 7. En otra forma: Dos matrices son iguales si y so-

lo sf, ellas tienen el mismo Orden y sus correspondientes elementos son i-

guales.
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b) Suma: La suma de matrices solo estid definida para matrices del mismo
orden. Si [aijj y [bii] son matrices del mismo &rden, entonces la suma
[aijj + [bij]es una matriz Leij] cuyo elemento tipico es[cij]=Eaij+bij]
es decir:

R iaij] mn + lbijJ m = [CijJ mn :laij+bij]mn

Dos matrices del mismo orden se llaman conformes para la suma.

La suma de matrices es una operacidén asociativa y conmutativa:

Asociativa : (A+B) +C=A+ (B +C)

Conmutativa: A+EBE = B+ A

c) Resta
Si A yv B son matrices del mismo érden, entonces la resta A-B se define -

como otra matriz D del mismo &rden que A y B dada por:

D= A-B
ldij ] = 'aljJ ™ Lbij]
[dij1 = [aij = bij]



d) Multiplicacién de Matrices

1) Multiplicacién de una matriz por un escalar:
Por definicién la multiplicacién de una matriz A = [aij} por un escalar k
se efectda multiplicando todos los elementos de A por el nimero k y se ob-

tiene una matriz cuyos elementos son

B=KA
[bijj = fkaijw

2) Multiplicacién de una matriz por otra matriz.

La definicidn de la operacidn de que vamos a hablar se ha hecho a fin de

facilitar las operaciones que involucran transformaciones lineales.

La multiplicacidén de dos matrices estd definida solamente cuando el nimero
de columnas de la primer matriz es igual al nimero de filas de la segunda

matriz. Si A = Laij] m y B = [biﬂ pg son dos matrices, el producto AB
no estd definido a menos que n = p, si esto sucede las matrices se llaman

conformes para la multiplicacién. Sélo las matrices conformes sa pueden

multiplicar.

Definicién de Multiplicacién.

Pasemos a dar una definicidn de producto matricial auxiliador de un ejem-

plo A.B = C:



ay; 21 A3 big b1y
dpy dpp-Aag Dyy by
d3; 432 432 by b3,

Estas dos matrices son conformes.

Consideremos que la primer matriz estd formada por vectores filas y que la
sepgunda estd formada por vectores columnas.

Tomemos el primer vector fila de A y efectuemos €l producto escalar (re-
cordemos los vectores) de este vector fila por todos los vectores colum-
nas de la segunda matriz, estos productos nos daran nimeros como nosotros
sabemos ya, siendo cada uno de estos ndmeros el resultado de la suma de -
productos entre los componentes de cada vector. Ahora bien, el primer va
lor obtenido, es decir, el producto escalar del primer vector fila por el
primer vector columna, nos dard el elemento situado en la primera fila vy
primera columna de la matriz C o sea C1qs €l recultado del primer vector
fila por el sepundo vector columna nos dard el elemento situado en la pri
mera fila y segunda columna o sea C12= Para obtener el 021 tomamos el se
gundo vector fila y lo multiplicamos escalarmente por el primer vector co
lumna, etc.

Podemos congiderar entonces que la multiplicacién de matrices es una se--
rie de productos escalares, entre los vectores filas de la primer matriz
v los vectores columnas de la segunda matriz.

Realizando la operacién A.B:

[ 817 212 @13 ‘by; bi2 1
doy 839 53 bp; "ba2
a3y Q32 933 | | ba1 baz |



[(a. b +a b +a b )(@a b +a E
11 11 12 21 13 31 111

b
(@a b +a b *+a b )(a b +a b +a b
21 11 22 21 23 31 21
b

(@a b +a b +a b )(a b +a
31 11 32 21 33 31 31

ler Vector fila: a a a
11 12 13

ler Vector Col : b b b
11 21 3l

3
Producto Escalar: al1 b +a b +a b =t IR bkj

11 32 2 13 31 kai
Vemos aqui lo mencionado en el pirrafo anterior. Como cada elemento es una
suma lo podemos representar simbélicamente. En gemeral el elemento situado
en la fila i fila y j columa 6 sea Cj;

J
fila situado en la i fila por el vector columna situado en la j columna:

serd el producto escalar del vector

ifila: a a a 3

i 32 13 C:wa b .*a b +a b .= ¥ ajx b
j Col b b b J i1 1j i2 2j i3 3j k=1

1j 2j 3j .

kj

Ya con lo dicho pasamos a dar la definicién de producto de dos matrices:

El producto de dos matrices A y B, dénde A = [aij]mp yB = [bij]pn es una

matriz C = [Fijjnn tal que:

€3] = [3jlm - [Pijlpn
P

donde: C = I

~ 35 B
ij p=p 1b

hj

PR - - P -
Es decir: Laijlmp . Lbijjpm = !hi1 a bthnn



La matriz C es de orden (m,n), y A era de orden (m,p) y B de orden (p,n);

esto lo podemos expresar simbdlicamerte:

(m,p)(p,n = (m,n
2 5-2 [1 3 |(2+10+0)(u4+5 -8)] i2 1
6 1 5 2 1] =|(6 % 2+ 0)(12+ 1420} = | 8 33
2 1 1] [0 &4 (2+ 2+ 0)C 4+ 1 +4) U 9
Propiedades:

La multiplicacién de matrices ro es cormutativa, salvo alguros casos, que

son la excepcidn, es decir:

AB £ BA

Podemos comprobar esto por un anmilisis directo, vierdo la conformidad de
la multiplicacidon en ambos sertidos. Exepto que las matrices sean cua-

dradas, ellas ro pueden multiplicarse en ambos sentidos, es decir en pge-

reral.. AB # BA

La matriz urnitaria I, forma un producto cormutativo con cualquier matriz

cuadrada del mismo orden. TI.A = A.T
Puede comprobarse que: AL = TA = A

Producto Cortiruado:

Las leyes del algebra ordiraria se satisfacen en el algebra matricial, ex

gepto la ley Commutativa . Ley Asociativa:

(AB) C=A(BC) =D
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[dijlmrf [aijjwm-[bi-ipq'LCijlqn
a P
iz =L ) a

3 b s
15 hog ke ik K M
En todas las matrices debe existir conformidad para la multiplicacidén en

cademm .

5 - Potercia de ura matriz

Si um matriz A es multiplicada por si misma P veces, el resultado serd A

A = AA ... ..., A p veces

6 - Divisidn Matricial - Matriz imversa

Cuardo nosotros trabajamos con cartidades algebraicas y teremos que a .x=1

decimos que x es €l irverso de a y esto lo escribimos asi:

]

Q|
!
=

Hemos merciorado la matriz uritaria, ésta hace las veces del 1 en el &lge-

bra ordimaria, es decir que:

IA = AT =

I

La semejanza con el Algebra es:
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a) La matriz irwversa

Dada uma matriz A cuadrmada v ura matriz unitaria I del mismo orden, en -

tornces puede ercontrarse uma matriz X tal que:

AX = 1

Decimos que X es la matriz irversa de A y se escribe asi:

Antes de dar uma forma gereral para hallar la matriz irversa de ordenN,

vamos a estudiar el caso de uma matriz de 2°ordeny calcular su matriz -

imversa:
' A = :
Sea [al]'l 5 5
a a 1 0
es decir A =| 11 12l e T =
a a 0 1
21 22
vamos a buscar uma matriz X tal que:
AX =1
X X
dorde X =] 1z
5 X

21 22

Los elemertos aij son elemerntos conocidos y las Xij son los elemertos -

buscados .
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a x +a2 w J)(a x +a x
Efectuardo: 11 11 12 21 11 12 12 22

AX (

) 1 0
a x _ +a =% )z x +a x )
21 11 22 21 21 12 22 22 - =

Aqui teremos dos matrices relaciomdas por el sigro igual, para que esto -

se sosterga, los elemertos correspordiertes deben ser iguales:

+

i
(&

2 = +
¥ T 210%0 Sa¥re T Qyo¥an

i
[EEN

a, X +
dy1%¥11 T 2% B1¥12 T 80%p)

Dos sistemas de ecuaciores irdeperdientes, cada um con dos ircdgnitas, re

solvierdo estos sistemas de ecuaciores llegamos a lo siguierte:

a X a
2
11 11 T2 2] 22 a“

X =
a a =-a a 22 a a -a a
11 22 21 12 11 22 21 12

11

+
4]
"
1t
o]

Observardo vemos quc todos los deromiradores son iguales llamémosle a este

deromirmdor comin; D

= -3
b4 = ﬁ b4 = 4
11 D yil D
_ 49 _f4q
X2 * 7D %22 7D
all ai 5 -1 :122 ~ ~a1 2 a22 —alz
D D 1
Entomres; = =D
- a
bal - a
rL21 322 5 % 7 11
a9y a9
f‘._i = %
a9 s Bl




w32 -

Ya teremos ura regla gereral para hallar la matriz imversa de 2. orden
Para que la matriz irversa esté definida, cste valor de D debe ser uma -
cartidad distinta de cero. Para hallarlo se efectian los productos cruza
dos de los elemertos dc la matriz A, el producto positivo es el de los
elemerntos de la diagoral prircipal. Si observamos como han quedado los
elemertos de la matriz imwersa, se puede ver que los elementos de la dia
goral securdaria s6lo han cambiado de sigm y que el resto de los elemen
tos han alterado su posicién de tal marera cual si hubieran girado alrede
dor de la diagoral securdaria.

Si tuviésemos ura matriz de tercer orden terdremos ura matriz X con rueve

ircégritas, las que podemos resolverlas; pero este es un trabajo tedioso.

7 - Determirantes

Para definir completamerte el corcepto, recesitamos recordar lo que es De
termirante, daremos ura pasada a vuelo de pajaro para recordar someramen

te sus propiedades mds importartes:

a) Definicién y rotacidn: El determirarte es un nimero asociado a cada ma

triz cuadrada, v escribimos determirmarte de la matriz A, encerrardo a la

matriz A entre barras verticales: det A = |A| 6



b) Evaluacién de Determirantes:

Hay varios métodos: por cofactores, por reduccién a cero, por cordersacidn,
etc. El que recordaremos es el método por cofactores

El cofactor de un elemerto es un meror con Sigro.

Meror de un elemerto, es el determirarnte que queda al quitar la fila y la

colunma del elemento corsiderado, el cofactor de un elemerto dijimos que
. . - o -~ - - I
es un meror con sigro, este signo sera + O -, segin si la suma de los subin

dices del elemerto sean par o impar.

Ej- 1 4% 5
A= [3 2 6 _
El cofacteor del elemerto situado
b en 2a. fila y 3a. colunm. lo es
1 4 cribimos asi A23 "leva sigro me-
h237 ) \7 8 ros, porque 2 + 3 es impar.
Anop sigro mis porque 22 = par.
1 5
P27 T g g

La exparsién de un determimante de 3er. orden, se efectuard tomando los ele
mertos de ura fila (o columm) multiplicdrdolas respectivamernte por sus co-

rrespordientes cofactores y luego sumar estos productos .

41 A9 3

Al = lay; a,, ag
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Por cofactores de la primer fila:

Al =a A +a A +a A =
T1 3l 12 12 12 13
a 1 a a a a
. 22 23| 21 23] . 21 22
1 a a | 12|a a 13(a a
32 33| 351 33 a1 32
Por cofactores de la Za. columa:
JA]| = a A +a A +a A
12 12 52 23 32 32
a a a a . a a
Al =-a 2. 29Y o & ¥ | S 21 22
124 a 2214 a 3214 a
31 33 31 33 31 32

Se puede comprobar que si tomamos elementos de una fila y los multipli-
camos por los cofactores de otra fila, y luego estos productos los suma
mos, el resultado es igual a cero, diremos al recordar esta propiedad:

Desarrollo por cofactores ajenos es igual a cero

Con lo poco que hemos dicho de determinantes, pasaremos a seguir estu--

diando la matriz inversa.

8 - Matriz Singular y no Singular

Una matriz cuadrada se llama sinpular si su determinante es igual a ce-
ro. S1 no es icual a cero, entonces se llama matriz no singular. En

el primer caso la matriz no tiene inversa: en el sepundo caso si tiene.
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9 - Matriz Adjunta

Sea A una matriz dec orde = & = g o
a riz dc crden n x n: A [<1JJ o
Formemos otra matriz n partir de ésta, cuyos clementos sean leos cofactores

de A, asi:

transpongamos los elementos de esta matriz, es decir pasemos las filas a

columas y viceversa, la matriz obtenida se llama Adjunta de A:

M1 B A
A A ... A ]

Adj. A= |12 22 n2| - adj. A= [A ]
................ 11 mn
A Ao Am_

Efectuemos la operacidn: A. adj. A:

El resultado al que llegaremos serd el siguiente:
Al 0 0 ..... 0]
0 |A]l 0 .....0

A.adi.A = |0 0 |A]..... 0
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En los elementos donde i # j, ¢l valer es cero: porque tuvimos desarrollo
por cofactores ajenos y cn los elementos de la diagonal (i = j), el resul
tado fue |A| por tener desarrollo vor cofactores propios. Podemos com--

probarlo, efectuando la multiplicacién.

Continuemos :
[A] 0 .....0 1 0 0.,
0 |A|..... 0 0 1. ....
A. adj A = = |A| = |A] LT
0 |A| 0 0 ; 1
A. adj A= |a] . I
A ach \.= I

llamemos a ggi—é-= B, tendremos 4.8 = I, esta es una ecuacidn semejante
a: a.x = 1, puesto que la matriz I tiene un oficio semejante al namero 1,
entonces B se llamard maetriz inversa de A y podremos escribir: B = A1
es decir:
A*1 = égi—£'= - . adji A ¢ |A] £ 0
|l ya

Esta es la expresidn que nos permite calcular la matriz inversa de una

matriz cuadrada de orden n.
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10 - Soluciones de Ecuacioncs Lineales por el uso de la Matriz inversa,

Regla de Cramer.

Analizemos dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas.

Utilizando la multiplicacidn de matrices, el sistema anterior lo podemos -

representar asi:

(217 242] ] _ by
31 3| %2 b,

Efectuemos la multiplicacién y llegarcmos al mismo resultade que las igual

dades antes pronucstas:

A la primer matriz sc le 1llama matriz coeficiente

Si ahora se nos presenta ¢l caso de n ecuaciones con n incognitas:

a11x1 + a12x2 + Lt a1nxn = b1
g%y + Xy * wn it 85 X, S by
BniX1 T Xy T e ¥ Am*n T bn

Lo podemos escribir asi:



r o “ M M. )
&1 12 ° Un X4 h1
21 2y N b B LY
| E o}
i ! =
) 1
a o a ix‘ b
nl nz2 mn | n n
L L

La primer matriz serid llamada /, a la 2a. matriz le diremos X 6 matriz in
cognita y a la 3er. matriz, le llamaremos B, con esto la igualdad queda-

ra asi:

ahora bien; nuesto interés es conocer los valores de las X; €s decir los
elementos de la matriz X, si logrdramos quitar la matriz A del lado de A

ya estaria resuelto el problema, porque estaria despejada X.

Si recordamos el uso y propiedades de la matriz inversa y de la matriz uni
taria, podemos rcalizar lo deseado, sabemos que si E es una matriz cuadra-
da no singular: EE =1 y que I.E = E.T = F, donde F71 es la matriz in--
versa de E e I ¢s la matriz unitaria o matriz identidad,

Pasemos a la igualdad de nucstro problema:
X = B

Si premultiplicamos ambos lados de la igualdad por A7 1a igualdad se sos

tiene:
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Alaxy = A
pero A"j(A.X) = (A‘]A)X
recordando a~la =
entonces (A-1.A) X = IX
pero IX = X
por lo tanto ﬂ_1(ﬁ.x) = Ah1.B
) -1 1
es igual a: X=A .B= I;T‘adj A.B
Efectuemos la operacidn: adj A.B
_[1 A21 An‘l b-‘ (b1A11 + hzrj\z] + oLt bnAn1)
A A\ A b b_A + b_A +,..+b A
12 22 n2 2 ( 112 2 22 n nz)
AR AL by (byAq *+ Doy +..t bnAnn)J
Por lo tanto
) Bty Doy Fei e * Byfigy)]
X, (byAyg + bafgp + «.ot bpi))
-
|A]

IU (h1A1n R T +b A)
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de donde, nor el nrincinio de igualdad de matrices:

v 1 A by
A H_l' (b1-\1} + 02521 T oo e e e ¥ bn;\n-l)

-
3
I

A

~

T o
g === (BAL + DAy ¥ By . o+ DyAL))

efc,

si observamos detenidamentc en el valor de X4 la suma de téminos den-
tro del paréntesis, tensmos todas las b, multinlicadas wor los cofacto--
res de 1a nrimer columna de A, quiere decir que las bi han venido a sus-

tituir a la primer columna dcl detemminante de la matriz A,

entonces:
b a v @ a8
1 12 n
b, ay 20
X, = L
I)&l| - -
bﬂ ﬂﬂE ann

para el caso de la X5, los cofactores que anarecen son los de la 2a. co-

lumna y »nor un razonamiento anilogo:




(
= 32 =
Hemos hallado una ley que nos nermite calcular incdgnitas de un sistema li-

neal de n ecuaciones con n incdgnitas.

La Regla podria enunciarse asi:

""" La solucidn de cualquier variable en un sistema de n ecuaciones 1i
neales con n incdgnitas, es un quebrado cuyo denominador es el deter
minante de la matriz coeficiente y el numerador otro detemminante -
que se obticne sustituyendo la columna corresnmondiente a los coefi-
cientes dc la incOgnita deseada vor c¢l vector columna de los t&mmi-

nos independientes'’,

2x = 3y + 4z = 1
x = 2y + z = 2
=2z + y - 2z =5
2 -3 4 1]

=2 1 -1 5
1 -3 4 2 1 4 2 -3 1
2 -2 1 3002 1 5 -2 B
5 1 -1 2§ 1 2 7 8
X ot Y = z =
-5 -5 5
luego )
_ 28 _ ‘6_:_5- - ;r,-g -'“j-'ifi_f:z-.-::‘:i
X = —_5— y = =5 X -5 |+ SAN SaLyapna, .

v
e *

Tya pon. L

Fsta es la Regla de Cramer nara solucidn de ecuaciones.



11 - Ecuaciones Lineales Homogéneas.

Si los té€mminos indenendientes son iguales a cero, en un sistema de ecua

ciones lineales, entonces las ccuaciones son ecuaciones homogéneas, y po

driamos escribir el sistema asi:
AX = 0
Pueden existir dos casos en las ecuaciones homogéneas

(1) |Al=0

97}
[

(2) si [Al=#0

Discutiremos ambos casos:
a) Caso: en el cual |A]| # 0

Fn este caso A ¢s matriz no singular, por lo tanto existe la inversa A

y en las socluciones son:

y la solucién seri :

Xy FXg & 0 HR 0 Llamada solucidn trivial

b) Caso: cuando |A| = 0, sunondremos que al menos un cofactor Gy # 0

nara alglm valor de h y k.



Consideremos la k-=&sina ccuacidn del sistema:

akl Xg+ 25 Xy o o Wt akn Xip = 0

Supongamos €l caso auc xq = tG 4, X5 = tCp s X = tChn donde Chj es el co-
factor de cualquier clewento de la fila h, entonces la ecuacién anterior se

-

ra:

t
=

By oy P W e -t G S

t(ag; Chl + g, Chz + ., + akn Chn) o,
donde t es cualguicr constante, sabemos que el paréntesis es igual a cero,
puesto que aqui tenemos elementos de la fila k y cofactores de la fila h,

recordando aue desarrollo por cofactores ajenos s igual a cero; y afn, la

igualdad se sostendria cuando h = k, puesto que nor hinbtesis [A[= 0

Vemos nues que si |A] = 0, la ecuacidn homogénea tiene multitud de solucio-
nes, puesto que h nuede tomar valores entre 1 dn v t es un nimero completa

mente arbitrario

El hecho de que las ccuaciones homogéneas posean soluciones diferentes de

cero, es de gran imortancia en muchos nroblemas de matemdticas aplicada,

12 - Relaciones con el Algebra Escalar

Hay que ajregar que en el algebra matricial existen ciertas diferencias con

el Alcebra ordinaria. Por ejemnlo si a.b = 0 esto es verdadero si y sblo
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si a=08 b=0. S5Sin embargo en Algebra matricial, si A.B = 0 es sufi-

ciente que A=0 & PR = 0 pero no necesario

Ejemnlo: 10 00 0
0 0 0

0 0 | = (0 0 0
1 1 0

1 n 0 0 0

En Algebra ordinaria si ab = ad entonces b =d, si a # 0, Sin embargo

en Algebra matricial, si AB = A, Dy A# 0 no nodemos decir que B =D,

Por Ejemplo:

) (1o _ 10
2 00 2 00 2 0
8 2| = 0 2| =
0 3 0 0 3 0 . 0 6
(10 0 2
Pero .
(1 0 10
n 2 # (0 2
1 0] 0 2

Si AB = AD, |A| # 0 entonces nodemos premultinlicar a ambos lados de la i-

=
gualdad nor A v obtener B = D,

Si se nos presenta la ecuacidn AB = CD y |A| # 0, entonces podemos premulti

nlicar a ambos lados de la igualdad y obtener:

B = A" l.c.o.
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13 - Potencia Negativas de una Matriz

Si A es una matriz no sincular, o sea |A| # 0, podemos entonces definir

1

: 5 B - -1 :
las potencias negativas de A, utilizando A ', y elevando A  a potencias

positivas.

Por definicidn:

AT = (Y n=o0, 1, 2, 3.,



CAPITULO II

LA ECUACION CARACTERISTICA DE UNA MATRIZ

1 - Introduccidn

En estructuras s6lidas, tales como puentes, las alas de un aeroplano,etc.,
el estudio de vibraciones o el estudio de las perturbaciones seculares en
astronomia, nos conducen a lo que conocemos en matrices como: autovalores

0 autovectores.

Tambi&n recibe el nambre de valor caracteristico, vector caracteristico,
estos nombres son los mds usados.
También se usa el adjetivo '"latente', Otros usan valores de Eigen o vecto-

res de Eigen, derivado del alemén Eigenwert,

2 - El Autovalor de una Matriz:

Supongamos que A es una matriz cuadrada n x n y X una matriz vector columna
de orden ( n x 1) multinliquemos A por X, esto nos generard una matriz Y

de orden n x 1 como ya sabemos, es decir: AX =Y.

El vector Y puede o no, ser de la misma direccidn que X. Si tiene la misma
direccidn que X entonces diremos que Y es un vector proporcional a X, podri
tener su misma longitud o no, y alm tener sentido opuesto. Sabemos que si
entre dos vectores existe uma relacion como la mencionada, vodemos comparar
estos dos vectores por la igualdad de la manera siguiente: ¥ = KV donde ©
vy f_son dos vectores con igual direccidén, es decir son paralelos, pueden -

tener diferente magnitud y sentido.
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Por lo tanto la relacidn AX = Y pedemos escribirla asi: AX =,kX donde

Y = kX si Y es naralelo a i,

Nos interesa conocer k y los vectores X

Escribamos la ecuacidn anterior en notacidn expandida:

AX = kX
241 312. .. 5'.]n x1 kx1
a21 a22 32n Xy kxz
Lan1 an2' *+ @nn *n kan

“(a11x1 taXote Lt a1nxnj] kxq

{a21x1 toa,Xot. o aznxn) kx

restando

" (g =1 z
(311 x}x1 + 312 Xote o ot a1nxn
(12.1)(1 o [:‘_22 - k)X2+. -+ aznxn _ 0
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Esta ecuacion matricial nos hace llegar a n ecuaciones homogéneas con n in

cbgnitas:

(B —Rxg *apx+ .. vax, =0

X =0

X 2Zn'n

e o (8.22 = k)x2+ = 8 8 ¢+ a

1271

LR A B R I L O R A B S I I B AR A B A B R B I I ]

Il
(=]

a_n.‘x-‘ + ﬂnz}(z F « & B & u 8 +(arm"'k]xn

Cuando se presenta este caso, como recordaremos, existen dos posibilidades:

1 = Que el determminante del sistema sea diferente de cero

4 ~ Que el determinante del sistema sea igual a cero.,

En el primer caso, la solucidn es trivial, obvia: x; =x; = . . . =x_ =0
y no existe el vector Y, puesto que k = 0, En el segundo caso habrad valo-

res de k, con los que determinaremos el vector Y, es decir si:

@47 - K) Bip e 0 A
1 (Bag <K}« gy ot
a a- @hn -k)

entonces existe el vector Y.

Los elementos del detemminante anterior forman una matriz del siguiente

tino:
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311 a1« » - a1n T Bww e 0

2 0 Teos s o0
321 22 E.Zn -k. =[A_kI]
an1 a.nz ann 0 @ o & u 1

Es decir que el determinantede la matriz anterior lo podemos escribir
asi:

| A - kI |
La expansi6n de |A - kI| = 0 se convierte en un polinomio homogéneo de

n grado, al que le nodemos llamar polinomio en k 6 f(k); a este polino-

mio se le denomina polinomio caracteristico de la matriz A,

De la teoria de ccuaciones sabemos que una ecuacidén de n grado, tiene n
raices (reales 6 complejas), vor lo tanto f(k) = 0 tendrd n raices a es

tas raices se les llaman raices caracteristicas, valores seculares,valo

res latentes o valores Cisen de A.

La ecuacion AX = 1X se nucde cscribir asi:

AX = kX

1]
(o]

(A - kI) X

1}
o

Con cada raiz caracteristica (o autovalor) la ecuacion (A-kI) = 0 tiene
soluciones no triviales, cada vector X que se obtiene es llamado Vector

caracteristico.




= 8 -=

Ejemplo:

Encontrar los autovalores y los autovectores de A.

1 2
Sea A=

5 5 4 -
Solucidn:
La ecuacién caracteristica es: A-kI = 0
0 sea: -k 2 | 2

=k* -8k -6=0
5 4-k

Resolviendo obtencmos k1 = 6 k2 = -1

Vamos a formar los autovectores con los valores caracteristicos hallados.

Planteando la ecuacién- (A-kI)X = 0.

Con k1 =6

2
Efectuando: -5 X4 . -5x1+2x2 =B ,
L S = XZ SX1 'ZXZ
-SX1 + 2)(2 = 0
X4 f %xz si xp = 5 entonces Xy = 2
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El primer autovector serd: X =

Y con k = 1, de igual mancra X, =

Ya cncontramos los autovectores.

3 - Discusidn Algebraica de los Autovalores:

La ecuacién A - KI = 0, hemos mencionado, que es una ecuacidn de orden

n, y se puede demostrar aque este polinomio es:

F(k) = 1"+ a1 e, L L+ a

f(k)

L]

|A - KI| = 0

Por Algebra sabemos que csta es una ccuacién que tiene n raices (reales o

complejas).

S1 en f(k) hacemos k = 0, entonces

£(0) = a pero f(k) = |A-KI| sera |A-0I| = |A]

entonces a, = |A] es decir,el término independiente de f(k) es el determi-
nante de A.
Sabemos que si: kq, k;,. . ., k, son las raices de f(k) se puede colocar

£(K) = (k -K)(kp=k). . .1k -k) = 0
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Si en esta ecuacidn hacemos k = 0, entonces
f(O) =t i‘.-l.kz.ks P k-n =
Al = Kkykpkg oo . Ky

El producto de los autovalores de una matriz es igual al determinante de
la matriz.
Para seguir estudiando los autovalores, tomaremos una matriz de tercer or-

den y calcularemos su ecuacidn caracteristica: sea A = |a su ecuacidn

ij]mm

caracteristica es:
| A-KI | = 0

Antes de continuar, por expansién podemos demostrar que si:

A7 A2 23]

21 Ry

31 d33

batonces: [A] = 24g 2py agy * Agg 833 Agy ¥ A3 77 gy = Wyg, 87) 25
312 %21 833 © 211 223 832 -
Sigamos:
S I A3
| A - KkI|=[a2 apk ay
azy a3y azzk
Si expandimos este determinante,

llegaremos a los resultados si-
guientes:



A - kI

|A - KI|

o

|A - kI| =
vVemos que
b §

- 3% -

1]

(349K (3p,~K)(ag3k) + 215 855 a3 + 845 8y g5

M3 %31 (A7) - Agp Ay (Agg7k) - ag3 ag; (aggk)

= (311—k)(322—k)(333-k) + k(.'-l13 dgq + a1 21 * Ay, 332)

+ (a4, ap3 a3q + a3 3y azz - aq3 agy a2 - 2y A a33
=399 33 « 23p)

= (3;11322 dzz + A4, dp7 Az + a3 A9 235 - a13 azq 437

™ Bfg A1 35 ~an B33 Bxp) = Kl-ayy gy =gy gy = Hyg Ay

2 _ 1.3
* Q47 azz * Ay azz + a4y azz) + k (311 + apy + a32) k

=S}
Hi
p=J

A3 = @py ¥ g T B33

Es importante notar que los términos que contienen K3 y k? se obtuvieron

del producto de los clementos de la diagonal principal. El coeficiente

de kz es la suma dc los eclementos de la diaponal principal, a csta suma

se le llama TRAZA 6 SPUR. El coeficiente de k3 es ipual a -1, se ve que

s5i n fucra el orden de la matriz, entonces a, = (-1)3,’.’-' Este signo lo -
g -

-
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lleva a 6 aj puesto que el polinomio estd igualado a cero. Vemos un

ejemplo para aclarar:

£(k) = 10 - 8k + 9k% = k3 = 0
65 K3 -9kZ 4+ 8k -10=0

al multiplicar por -1 la ecuacién.

Hay férmulas que nos permiten calcular los coeficientes de la ecuacién ca
racteristica, sin necesidad de expandir el determinante de |A - kI|. Una
de Cstas, quizds la mids sencilla es la formula de BOCHER:

"Sen A una matriz de orden n y S la traza de A" , entonces

los coeficientes de la ccuacién f(k) seran:”

= M|

a; = - 1/2(3151 + 83)

By, = 1!3(a251 + ags, + S7)

QT! i - T/TI(ZH_!_.‘]( + 311—252 + . . .+ ,-q_lsnw.II S sn)
Donde f(k) =a, +apqk+ .. ... . .+ a1k"‘1 + K
recordando ademds que A" = ALALA. . . . A (n veces )

El determinante de A pucde calcularse asi:

- (-1)é*ﬁ%5 )

|A

BIBLIOTECA CENTRAL

J UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR




CAPITULO III

SERIES MATRICTALES, DERIVACION, INTEGRACION

1 - Introduccion

Veremos ahora las matrices como sc comportan al ser consideradas desde el
punto dc vista del Alecbra escalar.
Definiremos la difcrenciacidn y la intcgracidén de matrices y mas ad4lante

cntraremos a 1o solucidn do ccuaciones diferenciales con matrices.

2 - Polinomios matricialces

Vamos a hablar dc¢ cicrtas funciones matriciales, pero antes veremos los po
linomios matricinlcs.

En general en Alpebrt ordinaria £(x) (funcidén de x) ¢s un polinomio en x
donde x e¢s un nimcero real o complejo:

n-1 ,

f(x) = acx“ + X

.+ an

5i en vez de que X Sea una variable numérica, esta variable es una matriz
A, (los coeficinctes aj; los mantenemos) ademis a, lo multiplicamos por la

matriz unitaria del mismo orden quc A, entonces f(x) sera:

f(ﬁ) = ao:‘"n * 31.&11-1 k. SEXPRUT RPN ﬂ.nI
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£(A) es un polinomio, ¢n la matriz A, dc orden n. Se supone que los coe-

ficientes del polinomio sc conocen, por lo tanto f(A) se puede calcular.

-1 2
Ejemplo: o= {

-1 2] -1 2 1
entonces: f£(A) = 3A2 - 2A+ ATl =3 -2 +4
1 0 1T 0 0 1

3 -~ Series Infinitas.

En general el polinomio en A es:

£(A) = a I + a . A+ an-ZAZ ... L+ aDA“

Sin =« entonces la serie se vuelve infinita en témminos.

£(A)

1
o
ot
+
&
-.3?
4
+
i
™8
3
[
i)

Siendo f(A)

"
-3
B i
fory
b3
[
o
p |
8
=
(%)
o]
wn
wn
i
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f(A) tiende a una matriz limite, definida; cuando n se aproxime a infinito,
a la serie se le llama convergente. Si la serie converpe, define una fun-

c16n matricial.

Por analogia en las series infinitas alpebrdicas para ciertas funciones,

definiremos estas funcioncs, con matrices:

Serie exponencial:

<%  x3 XN
Algebraica eX R R E
. . A _ A éi An
ifatricial e =1+ A+ ¥ ard , , F T +
Serie del Seno vy Coseno
Algebraica Sen x = X - 7T tgT 4
3 5
Matricial Sen A=A-fL
b xz X
= S T =
Algebraica Cos x = 1 s S v
2 4
Matricial Cos A=1-3r Zr-

4 - Convergencia de series matriciales.

Dada la serie Up # Uy ¥ ug + ..U = f(u), si f(u) se aproxima a un

valor fijo c, entonces se dice que la serie es convergente. Es decir si:
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[f(u) - c|< £, ees una cantidad arbitrariamente pecquefia.
Para estudiar convergencia dc series, nosotros estudiamos ¢l comportamien-
to del término penersl, « a partir de csto, llegaremos a conclusiones res-

pecto dc la converpencia de 11 serie,

Todo lo anterior es hecho para series algebraicas. Para hablar de series
matriciales, el andlisis es muy dificil, pues el trabajo se rcmonta a la
Tatemdtica pura. Asi como en la serie algebraica, en las series matricia
les, la converpencia se¢ cstudia analizando el cnésimo término. Para estc

estudio, hablarcmos de 1o que llamaremos NORMA de una matriz.

a) Norma de una matriz

Sea A una matriz cuadrada de orden n x n, la norma de A llamada N(A) es la

cantidad expresada por medio de la siguiente ecuacidn:

= 1
N(A) = |Traza de (AA') |2

Donde A' es la transpucsta de #, y-traza d¢ A es la suma de los elementos
contenidos en la diaponal de /. Recordemos que transpuesta de una matriz

B ¢s aquella matriz obtenida a partir de B cambiando las filas a columnas.

Caso Particular

Si A= A" 1a matriz A sc llama matriz simétrica.

Entonces M(A) = fTr(A.A' ]1/2 pero A = A

Luego N(A) = |__Tr(,-\2)] 1/2



5 Ag

Ej.: 1. sea 1 2 3
A= |2 4 -1| una matriz simétrica.
13 -1 0
12 3 2 3 2 3
AA'= (2 4 1| |2 4 -1 = 4 -1
3 -1 0|3 -1 0 -1 0
Z; 7 2 7 1 3 9
B =|3 4 8| una matriz peneral y B' = |2 4 6
5 6 9 ’ 7 8 9
12 1 3 1422478+ 67 80
BB'=13 a4 8| |2 4 6|=| 67 (3 +4%482) 11
5 6 9|7 8 o9 80 111 (52+6%02

Como puede observarse, en el producto BB', la traza es la suma dc todos -

los elementos de B cada uno elevado al cuadrado, es decir;

Existen ciertas relaciones para la nomma de una matriz, cuyas demostracio-

nes no las haremos:

1 =~ N(A + B) < N(A) + N(B)
2 - N(A.B) < N(A) . N(B)
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N(AM) = " (ALA.....A) S N(A).N(A)..... N.(A)

luego 3 - N(AM < [N(A{J“
Ahora bien si N('} < 1, -1 limite de N(A") cuando n se aproxima a infini-
to es cero, esto es unt consecucncia de 3.

Vamos ahora a estudiar l1a matriz I y la matriz kI(matriz escalar)

N =[re(1.10712 = e V2 =[re] V2

pero la trazade Tes 1+ 1+, . . +1=m
luego-

N(D) = () '/?

NGKD) =[TrkD) (kD) ']1/2 = [Trkn2] V2 = [7r.21 172

luego: N(kI) = ]((n)”'2

9 0 0 0 o0
Ejemplo: kI =1{0 9 Of(kD)'=|0 9 ofijn=3;k=29

0 0 0 9

?
a0 0'1
AV 2 = (kT2
(k1) (k1) = |0 9 0 = (kI)

N(kD)? = [Traza (n2[M2 = [0% + 0% 4 2 ] Je o7 3 - a3 /2
| . (
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Para ver el uso de la norma como un criterio de convergencia, analizemos -

la serie geométrica:

Primero recordemos la algebraica:

s =1 +a+ a2 .. .+ an~!
sa =a+al+a + .. +a". hallemos s
5-51 =7 <&
s(1-a) =1 - a"
_ 1 -a"
S T 1T - a

Esta es la suma de la scrie geométrica, siempre que a # 1.

Analizemos la serie gcométrica matricial, vamos a encontrar su suma:

S =T+ A+ A%, . A" Adeordenmxm
SA = A+ A2+ Ads, . +AD N
S-S4 =1 - AP
S(1-A)= 1 - A"
Ahora si lI-A|#0

s = (1-4Y (1-07" x1-8 7" - AI-n7?

De aqui despejamos (I-ﬁ)_]
n -1 . n "1
(I-2) " =S + AY(I-A)

Si N(A) = k, vamos a analizar convergencia, supongamos que k < 1.

&
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N(I-0 " = nfs + ,-*-“(I-A)“] < N(S) + N[ﬂ“(I-A)_q
N(I-A)"T < N(S) + N(A™) N(I-)~"

< N(S) + N . N(T-) ]

"'( I+:‘\+Az+ % .'H'\n-l)

R(T) +|ﬁ(A)]+ [ﬂ(Aj]z # 5 oz 4 +U~J(A)]"'1

I

pero N(S)
N(S)

A

I. matriz dec orden m x m
N(D) = m/2 0 NG = k;[NGA)]Z < K2

entonces N(S) P VLS N o+ kT

1A

sustituyendo en N(I - )™ nos queda
NCI-A) T em!Z sk v k2 4 L L+ 1 4 Ner-A) !
restando a ambos lados k"N(I-A]'1

|

N(I-A) ' - an(I-A)'1 < m”2 sk + k24 o E K

el lado derecho es una scrie geométrica.

-n
(1-kMy , N(I-0) "1 < /2 %;%— .k

-1 1/2 K
entonces N(I-a) ' < %Ltﬁh + TfF

Como k < 1 el limite de k™ cuando n se hace muy grande cs ccro, podemos
decir que k™ = 0 por lo tanto
-1
N(I - A) L M s

Concluimos: cuando 12 norma de una matriz es menor que 1 , la progresidn

geométrica matricial converge.
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5 - Funcidn Exponenciail .

Por analogia con la scric algebraica exponencial tenemos la serie exmonen

cial matricial, sea A una matriz cuadrada de orden n x n, entonces:
n
e =1 + A+ o= . * A

T
2! n.

Puede demostrarse que esta serie es convergente para toda matriz A. Si
A y B (dos matrices del mismo orden) son conmutativas, tal que AB = BA

entonces: se puede tener

y también:

A ¢® 1c llamamos funcién inversa de e

6 - El Teorema de Cayley - Hamilton

Recordemos la ecuacidn caracteristica £(k)

FR) = K+ ak™ e L L s a

donde¢ los difcrentes k son los autovalores de la matriz A. Si en esta e-

cuacién f(k), en lugar de k sustituimos por A la ecuacidn sera-



£ = A"+ aA e L Ll

a esto le llamamos funcién caracteristica de A. Relativo a esta funcidn

estd el famoso Tcorema de Cayley - Hamilton.

Teorema: f(A) = 0

Es sorprendentc como un tcorema tan famoso tenga una expresidn tan senci-

lla. FEl teorema dicho dc otro modo, scria asi: Toda matriz satisface su

propia ecuacién caracteristica. [s decir que si B es una matriz cuadradn

y k¢ + 3k - 5 = 0 ¢s su vcuacidn caracteristica, entonccs AZ + 3A - 58I,

también cs igual a ccro 6 F(A) = 0.
Vamos ahora a demostrar ¢l teorcma:

A - KI ¢s la matriz caracteristica, y llamemos C a la adjunta de A - kI,
los cofactores do 4 - XI » lo sumo son de orden n-1 en k, y estos son los

clementos de C, por lo tanto podemos decir que los elementos C son al me-

nos de n-1 grado n k.

Podemos entonces rcpros.ntar 1 C como un polinomio matricial:

= : n-
C=0C4+Cik + Gk # . . .+ C k"1

Ilustremos con un ejemplo
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1 4 - k 4 -1
A= 2 2 0 A-KkI=| 2 2k 0
0 1 4 0 1 4-k
B-6k+k’  (4-5kek?)  (2-3k+k%) "
C=| (4k-17)  (2k-8) (k-1)
(2-k) -2 2
1 0 a -6 2 0 g8 -8
c=lo 1 o kK¥+ |4 -5 1| k+[-17 4
0 0 1 1 0 -3 7 ~2

es decir: C = C2k2 * C1k + C0

Recordemos que: A.adj A = |A]| .1

entonces: (A - kI).C = (JA=kI]).I
pero |/-kI| = £(k)
luego: AC = kC = f£(k)I
Ahora bien:
n-1 . n .
C= ¢t Ckt y fk)y= = a;k?
i=gn % i=o

podemos escribir la ecuacién AC - kC = f(k)I

en e¢sta forma:

' n-1 i n-1 ‘\ n .
Aol Z C-kl)— k ( L Cik1)= (£ ajk})I

/

1=0



n-1 )
r C.ki
0 1=0 . 1

e

(a. k1)1
0 1

Esta es una identidad «n k y podemos ipualar los coeficientes de las res-
pectivas potencias de k a cada lado de la igualdad, por lo tanto podemos

cscribir:

ﬂCO = a, I =10
AC1 - Co = 24 I i=1
ACz'C‘l "'12[ I=2

Chc1 = 1 1=n

Vamos a eliminar las matrices C, si multiplicamos la segunda ipualdad por
Ay la sumamos a la primera se climina ACD y ¢sto continuadamentc lo pode

mos hacer con todas 1as igualdadcs para eliminar todas las Cys asi:

AC, = g I
MC, - AC, = a; A
A3C2 - &ZF‘ = a, A2
aleg - 4%, = ag A3
Rcy - A, = a, A}
~a%c = a A



Sumando ¢stas igunldades, obtenemos lo sipuiente:

2y

. n
B ] + . + 7 ! .+ ]

o sea f(A) = 0 "Toda matriz satisfacc su ecuacibn caracteristica'’. que

€s lo que queriamos dumcstrar.

7 - Polinomios como funciones lineales de una matriz

El teorcma anterior c¢s muy Gtil para reducir polinomios matriciales. Es

posible expresar cualquicr polinomio de prado n como una funcién de grado

n-1.

Suponiendo que conocemos £(A) = 0 podemos obtener:

1 o4
A“=-;—l;— IaOI+31A+. ‘ .+1n_-|An1’
a a
l.‘l -‘1 n_1
a2l LRF  oume sk B
W 4y "

Multiplicando por A y sustituyendo por el valor de A que hemos encontra-

do:
a "
L ag i o it Y _ n-1 AN
an 1 n
a a Tl - _"
PTE. DURL I I = T P PO =
n an 4n L 4n an an -
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L%, % e , netio 3 _ 31 n-t
ELﬂ aT] an 32 az
n n
n+l  Ayqa ap-121 4 12 a3 -
- > ° ., ( L A9 _£§+ u B Ay - g Al 1
a a3 aﬂ an n

Continuando este proceso, podemos expresar cualquier potencia de A como -
funcién lineal de ella misma.

2 1
Ejemplo: sea A ) queremos hallar:

43

p(a) = A% - 7a% + A

La ecuacidn caracteristica de A es: K2 -GSk +2=0

tenemos entonces que:

pl

A= = 5A+ 2I1=0
a 2.
Despejando A“:
A% = 5A - 21
Multiplicando por A
A® = 5A% - 2A

Sustituyendo el valor de &? encontrado:

A = 5(54 - 21) - 24
= 250 - 101 - 2A
A3 = 238 - 101
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Multiplicando por A y sustituyendo Az por su equivalente

A} = 23(5A - 21) - 10A
A = 1150 - 46T - 10A
A = 1054 - 461
Luego: P(A) = At - 7a% + A
= (105A - 46I) - 7(5A - 2I) + A
= 105A - 461 - 354 + 141 + A
P(A) = 71A - 321

y ya hemos logrado resolver el problema.

8 - Potencias negativas

Con un proceso semcjante al anterior se pueden hallar potencias negativas

como combinaciones lincales. /i guisa dc ejemplo, continuemos con la matriz

; : =7 -1 -
anterior, se pide hallar .. =~ 6 sea (A )(A 1)

A2 -5A+21=0
maltiplicando por A | nos queda:

A -SI+ 287

=0
a7 =51 -2
NLETES S

Podriamos considerar lo anterior como un método para calcular la matriz in

versa.
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Ademds del uso de los autovalores para calcular la matriz inversa, también

nos servirin para diagonalizar una matriz.

9 - Diagonalizacién de una matriz

Dada una matriz A vamos a construir una matriz diagonal a partir dec ésta.

Ya hemos hallado los autovalores de A, construyamos una matriz T cuyas co-

lumnas sean los autovectores de .

P . A
S P v ¢ v N5 %15
X2t %oy Xon X235

T = . . - cn la cual Xj = |
xn1 - : xnn xnj

donde Xj es un autovector de A.

Los autovectores son lincalmente independiente, por lo tanto |T| # 0, (Re
cordemos que si hay ¢n un determinante dos filas o columnas proporcionales

el dcterminante es nule) por lo tanto T tiene inversa: 'l'_1

Veamos estas identidades:
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- 17 0
0 1
0
T =X1 5 T =X2,

Para notacidn usaremos un simbolo muy conocido, 1llamado Delta de DRONECKER

(Gij), definida por:

Gij 0 sii#j

Podemos escribir en general las ecuaciones anteriores:

S11 815

g 821
T =x, ; T'r [Sxitni= 163l = TIX; =

: i ki/ni” °kj i

5 . 5 .

ni ni

Multipliquemas la primer igualdad par 1 A



AT

y sustituyendo:

Entonces:

8

ni

%13

2i

"R
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: pero AX

1

3 pero: T X1 =
- -
611
) 821

= k;

§ .
ni

K. X

§

11

21
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a la matriz T

AT 1lamémosle C la ecuacién anterior nos recordard, la ecua
cidn de los autovectores CX = KX , donde X es un vector fila. Podemos con
. ’ . . =1 .
cluir que la matriz C tiene los mismos autovalores que A o sea:T AT tiene

los mismos autovectores que A y como autovectores los siguientes:

[ 1 0 311} 0
0 1 621 0
4] 0
0 0 Gni 1

. - : L o L

Una matriz C,

Tiene los mismos autovalores que T-1AT.

Puede demostrarse que dos matrices con las mismas Ki y las mismas Xi, son

idénticas por lo tanto C = T AT y decimos que_T—TAT es una matriz diago-

- BIBLIOTECA ot
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Ejemploe:
s £ A
-1 o0 -3
!
It <2
entonces:
A-X] ==K+l s ak =160 k=2 ;k =2;k =4
Vamos a buscar los tres autovectores Xy , 12 : X3 :
Recordemos AX =KX & (A-KI) X = 0
Entonces para ky =2
3-2 2 3 x11 ( x” + sz.l » 3x31]
(A-2DX; = | -1 2 3| ixgl= 05 |(=xqq = 2%y, = Ixgq)|= 0
_1 "2 ‘["2‘ x‘l‘l- ‘( X11 - 2}(21 P }(31)

Por lo tanto podemos escribir:

r =

1) Xqq * 2x21 + 3):31 0
(2) X4 2x21 - 3x31 = 0
£3) x - 2x S =0

11 21 3
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Usando (1) y (3)

Xiq * 2x21 + 3x31 = 0
Xqq ~ 2x21 - Xgq = 0
De aqui obtenemos: 4x21 + 4x31 = 0
6 sea : : X1 = “Xgq
y X4 * 2)(21 - 3x21 =0
entonces X911 = %99
6 sea : X117 = X1 = - X3y

Tomemos para X,, un valor igual a 1

11

Por lo tanto:

1 1
X,=|-1 |y X = |-
-1 1

Ellos cumplen: AX, = 2X, AX, = - 2X; ; AXz =+ 4X;
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La matriz T seri:

T= |1 -1 1
-1 -1 1
y su inversa:
(172 1/2 07
V= |0 -1/2 -1/2
/2 0 1/2

o -1
y mtltiplicando T AT, obtendremos:

12 172 07 [3 2
]

T 'AT={ 0 -1/2 -1/2| |4 0 1 -1 -1
1/2 0 172 |1 -2 -1 -1 1

1 1 1 1 1 i1 2 o 0

= | 0 1 1 1 -1 -1l=1l0 -2 o0

2 0 2 -1 -1 1 0 0 4

Vemos aqui un método para diagonalizar una matriz, Utilizando los autova-

lores &€stos iran en la diagonal.

10 - Diferenciacidn e Integraci6n de Matrices:

Las operaciones de diferenciacién e integracidn de matrices se realizan del

modo siguiente:
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Diferenciacion: Si tenemos una matriz cuyos elementos sean variables, pa-

Ta derivar esta matriz, lo que se hace es derivar cada uno de los elemen-

tos de esta matriz.

Si. A = (3..[ donde a.. = f(x)
: | 1jlmn 1j
- Ag e Q_’i:"' =Fd__ 2. -
entonces: = A B (:11J ]mm

Integracidn: Para integrar una matriz, se integra todos y cada uno de los

elementos de la matriz.

A =| a.. I entonces,
13 |mn

JAdx

i

a5



CAPITULO IV

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

1 - Introduccidn

En general una ecuacién diferencial es una ecuacién que relaciona dos varia
bles o mds en términos de derivados o diferenciales. Una ecuacién diferen--

cial muy simple sera:

dy _
.&% = f(x)

La solucitn es inmediata:

Integrando obtendremos

X
Y=¥5 E ;r f(v)dt
Xo
X
y = [ f(t)dt +vy
. 0
0

X, Y ¥, son las condiciones del contorno.

En general la solucidn de una ecuacién diferencial, es una ecuacién que no

contiene diferenciales.

Dependiendo del orden de las derivadas involucradas en la ecuacifn asi se

determina el grado de una ecuacién diferencial:



(1) y' +cosx =0
(2) y" + 4y =0

(3) xyy"'+y'. 2senx+y'" =0

La ecuacién (1) es una ccuacién de orden 1, la (2) es de orden 2, y la (3)
es de orden 3; por ser y', y', y'" las derivadas de mayor orden en cada --

ccuacidn.

Y ahora la siguiente ecuacion:

(n) (n-1) ) '
a(z) y + a,(z).y * oL o*a H(y" + an_1(23y +a (z).y = £(x)

Vemos que todas las derivadas estin elevadas a la primer potencia, y el or
den de la maxima derivada es (n), a esta ecuacidn se le llama ecuacidn di

ferencial lineal de orden n. Si n = 1 tenemos una ecuacién lineal de pri-

mer orden.

2 - Ecuaciones diffrenciales lineales de Primer Orden

(1) y" + £(x)y = g(x) es una ecuacién diferencial lineal de primer orden,
si g(x) = 0 la ecuacidn se llama homogénea.
Vamos a hallar la solucién de la ecuacién de primer orden.

Analizemos la ecuacidn homogénea:

@) y'+ fx)y = 0

y' = ~f(x)y

Esta es una ecuacidn de variables separables



§§-= -f(x) .y
dy _ _
v f(x) dx
X
mi= -5 £(t)dt
Yo X
0
-5 f(t) at
(3) Y =Yg © "o

Un caso especial es si Y = 1, que podemos considerar como un generador de
la solucifn general. Si realizamos una adecuada transformacidn de coorde-
nadas para que x; =0 , la solucién general quedarid asi:

X

-r f(t) dt
(4) y =y e R

Vamos ahora a resolver la ecuacidén no homogénea, con las ¢ondiciones del -

contorno y (o) = 1.

(5) y' +f(x) y = gx)

Para resolver esta ecuacidn nos yaldremos de la ecuacifn auxiliar siguiente:
(6) z' = f(x) z=0

con valor inicial z(0) = 1, la que conoceremos como ecuacién adjunta de (5).

Observando (4) tenemos la solucifmn de (6)

~ £(t) dt.
(7N z =¢0
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Para encontrar 1a solucidn de (5) hagamos el siguiente artificio:

(yz2)' = yz' + y'z = y(f(x)z) + [g(x) -y £(x)] 2

yz f(x) + z g(x) - zy £(x)

il

(yz)'
(yz)'

z g(x)

Hemos llegado a una ccuncidn diferencial de variables separables;

dj‘_{—( z) -, g(x)

d(yz) =1z . g(x) . dx
yz %
vz | = [z g(x) dx
Yo%o °
X
Y2 = YoZo = [z g(t) dt
o
pero  z, =
entonces:
Y X
y=59+% [z g(t) dt.
)

reemplazando en (9) el valor de z hallado en(7) tendremos la solucién.

W

Ejemplo Resolver y' + y tgx = sen 2x ; y(o) =1

f(x) = tegx; g(x) sen 2x

% %

f f(t)dt= 5 tgtdt=1n| sec. x
o} 0
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Sf(t)dt In | sec.x |
z = ¢ = ¢ = | sec.x |

Tendremos entonces:

o

X
y=_-_+%_f z g(t) dt

™~

Yr] 1 X
Y *=Secx*t Sec.x + / sec t. sen 2t dt.
o

o , 1
sec x sec X

. (-2 cos x)

=Y, €OS X - 2 coszx

<
|

Las condiciones iniciales son:
51 x=0 y = 1
= 2
Luego 1 = Yo COS 0 -2 cas“0 = Y = 2
Yo = 3

3cos x -2 coszx

Por lo tanto:y

3 - Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Cuando hablemos de funciones, tomaremos a t como variable independiente vy

Xy Y, Zy Xy, X9, €tc. como variables dependientes.

Una ecuacidn de segundo orden, como sabemos es de la sipguiente forma:
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a (t) + a,(t) a—— + ayx, = £(t) (M

ao(t) X+ a, (t) x' + ay.X = f(t) (m

Podemos transformar esta ecuacidén de segundo orden, a un sistema de dos e~

cuaciones de primer orden con dos incdgnitas.

Sea y = g%.= x! (2)

(1) Se transfarmari en:

x = £(t)
(2-a)

ao(t] . Y a1(t) y +a,

Las ecuaciones (2) y (2-a) forman un sistema de dos ecuaciones con dos in-
cobgnitas; ambas ecuaciones son lineales de primer orden.

Este procedimiento lo podemos seguir para un sistéma lineal de n orden.

Ejempla; En general una ecuacidn de n orden, seri asi:

. (n)

Bt, X, X' , X", « « X )=

Pero también podemos escribir esta ecuaci6n en funcién de —=

d"x
x

, por lo tanto

(3) se puede escribir asi:

(n) (n-1
3% S 8 B R 'y G
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transformemos el sistema anterior a un §istema equivalente, utilizando- las

siguientes ecuaciones:

dx -_ 1 - L} (8]
3 X = u, u; = X

}\1 = Uz ué - x:”

x! = Uz

(n) (n)
X =] ut = x
n n-i
La ecuacién (3-b) podemos escribirla asi:

U ¥ B, X%, Ups Upye o oy un_1) 4)

Tenemos acd (n+1) ecuaciones con (n+1) incdgnitas, y sélo ecuaciones linea

les de primer orden.

A menudo en problemas de Ingenieria surgen esta clase de ecuaciones, tales

como la ecuacién de la deflexidn y pendicnte, en el anidlisis de una colum-

na, al estudiar el comportamiento de un suelo eldstico, o en la hidrodina-
mica, ¢tc. Las leyes de Newton son ecuaciones diferenciales que pueden -

convertirse a este tipo; las ecuaciones para la ley de Newton son:

xﬁm
i

G(X, Y, Z)

H(x, y, 2)

=,
#fl

2" =  F(x, vy, z)

En la cual F, G, H son componentes de la fuerza.
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Introducicendo nuevas variables:

x=u'",; v=y'; w=2z' (6)

El sistema (5) sc convertiri en:
a

u' = G(x,y,z) ; v' = H(x,y,z) ; w' = F(x,y,z) (7)

Las ecuaciones (6) y (7) forman un sistema lineal de primer orden de 6 ecua
ciones con 6 incognitas. Es equivalente al sistema (5).
En general, un sistema lincal de primer orden, con n incdgnitas y n ecuacio

nes sera:

ol
]

] F1(t, Xys Xpp X3, .xn)

-
|

F (t X p.¢ X . 1 X )
¥, ’ 12 2y 3 T
(8)

il F,(t, Xqs X2, -+ - .xn]

Donde Fi son funciones ya determinadas. Utilizando notacién matricial, ayu

dados de vectores columnas, escribiremos:

Xy FT(t' xT, : W d xn)

X, Fz(t, Xiooooe xn)
¥y fx) =|.

X Fn(t, Xqs . xn)
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Podemos escribir (8) asi:

X' = F(x) ' 9

En general, la forma mis comin de un sistema diferencial lineal seri:

x; e 311(t) Xy * a1Z(t)x2 + a13(t)x3 + ...:_a1n(t)xn + f1(t)
x{ = 321(t] X, + azz(t]xz s P & azn(t)xn + £5(t)
x& = an1(t) Xy * anz(t)x2 B o6 m @ e B ann(t)xn + £,(t)

escrito lo anterior en notacidén sintetizada sera:

n
x! = i=1 2, (O + £5(8) 121,20 (10)

La ecuacibn anterior en notacion matricial sera:

siendo:

X= Xlin A= ay; ()] 1 F=1%5]n

entonces:

X' = AX + F (11)

S1 F = 0, el sistema sc llama homogéneo.

Si A es una matriz variable. Ahora bien, si aij es constante, entonces el

sistema (11) se llamard sistema lineal con coeficientes constantes.

BIBLIOTECA CENTRAL
UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR
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3 - Sistemas Lineales con coeficientes constantes

Un sistema homogéneo, con coeficientes constantes, ya vimos que es:

X' = AX (1)

donde A ¢s una matriz (n x n) con elementos constantes. Este sistema tie-
ne n soluciones lincalmente independientes.

Teniendo el sistema (1), vamos a analizar un sistema para poder resolver
estas ccuaciones.

Se tieneen (1), condiciones iniciales que nos servirdn para determinar las

constantes de integracidn, estas constantcs son:

P

>
O o WWortag 0 ~ a0

X(0) =

4

>

Consideremos primero que A, es una matriz que puede diagonalizarse y todos
sus autovalores son difcerentes.

Por lo tanto existe una matriz T tal que:

T AT = D
k1 0 @ 0
0 kZ . aov - L0
D = - .
0 0 k
n




Construyamos una matriz vector columna asociada a X y T, en la forma si--

guiente:

3) Y=T X & sea TY = X:multiplicando por T a ambos lados.

Derivando (3) y sustituyendo cn el resultado el valor de (1), obtendremos:

yo=1" .x =1 . A
pero X =TY
entonces:
yr=T17 ATY
Recordando que TV AT =D
Y' = DY (4)

La ecuacidén (4) es una ecuacidn de variables separables:

Y] Ky 0 Y1 kv

Y21 | % 0 Y2 ko2

yh 0 kn yn knyn

luego yi = ¥ im 1, 2y 5 i K
k! i

a kiyi ’ Y: = kl dt (5)



k.t
Por lo tanto: y = cel
H 1
las ci son constantes arbitrarios.
Los vectores solucifén serdn:
e s =
€ L 0
k-t
0 e 2
Yy = A S I (6)
o | 0

Estos vectores son linealmente independientes, puesto que al sumarlos, no lo
gramos un vector cero a menos que todas las ¢; sean cero. Para la solucidn
6) c. = 1.

(6) c; 1

La ecuacién (1) tendrid como soluciones todos los vectores

X = 1Y
6 sea
X1 = TY1 _ }(.2 = TYZ R Xn = TYn

Todos los X; son vectores, tal conjunto de vectores, s conocido como con-

jmto fundamental de soluciones de (1) con condiciones iniciales del contor-

no:
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51
sz
Ki(O) = FEY 2 « &« 5 5 0
Gij = delta de Kronecker
& .
nj

Con todos los vectores X; construyamos una matriz cuadrada n x n llamémosle

8, esta matriz satisface la siguiente ecuacibn diferencial.

8' = Ae (7
Analizemos por qué:
8= |X, X3 X3 « . . X;| cada X; es un vector columna.
'= X} X5 Xg X!| pero X' = AX
Entonces: 8" [}\X1 '\Xz 1\)(3. . . :\xn] = .P\ |x] X.Z " s . xnl

La scgunda matriz es 6

Luego 8' = A®

Las condiciones iniciales seran:

8 (0) =

]
-

La ecuacidn (7) es semejante a (1). La ecuacion (1) es vector y (7) es ma-
triz cuadrada. Toda columna de 8 es solucidn de (1).

Hemos analizado un método sencillo para resolver ecuaciones similtdneas, cuan
do todos los autovalores son diferentes; pera falta cuando hay autovalores re

netidos. Pero la solucidén hallada nos hizo ver que la solucidn de (1) son e-



=¥ w

cuaciones exponenciales de la forma:
kt
X = e
En vista de lo anterior, trataremos de hallar una solucién general para

(1) de la forma:

kt
X = e C (C matriz vector columa constante)
Derivando

kt kt

X' =ke C=AX = Ae C

It
o

ekt (ke - AQ)

(KI - A) C

il
]

Esta ecuacidn nos es familiar. Sabemos que es un sistema homogéneo, que -

tiene solucidn si:

IKI -A] = 0

Si A tiene n autovalores diferentes, con cada ki hay un c; ¥ la ecuacidn

kt 5 : >
X =e . C;tendri n soluciones las que eeran

R O ey
Vemos entonces que los vectores C son realmente los autovectores de A.

Si existe un conjunto de soluciones para un sistema de ecuaciones diferen-
ciales entonces la combinacién lineal de estas, también es solucidén, por

lo tanto:
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es solucidn de (1)

Con condiciones inicialcs X(0) cuando t = 0 o sea X(0) = C1+C2+..+Cn

El polinomia caracteristico |KI-A| asociado al sistema (1) tiene n raices
que son los autovalores, cada autovalor determina un conjunto de nimeros
X7 X 5 XY waang xg que son la solucién (8) de (1)

2 3

Ejemplo: Resolver el siguiente sistema

x1 = 2x1 -. xz + 3x3
xz B —x1 + xz - Xg
xé = X, = Xg

2 =1 3
A= |- T -1
0 1 -1

La ecuacidn caracteristica de A es:

2-k -1 3
|A-KI} = | -1 1-k =1 |= 0



s "T% s

|A - KI|= (2-K)(1-k)(-1-k) = 0

= L} =—1
k1 1T 5 k

Vamos a construir la matriz T. Encontrando los autovectores, estos son:

1 1 -4
Con ky = 1, tenemos =|-2 | , con kzz 0 y kS: 3
1 -1 1
Luegos =
1 1 -4

1 0 0
siendo D = o -1 0
0 0 2
t -t 2t
entonces: y, =e  ; y,=e ; yz;=¢€

Las soluciones de X' = AX son: X = TY
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Por lo tanto:

e’ eﬂt -ﬂeZt
t - _ 2t
X, =TY, = |-2 . X, 7| 0 Xy = |3e
-t
ot e ] i ZF‘
[a solucidn general sera:
of 4ot g2t
= (= t 2t
X = XI + X2 + Xz = 2e”  +3e
et et 4 Pt
Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacidn diferencial:

y' - 3y' - 10y = 0

Con condiciones iniciales: y(0) = 3

; y'(0) =15

Realizando las siguientes sustituciones:

%

10 Uy + 3 U

1)

=3y +10y
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Luego
U] o 1] [t
U, 10 3 U
. : 5 . kt
Seluciones para ¢ste sistema serdn del tipo U = ¢ C
t
u' = kek C pero U' = AU
luego Ackt C = kskt C
entonces: (A-KI) C = 0
El sistems anterior tiene solucién si |A - KI| = 0. Hallemos k.
-k 1
=3k + kX =10 = 0
10 3-k
1 =5 k2= -2
~a ]:b
Cy = : C, =
! | -5a 2 Zb _
Kqt kot
_ 1 2
U = e C1 ¥ @ C2

§it =0 entonces Uq(0) =3 ; UZ(O) = 15

3 -



a + b 3 a+b
-Sa + 2b 15|  +5a - 2b
luego a=3 y =0
U= ckt C
g
b, - St LU, - o2t
=15
B 5t
pero y = U1
entonces: y = 395t
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C ONCLUSTIUON

Hemos descrito someramente una aplicacidn, de las miltiples,
de las matrices. Esta descripcién ha sida lo mids sencilla,
y mds bien el interés del presente trabajo se dirige a des-

pertar en la profesién el interés por lo Gtil que son ellas.

Ademds de la solucién de ecuaciones diferenciales, las matri
ces las tenemos en la elasticidad y en estructuras. En es-
tructuras, tiene mucho interés para el Ingeniero Civil, pues
to que con los avances de la técnica moderna, las computado-
ras son un arma comin y por lo tanto debemos poder alimentar
la para trabajar con ella. La forma de alimentacién mis fa

cil es ¢l uso de matrices.

En circuitos eléctricos, en problemas de lineas conductoras,
etc. Hay infinidad de aplicaciones de las matrices. O0Ojala
que este trabajo cumpla con la finalidad a que ha sido hecho:
"' DESPERTAR EL INTERES POR EL ESTUDIO DE LAS MATRICES !
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