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PRO L o G o 

Mí deseo al comenzar este trabajo fue el de dar a conocer una de 

las múltiples aplicaciones de las matrices. 

~ trabajo en el Departamento de Matemáticas me hizo ver que en 

la Facultad de Ingeniería hasta el año de 1964 no se enseñaban 

las matrices; cuando el Ing. Rodolfo Morales funda el nepartame~ 

to de Matemáticas él inicia una revolución y entre sus consecue~ 

cias fue el de mostrar a los alumnos, incipientes conocimientos 

de matrices a través de los profesores del Departamento, personal 

al cual tengo el honor de pertenecer. Es por eso que me decidí 

a escribir sobre un terna tan apasionante, tratando de mostrar lo 

más sencillo para lograr despertar interés en la profesión por es 

te tópico. 

Corno se menciona al final, los avances de la técnica moderna, at~ 

ñen a todas las profesiones, Ingeniería no puede quedarse atrás. 

Las computadoras electrónicas son un arma común para el Ingeniero 

y para poder m.'\n~jar1as es necesFl.rio tener cono::~!"'ie:.:':os dG 10 --

que son las matrices 
= 

Como puede verse, esta obra no es un tratado profundo de las ma-

trices, más bien es una introducción al conocimiento y aplicación 

de ellas, en sí mi intención ha sido':popular-:zar"el conocimiento 

de las matrices. 



CAPITULO I 

ALGEBRA ELEMENTAL DE MATRICES 

1 - Introducción: 

En esta sección hablaremos de las operaciones del Algebra matricial y no-

tación. Trataremos de j ar' estos en forma sencilla, aunque el lector debe-

ría de refrescar sus cOf.ocimientos en lo que respecta a las st.nnatorias y 

términos generales de sucesiones. 

2 - Definición de Matriz: 

Un arreglo en filas y columnas de números reales o complejos, es lo que 

llamamos matriz. Un arreglo de estas sería el siguiente: 

Este es un arreglo con mm" filas y "n" columnas. Cualquier cantidad en 

la matriz se llama elemento y puede ser función Real o Compleja de cier-

tas variables. Encerraremos los elementos que fonnan la matriz entre co!, 

chetes, otros usan doble línea vertical 11, o paréntesis ( ). Vemos que 

hay dos números subíndices con cada elemento, el primero nos representa-

re la fila que él ocupa y el segundo, la columna; así, el elemento 

a 37 ocupa la fila 3 y la columna 7; y, en general el elemento ai j ocupa 

la fila ~y la columna i. Este elemento aij nos representa cualquier ~ 

lemento de la matriz, por lo tanto es el término general de la matriz. 

Escribiremos entonces en forma sintetizada a la matriz A en la forma si 
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guiente: A = [a .. 1 rrm, en lugar de la escritura inicial. La rratriz men­
" 1] " 

cionada al principio, tenía m columnas y n filas, se llamará matriz de 

orden (m,n) ó matriz m x n. Si m = n la matriz se llama matriz cuadrada 

de orden m ó n. 

Si en una matriz las filas las pasamos a colurrmas y las colurrmas a filas, 

la matriz así obtenida se llama rratriz transpuesta, de la matriz original. 

Es decir si A = [ai j ] rrm, transponiendo, las filas pasan a colurrmas y 

viceversa. Se escribe así At Ó Al entonces: 

3 - Principales Tipos de Matrices 

a) Ma.triz Vector Columna: Es una matriz con una sola colurrma, su órden 

es (m, 1). Ejemplo: 

ó 

B = [bll b2I ••••• bml ] para ahorrar 
espacio. 

b) Ma.triz Vector fila. Es una rratriz con una sola fila, su órden es (1,n) 
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c) Matriz Diagonal: En ella los elementos de la dia~onal principal, que 

es la que corre de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo, son los úni 

cos diferentes de cero. Es decir a·· = O si i t j. 
lJ 

Ej e . [~ ~ e] 

d) Matriz Unitaria: Es una matriz diagonal, con la característica que los 

elementos de la diagonal principal son iguales a la unidad, es decir: 

aij = O si i t j ; pero aij = 1 si i = j. 

O 
1 
O 

Matriz Unitaria de tercer óroen 

e) Hatriz Cero: Es una matriz rectangular (m,n) en la cual todos los elemen 

tos son iguales a cero. 

O = 
O 
O 
O 

O O 
O O 
O O 

D-
O Matriz cero, óroen(3',4) 
O 

4 - Operaciones con Matrices: 

a) Igualdad de matrices: 

Este concepto es sencillo , pero de mucha importancia en Algebra matricial. 

Los matrices [al" J" -J mn y [b"" 1 mn, son iguales si y solo sí a.,.. = b.. para 
lJ - 1J 1] 

todos los valores i y j " En otra forma: Los matrices son iguales sí y so-

lo sí, ellas tienen el mismo órden y sus correspondientes elementos son i-

guales. 
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Ej: 

b) Suma: La. suma de J1B.trices solo está definida para matrices del mismo 

orden. Si [a .. J y rb·:1 son J1B.trices del mismo órden, entonces la suma 
1J 1J 

+ [b .. Jes una matriz [c .. ] cuyo elemento típico es [cij) = [a . . +b .. } . 1J 1J- - 1J 1J 

es decir: 

A + B = e ó [-a .. ] mn + Ib .. -] mn 
1J - .. 1J = re··] mn :: Ca· .+b .. Jmn 

l 1J- 1J 1J-

- '-1 - t 2 ] [1 + t - 2 J r_o2 
EJ: _ 3 1 + t + -3 1 - t = U 

Dos matrices del mismo orden se llaman conformes para la suma. 

La. suma de matrices es una operación asociativa y conmutativa: 

Asociativa: (A + B) + C = A + (B + C) 

Conmutativ2.: A + B = B + A 

c) Resta 

Si A Y B son matrices del mismo órden, entonces la resta A-B se define -

como otra J1B.triz D del mismo órden que A y B dada por: 

D = A - B 

l-d .. ] = la··1 -[b .. ] 
1J - 1J- 1J 
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Ej: [~ 2 01 [2 -1 ~l = [-i 3 -~I 5 6J - 3 -1 6 

d) MultiElicación de Matrices 

1) Multiplicación de una matriz por un escalar: 

Por definición la multiplicación de una matriz A = [aij] por un escalar k 

se efectúa multiplicando todos los elementos de A por el número k y se ob-

tiene una matriz cuyos elementos son 

B = K A 

Lb .. ] = K [a.:J 
1J - 1J 

rb .. J = rKa. ·l - 1J - 1J -

Ej: 3~ 1 :j [1: 3 

1J = 
-1 -3 

2) Multiplicación de una matriz por otra matriz. 

La definición de la operación de que vamos a hablar se ha hecho a fin de 

facilitar las operaciones que involucran transformaciones lineales. 

La multiplicación de dos matrices está definida solamente cuando el número 

de columnas de la primer matriz es igual al número de filas de la segunda 

matriz. Si A = La .. 1 rnn y B = r b .. ] pq son dos matrices, el producto AB 1J 1J 
no está definido a menos que n = p, si esto sucede las matrices se llaman 

conformes para la multiplicación. Sólo las matrices conformes se pueden 

multiplicar. 

Definición de MultiElicación. 

Pasemos a dar una definición de producto matricial auxiliador de un ejem-

plo A.B = C: 
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Estas dos matrices son conformes. 

Consideremos que la primer matriz está formada por vectores filas y que la 

segunda está formada por vectores columnas. 

Tomemos el primer vector fila de A y efectuemos el producto escalar (re-

cordemos los vectores) de este vector fila por todos los vectores colum­

nas de la segunda matriz, estos productos nos darán números como nosotros 

sabemos ya, siendo cada uno de estos números el resultado de la suma de -

productos entre los componentes de cada vector. Ahora bien, el primer v~ 

lor obtenido, es decir, el producto escalar del primer vector fila por el 

primer vector columna, nos dará el elemento situado en la primera fila y 

primera columna de la matriz C o sea C11 , el resultado del primer vector 

fila por el segundo vector columna nos dará el elemento situado en la pri 

mera fila y segunda collliThla o sea C12. Para obtener el C21 tomamos el se 

gundo vector fila y lo multiplicamos cscalarmente por el primer vector co 

lumna, etc . 

Podemos considerar entonces que la multiplicación de matrices es una se--

rie de productos escalares, entre los vectores filas de l~ primer matriz 

Y los vectores columnas de la segunda matriz. 

Realizando la operación A.B : 
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(al! b + a b + a b ) (a
ll 

b + a b + a b ) 
11 12 21 13 31 12 12 22 13 32 

(a b + a b + a b ) (a b + a b + a b ) 
21 11 22 21 23 31 21 12 22 22 23 32 

(a b + a b + a b ) Ca b + a b + a b ) 
31 11 32 21 33 31 31 12 32 22 33 32 

1 er Vector fila: a a a 
11 12 13 

ler Vector Col : b b b 
11 21 31 

3 
Producto Escalar: a b + a b + a b = I: aik bkj 11 11 12 21 13 31 k=l 

Vemos aquí lo mencionado en el párrafo anterior. Como cada elemento es tma 

suma lo podemos representar simbólicamente. En general el elemento situado 

en la fila i fila y j columna ósea Cij será el producto escalar del vector 

fila s.i tuado en la i fila por el vector columna situado en la j colunma: 

i fila: a a a 3 
il i2 i3 C· . = a. b + a. b + a. b = 1: aik bkj j Col b b b 1J 1.1 lj 12 2j 13 3j k=l 
lj 2j 3j 

Ya con lo dicho pasamos a dar la definici6n de producto de dos matrices: 

El producto de dos matrices A y B, dónde A = [aijJmp y B = Lbijlpn es una 

matriz C = L'Cij~mn tal que: 

- -

C~iJmp 
- -

ICi ·1 = LbijJpn _ J_ 

p 
donde: C .. = E aih bhj 1J h=l 



- 8 -

La matriz C es de oroen (m,n), y A era de orden (m,p) y B de oroen (p,n); 

esto lo podemos expresar s i mbóli came rte : 

Propiedades: 

(m,u )(p, n) = (m, n) 

~
( 2 + 10 + O) ( 4 + 5 -8~ 
(6 + 2 + O) (1 2 + 1 +20 
( 2 + 2 + O) ( 4 + 1 +4 t 3~ 

la multiplicación de matrices ro es cormutativa, salvo alguros casos, que 

son la excepción, es decir : 

AB f; BA 

Podemos comprobar esto por un arÉ.lisis directo, vie roo la conformidad de 

la multi plicación en ambos sentidos. Exepto que las matrices sean cua-

dradas, ellas ro puede n multiplicarse en ambos sentidos, es decir en ge-

reral. AB f; BA 

La matriz umtaria 1, forma un producto cormutativo con cualquier matriz 

cuadrada del mismo orde n . 1 . A = A. 1 

Puede comprobarse que: Al = lA = A 

Producto Contiruado: 

Las leyes del álgebra oroimria se satisfacen en el algebra matricial, ex 

cepto la Ley Cormutativa . Ley Asociativa : 

(AB) C = A (BC) = D 
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a b c... 
ik kh hJ 

En todas las matrices debe existir conformidad para la multiplicación en 

cade re . 

5 - Potercia de ure matriz 

... P 
Si ure matriz A es multiplicada por Sl Inlsma P veces, el resultado sera A 

A
P 

= A.A ......... .A P veces 

6 - División Matricial - MBtriz inversa 

Cuarrlo msotrDs trabajamos con ca ntidades algebraicas y teremos que a .x=l 

decirnos que x es e l inverso de a y esto lo escribimos así: 

x = 1 
a 

-1 
= a 

Hemos mercioredo l a matriz unitaria, ésta hace las veces del 1 en el álge-

bra ordinaria, es decir que: 

I A = AI = A 

La sernej anza con el Algebra es : 

1.a = a.1 = a 
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a) la. matriz i rwersa 

Dada ura matriz A cuadrada y ura matriz unitaria 1 del mismo orden, en-

torces puede e rcontrarse u re matriz X tal que: 

A.X = 1 

Decimos que X es la matriz inversa de A y se escribe asi: 

X 
-1 = A 

Antes de dar u re forma ge reral para hallar la matriz i rversa de oroe n N, 

vamos a estudiar el caso de ura matriz de 2°orden y calcular su matriz -

irversa:. 

Sea A = [a .. ] 
- 1J" 2.2 

es decir A =[ :11 

21 

a 
12 

a 
22 

e 1 

vamos a buscar u ra matriz X tal que: 

AX = 1 

dome 
x 

12 

X 
22 

Los eleme rtos a.. son eleme ntos conocidos y las x .. so n los eleme rtos -
lJ 1J 

buscados. 
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+ e x ) (a x + a x 
12 21 11 12 12 22 

+ a x ) (a x + a x 
22 21 21 12 22 22 

Aquí tenemos dos J1\3.trices relacioredas por el Slgro igual, para que esto -

se sosterga, los elementos corresporrlientes deben ser iguales: 

a 11 XlI + a 12x 21 = 1 

a 21 x 11 + a22x 21 = O 

a 11x 12 + a 12x Z2 = O 

a21 x 12 + a 22x 22 = 1 

Dos sistemas de ecuaciones irrleperrlientes, cada ure con dos in::ógnitas, re 

solvierrlo estos sistemas de ecuaciones llegamos a lo siguiente: 

a x + a x = 1 
11 11 12 21 a

22 a
ll x = x = 

O 
11 a a -a a 22 a a -a a a x + a x = 11 22 21 12 11 22 21 12 

21 11 12 21 

Observarrlo vemos que todos los deromíredores son iguales llamémosle a este 

de romí redor comú n: D 

a 22 -a 
21 x

ll = O x
21 = D 

-a
12 all 

~2 = D x
22 =0 

a11 a
12 

-1 an -a12 a 22 -a12 
0- -D- i 

Enton::es: = = 15 

a 21 a
22 

-a 21 a1l -a all -D- I) 21 

~:: -

a11 -1 1 
A =15 

a1l 
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Ya t e remos u ra regla ge reral para hallar la matriz i nrersa de 2:::>. arde n 

Para que la matriz inversa esté definida,cste valor de D debe ser una -

cantidad disti rta de cero. Para hallarlo se efectúan los productos cruza 

dos de los elementos de la matriz A, el producto positivo es el de los 

elementos de la diagoral prircipal. Si observamos como han quedado los 

el emertos de l a matriz inversa, se puede ver que los elementos de la dia 

goml securrlaria sólo han cambiado de sigm y que el resto de los eleme n 

tos han alterado su posición de tal marera cual si hubieran girado alrede 

dor de la diago ral secu rrlaria . 

Si tuviésemos ura matriz de tercer orden terrlremos ura matriz X con rueve 

i rr:!óg ni tas, las que podemos resolver las; pero este es un trabaj o tedioso. 

7 - Determirantes 

Para defi nir completame nte el cOrr:!epto, recesi tamos recordar lo que es De 

t ermi rante, daremos ura pasada a vuelo de pájaro para recordar someramen 

te sus propiedades más importa ntes : 

a) Definición y rotación: El determirante es un IÚmero asociado a cada ~ 

triz cuadrada, y escribimos deterrnimnte de la matriz A, encerrarrlo a la 

matriz A entre barras verticales: det A = IAI ó 

a11 a12 a
1n 

IAI = a 21 a22 a2n ... ... .......... 
a rú a n2 ... a nn 
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b) Evaluación de Detennimntes: 

Hay varios métodos: por cofactores, por reducción a cero, por cordersación, 

etc. El que recordaremos es el método por cofactores 

El cofaetor de un eleme Ito es un me ror con siglO . 

Meror de un elemerto, es el determimrte que queda al quitar la fila y la 

colurnm del eleme nto corniderado, el cofactor de un elemerto dijimos que 

es un me ror con sig ro, este signo será + ó -, segú n si la suma de los subí n 

dices del el eme rro sean par o impar. 

Ej : 1 4 S 

A = 3 2 6 
El cofactor del elemerto situado 

7 8 9 
en 2a. fila y 3a. colurnm. lo e~ 

I~ 
4 cribimos así A

23 
~leva signo me-

A23 = -
8 nos, porque 2 + 3 es impar . 

A22 signo rrás porque 2+2 = par. 
1 5 

1'22= + 
7 9 

La exparnión de un determimnte de 3er. orden, se efectuará tomardo los ele 

meItos de um fila (o colurnm) multiplicárdolas respectivamente por sus co­

rrespondientes cofactores y luego sumar estos productos. 

a11 a12 a13 

a 21 a 22 a23 

a31 a32 a 33 
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Por cofactores de la primer fila: 

IAI 

a 
11 

= a A + a , + a A = 
11 11 12 12 13 13 

a 2 
22 23 

a él 
32 3 3 

- él 

a 
21 

12 a 
3 1 

a 
23 

a 
33 

Por ca factores de l a 2a. colu~na : 

= a A + a A + a A 
12 1 2 22 22 32 32 

= - a 
a 

21 

1 2 a 
31 

a 
33 

+ a 
a 

11 

22 a 
31 

+ a 

a 

a 
21 

13 a 
31 

a 
22 

a 
32 

13 -a 
a 

21 

a 
33 

32 a 
31 

a 
22 

a 
32 

Se puede comprobar que si tomamos elementos de una fila y los multipli-

camas por los cofactores de otr~ fila, y luego estos productos los sum~ 

mas, el resultado es igual a cero, diremos al recordar esta prooiedad: 

Desarrollo por cofactores ajenos es igual a cero 

Con lo poco Que hemos dicho de determinantes, oasaremos a seguir estu--

diando la matriz inversa . 

8 - Matriz Singular y no Singular 

Una matriz cuadrada se lla~a singular si su determinante es igual a ce-

ro. Si no es igual a cero , entonces se llama matriz no singular. En 

el primer caso la matriz o tiene inversa: en el seeundo caso sí tiene. 
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9 - Hatriz Adjunta 

Sea A una matriz de orden n x n ; A = [aij ] nn 

Formemos otra matriz ~ partir de ésta, cuyos elementos sean los cofactores 

de A, así: 

A
l1 

A
12 

A
1n

-

Cof. A = A A ... A 
21 22 2n 

transpongamos los elementos de esta matriz, es decir pasemos las filas a 

columnas y viceversa, l a matriz obtenida se llama Adjunta de A: 

Al1 A2l A
n1 

A A A 
Adj. ~ 

t \ = 12 22 n2 Adj. A = [A . .J 
)1 nn 

Efectuemos la operación: A. adj. A: 

El resultado al que llegaremos será el siguiente: 
'1 Al O O ••••• O 

O IAI 0 ..... 0 

A.adj .A = O O IAI ..... o 
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En los elementos donde i # j , e l valer es cero : porque tuvimos desarrollo 

por cofactores ajenos y en los e lementos de la diagonal (i = j), e l resul 

tado fue IAI por t ener desarrollo por cofactores propios. Podernos corn--

probarlo, efectuando la multiplicación. 

Continuemos: 

IAI O .... . O -', O O 

O IAI·· ·· . O O 1 . 
A. adj A = = IAI = IAI I 

O · IA I O O , 

A. adj A = IAI I 

A. adj .\ = 1 
1/\ 1 

ad· A llamemos a J = B, t endremos A.S = I, esta es una ecuación semejante 
A 

a: a.x = 1, puesto que l a matriz 1 bene un oficio semejante al número 1, 

entonces B se llamará matri z inversa de A y podremos escribir : B = A-l 

es decir : 

-1 
A 

= adj A _ 1 

I Al - 11\.1 
adj '\ 

Esta es la expresión que nos permite calcular la matriz inversa de una 

matriz cuadrada de orden n . 



- 17 -

10 - Soluciones de Ecuaciones Lineales por el uso de la Matriz inversa, 

Regla de Cramer. 

Analizemos dos ecuaciones de primer grado con dos incógnitas. 

= 

Utilizando la multiplicación de matrices, el sistema anterior 10 podemos -

representar así: 

Efectuemos la multiplicación y llegaremos al mismo resultado que las i~al 

dades antes propuestas: 

A la primer matriz se le llama matriz coeficiente 

Si ahora se nos presenta el caso de n ecuaciones con n incó~itas: 

a11 x1 + C.1Zx Z + 

3 Z1x1 + aZZxZ + 

Lo podemos escribir así: 

.•. + 

... + 

a
1 

x nn 
az x nn 
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a11 
., 

él. 1 n x1 b1 --12 

a21 [12 2 Q2n x2 b2 

= 

L,'_ primer matriz ser á llarnRdJ ; , (1 l a 2a . matriz le diremos X ó matriz in 

cógnita y a la 3er. matri z , l e llamaremos B, con esto la igualdad queda-

rá así: 

-\X = B 

ahora bien ; nuesto interés es conocer los valores de las x- es decir los 
1 

elementos de la matriz X, si lográramos quitar la matriz A del lado de A. 

ya estaría resuelto el problema , porque estaría desnejada X. 

Si recordamos el uso y rro~iedades de la matriz inversa y de la matriz uni 

taria, podemos realizar lo deseado, sabemos que si E es una matriz cuadra-

-1 1 da no singular : E.E = l Y que l.E = E.l = E, donde E- es la matriz in--

versa de E e l es la matriz unitaria o matriz identidad, 

Pasemos a la igualdad de nuestro problema: 

AX = B 

-1 Si premu1tiplicamos ambos lados de l a igualdad por A la igualdad se sos 

tiene: 
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-1 A-lB A (A.. X) = 

pero A-1CA.X) = CA-'A)X 

recordando A-1 .A 1 

entonces (A -1 .A) X = IX 

pero IX = X 

por lo tanto -1 -1 A (A.X) = A .B 

es igual a: -1 1 
X =:~ • B = W ad j A.B 

Efectuemos la operación: adj A.B 

A A A b1" (b,All + b2A21 + .. + bn~l) 11 21 n1 
A A A 

12 22 n2 

A A A 
1n 2n nn 

Por lo tanto 

x 
n 

1 
=-

b2 (b A + b A 
1 12 2 22 

+ ... + b A 

= 

(b,A11 + b2A21 + •.. + bnAn1 ) 

(b1A12 + b2A22 + .•. + bnf~2) 

n n2 
) 
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de donde, Dor el princinio de i~aldad de matrices: 
1 

X1 = IAI (b,A'1 + b2_!\-Zl + ••• • • • • + bnt\1) 

X2 = I~I (b 1A12 + bl'\12 .. b2A2Z + • •• + bnAnz) 

etc. 

si observamos detenidamente e~ el v2lor. de xl la suma de términos den­

tro del paréntesis, t enemos todas las b
i 

multinlicadas Dor los cofacto- ­

res de la pTÍmer columna de A, r¡uiere decir que las bi han venido a sus­

tituir a la primer columna d~l determinante de la matriz A, 

entonces: 
b l a a

ln 12 
bz a22 a Zn 

Xl 
1 - --

IAI 

\Jara el caso de la x2, los cafactores que anarecen son los de la 2a . co­

lumna y Dor un razonamiento análogo: 

1 
x2 = -

IAI 

a 
21 



Hemos hallado lUla ley que nos nerrnite calcular incógnitas de lUl sistema li-

neal de n ecuaciones con n incógnitas. 

La Regla podría enunciarse así: 

'"' La solución de cualquier variable en \.ID sistema de n ecuaciones li 

neales con n incógnitas, es U~ quebrado cuyo denominador es el deter 

minante de la matriz coeficiente y el numerador otro determinante -

que se obtiene sustituyendo la columna corresnondiente a los coefi-

cientes de la incógnita deseada nor el vector columna de los térmi-

nos independientes'''' • 

2x 3y + 4z = 1 

3x Zy + z = 2 

-2z + y z = S 

A = [: 

-3 

J 
. 1 

-2 B = 2 . IAI= -S , 
-2 1 5 

1 -3 4 2 1 4 2 -3 1 

2 -2 1 3 2 1 3 -2 2 

5 1 -1 -2 5 -1 -2 1 5 

x = y = z = 
-5 -5 -5 

luego 

28 63 x = 32 x = ::s y = ::s -S 

Esta es la Regla de Cramer nara solución de ecuaciones. 
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11 - Ecuaciones Lineales Homogéneas. 

Si los términos indenendientes son iguales a cero, en un sistema de ecua 

cienes lineales, entonces las ecuaciones son ecuaciones homogéneas, y po 

driamos escribir el sistema así: 

AX = O 

Pueden existir dos casos en las ecuaciones homogéneas 

(1) si IAI= O 

(2) si IAI= # O 

/ 

Discutiremos ambos casos: 

a) Caso: en el cual IAI f O 

~n este caso A es matriz no singular, por lo tanto existe la inversa A-
1 

y en las soluciones son: 

-1 
X = 1\ .0 = O 

y la solución sera 

= xn = O Llamada solución trivial 

b) Caso: cuando I Al = O, sunondremos que al menos un cofactor ~k f. O 

nara algún valor de h. y ~. 
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Consideremos la k-esina ecuación del sistema: 

Supongamos el caso llUC xl = tCh l' x2 = tCh2 , xn = tChn donde ~j es el co-

factor de cualquier elc~ento de la fila ~, entonces la ecuación anterior se 

ra: 

~1 t~l + ~2 tCh2 + •• + ~n tChn = O 

donde t es cualquier constante, sabemos que el paréntesis es igual a cero, 

puesto que aquí t eneMOS elementos de la fila k y cofactores de la fila ~, 

recordando que desarrollo por cofactores ajenos ss igual 2. cero; y aún , la 

igualdad se sostendría cuando ~ = ~, puesto que nor hinótesis IAI= O 

Vemos pucs que si 1.'\.1 = O, la ecuación homogénea tiene multitud de solucio-

nes, puesto que h nuede tomar valores entre 1 ó n v t es un número completa 

mente arbitrario 

El hecho de nue las c:cuaciones homogéneas posean soluciones diferentes de 

cero, es de gran irr¡r¡ortancia ~n muchos nroblemas de matemáticas aplicada. 

12 - Relaciones con el Algebra Escalar 

:-!ay que 2.]regar que en el algehr,~ f'1atricial existen ciertas diferencias con 

el Al ~ebra ordinaria . rOY ejeMnlo si a.b = O esto es verd2.dero si y sólo 
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sí a = O 6 b = O. Sin embargo en Algebra matricial, sí A.B = O es sufi-

ciente que A = O 6 B = O pero no necesari0 

Ejemplo: 

[~ 
O 

O O 0-

O = 
1 O 

() 

En Algebra ordinaria si ab = ad entonces b = d, si a f O. Sin embargo 

en Algebramatricial, si AB = A.O y A #: O no podemos decir que B = O. 

Por Ejemplo: 

Pero 

Si AB = AD, IAI f O entonces nademos premultinlicar a ambos lados de la i­
_1 

gualdad nor A v obtener B = O. 

Si se nos presenta la ecuación AR = CO y I Al f O, entonces podernos nremulti 

nlicar a ambos lados de la igualdad y obtener: 

B 
-1 = A .C.O. 
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13 - Potencia Negativas de una Matriz 

Si A es una matriz no singular, o sea IAI # O, podemos entonces definir 
1 -1 las potencias negativas de A? utilizando A- , Y elevando A a potencias 

positivas . 

Por definición: 

A-n = (A- 1)n n = O 1 2 3 , , , ..... 
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LA ECUACION CARACTERISfICA DE UNA MATRIZ 

1 - Introducción 

En estructuras sólidas, tales como puentes, las alas de un aeroplano,etc., 

el estudio de vibraciones o el estudio de las perturbaciones seculares en 

astronomía, nos conducen a lo que conocernos en matrices corno: autova10res 

o autovectores. 

También recibe el nombre de valor característico, vector característico, 

estos nombres son los más usados. 

También se usa el adjetivo "latente". Otros usan valores de Eigen o vecto­

res de Eigen, derivado del alemán Eigenwert. 

2 - El Autovalor de una ~1at riz : 

Supongamos que A es una matriz cuadrada n x n y X una matriz vector columna - -
de orden ( n x 1 ) multipliqUEmOS A por X, esto nos generará una matriz Y 

de orden n x 1 como ya sabemos, es decir: AX = Y. 

El vector Y puede o no, ser de la misma dirección que!.. Si tiene la misma 

dirección que X entonces diremos que Y es un vector proporcional a X, podrá 

tener su misma longitud o no, y aún tener sentido opuesto. Sabemos que si 

entre dos vectores existe una relación como la mencionada, podernos comparar 

estos dos vectores por la igualdad de la manera siguiente: u = !(v donde u 

y v son dos vectores con igual dirección, es decir son paralelos, pueden -

tener diferente magnitud y sentido. 
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Por lo tanto la relación AX ~ y podernos escribirla así: AX =,kX donde 

y = kX si Y es naralelo a :(.. 

Nos interesa ~~nocer k y los vectores X 

Escribamos la ecuación anterio-~ en notación expandida: 

A. X = ;~X 

= 

efectuando la rultiolicación: 

+ a2 x ) nn 

= 

(a 1x1 + a xZ+ ••• + a x kxn ni nZ nn n 

restando 

al x nn 
+ a x 

2n n 

+ • • • • + Ca -k)xn nn 

= O 
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Esta ecuación matricial nos hace llegar a n ecuaciones homogéneas con n in 

cógnitas: 

(a11 - k)xl + a1ZxZ + .+ al x = O n n 
a 1Zx

1 
+ (aZ2 - k)x Z+ .+ aZnxn = O 

••••••••••••• ,. •••• fi; • t •••••••••••••• 

an1x, + an2x2 + . . . . • . +(a -k)x = O nn n 

Cuando se presenta este caso, corno recordaremos, existen dos posibilidades: 

1 - Oue el determinante del sistema sea diferente de cero 

2 - Que el determinante del sistema sea ü;ual a cero. 

En el primer caso, la solución es trivial, obvia: Xl = Xz = ••• = xn = O 

Y no existe el vector Y, puesto que k = O. En el segundo caso habrá valo-

res de ~, con los que determinaremos el vector Y, es decir si: 

(a11 - k) a12 . . • . a1n 

a21 (aZ2 - k) aZn = O . • • 

an1 an2 (a - k) nn 

entonces existe el vector Y. 

Los elementos del determinante anterior forman una matriz del siguiente 

tino: 
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a11 a1Z a1n 1 O · . • · O 

aZ1 a22 aZn O 1 • • O 
-k. = [A-kI] . . • • . . . • •• 

a
n1 

an2 ~n O O · . . · 1 

Es decir que el deteminante de la matriz anterior lo podanos escribir 

así: 
I A - kI I 

La expansión de lA - kII = O se convierte en un polinomio homogéneo de 

~ grado, al que le nodemos llamar polinomio en k ó ~; a este polino­

mio se le denomina polinomio característico de la matriz A. 

De la t.eoría de ecuaciones s[lbemos que una ecuación de !! grado, tiene !! 

raíces (reales ó complejas) , uor lo tanto fO<) = O tendrá n raíces a e~ 

tas raíces se les llaman raíces c3ractcrísticas, valores seculares,val~ 

res latentes o valores Cigen d~ A. 

La ecuación AX = lX se nULdo escribir así: 

AX-kX= O 

(A - kI) X = O 

Con cada raíz característica (o autovalor) la ecuación (A-kI) = O tiene 

soluciones no triviales, cada vector X que se obtiene es llamado Vector 

característico. 
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Ejemplo: 

Encontrar los autovalores y los autovectores de A. 

Sea 

Solución: 

La ecuación característica es: A-kr = O 

o sea: 1-k 2 I 2 . 

4-tl 
= 1, - Sk - 6 = O 

5 

Resolviendo obtenemos k1 = 6 kZ = -1 

Vamos a formar los autovectores con los valores característicos hallados . 

Planteando la ecuación' (A-kI)X = O. 

Con k1 = 6 

Efectuando: --s 
[
-SX1 +2X2l 

SXl-2xZ 
= O 

s 

-SXl + 2x2 ::: O 
3 

x1 .= 5"2 si Xz = S entonces xl :;:: 2 

" 
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El primer autovector será: Xl = [: 1 

y con 1, = 1, de ioual ~ancra X2 = r -: ] 

Ya encontramos los autovectores. 

3 - Discusión Algebraica de los Autovalores: 

La ecuación A - KI = O, hemos mencionado, quc es una ecuación de orden 

~, y se puede demostrar que este polinomio es: 

f(k) = lA - KII = O 

Por Algebra sabemos que esta es una ecuación que tiene ~ raíces (reales o 

complejas). 

Sl en f(k) hacemos k = O, entonces 

feO) = a pcro f(k) = IA-KII será IA-OII = IAI 
n 

entonces ~ = IAI es decir,el término independiente de f(k) es el determi­

nante de A. 

Sabernos que si: k1, kZ' ... , ~ son las raíces de f(k) se puede colocar 
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Si en esta ecuación hacemos k O, entonces 

El producto de los autovalores de una matriz es igual al determinante de 

la matriz. 

Para seguir estudiando los autovalores, tomaremos una matriz de tercer or­

den y calcularemos su ecuación característica: sea A = laijJ rnm su ecuación 

característica es: 

I A - KI I = O 

Antes de continuar, por exoansión podernos demostrar que Sl: 

a l1 a12 a13 

A = a2"1 a?? 3.23 -'-

3 31 a32 a33 

Entonces IAI = a" a22 a33 + a12 a23 a31 + a13 a21 a32 - a13 a22 a31 

-3.'2 ~21 a33 - a11 a23 a32 . 

Si expandirnos este determinante, 
llegaremos a los resultados si­
guientes· 
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lA - kI I 

Ó 

lA - kI I a o + :11 L + '1 k2 + '1 k3 • 2 3.¡ 

vernos qu~ lo = IAI 

y (13 = -1 

12 = él 11 + <122 + <'lJ3 

Es importante notqr que los términos que contienen k3 y k2 se obtuvieron 

del producto de los elementos de 1'1 diagonnl principal. El coeficiente 

de k2 es la suma de los elementos de la diaponal principal , él. estél. sum1. 

se lt 11~1. TRAZA Ó SPUR. El coeficiente de k3 es igual a -1, se ve que 

si n fUlra el onkn de la matriz, entonces ~ =' (_1)n. Este signo 10 -
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lléva ~ ó ao puesto que el polinomio estq igualado n cero. Vemos un 

ejemplo para aclarar: 

f(k) = 10 8k + 9kZ = k3 O 

ó 9kZ + 8k - 10 = O 

~l multiplicar por -1 la ecuación. 

Hay fórmulas que nos permiten c~lcular los coeficientes de la cQ4~ción ca 

racterística, sin n~cesidad dL expandir 1 determinante de lA - kII , Una 

d~ ést~5, quizás la más sencilla ~s In fórmula de BOCHER: 

"Se~ A una matriz di: ordon ~ y ~ 1'1 traza de An , entoncL'S 

los coeficientes de 13 ecuación f(k) serán:" 

al = - s, 
3.Z = 1/2(3.15, + 8Z) 

a3 = 1/3(a2s1 + ::1.,5 2 + $3) 

~ = - l/n(~_lk + ~-2s2 + 

Donde f(k) = ~ + 3n_,k + 

+ ;].,sn-l + sn) 

+ a,kn- 1 + kn 

r~cordando además que An = A.A.A .... A (~v'ces ) 

El determinante de ~ pucd~ calcularse así: 

BIBLIOTECA CENTRAL 
UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR 
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SERIES ~1ATRICIALES, DERIVACION, INTEGRf\CION 

1 - Introducción 

Vert.:!mos ahora la.s ITL1.tricc s como Se comportan al ser consideradas desde el 

punto de vista dd fIl g, 'brn esc::llar. 

Definiremos la difL'rcnciación y la integración de matrices y m5s ad41ante 

entraremos a l~ solución d~ ~cuacioncs diferenciales con matrices. 

2 - Polinomios matricinlcs 

Vamos a hablar de: ciert:ls funciones matriciales, pero antes veremos los PQ. 

linomios matrici~lLs. 

En general en ;\lp ... ::br-¡ ordlnari 1. f(x) (función de x) 05 un polinomio en x 

donde x es un núma.;ro r,,21 o complejo: 

f(x) ::1 xn + ... xn- 1 + r,o <'1 • . • + ~ 

Si en VeZ de qu~ ~ sea una variabl~ numérica, esta variable es una matriz 

A, (los coeficinctes rti los mantenemos) además ~ lo multiplicamos por la 

matriz unitaria del Dismo orden que A, entonces f(x) será: 
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feA) es un polinomio, en la matriz A, de orden~. Se supone que los coe­

ficient~s dtl polinomin se conoc~n, por lo tanto feA) se puede calcular. 

Ejemplo: {. = r-; ~l si f(x) = 3,2 -2x + 4 

3A2 - lA + Al [-; T [-; :] [: ~] entonces: f (A) = = 3 -2 +4 
O 

3 

-:l [-: :1 
"4 

:] = 3 + 
-1 O 

=1 [1 S -1°1 
-s 10 I 

3 - Series Infinitas. 

En general el polinomio en A es: 

n 
= 1: 

i=o 

Si n = ~ entonces la serie se vuelve infinita en términos. 

00 

~ .Ai feA) = anI + a lA + . . . . + = L n- i=o 
-1 

n 
Siendo feA) = L ~-l Al entonces si 

i=o 
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fCA) tiende '1 una mrItriz 1 ínite, Jefinida: cuando ~_ se aproxime a infinito, 

a la serie se le lla~' convergente. Si la serie conver~~, define una fun-

clón matricIal. 

Por analogía en LIS scriGs infinitas al1!chráicas para ciertas funciones, 

dl3finiremos estas fUJle Iones, con JTlatrices: 

Serie exponencial' 

Algebralca eX 1 
x2 x3 xn - 't" X -+- 2T+ -, +. · + -+ 

.:l. · n! ' 

.., 
A3 

¡,'atricial A I 
"-~ An 

t' =: + A + 2T+ 3! + + -. + . . n! 

Serie del Seno y Coseno 

Algebraica Sen x3 x5 
== x - 3;+ 5T+ · . 

~k1tricial Sen , 
== 

, A~ 45 
t f~ - 3-:- .s: 

Algebraica Cos 1 
x2 x4 

x == - -+ 4T · · . Z! 

Matricial Cos A = 1 A2 A4 
-

2 ! 4T · 

4 - Convergencia de series matricial~~. 

Dada la serie u
1 

+ u2 + u
3 

+ • + u = f(u), si f(u) se aproxima a un 
n 

valor fijo ~, entonces se dice que la serie es conver~ente. Es decir si: 
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If(u) - c 1< t: , e: es Wl~ cantidad arbitrariamente. pequeña. 

Para estudiar converptncia de series, nosotros estudiamos el comportamien-

to del término [T(\llt'T) J, .. el part í r de esto, llegaremos a conclusiones rcs-

pecto de la convcrf'cnClf} dL lt serie. 

Todo lo anterior es hecho para series algebraicas. Para hablar de series 

matriciales, el anállsi~ es muy rlifícil, pues el trabajo se remonta a la 

'T:.}tel11ática pura. ,\" í "C' no en la 5crie alr('braica~ en las series matricia 

les, la convergencia :;e estudia analizando el enésimo término. Para este 

estudio, hablaremos de lo que llamaremos NOffi~ de una matriz. 

a) Nonna de una T!k'ltriz 

Sea A una matriz cuadr .ld:1 de orden!!.. x !!.., la norma de 12 llamada N(A) es la 

cantidad e~)resada por medio de la siguiente ecuación: 

_ -1 
N(A) LTTrlZa de. f/v\') J2 

Donde 12' es la transpuLsta de ~, y tTaza de A es la s~~ de los elementos 

contenidos en la diap.onal de ,'.. Recordemos que transpuesta de una matriz 

B es aquella matrIz obtenIda 2 partir de B cambiando 13s filas ~ columnas. 

Caso Particular 

Si A = /',' la matriz '\ SL' 11am'! matriz simétrica. 

Entonces ~!(¡\) = íTr(A IV) -1 112 pero /\ = 1\' 

Luero 



Ej. : 1 • sea 

,: 
2 

A = 4 

L3 -1 

-1 7 
<-

A.A'= 2 4 

3 -1 

2. :-1 2 

B = 3 4 

S 6 
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3 

-1 una matriz simétrica. 

(1 

-:l ~ 
2 

-~ 4 

-1 

:l una matriz 

3 

4 

8 

~ 
2 

= 4 

-1 

reneral y B' 

-:l 

= 

Como puede observarse, en el producto BB', la traza es la suma de todos -

los elementos de B cada uno elevado al cuadrado, es decir; 

3 
Ir (R.B') = L 

j=l 

3 
r 

i=l 
2 a " 
1) 

Existen ciertas relaciones para la norma de una matriz, cuyas deQostracio-

nes no las haremos: 

1 - N(A + B) ~ N(A) + N(B) 

2 - N(A.B) ~ N(A) . N(B) 
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luego 3 -

NC~n) = (A.A ... .. A) ~ NCA).NCA) ..... N.CA) 

N CAn) < ~N CA)] n 

Ahora bien si ?'-I(.') ::: 1. " l límite de tnAn) cuando ~ se aproxima a infini­

to es cero, esto es UT¡1 cons~cucncia de 3. 

Vamos ahor~ a estudiJ~ la matriz 1 y la mntriz kICmatriz escalar) 

pero la traza de 1 es 1 + 1 + ... + 1 = n 

luego· 

N(I) = (n) 1/2 

lucpo: N(kI) = k(n)1/2 

-q O O 9 O 

Ejemplo: kI = O 9 O ;(kI) , = O 9 

O (1 9 O O 

[:2 
O O 

(kI) (kI) , = 92 O = 
O 92 

Ó 

O ;n=3;k=9 

9 

(kI)2 
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Para ver el uso de la norm~ como un criterio de convergencia, analizemos -

la serie geométrica' 

Primero recordemos la alfebraica: 

2 n-l s + a + a + . , + a 

sa = a + a2 + a3 + . . + an ; hallemos s -

5-S:1 = 1 n a 

s (l-a) 1 
n 

::;: a 

1 - an 
s = 1 - a 

Esta es la suma de la serie geométrica, siempre que a, 1, 

Analizemos la serie geométrica matricial, vamos a encontrar su suma: 

s ::;: 1 + p. + A2+ ,+An- 1 A de orden m x m 

SA ::;: A + A2 + A3
+. .+An 

S-SA = 1 An 

S(I-A)= 1 _ fin 

Ahora sí 11 - 1\ I , O 

De aquí despejamos (I-A)-1 

Si N(A) = k, vamos a analizar convergencia, supongamos que k < 1. 
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NCI-A)-1 = N[S + 1.nO_1\)-1J ~ N(S) + N[1\nCI-1\)-11 

N(I-A)-1 < ~(S) + N(1\n) N(I-A)-l 

~ N(S) + N(A)n N(I-A)-l 

pero N('3) ~·(I+t\+A2+ .. +1\n-1) 

N(S) < ; (n + ~(A)]+ LN(A)j 2 + . . . + LN(A)] n-1 

1. matriz de orden In x m 

N(I) = rr¡1/2 

entonces N(S) ~ rol /2 + k + k2 + • . • + kn- 1 

-1 sust ituyendo en N (I - :) nos queda 

N(I-A)-l ~ m1/ 2 + k + k2 + .. + kn-1 + kn .N(I-A)-l 

restando a ambos lados knN(I-¡\)-l 
-1 n 1 1/2 2 n-1 

N(I-~) - k N(I-A)- ~ ID + k + k + .. + k 

01 lado dLrecho es una serie geométrica. 

n 1 1/2 1-kn 
(l-k ) • N(I -:,) - ~ m + 1=1<' k 

-1 m1/ 2 k 
N(I-a) ~ ~n + ~ entonces 

Corno k < 1 el límite d-.' kn cuando ~ se hace muy grande es cero, podemos 

decir que kn = O por lo tanto 

-1 
N(I - 1\) ~ 

1/2 k 
ro + T=K 

Concluimos: cuando 1'1 nonna de una matriz es menor que .!.. , la pro~esión 

geométrica matricial conv'..'rpe. 



- 43 -

5 - Función Exponencial, 

Por analogía con la si'ric all~ebraica exponencial tenernos la serie exnonen 

cial matricial, sea A. ulla matri z cuadrada de orden !!. x !!., entonces: 

Puede demostrarse que esta serie es convergente para toda matriz~. Si 

~ y ~ (dos matrices del mismo orden) son conmutativas, tal que AB = BA 

entonces: se puede tener' 

A B B eA = eA+B 
I! . e = e 

y también: 

A G-
A le llamamos función inversa de eA 

6 - El Teorema de Cayley - Hamilton 

Recordemos la ecuación caractE.rística f(L) 

.• + ~ 

donde los difcTE:ntes 1 son los autovalorcs de la matriz A. Si en esta e-

cuación f(k), en lugar de k sustituÍmos por A la ecuación será· 
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n .n-1 
f CA) = /1 + 1.1" +... + ~I 

a esto le llamamos función característica de A. Relativo a esta función 

í.:'stá el famoso TcorcT'"J:1 de. Cavlev - Hamilton. 
« ( 

T00rema: fCA) = O 

Es sorprendente como un t \.:'orE::ma tan famoso tenga una t.'>CpTl sión tan scnCl-

Ua. fl teorema dic'lO dl otro modo, s8ría así: Toda matriz satisface su 

propia ecuación caract~rístila. [5 decir qu~ si B es una ~qtriz cuadrad~ 

y k2 + 3k - S = O es Sil l:cuación característica, entonces A2 + 3A - SI, 

t.J.mbién 05 igual a Ceyo Ó feA) = O. 

Vamos ahora a demostr(lr d teorema' 

A - hI es la matri: e tri1Ctcrística, y llamemos ~ a la adjunta de A - kI, 

los cofactor,~s dL \ - 4..1 ., lo 5wno son de orden n-1 en ~, y estos son los 

dementos de ~ por lo tanto podt:mos decir que los elementos ~ son al mc-

nos de n-1 grado Ln ] , 

Podemos (;l1tonct::'s r\.:pr _ '3, ntar '1 ~ como un polinomio matricial: 

e 

e = 

Ilustremos con un ejemplo 

+ • , , + 

n-1 
E 
i=o 

e kn - 1 
n-1 
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. 
1 -~ 4 

A = 2 2 
I 

O ~ 

l 
8-6k+k2 (4-Sk+k2) 

e = (4k-17) (2k-8) 

(2-k) -2 

o "'"' 11 
I 
I 

-k 

A - kI= 2 

O 

(2-3k+k
2
) 1 

(k-1) 

2 

2 ól 

4 

2-k 

1 

111 k2 + [: -s 1 k -1 

o 1J -1 o 

Recordemos que: A.adj \ = IAI .1 

entonces: 

lu~go: 

Ahora bien: 

el - kI).C = (1~-kII).I 

pero 1:-kII = f(k) 

!,C - }:C ::: f(k)I 

e = 
n-1 
r 

i=o 
C. k i. Y f(k) = 

1 

-3 -

n 
¿ 

i=o 

podemos escribir la eCU::l.ción t~C - kC = f(k) 1 

en ~sta fonna: 

n-1 
1, • I E 

\ i=o ( ~~1 
1=0 

-1 

O 

·1-k 

8 -8 2 

-17 4 -1 

2 -2 2 
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n-1 
f[i k i 

n-l 
C.ki +1 

n 
E L = I: (a.k1)I 

1 i=o 1 1=0 1=0 

Esta es una identidad ,'n ~ y podemos i~alar los coeficientes de las res­

pectivas potencias de k a cada lado de la igualdad, por lo tanto podemos 

escribir' 

ACo = ao I i = O 

AC1 Co = al 1 i = 1 

AC2 C1 = :12 1 1 = 2 

= 

C = <in 1 i = n 
n-l 

Vamos a E liminar las Drttrices f., si TlU.Jltiplicarnos la seQU1lda igualdad por 

!2. y la sumamos a la primL>r:1 se elimina ACo y esto continuadamente lo pod~ 

mos h~cer con todqs 11s igualdades para eliminar todas las Ck , así: 

AC = ao 1 o 

i~2C1 - /'tCo = al A 

3 ,2r ,\ C2 - "- '1 = a 2 A2 

A'1r 3 A3 - /\ C2 = a
3 3 

5 A4C ,,4 !-'. e - = a4 3 h 

- ,nc = a ATI 
h n TI 
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Suma.ndo estas igu,'1Jd'ldLs, obtC'ncJT!Os lo siguiente: 

o = "'~n + :12 ;'!- + . • . + rt
n 

/\ 

o sea feA) = o "Tf'da nt riz S:1t isf'1C(: su ecu'lción característica". que 

cs lo que queríamos el, ¡'Ií strar. 

7 - Polinomios como fUf.GOneS lineales de una m~triz 

El teorema anterior es muy útil parn reducir polinomios TIk'ltriciales. Es 

posible expresar cualqui~r polinomio de r.rado ~ como una función de grado 

n-lo 

Suponiendo que conocemos fCA) = O podemos obtener: 

An 1 Irto 1 alA +. ~_lAn-'1 = - + + 
{1fl 

. . 

An 
.:In a, 3n-1 t n - 1 = - ..-::.. 1 - -A + . . . . --
~ ~ ~ 

~últiplicando por ~ y sustituyendo por el valor de f.n Que hemos encontra­

do: 

f\.n+l 
ao al ) ~-1 An 

= A - 11 r.- - --an ~ 

3 0 al - a1 an-l n-f, J\n+l 
., an-l 3.0 - t. ,,: 1-- 1- - {\ - .. - -- f. = - - - / ---

~ ~ :1n ' .. Un 3n ~ ~ 
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A + ••• 

•.• + 

2 arí-l n-1 
+ -2- A 

a 
n 

Continuando este proceso, podemos expresar cualquier potencia de ~ como -

función lineal de ella misma. 

Ejemplo: sea A 
[_4

2 

3
1] queremos hallar: 

La ecuación característica de A es: K2 - Sk + 2 = O 

tenernos entonces que ' 

A2 - SA + 2I = O 

Despejando A2: 

A
2 = SA - 2I 

Multiplicando por 6 

Sustituyendo el valor de 62 encontrado: 

A3 
= S(SA - 2I) 2A 

= 2SA - 10! - 2A 

A3 = 23A - 10r 
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~fultiplicando por ~ y sustituyendo A2 por su equivalente 

1\4 = 23(5A 21) lOA 

,~4 = 11 SA - 461 - 10A 

{\4 = 10S1\ - 461 

Luego: peA) = A4 _ 7A2 + A 

= (lOSA - 461) 7(5A - 21) + A 

= 105A 461 35A + 14I + A 

peA) = 71A 321 

)' ya hemos logrado resolver el problema. 

8 - Potencias negativas 

Con un proceso semejant~ al anterior se pueden hallar potencias negativas 

corno combinaciones lineales. A guisa de ejemplo, continuemos con la matriz 

anterior, se pide hall ar ;,-2 ó sea CA -1 HA -1) 

f\ 2 - 5A + 21 = O 

-1 multiplicando por l\ nos queda: 

A - SI + 2A-1 

2A -1 

A -1 

= 

= 

= 

O 

51 - A 

1 
T(Sr - A) 

Podríamos considerar lo anterior corno un método para calcular la matriz ln 

versa. 
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,'\demás del uso de los "lutovalores para calcular la matriz inversa, también 

nos servir~n par3. di 1.gon'llizar una matriz. 

9 - Diagonalización de: un1. matriz 

D::lda una matriz A v:unos a construir una matriz diaQonal a partir de ésta. 

Ya hemos halhdo los outovalorcs de A, construyamos una matriz T cuyas co-

lumnas SC::ln los autovcctores de /, . 

T = 

donde X. es un élutOVL"ctor de !, . 
] 

en la cual Xj = 

x _ 
n] 

Los autovectorcs son linealmente independiente, por lo tanto ITI # O, (R~ 

cardemos que si hay en un determinante dos filas o colunmas proporcionales 

el determinantc es nulo) por lo tanto T tiene inversa" T-1 

Veamos estas identidades: 



T • 

- 1 

O 

O 

o 

= Xl 
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1 

T 

o 

Para notación usaremos un símbolo muy conocido, llamado Delta de DRONECKER 

(o .. ). definida por: 
1J 

o .. = O si i ., j 
1J 

Ó, • = 1 si i = j 1J 

Podemos escribir en general las ecuaciones anteriores: 

T 

o . nI 

= X" 
1 

-1 Mlltipliquemo.s la primer igualdad por T A: 

6 . nI 



o . 
nI 

y sustituyendo: 

<5 . nI 

Entonces: 

= T-1AX. 
1 

-1 
= K*T X* 

1 1 

T-'AT 

Olí 

o 
2í 

° . nI 
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= 

pero AX. = K.X. 
l l 1 

-1 
pero: T Xi = 

k· 1 

OH 
62i 

o . 
nI 
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a la matriz T-1AT llarnémosle e la ecuación anterior nos recordará, la ecu~ 

ción de los autovectores ex = KX , donde X es un vector fila. Podemos con 
-1 

cluir que la matriz e tiene los mismos autovalores que A o sea:T AT tiene 

los mismos autovectores que A y como autovectores los siguientes: 

L 

1 

O 

O 

o 

Una matriz c. 

e = 

1 

o 

O 

K
1 

o 

o . . . 
K

2 

K3 

. . 

ó . 
nl 

K 
n 

Tiene los mismos autovalores que T-1AT. 

O 

o 

1 

Puede demostrarse que dos matrices con las mismas Ki y las mismas Xi' son 

idénticas por lo tanto e = T-1AT Y decimos Que T-1AT es una matriz diago­

nal. BtBUO f t.. (.;»0< 
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3 ~ 3 

-1 O -3 

1 -2 1 

lA - KI I = - k3 
+ 4k2 + 4k - 16 ~ O 

Vamos a buscar los tres autovectores X, , Xz ' X3 

Recordemos AX = KX ó CA - KI) X = O 

Entonces para k, = 2 

CA - 2I)X
1 

= 

2 

[

3-2 

-1 -2 

1 -2 

3 

-3 

1-2 

Por lo tanto vodemos escribir: 

(1) xl1 + 2x21 
(2) -xl 1 - 2xZl 
(3) xl1 - 2xZ1 

+ 3x
31 

= O 

- 3x31 = O 

x31 = O 



Usando (1) Y (3) 

De aquí obtenemos: 

.. o sea 

y 

entonces 

ósea 

- ss -

x" + 2xZ1 + 3x31 = O 

xl1 - 2x21 - x31 = O 

4xZ1 + 4x31 = O 

x2l = -x31 

x
l1 

+ 2x
2l - 3x21 = O 

xl1 = x21 

xl1 = x21 = - x31 

Tomemos para x11 un valor igual a 1 

Por lo tanto: 

1 

x, = 1 

-1 

De igual manera podemos hallar los otros autovectores, entonces: 

Ellos cumplen: AX1 = 2X1 AXZ = - 2XZ 



- 56 -

La matriz T será: 

1 1 1 

T = 1 -1 - 1 

y su inversa: 

-1 -1 1 

1/2 1/2 O 

O -1/2 -1/2 

1/2 O 1/2 

y multiplicando T-
1 

AT, obtendremos: 

1 

1 

O 

2 

O 

-2 -1 

1 

-1 

-1 

-1 

1 

-1 

-1 

-1 

1 

f 2 O 

-1 ::. O -2 

100 

Vemos aquí un método para diagonalizar una matriz. Utilizando los autova­

lores éstos irán en la diagonal. 

10 - Diferenciación e Integración de Matrices: 

Las operaciones de diferenciación e integración de matrices se realizan del 

modo siguiente~ 



- 57 -

Diferenciación : Si t enemos una matriz cuyos elementos sean variables, pa-

ra derivar esta matriz, lo que se hace es derivar cada uno de los elemen­

tos de esta matriz. 

entonces: dA - A' 
dx -

donde a .. = f(x) 
1J 

= r~ Ca .. )l 
IjIx 1J 'J mn 

Intezración: Para integrar una matriz, se integra todos y cada uno de los 

elementos de la matriz. 

A = [aij]nm entonces, 

fAdx = rfa . -dxJ 
I~ 1J nm 



CAP 1 TUL O IV 

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 

1 - Introducción 

En general una ecuación diferencial es una ecuación que relaciona dos vari~ 

bIes o más en términos de derivados o diferenciales. Una ecuación diferen--

cial muy simple será: 

~ = f(x) 
dx 

La solución es inmediata: 

Integrando obtendremos 

x 
y-~ = f f(t)dt 

Xo 

x 
Y = J f(t)dt + Y 

Xo 
o 

Xo y Yo son las condiciones del contorno. 

En general la solución de una ecuación diferencial, es una ecuación que no 

contiene diferenciales. 

Dependiendo del orden de las derivadas involucradas en la ecuación así se 

determina el grado de una ecuación diferencial: 
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(1) y' + ca! x = O 

(2) yn + 4y = O 

(3) x y y" + y'. lsen x + y'" "" ,O, 

La ecuación (1) es una ecuación de orden l, la (Z) es de orden ~, y la (3) 

es de orden l; por ser y', y" , y'" las derivadas de mayor orden en cada --

ecuación. 

y ahora la siguiente ecuación: 

(n-1 ) 
+ a

1
(z).y + •.. + a Z(z)y" + a (z)y' + a (z).y = f(x) n- n-l n 

Vernos que todas las derivadas están elevadas a la primer potencia, y el o~ 

den de la máxima derivada es (n), a esta ecuación se le llama ecuación di 

ferencial lineal de orden n . Si n = 1 tenemos una ecuaci6n lineal de pri-

mer orden. 

2 - Ecuaciones di~renciales lineales de Primer Orden 

(1) yl + f(x)y = g(x) es una ecuación diferencial lineal de primer orden, 

si g(x) = O la ecuación se llama homogénea. 

Vamos a hallar la solución de la ecuación de primer orden. 

Analizemos la ecuación homogénea: 

(2) y' + f(x) y = O 

y' = -f(x)y 

Esta es una ecuación de variables separables 



(3) 
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* = - f(x) . y 

dy - = - f(x) dx y 

x 
In l = - f 

Yo 
f(t) dt 

xo 
x 

-fXo f(t) dt 
Y = Yo e 

Un caso especia.l es si y = 1, que podemos considerar como un generador.-de o 

la soluc.i6n general. Si realizamo!t' una adecuada transfonnación de c.oo:rde"" 

nadas para que x
Q 

= O 

(4) 

, la solución general quedará así: 

x 
-[ fet) dt 

Y = Y e o 
o 

Vamos ahora a resolver la ecuación no homogénea, con las condiciones del -

contorno y (o) = 1. 

(S) y' + f(x) y = g(x) 

Para resol~er esta ecuación nos valdremos de la ecuacián auxiliar siguiente: 

(6) z' - f(x) z = O 

con valor inicial z(O) = 1, la que conoceremos como ecuación adjunta de (5). 

Observando (4) tenemos la soluci6R de (6) 

/ f(t) dt. 
(7) z = eO 
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Para encontrar la solución de (S) hagamos el si~iente artificio: 

(yz) , :: yz' + y l 3 = y(f(x)z) + [g(x) - y f(x)l z 

(yz) , = yz f(x) + Z g(x) - zy f(x) 

(yz) , = z g(x) 

Hemos llegado 3. una C:':::u~ción diferencial de variables separables; 

d~~Z) = z g(x) 

d(yz) :: Z . g(x) . dx 

yz 
IX yz I = 

Yozo o 

yz - y z = o o I 
o 

pero z = 1 o 

entonces: 

x 

z g(x) dx 

z g(t) dt 

Yo 1 x 
y = z + Z I Z g(t) dt. 

o 

reemplazando en (9) el valor de ~ hallado en(7) tendremos la solución. 

Ejemplo Resolver y' + y tgx = sen 2x y(o) = 1 

f(x) = tgx; g(x) = sen 2x 

x x 
f f(t) dt =- I tg t dt = In I seco x I 
o o 
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¡f(t)dt In I sec.x I 
z = e = e = I sec.x I 

Tendremos entonces : 

Yo 1 x 
g(t) dt Y = -+ - f z z z o 

Yo 1 x 
y = sec.x + sec.x . f sec t. sen 2t dt. 

o 

Yo 1 (-2 cos x) = + sec x sec x 

y = Yo cos x - 2 cos~ 

Las condiciones iniciales son : 

Si x = O y = 1 

Luego 1 = Yo cos O - 2 cos20 e Yo - 2 

Y = 3 
O 

Por l o tanto:y = 3 cos x - 2 cos2X 

3 - Sistemas de Ecuaciones Diferenciales 

Cuando hablamos de funciones, tomaremos a ~ como variable independiente Y 

x, y, z, x1 p x2' etc. como variables dependientes_ 

Una ecuación de segundo orden, como sabemos es de la siguiente forma ~ 
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ao(t) . x" + a,(t) x' + aZ'x '"' f{t) (1) 

Podemos transformar esta ecuación de segundo ~n, a un sistema de dos e-

cuaciones de primer orden con dos in.có.gn.itas. 

Sea Y :; dx ~ x' 
dt 

(2) 

el} Se transformará en: 

ao(t) . y' + a,(t) y + aZ x - f(t) 

(Z-a) 

Las ecuaciones (2) y (2-a) fonnan un sistema de dos ecuaciones con dos in­

c6gnitas; ambas ecuaciones son lineales de primer orden. 

Este proc.edi.miento lo podemos seguir para un sistema lineal de n orden. 

Ejemplo; En general una ecuación de n orden, será así: 

(n) 
F (t, x, x' , X" t • • • x ) e O 

Pero también podemos escribir esta ecuación en función de dnx, por lo tanto 
dxn 

(3) se puede escribir así: 

(n) (n-1) 
= y = G(t,x,x' ,x",x"', ... x ) (3-b) 
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transformemos el sistema anterior a un .sistema equivalente, utili~ las-

siguientes ecuaciones: 

dx 
X' U' X" Ot = = u = 

1 1 

x" = uz u' = x!" 2 
x" . = u3 

(n) (n) 
x = u u' = x n n-1 

La ecuación (3-b) podemos escribirla así · 

(4) 

Tenemos acá (n+1) ecuaciones con (n+1) incógnitas, y sólo ecuaciones linea 

les de primer orden. 

A menudo en problemas de Ingeniería surgen esta clase de ecuaciones, tales 

como la ecuación de la deflexi6n y pendiente, en el análisis de una colum­

na, al estudiar el comportamiento de un suelo elástico, o en la hidrodiná­

mica, etc. Las leyes de Ne\vton son ecuaciones diferenciales que pueden -

convertirse a este tipo ; las ecuaciones para la ley de Newton son: 

xl! = G(x, y, z) 

yll = H(x, y, z) 

Z" e F(x, y, z) 

En la cU3l P, G, H son componentes de la fuerza. 
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Introduciendo nuevas variables: 

x = u' v = y' w = z' (6) 

El sistema (5) se convertirá en: 

a 

u' = G(x,y,z) V i = H(x,y,z) WI = F(x,y,z) (7) 

Las ecuaciones (6) y (7) forman un sistema lineal de primer orden de 6 ecua 

ciones con 6 incógnitas. Es equivalente al sistema (5). 

En general, un sistema lineal de primer orden~ con n incógnitas y n ecuaci~ 

nes será: 

Xl = F 1 (t, Xl' xz' x3, -\¡) 1 

Xl = FZ(t, x1' x2' x3, .x ) 2 n (8) 
. . . . . . . . . . . . . . 

~ = Fn(t, Xl' xz, . . . .~) 

Donde Fi son funciones ya determinadas. Utilizando notación matricial, a~ 

dados de vectores columnas, escribiremos: 

y f(x) = 

F 1 (t, X , 
1 

FZ(t, Xl' •• 

. x ) n 

~) 
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Podernos escribir (8) así: 

X' = F(x) (9) 

En general, la forma más común de un sistema diferencial lineal será: 

X' = all (t) xl + a1Z (t)xZ + a13 (t)x3 + .•• + al (t)x + f l (t) 
1 - n n 

x' = 3
Z1

(t) xl + azzCt)xZ 
+ . . . . . . • + a2n(t)~ + fZ(t) 1 

x' = an1 (t) Xl + anZ(t)xz + . . . . . . • + ann(t)~ + fnCt) 
n 

escrito lo anterior en notación sintetizada será: 

Xi 
i 

= 
n 
1: 

j=l 
3 .. Ct)x. + f·Ct) 

1) J 1 
i = 1, 2, ... , n 

La ecuación anterior en notación matricial será: 

siendo: 

entonces: 

X' = AY.. + F 

Si F = 0, el sistema se llama homogéneo. 

(10) 

(11) 

Si A es una matriz variable. Ahora bien, si aij es constante, entonces el 

sistema (11) se llamará sistema lineal con coeficientes constantes. 

BIBLIOTECA CENTRAL 
UNIVERSIDAD DE EL SAL.VADOR 
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4 - Sistemas Lineales con coeficientes constantes 

Un sistema homogéneo, con coeficientes const~tes, ya vimos que es: 

XI = A X (1 ) 

donde A es una matriz (n x n) con elementos constantes. Este sistema tie-

ne n soluciones linealmente independientes. 

Teniendo el sistema (1), vamos a nnalizar un sistema para poder resolver 

estas ecuaciones. 

Se tiene en (1), condiciones iniciales que nos servirán para determinar las 

const~tes de integración, estas constantes son: 

o -x
1 
o x 

X(O) = 2 = XO 

o x3 
o x 
n 

Consideremos primero qu\:.· A, es una m...1.triz que puede diagonalizarse y todos 

sus autovalores son dif~rentes. 

Por lo tanto existe una m...ltriz T tal que : 

o = 

-1 
T AT = D 

](1 O..... O--

O k2 .....O 

o o k 
n 



;;, 68 -

Construyamos una matriz vector columna asociada a X y T, en la forma si--

guiente : 

(3) Y = T-1X ósea TY = X:multiplicando por T a ambos lados. 

Derivando (3) Y sustituyendo en el resultado el valor de (1), obtendremos: 

y' -1 X' -1 
AX. = T . = T . 

pero. X =TY 

entonces : 

y, = T-1 ATY 

Recordando que T 
-1 

AT = D 

y' = DY (4) 

La ecuación (4) es una ecuación de variables separables : 

y' k10 O 
1 

y' 2 Ok2 O 

:: . . . . :: 

y' O ~ Yn knYn n 

luego y! = k.y. 1 = 1 , 2, 3, . . n 
1 1 1 

, 

dy. dy. 
1 k.y. 1 dt (5) dt = -=k. 

1 1 y . 1 
1 



Por lo tanto: y 
i 

- 69-

= 
k.t 

1 c.e 
1 

las c. son constantes aTbitT~Tios. 
1 

Los vectores solución serán-

o 

o o 
J 

(6) 

Estos vectores son linealmente independientes, puesto que al sumarlos, no l~ 

gramos un vector cero q menos que todas las c- sean cero. Para la solución 
1 

(6)c.=1. 
1 

~~ ecuación (1) tendrá como soluciones todos los vectores 

x = 1Y 

ó sea 

Todos los ~ son vectores, tal conjunto de vectores, ~s conocido corno con­

jmto fundamental de soluciones de (1) con condiciones iniciales del contor-

no: 



x. (O) 
) 
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J = 1, 2, ... , n 

6·· = delta de Kronecker 
1) 

Con todos los vectores Xi construyamos una matriz cuadrada n x n llamémosle 

e, esta matriz satisface la siguiente ecuaci6n diferencial. 

el = Ae (7) 

Analiz~mos por qué: 

e = IX" X2 X3 . . -1 ~_. cada X· 1 es un vector columna. 

e'= I Xl XI 
2 x' 3 x~l pero x' =AX 

Entonces: e'''' I AX, ¡\X" 
1.. AX3 · A~J = A. 1~1 Xz . . . ~l 

La segunda matriz es e 

Luego e' = A e 

Las condiciones iniciales serán: 

O O 

O O 
e (O) = :; 1 

O O . , . 1 

La ecuación (7) es semejante a (1) . La ecuación (1 ) es vector y (7) es ma-

triz cuadrada. Toda columna de e es solución de (1) . 

Hemos analizado un método sencillo para resolver ecuaciones simúltáneas, cu~ 

do todos los autova10res son diferentes; pero falta cuando hay autova10res r~ 

nctidos. Pero la solución hallada nos hizo ver que la solución de (1) son e-
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cuaciones exponenciales de la forma: 

kt 
x = e 

En vista de lo anterior, trataremos de hallar una solución general para 

(1) de la forma: 
kt 

x = e C CC matriz vector columna constante) 

Derivando 

X' = ke
kt e = AX = Ae

kt 
C 

ekt (KC - AC) = o 

(KI - A) C = o 

Esta ecuación nos es familiar. Sabemos que es un sistema homogéneo, que -

tiene solución si: 

IKI - Al = O 

Si A tiene n autovalores diferentes, con cada ki hay un ci y la ecuación 

X = ekt 
. C;tendrá n soluciones las que serán 

i = 1, 2, ..• , n 

Vemos entonces que los vectores e son realmente los autovectores de A. 

Si existe un conjunto de soluciones para un sistema de ecuaciones diferen­

ciales entonces la combinación lineal de estas~ también es solución, por 

lo tanto : 
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+ • • • .. + 

es solución de (1) 

n 
E 

i=1 

k·t 
1 e C. 

1 
(8) 

Con condiciones iniciales X(O) cuando t = O o sea X(O) = C1+C2+. ,+Cn 

El polinomio característico IKI-AI asociado al sistema (1) tiene n raíces 

que son. los autovalores, cada .a.uí..cwalor determina un .conjunto de números 

x
1
°, XO , XO ••• • , XO que son la solución (8) de (1) 

2 3 n 

Ejemplo: Resolver el siguiente sistema 

Xl = 2x1 - Xz + 3x3 1 

x' = -x + x - x3 2 1 2 

x' ::: X - x3 3 2 

Colocando esta ecuación en la.forma (1) o sea X' = AX entonces: 

La ecuación característica de A es: 

IA-KIi = -1 

O 

-1 3 

1-~ -1 = O 

1 -l-k 
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lA - KII= (Z-k)(1-k)(-1-k) = O 

k1 '" 1 ; kZ = - 1 ; k3 z: 2 

Vamos a construir la matriz T. Encontrando los autovectores, estos son: 

1 1 

T = -2 O 

1 -1 

Recordemos que. y I = DY y por 10 tanto, 

1 O 

siendo O = O -1 

t 
entonces: Yl = e 

O O 

-t 
YZ = e 

Las solucione$ de X' '" AX son: X = TY 
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Por lo tanto: 

t -t 
4e2t e e 

Xl = TIl 
t 

= -Ze XZ=- O X3 = 3eZt 

et -t Zt -e e 

la solución general será : 

et + e-t _ 4eZt 

X = X + Xz + X3 = Zet +3eZt 
1 

et -t + 2t - e e 

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuación diferencial: 

l' - 3y' - 10y = O 

Con condiciones iniciales: y(O) = 3 y' (O) = 15 

Realizando las siguientes sustituciones: 

Ul = y y"=3y'+lOy 

Uz = y' U' = z 10 U1 + 3 Uz 
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Soluciones para este sistema serán del tipo U = e
kt e 

UI = ke
kt e pero UI 

• AU 

luego Ae
kt e = kekt e 

entonces: (A - KI) e = o 

El sistema anterior tiene solución si lA - KII = O. Hallemos k. 

[
-k lJ- :o:-3k+k2 -10= O 
10 3-k 

k = -2 
2 

Si t = O entonces U1(0); 3 ~ U2(0) • 15 

U(O). el + eZ = [,: ] 
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a + b = 3 

+Sa - 2b = lS 

luego· a = 3 y b = O 

u = U1 + U2 = 3e
St 

[ 1 J 
-S 

pero 

entonces: 

y = U1 

St 
y = 3e 



C o N C L U S ION 

Hemos descrito someramente una aplicación, de las múltiples, 

de las matrices. Esta descripción ha sido 10 más sencilla, 

y más bien el interés del presente trabajo se dirige a des­

pertar en la profesión el interés por la útil que son ellas. 

Además de la solución de ecuaciones diferenciales, las matri 

ces las tenemos en la elasticidad y en estructuras. En es­

tructuras, tiene mucho interés para el Ingeniero Civil, pue~ 

to que con los avances de la técnica moderna, las computado­

ras son un arma común y por lo tanto debemos poder alimenta~ 

la para trabajar con ella. La forma de alimentación más fá 

cil es el uso de matrices. 

En circuitos eléctricos, en problemas de líneas conductoras, 

etc. Hay infinidad de aplicaciones de las matrices. Ojalá 

que este trabajo cumpla con la finalidad a que ha sido hecho: 

" DESPERTAR EL INTERES POR EL ESTUDIO DE LAS MATRICES " 
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