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1. Introducciéon

Las ecuaciones diferenciales estocasticas son modelos mateméticos tutiles tanto para simular fe-
noémenos de la naturaleza, asi como de los sectores econdémicos, como las finanzas, ya que repre-
sentan apropiadamente la dindmica de las variables econémico-financieras. Para el estudio de los
fendémenos asociados a las ecuaciones diferenciales estocéasticas se requiere del uso de la teoria
de procesos estocésticos, y concretamente, del empleo del calculo estocastico, el cual aborda los
resultados necesarios para estudiar y modelar los fenémenos financieros en tiempo continuo. En
la actualidad, el calculo estocastico de It6 es predominante en el ambito econémico-financiero.
Uno de los principales resultados es el lema de Ité que nos permite resolver en algunos casos
ecuaciones diferenciales estocésticas.

En este trabajo se hace un estudio de los conceptos fundamentales del calculo estocastico, los
cuales forman la base de la teorfa de las ecuaciones diferenciales estocasticas, y conceptos muy
relevantes dentro de la teoria, como por ejemplo el Lema de It6. Se realiza un estudio de los
conceptos fundamentales del calculo estocéstico, los cuales forman la base de la teoria de las
ecuaciones diferenciales estocasticas, y conceptos muy relevantes dentro de la teoria como por
ejemplo el Lema de It6 el cual es muy 1util para poder encontrar la solucién a algunas ecuaciones
diferenciales estocasticas.

En el Capitulo 1 se estudian los conceptos fundamentales de las teoria de probabilidad, los cuales
forman parte de las base teoérica introductoria previa al estudio de los procesos estocasticos, de
los cuales estudiamos los conceptos fundamentales de los procesos estocasticos, asi como los
principales procesos estocasticos que existen, lo cual nos permitié avanzar en el Capitulo 2 con el
estudio de la teoria del célculo estocastico desde el punto de vista de Itd, precisamente estudiar
los conceptos de ecuaciones diferenciales estocésticas y la clasificacion de aquellas ecuaciones
diferenciales estocésticas cuya forma especifica nos sugiere las soluciones de algunos problemas
aplicados.

En el Capitulo 3 se estudian y presentan los principales algoritmos que dan una solucién numérica
a algunas ecuaciones diferenciales estocésticas. Entre los algoritmos que se presentan estan el
algoritmo de Euler y Milstein, los cuales tiene muchas utilidades dentro de los campos donde las
ecuaciones diferenciales estocasticas juegan un papel importante para la soluciéon de problemas
aplicados, especialmente dentro de los &mbito financiero, climaticos y médicos. Ademaés, en el
Capitulo 4 hemos realizado las simulaciones de los algoritmos expuestos en el Capitulo 3, que
nos permite visualizar algunos procesos soluciéon en problemas aplicados al area financiera. Cada
uno de los algoritmos se encuentran disponibles dentro del repositorio, para facilitar la revision,

ejecucién y experimentacion bajo la metodologia de cédigo en vivo.



2.

2.1.

2.2.

Preambulo

Justificacion

Antecedentes

En la Facultad de Ciencias Naturales y Matemaética, se han realizado diferentes trabajos de

investigacion que han tenido como base el estudio de los procesos estocasticos, realizando una

investigacion bibliogréifica y, en menor o mayor medida, se llevan a cabo aplicaciones de la

teoria. Basados en los registros disponibles en el repositorio institucional de la Universidad de El

Salvador ! se tiene los siguientes trabajos, mostrados en orden cronolégico:

2.3.

Chinchilla, C. F. (2005). Enfoque de Opciones Reales (Tesis de Maestria). Universidad de
El Salvador.

Campos Granados, W. O. (2009). Estudio de modelos de riesgo actuarial y de la probabilidad

de ruina (Tesis de Maestria). Universidad de El Salvador.

Rivera Rosa, R. M. (2011). Estadistica aplicada al andlisis actuarial (Tesis de Licenciatura).

Universidad de El Salvador.

Moreno Ruano, J.G. y Ramirez Rodas, E. B. (2015). Introduccion a la matemdtica finan-

ciera . (Tesis de Licenciatura), Universidad de El Salvador.

Iraheta Navarro, D. N. & Flores Alvarenga, K. G. (2016). Estimacion de precios de opciones

financieras (Tesis de Licenciatura). Universidad de El Salvador.

Ramirez Vasquez, M. F. (2017). Modelos estocdsticos dindmicos en matemdtica actuarial

(Tesis de Licenciatura). Universidad de El Salvador.

Ortiz Cortez, W. A. (2019). Procesos Estocdsticos con Aplicacion a Genética de Poblaciones

( Tesis de Licenciatura). Universidad de El Salvador.

Finalidad y viabilidad

Los antecedentes anteriores toman relevancia, ya que en cada uno de los trabajos de investiga-

cion antes mencionados, se han estudiado temas fundamentales de los procesos estocasticos, en

particular el uso del calculo estocastico y sus aplicaciones a algunos campos de relevancia como

las finanzas y la biologia (Friedman, 1975).

Thttp://ri.ues.edu.sv/



Ante las variadas propuestas de trabajos de investigacion en la Escuela de Matematica y el interés
de que se proporcionen materias enfocados al estudio del Calculo Estocastico y sus aplicaciones,
resulta de interés y necesario, conocer, de manera sistematica, objetiva y organizada, sobre los
métodos numéricos existentes que son utilizados para dar solucién a las ecuaciones diferenciales
estocasticas, y a partir de esto aplicar los conocimientos a problemas aplicados en las dreas donde
la solucion de dichos problemas se modele a través de las ecuaciones diferenciales estocasticas,
en particular este trabajo se enfocara en el ambito financiero.

La presente investigacion surge de la necesidad de estudiar la solucién de ecuaciones diferencia-
les estocésticas, con el propoésito de exponer los métodos numéricos que dan solucién a dichas
ecuaciones y asi identificar sus fundamentos, técnicas y convergencia que conllevan cada uno de
los métodos, especialmente al momento de enfocarnos a las aplicaciones en las finanzas, y poder
brindar conclusiones y recomendaciones para futuras investigaciones o aplicaciones didéacticas a
partir de los resultados de dicho estudio.

La investigacién busca proporcionar un documento de texto ilustrado que sera tutil a toda la
comunidad de la Universidad de El Salvador, y en especial a los estudiantes y profesores que
tengan interés en investigar o consultar sobre las ecuaciones diferenciales estocésticas y sus
aplicaciones en finanzas u otras areas de investigacion.

Debido a que se mostraran activamente aplicaciones al drea financiera, es necesario que se utilicen
herramientas computacionales, especificamente software estadistico, para simular los procesos es-
tocasticos. En este caso se hara uso del software libre R el cual conlleva una ventaja metodologica
significativa ya que cuenta con paquetes enfocados al area de investigacion, los cuales estan equi-
pados con componentes visuales, que hacen que la comprensién de estos temas sea facilmente
asimilada.

En cuanto a la factibilidad de la investigacion, se cuenta con equipos de computaciéon personales
y el software necesario, principalmente de acceso abierto y gratuito, el conocimiento fundamental
y especializado del plan de estudios de la carrera que cursamos y la asesoria del personal aca-
démico con conocimiento previo en el tema. Se ha recopilado literatura béasica para proyectar la
investigacion en un periodo de seis meses durante la cual se revisara exhaustivamente la litera-
tura y se formulara un marco teérico consistente a partir del cual se implementaréan los métodos

numeéricos estocasticos al area de finanzas.



2.4.

Objetivos

Objetivo General

= Elaborar un marco teorico y practico sobre la solucién de ecuaciones diferenciales esto-

céasticas de manera sisteméatica, objetiva y organizada para la aplicaciéon y evaluacion de

métodos numeéricos estocasticos en finanzas.

Objetivos Especificos

= Revisar la literatura sobre procesos estocasticos de manera sistematica, objetiva y orga-

nizada, desarrollando, con el software estadistico R, simulaciones computacionales con el
fin de conformar un capitulo del marco tedrico y practico pertinente para la aplicaciéon de

métodos numeéricos estocasticos en finanzas.

Revisar la literatura sobre célculo estocéstico, en particular de ecuaciones diferenciales es-
tocasticas, de manera sistemética, objetiva y organizada, desarrollando, con el software
estadistico R, simulaciones computacionales con el fin de conformar un capitulo del mar-
co teodrico y practico pertinente para la aplicaciéon de métodos numeéricos estocasticos en

finanzas.

Revisar la literatura sobre soluciones numeéricas de ecuaciones diferenciales estocasticas,
de manera sistematica, objetiva y organizada, desarrollando, con el software estadistico R,
los algoritmos propuestos con el fin de conformar un capitulo del marco teérico y practico

pertinente para la aplicacion de métodos numéricos estocasticos en finanzas.

Revisar la literatura sobre modelamiento matemaético de ecuaciones diferenciales estocas-
ticas en situaciones problematicas en el area de finanzas, de manera sistematica, objetiva
y organizada, aplicando y evaluando los algoritmos desarrollados que generan soluciones
aproximadas con el fin de conformar un capitulo del marco tedrico y practico pertinente

para la aplicaciéon de métodos numeéricos estocasticos en finanzas.



3. Procesos estocasticos con aplicaciones en finanzas

3.1. Fundamentos de probabilidad

A continuacioén, se presentan algunos conceptos fundamentales en el area de la probabilidad, los
cuales son requeridos para la comprension del presente trabajo de investigacion, es importante
aclarar que solo se presentaran los conceptos mas relevantes, pero se sugiere al lector investigar
més sobre estos temas fundamentales de probabilidad.

Los conceptos que se expondrén sobre probabilidad dentro de la seccién, han sido tomados de
(Resnick, 1999), los algoritmos de las simulaciones que se presentan se encuentran en el siguiente

link Cocalc.

Definicién 1. Un espacio de probabilidad es una terna de valores (2,.4, P) donde:
= () es un espacio muestral correspondiente a los resultados de un experimento aleatorio.
= A es una sigma algebra de subconjuntos de 2, estos subconjuntos son llamados eventos.

» P es una medida de probabilidad, es decir, P es una funcién con dominio A y rango [0, 1]

tal que

e P(A) >0 para todo A € A.

e P es o-aditiva, es decir, si la coleccion {A,,n > 1} son eventos en A disjuntos dos a

dos entonces
P (U An> =Y P(Ay).
n=1 n=1
e P(Q)=1.

Definicion 2. Una o-algebra A es una clase no vacia de subconjuntos de §2 cerrado bajo uniones

numerables y complementos, es decir, una o-algebra debe cumplir
= Qe A
» A e Aimplica que A¢ € A.
= A; € Ai > 1 implica que ;5 4; € A.

Ejemplo 1.

1. Sea A = P(Q) el conjunto de partes de Q. A es una o-algebra, ya que obviamente es

cerrado bajo toda operacién. Es la mayor o-algebra sobre el conjunto Q.


https://cocalc.com/share/public_paths/2ceb433a3058b9bc65babba4a468eb882dab9ae7

2. La o-algebra trivial se define como A = {0, Q}. En este caso es sencillo verificar que las

condiciones de la definiciéon son validas. Es la menor o-dlgebra sobre el conjunto 2.

3. Sea ) = R y sea A la colecciéon de conjuntos que son numerables o que tienen complemento

numerable:
A={ACR:A es numerable} U{A C R : A” es numerable}

Entonces A es una g-algebra ya que satisface las tres condiciones:

» Q¢ = () es numerable y por lo tanto Q € A.

= Supongamos que A € A. O bien A es numerable o su complemento es numerable. En

ambos casos, A® € A.

» Verificaremos que si A; € A,¢ > 1 entonces N;>14; € A. Se presentan dos casos: si al
menos uno de los conjuntos A; es numerable entonces la intercesion N;>1A4; es nume-
rable, y por lo tanto esta en A; si ningin A; es numerable entonces AZC es numerable

para todo ¢ por hipotesis, de modo que UizlAiC es numerable. En consecuencia,

oo c o0
<UA§> =[)AicA
i=1 1=1

Dos observaciones importantes en este ejemplo son las siguientes:

» Si A = (—00,0] entonces A® = (0,00) y ni A ni A es numerable, de modo que

A ¢ A,y en consecuencia A # P(Q).

= A no es cerrado bajo uniones cualesquiera. Por ejemplo, para cada t € R el conjunto

{t} € A, porque es numerable, pero A = U;<o {t} = (—00,0] ¢ A.

4. Sea Q = (0,1], A consiste del conjunto vacio y todas las uniones finitas y disjuntas de
intervalos de la forma (a,b],0 < a < b < 1. Un conjunto tipico de A es de la forma

UP" (@i, bj],donde los intervalos son disjuntos. Con esta definicién A es un algebra:

= Q=(0,1 € A

» A es cerrado bajo complementos: si A = U}";(a;, b;], con

0<a;<by<ax<... <bpn-1 < am <bp <1,

10



entonces
A =Q \ A= (0, 1] \ U?ﬂ(ai, bl] = (O,al] U (bl,CLQ] U...u (bmfl,am] U (bm, 1]

que también es un conjunto de A.
s A es cerrado bajo la interseccion de una coleccion finita de conjuntos ya que (a,b] N

(a1,b1] = (a V a1,bV bi] o el conjunto vacio.

Observamos, sin embargo, que A no es una o-algebra. Por ejemplo, el conjunto

01 U 1+1 1+1+1 U 1+1+1 1+1+1+1+1
"2 2 4’2 4 8 2 4 16’2 4 8 16 32

Es unién numerable de conjuntos de A pero no estd en A por definicion.

Definicion 3. Sea C una coleccion de subconjuntos de €2, la minima o-algebra generada por

C es
aC)= () A

{Ai:CgAi}

donde A; es una o-algebra.

Definiciéon 4. La o-algebra de Borel es la minima o-algebra que contiene los intervalos
abiertos de R, es decir

B(R) =0({(a,b) CR:a < b}).

A los elementos de B(R) se les llama borelianos.

Definiciéon 5. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria real es una
funciéon X : @ — R tal que para cualquier conjunto boreliano B se cumple que el conjunto

X YB)={weQ:X(w)eB}e A

Definicion 6. La familia {X;,t € T'} es una familia de variables aleatorias independientes si la
familia {o(X¢),t € T} es una familia de o-algebras independientes, donde o(X;) = {X~}(B) :
B e B(R)}.

Definiciéon 7. Supongamos que (2, A, P) es un espacio de probabilidad. Decimos que A, B € A

son eventos independientes si
P(ANB)= P(A)P(B).

Ejemplo 2. Una encuesta que se llevo a cabo en la American Automobile Association (AAA)

reveld que el ano pasado 60 % de sus miembros hicieron reservaciones en lineas aéreas. Dos de

11



ellos fueron seleccionados al azar. ;Cudl es la probabilidad de que ambos hicieran reservaciones
el ano pasado?

La probabilidad de que el primero haya hecho una reservaciéon el ano pasado es de 0.60, que se
expresa como P(R;) = 0.60, en la que R; representa el evento de que miembro i seleccionado hizo
una reservacion. La probabilidad de que el segundo miembro elegido haya hecho una reservacion
es también de 0.60, es decir, P(R3) = 0.60. Como el namero de miembros de la AAA es muy
grande, se supone que R y Ro son independientes. En consecuencia, la probabilidad de que

ambos hayan hecho una reservacion es:

P(R1 N RQ) = P(Rl)P(RQ) = (0.60)(0.60) = 0.36.
En general tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 1. Los eventos Ay, Ao, ..., An,n > 2, son eventos independientes si

P (ﬂ) =[P4y,

i€l el
para todo conjunto indice finito en I, es decir, I C {1,2,3,...,n}.

Definiciéon 8. Dado un espacio de probabilidad (2,4, P) y los eventos A,B € A. Se define la
probabilidad condicional del evento A, dado el evento B, como

P(ANB)

P(AIB) = =5

donde P(B) > 0. El término P(A|B) se lee probabilidad de A dado B. Es claro que es necesaria

la condicion P(B) > 0 para que el cociente este bien definido.

Ejemplo 3. Una fabrica utiliza dos maquinas A y B para hacer calcetines. La maquina A pro-
duce el 10% de la produccion total de calcetines, mientras que la maquina B produce el 90 %
restante. Ahora, el 1% de todos los calcetines producidos por A son defectuosos mientras que el
5% de todos los calcetines producidos por B son defectuosos. Encuentre la probabilidad de que
un calcetin tomado al azar de la producciéon de un dia haya sido producido por la maquina A,

dado que es defectuoso.

Se tiene que P(A) = 0.1, P(B) = 0.9, P(D|A) = 0.01 y P(D|B) = 0.05. Hay que encontrar

12



P(A|D). Utilizando la formula de Bayes, tenemos:

_ P(AND) P(D|A)P(A)
P(AID) = P(D)  P(D|A)P(A)+ P(D|B)P(B)
PAID) (0.01)(0.1) ~ 0.0917

(0.01)(0.1) + (0.05)(0.9)

Antes de introducir los conceptos de funcion de distribucion acumulada, valor esperado, varianza
y covarianza de una variable aleatoria es necesario ver algunos conceptos previos, los cuales son
fundamentales para la comprensiéon de los conceptos que se expondrin mas adelante dentro de

la investigacion.

Definicién 9. Dado dos funciones de variable real f y g continuas en el intervalo [a,b] € R. Se

define la integral de Riemann-Stieltjes como

b
[ sdgto), 0

donde f es llamada integrando y la funcion g es llamada integrador. Si g es continuamente

diferenciable, la ecuacion (1) se equivale a la integral de Riemann:

b
/ f(t)g(x)dt. 2)

Proposicion 2. Dadas las funciones f,g,a, continuas en el intervalo [a,b] la integral de

Riemann-Stieltjes tiene las siguientes propiedades

J2 e f(@) + eag(@))dalz) = er [1 f(@)da(z) + e [7 g(x)da(z).

f f(@)d(cra(x) + coB(x —clf f(z x)—l—@fff(:c)dﬁ(:v).

Una integral de Riemann-Stieltjes en el intervalo [a,b] puede separarse en la suma de dos

integrales en los intervalos [a, c|, [b, ¢], con a < ¢ < b, asi

/fda /fda /fda

Si f es integrable respecto a «, entonces « es integrable respecto a f y entre ambas integrales

existe la siguiente relaciéon
b b
/ f(@)do(z) + / a(2)df (z) = f(B)a(b) — f(a)a(a).

Definiciéon 10. Sea (2,4, P) un espacio de probabilidad y X : 2 — R una variable aleatoria

13



real, definimos la funcién de distribuciéon acumulada de X como F': R — [0, 1] con regla

de asignacion

F(z)=P{weQ: X(w) <z}).

En términos practicos describimos la funcion de distribucion acumulada como la probabilidad
de que la variable aleatoria tome un valor menor o igual a  y por simplicidad de notacién se

escribe P(X < x).

Proposicion 3. Una funcion de distribucion acumulada F'(x) asociada a la variable aleatoria

X satisface:

» 0< F(z) <1,

lim, o F(x) =0,

es monotona no decreciente, es decir, si z1 < x9 entonces F'(z1) < F(x2), y

es continua por la derecha, es decir lim,__,,+ F(z) = F(a).

Proposicion 4. Dado un espacio de probabilidad (92, A, P), y X una variable aleatoria discreta
con funcién de masa de probabilidad f(z) entonces la funcién de distribucion acumulada se

calcula como:

Fa)= P(X <a) = f(u).

u<zx
Si X es una variable aleatoria continua con funcion de densidad de probabilidad f(x) entonces

la funcién de distribucién acumulada se calcula como la integral de Riemann:

Fz)=P(X <x)= /_x f(u)du.

Observaciones:

= Por simplicidad, con las variables aleatorios reales se trabaja sobre el espacio de probabi-
lidad (R, B(R), P) en donde la medida de probabilidad P([a,b]) = P({w: a < X (w) < b})

a partir de la cual se define una funcién continua no decreciente F(x):
F(x) = P((c0,2]),

que resulta ser la funciéon de distribucion acumulada de X. Esta F'(x) se representa como
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la integral de Riemann-Stieltjes con respecto a si misma:

F@:%ﬂﬂ@@:[lww.

» Cuando F(z) es absolutamente continua, F'(z) es continuamente diferenciable y se calcula

por medio de la integral de Riemann:

Fo) = [,
donde f(z) es la derivada de F'(x) y la funcién de densidad de probabilidad de la variable
aleatoria real X.

Ahora definamos el valor esperado de una variable aleatoria.

Definiciéon 11. Dado el espacio de probabilidad (2, .4, P) y X una variable aleatoria, de define

el valor esperado de X como la integral de Lebesgue con respecto a la medida P:

MM:LX@MM) (3)

Transfiriendo el espacio de probabilidad a (R, B(R),dF') y en el caso que P sea absolutamente
continuo con respecto a la medida de Lebesgue, se cumple que fdxr = dF. De modo que la

integral de Riemann-Stieltjes equivalente a (3) es a su vez equivalente a la integral de Riemann:

E(X) = /OO zf(x)dx, (4)

—0o0

en donde F' es la funcion de distribucion acumulada de X y f su funcién de densidad de proba-

bilidad.

Los conceptos anteriores se pueden generalizar facilmente al caso de funciones aleatorias de dos o
maés variables, en cuyo caso se definen los conceptos de funciones de distribucién de probabilidad

conjunta, funciones de densidad de probabilidad conjunta y esperanzas de funciones aleatorias.

Definicién 12. Sean X,Y variables aleatorias continuas definidas sobre R. Entonces definimos

la funcion de densidad conjunta de X e Y como una funcién f : R — R que verifica:
L f(z,y) >0, VY(z,y) eR

2. [T 7 fla,y)dedy = 1.
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En este caso, la funcion de distribucion conjunta de X e Y estd dada por:

Ty
Fla,y)= P(X < .Y <y) = / / f(u,v)dvdu, V() € R.

Proposicion 5. Si f(x,y) es una funcion de densidad conjunta de las variables X e Y, entonces

el valor esperado de g(X,Y") esta dado por:

Blgx.v)) = [ h / " glasy) flay)dyde.

Proposicién 6. Dadas X y Y variables aleatorias y a, b, c € R constantes, tenemos las siguientes

propiedades:
1. E(c)=c.
2. E(cX)=cE(X).
3. Si X > 0 entonces E(X) > 0.
4. Si X <Y entonces E(X) < E(Y).
5. S1Y =a+ bX, entonces E(a+ bX) = a+ bE(X).
6. Se cumple la linealidad, es decir, E(X +Y) = E(X) + E(Y).
7. Si X y Y son variables aleatorias independientes entonces E(XY) = E(X)E(Y).

Una vez definido el valor esperado de una variable aleatoria X, ya podemos definir la varianza y

covarianza de X en términos del valor esperado.
Definiciéon 13. Dado un espacio de probabilidad (€2, .4, P) y X una variable aleatoria con valor
esperado E(X) se define la varianza de la variable aleatoria X, denotada por Var(X) como

Var(X) = E((X — B(X))?) = E(X?) - E(X)%

Ejemplo 4. Suponga que el tiempo x, medido en minutos, en el que se obtiene un flujo de
dinero es una variable aleatoria con funcion de densidad de probabilidad f(x) = 6z(1 — x) en el
recorrido 0 < z <1,y f(z) = 0 en cualquier otro caso.

Entonces, calculando el valor esperado, obtenemos

1
E(X) = /0 z(6z(1 — x))dr = %
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Ahora calculando:

1
E(X?) :/0 22(62(1 — 2)de — 1%

Entonces calculamos la varianza del tiempo del flujo de dinero, obtenemos:

Var(X) = E(X?) — E(X)?

Var(X) = 0.3 —(0.5)

Var(X) = 0.05.

Definicién 14. Dado un espacio de probabilidad (2,4, P) y X e Y variables aleatorias, define

la covarianza entre X y Y como

Cov(X,Y) = B(X — B(X))(Y — E(Y))) = B(XY) — E(X)E(Y).

Ejemplo 5. Consideremos dos variables aleatorias continuas X e Y con funcién de densidad

conjunta
fy) W s 0<r<ly 0<y<l
T,y)=
0 en otro caso.
y funciones de densidad marginales:
z 3 :
g+3 s O<z<l
fla)=1 2
0 en otro caso.
y
Fu) = Wilosi 0<y<1

0 en otro caso.

Calcular la Cov(X,Y).

Encontramos los valores esperados de las variables X e Y:

Ahora obtenemos:
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E(XY) = /01 ley <x+23y> dwdy
E(XY) = ;// (z*y + 3zy?) dady
=L (2 2)a
E(XY)_%.

Finalmente, calculando la covarianza, obtenemos:

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

1 13 )

1 65
COU(X, Y) = g — @
Cov(X,Y) = —ﬁ.

3.2. Procesos estocasticos

Una de las definiciones méas importantes dentro de la teoria de la probabilidad es el concepto de
procesos estocasticos, el cual dentro de la practica sirve para tratar con magnitudes aleatorias
que varian con el tiempo, especificamente se utiliza para caracterizar una sucesiéon de variables
aleatorias estocasticas que evolucionan en funciéon de un parametro, generalmente suele ser el
tiempo. Todas las variables aleatorias que componen el proceso con el cual se esta trabajando
tienen su propia funcién de distribucién de probabilidad, las cuales pueden o no estar correla-
cionadas, cada una de las variables que se ven influenciadas por efectos aleatorios constituyen
el proceso estocastico, es por esto que un proceso estocastico { X;} puede entenderse como una
familia uniparamétrica de variables aleatorias indexadas mediante el tiempo t. Con base en lo
anterior podemos realizar la siguiente descripcidén matemética.

Para los conceptos que se presentaran en esta seccién se utilizado como referencia bibliografica

(Mikosch, 1998a),(Iacus, 2008).

Definiciéon 15. Dado un espacio de probabilidad (2,4, P), un proceso estocdstico de valores
reales es una familia de variables aleatorias {X,,v € I'} definida sobre I' x 2 tomando valores

en R. Por lo tanto, la familia de variables aleatorias son funciones de la forma

X(v,w): I'x Q@ — R.
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Para I' = N, tenemos un proceso de tiempo discreto, y para I' C R tenemos un proceso de tiempo

continuo.

En muchas de las aplicaciones, estaremos interesados en trabajar procesos de tiempo continuo
con I' = [0,00). Es usual que se encuentren diferentes notaciones para referirnos a un proceso
estocastico, en esta investigacién de consideraré la notaciéon X, con la cual nos referiremos a la

trayectoria del proceso estocastico para algtn w fijo.

Proposicion 7. Sea X = {Xy,t € T} un proceso estocastico y ' C R un intervalo.
Decimos que X tiene incrementos independientes si para todo t; € T con i = 1,2,...,n , se
cumple que

Xy — Xty oo Xty — X,

son variables aleatorias independientes.

Definicién 16. Se conoce como proceso de Gauss al proceso continuo en el que toda combinacion

lineal de variables es una variable de distribucién normal.

Para finalizar esta seccion es importante estudiar los conceptos de variaciones de primer y segundo
orden, ya que esta teoria nos ayudara a comprender mejor algunas propiedades del movimiento
browniano.

A continuacion, se presentan los conceptos de variaciones, los cuales resultan ser fundamentales
para el estudio del movimiento browniano, para estos conceptos se ha tomado como referencia

la notacion presentada en (Iacus, 2008).

Definicién 17. Sea II,, = {0 = to, t1, ..., t, = T’} una particion de [0,7] C R, tomamos la norma
de la particion como [II,,| = méx;j—o.1, . n—1{tj+1 — tj}, y definimos la variacion de primer orden

o0 variacion total de una funcion f en el intervalo [0, 7] como

Vior)(f) = lim Vi, (),

I |—0

-1
donde VHn = 27]'1:0 ’f(tj_H) - f(t])‘
Supongamos que f es una funcién diferenciable. Entonces por el teorema del valor medio, en

cada subintervalo [t;,¢;11], existe un punto ¢ tal que
f(tir) = ftg) = f(£)(tj41 — t)).

Entonces

n—1 n—1
Do) = FEL = D 1 E)I (1 — 1),
7=0 7=0
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T
Vior)(f) = lim Z|f ]H—tj):/o | £/ (t)]dt.

|Hn\—>0

La primera variacién mide la cantidad total que aumenta o disminuye la trayectoria en cada

intervalo [tj,tj41).

Para un proceso estocastico X sobre el intervalo [0, ¢] denotaremos la variacién de primer orden
como V;(X) y el limite sera en probabilidad. La suma sobre una particion II,, se denotara como

Vo (X).

Definicién 18. Sea II,, = {0 = to, t1, ..., t, = T'} una particion de [0,7] C R, tomamos la norma
de la particién como |II,,| = méxj—o 1, n—1{tj+1 —t;}, y definimos la variacion de seqgundo orden

0 variacion cuadrdtica de una funcion f en el intervalo [0, 7] como

Qo (f) = IHhIm Qm, (f),
donde Qm, (f) = X720 (F(tj1) — £(1;))*
La variacion de segundo orden, para un proceso estocéastico X sobre el intervalo [0, ¢], se denotara
como [X]; y el limite serd en probabilidad. La suma sobre una particion II,, se denotara como
[X]n-
Finalmente, podemos definir la covariacion cuadrdtica de f y g en el intervalo [0,7] como el

siguiente limite

n—1
[fs 9l = \H,ljrioz(f(tjﬂ) = f(t;)(g(tj+1) — 9(t)))-
=0

Para X e Y, dos procesos estocasticos sobre el intervalo [0,¢], denotaremos su covariacion cua-
dratica como [X,Y]; y el limite serda en probabilidad. La suma cuadrética sobre una particion

I1,, se denotara como [X,Y],.

3.3. Movimiento browniano

Uno de los componentes basicos de un modelo que describe la evolucién de un proceso estocas-
tico es el llamado movimiento browniano o proceso de Wiener. Hay muchas formas de definir
el proceso de Wiener. Para fines de esta investigacién antes de definir formalmente el concepto
de movimiento browniano, es necesario que veamos algunos conceptos y resultados previos in-
teresantes que ayudaran a comprender mejor el movimiento browniano y sus propiedades. De

esta manera, sera posible entender mejor la coparticipaciéon del movimiento browniano en las
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aplicaciones que se explicaran en capitulos futuros.
Caminata aleatoria
Para poder definir adecuadamente el movimiento browniano, es necesario ver el concepto a través
de la construccién de una caminata aleatoria simétrica. 2
Supongamos que realizamos el experimento de lanzar repetidamente una moneda al aire. Para
tener un mejor control de nuestro experimento llamaremos p a la probabilidad de obtener cara
(A), y ¢ =1 —p a la probabilidad de obtener corona (B). En este caso ambas probabilidades
seran de % Realizando el experimento de lanzamiento n veces, nuestro espacio muestral para
este experimento estard dado por Q = {w € (w1, wo, w3, ...,wy) : w; € {A, B}}.
Ahora definimos la variable aleatoria

-1 si wj=A4

X; =
1 si wj=B.

Tomando

Mo =0

n
M, =Y Xj, n=12, ..,
j=1

hemos formado un proceso estocéstico {M,,n = 0,1,...}, el cual es conocido como caminata
aleatoria simétrica. Para nuestro espacio muestral puede aumentar o disminuir una unidad (Esto
se conoce como el tamano de salto), donde ambos eventos son igualmente probables.

Cada una de las variables M, , — M, = > ! X; es llamada incremento de la caminata

i+1 i j=n;+1

aleatoria. 3

Ahora nos interesa analizar el valor esperado y varianza de cada una de las variables aleatorias

2Para un mayor estudio sobre la caminata aleatoria simétrica y los métodos de simulacién se recomienda revisar
(Kwok, 2008) y (Tacus, 2008).

#Una caminata tiene incrementos independientes si la sucesién de variables {M,,
independientes.

i+1 Mni},i = 1,273,...7 son
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Caminata aleatoria

1
5.0 7
Lanzamientos

0.0

[
in
in

Figura 1: Trayectoria de la caminata aleatoria simulando 9 lanzamientos de una moneda donde
w=(A,B,B,A,B, A, B, B, B) y los puntos se enlazan mediante una linea recta

y de los saltos, asi:

Ni4+1 MNi41
E(M,,, —M,)=E| Y X;|= Y EX;)=0,
Jj=n;+1 Jj=n;+1
Var(X;) =1,
Nj4+1 Ni41
Var(Mp,,, — My,;) = Var Z X;| = Z Var(X;) = nip1 — n,
Jj=n;+1 Jj=n;+1

Var(M,)=n,n=1,2,....

Finalmente, nos hace falta considerar la suma de los incrementos sucesivos para la caminata
aleatoria en el tiempo n, ya que es un elemento clave en el estudio del movimiento browniano,

el cual se estudiard méas adelante:

[M] = Z(Mj M) =) l=n

j=1

Observacion 1. Es importante notar que Var(M,) = [M],.
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Para continuar por el camino hacia la definicién de movimiento browniano es fundamental definir

la caminata aleatoria escalonada de la siguiente manera:

1
:7MtntJ7 nEN,tEO, (5)

W) (t) NG

donde la funcion |-| es el mayor entero menor que su argumento.

La caminata aleatoria simétrica escalonada no tiene incrementos independientes. * Sin embargo,
para la particion II,, = {0 = to,t1,...,t, = T} del intervalo [0, 7], cuyos subintervalos son de
igual longitud %, se tiene que nt; es un entero para todo j = 0,1,...,n. Entonces, W) (t1) —
W™ (tg), ..., W™ (t,) — W™ (t,_1) son independientes.

Puede verificarse que si 0 < s < t entonces se cumple

1
= B (M) =0

Var(W™(t)) = Var(

EW™ (1))
\}HMLntJ) = %VW(MWJ) = %(Lnﬂ)
MWW@—WW@%:%MMM—MWN=O

1 1

Var(W™(t) — W (s)) = Var(—=Mn, —

Tn M) = %VGT(MLntJ — Mps)) l(L”ﬂ — [ns]).

vn T
De igual manera, se cumple que la variacion cuadratica en el intervalo [0, ¢] esta dada por

W), =t.

Observacion 2. Se puede definir el movimiento browniano como el limite en distribucién de la
caminata aleatoria escalonada puesto que se cumple las siguientes propiedades, cuando n — oco:
= W™ (0)=0.
= E(WM(t) =0.
= Var(Wm(t) — W (s)) =t — s,Vs,t tal que 0 < s < t.

Para generar el grifico de la Figura 2, se propone el siguiente algoritmo:

4La definicion de caminata aleatoria escalonada se ha tomado de (Tacus, 2008) y (Peter E. Kloeden, 1995)
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Caminata aleatoria escalonada
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Figura 2: Trayectoria del movimiento browniano como limite de la caminata aleatoria escalonada,
tomando n = 10, n = 100 y n = 1000

set.seed (123)
n <- 10

T <- 1

ct
A
1

seq(0,T,length=100)
S <- cumsum(2*(runif(n)>0.5) -1)
W <- sapply(t,function(x) ifelse(n*x>0,S[n*x],0))
W <- as.numeric(W)/sqrt(n)
plot (t,W,type="1",ylim=c(-1,1),col="orange")
n <- 100
S <- cumsum(2*(runif(n)>0.5) -1)
W <- sapply(t,function(x) ifelse(n*x>0,S[n*x],0))
W <- as.numeric(W)/sqrt(n)
lines(t,W,1lty=2, col="red")
n <- 1000
<- cumsum(2*(runif (n)>0.5) -1)

S
W <- sapply(t,function(x) ifelse(n*x>0,S[n*x],0))
W <- as.numeric(W)/sqrt(n)

1

ines(t,W,1ty=3, col="blue")

Listing 1: Trayectorias de caminata aleatoria escalonada
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N

Movimiento browniano
En esta seccién estudiaremos uno de los componentes bésicos de un modelo que describe la
evolucion de un proceso estocastico, es el llamado movimiento browniano o proceso de Wiener.

Hay muchas formas de definir el proceso de Wiener, en esta investigacion se adoptaré la siguiente

definicion:

Movimiento browniano
0.9-

= =
L =7
1 1

Trayectoria W\it)

=
=
1

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Tiempao (t)

Figura 3: Simulacién de movimiento browniano en el intervalo [0, 1] con una particion de tamano
N =100, considerando W (0) = W (tp) = 0.

Definicion 19.

Para simular el movimiento browniano, se hizo uso del siguiente algoritmo:

set.seed(123) #Iniciamos una semilla, para que exista variabilidad en los datos,
N <- 100 #numero de puntos en la malla.

T <- 1 #Limite superior del intervalo.

Delta <- T/N # Incrementos de tiempo

t <- seq(0,T,length=N+1)

W <- c(0,cumsum(sqrt (Delta)*rnorm(N)))

MB <- ggplot()+geom_line(aes(t,W), color = "red")+labs(title="Movimiento

browniano" ,x="Tiempo (t)",y="Trayectoria W(t)")+theme_gray ()

Listing 2: Simulacién del movimiento browniano

Es importante notar que nuestra definicién de movimiento browniano adopta las propiedades de la
caminata aleatoria escalonada, que vimos en la seccién anterior, ya que como se dijo anteriormente

al tomar el limite, cuando n — 0o, obtenemos el movimiento browniano, lo cual es facil de ver
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en la Figura 2. Es importante destacar que la suma de incrementos sucesivos al cuadrado de
la caminata aleatoria es t. Para el movimiento browniano tenemos también que [W]; = ¢. Esta
particularidad del movimiento browniano con respecto a que su variacién cuadréatica no es cero
es lo que da origen al término de volatilidad que es un término frecuente que usaremos a lo largo
de esta investigacion.

A continuacion, presentaremos algunas propiedades importantes del movimiento browniano, las
cuales son usadas de manera frecuente en las aplicaciones del movimiento browniano que se
estudiardn més adelante.

Propiedades adicionales del Movimiento browniano

Proposiciéon 8. El movimiento browniano W; tiene las siguientes propiedades:
1. E(W;) =0.
2. Var(Wy) = EW?) =t.
3. Cov(Wy, Ws) = E(Wy, Ws) = min(s, t).
4. B(Wy = Wy)?) = [t — s|.

Demostraciéon
1. Esto se cumple directamente de la definicién de movimiento browniano.
2. De la definiciéon del movimiento browniano tenemos

Var(Wy) = E(W?) — (BE(Wy))?
= E(WtZ) =t

3. De la definicion de covarianza tenemos Cov(Wy, Wy) = E((W, — E(W,))(W, — E(Wy))) =
E(WWs). Entonces para demostrar que E(W;Ws) = min(s,t) tenemos que demostrarlo

por casos:

= Caso 1: suponemos que s < t, entonces

E(W,W,) = E(W(W, — W) + W2)

(Ws(W, — Wy)) + E(W2)
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= Caso 2: suponemos que t < s, entonces

E(W,Wy) = E(Wy(W,s — Wy) + W2)

Por lo tanto Cov(Wy, W) = E(W;W,) = min(s, t).
4. Tenemos que
E((Wy = Wy)?) = E(W?) = 2E(W,Ws) + E(W)

=t—2min(t,s) + s

=t —s|.

Un proceso que es de mucha utilidad cuando se trabaja en aplicaciones financieras, especialmente
cuando se modela la dindmica de algiin activo financiero, es el llamado movimiento browniano

geométrico, el cual lo podemos describir de manera formal como:

Definiciéon 20. Llamamos movimiento browniano geométrico al proceso estocéastico que
presenta la propiedad de tener incrementos multiplicativos independientes y se define en funcion
del movimiento browniano estandar, en particular cuando representa el precio en el tiempo de

un activo financiero, por

st = o] (r- L) e +om0)} >0

con S(0) = zg,x0 € R como valor inicial; y ¢ > 0 (volatilidad) y p = r (tasa de interés) los

cuales son constantes.
Proposiciéon 9. Para el movimiento browniano geométrico se cumple lo siguiente:
1. B(X;) = zoett.
2. Var(Xy) = a:%eZ“t(e"Qt —1).
3. Cov(Xy, X) = a2ettD(e7s — 1), 0<s<t.
Demostracién: Usando el hecho de que la funcién generadora de momentos de la distribucion

1
N(u,0?) es M(t) = exp(ut + 502152).
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Movimiento browniano geométrico

sy

M2

n
1

100-

Trayectoria Wit)

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Tiempo (t)

Figura 4: Simulaciéon de movimiento browniano geométrico en el intervalo [0, 1] con una particion
de tamano N = 100.

1. Para la esperanza o valor esperado tenemos

= zoet.

2. Para calcular la varianza tenemos

Var(X;) = Var (:;;0 exp ((u L 2) t+ UWt>)

1
= z2exp ( (u - 202> t) Var(exp(cWy))

[\]

—afexp (2 (1 30 t) (Blexp(20Wh) — B¥{explome)
el ) o)
_3%62/“5( t_

3. Antes de calcular la covarianza, primero tenemos que calcular E(X;X). Hay que observar

que Wi+ W5 se puede escribir como 2W+ (W, —W5), siendo estos sumandos independientes,
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entonces,

Por lo tanto,

Cov(Xy, X,) = E(X: X,) — E(X))E(X,)

t+s)+so? t+s)

w(
— xde

_ IEOG‘M(H—S) (6302 - 1) .

_ (
= zde

Teorema 1. Sea W; un movimiento browniano sobre el intervalo [a, b] y II,, = {a = to,t1, ..., T, =
b} una particion del intervalo con norma |II,| = méax;—0 12 n—1{ti+1 + t;} — 0 tal que su

sy

variacién cuadratica esta dada por

[W]jap = Hm Zywml Wi =b—a.

|Hn\*>0

Entonces decimos que el movimiento browniano tiene una variacién cuadratica a razén de uno

por unidad de tiempo.

Corolario 1. Sea W un movimiento browniano. Entonces su variacién cuadratica estéd dada por

[W]t =t,t>0.
Teorema 2. Sea W un movimiento browniano definido en el intervalo [a,b] v II, = {a =
to, t1, ..., tn, = b}, una particion del intervalo con norma |II,,| = max;—01,2, . n—1{ti+1 +ti} — 0.

Entonces su primera variacion esta dada por

)= i ZIWM Wi,| = o0

Con base en el resultado anterior decimos que el movimiento browniano tiene primera variacion
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no acotada sobre todo intervalo de tiempo [a, b].
Demostraciéon
La prueba se realizard por contradicciéon, supongamos que W; tiene variacién acotada y que

sup(Z?z_Ol |Wi,., — Wy,|) denota la variacion total de Wi en el intervalo [a, b]. Entonces tenemos

n—1 n
z;(WtiJrl - Wz) < 0<rzn<ax {|Wtz+1 - Wtz‘} Z: ‘WtiJrl - Wti|
n—1
< 0<Izn<ax {|Wtz+1 - Wtz‘} sup(; ‘Wti+1 - Wti|)7

como W; es continua en [a, b], también es uniformemente continua en [a, b], por lo tanto,

max ’Wt _Wti| —0

0<i<n—1' it

cuando [IT,,| — 0 y se concluye que

lo cual es una contradiccion.

3.4. Martingalas

Antes de comenzar la exposicion de los principales resultados del célculo estocastico, es necesario
conocer sobre el concepto de martingala, ya que la nocién de éste es crucial para la comprension
de la integral estocéstica. Antes de enunciar la definiciéon formal de martingala, se enunciaran

algunas definiciones previas.

Definiciéon 21. La coleccion {F;,t > 0} de o-algebras sobre 2 es llamada una filtracion si

Fs C Ft, para todo s,t con 0<s <t

Por lo tanto, una filtracion es un flujo creciente de informacion.
Si {F,,n =0,1,...} es una sucesion de o-algebras sobre Q y F,, C Fp+1, para todo n, decimos

que {F,} es una filtracién también.

En la practica es necesario usar la definicién de filtraciéon vinculada a un proceso estocastico, asi

tenemos la siguiente definicion:

Definiciéon 22. El proceso estocastico Y = {Y;,t > 0} se dice que esté adaptado a la filtracion

30



{]:t,t > 0} si
o(Y;) C Fy paratodo t>0.

El proceso estocastico Y siempre esta adaptado a la filtraciéon natural generada por Y':
Fi=0(Ys,s <t).
Ya se tiene los elementos necesarios para enunciar matemaéaticamente el concepto de martingala

en tiempo discreto y continuo.

Definiciéon 23. El proceso estocastico X = {X;,t > 0} es llamado martingala de tiempo conti-

nuo respecto a la filtracion {F;,t > 0} y la denotamos por (X, {F;}), si
» F(X:) < oo, para todo ¢ > 0.
» X esta adaptado a {Fy,t > 0}.
» F(X4|Fs) = X, para todo 0 < s < t.
También es posible definir el concepto de martingala de tiempo discreto, de la siguiente manera:

Definiciéon 24. El proceso estocéstico X = {X,,,n=0,1,2,...} es llamado una martingala de

tiempo discreto con respecto a la filtracion {F,,n = 0,1,...} y la denotamos como (X, {F,}), si
» F(X,) < oo, paratodon=0,1,2,....
» X estd adaptado a {Fy,,t > 0}.
» F(X,41|Fn) = Xp, para todon =0,1,....

Proposicion 10. El movimiento browniano {W;}, es una martingala de tiempo continuo res-
pecto a la filtracion natural F; = o(Ws, s < t).

Demostracion: las primeras dos condiciones necesarias para ser una martingala son triviales, por
lo que sélo se enunciara la demostraciéon de la dltima condicién, es decir, tenemos que demostrar
que E (W;|Fs) = X, para todo 0 < s < t.

Como estamos utilizando la filtracién natural entonces queremos calcular

E (Wi Fs) = E(Wylo(Wy, 2 < s)) para s> 0.

Esta claro que si t < s entonces F; C Fs, y

E(WFs) = W

31



Sin perdida de generalidad asumamos que s < t, entonces por la linealidad del valor esperado

tenemos

EWi|Fs) = E(W; — W, + Wi|Fy)

(W — Ws|Fs) + E(Ws|Fs)

E
E(W, — Ws|Fs) + Ws

Ws.

Es importante notar que se ha usado el hecho de que E(W; — W,|F,) = 0. Esto es debido a
que W; — Wy es independiente de Fs. Ademaés la tltima igualdad la podemos deducir ya que se

cumple, o(Ws) C o(Wg,z < s) = Fs.

4. Calculo estocastico con aplicaciones en finanzas

4.1. Conceptos preliminares

En este capitulo vamos a definir la integral estocastica de Itd de un proceso estocastico respecto
del movimiento browniano, es decir, nuestro objetivo final es presentar la integral de [t6 de un

proceso {X¢,t > 0}. Dicha integral tiene la forma

/0 "x.aw., (6)

Este tipo de integrales no es posible definirlas trayectoria por trayectoria, es decir, no es posible
definirlas como se acostumbra en la integral de Riemann-Stieltjes de una funcién respecto a otra
funcién, ya que en este caso la funcién integradora es una trayectoria del movimiento browniano
que, como hemos revisado antes, no tiene una primera variacion finita. El interés en esta inves-
tigaciéon en el estudio de este tipo de integrales radica en el tema de las ecuaciones diferenciales
estocésticas.

Una forma adecuada de realizar una construcciéon de la teoria sobre la integral estocéstica de It
es comenzar definiendo la integral a un nivel elemental, luego avanzar definiendo la integral para
procesos mucho mas generales. Esto ayudara a la compresién de la integral estocastica y a las
aplicaciones que se estudiardn méas adelante.

Como fuente bibliogréafica para todos los conceptos teéricos que se presentaran dentro de esta
seccion se ha utilizado (Steele, 2000), con la notacion presentada en el capitulo 6, y confrontada
con una traducciéon en espanol presentada en (Rincon, 2006).

Antes de comenzar es necesario estudiar algunas definiciones que nos ayudaridn més adelante a
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describir y justificar algunas propiedades de la integral estocastica de It6. Una norma natural

para definir en estos espacios seria:

Definicién 25. Denotamos por L?(P) al espacio vectorial de variables aleatorias reales X,
sobre el espacio de probabilidad (£2,.4, P), que son cuadrado integrales con respecto a la medida

P, es decir, que cumplen la condicion:
g L
1Xl2 = (E(IX]%))? < occ. (7)

La funcion || - || se define como una norma en L?(P), es decir, es una funcién real definida sobre

este espacio lineal que cumple las siguientes cuatro condiciones:

1. | X| >o0.

2. [X]|=0«<= X =0.

X+ Y <[ XN+ Yl

4. ||aX]| = ||| X, con a constante.

Observacién 3. Cada variable aleatoria Wi, ¢ > 0, del movimiento browniano pertenece al
espacio L2(P), ya que:
1
IWell2 = (E(IWe]?))? = Vit < o0.

Definicién 26. Denotamos por L?(P x dt) al espacio lineal de todos los procesos estocésticos

X ={X;,0 <t < T}, que cumple la condicién °:

. :
X 2ty = (E ( / |Xt\2dt))

Observacién 4. El movimiento browniano W = {W;,0 < t < T’} pertenece al espacio L%(P x

dt), ya que cumple:

=
=
~
)
X
&
I
S|
T~
o
_’ﬂ
S
™
&
~—
~—

®La funcién || - | L2(pxat) es una norma y ademéas bajo esta norma es un espacio completo o espacio de Hilbert.
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Antes de comenzar a describir la integral estocéastica para procesos estocésticos simples, veremos
el concepto de funcién indicadora, ya que esto facilitard la comprensiéon de los conceptos més

avanzados.

4.2. Integral estocastica

Procesos simples

Definiciéon 27. Sea un espacio de probabilidad (2,4, P). Si A C €, definimos la funcién

indicadora de A como:

1 si wed
la(w) =
0 si we A°.

La funcion indicadora tiene las siguientes propiedades:
= 14 <1lpsiysolosi ACB.
m lye=1-14.
Ahora ya podemos definir un proceso simple en términos de la funcién indicadora.

Definicion 28. Sea 0 =ty < t; < t2 < ... < t, = T una particion finita del intervalo [0, 7.

Definimos un proceso estocastico simple ¢ como un proceso de la forma
n—1
k
Xt = ZX( )1[tk,tk+1)(t)7 (8)
k=0

donde X xM X1 g una coleccion de variables aleatorias adaptadas a la filtracion

{F.}'Z5 v que son cuadrado integrables.

Al espacio de todos los procesos simples los denotaremos por 7—[(2). Es posible demostrar que el
espacio 7-[(2) es un espacio vectorial.

Integral de procesos simples.

En el caso de la integral de un proceso simple, cuya definiciéon establece que, si el integrando
es constante en algiin subintervalo, entonces la integral debe ser esa constante multiplicada por
el incremento del movimiento browniano. Formalmente, podemos expresar esto por medio de la

siguiente definicién:

Definicion 29. La integral estocastica de Itd6 de un proceso simple X cuya forma esta dada

por la Ecuacion (8), respecto del movimiento browniano, denotada por I(X), se define como la

SEn otras palabras describimos el proceso simple como un proceso constante a trozos con trayectorias continuas
por la derecha, y limite por la izquierda.
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variable aleatoria

T n—1
I(X) = / XodWy =Y XB W, — W) (9)
0 k=0

La variable aleatoria I(X) es integrable ya que siendo las variables X (k) y Wiy, — Wy, indepen-
dientes, entonces cada sumando tiene esperanza cero, y por lo tanto la esperanza de la integral

es cero. Esto se resumen en el siguiente lema.

Lema 1. Sea I(X) la integral estocastica de Itd de un proceso simple X. Entonces se cumple
que E(I(X)) = 0.
Demostraciéon

Para cada 0 < k < n — 1 se tiene:

E(X(k)(Wtk+1 - Wtk)) = E(E(X(k)(Wtk+1 - Wtk)‘ftk))

Por lo tanto E(I(X)) =0.. 7

Lema 2. Sea I(X) la integral estocastica de It6 de un proceso simple X . Entonces se cumple la

igualdad llamada Isometria de It6:

E<</OTXtth>2> :/OTE(Xf)dt:E(/OTXEdt> (10)

Demostracion

"Para la segunda igualdad del junto de igualdades anterior se ha utilizado la propiedad de la esperanza condicio-
nal E(E(XY|G)) = E(XE(Y)), ya que X,Y son independientes respecto de la o- 4lgebra Gpara méas informacion
sobre las propiedades de la esperanza condicional, leer (Steele, 2000)
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k=0
_ 3" B(x0x AW AW )
k=0
_ nzl E ((}(Uﬂ)2 (AWk)2>
k=0
n—1 9
_ (k)
’;OE ((X ) >Atk
n—1 9
= 2 E <<X(k)) Am)
1
(x®)

2
Por lo tanto, se cumple que E ((fOT Xtth) ) =F (fOT Xt?dt) 8
La identidad anterior también la podemos escribir como ||I(X)||%2(P) = HX”%?(det)' Por lo
que podemos decir que esta identidad establece que tanto el proceso simple X como la variable
aleatoria I(X) tiene la misma norma en sus respectivos espacios. Esta igualdad jugara un papel

muy importante en la definicién de la integral estocastica.

Por lo anterior, podemos deducir que la integral estocéstica asigna a cada elemento del espacio

HZ una variable aleatoria en el espacio L?(P). Por lo tanto, tenemos la transformacion lineal:
I:H; — L*(P),

la cual resulta ser contintia debido a la isometria de Ito.

Observacién 5. Si se toma el proceso simple X*) = Wi, , en donde Wy, estda dado por el
movimiento browniano en t;, podemos obtener la integral estocéastica del proceso simple W

asociado al movimiento browniano con respecto a si mismo, es decir:
T n—1
I(W) = / WedWy = > Wy, (Wi, — Wa,). (11)
0

k=0

Integral de It6 por aproximacion.

8En la cadena de igualdades anteriores, es necesario aclarar que para indices distintos j, k la esperanza de
E(XWX®AW,;AW,) =0
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El proposito de esta seccion, es avanzar un poco més en la construccion de la integral estocéstica
para procesos mas generales. Lo primero sera denotar por H? el espacio de todos los procesos

{X:} medibles y adaptados a la filtracion natural del movimiento browniano {¥:}, tales que:

T
E (/ Xt]2dt> < 0.
0

Proposicién 11. El espacio H? es un subespacio lineal cerrado respecto de L2(P x dt).

En particular, todo proceso simple es un elemento de H2. Entonces se cumple la siguiente cadena
de inclusioén:

HE C H? C LA(P x dt).

Ademaés, se cumple que 7—[(2) es denso en H? respecto de la norma L?(P x dt), es decir, para

cualquier proceso X en H? existe una sucesion de procesos X (™ en ’H% tales que:

I | X = X" p2(pyary = 0. (12)

n——oo

Este procedimiento de aproximacion puede llevarse a cabo de la siguiente forma: mediante la
. . . 2 . .

técnica de truncamiento, todo proceso en H* puede ser aproximado por un proceso acotado; a su

vez todo proceso en H? que es acotado se puede aproximar por procesos acotados y continuos; y

éstos a su vez se aproximan por procesos simples de la forma de la Ecuaciéon 12. 9

Proposicion 12. La sucesion I(X ™) es una sucesion de Cauchy en el espacio L?(P).

Demostracion

I (X)) =1 (XD flgapy = I (XB = XOY 2

= 1IX® — XO| f2par

IN

I1X = X B L2 pary + 11X = XDl p2(pwary
< c
2 2

= €.

La desigualdad anterior se cumple debido a la simetria de It6, y para k,I > N para algin N lo

suficientemente grande puede hacerse tan pequenia como queramos. Entonces, de manera natural,

se define para cada X € H2, lim,,_,o0 XM = x.

Proposicion 13. Isometria de It6

9Para ver mas detalles sobre esta sucesion de aproximaciones véase (@ksendal, 2010).
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Para cualquier proceso X en H? se cumple:

11X 2(py = [ X L2(Pxar) (13)

Demostracién
Sea X un proceso en H? y sea X (™ en HZ tal que || X — X () | 22(Pxaty — 0. Entonces utilizando

la desigualdad |||a|| — ||0]|| < ||a — b|| tenemos que:
IX N 2 pxary — 1X N L2 (-

Analogamente, como || I(X) — I(X(”))HLQ(P) — 0, al aplicar la desigualdad tenemos:
11X )| 20p) — IT(X) || p2(p)-

Por lo que podemos concluir que |[1(X)[|z2py = | X[l 12(Pxat)-

Proposiciéon 14. Sea X un proceso en 2. Entonces se cumple que:

E(I(X)) = lim E(I(X™))=0.

n—aoQ

Demostracion

0 < BA(I(X) - I(X™)) < BU(X) = 1(X™)),

ya que E(I(X) — I(X™))? — 0 entonces E(I(X) — I(X™)) — 0, es decir,
E(I(X)) = lim E(I(X™))=0.

n—:ao0

De esta forma obtenemos una transformacién lineal y continua:
I:H? — L*(P).

Observacién 6. Ya que el movimiento browniano {W;} pertenece al espacio H?, entonces se

puede aproximar tal proceso en el sentido de la norma L?(P x dt), por el proceso simple

n—1
Xt = Z Wtkl[tk,tk+1)(t)v
k=0

donde 0 =ty < t; < ... < t, = T es una particion del intervalo [0,T]. Se tiene entonces la
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siguiente integral estocéstica, y su aproximacién como limite en media cuadratica

n—1

T
| wiawi =t 3w W, - ). (14)

Integral como un proceso.
En esta seccién, se hara una extension de la teoria que hemos estudiado hasta el momento. Para

cada t en [0,T] y para cualquier X en H?2, se define el proceso:

T t
I(X) = /O Xlpo(s)dWy = /0 X, dWs. (15)

De la ecuacion anterior podemos observar que, con este pequeno cambio podemos ver a la integral
COmo un proceso, y ya no como una variable aleatoria. Es necesario aclarar que este proceso no
es necesariamente continuo, sin embargo, puede demostrarse que existe una versién continua de
él. Esta version tendria que ser una martingala respecto a la filtraciéon natural del movimiento
browniano.

Extension por localizacion.

Mediante el proceso de localizacion, seré posible extender la definiciéon de la integral de It6 a

procesos medibles y adaptados a la filtraciéon natural del movimiento browniano que cumplen la

P (/OT | X4|2dt < oo) =1. (16)

2
loc®

condicién de restriccion:

A todos los procesos que cumplen la restriccion de la Ecuacion (16), lo denotaremos por £

2

i . ¥ existe una sucesion creciente de tiempos

Este nuevo espacio contiene a H?, es decir, H? C £
de paro Do<n<m<-o-<7py... tal que 7, — T cuando n — oo, y para cadan > 1 el
proceso X¢ - 17, >y (w) pertenece al espacio H2.

Se define entonces la integral estocastica como el siguiente limite en el espacio L?(P).

Xdes = lim XS . 1(7_”2,5) (w) . 1[0,t](8)dWs. (17)

o

En este caso la integral ya no es una martingala sino una martingala local. En general, la isometria
de It6 ya no se cumple cuando la integral estocéastica tiene como dominio de definicion el espacio

LQ

loc*

Ejemplo 6. El movimiento browniano unidimensional {W; : t > 0} y para cualquier funcion
continua f, el proceso {f(W;) : 0 <t < T} tiene trayectorias continuas y acotadas, por lo tanto

se cumplen las condiciones de adaptabilidad y medibilidad. Ademés, se cumple la restriccion

ODefinir tiempo de paro.
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(16), por lo tanto este proceso es elemento de Elzoc, y tiene sentido la expresion:
t
| rovoaw., o<e<r
0

Es posible demostrar que la integral anterior puede ser calculada mediante el siguiente limite en

el espacio L?(P)

n—1

| rvgaw, = tim 37 OV, W . = W), (18)
k=0

n—aoo

donde 0 =ty < t1 < ty < ... < t,, = t es una particion de [0,¢], y nuevamente el limite debe
entenderse en el sentido de que la distancia méxima entre dos puntos sucesivos de la particion

tiende a cero.

Con este ejemplo se concluye la serie de generalizaciones sobre las cuales estéd construida la
integral de It6. La Figura 5 resume las ideas vistas en la construcciéon de la integral estocéastica

de Ito.
) )

5 Definicién

Aproximacion

HQ
~—

2 Localizacién L2(P)
— % —

Figura 5: Relacion de espacios en la construccion de la integral de It6

Ejemplo 7. Con la Ecuacion (18) podemos encontrar facilmente el valor de

T
/ WsdWs.
0

Solucién.
Tomando la particion 0 = ¢y < t; < to < ... < t,, = T uniforme del intervalo [0, 7], es decir,

1
tir1 —t; = — y usando la identidad:
n

a(b— a) = %(zﬂ _a?)— %(a _ b2,
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obtenemos:

n—1

T
/ WSdWS = lim Wtk (Wtk+1 — Wtk)
0

n—aoo

J=0

n—1

. Lo 2 1 2
- nh—1>noo Zo [2 (Wtk+1 o Wtk) D) (Wthrl - Wtk)
]:

1 1
=-W2 - Zt.
2t 9

La primera suma es una suma telescopica, mientras que la segunda suma corresponde a la
variacion cuadratica del movimiento browniano, es importante destacar que los limites indicados
son vélidos en el sentido de media cuadratica. Otra observaciéon importante es que el término

1 . .
_it’ es conocido como el término corrector de Ité.

Observacion 7. La integral estocastica es sensible al punto donde se evalda el integrando. Si
evaluamos el integrando en el extremo derecho de cada subintervalo, y tenemos en cuenta que el
proceso a integrar ya no es adaptado al movimiento browniano, y por lo tanto queda fuera de la
teoria desarrollada antes, usando la identidad:

b(b—a) = é(zﬂ —a?) + %(a —b)?,

se obtiene, nuevamente en el sentido de media cuadratica,

n—1

T
/ WedWs = lim > Wy, (W, — Wy,)
0 =

n—>o00 4
7=0
n—1

) 1 1
= lim Z [2 (Wfk+1 — Wi) +3 Wiy — Wtk)Q
j=0

1 1
- = t2+§t.

Como podemos ver el signo de la integral ha cambiado, respecto al ejemplo anterior.
Si consideramos el promedio de las dos evaluaciones en los extremos se obtiene la llamada Inte-
gral de Stratonovich, denotada por:
t 1
/ Wy odW, = ~W2.

0 2
La integral de Stratonovich tiene algunas ventajas operacionales pues sigue algunas reglas usuales
del calculo integral, pero vista como proceso deja de ser una martingala.

. t .
Proposiciéon 15. Dado el proceso fo WsdW, = %Wt - %t, su valor esperado es cero y su varianza
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tiene un valor de %tQ.
Demostracion.
El valor esperado de fg WsdWs es cero ya que la integral estocastica es una martingala y por lo

tanto su valor esperado es cero, es decir,

t
E </ WSdWS> =0.
0

Para calcular su varianza tenemos que utilizar la simetria de 1t6, asi:

t t 2
Var </ Wdes> =F </ WSdWS>
0 0
t
=F < / Wfds)
0

t
= / E(W2)ds
0
t

:/sds
0

1
= —t%
2

Una forma alternativa de llegar al resultado anterior es utilizando el hecho que fot WedW, =

1 1 1 1
QWE — it' Es evidente de que E <2Wt2 — 2t> = 0. Entonces su varianza esta dada por:

Lo 1) 1 2
Var <2Wt 2t) = 4Var(Wt)
1
— L Ew) - B )

1
= (37 =19

Lo
= —t°.
2

Proposicién 16. Sean {X;} y {Y;} dos procesos en H2. Entonces

t t t
E(/ XdeS/ YSdWS> :/ E(X,Y)ds.
0 0 0

Solucién

Para comprobar este resultado es necesario que utilicemos la isometria de It y la igualdad

1 1
ab = 5(a +b)? — §(a2 +b2).
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Entonces se tiene que:

t t 1 t 1 t t
E /Xdes/ Y, dW, ) = E |/ X, + YodW,|? | — = E/ XSdWs!2+E|/ Y, dW,|?
0 0 2 Jo 2 0 0

1 [t 1/ [ !
- / E|X + Ys|*ds — = </ E|X52ds+/ E’|Ys|2d8>
2 0 2 0 0

t
= / E(X,Y,)ds.
0

4.3. Propiedades de la integral estocastica.

En general la integral de It6, cumple varias propiedades, en esta seccién se hard un resumen
de ellas, algunas de estas propiedades ya se han demostrado en las proposiciones de la seccién

anterior.

= La integral I : £l2()c — L?(P) es lineal, es decir, para cualquier constante ¢ y para cuales-

2
loc?

quiera procesos Xg,Ys € L 1

cumple que
T T T
/ (cXs + Y)dWs = c/ X dW +/ Y, dW, c.s.
0 0 0
= Tiene esperanza cero, es decir, para cualquier proceso X € ﬁ%oc, se tiene que:

T
E (/ XSdWS) =0 c.s.
0

» Cuando la integral se restringe al espacio H?, se cumple la isometria de Ito, es decir,

E ( /OTXSdWS 2) =F (/OT\XSFds) .

= Nuevamente, si se restringe la integral al espacio H?, la integral es una martingala, es decir,

es integrable, adaptada y para 0 < s < ¢, se cumple:

t s
E< / Xuqu]]-'s) = / X, dW,.
0 0

2

En general, para procesos en Lj .

la integral ya no es una martingala sino una martingala

local.

= Existe una versiéon continua de la integral estocéstica.

1ge dice que dos procesos X, Y; son equivalentes, o también que uno es una versién o modificaciéon del otro,
si para cada t > 0 se cumple P(X; = Y;) = 1, en tal caso se dice que la variable X; = Y;, casi seguramente y se
escribe c.s, es decir, que con probabilidad uno las trayectorias de los dos procesos son idénticas.
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En la siguiente seccion se estudiara el lema de 1t6, como lo resalta (Iacus, 2008), ya que este lema
es una herramienta importante dentro del calculo estocastico. En el capitulo siguiente se estudiaréa
la versién extendida del lema de It6, lo cual nos permite ampliar el nimero de problemas a los
cuales se les puede dar solucién, especialmente cuando se trata de problemas aplicados a las

finanzas.

4.4. Formula de Ito.

Como es bien conocido, cuando se reciben los primeros cursos de calculo integral, generalmente
no utilizamos la definiciéon para resolver cada integral, sino que en su lugar se utilizan férmulas
conocidas que ayudan a encontrar la solucién de la integral. Podemos realizar algo similar con
la integral estocastica, ya que en muy pocos casos se calcula la integral estocéstica a partir de
su definicién, y para ello se tiene la famosa formula de Itd o lema de It6 que es una herramienta
fundamental para este tipo de integrales. El primer paso en esta investigacion es analizar la
version simplificada o primera version de la formula de Ito.

Antes de comenzar y enunciar la primera version de esta férmula, es necesario aclarar que en lo
sucesivo se hara referencia a los siguientes espacios de funciones: una funcién de variable real es
de clase C!' cuando es diferenciable y su derivada es continua. Analogamente, una funciéon es de

clase C2, si es dos veces diferenciable y su derivada es una funcién continua.

Teorema 3. Formula de Ito [I].

Sea f(x) una funcién de clase C2, entonces se cumple que:

fov) ~ v = [ rovgaw. 5 [ ravoaw. (19)

Demostracion.
Una forma de demostrar el resultado anterior es utilizando el teorema de Taylor 2. Asf para una

funcion f(x) suficientemente suave, se tiene que:

f@) = f(@o) + f'(zo)(z — @0) + R(x),
donde R(X) es el residuo y se escribe como:

Ry = [ 1) — tyat

Zo

1
_ /0 (1= 0) 1" (20 + O(x — 20)) (& — 0)>dH.

12Para ver demostraciones mas rigurosas, ver ((Friedman, 1975),(Mikosch, 1998a),(P.E., 2004),((auth.), 2001))
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Es importante resaltar que la segunda igualdad se obtuvo con un cambio de variable y si ademés

tomamos una particion del intervalo [0, ¢], dada por:
O=th<ti<ta<..<t,=t,
entonces

FWy) = F(Wo) = Y [F(Wi,) = F(W, )]
k=1

1
= (Wi ) AW +/0 (1—0)Y f"(Wi_, +0AW,)(AW})?d6.

Si tomamos el limite cuando n — oo las sumas convergen, casi seguramente, y entonces se

obtiene la igualdad:

fWy) — f(Wh) = /f s)dWs +/ (1-46 /f” s)dsdf

/f $) AW + = /f” s)ds.

Esta formula es una version estocéstica de la regla de la cadena del calculo diferencial usual, y

es comtn escribirla en su forma diferencial '3del siguiente modo:
1
df W) = f/(Wy)dWy + if"(Wt)dt

Esta expresion debe entenderse en el sentido de su forma integral dada por la férmula 19. A
continuacién, se enunciaran algunos ejemplos que ayudaréan a la comprensiéon de los conceptos

anteriores y sus aplicaciones.

Ejemplo 8. Considere la funcion f(z) = e*, por la formula de 1td tenemos:
t 1 t
eVt — Wo — / Vs dw, + / eVeds,
0 2.Jo
es decir, el proceso {X; = eV} satisface la ecuacion diferencial:
1
dX; = XedW; + §Xtdt.

Si tomamos la condicién inicial Xy = 1, tendremos el movimiento browniano geométrico, el cual

hemos presentado antes.

13Es comun que algunos autores utilicen las formulas diferenciales en sus resultados, como en (Mikosch, 1998b)
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1
Ejemplo 9. Sea f(z) = 51'2. Entonces la formula de It establece que:

1W2—1W2/thW —i—l/tlds
2 t 2 (]_ 0 S S 2 0 b)

por lo que, despejando, tenemos:

t 1 1
/ WedW, = ~W7E — ~t.
0 2 2

Este resultado anterior ya se habia obtenido, pero esta vez se ha encontrado por medio de la

formula de Ito.

1
En general, para funciones de la forma f(z) = n 136"“ , se obtiene:
n
t 1 1 t
/ WldW, = —— W — = / nWrtds.
0 n -+ 1 2 0

Este resultado es particularmente Gtil cuando estamos calculando integrales estocéasticas.

Ejemplo 10. Usar la féormula de [t6 para demostrar que

oy (2n)!
Demostracion.
Tomando la funcion f(x) = 2—362”, para cualquier entero natural n, por la formula de It6 se
n
tiene que:
Ly - Lyyzn /t W2n=law, + 2 /t(2n — )W 2ds
on b ap O 0o ° 2 s ‘

Ahora tomando el valor esperado y resolviendo tenemos:

n 2n(2n —1) [* e
s = 2= [ s 2as

2n(2n —1)(2n — 2)(2n —3) [t [0 ond
5 /0 A E(Ws )dsdt1

| t rta tn—1
_ @) . dsdt,_; --- dt,
27 Jo Jo 0

(2n)!

~ 9npl

n
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4.5. FEcuaciones diferenciales estocasticas.

En esta seccion se estudiaré la teoria sobre ecuaciones diferenciales estocasticas, empezando por el
concepto de una ecuacion diferencial estocéstica, los tipos de ecuaciones diferenciales estocasticas
que existen partiendo de su forma general, y finalmente exponiendo los teoremas de existencia y
unicidad de soluciones.

A lo largo de la seccion, tendremos siempre presente los siguientes elementos: sea (2, F, P) un
espacio de probabilidad, y sea {W; : ¢ > 0} un movimiento browniano unidimensional adaptado

a la filtracion {]rt}tzg.

Definiciéon 30. Sean a(t,x) y b(t,x) dos funciones de [0,7] x R en R. Una ecuacion diferencial

estocéastica, es una ecuacién de la forma:
dXt == a(t, Xt)dt + b(t, Xt)th, (20)

Definida para valores de ¢ en el intervalo [0,7], y con condicién inicial la variable aleatoria X
que se presupone Fy-medible, e independiente del movimiento browniano. La Ecuacion (20) se

interpreta como la ecuacién integral:
¢ t
Xy = Xo +/ a(s,Xs)ds—l—/ b(s, Xs)dWs, (21)
0 0

En donde la primera integral es una integral de Riemann, y la segunda es una integral estocéastica
de Tt6, Al proceso {X;} se le llama proceso de difusion. **

Los elementos conocidos de la ecuacion diferencial estocastica (20) son las funciones deterministas
a(t,z) y b(t,x), junto con la variable aleatoria inicial Xy, y tenemos como incognita al proceso
X;.

A la funcién a(t, ) se le conoce como coeficiente de tendencia o deriva '°) y a la funciéon
b(t,z) se le conoce como coeficiente de difusién o volatilidad. El proceso solucion puede
interpretarse como el estado de un sistema que evoluciona con un componente determinista, por
un lado, en el cual interviene un término no aleatorio dado por la integral de Riemann, y por
otro lado, un componente estocastico, representado por la integral estocéastica con respecto al
movimiento browniano. Para que una ecuacion diferencial estocastica tenga soluciéon se deben

satisfacer algunas condiciones en los coeficientes; al igual que en las ecuaciones diferenciales

deterministas existen teoremas de existencia y unicidad, los cuales se estudiardn més adelante.

1En algunas fuentes bibliografias aparecen ecuaciones diferenciales estocésticas (20) con condicién inicial
Xo(w) =Y (w).
15En ingles se le conoce al coeficiente de tendencia como drift.
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Observacion 8. En la practica, el movimiento browniano W es llamado el proceso conductor

de la ecuacién diferencial de Ito.

Las soluciones de una ecuacioén diferencial estocastica se agrupan en soluciones fuertes y soluciones

débiles. A continuacién, se presenta la descripcién matemética de estos conceptos.

Definicién 31. Una solucion fuerte de la ecuacion diferencial estocastica (20) es un proceso

estocéastico X = {Xy,t € [0,T]} que satisface las siguientes condiciones:

= X estd adaptado al movimiento browniano, es decir, en el tiempo t, X; es una funcién de

W, s < t.

» Las integrales descritas en la Ecuacion (21) son definidas como integrales de Riemann e

integral estocastica de [t6, respectivamente.

= X es una funcién que depende de la trayectoria del movimiento browniano subyacente y

de los coeficientes a(t, X;) y b(t, X¢).

De la definicién anterior, podemos concluir que una solucién fuerte de la ecuacion diferencial
estocastica es aquella que se basa en la trayectoria del movimiento browniano subyacente.

Para las soluciones débiles, el comportamiento de la trayectoria no es esencial, solo nos in-
teresa la distribuciéon de X. Las soluciones débiles de X son suficientes para determinar las

caracteristicas de la distribucion de X, tales como el valor esperado, varianza y covarianza.

Observacion 9. En general, una soluciéon fuerte o débil X de la ecuaciéon diferencial estocéstica
es llamada una difusion. En particular, tomando a(t, X¢) = 0y b(t, X¢) = 1 en la Ecuacion (20),
el proceso llega a ser un proceso de Wiener o browniano subyacente, tiene trayectorias
continuas, es uniformemente acotado en L?(P), es decir, supg<;<r{E(X?)} < 0o, y ademas es

tnico en el sentido de indistinguibilidad.'6

Un ejemplo importante es que al movimiento browniano geométrico lo podemos ver como solucion
de una ecuacién diferencial estocastica dX; = uXidt + o X:dW3, y ademas esta solucion es tnica.

El siguiente resultado describe esta situacion.

Proposicion 17. Dada la ecuaciéon diferencial estocastica

dXt = MXtdt + O'Xtth

1613 solucién es tnica en el sentido de indistinguibilidad, (Rincon, 2006) explica que dos procesos son indistin-
guibles si P(X; = Y: para cada t > 0) =1, decir que dos procesos son indistinguibles, es mas fuerte que decir
que son equivalentes.
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con p, o > 0 constantes y condicién inicial Xg, su soluciéon estéd dada por:

X, = Xoe(,u—O.502)t+UWt

para todo ¢ € [0,7] y dicha solucion es unica.

El teorema de existencia y unicidad no establece la forma de encontrar la solucién a una ecuacién
diferencial estocastica dada, sino que s6lo demuestra cuando existe unicidad de la solucién. El

siguiente resultado, es otra versiéon del teorema de existencia y unicidad de soluciones fuertes.

Teorema 4. Dada la ecuacion diferencial estocastica con condicién inicial Xy con segundo
momento finito, es decir, E[X?] < oo, que ademés es independiente de {W;,t > 0}. Si las

funciones coeficientes a(t, x) y b(t, x) satisfacen las siguientes condiciones:

» a(t,z) y b(t,z) son funciones continuas.

= Se satisface una condicién de Lipschitz, respecto a las segundas variables, es decir,
la(t, z) — a(t,y)| + |b(t,z) — b(t, y)| < K|z —yl,

para alguna constante K > 0.

Entonces la ecuacion diferencial estocastica (20) tiene solucion tinica 7 fuerte X sobre el intervalo

[0, T7].

La siguiente version de la férmula de Itd, es un resultado bastante 1til para resolver algunas

ecuaciones diferenciales estocésticas y generaliza la version anteriormente enunciada.

Teorema 5. Formula de Ito [II].

Si {X;} es un proceso de It6 dado por %:
t t
X, = Xo+ / A ds +/ AP aw,.
0 0

o en su forma diferencial:

dx, = AMdt + AP aw,

1"La solucién es tnica en el sentido de indistinguibilidad (Véase (Peter E. Kloeden, 1995), (Friedman,
1975),(Eckhard Platen, 2010))

18Obsérvese que los procesos de Ité no necesariamente son soluciones a ecuaciones diferenciales estocésticas.
Las soluciones de ecuaciones diferenciales estocasticas se llaman procesos de difusiéon. Todo proceso de difusion
es un proceso de Ito.
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donde AM y A®@) son procesos adaptados al movimiento browniano y f (t,z) es una funcion de
clase C% en t y x, entonces el proceso {Y; = f(t, X;)}, satisface la siguiente expresion diferencial
estocastica:

dY; = fi(t, Xy)dt + fo(t, X;)dX; + %fmm(ta Xi)(dXy)?, (22)

en donde:

t t n
| ot xoax.= [ g x)als+ [ g x)aPaw.
0 0 0

para alguna funcién g diferenciable con respecto a X.
Es importante observar que las derivadas involucradas son funciones continuas, por lo que las

integrales resultantes estdn bien definidas.

A continuacién, se mostraran algunos ejemplos donde se hace uso de la segunda version de la

formula de Ito.

Ejemplo 11. Demostrar que:

t t
/ sdWs = tWy — / Wds.
0 0

Solucioén.
Si tomamos el proceso Xy = Wy y la funcion f(t,x) = tz, aplicando la segunda formula de 1t6

tenemos:

d(f(t,Wy)) = fi(t, Wy)dt + fo(t, Wy)dW; + %fm(t, W) (dWy)?

d(tW,) = Widt + tdW.

Pasando la dltima ecuacién a su forma integral y despejando tenemos:

t t
/ sdWs = tWy — / Wds.
0 0

W,
Ejemplo 12. Demostrar que el proceso {X; = 17—1—tt} es solucién de la ecuacion diferencial
estocastica:
-X 1
dXi = ——dt + ——dW4,
T T T

con condicién inicial Xy = 0.

Solucién.
T

Tomando f(t,z) = s

El proceso {X; = f(t, W;)} cumple la condicién inicial y por la formula
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de It6 se tiene que:

1
dX; = fi(t, Wy)dt + fz(t, Wy)dWy + §fxw(t7 We)dt

—W, 1
= dt d
e Wi
~X, 1
= dt + ——d
T e

X 1
ttdt + ———dW,.

lo tanto dX; =
por lo tanto dX; r 1

Ejemplo 13. Usando el método de igualacién de coeficientes resolver la ecuacion:
dXt = —Xtdt + €_tth,

con condicién inicial Xg =0
Solucion.
Se busca una funcion f(¢,z) tal que el proceso solucion pueda escribirse como: Xy = f(t, Wy).

Igualando los coeficientes de esta ecuacion con los de la formula de 1to,
1
dXy = f(t, Wp)dt + fo(t, W)dW,; + §fm(t, Wh)dt,
se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

fe(t,z) =€"
Flts2) + 5 foalty ) = = (1,2)

De la primera ecuacion, se obtiene f(t,x) = e 'z + c(t), sustituyendo en la segunda ecuacioén y

simplificando, obtenemos ¢/(t) = —c¢(t). Calculando la solucion tenemos:
c(t) = ce™,
donde c es una constante. Por lo tanto:
ft,x) =e(x+c).

Para que el proceso X; = f(t, W;) = e ¢(W;+c) cumpla la condicién inicial Xy = 0, forzosamente

la constante ¢ debe ser cero.
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De esta forma la funcién buscada es:
f(t,z) =e ta.
La formula de [t6 asegura que:

dXt = —€7tWtdt + €7tth

= —Xtdt + eitth.

4.6. Ecuacion diferencial lineal general.

A continuacion, se presentan resultados importantes sobre las ecuaciones diferenciales estocésti-

cas lineales, empezando con la forma general.

Definicion 32. Una ecuacion diferencial estocéstica lineal en su forma general estéa dada por:
dXy = [ar () X + az(t)]dt + [b1(8) X¢ + ba(2)|dW:, (23)

donde los coeficientes (deterministas) a; y b; para ¢ = 1,2, son continuos, dentro del intervalo
[0,T].

En la definicién anterior es posible demostrar que se cumplen todas las hipotesis del Teorema 4.

De la definicién anterior, podemos obtener otras definiciones de ecuaciones diferenciales estocés-

ticas lineales, las cuales son casos particulares de la ecuacién general.

Definiciéon 33. Si tomamos b;(¢) = 0 en la ecuacion general, obtenemos la ecuacion diferencial

estocastica dada por:
dXy = [a1(t) Xy + az(t)]dt + ba(t)dWy, t € [0,T], (24)

la cual se le conoce como ecuacion lineal con ruido aditivo.

La soluciéon de este tipo de ecuaciones esta dada por:

Xo= o) (Xo+ | eals)u(s)ds + / t (s u(s)alv. ).

con y(t) = exp {— f(f cl(s)ds} .
Definicion 34. A la ecuacién diferencial estocéastica dada por:
dX; = [al(t)Xt}dt + [bl (t)Xt]th, te [0, T], (25)
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se le conoce como ecuaciéon diferencial estocastica lineal homogénea. Como se puede
observar as(t) = ba(t) = 0, para todo t. Ademas ya que X; aparece como factor del incremento
del movimiento browniano, esta ecuaciéon también es conocida como una ecuacién diferencial
estocastica con ruido multiplicativo.

La solucién de este tipo de ecuaciones esté dada por:

t t
X; = Xpexp {/ [a1(s) — 0.5b2(s)]ds + / bl(s)dWs} t e 0,7,
0 0
Un ejemplo claro es el movimiento browniano geométrico.

4.7. Ejemplos en finanzas.

Para concluir este capitulo, se presenta una serie de ejemplos de aplicaciones del calculo estocas-
tico en finanzas.

4.7.1. Modelo de Ornstein-Uhlenbeck.

Uno de los principales ejemplos de ecuaciones diferenciales estocésticas, que podemos encontrar
dentro del campo de las aplicaciones en finanzas es el modelo Ornstein-Uhlenbeck, el cual es

solucion de la ecuacion diferencial estocéstica con la siguiente forma paramétrica:

dXy = (01 — 02 X¢)dt + O3dWy, (26)
donde 01, 605,03 € RT y donde Xy = x¢ > 0. Es importante resaltar que la ecuacion dentro del
ambito financiero se expresa de la siguiente manera:

dX, = 0(u — X,)dt + odW,, (27)

donde ¢ € RT y u,0 € R con condicién inicial X = x¢ > 0; al coeficiente o se le conoce como
volatilidad, a u se le conoce como el valor de equilibrio a largo plazo, finalmente al coeficiente 6
se le conoce como la velocidad de reversion a la media.

La solucion para la Ecuacion (27) esta dada por:

t
Xi = p+ (zo — p)e ¥ + O’/O e~ 2=, (28)

El modelo de Ornstein-Uhlenbeck tiene muchas aplicaciones, una de las principales se encuentra
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en modelar tipos de interés. La dindmica del modelo es la siguiente:
dry = k(0 — ry)dt + BAWS, (29)

donde k, 0, 5 son constantes. El movimiento aleatorio es generado por el movimiento browniano
de medida Q, WtQ. Una propiedad importante del proceso de Ornstein-Uhlenbeck es que el tipo
de interés revierte a la media, 6, y la tendencia de reversiéon esta controlada por k. Asimismo,
este proceso es un proceso de difusion y, por lo tanto, markoviano, lo que conlleva a unas sencillas
y atractivas formulas cerradas. En finanzas, la reversion a la media describe una serie temporal
en la que los rendimientos pueden ser muy inestables en el corto plazo pero muy estables en
el largo plazo. Esto se podria expresar de otra manera diciendo que la desviaciéon tipica de los
rendimientos anuales medios decrecen mas rapido que la inversa del periodo de anélisis. Esto
tendria una serie de implicaciones, por ejemplo, que el proceso no es un paseo aleatorio, sino que
periodos de rendimientos decrecientes son seguidos por retornos crecientes.

Finalmente, hay que comentar que el valor futuro del tipo de interés estd normalmente distribui-
do, con la siguiente distribucion:

rp ~ N (0(,00 — Qe T ﬁ—z(l - e_%T)) .
"2k

El comportamiento de r; puede ser céncavo, convexo, etc. También podria ser negativa para

alguno de los valores de los pardmetros.

4.7.2. Modelo de Cox-Ingersoll-Ross (CIR).

Los tipos de interés son fundamentales para los mercados financieros, el consumo privado, las
ganancias empresariales o corporativas, los precios de los activos, la inflacién y la economia.
Ademas, podemos agregar que a medida que los tipos de interés alcanzan valores altos, también
se aprecia un incremento en su volatilidad. La dindmica de los tipos de interés es muy diferente a
la de otras variables, como los rendimientos de las acciones. Adicionalmente, la heterocedasticidad
y la regresion a la media, son propiedades de los tipos de interés; a medida que los tipos de interés
suben por encima del nivel de la media, hay una tendencia que tira de los tipos de interés hacia
abajo, y, viceversa, cuando los tipos de interés caen por debajo de la media, la tendencia tira
de los tipos hacia arriba. Para capturar estas dos caracteristicas especialmente relevantes de los
tipos de interés, Cox, Ingersoll y Ross construyeron un modelo.

El modelo que se va a analizar en esta seccién nace como una supuesta mejora del proceso de

Ornstein-Uhlenbeck al restringir que los tipos de interés sélo puedan tomar valores positivos o,
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al menos, no-negativos, dependiendo del cumplimiento o no de ciertas condiciones paramétricas
que mencionaremos mas adelante. El modelo de Cox-Ingersoll-Ross sera referido como CIR. Es
una particularizaciéon de la familia de modelos de Chan-Karolyi-Longstaff Sanders que es una

clase de ecuaciones diferenciales estocéasticas paramétricas:

dX; = (01 + 02.X;)dt + 03 X4 dW,.

1
Si en la ecuacion anterior tomamos 04 = 3 entonces tendriamos lo siguiente
1
dX; = (01 + 02X)dt + 03X 2 dWs.

La ecuacién anterior se conoce como el modelo Cox, Ingersoll y Ross, el cual tiene las caracteris-
ticas siguientes en sus pardmetros: si 20; > 63 y 65 < 0, toma los valores en el intervalo (0, +00);
de lo contrario, toma valores en [0, +00).

Dentro del campo financiero encontramos la siguiente parametrizacion del modelo:
1
dry = k(oo — ry)dt + or2 dWy. (30)

5. Soluciéon numérica de ecuaciones diferenciales estocasticas

En el siguiente capitulo se expondran los métodos numéricos utilizados para encontrar aproxi-
maciones de las soluciones de las ecuaciones diferenciales estocasticas, se clasificaran los métodos
expuestos en este trabajo en base a su orden de convergencia, asi como en la clasificacion de las
ecuaciones diferenciales estocasticas que se requieren solucionar. Los algoritmos de las simula-
ciones que se presentan en este capitulo se encuentran en el siguiente enlace de la plataforma de
computacion en linea CoCalc.com : Solucién numérica de ecuaciones diferenciales estocésticas

con aplicaciones en finanzas

5.1. Métodos numéricos de discretizacion

Por lo general en la mayoria de las ecuaciones diferenciales estocasticas, no se tiene una solucién
explicita, por lo que tenemos que recurrir al uso de técnicas numeéricas para la aproximacion de
la solucién. Para fines de esta investigacion llamaremos solucion numérica a la aproximacion
de la solucién obtenida por medio de métodos numéricos. En la aplicacién de la teoria, siempre
es importante poder visualizar la variedad de rutas que muestran la soluciéon, a esta coleccion

de rutas se le conoce como escenario, el cual nos sirve para obtener algtn tipo de proyecciéon o
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comportamiento del proceso estocéstico en el tiempo.'?

Cuando se buscan soluciones numéricas de ecuaciones diferenciales estocésticas, se buscan apro-
ximaciones razonables que coincidan con las caracteristicas distributivas de la solucién de una
ecuacion diferencial estocéstica, es decir, nos interesan soluciones de las cuales tengamos infor-
macién sobre su media, varianza, covarianza y momentos de orden superior. En muy pocos casos
tendremos expresiones explicitas para los conceptos anteriores, en general puede ser que dentro
de la practica existan expresiones explicitas sobre las caracteristicas de la distribucién de la so-
lucién, pero no sera posible obtenerlas a menos que se utilicen métodos numéricos.

Las soluciones numéricas nos permiten simular tantas rutas de muestras como se quieran; esto
constituye la base de las técnicas Monte Carlo ?° para obtener caracteristicas distributivas.
Antes de continuar con la exposicion de la teoria relativa a los métodos numéricos es necesario
precisar la nocion de convergencia y poder decidir como medir esta diferencia.

Existen dos maneras de medir la precision. La primera es la convergencia fuerte para problemas
que involucran simulacién directa, donde es importante que las trayectorias de la solucién nu-
mérica sean cercanas a la solucién exacta. La segunda es la convergencia débil donde solo es de
interés la solucién en ciertos momentos?!.

La teoria presentada en la seccion ha sido tomada principalmente de (Iacus, 2008) y (Mikosch,

1998a).

Definicion 35. Se dice que un método tiene orden fuerte de convergencia igual a «y si existe
una constante C' tal que

E[|X, — X(t)]] < CAtY, (31)

para cualquier eleccion t = nAt € [0,T] y At lo suficientemente pequeno, es decir At — 0.
En la practica, algunos textos recomiendan medir el error en el punto final ¢ = T', definiendo el

error en el punto final en el sentido fuerte como
e\ = B(|Xp — X(T)|) < CAtY, T =LAt

Definicién 36. Se dice que un método tiene orden débil de convergencia igual a ~ si existe

una constate C para toda funcion p tal que

[Elp(Xn)] = Elp(Xy)]| < CALY, (32)

19Un escenario debe interpretarse con cuidado, ya que en la vida real, no conocemos la trayectoria muestral
browniana que impulsa la ecuaciéon diferencial estocastica, por lo que habré algunas rutas que no sean significativas.

20Ver (David R. Kincaid, 1991)

2Ver (Mikosch, 1998b)
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para cualquier eleccion t = nAt € [0,T] y At lo suficientemente pequeno.
En la practica es usual tomar a p como la funcién identidad y definir el error en el punto final

t =T en el sentido débil como
ex?" = |E[p(XL)] - E[p(X(T))]|, T =LAt

Lo anterior lo podemos interpretar de la siguiente manera:

Si un método numérico es convergente con orden 7 y en tamano de paso At es hecho k veces

més pequeno, entonces el error de aproximacion decrece por un factor de k'/7. Asi por ejemplo

si v = 1, y buscamos reducir el error 100 veces, debemos hacer el tamafio de paso 100 veces
, - . ) : 1 :

més pequeno, otro ejemplo podria ser si se toma v = R4 deseamos reducir el error 100 veces,

debemos hacer el tamaifio de paso (100)? veces més pequeiio.

5.1.1. Esquema de Euler

El método de Euler ?2, es uno de los métodos méas conocidos y computacionalmente representa
un algoritmo facil de implementar, este proceso es andlogo al método de Euler para ecuaciones
diferenciales ordinarias. Por ejemplo, podemos iniciar nuestro analisis pensando en la ecuacion
diferencial general

dx

— =a(t,x),cuando t=ty,x = .

dt
Si utilizamos el método de Euler convencional tendriamos la sucesion de aproximaciones sucesivas

de la siguiente forma

tj+1 = t] +h

zjp1 = aj + ha(ty, 7).

Si agregamos al problema anterior le agregamos un factor de ruido aleatorio, entonces tendriamos

d

c% = a(t,z) + ruido aleatorio
d

d—f =a(t,x) + b(t, x)e(t),

escribiendo lo anterior formalmente tenemos

d dW;
” = a(t,x) + b(tvx)ﬁta

dt
22E] método de Euler para ecuaciones estocasticas es conocido también como método de Euler-Maruyama.
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si multiplicamos por dt tenemos la ecuacion
dx = a(t, z)dt + b(t, x)dW, (33)

La ecuacion 33, es una ecuacion diferencial estocéstica.

Si escribimos la ecuacion anterior en su forma integral dentro del intervalo [0,7’] tenemos
T T
X = Xo+ / as, Xa)ds + / b(s, Xo) AW,
0 0

Para obtener una solucion para la ecuacion 33, tenemos que discretizar el intervalo [0,7] en L
T

partes (L € N). Si tomamos At = 7 como el tamano del intervalo de paso y tomando un

mallado 7;At, con j = 0,1,2,..., L, la aproximacién X, serd denotada por X;. Por lo que el

método de Euler para ecuaciones estocasticas queda caracterizado por la siguiente féormula de

recesion:
Xj1=X;+ a(Tj,Xj)At + b(Tj,Xj)AWj+1, 7=0,1,2,3,...L—1

Se utilizard la discretizaciéon para los incrementos de las trayectorias brownianas, es decir,
AW = W(tj41) — W(rj). Por conveniencia computacional, elegimos un intervalo de paso
At = 7j41 — 7j para el método numérico como el entero R > 1 multiplo del incremento ¢, para
la trayectoria que genere la muestra browniana, es decir, At = Rdt, lo cual aseguraréd que el con-
junto de puntos {¢;} en cada trayectoria browniana discretizada contenga los puntos {7;} en cada
solucién calculada por el método de Euler. En general, el método requiere que los incrementos
W (Tj41) — W(t;) estén dados por
jR+R
W(rj1) = W () = W((j + 1)RSt) = W(jRst) = > dW.

k=jR+1

Formalmente, podemos resumir el método de Euler en las féormulas recursivas

Xo =0
At = R0t = R(tj41 —tj) = Tj41 — 7§

Xjp1 = Xj + a(7y, Xj) At + (1), X;) (W (7j11) — W(75))

Proposicion 18. Esquema de aproximaciéon de Euler
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Dada la ecuacion diferencial estocéastica
dX; = a(Xy)dt + b(Xy)dWy, te€0,T], (34)

o . . 2 . s e e e . n
que cumple con todas las condiciones descritas en el parrafo anterior, con condicién inicial X(() ) =

Xo y denotamos con:
Ai:ti—tifl, AiW:Wti —Wti_l, 1=1,2,...,n

Entonces el esquema de solucién de Euler esta dado por:

XM= X,

£ o+ alXg)Ar  + (Xo )A
xM— x4 ax™ay + b(XM)AW
XM= x4+ axMas + b(xI)Asw
xM o= x4 axM A+ (X )AL W

xm— x4 ax™oa, + wx™M)aw.

n -1

Como se describi6 antes, en la practica se toma

On =

i

T
n

Xl% - X(i_l)% +a (X(z—1)£> Op +b <X(z_1)£> AW, i=1,2,3,...,n

El método anterior es considerado de tipo explicito ya que cada valor de X1 puede expresarse
en términos del valor anterior, X;.

Para comprender mejor como funciona el método de Euler, vamos a usar una ecuacién diferencial
estocastica cuya solucién es conocida como el movimiento browniano geométrico, de esta manera
serd posible comprender facilmente como aplicar el algoritmo.

Dada la ecuacion diferencial estocéstica,
dXt = [LXtdt + O'Xtth, XO = Zo,
donde i y o son constantes reales; ademas podemos ver que en este caso los coeficientes a(t, X;) =

99



uX y b(t, Xy) = 0X;. Como se ha explicado en capitulos anteriores esta ecuacion diferencial
estocastica tiene muchos usos dentro del campo financiero, especialmente en la valuacién de

activos en mercados financieros sujetos a volatilidad, y cuya solucién exacta esta dada por,

1
X; = Xopexp <<,u — 202> t—i—UWt) .

Para comprobar que es la solucién correcta se hace uso de la formula de 1t6, es decir, comparamos
los coeficientes de la ecuacion dX; = uXidt + o X dW; con los coeficientes de la formula de 1t0,

dXy = fi(t, Xy)dt + fo(t, X¢)dW, + %fm (t, X¢)dt, con lo que obtenemos las siguientes igualdades

pI() = filt ) + 3 fuult, )

of(t,z) = f.(t,z).

De la segunda ecuacion se obtiene que f(¢,x) = exp(ox + g(t)) para alguna funciéon g(t). Susti-

1
2 cuya solucion es g(t) = <u - 202> t;

por lo tanto se verifica que la solucién de la ecuacién diferencial es el movimiento browniano.

1
tuyendo en la primera ecuacion se obtiene ¢'(t) = p— 50

Ahora si aplicamos el método de Euler a la ecuacion diferencial estocastica dX; = puXidt +

o XdWy, con condicién inicial Xg = xg, obtenemos

Xo = 7o

Xjt1 =X+ pX;At + O'Xj(W(Tj_u,_l) + W(Tj)), 7=0,1,...., L —1.

Proposicion 19. El método de aproximacién de Euler converge fuertemente con orden 0.5 y

débilmente con orden 1.23

Ejemplo 14. Consideremos la ecuacién diferencial estocastica dX; = 2Xidt + 1X:dW; con
condicién inicial Xy = 1. Calcular la solucién exacta y una aproximacion de dicha ecuacién por
medio del método de Euler en el intervalo [0, 1].

Solucién:

La solucion exacta de la ecuacién estocéstica dX; = 2Xydt + 1 X, dW; esté dada por X; =
exp {;t + Wt}. Utilizando el método de Euler para resolver la ecuacion, se tiene la siguiente

gréfica.

Si tomamos el error promedio de las imagenes de las soluciéon del ejemplo anterior tenemos, que

el error promedio es 0.0722332 .

Z3Para una clase de funciones con un crecimiento polinomial apropiado.
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Aproximacion de Euler
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Figura 6: Solucion Euler, con Xy = 1,n = 980, vr. solucion exacta vr el valor esperado E(X;) =
exp(2t)

En general nos interesa demostrar que efectivamente el método de Euler converge fuertemente
con orden 0.5 y débilmente con orden 1. Por lo que si en el ejemplo anterior tomamos intervalos

con ancho de paso At = Rét, con R = 1,2,4,8,16 obtenemos la siguiente tabla.

Trayectoria | X(T) | At =t | At =26t | At =45t | At =8t | At = 160t
1 29.36 | 28.97 29.10 28.58 27.96 23.15
2 12.40 12.97 12.98 13.68 13.91 13.47
3 4.30 3.99 4.08 3.83 3.53 4.24
4 7.28 7.45 7.33 7.56 8.58 9.02
5 7.55 7.59 7.49 7.54 7.14 7.30
E(Xi=1)~ | 7.26 7.22 7.18 7.04 6.92 6.74
eluerte 0.047 | 0.087 0.22 0.35 0.52
edebil 0.19 0.28 0.46 0.63 0.92

Cuadro 1: Aproximaciones método de Euler.

Por lo que podemos concluir que la observacién es, cierta y el método de Euler converge fuerte-
mente con orden 0.5 y débilmente con orden 1.

Existe una variante del método de Euler, el cual es llamado el método de Euler-Heun, pero las
soluciones de este método se generan en el sentido de la integral de Stratonovich, para efecto de
esta investigacién no se vera el método de Euler-Heun ya que estamos analizando los métodos

numeéricos que dan solucién a las ecuaciones diferenciales estocasticas desde el punto de vista de

la integral de Ité.
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5.1.2. Esquema de Milstein

El objetivo de esta seccién es exponer un método numérico que nos ayude a resolver ecuaciones
diferenciales estocasticas y que tenga un orden de convergencia fuerte igual a 1. Este método es
conocido como el método de aproximacion de Milstein o esquema de Milstein. y agrega
un nuevo término al método de Euler descrito anteriormente.

Consideremos como en la seccion anterior a la ecuacion diferencial
dXt = a(t, Xt)dt + b(t, Xt)th,

con condicion inicial Xg, y una discretizacion considerando los puntos 7;, 7j41.
Para una funcion 6 € C?, es decir, es dos veces continuamente diferenciable. Si aplicamos la

formula de Itd tenemos
S 1 S
0(Xs) = G(th) +/ (0’(Xu)a(tu,Xu) + 20"(Xu)b(tu,Xu)2> du +/ 9’(Xu)b(tu, Xu)dW,,.
tj tj

Entonces, si aplicamos este resultado para los coeficientes a(Xy), b(X,) obtenemos

tir1 s
Xt = Xt +/ (altj, Xt;) —i—/t (@' (ty, Xu)a(ty, Xu)+

tj J

1 S
50 (s X)bltus XD+ [0ty X, )bk, X)W ds

t;
ti+1 s

4 / (b(t. X,,) + / (b (ts Xl Xo)
t; t;

1 S
+2b”(tu,Xu)b(tu,Xu)2)du+/ V (tuy Xou)b(tu, Xo)dWy )dWs.

tj

Para obtener un método de convergencia fuerte igual a 1 podemos ignorar las integrales dobles

que son del tipo dWsds y dsds (Ver (Eckhard Platen, 2010)), entonces obtenemos

tit1 tjt1 s
th-s—l ~ th +/ a(tj,th)dS —i—/t (b(tj,th) + / b/(thu)b(tu,Xu)qu) dWs

tj J tj

tji+1 s
~ th + a(tj, th)At + b(tj+1, th+1)AWj+1 + / / b,(tu, Xu)b(tu, Xu)qudWS,
t ty

De la ultima ecuaciéon podemos observar que los tres primeros sumandos pertenecen al método
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de Euler, el cuarto sumando lo podemos aproximar por

tj+1 tit+1 s
/ / b (tu, Xo)b(ty, Xo)dWydWy = b (tj,Xt )b(t],Xt / / AW, dW
t; t t; ;

Ademas, del ejemplo 4 visto en el capitulo 2, sabemos que la integral del lado derecho esta dada

por:

tjiv1 s 1
/ / AWy dWy = 5((AWjH)2 — At)

Por lo que el método de Milstein ?* para la ecuacion diferencial dX; = a(X;)dt 4 b(X;)dW; con

condicion inicial X esta dado por 2°:

Xo = 7o

Xj+1 = Xj + a(tj7Xj)At + b(tj, )AW]-H + b'(t], )b(tj, j)((AWj+1)2 - At)

Proposicion 20. El método o esquema de Milstein tiene un orden de convergencia fuerte de 1.
Ahora podemos resolver el ejemplo visto en el método de Euler, utilizando el método de Milstein.

Ejemplo 15. Consideremos la ecuacién diferencial estocéstica dX; = 2Xidt + 1X:dW; con
condicién inicial Xy = 1. Calcular la solucién exacta y una aproximacion de dicha ecuaciéon por
medio del método de Milstein en el intervalo [0, 1].

Solucién:

La soluciéon exacta de la ecuacion estocéstica dX; = 2Xidt + 1. X dW; esta dada por X; =
exp {21& + Wt}, utilizando el método de Milstein, se tiene la siguiente gréfica.

Si se toma el error promedio entre las imégenes de la solucién real y la solucién numérica, entonces
se tiene que el error promedio es 0.0394189, comparando este error con respecto al obtenido
con el método de Euler, lo cual indica que el método esta convergiendo mucho més rapido y esto
re t 1 taja 20 al to d 1 bl licad 4 mé
presenta una clara ventaja “° al momento de resolver problemas aplicados como se vera mas

adelante en esta investigacion.

5.1.3. Meétodo de predictor-corrector

El siguiente método o esquema ha sido tomado de (Iacus, 2008).

24La derivada del coeficiente b es respecto a , por lo que podemos notar que si b'(t, X:) = 0, entonces nos
encontramos en el esquema de Euler.

?5La notacion utilizada para los diferenciales, se define como AW, 41 = W11 — W;.

26EF] gasto minimo de recursos computacionales debe ser un objetivo esencial.
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Aproximacion de Milstein
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Figura 7: Solucién Milstein, con Xy = 1,n = 980, vr. solucién exacta.

Supongamos una ecuacion diferencial estocastica genérica de la forma
dXt = a(t, Xt)dt + b(t, Xt)th

donde {W;,t > 0} es un proceso browniano. Se tiene que tanto a como b dependen del tiempo
t, y del estado del proceso X;. Sin embargo, los esquemas de Euler y Milstein consideran a a y
b invariantes en el tiempo.

Puesto que los coeficientes dependen de X;, y se estan simulando X;, el método que se presenta
a continuacioén es una primera etapa, etapa llamada predictor, aproxima el espacio de estados del

proceso, asi

Xﬂ,l =X, + a(ti, Xl)At + b(ti, Xl) VALZ,

donde Z ~ N(0,1).
Con lo anterior es posible notar que no existe mucha diferencia con respecto al esquema de Euler.
Ahora se le anadira otra fase de este proceso, en la cual se anaden los pesos 0 < a<1y0<n<1

y se calcula el predictor del coeficiente a, esto es,
d(ti, Xl) = a(t,;, XZ) — Ub(ti, Xi)bm(ti, Xi),

donde b,(t;, X;) es la derivada parcial de primer orden respecto de z.
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En base a lo anterior calculamos el corrector de la siguiente manera,
Xiy1 =X+ (Oé(l(tl'+1, Xprl) + (1 — OZ)CNL(ti, Xz)) At+ (na(tiJrlv XiJrl) + (1 — 77)0‘(15@', X@)) VALZ.

De lo anterior es posible notar que si en particular se toma n = o = 0, en el corrector, entonces
tendriamos el esquema de Euler. En conclusion, podemos decir que el método predictor-corrector

es un esquema de discretizacion de Euler al cual se corrige agregando los pesos 7, a.

Proposiciéon 21. El método predictor-corrector tiene orden de convergencia débil 1.

5.2. Esquemas de varias etapas

En la seccién anterior se estudiaron algunos de los métodos deterministas que se tienen para
resolver ecuaciones diferenciales estocasticas ahora presentaremos brevemente algunos esquemas
estocasticos de varios pasos, concentrandonos por simplicidad en los esquemas de dos pasos. Como
se realiz6 en la seccidon anterior partimos del esquema de un paso y se generaliza para generar los
pasos iniciales necesarios para iniciar el esquema multi-pasos. Para un esquema de dos pasos s6lo
se necesita una iteracion de la rutina de inicio. Podemos obtener esquemas estocéasticos multi-
pasos generalizando heuristicamente los esquemas deterministas multi-pasos conocidos para las
ecuaciones diferenciales estocésticas.

La teoria expuesta en esta seccion ha sido tomada del capitulo 11, seccion 4 de (Peter E. Kloeden,

1995).

5.3. Esquema de orden 1.0 fuerte de dos pasos

No es una tarea facil escribir e investigar esquemas multi-pasos de orden superior en el caso
més general. Sin embargo, podemos aprovechar la estructura de ciertos tipos de ecuaciones
diferenciales estocasticas para obtener esquemas multi-pasos relativamente sencillos. Un ejemplo

de ello es el sistema bidimensional de Ito

dX; = X2 dt

m
X7 = {—a(t) X} + b(t, X} Ydt + > & (¢, X} ) dW,
j=1

que es tipico de los sistemas eléctricos y mecénicos donde hay un factor de ruido. Si consideramos

el esquema de Milstein para el sistema anterior tenemos
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Yo =Y, +Y7A

Y2 =Y = a(m)YiA 4 b(r, VA +) (7, Y, ) AW
j=1

y tiene un orden fuerte de 1.0. Una caracteristica simplificadora ttil del sistema anterior es la

ausencia de las integrales dobles 1t6 I(j1, j2). Ademas, podemos resolver la primera ecuacion para

1
Vi = Lk, -y

e insertarlo en el segundo para obtener un esquema de dos pasos para el primer componente Y,

siempre que utilicemos una discretizacion equidistante. Este esquema de dos pasos resultante es

el siguiente:

Yo = {2 - a(m) A, — {1 = a(m) A}, +b(ma, Y,)A? + ) (1, Y, ) A WA,
j=1

se debe a Lepingle y Ribemont. Asi tenemos un esquema de dos pasos para la primera componente

de la aproximacion, que es equivalente al esquema bidimensional de Milstein.

5.4. Esquemas fuertes de orden 1.5 de dos pasos

Para el caso de 1-dimensional d = m = 1 se propone el esquema fuerte de orden 1.5 de dos pasos.

Yn+1 = Ynfl + 2aA — a,(Ynfl)b(Ynfl)AanlA + Vn + anl

con

1
Vi, = bAW,, + <ab’ + 2b2b”> {AW,A — AZ,}
+ d'bAZy, + %bb’ {(AW,)? — A}

+ %b(bb’)’ {;(AWn)Q — A} AW,

Donde la variable aleatoria AZ,, se define como

Tn+1 52
AZTL = / / dW51d82
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y tiene distribucién normal con media 0. En particular, el esquema
Yop1=Y, 1+ 2aA — a,(Ynfl)b(Ynfl)AanlA + Vo 4+ Vo

no requiere que se determine o evalte la segunda derivada a".

6. Calculo estocastico con aplicaciones en finanzas

A lo largo de este capitulo se estudiaran los algoritmos que se vieron en el capitulo 3, pero
desde el punto de vista computacional, es decir se presentaran los algoritmos computacionales
de los principales métodos estudiados anteriormente; ademas se veran algunas aplicaciones en
finanzas donde se estudiara su solucién por medio de los métodos estocésticos estudiados y su
representacion gréfica utilizando los algoritmos estudiados dentro del capitulo.

Las simulaciones que se presentaran estan ejecutadas en el lenguaje de programaciéon R, cada
uno de los algoritmos y su documentaciéon se encuentra disponible en el siguiente repositorio.
La teoria presentada a continuacion ha sido tomada del capitulo 2 de (Iacus, 2008). Los algoritmos

presentados en el capitulo se encuentran en el siguiente link: Cocalc

6.1. Algoritmo esquema de Euler

El primer algoritmo que se presentara es el esquema de Euler, cabe considerar que el algoritmo ha
sido trabajado de manera que no sea necesario instalar paquetes adicionales en el R para poder
ejecutar cada uno de los algoritmos, de esta manera se garantiza que los algoritmos puedan ser
ejecutados en cualquier entorno computacional que tenga instalado el lenguaje de programacion
R.

En el capitulo 1 hemos visto una introduccién a la simulacién del movimiento browniano y
movimiento browniano geométrico, esto nos permite poder comenzar a estudiar el algoritmo
computacional del esquema de Euler que vimos en el capitulo 3. Recordando el esquema de

Euler tenemos la siguiente proposiciéon

Proposicion 22. Dada la ecuacion diferencial estocéstica d Xy = pXidt+0X:dW3, con condicion

inicial Xg = z¢, tenemos que el esquema de Euler esta dado por

ngxo

Xj1 =X+ MXjAt + UXj(W(Tj+1) + W(Tj)), j=0,1,..,L—1.
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https://cocalc.com/share/public_paths/bbd4cd442fa90a55d95a6282ef58fa1b661a21db

El algoritmo computacional esta dado por

#importamos la libreria ggplot2, la cual nos ayudara con la creacion de nuestras
simulaciones.

library (ggplot2)

#Se creara una funcion, de esta manera se facilitara la implementacion del
esquema de Euler.

# la funcion tendra como entrada los parametros mu,sigma,x0,n

# mu representa el coeficiente de tendecia, en este caso constante.

#sigma representa el coeficente de volatilidad, en este caso constante.

#Xo representa la condicion inicial de la EDS.

# n es el numero de nodos en la aproximacion.

esquema_euler <- function(mu,sigma,Xo,n){

set.seed(123) #se creara una semilla, la cual ayudara que no halla variaciones
en cada ejecucion de la implementacion.

alma <- c()

Xzero=Xo # condicion inicial.

T <- 1 # extremo derecho del intervalo.

N <- 1000 # buscamos una particion fina para la simulacion.

dt <- 1/N #salto de paso, en este caso se deja un tamano de paso pequeno ya
que es un proceso continuo el que se quiere simular.

dw <- sqrt(dt)*rnorm(N) # Derivada del movimiento Browniano.

w <- cumsum(dw) # Aqui acumulamos.

t <- seq(dt,T,by=dt)

tl <- seq(0,T,by=dt)

# Esta es la solucion explicita, segun lo mostrado en el capitulo 2 de la
tesis.

Xtrue=Xzero*exp((mu-0.5*xsigma~2) *t+sigma*w)

#Aqui comienza la implementacion del esquema de Euler.

R=N/n ; Dt=R*dt ; L=N/R

Xem <- O

Xtemp <- Xzero

for (j in 1:L) {
Winc <- sum(dw[(R*(j-1)+1):(R*j)])
Xtemp <- Xtemp + Dt*mu*Xtemp + sigma*Xtemp*Winc
Xem[j]l <- Xtemp

}

t2 <- seq(0,T,by=Dt)

# Error de aproximacion.
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39

40

41

49

50

# Proximanete.
real <- c(Xzero,Xtrue)

indices <- c()

for(i in 1:length(t2)){
indices <- append(indices,which(tl==t2[i]))
}
emerr <- abs(Xem[length(Xem)]-Xtrue[length(Xtrue)])

alma <- append(alma,emerr)

# se muestra el error promedio de la trayectoria simulada.

print (mean(alma))

# se grafica los valores de la trayectoria, encontrados en la simulacion por

el esquema de Euler.

ggplot () +geom_line (aes(tl,c(Xzero,Xtrue),colour = "exact"))+geom_line (aes(t2,c
(Xzero,Xem) ,colour = "aprox"))+labs(title="Aproximacion de Euler",x="Tiempo
(t)",y="Trayectoria X(t)")+theme_gray()+scale_colour_manual("",breaks = c("
aprox","exact"),values = c("red","blue")) +

theme (plot.title = element_text(hjust = 0.5))

# En esta parte llamamos a la funcion que creada, con los parametros de la EDS

que buscamos darle solucion.

esquema_euler(2,1,1,990)

Listing 3: Esquema de Euler

6.2. Algoritmo esquema de Milstein

Como se estudio en el capitulo 3 el algoritmo de Milstein esta dado por la siguiente proposicion.

Proposicion 23. Dada la ecuacion diferencial estocastica dX; = a(X¢)dt + b(X;)dW; con con-

dici6én inicial X el esquema solucién de Milstein esta dado por

Xo = 70

1
Xj1 = Xj + a(ty, X;)At + b(t;, X;)AW; 1 + §b'(tj> X;)b(tj, X;)((AW,41)? — At)
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El algoritmo computacional esta dado por

#importamos la libreria ggplot2, la cual nos ayudara con la creacion de nuestras
simulaciones.

library (ggplot2)

#Se creara una funcion, de esta manera se facilitara la implementacion del
esquema de Euler.

# la funcion tendra como entrada los parametros mu,sigma,x0,n

# mu representa el coeficiente de tendecia, en este caso constante.

#sigma representa el coeficente de volatilidad, en este caso constante.

#Xo representa la condicion inicial de la EDS.

# n es el numero de nodos en la aproximacion.

esquema_milstein <- function(mu,sigma,Xo,n){

set.seed(123) #se creara una semilla, la cual ayudara que no halla variaciones
en cada ejecucion de la implementacion.

alma <- c()

Xzero=Xo # condicion inicial.

T <- 1 # extremo derecho del intervalo.

N <- 1000 # buscamos una particion fina para la simulacion.

dt <- 1/N #salto de paso, en este caso se deja un tamano de paso pequeno ya
que es un proceso continuo el que se quiere simular.

dw <- sqrt(dt)*rnorm(N) # Derivada del movimiento Browniano.

w <- cumsum(dw) # Aqui acumulamos.

t <- seq(dt,T,by=dt)

tl1 <- seq(0,T,by=dt)

# Esta es la solucion explicita, segun lo mostrado en el capitulo 2 de la
tesis.

Xtrue=Xzero*exp((mu-0.5*xsigma~2) *t+sigmax*w)

#Aqui comienza la implementacion del esquema de Euler.

R=N/n ; Dt=R*dt ; L=N/R

Xem <- 0

Xtemp <- Xzero

for (j in 1:L) {
Winc <- sum(dw [(R*(j-1)+1) : (R*j)])
Xtemp <- Xtemp + Dt*mu*Xtemp + sigma*Xtemp*Winc + (0.5)*(sigma~2)*Xtempx* ((
Winc~2) -Dt)
Xem[j]l <- Xtemp

}

t2 <- seq(0,T,by=Dt)

# Error de aproximacion.
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# Proximanete.
real <- c(Xzero,Xtrue)

indices <- c()

for(i in 1:length(t2)){
indices <- append(indices,which(tl==t2[i]))
}
emerr <- abs(Xem[length(Xem)]-Xtrue[length(Xtrue)])

alma <- append(alma,emerr)

# se muestra el error promedio de la trayectoria simulada.

print (mean(alma))

# se grafica los valores de la trayectoria, encontrados en la simulacion por

el esquema de Euler.

ggplot () +geom_line (aes(tl,c(Xzero,Xtrue),colour = "exact"))+geom_line (aes(t2,c
(Xzero ,Xem) ,colour = "aprox"))+labs(title="Aproximacion de Milstein",x="
Tiempo (t)",y="Trayectoria X(t)")+theme_gray()+scale_colour_manual("",breaks
= c("aprox","exact"),values = c("red","blue")) +

theme (plot.title = element_text(hjust = 0.5))

# En esta parte llamamos a la funcion que creada, con los parametros de la EDS

que buscamos darle solucion.

esquema_milstein(2,1,1,990)

Listing 4: Esquema de milstein

6.3. Simulaciones

En esta secciéon se pondran a prueba los algoritmos presentados anteriormente, se realizarian
ademaés algunos anélisis de los resultados obtenidos mediante las simulaciones, de esta manera
se podran verificar algunos de los resultados que estudiamos en los capitulos anteriores.

Para comenzar revisaremos un primer ejemplo donde pondremos a prueba el algoritmo de Euler

y Milstein, luego se analizaran los resultados obtenidos.

Ejercicio 1. Considere la ecuaciéon diferencial estocéstica dX; = uXidt + 0 XpdWy con Xg = 1
y 1 = 2, 0 = 1 constantes. Calcular una solucién exacta de la ecuacion diferencial estocéstica y

una solucién aproximada particular.
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Solucién:

Segun lo visto en el capitulo 1, se tiene que la solucién de la ecuacién diferencial estocastica
dX; = 2Xdt + XdW; esta dada por X; = emp{%t + W4}, por lo que nos queda encontrar una
aproximacion particular de la ecuacién diferencial estocéstica con las condiciones que se presentan
en el enunciado, calculemos una trayectoria browniana discretizada sobre el intervalo [0, 1] con
n = 1000, tomando a dt = 0.001 y R = 8 por lo que el intervalo de paso en nuestro algoritmo
tendremos At = Rt = 0.008.

Ahora si aplicamos el algoritmo con sustituyendo los valores anteriores en el algoritmo tenemos:

esquema_euler(2,1,1,1000)

Aproximacion de Euler

100~
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&
'_
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0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Tiempo (t)

Figura 8: Simulacion utilizando método de Euler, con particiéon n = 1000 y R = 8

Ahora, la intencién es generar m muestras brownianas para analizar las medias de las m trayec-
torias simuladas y compararse sus errores con respecto a su solucién exacta. Lo anterior se repite

para distintos tamanos de paso At.

Ejercicio 2. Consideremos nuevamente la ecuaciéon diferencial estocastica dX; = 2 X, dt+ X dW4,
y encuentre una soluciéon browniana discretizada utilizando el método de Milstein con n = 1000
y tamafios de R = 4, 16.

Solucién

Tomando R =4 y n = 1000 y sustituimos las condiciones en el esquema de Milstein tenemos

esquema_milstein(2,1,1,1000)

Ahora si tomamos R = 16 y n = 1000 tenemos el siguiente resultado

esquema_milstein(2,1,1,1000)
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Aproximacion de Milstein
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Figura 9: Simulacion utilizando método de Milstein, con particiéon n = 1000 y R =4
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Figura 10: Simulacién utilizando método de Milstein, con particion n = 1000 y R = 16
Por lo que podemos concluir que si requerimos disminuir el error a la mitad, debemos hacer el

tamafio de paso cuatro veces menor. Si requerimos disminuir el error 10 veces, debemos hacer el

tamafno de paso 100 veces menor.
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6.4. Aplicaciones

En esta seccion se presentaran una serie de aplicaciones donde las ecuaciones diferenciales es-
tocéasticas estan presentes y se realizaran simulaciones en base a los algoritmos presentados

anteriormente.

6.4.1. Modelo Black-Scholes

La primera aplicacién que se expondra es una de las més relevantes en la teoria de ecuaciones
diferenciales estocésticas, y es que desde los célebres trabajos de Black-Scholes en 1973, la idea
de utilizar el calculo estocastico para modelar los precios de algunos activos financieros como por
ejemplo el precio de las acciones, tipos de cambio y tipos de interés ha sido aceptada y estudiada,
dando lugar a todo un campo de investigaciéon en la teoria de la probabilidad aplicada al campo
de la matematica financiera, los siguientes resultados sobre el modelo Black-Scholes y el precio
de las acciones han sido retomados de (Danae Avila,2000).

Hasta el momento se han simulado trayectorias del tipo dX; = uX; dt + 0 X; dW;,uno de los més
importantes problemas en Finanzas es estimar el costo de opciones financieras para un activo
subyacente. Los precios de los activos estan regidos por el modelo anterior.

En forma de ecuacion diferencial estocastica la evolucion del precio de las acciones esta dada

por:

dSt = [L;S’t dt + O'St th

donde p y o representan la tendencia y la difusion del sistema, ademas {W;} es un movimiento
browniano.

Podemos usar un conjunto muestral de datos que representa la evoluciéon del precio de las accio-
nes,estimando los valores de p y o la rentabilidad de los precios.

Para nuestra primera soluciéon se ha extraido de la pagina web una muestra de datos sobre el
precio de las acciones de Microsoft durante el mes de marzo enero y marzo 2020, la muestra
extraida tiene un tamano de 253 datos, de la muestra se ha obtenido la rentabilidad en base al
precio de cierre de las acciones, de la siguiente manera.

Se estima la tendencia p y la volatilidad o de R(la rentabilidad de los precios) usando estima-
dores insesgados que son su media muestral y su desviacién estandar. En tiempo discreto, la

rentabilidad de las acciones en cada intervalo es

74



Dia SZ Ri Dia SZ Ri

1| 182.830002 0 11 | 188.940002 | 0.0063918
2 |1 184.910004 | 0.0113767 12 | 193.570007 | 0.02450516
3 | 185.360001 | 0.0024336 13 | 194.240005 | 0.00346127
4 1 182.919998 | -0.01316359 | 14 | 196.320007 | 0.01070841
5 | 187.199997 | 0.0233982 15 | 195.149994 | -0.00595972
6 | 188.360001 | 0.0061966 16 | 200.570007 | 0.02777358
7 | 189.800003 | 0.00764495 17 | 201.910004 | 0.00668094
8 | 196.839996 | 0.03709164 18 | 197.839996 | -0.02015754
9 | 186.270004 | -0.0536984 19 | 200.339996 | 0.01263647

10 | 187.740005 | 0.00789178 20 | 196.330002 | -0.02001594

Cuadro 2: Muestra de precios de acciones de Microsoft

S —Sia

Ri )
Si—1

¢ > 1y en tiempo continuo la rentabilidad en el tiempo t es

_ds,

R
t S,

Encontramos entonces que

E{R} = u = 0.001349658
Var{R} = 0® = 0.00030730475
o = 0.01753011
So = 182.830002

T = 253.
Ahora podemos utilizar los métodos que se desarrollaron en el capitulo 3, por ejemplo si utilizamos

el método de Euler, tenemos la siguiente ecuaciéon diferencial estocastica.

dS; = 0.001349658S5; dt + 0.01753011S, dW;
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con solucién exacta

S(t) = 182.830002¢ {0-001349658t-+0.017530111W¢ }
Para generar las trayectorias simuladas para obtener las aproximaciones de la ecuacioén diferencial

estocastica por el método Euler se toma en consideracion la siguiente ecuacion recursiva:

Sop = 182.830002
At = Tj+1 - Tj =10t = tj+1 - tj

Sj+1 = Sj + 0.001349658SjAt + 0.017530115]'{W(7‘j+1) - W(Tj)},j =0,1,...... , 252

Si tomamos el algoritmo de Euler que se presentd anteriormente tenemos el siguiente resultado

esquema_euler (0.001349658,0.01753011,182.830002,980)

Aproximacion de Euler
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Figura 11: Simulacién utilizando método de Fuler, con particiéon n = 980

Ahora veremos mas a profundidad algunas de las aplicaciones que se presentaron en el capitulo
2, ya que se utilizaran simulaciones para poder resolver las ecuaciones diferenciales estocasticas

que se presentan en las aplicaciones.
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6.4.2. Proceso de Ornstein-Uhlenbeck

La primera aplicaciéon que presentamos en el capitulo 2 es el proceso de Ornstein-Uhlenbeck,
ahora lo estudiaremos mas a profundidad y se presentaran algunas simulaciones de este proceso
para comprender su aplicacién en los tipos de interés.

La parametrizacion del proceso de Ornstein-Uhlenbeck que més se arraiga al ambito financiero

es

dXt = 9(,& — Xt)dt + O'th,
es decir particularmente, si pensamos en tipos de interés, un modelo de uso comun es el modelo
Ornstein-Uhlenbeck. A continuaciéon, presentaremos una de las soluciones mas consideradas de
la ecuacién diferencial estocastica que sigue

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)th,

se reduciria a

dXy = (oo + o Xy)dt + B1(Xy) dWrs,

la cual se podria expresar como:

dX, = (0; — 0X;)dt + 05 X0+ dW,,

En primer lugar, se abordara el proceso de Ornstein-Uhlenbeck como solucién tnica a la ecuacion
diferencial estocastica

dX; = (01 — 03 X;)dt + O3dW,

donde 601,605,053 € Ry y donde Xg = zg > 0; que, como podemos observar, se trata de una
particularidad de la ecuacion dX; = (61 — 02 X;)dt + 93Xf 1dW; cuando 64 = 0, la ecuacién en el

contexto financiero se expresa como

dX; = 0(p — X,)dt + odW,

donde 0 € Ry vy p,0 € R; con Xg = zg > 0, los pardmetros o, u se le conocen con el nombre
de volatilidad y equilibrio del proceso en el largo plazo y a 6 se le conoce como la velocidad de
reversion a la media p

Si aplicamos el lema de Itd a la ecuacion dX; = (01 — 02X;)dt + O3dW; tenemos que la solucion
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estd dada por

_ 0 01 —02t ! —02 (t—u)dW,,
Xi=—+|zo——)e + 03 e ,
) ) 0

si aplicamos el lema de It6 a la ecuacion dX; = 0(u — X;)dt + odWy, tenemos que la solucion

esta dada por

¢
Xi=p+ (zo— pe " + 0/ e~ O2(t—w)dWe,
0

de los resultados anteriores podemos observar la relacion

Si hacemos que #; = 0, entonces el proceso es basicamente una exponencial negativa perturbada

por la integral estocastica y quedaria como sigue

dX; = —0: X + 03dWy.

Cuya solucién explicita seria

t
X, = zoe %t + 93/ e = qw,.
0

En el ambito financiero, si tinicamente pensamos en tipos de interés, la dindmica del modelo es

como sigue

dry = k(6 — ry)dt + BAWZ,

donde k, 8, 8 son constantes. Como se presenté en el capitulo 2 el movimiento aleatorio es gene-
rado por el movimiento browniano de medida @, WtQ. Una propiedad importante del proceso de
Ornstein-Uhlenbeck es que el tipo de interés revierte a la media, 6, y la tendencia de reversion
estd controlada por k. Asimismo, este proceso es un proceso de difusion y, por lo tanto, marko-
viano, lo que conlleva a unas sencillas y atractivas formulas cerradas. En finanzas, la reversiéon a
la media describe una serie temporal en la que los rendimientos pueden ser muy inestables en el
corto plazo pero muy estables en el largo plazo. Esto se podria expresar de otra manera diciendo
que la desviaciéon tipica de los rendimientos anuales medios decrecen més rapido que la inversa

del periodo de anélisis. Esto tendria una serie de implicaciones, por ejemplo, que el proceso no
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es un paseo aleatorio, sino que periodos de rendimientos decrecientes son seguidos por retornos
crecientes.
Ademas, en el capitulo 2 se coment6é que el valor futuro del tipo de interés estd normalmente
distribuido, con la siguiente distribucion:

ﬂQ

kT PT 1 —okT
T N(G(po f)e ’Qk(l e ))

El comportamiento de r; puede ser céoncavo, convexo, etc. También podria ser negativa para
alguno de los valores de los parametros.

Para poder tener una idea grafica del proceso se presenta el siguiente algoritmo.

set.seed (12345)
r0 <- 0.1013
theta <- 0.0023
k <- 0.2610
beta <- 0.4249

n <- 100 # Pruebas de simulacion

T < -1
m <- 252
dt <- T/m

r <- matrix(0,m+1,n)
r[1,] <- ro0
t <- seq(0, T, dt)
for (j in 1:n){
for(i in 2:(m+1)){
dr <- k * (theta - r[i-1,j]) * dt + beta * sqrt(dt) * rnorm(1,0,1)

rfi,j] <- r[i-1,j] + dr

}

rT.expected <- theta + (rO - theta) * exp(-k * t)

rT.stdev <- sqrt(beta~2/(2 * k) * (1 - exp(-2 * k * t)))

matplot(t, r[,1:10], type="1", 1lty=1, main= "Trayectorias Tasa de Interes", ylab
="rt")

abline (h=theta, col="red", 1lty=2)

lines(t, rT.expected,lty=2)

lines(t, rT.expected + 2 * rT.stdev,lty=2)

lines(t, rT.expected - 2 * rT.stdev,lty=2)

j| points (0,r0)

Listing 5: Simulacién proceso de Ornstein-Uhlenbeck

El resultado grafico es el siguiente
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Trayectorias Tasa de Interés

Figura 12: Simulacién trayectorias de interés

En la grafica anterior, se puede observar que el proceso se inicia en 0.1013 que se corresponde
con el valor inicial del tipo de interés, ry. También se puede percibir que, en el medio plazo,
el proceso tiende a moverse hacia 0.023, esto es, 8, a una velocidad de 0.2610, es decir, k, la

velocidad de reversion a la media

80



Conclusiones

Las ecuaciones diferenciales estocasticas nos ayudan a modelar comportamientos que se
asemejen mas a un modelo probabilistico que a uno deterministico. Existen muchas apli-

caciones de las ecuaciones diferenciales estocésticas, en campos financieros, biolégicos, etc.

El estudio del célculo estocastico es fundamental para entender el comportamiento de las
variables aleatorias, las bases del estudio estadistico se vuelven esenciales al momento de
estudiar la teorfa de las variables aleatorias y su comportamiento en campos de aplicacion,
se recomienda el estudio de materias donde se estudien los procesos estocasticos de nivel
introductorio y avanzado para poder generar mas trabajos de investigaciéon en el area

estocastica.

Debido a que el esquema de Euler tiene un orden de convergencia fuerte de 0.5 y el es-
quema de Milstein tiene orden de convergencia fuerte de 1 entonces, se recomienda hacer
uso del método de Euler, para los casos donde el recurso computacional es limitado, ya
que el método de Milstein requiere un niimero mayor de pasos para lograr llegar a una

aproximacion de la solucién con menor error.

Existen similitudes en la formacién de las ecuaciones diferenciales estocasticas con la for-
macién de las ecuaciones diferenciales ordinarias, se parte de la una razén de cambio, la
cual queremos medirla sobre el cambio de un intervalo de tiempo; tomando cada vez in-
tervalos mas pequenos, y como las razones de cambio estdn dadas con términos aleatorios

finalmente nos lleva a una ecuacion diferencial estocéstica.

Los métodos numéricos estan basados en el desarrollo del calculo estocastico, Asi como se
tiene un desarrollo de Taylor para funciones diferenciales, se tiene también un desarrollo
que se denomina desarrollo de It6-Taylor para las funciones con términos estocésticos. Se
recomienda la linea de investigacion de los métodos de resolucién de ecuaciones diferenciales

estocésticas como los métodos multipasos de los cuales hacemos una revisiéon introductoria.

La verificaciéon de algunos resultados como la convergencia débil o fuerte de algunas ecua-
ciones diferenciales estocastica a través de simulaciones se vuelve relevante ya que el uso
de herramientas computacionales facilita en gran medida la investigaciéon de resultados

fundamentales.

El uso de simulaciones computacionales permite comprender mejor el comportamiento de
algunas soluciones de las ecuaciones diferenciales estocasticas. La simulacion utilizando

el lenguaje de programacion R facilita el proceso, ya que su sintaxis resulta céomoda e
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intuitiva dentro del proceso de programaciéon. Se recomienda la aplicacion de lenguajes de
programacioén similares a R, que tienen un grado igual de competitividad dentro del area,

tal como Python.

= El estudio de los esquemas de solucién de ecuaciones diferenciales como el esquema de
Euler y Milstein se vuelven fundamentales para el estudio del comportamiento de algunos

fenémenos financieros.
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