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Resumen

El triangulo de Hosoya es un arreglo triangular de niimeros que se asemeja a €l triangulo de
Pascal basado en los nimeros de Fibonacci. Las dos diagonales mas externas son los niimeros
de Fibonacci, mientras que los niimeros de la linea vertical central son los cuadrados de los
nimeros de Fibonacci. Todos los demas ntimeros resultan ser la suma de los dos nimeros
anteriores en la diagonal izquierda o en la diagonal derecha.

1
11
2 1 2
3 2 2 3
5 3 M 37

8 5 6 Y67 5 8
Triangulo de Hosoya.

En este trabajo se estudian las propiedades del méximo comun divisor (mecd) de algunas
configuraciones geométricas en el tridngulo de Hosoya. En particular, las propiedades del
mcd de una configuracion especial en el tridangulo de Hosoya llamada « La estrella de David»,
la cual se forma por los vértices de dos triangulos de un hexagono regular en el triangulo de
Hosoya.

Se demuestra que el producto de todos los puntos en una estrella de David de longitud dos
en el triangulo de Pascal forma un cuadrado perfecto, de igual forma que el mcd de cada
triangulo de la estrella de David de longitud dos en el triangulo de Pascal da el mismo
numero. Estas propiedades se denominan Propiedades de producto y mcd, respectivamente.
Se muestra que ambas propiedades son ciertas para cualquier estrella de David de longitud
2 en el triangulo de Hosoya, es importante mencionar que estas propiedades pueden ser
generalizadas.

Se estudian las propiedades geométricas dentro del triangulo de Hosoya, algunas de las pro-
piedades de los nimeros de Fibonacci las veremos ahora con interpretacion geométrica. Se
proporciona pruebas geométricas de identidades clésicas usando el triangulo de Hosoya.



Introducciéon

El presente trabajo estd dividido en tres capitulos. El capitulo uno es una introduccion al
triangulo de Hosoya de manera general, en el cual se desarrollan las definiciones, teoremas
y resultados béasicos que son necesarios para comprender el resto de capitulos. Se probaran
una serie de propiedades de los niimeros de Fibonacci.

En el capitulo dos generalizaremos una serie de propiedades del tridangulo de Pascal al triangu-
lo de Hosoya. En particular, probaremos la propiedad del MC'D para la estrella de David y
otros poligonos. También damos un criterio para determinar si una secuencia de puntos en
un poligono o en un rombo tienen MCD igual a uno. Después estudiaremos el triangulo ge-
neralizado de Hosoya, que es un arreglo numérico donde cada entrada es un producto de dos
numeros generalizados de Fibonacci. Demostramos la propiedad del M C'D para la estrella
de David de longitud dos, damos las condiciones necesarias y suficientes para que la estrella
de David de longitud tres satisfaga dicha propiedad. También estudiamos las propiedades del
MCD y las propiedades de modularidad de los nimeros generalizados de Fibonacci.

En el capitulo tres exploraremos algunas identidades de Fibonacci que se interpretan geométri-
camente en el tridngulo de Hosoya. Especificamente exploramos una generalizacion de las
identidades de Catalan y Cassini desde un punto de vista geométrico. También, estudiare-
mos las propiedades que poseen los peldanos de los diferentes tipos de escaleras, utilizando la
propiedad del rectangulo para dar una prueba geométrica. Finalmente, ampliamos algunas
propiedades presentes en el triangulo de Pascal al triangulo de Hosoya, como la propiedad
del palo de hockey.



Metodologia

La metodologia a seguir en este trabajo es:

1. Revision bibliografica; utilizaremos como referencia diversos articulos para desarrollar
los contenidos propuestos:

= The Geometry of some Fibonacci Identities in the Hosoya Triangle, Rigoberto
Florez and Robinson A. Higuita and Antara Mukherjee.

GCD Property of the Generalized Star of David in the Generalized Hosoya Trian-
gle, Rigoberto Florez and Robinson Higuita and Leandro Junes.

GCD Property in Hosoya’s triangle, Rigoberto Flérez and Leandro Junes.

Fibonacci and Lucas numbers with applications, Thomas Koshy.

2. Demostracion de teoremas; analizaremos y demostraremos de manera clara y detallada
propiedades, identidades y teoremas relevantes sobre el tridngulo de Hosoya.

3. Los capitulos a desarrollar son:

= Preliminares: Triangulo de Hosoya.
» Propiedades del M CD en el tridangulo de Hosoya.

» Geometria en el triangulo de Hosoya.



Capitulo 1

1. Preliminares

El triangulo de Hosoya es un arreglo triangular definido recursivamente. Es importante men-
cionar que cada entrada se puede obtener como producto de dos ntimeros de Fibonacci. Este
arreglo posee muchas propiedades e identidades que provienen de un tridngulo més conocido
como lo es el triangulo de Pascal.

En este capitulo desarrollaremos los conceptos y teoremas bésicos que utilizaremos en el
transcurso de este trabajo, también mostraremos identidades que pueden encontrarse en el
triangulo de Pascal que consiguen ser generalizadas en el tridngulo de Hosoya.

Finalizaremos este capitulo estudiando cuidadosamente las entradas del triangulo de Hosoya.
De esta manera podemos obtener estructuras como: el rombo mégico, en el cual se cumplen
propiedades muy peculiares.

1.1. Numeros de Fibonacci

La sucesion de Fibonacci fue llamada de esta forma en mayo de 1876 por el francés Ma-
tematico Francois-Edouard-Antole-Lucas quien originalmente la llamé «La serie de Lamé»,
en honor al matematico Francés Gabriel Lamé (1975-1870) [Martin Garden, 1996].

Francois-Edouard-Antole-Lucas

La sucesion de Fibonacci es una de las sucesiones numéricas mas intrigantes, continia pro-
porcionando amplias oportunidades a profesionales y aficionados matematicos para hacer
conjeturas y expandir el horizonte matematico.

La sucesion es tan importante que se cre6 una organizacion de las matematicas The Fibo-
nacci Association para estudiar Fibonacci y sucesiones enteras relacionadas. La asociacion



fue fundada en 1963 por Verner E. Hoggatt, Jr. (1921-1980) de la Universidad de San José,
California y su hermano Alfred Brousseau (1907-1988) de la Universidad de St. Mary’s en Ca-
lifornia. La asociacion publicé «The Fibonacci Quartely», dedicado a articulos de sucesiones
de enteros.

Una mirada de cerca a la sucesién de Fibonacci revel6 que tenia una propiedad fascinante:
cada nimero de Fibonacci, excepto los primeros dos, es la suma de los dos numeros de
Fibonacci anteriores.

La sucesién de Fibonacci es un grupo famoso de nimeros que comienzan con 1 y 1 en el
que cada numero es la suma de los dos anteriores. Comienza 1,1,2,3,5,8,13,21 y continiia
infinitamente (1+1=2,24+1=3,34+2=75...). El patron esconde un poderoso secreto: si
divide cada ntimero en la secuencia por su predecesor, a medida que avanza hacia nimeros
méas altos, el resultado converge en la constante ¢, o aproximadamente 1.61803, también
conocido como la proporcién aurea.

Definicion 1.1. La definicion recursiva del n-éstmo numero de Fibonacci es:

Fy=0, Fy=1 relacion inicial.

F,=F, 1+F,_2 n>2 relacion de recurrencia.

No se sabe si Fibonacci conocia esta relacion. Si lo hizo, no existe ningin registro en ese
sentido. De hecho, la primera confirmacién escrita de la relaciéon de recurrencia aparecio
cuatro siglos después, cuando el gran astrénomo y matematico alemédn Johannes Kepler
(1571-1630) escribié que Fibonacci seguramente debe haber notado esta relacién recursiva
[Johannes Kepler, 1611]. En cualquier caso, lo noté por primera vez el matematico holandés
Albert Girard (1595-1632)[Stevin, Simon; Girard, Albert; Diophantus, of Alexandria, 1634].
Sin embargo, segiin P. Singh de la Universidad de Raj Narain en Bihar, India, los niimeros
de Fibonacci y la formulacién recursiva ya era conocida en la India varios siglos antes de
que Fibonacci propusiera el problema [Singh, 1985]. Estas formulaciones fueron dadas por
Virahanka (entre 600 y 800 d.C) [Livio, 2003] , Gopala (previo a 1135 d.C) [Livio, 2003] y
Hemacandra (sobre 1150 d.C) [Goonatilake, 1998].

1.2. Numeros de Lucas

Usando la relacion de recurrencia de Fibonacci y diferente condiciones iniciales, podemos
construir una nueva sucesién de ntmeros.

Definicion 1.2. La definicion recursiva del n-éstmo numero de Lucas es:

Lyo=2, Ly=1 relacion inicial.

L,=L, 1+ L,_o n>2 relacion de recurrencia.

El resultado es la sucesion 2,1,3,4,7,11... Es llamada la sucesién de Lucas, por Edouard
Lucas.

10



Los nimeros de Fibonacci y Lucas son relativamente cercanos, por ejemplo podemos ver que
sus n-ésimos términos L, v F;, satisfacen la misma relacion de recurrencia.

Usando L,,_o = L, — L,,_1 se puede extender la sucesion de nimeros de Lucas para obtener
una secuencia doblemente infinita ... — 11,7, —-4,3,-1,2,1,3,4,7,11...

La férmula para los términos con los indices negativos en esta secuencia es:

Loy=(-1)"L,.

1.3. Identidades de Fibonacci y Lucas

Los ntumeros de Fibonacci y de Lucas satisfacen numerosas identidades que han sido des-
cubiertas a lo largo de los siglos. En esta seccion presentaremos varias de estas identidades
fundamentales.

n

Por ejemplo, si tratamos de conjeturar una férmula para la suma E F;. Podemos observar
i=1
el siguiente patrén interesante:

F=1=2-1=F—1

4+ F=2=3-1=F —1

[+ Pt Fy=4=5-1=Fs—1

Fi+F+F+F=7=8-1=F—1
4+ R+ B+ +F=12=13-1=F—1.

n

Siguiendo este patron, conjeturamos que Z F; = F, .5 — 1. La prueba de esta férmula la
i=1
veremos en el siguiente teorema.

Teorema 1.1. (Lucas, 1876) La suma de los primeros n numeros de Fibonacci, estd dada
por:

Y Fi=Fua—1 (1)
i=1
para n > 0.

Demostracion.

Por principio de induccion matematica sobre n, tenemos:

= Caso base:

Para n=1

1
ZE:F1:1:2—1:F3—1.

=1

Claramente, se cumple para el caso base.

11



= Hipdtesis inductiva:

Sea k un estero positivo, supongamos que se cumple:

K
ZE = Fp2—1
=1

= Prueba inductiva:
Veamos que se cumple para n = k + 1:
k41

k
ZE = ZFz + Fia
i=1 i=1

= Fyyo — 1+ Fyy1 por hipdtesis inductiva
= (Fiyo + Fry1) — 1 por la relacién de recurrencia de Fibonacci
= I k+3 — L.

Por lo tanto, la afirmacién se cumple para todo entero positivo n. |

Usando la técnica empleada en el Teorema (1.1), podemos derivar una férmula para la suma
de los primeros n ntimeros de Fibonacci con subindices impares.

Teorema 1.2. (Lucas, 1876) La suma de los primeros n nimeros de Fibonacci con subindices
impares, estd dada por:

Z Fyioy = Iy, (2)
i=1

para n > 0.

Demostracion.

Por principio de induccién matemética sobre n, tenemos:

» Caso base:

Paran=1

1
Y Fua=F=1=h

i=1
Claramente, se cumple para el caso base.

= Hipétesis inductiva:

Sea k un estero positivo, supongamos que se cumple:

k
> Py = Fy.
=1

12



s Prueba inductiva:

Veamos que se cumple para n = k + 1:
k+1 k

Z Fo = Z Foi 1+ Fora
i—1 i—1

= Fy, 4+ Fory1  por hipétesis inductiva

= Forio por relacién de recurrencia de Fibonacci.
Por lo tanto, la afirmaciéon se cumple para todo entero positivo n. [ |

A continuacién, tenemos un ejemplo en el que el Teorema (1.2) se puede verificar de manera
directa.

10

Ejemplo 1.1. Si consideramos E Fy; 1, representa la suma de los primeros 10 numeros de
i=1

Fibonacci con subindices impares.

10

Z Fy 1 = Fy = 6765.

=1

Corolario 1.1. (Lucas, 1876) La suma de los primeros n nimeros de Fibonacci con subindi-
ces pares, esta dada por:

Z Foi = Fopp1 — 1 (3)
i=1
para n > 0.

Demostracion.

Por principio de induccién mateméatica sobre n, tenemos:

s Caso base:

Paran=1

1
ZFQ,L:FQ:l:Q—l:Fg—l
=1

Claramente, se cumple para el caso base.

= Hipoétesis inductiva:

Sea k un entero positivo, supongamos que se cumple:

k
> Py = Fypr — L.
=1

13



= Prueba inductiva:
Veamos que se cumple para n = k + 1:

k+1

k
Z Fy = Z Foi + Fopyo
i—1

i=1
= Fy,11 — 1+ Fyio  por hipotesis inductiva

= (Forg1 + Fopgo) — 1

= Fy,.3— 1 por relacién de recurrencia de Fibonacci.

Por lo tanto, la afirmacion se cumple para todo entero positivo n. |

Ahora estudiemos el siguiente patrén:
PPy —F}=1-2-1%=(-1)
FyFy—Fy=1-3-2>=(-1)
FsFs— Ff=2-5-3"=(-1)*
(=1)

FyFs— F2=3-8 5= (=1)°

De aqui podemos conjeturar que Fy,_iF,, 1 — F2 = (—=1)", cuando n > 1. Esto lleva a la

siguiente férmula, la cual fue descubierta en 1680 por el astrénomo y matemético italiano-
francés Giovanni Domenico Cassini (1625-1712) [Werman, M.; Zeilberger, D., 1986], y des-
cubrié de forma independiente en 1753 por Robert Simson (1687-1768) de la Universidad de
Glasgow [Robert Simson, 1753].

Teorema 1.3. (Formula de Cassini) El producto de los nimeros de Fibonacci anterior y
sigutente a F,, menos el cuadrado de F,, es igual a 1 o —1, como se representa en la siquiente
formula:

FporFop — FY = (=1)" (4)

para n > 0.

Demostracion.

Realizaremos esta demostracién por el principio de induccién matematica sobre n.

s Caso Base:

Paran =1
FF,—Ff=0-1-1=-1=(-1).

Claramente, la afirmacién se cumple para el caso base.

» Hipdtesis Inductiva:

Sea k un entero positivo, supongamos que se cumple:

Fy1Fypy — F2 = (1)~

14



s Prueba inductiva:

Probemos que se cumple para k+1:

FyFro — FEy = (Fro — Feo1)(Fy + Fopr) — F2y
= FyFyr1 + Fioy — FeFooy — By By — Fiy
= [ Frpr — FuFyoy — F2 — (—1)* por hipdtesis inductiva
= [y Fr — Fr(Feoq + Fy) + (1)
= [ 1 — FiFyp + (1)
— (_1)k+1_

Por lo tanto, la afirmacion se cumple para todo entero positivo n. [ ]

La féormula de Cassini produce el siguiente derivado fascinante.

Corolario 1.2. Dos numeros consecutivos de Fibonacci son primos relativos; esto es:
(FTH-lu Fn) =1

para n > 0.

Demostracion.

Por principio de induccién matematica sobre n, veamos que para todo n > 0 se satisface que
(Fn+1,Fn) — 1

s Caso base:

Para n = 1, tenemos
(Fy, F1) = (1,1) = 1.

Claramente, se cumple para el caso base.

= Hipotesis inductiva:

Sea k un entero arbitrario, supongamos que se cumple:
(Fk+1,Fk) — ].
= Prueba inductiva:

Veamos que se cumple para k + 1, es decir: (Fy 2, Fri1) = 1.

Sea d = (Fiy2, Fii1), luego como d es el med se cumple:

d|Fk+2 y d|Fk+1.

Recordemos que por definicion de los nimeros de Fibonacci Fy o = Fjy1 + F}, de aqui
que d|(Fy41 + Fi). También d divide a cualquier combinacién lineal de ellos, tenemos:

15



d|(Fies1 + Fg — Fppa)
d|Fy,.

Lo que quiere decir que d|Fyyq y d|Fy. Por hipétesis inductiva d = (Fjyq, Fr) = 1.

De esta manera concluimos que (Fy41, F,,) = 1. [ |
Es valido hacerse la siguiente pregunta ;Qué podemos decir de la suma de los cuadrados de
los primeros n nimeros de Fibonacci?

Una vez mas, observemos el patrén:

Este resultado tiene una buena interpretacién geométrica: La suma de las dreas de los cua-
drados de tamanos F; x F1 v F, x F; es igual al area del rectangulo de tamano Fy x F3, como
la Figura 1 lo demuestra.

Figura 1: Rectangulo de tamano F; x Fj

Igualmente, Ff+ Fy + Fy =1+1+4 =6 =2-3 = F3F, y F}. Este resultado también puede
ser interpretado geométricamente en una manera similar, como lo muestra la Figura 2.

3

Figura 2: Rectangulo de tamano F3 x F}

De la misma manera F{ + Fy + Fy + Ff =1+ 1+4+9=15= 3.5 = F,F;. Este resultado
también puede ser interpretado geométricamente en una manera similar, como lo muestra la
Figura 3.

Figura 3: Rectangulo de tamano Fy x Fj

16



Maés generalmente, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.4. (Lucas,1876) La suma de los cuadrados de los primeros n nimeros de Fibo-

nacct, estd dada por:
Y FP=F,Fon
para n > 0.

Demostracion.

Por principio de induccién matemética sobre n.

s Caso base:

Cuando n = 1, tenemos:

1
Y FP=F=1=1-1=FF.

Asi comprobamos que el resultado es valido para el caso base.

= Hipoétesis inductiva:

Sea k un entero positivo, supongamos que se cumple:
k
> F = FiF.
i=1

s Prueba inductiva:

Veamos que se cumple para n = k + 1:

k+1
SRR
=1
= FpFpp1 + F? 1 por hipédtesis inductiva.
= Fpy1(Fr + Fry1)
= Fyi1Fpi0 por la relacion de recurrencia de Fibonacci.

Por lo tanto, la afirmacion se cumple para todo entero positivo n.

Las identidades (1) hasta (5) tienen resultados analogos para los ntimeros de Lucas.

Teorema 1.5. La suma de los primeros n numeros de Lucas, estd dada por:

z": Li=Lpo—3
i—1

para n > 0.
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Demostracion.

Por inducciéon matematica sobre n, obtenemos:

» Caso base:

Paran=1

1
 Li=Li=1=4-3=L;—3=Ly»—3.

i=1
Claramente, se cumple para el caso base.

= Hipotesis inductiva:

Sea k un entero positivo, supongamos que se cumple:

k
> Li=Liyn—3
i=1

= Paso inductivo:
Veamos que se cumple paran =k + 1

k+1 k

ZLi = ZLi+Lk+1
i=1 i=1

= Ljio+ Lgyry — 3 por hipotesis inductiva
= L3 —3 por definicién recursiva

= Ligy1)42 — 3.

Por lo tanto, la afirmacion se cumple para todo entero positivo n. [ ]

Teorema 1.6. La suma de los primeros n numeros de Lucas con subindices impares, estd
dada por:

Z Lo 1 = Loy — 2 (7)
i=1
para n > 0.

Demostracion.

Por principio de induccién matematica sobre n, tenemos:

= Caso base:

Cuandon =1

1
> Lyii=Li=1=3-2=1L,-2
i=1

Claramente, se cumple para el caso base.
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= Hipdtesis inductiva:

Sea k un entero positivo, supongamos que se cumple:
k

Z Loi—y = Loy, — 2.
i=1

s Paso inductivo:

Veamos que se cumple para n =k + 1:

k+1 k

Z Loy = Z Loi—1 + Lop4q
i=1 i=1

= Lo + Log+1 — 2 por hipétesis inductiva
= Lop1o — 2 por definicién recursiva

= L2(k+1) -2
Por lo tanto, la afirmacion se cumple para todo entero positivo n. |

Teorema 1.7. La suma de los primeros n numeros de Lucas con subindices pares, estd dada
por:

Z Loj = Lopt1 — 1 (8)
i—1

para n > 0.

Demostracion.

Por principio de induccién mateméatica sobre n, tenemos:

= Caso base: paran =1

1
ZL%:L2:3:4—1:L3—1.
=1

Claramente, se cumple para el caso base.

= Hipoétesis inductiva:

Sea k un entero positivo, supongamos que se cumple:

k
Z Loi = Lo — 1.
i—1

19



s Paso inductivo:

Veamos que se cumple para n = k + 1:

k+1

k
Z Loy = Z Lo + Lok
i=1

i=1
= Logy1 + Logyo — 1 por hipdtesis inductiva
= Lop13 — 1 por definicién recursiva

= Loggy1y41 — L.

Por lo tanto, la afirmaciéon se cumple para todo entero positivo n. [ |

Estudiando esta relacion

LoLy — L% = (2)(3) - 1= 5(_1)0

LiLy — Ly = (1)(4) - 9= —5=5(-1)'
LyLy — L3 = (3)(7) — 16 = 5 = 5(—1)?
LyLs — L3 = (4)(11) — 49 = -5 = 5(—1)?

Podemos conjeturar L, L,,1 — L2 = 5(—1)""! y lo probaremos a continuacién.
Teorema 1.8. Ildentidad que cumplen los numeros de Lucas:
LnfanJrl - Li - 5(-1)”71 (9)

para n > 0.

Demostracion.

Por principio de induccién matemaética sobre n, tenemos:

s Caso base:

Paran =1
LoLy — L7 = (2)(3) — 1 =5(-1)".

Claramente, se cumple para el caso base.

= Hipétesis inductiva:

Sea k un entero positivo, supongamos que se cumple:
Li1Lyy1 — Li = 5(—1)*1

para k > 0.
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= Prueba inductiva:
Veamos que se cumple para n = k + 1:
LiLivr — Ly = (Lt — L) (L + Liea) — Ly

= L1 L+ Ly — Ly—1Ly, — L1 Ly — Ly 4
= Lpy1 Ly — L1 Ly, — L1 Ly
= Ly Ly — Ly Ly, — L} — 5(—=1)F! por hipétesis inductiva
= L1 Ly — Li(Lp—1 + Ly) +5(—=1)(=1)F!
= Lys1Ly — LyLyiq + 5(—1)"
=5(—1)k.

Por lo tanto, la afirmaciéon se cumple para todo entero positivo n. [ |

Teorema 1.9. La suma de los cuadrados de los primeros n niumeros de Lucas, estd dada
por:

> L= LyLypi —2 (10)
i=1
para n > 0.

Demostracion.

Por principio de induccion matematica sobre n, tenemos:

s Caso base:

Paran=1

1
dLI=Li=1=LL,-2
i=1

Claramente, se cumple para el caso base.

» Hipdtesis inductiva:

Sea k un estero positivo, supongamos que se cumple :
k
> L= LiLi -2
i=1
s Prueba inductiva:

Veamos que se cumple paran =k +1:

k+1 k

ZL? = ZL? +L%+l

i=1 i=1
= LpLg1 + Liﬂ -2 por hipdtesis inductiva,
= L1 (L + Liy1) — 2
= Lypy1(Lgyo) — 2 por relacién de recurrencia,
= Lpy1Lpyo — 2.
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Por lo tanto, la afirmacion se cumple para todo entero positivo n. ]

Para nuevas identidades, ahora presentamos una féormula explicita para F,. Con este fin,

1++5
¥

tomamos a y (3 raices de la ecuacién cuadratica z° — 2 — 1 = 0, entonces a =

1 5
b= . Luego a+ =1y af = —1. Ademas,

l-f)=a—af=a+1
at+l)=a’+a=2a+1
20+1) =20 +a=2(a+1)+a=3a+2

a” = of
o’ = of
a (
@’ = a(3a+2) =3a®+2a=3(a+1)+2a =5a+3
a’ = of
a’ = af
a® = af

«

=

6=a5a+3)=5a2+3a=5(a+1)+3a:8a+5
8a+5) =8a* +5a =8(a+1)+5a=13a+8
13a + 8) = 13a% + 8ar = 13(a + 1) + 8 = 21 + 13.

Asi, tenemos:

a=1la+0
o> =1la+1
a® =20 +1
o' =3a+2
o’ =5a+ 3
o =8a+5
a’=13a+38
o® =2la +13.

Similarmente para /3 obtenemos:

52—6(1—a)=6—6a=6+1
BB+ =5 +8=26+1
=BR2B+1) =28 +8=2(6+1)+5=35+2
=B(B3+2)=382+28=3(B+1)+28=58+3
= B(56+3)=58>+38=5(B+1)+38=83+5.

Asi, tenemos:

B=18+0
f2=18+1
B2 =28+1
pr=36+2
B> =56+3
p% =283+ 5.
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Notemos el patrén interesante que surge: el término constante y el coeficiente de a(6 3) en
el lado derecho parecen ser nimeros de Fibonacci adyacentes.

En consecuencia, tenemos los siguientes lemas.

Lema 1.1. Si o es una raiz positiva de la ecuacion x*> —x — 1 = 0, entonces se cumple que:
o =aF, + F,_,

para n > 0.

Demostracion.

Por principio de induccién matemaética sobre n, tenemos:

= Caso base:
Paran=1

a=aF+ F vaque F1 =1y Fp =0
= la+0.

Claramente, se cumple para el caso base.

» Hipdtesis inductiva:

Sea k un entero positivo, supongamos que se cumple:
Oék = CL’Fk + Fk,1
para k > 0.

= Prueba inductiva:
Veamos que se cumple para n =k + 1:

ak—i—l — OéOék

= a(aFy + Fy_1) por hipétesis inductiva

= F.a®+ aFy._ sabemos que a?=a+1
= Fla+1)+ aFy,

= ol + aF,_ 1+ Fy

=a(Fy+ Fy_q) + Fy

= aF1 + F} por relacién de recurrencia.

Por lo tanto, la afirmacion se cumple para todo entero positivo n. |

2

Lema 1.2. Si 5 es la raiz negativa de la ecuacion x* —x — 1 =0, entonces se cumple que:

Bn:ﬁFn_‘_Fn—l

para n > 0.
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Demostracion.

Por principio de induccién matematica sobre n, tenemos:

= Caso base:

Paran=1

ﬁzﬁFl—i—Fo yaqueFlzlyF():O
=18 +0.

Claramente, se cumple para el caso base.

» Hipdtesis inductiva:

Sea k un entero positivo, supongamos que se cumple:
B* = BFy + Fi
para k > 0.

s Prueba inductiva:

Veamos que se cumple para n = k + 1:

gRHL — gk
= B(BF + F—1) por hipétesis inductiva
= F.5% + BFy_4 sabemos que % = B+ 1
= I (B+1) + BFp
= BF; + BFy1 + F},
= B(Fy + Fp—1) + Fy,
= BFpi1 + Fy por relacién de recurrencia.

Por lo tanto, la afirmacion se cumple para todo entero positivo n.

Sea u, = M, donde n > 1. Entonces
V5

a—8 _ V5 _

V5

= 1 y Uy =

S
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Supongamos que n > 3. Entonces

an—l _ 6"'_1 an—2 _ ﬁn—2
Up—1 + Up—2 = +

V5 V5
a"2(a+ 1) = f72(5 + 1)
Vb
Ozn_Q . aQ _ ﬁn—Q . ﬁQ
Vb

a — 611
e

= Up.

Por lo tanto, u,, satisface la relacion de recurrencia de Fibonacci y las dos condiciones iniciales.
Esto nos da una férmula explicita para F),:

F, =u,.

Teorema 1.10. Sea o y B las raices de la ecuacion cuadrdtica x> —x — 1 = 0. Entonces

cuando n > 0.

Demostracion.

Por definicion, « es la raiz positiva de la ecuacién cuadrética y por el Lema (1.1), sabemos
que: o = aF, + F,_1 , luego 3 es la raiz negativa de la ecuacion cuadratica por el Corolario
(1.2), sabemos que: " = BF, + F,_;.

Entonces:
Fo(o —
F, = M multiplicando por 1
(a—5)
- aFn_BFn
Rl—
OéFn—i_anl_ﬁFn_anl
= sumando 0
a—p
o a/Fn_"Fn—l_(ﬁFn—{'Fn—l)
= "
= M_ ]
a—p

Esta férmula explicita para F;, se llama formula de Binet, en honor al matemético francés
Jacques-Phillipe-Marie Binet (1786-1856), quien la descubrié en 1843 [Jacques Binet, 1843].
De hecho, fue descubierto por primera vez en 1718 por el matematico francés Abraham De
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Moivre (1667-1754) [Abraham Moivre, 1718] utilizando funciones generadoras y también se
lleg6 a ella de forma independiente en 1844 por el ingeniero y matematico francés Gabriel
Lamé (1795-1870) [Gabriel lamé, 1844].

Correspondiente a la férmula de Binet para F;,, también hay una para L,,, como el siguiente
teorema lo muestra.

Teorema 1.11. Formula de Binet para niumeros de Lucas. Dado n > 0. Entonces

L,=a"+p"
Demostracion.
Por induccion fuerte sobre n, tenemos:
= Caso base:
Paran=1
L1 =1l=a« + ﬁ

ya que sabemos que una de las condiciones que cumplen oy 8 es que a + 8 = 1. De
esta manera es claro que la afirmacion se cumple para el caso base.
= Hipdtesis inductiva:
Sea k un entero positivo tal que n = k, supongamos que para ¢ un entero positivo tal
que ¢ < k, se cumple:
L, =o'+ ("
= Prueba inductiva:
Veamos que se cumple para n = k + 1:
L1 =L+ Ly
_ .k k k—1 k—1 .y .. .
=a"+ 8"+ 4+ por hipotesis inductiva
=" a+ 1)+ (B+1)
=" ?+ 65152 yaqueali=a+1ypi=p5+1

— ak-ﬁ-l +Bk+1'

Por lo tanto, la afirmacion se cumple para todo entero positivo n. |

Las dos formulas de Binet se pueden utilizar en conjunto para derivar una serie de identidades.

Corolario 1.3. Las siguientes identidades muestran las relaciones que existen entre los
numeros de Fibonacci y los nimeros de Lucas.

Fyy, = F,L, (11)
Fyy+F, =L, (12)
Foio—Fy o=1, (13)
Lo_1+ Lpy, = 5F, (14)

para n > 3.
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Demostracion.

Identidad (11). Implica que cuando n > 3, cada nimero de Fibonacci F5,, con subindice par
tiene factores no triviales. Por las féormulas de Binet, tenemos:

ﬂmz(w_myw+m)

a—p

a2n _ ﬂ?n

T a-8
= Fy,.

Identidad (12). La suma de cualesquiera dos ntimeros de Fibonacci que estan a dos unidades
de distancia es un numero de Lucas.

Por las férmulas de Binet, tenemos:

anfl _ ﬁnfl + anJrl _ 5n+1

fro b = @)
ot (t+a) g (54 8)
N (= B)
_ep (o () - (7))
N (B)(a = B)
_a"(B+a’B) — B+ ap?)

(aB)(a — )

_a"f-a) = §"(a~p)

(af)(a = p)
_a"(=D(a =)+ "(=D(a = 5) _
- e e af =
=a" +ﬁn
= L.

Identidad (13). La diferencia de cualesquiera dos nimeros de Fibonacci que se encuentran a
cuatro unidades de distancia es un nimero de Lucas.

(an+2 _ 5n+2) _ (an—2 _ Bn—2)

Foio—F, o=
+2 2 Oé—,@
B an+2_an72_6n+2_’_6n72
= a_ﬁ
a”(oﬁ—é)—ﬁ" (BQ_%>
= a_ﬁ
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4_ 4_
al <aa21> — B (ﬁﬁQl)
Fn+2 Fn72 -

a—p

(@8 (o (57) - 7 (5
LA (o(zﬁ)%)v—ﬂ) FD) ooy =
_ a"(atp? — 52 : gn(54042 —a?) ya que (af)? =1
_a(a? = p%) - (B - a?)
— p—
:a2(a—5)(a+ﬁi:gn(ﬁ—a)(5+a) yaque o+ 3 =1
=a"+["
— L.

Identidad (13). L,,—1 + Ly+1 = 5F,.

Por induccion fuerte sobre n, tenemos:

= Caso base:

Paran=1
L0+L2:2+3:5F1

Claramente, se cumple para el caso base.

= Hipoétesis inductiva:

Sea k un entero positivo tal que n = k, supongamos que para ¢ un entero positivo tal
que ¢ < k, se cumple:

Li 1+ Liyy = 5F;.

s Paso inductivo:

Veamos que se cumple para n = k + 1:

Ly + Lyio = (Ln-1 4 Ln—2) + (Lng1 + Ly)
= (Ln—l + Ln—H) + (Ln—2 + Ln)
=bF, +5F,_1 por hipotesis inductiva
=5(F, + Fo1)
=5F,.1.

Por lo tanto, la afirmacion se cumple para todo entero positivo n. [
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1.4. Generalizacion de los nimeros de Fibonacci

Definicion 1.3. La definicion recursiva del n-éstmo termino de la sucesion genera-
lizada de Fibonacci es:

Gi=a, Gy=0b Relacion inicial.
G,=G,1+G,_a n>3 Relacion de Recurrencia.
Donde a,b son enteros.
La siguiente sucesion:
a,b,a+b,a+ 2b,2a 4+ 3b,3a + 50b, . .. (15)

es llamada Sucesiéon Generalizada de Fibonacci (SGF) también conocida como GFS
por sus siglas en inglés «Generalized Fibonacci Sequences».

Examinemos mas profundamente los coeficientes «a» y «b» en los diversos términos de esta
sucesion.

Ellos siguen un patron interesante: Los coeficientes «a» y «b» son nimeros de Fibonacci. De
hecho, podemos determinar con precision estos dos coeficientes de Fibonacci, como muestra
el siguiente teorema.

Teorema 1.12. Sea G,, el n-ésimo término de la SGF. Entonces
Gn = CLFn_Q + bFn_l

para n > 3.

Demostracion.

Por el principio de induccion fuerte.

= Caso Base:
Sabemos que G3 = a + b = al} + bF, , entonces se cumple para n = 3 debido a que
F1 - FQ - 1

= Hipdtesis Inductiva:
Sea k > 3 un entero arbitrario. Asumamos que es cierto para todo entero 7, donde
3§’l§ kIGi:CLE,Q—l—bFi,l.

= Prueba inductiva:

Probemos que se cumple para k + 1:

Gri1 = G +Gr
= (aFy_o + bFy_1) + (aFy_3 + bFy_5) por hipétesis inductiva
= a(Fr—2 + Fi—3) + b(Fp—1 + Fi—2)
= CLFk_l + ka
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Entonces, por el principio de induccion fuerte podemos concluir que la férmula se cumple
para cualquier entero n > 3. [

La generalizacion de los nimeros de Fibonacci ocurrié en un estudio de una colonia de
abejas. Supongamos que comenzamos la colonia con a abejas macho y b abejas hembras. La
siguiente tabla muestra su crecimiento genealégico por cinco generaciones. Siguiendo con la
tabla obtendriamos un total de G, 2 = aF}, + bF, 1 descendientes en la generaciéon n.

Generacion 1 2 3 4 5
Numero de abejas hembras | b a+b | a+2b | 2a+3b | 3a+5b
Numero de abejas machos a b a+b a+2b | 2a+3b

Numero total de abejas a+b | a+2b | 2a+3b | 3a+5b | Ha+8b

A continuacién, estudiaremos identidades de SGF.

Teorema 1.13. La suma desde el termino k-+1 de la SGF hasta el termino k-+n esta dada
por:

n
E Gryi = Guikgo — Gryo
i1

para n > 0.

Demostracion.

Por principio de induccién matematica sobre n, tenemos:

s Caso base:

Sea n = 1 y obtenemos que:

1
E Grti = Gry1 = Gryz — Giga.
i—1

Claramente, se cumple para el caso base.

» Hipdtesis inductiva:

Sea k un entero positivo, supongamos que se cumple:

k
g Gryi = Gopyo — Grga.
=1
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s Paso inductivo:

Veamos que se cumple para n = k + 1:

k+1

K
D Grii =) Gryi+ Gapi
i=1

i=1
= Gopi2 + Gory1 — Grio  por hipétesis inductiva
= Gop13 — Giyo por definicién recursiva

= G(k+1)+k+2 - Gk+2-
Por lo tanto, la afirmacion se cumple para todo entero positivo n. [ |

Teorema 1.14. (Formula de Binet) Sea ¢ = a+ (a —b)S y d = a+ (a — b)a.. Entonces

G ot —ds”
n o
para n > 3.
Demostracion.
Por el Teorema (1.12), tenemos:
G, =aF,_s+ bF,_1
G, = a(a o) + b(O/F1 — ) por teorema 1.10

¢3 V5
VG, = a(a"? = 2>+b<"1 5"
\/_Gn:aoz" 2+ ba _aﬁn 2_p 5n71

n b . b
o= (G4 g) - (5 3)
a252\/_G —a”(aﬁ + ba3? )—ﬁ”(aa —I—ba2ﬁ)
V5@, = a"(af? - bB3) — f"(ac® — bav) ya que aff = —1
V5G, = a"(a(l+ B) —bB) — B*(a(l +a)) —ba))  yaquefP=1+Bya’=1+a
(2= B ="t o =B = ot (a=Vial smquea= =5
o dﬁn
a—p

Observacion. Al multiplicar ¢ y d obtenemos:

..Gn—

cd=la+ (a—"0)Bla+ (a—b)a]

2(a b)*af + ala — b)(a + 5)
=a*— (a—b)?*+ala—10)
—a2+ab b2
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Esta constante aparece en varias formulas para la Generalizacion de los numeros de Fibonacci.
Esta constante es llamada la caracteristica de la SGF. La denotaremos con la letra griega

p(mu):
p=a*+ab— b

La caracteristica de la sucesion de Fibonacci es 1 y la de la sucesion de Lucas es -5.

1.5. Tridangulo de Pascal

En esta seccion veremos la manera de calcular los numeros de Fibonacci de forma sistematica
a partir del conocido triangulo de Pascal.

1.5.1. Coeficientes binomiales

Sean n y k nuimeros enteros no negativos. El coeficiente binomial

()
(4)
(3) =553

_5><4><3><2><1
S 3x2x1x2x1
= 10.

se define como:

Por ejemplo:

Ademas, si kK = n entonces:

n n
Hay muchos casos en los que necesitamos calcular los coeficientes binomiales < k‘) y ( ) .

n—k
El siguiente teorema muestra que no es necesario evaluar ambas expresiones, ya que son
iguales; esto sin duda reducira nuestra carga de trabajo.
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Teorema 1.15. Sean n y k enteros no negativos tales que k < n. Entonces:

Demostracion.

n n! n! n!
(n—k) T =K —m—k] m-kk  k(n—k)

25 25 25
Por ejemplo, ( > = ( ) = ( ) =53130 (Con esto podemos ver la utilidad del teorema

20 25— 20 )

anterior).

El siguiente teorema muestra una importante relacién de recurrencia satisfecha por coeficien-
tes binomiales. Se llama la identidad de Pascal, en honor al destacado matematico y fisico

francés Blaise Pascal (1623-1662).

Teorema 1.16. (Identidad de Pascal) Sean n y k enteros positivos, donde k < n. Entonces:

n\ (n-—1 . n—1
k) \k-1 ko)
Simplificaremos el lado derecho y demostraremos que es igual al lado izquierdo.

n—1 n—1 (n—1)! (n—1)!
(k—1)+( k ): = Dln—h)  Hn—k—1)
k(n —1)! n (n—k)(n—1)!

Kk —Dl(n—K)! " Kn—k)(n—k— 1)
kn—1)! (n—k)m-1  (n—1Dk+ (- k)

Demostracion.

" Kl(n — k) Kn—k)! kl(n — k)l
_ (n—=1)n
k! —k)!
(n!
T Kl(n— k)

()
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1.5.2. Triangulo de Pascal

Los coeficientes binomiales (7]3), donde 0 < k < n se pueden organizar en la forma de un
triangulo, conocido como Tridngulos de Pascal, como se muestra en las figuras 4 y 5.

(3

Figura 5: Tridngulo de Pascal

Propiedades importantes del triangulo de Pascal:

= Cada fila comienza y termina con 1.

= El tridngulo de Pascal es simétrico con respecto a una linea vertical que pasa por el
medio.

= Cualquier nimero interior en cada fila es la suma de los niimeros inmediatamente a su
izquierda y derecha en la fila anterior. Esto es asi en virtud de la identidad de Pascal.

= La suma de los nimeros en cualquier fila es una potencia de 2.
El siguiente teorema muestra como se pueden usar los coeficientes binomiales, para encontrar
expansién del binomio (z + y)".

Teorema 1.17. (Teorema del binomio) Sean = e y cualquier nimero real, y n cualquier
entero no negativo. Entonces:

(x+y)" = io (:) "y
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Demostracion.

Por principio de induccién matemaética:

= Caso base:

Cuando n = 0, tenemos:

(z+y)°=1 y

0
0
Z ( )l,Oryr _ $0y0 -1
r

r=0
Se cumple que ambas expresiones son iguales y por lo tanto, se cumple el caso base.

= Hipotesis inductiva:

Sea k un entero positivo, asumimos que se cumple:
[k
k _ k—r_r
=3 (e
r=0
= Prueba inductiva: veamos que se cumple paran =k + 1 :

x4+ = (z+9) (= +y)

I
(]~
=
8
e
=
<
-

k k k+1—r, r k+1 k+1
() CE e ()

k+1 k+1
+ )xk—i-l—r‘y?” + ( + )yk+l por Teorema 1.16
-

k k
+1 k+1 k k+1—r, 7 k k+1—r, r k+1 k+1
159 LD S ESureD 91 () Ea (S

Por lo tanto, segtn el principio de inducciéon matematica, la férmula es verdadera para
todon > 0. [ |
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Se deduce del teorema del binomio que los coeficientes binomiales en la expansién de (z+y)"
son los diversos nimeros en la fila n del triangulo de Pascal.

Corolario 1.4. Identidades binomiales
n_ — (n i RV — (n q\ind
(1+2) —Z(Z)m y  (1—a2)"= <@)< 1)z
=0 0
para n > 0.

Demostracion.

Para la primera féormula es una aplicacion directa de el Teorema del binomio, tomemos a
r =1y ay=x, entonces:

(14+x)" = Z (n) 1"y Por Teorema del binomio
=0

i
n n . .
22(,).%1 ya que 1"7" = 1.
im0\
Para la segunda férmula utilizamos la primera

(1 —2)" =1+ (-2))"

I
S|
VR
<. 3
~_—
|
=
<

1=0

Corolario 1.5. La suma de los coeficientes binomiales pares es igual a la del binomio de

coeficiente impar, es decir:
[n/2] n [n/2] n
2 (22) =2 (2z‘+1)‘

=0 i=0
La suma de los coeficientes binomiales pares es igual a la del binomio de coeficiente impar.
Para la prueba de este corolario usamos el siguiente lema.
Lema 1.3. Suma de los coeficientes binomiales es:
n
, ?
1=0
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Demostracion.
Por principio de induccion matematica sobre n, tenemos:

= Caso base:

Para n = 0 obtenemos:

Si tomamos n = 1 obtenemos:

3 () () -

Claramente, se cumple para el caso base.

= Hipdtesis inductiva:

Sea k un entero positivo, supongamos que se cumple:
k

s Paso inductivo:

Veamos que se cumple para n = k + 1:

k+1
1

=0

Prueba:
’“i E+1\  (k+1 +z’“: 1), (k+l
=0 ¢ N 0 i=1 z k+1

+

l{.; + k+1 Por identidad de Pascal
7 k+1

)
)2 ()
)

1
k) + (k —(i)_ ) Traslacion de suma de indice
k
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Por lo tanto, la afirmacion se cumple para todo entero positivo n.

A continuacién, probemos primero que la suma de los coeficiente binomiales pares es 2"

Demostracion.

Extendemos la suma de los coeficientes binomiales

()=

7=

[e=]

n n n n n n
1 o = 2"
o (@) ()6 6) () 0)
Sustituyendo x = —1 en el corolario 1.4 primera parte, obtenemos
n - n n
1+ =3 (1)1 =o
i=0

Si lo extendemos tenemos:

Sumando (1) y (2) tenemos:

2<g)+2(g)+g(g +”'+2<2L:/2J>:2n

2l
£(:)-
21
=0
2,
=21 3
<2) 3)

Ahora, veamos que la suma de los coeficientes binomiales impares es:

[n/2]
> (i
(21’ + 1) '

1=0
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Demostracion.

Restando (2) de (1) tenemos:

2(?) +2(g) +2(Z> +...+2<2WZJ +1> — on

[n/2] n
2 ="
> (u7)

1=0

L”ij <2@Z 1) =27 @)

1=0

Por (3) y (4) tenemos que:

n 2n—1
21

n [n/2] n
()= ()

[n/2]
2
i=0

Ln/2]

1.5.3. Numeros de Fibonacci

Surge la pregunta: ;como se relacionan los nimero de Fibonacci con el triangulo de Pascal?
Observamos la Figura 6 y sumamos los nimeros de las diagonales del noreste. Los ntimeros
son 1,1,2,3,5,8,... De hecho, son como el siguiente teorema, descubierto por E. Lucas en

1876[Eduoard Lucas, 1876].

Teorema 1.18. (Férmula de Lucas, 1876). La formula para encontrar el n-ésimo nimero

de Fibonacci por suma de coeficientes binomiales es:

Demostracion.

Teniendo en cuenta que |k| es la funcién menor entero. Por método de induccién fuerte,

tenemos:

» Caso base:

cuando n = 0,

2(7)=()-1-m

por lo que se cumple para el caso base.
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Figura 6: Suma de los nimeros de las diagonales del noreste

» Hipdtesis inductiva:

Sea k + 1 un entero positivo tal que n = k 4+ 1, supongamos que para h un entero
positivo tal que h < k + 1, se cumple:

1)
F, = .
=% ()

= Paso inductivo: probaremos que se cumple paran =k + 2 :
SER
Fk+2 = ; ( i ) .
Separando la prueba para cuando k es par e impar.
1. Caso par: k = 2m
155 125 +3]

Z (k+1—z) > <2m—|—i1—i)

2m+1—1

Mgﬁ

1

> (
> (") ()
> |

(

) yaque [m+1/2] =m

I
o

NE

om—i\  (2m—i
( ;n_ 12) + ( mz, Z)} + (1) identidad de Pascal

Il
—_

(2

> 2;7@_—12') N i:”; (zmi— z) ).
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Si tomamos el cambio j =i—1entoncessit=1=j=0ysiti=m=j=m—1,
entonces:

) Bl TS P Bl e

i=1 i=1 j= i=1

como k = 2m entonces | (k—1)/2| = [(2m)

~

2—1/2] = m—1, sabemos también que

2
|k/2] = [(2m)/2] = |m]| = m, haciendo Z)n = 1, por lo anterior obtenemos:

ml(?m—l—]) [ (2m—z’) (m)]
+ . +
- ) 0
om —1— om — i
)
- J 0 !
b1
k—1—7 k—1
( , ])—l— ( ,l) ya que 2m =k
=0 J i=0 t

= Fy + Fyy1 por hipdtesis inductiva

I |
Mit
MS N"Mg

=]

<.
.

|
—

—

I
Mm
Mz

= Flyo.

2. Caso impar: k=2m-1

i L2m—1+1J

Z <k+1—z) _ i <2m—1i+1—2')

1=0

gk NgE

(2m.— L= Z) + (Qm _,1 B 2)} 4+ 14+ 1. identidad de Pascal
7

Sea 7 =17 — 1entonces, sii=1= j=0tambiénsii =m—1=j=m—2,
entonces:
m—2 m—1 .
2m—2—] 2m —1—1
1 1).
( )+Z( A RO
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como k = 2m — 1 entonces |(k—1)/2| = [(2m —2)/2] = m — 1, sabemos también

que
[k/2] = [2m—1)/2] = [m—1/2] =m — 1,

2m — 1 1 m—1
0 0 \m-1)’
por lo anterior obtenemos:
m—2 m—1 .
2m—2—j m — 2m —1—1 2m —1
Z - + . -
m — — 1 0
<2m 2—]) m1<2m—1—z)
=0
A

R

j=0 =0

haciendo

Il I
_l’_
ingh

—

= Fj + Fiy1 por hipdtesis inductiva

= Fiya.
Por lo tanto, la afirmacién se cumple para todo entero positivo n. ]
Ejemplo 1.2.

155

w3 ()50 0 ()

15

P ()5 (D)0 (@) () rereeom

1=

Podemos usar las férmulas de Binet y Lucas, y el Teorema del binomio en conjunto para
derivar una serie de identidades de Fibonacci y Lucas.

Teorema 1.19. (Lucas) La suma de las n multiplicaciones del n-ésimo coeficiente binomial
con el n-ésimo numero de Fibonacci es:

Xn: (ZL)F = By, 1> 0. (16)

1=0
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Demostracion.

y (?)E = i (?) (O:; : gz) por Teorema 1.10
i=0 =0

1 — (7 i — (n i
-5 (05 ()]

= por el Corolario 1.4

a—p
2n _ Q2n
L 77 g . yvaque of=a+1,ypr=p+1
a—f
= F,. |

Teorema 1.20. Identidad de Binet

n

> (TD(—U’E =(=1)""'F,, n>1

1=0

Demostracion. Por la férmula de Binet

n

Z (?) (—1)'F; = i (?Z) (1)’ (Oi : gz) por Teorema 1.10

- [Z (1) - Z () (—B)"]
_(a- 1); = (Bﬁ - 1)”7 por Corolario 1.4
(_5); — (5—@)" va que a+ § = 1
— (1= o
_ <—1)“‘1(;”§B =5 <)
= (-1 = :g
= (=" 'F,. u

1.6. Triangulo de Hosoya

En 1976, H. Hosoya de la Universidad de Ochanomizu en Tokio [Haruo Hosoya, 1976] in-
trodujo un arreglo triangular, el cual estd muy relacionado con los niimeros de Fibonacci.
Nosotros lo conocemos como el tridngulo de Hosoya. Ademas de que el arreglo es simétrico
sobre la linea vertical a través del medio, las dos diagonales superiores al noreste y sureste
consisten en nimeros de Fibonacci.
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Cada numero interior se puede obtener anadiendo los dos ntimeros anteriores en su diagonal;
por ejemplo, 16 = 8 +8 = 10 + 6.

13 10 8 13

8\ /10
21 13 16 15 15 16 13 21

Figura 7: Tridngulo de Hosoya

1.6.1. Definicién recursiva

Definicion 1.4. La sucesion de Hosoya {H (1, k)},x>1 es definida recursivamente por
H(1,1) = H(2,1) = H(2,2) = H(3,2) = 1,
por otro lado,

H(r,k)=H(r—1,k)+ H(r — 2,k) (17)
H(r,k)=H(r—1,k—1)+H(r—2,k—2) (18)

parar >2 y1l>k>r, donder representa el nimero de fila en el tridngulo de Hosoya y k
representa la posicion de izquierda a derecha de la r-ésima fila.

Definicion 1.5. St P es un punto en el triangulo de Hosoya, entonces existen dos unicos
enteros positivos r y k tal quer > k con P = H(r, k). Llamamos al par (r, k) las coordenadas
rectangulares de el punto P.

En la Figura 8 podemos observar el tridngulo de Hosoya en su representacién H(r, k).
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H(4,1) H(4,2) H(4,3) H(4,4)

Figura 8: Triangulo de Hosoya

Observemos que H(r,1) = H(r—1,1)+ H(r—2,1) donde H(1,1)=1=Fy H(2,1)=1=
F5, de aqui se sigue que H(r,1) = F,. tal como se demuestra en el siguiente resultado.

Proposicion 1.1. Los elementos en la posicion 1 de la r-ésima fila del triangulo de Hosoya
son numeros de Fibonacci, es decir:

H(r,1) = F,
para v > 0.

Demostracion.

Por induccién fuerte sobre r:

» Caso Base:

Cuando r = 1, tenemos:
H(1,1)=1=F).

Claramente, se cumple para el caso base.

= Hipdtesis inductiva:

Sea k un entero positivo tal que r = k, supongamos que para ¢ un entero positivo tal
que ¢ < k, se cumple:
H(i,1) = F;.

s Prueba inductiva:

Veamos que se cumple parar =k +1:

Hk+1,1)=H(k, 1)+ H(k—1,1)
= F+ Fj_1 por hipotesis inductiva

= Fry1.
Por lo tanto, la afirmacion se cumple para todo entero positivo 7. |

De la misma manera H(r,r) = H(r — 1,7) + H(r — 2,r), de aqui que H(r,r) = F, como se
demuestra a continuacion.
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Proposicion 1.2. Los elementos en la posicion v de la fila r-ésima del tridngulo de Hosoya
son numeros de Fibonacci, es decir:

H(r,r)=F,

para r > 0.

Demostracion.

Por induccién fuerte sobre 7:

» Caso Base:

Cuando r = 1, tenemos:
H(1,1)=1=F,.

Claramente, se cumple para el caso base.

= Hipdtesis inductiva:

Sea k un entero positivo tal que r = k, supongamos que para ¢ un entero positivo tal
que i < k, se cumple:
H(i,i) = F.

= Prueba inductiva:
Veamos que se cumple para r =k + 1 :

HE+1,k+1)=H(kk)+Hk—-1,k—-1)
=Fip+ Fi por hipotesis inductiva

= Fk+1-

Por lo tanto, la afirmaciéon se cumple para todo entero positivo r. [ |

Similarmente, podemos mostrar que H(r,2) = H(r,r — 1) = F,_;.

Proposicion 1.3. Los elementos en las posiciones 2 yr — 1 de la r-ésima fila del tridangulo
de Hosoya coinciden y son numeros de Fibonacci, es decir:

H(r,2)=H(r,r—1)=F,_

parar > 2.

Demostracion.

Por induccién fuerte sobre r:

= Caso base:

Cuando r = 2, tenemos:
H(2,2) =1=H(2,1) = F}.

Claramente, se cumple para el caso base.
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= Hipdtesis inductiva:
Sea k un entero positivo tal que r = k, supongamos que para ¢ un entero positivo tal
que ¢ < k, se cumple:
H(i,2)=H(i,i — 1) = F;_;.
= Prueba inductiva:
Veamos que se cumple parar =k + 1:
Hk+1,2)=H(k,2)+ H(k—1,2) por (17)
=F,_ 1+ Fi_o por hipdtesis inductiva
= F.

Para la otra igualdad, tenemos:

Hk+1,k)=H(k,k—1)+H(k—1,k—2) por (18)
=F, 1+ Fj_»o por hipodtesis inductiva
= F}.

Por lo tanto, la afirmaciéon se cumple para todo entero positivo r. [ |

Notemos que aplicando sucesivamente la relacién de recurrencia (17) tenemos:
H(r,k)=H(r—1,k)+ H(r —2,k)
=[H(r—2,k)+ H(r—3,k)]+ H(r —2,k)
=2H(r—2,k)+ H(r —3,k)
=2[H(r —3,k)+ H(r —4,k)]|+ H(r — 3,k)
=3H(r—3,k)+2H(r —4,k)
=FH(r—3,k)+ FsH(r —4,k).

Continuando de esta manera, conseguimos una relacién mds cercana entre H(r, k) y los
ntimeros de Fibonacci:

H(r k)= F,H(r—n,k)+ F,H(r —n—1,k) (19)

donde 1 <n <r —k — 1. Su demostracion la encontramos en el siguiente resultado.

Teorema 1.21. La relacion entre el triangulo de Hosoya y los niumeros de Fibonacci esta
dada por:
H(rk)=F,WH(r—n,k)+ F,H(r —n—1,k)

para 1 <n<r—Fk—1.

Demostracion.

Sea r y k enteros positivos fijos, por principio de inducciéon matematica sobre n, tenemos:
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» Caso Base:
Paran=1

H(r,k)=FH(r —1,k)+ F1H(r —2,k)
=H(r—1Lk)+H(r—2,k) yaque F; = F,=1.

Entonces por relacién de recurrencia (17) claramente, se cumple.

= Hipdtesis inductiva:

Sea m un entero positivo arbitrario, supongamos que se cumple:
H(r k)= FpaH(r—m,k)+ Fp,H(r —m—1,k)
paral<m<r—k—1.
= Prueba:

Veamos que se cumple para n = m + 1:

FoyoH(r—m—1,k)+ FpnH(r —m—2,k)

= Fpia[H(r —m,k) — H(r —m — 2,k)| + Fp1 H(r —m —2,k)  por (17)

= F2H(r —myk) — FryoH(r —m —2,k) + Fpn H(r —m — 2, k)

=(Fn+ Fpi1)H(r —m,k) — FyoH(r —m — 2k) + Fp 1 H(r —m — 2, k)
=F,H(r—m,k)+ Fp 1 H(r —m,k) — FppoH(r —m —2k) + Fpp1 H(r — m — 2, k)
=F.,H(r—m—-—1Lk) + (Fp+ Fpny1))Hr —m —2k) + Fpn H(r —myk) — FrpoH(r — m — 2, k)
=F,H(r—m—1,k)+ FpoH(r—m—2,k) + Fp 1 H(r —m,k) — Fpo o H(r —m — 2, k)
=F,H(r—m-—1k)+ Fpt1H(r —m,k)

= H(r,k), por hipdtesis inductiva.

Por lo tanto, la afirmacién se cumple para todo entero positivo n. |

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos:

Corolario 1.6. Cualquier entrada en el tridngulo de Hosoya es producto de dos nimeros de
Fibonacct, es decir:

H(’/’, k?) == FkFr—k—H (20)
donde 1 < k<ryr>2.

Demostracion.
Si tomamos n =r — k — 1 en el Teorema (1.21), entonces se cumple:
H(r,k)=F,_yH(k+1,k)+ F,_x_1H(k, k)
=F,_yFy+ F._;_1F, por Proposicién (1.2) y (1.3)

= Fk:(Fr—k + Fr—k—l)
— BuFy . n
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Ejemplo 1.3.

H(3,2)=3=1-3=KF y H(6,3) =6=2-3=FF,.
En el siguiente resultado mostraremos que H(r,k) = H(r,r — k + 1), haciendo uso de la
relacién de recurrencia (17).

Teorema 1.22. En la fila r-ésima los elementos en las posiciones k yr — k + 1 coinciden,
es decir:
H(r,k)=H(r,r—k+1)

donde 1 < k<ryr>2.

Demostracion.

H(r,k)=H(r—1,k)+ H(r —2,k) por (17)
= FyFri 1 + FoFo—o_py1 por (20)
= b+ Pl
= Fu(Fop+ Fop1)
= Fx(F,_ky1) por relacion de recurrencia de Fibonacci

= Fr k1 by
=H(r,r—k+1). |
Como consecuencia del teorema anterior, tenemos:

Corolario 1.7. En el tridngulo de Hosoya los niumeros a lo largo de la linea vertical a través
del medio son cuadrados de Fibonacci, es decir:

H2m+1,m+1)=F2,,

para m > 0.

Demostracion.
Como H(r,k) = H(r,r — k + 1) se sigue de (20) que:
H(r,k)=H(r,r—k+1) = F.Fr_pq1.
Si tomamos 7 =2m + 1y k=m+ 1 en el Teorema (1.22). Entonces (20) nos da que:

H2m+1,m+1) = FopFomii-m-111

= m+1Fm+1

2
- Fm+1‘

Asi H(2m + 1,m + 1) es cuadrado de un ntmero de Fibonacci. |
Ejemplo 1.4. Para ejemplificar el resultado anterior, tenemos:

H(9,5)=25=F; y H(11,6) =64 = Fj.
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1.6.2. Relacién entre H(r. k) y L,.

Teorema 1.23. La relacion que existe entre H(r, k) y L, esta dada por:

Lot — (—1)*(Ly o41)

H(r k) = E

para 1 < k<ryr>2.

Demostracion.

Primero recordemos que:

1++5 ﬁ—l_
2 Y T

ya que son las rafces de la ecuacién cuadratica 2> — z — 1 = 0. Entonces, tenemos:

()

=5.

=

o =

Ahora usando la ecuacién (20) y las férmulas de Binet, podemos calcular H(r, k) usando los
numeros de Lucas:
H<T7 k) - FkFr—k-‘rl
Oék o ﬁkz ar—k’—i—l _ Br—k’—i-l

por féormula de Binet

a—p a—p
(ak o /Bk)(aT‘*]%l’l _ 6r—k+1)
(a —pB)?
k _ pk r—k+1 _ pr—k+1
:<a B)(QE) 6 ) yaque(oz—ﬁ)2=5
ar-l—l o akﬁr—k—i—l o ﬂka’r—k—&-l + 57‘+1
- 5
B a?‘-l—l + Br—i—l _ OékﬁT_k—H _ Bkar—k—i-l
B 5
B Lr+1 o (aﬁ)k(ﬂr—wwl + ar—2k+1)
B 5
Loy — (=1)*(L,_
= ( 5) (Ly—241) ya que aff = —1
Lo = ()M (L)
5)

Por lo tanto, tenemos que la relacién que existe entre H(r, k) y L, es:

Ly = (=1)"(Ly_gp41)
3 .

H(r k) =
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Ejemplo 1.5. Podemos ejemplificar este resultado, tal como se muestra a continuacion. Si
tomamos r =10 y k = 3:

Ly — (—1)%Ls 199 +11

5 5

42 = H(10,3).

1.6.3. Rombo magico

Observe que el tridngulo de Hosoya fue construido usando cuatro condiciones iniciales, es
decir, cuatro unos, y forman un rombo. Ahora es natural preguntarse si los rombos dentro del
tridangulo de Hosoya cumplen alguna propiedad interesante. Para resolver esta interrogante,
veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.6. Consideremos el rombo de la Figura 9, donde las letras desde la A hasta la H
representan los numeros 4,6,6,9,5,25,5 y 1, respectivamente.

R

F

Figura 9: Rombo méagico

Entonces se cumple que:

F=A+B+C+D E=C+D-A-B
H=A+D-B-C G=B+D-A-C.

o1



En el siguiente resultado se muestra que a partir de cualquier rombo con vértices
H(r k), H(r—1,k—-1), H(r—2,k—1) y H(r—1,k)
se puede generar al rombo méas pequeno que lo contiene y que tiene la misma posicién.

Teorema 1.24. Consideremos un rombo con vértices H(r, k), H(r—1,k—1), H(r—2,k—1) y
H(r—1,k), los vértices del rombo mds pequeno que lo contiene y que tiene la misma posicion
se generan de la siguiente manera:

Hr—-1,k—-2)=H(r—1k)+H(r,k)—H(r—2,k—1)—H(r—1,k—1), (21)

Hr+2k+1)=H(r—-2k—1)+Hr—-1,k—1)+H(r—1,k)+ H(r k), (22)

Hr—-1k+1)=H(r—-1,k—1)+H(r,k)—H(r—2,k—1)— H(r —1,k), (23)

Hr—-4k—-2)=H(r—2k—1)+H(r,k)—H(r—1,k—1)— H(r — 1, k). (24)
Demostracion.

A lo largo de esta demostracion haremos uso de la relacion de recurrencia de Fibonacci y la
identidad (20).
Para la férmula (21), consideremos:
H(r—1,k)+H(r,k)—H(r—2k—1)—H(r—1,k—1)
= Fp B+ FoFrin — Fron Foojn — Fe—  Fo—p - por (20)
= Fo 1 (Fy — Fi1) + Foop(Fy — Fr—)
= (Fy — Firm1)(Freps1 + Frog)
= FjoF, ;1o por relacién de recurrencia de Fibonacci
=H(r—1,k—2).

Su representacion grafica es:

B¢

Para la férmula (22), consideremos:
Hr—2k—1)4+H(r—-1,k=1)+H(r—1,k)+ H(r k)
=F B+ Fe Frcp + FuFo + FRF_j por (20)
= Fr i1 (Foo1 + Fi) + Foop(Fo + F)
= (Fre1 + Fi)(Frokr + Frog)
= Fy1F, 1o por relacion de recurrencia de Flibonacci
= H(r+2,k+1).

52



Su representacion grafica es:

Para la férmula (23), consideremos:

Hr—1,k—-1)+H(rk)—H(r—2k—1)—H(r—1,k)
= Fy 1 Fop1 + Fo o — By Fry, — FiF— por (20)
= Fopp1(Fro1 + Fi) — Fop(Fim1 + Fy)

= (Fr—1 + Fi) (Frp1 — Froi)

= Fy1F_p_1 por relacion de recurrencia de Fibonacci
=H(r—1,k+1).

Su representaciéon grafica es:

Para la férmula (24), consideremos:

Hr—2k—-1)+H(rk)—H(r—-1,k—1)—H(r—1,k)
= Fy 1 Frp+ FyFojo1 — Fy1 Fr_jpp1 — FiFo— por (20)
= —Fpa(Froppr — Froi) + Fo(Fr—pyr — Frp)

= (Frkr1 — Froi) (Fr — Fim1)

= F,_,_1F,_5 por relaciéon de recurrencia de Fibonacci
=H(r—4,k—2).
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Su representacion grafica es:
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Capitulo 2

2. Propiedades del MCD en el triAngulo de Hosoya

La estrella de David es una configuracién de seis puntos que forman dos tridngulos en el
triangulo de Pascal. Esta configuracion posee ciertas propiedades del MC'D que pueden ser
generalizadas al triangulo de Hosoya, como por ejemplo: se cumple que el producto de todos
los puntos en una estrella de David de longitud dos en el tridngulo de Pascal forma un
cuadrado perfecto, y el MC'D de cada triangulo de la estrella de David de longitud dos en el
triangulo de Pascal da el mismo ntmero. Estas dos propiedades se denominan propiedades
de producto y del MC D, respectivamente.

Iniciaremos probando una serie de propiedades del MCD que seran de gran utilidad en el
transcurso de este capitulo, también se introducira El tridngulo generalizado de Hosoya, el
cual es un arreglo triangular donde cada entrada se puede ver como producto de dos niimeros
generalizados de Fibonacci.

También probaremos que se cumple la propiedad del MC'D y la propiedad del producto en
la estrella de David, ademas probaremos que ambas son ciertas para cualquier estrella de
David de longitud dos en el triangulo de Hosoya.

Finalizaremos dando condiciones necesarias y suficientes para que la estrella de David de
longitud tres en el tridngulo generalizado de Hosoya, satisfaga la propiedad del MCD, para
esto introduciremos nuevas propiedades de modularidad de los niimeros generalizados de
Fibonacci.

2.1. Sistema de coordenadas del triAngulo de Hosoya

Esta seccion introduce un nuevo concepto dentro del tridngulo que hace referencia a como
podemos navegar dentro del triangulo, proporciona coordenadas tal que podemos conocer el
numero solo por su posicion.

Primero recordemos que la sucesién de Hosoya {H (7, k) }, x>1 es definida recursivamente por:
H(1,1)=H(2,1)=H(2,2)=H(3,2) =1
H(r,k)=H(r—1,k)+ H(r —2,k)
H(rk)=H(r—1,k—1)+H(r—2,k—2).
Parar >2y 1>k >r.

Podemos distinguir entre diagonal (slash diagonals) y diagonal invertida (backslash diago-
nals). Escribimos S(F.) y B(Fs) para referirnos a la diagonal y la diagonal invertida respec-
tivamente como se observa en la Figura 10.
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Figura 10: Diagonal S(F}) y diagonal invertida B(F})

Ahora definamos lo anterior formalmente.
Definicion 2.1. Sean r y s enteros positivos.

1. Llamaremos diagonal a la sucesion de coordenadas del tridngulo que se encuentran en
la diagonal r, y se escribe como:

S(F,)={H(r+i—1,r)}2

i=1"

2. Llamaremos diagonal invertida a la sucesion de coordenadas del tridngulo que se en-
cuentran en la diagonal invertida s, y se escribe como:

B(F,) ={H(s+1i—1,i)}3,.
En consecuencia de esta definicion y del Corolario 1.6 obtenemos el siguiente lema.

Lema 2.1. La diagonal y la diagonal invertida pueden ser escritas de la siguiente manera:

S(F)={FFlicN}  B(F)={EFEJicN}.

Demostracion.
S(F.)={H(r+i—1,7)}2, por definicién 2.1
={F.F,yi-1_41]i € N} por colorario 1.6
= {F,F;li € N}.
Similarmente

B(Fs) ={H(s+1i—1,i)};2, por definicién 2.1
= {F;Fsyi—1-i+1|t € N} por colorario 1.6
= {F;F,|i € N}. |
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Teorema 2.1. La interseccion de la diagonal de F, y la diagonal invertida de F, es el
producto de dichos Fibonaccis, es decir:

B(F,) N S(F,) = F,F,.

Demostracion.

B(Fs)NS(F)={H(s+i— 1,0}, Nn{H(r+i—1,r)}2,
= {F,Fi|i e N} n{F,F;|i € N} Por lema 2.1
= {F,F,}. |

Lo comprobamos con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1. Sea s =5 yr =4 y sustituyendo en la formula anterior, obtenemos:

B(Fs) N S(Fy) = 15 = (5)(3) = F3Fy.

La Definicion 1.5 nos da un sistema de coordenadas conveniente para el triangulo de Hosoya.
El Corolario 1.6 prueba que cada entrada del tridngulo puede ser escrita como el producto
de dos nimeros de Fibonacci, si sustituimos esto en el tridngulo de Hosoya obtenemos:

By
Fi I 1
FiF3 1373 Fy
By Fy FyFs F3Fy FyFy
IV FyFy FsF3 Fy I F5 1y

Figura 11: Triangulo de Hosoya

Del Teorema 2.1 y el Corolario 1.6 nos da una idea de como relacionar los puntos del triangulo
de Hosoya con coordenadas.

Definicion 2.2. Si P es un punto del triangulo de Hosoya, entonces existen dos niumeros
de Fibonacci F, y F, tal que si P € B(F,,) N S(F,), entonces P = F,,F,, y diremos que P
corresponde a un par (m,n), y este par es llamado coordenadas diagonales.

Notemos que por el Corolario 1.6 podemos cambiar de coordenadas rectangulares a coorde-
nadas diagonales y vice-versa.

2.2. Estrella de David

Definicion 2.3. El algoritmo de Fuclides.
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Sea a y b dos enteros positivos, con a > b. Sia = b, entonces med(a,b) = a, asumimos a > b.
(si no es cierto, simplemente los intercambiamos). Sea ro = b. Si aplicamos sucesivamente el
algoritmo de la diwvision, obtenemos la siguiente sucesion de ecuaciones:

a=qoro+r1 0<r <rg
ro=qri+ry 0<ry<nr

1 =qr2+13 0< 13 <19

Continuando ast, tenemos la siquiente sucesion de residuos:
b:T0>7”1>7°2>7"3>"'20

ya que los residuos son no negativos, y se van haciendo mas pequenos, esta sucesion even-
tualmente terminara con r, = 0. Ast, las dos ultimas ecuaciones en el procedimiento anterior
serian:

Tn—2 = qn-1Tn-1 + Tn 0<r, <rp—1

Tn—1 = qnTn.
Definicion 2.4. Mdximo comun divisor.
Un nimero entero positivo d se llama mdzimo comin divisor (med(a,b)) de los nimeros

enteros a y b cuando:

1. d es el divisor comiun de a y b.

2. d es diwsible por cualquier otro divisor comun de a y b.
El siguiente teorema muestra que el med(a,b) = mced(a,r9) = med(rg, 1) = med(ry, 7)) =
-+ =med(r,_1,r,), el dltimo residuo distinto de cero.
Teorema 2.2. Sean a y b dos enteros positivos, y r el residuo, cuando a se divide por b.
Entonces med(a,b) = med(b, ).
Demostracion.

Sea d = med(a,b) y d = med(b,r). Para probar que d = d’ es suficiente probar que d|d’ y
d'|d. Por el algoritmo de la divisién, sabemos que existe un unico cociente ¢ tal que:

a=bq+r. (25)

Para probar que d|d" : Ya que d = mcd(a, b) tenemos que d|a y d|b, entonces d|bg por lo cual
podemos asegurar que d|(a —bq) = d|r por (25). Luego, d|by d|r, entonces d| med(b, r); esto
es d|d'.

Similarmente se muestra que d'|d. Por lo que podemos concluir que d = d'.

. mcd(a,b) = med(b, ). |

o8



Teorema 2.3. Sean m,n enteros positivos, entonces se cumple lo siguiente:

Fm+n = Fm—an+Fan+1-

Demostracion.

Por induccién fuerte tenemos:

= Caso base:

Cuando n = 1, tenemos:

Fm+1 =Fna+ Fy
=F,1x1+F,x1
=F, 1F\+ F,F
=Fn1F,+ F,.Fh.

Sin=2:

Foie = Fpp1 + Fy,
=F,1+ .+ F,
=F, 1 x1+F, x2
= Fn 1k + F,F
= Fpy 1 Fy+ FpFpiy.

Por lo tanto, se cumple para el caso base.

= Hipotesis inductiva:

Sea k un entero positivo tal que n = k, supongamos que para ¢ un entero positivo tal
que 1 <1 < k, se cumple:

Foyi=Fn a1 Fi+ F,Fi.

= Paso inductivo: probar que se cumple para n =k + 1

Foiierr = Foge + Frge
=By + Fp By + Fy1 Fy— + F ), por hipétesis inductiva
= Fo1(Fy + Fy1) + Fo(Fre1 + Fy)  por definicién recursiva
= Fp1Fe1 + FoFiya.

Por lo tanto, la afirmacion se cumple para todo entero positivo n. |

Lema 2.2. Sean m,n enteros positivos, entonces se cumple lo siguiente:

Fou|Frn-
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Demostracion. Por induccion fuerte;

= Caso base: Cuando n =1 y es claro que Fm|Fm(1) se cumple.

» Hipdtesis inductiva: asumamos que es cierto para todos los enteros desde 1 hasta k,
donde k > 1: F,,|F,,,; para cada i, donde 1 <i < k.

= Paso inductivo:
Probar que Fy,|Fpk41)-
Por teorema 2.3 tenemos:
Fm(k—l—l) = ka+m = Fok—1bm + ka:Ferl'
Por hipétesis inductiva tenemos que F,|Fnp—1 Y Fin|Fpr ¥ entonces Fop|Fpgg1). B

Lema 2.3. Sean q,n enteros positivos, entonces Fy,_1 y F,, son coprimos, es decir:

med(Fy,-1, F,) = 1.

Demostracion.

Sead d = mcd(F,_1, F,,). Entonces d|Fy,_; vy d|F, y ya que F,|F,, por lema 2.2. Entonces
d|Fyn—1y d|Fyn, pero med(Fy,—1, F,,) = 1 por corolario 1.2 esto implica que d = 1 y por lo

tanto, el med(Fy,_1, F,) = 1. [ |
Lema 2.4. Sean a,b y c enteros positivos y si med(a,b) = 1 entonces med(ac,b) =
med(c, b).

Demostracion.

Sea d = med(c,b) y d' = med(ac, b).

Sabemos que podemos expresar el med como una combinacién lineal y por tanto tenemos:
d=cri+by, d=acry+by, ax+by=1.

Probemos que d'|d multipliquemos a az + by = 1 por d obtenemos:

dlax +by =1) = axd+ bdy = d
= ax(cry +byy) + bdy = d  sustituyendo d
= ac(xzy) + blazy, + dy) = d.

Ya que d’ divide cualquier combinacién lineal de ac y b, entonces d’|d. De manera similar
probamos que d|d’, multiplicando a ax + by = 1 por d’ obtenemos:

d'(ax 4+ by = 1) = axd + bdy = d’
= az(acxy + bys) + bd'y = d' sustituyendo d
= c(a’zxy) + blazy, +d'y) = d.

Ya que d divide cualquier combinacién lineal de ¢ y b, entonces d|d’. Por tanto d = d'. [ |
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Lema 2.5. Sea m = qn + r, entonces med(F,,, F,)) = med(F,, F).).

Demostracion.

mcd(F,,, F,) = med(Fy4r, F),) por Teorema 2.3
= mcd(Fqn_lFr + Fanr+17 Fn)

Ahora, sabemos que F,|F,, por Lema 2.2, y ya que F,|F,,, entonces F,, se puede expre-
sar como una combinacién lineal de F,,, entonces nos queda med(Fy,—1 F, + Fy Friq, F,) =
med(F,1 F, + (F,x+7)Frqq, F,), donde z es un entero positivo y 7 el residuo y por propie-
dades del med sabemos que el med(a, b) es igual al med de a mas cualquier combinacion de b
con b, aplicando esto obtenemos que med(F,_1F, + (F,x +7)F, 11, F,) = med(Fy,_1 F,, F},)
y luego:

mced(Fy,1F, + F Foqq, F,) = med(F,—1 F,, F,,) por Lema 2.3 y Lema 2.4
=mcd(F,, F,). |

Teorema 2.4. Sean m,n enteros positivos entonces med(F,,, F,,) = Fonedtm,n)-

Demostracion.

Sin perdida de generalidad tomamos m > n y por el algoritmo de Euclides tomamos a m
como el dividendo y a n como el divisor, obtenemos:

m=qgmn+r; 0<r <nry
n=qri+r, 0<ro<n

Ty =qor2+13 0< 13 <719

Tn—2 = Qn-1Tn—1 1+ Ty 0 < Tn < Tp-1

Tn-1 = QnTn + 0.

Por Lema 2.5 obtenemos: med(F,,, F,,) = med(F,, F,,) = mcd(F,,, F,,) = ... =mcd(F,,_,, F.,).
Pero r,|r,_1 entonces F,. |F,. | por lema 2.2. Entonces, med(F,, ., F,. )= F, y por tanto,
mcd(F,,, F,,) = F,,, pero el algoritmo de Euclides dice que med(m,n) = r, y sustituyendo
esto obtenemos med(F,,, F,) = Fy., = Ficd(m,n)- [ ]

Definicion 2.5. La estrella de David es una configuracion de 6 puntos en el triangulo de
Hosoya formada por dos tridngulos con vértices aq,as,az y b1, bs, by como se observa en la
Figura 12.

61



b3

al e » (L2
C
[ ]

b ¢ ® by
as

Figura 12: Estrella de David (a) y (b)

Donde sus coordenadas en el triangulo de Hosoya son:

Para la figura 12 (a) tenemos:
ar = H(r, k) as=H(r+2,k+1)
by =H(r,k+1). by =H(r+2,k+2)
Por lo anterior podemos deducir que
c=F k1P
Para la figura 12 (b) tenemos:
a; = H(r, k) as=H(r,k+1)
bp=H(r+2,k+1) by=H(r+2,k+2)
Por lo anterior podemos deducir que

c=F_pr1Fpp.

as=H(r+1,k+2)
bng(T+1,k)

CL3:H(7’+3,1€+2)
bng(T—l,k).

Ejemplo 2.2. Si tomamos a1 = H(4,2) en la figura 12(a) se obtiene los siguientes puntos
a9 = H(6,3),6L3 = H(5,4) Yy b1 = H(4,3),b2 = H(6,4), bg = H(5,2)
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2 1 2
3 2 2
> 3 3
8 Y 6 6
13 8 10 9 10
21 13 16 15 15
34 21 26 24 25 24

16

b
8

8 13
13

26 21

21

34

Ejemplo 2.3. Si tomamos a1 = H(4,2) en la figura 12(b) se obtiene los siguientes puntos
a9 = H(4,3),CL3 = H(7,4) Yy bl = H(6,3),bQ = H(6,4>, bg = H(3,2)

1 1
2 1 2
3 2 2
5 3 3
8 B} 6 6
13 8 10 9 10
21 13 16 15 15
34 21 26 24 25 24

Lema 2.6. Propiedad de multiplicacion del mcd.

16

5
8

8 13
13

26 21

Sia yb son co-primos entonces med(ab, ¢) = med(a, c) med(b, c).
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Demostracion.

mcd(a, c) med(b, ) =

=

cd(mced(a, c)b,med(a, ¢)c) ley distributiva

= mcd(mcd(ab, bc), med(ac, cc)) ley distributiva

(
(

= mcd(ab, be, ac, cc)  ley asociativa

= mcd(ab, med(a, b, c)c) ley asociativa y distributiva
(

= mcd(ab, med(med(a, b), c)c) ya que med(a,b) =1
= mcd(ab, ¢). [

Proposicion 2.1. Sean a,b,c y d enteros positivos.

1. Si med(a,b) =1 y med(c,d) =1 entonces
med(ab, cd) = med(a, c) med(a, d) med(b, c) med(b, d).
2. Si med(a,c) = med(b,d) = 1 entonces
med(ab, cd) = med(a, d) med(b, c).

Demostracion.
Prueba de (1).

Tenemos mcd(ab, cd), y ya que med(a, b) = 1y por Corolario 2.6 tenemos que mcd(ab, cd) =
mcd(a, cd) med(b, cd).

Ahora ya que mcd(c,d) = 1 y aplicando el Corolario 2.6 obtenemos:

mcd(a, cd) = med(ed, a) = med(c, a) med(d, a)
mcd(b, cd) = med(cd, b) = med(c, b) med(d, b).

Por tanto, tenemos que:

mcd(ab, cd) = med(a, ¢) med(a, d) med (b, ¢) med (b, d).

Prueba de (2).

Sea dy = mcd(a,d), dy = med(b, ¢) y = med(ab, cd).

De lo anterior obtenemos que di|a y di|d, también que ds|b y do|c y sin olvidar que z|ab y
x|cd.

Ahora, es facil ver que dyds|ab y dids|ed y por tanto x|dyds.

Luego si © = 1, esta claro que z|d;ds. Asumimos que x > 2.

Por el teorema fundamental de aritmética sabemos que xz = pi'p5*...p;" se descompone en
primos. Consideremos una potencia prima de p” que divide a x con r > 1. Entonces, p"|ab
y p'led y ya que el med(a, c) = med(b,d) = 1 es facil ver que cualquier p"la y p"|d o p"|by
p"|c. Entonces p"|d; o p"|ds. Por lo tanto p"|d;ds.

71,72

El argumento anterior prueba que p;'|d1dy para cada ¢ € {1,...,n}. Ya que pi'ps*...p;" son
primos relativos, (pi'ps?...p0")|dids. Es decir, x|dids. Por tanto z = dyds. |
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2.3. Propiedades que se generalizan del triangulo de Pascal al
triangulo de Hosoya

En el articulo A proof Gould’s Pascal hexagon congeture de Hillman y Hogatt, probaron que
la configuracién de puntos que se muestra en la Figura 12(a) también esté en el tridngulo de
Pascal, y cumple que el med(ay, as, az) = med(by, by, b3). Esto es llamado la propiedad del
mcd de la estrella de David. Sin embargo, esta propiedad no es cierta para la configuracion
de puntos en la figura 12(b). Como contraejemplo, podriamos escoger

3 6
Ao = Ao =
7 \2) T?T\3

5

3

by =

a; =

N Ol— W

by =
En esta seccién probaremos que el med(aq, ag, az) = med(by, by, b3) = 1, para la configuracién
de puntos mostrada en la figura 12 en el tridngulo de Hosoya.
Lema 2.7. Sean m,n enteros positivos tal que |m —n| = d y el med(m,n) = k, entonces

k|d.

Demostracion.

Ya que |m,n| = d entonces SPDG tomamos m > n entonces m = n + d.

mecd(m,n) = med(n + d,n)
=mcd(d,n) por propiedad lineal del med

ya que k = med(m,n) entonces k = med(d,n) y por lo tanto k|d y k|n. |

Esto quiere decir que si m y n estédn a distancia d, el med(m,n) serd algin divisor de d.

Lema 2.8. Sea m,n,s yt enteros positivos. Si |m —n| <2 y|s —t| <2, entonces

1. med(F,,, F,) =1
2. mCd(FmF57 FnE) = mCd(Fm7 E) mCd(Fsa Fn) - chd(m,t)chd(n,s)-

Demostracion.

La prueba de la parte 1: ya que el med(m,n) < 2 y aplicando el lema 2.7 tenemos que el
mcd(m,n) = i donde i|2 y por el teorema 2.4 implica que med(F,,, F},) = Fied(mm) = Fi = 1
ya que i € {1,2}.

La pueba de la parte 2: por parte 1 tenemos que med(F;, Fs) = med(F,,, F,,) = 1. Esto y la
proposicion 2.1 parte 2, se sabe que:

med(F, F,, F,F,) = med(F,,, F;) med(F,, F,)

= L'med(m,t) chd(s,n) . u
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Teorema 2.5. Si aq,as, a3 y by, ba, bs son los vértices de los dos triangulos de la Estrella de
David en el tridngulo de Hosoya con ¢ como su punto interior, entonces

1. a1a20a3 = blbgbg

2. med(ay, as,a3) = med(by, be,b3) =1

3. med(ay,by) med(by, az) = c.

Demostracion.
Estda demostracion se hara para las dos configuraciones de puntos de la figura 12.

Primero probemos para la figura 12 (a).

= Queremos ajasaz = bibybs, por definicion de la estrella de David y aplicando el corolario
1.6 tenemos:
ajasas = H(ryk)H(r + 2,k + 1)H(r + 1,k + 2)
= (FpFr 1) (P Frmpy2) (P2 i) por Corolario 1.6
= (Fr1 Fri) (P2 Fr 1) (FRF_py2)  ley conmutativa
=H(r,k+1)H(r +2,k+2)H(r +1,k) por Corolario 1.6
= b1bobs.

» Queremos mcd(ay, ag, az) = med(by, by, bs) = 1, probemos primero med(ay, ag, as) =
1.

mcd(aq, az, az) = med(FiF_pi1, 1 Frkro, FryoFrg)
= mcd(med(FpFy i1, Frr1Fr—ki2), FrioFr—) por ley asociativa.

Sitomamosam =k, s=r—k+1,n=k+1yt=r—k+ 2 vemos que se cumplen
las condiciones del Lema 2.8 y por la parte 2 tenemos:

med(FyFr i1, Fr Fropy2) = med(Fy, Fr_pyo) med(Fr_jq1, Figr)

= Fumecd(k,r—k+2) Fmed(r—k+1,5+1) por Teorema 2.4.
Entonces,
mCd(mCd(FkFr7k+17 Fk+1Frfk+2>7 Fk+2Frfk) = mCd<chd(k,r—k+2)chd(r—k+1,k+1)7 Fk+2Frfk)-

Queremos que el med(Fed(k,r—k+2)s Frr2) = med(Fmed(r—k+1,k+1); Fr—k) = 1 para po-
der aplicar la Proposicion 2.1.

Ahora si tomamos el med(Fimecd(k,r—k+2)> Fit2) = Fmed(kr—k+2,k+2)- Notemos que |k —
(k+2)| <2 por Lema 2.7 entonces med(k, k + 2) = ¢, donde |2 y esto implica que el
mcd(k, 7 — k+2,k+2) =iy por lo tanto

Frcd(kr—ki2,k+2) = Fi =1, ya que i € {1,2}.
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Ahora si tomamos el

mCd(chd(rle»l,kJrl)a Fr—k) = chd(rkarl,kJrl,rfk) =F =1

Ya que |[r—k+1—r+k| =1, por Lema 2.8 parte 1 entonces med(r —k+1,7+k) = 1,
esto implica que med(r —k+ 1,k +1,r — k) = 1.

Por Proposicion 2.1 parte 2 tenemos:
mcd(ay, az, az) = med(Fmed(b,r—k+2) Fmed(r—k+1,541)> Frr2Fr—)
= mCd(chd(k,r—k+2)7 Fr7k> mCd(chd(r—k—i-l,k—l—l); Fk+2)

= Fmcd(ky—kt2,r—k) Fmed(r—k+1,k+1,k+2) Por Lema 2.8
= F\F}
= 1.

Ahora falta ver que el med(by, b, b3) = 1.
mcd(by, by, b3) = med(Fyy1 Frg, FrgpoFropg1, FeFr_ki2)
=mcd(med(Fyi1Fr g, FrioFr_i1), FFr—ri2) por ley asociativa.,

Sitomamosm=k+1,s=r—k,n=k+2yt=r—k+ 1 notemos que se cumplen
las condiciones del Lema 2.8 y por parte 2 tenemos:

mCd(FkJrlFrfka Fk+2Fr7k+1) = mCd<Fk+17 Frkarl) mCd<Frfk7 Fk+2)
= Fmnecd(k+1,r—k+1) Fmed(r—k k+2)-
Entonces,
mcd(med(Fi1 Fp, FrgoFrpg1), FrFr—iy2) = med(Fued(k41,r—k+1) Fmed(r—k kt2)s FuFr—k+2)-
Queremos que el mCd(chd(kJrl,rkarl)a Fy) = mCd<chd(r7k,k+2)a F,_k+2) = 1 para po-
der aplicar la Proposicién 2.1.

Ahora si tomamos el med(Fued(k+1,r—k+1)s Fi) = Fmed(bt1,0—kt1,6)- Ya que [k + 1 —
k| = 1, y por el lema 2.8 parte 1 entonces mcd(k + 1,k) = 1 y esto implica que
mcd(k+ 1,7 — k+ 1,k) = 1. Por lo tanto

Focd(k+1,0—k+1,5) = 1.

Ahora si mCd<chd(r—k,k+2)7 Fr7k+2) = chd(r—k,k+2,r—k+2)- Si |7’ — k- (7” —k + 2)| S 2
por el lema 2.7 entonces med(r — k,r — k + 2) = i, donde i|2 y esto implica que el
mcd(r — k,k+ 2,7 — k+2) =iy por lo tanto

Focd(r—kkt2,r—kt2) = Fi =1, ya que i € {1,2}.
Por Proposicion 2.1 parte 2 tenemos:

mcd(by, by, bs) = med(Fined(kr1,r—k+1) Fmed(r—k k+2)s FrFr—k+2)
= mcd(Fcd(k+1,r—k+1,r—k+2)» Fmed(r—k k+2,k))

= mcd(k+1,r—k+1,r—k+2)chd('r—k,k—l—Q,k)
= F1F; por lema 2.8
= 1.
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» Probemos que el med(ay, by) med(by, as) = ¢, entonces tenemos que:

mCd(ah 52) = mCd(FkFr7k+17 Fk+2Frfk+1)
= F,_pr1med(F, Fyo) por ley distributiva
= Fr_k11Fmed(kk+2) por Teorema 2.4

= F,_p+1 por lema 2.8.

mcd (b, az) = med(Fiq1 Frog, Frp1 Fr—it2)
= Fryymed(F,_g, Fr_pyo) por ley distributiva
= Frp1Fmca(r—kyr—k+2) por Teorema 2.4

= Fiy1 por Lema 2.8.
Entonces mced(a, by) med(by, as) = Fr_jy1Fri1 = c.
Prueba para la configuracién de la Figura 12 (b), tenemos:
= Queremos ajasas = bybabs, por definicion de la estrella de David y aplicando el Corolario

1.6 tenemos:

ajagaz = H(r,k)H(r,k+ 1)H(r + 3,k + 2)
- (FrFr—k-i-l)(Fk—i-lFr—k‘)(Fk+2Fr—k+2)
= (Fk+1Fr—k+2>(Fk+2Fr—k+l)(FkFr—k)
=H(r+2,k+1)H(r+2,k+2)H(r —1,k)
= b1bybs.

» Queremos mcd(aq, ag, az) = med(by, be, b3) = 1, probemos primero mced(ay, ag, az) =
1.
mcd(ay, az, az) = med(FiF i1, Fo Froiy Fiopo Fr—iy2)
= mcd(med(FpFy_gi1, Fri1Fr_k), FrioF,_k12) por ley asociativa.

Sitomamosam =%k, s=r—k+1,n=k+1yt=r—k vemos que se cumplen las
condiciones del Lema 2.8 y por la parte 2 tenemos:

mcd(FFr iy, Fr Frog) = med(Fy, Frop) med(F i1, Fir1) = Fmed(kr—k) Fcd(r—k41,541)
Entonces,
mCd(mCd(FkFr7k+17 Fk+1Frfk): Fk+2Frfk+2) = mCd(chd(k,r—k)chd(r—k—i—l,k—l—l)a Fk+2Frfk)-

Queremos que el med(Fed(k,r—k), Frtr2) = med(Fmedr—k+1,k+1), Fr—k+2) = 1 para po-
der aplicar la Proposicion 2.1.

Ahora si tomamos el med(Fmed(kr—k), Fit2) = Fmed(ker—kk+2)- S1 [k — (K +2)] < 2,
entonces por Lema 2.7 el med(k, k + 2) = ¢, implica que el

mcd(k,r — k,k+2) =i donde 7|2.
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Por tanto Fmed(kr—kkt+2) = Fi = 1 ya que i € {1,2}.

Notemos que el med(Fied(r—k+1,641) Fr—k+2) = Fied(r—k+1,k+1,0—k+2) Y Ya que |r —
k+1—r+k—2| =1, entonces med(r — k + 1,7 — k + 2) = 1, implica que el
mcd(r —k+ 1,k + 1,7 — k+ 2) = 1. Por tanto

chd(r7k+1,k+l,r7k+2) = =1
Por Proposiciéon 2.1 parte 2 tenemos:

mCd(&h asg, a3) = mCd(chd(k,r—k)chd(r—k+1,k+1), Fk+2Frfk+2)
= mCd(chd(k,rfk)a Fr—k+2) mCd(chd(rkarl,kJrl)a Fk+2)
= Fmed(k,r—kr—k+2) Fmed(r—k+1,k+1,k+2)
= F1F; por Lema 2.8
= 1.

De forma similar podemos demostrar que mecd(by, be,b3) = 1, utilizando los mismos
lemas, teoremas y propiedades como en las demostraciones anterior, entonces tenemos:

mcd(by, by, b3) = med(Fyy1 Fr_pyo, FroFrigr, FiFr—i)

= med(med(Fyy1 Fr_py2, FrpoFroki), FiuFr—g)
cd(
(

cd

med(k+1,r—k+1,0—k) Fmed(r—k42,k42,k) -

I
=

chd k+1,r— k+1)chd(r—k+2,k+2)> FkFrfk)

|
=

chd k+1,r—k+1)> Fr—k:) mCd(chd(rkarQ,kJrQ)y Fk)

|
T

Calculando el med(k+ 1,r —k+1,r—k)=1yaque |[r—k+1— (r—k)| =1y por
el Lema 2.8 tenemos que med(r — k + 1,7 — k) = 1.

Elmed(r —k+2,k+2,k) =iyaque |k+2— (k)| <2, entonces el med(k +2,k) =i
donde i|2. Por tanto mecd(by, by, b3) = 1.

» Probemos que el med(aq,by) med(by, as) = ¢, entonces tenemos que:

mcd(ay, by) = med(FiF_pi1, FrpoFrki1)
= F,_pr1med(Fy, Fyyo) por ley distributiva
= Fr_kr1Fmed(kk+2) por Teorema 2.4

= F,_;+1 por Lema 2.8.

mCd(bb GQ) = mCd(Fk+1Fr—k+2> Fk+1Fr—k)
= Fpyymed(F, k.o, Fr_g) por ley distributiva
= FypiFmcd(r—k+2,—k)  por Teorema 2.4

= Fy.1 por Lema 2.8.

Entonces mcd(ay, b)) med(by, az) = Fr_pi1Fpiq = c. [ |
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Proposicion 2.2. Sixy,...,T5 Y Y1,...,Ys son puntos en triangulo de Hosoya como en la
Figura 13, entonces med(xy, xa, 3,24, T5) = med(yr, Y2, Ys, Ya, Ys) = L.

Figura 13: (a) y (b)

Las coordenadas de los z; en la Figura 13 (a) en el tridngulo de Hosoya es:
xy = H(r k) r3=H(r+2,k—1) rs =H(r+3,k+2)
g = H(r k —2). ry=Hr+4,k+1) xe=H(r+1,k+2).

Y las de los y; son:
y1:H<T>k_1) ySZH(T+27k+2) y5:H(T+3>k)
yo = H(r,k+1). ys = H(r+4,k+2) ye = H(r + 1,k — 2).

Las coordenadas de los z; en la Figura 13 (b) en el triangulo de Hosoya es:
xy = H(r k) x3=H(r—2k—3) xs=H(r—3,k—1)
xo = H(r,k —2). xy=H(r—4,k—23) xe=H(r—1,k+1).

Y las de los y; son:

y1=H(r,k—1) ys = H(r —2,k) ys = H(r — 3,k — 3)
yo = H(r,k+ 1) ys = H(r —4,k — 2) ye = H(r — 1,k — 3).
Demostracion.

Dividiremos la prueba para las dos diferentes configuraciones de puntos presentados en la
Figura 13.
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» Probaremos que el med(xy, 29, x3, 14, 75) = 1 de la figura 13 (a).

Aplicando la ley asociativa y el Corolario 1.6 obtenemos:

mcd(z1, 22, 3, 24, x5) = med(med(z1, 22), med(zs, 24), T5)

=med(med(FiFy_pq1, Fr—oFp_pq3), med(Fp_1 Fr_pqa, Frp1 Fr_pqa), FrpoFr_pg2).
Por Lema 2.8 parte 2, tomandoam =k, s=r—k+1,n=k—2yt=r—k+ 3 implica
que
mCd(FkFr—k—i-la Fk—ZFr—k:—i-?)) = chd(k,T‘*k‘+3)FmCd(T‘ka’l,ka)'
Notemos que
mcd(kalFr7k+4, Fk+1Fr7k+4) = Frfk+4 mcd(Fk,l, Fk+1) por ley distributiva
=F k4 por Lema 2.8 parte 1.

Por los pasos anteriores obtenemos:

mcd (21, T2, ¥3, T4, T5) = Med(Fmed(b,r—k+3) Fmed(r—kt1,6—2)s Fr—k—a; FrpoFr—k42)
= mCd(chd(k,rkarB)chd(r7k+1,k72)a FrioFy ko, Fr—k—4)
= mcd(med(Fied(k,r—k+3) Fmed(r—k+1,5—2)s FrroFr—py2), Frok—a).

Si se cumplen las condiciones para la Proposicién 2.1 parte 2, ya que
mcd(k,r —k+3,k+2)=i y med(r—k+1,k—2r—k+2)=1.
donde 7|2, esto implica que
mcd(Fned(kr—k43)s Frtr2) = Frncd(kr—k43,042) = Fi = 1

mcd(Fned(r—k+1,5-2), Fr—kt+2) = Fmed(r—k+1,k—2,—k42) = F1 = 1.

Por Proposicion 2.1 parte 2 implica que:
mcd (Fned(kr—k43) Fmed(r—k+1,k—2), Frr2Fr—kt2) = Fned(b,r—k+3,r—k+2) Fmed(r—k41,k—2,k+2)
= Flchd(r—k+1,k—2,k+2) el med(k,r —k+3,r—k+2)=1
= I'med(r—k+1,k—2,k+2)-
Por tanto tenemos que
mcd(x1, T2, ¥3, T4, T5) = MCd(Fmed(r—k+1,k—2,k+2)> Fr—k+a)
= I'med(r—k+1,k—2,k+2,r—k+4) -
Supongamos que
d=mcd(r—k+1,k—2,k+2,7r—k+4) = mcd(med(k—2,k+2), med(r—k+1,7r—k+4)).
En consecuencia d|mcd(k — 2,k +2) y dlmed(r — k + 1,r — k +4), ya que el |k — 2 —
(k+2)] = 4 y por el Lema 2.7 el med(k — 2,k + 2) = i donde i[4, entonces i € {1,2,4}

ymed(r—k+1,r—k+4) =jyaque|r—k+1—(r—k+4)] = 3 donde j|3, entonces
j € {1,3} tenemos que d|j y d|i, por lo tanto d = 1.

mCd($1,$2,I3,$4,ZIZ5) = F1 = 1.
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» Probaremos que el med(y1, y2, Y3, Y4, y5) = 1 de la Figura 13 (a).

Aplicando la ley asociativa y el Corolario 1.6 obtenemos:

med(y1, Yo, Y3, Y4, y5) = med(med(y1, ya2), med(ys, ya), Ys)
= med(med(Fy_1 Fr g, Fip1 Frog), med(FrpoFr g1, FrvoFrpys), FrFr—psa).

Por Lema 2.8 parte 2.
mCd(Fk—lFr—k—i-Qa Fk—i—lFr—kz) = chd(kflﬂ‘fk)FmCd(T‘*k+2,k+l)'
Notemos que

med(FyoF_ji1, FryoFrjqs) = Freomed(F_jqq, Fr_jq3) por ley distributiva
= Fjio por Lema 2.8 parte 1.

Por los pasos anteriores obtenemos:
med(y1, Y2, Y3, Ya, Ys) = mCd(chd(kfl,rfk)chd(rfk+2,k+1)7 Fiqo, FiFo_jq4)

= mecd(Fmed(k—1,r—k) Fmed(r—kt2,641)» FeFr—ka, Fry2)
= mCd(mCd<chd(k—1,r—kz)chd(r—k+2,k+1)7 FkFrfk+4)a Fk+2)-

Si se cumplen las condiciones para la Proposicién 2.1 parte 2, ya que
med(k—1,7r—k,k)=1 vy med(r—k+2,k+1,r—k+4)=1.
donde 7|2, esto implica que:
mcd(Fucd(k—1,r—k)s Fr) = Fmed(k—1,r—kp) = F1 =1
mcd(Fned(r—k+2,641) Fr—kt4) = Fcd(r—kt2,k41,r—k+a) = L5 = 1.
Por Proposicion 2.1 parte 2 implica que:

mCd(chd(k—l,r—k)chd(r—k+2,k+1)7 FkFrfk+4> = chd(k—l,r—k,r—k+4)chd(r—k+2,k+1,k)
= mcd(kfl,rfk,r7k+4)F1 elmed(r —k+2,k+1,k)=1
— I'med(k—1,r—k,r—k+4)-
Por tanto tenemos que
mcd (Y1, Y2, Y3, Y4, Ys) = mCd(chd((k—l,r—k,r—k+4)7 F.i2)
= I'med(k—1,r—k,r—k+4,7+2)-
Supongamos que
d=mcdmed(k—1,7r—k,r—k+4,7r+2) = med(med(k+1,k+2), med(r —k,r —k+4)).

En consecuencia d| med(k+1,k+2) y djmed(r —k,r—k+4), yaqueel |k+1—(k+2)| =1
y por el Lema 2.7 tenemos que el med(k+ 1, k+2) = 1 por lo que d|1, también notemos que
el med(r — k,r —k+4) =i, yaque |[r —k — (r — k+4)| = 4 donde |4, entonces tenemos
que d|i, por lo tanto d = 1, en consecuencia:

mCd(y17y27y3)y47y5) - Fl =1.
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» Probaremos que el med(zq, 9, 23, 24, 25) = 1 de la Figura 13 (b).

La demostracion es similar a la demostracién de la Figura 13 (a), por lo que omitiremos pasos
obvios. Aplicando la ley asociativa y el Corolario 1.6 obtenemos:

mcd (1, T2, 3, 4, x5) = med(med(z1, z2), med(x3, x4), 5)
= med(med(FFy g i1, Fe—2Fr—k13), med(Fy—3Fr—gq2, Fi—3Fr ), -1 Fr—g—1).

Por Lema 2.8 parte 1 y 2 obtenemos:
mcd(ay, az, a3, a4, as) = med(Fned(k,r—k+3) Fmed(r—kt1,6—2) Fr—3, Fem1Fr—p—1)

= mcd(Fmed(k,r—k+3) Fmed(r—kt1,6-2) s Fro1Fr—k—1, F—3)

= mcd(med(Fed(k,r—k+3) Fmed(r—k+1,5—2)s Frm1Fr—r—1), Fr—3).
Notemos que se cumplen las condiciones para la Proposicién 2.1 parte 2, ya que
mcd(Fned(k,r—k43)s Fr—1) = Fecd(kr—k+35—1) = 1
mcd(Fuecd(r—k+1,k—2)s Fr—k—1) = Fmed(r—k+1,6-2,—k—1) = 1.
Por Proposicion 2.1 parte 2 implica que:
mCd(chd(k,rkarZS)chd(rfk+1,k72)7 Fk—lFr—k—l) = chd(k,rfk+3,r7k71)chd(rfk+1,k72,k71)

= Fmecd(kr—k+3,—k-1)F1  elmed(r—k+1,k—2,k—-1)=1

= I'med(k,r—k+3,r—k—1)-
Por tanto tenemos que
mcd(ay, az, as, a4, as) = med(Fned(k,r—k+3,r—k-1), Fr—3)
= Fmed(k,r—k+3,r—k—1,k-3)-
Supongamos que
d=mcd(k,r —k+3,r—k—1,k—3) =mecd(mcd(k,k — 3),med(r — k +3,r —k+1)).

En consecuencia d| med(k, k—3) y d| med(r—k+3,r—k+1), ya que |k—(k—3)| = 3y por el
Lema 2.7 el med(k, k—3) = i donde i|3, entonces i € {1,3} y el med(r—k+3,7r—k+1) = j,
ya que |[r —k+3 — (r —k + 1)| = 2 entonces j|2, tenemos que d|i y d|j, por lo tanto d = 1,
en consecuencia:

mcd(ay, ag, as, aq,a5) = F; = 1.

Probaremos que el med(y1, Yo, y3,vs, y5) = 1 de la Figura 13 (b).

Aplicando la ley asociativa y el Corolario 1.6 obtenemos:

mcd (Y1, Y2, Y3, Ya, ys) = med(med(yi, y2), med(ys, ya), ys)
= mCd(mCd(Fk—lFr—k+2a Fk+lFr—k)7 mCd(FkFr—k—b Fk—2Fr—k—l)7 Fk—3Fr—kz+l>~
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Por Lema 2.8 parte 1, 2 y ley distributiva, tenemos:

mCd(bb by, b3, by, bs) = mCd(chd(kfl,rfk)chd(rfk+2,k+1)7 Fr ka1, Fk—3Fr—k+l)
= med(Fed(h—1,r—k) Fied(r—k+2,641)s Fros EFr—pr1, Fr_p—1)

= mcd(med(Fmed(k—1,0—k) Fmed(r—k+2,k+1)> FresFr—kt1), Frok—1).
Notemos que se cumplen las condiciones para la Proposicién 2.1 parte 2, ya que
mcd(Fued(k—1,r—k)s Fr—3) = Fcd(k—1,r—kk—3) = 1
mcd(Fuecd(r—k+2,5+1)s Fr—k+1) = Fmed(r—k+2,641,r—k+1) = 1.
Por Proposicion 2.1 parte 2 implica que:

mCd(chd(kfl,rfk)chd(r7k+2,k+l)7 Fk—3Fr—k+1) = chd(kfl,rfk,r7k+1)chd(rfk+2,k+1,kf3)
= F1Fmcd(r—k+2,k+1,k-3) elmed(k—1,r—kr—k+1)=1

= 'med(r—k+2,k+1,k—3)-
Por tanto tenemos que
mCd<bI; ba, b3, by, 55) = mCd(chd(r—k+2,k+1,k—3), Frfkfl)
= 'med(r—k+2,k+1,k—3,r—k—1)-

Supongamos que
d=mcd(r—k+2,k+1,k—3,r—k—1) = mcd(med(k+1,k—3),med(r —k+2,7r—k—1)).

Ya que |k+1—(k—3)| =4, el med(k+1,k—3) =idondei|d y el med(r—k+2,r—k—1) = j,
ya que |r —k+2 — (r —k — 1) = 3 donde j|3, entonces tenemos que d|i y d|j, por lo tanto
d =1, en conclusién tenemos:

mCd(y17y2ay37y4yy5) - Fl =1.
|

Definicion 2.6. Cualquier conjunto de la forma {FyF;, FyFji1, ..., FpFin} donde 1 > 1,
es llamado una subdiagonal del triangulo de Hosoya. Es claro que cualquier subdiagonal del
tridngulo de Hosoya es incluido en cualquier S(Fy) o B(Fy).

En el Teorema 2.6 generalizamos el Teorema 2.5 parte 3.

Ejemplo 2.4. Si tomamos ay = H(4,3) en la Figura 13(a) se obtiene los siguientes puntos
Ao — H(4,1),CL3 = H(6,2) aqg — H(8,4),CL5 = H(7,5), Qg — H(5,5) Y bl = H(4,2),b2 =
H(4,4),by = H(6,5),bs = H(8,5),bs = H(T,3),bs = H(6,2).
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1 1
2 1 2
3 2 2 3
5/ 3 4 3 \5
8 6 6 8
13 8 9 8 13
21 13 16 15———15 16 13 21
34 21 26 24 25 24 26 21 34

Teorema 2.6. Sea P un poligono en el triangulo de Hosoya. St D1 y Dy son dos diagonales
de P tal que:

1. Dy y Dy son subdiagonales del triangulo de Hosoya,
2. Dl N D2 = {C},

8. |Di| >3 y[Ds| >3,
entonces el med(D; — {c}) med(Dy — {c}) = {c}.
Demostracion.
Primero supongamos que |D;| = |Dy| = 3 y probaremos que el
mcd(D; — {c}) med(Ds — {c}) = c.

Hay 9 posiciones relativas para las diagonales Dy y Dy, como se muestran en la Figura 14.

Elegimos a ¢ = H(r, k) = F,F,_+1 en todos los casos, entonces tomamos a Dy = {by, by, ¢}
y Dy ={ay,as,c}.

La prueba del caso (a) es la misma prueba de la parte 3 del Teorema 2.5.

= Prueba del caso (b)

ale(r—i—l,k) bIZH(T+17k+1)
CLQZH(T+2,]€). bQZH(T+2,]€+2)
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Entonces,

mcd(D; — {c}) med(Dy — {c}) = med(by, by) med(ay, as)
=mced(Fyp1 Fropy1, FrgoFroigr) med(Fp Fr_ppo, FiFr_py3)

= Lr—k+1 mCd(FkJrl; Fk+2)Fk mCd(FT7k+2J Fr7k+3>

= IF k1 =c
Prueba del caso (c).
ale('r’—l,k) ble(T’—l—l,k—l—l)
as = H(r —2,k) by =H(r+2,k+2).

Entonces,

mcd(D; — {c}) med(Dy — {c}) = med(by, by) med(ay, as)
= mCd<Fk+1Frfk+17 Fk+2Frfk+1) mCd(FkFrfka FkFrfkfl)
= Fr_ppymed(Fyqy, Firpo) Fy med(Fr_g, Frop—1)

= FF 1 =c
Prueba del caso (d).
ap=H(r—1,k) by=H(r—1,k—1)
ay = H(r —2,k) by =H(r—2,k—2).

Entonces,

mcd(D; — {c}) med(Dy — {c}) = med(by, by) med(ay, a)
=mcd(Fy1 F_py1, Fr—oFrp) med(F g, FiFo—j—1)
= Fr gy med(Fy_q, Fr_o) Fy med(F g, Frg—1)

= I F k1 =c
Prueba del caso (e).
ale(r—l,k) ble(T+1,]€+1)
ay = H(r + 1,k) by =H(r+2,k+2).

Entonces,

mcd(D; — {c}) med(Dy — {c}) = med(by, by) med(ay, as)
= mCd<Fk+1Frfk+17 Fk+2Frfk+1) mCd(FkFrfk; FkFr7k+2)
= Lr—g+1 mCd(FkH, Fk+2)Fk mCd(Fr—ka Fr—k+2)
= FF 1 =c
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» Prueba del caso (f).

ap = H(r+1,k) by=H(r—1,k—-1)
GQZH(T+2,]€). b2:H<T—2,k—2)

Entonces,

mcd(D1 — {C}) mcd(Dg — {C}) = mCd(Fk_lF,«_k_H, Fk—ZFr—k+1) mCd(FkFr_k+2, Fk}FT—k+3>

= FkFrkarl
=c.
= Prueba del caso (g).
ap = H(r—1,k) by=H(r—1,k—1)
GQZH(T+1,]€) bQZH(T’—Q,k—2)

Entonces,

mcd(D1 — {C}) mcd(Dg — {C}) = mcd(Fk_lFT_kH, Fk—QFr—k—H) mcd(FkFr_k, FkFr_]H_g)

= FkFr—k—H
=c.
= Prueba del caso (h).
a; = H(r —1,k) by =H(r—1,k—-1)
CLQZH(T’—2,]€) bQIH(T+1,]€+1)

Entonces,

mcd(D1 — {C}) mcd(Dg — {C}) = mcd(Fk,lFr,kH, FkJrlFr,kJrl) mcd(FkFr,k, FkFT,kJrl)

= FLF ki
=c.
= Prueba del caso (i).
Gle(T—l-l,k) ble(T—l,k—l)
ay = H(r +2,k) bo=H(r+1,k+1).

Entonces,

mcd(Dl — {C}) mcd(D2 — {C}) = mCd(Fk—lFr—k—f—la Fk+1Fr—k+1) mCd(FkFr_k+2, FkFr—k+3)

= FkFr—k+1 = C.
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Figura 14: Diagonales en un polinomio con ¢ = H(r, k) = FyF,_k11

Ahora probaremos que el med(D; — {c}) med(Dy — {c}) = ¢ cuando |D;| > 3 o |Ds| > 3.
Entonces, existen D, D}, Ay B tal que D; = D} UAy Dy = Dy U B donde

1. D} y D) son subdiagonales del tridngulo de Hosoya,
2. Dy N Dy ={c},

3. |Di| = Dy = 3.

Es fécil ver que el med(D; — {c}) = med(D] — {c}) y med(Dy — {c}) = med(Dj — {c}).

Ya que |Dj| = 3y |D)| = 3, med(D] — {c}) med(D, — {c}) = ¢, ya que esto caerfa en
cualquier de los 9 casos anteriores.

Por lo tanto, tenemos que med(D; — {¢}) med(D, — {c}) = c. Esto prueba el teorema. W

2.4. La propiedad del mcd en un poligono

El motivo principal de esta seccion es el estudio de las propiedades del mcd para una confi-
guracion especial de puntos en cualquier rombo de n x n de el tridngulo de Hosoya. El dltimo
corolario de esta seccion prueba que el mecd de una configuracion particular de n puntos de
cualquier poligono es siempre 1 6 2.

El Teorema 2.5 parte 2 puede probarse también usando el Teorema 2.7.

Un rombo R de n x n en el tridngulo de Hosoya es un arreglo de n? puntos formando un
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rombo. Formalmente, definimos por R, (t, k) el rombo n X n.
Ru(t,k) = | J B(Fi4:) N S(Fiy;) donde k,t € N,
irj=1

La Figura 15 describe el rombo R4(2,1).

Decimos que A = {ay,...,a,} es una coleccién de puntos no-atacantes de el tridngulo de
Hosoya, si no hay dos puntos distintos en A en la misma diagonal o diagonal invertida.

Sean aq, ..., a, puntos no-atacantes en un rombo n x n del triangulo de Hosoya. Teoremas
prueban que el med(ay, . . ., a,) es siempre 1 0 2, y dar una caracterizacién para cuando ocurra
cada caso. Damos una prueba de combinatoria para el primer teorema y una algebraica para
el segundo.

Definicion 2.7. Sea p un nimero primo y A € ZF para algin k € N. Denotamos por ny,(A)
al nimero de enteros en la k — tupla de A que son divisibles por p.
Un ejemplo sencillo de la definicién es: n3(2,3,3,6,5,12) = 4.

Lema 2.9. Supongamos que x1 < x5 < ... < x, son numeros enteros conn > 3. Si p es un
primo que divide como mdximo un entero de {x;, x;11, T2} donde 1 < i <n — 2, entonces

n
ny(z1, ey ... 1) < {—-‘ )

89 %) 68 63 65 64 65 63 68 59 89

Figura 15: Rombo R4(2,1)
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Demostracion.

Primero probaremos una identidad de la funcién mayor entero con la funcién menor entero,
la cual es:

n n+1
L—J = [ i —‘ —1 dondene€Z,meZ". (26)
m m
Notemos que podemos reescribir la ecuacion 26:
i 1
ny_ n+ —‘ 1
Lm | m
i 1
ny_|n +1 1—‘
Lm ] m
n| [n-—m+1
Lmd m '
. : . n—m-+1 n| .
Tomando la ultima igualdad, podemos tomar el intervalo cerrado |———, —| tiene
m m
como tamano 1 — 1/m y puede contener como méaximo un entero, en este caso, tal entero

o n—m-+1 n : :
debe coincidir con ambos [——‘ y L—J Siempre que, de los m enteros consecutivos
m m

se tiene:

n—m+1ln—(m-1)+1n—(m-2)+1 n—2+1n—-1+1

) Y VAR Y

m m n m m

n—m+1 n}
es
m m

exactamente 1 es divisible por m; si « es este nimero, entonces x/m € {—, —

n—m-+1
- )

el comun valor de LBJ y [
m

Continuando con la prueba del lema, sea p divide como maximo a uno de la terna {x;, 2,11, T;12},
si queremos encontrar su numero maximo de nimeros que son divisibles por p de la sucesion
{z1,...,2,} paran > 3.

La configuracion que nos da el maximo de enteros divididos por p, es la siguiente:
» Sea A = {x1,...,2,}, SPDG tomo al primer término como divisible por p y el si-

guiente separado por 2 unidades en el indice. Siguiendo este argumento tendriamos
{1, 24,7, 210, .. .} los divisibles por p.

n—1 n—1
Quitando el x1, ; Cuantas veces cabe 3 en n—1 elementos? Eso es 5 J , entonces { 5 J

serian los divisibles por p en n — 1 términos, pero x; es divisible en n términos, entonces

tenemos:
n—1 n—1+3 n-+ 2
—|—1 = _— =
3 3 3|
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Y a esto por (26) tenemos:

Ln;rQJ _ _(n+§)+ﬂ 1
_ —n;—?f‘ .
_ _n—l—g—?f‘
-1y

Pero por hipétesis p divide como maximo a uno, esto significa que en algunos trios no se
cumplira dicha condicién por lo tanto,

n
np(T1, T2y ... 2p) < [gw [ ]

Lema 2.10. Suponga que Fiyq1, Fiio, ..., Fii, son numeros de Fibonacci donden >3 yl > 1.
St p es un primo, entonces

n
np(EJrla E+27 R E+n) S ’75—‘ .

Demostracion.

Sabemos que el med(F,,, F;) = 1 para cualquier m y n con |m — t| < 2. Esto implica
que p divide como méximo, un nimero de Fibonacci en el conjunto {Fjis, Fiypi1, Fiyio}
para cada i. Ya que Fjy1 < Fjio < ... < Fj,, podemos aplicar el Lema 2.9 a la sucesién
Frii, Figoy oo Flyn.

n

Por lo tanto, n,(Fii1, Fiioe, ..., Fiin) < [51 [ |
Teorema 2.7. Sea n > 3 un entero con n # 4. Si ay,...,a, son puntos no-atacantes
distintos en un rombo R de n X n de el tridngulo de Hosoya, entonces med(ay, . .., a,) = 1.
Demostracion.

Probamos este teorema por contradicciéon. Asumimos que el med(ay, ..., a,) > 1. Esto im-

plica que hay un niimero primo p tal que
pla; paracadaie€ {1,...,n}. (27)

Ya que R es un rombo de n x n, hay enteros t y k tal que R = R,,(t, k). Entonces,

n

Ro(tk) = ) B(Fisi) 0 S(Frsy). (28)

ij=1
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Si identificamos cada punto a; con su correspondiente par ordenado de nimeros de Fibonacci,
entonces a; = Fy F,, «— (Fs,, F,,) parai € {1,...,n}. Esto y (27) implica que

plFs, o plF,
p|f§2 0 p|P}2

p|F3n O p|FTn

(29)

Ya que {ai,...,a,} es una coleccién de puntos no-atacantes, la ecuacién (28) implica que

{Fsl,...,an}:{Ft+1’...,Ft+n} y {Frlu"'7FTn}:{Fk+17"
Esto y (29) implica que la 2n — upla (Fiiq, ..., Fiin, Fria, -

n entradas divisibles por p. Entonces, es claro que

nénp(Ft+17"'aFt+n7Fk+17"'7Fk+n):np(Ft-i-la"'?Ft-i-n)+np(Fk+17"

<[31+131

. Frinl.

.y Fi4n) contiene como minimo

. 7Fk+n>

n n
Por lo tanto, [ ] + [g] > n, notemos que estd desigualdad encontrada es cierta para n < 3

y n =4 lo que nos lleva a una contradiccién, porque n > 3 y n # 4 por hipdtesis.

Esto prueba el teorema.

13
21
34 21
%) 34
89 95 68

S(F3)

8
1

13
2

42
6

Figura 16: Rombo 4x4 con 4 puntos no-atacantes
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La conclusion del Teorema 2.7 no siempre es cierta cuando n = 4. Por ejemplo, si a; = 6, a, =
6,a3 = 40 y ay = 40 para el rombo mostrado en la Figura 16, entonces med(ay, az, as, as) = 2.
Esto no es coincidencia; probamos que para cualquier configuracion de puntos no-atacantes
aj,as,az y aq en un rombo 4 x 4, el med(aq, as, as,ay) =1 0 2.

Hay 4! formas en las que podemos elegir 4 puntos no-atacantes en un rombo de 4 x 4. Esto
viene de la férmula para encontrar toda de configuraciones en las que las n torres del ajedrez
no se ataquen, la cual es n!. Dividimos estas 24 configuraciones en dos tipos. Un rombo 4 x 4
con 4 puntos no-atacantes es llamado de tipo I, si al menos uno de los puntos no-atacantes
estd en una esquina. Es una configuracion del tipo II, si no hay puntos no-atacantes en
ninguna esquina del rombo. Es decir, una configuracién es del tipo II, si no del tipo 1.

Es facil ver que cada configuracion del tipo I contiene una configuracién de 3 puntos no-
atacantes en un rombo 3 x 3. Esto se puede hacer «ignorando» uno de los puntos no atacantes
en la esquina del rombo 4 x 4 y la diagonal y diagonal invertida que lo contiene(ver figura
17). De hecho si aplicamos este argumento nuevamente y en el rombo 3 X 3 e ignoramos
el punto no-atacante de una de sus esquinas, este contiene una configuracion de 2 puntos
no-atacantes en un rombo 2 x 2. Note que hay exactamente 4 configuraciones del tipo II.
Estas configuraciones son descritas en la Figura 18.

Rombos de 3 x 3

» «
Rombos de 3 x 3
Figura 17: Algunas configuraciones del tipo I
a ay az ay
ay @ 2 [£5)
as Qy as ay
ay as ay as
(a) (b) (c) (d)

Figura 18: Todas las configuraciones del tipo II

Lema 2.11. Sea R una configuracion del tipo II con ay,as,az y as son puntos de no-ataques.
Si existent y k en N tal que R = Ry(t, k), entonces med(ay, as, as, 1) = Finedki1 fta,+1,044) -
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Demostracion.

Probemos que el mcd(ay, as, as, a4) = Fmed(k+1,k+4,t+1,t4+4) Para la configuracion en la Figura
18 (a); Las otras pruebas para los otras 3 configuraciones son similares. De las posiciones
de aj,ag,a3 y ay en R = Ry4(t,k) mostradas en la Figura 18 (a), podemos ver que a; =
Fri1Fiyo,a0 = Fryobiyi,a3 = Fryaliig 'y ay = Fiy3Fiq4. Por lo tanto,

mCd(al, Gz, ag, 064) = mCd(Fk+1Ft+27 FrioFiy1, FrpaFiys, Fk+3Ft+4)

(30)
= mcd(med(Fip1 Frio, FrpoFir), med(FigaFigs, FrysFiga)).
El Lema 2.8 parte 2 implica que (30) es igual a
med(Fned(kr1,64+1) Fmed(t+2,6+2) Fmed(k-+4,64+4) Fmed(t4+3,6+3)) - (31)

Notemos que |k + 1 — (k 4+ 3)| = 2 entonces por Lema 2.7 el med(k + 1,k + 3) = i donde
i|2 igualmente vemos que |t + 1 — (¢t — 3)| = 2 entonces el med(t + 1, + 3) = i, luego el
mcd(k+ 1,k +3,t+ 1,t+ 3) =i. Por esto y el Teorema 2.4 implica que

med (Fmed(k+1,641) chd(t+3,k+3)) = Ficd(kt1,t+1,t+3k+3) = Fi
mCd(chd(t+2,k+2), chd(k+4,t+4)) = Fmcd(t+2,k+2,k14,044) = .
Esto y la Proposicién 2.1 parte 2, prueba que (31) es igual a
mcd(Fncd(ir1,641)> Fmed(hrai+4)) MCA(Fined(t+3,6+3), Fmed(t+2,k+2))- (32)
Aplicando el Lema 2.8 parte 1 a lo siguiente se obtiene
mcd(Fned(+3,5+3)> Fmedt+2542)) = Fmed(t+3k+3,+2,k+2) = F1.
Por esto y (32),(30) y (31) queda probado el Lema para la figura 18a.

Ahora probamos para la configuraciéon mostrada en la figura 18b.

Podemos ver que a1 = Fyy1Fii3,00 = FrioFii1,a3 = FiiaFrio y ag = Fii3Fi 4. Por lo tanto,

mCd(ah Az, as, 04) = mCd(Fk+1Ft+3, FrroFiy1, FrraFiyo, Fk+3Ft+4>

33
= mCd(mCd<Fk+lFt+3a Fk+2Ft+1>7 mCd<Fk+4Ft+27 Fk+3Ft+4))- ( )
El Lema 2.8 parte 2 implica que (33) es igual a
mCd(chd(k+1,t+1)chd(t+3,k+2)a chd(k+4,t+4)chd(t+2,k+3))- (34)

Notemos que |k+1—(k+3)| = 2 entonces por Lema 2.7 tenemos que el med(k+1,k+3) = j
donde j|2 y el med(t+ 1, +2) = 1 ya que es una aplicacién directa del Lema 2.8, entonces
el med(k+ 1,k +3,t+1,t+ 3) = 1. Por esto y el Teorema 2.4 implica que

mcd(Fncd(ir1,641)> Fmedt+2543)) = Fmed(b1,641,0+2,6+3) = F1 = 1.

Esto y la Proposicién 2.1 parte 2, prueba que (34) es igual a
mcd (Fued(kt1,64+1) > Fmed(otat+4)) MCd(Fned(t+2,6+3) Fmed(t43,6+2))- (35)
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Aplicando el Lema 2.8 parte 1 a lo siguiente se obtiene

mCd(chd(t+2,k+3), chd(t+3,k+2)) = chd(t+2,k+3,t+3,k+2) = I.

Por esto y (33),(34) v (35) queda probado el lema para la Figura 18b.

Notemos que sélo algunos indices cambiaron con respecto a la Figura 18a pero la prueba es
la misma y se obtiene el mismo resultado, entonces s6lo mencionamos las coordenadas de las
dos figuras restantes y su prueba es analoga.

Para Figura 18c las coordenadas son: a; = Fyi1Fii3,00 = FyrisFii1,03 = FrasFiioy ag =
FrioFiya.

Para la Figura 18d las coordenadas son: ay = Fpi1Fii0,a0 = FrisFiii,a3 = FriaFiis y
ag = FiyoFiia. u

Teorema 2.8. Sea ay,as,as y ay puntos de no-ataque en un rombo R de 4 x 4. Si existen t
y k en N tal que R = Ry(t, k), entonces

1. Si R es del tipo I, entonces el med(ay,as, as,ay) = 1.
2. St R es del tipo Il y el med(k + 1,t + 1,3) = 1, entonces el med(ay, as,as,ay) = 1.

3. R es del tipo I y el med(k + 1,t+1,3) =3 si y solo si el med(ay,az, a3, ay) = 2.
Demostracion.

1. Asumamos que R es del tipo I. SPDG supongamos que a4 es una esquina en R.

Entonces, a,as y az forman una configuracién de 3 puntos de no-ataque en un rombo
de 3 x 3. Esto y el Teorema 2.7 implica que med(ay,as,a3) = 1. Por lo tanto, el
mcd(al, asg, as, a4) =1.

Esto prueba la parte (1) del teorema.

2. Asumamos que R es del tipo Il y que el med(k + 1,t+1,3) = 1.
Por lema anterior sabemos que med(ay, as, as, a4) = Fned(k+1,k+4,641,t4+4)-

Sid = mecd(k + 1,k +4,t+ 1,t + 4), entonces es facil ver que d|3. Esto y que el
mcd(k + 1,£+1,3) = 1 implica que d = 1.

Por lo tanto, med(ay, az, a3, as) = Fued(kt1,k44,041,044) = Fa = F1 = 1.

Esto prueba la parte (2).

3. Para la condicién suficiente asumimos que R es del tipo Il y que el med(k+1,t+1,3) =
3.S5id=mcd(k+1,k+4,t+1,t+4), entonces es ficil ver que d|3.

Lo anterior y que el med(k + 1,¢+ 1,3) = 3 implica que 3|d. Entonces, d = 3. Por lo
tanto, por el Lema 2.11 tenemos que

mCd(ah Gz, as, Cl4) = chd(k+1,k+4,t+1,t+4) = I3 =2.
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Ahora probemos la condicién suficiente.

Reciprocamente, si el med(ay, ag, ag, as) = 2, entonces la parte (1) y (2) implica que R
no es una configuracién del tipo Iy que el med(k + 1,¢+ 1,3) # 1. Entonces, R es del
tipo Iy el med(k + 1,¢+1,3) = 3.

Con esto concluimos las pruebas. [ |

Corolario 2.1. Sea P un poligono en el triangulo de Hosoya y sea A = {aq,...,a,} una
coleccion de puntos de no-ataque en P conn > 3. Si existent y k en N tal que A C R, (t, k),
entonces

2, sin=4, R es del tipo Il y el med(k + 1,t+1,3) = 3;

1, otro caso.

med(ay, ..., a,) {

Demostracion.

1. Para el primer caso tenemos n = 4, donde R es el tipo [Ty el med(k+ 1,t+1,3) = 3,
por Teorema 2.8 parte 3 tenemos que el med(ay,...,a,) = 2.

2. Para el otro caso tenemos para n > 3 excepto el caso anterior.

Por lo tanto comprende el caso del Teorema 2.7 y los casos mostrados en la parte 1y
2 del Teorema 2.8 y para estos se cumple que med(ay, ..., a,) = 1. |

2.5. La sucesion generalizada de Hosoya.

Definicion 2.8. La sucesion generalizada de Hosoya {Ha (7, k)}r>k>1 se define recursiva-
mente por:

Ho,p(1,1) = a?  Hup(2,1) = ab;  Hap(2,2) = ab; H,u(3,2) = b

Hop(r k) = Hop(r — 1, k) + Hyp(r — 2, k) (36)

Hab(r, k‘) = Hmb(T — 1, k — 1) + Hmb(r — 2, k— 2) (37)
donder >2 y1<k<r.

Es facil ver que si dejamos a = b = 1 en la sucesién generalizada de Hosoya, entonces
obtenemos la sucesién regular de Hosoya {H (7, k) },>k>1. Sabemos que

H(T, k) =k

para todos los nimeros naturales r, k tal que £ < r. Esto y la Proposicion 2.3 muestran que
nuestra definicién de {H, (7, k) },>k>1 es la generalizacién «correcta» para {H(r, k) },>p>1.
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Proposicion 2.3. Sir y k son numeros naturales tal que k < r, entonces
Ha,b(r7 k) = GkGT—k+17

para todos los enteros a,b € 7.

Demostracion.

Probamos primero por induccion fuerte sobre r que

H,p(r,1) = a G, para todo r > 3. (38)

= Caso base:
Sabemos que H,p(r,1) = Hyp(r — 1,1) + Hyp(r — 2, 1).
Cuando r = 3, tenemos:
Hop(3,1) = Hop(2,1) + Hap(1,1)

=ab+a® definicién de sucesién generalizada de Hosoya.
=a(b+ a)
= a(Gy + G1)  definicién de sucesién generalizada de Fibonacci.
=a Gjs.

Claramente, se cumple el caso base.

= Hipdtesis inductiva:

Sea k un entero positivo tal que r = k, supongamos que para ¢ un entero positivo tal
que ¢ < k, se cumple:

Ha,b(ia 1) =aQa Gl

s Prueba inductiva:

Veamos que se cumple para r = k + 1;

Hop(k+1,1) = Hop(k, 1) + Hop(k — 1,1)
=a G+ a G_1 por hipétesis inductiva.
= a(Gy + Gg_1)
=a Gy

Por lo tanto, la afirmacion se cumple para todo entero positivo 7.

Usando un argumento similar podemos probar por induccion fuerte sobre r que

H.p(r,2) =b G,_y para todo r > 4. (39)
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= Caso base:
Sabemos que Hy (7, 2) = Hop(r — 1,2) + Hap(r — 2, 2).
Cuando r = 4, tenemos:
Hap(4,2) = Hop(3,2) + Hap(2,2)
= b? 4 ab definicién de sucesién generalizada de Hosoya.
=0b(b+a)
= b(G3 + G1) definicion de sucesién generalizada de Fibonacci.

= b Gg.
Claramente, se cumple el caso base.

» Hipdtesis inductiva:

Sea k un entero positivo tal que r = k, supongamos que para ¢ un entero positivo tal
que ¢ < k, se cumple:
Hayb(ll, 2) - b Gifl.

= Prueba inductiva:
Veamos que se cumple para r = k + 1:

Hop(k+1,2) = Hup(k,2) + Hop(k — 1,2)
= bGp_1 + bGi_o por hipotesis inductiva.
= b(Gr-1+ Gr—2)
=b Gyg.

Por lo tanto, la afirmacion se cumple para todo entero positivo 7.

Ahora probemos por induccion fuerte sobre k que para cualquier entero positivo k se cumple:
Ha,b<r7 k) = GkGT,kJrl.

para todos los enteros positivos r tal que r > k.

s Caso base:

Cuando k = 1, tenemos:

Ha,b(T7 1) = GlGr
=a G, definicién generalizada de Fibonacci.

Se cumple por lo demostrado en (38).

Cuando k = 2, tenemos:

Ha,b<T7 2) = G2Gr71

= b G, definicién generalizada de Fibonacci.

Se cumple por lo demostrado en (39).
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= Hipdtesis inductiva:

Sea n un entero positivo tal que k = n, supongamos que para i un entero positivo tal
que ¢ < n, se cumple:

Ha,b(ﬂ Z) =GiGr_ifr-

= Prueba inductiva:
Veamos que se cumple para k =n + 1:
Hop(r,n+1)=Hyp(r—1,n+1)+ Hyp(r —2,n+1)
=Gpi1Gr1-n-111 + Gni1Gr_o_n_111 por hipétesis inductiva.
= G (Grona1 + Gron—2)
= Gu1Grp.

Por lo tanto, la afirmacion se cumple para todo entero positivo k. [ |

Si no hay ambigiiedad con los enteros a y b escribimos H(r, k) en lugar de H,;(r, k). La
sucesiéon generalizada de Hosoya da lugar al triangulo generalizado de Hosoya donde la entrada
en posicién k, tomado de izquierda a derecha, de la r-ésima fila es igual a H(r, k) como se
muestra en la Figura 19.

H(1,1)
H(2,1) H(2,2)
H(3,1) H(3,2) H(3,3)
H(4,1) H(4,2) H(4,3) H(4,4)
H(5,1) H(5,2) H(5,3) H(5,4) H(5,5)

Figura 19: Tridngulo generalizado de Hosoya.

Definicion 2.9. Si P es un punto en un tridngulo generalizado de Hosoya, entonces estd
claro que hay dos enteros positivos r y k tal que r > k con P = H(r,k). Llamamos al par
(r, k) las coordenadas rectangulares del punto P.

Ahora damos un sistema de coordenadas mas conveniente para los puntos en el triangulo
generalizado de Hosoya. La Proposiciéon 2.3 muestra que cada entrada del tridngulo generali-
zado de Hosoya es el producto de dos niimeros generalizados de Fibonacci. En particular, si
usamos la Proposicién 2.3 para todas las entradas de la Figura 19, obtenemos la Figura 20.

GGy
G1Gy GGy
G1G3 G2G, GGy
G1Gy G2Gj GsG G4Gy
G1G5 GGy G3G3 ENEP GG
G1Gs G2Gs GGy GGy G5Go GeGr

Figura 20: Triangulo generalizado de Hosoya.
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Observe que cualquier diagonal de la Figura 20 es la coleccién de todos los niimero generaliza-
dos de Fibonacci multiplicada por un particular G,,. Mas precisamente, una n-ésima diagonal
en el triangulo generalizado de Hosoya es la coleccion de todos los nimeros generalizados de
Fibonacci multiplicados por un G,,. Distinguimos entre diagonal y diagonal invertida. Escri-
bimos S(G,,) y B(G,,) para referirnos a la diagonal y la diagonal invertida, respectivamente
como se observa en la figura 21.

GGy

G1G2 G2G1 S(Gg)

B(Gy) G1G3 G2Go

G2G3 G14G(1

G1Gs G4Gy G5Gh

G1Gg G2Gh G4Gs G5G, GeGh

Figura 21: Diagonal S(G3) y diagonal invertida B(Gy)

Ahora definamos lo anterior formalmente.

Definicion 2.10. Sean n y m enteros positivos.

1. Llamaremos diagonal a la sucesion de coordenadas del tridngulo que se encuentran en
la diagonal n, y se escribe como:

S(Gy) = {H(n+i—1,n)},.

2. Llamaremos diagonal invertida a la sucesion de coordenadas del tridngulo que se en-
cuentran en la diagonal invertida m, y se escribe como:

B(Gy) = {H(m +1i— 1,0},

En consecuencia de esta definicion y la Proposicién 2.3 obtenemos el siguiente lema.

Lema 2.12. La diagonal y la diagonal invertida pueden ser escritas de la siguiente manera:

S(Gy) = {GaGili €NV B(Gh) = {GiGoli € N}

Demostracion.

S(Gn) ={H(n+1i—1,n)}2, por Definicién 2.10
={GnGpii—1-nt1li € N} por Proposicién 2.3
= {G,G;|i € N}.
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Similarmente

B(Gn) ={H(m+i—1,1)}2, por Definicién 2.10
={GGpnyii—1-i+1|i € N} por Proposicién 2.3
={G;G,|i € N}. |
Ahora veamos que podemos asociar un par ordenado de niimeros naturales a cada elemento
del tridngulo generalizado de Hosoya.

Definicion 2.11. Si P es un punto en el tridngulo generalizado de Hosoya, entonces existen
dos numeros generalizados de Fibonacci G, y G, tal que P € B(G,,) N S(Gy) (La Figura
21 representa este hecho para m=4 y n=3.), entonces P = G,,G,,. Diremos que el punto P
corresponde al par (m,n) y este par (m,n) es llamado la coordenada diagonal de P.

Gracias a esta definiciéon, podemos ver la Proposicién 2.3 como una forma de cambiar de
coordenadas rectangulares a coordenadas diagonales y viceversa.

A continuacién, damos algunos ejemplos del tridngulo generalizado de Hosoya.

Ejemplo 2.5. Podemos construir diferentes triangulos fijando valores para los enteros a y
b. Para el primer ejemplo fijamos a = b =1 y obtenemos la siguiente secuencia numérica.

Gi=1, Gy=1 Gs=2, Gy=3, G5=5 Gsz=8,...

Sustituyendo esos valores en la Figura 20 obtenemos el tridngulo reqular de Hosoya. (ver la
Figura 22)

Figura 22: Tridngulo regular de Hosoya.

Ejemplo 2.6. Ahora fijamos a =7 y b= 2 y obtenemos la siguiente secuencia numeérica.
G1:7, 02:2, G3:9, G4:11, G5:20, G6:31,

Sustituyendo estos valores en la Figura 20 obtenemos un triangulo de Hosoya con a = 7 y
b=2. (ver la Figura 23)

49
14 14
63 4 63
77 18 18 7
140 22 81 22 140
217 40 99 99 40 217

Figura 23: Tridangulo generalizado de Hosoya.
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2.6. La estrella generalizada de David

Definicion 2.12. Sea E un hexdgono reqular formado con puntos situados en un tridngulo
generalizado de Hosoya. Digamos que E tiene longitud | si un lado del hexdgono contiene [
puntos del tridangulo generalizado de Hosoya.

Denotamos los puntos de las esquinas de E como aq,as,as v by, by, b3. La estrella de David
de longitud [ es una configuracién formada por los seis puntos de E. Es decir, la estrella
de David es una configuracién de seis puntos en el triangulo de Hosoya formado por dos
triangulos con vértices ay, as,as y by, by, b3 de F.

La Figura 24 parte (a) representa una estrella de David de longitud dos. Las lineas continuas
en la Figura 24 parte (b) y (¢) muestran una estrella de David de longitud tres y cuatro,
respectivamente.

aq by aq by aq by
- - @ - - - --e--e -8
/ . . ‘e
. ° / \
/; \ 4 .
¢ // C \\ // C \\
R (D
. f N /
\ ’ [ ] [ ]
\ / h
N ,
N , ,
———--- --0--o %
as b3 as b as b3

Figura 24: Estrellas de David (a), (b) y (c).

Primero tomamos algunos ejemplos de la estrella generalizada de David de tamano dos como
en la Figura 24 parte (a). Podemos obtener una caracterizacién completa de sus vértices
ai,as,as y by, by, by sabiendo la ubicacién de uno. Por ejemplo, si (m,n) son las coordenadas
diagonales de as, entonces tenemos

a; = Gm—l—lGn—Qa ag = GmGn Yy as = Gm-{—QGn—la
by = Gmanla by = Gm+2Gn72 ) by = Gm+1Gn-

Necesitamos dar valores para a, b, m y n para considerar algunos ejemplos particulares.

Ejemplo 2.7. Si tomamos a = b = 1 (el triangulo reqular de Hosoya), m =5 y n = 4,
obtenemos

ay = 8, a9 = ]_5, as = 26, b1 = 10, bg = ]_3, bg = 24.
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1 1
2 1 2
3 2 2 3
5 3 4 3 5
8 5 6 6 5 8
13 B 9 10 8 13
21 13 16 }5 15 16 13 21
34 21 o6 % 25 24 26 21 34

Figura 25: Estrella de David de longitud dos en el triangulo de Hosoya

Ejemplo 2.8. si tomamos a = 7, b = 2 (el triangulo generalizado de Hosoya de la Figura
23), m =3 yn =3, obtenemos

ap = 77, ag = 817 as = 40, b1 = 18, bg = 140, b3 = 99.

19
14 14
63 4 63
T 18 18 77
1407 | S [ 22 140
217 B g 99 40 217

Figura 26: Estrella de David de longitud dos en el tridangulo generalizado de Hosoya

Note que en los dos casos med(ay, as, az) = med(by, by, b3) = 1. Anteriormente demostramos
que esto siempre es cierto para cualquier estrella de David de longitud dos en el tridngulo
regular de Hosoya. Demostraremos un resultado mas general. Es decir, mostraremos que
mcd(ay, as, a3) = med(by, by, b3) = (med(a, b))? para cualquier estrella de David de longitud
dos en cualquier tridngulo generalizado de Hosoya (ver Teorema 2.11).
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Ahora, si consideramos algunos ejemplos de la estrella generalizada de David de longitud
tres como en la Figura 24 parte (b). Podemos obtener una caracterizacién completa de sus
vértices aq, as,as y by, by, by si conocemos la ubicacién de uno. Por ejemplo, si (m,n) son las
coordenadas diagonales de as, obtenemos

a; = Gm+2an4a Ay = GmGn Yy a3z = Gm+4Gn727

bl = GmGn—Qa b2 = Gm+4Gn—4 ) b3 = Gm+2Gn-

También necesitamos dar valores de a, b, m y n para considerar algunos ejemplos particulares.

Ejemplo 2.9. Si tomamos a = b = 1 (el triangulo reqular de Hosoya), m = 3 yn =5,
obtenemos
ay = 5, a9 = 10, as = 26, bl = 4, b2 = 13, bg = 25.

CL1:5 bl':4

>
T
<

[ ]
a3 =26 by =25

Figura 27: Estrella de David de longitud 3 en el tridngulo de Hosoya

Por lo tanto, med(ay, as,as) = med(by, by, bs) = 1.

Sin embargo, veamos con el siguiente ejemplo que esta propiedad no siempre se cumple.
Ejemplo 2.10. st tomamos m =8 yn = 16 en el tridngulo reqular de Hosoya, tenemos

ay = 7920, a9 = 20727, a3 =054288, by =7917, by =20736, b3 = 54285,

a; = 7920 t><' by = 7917
by = 20736< >a2 = 20727
as = 54288 t><' bs = 54285

Figura 28: Estrella de David de longitud 3 en el tridngulo de Hosoya
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med(ay, as,a3) =9 y med(by, by, b3) = 3. En este caso med(ay, as,az) # med(by, by, b3).

Podemos construir ejemplos similares para la estrella de David de longitud cuatro.

En general, si (m, n) son las coordenadas diagonales de aq, entonces los vértices de la estrella
de David de longitud [ en el triangulo generalizado de Hosoya estan dados por

a1 = Guy-1)Gno20-1), a2 = GG, y a3 = Guy20-1)Gn-@-1),
by = GnGn_q-1), by = Gry20-1)Gno20-1) ¥ b3 =Gni-1)Gn.

para enteros positivos m y n tal que n > 2(I — 1). Es necesario que n > 2(l — 1) para que
ai,as, by y by correspondan a puntos «reales» en el tridngulo generalizado de Hosoya.

Terminemos esta seccion con la siguiente definicion.

Definicion 2.13. Si una estrella de David de longitud | cumple que med(ay,as,a3) =
med(by, by, b3). Decimos que tiene la propiedad del med.

2.7. Propiedades del mcd de los niimeros generalizados de Fibo-
nacci

En esta seccién estudiamos las propiedades del med de los niimeros generalizados de Fibo-
nacci, asi como algunas de sus propiedades de modularidad. En particular, proporcionamos
un andlogo a la identidad med(F,, F};,) = Ficd(n,m) Para los nimeros generalizados de Fibo-
nacci. Es decir, med(G,,, Gy,) es siempre un divisor de med(a, b) Fjn,—, con igualdad cuando
|m — n| € {1,2}. También probamos que si un nimero generalizado de Fibonacci G, es
divisible por F,,, entonces el mcd de G,, y G, 110 €s F,, para cualquier entero k distinto de
cero.

Usamos estos resultados para probar la propiedad del mecd para la estrella de David de

longitud dos y tres en el tridngulo generalizado de Hosoya. Entenderemos a|b como a divide
ab.

Lema 2.13. Si med(a,b) =d, ' = a/d yb =b/d, entonces G,(a,b) = dG,(a’,b") para todo
n € N.

Demostracion.
Sabemos que G, (a,b) = aF,_s + bF,_1 para todo n € N. Asi
Gnla,b) =dd'F, o+ db'F, 1 =d(d'F, 2+ bF, 1) =dG,(d, V). |

Utilizaremos G,, para G,,(a,b) para cualquier entero m si no hay ambigiiedad. Del mismo
modo, utilizamos G/, para G,(a’, V') si d = med(a,b), a’ =a/dy b = b/d.

Lema 2.14. Sia,b,n y w son enteros, entonces

Gn-{—w(a, b) - (aFw—l + wa)Fn—2 + (aFw + wa+1)Fn—1 - Gn<Gw+17 Gw+2>-
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Demostracion.

Sabemos que F, ., = F,_1F,, + F,F,, 11 por Teorema 2.3. Asi

Griw(a,b) = aFyin o+ bF, 114
=a(Fy 1Fy o+ FuFy 1) +b(F, 2F,+ F, 1F,y1) por Teorema 2.3
= (aFy_1 +bF,)Fy o+ (aFy + bFyi1)F
= Gyi1Fho+ GuioF,—1 por Teorema 1.12
= Gn(Gui1, Gurz). |

Teorema 2.9. Sea d = med(a,b). Sin yw son enteros positivos, entonces
med(G,,, Gpiw) | dF,

Ademds, si w = 1,2, entonces med(G,,, G,iy) = d.

Demostracion.

El Lema 2.13 implica que med (G, Gpiw) = dmed(G,,, G, ). Por tanto, basta con probar
el teorema para med(G),, G, )

Primero probamos que med(G,, G,,, ;) = 1. Usamos induccién sobre n.
» Caso base:

Cuando n = 1, tenemos:

mced(G7, G5) = med(d', V)

a b
e d——
me (d,d)

mcd(a, b)

=1

Q-

Esto prueba el caso base.

» Hipdtesis inductiva:

Sea k un entero positivo, supongamos que se cumple:
mCd< ;ca ;€+1) =1
= Prueba inductiva:

Veamos que se cumple para n = k + 1:

Sea r un nimero natural tal que med(G} ., G ,) = r. Asi
| G Y 7| Giga- (40)
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Por tanto, r | (G} 5 — G}41), ya que divide a cualquier combinacién lineal. Asi r | G,
Esto y (40) implican que r | med(G}, G, ;). Por lo tanto, la hipdtesis inductiva implica
que r = 1. Esto prueba que

med(G) .G’ .,) =1 paratodo ncZ". 41
n n+1

Ahora probamos que med(G,,, G, ,,) divide a F,. Sea d' un divisor de med(G),, G}, ,,,), Por
tanto,

d|a, Y d |Gy (42)
Entonces, d’ divide a cualquier combinacién lineal de G, y G, ,,. En particular,
&1 (Gl — FuiGl). (13)

Probamos que d' | F,,G, . Ya que G}, = G(d’,b’) para cualquier entero positivo k, por el
Lema 2.14 tenemos

Griw=("Fy 1 +VF)Fy o+ (dFy +VFyi1)F, 1.
Por tanto
Griw — Fur1G =[(dFyo1 + V) Fy o+ (A Fy + U Fyi1)Fyi] — Fyor (@' Fymg + V' Fyy).
Es decir,
Griw — Fu1Gy =VF,Fy o+ (d'Fy + V' (Fpy1 — Fuyo1))Foa

=bF,F, o+ (dF, +VF,)F,
=Fu(dF 1 +V(F, 2+ F,_1))
=F,(dF,_1+VF,)

= FuGp.

Esto y (43) implican que d' | F,,G,,_,. De (41) y (42) tenemos que med(d', G, ;) = 1 ya
que d' es divisor de Gy, ademds G, y G, no tienen divisores comunes, entonces se tiene
que cumplir que d'y G, sean coprimos también. Este hecho y que d' | F, G, implican
que d' | F,,. Hemos demostrado que cualquier divisor de med(G',, G, ,,) es un divisor de F,.

n+w
Esto prueba que med(G),, G, . ,,) divide a F,.

n—+w
Ahora probamos la segunda parte. La ecuacién (41) prueba la segunda afirmacién para
w = 1. Si w = 2, entonces med(G),,G,,,) divide a F,. Por lo tanto, med(G,,, G,,,,) =
1 =meced(d,b). |

Corolario 2.2. Sean m,n,s y t enteros positivos. Si |m —n| € {1,2} y |s —t| € {1,2},

entonces

med(G,,Gs, G,Gy) = med(G,,, Gy) med(Gy, Gy).
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Demostracion.

Sea d = mcd(a,b), ' =a/dy V' =b/d. Yaque |/m —n| € {1,2} y |s — t| € {1, 2}, aplicando
el Teorema 2.9 en G, ,G! vy sabiendo que mcd(d’,b’) = 1 tenemos que med(G,,,G)) = 1.
Este hecho y la Proposicién 2.1 (parte 2) implican que

med(G,G, G.G)) = med (G, G)) med (G, G,).

m s)

Multiplicando ambos lados de esta ecuacién obtenemos

d®*med(G, G, G G}) = d med(G,, G})d med(G,,G). (44)

Utilizando el Lema 2.13 se puede ver facilmente que
med(G,,, Gy) = d med(G,,, G})

med(Gy, G,,) = d med(GL, G))
med (GG, GuGh) = P med (@G, G, GL).

m 87

Sustituyendo esas tres ecuaciones en (44) obtenemos
mcd(G,, Gy, G,G;) = med(G,, Gy) med (G, G,). [ ]
Teorema 2.10. Sea a,b € Z yn,w € N tal que med(a,b) = 1, entonces

G,=0 (méd F,) siy sdlo si med(G,,G,_) = med(G,, Gpiw) = Fy.

Demostracion.

» Veamos la prueba de la implicacién (<=).

Asumimos que med(G,,, G,,—y) = med (G, Gri) = Foy. De aqui se cumple que F, |G,
y esto implica que:
G,=0 (méd Fy).

» Ahora veamos la otra implicacién (=).

Suponemos que G,, =0 (méd F,) y probamos que med(G,,, G,,_,) = med(G,,, G,i) =
F,. Ya que G, =0 (méd F,), existe k € Z tal que G,, = kF,,. Del Lema 2.14 tenemos
que para todo m € Z.

Gm+w = (aFw—l + wa)Fm—Q + (aFw + wa+1)Fm—1
= (aFy_1 +bF,)Fps + (aFy + b(Fy_1 + Fy))Fra
= (aFm72 + me71>Fw71 + Fw(mefQ + @mel + mefl)-

Asi,
Gerw = Gmefl + Fw(me72 + amel + me71>- (45)
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Tomando n en lugar de m en (45), eso y usando que G,, = kF,,, obtenemos

Gn-i—w = kaFw—l + Fw(bFn—Q + aFn—l + bFn—l)
= Fw(ka—l + (bFn_Q + CLFn_l + bFn_1>)

Por lo tanto, G,y = 0 (méd Fy). Asi, F, | med(G, iy, Gr). Esto y utilizando el
hecho de que mcd(G,,1, Gp) | Fiw ya que d = 1, el cual se cumple por el Teorema 2.9
implican que F,, = med(Gy 1w, Gr).

Ahora, tomando n — w en lugar de m en (45) obtenemos
Gn = Gn—wa—l + Fw(bFn—w—Q +aly, w1+ bFn—w—l)'
Ya que G,, = kF,,, tenemos que

Gn—wa—l = ka - Fw(bFn—w—Z + aFn—w—l + bFn—w—l)
= Fw(k - (bFn—w—2 +aly w1+ bFn—w—l))-

Esto indica que F,, | G,_wF,_1. Este hecho y que med(F,, F,_1) = 1 implican que
F, | G—w que en términos de médulo es G,,_, =0 (méd F,). Entonces

F, | med(G,—w, Gr).

Esto y el hecho de que med(G,,_y,G,) | Fyw ya que d = 1, el cual se cumple por el
Teorema 2.9 implican que F,, = mcd(G,,—y, Gy). [ |

Primero veamos una propiedad que cumple el mcd, la cual se utiliza en la demostracion del
Lema 2.15.

Proposicion 2.4. Sean a,b y c enteros positivos. Si se cumple que med(a,c) = 1, entonces
med(med(a,b),c) = 1.

Demostracion.
Supongamos que d = mcd(mcd(a, b), ¢). De aqui
d | med(a,b) entonces d | a.
También se cumple que d | ¢, luego
d | med(a, c).

Pero por hipétesis med(a,c) = 1, entonces d | 1 y sabemos que 1 | d. Esto implica que
d=1. [ |

Lema 2.15. Sean o, 3,6,7v,p,¢ € N ya,b € Z tal que med(a,b) =1y

D = med(GoGp, G5G, G,Gly).
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1. Sia=6+1,p=0+2,8=~v—-2,yp=v—1, entonces D =1

2. Sid=a+1, p=a+2,8=y—1,y¢p=v—2, entonces D =1

3. Sia=0+4+2p=06+4, f=v—4, yp=7—2, entonces D = med(Gg, G,, GsG.,)

4. Sid=a+2, p=a+4, f=7-2,y¢=~—4, entonces D = med(G,,G.,G,G,).
Demostracion. Se sabe que

mcd(G,Gg, GsG,,G,Gy) = med(med(G,Gg, Gs5G.,), G,Gy) (46)
= mcd(med(G,Gs, G,G,), GsG). (47)

» Probamos la parte (1).

Ya que |a — | =1y |8 —~| = 2. El Corolario 2.2 y (46) implican que
D = med(mcd(G,, G,) med(Gs, Gg), G,Gy). (48)

Por el Teorema 2.9, |a —p| =1y |8 — ¢| = 1, tenemos med(G,, G,) = med(Gy4, Gg) =1 ya
que mcd(a,b) = 1. Asi,

mcd(med(G,,, G,), G,) = med(med(Gs, Gp), Gy) = 1.
Esto, la Proposicién 2.1 parte (2) y (48) implican que
D = med(mcd(G,, G,), Gy) med(med(Gs, Gg), G,).

Usando el Teorema 2.9, |y —¢| =1y |d — p| = 2, de aqui tenemos que med(Gy4,G,) =1y
mcd (G, G5) = 1y de esta manera

mcd(mced(G,,G,),Gy) =1 vy med(med(Gs,Gp),G,) = 1.
Por lo tanto D = 1. Esto prueba la parte (1).

» Probamos la parte (2).

Ya que |a — p| =2y |8 — ¢| = 1. El Corolario 2.2 y (47) implican que

D = mcd(mcd(G,, Gy) med(G,, Gg), GsG.,). (49)

Por el Teorema 2.9, |a — | =1y |5 — | = 1, tenemos mcd(Gs, G) = med(G,,, Gg) =1 ya
que mcd(a, b) = 1. Asi,

mcd(med(G,, Gy), Gs) = med(med(G,, Gp),G,) = 1.
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Esto, la Proposicién 2.1 parte (2) y (49) implican que
D = mcd(mcd(G,, G,), G,) med(med (G, Gg), Gs).

Usando el Teorema 2.9, |[¢ — | =2y |p — 0| = 1, de aqui tenemos que mecd(Gy4,G,) =1y
mcd(G5,G,) = 1y de esta manera

mcd(mced(G,,Gy),G,) =1 y med(med(G,, Gp),Gs) = 1.
Por lo tanto D = 1. Esto prueba la parte (2).

= Ahora probamos la parte (3).

El Teorema 2.9, o —0| = 2y |y—¢| = 2, implican que med(G,, Gs) = 1y med(G,, G4) = 1.
Por lo tanto, med(med(G,, Gy), Gs) = 1 y med(med(G,,, Gy),G,,) = 1. Asi,

mcd(med(G,, Gy), GsG,,) = 1. (50)
Ya que |a — p| =2y | — ¢| =2, el Corolario 2.2 y (47), implican que
D = med(mcd(G,, Gy) med(Gg, G,), GsG.). (51)
El Teorema 2.9, |a — p| =2y | — ¢| = 2 implican que
mcd(G,,G,) = med(Gg, Gy) = 1.

Por lo tanto, mcd(med(G,, Gy), med(Gg, G,)) = 1. Esto y el Corolario 2.6 implican que
mcd(med(G,, Gy) med(Gg, G,), GsG,) = med(med (G, Gy), G5G,) med(med(Gg, G,), GsG.)

Esto, (50) y (51) prueba que D = med(Gg, G, GsG.,).
= Ahora probamos la parte (4).

El Teorema 2.9, |0 —p| = 2y |B—¢| = 2, implican que med(Gs,G,) = 1y med(Gg, G4) = 1.
Por lo tanto, med(med(Gs, Gg),G,) = 1 y med(med(Gs, Gg), Gy) = 1. Asi,

mcd(mcd(Gs, Gg), G,Gy) = 1. (52)
Ya que |a — | =2y |8 — 7| =2, el Corolario 2.2 y (46), implican que
D = mcd(mcd(Ga, GW) mcd(Gg, G5), GpG¢). (53)

El Teorema 2.9, | — 0] = 2 y |5 — 7| = 2 implican que mcd(G,, Gs) = med(Gj,G,) = 1.
Por lo tanto, med(med(G,, G,), med(Gs, Gg)) = 1. Esto y el Corolario 2.6 implican que

mcd(mced(G,, G,) med(Gs, Gp), G,Gy) = med(med(G,,, G), G,G,) med(med(Gs, Gg), G,Gy).
Esto, (52) y (53) prueba que D = med(G,, G, G,G,). |
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2.8. Propiedad del mcd para la estrella de David de longitud dos
y tres

En esta seccién probaremos la propiedad del mcd para la estrella de David de longitud dos.
Daremos las condiciones necesarias y suficientes para que la estrella de David de longitud tres
tenga la propiedad del med. Ademaés, probaremos que el nimero 9 divide las coordenadas de
los vértices as 0 by en la Figura 24 parte (b) si y solo si el med de cada tridngulo da distinto
numero.

Recordamos que si d = med(a,b), a’' = a/d y ' = b/d, entonces usamos G,, para Gp,(a,b) y
G, para G,,(da’, V') para cualquier entero m.

Teorema 2.11. Sea d = med(a,b). Si ai,asz, a3 y by, b, by son los vértices de la estrella de
David de longitud dos, entonces med(ay,ay, as) = med(by, by, by) = d°.

Demostracion.

Sea a' = a/d, V' =b/d, y (m,n) las coordenadas diagonales de ay. Probaremos primero que
el med(ay,as,as) = d?. Sabemos que a1 = Gui1Gnoo, a2 = GG, v ag = Gma2Gno1. Estoy
el Lema 2.13, implican que

mCd(ala az, CL3) = mCd(Gm—l—lGn—Z; GmGn7 Gm+2Gn—1)
= med(dG,, | dG, ,.dG., G, dG., , dG., )
= med(d® G, ., G, ,.d*> GG &G Gl )

= d2 mCd(G;n+1G;z—2a G;nG;w G;?L+2G;'L—1)'
Y por el Lema 2.15 parte (1), tenemos que med(G,, G, _,, GG, G, 2G,_1) = 1. Esto

muestra que med(ay, ag, az) = d?.

Ahora la prueba de med(by, by, b3) = d*. Sabemos que b, = G,,Gpo1,by = GpioGno y
bs = G,,11G,. Esto y el Lema 2.13, implican que

mcd(bl, bQ, b3) = mCd(Gmanl, GerQanz, Gm+1Gn)
= med(dG), dG,_y, dG,  dG . dG ., dG)
— med(d GGy, & GG, @ Gy G)

= d®mcd(G,Gl,_1, G sGh o, Gl 1 Gh).

m>~n—1

Y por el Lema 2.15 parte (2), tenemos que med(G,,G,,_,, G, .G, 5, G, G)) = 1. Esto

muestra que med (b, by, bs) = d*. [ |

Lema 2.16. Sea d = med(a,b), a’' =a/d yV =0b/d. Si ai,as,a3 y by, by, by son los vértices
de la estrella de David de longitud tres donde (m,n) son las coordenadas diagonales de as,
entonces

1. med(ay, az, a3) = d*> med(G,,_y, Gl oy, G GL).
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2. med(by, by, bs) = d* med(G.,, G, Gl yGly ).

Demostracion.

Ya que (m,n) son las coordenadas diagonales de as

ay = Gm+2Gn—4a ag = GmGn ) az = Gm+4Gn—2a
by = GmGn—Qu by = Gm+4Gn—4 Yy by = Gm+2Gn'

Probamos la parte (1), tomando en cuenta lo anterior y el Lema 2.13, implican que

mcd(ay, az, a3) = med(Gi2Gn_s, GnGny GriaGn_2)
= med(dG,_, dG',_,,dG", dG',,dG", ., dG'_,)
= med(d® G, ,G,,_y, &> GG, & G 4Gl )
= d*med (G, oGy, GGl Gl Gl ).

n—4» ~“m~"n> Y'm+4

Y por el Lema 2.15 parte (3), tenemos que

mCd<G{m+2G;z—47 G;nG/n’ Glm+4

G;L—Q) = mcd(G’n_4, G;n-i—47 GfmG;z)‘

Esto muestra que med(ay, az, a3) = d> med(Gl,_y, Ghy 4, G Gh).

Ahora probamos la parte (2). Utilizando el Lema 2.13, tenemos

mcd(bl, bQ, bg) = mcd(GmGn,g, Gm+4Gn,4, GerQGn)
= mcd(dG,, dG, 5, dG.,,, dG,_,,dG, ., dG.,)
=med(d® G, Gy, d* Gy Gl d Gl bGh)

m>~"n—2

= P med(G, G o, GGy GGl

m~—"n—2»

Y por el Lema 2.15 parte (4), tenemos que

med(G,G g, Grga G GrgoGr) = med(G,, G, Gy Gy )

Esto muestra que med (b, ba, b3) = d° med(G.,, G, Gl 4Gl y)- |

Teorema 2.12. Sea d = med(a,b), ' = a/d y V' = b/d. Si ai,as,a3 y by, by, by son los
vértices de la estrella de David de longitud tres, donde (m,n) son las coordenadas diagonales
de a9

1. G, =0 (mdéd 9) y G, =0 (méd 9) si y solo st med(aq, as, az) < med(by, by, b3).

2. Gy =0(méd9) y G, _, =0 (méd 9) siy solo st med(ay,as, as) > med(by, by, bs).

Demostracion.

Probaremos la parte (1).
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» Para suficiencia, asumimos que G/, = 0 (méd 9) y G, = 0 (mdd 9) y probamos que
mcd(ay, as, az) = 3d*> y med(by, by, b3) = 9d°.

Ya que G, =0 (méd 9) y G, = 0 (mé6d 9), es claro que G, =0 (méd 3) y G, =0
(méd 3). Esto y el Teorema 2.10 implican que

mcd(G,,, G, ,4) = F1 =3 y mcd(G,,, G, ,) = F\ = 3. (54)

Por lo tanto, 3 | med(G,,_,, G, 4, G:,G)-

s . .. . / / ! /
Ahora nosotros mostramos que 3 es el tinico divisor primo de med(G,_4, G, .4, G, G),).
Si p es un nimero primo y

p | mCd(G/n747 G;n+47 GlmG;L%

entonces sabemos que p | med(G),_,,Gy,) 6 p | med(G,, 4, G}). Esto y (54) implican
que p = 3.

Luego, med(G,_,, G ,,G' G') = 3% para algin k& > 1. Mostramos con k = 1. Si
n—4 m+4 m~n

k > 1, entonces 9 | G,_, ¥y 9| G,,.4- Yaque G;, =0 (m6d 9) y G;, = 0 (méd 9),

podemos concluir que 9 | med(G),,G),.,) v 9 | med(G,,, G,,_,). Esto contradice (54).

Asi

mCd(G;%Ab G;n+47 G/’n’LG:L) =3. (55)

Ahora probamos que med(G,,,G,,, G, _,G,..4) = 9. Para G;, = 0 (m6d 9), G;, =0
(méd 9) y (54) podemos escribir que 9 | med(G,,, G,,, G, _,G,,.,). Mostramos que 3
es el tnico divisor primo de med(G,,, G, G,,_,G, ). Si p es un primo y

p | mCd(G;na G;u G;L74 ;n+4)7

es facil ver que p | med(G,,_,, G,,) 6 p | med(G,,.,, Gy). Esto y (54), implican que
p=3.

Asf, med(G,,, G),, Gl 4Gl y) = 3' para algtin entero [ > 2. Mostramos con [ = 2. Sil >
2, entonces 3° | Gl,_,G", 4. Por lo tanto 9 | G1,_, 6 9| Gl,.s- Ya que G7, =0 (méd 9)

y G, = 0 (méd 9), podemos concluir que 9 | med(G,,,G),,4) 6 9 | med(G),,G,,_,),
esto contradice a (54). Asi

mCd(G;Tu G;u G;L74 ;n+4) =9.

Esta igualdad, el Lema 2.16 y (55) muestran que med(ay, as, as) = 3d* y med(by, by, bs) =
9d?, probamos la suficiencia de la parte (1).

» Por el contrario, asumimos que mcd(ay, as, asz) < med(by, b, bs3). Esto y el Lema 2.16
implican que

med(G,,_y, Gy, G, G) <med(G, G, GG y)- (56)
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Por lo tanto, med(G,,, G,,, G, 4G, ,) > 1. Si p es un primo, tal que
p | mCd(Glma Gln? G;Lf4G;n+4)7

es facil ver que p | med(G,,,G,,,4) 6 p | med(G,,,G,_,). Esto y el Teorema 2.9
implican que p = 3. Asi,

med(G,,, G, G, _,G',.,) = 3' para algin ¢ > 1. (57)

Por lo tanto, 3 | G, y 3 | G,,. Esto y el Terorema 2.10 implican que med(G,,,, G, 4) = 3
y med(G,,, G, _y) = 3. Asi 3 | med(G),_y, G,y iy, G, Go). En particular, tenemos que
3 <mcd(G,_,, G, .4, G,G,). Esto, (56) y (57) implican que

med(G,,, G, Gl _,G',.,) = 3' para algin ¢ > 2.

Asi, G, =0 (méd 9) y G, =0 (mé6d 9). Esto prueba la necesidad de la parte (1).

La prueba de la parte (2) es andloga a la prueba de la parte (1). En efecto, en la prueba
de la parte (1) necesitamos intercambiar los roles de a; y b; para i = 1,2,3, en lugar de
m usamos m + 4, en lugar de n usamos n — 4, y tambien utilizamos el Teorema 2.10.

Corolario 2.3. Sea d = med(a,b), a’ = a/d y V' = b/d. Si a1,as,a3 y by, by, by son los
vértices de la estrella de David de longitud tres, donde (m,n) son las coordenadas diagonales
de asy, entonces

G/

n—i’

med(G),

m-1)

L3) # L3 para i = 0,4 siy solo si med(ay,as,a3) = med(by, by, b3).

Demostracion.

La prueba es una aplicacién sencilla de la negacién del Teorema 2.12.

» Primero veamos la implicacién (=).

Suponemos que med(G., .., G, L3) # L5 para i = 1,4. Entonces debe suceder que

m-1?
Gy Z0 (méd9) o G, #0 (mdd9).

Utilizando la negacién del Teorema 2.12 por (1) obtenemos que mecd(ay, ag,as) >
mcd (b, by, b3) v por (2) med(aq, az, az) < med(by, b, b3). Lo que implica que

mcd(ay, as, az) = med(by, by, bs).

» Ahora veamos la implicacién (<=).

Suponemos que mcd(ay, as, az) = mcd(by, by, b3). Utilizando la negacién del Teorema
2.12 parte (1) y (2) obtenemos que

Gy Z0 (méd9) o G, #0 (mdd9).

Lo cual implica que mcd(G),.;, Gl,_;, L3) # L3 parai = 1,4. |
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Capitulo 3

3. Geometria en el triAngulo de Hosoya

Sabemos que hay propiedades de los nimeros de Fibonacci que son conocidas algebraicamen-
te, ahora haremos una interpretacion geométrica. Las pruebas clasicas de las identidades méas
conocidas que estudiamos aqui se basan en la induccién matematica; sin embargo, en este
capitulo, proporcionaremos pruebas geométricas de esas identidades utilizando propiedades
del triangulo de Hosoya. Por lo tanto, las pruebas son mas visuales. las herramientas aqui
se pueden ampliar para probar otras identidades clasicas. Ademas, mencionamos algunas
propiedades que son bien conocidas en el tridngulo de Pascal como la propiedad del palo de
hockey.

El tridangulo de Hosoya es una gran herramienta para presentar geométricamente las identida-
des de Fibonacci. En este capitulo también estudiamos algunas otras propiedades geométricas
que tiene el triangulo de Hosoya. Por ejemplo, damos una prueba geométrica de las identi-
dades de Cassini, Catalan y Johnson.

3.1. El triangulo de Hosoya y su sistema de coordenadas

En estas secciones, agregaremos una diagonal y una diagonal invertida de ceros en el triangulo
de Hosoya, para facilitar la interpretacién geométrica de las identidades que mostraremos.
Entonces la Definicién 1.4 se convierte en:

Definicion 3.1. La sucesion de Hosoya {H(r,k)}r1>0 es definida recursivamente por
H(0,0)=H(1,0)=H(1,1)=0 y H(2,1)=1
H(rk)=H(r—1,k)+ H(r — 2,k) (58)
H(r,k)=H(r—1L,k—1)4+H(r—2k—2) (59)
parar >1y0 <k <r—1, donde r representa el nimero de fila en el triangulo de Hosoya

y k representa la posicion de izquierda a derecha de la r-ésima fila.

Entonces haciendo este cambio en la Figura 8, obtenemos el siguiente triangulo de Hosoya
en su representacion H(r, k):

H(0,0)
H(1,0) H(1,1)
H(2,0) H(2,1) H(2,2)
H(3,0) H(3,1) H(3,2) H(3,3)
H(4,0) H(4,1) H(4,2) H(4,3) H(4,4)

Figura 29: Triangulo de Hosoya
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Su representacion en multiplicacion de niimeros de Fibonacci es:

0 0
0 1 0
0 1 1 0
0 2 1 2 0
0 3 2 2 3 0
0 5 3 4 3 5 0
0 8 ) 6 6 ) 8 0
0 13 8 10 9 10 8 13 0
0 21 13 16 15 15 16 13 21 0
0 34 21 26 24 25 24 26 21 34 0

A lo largo de este capitulo, usaremos H para denotar al tridngulo de Hosoya. Ahora veamos
que con esta modificacion en H el Corolario 1.6 se convierte en:

H(r,k) = FFy_p.

Proposicion 3.1. Cualquier entrada en H es producto de dos niumeros de Fibonacci, es
decir:

H(r k) = FpF,_g (60)
donder >1y0<k<r—1.

Demostracion.

Para demostrar esta proposicién basta probar que se cumple para H(r,0) ya que todos los
demaés casos sabemos que se cumplen por lo visto en el Corolario 1.6.

Probaremos por induccién fuerte sobre r que se cumple que H(r,0) = FyF,.

= Cuando r = 2, tenemos:

H(2,0) = H(1,0) + H(0,0)
=040
= 0(1+0)
= Fyo(F1 + Fy) pero Fy = F;
— FyF).

Se cumple el caso base.
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» Hipoétesis inductiva: Sea k un entero positivo tal que r = k, supongamos que para ¢ un
entero positivo tal que ¢ < k, se cumple:

s Prueba inductiva:

Veamos que se cumple para r =k + 1:

H(k+1,0)=H(k,0)+ H(K —1,0)
= FyF, + FoF,_1 por hipotesis inductiva
= Fo(Fi + Fr-1)
= FoFrq1.

Por lo tanto, la afirmaciéon se cumple para todo entero positivo r. [ |

3.2. Propiedades geométricas en el triangulo de Hosoya
En esta secciéon usaremos la configuracién de escalera para explorar propiedades geométricas
y algebraicas en el tridngulo Hosoya.

Hemos encontrado que si se da un rectangulo en un triangulo de Hosoya, entonces la diferencia
de dos de sus esquinas es igual a la diferencia de las esquinas restantes. Esta propiedad
fundamental nos permite tener pruebas geométricas de varias identidades. La propiedad del
rectangulo da lugar a otras configuraciones geométricas, y por lo tanto, més identidades
asociadas con esas configuraciones.

Primero presentaremos una serie de definiciones basicas que nos permitan comprender las
propiedades que seran desarrolladas.

Definicion 3.2. Llamamos columna a las lineas verticales formadas por puntos de H que
tienen la misma direccion que el eje de simetria del tridngulo.

Definicion 3.3. Las paralelas dentro de H son dos lineas del mismo tipo que jamds de
interceptan, estas pueden ser filas, columnas, diagonales y diagonales invertidas.

Definicion 3.4. Un peldano, es un conjunto de puntos sobre las misma fila, columna, dia-
gonal o diagonal invertida que une dos paralelas dentro de H.

Definicion 3.5.

= Longitud con signo: es la longitud de un peldano y es la diferencia entre el punto inicial
y final, esta longitud puede ser negativa.

= Longitud con valor absoluto: es el valor absoluto de la longitud con signo.

Definicion 3.6. Una escalera dentro de H es un rectangulo que tiene vértices en H.
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1. Si los peldanos que contiene la escalera son verticales diremos que es una escalera
horizontal.

2. Si los peldanos que contiene la escalera son horizontales diremos que es una escalera
vertical.

3. St los peldanos que contiene la escalera son diagonales invertidos diremos que es una
escalera oblicua.

4. Si los peldanos son diagonales diremos que es una escalera oblicua invertida.

Primero probamos un Lema que sera ttil para probar varios resultados en este capitulo. Si
L es una escalera horizontal en H donde su peldano tiene exactamente dos puntos, entonces
la suma de un peldano es un nimero de Fibonacci y es igual para cada peldano.

Lema 3.1. La suma de los peldanos de una escalera horizontal en H con vértice superior
izquierdo H(r, k) con i peldanos coinciden y es un nimero de Fibonacci. Es decir para todo
rk>0yk+i+1<r secumple que

Folo g+ Frp Frpy1 = Frpibo i + Frpipi B = Frga
o equivalentemente
H(rk)+Hr+2,k+1)=H(r,k+i)+H(r+2,k+i+1)=F..
Demostracion.
Primero probaremos que se cumple la siguiente igualdad.
Fobr g+ Frp Frppn = Frga
Lo haremos utilizando la férmula de Binet demostrada en el Teorema 1.10 de la siguiente

manera:

FpFr g+ FrpFrpn
Oék . Bk Oérfk . /67‘7]6 ak+1 _ /Bk+1 aﬂ“fk+1 _ Brfkle

T a-5 a—_ + a—p3 " por la formula de Binet
= m((ak — BR) - (a7 R = TRy 4 (F T — gRHLY L (@r R grkly)
= ﬁ(oﬂ’ _ akﬁr—k . ﬁkzar—k + 67" + (XT+2 i ak—i—lﬁr—k—l-l . 6k+lar—k+1 + 57‘4-2)

= m(ar + ﬁT + aT+2 + Br+2 . akﬁr—k . ﬁka’r—k . (Ozﬁ)(akﬂ’"_’“) - (aﬁ)(ﬁkaf_k))
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1 - r— r— r—
— (a_ﬁ)z(ar+ﬁr+ar+2+ﬂr+2_akﬂr k—Bka k—f—O./kﬁ k—l—ﬁka k)

ey
— (A ()

= g e )y que (af) = 1
R

— e e )

e LA

Ahora probaremos que se cumple que:

Frpil ki + Frvivi Frgp—iy1 = Frpa.

De igual manera haremos esta demostracion utilizando la férmula de Binet:

Ozk—ﬁk
a—pf"

Fy, =

Entonces, tenemos lo siguiente:

FyviFrp—i+ Fryip1 Fr—g—it1 = Fr41  utilizando la férmula de Binet, tenemos:
akti _ gt qr—k—i _ gr—k—i . aktitl _ ghtitl  gr—k—itl _ gr—k—i+1

ya que (aff) = —

. Brfkfz#l))

o — ﬁ a — 6 o — ﬂ . - B
1 . ) ' 4 |
— m((ak+z . /BkJrz) . ( r—k—i B k— 1) ( k+it+1 BkJerrl) . (arfkferl
1 (o — aFFigrTR=i _ ghtiqrok—iy gr o G142 _ gl grokeitl _ ghtidlgroheidl . gre2)
(=)

_ 1 > (ar + Br + ar+2 + 5r+2 . ak—i—iﬁr—k—i o Bk—&—iar—k—i-i . (aﬁ)(ak—kiﬁr—k—i) _ (aﬁ)(ﬁk“o/_k_i))

(a=p)
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— (OZT + ﬂ'r + o2 + BT+2 _ ak+z/87’—k—z _ ﬁk—l—za'r’—k—z + ak—i—zgr—k—z + ﬁk—HOzT_k_Z)

(o= B)?
ya que (aff) = —1

e eay
— (N + () a5
e e o) =
= o gplele™ =8 Bl )

- @ =

TS M

CFa

Hemos probado que:
FeFrk + Fep1 Fr—gt1 = FrpiFr—k—i + Frpit1 Fr—gp—iv1 = Frya.
Si utilizamos la proposicién 3.1 tenemos

H(r,k)+ H(r+2,k+1)=H(r,k+i)+ Hr+2,k+i+1)=F41. |
Podemos dar una interpretacién geométrica al Lema 3.1. De la siguiente manera:

= Primero, tomamos dos peldanos consecutivos de L formando un cuadrado como en la
Figura 30. Observe que cada diagonal de este cuadrado tiene tres puntos (dos vértices
y uno punto interior). Esas dos diagonales se cruzan en el punto interior p.

De la definicién recursiva de las entradas de H y el punto p, es facil ver que la diferencia de los
dos puntos de esquina de la barra diagonal invertida del cuadrado es igual a la diferencia de
los puntos de las esquinas de la barra diagonal del cuadrado. Esto implica que la suma de los
puntos en dos peldanos consecutivos tiene el mismo valor. Usando un argumento inductivo
podemos extender el resultado para dos peldanos arbitrarios cualesquiera. Ya que esto es
cierto para cualquier peldano de L, es cierto para el primer peldano de la izquierda donde
uno de los dos puntos es cero y el otro es el nimero de Fibonacci F,.; = H(r + 2,1).
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H(r+2j,k+j) H(r+2j,k+i+j)

Figura 31: Propiedad del rectangulo
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H(r, k) H(r+2,k+1) H(rik+iH(r+2,k+i+1)

N

Figura 30: suma de peldanos de la escalera horizontal

Ahora si consideramos una escalera vertical como en la Figura 31 podemos observar que se
cumple la propiedad del Rectéangulo.

Esta propiedad se muestra formalmente en la Proposicion 3.2.
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Proposicion 3.2 (Propiedad del rectangulo).

Sea la escalera vertical en H con vértice superior izquierdo H(r, k) con i columnas y 2j filas,
entonces se cumple que todos sus peldanos horizontales tienen la misma longitud con signo.
Es decir se cumple que:

FuF gy — FriFr i = (V) (FoyjFogjg — FrviiFrjii) = (FDFEE g .
o equivalentemente

H(r,k) — H(r,k+1i) = (=17 (H(r + 24,k +7) — H(r +2j,k+i+7)) = (=1 H(r — 2k,1).
donde j también representa el niumero de peldanos de la escalera vertical.

Demostracion.

Primero probaremos que se cumple la siguiente igualdad.

FyFog— FropiFrgi = (=1 (B j Bk — Frivi Frijoii)-

Lo haremos de manera geométrica de la siguiente manera.

Por el Lema 3.1, tenemos:

» B+ B b1 = Frpibr i + P Fr i
FpF_y, — Fk+iFr—k—i = —(Fk+1Fr—k+1 - Fk+i+1Fr—k—z’+1)

» Fppbr g+ Frpoboppo = FepinnFrpin + FrpiroFrpigo
FrprFrpp1 — Fryii Fri—iv1 = —(FrgoFr—ir2 — FryizoFr—i—iv2)

» ol o+ FrqsFrpys = FrpivoFrp—ivo + FrpivsFr_p—itvs
FipoFr ko — FryivoFri—ive = —(FrgsFrkys — FryivsFr_p—its)

» Ferjabr i+ Fey Bk = Frepivj1 Frop—ivj1 + Frpiri Frop—igj
Fivj1Fiijo1 — Fivirjo1 Frob—ivj1 = —(Fori Froirj — Froviri Frmp—itj)-

Utilizando lo anterior tenemos

Fiobrg — Frpibr i = FiiiFoopor — Frpiri Froj—ign)

[N 2N

Fk+2Fr k+2 — Fk+z+2Fr k— z+2)

Fk+3Fr k+3 — Fk+z+3FT k— 1+3)

AA/\/—\
)_l

— — — —
w

—~ ~~

FroiaFrjis — FrvivaFr ki)

(=1 (Fyri Frmprj — FrpirjFronisg)-
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Ahora probaremos que se cumple:
(=1 (Fisj Frjmie = Fryivi Frajon—i) = (=1)" T FiFo g

Lo haremos utilizando la férmula de Binet, de la siguiente manera:

FreviErvj—k — FrtiviFrij—k—i
okt — Bk—i—j oIk _ Br—&-j—k aFtiti — Bk+i+j o ti—k—i _ Br—&-j—k—i

a—p ’ a—3 Py . p—

= (:lﬁ)z((ozk+j _ IBkJrj) . (arJrj*k o 5r+j*k) _ (ak+i+j _ /8k+i+j) . (ar+j*k7i _ ﬁ’f'Jrj*kf’i))

a—
= (lﬁ)2(0ﬂ+2j — akJrleH*j*k - IBkJrja?"Jrj*k + IBTJer ot + ak+i+j/87'+j—k7i

a—

+ BRIt gri—h—i Br+2j)

— (1/8)2(—ak’+jI37’+j—k: _ l@kz-l-jar-i-j—k + ak+i+j/8r+j_k_i n /Bk+i+jar+j—kz—i)

a—
- (a _15)2 (aB)FHi(Blar—2k—t 4 oigr—2k=i _ gr=2k _ 4r=2k)
= (a_lﬁ)Z(a/B)k+j(_l)(6r2k + ar72k - /Biar72k7i . aiﬁerRfi)
= ((y_lﬁ)Q(aﬁ)k+j(aﬁ)(IBT_2k + o2k _ B,L-ar—Qk—i B aiﬁr—2k—i) va que (Oéﬁ) —

—1) ) ) ) ) ) )
= (7)2(045)]“'”“((0/ — B (a1 — gr=2k=i))  multiplicando por (—1)7 toda la expresién

(a—p)
of — B (gr-2k—i _ gr—2k—i ,
= (af)F+21 (((a - g)) ! — g) )> como (af) = ~1y (~1)¥ =1

k4241
aB) TR E, o

= (
= (-1 FF .

Hemos probado que:
FyFoofy = FypiFrojy = (1) (Fyqj Frgjoi — FrpijFrajoi—i) = (- 1)F B _op ;.
Si utilizamos la Proposicién 3.1 tenemos

H(r k) — H(r,k4+i) = (=1 (H(r + 24,k +7) — H(r + 2§,k +i+ ) = (=D)* ' H(r — 2k,7). B

De manera general, podemos interpretar geométricamente la propiedad del rectangulo en las
escaleras verticales en H. Podemos observar que:

|a0—b0|:|a1—b1|:|a2—b2|:-~~:|ai—bi|.

Como se muestra en la Figura 32.
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Figura 32: Todo peldafio en una escalera vertical en H tiene la misma longitud

El siguiente resultado proporciona varias identidades en el triangulo de Hosoya. En particular,
muestra que la suma alterna de los puntos en un peldano horizontal de una escalera vertical
y la suma de los puntos en los peldanos verticales de la escalera horizontal es una constante
siempre que el peldanio tenga un ntimero par de puntos en cada caso. También vemos que la
longitud absoluta de cada peldano en una escalera horizontal es la misma si hay un ntmero
impar de puntos en los peldanos. Finalmente, si las escaleras son oblicuas (ver Figura 3.2),
entonces la longitud absoluta de cada peldano es la longitud absoluta del primer peldano
multiplicada por un nimero de Fibonacci y la suma de los puntos en los peldanos oblicuos es
igual a la suma de los puntos de la simetria del segundo peldano multiplicado por un niimero
de Fibonacci.

Teorema 3.1. En el tridngulo de Hosoya H se cumple lo siguiente

1. Si tomamos una escalera vertical con las entradas H(r,k) y H(r,k + 2n — 1) como
puntos inicial y final de primer peldano, H(r + 2j,k + j) y H(r + 25,k +2n — 1 + j)
como puntos inicial y final del j-ésimo peldano. Tomando los parametrosr,j >0, k > 0
y 0 <2n—1<7r para algun n, entonces

2n—1 2n—1
S (V' H(rk+i)| = | (~1)'H(r+2j,k+i+j)|.
=0 =0

2. En una escalera horizontal con entradas H(r, k) y H(r+4n—2,k+2n—1) como puntos
inicial y final del primer peldano, H(r,k+ j) y H(r +4n — 2,k + j + 2n — 1) como
puntos inicial y final del j-ésimo peldanio. Tomando como pardmetros j,v >0, k>0 y
0 <2n —1 <71 para algin n, entonces

2n—1 2n—1
S O H(r+2ik+i)=Y H(r+2ik+j+i).
=0 =0
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3. En una escalera horizontal con entradas H(r,k) y H(r + 27,k + j) como puntos inicial
y final del primer peldario, H(r,k+1) y H(r +2j,k+i+j) como puntos inicial y final
del j-ésimo peldano. Si j es un nimero par, entonces

4. En una escalera oblicua inversa con entradas H(r, k) y H(r + j, k) como puntos inicial
y final de cada peldano. Con pardmetros v,k y j enteros positivos, r > k, entonces

H(r+j,k)—H(rk)=F,(H(r+j—k+1,1)—H(r—k+1,1)).

5. En una escalera oblicua con entradas H(r,k) y H(r + i,k + i) como puntos inicial y
final de cada peldano. Con pardmetros i,k y r enteros positivos, entonces

S H(r+ik+i)=F_» H(k+i+1,1).
=0 1=0

Demostracion.

= Para probar la parte 1, damos una prueba geométrica.

Tomamos un escalera vertical de w + 1 peldanos donde w > 0. Sean a; y b; los puntos
iniciales y finales de cada peldano respectivamente, donde 0 < t < w, tomemos los
primeros 2 peldanos consecutivos, que inician con ag y a; y finalizan con by y b; y con
esto podemos formar una escalera horizontal con 2n peldanos.

Por Lema 3.1 podemos tomas 2 peldanos consecutivos verticales consecutivos y obte-
nemos

co+do=ci+di,cot+dy=c3s+ds,...,con2+doy2=cCopn_1+ dop_1.

Despejando
co—c1=—dy+di,co—c3=—dy+ds,...,Con—2— Cop-1 = —dop_o+ dop1
Co —C1 = —(do - dl), Co — C3 = —(d2 - d3), o Cp—2 — Cop—1 = —(d2n—2 - d2n—l)-
Sumando obtenemos:
2n—1 2n—1
> (V== (-1,
=0 1=0
2n—1 2n—1
(—1)'c| = Z (—1)d;
i=0 i=0

Esto lo podemos hacer sucesivamente para peldanos consecutivos y obtendremos que
la suma de los puntos del peldano r es igual a la suma de los puntos del peldano r + 2.
Bastara con tomar ¢; = H(r,k+1) y d; = H(r + 25,k + i + j).
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Figura 33: La suma alternada de puntos en los peldanos es la misma

» Para la parte 2.

Tomamos una escalera L horizontal de dos peldanos consecutivos y 2n puntos en cada
peldano. Sean ¢; y d;, los puntos de cada peldano respectivamente, 0 < t < 2n — 1.
Tomando dos puntos consecutivos sin repetir en los peldanos y por el Lema 3.1.

Co+01:d0+d1
cy+c3=dy+ds

Con—2 + Cop—1 = dop—2 + dop—1.

Sumando obtenemos
2n—1 2n—1

=0 =0

Esto se puede repetir para peldanos consecutivos verticales y asi obtenemos que la suma
de todos los puntos de cada peldano son iguales. Bastard con tomar a ¢; = H (r+2i, k+1)
ydi=H(r+2i,k+j+1i).
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Co = a1 : do = as !
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Figura 34: La sumas de los puntos de los peldanos verticales con un niimero par es la misma

= Prueba parte 3

Usamos la equivalencia de la proposicion 3.2, tenemos:

H(r k) — H(r,k+14) =(=1(H(r +2j,k+ j) — H(r + 2,k + i+ j))
H(r k) —H(r,k+1)=H(r+2j,k+j)—H(r+2j,k+i+j) yaquejespar
H(r+2j,k+3j)—H(r,k)=H(r+2j,k+i+j)— H(r,k+1).

Para demostrar la otra igualdad, probemos:
H(r+2j,k+j)—H(r,k)=H(r+2j,7).
aplicando proposicion 3.1, obtenemos:

H(r+2j,k+37) — H(r k) = Fiyj Foyjor — FiuFrp.
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desarrollando por formula de Binet se obtiene:

ofti — /Bk+j o ti—k _ Brﬂek ok — /Bk ok ﬁrfk
< a—p >< a—p )_(a—ﬂ>< a—f )

- _1@2 (a7 — qk+igri=h _ qrimkgti 4 gre2i _ gr 4 gRgrok 4 qrk gk _ gr)

" (a _16)2 ((aB) (=" — =" 3%) + ™ 4+ 73 — o+ a" 3 F + oM — )

(o _1[3’)2 (1 (=a*B™F = a"7*3%) + o/ 4 g7 —a” + o7 4 o TFEE — 57) i es par
(o _1[3’)2 (—a"B 7 — T 4 T 4 BT —a” kBTN TR - )

- —1B)2 (072 — a7 — g 4 pri®)

B (5016)532 ((@BY ™ — (aBya” — (aB) B + (aBYB™)  ya que 1 = (aB)

- _1@2 (7% — a7 HiBi — oI grHi 4 gre¥d)

= e (@ =) =)

B ol _B]' oI _Br-i—j B
R ( a—p )( a—p >‘FjF’”“”

por Proposicién 3.1, tenemos
FyFoiy = H(r+2j,j).

Lo que prueba parte 3.
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Figura 35: Los peldanos verticales con un nimero impar de puntos tiene la misma longitud
con signo

= Prueba parte 4

Por Proposiciéon 3.1, obtenemos:

Fy(H(r+j—k+1,1) = H(r—k+1,1)) =F(F Frsjogi1-1 — FiFropa-1)
=Fu(Fryjx — Fro)
=FFryj ok — FrF
=H(r+j,k)— H(r,k) por Proposicién 3.1.

Esto es para una escalera oblicua inversa con peldanos en la diagonal. La longitud con
signo de calda peldano es la longitud con signo del primer peldano multiplicado por F}.

e Prueba geométrica.

Para esta prueba no utilizaremos el tridngulo de Hosoya con la diagonal y diagonal
invertida de ceros. Usando el sistema de coordenadas vistas en el capitulo 2 podemos
ver que el punto inicial de los escalones tienen la forma FiF), y el punto final Fy,;F}
con F,, como punto fijo.

Entonces los puntos fijos del k-ésimo peldano tienen la forma F; Fy+F; 11 Fi+. . .+F; 1 Fj.
Si tomamos la longitud con signo tenemos Fjy; Fy,—F; Fy, = Fy(F,4;—F;), donde F;; ;— F;
es la longitud con signo del primer escalén. Tal y como se muestra en la Figura 36.

En la Figura 3.2 podemos notar una escalera oblicua y esta parte 4 también se puede
aplicar a esa figura, utilizando la simetria del Teorema 1.22.
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Figura 36: Escalera oblicua invertida

= Prueba de parte 5

Vamos a demostrar primero de forma algebraica que se cumple la igualdad, tenemos
que

F,._ Z HE+i+1,1)=F,_4 Z FiFy. ;4111 por proposicion 3.1
i=0 i=0

—Lr—k Z Fk+i
=0
= Z Fk+iFr—k
=0
:iH(r—i-i,k—i-i).
=0

La sumas de los puntos del peldano oblicuo es igual a la suma de los puntos de simetria
del segundo peldano multiplicado por el Fibonacci F,_j.

e Prueba geométrica.

Los puntos en el peldano ¢t como se muestra en la Figura 3.2 son de la forma F,F, +
FtF7'+1 + e EFT+k = Ft(FT + FT'+1 + PN + FT+]) donde FT' + FT+1 + ce + FT+j es la
suma de los puntos del segundo peldano.
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Figura 37: Escalera oblicua

La longitud de un peldano en una escalera vertical en H da lugar a una identidad para un
tipo de escalera vertical, la cual tiene una de sus paralelas de la escalera en la vertical central
de H y los peldanos tiene exactamente 2 puntos, esta identidad es la de cassini, vista en el
capitulo 1.

Identidad de Cassini
H2r+1,r+1)—HQ2r+1,r)=(-1)" parar >0
donde la primera entrada es el punto del peldano ubicado en la vertical central de H.

Para el mismo tipo de escalera solo que contenga 2 puntos o mas obtenemos la identidad de
Catalan también vista en el capitulo 1, y podemos ver un ejemplo de esta identidad en el
figura, notemos que la longitud absoluta es la misma en cada peldano.

Identidad de Catalan
H2r+1,,r+1)—HQ2r+1,r —k+1)=(=1)"*'HQ2k - 1,k) parark>1yr>k

donde H(2r + 1,r + 1) es el punto del peldano que esta sobre la vertical central de H, y el
primer peldano esta sobre la fila 2r + 1.

Una forma mas general para calcular la longitud de un peldano de una escalera vertical viene
dada por la identidad de Johnson.

Proposicion 3.3. Identidad de Johnson
Sean r,j, k e i enteros positivos tal que sir+ 7 =k+1 yi < j, se cumple que

H(r+37,7) — H(k+i,4) = (=1)'H(r +j — 2i,j — ).
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Demostracion.

Por Corolario 1.6 tenemos la equivalencia
FyFopr — FiFiiy = (—1)Fy_iFy_ip

Aplicando Binet obtenemos:

ol — 53’ o™t — ﬁr—l—l b — ﬁi okl — Bk—f—l
<a—ﬁ)( a—p )_(a—ﬁ)< a—p )

1 . ‘ - - i , ,
= (@ =A@ ) (o = T ) e quer =k
_ 1 4+l _jor+l _r+lj i+l ol i qr4j—i+l r+j—it+l gi  ardj+l
—(Oé—ﬁ)z(a o’ B o p 4+ B « +a'pB + « 68— )
:( 16)2 ((aﬂ)i(_aj—lﬁr—i—i—l o ar—i—i—lﬂj—l +5r+j—2i+1 + ar+j—2i+1))
a —
1

_ . ((_1)i(ar+j—2i+1 _glgril L greilgicl Br+j—2¢+1))

:m ((—1)i(aj—i e ﬂ,«_iﬂ))
<_1)iFj—iFr—i+1

(=1)'H(r+j —2i,j —1).

@ ® 2
3 2 2 3
Identidad de Cassini 5 3 ! 3 5
8 5 6 6 5 8
13 8 10 9 10 8 13
21 13 16 15 15 16 13 21
34 21 2% 24 2 2 26 21 34
Identidad de Catalan 35 34 42 39 40 40 39 42 34 55
89 55 (©) 63 65 (6 65 63 68 55 89
144 89 110 ‘ 102 105 104 ‘ 104 105 102 110 89 144
233 144 178 # g 168 170 165 178 144 233
377 233 288 267 ‘ 275 272 273 ‘ 273 272 275 267 288 233 377
610 377 166 132 ; 142 440 445 132 166 377 610
087 610 754 699 720 712 715 714 714 715 712 720 699 754 610 087
1507 87 1220 1131 1165 @ : 5 @ 1155 1157 1152 1165 1131 1220 087 1507
2584 1597 1974 1830 1885 1864 1872 1869 1870 1870 1869 1872 1864 1885 1830 1974 1507 2584

Figura 38: Cassini y Catalan
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El tridangulo de Hosoya se pude dividir en dos partes, su parte derecha y su parte izquierda
tomando como referencia la vertical del medio de H, tal como se muestra en la Figura 309.

Antes del siguiente teorema debemos conocer las partes del palo de hockey y como se com-
portan dentro de H.

Definicion 3.7.

= Llamaremos baston del palo de Hockey al conjunto de puntos que pertenecen a una

misma columna.

s Llamaremos hoja del palo de Hockey al punto de la siguiente fila donde termina el

baston, ya sea a la izquierda o derecha del baston.

» Llamaremos un palo de hockey derecho(izquierdo) si su hoja estd a la derecha(izquierda)

del baston.

Teorema 3.2. Palo de Hockey

Sean s, 1, - - ., $; puntos en el baston del palo de Hockey donde sy € {S(Fy), B(F1)}. Sib, es
el punto en la hoja del palo de Hockey, cont € {D, I}, entonces

~

So+ 81+ ...+ Son_o + Son_1 = by, si el palo de hockey esta en lado izquierdo.

2. 80+ 81+ ...+ Son_o+ Son_1 = bp, si el palo de hockey esta en lado derecho.

3. 80+ 81+ ...+ Sou_1+ Son_o = bp, st el palo de hockey estd en lado izquierdo.

4. So+ 814 ...+ Son_1+ Son_o = by, si el palo de hockey estd en lado derecho.

5. sg+ 81+ ...+8; =b;y =bp, para cada i, si el palo de hockey esta en el centro.
Demostracion.

1. En la parte 1 tomemos a sy € S(F}) esto significa que el bastén esta en el lado izquierdo

de H, debemos probar que si el baston tiene un niimero par de puntos, la suma de estos
puntos es igual a la hoja izquierda. Esto lo notamos en la Figura 39.

Viendo la Figura 39 y el comportamiento que tienen los puntos del baston se puede
deducir las coordenadas de los puntos y obtenemos:

2n—1 2n—1
D si=> H(r+2ii+1)
=0 =0

para n,r > 1. El1 by = H(r +4n — 1,2n) y por lo tanto tenemos una equivalencia con
las coordenadas. La prueba es por el método de inducciéon matematica.

124



= Caso base: n =1
1

> H(r+2ii+1)=H(r, 1) + H(r +2,2)

i=0
=FF, + FoF,
—L'r42
—FyFy s
=H(r+3,2)
=by.

= Hipdtesis inductiva: supongamos que se cumple para n = m entero positivo, tal

que
2m+1

Z H(r+2i,i+1)=H(r+4m —1,2m).

1=0

= Paso inductivo: probaremos que se cumple para un n = m + 1.

Queremos:
2m+1
> H(r+2i,14i)=H(r+4m+3,2m + 2).
=0
Entonces,
2m+1 2m—1
> OH(r+2i144)= Y H(r+2i,14i)+ H(r+4m,2m + 1) + H(r + 4m +2,2m + 2)
=0 =0

=H(r+4m—1,2m)+ H(r +4m,2m + 1) + H(r +4m + 2,2m + 2)
= F2mFr+2m + F2m+1Fr+2m + F2m+2Fr+2m+l
= Friom(Fom + Fomi1) + FomioFriomtr

= FriomFomio + FomgaFrpomyt
= Fomio(Fryom + Friomi1)

= F2m+2Fr+2m+2
=H(r+4m+3,2m+2).

Esto prueba la parte 1. Notemos que si so € S(F}) y el bastéon tiene un nimero
par de puntos, esto es un palo de hockey izquierdo en lado izquierdo de H.

2. En la parte 2 tomemos a sq € B(F}) esto significa que el bastén estd en el lado derecho
de H, debemos probar que si el baston tiene un niimero par de puntos, la suma de estos
puntos es igual a la hoja derecha. Podemos deducir sus coordenadas de los s; las cuales
son:

2n—1 2n—1
Z S; = Z H(r+2i,7+1)
=0 =0

para bp = H(r +4n — 1,7 + 2n).
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Notemos en la Figura 39 que por simetria el palo de hockey derecho en el lado derecho
es igual al palo de hockey izquierdo en el lado izquierdo. Viendo esto podemos utilizar
la simetria de las coordenadas de H dadas en el Teorema 1.22, la cual es que H(r, k) =
H(r,r—k+1).

2n—1 2n—1
Z H(r+2i,r+1) = Z H(r+2i,i+1) por Teorema 1.22
i=0 1=0

= H(r+4n—1,2n) por parte 1
= H(r+4n —1,7r+2n) por Teorema 1.22.

Esto prueba la parte 2. Notemos de la prueba que si sy € B(F}) y el baston tiene un
nimero impar de puntos, esto es un palo de hockey derecho en el lado derecho de H.

. En la parte 3 tomemos a sy € S(F}) esto significa que el bastén estd en el lado izquierdo
de H, debemos probar que si el baston tiene un nimero impar de puntos, la suma de
estos puntos es igual a la hoja derecha.

De la Figura 39 podemos deducir las coordenadas de los s;, la cual es s; = H(r+2i,i+1)
y de bp = H(r + 4n — 3,2n).
Queremos demostrar:

2n—2
> H(r+2ii+1)=H(r+4n - 3,2n).
=0

Lo cual demostraremos por induccién sobre n.

= Caso base: paran =1

0
> H(r+2ii+1)=H(r1)
=0
=F,
= FyF,
=H(r+1,2).

Cumple para el caso base.
= Hipdtesis inductiva: supongamos que se cumple para un entero m, tal que
2m—2
> H(r+2ii+1) = H(r +4m — 3,2m).
=0
» Paso inductivo: probaremos que se cumple para m + 1 :

Queremos probar:

2m

> H(r+2ii+1)=H(r+4m+1,2m +2)

=0
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entonces,

2m 2m—2
S H(r+2ii+1)= > H(r+2i+1)+H(r+4m —2,2m) + H(r + 4m,2m + 1)
=0 =0

=H(r+4m —3,2m) + H(r +4m —2,2m) + H(r + 4m,2m + 1)
= FomFriom—2 + FomFriom—1 + Fomi1 Frgom

= Forn(Friom—2 + Friam-1) + Fomy1 Fryom

= FopFriom + Fomg1Frgom

= Friom(Fom + Fomia)

= 7’+2mF2m+2
=H(r+4m+1,2m+2).

Esto prueba la parte 3. Notemos de la prueba que si sg € S(F7) y el baston tiene un
nimero impar de puntos, esto es un palo de hockey derecho en el lado izquierdo de H.

. En la parte 4 tomemos a sy € B(F}) esto significa que el bastén esta en el lado derecho
de H, debemos probar que el bastén tiene un nimero impar de puntos, la suma de
estos puntos es igual a la hoja izquierda.

De la Figura 39 podemos deducir que las coordenadas de los s; = H(r + 2i,7 +14) y de
by = H(r +4n — 3,r + 2n — 2). Queremos demostrar:

2n—2
> H(r+2i,r+i)=H(r+4n—3,r +2n — 2).

=0

Por simetria y parte 3 podemos probar esto.

2n—2 2n—2
> H(r+2ir+i)=> H(r+2ii+1) por Teorema 1.22
=0 =0

= H(r +4n —3,2n) por parte 3
= H(r+4n—3,r+2n —2) por Teorema 1.22.

Esto prueba la parte 4. Notemos de la prueba que si sy € B(F}) y el baston tiene un
nimero impar de puntos, esto es un palo de hockey izquierdo en el lado derecho de H.

. En la parte 5 tomamos a sy € B(F;) N S(F}) esto significa que el bastén estd en el
centro de H. Debemos probar:

isi = b[ = bD.
=0

Lo probaremos separandolo en casos cuando n sea par o impar.
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= Caso cuando n es impar:
Ya que so € S(F}) y el bastén tiene un niimero par de puntos por parte 1 tenemos:

n
E S; = b[.
1=0

Pero sy € B(F}) también y ya que el bastén posee un niimero par de puntos, por

parte 2 tenemos:
n

Zsi = bD.

i=0
Esto prueba el caso cuando n es impar.

» Caso cuando n es par:  Ya que so € S(F}) y el baston tiene un nimero impar de

puntos por parte 3 tenemos:
n

ZS,‘ = bD.

i=0
Pero sy € B(F}) también y ya que el bastén posee un nimero impar de puntos,
por parte 4 tenemos:
n
Z S; — b[.
i=0

Esto prueba el caso cuando n es par.

Notemos que si so € B(Fy) N S(Fy) y el bastén tenga un nimero n de puntos el palo
de hockey sera izquierdo y derecho. ]

Lado izquierdo Lado derecho

bastén

Figura 39: palo de hockey
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Conclusiones
1. El tridngulo de Hosoya posee coordenadas por las que nos podemos desplazar facilmente
y esto también aplica en su generalizacion.

2. Las entradas del triangulo de Hosoya al ser producto de niimeros de Fibonacci, permiten
la inclusion de la propiedad del MCD al triangulo de Hosoya.

3. E1 MCD de los vértices de cada tridangulo que forman la estrella de David es igual a 1.
4. E1 MCD de un poligono de P con n > 3 y n puntos de no-ataque, es 1 6 2.

5. Si una estrella generalizada de David tiene longitud 2, el MCD de los vértices de cada
tridngulo que forma la estrella es igual al (med(a, b))?.

6. Las condiciones necesarias y suficientes, para que la estrella de David de longitud tres
en el tridangulo generalizado de Hosoya satisfaga la propiedad del MC'D dependen de
la divisibilidad Ls, donde Ly es el segundo nimero de Lucas.

7. El rectangulo es un figura importante dentro de H, ya que en base a su propiedad se
demostré las propiedades de la escalera, ya que la escalera es conformada por rectangu-
los.

8. Las propiedades de Cassini, Catalan y Johnson para nimeros de Fibonacci, poseen una
representacion geométrica en el triangulo de Hosoya, siendo cada una la longitud con
signo de los peldanos de cada tipo de escalera vertical.
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Propuesta

Trabajos posteriores a esta tesis.

= Figuras geométricas en el tridngulo de Hosoya: Dado que el presente trabajo se muestran
las mas importantes, existen mas figuras con propiedades muy peculiares como las
trenzas, triangulos, zig zag, entre otras.

» Tridngulo polinomial de Hosoya: Un tridngulo con entradas de polinomios de Hoso-
ya, donde si tomamos polinomios particulares obtenemos el tridngulo de Hosoya y el
triangulo generalizado.

= Matrices en el triangulo de Hosoya: Estudio de propiedades de matrices con entradas
de productos de ntimeros de Fibonacci, es debido a mostrar alguna conexién entre el
triangulo de Hosoya con geometria, teoria de grafos y esta unién viene dada del dlgebra
lineal.

130



Bibliografia

[Goonatilake, 1998] Goonatilake, S. (1998). Toward a Global Science. Indiana University
Press.

[Koshy, 2001] Koshy, T. (2001). Fibonacci and Lucas Numbers with Applications, volume 51
of A Wiley-Interscience Series of Texts, Monographs, and Tracts. Jonh Wiley & Sons.

[Livio, 2003] Livio, M. (2003). The Golden Ratio: The Story of Phi, the Worlds Most Asto-
nishing Number. New York City: Broadway Books.

[Singh, 1985] Singh, P. (1985). The So-called Fibonacci numbers in ancient and medieval
India, volume 12. Historia Mathematica.

[Abraham Moivre, 1718] Abraham Moivre (1718). The doctrine of chances. ., 17.

[Gabriel lamé, 1844] Gabriel lamé (1844). Comptes Rendus, Hebdomadaires, Dés séances,
volume Dix-neuviéme of L’académie des sciences, Paris.

[Haruo Hosoya, 1976] Haruo Hosoya (1976). Fibonacci triangle, Fibonacci quarterly. 14:173—
178.

[Jacques Binet, 1843] Jacques Binet (1843). Mémoires et communications. Comptes rendus
hebdomadaires des séances de I’Académie des sciences., page 563.

[Johannes Kepler, 1611] Johannes Kepler (1611). Strena seu de nive sexagula.

[Martin Garden, 1996] Martin Garden (1996). Mathematical Circus. The Mathematical As-
sociation of America, page 153.

[Rigoberto Florez, Robinson A. Higuita y Antara Mukherjee, 2018] Rigoberto Florez, Ro-
binson A. Higuita y Antara Mukherjee (2018). The geometry of some Fibonacci identities
in the Hosoya triangle. https://arxiv.org/pdf/1804.02481.pdf.

[Rigoberto Florez, Robinson A. Higuita y Leandro Junes, 2014] Rigoberto Flérez, Robinson
A. Higuita y Leandro Junes (2014). GCD property of Generalized Star of David in the
Generalized Hosoya 'Iriangle. Journal of Integer Sequences. https://cs.uwaterloo.ca/
journals/JIS/VOL17/Florez/florez3.pdf.

[Rigoberto Florez y Leandro Junes, 2012] Rigoberto Flérez y Leandro Junes (2012). GCD
properties in Hosoya’s Iriangle. https://www.fq.math.ca/Papers1/50-2/FlorezJunes.
pdf.

[Robert Simson, 1753] Robert Simson (1753). An Explication of an Obscure Passage in
Albert Girard’s Commentary upon Simon Stevin’s Works. Philosophical Transactions of
the Royal Society of London, 48:368-376.

131



[Stevin, Simon; Girard, Albert; Diophantus, of Alexandria, 1634] Stevin, Simon; Girard, Al-

bert; Diophantus, of Alexandria (1634). Vide Les Oeuvres Mathem. De Simon Stevin, a
Leyde, 1634. Chez B. & A. Elsevier, imprimeurs, Leyde.

[Werman, M.; Zeilberger, D., 1986] Werman, M.; Zeilberger, D. (1986). A bijective proof of
Cassini’s Fibonacci identity. Discrete Mathematics, 58:109.

[Eduoard Lucas, 1876] Eduoard Lucas (1876).  Sur diverses questions d’arithmétique
supérieure , volume X. Sur plusieurs ouvrages de Léonard de pise.

132



