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Resumen

Cordova Soriano, Ricardo José. 2023. Niimeros p-ddicos y aplicaciones en dlgebra,
geometria y teoria de niimeros. Trabajo de graduaciéon de Licenciatura en
matematica. San Salvador, Universidad de El Salvador.

Los ntimeros p-adicos fueron motivados por Kurt Hensel principalmente en un
intento de llevar las ideas y técnicas de los métodos de las series de potencias a la
teorfa de niimeros. Ahora, su influencia se extiende mucho més all4 del propésito
inicial, ya que posee una estructura analitica y algebraica que le da a este sistema
numérico una gran utilidad, la cual se trata de exponer a lo largo de este trabajo.

Por consiguiente, esta tesis exhibe: el teorema de Monsky como motivacién,
definiciones bésicas y construccién de los ntimeros p-ddicos, algunos aspectos del
andlisis de sucesiones y series p-ddicas, el teorema de Mahler para funciones
continuas, y por dltimo, una aplicaciéon del teorema de Mahler, para calcular fun-
ciones p—adicas ergddicas a través de los coeficientes de su serie de Mahler.

Palabras clave: niimero p-adico, teorema de Monsky, serie de Mahler, sistemas
dindmicos, funcién ergédica, andlisis p-adico.
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Introduccion

Los ntimeros p-addicos fueron descubiertos por el aleman Kurt Hensel a finales
del s. XIX en relacién a la resolucién de congruencias en teoria de niimeros. Ac-
tualmente son una herramienta indispensable en la teoria de niimeros moderna;
como una muestra de su importancia, podemos mencionar su uso en la demostra-
cién de Andrew Wiles del tltimo teorema de Fermat.

Para despertar nuestra motivaciéon por el estudio de los ntiimeros p-adicos y
sus propiedades, en el capitulo I, denominado Motivacion: Teorema de Monsky, que
describiremos en los parrafos siguientes, observaremos cémo naturalmente surge
la necesidad de utilizar la valoracion 2—ddica, como una herramienta de argumen-
tacion para su demostraciéon. A continuacién, veamos una breve descripcién de
dicho teorema.

Teorema de Monsky

El teorema de Monsky (debido al matemético estadounidense Paul Monsky),
vino motivado por una pregunta planteada y postulada por Fred Richman y John
Thomas en The American Mathematical Monthly.

¢ Se puede dividir un cuadrado S en un miimero impar de tridngulos T; que no se
superponen, todos de la misma drea?

Se demostré que la respuesta es no, siempre que S = [0,1] x [0,1] y que las
coordenadas de los vértices de T; sean nimeros racionales con denominadores
impares. Més atin, probaremos que nunca se puede separar un cuadrado de esta
manera pasando por algunos resultados que nos daran el soporte para argumen-
tarlo.

Luego de motivarnos a estudiar los nimeros p-adicos, el capitulo II y III, se
desarrollan los fundamentos de los ntimeros p-ddicos y andlisis p-ddico. Definire-
mos la valoraciéon p—adica y el valor absoluto p-adico, que da lugar a un sistema



numérico con propiedades un tanto inusuales, por ejemplo, la propiedad no ar-
quimediana. Estas propiedades son de suma utilidad para abordar problemas
aritméticos. Mds atin, es posible desarrollar teorias andlogas a aquellas desarro-
lladas sobre los niimeros reales. De particular interés para nosotros es el andlisis
p-ddico, que esencialmente ofrece una alternativa al calculo y teoria de funciones
de variable real. Un primer objetivo de este trabajo es dar una introduccién a al-
gunos aspectos basicos del andlisis p-ddico y la teoria de funciones de variable
p-adica.

Por otra parte, los capitulos IV y V fueron motivados gracias a la participacién
del autor en el evento CIMPA SCHOOL MEXICO “P—Adic Numbers, Ultrametric
Analysis, and Applications”, Guanajuato, May 2022. Entre los diversos temas de in-
vestigacion abordados, el minicurso “The p-adic Ergodic Theory” [1] del profesor
ruso Vladimir Anashin influy6 decisivamente en el rumbo del presente trabajo. Tal
y como se vera en dichos capitulos, Anashin propone diversos métodos originales
para detectar y estudiar funciones ergédicas de variable p-adica.

Una de las herramientas mds importantes en este estudio (y en el andlisis
p-adico en general) es el teorema de Mahler, que se aborda en detalle en el capitulo
IV:

Teorema de expansion de Mahler:

Este teorema consiste en una expansion en serie para funciones continuas de
Zy en Q.

En el caso real R, la densidad de los polinomios en C([0,1],R) se debe a
Weierstrass (1885). La densidad de los polinomios en C(Z,, Q) fue probada por
primera vez por Dieudonne (1944). Si bien no hay una buena descripcion de todas
las funciones en C([0,1],R) (no se pueden describir como series de potencias, ya
que las series de potencias son infinitamente derivables y una funcién continua no
necesita ser diferenciable ni una sola vez en todas partes ), en 1958 Mahler dio una
muy buena descripcion de todas las funciones en C(Z,,Q,) usando series infini-
tas de polinomios especiales. El resultado sera estudiado en el teorema de expansion
de Mahler.

Para finalizar este trabajo, en el capitulo V se hablara sobre el teorema ergédico
de Anashin, que describe las condiciones necesarias y suficientes para asegurar la
ergodicidad de las funciones continuas de variable p-"adica, mediante la inspec-
cién de sus coeficientes en la expansion de Mahler.

VI



Objetivo general.

= Promover y profundizar el estudio de los nimeros p-addicos como una he-
rramienta fundamental en la teoria de ntimeros.

» Desarrollar elementos bésicos del andlisis p-adico.

= Mostrar ejemplos de aplicaciéon de los nimeros p-ddicos dentro de diversas
ramas de las matemadticas.

Objetivos especificos.

= Dar un tratamiento detallado de la teoria de las expansiones de Mahler.

= Mostrar interaccion entre el analisis p-ddicos y los sistemas dindmicos y fun-
ciones ergddicas.

VII



Capitulo 1

Motivacion: Teorema de Monsky

El problema del que se hablara en este capitulo fue planteado por Fred
Richman en el American Mathematical Monthly en 1965 y fue probado por Paul
Monsky en 1970. Dice de la siguiente manera:

Teorema 1.0.1. [6] No es posible dividir un cuadrado en un niimero impar de tridngulos
de igual drea.

Antes de ir directamente a la prueba, es importante mencionar que este teore-
ma motivara nuestro estudio de los ntimeros p-ddicos, ya que en su demostracién
podremos observar una aplicacién directa de la valuacién 2-adica y el valor abso-
luto 2-4dico que esta define.

Definicién 1.0.2. Sea p un primo fijo. La valuacién p-ddica sobre Z. es la funcion
vp: Z—1{0} - R
definida asi: para cada enteron € Z, n # 0, sea v, (n) el iinico entero positivo que satisface
n=pr"Wn  con  ptn.

Invocando el Teorema fundamental de la aritmética, observamos que vp(n) =0, cuando n
no posee a p en su factorizacion prima.

Podemos extender v, al campo de los racionales como sigue: si x = a/b € Q*,
entonces

vp(x) = vp(a) —vp(b).
Donde por convencion se toma v,(0) = +o00. De aqui es fdcil ver que la valuacion p-ddica
para cada x € Q™ viene dada por la formula

x=po). = pta'b.



Definicién 1.0.3. A través de la valuacion p-ddica definida, se puede construir el valor
absoluto p—ddico, que viene dado por:

[l = p~or .

Extendemos esta definicién a todo Q, definimos [0, = 0.

Para ver méss detalles sobre estas definiciones, véase el Capitulo II.

También utilizaremos un resultado de cardcter combinatorio conocido como
Lema de Sperner, el cual abordaremos luego de aclarar algunas notaciones.

= Sea P una regién en el plano acotada por un poligono convexo P. Supon-
gamos que P se divide en k tridngulos T;, con i = 1,...,k disjuntos o no
traslapados.

= Por vértice entenderemos que es un vértice de alguno de los k tridngulo T;.

= Por cara, entenderemos que es un lado de algtn tridngulo T; o del poligono
convenxo P.

= Dos vértices son adyacentes si estan sobre la misma cara y el segmento de
linea que los une no contiene otro vértice.

= Un segmento basico serd un segmento de linea que une dos vértices adya-
centes.

Notemos que los limites o lados que crean a cada T; es la unién de segmentos
bésicos no traslapados, de igual manera para la frontera de P.

Supongamos ademads que los vertices estdn divididos en tres conjuntos disjun-
tos llamados R, G y B (del inglés red-green-blue) que motivaremos posteriormen-
te. Diremos que una cara o segmento bésico es del tipo RB si tiene un vértice del
tipo R y otro del tipo B.

Definicién 1.0.4. Llamaremos tridngulo arcoiris a un tridngulo cuyos vértices son de
colores distintos entre si, es decir, uno R, uno G y uno B .




Lema 1.0.5 (Lema de Sperner en el plano). Si dividimos un poligono convexo P en
una cantidad finita de tridngulos y el niimero de segmentos bdsicos RB en la frontera es
impar, entonces el niimero de tridngulos arcoiris es impar.

Demostracién. Llamemos A a cada tridngulo formado en el poligono y sea 7, el
nuimero de aristas RB de A.

Sea S la suma de todos los 1. Para comprender mejor lo que cuenta S, supon-
gamos que tenemos dos tridngulos internos Ay y A, que comparten una arista RB,
esta arista serd contada dos veces en S, una vez por n,, y una vez por n,,. Pero
si la arista RB es una cara o un segmento simple sobre la frontera de P, entonces
serd contada una sola vez. Luego:

S = #aristas RB en frontera + 2#aristas RB internas.

Por otro lado, vemos que de esta manera también estamos clasificando los tipos
de tridngulos formados en P, ya que S los cuenta ast:

S = #A arcoiris + 2#A(RBB o RRB)

Por lo tanto como el # de aristas RB en P es impar, entonces el # de tridngulos
arcoiris es impar.

Como segundo paso para construir la prueba de nuestro teorema, probaremos
que todo tridngulo arcoiris tiene drea con valor absoluto 2-ddico mayor a 1. Divi-
dimos los puntos del plano en los tres grupos que mencionamos antes, asignando
a cada grupo las siguientes restricciones:

(vy)eR si x>yl y |x[2>1
(xy)eG st Jylb>[xl2 vy [y2>1

(x,y) €B si |x|2<1 y lyla<1

Proposicién 1.0.6. Todo tridngulo arcoiris con vértices u € R, v € Gy w € B con
coordenadas racionales se puede trasladar a un tridngulo arcoiris cuyo vértice en B es
(0,0), sustrayendo el vértice w.

Demostracion. Especificamente probaremos que u —w € R,y v —w € G.

Sean u = (¢, d) € R,v=(e,f) € Gy w = (a,b) € B. Es obvio que w —w =
(0,0) € B.



Seau—w = (c—a,d—D).Sabemos que |c|, > 1y |a]2 < 1, entonces |c|, > |a],.
De esto tenemos que |c —a|, = |c|2 > 1. Por otro lado

|C - 0’2 = |C’2 > |d|2 > |d— b|2, cuando ’d|2 > |b‘2
lc—alp=1lcla>1>|blo=|d—0b|p, cuando |d|» < |b|>

De aqui que u —w € R.

Ahora bien, sea v —w = (e —a, f — b). Sabemos que [f|]» > 1y |b]» < 1, de
donde [f|, > |b|2. De esto tenemos que |f — b|, = |f]2 > 1. Por otro lado

|f =blo=1[fl2>le]lo > le—alz, cuando [e]> > |al
|f— b|2 = |f|2 >1> |a\2 = ’8 — a‘z, cuando |€|2 < |a\2
Concluimos que v —w € G.
|

Ya hemos probado que todo tridngulo arcoiris se puede trasladar a otro con
vértice en (0,0). Por dltimo, probaremos que este tridngulo arcoiris A con vertice
(0,0) € B, (c,d) € Ry (e, f) € G tiene area con valor absoluto 2-4dico mayor a 1.

Proposicién 1.0.7. [l6]l Todo tridngulo arcoiris tiene drea 2-ddica mayor a 1.

Demostracién. Recordemos que el drea A de este tridngulo viene dada de la
siguiente manera.

Ap = %(cf—ed).

Observamos que como |c|2 > |d|2 y |f|2 > |e|2, entonces |cf|, > |ed|,. De aqui
que

1 1 1
|Aal2 MZICf ed|y ’2’2\Cf|2 ‘2‘2|C|2!f|2>

Con esto hemos demostrado que todo tridngulo arcoiris posee 4rea con valor
absoluto 2—adico mayor a 1.

|
Por dltimo, probaremos el siguiente lema.

Lema 1.0.8. [6]] Una linea recta L no puede contener los tres tipos de puntos.



Demostracién. Supongamos que L contiene los tres tipos de puntos. Mediante
una traslacion de un punto del tipo B sobre L al origen, podemos asumir que
(0,0) € L; entonces esta linea recta es definida por una ecuacioén lineal de la forma
L:y=ax,conacR.

Sean (¢,d) € Ry (e, f) € G sobre L. Sabemos que |c|2 > |d|2 y |f]2 > |e|2, en-
tonces |cf|> > |ed|>. Pero esto es una contradiccion, ya que ambos puntos cumplen
con la ecuacién de la recta y de esto tenemos que cf = ed.

Ahora ya tenemos todos los ingredientes necesarios para justificar la demos-
tracion de nuestro teorema principal, a continuacién.

Demostracion. Sea el cuadrado S = [0,1] x [0,1], se divide en k tridngulos A; con
drea igual a 1/k cada uno. Observamos al conjunto que pertenece cada uno de sus
vértices de S: (0,0) € B, (1,0) € R, (1,1) € Ry (0,1) € G. Vemos que solo hay
un segmento simple del tipo RB que es el segmento que une los vértices (0,0) y
(1,0), entonces por el lema de Sperner, tenemos que hay al menos un triangulo
arcoiris, digamos A, y aplicando lo demostrado anteriormente, tenemos que:

|AA|2 = |1/k|2 >1

Por lo tanto, k es par y con esto demostramos que el cuadrado solo puede ser
dividido en un ntimero par de tridngulos de igual area. [




Capitulo 2

Numeros p-adicos

2.1. Valor absoluto en Q,

Para obtener los nliimeros p—4dicos, necesitamos iniciar con el campo de ra-
cionales Q. Tratando de cimentar una teoria clara para el lector, primero recorda-
remos la definicién de valor absoluto para un campo K general.

Definicién 2.1.1. [5] Un valor absoluto en K es una funcion |.| : K — R, que satisface
las siguientes condiciones:

1). |x| =0siysdlosix=0;
). |xy| = |x||y|, para todo x,y € K;

). |x+y| < |x|+ |y|, para todo x,y € K;
Diremos que un valor absoluto sobre K es no arquimediano si satisface la condicion
adicional:

). |x +y| < max{|x|,|y|}, para todo x,y € K

de lo contrario, diremos que el valor absoluto es arquimediano.

Notamos que la condicién no arquimediana [tv) implica a la desigualdad trian-
gular [un)| ya que max{|x/, [y|} es menor o igual que |x| + [y|.

Tomando K = Q, y eligiendo un primo p € Z. Todo entero n € Z se puede
escribir como 1 = p%("n’, con p { 1, y esta representacién es tnica. Dado que v
estd determinado por p y n, tiene sentido definir una funcién v, como vp(n) =1,
de modo que v, (1) es sélo la multiplicidad de p como divisor de n. Formalmente:



Definicién 2.1.2. [5] Para un primo fijo p € Z. La valuacion p-ddica sobre Z es la
funcién
v,: Z—{0} - R

Definida asi: para cada entero n € Z, n # 0, sea vy(n) el iinico entero positivo que
satisface
n=p"*Wn  con  ptn

Podemos extender v, al campo de los racionales como sigue: si x = a/b € Q*,
entonces

vp(x) = vp(a) —vp(b).
Donde por convencién se toma v,(0) = +o0. De aqui es facil ver que la valuacién
p-adica para cada x € Q* viene dada por la férmula

Up(X a
x:pl’().y’ p,fa/b,‘

Las propiedades bésicas de la valucion p-ddica son las siguientes:
Lema 2.1.3. [5] para todo x e y € Q, tenemos
1. vp(xy) =vp(x) +vp(y),
. 0,(x +y) > min {0,(x),2,(y)},
recordando que por convencién se toma v,(0) = +oo.
Demostracion.
1). Sean x = p>Wn y y = p?»Wn’ donde por definicion p  nn’. Vemos que
xy = prEuptr Wy = por&+Wyy'  donde p f nn’
De aqui que v, (xy) = vp(x) + v, (y).
11). Supongamos que v,(x) < v,(y), entonces
0p(x +y) = 0p(x) = min{o,(x),0,(y)}
Se logra la igualdad cuando alguno de los elementos es idénticamente 0.

Definicién 2.1.4. [5] Para todo x € Q no nulo, definimos el valor absoluto p-ddico de x
como
|x]p = Pivp(x)-

Extendemos esta definicién a todo Q, definimos [0|, = 0.



2.2. TOPOLOGIA EN Q,

Proposicion 2.1.5. [5]] La funcion |.|, es un valor absoluto no arquimediano.
Demostracion.

= Por definicién sabemos que |x|, = p~%*) > 0.

[ ] ’x|p = p_UP(x) = pv;U) =0 Z)p(x) —c0o&ax=0

n ’x’ . ‘y‘ = p*vp(x)p*z]p(y) = p*(vp(x)JFUp(y)) = ‘xy‘p

= Sin pérdida de generalidad, supongamos que

1y > Iyl o
p= ) > pr) = 0, (y) > v,(x) = min{o,(x),0,(y)} = vy(x) '
De esto y la definicion de valuacién, tenemos que
vp(x+y) > vp(x)
p_vp(x_l_y) S p_vp(x)
lx +ylp < [x|p = max{|x[p, |y|p}
|

Hemos comprobado que la funcién ||, es un valor absoluto, por lo tanto cum-
ple con todas las propiedades clasicas de un valor absoluto y ademaés es no aequi-
mediano. Lo llamamos valor absoluto p—&dico.

2.2. Topologia en Q,

Ahora hablaremos un poco sobre la topologia que envuelve al campo de los
nameros p-adicos. Para ello, definiremos la distancia entre dos ntimeros cuales-
quiera a través de la nociéon de “tamafio” que hemos adquirido al definir el valor
absoluto p—&dico. Teniendo una métrica, podremos definir conjuntos abiertos y
cerrados y con esto la topologia p—adica.

Definicién 2.2.1. [5] Sea K un campo y sea |.| un valor absoluto sobre K. Definimos la
funcion distancia entre dos elementos x,y € K por

d(x,y) = |x —y]

La funcién d(x,y) es llamada la métrica inducida por el valor absoluto.



El hecho de que un valor absoluto no sea arquimediano también se puede
expresar en términos de la métrica:

Lema 2.2.2. [5]] Sea |.| un valor absoluto definido en un campo K y definimos una métrica
por d(x,y) = |x — y|. Entonces |.| es no arquimediano si y sélo si para todo x,y,z € K
tenemos

d(x,y) < max{d(x,z),d(z,y)}.

Demostracion. Sabemos que |a + b| < méax{|a|,|b|}, para todo 4,b € K. Toman-
doa=x—-zb=z—y,

¥ —z+z—y| <méax{|x -z, |z —y|}
[x —y| =d(x,y) < méx{d(x,z),d(z,y)}
reciprocamente, tomando y = —y; y z = 0 y utilizando la hipétesis, tenemos
|[x = (=y1)| < max{[x —0[, |0 — (=y1)[}
|x + 1| < max{]x], [y}
|

Esta desigualdad se conoce como “desigualdad ultramétrica” y una métrica
para la cual siempre se cumple es llamada “ultramétrica”. Un espacio con ultra-
métrica es llamado un “espacio ultramétrico".

Al ser Hp un valor absoluto no arquimediano, los siguientes resultados son
vélidos para el campo de los ntimeros p-addicos Q, con respecto a dicho valor
absoluto.

Proposicién 2.2.3. [5] Sea K un campo y sea |.| un valor absoluto no arquimediano sobre
K. Six,y € Ky |x| # |y|, entonces

|x +y| = max {|x[, [y[}.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad supongamos que |x| > |y|. Entonces,
sabemos que

|x +y| < méx{|x|,y|} = ||

Por otro lado, observamos que x = (x +y) — y. Utilizando la equivalencia del
lema anterior con z=0:

x| = |(x+y) —y| =d(x +y,y) <méax{d(x+y,0),d(y,0)} = max{|x+y|,|y|}.



2.2. TOPOLOGIA EN Q,

Recordamos que |x| > |y|, entonces
max{|x +yl, [y[} = |x+y|

De esto obtenemos la otra desigualdad |x| < |x + y|, y concluimos la igualdad
x| = x+yl.
|

Corolario 2.2.4. [5] En un espacio ultramétrico todos los tridngulos son isdsceles.

Demostracién. Sean x,y,z tres elementos de nuestro espacio ultramétrico (los
vértices de un tridngulo). Las longitudes de sus lados son d(x,y) = |x —y|,

d(y,2) = ly -zl y d(x,2) = |x — 2.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que |x —y| # |y —z| y |x —y| >
|y — z| (dos lados del triangulo son distintos). Entonces, invocando la proposicién
anterior, tenemos que |x —z| = |[(x —y) + (y —z)| = max{|x —y|, |y —z|} =
|x =yl

En los espacios métricos, mds importantes que los tridngulos son las “bolas” o
“discos". Estos también resultan ser bastante extrafios en el caso de un ultramétri-
co.

Definicién 2.2.5. [5l] Sea K un campo con valor absoluto |.|. Seaa € Ky r € Ry. La
bola abierta de radio r y centro a es el conjunto

B(a,r) ={xeK:d(x,a) <r}={xeK:|x—a| <r}.

La bola cerrada de centro a y radio r es el conjunto

B(a,r)={xeK:d(x,a) <r}={xeK:|x—a| <r}.

Estas definiciones son cldsicas a la hora de hablar de un espacio métrico. Las
bolas abiertas son prototipos de conjuntos abiertos y las bolas cerradas son pro-
totipos de los conjuntos cerrados. Para tener claro de lo que se estd hablando,
recordamos las definiciones de conjuntos abiertos y cerrados.

Definicion 2.2.6. [5] Un conjunto U es abierto si todo elemento x € U es el centro de
una bola abierta completamente contenida dentro de U.

Definicién 2.2.7. [5l] Un conjunto S es cerrado si su complemento es un conjunto abierto.
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Recordemos que para todo valor absoluto (arquimediano o no), las bolas abier-
tas son siempre conjuntos abiertos y las bolas cerradas son siempre conjuntos ce-
rrados.

Para valores absolutos no arquimedianos, se tienen las siguientes propiedades:

Proposicién 2.2.8. [5] Sea K un campo con un valor absoluto no arquimediano.

1). Si b € B(a,r), entonces B(a,r) = B(b,r); en otras palabras todo punto contenido
dentro de la bola abierta es también centro de dicha bola abierta.

). Si b € B(a,r), entonces B(a,r) = B(b,r); en otras palabras todo punto contenido
dentro de la bola cerrada es también centro de dicha bola cerrada.

). El conjunto B(a,r) es abierto y cerrado. B(a,r) tiene frontera vacia.
). Sir # 0, el conjunto B(a,r) es abierto y cerrado y tiene frontera vacia.

v). Sia,b € Kyr,s € R, tenemos que B(a,r) N B(b,s) # @ siy sélo si B(a,r) C
B(b,s) o B(a,r) D B(b,s); en otras palabras, dos bolas abiertas cualesquiera son
ambas disjuntas o estd contenida una dentro de la otra.

vi). Sia,b € Kyr,s € R, tenemos que B(a,r) N B(b,s) # @ siy sélo si B(a,r) C
B(b,s) o B(a,r) D B(b,s); en otras palabras, dos bolas cerradas cualesquiera son
ambas disjuntas o estd contenida una dentro de la otra.

Demostracion.

1). Por definiciéon, b € B(a,r) siy s6lo si |b —a| < r. Ahora, tomando un x €
B(a,r), por la propiedad no arquimediana tenemos que

|x — b| < méx{|x—al|,|b—a|} <,

entonces x € B(b,r), es decir, B(a,r) C B(b,r).
Por otro lado, tomando un x € B(b,r), por la propiedad no arquimediana
tenemos que

|x —a] <max{|x—0b|,|b—al} <,

entonces x € B(a,r), es decir, B(b,r) C B(a,r). De aqui que B(a,r) = B(b,r).
11). Reemplazando < por < en la proof de I).

11). En (I) probamos que Vx € B(a,r) tenemos que B(x,r) = B(a,r) y en parti-
cular B(x,r) C B(a,r). Por lo tanto B(a,r) es abierta.
Por otro lado, para probar que B(a,r) es cerrada, tomamos el complemento,

digamos
C={xeK:d(x,a)>r}
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2.2. TOPOLOGIA EN Q,

. Sin pérdida de generalidad asumamos que r < s. Sabemos B(a,r) N B(b,s)

y probaremos que es abierto. Sea y € C, entonces |y —a| > r. Hacemos
una bola abierta B(y,s) tal que s < r. Sea z € B(y,s), de aqui tenemos
ly —z| <'s <r < |y—al, recordamos que todos los tridngulos son is6sceles,
entonces

|z —al = max{ly —z|, [y —al} = [y —al =7

es decir que z € C. Entonces B(y,s) C C y por lo tanto C es un conjunto
abierto y su complemento B(a, r) es cerrado.

Por ultimo, supongamos que x € B(a,r) es un punto limite y sea B(x,s) con
s < r. Por definiciéon de punto limite, B(x, s) contiene punto tanto de B(a,r)
como de su complemento C, pero eso significa que x también es un pun-
to limite de C. Recordamos que ambos conjuntos B(a,r) y C son cerrados,
concluimos que cualquier punto limite debe pertenecer a B(a,r) N C = @.

. Seab € B(a,r).Sea B(b,r) y seay € B(b,r), entonces por triangulos is6sceles

tenemos

d(y,a) = max{ly —bl,[b—a|} <7

es decir que y € B(a,r), entonces B(b,r) C B(a,r), por tanto B(a,r) es abier-
ta.

Por otro lado, sea C = {x € K : d(x,a) > r} el complemento de B(a,r). Sea
x € C, entonces |x — a| > r. Hacemos una bola abierta B(x,s) con s < r. Sea
y € B(x,s), de aqui tenemos que |x —y| < s < r < |x — al. Por tridngulos
isésceles tenemos que

ly —al = max{|x —y|, |x—a|} =[x —a| >r.

Es decir que y € C, entonces B(x,s) C C, por lo tanto C es abierto B(a,r) es
cerrada.

[N

@.Sea ¢ € B(a,r) UB(b,s), por I) sabemos que B(a,r) = B(c,r) y B(b,s)
B(c,s). Por tanto

B(a,r) = B(c,r) C B(c,s) = B(b,s).

Se logra la inclusién contraria si al principio asumimos que s < r.

Para el converso, si B(a,r) C B(b,s) o B(a,r) D B(b,s), es claro que B(a,r) N
B(b,s) # @.
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vI). Sin pérdida de generalidad asumamos que r < s. Sabemos B(a,) N
@.Sea ¢ € B(a,r)UB(b,s), por II) sabemos que B(a,r) = B(c,r)y
B(c,s). Por tanto

B(a,r) = B(c,r) C B(c,s) = B(b,s).

Se logra la inclusion contraria si al principio asumimos que s < r.

Para el converso, si B(a,r) C B(b,s) o B(a,r) D B(b,s), es claro que B(a,r) N
B(b,s) # @.

La geometria de las bolas en un espacio ultramétrico parece muy extrafia a
primera vista; tener una buena sensacion de ello puede ser el paso inicial mas
importante hacia la comprension del valor absoluto p-adico.

Los conjuntos que son abiertos y cerrados son bastante raros en el cdlculo
habitual, pero son muy comunes cuando se trata de valores absolutos no arqui-
medianos (como Q dotado de |.|,). Asi que les damos un nombre.

Definicién 2.2.9. [5] Sea K un campo con un valor absoluto |.| (o mds generalmente, un
espacio métrico). Decimos que un conjunto S C K es “clopen” si y sélo si es abierto y
cerrado a la vez.

El hecho de que haya tantos conjuntos clopen alrededor hace que la topolo-
gia de los campos con valoraciones no arquimedianas sea bastante extrafia. Por
ejemplo, un conjunto S se llama disconexo si se pueden encontrar dos conjuntos
abiertos U; y U, tales que

» S=(SNU)U(SNU),
» (SNUL)U(SNUL) # 9,
= ni SN U; ni SN U, son vacios.

La idea, es que tal S se compone de dos “piezas” (a saber, las intersecciones
con cada uno de los conjuntos abiertos). Los conjuntos que no se pueden dividir
de esta manera se denominan conexos.

Ahora, estudiamos algunos aspectos de las componentes conexas en el caso no

arquimediano, para observar la diferencia extrema que hay con el caso arquime-
diano que utilizamos normalmente.
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2.2. TOPOLOGIA EN Q,

Proposicion 2.2.10. En un campo K con un valor absoluto no arquimediano, la compo-
nente conexa de un punto x € K es el conjunto {x} que es unipuntual.

Demostracion. Supongamos a,b € C(x), donde C(x) es la componente conexa
de x. Sea d(a,b) = r y sea Uy = B(a,r/2) y su complemento Uy = Ce¢(y)(U1),
recordamos que tanto U; como U, son abiertos.

Sean A = C(x) NU; y B = C(x) NUy. Vemos que

» C(x) =AUB.
= ANB=Q

» AXQD#B (ae AbeB)

Hemos probado que la componente conexa de x es disconexa, lo cual es una
contradiccion.

Corolario 2.2.11. [5] Si K es un campo con un valor absoluto no arquimediano y R con
el valor absoluto usual entonces no existen funciones no constantes continuas de R — K.

Demostracién. Recordamos que la imagen de un conjunto conexo bajo una fun-
cién continua f es conexa, al ser R un campo conexo cumple que su imagen es
conexa. Aplicando la proposicién anterior, vemos que al ser f(IR) conexa, entonces
debe ser unipuntual.

Por otro lado, a continuacion describiremos la relacion entre los valores ab-
solutos no arquimedianos y la estructura algebraica del campo subyacente. Estas
conexiones resultan ser bastante fuertes. De hecho, apuntan a una estrecha rela-
cién entre las propiedades geométricas y algebraicas de tales campos. El mensaje
principal es que la estrecha conexién entre el valor absoluto p-ddico y el ntimero
primo p es en realidad tipica de los campos con valores no arquimedianos. Pa-
ra empezar, cada valor absoluto no arquimediano se adjunta a un subanillo del
campo K, y este subanillo tiene algunas propiedades bastante agradables:

Proposicién 2.2.12. [5] Sea K un campo, y sea |.| un valor absoluto no arquimediano
sobre K. EI conjunto

O=B(0,1)={xeK: x| <1}.
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Es un subanillo de K. Y el conjunto
P=B(0,1)={xecK:|x| <1}

es un ideal de O. Por tanto B es un ideal maximal en O, y todo elemento del complemento
O —*B es invertible en O

Se puede demostrar que B3 es el tinico ideal maximal en O, lo que lo convierte
en una anillo local.

Al anillo O se le denomina anillo de valuacién de |.|. Al ideal 3 ideal de
valuacién de |.| y al cociente k = O/, es llamado campo de residuos de |.|.

Proposicion 2.2.13. Sea Q con el valor absoluto p-ddico |.|,. Entonces:
1). El anillo de valuacion asociado es O = Z,) = {a/b € Q: p{b};
). La valuacion ideal es P = pZ,) ={a/beQ:ptb y pla};

11). el campo de residuos k = ¥, (el campo con p elementos).

2.3. Teorema de Ostrowski

A partir de este punto, justificaremos algo sorprendente. Ya hemos encontrado
algunos ejemplos de valores absolutos en el campo Q de los nliimeros racionales.
El siguiente paso serd demostrar que estos son esencialmente todos los valores
absolutos posibles; para eso necesitaremos introducir una nocién refinada de lo
que significa que dos valores absolutos sean “iguales”. Hasta esa nocién de equi-
valencia, podremos demostrar que los valores absolutos que tenemos son la lista
completa de posibles valores absolutos en Q.

Primero debemos hacer una buena definicién de cuando dos valores absolutos
son “iguales". La idea principal aqui es que usamos valores absolutos en un campo
K para introducir una topologia (conjuntos abiertos y cerrados, conectividad, etc.)
en K. Por lo tanto, es razonable definir:

Definicién 2.3.1. [5] Dos valores absolutos |.|1 y |.|» sobre un campo K son Ilamados
equivalentes si ambos definen la misma topologia sobre K.

Lema 2.3.2. [5] Sea K un campo con valor absoluto |.|. Las siquientes condiciones son
equivalentes

1). lim x, = a.
n—oo
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2.3. TEOREMA DE OSTROWSKI

11). Cualquier conjunto abierto que contenga a a también contiene todos, salvo muchos
de los x;,.

Demostracién. Sea a € U, con U un conjunto abierto. Como U es abierto, existe
r tal que B(a,r) C U. Por tanto existe N tal que |x, —a| < r para todo n > N. De
aqui que a partir de algun n, todos los elementos x, € B(a,r) C U.

Para el reciproco, sea B(a,¢) y sabemos que existe un N tal que todos salvo
un numero finito de elementos de x, € B(a,¢). Por tanto, Para todo € y N tal que
para n > N implica que |x, —a| < ¢, es decir lim,_, X, = 4.

Proposicién 2.3.3. [5]] Sean valores absolutos |.|1 y |.|2 sobre un campo K. Las siguientes
condiciones son equivalentes

1. |.]1 v |.|2 son equivalentes.

11). Para toda secuencia (x,) C K tenemos x, — a con respecto de |.|1 si y sélo si
X, — a con respecto de |.|5.

11). Para todo x € K tenemos que |x|y < 1siy sélo si x|, < 1.
1v). Existe un niimero real positivo « tal que para todo x € KK, tenemos |x|q = |x|§

Con los resultados antes mencionados, ya tenemos los fundamentos necesarios
para enunciar el siguiente teorema, el cual es muy importante en la teoria de los
ndameros p-adicos.

Teorema 2.3.4. [5[Ostrowski.] Todo valor absoluto no trivial sobre Q es equivalente a
uno de los valores absolutos |.|,, donde cada p es un mimero primo o p = .

Demostracion.

a. Supongamos que |.| es un valor absoluto arquimediano no trivial. Veremos
que es equivalente al valor absoluto usual.

Sea 19 el entero mas pequeno que cumple |ny| > 1. Podemos ver que

_ log|no|
log 1

|ng| = nj <=«

Probaremos que ese & nos permite ver que cualquier valor absoluto arqui-
mediano es equivalente a |.|«, s decir, veremos que para x € Q, |x| = |x|%
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Por propiedades de valor absoluto, sabemos que solo basta probar esto para
los enteros positivos, es decir que |n| = n*, para todo entero positivo .

Sabemos que funciona para n = ng. Ahora, sea n € Z arbitrario, y lo escribi-
mos en base 7, es decir

n = ay+ ajng + ayn3 + ... + apnk

con 0 < a; < ny—1ya # 0. Notamos que k estd determinado por la
desigualdad n’(‘) <n< n’(‘,*l, de donde vemos que

- {lognJ .
log ng

Ahora, tomando valores absolutos, tenemos

n| = |ag + ayng + aond 4 ... + agnl|
< laol + |av|n§ + |ar |n§" + ... + laglng"

Recordamos que tomamos a ng tal que sea el entero mds pequefio que tiene
valor absoluto mayor que 1, de aqui que |4;| < 1, entonces tenemos que

In| <14 n8 +n2 4 ...+ nf

= (1 4+ ng® +ng® + ...+ ny*™)
k
_ nle Z n*l‘ﬂé
— 0 0
i=0

(o]
<ng' Y mg"
i=0

o
nle "y
O ng—1

Llamando C = n§/(n§ — 1) > 0, podemos decir que

In| < Cnf¥ < Cna.

Esta férmula aplica para todo 1; aplicindola a un entero de la férmula n¥,
para un N arbitrario, tenemos que

’nN‘ < CnNzx
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2.3. TEOREMA DE OSTROWSKI

Tomando raiz N — esima, tenemos
N
In| < VCn®

Como es para un N arbitrario, tomamos N — oo, donde VC =1, y de aqui
tenemos que |n| < n*. Ya tenemos una desigualdad.

Por otro lado, recordemos la expansién de 1 en base 19

In| = |ag + a1ng + axng + ... + axnf|

sabemos que 151 > 1 > nf, tenemos
(ktDa _ o (k1)) (k+1) k+1
o =ny | =In+ng " —n| <n|+|ng" —nl,
de aqui
R U e (O
Ademas, recordando que ngﬂ > n, tenemos que
nf 2 g = (! =)
1 o
_ pfkD <(1 B (1 B > )
no
_ C/n(()kJrl)a
> C'n",

Hemos tomado C' =1 — (1 —1/n¢)* > 0 y no depende de n.

N con N arbitrario, tenemos

Nuevamente utilizando esta desigualdad para n
|nN| > C'nN*
Tomando raiz N — esima, tenemos

In| > VC'n*

Como es para un N arbitrario, tomamos N — oo, donde VC -1, y de aqui
tenemos que |n| > n*. De ambas desigualdades concluimos que |n| = n®.
Esto proof que el valor absoluto |.| es equivalente al valor absoluto usual |.|c
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b. Ahora supongamos que |.| es no arquimediano. Por propiedades de valor
absoluto no arquimediano sabemos que |n| < 1 para todo nimero entero 7.
Al ser |.| no trivial, podemos encontrar el menor entero ny tal que |ng| < 1.

Supongamos que 719 = ab, donde sabemos que a y b son menores que 1o,
entonces por la eleccion de ng, vemos que |a| = |b| =1y |ab| = |ng| < 1, esto
no puede ser. De aqui que 1y debe ser un nimero primo, digamos 19 = p.
Probaremos que este valor absoluto debe ser equivalente al valor absoluto
p-adico, donde p = ny.

A continuacién verificaremos que si n € Z no es divisible por p, entonces
In| = 1.

Si dividimos a n por p, tendremos un residuo, es decir
n=rp+s

con 0 < s < p. Por la minimalidad de p, tenemos que |s| = 1. También
tenemos que |rp| < 1, ya que |r| < 1. Ahora, por la propiedad de tridngulos
isésceles en espacios no arquimedianos, tenemos que n = 1.

Finalmente, sea n € Z, lo escribimos como n = p“n’ con p 1 n’. Entonces

/|: -0

lp|” =c

Donde ¢ = |p|~! > 1, entonces |.| es equivalente a el valor absoluto p-adico.

n| = [p[*In

Ejemplo 2.3.5. [5] Sea |x| = ¢~ %) un valor absoluto no arquimediano, donde ¢ > 1
es un niimero real. Vemos que este valor absoluto es equivalente al p-ddico que eligiendo «
tal que c* = p, tenemos que

_ = o(x) _ (—vp(x)\a %
[xlp =P = ()" = x|
Como consecuencia de este teorema, enunciamos el siguiente resultado.

Proposicion 2.3.6. [bli[férmula del producto.] Para todo x € Q*, tenemos

H x|p =1

psoo

donde p < oo significa que tomamos el producto sobre todos los niimeros primos de Q,
incluyendo el “primo en el infinito”.
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2.4. COMPLETACION DE Q, (Qy, |-|,)

Demostracién. Por propiedades del valor absoluto p-adico, solo basta probar la
férmula para ntiimeros enteros positivos, el caso general se sigue de el. Sea x € Z

positivo, entonces x = p{'p3* - - - pi¥. Entonces el resultado se sigue de:
lx|g =1 siq # pi
|x|p = p; " parai=1,2,...,k
[¥leo = pi'p2" - i

2.4. Completacion de Q, (Q,,|-],)

La construccion del campo Q, como espacio métrico es un caso particular del
procedimiento general de completacién de un espacio métrico. Para detalles de la
demostracién, véase [5].

Definicién 2.4.1. [5] Sea K un campo con valor absoluto |.|.

1). Una sucesién x, C K es una sucesion de Cauchy si para todo € > 0 se puede
encontrar una cota M tal que tengamos |x, — x,,| < € siempre que m,n > M.

11). El campo K es llamado completo con respecto a |.| si toda sucesion de Cauchy en
K posee un limite en K.

m1). Un subconjunto S C K es llamado denso en K si toda bola abierta al rededor de
cada elemento de K contiene elementos de S

Lema 2.4.2. [5] El campo Q de los niimeros racionales no es completo con respecto a
ninguno de sus valores absolutos no triviales.

Definici6n 2.4.3. [5] Sea |.|, el valor absoluto p-ddico no arquimediano en Q. Denotamos
por C,0Cp(Q), si se quiere enfatizar a p y Q, el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy
de elementos en Q.

Definicién 2.4.4. [5]] Definimos N' C C como el ideal
N = {(xn) : xn — 0}.
Las sucesiones que tienden a cero con respecto de |.|,.

Definicion 2.4.5. [5] Podemos definir el campo de los niimeros p-ddicos como un cociente
del anillo C con el ideal (maximal) N:

Qp:C/N.
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Proposicién 2.4.6. [5l] La imagen de Q bajo la inclusién Q — Q, es un conjunto denso
de Q.
Teorema 2.4.7. [5] Q, es completo con respecto de |.|,

Teorema 2.4.8. [5l] Para cada primo p € Z, existe un campo Q, con un valor absoluto
no arquimediano |.|p, tal que:

1). Existe una inclusion Q — Qp, y el valor absoluto inducido por |.|, en Q via
inclusion es el valor absoluto p-ddico;

11). La imagen de Q bajo esta inclusion es densa en Qy;

11). Q, es completo con respecto de |.|,.

El campo Qy, que satisface (1), (II) y (I1I) es inico salvo isomorfismo tinico que preserva los
valores absolutos.

2.5. Explorando Q,

A partir de este punto, exploraremos el campo completo Q. Identificaremos
Q con su imagen bajo la inclusién en Qy, es decir, pensaremos en Q como un
subespacio de Q,. Para esto, reenunciamos un lema.

Lema 2.5.1. [5] Para cada x € Qp, x # 0, existe un entero n € Z tal que |x\p =p "
Reciprocamente, para cada n € Z, podemos encontrar x € Q, tal que |x|, = p"

Otra forma de decir esto es en términos de la valoracién p-ddica v,. Recorde-
mos que para x € Q, tenemos |x|, = p~% ).

Lema 2.5.2. [5] Para todo x € Qp, x # 0, existe un entero v,(x) tal que |x|, = p~2 ().
En otras palabras, la valuacion p-ddica extiende a Q,

Como antes, extendemos v, a todo Q,, tomando v,(0) = +co.

Ahora comenzamos a explorar la estructura de Q. En particular, podemos
considerar el anillo de valoracion correspondiente, que tiene un nombre propio:

Definicién 2.5.3. [5] El anillo de enteros p-ddicos es el anillo de valoracién
Z,={xcQ:|x|, <1}

Por supuesto, Z, también es la bola unitaria cerrada con centro 0, por lo que
ya sabemos algunas cosas al respecto. Como Z, es un conjunto cerrado, toda
sucesion convergente de elementos de Z, tiene un limite en Z,. Como Q, es
completo, todas las sucesiones de Cauchy convergen. Entonces Z, es un espacio
métrico completo. Z, también es un conjunto abierto, porque cada bola lo es. Aqui
hay una descripcién mucho maés precisa:
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2.5. EXPLORANDO Q,

Proposicién 2.5.4. [5] El anillo Z, es un anillo local cuyo ideal maximal es el ideal
principal pZ, = {x € Q) : |x|, < 1}. Mds aiin

L QﬂZp:Z(p):{%EQ:pJ(b}.

1L La inclusion Z. — Z, tiene imagen densa. Especificamente, tomando x € Z, y
n > 1, entonces existe un « € Z,0 < o < p" —1, tal que |x —al, < p~". El
entero a es 1inico.

1. Para todo x € Z,, existe una sucesion de Cauchy (ay,) tal que x,, — x, del siguiente
tipo:

s n, € Zsatisface 0 < a, < p" —1
= Para todo n > 2, tenemos ay, = a,_1( moéd p"1).
La sucesion (wy,) con estas propiedades es tinica.

Esta proposicién dice varias cosas importantes. Por ejemplo, muestra que cada
elemento de Z, es el limite de una sucesién de nimeros enteros, de modo qué:

Corolario 2.5.5. [5] Z es denso en Z,
Otra consecuencia es:

Corolario 2.5.6. [b] Q, = Z,[1/p], esto es, para cada x € Q, existe n > 0 tal que
p"x € Zy. El mapeo Q, — Q, dado por x — px es un homeomorfismo. Los conjuntos
p"Zy, n € Z forman un sistema fundamental de vecindades de 0 € Q, que cubren todo

Qy

Corolario 2.5.7. [5] Para todo n > 1, la sucesién
0—~7Z p—ﬂ>Z —Z/p"Z — 0
p p P

Donde el mapeo Z., — Z., es dada por x — p"x, es exacta, y los mapeos son continuos.
En particular,
Zy/p"Zy =Z/p"Z

Recordemos que para una sucesion A L, B 3, Ces exactasi I m(f) = ker(g).

Una sucesion de cinco términos como la anterior es exacta cuando lo es en cada
etapa, de modo que las afirmaciones anteriores son:

» El mapeo Z, — Z, dado por la multiplicacién por p" es inyectiva.

» El mapeo Z, — Z/p"Z es sobreyectivo.
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» el nicleo de este mapa es precisamente la imagen de Z, bajo el primer
mapeo, que por supuesto es p"Z,.

Recordemos que dados dos puntos, siempre podemos encontrar bolas a su
alrededor que no se cruzan (lo cual es 1til saber sobre una topologia: los puntos
se pueden separar). En grandes palabras:

Corolario 2.5.8. [5] Qp es un espacio topoldgico Haussdorff totalmente disconexo.

Una propiedad topolégica mds interesante es la compacidad, que juega un
papel importante en el anélisis clasico. Un subconjunto X de un espacio topolégico
se llama compacto si tiene la siguiente propiedad:

= cualquier coleccién de conjuntos abiertos que cubre X tiene una subcoleccién
finita que también cubre X.

Esta es una definicién bastante poco intuitiva, pero resulta ser bastante impor-
tante. Por ejemplo, los conjuntos compactos en R son precisamente los conjuntos
cerrados y acotados, que juegan un papel importante en el andlisis real.

Corolario 2.5.9. [5] Z,, es compacto, y Q, es localmente compacto

Demostracion. Como Z, es una vecindad de cero, probar que es compacto es
suficiente para probar que Q, es localmente compacto, por lo que el segundo
enunciado se sigue del primero.

Para probar el primer enunciado, sabemos que Z, es completo (porque es un
conjunto cerrado en un campo completo), por lo que lo que necesitamos probar es
que es totalmente acotado, es decir, que para cualquier ¢ > 0 se puede cubrir Z,
con un nimero finito de bolas de radio ¢. Basta comprobar esto para todoe = p~",

n > 0. Pero recordamos que

Z,/p"Zy =Z/p"Z.

y que las clases laterales de p"Z, in Z, también son bolas en la topologia p-
adica. y que las clases laterales de p"Z, en Z, también son bolas en la topologia
p-adica. Esto significa que a medida que a oscila entre 0,1, ..., p" — 1 (o cualquier
otro conjunto de representantes), las p" bolas

a+p'Z,={a+p'x:xecZ,}={yecZ,:ly—a| <p"}=Bap")

Cubren a Z,, Por lo tanto, Z, es compacto y se sigue que Q, es localmente com-
pacto.

23



2.5. EXPLORANDO Q,

Las unidades p-adicas son los elementos invertibles de Z,. Denotaremos el
conjunto de todos estos elementos por Z;. Dado x € Z,, entonces |x|, < 1y
x~1 €2, donde x|, = |x|,! <1, vemos que

De aqui notamos que
» a
ZXnQ= {E eQ:pmb}

Como los elementos invertibles de todo anillo, las unidades p-adicas forman
un grupo. En nuestro caso, este grupo contiene bastantes elementos. Observemos
que es un subconjunto cerrado de Z, y, por lo tanto, es compacto.

Los elementos de Q, son, en este punto, dificiles de comprender, porque solo
conocemos Q, a través de sus propiedades bésicas. Para contrarrestar esto, dare-
mos ahora dos descripciones diferentes de los elementos de Q,: como “sucesiones
coherentes” y como “expansiones p-ddicas”. La descripcién en términos de su-
cesiones coherentes, que daremos primero, es interesante por razones tedricas,
mientras que la descripcién en términos de expansiones nos dara la versién mas
“concreta” de Q,. Para la primera descripcién, partimos del literal I1) de la propo-
sicién 10: dado x € Z,, podemos encontrar un tipo bastante especial de sucesién
de Cauchy que converge a x. Esta sucesion tiene la propiedad de ser “coherente”,
es decir

s, €Z, 0<ua,<p"-1
" w1 = a mod p")

Adicionalmente, por la relacién entre las congruencias y el valor absoluto p-
adico, tenemos que la sucesion converge a x porque |x — a,| < p~". Recordamos
que es Unica.

Por otro lado, supongamos que tenemos tal sucesién (a,). La propiedad de
coherencia claramente la convierte en una sucesiéon de Cauchy, porque |a,4+1 —
aylp < p~". Por lo tanto, debe converger a algiin elemento, que estard en Z,
porque los «, estdn en Z.

Proposicién 2.5.10. [5] El limite de una sucesion de Cauchy de niimeros enteros es un
elemento de Z.,,

Demostracién. Recordemos que |x|, < 1, para x € Zj.

24



Supongamos que para una sucesion (x,) de nameros enteros, x, — x, donde
x es p-adico, entonces, para n > N,

‘x’p =[x, + (x_xn)|p < méx{|xn\p, ’x_xn’p} <1
de aqui que |x|, < 1. Por lo tanto x € Z,.
|

Esto significa que podemos identificar los elementos de Z; con tales sucesio-
nes. Resumiremos esto en la siguiente proposicion, pero en un lenguaje bastante
sofisticado. Para configurarlo, escribamos ¢, para la proyeccién sobre el cociente

¢on: Ly — Z/p"Z.

Para un elemento de Z/p"Z, tenemos entonces que ¢,(x) = a,( mod p")
(solo porque el conjunto de enteros entre 0 y p"” — 1 da representantes para las
clases laterales, y los &, se eligen como los representantes correspondientes a x).
también establecemos el conjunto

Ay =2/p"Z,

y pensar en ello como un anillo topolégico con una topologia discreta. Tenemos un
mapa obvio ¢, : A, — A, 1, que manda (2 méd p") a (a méd p"1). Quere-
mos considerar el producto de todos estos anillos, es decir, el anillo de sucesiones
(ay) tales que a, € A,. (Las operaciones se definen de manera obvia, término por
término). Para este producto utilizamos la topologia del producto. Esta topologia
es bastante complicada de describir, y realmente no necesitamos saber mucho al
respecto. Solo sefialamos que el anillo del producto serd compacto con esta topo-
logia. Con todo esto configurado, podemos afirmar:

Proposicion 2.5.11. [5] Los mapeos de proyeccion ¢, juntos dan la inclusion

¢Q:Zy— H Ay
n>1
que identifica a Z.,, como un anillo topoldgico, con el subanillo cerrado de T] A, forma-
do por las sucesiones coherentes, es decir, aquellas sucesiones (w,) para las que tenemos
Py (ay) = ay_q1 para todo n > 1.

A continuacién vamos a obtener una forma candnica de representar los ele-
mentos de Q, como "serie de potencias en p". Comenzamos con un entero p-adico
x € Zp. Como acabamos de mostrar, existe una sucesién coherente de enteros «,,
que convergen en x tal que:
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2.5. EXPLORANDO Q,

» a, = x( méd p")
" a1 = ay( mod p")

= Oﬁanﬁpn—l

Para entender un poco mejor las a;, las escribimos en base p. Para los enteros
escritos en base p, el proceso de reducciéon del médulo p" es muy simple: simple-
mente elimine todos menos los dltimos n digitos. Esto significa que la condicién
de coherencia

Xpi1 = ay( moéd p")

simplemente dice que los tltimos n digitos de ambos nimeros son iguales. Pero
estos son solo una secuencia de sumas parciales de una serie.

oq:bo 0§b0§p—1
ap =bp+bip 0<bh <p-—-1
a3 =by+bip+bp* 0<by<p-1

Entonces obtenemos una expansién en serie
x:bo+b1p+b2p2+...—|—bnp”—|—...

Por supuesto, para poder escribir realmente ese signo igual con la conciencia tran-
quila, debemos comprobar que la serie de la derecha si converge a x. Pero eso es
facil:

Lema 2.5.12. [l5] Dado cada x € Z,, la serie
bo+bip+bp®+...+bup" + ...
como se obtuvieron anteriormente, converge a x.

Demostracién. Recordemos que una serie converge a x si y sélo si la sucesiéon
de sus sumas parciales converge a x. Pero las sumas parciales de nuestra serie son
exactamente las &, que ya sabemos que convergen en x (las elegimos asi).

|
En resumen, esto nos da

Corolario 2.5.13. [5] Todo x € Z,, puede escribirse de la forma
x=by+bip+bp*+...+bp" +...

con 0 < b; < p — 1y esta representacion es iinica.
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Demostracién. Hemos comprobado todo menos la unicidad. Para ver eso, ob-
servemos que ya sabemos que los &, son tinicos, y esto implica que los b, también
lo son (porque son solo los digitos en base p).

Ahora, necesitamos obtener todo Q. Pero recuerda que cualquier elemento de
Qy se puede escribir en la forma p™y cony € Z, y m € Z (el caso interesante
para nosotros es cuando m es negativa, por supuesto). Si expresamos y como una
serie de potencias en p, luego multiplicamos por p™, solo obtenemos una serie de
potencias en p donde algunas de las potencias pueden ser negativas. Asi que:

Corolario 2.5.14. [5] Todo x € Qy, puede escribirse de la forma

X=bowp 4. Hbap L bipt b+ biptbopt A b+

—_= Z bnpn

n>—m
con0 < b, <p—1y—m=vy(x). La representacion es tinica.

Proposicién 2.5.15. [B] Sea x € Z;,. En la expansion p-ddica, que condicion nos garan-
tiza que x es una unidad p-ddica

Demostracion. Recordamos que x = by + byp + bap® + ...+ byp" + ..., con 0 <
b; < p —1. Vemos que si pedimos que by # 0, entonces v,(x) = 0y por tanto
x[p =p" =1.

Corolario 2.5.16. [5] Sea A C Z,, un conjunto de representantes de clase de Z./ Z,. Todo
x € Qp puede escribirse de la forma

X=b yup " . b ap - bp F b+ bipFbp? . b

= Z bnpn

n>—m
con 0 < b, < p—1y —m = vy(x). La representacion es iinica

Demostracion. Supongamos primero que x € Z, y miramos su imagen en
Z,/pZ, = Z/pZ. Por nuestra eleccion de A existe un tnico elemento by € A
tal que x — by € pZ,. Entonces x — by = px; para algin x; € Z,. Como antes,
existe un tnico by € A tal que x; — by € pZ,, de modo que x = by + bip + p?x)
para algiin x; € Z,. Continuando asi, obtenemos para cada n:

Xx=Dby+bip+bp®+...+byp" +p" N xpi
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2.5. EXPLORANDO Q,

Con x € Z,, asi que
‘x - (bO +bip+ bzpz +...+ bnp”)| < p*(”+1)

Con esto, mostramos que la serie by + by p + b2p2 +...+byp" + ... converge a x.
Si x & Z,, escribimos x = p~"xg con xg € Zp, expandimos xo como sabemos
hacerlo y luego multiplicamos por p~" para obtener dicha serie.
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Capitulo 3

Elementos basicos del analisis
p-adico

3.1. Sucesiones y series

Comenzamos estudiando las propiedades bésicas de convergencia de sucesio-
nes y series. Ya se ha sefialado el hecho mds importante: Q, es un campo completo,
por lo que toda sucesién de Cauchy converge. Ademds, observamos que todos los
axiomas que se cumplen para el valor absoluto en R todavia se cumplen en Q,
(ser no arquimediano es una propiedad extra). Por lo tanto, la mayoria de los teos
bésicos todavia se cumplen en el contexto p-ddico, con las mismas demostraciones.

Quizés la diferencia mds importante es el hecho, también sefialado anterior-
mente, de que en un contexto no arquimediano es mds fécil probar la propiedad
de Cauchy.

Lema 3.1.1. Una sucesién (a,) € Q, es una sucesion de Cauchy, por tanto convergente,
si y sélo satisface

lim |a, 41 —a,| = 0.

n—oo

Demostracién. Solo nos basta analizar que si m = n 4 r > n, tenemos

‘xm - xn‘ = |Xp4r — Xngr—1 + Xngr—1 — Xngr—2 + ..+ Xug1 — X

max{ |Xntr — Xppr—1|, | Xnpr—1 — Xnr—2|, oo o [ Xngp1 — Xul }

esto viene de la propiedad ultramétrica. El resultado se sigue de esta desigualdad
y las hipétesis.
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3.1. SUCESIONES Y SERIES

Excepto por esta importante diferencia, la teoria de las sucesiones y sus propie-
dades de convergencia es practicamente idéntica a la teoria sobre IR. La definicién
bésica de convergencia es la misma. Por supuesto, algunas sucesiones convergeran
en Q, que no convergen en IR, y viceversa.

Ejemplo 3.1.2. [5] Sea a1 = 1+ p y definimos una sucesién recursiva por a, = (a,_1)".
Notamos que

(1+P)p=1+p2+<g>p2+<§>p3+...+pp

Dado que < Z > es divisible por p para 0 < k < p, entonces vemos que (1 + p)P —1

es divisible por p?, es decir que ay = 1( méd p?). Repitiendo este argumento, podemos
concluir que para cada n tenemos que a, = 1( mod p"), es decir,

an =1 <p™"
De aqui vemos que a, converge a 1 cuando n — oo.

Ejemplo 3.1.3. [5] Sea a,, = n!.
Recordamos que a, — 0 <= vp(a,) — oo.

Observamos que

“") =0, (n!) — v,((n —1)!)

ap—1

vp(n) = vy (

Es decir vy(n) = vp(n!) —v,((n —1)!) y sabemos que cuando n — oo entonces v,(n) —
00, con esto tenemos que

Iim [0, (1) — v,((n —1)1)] = o0

Recordamos que una sucesién es convergente si y sélo si lim |a, — a,_1| = 0. Por
n—oo

tanto v, (a,) — oo, y con esto concluimos que a, — 0.

Ejemplo 3.1.4. [5] Sea a, = (1 + px)P". Notamos que

(1+p)! =14 p"x+ < 192 ) PR+ pP A
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Dado que ( };{ ) es divisible por p" para 0 < k < p", entonces vemos que (1+ p)? —1

es divisible por p" 1, es decir que a, = 1( méd p"*1). Es decir,
|an _ 1| < p—(n—i—l)
De aqui vemos que a, converge a 1 cuando n — 0.

Lo mismo ocurre con las series: la teoria cldsica sigue siendo vélida. Por ejem-
plo, lo siguiente sigue siendo cierto:

Proposicién 3.1.5. [5] Sea a, € Q,, convergencia absoluta implica convergencia, es decir,
que si la serie de valores absolutos Y_|a,| converge en R, entonces la serie Y a, converge
en Q,

Este es un resultado importante y ttil en el andlisis real. Sin embargo, en el

contexto p-ddico, tenemos algo mucho mejor:

Corolario 3.1.6. [5] Una serie infinita }. a, con a, € Q, es convergente si y solo si
n=0

lim a, =0
n—oo

en dicho caso, también tenemos que
[o0]
Y ay| < méx|a,|.
n
n=0

Demostracién. Una serie converge cuando la sucesién de sus sumas parciales
converge. Observamos que el término a, se puede escribir como

n n—1
ay, = Z ay — Z ay
k=0 k=0

si |ay|, — 0, por el lema concluimos que la sucesién de sumas parciales
es de Cauchy y por lo tanto la serie converge.

Por dltimo, extendiendo la propiedad no arquimediana a una cantidad arbi-
traria de elementos, y recordando que |a,, |p — 0, entonces el maximo se alcanza.

Luego de ver algunas propiedades andlogas del caso real al caso p—adico para
las sucesiones y series, hablaremos sobre las series de potencias, otro objeto clasico
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3.1. SUCESIONES Y SERIES

y de importancia en el andlisis. Recordamos que la forma de una serie de potencias
es

i an(X —a)"
n=0

como dijimos, este objeto ofrece una forma conveniente para la representacion de
funciones, y en particular es utilizado para para definir funciones de suma im-
portancia, como son las funciones exponenciales y trigonométricas. Como era de
esperar, la teorfa p—adica resulta ser bastante similar a la versién cldsica, excepto
que algunos de los puntos dificiles se vuelven mucho més faciles de manejar. Por
otro lado, la propiedad no arquimediana introduce algunas sorpresas. La mayor
de estas sorpresas es el hecho de que la relacién entre la composicion formal de
las series de potencias y la composicién de las funciones que definen se vuelve
maés complicada en el contexto p—adico que en la situacion cldsica.

Al inicio de esta secciéon, establecimos algunos de nuestros resultados para
series de potencias en X, pero por supuesto siguen siendo validos para series de
potencias en (X — a) si reemplazamos todas las condiciones |x| < k por |x —a| <

k.

Consideremos la serie de potencias
f(X) =) a,X".
n=0

Dado x € Q,, queremos considerar f(x) = Y a,x", por el corolario sa-
bemos que esta serie converge si y solo si |a,x"| — 0. Como en el caso clésico,
el conjunto de las x (que llamaremos regién de convergencia) es un disco cuyo
radio se puede calcular directamente.

Proposicién 3.1.7. [5] Sea f(X) = Y a,X", definimos
n=0

1

P= limsup {/[a,]|’

n—oo

usando la convencién usual cuando el limite tiende a 0 0 oo, entonces 0 < p < oo.
1. Sip =0, entonces f(x) converge solamente cuando x = 0.
2. Sip = oo, entonces f(x) converge Vx € Q.

3.Si0<p<ooy Jir{}o|an|p = 0, entonces f(x) converge a si y solo si |x| < p
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4. Si0 < p < oy |ay|p no tiende a 0 cuando n — oo, entonces f(x) converge si y
solo si |x| < p.

Demostracién. Primero, recordemos que la interpretacién del limsup de una
manera rdpida. Si limsupb, = B entonces para todo ¢ > 0, sucedes dos cosas:
primero, b, < B + ¢ para una cantidad finita de n; segundo, b, > B — € para una
cantidad infinita de n. Sabemos que la regién de convergencia es

{xcQ,: r}gxgo\anx”] =0}

El objetivo del teorema es dar informacién méds precisa sobre esta regién. Primero,
observamos que f(0) claramente converge. Ahora, si |x| > p es claro que |a,||x|"
no tiende a 0 cuando n — o : la definicion de p implica que para infinitos valores

| x]

. 1 " :
de n, |a,| tiende a o y como |x| > p, (p) crece cada vez mas (p—adicamente)

cuando n — oo.

Similarmente, si |x| < p, tomamos |x| < p; < p. Entonces |x|/p; < 1y para
todos salvo una cantidad finita de n tenemos que |a,| < 1/p1, entonces |a,x"| <
|x"|/p} y entonces |a,x"| — 0. Finalmente para |x| = p, obtenemos el resultado
debido a que |a,0"| — 0, por el corolario[3.1.6]

El resultado de este teorema refleja una diferencia con respecto a su andlogo
sobre R o C. En nuestro caso p—adico sucede algo mds amigable con los puntos de
convergencia de la serie sobre la frontera de la regién de convergencia (|x| = p),
y es simple: Nuestra serie converge para todos o para ninguno de los puntos de
la frontera.

Ahora que ya hemos definido un criterio de convergencia para series de po-
tencias formales, podemos pensar en definir operaciones en este sentido formal.
Viendo estas operaciones formales, nos podemos preguntar: ;Como se traducen
las propiedades formales en propiedades de las funciones definidas por la serie
de potencias?. Comencemos por las operaciones faciles de definir. Consideremos
las series de potencias f(X) y g(X), y definamos la suma y producto. Si

=) a,X" y §(X) =) buX"
n=0 n=0

Definimos

(f+9)(X (a, + by)
n=0
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3.1. SUCESIONES Y SERIES

(f8)(X) = i (i ﬂkbn—kX”)

n=0 \k=0
Tal como lo hemos definido, esta es solo una operacién formal. Por supuesto,
nos gustaria saber que realmente funciona cuando ingresamos niimeros para X.
No es demasiado dificil ver que todo funciona como se esperaba:

Proposicion 3.1.8. [5l] Sea f(X) y g(X) dos series de potencias formales, y supongamos
x € Qp. Siambas f(x) y g(x) convergen, entonces:

1. (f+ g)(x) converge y es igual a f(x) + g(x) y;
2. (fg)(x) converge y es igual a f(x)g(x).

De ello se deduce que los radios de convergencia de f + g y de fg son cada
uno mayor o igual que el menor de los radios de convergencia de f y g.

Ahora que hemos definido algunas operaciones de importancia sobre las series
de potencias formales y observamos como se comportan las propiedades, hablare-
mos sobre algunas propiedades que adquieren las funciones que se pueden definir
a través de las series de potencias. en especifico, cuando se define f sobre la regién
de convergencia de la serie de potencias, la funcién adquiere continuidad.

Lema 3.1.9. [5] Sea f(X) = Y a,X" una serie de potencias con coeficientes en Q,.
Si f(x) converge para |x| < r, entonces la funcion f : B(0,r) — Q, definida como
x — f(x) es acotada y uniformemente continua.

Para los detalles de la demostracion ver [5].

Al pensar en este lema, se debe tener en cuenta que mientras trabajamos so-
bre Q, estamos tratando de dar argumentos que se apliquen de la manera mas
general posible. Las bolas cerradas en Q, son compactas y recordemos que las
funciones continuas en un conjunto compacto siempre son acotadas y uniforme-
mente continuas. Entonces, mientras permanezcamos en Qp, el lema realmente no
nos dice mas que la funcién es continua. La esencia de la prueba no es mas que el
uso de la propiedad no arquimediana, por lo que el resultado serd verdadero en
un campo no arquimediano completo incluso si estamos en un contexto donde las
bolas cerradas no son compactas.

Corolario 3.1.10. [5] Sea f(X) = Y_a,X" una serie de potencias con coeficientes en Q,
y sea D C Qp su region de convergencia, es decir, el conjunto x € Q,, tal que f(x)
converge. Entonces, la funcién

f:D—Q,p
Definida como x — f(x) es continua para todo x € D.
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Como en el caso cldsico, podemos cambiar el centro de la expansion de la se-
rie, es decir, reescribir nuestra funcién como una serie de potencias en (X —a)
para cualquier « en la regiéon de convergencia. En el caso clasico, la serie resul-
tante puede tener (y suele tener) una regién de convergencia diferente a la de la
serie original, y este hecho es una de las formas de obtener “continuaciones anali-
ticas”. Sorprendentemente, en el caso p-ddico, cambiar el centro nunca ayuda a la
continuacién analitica.

Proposicién 3.1.11. [5] Sea f(X) = Y a,X" una serie de potencias con coeficientes en
Qp, ysean € Qp, & # 0, un punto tal que f(a) converge. Para todo m > 0 definimos

bm = Z <:1> ﬂnﬂlnim,

y consideramos la serie de potencias

§(X) =} bu(X —a)".

1. La serie definida por los by, converge para todo m, es decir que by, estd bien definido.

2. Las series de potencias f(X)y g(X) tienen la misma regién de convergencia, es decir,
f(A) converge si y sdlo si g(A) converge.

3. Para cada A en la region de convergencia, f(A) = g(A).

Para los detalles de la demostracion ver [5].

3.2. Funcidn logaritmo y exponencial

Nuestro objetivo es usar series de potencias para definir funciones p-adicas
que son andlogas a las funciones exponenciales y logaritmicas cldsicas. A diferen-
cia del caso arquimediano, es el logaritmo el que tiene mejores propiedades de
convergencia. Comenzamos con la serie de potencias habitual para el logaritmo:

) n 2 3

FOX) = log(14X) = Y (1)1 =X - 5+

= n 2 3
Dado que los coeficientes de esta serie de potencias son ntimeros racionales,
tiene sentido pensar en la serie como una serie de potencias en Q, (para cualquier
primo p). El primer paso para comprenderlo es, por supuesto, calcular su radio
de convergencia. Sin embargo, antes de saltar al cdlculo del limite, debemos notar
otro contraste clasico versus p-ddico. En el caso clasico, todos los nameros enteros
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3.2. FUNCION LOGARITMO Y EXPONENCIAL

en los denominadores ayudan a la convergencia, porque tienden a hacer mas pe-
querios los términos de la serie. En el caso p-adico, esto es exactamente al revés:
los nimeros enteros en el denominador no cambian el valor absoluto (cuando no
son divisibles por p) o lo hacen mds grande (cuando lo son). Lo que salva la con-
vergencia en el caso de esta serie es que “en general” n no es demasiado divisible

por p.

Para calcular el radio de convergencia p, sea f(x) = Y. (—1)"1%% de aqui
n=1

(="

n

a, = , entonces

1
ol = 1] = 0
De esto, tenemos que
i/ laal = p7r /" =1

cuando n — co. De aqui que p = 1.

Esto no decide por nosotros si la convergencia ocurre en la bola abierta o
cerrada de radio 1. Para decidir, debemos ver qué sucede cuando |x| = 1. Pero
esta claro que en ese caso el valor absoluto |a,x"| = |a,| = |1/n]| no tiende a cero
(es igual a 1 siempre que p no divide a n). Entonces obtenemos

Lema 3.2.1. [5] La serie
o0 X?’l
f(X) =Y (- =
n=1 n
Converge para |x| < 1y diverge en otro caso.

La conclusion es que f(X) define una funcién sobre la bola abierta B(0,1) de
radio 1 y centro 0. Esto sugiere que deberfamos definir el logaritmo de la manera
obvia, de modo que f(x) = log(1 + x).

Definicién 3.2.2. [B] Sea U; = B(1,1) = {x € Z, : |[x —1] < 1} = 1+ pZ,.

Definimos el logaritmo p-ddico para x € Uy como

log,(x) =log(1+ (x —1)) = ,; oo(—l)”H(x_nl)n.

Por supuesto, esta funcién merezca ser llamada logaritmo satisface la ecuaciéon
funcional que caracteriza a los logaritmos.

Para los detalles, ver [5].
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Proposicién 3.2.3. [5] Supongamos que a,b € 1+ pZ,,. Entonces

log,, (ab) = log,,(a) +log,,(b).

Habiendo obtenido un logaritmo, las exponenciales no se pueden quedar atrés.
En el caso clésico, la serie

o xh X2 x3
exp(X) —n;oﬁ—l—kX—f—?-i-?-i----

converge para todox € IR, porque los coeficientes 1/n! tienden muy rapida-
mente a cero con respecto al valor absoluto real. En el contexto p-adico, por su-
puesto, esto cambia drédsticamente, porque n! tiende a cero, por lo que 1/n! se
vuelve arbitrariamente grande a medida que n crece. Esto significa que no pode-
mos esperar tener un gran radio de convergencia. Para determinar cudl serd ese
radio, tenemos que calcular exactamente qué tan rapido son los coeficientes 1/n!
crecer, es decir, tenemos que averiguar cudn divisible es n! es por p.

Lema 3.2.4 (Férmula de Legendre). [5] Sea p un primo. Entonces

vp(n!) = i {nJ <!

=Ly p—1

donde | x| es la funcién piso. En particular

n!|, > p~/ (1),

En un capitulo posterior, nosotros utilizaremos una forma alternativa de esta formula
en términos de la expansion p-ddica de n. Denotemos s,(n) como la suma de los digitos
de la expansién p—ddica de n, entonces

n—sp(n)‘

N =
vp(n!) —

Ahora usaremos la siguiente aproximacién para calcular el radio de conver-
gencia de la exponencial.

Lema 3.2.5. [5] Sea

©  xh X2 x3
X) = — =14+X+—+—=—+...
$(X) n;o TR TR T

Entonces g(x) converge si y solo si |x| < p~1/ (=1,
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3.2. FUNCION LOGARITMO Y EXPONENCIAL

Demostracién. Dado que
1 _
’an‘ = —' = pvl’(”!) < pn/(p 1)
n!
De esta primera estimacién, obtenemos

De aqui que esta serie converge para |x| < p~/(P~1).

Por otro lado, sea |x| = p~'/(P=1) y sea n = p™ una potencia de p, en ese caso,
tenemos

pr-1
p—1-

vp(nt) =vp(p")! =1+ p+---+p"' =
Entonces, dado que v,(x) =1/(p — 1),

o (XN (N prm1 1
P\ n! pm! p—1 p-1 p—1

jEsto no depende de m, por lo tanto x" /n! no puede tender a cero y la serie no
converge. Como sabemos que la regién de convergencia es un disco, esto prueba
el lema.

Hay algo un poco extrafio acerca de la desigualdad en el lema. Si p # 2y
x € Z,, entonces el valor absoluto de x puede ser iguala 1 > p~!/ (P=1) 6 menor o
iguala 1/p = p~! (que es mas pequefio): no hay valores en el medio. Asi, si p # 2,

x| < p VPV = x| < pl = x € pZ, = |x| < 1.

asi que el disco en el lema es solo el disco abierto de radio uno.

Mientras permanezcamos en Q,, las cosas son bastante simples. Si p = 2,
g(x) = exp(x) converge para x € pZ,. Si p = 2, —1/(2—-1) = —1, entonces
el lema nos dice que g(x) = exp(x) converge cuando |x| < 1/2, lo que sucede
cuando x € 47Z,.

Ahora definiremos la funcién exponencial p-ddica usando la serie formal exp(X).
Definicién 3.2.6. [5] Sea D = B(0,p~V/*~V) = {x € Z, : |x| < p~ VP~ V}. EI
exponencial p-ddico es la funcion exp,, : D — Q, definida por:

exp, () = Y =
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Notese que expp(l) no esta definida, por lo que, no es una analogia natural
p-édica de e en Q. Dentro de su dominio, sin embargo, la exponencial p-ddica
satisface la mayoria de las propiedades formales de la exponencial clasica. Conti-
nuaremos con la mds famosa:

Proposici6n 3.2.7. [5] Si x,y € D tenemos que x +y € Dy exp,(x +y) = exp,(x) exp,(y)

Demostracién. Se demuestra haciendo manipulacién de las series formales:

explx+y) = 3 T zn.z<)

n—k k
y

3
Il
o

I
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o
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=
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Esto muestra que, aparte del pequefio radio de convergencia, hemos obtenido
algo que se parece mucho a la exponencial cldsica. Por supuesto, hay una propie-
dad formal més que nos gustaria que fuera cierta también en el contexto p-adico:
el hecho de que el logaritmo y la exponencial son inversas, es decir, la relaciéon

exp(log(1+ X)) =1+X
y su inversa.

Proposicién 3.2.8. [B] Sea x € Z,, |x| < p~'/(P=1). Entonces tenemos
lexp,(x) —1] <1
Esto quiere decir que expy(x) estd en el dominio de log,(x), y
log,, (exp,(x)) = x.
Reciprocamente, si |x| < p~'/(P=1) tenemos
llog,,(1+x)[ < p~ /(1)
entonces el log, (1 + x) estd dentro del dominio de exp,, y
exp,(log,(1+x) =1+x.

Para los detalles de la demostraciéon ver [5].

39



3.3. SERIES BINOMIALES.

3.3. Series binomiales.

Queremos concluir nuestra exploracién de las funciones elementales p-ddicas
considerando series binomiales y las funciones que definen. En IR, sabemos que
la funcién x — (1 + x)* se puede desarrollar como una serie de potencias que
converge para |x| < 1:

1+ X =B@X) =Y (“) X",

n=0 n
donde

v (a—n+1)(a—n+2)-...-(a —1)a
(n> N n!

Queremos usar esta serie para definir la version p-ddica de esta funcién. En el
contexto p—adico, las propiedades de convergencia de la serie dependerdn de la
eleccién del niimero p—a&dico a. Solo consideramos el caso cuando a € Z, es un
entero p—4adico.

Entonces, tomamos « € Z, y consideramos la serie binomial

B(a, X) = (14 X)* = i <“>X

n=0 \
Lo primero que debemos comprobar es que los coeficientes son enteros p—adicos.

Sabemos que los coeficientes binomiales evaluados sobre los ntimeros enteros
son numeros enteros. De la misma manera, los coeficientes binomiales evaluados
sobre los ntimeros enteros p—adicos, también son enteros p-adicos, y lo mencio-
namos formalmente en el siguiente resultado.

Lema 3.3.1. [5] Sia € Z,, y n > 0, entonces (7)) € Z,
Demostracién. Para cada n, consideramos el polinomio

X(X-1)...(X—n+1)

P,(X) = € Q[X].

Al igual que cualquier polinomio, P,(X) define una funcién continua de Qy
a Qp. Ahora, sabemos que el coeficiente binomial (') de dos enteros positivos
m,n € Z4 estd en Z. Por lo tanto, para « € Z,, tenemos

Pu(a) = (“) cZ

n

En otras palabras, la funcién continua P, mapea el conjunto Z, de enteros
positivos a Z. Por continuidad, debe mapear la clausura de Z, en Z, a la clausura
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de Z. Pero recordemos que cualquier elemento en Z, es el limite de una sucesién
de enteros positivos (las sumas parciales de su expansién p—adica). Por lo tanto,
el cierre de Z es todo Z,, y concluimos que P, mapea Z, a Z,, que es lo que
queremos probar.

[ |
A partir de la observacién anterior, definimos los binomiales p-adicos.

Definicién 3.3.2. Podemos pensar en el coeficiente binomial p—ddico evaluado en la va-
riable x € Z.,, como un polinomio de variable entera p—ddica y coeficientes en los niimeros
p—ddicos, ast

<x> x(x—=1)-...-(x—n+2)(x—n+1)

n) n!

A la vez, sigue cumpliendo las propiedades elementales de los coeficientes
binomiales:

s Formula de Pascal

(1) -5 ()
(G- () G

Corolario 3.3.3. [5] Six € Z, y |x| < 1, la serie

converge.

41



Capitulo 4

Teorema de Mahler

4.1. Expansiones de Mahler

La motivacién de este capitulo es el estudio de las funciones continuas de Z,
en Q. Desde el punto de vista del andlisis funcional, es natural considerar el
espacio C(Z,,Qp) de todas las funciones continuas Z, — Q. La analogia con el
espacio “arquimediano” C([0,1],R) de funciones continuas [0,1] — R.

Observemos que asi como C([0,1],R), donde [0, 1] es compacto y R es comple-
to, de la misma manera sucede con C (Zp, Qp), pues hemos demostrado que Z, es
compacto y Q, es completo.

Para hablar sobre funciones continuas, es necesario definir la métrica sobre la
que se completa el espacio, es decir:

_ ) méxeeplf(x) — g(x)] sif,g:[0,1] = R,
d(f,8) { méxxezp|f(x) —g(x)]p sif,g:2Z,— Q. (4.1)

Observamos que en ambas métricas se alcanza el maximo, esto debido a que
|f(x) —g(x)] : [0,1] = Ry |f(x) —g(x)|, : Z, — Qp, son funciones continuas y
toda funcion real evaluada y continua en un espacio compacto alcanza el maximo.

Teorema 4.1.1. La funcion definida en es una métrica sobre C(Zp,Q,) respecto a la
cual este se vuelve un espacio métrico completo.

Para una demostracién detallada, véase [4].
A partir de lo anterior, podemos afirmar que el espacio C(Z,,Q,) dotado de

la norma del supremo ||-||« definida por ||f||c = SUPc7, |f(x)|, es un espacio
de Banach p—adico.
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A continuacién observamos otra propiedad comtn a ambos espacios: la den-
sidad de las funciones polinomiales.

» sif:[0,1] = R, es continua y ¢ > 0, existe un polinomio p(x) con coeficien-
tes en reales tal que |f(x) — p(x)| < € para todo x € [0,1].

» sif:Z, — Qp, escontinuay e > 0, existe un polinomio p(x) con coeficientes
en Q, tal que
|f(x) — p(x)|p < € para todo x € Z,.

La densidad de los polinomios con coeficientes reales fue mostrada por Weiers-
trass (1885). La densidad de los polinomios en C(Z,,Q)) fue probada por Dieu-
donne (1944). Mientras que las funciones reales no tienen buena descripcién como
una serie de potencias, ya que se comportan mal respecto a la diferenciabilidad;
en 1985 Mahler muestra que las funciones p—adicas continuas tienen una buena
descripcion como series infinitas de una clase especial de polinomios.

Teorema 4.1.2 (Mahler). Toda funcion continua f : Z, — Q, se puede escribir en de la
forma

flx) =} an (2) = ao + mx + a <;>+a3 (g>+ (4.2)

n>0

Para todo x € Z,, donde a,, € Qp y a, — 0 cuando n — oo,

Observacién 4.1.3. Veremos que hay una formula para los coeficientes de esta represen-
tacion en términos de f al iqual que pasa en el caso real para la féormula de Taylor, sin
embargo debe distinguirse que la férmula descrita en nuestro teorema es para una funcion

continua arbitraria. Recordemos que EI hecho que (n) , sea diferenciable no implica que
toda la representacién adopte esta propiedad.

La expansion 4.2 es llamada expansion de Mahler de f y los ntiimeros a, son

N
los coeficientes de Mahler de f. Si fy(x) = Y a, (;), entonces
n=0

)~ i@y =1 T an () b < sup laul,.

n>N n n>N+1

Esto sucede porque los coeficientes binomiales son enteros p—adicos. El méxi-
mo sucede cuando N — oo, ya que a, — 0. Entonces la expansiéon de Mahler es
una muy util aproximacién de funciones continuas Z, — Q, por polinomios.
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4.1. EXPANSIONES DE MAHLER

La teorfa de los espacios p—4adicos de Banach estd muy lejos de ser tan rica
como su contraparte de arquimediana; es bastante cercano al de los espacios de
Hilbert. En particular, la siguiente nocién reemplaza la de una base de Hilbert en
un espacio de Hilbert.

En el lenguaje del andlisis funcional, puede comprobarse que la familia de
funciones (}), donde x € Z,, conforman una base ortonormal para el espacio de
Banach p—édico C(Z,,Qy). Para més detalles, véase [3].

Antes de ir a la demostraciéon del teorema, probaremos algunos resultados
preliminares.

P e e pe - X .
Veamos porqué la serie infinita ) ag ( ) con a;, — 0 en Q, es una funcién
n>0 n

continua y convergente en Zp.

. X
» Cuando a, — 0 en Q,, la serie }_ ay, <n) es convergente.
n>0
. X
Primero observemos que <n> € Zp. Recordemos que para todo entero

p—adico x podemos encontrar una sucesiéon de enteros que converge a él,
digamos {x;}, > 0. Por la continuidad p-4dica de los polinomios y evaluar

el coeficiente binomial en IN, entonces para cada x € Z,, una sucesién ( l>
n

X 1
de enteros converge converge a <n>’ por tanto es un entero p—4adico, de

(- ()

x .
ay <n> — 0 cuando |a,|, — 0. Por lo tanto la serie es convergente.

p
» Cuando a, — Qy, la funcién f : Z, — Q, definida por f(x) = ¥ a, (;)

n>0

aqui que <1, x € Z,, entonces < |an|p- Esto prueba

p

p

que

es continua.

Probaremos que f es continua punto a punto, digamos xp. Sea € > 0, como
|ay| — 0, existe un N tal que |a,|, < € para n > N. Recordamos que al ser

. . X .
polinomio, <n> es continua para 0 < n < N — 1 en x, entonces tomando
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el 6 minimo usado en cada definicién ¢ — § de continuidad en xy para el
coeficiente binomial, tenemos un J > 0 tal que

()= ()

Paran € {1,...,N —1}. Luego, si |x — xq[, < J,

1>0 n n » n>0
< lan|y < g para

X X0 X X0
Y: - Z. -
a que <n> <n> € Z, tenemos |a,|, <n> <n> p

n > N. Por otro lado, para paran € {1,...,N — 1}, decimos que

(:)-()

, por lo visto en (4.3). Tomemos A = m>é13<|an|p, entonces |a,|, < A para todo
n>

lx —x0|p <0 — <e (4.3)

f(x) = f(xo)lp =

()= ()

p

< |an|p8
p

|an|p

n. Entonces
lx —xolp <6 = [f(x) — f(x0)|, < max{e Ae} = méax {1, Ae},
f es continua para xg arbitrario, por tanto es continua en todo Z,

Observacion 4.1.4. Hemos utilizado la propiedad no arquimediana para una can-
tidad infinita de elementos. Lo podemos hacer debido a que a, — 0, entonces su
mdximo se alcanza en un ny, y luego los demds valores se vuelven pequefios cuando
n crece.[2]

A continuacién estudiamos algunas propiedades de los coeficientes de la ex-
pansién de Mahler. Resulta que en analogia a la forma de los coeficientes de la
expansion de Taylor de una funcién de variable real, los coeficientes de la expan-
sion de Mahler se determinan iterando cierto operador de diferencias.

Teorema 4.1.5. [4] Sia, — 0en Qpy f(x) = ¥ au (i) para x € Z,, entonces en
n>0
términos de f tenemos a, = (A" f)(0).
Para ilustrar la forma de estos coeficientes, hagamos unos célculos sencillos
para los primeros: tomando x = 0,
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4.1. EXPANSIONES DE MAHLER

Obtenemos f(0) = ag, ya que sabemos que el coeficiente binomial se anula
para n > 0, entonces del lado derecho se anulan todos los términos excepto el

término aop ( g) = % Haciendo un procedimiento similar podemos determinar

algunos coeficientes mds, por ejemplo con x = 1:

=T (o) = o) o ()

=a+a

Pero f(0) = ag, entonces podemos ver que a; = f(1) — f(0). Tomando x = 2,
determinamos que a; = f(2) —2f(1) + f(0). A partir de estos calculos para los
primeros coeficientes, podemos hacernos la idea de que pueden expresarse en
términos de f(0), f(1), f(2),... f(n). En general, para un n arbitrario, necesitamos
introducir el operador de diferencias A que para cada funcién f : Z, — Qy, se
define como Af : Z, — Q, como:

(Af)(x) : f(x+1) = f(x)
Esta funcién se puede iterar para obtener las funciones A" f para n > 1, ast:
A*f = A(Af), y més generalmente A"f = A(A"!f). Tomando A’f = f, esto es
analogo a la derivada f(©) de la funcién f que es si misma.

El operador de diferencias A, es discreto ya que se define para sucesiones, en
analogifa con la derivada para funciones continuas de variable real. Se comporta
muy bien en los polinomios del coeficiente binomial porque los desplaza hacia el

anterior: A <z> = (n i 1> paran >1,y A (Z) = A(1) es la funcién cero. Por la

recursion del tridngulo de Pascal para coeficientes binomiales, si n > 1 tenemos
x x+1 x x x x
()= ()0 = (G2 = () =z ()

Aplicando A a la funcién f : Z, — Q, con expansién de Mahler ) a, <z>
n>0
donde a, — 0,

- T (7))
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Donde el coeficiente 2y ha bajado una posicién y no aparece en la tltima ex-
presiéon. Cambiando el indice de la serie a partir de n = 0,

2 3
n>0 n>0

El efecto de aplicar el operador A a la expansion de Mahler m veces se traduce
en bajar m posiciones a cada coeficiente:

X X
AMZan<> Zan+m<):am+am+1x+am+2<2>+gm+3(3>+..._
n>0 n>0

Evaluando x = 0, observamos que solamente todos los términos se anulan, excep-
to la constante a,, y de esta manera se sigue la demostracién del teorema anterior.

Ahora vamos a encontrar una férmula para (A"f)(0) o verificar la conjetura
anterior de que a, puede escribirse en términos de f(0), f(1),..., f(n). En lugar
de centrarse en la funcién A" f solamente en x = 0, es mds facil ver lo que esta
pasando obteniendo una férmula para (A" f)(x) para x general.

Primero calculemos las férmulas (A2f)(x) y (A3f)(x):
(A%f)(x) = (A(f))(x)

= (Af)(x+1) = (Af) (%)

= (f(x+1)+1) = flx+1)) = (f(x+1) = f(x))
= f(x+2)—2f(x+1)+ f(x)

(B°f)(x) = (A(A*f)) (x)
= (A’f)(x +1) = (A*f) (%)
= (f(x+3) =2f(x+2)+ f(x+1)) = (f(x +2) = 2f(x + 1) + f(x))
=f(x+3)=3f(x+2)+3f(x+1) — f(x).

Obtenemos este resultado para una funcién f : Z, — Q, en general. Notemos
que el coeficiente binomial alterna los signos.

Teorema 4.1.6. [4] Sea f : Z., — Q, una funcion. Paran > 0y x € Z,,

@@ = N0 () .

k=0
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4.1. EXPANSIONES DE MAHLER

Demostracion.

Utilizando induccién sobre 1, vemos que A’f)(x) = f(x) cuando n = 0, y
A'f)(x) = f(x +1) — f(x). Suponiendo que la férmula funciona hasta algtin 1 y
para todo x € Z,, entonces

(A" ) (x) = (A(A"f))(x)
(A

"flx+1) = (A"f) (%)
i )" "(Z) (x4+1)+k) - ké)(—l)”—k <Z> flx+k)
i (Z)f(H(kH +¥ )ik (Z f(x+k)

=T () s e

El término en la primera suma cuando k = n+1 es f(x +n + 1). El término en
la segunda suma cuando k = 0 es (—1)"*! f(x). Los términos restantes en ambas
sumas corren desde k = 1 hasta k = n, y ambas son iguales, entonces

S0 (1)« (1) s = e () seen,

k=1

Los términos f(x +n+1) y (—=1)""1f(x) se pueden introducir a esta suma
como k =n+ 1y k = 0 entonces.

n+1 n+1
nHLEY () — ey (mELY o _ _qyrrik (mELY Lo ‘
A1) = L (D) ( ' >f( =1 () < ' >f( k)

Corolario 4.1.7. [4] Si f(x) = Z an ( ) para x € Zp, donde a, — 0 en Qy, entonces

= @1)(0) = Y (-1 () 56

Demostracién. Por el teorema sabemos que a, = (A"f)(0). De aqui solo
basta tomar x = 0 en el teorema y obtenemos el resultado buscado.
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Este corolario nos muestra que cada funcién continua f : Z, — Q, se puede
escribir como una tnica expansiéon de Mahler ya que sus coeficientes se determi-
nan evaluando la funcién f en los enteros no negativos. Que los coeficientes de la
serie de Mahler estén determinados de esta manera no es una sorpresa, recordan-
do que IN es un conjunto denso en Z,, pareciera que cada funcién continua f en
Z., esta determinada por los valores que toma en IN. A continuacién pasamos a al
demostracion del teorema de Mahler, en el que observaremos qué tan importante
es este factor.

4.2. Demostracion del teorema de Mahler

Hasta este momento hemos probado que los desarrollos llamados series de
Mahler con coeficientes a, € Q, y a4, — 0 son funciones continuas, y también
que dichos coeficientes pueden escribirse en términos de la imagen de IN bajo f.
Usaremos estos resultados a lo largo de la demostracién del teorema.

Demostracion.[Teorema de Mahler]

Para una funcién continua f : Z, — Q,, con

= (070 = Y17 (1) 706,

k=0

probaremos dos cosas:

1). Probar que a, — 0 cuando n — oo, donde a, = (A" f)(0)
11). Probar que f(x) = ¥ ay, <x>, para todo x € Z,
n>0 n

Comencemos la demostracién observando que (1)) se sigue de (1), ya que

. X .

tenemos que la serie ) a, < ) es continua en Z,, entonces, para demostrar que
n>0 n

la serie es igual a f, basta con comprobar que estas dos funciones continuas son

idénticamente iguales en el subconjunto denso de los enteros no negativos IN. Sea
m € N,
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4.2. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE MAHLER

~E (S () (1) e

Luego, por propiedad del coeficiente binomial , vemos que
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Newton con x = 1, y = —1, hasta la potencia n — k, es decir, se anula asi:

0=(1+(-1))"*= nik(—l)” (’” B k> Vk < m.

n=0 h

m—k .

Pero cuando n = k, tenemos ) (—1)" ( " > = 1. Este es el tinico valor no
n=0

nulo del sumatorio interno, entonces:

3 (”f(—l)" (" ")) (§)rw=a () sm=som, e

k=0 \ n=0

Por ser N C Z, un subconjunto denso, y como f y su respectiva expansién de
Mahler son funciones continuas, por lo tanto estas coinciden en todo Z,, es decir

Y an <m> = f(x), Vx € Z,.
n>0 n

Ahora, demostraremos @[), es decir que a4, — 0, cuando n — oo, donde a, =
(A"£)(0). Por [5], sabemos que la convergencia uniforme implica convergencia
puntual para a, € Q,, es decir, veremos que |(A"f(x))|, — 0 uniformemente en

x. Bsto es |[(A"f|| — 0 cuando n — oo, donde [[(A"f)|| := méxyez, [(A"f(x)]p-
Observamos que para n € IN
(A1) ()] = [(AA")) (2]
= [(A"f)(x +1) = (A"f)(x)]p

méax(|A"f)(x +1)[p, [(A"f)(x)]p)
(A" ) (x)]], VX €2y

VARVAY

En particular, podemos decir que || (A" f)(x)|| < ||(A"f)(x)]||. A partir de es-
ta deduccion, es facil ver que ||(A™f)(x)|| < |[(A"f)(x)]||, para m > n, repitiendo
este proceso las veces que deseamos. Hemos visto que la norma de A" decrece
cuando n — oo, entonces solo debemos probar que ||(A" f)|| — 0 para una suce-
sion n; < np <,... que tienda a co conveniente. La sucesién adecuada para este
proceso son las potencias p’, es decir, ||AP' f|| — 0 con r — co. Paran > 1y
X €2y,

@ P = L1 () fre = L () £

k=0 k=0
= - (—1ynk (7 x+k)— ,
S (§) e - s
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4.2. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE MAHLER

ya que i (—1)nk (Z) = (1-1)" =0.El término parak = 0es (—1)"(f(x) —
k=0

f(x)) =0, entonces el contador inicia desde k =1,

30 () (x40 - )

k=1
Tomando n = p” para r > 0, probaremos que en el sumatorio

'

. P . pr
@ £ = L7+ () (0 = £, )

k=1

Cada término tiene un valor absoluto p—adico pequefio cuando r — oo, inde-
pendientemente del k y x. Para esto, la estrategia serd probar que para 0 < k < p’,

.
tenemos que v, <i> =r—uvu(k).

Por propiedad del coeficiente binomial, sabemos que (i) = % <7;{ __ 11>.

Ademaés sabemos que v, <i) = p" — vp(k), entonces este calculo se reduce a
probar que
pr-1y _ (r" — 1)
”P(k—l) (@i w
op((p" =1 —op((k=1!(p" = K)!)
op((p" =11 —op((k = 1)) —vp((p" = K)!) =0,

es decir, que no es divisible entre p.

Por la férmula de Polignac p-adica, necesitamos contar la suma los digitos
p-adicos de cada uno de estos factoriales:

pr—1= p+@p-D+@p-Dp+...+(p-p +(p-1)p +...

= (p-D+(p-Dp+...+(p-1)p!

De aqui observamos que tiene un total de p"-veces el digito p — 1, entonces

sp((pP" =) = (p—1)r.

Supongamos que k = ¢;p' +ciy1p't 4 ...+ ¢,_1p" 7Y, con ¢; # 0. De aqui que
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k—1=cp'+ciqp ™+ 4o ' +(p-D+(p-Dp+...+(p—1p" +...

=(p-D+@p-Dp+...4+(p-Dp+cp'+...+(p-1p 1 +...

Observamos que a partir de (p — 1)p’, el término p*! que sale de este, se anula
con el de signo contrario del siguiente término y de igual manera con los términos
que siguen a partir de este excepto el término —p'. Entonces la expresién se reduce

k—1= (p—1)+(p—1)p+...+(p—1)pi_1+(cz-—1)pi+ci+1pi+1+...+cr,1pr_1

De aqui observamos que el digito p — 1 se repite i-veces, y los otros digitos son
sp(k) — 1, entonces s,(k —1) = (p — 1)i +5,(k) — 1.

Solo nos resta sumar los digitos de p" —k = p" — (c;ip' + ...+ c,_1p""1). Los
reordenamos convenientemente de la siguiente manera

pr_k: pr_(Cipi_k."_i_crilprfl)_kpﬂrl_pi+1+.”_|_prfl_prfl

= (p—c)p'+(p—-1—cp)p ™ +...+(p—1—cq)p L

De aqui que s,(p" —k) = p+ (p—1)(r —i—1) — s,(k). Por lo tanto, aplicando
la férmula de Polignac, tenemos

oy (ir__f) =0p((p" = 1Y) = vp((k = 1)) =0, ((p" = K)!)

P -l=s(p 1) k=1-sp(k=1) p —k=s,(p'—k)
p—1 p—1 p—1

sp(k—1) +sp(p" —k) —sp(p" — 1)
p—1

(p—Di+spk) =14+p+(p—1)(r—i—=1) =s,(k) = (p—1)r
p—1

=0,

lo que querfamos probar.
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4.2. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE MAHLER

Queremos probar que para todo € > 0, |(A” f)(x)|, < € para r — oo y todo

xGZp.De,
pr
;)

(A" f)(x)], < maéx
Cada término en el maximo estd acotado ya que

< max | (1] 1fG+0) = f@,.
£l < N1

e (7)

Para 1 < k < p’, probamos que <r;<>‘ =1/p ok = 1/(p"|k|p), entonces

<’?{> (’?{) < 1/J7 o |k|, < 1/./p". Tomando

g > 0, existe 6 > 0 tal que |x —y|, < ¢ implica que |f(x) — f(y)|, < &. Ahora,
tomemos R lo suficientemente grande tal que 1/+/pR < min (4, ¢). Entonces para
r>Ry1l<k<p’, tenemos dos opciones:

<1y lf(x+k) -
p

k|, = 1/p". Por lo tanto
p

v

= Si ’(’;{) < 1/p", entonces

p7
(%)
» Si k|, < 1//p", tenemos k|, < J, entonces para x € Z, tenemos que
|x +k — x|, <. De aqui que |f(x +k) — f(x)|, < ¢ entonces

()

Por lo tanto, para todo ¢ > 0, existe R > 0, tal que r > R — HAP'fH <
emax (|[f[],1).

et k) = F@)]p < W/ VP)IfIp < ellflp-

p

f(x+k)— f(x)|p < [f(x+k) = f(x)], <e

p

A continuacién desarrollaremos algunos ejemplos de funciones continuas en
Z, a partir de una sucesion a, — en Q, que sirven como el coeficiente de su
expansion en serie de Mahler.

Ejemplo 4.2.1. [4] Para a € 1+ pZ,, tenemos que |a — 1|, < 1/p en Q, entonces la

fl)=Y(a~ ”"(z)

n>0
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es continua en Z, ya que |(a —1)"|, — 0. Para un entero positivo m tenemos que (") =0
para n > m, entonces

m

fom = Y@= () = 1+ (@ - )" =am,

n=0

Entonces tenemos una interpolacion p—ddica de la sucesion {a™} para m € N a una
funcién continua en todo Z., debido a la densidad de IN, la denotamos por a*:

¥ = Z(a —1)" (:i), para x € Zp.

n>0

Por ejemplo, en Q; con a = —1 tenemos
X 1 six €27,
-2)" =(-1)*¢ 7 ’
71;0( ) (n) (=1 { —1 six el+42Z;.

Es interesante lo “no trivial” que parece la expansiéon de Mahler de esta funcién
localmente constante en Z,.

Ejemplo 4.2.2. [4] Sea {p" },>0, es claro que |p"| — 0 en Q, cuando n — oo, entonces

I’l>0

es continua en Zp. En particular, para m € IN, tenemos

ZP ( > (1+p)".

Por lo tanto, concluimos que esta es la representacion en serie de Mahler para la funcién

)

n>0
Pregunta extra: ;relaciéon con la exponencial p-ddica?

Ejemplo 4.2.3. [4] Sea z = a_1p ' +ag+ap+ap?+...,conaq # 0y 0 <
a; < p—1,parai > —1. Tomemos en cuenta la sucesion {(p®z)" }n>o0. Observamos que
|(p?z)"| — 0 en Qp cuando n — oo. Entonces la serie

£ = L ()

n>0
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4.2. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE MAHLER

es continua en Z,. En particular para m € IN, tenemos

u n
fom = Y227 () = (g
n=0
Por lo tanto, concluimos que esta es la representacion en serie de Mahler para la funcién
(1+ pZZ)x = Z (pzz)” (x)
n>0 n
En general, podemos escribir una funcién de este tipo tomando

_ —i —it1
z=aip +a_ip +...,

con a_; # 0y tomando la sucesién {(p"*'z)"}, > 0, ya que esta sucesion converge a 0

en Qp.
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Capitulo 5

Aplicaciones del teorema de
Mabhler

5.1. Motivacion

En la teoria general de sistemas dindmicos, nos interesa estudiar funciones
definidas sobre un espacio de medida X con caracteristicas especiales respecto a
la medida, como son las funciones que preservan medidas y las funciones ergo-
dicas. En nuestro caso, nos interesa especificamente estudiar funciones ergédicas
definidas sobre ZZ.

Para estudiar una aplicacion de las funciones expresadas en su representaciéon
de expansién de Mahler, primero escribiremos algunas definiciones y propiedades
de nuestro interés.

Teorema 5.1.1. [1] Sea f(x) = Y7 oai(;) la expansion de Mahler para una funcion
f:Z, — Z,, entonces f es 1—Lipschitz si y sdlo si a; = 0 (m6d p 187 )) para
i=1,2,...

Notamos que |log, m]| = (#Digitos base—p de m) — 1; de aqui también asumi-

mos que [log, 0] = 0.

Bésicamente la teoria de los sistemas dindamicos estudian transformaciones de
espacios de medidas, entonces necesitamos definir una medida en el espacio mé-
trico Z’; (en realidad, esta medida sera una medida de Haar).

Definicién 5.1.2. [1] Definimos la medida de probabilidad y = y, en

ZZ:ZPXZPX--'XZP

n
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5.1. MOTIVACION

Los conjuntos medibles elementales son bolas B, (a), a € Zjj y u(By-r(a)) = p~".

La medida p es una medida de Borel: es decir, todo subconjunto abierto es
pu—medible (por lo tanto, todo subconjunto cerrado también es y—medible). La
medida u es regular: Es decir, para cualquier subconjunto A medible en u

#(A) = sup{pp(S) : S C A,S es cerrado en Zy }
= inf{y(S) : S O A,S es abierto en Z, }

Un sistema dindmico en un espacio de fase (o espacio de configuracién) S es
una tripleta (S;y; f), donde S es un espacio de medida dotado de una medida y
y f:S — S es una transformacién medible; es decir, una f—preimagen f~1(S) de
todo subconjunto S C S medible en y es un subconjunto medible en y de S. Una
trayectoria (u 6rbita) del sistema dindmico es una sucesiéon

Xp, X1 = f(xo), [ f(xi_l) = fi(xo), e
de puntos del espacio S, xg es llamado el punto inicial de la trayectoria.

Definicién 5.1.3 (Preservacién de medida y ergodicidad.). Un mapeo F : S — Y de
un espacio de medida S a un espacio de medida Y dotados de medidas de probabilidad y y
v, respectivamente, se dice que preserva medidas si y sélo si u(F~1(S)) = v(S) para cada
subconjunto medible S C Y.

Enel caso que S =Y y u = v un mapeo que preserva medidas F es llamado ergodico
si y s6lo si dado un subconjunto medible S tal qué F~1(S) = S, entonces u(S) = 10

u(s) =0.
Ejemplo 5.1.4. Sea S un conjunto finito, #5 = N, dotado de una medida de probabilidad
uniforme p: Dado A C S, #A = M, decimos que p(A) = % Una transformacion f en

S preserva medidas si y sélo si f es biyectiva, es decir, si f es una permutacion de S.

El mapeo f es ergodico si y sélo si consiste en un ciclo iinico, es decir, es transitivo.

Sea (a,)5_, una sucesién de elementos de un espacio compacto S dotado de
una medida de Borel p, normalizada positiva, sea N € Ny, y sea U C S. Sea
vn(U) = YN} xu(an), donde xy es la funcién caracteristica del subconjunto U;
es decir, xy(a) = 1siysolosia € U,y xu(a) = 0 en caso contrario. En otras
palabras, vn(U) es el nimero de términos (de los primeros N términos de la
sucesion (a,,)) que se encuentran en U.

Definicién 5.1.5. Una sucesién (ay )5, estd uniformemente distribuida (con respecto a

VN(U)
N

la medida y) si y sélo si Z\l}im = u(U) para todos los subconjuntos de Borel U C S
— 00

cuya frontera tiene medida 0.
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Teorema 5.1.6. Si f : S — S es ergodica, entonces y—casi toda drbita

x0,x1 = f(x0),...,x; = f(xi — 1) = f'(x0),....
es uniformemente distribuida con respecto a y.

Luego de enunciar las definiciones y propiedades anteriores, llegamos a la apli-
cacién de la expansion de Mahler, que son resultados del profesor e investigador
ruso Vladimir Anashin y compafiia.

Para los siguientes dos teoremas, tengamos en cuenta f(x) = Y 4;(}), es decir,
la representacién en expansiéon de Mahler de una funcién f.

Teorema 5.1.7 (Condiciones suficientes para preservar medida,[1].). Una funcion f
define una transformacién 1—Lipschitz que preserva medidas sobre Z., si las siguientes
condiciones se cumplen simultdneamente:

a). a1 Z0 (méd p)
b). a; =0 (méd plo& ity i=23 .

En el caso de p = 2 las condiciones suficientes también se vuelven necesarias; para el
resto de primos p > 2 no lo son.

Teorema 5.1.8 (Condiciones suficientes para ergodicidad, [1]). La funcién f define
una transformacién 1—Lipschitz ergodica sobre Z,, con p impar, si las siguientes condi-
ciones se cumplen simultdneamente:

1. a9 #0 (méd p);
2. a1 =1 (méd p), para p impar,
=1 (méd 4), parap = 2;

i =0 (mod plos DIy o3

5.2. Ejemplos

Observacioén 5.2.1. El siquiente es un ejemplo de una funcion continua y ergddica, pro-
puesto en [1I, y cuya demostracion detallada paso a paso ha sido desarrollada por mi,
Ricardo Cérdova, como resultado de este proyecto de tesis.

Ejemplo 5.2.2. Mediante el teorema anterior podemos comprobar que la funcion
p—ddica de Z, en Z, y continua

f(x) =1 +px+1+p)
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5.2. EJEMPLOS

es ergddica.
Demostracion.
Primero, expresaremos dicha funcién f en su representacion por serie de Mahler. Para

esto, invocamos el ejemplo

f(x) =1 +p)x+(1+p) Zp < >+Zp ()

n>0
de donde
. 1, i=0
f(x):Zai( ) ;=4 1+2p, i=1
n>0 n pi, 1 2 2

De esta manera, podemos ver fdcilmente que se cumplen los primeros dos requisitos del
teorema:

a) ap=1 #0 (mod p)
b) y=1+2p =1 (mod p)

Nos resta comprobar que
¢c) a;=p =0 (moéd pUOgP(iH)JH),i =2,3,...

Esto se reduce a comprobar que Uogp(i +1) | +1 < i. Para esto, nos ayudaremos del
siguiente lema.

Lema 5.2.3. Parai =2,3,...,y p > 3 se cumple la desigualdad

Demostracion.
Parai = 2y p = 3, tenemos 3 < 3. Supongamos que para i = k se cumple
k+1<p1,

Como p > 3, observamos que
k+2<pk+1) < p.
De donde obtenemos el resultado.
|

Utilizando el resultado del lema anterior, y tomando en cuenta que la funcién real log,
es creciente, tenemos que
logy(i+1) <i—1.
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Ahora, ya que | x| < x, Vx € RT, tenemos

[logy(i+1)] <logy(i+1) <i-—1.

Con lo que queda probada la desigualdad que necesitamos. Por lo tanto, la funcién f(x) =
(14 p)x+ (14 p)*, es ergodica.

|
Observacion 5.2.4. La funcion de este ejemplo, sigue siendo ergddica para p = 2.
» Observamos que se cumple el requisito para p = 2 del teorema:
mn=1+22)=1 (mod4).

» La desigualdad
llogp(i+1)] +1 <.

también cumple para p = 2.
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Capitulo 6

Conclusiones

Conclusiones

El Teorema de Mahler es una herramienta poderosa en el andlisis p-ddico, que
permite aproximar cualquier funcién continua en un conjunto compacto de los
nimeros p-adicos por una serie de funciones polinémicas. En particular, los resul-
tados de Anashin han demostrado que el Teorema de Mahler es ttil en la teoria
ergddica para diagnosticar funciones ergddicas.

Este enfoque permite el estudio de ciertos sistemas dindmicos en los niimeros
p-adicos, analizando las propiedades estadisticas de estos sistemas y detectando
patrones y comportamientos recurrentes. La aplicaciéon del Teorema de Mahler pa-
ra diagnosticar funciones ergddicas tiene importantes implicaciones en dreas como
la criptografia y la teoria de la informacién, donde se utilizan sistemas dinamicos
en los ntiimeros p-ddicos para proteger la informacién y garantizar la seguridad
en la transmisién de datos.

En conclusién, el Teorema de Mabhler y los resultados de Anashin tienen im-
portantes aplicaciones en la teoria ergddica y en otras dreas de las matematicas y
la informatica. Su estudio y aplicacién pueden conducir a nuevos avances en el
campo del andlisis p-ddico y en la teoria de la informacion.

A continuacién se mencionan los resultados centrales de este proyecto de tesis
y las respectivas secciones donde se encuentran detallados.

Teorema 6.0.1 (Mahler). Toda funcion continua f : Z, — Q, se puede escribir en de la
forma

f(x):Zan (2) =ag+ax+ap <92C>+a3 <§>+ (6.1)

n>0
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Para todo x € Z,, donde a, € Qp y a, — 0 cuando n — oo,
Para ver los detalles de la demostracion y ejemplos, ver el capitulo 4.

Teorema 6.0.2 (Condiciones suficientes para ergodicidad, [1]). La funcién f define
una transformacion 1—Lipschitz ergodica sobre Z.,, con p impar, si las siguientes condi-
ciones se cumplen simultdneamente:

4

1. ap Z0 (méd p)
2. a1 =1 (méd p), para p impar,
3. a1 =1 (méd 4), para p = 2;
4. a;=0 (méd pllos+VI+Yy j—9 3
Para ver los detalles de la demostracion y ejemplos, ver el capitulo 5.
Ejemplo 6.0.3. [1] Podemos comprobar que la funcion p—ddica de Z., en Z,, y continua,
fx) =1 +p)x+(1+p)

es ergddica.

Para detalles, ver capitulo 5.
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Capitulo 7

Proyectos a futuro

Proyectos a futuro

» En esta tesis se estudié una versién univariada del teorema de Mahler pa-
ra funciones continuas de Z, en Q,, que nos permite representar dichas
funciones de la siguiente manera:

f(x) :ng)an (i) =ap+ax—+a <32C> +as (;) + ...

Se propone estudiar una versién multivariable del teorema de Mahler, con
el objetivo de encontrar nuevas herramientas polinomiales para funciones
multivariables continuas. Para mds informacién, se propone confrontar [7]

» Calcular otras funciones de variable p-ddica, continuas y ergddicas a través
del criterio coeficientes de Mahler.

Vale la pena mencionar que Anashin propone algunas funciones que cum-
plen estas condiciones en su articulo [1].

» Estudiar sucesiones p-adicas equidistribuidas desde el punto de vista de
los sitemas dindmicos p-ddicos, ya que existe una relacion directa entre las
6rbitas que describen las funciones dentro de un sistema dindmico p—adico
y dichas sucesiones en el sentido que se mencioné en el capitulo 5.

= Estudiar espacios de Banach p-adicos, para tener una mejor perspectiva del
espacio de funciones sobre el que he trabajado en mi tesis. Para més infor-
macién se propone confrontar [3].
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