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Resumen

En esta tesis se presentan los resultados del cálculo numérico del espectro de potencia
primordial escalar, el espectro de potencia primordial tensorial y el tensor-to-escalar ratio

para diferentes escenarios de cuatro modelos inflacionarios que son: Large Field Inflation

(LFI), Steplike potential, �-attractor Inflation y Radion Gaunge Inflation (RGI) (haciendo
mayor énfasis en el modelo steplike potential, para el cual se analizó los efectos que surgen en
ambos espectros de potencia primordial al variar sus parámetros libres); el cálculo se hizo en
el rango de números de onda que va desde k ⇥ 10�3 Mpc�1 a k ⇥ 109 Mpc�1 (en unidades
naturales), a través de códigos creados en el lenguaje de programación python. Para lograrlo,
primero, se hizo una revisión teórica de la teoría de la Relatividad General, el modelo del
Big Bang Caliente, el modelo de inflación cosmológica, la teoría de Perturbaciones Cosmoló-
gicas y de las herramientas matemáticas y computacionales necesarias para el desarrollo del
proyecto; luego, para cada escenario de cada modelo se resolvieron numéricamente las ecua-
ciones del fondo cosmológico, con el propósito de conocer la evolución de parámetros como
el parámetro de Hubble, el radio comóvil de Hubble, el campo del inflatón, los parámetros
de slow-roll, entre otros; los cuales sirven para conocer como evoluciona el Universo en la
época inflacionaria para el modelo específico analizado. Además, estos parámetros, junto a
la ecuación de Mukhanov-Sasaki, son necesarios para estudiar las perturbaciones escalares
(perturbaciones en la densidad de energía) y las perturbaciones tensoriales (ondas gravita-
cionales primordiales) que surgen durante inflación, ambas perturbaciones evolucionan para
ser la semilla de la estructura a gran escala del Universo. A partir de la amplitud que tienen
estas perturbaciones al cruzar el horizonte, se calculan los espectros de potencia primordial
escalar y tensorial (estos contienen información estadística de la amplitud de las perturba-
ciones (escalares o tensoriales) en función del número de onda de la perturbación). Una de
las principales conclusiones de esta tesis es que en los modelos LFI, �-attractor Inflation

y RGI tanto el espectro de potencia primordial escalar como el espectro de potencia pri-
mordial tensorial siguen una ley de potencias, mientras que en el modelo steplike potential

ambos espectro de potencia primordial presentan tres regiones donde el comportamiento es
diferente, dichas regiones se etiquetan como: primera región, segunda región y tercera región,
en la primera y tercera región el espectro de potencia primordial escalar sigue una ley de
potencias, pero con una potencia distinta en cada región, mientras que en la segunda región
presenta oscilaciones que se amortiguan a medida crece el número de onda en esa región. De
igual forma, el espectro de potencia primordial tensorial en la primera y tercera región sigue
una ley de potencias, con potencia distinta en cada región, mientras que en la segunda región
presenta un paso (escalón decreciente), seguido de pequeñas oscilaciones que se amortiguan
rápidamente a medida el número de onda crece.

Palabras claves: Inflación cosmológica, steplike potential, espectro de potencia primor-
dial, inflatón, slow-roll, perturbaciones escalares, perturbaciones tensoriales.
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Capítulo 1

Introducción

El modelo del Big Bang Caliente describe un Universo dominado por radiación y materia
que se expande adiabáticamente [1], este modelo es descrito por medio de la teoría de la
Relatividad General, a través de la métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker [2], el
cuál, se basa en el supuesto de que a grandes escalas el Universo es homogéneo e isotrópico
[3], pero este modelo está incompleto ya que presenta un serie de problemas, dos de los cuales
son: el problema de planitud (que cuestiona el porqué el Universo es extremadamente plano)
y el problema de horizonte (que cuestiona el porqué el Universo presenta un alto grado de
homogeneidad entre regiones causalmente desconectadas aparentemente) [4], como solución
a estos problemas se propone el modelo de la inflación cosmológica, el cual consiste en que
el Universo en una época muy temprana sufrió una expansión exponencial y por ende ace-
lerada [5], aparte de que inflación resuelve estos problemas, también provee un mecanismo
para la generación de perturbaciones en la densidad de energía (perturbaciones escalares) y
ondas gravitacionales primordiales (perturbaciones tensoriales) [6]. Estas últimas establecen
la semilla para la formación de estructura a gran escala en nuestro Universo por medio de la
inestabilidad gravitacional, una importante herramienta para el análisis de estas perturbacio-
nes son los espectros de potencia primordial escalar y tensorial, ya que contienen información
estadística de la amplitud de ambas perturbaciones. Las observaciones sugieren un espectro
de potencia primordial escalar descrito por una ley de potencias de la forma PR ⇤ k

ns�1 [7],
con ns = 0.965 ± 0.004 [8].

En la literatura existe una amplia gamma de modelos inflacionario [9, 10], muchos de los
cuales ya han sido descartados por las observaciones. En este trabajo solo se estudia modelos
basados en un campo escalar homogéneo mínimamente acoplado a la gravedad, denominado
inflatón. Además, se considera la siguiente ecuación de estado ⇧ = ⌅P , similar a la ecuación
de estado de la energía oscura, la cual describe la expansión acelerada del Universo.

La presente tesis se divide en 4 capítulos principales que son los capítulos 2, 3, 4 y 5.
En el capítulo 2 se describe la teoría necesaria para el desarrollo de la investigación. En el
capítulo 3 se describe la metodología utilizada para el cálculo de los espectros de potencia
primordial. En el capítulo 4 se presentan y se analizan los resultados obtenidos y finalmente,
en el capítulo 5 se presentan las conclusiones del trabajo y algunas recomendaciones para
trabajos futuros.
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Capítulo 2

Marco teórico

2.1. Modelo del Big Bang Caliente.
El modelo del big bang caliente describe un Universo que obedece el principio cosmológico

y su evolución está determinada por las ecuaciones de Friedmann obtenidas a partir de las
ecuaciones de campo de Einstein [11], los constituyentes del Universo pueden modelarse a
partir de un fluido perfecto con ecuación de estado politrópica.

2.1.1. Principio Cosmológico
El principio cosmológico establece que el Universo a escalas cosmológicas es homogéneo e

isotrópico [11, 12], es decir, que bajo transformaciones de traslación y rotación un observador
miraría la misma estructura en el Universo. Una evidencia observacional de este principio
se puede ver en el alto grado de isotropía presente en las observaciones del espectro de
temperaturas del Fondo Cósmico de Microondas (CMB por sus siglas en inglés).

2.1.2. Relatividad General
A escalas cosmológicas la fuerza predominante en el Universo es la fuerza gravitacional

[11], por lo que para hacer una adecuada descripción del Universo se necesita una teoría de
la gravedad, actualmente la mejor candidata es la teoría de la relatividad general de Einstein.

En relatividad especial (RS), al igual que el espacio, el tiempo no es absoluto, este depende
del marco de referencias del observador, esto permite ver desde el pundo de vista físico que
un evento ocurre en un espacio-tiempo cuadridimensional [13]. Einstein en su teoría de la
relatividad general (RG) muestra que la geometría que presenta el espacio-tiempo es equi-
valente a la gravedad y por ende dicha geometría está determinada por la distribución de
materia y energía en el espacio, esto reafirma la idea de que el espacio y el tiempo no pueden
existir de manera independiente, además, el espacio y el tiempo tienen la misma importan-
cia como coordenadas en un sistema de referencias. Matemáticamente las coordenadas del
espacio-tiempo se representan como las cuatro componentes de un cuadrivector de posición
x

µ (µ = 0, 1, 2, 3), donde x
0 representa la componente temporal y los índices 1, 2 y 3 repre-

sentan las coordenadas espaciales (en este trabajo los índices latinos representan coordenadas
espaciales y los índices griegos denotarán el conjunto de coordenadas en general). En RG el
intervalo entre dos eventos es escrito como
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ds
2 = gµ�dx

µ
dx

�
, (2.1)

donde gµ� es el tensor métrico el cual describe la geometría del espacio-tiempo, además, se ha
empleado la convención de Einstein para la sumatoria (índices repetidos indican sumatorio)
y para la métrica se ha usado la siguiente convención de signos (+ ⌅ ⌅⌅), el tensor métrico
cumple la siguiente propiedad: gµ�g

�⇥ = ⇤⇥
µ
. En un espacio curvo descrito por la métrica, las

trayectorias que toman las partículas se concen como geodésicas y vienen descritas por la
siguiente ecuación

d
2
x

µ

ds2 + ⇤µ

⇤⇥

dx
⇤

ds

dx
⇥

ds
= 0, (2.2)

donde ⇤µ

⇤⇥ son los símbolos de Christo⌅el y se definen en términos del tensor métrico como
sigue [11]

⇤⇤
µ� = 1

2g
⇤⇥

"
⌃g�⇥

⌃xµ
+ ⌃g⇥µ

⌃x�
⌅ ⌃gµ�

⌃x⇥

#

. (2.3)

Las ecuaciones en RG son ecuaciones tensoriales; un tensor es un objeto matemático en
el que sus componentes, bajo transformaciones de coordenadas, transforman de la siguiente
manera [11]

A
⇥kl···
pq··· = ⌃x

⇥k

⌃xm

⌃x
⇥l

⌃xn
· · ·

⌃x
r

⌃x⇥p
⌃x

s

⌃x⇥q · · · A
mn···
rs··· ,

donde los índices superiores se conocen como índices contravariantes y los índices inferiores
como índices covariantes. A partir de aquí se introducen algunos tensores que son importantes
para obtener las ecuaciones de campo de Einstein, el primero que se define es el tensor de
energía-momento (Tµ�), el cual describe como se distribuye la materia y la energía en el
espacio-tiempo. Para un fluido perfecto con presión P y densidad de energía ⇧, el tensor de
energía-momento es el siguiente (en unidades naturales, donde c=1)

Tµ� = (P + ⇧)UµU� ⌅ Pgµ� , (2.4)

donde Uµ es la cuadrivelocidad. Se puede mostrar que la derivada ordinaria de un tensor
no es invariante bajo transformaciones de coordenadas, por lo que se introduce la derivada
covariante, el cual si es un tensor. La derivada covariante de un tensor A

µ

⇤ se define como
sigue

A
µ

�;⇤ = ⌃A
µ

�

dx⇤
+ ⇤µ

⌅⇤A
⌅
� ⌅ ⇤⇥�⇤A

µ

⇥. (2.5)

En la mecánica Newtoniana y en RS las leyes de conservación son importantes y RG no
es la excepción, en RG una ley de conservación está dada a partir de la derivada covariante
del tensor de energía-momento [11],

Tµ�;⇤ = 0. (2.6)

Otro tensor importante es el tensor de Riemann, este tensor contiene información de la
curvatura del espacio-tiempo. El tensor de Riemann se define como
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R
⇥
µ⇤� =

⌃⇤⇥
µ�

⌃x⇤
⌅

⌃⇤⇥
µ⇤

⌃x�
+ ⇤⇥⌅⇤⇤⌅µ� ⌅ ⇤⇥⌅�⇤⌅µ⇤. (2.7)

A partir del tensor de Riemann se obtiene el tensor de Ricci, el cual es la contracción del
primer y tercer índice del tensor de Riemann, es decir,

Rµ� = R
⇥
µ⇥� =

⌃⇤⇥
µ�

⌃x⇥
⌅

⌃⇤⇥
µ⇥

⌃x�
+ ⇤⇥⌅⇥⇤⌅µ� ⌅ ⇤⇥⌅�⇤⌅µ⇥. (2.8)

Además, a partir del tensor de Ricci se obtine el escalar de Ricci el cual

R = g
µ�

Rµ� . (2.9)

Finalmente, a partir del tensor de Ricci, el escalar de Ricci y el tensor métrico se construye
el tensor de Einstein, el cual se define como

Gµ� = Rµ� ⌅ 1
2gµ�R, (2.10)

y por la propiedad de Bianchi se puede mostrar que la derivada covariante del tensor de
Einstein es nula

Gµ�;⇤ = 0. (2.11)

Einstein aprovechó este resultado, ya que ambos, la derivada covariante de Gµ� y la derivada
covariante de Tµ� son cero, para conectar la geometría del espacio-tiempo con la materia que
curva dicho espacio-tiempo. Así Einstein propone sus ecuaciones de campo como sigue

Gµ� = 8⌥G

c4 Tµ� . (2.12)

En unidades naturales c = 1, por lo que las ecuaciones de campo se reducen a

Gµ� = 8⌥GTµ� . (2.13)

2.1.3. Historia Térmica del Universo
El modelo del Big Bang Caliente nos dice que el Universo parte (en t=0) de un estado

muy denso y muy energético, pero a medida que el Universo evolucionó este se fue expan-
diendo adiabáticamente y por ende se fue enfriando, durante toda su evolución el universo a
sufrido distintas etapas que pueden ser analizadas a partir de la comparación entre la tasa
de interacción ⇤ y la tasa expansión H [7]. Cuando ⇤ ⇧ H, las partículas están acopladas
y por ende existe un equilibrio térmico local, pero a medida el Universo se va enfriando la
tasa de interacción disminuye y la tasa de expansión aumenta, llegando un momento en que
⇤ ⇥ H, en este momento las partículas se desacoplan del baño térmico. Además, dado que
diferentes partículas tienen diferentes tasas de interacción, el momento en que se desacoplan
también es diferente. A continuación se detallan algunos eventos claves en la historia térmica
del Universo.

En los primeros instantes del Universo (t = 0 a t ⇥ 10�10), cuando la densidad de ener-
gías es del orden de los TeV o superior, la descripción física del Universo es especulativa dado
que necesitamos una probada teoría cuántica de la gravedad.
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Cuando la energía es 100 GeV las partículas adquieren masa a través del mecanismo de Higgs.
A energías por debajo de los 150 MeV, la interacción fuerte entre quarks cobra importancia
y se empiezan a formar los bariones y los mesones.
Se sabe que la materia oscura interactúa muy poco con la materia bariónica, por lo que se
espera que se haya desacoplado en una época muy temprana, por ejemplo para los WIMPs
(weakly interacting massive particles) se calcula que sufren el freeze-out (momento en que la
tasa de interacción es menor a la tasa de expansión del Universo y por ende las interacciones
se “congelan”) al rededor de 1 MeV.
Los neutrinos solo interactúan a través de la interacción débil, por lo que se estima que los
neutrinos se desacoplan a los 0.8 MeV.
Después de unos tres minutos desde Big Bang se empezaron a formar los elementos ligeros.
Un evento importante es la recombinación, la recombinación se da cuando la temperatura
fue lo suficientemente baja para que la reacción inversa con la que se formaron los primeros
átomos de hidrógeno (P + + e

� ⌅⌃ H + � ) sea enérgicamente desfavorable, después de la
recombinación se da el desacople de los fotones formándose el CMB. Durante la evolución el
Universo ha sido dominado por distintas componentes, primero, fue dominado por radiación,
ya que la densidad de energía de la radiación era la que más aportaba a la densidad de energía
total, pero a medida el Universo se fue expandiendo la densidad de energía de la materia fue
ocupando su lugar y hoy en día la componente que predomina en el Universo es la de la
energía oscura.

2.1.4. Métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker
Para describir el Universo a escalas cosmológicas hay que considerar el principio cos-

mológico y la expansión del Universo (esta expansión es descrita por la ley de Hubble).
La métrica que mejor cumple las característica de homogeneidad e isotropía es la conocida
métrica Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW), que matemáticamente se expresa
como

ds
2 = dt

2 ⌅ a
2(t)

"
dr

2

1 ⌅ kr2 + r
2(d 2 + sin2  d⇥2)

#

, (2.14)

donde a(t) se conoce como factor de escala y es función del tiempo propio. Además, a(t)
describe la expansión del Universo y su valor evaluado hoy en día es por convención 1, es
decir, a(t0) = a0 = 1 (donde el subíndice 0 en las variables índica que son evaluadas hoy
en día). Las coordenadas (r,  ,⇥) son coordenadas comoviles el cual no dependen del tiempo
propio, la dependencia temporal es agregada por medio del factor de escala. k es el parámetro
de curvatura y puede tomar los siguentes valores: k = 1 para un espacio cerrado, k = 0 para
un espacio plano y k = ⌅1 para un espacio abierto. Podemos obtener una relación entre las
distancias físicas (df ) y las distancias comóviles (dc), a partir del factor de escala, como sigue

df = a(t)dc. (2.15)

También, se define el tiempo conforme como

⌦ =
Z

dt

a(t) , (2.16)

entonces, la métrica FLRW en términos del tiempo conforme es
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ds
2 = a

2(t)
"

d⌦ 2 ⌅
 

dr
2

1 ⌅ kr2 + r
2(d 2 + sin2  d⇥2)

!#

. (2.17)

Los tensores métricos para le métrica FLRW son:

gµ� =

�

⇥⇥⇥⇥⇥⇥⇤

1 0 0 0

0 ⌅ a
2

1 ⌅ kr2 0 0

0 0 ⌅a
2
r

2 0
0 0 0 ⌅a

2
r

2 sin2  

⌅

⇧⇧⇧⇧⇧⇧⌃
,

g
µ� =

�

⇥⇥⇥⇥⇥⇥⇥⇥⇥⇤

1 0 0 0

0 ⌅1 ⌅ kr
2

a2 0 0

0 0 ⌅ 1
a2r2 0

0 0 0 ⌅ 1
a2r2 sin2  

⌅

⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⇧⌃

.

2.1.4.1. Ecuaciones de Friedmann

Una vez establecida la métrica FLRW se deducen la ecuaciones de Friedmann. Primero se
calculan los símbolos de Christo⌅el distintos de cero a partir de la Ec.(2.3), obteniendo así

⇤0
ij

= ȧ

a
gij = ȧaḡij, ⇤j

i0 = ȧ

a
⇤j

i
, ⇤1

11 = kr

1 ⌅ kr2 , ⇤1
22 = ⌅(1 ⌅ kr

2)r,

⇤1
33 = ⌅(1 ⌅ kr

2)r sin2  , ⇤2
33 = ⌅ sin  cos  , ⇤2

12 = ⇤2
21 = ⇤3

13 = ⇤3
31 = 1

r
,

y ⇤3
32 = ⇤3

23 = cot  ,

donde ȧ = da

dt
y gij = a

2
ḡij. El tensor de energía-momento para un fluido perfecto en un

espacio descrito por la métrica FLRW donde el marco de referencia es comóvil, el cuadrivector
de velocidad es U

µ = (1, 0, 0, 0), así:

T
�
µ

=

�

⇥⇥⇥⇥⇥⇤

⇧ 0 0 0
0 ⌅P 0 0
0 0 ⌅P 0
0 0 0 ⌅P

⌅

⇧⇧⇧⇧⇧⌃
.

Utilizando la Ec.(2.8), se calculan las componentes del tensor de Ricci

R00 = ⌅3 ä

a
, Rij = ⌅

"
ä

a
+ 2 ȧ

2

a2 + 2 k

a2

#

gij.

Una vez obtenido el tensor de Ricci, se calcula el escalar de Ricci a partir de la Ec.(2.9), el
cual
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R = ⌅ 6
a2

h
äa + ȧ

2 + k

i
.

A partir del tensor métrico, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci se construye el tensor de
Einstein, el cual para la métrica FLRW es

G00 = 3
a2 (ȧ2 + k), Gij = ⌅

"
2ä

a
+ ȧ

2

a2 + k

a2

#

gij, G0i = Gi0 = 0,

por lo que las ecuaciones de campo de Einstein (en unidades naturales) son:
⌥

ȧ

a

�2
= 8⌥G

3 ⇧ ⌅ k

a2 , (2.18)

ä

a
= ⌅4⌥G

3 (⇧ + 3P ) , (2.19)

En unidades de la masa de planck, donde 8⌥G = M
2
pl

,

⌥
ȧ

a

�2
=

M
2
pl

3 ⇧ ⌅ k

a2 , (2.20)

ä

a
= ⌅

M
2
pl

6 (⇧ + 3P ) , (2.21)

y en unidades del sistema internacional
⌥

ȧ

a

�2
= 8⌥G

3 ⇧ ⌅ c
2
k

a2 , (2.22)

ä

a
= ⌅4⌥G

3

⌥
⇧ + 3P

c2

�
, (2.23)

la Ec.(2.22) y la Ec.(2.23) se conocen como ecuaciones de Friedmann y describen la dinámica
del Universo en función de la presión y densidad total del Universo. A partir de la Ec.(2.6)
se obtiene la ecuación de continuidad,

⇧̇ + 3 ȧ

a
(⇧ + P ) = 0, (2.24)

además, se define el parámetro de Hubble como sigue

H ⌥ ȧ

a
, (2.25)

entonces la Ec.(2.24) se puede escribir como

⇧̇ + 3H(⇧ + P ) = 0. (2.26)

Para observar como evoluciona la densidad de energía en el tiempo tenemos que encontrar
una relación entre ⇧ y P , para ello se introduce la siguiente ecuación de estado

P = ↵⇧, (2.27)
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donde ↵ es un parámetro que depende del tipo de fluido que se esté analizando. La densidad
total del Universo se compone de tres constituyentes que son: (1) materia (↵ = 0), con materia
se refiere a partículas no relativistas (como la materia bariónica y la materia oscura) el cual
su presión es muy pequeña, pm � ⇧m; (2) radiación (↵ = 1/3), el cual se refiere a partículas
relativistas como los fotones y neutrinos. Finalmente, (3) energía oscura (↵ = ⌅1), el cual
es la responsable de la expansión acelerada del Universo [11, 14]. Introduciendo Ec.(2.27) en
Ec.(2.26) se obtiene

d⇧

⇧
+ 3da

a
(1 + w) = 0,

resolviendo la ecuación diferencial obtenida, por integración directa se obtiene la evolución
de la densidad de energía en función del factor de escala como sigue

⇧ = ⇧0

⌥
a

a0

��3(w+1)
. (2.28)

Sustituyendo la Ec.(2.28), en la primera ecuación de Friedmann (Ec.(2.20) pero considerando
un Universo plano y dominado o constituido por un solo fluido) se obtiene la evolución del
factor de escala en función del tiempo

a(t) =

 
⌦↵

⌦�
a0

⌥
t

t0

� 2
3(�+1)

si ↵  = ⌅1

e
Ht si ↵ = ⌅1.

Para un Universo plano constituido solo por materia, el factor de escala, el parámetro
de Hubble y la densidad de energía evolucionan con el tiempo de la siguente manera (el
subíndice m denota materia)

a(t) = a0

⌥
t

t0

� 2
3

, H = 2
3t

y ⇧m = 1
6⌥Gt2 .

Para este modelo la edad del Universo es determinada por

t0m = 2
3H0

.

Luego, para un Universo plano constituido solo por radiación, el factor de escala, el pará-
metro de Hubble y la densidad de energía evolucionan con el tiempo de la siguente manera
(el subíndice r denota radiación)

a(t) = a0

⌥
t

t0

� 1
2

, H = 1
2t

y ⇧r = 3
32⌥Gt2 .

Para este modelo la edad del Universo es determinada por

t0r = 1
2H0

.

Finalmente, para un universo constituido solo por energía oscura (↵ = ⌅1), el factor de
escala, el parámetro de Hubble y la densidad de energía evolucionan con el tiempo de la
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siguente manera (el subíndice ⌃ denota constante cosmológica)

a(t) = e
Ht

, H =
s
⌃
3 = constante y ⇧� = ⌃

8⌥G
= constante. (2.29)

2.1.5. Problemas del Modelo del Big Bang Caliente.
La teoría de la inflación cosmológica fue introducida para resolver una serie de problemas

que presenta el modelo del Big Bang Caliente [4]. En este trabajo se discuten dos de estos
problemas los cuales son

• El problema de horizonte
• El problema de planitud.
Antes de entrar a los problemas del modelo del Big Bang Caliente es importante definir

algunos conceptos.

2.1.5.1. Radio de Hubble
Como se mencionó anteriormente nuestro Universo se expande y la velocidad a la cual

las galaxias se alejan entre si viene determinada por la ley de Hubble, el cual establece que
la velocidad de separación entre dos puntos en el espacio es proporcional a la distancia de
separación

v = Hr. (2.30)

Si la velocidad de separación es la velocidad de la luz (v = c), la distancia de separación es
[15]:

rH = H
�1

, (2.31)

donde rH se conoce como el radio de Hubble. Hoy en día el radio de Hubble es rH ⇥ 13, 800
millones de años luz. Además, al estudiar la cinemática del Universo es muy útil determinar
un radio comovil de Hubble, el cual por medio de la Ec.(2.15), el radio comovil de Hubble se
define como

RH = (aH)�1
. (2.32)

Utilizando la ecuación de evolución de la densidad de energía (Ec.(2.28)) y la primera ecuación
de Friedmann con k = 0 (Ec.(2.22)), se obtiene para RH , lo siguiente

RH = (aH)�1 = H
�1
0 a

1
2 (1+3⇧)

, (2.33)

donde se puede observar que sí 1+3↵ > 0 entonces RH crecerá con a y con el tiempo, pero sí
1 + 3↵ < 0, entonces RH disminuirá con a y con el tiempo. Además, es importante analizar
la aceleración del Universo, si se toma la derivada temporal de RH se tiene

dRH

dt
= d

dt
(aH)�1 = ⌅ ä

ȧ2 ,

por lo que
ä = ⌅ȧ

2 d

dt
(aH)�1

, (2.34)
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además, combinando la Ec.(2.34) con la Ec.(2.33), se tiene

ä = ⌅ȧ
2
H

�1
0

�1
2(1 + 3↵)a 1

2 (3⇧�1)
�

. (2.35)

En la Ec.(2.35), se observa que si ↵ > ⌅1/3 se tiene un Universo desacelerado, pero si
↵ < ⌅1/3 se tiene un Universo acelerado y en el caso en que ↵ = ⌅1/3 se tiene un Universo
estático.

2.1.5.2. Horizontes Cosmológicos

El tamaño de una región del espacio causalmente conectada está determinado por la
distancia que viaja la luz en un intervalo de tiempo [7], esta luz sufre los efectos de la
expansión del Universo y viaja en geodésicas nulas, por lo que, para un rayo de luz radial en
un espacio plano descrito por la métrica de FLRW se tiene que

dt
2 ⌅ a

2
dr

2 = 0, (2.36)

por lo que, la distancia que viaja la luz en un intervalo ⇤t = tf ⌅ ti es

r =
Z

tf

ti

dt

a
, (2.37)

el cual podemos escribir en términos del radio de Hubble como sigue

r =
Z

af

ai

1
aH

d(ln a). (2.38)

A partir de este resultado se puede definir dos eventos cosmológicos, el primero, denominado
horizonte de partículas que limita la distancia para el cual un evento en el pasado puede
ser observado. El segundo, se denomina horizonte de eventos que limita la distancia de un
evento que puede ser observado en el futuro. Para definir el problema de horizonte es útil el
horizonte de partículas.

Horizonte de Partículas.
Este horizonte se define como la distancia que tiene que recorrer la luz desde el origen del
Universo (ti = 0, ai = 0) hasta un tiempo t y factor de escala a(t) = at . De la Ec.(2.38) el
horizonte comóvil de partículas es

rhp =
Z

at

0

1
aH

d(ln a). (2.39)

Combinado la Ec.(2.39) con la Ec.(2.33) se tiene para el horizonte comóvil de partículas lo
siguiente

rhp = 2
1 + 3w

(aH)�1
. (2.40)

El horizonte de partículas y el horizonte de eventos se ilustran en la Fig.2.1.

2.1.5.3. Problema del Horizonte

Como se observó anteriormente rhp ⇤ RH y de la Ec.(2.33) se tiene

rhp = 2
1 + 3w

H
�1
0 a

1
2 (1+3⇧)

. (2.41)
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Figura 2.1: Diagrama de espacio-tiempo para los horizontes cosmológicos [7],
donde event horizon corresponde al horizonte de eventos y particle horizon
corresponde al horizonte de partículas.

Por lo que, si el Universo es dominado por materia (↵ = 0) o radiación (↵ = 1/3) significa
que el horizonte de partículas crece con el tiempo y el factor de escala, por lo que, cualquier
instante en el pasado el horizonte de partículas era más pequeño que hoy en día y las regiones
que entran hoy en día al horizonte de partículas estaban mucho mas alejadas en el pasado [16].

Para ilustrar el problema del horizonte, comparemos el tamaño del Universo visible hoy
en día pero evaluado en la época de CMB (cuando los fotones se desacoplan de la materia)
con el tamaño del universo visible en la época de CMB, en base a la Ec.(2.15), el tamaño del
universo visible hoy en día evaluado en la época de CMB es

�(Tcmb) =
⌥

acmb
a0

�
rh(T0), (2.42)

se puede demostrar que para un fluido relativista, a ⇤ T
�1. Sustituyendo este resultado en

la Ec.(2.42),

�(Tcmb)
rh(T0)

=
⌥

Tcmb
T0

��1
.

El radio del Universo visible es aproximadamente el radio de Hubble (rH = H
�1), por le

que para la época del CMB se tiene que (considerar un universo dominado por radiación)

H(tcmb)
H0

=
 

a(tcmb)
a0

!�3/2

,
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Equivalentemente,
rh(tcmb)
rh(t0)

=
 

a(tcmb)
a0

!3/2

=
⌥

Tcmb
T0

��3/2
, (2.43)

donde se estima que los fotones se desacoplan de la materia a una temperatura de Tcmb ⇥
0.3 eV y T0 es la temperatura del Universo hoy en día (T0 ⇥ 23 ◊ 10�5 eV), si se calcula la
relación entre los volúmenes (�3

h
/r

3
h
)

�h(Tcmb)
rh(tcmb) =

⌥
Tcmb
T0

�3/2
⌦ O(106). (2.44)

Lo que significa que nuestro Universo visible tiene 106 regiones causalmente desconectadas
aparentemente. Sin embargo, el fondo cósmico de microondas presenta una gran isotropía
respecto a la temperatura de fondo T = 2.725 K, por lo que en algún momento en el pasado
estas regiones debieron estar causalmente conectadas, es decir, en algún punto en el pasado
el Universo causalmente conectado fue al menos más grande que hoy en día y por algún
mecanismo este se comprimió.

2.1.5.4. Problema de Planitud

La primera ecuación de Friedmann (Ec.(2.20)) se puede escribir como sigue

1 = ⇧

⇧c

⌅ k
2

H2a2 , (2.45)

donde ⇧c = 3H
2
/8⌥G y se conoce como densidad crítica, el cual representa el valor de

densidad que debe tener el Universo para que sea plano, si se define ⌥ = ⌃
⌃c

, entonces se
obtiene

1 ⌅ ⌥ = ⌅k
2
R

2
H

, (2.46)

por lo que para un Universo plano, |1 ⌅ ⌥| = 0. Nuestro Universo hoy en día tiene una
planitud de ⌥K = 0.001 ± 0.002 [17], es decir, es muy plano; en la Ec.(2.46), al aumentar RH

(que es el caso para un Universo dominado por materia o radiación) con el tiempo y con el
factor de escala, el Universo se tendría que alejar de la planitud y dado que nuestro Universo
hoy en día es aproximadamente plano (|1 ⌅ ⌥0| ⇥ 0), en el pasado debió ser muchísimo más
plano y dado que la densidad de energía del Universo pudo tomar cualquier valor inicial, es
muy sorprendente que ⌥ ⇥ 1 en toda la historia del Universo, siendo este un problema de
ajuste fino.

2.2. Inflación Cosmológica
El modelo inflacionario consiste en que el Universo en una etapa temprana sufrió una

expansión acelerada, este modelo se propone para resolver los problemas de horizonte y
planitud.

2.2.1. Número de e-folds
Debido a que la expansión del Universo es exponencial es útil definir una manera más

intuitiva de cuantificar dicha expansión, para ello se introduce el número de e-fold (N), el

13



cual se define como sigue

N = ln

⌥
a

ai

�
=
Z

t

ti

Hdt. (2.47)

2.2.2. Solución del Problema de Horizonte
El paradigma inflacionario resuelve naturalmente el problema del horizonte. Como se

mencionó en la sección 2.1.5.3, el problema del horizonte consiste en que en nuestro Uni-
verso visible tenemos 106 regiones causalmente desconectadas según el Big Bang Caliente,
sin embargo, estas regiones comparten la misma temperatura de fondo e incluso las mismas
anisotropías. Pero que sucede si en una época muy temprana el Universo observable (con
radio comóvil de Hubble, (aIHI)�1) fue mas grande que el Universo observable hoy en día
((a0H0)�1), es decir, (a0H0)�1

< (aIHI)�1, entonces el problema de horizonte no existiría [7].
Un mecanismo que permite esto es inflación, dado que durante inflación H = cte y a ⇤ e

N ,
por lo que (aH)�1 ⇤ e

�N , es decir que decrece exponencialmente.

A continuación se estimará el número mínimo de e-folds que debe durar inflación para que
el problema de horizonte quede resuelto, como se mencionó anteriormente se debe de cumplir
que

(a0H0)�1
< (aIHI)�1 (2.48)

donde (aIHI)�1 es el radio comóvil de Hubble al inicio de inflación. Dividiendo entre el
radio comóvil de Hubble al final de inflación ((afHf )�1)

(a0H0)�1

(afHf )�1 <
(aIHI)�1

(afHf )�1 , (2.49)

por el lado derecho de la desigualdad

(aIHI)�1

(afHf )�1 = af

aI

= e
N

. (2.50)

Asumiendo que después de inflación el Universo fue dominado por radiación e ignorando
las épocas donde dominó materia y energía oscura (recordando que H ⇤ a

�2 cuando domina
radiación), así el lado izquierdo de la desigualdad es

(a0H0)�1

(afHf )�1 ⇥ aE

a0

⌥
aE

a0

��2
= a0

aE

⇥ TE

T0
⇥ 1028

,

donde para el cálculo usamos que TE ⇥ 1015 GeV (en una época muy temprana) y T0 =
10�3 eV. Uniendo la desigualdad (Ec.(2.49))

1028
< e

N
,

es decir,

64 < N (2.51)

Por lo que la solución del problema de horizonte requiere alrededor de 60 e-folds de inflación.
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2.2.3. Solución del Problema de Planitud
Si la expansión del Universo es exponencial

R
2
H

⇥ e
�2N

si inflación dura N = 60, R
2
H

⇥ 7.66 ◊ 10�53 ⇥ 0, por lo que, de la Ec.(2.46) |1 ⌅⌥| ⇥ 0 y el
problema de planitud queda resuelto naturalmente.

2.2.4. Condiciones para Inflación
Para que se de una etapa inflacionaria acelerada se necesita que [7]

ä > 0, (2.52)

como se mencionó en la sección 2.1.5.1 cuando se analizó la evolución del radio comovil de
Hubble, la condición para que la aceleración sea positiva es que ↵ < ⌅1/3. En este trabajo se
realiza para el caso de Sitter el cual es un Universo dominado por la constante cosmológica
(↵ = ⌅1), en este caso, el Universo se expande exponencialmente ya que H es constante (ver
Ec.(2.29)) y el factor de escala evoluciona exponencialmente con el tiempo (a ⇤ e

Ht). La
evolución del radio comovil de Hubble también se puede escribir de la siguiente manera

dRH

dt
= d

dt
(aH)�1 = ⌅ ȧ

Ha2 ⌅ Ḣ

aH2 = ⌅1
a

 

1 + Ḣ

H2

!

⌥ ⌅1
a

(1 ⌅ �) ,

donde
� ⌥ ⌅ Ḣ

H2 , (2.53)

la condición para que se de inflación es que � < 1, donde � = 0 corresponde al caso de Sitter,
además, para resolver el problema de horizonte se necesita que inflación dure N ⇥ 60 e-fold.
Para que esto se cumpla es necesario que � se mantenga pequeño el tiempo suficiente, esta
condición es controlada por el siguiente parámetro

� = d ln �

dN
= �̇

H�
, (2.54)

� y � se conocen como los parámetros de slow-roll y para tener una expansión acelerada la
condición es � � 1 y � � 1.

2.2.5. Dinámica del Inflatón
Para describir inflación se puede considerar un campo escalar (⇥), el cual se denomina

inflatón. El cual tiene energía cinética y energía potencial y por lo tanto tiene densidad de
energía y presión [18]. Para el análisis de la dinámica del inflatón se considerará como un
campo escalar homogéneo (es decir, ⇥ = ⇥(t)).

La dinámica de un campo escalar con acoplamiento mínimo a la gravedad puede ser
descrito por la acción de Einstein-Hilbert (SEH) más un término de la acción del campo
escalar (S⌥) [16],
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S = SEH + S⌥ =
Z

d
4
x(LEH + L⌥) =

Z
d

4
x
↵

⌅g

�1
2R + 1

2g
µ�⌃µ⇥⌃�⇥ ⌅ V (⇥)

�
, (2.55)

donde g es el determinante de la métrica, L es la densidad lagrangiana y V (⇥) es un potencial
que describe las interacciones. El langrangiano del campo escalar es el siguiente

L = 1
2g

µ�⌃µ⇥⌃�⇥ ⌅ V (⇥). (2.56)

Para obtener las ecuaciones de movimiento se calcula las ecuaciones de Euler-Lagrange las
cuales son:

⌃L⌥

⌃⇥
⌅ ⌃µ

 
⌃L

⌃(⌃µ⇥)

!

= 0, (2.57)

calculando las ecuaciones de Euler-Lagrange para el lagrangiano descrito en Ec.(2.56) y con-
siderando que el campo escalar es homogéneo se obtiene

⇥̈ + 3H⇥̇ + ⌃V (⇥)
⌃⇥

= 0, (2.58)

esta ecuación se conoce como ecuación de Klein-Gordon para el inflatón.

El tensor de energía-momento (Tµ�) para el inflatón es

Tµ� = ⌃µ⇥⌃�⇥ ⌅ gµ�L, (2.59)

calculando la componente temporal (T 0
0 = ⇧⌥) y las componentes espaciales (T j

i
= ⌅P⌥⇤

j

i
)

del tensor de energía-momento se obtiene para la densidad de energía del inflatón

⇧⌥ = 1
2 ⇥̇

2 + V (⇥), (2.60)

donde se puede observar que la densidad de energía es la energía cinética más la energía
potencial. De igual forma la presión para el inflatón es

P⌥ = 1
2 ⇥̇

2 ⌅ V (⇥). (2.61)

Entonces la ecuación de estado es

w⌥ =
1
2 ⇥̇

2 ⌅ V (⇥)
1
2 ⇥̇

2 + V (⇥)
, (2.62)

que para el caso de de-Sitter donde P = ⌅⇧ se tiene que w⌥ = ⌅1, aplicando este resultado
en la Ec.(2.62), se obtienen las siguiente condición ⇥̇2 � V (⇥).
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2.2.5.1. Condiciones de Slow-roll

De la primera ecuación de Friedmann para un espacio plano (3H
2 = ⇧/ M2

pl), derivando
esta expresión respecto al tiempo se tiene que

6HḢ = ⇧̇

M2
pl

= ⌅ 3H

M2
pl

(⇧⌥ + P⌥),

por lo que Ḣ en función del campo del inflatón es

Ḣ = ⌅ 1
2 M2

pl
⇥̇2

,

por lo que � es

� = ⌅ Ḣ

H2 = ⇥̇2

2 M2
plH

2 . (2.63)

Entonces, derivando � respecto al tiempo se tiene que

�̇ = ⇥̈⇥̇

M2
plH

2 ⌅ ⇥̇2
Ḣ

M2
plH

3 ,

por lo que

� = �̇

H�
= 2 ⇥̈

H⇥̇
⌅ 2 Ḣ

H2 ⌥ 2(� ⌅ ⇤), (2.64)

donde ⇤ ⌥ ⌅ ⌥̈
H⌥̇

, si � � 1 y ⇤ � 1 implica que � � 1 esta condición se conoce como
aproximación de slow-roll. Si estás condiciones se cumple significa que inflación ocurre y
además persiste. De la primera ecuación de Friedmann para un Universo plano y para el caso
de Sitter,

H
2 ⇥ V

3 M2
pl

. (2.65)

Si ⇤ � 1 implica que ⇥̈ � H⇥̇ por lo que de la ecuación de Klein-Gordon se tiene que
3H⇥̇ ⇥ ⌅dV

d⌥ = ⌅V
⇥, usando este resultado junto con Ec.(2.65)

� = ⇥̇2

2 M2
plH

2 ⇥ (V ⇥)2

18 M2
plH

4 =
M2

pl
2

 
V

⇥

V

!2

. (2.66)

Para encontrar las condición inicial para un potencial inflacionario dado se utiliza la siguiente
expresión obtenida a partir de .(2.47)

Ntot =
Z ⌥end

⌥i

1↵
2�

d⇥

Mpl
, (2.67)

donde ⇥i es el valor de ⇥ al inicio de inflación y ⇥end es el valor de ⇥ al final de inflación, por
medio de la Ec.(2.66) se puede obtener una relación en términos del potencial
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Ntot =
Z ⌥end

⌥i

⌥
V

V ⇥

�
d⇥

M2
pl

. (2.68)

2.2.6. Modelos Inflacionarios.
Existe una gran diversidad de modelos inflacionarios propuestos para describir inflación,

pero en este trabajo se limitará al estudio de modelos inflacionarios basados en un campo
escalar homogéneo (⇥) llamado inflatón, este tipo de modelos se conocen como single-field

inflationary models. Para definir un modelo inflacionario hay que especificar la acción del
inflatón y su acoplamiento a la gravedad [7], esta acción se muestra en la Ec. (2.55), el
cual consiste en un campo escalar mínimamente acoplado a la gravedad con un potencial,
V (⇥), la forma de este potencial determina la dinámica del inflatón, es por ello que un
modelo inflacionario puede ser descrito especificando la forma del potencial, estos modelos
inflacionarios basados en un solo campo escalar pueden clasificarse en tres categorías que
son: large field, small field e Hibrid [19, 20], en los modelos de tipo large field, el valor de
⇥ es más grande que la masa de Planck y este inicialmente está desplazado de un mínimo
de potencial y evoluciona hacia él, estos modelos en general pueden ser representado por el
siguiente potencial

V (⇥) = M
4
 

⇥

Mpl

!
p

(2.69)

en los modelos de tipo small field, el valor de ⇥ es mucho menor que la masa de Planck y
este evoluciona alejándose de un máximo de potencial, estos modelos en general pueden ser
representado por el siguiente potencial

V (⇥) = M
4
"

1 ⌅
 

⇥

Mpl

!
p
#

(2.70)

finalmente en los potenciales tipo Hibrid, ⇥ evoluciona hacía un mínimo de energía diferente
de cero. A continuación se presentan los modelos que se estudiaron en este trabajo.

2.2.6.1. Large Field Inflation (LFI)
El primer modelo que se estudió es el LFI o también conocido en la literatura como

inflación caótica [9]. Este modelo es caracterizado por el siguiente potencial [10],

V (⇥) = M
4
 

⇥

Mpl

!
p

, (2.71)
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Figura 2.2: Predicción de r y ns para �p en el rango de 50 � N � 60 e-
fold comparado con las constricciones observaciones dada por los datos de
Planck en combinación con BAO, CMB lensing data y BICEP/Keck (BK18)
data [21].

este potencial depende del parámetro M obtenido a partir de renormalización del CMB y del
exponente p, el cual puede tomar valores enteros positivos o valores racionales, al comparar
con las observaciones muchos de estos modelos estarían descartados (ver Fig.2.2), pero el
modelo con p = 2/3, también conocido como monodromy inflation, si se observa en la Fig.2.2
el límite superior de r en función de ns está dentro de 2✏ con relación a los datos de Planck

TT, TE, EE + lowE + lensing data + BICEP/Keck (BK18) data.

2.2.6.2. Steplike Potential

El segundo modelo explorado es una extensión del modelo anterior, esta extensión es
agregar un paso en el potencial, este paso provoca oscilaciones en el espectro de potencia
primordial [22, 23], puesto que la forma del espectro de potencia primordial depende del
potencial inflacionario. Físicamente el paso en el potencial representa una transición de fase
de ruptura de simetría en un campo acoplado con el campo escalar [24], esto es por que la
masa cambia repentinamente cuando ocurre la transición.

Generalmente en la literatura se suele agregar este paso al potencial caótico (V (⇥) ⇤ ⇥2),
pero en este trabajo se decidió aplicar el paso en el potencial monódromi (V (⇥) ⇤ ⇥2/3), por
la misma razón que en el caso anterior, el paso se genera multiplicando a este potencial por
un término que contiene tangente hiperbólica, por lo que el potencial para este modelo es
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V (⇥) = M
4
 

⇥

Mpl

!2/3 "

1 + ⌅ tanh
 
⇥ ⌅ ⇥step

⇤

!#

, (2.72)

donde, ⇥step representa el valor de ⇥ para el cual se genera el paso, ⌅ representa la amplitud
del paso y ⇤ representa el ancho del paso, es decir, que tan abrupto se da el paso.

2.2.6.3. �-attractor
Los siguientes modelos analizado son los �-attractor o también conocidos como T-models

debido a que son originados a partir de potencias de tangente hiperbólica. Estos modelos son
caracterizado por el siguiente potencial [25–27],

V (⇧) = M
4 tanh2n

 
⇥↵

6� Mpl

!

, (2.73)

el modelo más simple es cuando n = 1 (el cual es el analizado en este trabajo), de la Ec.(2.73),
� es un parámetro que depende de la teoría de donde proviene el modelo, pero se limita a que
� > 1/4 [27], además este modelo (con � = 6) contrasta bastante bien con las observaciones,
dado que la curva ns vs r (ver Fig.2.3), está dentro de 2✏ de los datos de Planck + BK18.

Figura 2.3: ns y r predichas por el modelo ⇥-atractor en comparación con
los datos de Planck + BK18 [27].

2.2.6.4. Radion Gauge Inflation (RGI)
Finalmente, el último modelo analizado es el Radion Gauge Inflation (RGI), este modelo

es caracterizado por el potencial [9, 10],

V (⇥) = M
4 (⇥/ Mpl)2

� + (⇥/ Mpl)2 , (2.74)
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Donde � es un parámetro positivo adimensional, además, � > 1/2 [27], el modelo con
� = 19 contrasta bastante bien con las observaciones dado que la curva ns vs r (ver Fig.2.4),
está dentro de 2✏ de los datos de Planck + BK18, además, M es un parámetro de escalar
que típicamente M ⇥ 10�4 Mpl [28].

Figura 2.4: ns y r predichas por el modelo RGI en comparación con los
datos de Planck + BK18 [27].

2.3. Perturbaciones Cosmológicas Relativistas
La teoría de perturbaciones es una herramienta matemática que permite encontrar solución

a problemas complejos a partir de la solución analítica de un problema más simple, siempre
y cuando el problema complejo sea una pequeña variación del problema simple [29].

2.3.1. Perturbaciones en la Métrica
Las perturbaciones cosmológica se desarrollarán en el marco de la métrica FLRW y para un

universo plano (k = 0), ya que las observaciones indican que el Universo es aproximadamente
plano, entonces se consideran pequeñas perturbaciones (⇤gµ�) al rededor de la métrica de
FLRW ( ¯gµ�) de la siguiente forma

gµ� = ¯gµ� + ⇤gµ� ,

donde la métrica de FLRW para un espacio plano es [7]

ds
2 = a

2(⌦)[d⌦ 2 ⌅ ⇤ijdx
i
dx

j)],

entonces la mética perturbada se escribe de la siguiente manera

ds
2 = a

2(⌦)
h
(1 + 2A)d⌦ 2 ⌅ 2Bidx

i
d⌦ ⌅ (⇤ij + ĥij)dx

i
dx

j)
i

, (2.75)

donde A, Bi y ĥij son funciones del espacio-tiempo escalares, vectoriales y tensoriales respec-
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tivamente, además, Bi y ĥij sus índices pueden ser subidos o bajados con ⇤ij [7].

2.3.2. Descomposición Escalar-Vectorial-Tensorial.
Debido a que el espacio es aproximadamente plano, homogéneo e isótropo tiene un alto

grado de simetría el cual permite descomponer la métrica en perturbaciones escalares, vec-
toriales y tensoriales de manera independiente.

Un vector se puede escribir como el gradiente de un escalar más un vector, el cual su
divergencia es cero

Bi = ⌃iB + B̂i,

donde ⌃i
B̂i = 0, de igual forma se puede hacer para un tensor simétrico de rango 2

ĥij = 2C⇤ij + 2⌃[i⌃j ]E| {z }
+ 2⌃(i Êj )| {z }

+ 2hij|{z}
,

Escalar Vectorial Tensorial
(2.76)

donde
⌃[i⌃j ]E =

⌥
⌃i⌃j ⌅ 1

3⇤ij�2
�

E y

⌃(i Êj ) = 1
2 (⌃iEj + ⌃jEi) ,

de aquí ⌃i
Ei = 0 y ⌃i

hij = 0. Además, la traza de las perturbaciones tensoriales en nula
hii = 0, las perturbaciones vectoriales B̂i y Ej no son creados en inflación [7].

Utilizando Ec.(2.75) con la descomposición escalar-vectorial-tensorial, la forma más gene-
ral de la métrica para el fondo (la homogénea e isotrópica métrica FLRW) y las perturbaciones
escalares de la métrica es dada por

ds
2
s

= a
2(⌦)

n
(1 + 2A)d⌦ 2 ⌅ 2⌃iBdx

i
d⌦ ⌅ [(1 ⌅ 2�)⇤ij + 2⌃i⌃jE]

o
(2.77)

donde � = 1
6�2

E ⌅ C, de forma análoga la forma más general de la métrica para el fondo y
las perturbaciones tensoriales es dada por (para un universo plano)

ds
2
t

= a
2(⌦) [�µ� + hµ� ] dx

µ
dx

� (2.78)

2.4. Perturbaciones Durante Inflación
Una de las consecuencias más importantes de la inflación cosmológica es que provee un

mecanismo natural para la generación de perturbaciones cosmológicas con las propiedades
estadística correctas para sembrar la semilla de la formación de estructura a gran escala en
nuestro Universo a través de la inestabilidad gravitacional [30], durante inflación a través del
mismo mecanismo se generan dos tipos de perturbaciones, (1) fluctuaciones en el campo del
inflatón que conducen a un estocástico espectro de perturbaciones de densidad (perturba-
ciones escalares) y (2) fluctuaciones en el campo gravitacional que conducen a un espectro
de ondas gravitaciones (perturbaciones tensoriales) [31]. La razón por el cual se producen
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estas perturbaciones es debido a efectos cuánticos. Por el principio de indeterminación de
Heisenberg no podemos conocer con total certeza la ubicación en el espacio de una partícula,
por lo que el inflatón debe espacialmente presentar fluctuaciones, estas fluctuaciones pueden
escribirse matemáticamente como ⇤⇥(t,⇣r) = ⇥(t,⇣r) ⌅ ⇥̄(t).

A continuación, con la meta de calcular los espectros de las perturbaciones escalares y
tensoriales el espacio-tiempo que describe el Universo se ha descompuesto en dos componen-
tes, las cuales representan el fondo y las contribuciones de las perturbaciones. El elemento
de línea que describe a el fondo y la contribución de las perturbaciones escalares es el de la
Ec.(2.77) y el elemento de línea que describe a el fondo y la contribución de las perturbaciones
tensoriales es el de la Ec.(2.78).

2.4.1. Descripción Cuantitativa de las Perturbaciones Escalares
Es conveniente describir las perturbaciones escalares en términos de la perturbación de la

curvatura intrínseca de las hipersuperficies comóviles, el cual tiene la forma

R = ⌅�⌅ H

⇥̇
⇤⇥. (2.79)

Introduciendo el potencial invariante de gauge [31],

u ⌥ a

"

⇤⇥ + ⇥̇

H
�
#

, (2.80)

e introduciendo la variable de Mukhanov

z ⌥ a⇥̇

H
, (2.81)

Inmediatamente se obtiene
us = ⌅zR. (2.82)

La dinámica de las perturbaciones escalares puede ser obtenida expandiendo la acción de
Einstein-Hilbert a segundo orden [31], obteniendo así

S = 1
2

Z
d⌦d

3
x

"

(u⇥
s
)2 ⌅ (�us)2 + z

⇥⇥

z
u

2
s

#

(2.83)

donde las coordenadas primadas índica que se han derivado respecto al tiempo conforme (por
ejemplo, z

⇥ = ⌃�z). Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange

u
⇥⇥
s

⌅ �2
us ⌅ z

⇥⇥

z
us = 0, (2.84)

además, es útil analizar us en el espacio de momentos, aplicando la transformada de Fourier
a us

us =
Z

d
3
k

(2⌥)3/2 exp
n
⌅i⇣k · r

o
uks (2.85)

donde uks son los modos de Fourier y a partir de aquí los llamaremos modos escalares.
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Sustituyendo Ec.(2.85) en la Ec.(2.84) se obtiene la evolución de los modos escalares

u
⇥⇥
ks

+
 

k
2 ⌅ z

⇥⇥

z

!

uks = 0, (2.86)

la Ec.(2.86) se conoce como ecuación de Mukhanov-Sasaki para las perturbaciones escalares.
De la Ec.(2.85) se sigue que

Rk = uks

z
(2.87)

donde
R =

Z
d

3
k

(2⌥)3/2 exp
n
⌅i⇣k · r

o
Rk (2.88)

2.4.2. Descripción Cuantitativa de las Perturbaciones Tensoriales
La dinámica de las ondas gravitacionales puede ser determinada expandiendo la acción de

Einstein-Hilbert a segundo orden en hij, esta acción toma la siguiente forma [6]

S =
M2

pl
64⌥

Z
d⌦dx

3
a

2⌃µh
i

j
⌃µ

h
j

i
, (2.89)

para simplificar los cálculos se introduce la siguiente variable

P
i

j
⌥
 

M2
pl

32⌥

!1/2

ah
i

j
. (2.90)

Al hacer este cambio la acción es

S = 1
2

Z
d⌦d

3
x

"

(⌃�P j

i
)(⌃�P i

j
) ⌅ ⇤rs(⌃rP

j

i
)(⌃s

P
i

j
) + 1

a

d
2
a

d⌦ 2 P
j

i
P

i

j

#

. (2.91)

Las ondas gravitacionales tienen dos estados de polarización independientes el cual se denotan
como � = +, ◊, entonces las perturbaciones tensoriales son [7]

P
i

j
= 1↵

2

�

⇥⇥⇤

u+ u◊ 0
u◊ ⌅u+ 0
0 0 0

⌅

⇧⇧⌃ . (2.92)

Es útil analizar P
i

j
en el espacio de Fourier

P
i

j
= 1

2
X

 =+,◊

Z
d

3⇣k

(2⌥)3/2 u⌦k, (⌦)�i

j
(⇣k,�)ei⌦k·⌦x

, (2.93)

donde �i

j
(⇣k,�) es el tensor de polarización y uk son los modos de polarización. Por lo que la

acción efectiva (Ec.(2.91)) es [6]

S =
X

 =+,◊

1
2

Z
d⌦d

3⇣k

"

(⌃� (u⌦k, ))2 ⌅
 

k
2 ⌅ a

⇥⇥

a

!

(u⌦k, )2
#

. (2.94)
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Para encontrar las ecuaciones de movimiento se aplica el principio de mínima acción, el cual
da como resultado una ecuación independiente, es decir, la misma ecuación aplica para los dos
modos de polarización uk,+ y uk,◊. Por lo que a partir de aquí solo se utilizará ukt . Entonces
la ecuación que se obtiene es

u
⇥⇥
kt

+
 

k
2 ⌅ a

⇥⇥

a

!

ukt = 0. (2.95)

La Ec.(2.95) se conoce como la ecuación de Mukhanov-Sasaki para las perturbaciones
tensoriales.

También podemos obtener una relación entre las fluctuaciones en el inflatón y los modos
de polarización, el cual las perturbaciones en ⇥ se puede escribir como

⇥(⇣x, t) = ⇥̄(t) + ⇤⇥(⇣x, t), (2.96)

esta perturbación en el espacio de momentos es

⇤⇥ =
Z

d
3
k

(2⌥)3/2 ⇤⇥ke
i⌦k·⌦x

, (2.97)

donde
uk = a⇤⇥k. (2.98)

2.4.3. Espectro de Potencia Primordial
El espectro de potencias primordial escalar, PR(k), es importante ya que contiene informa-

ción estadística de las fluctuaciones tensoriales en el espacio de Fourier y puede ser definido
a partir del valor esperado del cuadrado de R, es decir

D
R

2
E

=
Z

d
3
k

(2⌥)3 |Rk|
2
,

como Rk(k) es función solo de k se puede integrar la parte angular, entonces

D
R

2
E

=
Z

k
2
dk

2⌥2 |Rk|
2 =

Z
k

3
dk

2⌥2k
|Rk|

2 =
Z

dk

k

 
k

3

2⌥2 |Rk|
2
!

=
Z

dk

k
PR(k),

donde PR(k) es el espectro de potencia primordial escalar

PR(k) = k
3

2⌥2 |Rk|
2
, (2.99)

el cual en términos de los modos escalares es

PR(k) = k
3

2⌥2

✏✏✏✏
uks

z

✏✏✏✏
2

. (2.100)

Para las perturbaciones tensoriales también se tiene un espectro de potencia primordial ten-
sorial, el cual es definido por la siguiente expresión

Pt(k) = k
3

2⌥2

✏✏✏✏
ukt

a

✏✏✏✏
2

. (2.101)
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Capítulo 3

Metodología

En esta sección se presenta la metodología empleada para: (1) resolver numéricamente
las ecuaciones del fondo cosmológico, (2) resolver la ecuación de Mukhanov-Sasaki para las
perturbaciones escalares y tensoriales, (3) calcular el espectro de potencia primordial para
ambas perturbaciones, todo lo anterior se hizo para cada modelo analizado. Para el desarrollo
de este trabajo se utilizó códigos propios escritos en el lenguaje de programación Python.

3.1. Metodología para Resolver las Ecuaciones del Fon-
do Cosmológico

Como se menciona en la sección 2.2.1, para visualizar y cuantificar inflación de manera
más intuitiva se analiza en términos del número de e-fold (N), además, esto también permite
optimizar el análisis computacional [32], por lo que todas las magnitudes presentes en las
ecuaciones del fondo cosmológico se describen en función de N . En esta sección se encontrará
una expresión equivalente para la ecuación de Klein-Gordon (Ec.(2.58)) en función de N .
Para ello partimos del resultado de la Ec.(2.47) donde se tiene que

dN = Hdt, (3.1)

entonces, por medio de la regla de la cadena las derivadas temporales se convierten en deri-
vadas respecto a N a partir de la siguiente expresión

d

dt
= dN

dt

d

dN
= H

d

dN
, (3.2)

además, por simplicidad se define lo siguiente, df

dN
= fN y d

2
f

dN2 = fNN , donde f puede ser
una función arbitraria, por ejemplo ⇥. La primera derivada temporal de ⇥ es

⇥̇ = H
d⇥

dN
= H⇥N ,

es decir,
⇥̇ = H⇥N . (3.3)

La segunda derivada de ⇥ es
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⇥̈ = H
d(H⇥N)

dN
= H(HN⇥N + ⇥NNH),

Reordenando
⇥̈ = H

2⇥NN + HHN⇥N . (3.4)

Sustituyendo la Ec.(3.3) y la Ec.(3.4) en la ecuación de Klein-Gordon (Ec.(2.58)) se tiene

H
2⇥NN + HHN⇥N + 3H

2⇥N + ⌃V (⇥)
⌃⇥

= 0,

Si se divide por H
2 ambos lados de la ecuación, se obtiene la primera ecuación del fondo

cosmológico, la cual describe la dinámica de ⇥, así

⇥NN +
⌥

HN

H
+ 3
�
⇥N + 1

H2
⌃V (⇥)
⌃⇥

= 0. (3.5)

Combinando la ecuación de continuidad (Ec.(2.26)) con la densidad de energía y presión del
inflatón, Ec.(2.60) y Ec.(2.61), respectivamente, se tiene que

⇧̇ = ⌅3H⇥̇2
. (3.6)

Por otra parte, una de las ecuaciones de Friedmann (Ec.(2.20)) con k = 0 se puede escribir
como sigue

⇧ = 3 M2
plH

2
,

tomando la derivada temporal a esta ecuación se tiene que

⇧̇ = 6 M2
plHḢ. (3.7)

Combinando las Ec.(3.6) y Ec.(3.7) se tiene

2 M2
plḢ = ⌅⇥̇2

.

De la Ec.(3.2), Ḣ = HHN y ⇥̇2 = H
2⇥2

N
, por lo que

2 M2
plHHN = ⌅H

2⇥2
N

,

simplificando se obtiene la segunda ecuación del fondo cosmológico, el cual describe la evo-
lución de H como función de N , así

HN = ⌅ H⇥2
N

2 M2
pl

. (3.8)

Combinando las Ec.(3.5) y la Ec.(3.8) se puede obtener una sola ecuación de fondo, como
sigue

⇥NN +
 

3 ⌅ ⇥2
N

2 M2
pl

!

⇥N + 1
H2

⌃V (⇥)
⌃⇥

= 0. (3.9)
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Además, para las condiciones de slow-roll se tiene

� = ⌅ Ḣ

H2 = ⌅HN

H
. (3.10)

Reordenando las ecuaciones del fondo cosmológico ( Ec.(3.8)y Ec.(3.9)), se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

 
⌦⌦⌦⌦⌦↵

⌦⌦⌦⌦⌦�

HN = ⌅ H⇥2
N

2 M2
pl

⇥NN = ⌅
 

3 ⌅ ⇥2
N

2 M2
pl

!

⇥N ⌅ 1
H2

⌃V (⇥)
⌃⇥

,

(3.11)

como el sistema de ecuaciones obtenido está conformado por dos ecuaciones diferenciales
acopladas, una de primer orden en H y una de segundo orden en ⇥, es necesario calcular
condiciones iniciales para H, ⇥ y ⇥N . La condición inicial para ⇥ se deduce a partir de la
Ec.(2.68) donde se debe cumplir que

Z ⌥end

⌥i

1↵
2�

d⇥

M2
pl

> 60, (3.12)

donde ⇥end representa el valor de ⇥ en el que inflación termina, este puede ser calculado a
partir del parámetro de slow-roll (�), ya que para que el Universo se expanda se debe cumplir
que � < 1, es por eso que se toma que �(⇥end) = 1. Una vez calculada la condición inicial
para ⇥ se calcula las condiciones iniciales para H y para ⇥N , esto a partir de las ecuaciones
del fondo cosmológico (Ec. (3.11)).

Para resolver las ecuaciones del fondo cosmológico en el código se empleó la función sol-

ve_ivp del subpaquete integrate del paquete scipy de python, integrate provee herramientas
numéricas para la resolución de integrales y ecuaciones diferenciales [33]. La función solve_ivp

está diseñada para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias (ODEs por sus siglas en inglés)
de la forma

dy

dt
= f(y, t),

donde y es la solución de la ecuación diferencial a calcular dada su condición inicial, t es la
variable independiente y f(y, t) es una función que puede depender de y y t. La estructura
del código empleado se muestra en el diagrama de flujo de la Fig.3.1.
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Inicio

N , V (�), V �(�) y V
��(�)

⇥ < 1

Calcular
H(0), �(0) y �N (0)

no

Resolver ecua-
ciones del fondo
cosmológico

H(N), �(N) y �N (N)

Fin

si

Figura 3.1: Estructura del código empleado para resolver las ecuaciones del
fondo cosmológico. Los paralelogramos azules contienen variables de entrada
o salida, los rombos verdes contienen condicionales y los rectángulos café
claros denotan los procesos.

3.2. Metodología para Resolver la Ecuación de Mukhanov-
Sasaki

De la misma forma que en la sección 3.1, uks y ukt serán determinados en términos de N ,
por lo que en esta sección se expresa la ecuación de Mukhanov-Sasaki para las perturbaciones
escalares y tensoriales (Ec.(2.86) y Ec.(2.95), respectivamente) en función de N . La relación
de N con t es dN = Hdt y la relación de t con el tiempo conforme (⌦) es dt = ad⌦ , combinado
estas relaciones se tiene que
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dN

d⌦
= aH,

por medio de la regla de la cadena las derivadas respecto al tiempo conforme se convierten
en derivadas respecto a N, de la siguiente forma

d

d⌦
= dN

d⌦

d

dN
= aH

d

dN
, (3.13)

por simplicidad para una función f arbitraria la derivada respecto a N se expresará como
sigue df

dN
= f

(N). Primero se deduce la ecuación de Mukhanov-Sasaki para las perturbaciones
escalares. La primera derivada de uks respecto a ⌦ es

u
⇥
ks

= aHu
(N)
ks

. (3.14)

De igual forma la segunda derivada de uks respecto al tiempo conforme es

u
⇥⇥
ks

= aH
d(aHu

(N)
ks

)
dN

= a
2
H

2
u

(NN)
ks

+ aa
(N)

H
2
u

(N)
ks

+ a
2
HH

(N)
u

(N)
ks

. (3.15)

Además, se tiene que encontrar una relación para z
⇥⇥ en términos de N , pero antes se

deduce lo siguiente

H = a
⇥

a2 = aHa
(N)

a2 = a
(N)

H

a
,

por lo que
a

(N)

a
= 1. (3.16)

La variable de Mukhanov (z) se define como z = a
2⇥⇥

a⇥ (Ec.(2.81)), en términos de N se
tiene que z = a⇥(N), si se deriva esta expresión respecto a N

z
⇥ = aH

d(a⇥N)
dN

= a
2
H(⇥(N) + ⇥(NN)),

Derivando una vez más y dividiendo por el factor aH (recordar que a
(N) = a)

z
⇥⇥

aH
= d

dN

⇣
a

2
H(⇥(N) + ⇥(NN))

⌘
,

desarrollando

z
⇥⇥

aH
= a

2
H

(N)⇥(N)+a
2
H

(N)⇥(NN)+2a
2
H⇥(N)+2a

2
H⇥(NN)+a

2
H⇥(NN)+a

2
H⇥(NNN). (3.17)

De una de las ecuaciones del fondo cosmológico (Ec.(3.11))

⇥(NN) = ⌅
 

3 ⌅ (⇥(N))2

2 M2
pl

!

⇥(N) ⌅ 1
H2

⌃V (⇥)
⌃⇥

,
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usando este resultado en el último término de la Ec.(3.17)

⇥(NNN) = d

dN

 

⌅
 

3 ⌅ (⇥(N))2

2 M2
pl

!

⇥(N) ⌅ 1
H2

⌃V (⇥)
⌃⇥

!

, (3.18)

desarrollando esta expresión, sustituyendo en Ec.(3.17) y con un poco de álgebra se tiene que

z
⇥⇥

z
= a

2
H

2

�

⇤2 ⌅ 5H
(N)

H
⌅ 2

 
H

(N)

H

!2

⌅ 4H
(N)⇥(NN)

H⇥(N) ⌅ 1
H2

⌃2
V (⇥)
⌃⇥2

⌅

⌃ . (3.19)

Sustituyendo la Ec.(3.14) y Ec.(3.15) en la ecuación de Mukhanov-Sasaki para las perturba-
ciones escalares (Ec.(2.86)),

a
2
H

2
u

(NN)
ks

+ aa
(N)

H
2
u

(N)
ks

+ a
2
HH

(N)
u

(N)
ks

+
 

k
2 ⌅ z

⇥⇥

z

!

uks = 0,

simplificando

u
(NN)
ks

+
 

1 + H
(N)

H

!

u
(N)
ks

+
 

k
2 ⌅ z

⇥⇥

z

!
uks

a2H2 = 0, (3.20)

esta es la ecuación diferencial que se resolverá numéricamente para determinar los modos es-
calares y posteriormente el espectro de potencia primordial escalar por medio de la Ec.(2.100).

Para el caso de las perturbaciones tensoriales u
(N)
kt

y u
(NN)
kt

toman la misma forma que en
el caso de los modos escalares, por lo que solo hay que encontrar a

⇥⇥ en función de N , así

a
⇥⇥

a
= H

d(aHa
(N))

dN
= H

d(a2
H)

dN
= Ha[2Ha + aH

(N)] = H
2
a

2
"

2 + H
(N)

H

#

, (3.21)

finalmente, utilizando la Ec.(3.10)

a
⇥⇥

a
= H

2
a

2 [2 + �] . (3.22)

La ecuación de Mukhanov-Sasaki para las perturbaciones tensoriales en función de N es

u
(NN)
kt

+
 

1 + H
(N)

H

!

u
(N)
kt

+
 

k
2 ⌅ a

⇥⇥

a

!
ukt

a2H2 = 0, (3.23)

la Ec.(3.23) es la ecuación diferenciales la que se resolverá numéricamente para determinar
los modos tensoriales y posteriormente el espectro de potencia primordial tensorial por medio
de la Ec.(2.101).

3.2.1. Condiciones Iniciales
Como se puede observar la Ec.(3.23) y la Ec.(3.20) son ecuaciones diferencial de segundo

orden, por lo que para resolverlas numéricamente se necesita condiciones iniciales para u
N

ki
y

para uki (el índice i representa cuales quiera de los dos modos, escalares (i = s) o tensoriales
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(i = t)), para encontrar estás condiciones iniciales simplificaremos la ecuación de Mukhanov-
Sasaki (Ec.(2.86) o Ec.(2.95), se puede demostrar que al inicio de inflación ambas convergen a
una misma ecuación), para ello sabemos que cuando la longitud de onda de las perturbaciones
es menor que el horizonte de Hubble, � � (aH)�1, o equivalentemente, (aH)2 � k

2. Además,
al inicio de inflación � � 1 (condición de slow-roll), por lo que, a

⇥⇥
/a ⇤ (a2

H
2) (o z

⇥⇥
/z ⇤

(a2
H

2)). Entonces, la ecuación de Mukhanov-Sasaki para esta aproximación es

u
⇥⇥
ki

+ k
2
uki = 0, (3.24)

como puede observarse es la ecuación del oscilador armónico, el cual tiene como solución

uki = Ae
�ik�

, (3.25)

donde A es una constante a normalizar, si se realiza en analogía a la cuantización del oscilador
armónico y para el estado base, se obtiene que

uki = 1↵
2k

e
�ik�

, (3.26)

y en términos del número de e-fold, se tiene que

uki = 1↵
2k

exp
(

⌅i
kN

aH

)

, (3.27)

por lo que la condición inicial para uk es

uki(0) = 1↵
2k

. (3.28)

Para encontrar la condición inicial de u
N

k
, tomamos la derivada de la Ec.(3.27), es decir,

u
N

ki
= ⌅i

s
k

2
1

aH
exp

(

⌅i
kN

aH

)

,

por lo que la condición inicial para u
N

k
es

u
N

ki
(0) = ⌅i

s
k

2
1

aH
. (3.29)

Estas condiciones iniciales sirven para ambas ecuaciones, la ecuación de Mukhanov-Sasaki
para las perturbaciones escalares y la ecuación de Mukhanov-Sasaki para las perturbaciones
tensoriales.

Como se puede ver la Ec.(3.23) y la Ec.(3.20) son muy similares a la ecuación de la onda
amortiguada con una frecuencia ↵ dependiente del número de onda, es por ello que para
resolver estas ecuaciones se empleará la siguiente librería de python: Pyoscode, esta librería
está diseñada para resolver eficientemente ecuaciones diferenciales oscilatorias [34] de la forma

y
⇥⇥ + 2�(x)y⇥ + ↵2(x)y = 0,

para nuestro caso (para la ecuación de Mukhanov-Sasaki para las perturbaciones escalares,
por ejemplo)
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z

!
1

a2H2 ,

además, la estructura del código empleada es la descrita en el diagrama de flujo de la Fig.3.3

3.2.2. Metodología para Calcular los Espectros de Potencia Pri-
mordial

Una vez se conoce la solución a las ecuaciones del fondo cosmológico y la evolución de
los modos escalares (tensoriales) para un modelo específico, se puede calcular el espectro de
potencia primordial escalar (tensorial). Estos espectros de potencia son importantes porque
contienen información estadística de la amplitud de los modos. Particularmente se está in-
teresado en calcular estos espectros cuando las perturbaciones salen del horizonte, ya que
con la amplitud que salen es con la que entran posteriormente, estableciendo así las condi-
ciones iniciales de la formación de estructura en el Universo. Para el cálculo del espectro de
potencia primordial (ya sea el escalar o el tensorial) primero, se calculó la evolución de los
modos escalares o tensoriales, dependiendo el caso, para 2000 distintos valores de k conteni-
dos en una ventana entre k = 10�4 Mpc�1 y k = 109 Mpc�1, esto para tener en cada uno de
los modelos el comportamiento de sus respectivos espectros de potencia primordial en una
amplia ventana de k, con el fin de posteriormente contrastar con las futuras observaciones.
Medidas en las anisotropías del CMB y de la estructura a gran escala determinan un espectro
de potencia primordial escalar de la forma P (k) ⇤ k

ns�1 con ns = 0.965 ± 0.004, en el rango
de k = 10�4 Mpc�1 a k = 0.1 Mpc�1 [35]. Además, un tema muy importante en inflación
son las distorsiones espectrales (distorsiones en el espectro de energía del CMB), estas dis-
torciones espectrales son sensibles a la energía inyectada en el CMB en distintas épocas [36],
además, dependen de la amplitud de las perturbaciones primordiales (estas amplitudes son
registradas en los espectros de potencia primordial) a escalas entre k = 1 Mpc�1 y k = 104

Mpc�1 [37], se espera que estas distorsiones sean exploradas en los próximos años a partir
de misiones experimentales como PIXIE (Primordial Inflation Explorer [38]), la medida de
estas distorsiones espectrales permitirá descartar aquellos modelos que no produzcan distor-
siones espectrales a partir de un cierto límite. A partir de los modos escalares obtenidos y
por medio de la Ec.(2.100) se calculó el espectro de potencia primordial escalar y por medio
de la Ec.(2.101) el espectro de potencia primordial tensorial, finalmente, a partir de ambos
espectros se calculó el tensor-to-scalar ratio, a partir de la siguiente expresión

r = Pt

PR

. (3.30)

En cada modelo, el espectro de potencia primordial escalar, el espectro de potencia pri-
mordial tensorial y el tensor-to-scalar ratio, han sido ajustados a la escala pivote (k⇤ = 0.05
Mpc�1), donde en base a las observaciones, se tiene que la amplitud de las perturbaciones
escalares (As) es ln(1010

As) = 3.040±0.016 y r es acotado tal que r < 0.11, estos valores son
reportados en [8]. La estructura del código empleado para el cálculo se muestra en la Fig.3.2.
En la Fig.3.3 se muestra la estructura global del código empleado para el desarrollo de este
trabajo.
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Figura 3.2: Estructura del código empleado para resolver la ecuación de
Mukhanov-Sasaki y para calcular los espectros de potencia primordial, ks

denota la ventana de números de onda empleada en el cálculo, kmax es el
valor máximo en ks y j es un contador. Los paralelogramos azules contienen
variables de entrada o salida, los rombos verdes contienen condicionales y
los rectángulos café claros denotan los procesos.

34



Inicio

N , ks V (�), V �(�) y V
��(�)

⇥ < 1

Calcular
H(0), �(0) y �N (0)

Resolver ecua-
ciones del fondo
cosmológico

H(N), �(N) y �N (N)

j=0

define
k = ks[j].

calcular
uks(0, k) y
u
N
ks
(0, k);

ukt(0, k) y
u
N
kt
(0, k).

Resolver ecuación
de Mukhanov-
Sasaki escalar

Resolver ecuación
de Mukhanov-
Sasaki tensorial

uks(N, k) y ukt(N, k)

cuando aH = k

k � kmax
Calcular

PR(k) y Pt(k)

j = j + 1

Almacenar
PR(k) en PR y
Pt(k) en Pt

PR y PtFin

si

sino

no

Figura 3.3: Estructura global del código empleado para resolver las ecuacio-
nes del fondo cosmológico, la ecuación de Mukhanov-Sasaki y para calcular
los espectros de potencia primordial, ks denota la ventana de números de
onda empleada en el cálculo, kmax es el valor máximo en ks y j es un conta-
dor. Los paralelogramos azules contienen variables de entrada o salida, los
rombos verdes contienen condicionales y los rectángulos café claros denotan
los procesos.
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Capítulo 4

Resultados y Discusión

En este sección se presentan los resultados del calculó numérico del espectro de potencia
primordial escalar y del espectro de potencia primordial tensorial para los siguientes modelos
inflacionarios: Large Field Inflation (LFI), steplike potential, �⌅attractor y Radion Gauge

Inflation (RGI). Para analizar a profundidad cada modelo inflacionario, primero se resolvió
numéricamente las ecuaciones del fondo cosmológico (Ecs.(3.11)) para obtener la evolución de
diferentes parámetros necesarios para describir el Universo durante inflación, algunos de estos
son: El radio comóvil de Hubble (RH), el parámetro de Hubble (H), el campo del inflatón (⇥)
y uno de los parámetros de slow-roll (�); todos estos parámetros mencionados anteriormente
se visualizan en función del número de e-fold (N). Una vez se conoce como evoluciona el
fondo cosmológico, para cada modelo se resuelve la ecuación de Mukhanov Sasaki para las
perturbaciones escalares y tensoriales (Ec.(3.20) para las perturbaciones escalares y Ec.(3.23)
para las perturbaciones tensoriales), la solución de esta ecuación nos permite ver como evo-
lucionan durante inflación tanto los modos escalares como los modos tensoriales, a partir de
los modos escalares podemos calcular el espectro de potencia primordial escalar y a partir de
los modos tensoriales podemos calcular el espectro de potencia primordial tensorial; ambos
espectros nos dan información importante del origen de la estructura de nuestro Universo.
Además, a través de las observaciones podemos conocer algunos parámetros importantes en
inflación, como lo son: el tensor-to-scalar ratio (r) y el índice espectral (ns). Así, con el modelo
inflacionario podemos obtener información de nuestro Universo en una etapa muy temprana.
Es por eso que en este trabajo también se calculó numéricamente el tensor-to-scalar ratio (r)
para cada modelo inflacionario analizado.

4.1. Large Field Inflation con p = 2/3.
El primer modelo presentado es el LFI el cual es caracterizado por el potencial inflacionario

de la Ec.(2.71), para este modelo se empleó p = 2/3, ya que para V (⇥) ⇤ ⇥2/3 los valores de r

y ns se encuentran en el límite 2✏ en el espacio de parámetros obtenidos con las observaciones
de Planck TT, TE, EE + lowE + lensing data (ver Fig.2.2 ). El parámetro de masa empleado
fue M

4 = 1
2m

2, donde m = 1◊ 10�7 Mpl, este valor es obtenido a través de normalización del
CMB, el cual se estima que M/ Mpl ⇥ 3 ◊ 10�3 [9]. El potencial de este modelo se presenta
en la Fig.4.1.
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Figura 4.1: Forma del potencial inflacionario para el modelo LFI con p =
2/3.

4.1.1. Evolución del Fondo Cosmológico
Las condiciones iniciales para los parámetros ⇥, ⇥N y H obtenidas para este modelo se

muestran en la Tab.4.1, donde el valor obtenido para ⇥end fue ⇥end ⇥ 0.47 Mpl.

Hi ( Mpl) ⇥i ( Mpl) ⇥N i ( Mpl)
8.47898 ◊ 10�8 8.95896 ⌅0.07441

Tabla 4.1: Condiciones iniciales para resolver las ecuaciones del fondo cos-
mológico para Large field inflation con p = 2/3.

Utilizando las condiciones iniciales se resolvieron las ecuaciones del fondo cosmológico
(Ecs.(3.11)), obteniendo como solución la evolución de H, RH , ⇥ y �, los cuales se muestran
en la Fig.4.2.
Durante inflación el Universo se expande exponencialmente, es decir, a(N) ⇤ e

N , además,
como se menciona anteriormente en este trabajo se empleó una ecuación de estado para el
campo inflacionario con ↵ = ⌅1, es decir, P = ⌅⇧, aplicando esta condición en la ecuación
de continuidad (Ec.(2.26)) se obtiene que la densidad de energía es constante (⇧ = cte),
utilizando este resultado en una de las ecuaciones de Friedmann con k=0 (Ec.(2.20) en el
cual H

2 ⇤ ⇧) se obtiene que también el parámetro de Hubble es constante. La evolución del
parámetro de Hubble calculado numéricamente para el modelo LFI se muestra en la Fig.4.2.a,
como se puede observar durante casi toda la etapa inflacionaria (entre N ⇥ 1 y N ⇥ 50) el
parámetro de Hubble varía muy poco (varía entre H ⇥ 8 ◊ 10�8 y H ⇥ 6.5 ◊ 10�8), es decir
que H ⇥ cte en esta etapa, esto es debido a que el parámetro de slow-roll (�) en esta etapa
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es muy pequeño (� � 1, ver Fig.4.2.d), cumpliéndose la aproximación de slow-roll. Además,
en esta etapa � permanece aproximadamente constante, ya en la etapa final (entre N ⇥ 50 y
N ⇥ 60), � crece rápidamente por lo que la condición de slow-roll (� � 1 ) deja de cumplirse
a medida N crece. Es por eso que en la solución numérica de H, para N grandes, H decrece
rápidamente y deja de comportarse como H ⇥ cte.

(a) Evolución del parámetro de Hubble. (b) Evolución del radio comóvil de Hubble.

(c) Evolución del campo del inflatón. (d) Evolución de ⇤.

Figura 4.2: Evolución de los parámetros que describen el fondo cosmológico
durante inflación para el modelo inflacionario LFI con p = 2/3.

A partir de la evolución del parámetro de Hubble obtenida numéricamente, se puede cal-
cular la evolución de RH , el cual es importante para analizar como evoluciona el Universo
causalmente conectado durante inflación, este radio comóvil de Hubble calculado numéri-
camente se muestra en la Fig.4.2.b. Como se puede observar RH decrece exponencialmente
durante inflación, por lo que ha medida el Universo se va expandiendo exponencialmente las
regiones con contacto causal se van haciendo cada vez más pequeñas, obteniendo cada vez
(durante inflación), más regiones que no tienen contacto causal entre ellas, pero, en algún
punto en el tiempo estuvieron conectadas causalmente, esto permite explicar porque hoy en
día tenemos un Universo bastante homogéneo e isotrópico, ya que nuestro Universo obser-
vable devió estar causalmente conectado en el pasado. Dada que RH = (aH)�1 y para la
aproximación de slow-roll, H ⇥ cte y a ⇤ e

N , es correcto esperar que RH tenga un compor-
tamiento exponencial decreciente tal y como se obtuvo en la solución numérica.
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Otro parámetro importante obtenido de la solución numérica de las ecuaciones del fondo
cosmológico es la evolución de ⇥, esta evolución se muestra en la Fig.4.2.c. Lo que se observa
es que durante inflación este campo escalar decrece, pasa de ⇥i ⇥ 8.96 Mpl a ⇥end ⇥ 0.47Mpl,
durante casi toda inflación (entre N ⇥ 1 y N ⇥ 50) se observa que ⇥ decrece linealmente
y ya en la parte final (entre N ⇥ 50 y N ⇥ 60) decrece más rápidamente, lo que significa
que a medida que el universo se va expandiendo la partícula que provoca esta inflación va
perdiendo energía potencial, la cual es empleada para expandir el universo.

4.1.2. Evolución de las Perturbaciones Durante Inflación
Una vez obtenida la solución de las ecuaciones del fondo cosmológico se puede calcular

la evolución de los modos escalares (uks), a partir de la solución numérica de la ecuación de
Mukhanov-Sasaki (Ec.(3.20)), de la solución numérica de uks se puede calcular la evolución
de las perturbaciones del campo escalar, dado que

⇤⇥ks = uks

z
.

De igual forma se puede obtener la evolución de los modos gravitacionales, a partir de la
solución de la ecuación de Mukhanov-Sasaki para las perturbaciones tensoriales (Ec.(3.23)),
análogo al caso escalar, se puede obtener las perturbaciones tensoriales del campo del inflatón
a partir de ukt , puesto que

⇤⇥kt = ukt

a
.

4.1.2.1. Perturbaciones Escalares

La solución obtenida para las perturbaciones escalares se muestra en la Fig.4.3, en la cual
se muestran la evolución de uks y ⇤⇥ks para un solo valor de k (k = 4.85 ◊ 108 Mpc�1), esto
simplemente para ilustrar su comportamiento, pero, para el cálculo del espectro de potencia
primordial escalar se ha obtenido la evolución de los modos escalares para diferentes valores
de k.

La evolución de los modos escalares en función de N se presenta en la Fig.4.3.a, tal como
se espera al inicio los modos escalares se comportan como ondas planas, debido a que al inicio
de inflación aH � k, por lo que la ecuación de Mukhanov-Sasaki se aproxima a la ecuación
del oscilador armónico (u⇥⇥

ks
+ k

2
uks = 0), pero a medida el universo se va expandiendo las

regiones causalmente conectadas se van haciendo cada vez más pequeñas, provocando así
que los modos escalares se vayan amortiguando. Cuando las oscilaciones salen del horizonte
(aH = k), las amplitudes de las perturbaciones sufren freeze-out (“congelamiento”) esto se
puede ver en la evolución de la perturbaciones en el campo del inflatón (Fig.4.3.b), que como
se puede observar su amplitud va decayendo hasta que se cruza el horizonte (línea vertical
punteada) es allí cuando la amplitud converge a un valor constante, El comportamiento de
los modos escalares una ves las perturbaciones salen del horizonte, es exponencial.

39



(a) Evolución de los modos escalares. (b) Evolución de las perturbaciones escalares.

Figura 4.3: Solución de la ecuación de Mukhanov-Sasaki para las pertur-
baciones escalares, ambas uks y ⌅�ks se calcularon para un k = 4.85 ◊ 108

Mpc�1, la línea vertical representa el horizonte cuando k = aH.

4.1.2.2. Perturbaciones Tensoriales

La solución obtenida para las perturbaciones tensoriales se muestra en la Fig.4.4. De ma-
nera análoga a como se hizo en las perturbaciones escalares, en las perturbaciones tensoriales
también solo se presenta la evolución de ukt y ⇤⇥kt para un solo valor de k (k = 4.85 ◊ 108

Mpc�1). Pero, para el cálculo del espectro de potencia primordial tensorial, se analiza la
evolución de ukt y ⇤⇥kt para distintos valores de k.

(a) Evolución de los modos tensoriales. (b) Evolución de las perturbaciones tensoriales.

Figura 4.4: Solución de la ecuación de Mukhanov-Sasaki para las perturba-
ciones tensoriales, ambas ukt y ⌅�kt se calcularon para un k = 4.85 ◊ 108

Mpc�1, la línea vertical punteada representa el horizonte cuando k = aH.

La evolución de los modos tensoriales obtenida (ver Fig.4.4.a) es similar a la evolución
de los modos escalares, esto es porque la ecuación de Mukhanov-Sasaki es muy similar para
ambas perturbaciones. Al inicio los modos tensoriales se comportan como onda plana dado
que la ecuación de Mukhanov-Sasaki se aproxima a ecuación del oscilador armónico, pero ha
medida el Universo se va expandiendo estos modos tensoriales se van amortiguando, dado
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que el término a
⇥⇥
/a en la ecuación de Mukhanov-Sasaki comienza a hacer efecto, una vez

las perturbaciones salen del Horizonte la amplitud de las perturbaciones sufre freeze-out (ver
Fig.4.4.b) y los modos tensoriales crecen exponencialmente, puesto que, uk = ⇤⇥k/a (⇤⇥k

converge a un valor constante y a crece exponencialmente).

El efecto de freeze-out que sufren tanto las perturbaciones escalares como las perturbacio-
nes tensoriales es muy importante ya que con la amplitud con la que salen las perturbaciones
durante inflación es la misma amplitud con la que entran nuevamente cuando el Universo
evoluciona según el big bang caliente, esto nos permite analizar estas perturbaciones hoy en
día y así obtener información de nuestro Universo primitivo dado que con las características
con las que entraron son con las que salieron.

4.1.3. Espectro de Potencia Primordial Escalar
El espectro de potencia primordial escalar contiene información estadística de la amplitud

de las perturbaciones escalares cuando estas cruzan el horizonte ya que este está relacionado
con la amplitud de los modos escalares por medio de la ecuación Ec.(2.100).

Figura 4.5: Espectro de potencia primordial escalar para el modelo LFI con
p = 2/3, la curva sólida negra representa la solución numérica y la curva a
trazos azul representa la solución análitica en la aproximación de slow-roll.

El espectro de potencia primordial escalar obtenido para el modelo LFI se presenta en la
Fig.4.5, como se puede observar el espectro de potencia primordial escalar decrece levemente
con k, ya que la ventana en k empleada es grande (10�3 Mpc�1

< k < 109 Mpc�1), a lo largo
de esta ventana el espectro de potencia primordial escalar varía de 2.4 ◊ 10�9 a 0.8 ◊ 10�9

aproximadamente. Además, D. Baumann [7], establece una relación analítica para PR en la
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aproximación de slow-roll, esta relación es

PR =
"

1
8⌥2 M2

pl

H
2

�

#

k=aH

, (4.1)

esta solución analítica se presenta en la Fig.4.5 y como se puede observar la solución nu-
mérica encaja bastante bien con esta solución analítica. Además, en casi toda inflación � es
aproximadamente constante y H decrece levemente (esto en la solución numérica), por lo
que, en base a la relación de la Ec.(4.1) se espera que en la aproximación de slow roll al igual
que H, PR decrezca levemente. A medida k crece, la amplitud de los modos escalares decrece
levemente, además, podemos observar que el espectro de potencia primordial escalar sigue
una ley de potencias, es decir, Pr ⇤ k

ns�1, el cual haciendo cálculos sencillos se estima que
ns = 0.973. Observacionalmente ns = 0.9646 ± 0.0042 [8].

4.1.4. Espectro de Potencia Primordial Tensorial
De forma análoga a como se calculó el espectro de potencia primordial escalar se puede

calcular el espectro de potencia primordial tensorial para el modelo LFI, esto se puede hacer
a partir de la solución de los modos tensoriales por medio de la ecuación Ec.(2.101). Este es-
pectro también tiene información estadísticas de la amplitud de los modos tensoriales cuando
estos cruzan el horizonte.

Figura 4.6: Espectro de potencia primordial tensorial para el modelo LFI
con p = 2/3, la curva sólida negra representa la solución numérica y la
curva a trazos azul representa la solución análitica en la aproximación de
slow-roll.

El espectro de potencia primordial tensorial calculado numéricamente se presenta en la
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Fig.4.6, como se puede observar este decrece a medida que k crece, pero decrece levemente ya
que la ventana en k es amplia (10�3 Mpc�1

< k < 109 Mpc�1) y a lo largo de esta ventana el
espectro de potencia primordial tensorial varía de 2.38◊10�10 a 1.8◊10�10 aproximadamente.
Además, D. Baumann [7], establece que el espectro de potencia primordial tensorial cuando
k = aH y para la aproximación de slow-roll tiene el siguiente comportamiento

Pt(k) =
"

2
⌥2

H
2

M2
pl

#

k=aH

,

es decir, el espectro de potencia primordial tensorial en la aproximación de slow roll evo-
luciona como H

2, esta solución analítica se presente en la Fig.4.6 con la curva a trazos de
color azul, como podemos observar la solución analítica encaja bastante bien con la solución
numérica. El espectro de potencial primordial tensorial obtenido muestra que la amplitud
de los modos tensoriales en el horizonte disminuye con k y de forma análoga al espectro de
potencia primordial escalar, el espectro de potencia primordial tensorial también sigue una
ley de potencia, es decir, Pt ⇤ k

nt , donde para este modelo y en base a la Fig.4.6 se estima
que nt = ⌅0.007.

4.1.5. Tensor-to-Scalar Ratio

Figura 4.7: Tensor-to-scalar ratio para el modelo LFI con p = 2/3, la curva
sólida negra representa la solución numérica, la curva a trazos azul repre-
senta la solución analítica en la aproximación de slow-roll, la recta vertical
punteada ilustra la escala pivote y la recta horizontal punteada ilustra el
límite superior de r restringido por las observaciones [8].
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Finalmente, una vez calculado el espectro de potencia primordial escalar y el espectro de
potencia primordial tensorial se puede calcular el tensor-to-scalar ratio (r) (por medio de la
Ec.(3.30)). Delimitado por las observaciones, r < 0.11 en k⇤ (k⇤ = 0.05 Mpc�1) [8], también
para r se calcula una solución analítica en la aproximación de slow-roll, donde r = 16� [7],
esta solución analítica se presenta en la Fig.4.7 con la curva a trazos azul. El r obtenido de
forma numérica para el modelo LFI se muestra en la Fig.4.7. Como se puede observar r crece
con k siguiendo un ley de potencia, además, la solución numérica coincide bastante bien con
la solución analítica.

4.2. Steplike Potential
El segundo modelo analizado es el steplike potential el cual, es una extensión del modelo

LFI con p = 2/3, en el que se le ha agregado un paso al potencial, este paso puede ser
modelado introduciendo un término proporcional igual a 1 + tanh

⇣
⌥�⌥step

↵

⌘
en el potencial

V = M
4
⇣

⌥
Mpl

⌘2/3
tal y como se muestra en la Ec.(2.72), esto con el fin de observar los efectos

de esta extensión en los espectros de potencia primordial y poder posteriormente contrastar
con observaciones futuras.

Este modelo consta de cuatro parámetros libres que son: El parámetro de masa (M), el
parámetro ⇥step que representa el valor de ⇥ donde se da el paso, el parámetro ⌅ que repre-
senta la amplitud del paso, generalmente el valor de ⌅ es pequeño dado que como se verá
más adelante este parámetro afecta en la evolución del parámetro de slow-roll (�), por lo que
un valor grande de ⌅ puede frenar inflación antes de N = 60 y finalmente el parámetro ⇤
que determina el ancho del paso. El parámetro de masa (M) empleado en este potencial es
el mismo al empleado en LFI.

En este sección se estudia el efecto que tiene este paso tanto en el espectro de potencia
primordial escalar como en el espectro de potencia primordial tensorial, para ello se calcula
ambos espectros para diferente valores de ⇥step, ⇤ y ⌅, específicamente por cada parámetro se
tomaron 4 valores y cada uno de estos valores representará un escenario del modelo, en total
se tienen 12 escenarios (la elección de cada escenario se detalla en las siguientes secciones).

4.2.1. Variación en ⇥step

Primero, se estudió el efecto que provoca variar el parámetro ⇥step en ambos espectros
de potencia primordial (el escalar y el tensorial), los cuatro valores de ⇥step escogidos para
observar los efectos de esta variación son: ⇥step = 7.3 Mpl, ⇥step = 7.38 Mpl, ⇥step = 7.47 Mpl
y ⇥step = 7.55 Mpl, además, el valor de ⌅ se mantuvo fijo en ⌅ = 0.07 y ⇤ se mantuvo fijo en
⇤ = 0.056 Mpl. El potencial de cada uno de estos cuatro escenarios se muestra en la Fig.4.8,
como se puede observar este potencial es similar al potencial del modelo LFI (curva de color
negro de la Fig.4.8), con la diferencia que se genera una paso en el respectivo ⇥step (por
ejemplo el primer paso aparece en ⇥ = 7.3 Mpl ( este valor en Fig.4.8 se visualiza con la línea
vertical punteada negra) que corresponde al escenario con ⇥step = 7.3 Mpl, lo mismo sucede
con los demás escenarios), el paso generado en cada escenario tiene la misma amplitud y el
mismo ancho dado que ⌅ y ⇤ se mantienen fijos, además, en cada uno de los escenarios de
este modelo se calculó que ⇥end ⇥ 0.47.
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Figura 4.8: Forma del potencial inflacionario para el modelo steplike poten-
tial con �step variable en el rango de [7.3, 7.55], con ⇧ = 0.07 y ⌅ = 0.056 Mpl,
las líneas verticales delimitan la región donde se generan los pasos.

4.2.1.1. Solución de las Ecuaciones del Fondo Cosmológico

Las condiciones iniciales calculadas numéricamente para los parámetros H, ⇥ y ⇥N para
estos primeros cuatro escenarios en los que se varía el parámetro del potencial ⇥step, se
muestran en la Tab.4.2, además, podemos observar que estas condiciones iniciales no varían
demasiado entre cada escenario, dado que el paso se genera (para el rango de ⇥step estudiado)
en una étapa intermedia en inflación (de N = 20.8 a N = 22.8) y como se observará más
adelante, H, RH , ⇥ y � en cada escenario, solo difieren en la región donde se da el paso, en
otras regiones toman el mismo valor.

⇥step( Mpl) Hi( Mpl) ⇥i( Mpl) ⇥N i( Mpl)
7.3 8.82707 ◊ 10�8 9.13273 ⌅0.0720
7.38 8.82801 ◊ 10�8 9.13564 ⌅0.072975
7.47 8.82863 ◊ 10�8 9.13758 ⌅0.07296
7.55 8.82957 ◊ 10�8 9.14049 ⌅0.07294

Tabla 4.2: Condiciones iniciales para resolver las ecuaciones del fondo cos-
mológico para ⌅ = 0.056 Mpl y ⇧ = 0.07, mientras que �step se varía en los
valores presentados.

Utilizando las condiciones iniciales de la Tab.4.2 se resolvió numéricamente las ecuaciones
del fondo cosmológico para cada escenario de esta sección, la solución obtenida se muestra
en la Fig.4.9, donde se puede observar la evolución de H, RH , ⇥ y �.
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(a) Evolución del parámetro de Hubble. (b) Evolución del radio comóvil de Hubble.

(c) Evolución del campo del inflatón, la línea punteada
horizontal azul y la línea punteada horizontal negra ilus-
tran la posición en � donde se generan el primer y último
paso, respectivamente.

(d) Evolución de ⇤.

Figura 4.9: Solución numérica de las ecuaciones del fondo cosmológico para
el modelo steplike potential con �step variable y con ⇧ y ⌅ fijos, la región
sombreada roja (entre N ⇥ 20.3 y N ⇥ 23.3) delimita la región donde se
generan los pasos para el rango de �step empleado.

La evolución de H se muestra en la Fig.4.9.a. Al igual que en LFI el universo se expande
exponencialmente, es decir, a ⇤ e

N . Recordando que ↵ = ⌅1, por lo que, tanto ⇧ como H

son aproximadamente constantes en casi toda la etapa inflacionaria, es decir que H en este
modelo evoluciona similar a H del modelo LFI, pero con la diferencia en que en este caso H

experimenta un paso decreciente, en el escenario con ⇥step = 7.3 Mpl aparece en N ⇥ 22.8,
en el escenario con ⇥step = 7.38 Mpl en N ⇥ 22.5, en el escenario con ⇥step = 7.47 Mpl en
N ⇥ 21.7 y en el escenario con ⇥step = 7.55 Mpl en N ⇥ 20.8, esto es por el paso del po-
tencial, el cual provoca un pico en � en el mismo N que en H para el respectivo escenario,
rompiendo brevemente la aproximación de slow-roll (� � 1 ). Se puede observar en la Fig.4.9
que para cada parámetro (H, RH , ⇥ y �) el primer paso se genera para el escenario con
⇥step = 7.55 Mpl y a medida ⇥step disminuye, la posición del paso se va corriendo hacia la
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derecha, esto es ya que durante inflación el campo del inflatón decrece (ver Fig.4.9.c), pero
en el caso de la variación de ⇥step el paso que se genera no sufre cambios en la amplitud ni
en el ancho, dado que ⌅ y ⇤ son fijos.

A partir de de la evolución de H se puede calcular la evolución de RH , esta evolución
se presenta en la Fig.4.9.b, como se mencionó antes, a crece exponencialmente, por lo que
se espera que RH decrezca exponencialmente, tal como se obtuvo en la solución numérica.
Debido a este comportamiento exponencial el paso en este parámetro es poco perceptible a
simple vista, sin embargo, si se genera el paso en el respectivo Nstep (Nstep representa el valor
de N donde aparece el paso) de cada escenario, el cual los podemos observar si hacemos una
expansión en la gráfica en la región donde se genera el paso (ver en la parte superior derecha
de la Fig.4.9.b).

La evolución de ⇥ (ver Fig.4.9.c) también presenta un paso decreciente en el respectivo ⇥step,
la línea horizontal punteada azul indica la posición del primer paso, el cual corresponde a
⇥step = 7.55 Mpl y la línea horizontal punteada negra indica la posición del último paso, el
cual corresponde a ⇥step = 7.55 Mpl. Además, vale rescatar que como podemos observar en la
región sombreada de rojo (ver Fig.4.9) los parámetros H, RH , ⇥ y � de cada escenario, solo
difieren en la región donde se da el paso (entre N ⇥ 20.3 y N ⇥ 23.3) en cualquier otra región
cada parámetro toma el mismo valor en cada uno de los cuatro escenarios y finalmente, re-
capitulando el efecto que tiene ⇥step en cada uno de los parámetros de la Fig.4.9 es desplazar
la posición del pazo hacia la izquierda si ⇥step aumenta o equvialentemente, hacia la derecha
si ⇥step disminuye.

4.2.1.2. Espectros de Potencia Primordial Escalar y Tensorial

Una vez conocida la evolución de H, RH , ⇥ y �, se calculó la evolución de los modos esca-
lares y tensoriales para diferentes valores de k, a partir de los modos escalares se calculó el
espectro de potencia primordial escalar (PR) para cada escenario por medio de la Ec.(2.100),
estos se presenta en la Fig.4.10, como se puede observar hay tres regiones bien marcadas, la
primera entre k ⇥ 10�3 ⌅ 10 Mpc�1, en esta región el espectro de potencia primordial escalar
sigue una ley de potencias de la forma PR(k) ⇤ k

ns�1 (para los siguientes resultados esta ex-
presión será referida como: “ ley de potencia escalar”), similar que en el caso de LFI, además,
en esta región el espectro de potencia toma el mismo valor en cada escenario, es decir, que
no hay diferencias perceptibles y ns es igual en cada uno de los escenarios, haciendo cálculos
se estima que en esta región ns ⇥ 0.974, es por ello que el espectro de potencia primordial
escalar decrece muy levemente.

La segunda región está entre k ⇥ 10 ⌅ 104 Mpc�1, en esta región el espectro de potencia
primordial escalar experimenta oscilaciones, que al inicio son oscilaciones fuertes pero a me-
dida k crece estas oscilaciones se van amortiguando hasta que cesan, el efecto que tiene variar
⇥step, es que el punto donde aparecen por primera vez las oscilaciones se va desplazando hacia
la derecha a medida que ⇥step decrece, las oscilaciones aparecen primero para el escenario en
el que ⇥step = 7.55 Mpl, posteriormente aparecen para el escenario en el que ⇥step = 7.47 Mpl y
así sucesivamente hasta el último escenario en el que ⇥step = 7.30 Mpl. En los cuatro escenarios
se mantuvo la forma del espectro, solo sufre un corrimiento hacia la derecha a medida ⇥step
decrece, vale rescatar que el rango elegido para ⇥step se tomó de tal forma que las variaciones
que presenta el espectro de potencia primordial escalar respecto a la ley de potencias están en
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la región entre k ⇥ 1 ⌅ 104 Mpc�1, esto por dos motivos, primero, observacionalmente sabe-
mos (como se explicó en la sección 3.2.2) que en el rango de k = 10�4 ⌅0.1 Mpc�1 el espectro
de potencia primordial escalar sigue una ley de potencias, es por eso si nuestro modelo pro-
duce una desviación en esta región estaría descartado y segundo, a través de las distorsiones
espectrales se espera explorar la región entre k ⇥ 1 ⌅ 104 Mpc�1 [37] y puede ser que en esta
región el espectro no necesariamente se comporte como en la región de k = 10�4 ⌅0.1 Mpc�1.

Figura 4.10: Espectro de potencia primordial escalar para el modelo steplike
potential con �step variable en el rango de 7.30 Mpl a 7.55 Mpl, los paráme-
tros ⌅ y ⇧ se mantuvieron fijos en 0.056 Mpl y 0.07, respectivamente, las lí-
neas verticales punteadas dividen las tres regiones donde el comportamiento
de PR cambia.

Finalmente, la tercera regíon está entre k ⇥ 104 ⌅ 109 Mpc�1, en esta región el espectro
de potencia primordial escalar vuelve a comportarse como una ley de potencia pero con un
ns distinto, el cual calculando, en esta región ns ⇥ 0.953.

De manera análoga, a partir de los modos tensoriales se calculó el espectro de potencia
primordial tensorial (Pt) por medio de la Ec.(2.101) este espectro de potencia primordial
tensorial calculado numéricamente para cada escenario se presenta en la Fig.4.11. De manera
similar al espectro de potencia primordial escalar, aquí también se pueden ver las mismas
tres regiones bien marcadas. En primera región (entre k ⇥ 10�3 ⌅ 10 Mpc�1) el espectro de
potencia primordial tensorial decrece con k y lo hace con una ley de potencias de la forma
Pt(k) ⇤ k

nt (para los siguientes resultados esta expresión será referida como: “ ley de poten-
cia tensorial”, para diferenciar la forma que toma el espectro de potencia primordial escalar
y el espectro de potencia primordial tensorial), en esta región se estima que nt ⇥ ⌅0.007
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y, además, no hubo diferencias entre los espectros de potencia primordial tensorial de cada
escenario.

Figura 4.11: Espectro de potencia primordial tensorial para el modelo ste-
plike potential con �step variable en el rango de 7.30 Mpl a 7.55 Mpl, los pa-
rámetros ⌅ y ⇧ se mantuvieron fijos en 0.056 Mpl y 0.07, respectivamente,
las líneas verticales punteadas dividen las tres regiones donde el comporta-
miento de Pt cambia.

En la segunda región (entre k ⇥ 10 ⌅ 104 Mpc�1), el espectro de potencia primordial
tensorial en cada escenario experimenta un fuerte paso decreciente y al final del paso termi-
na oscilando débilmente, estas oscilaciones se amortiguan rápidamente hasta que cesan, este
comportamiento es debido al paso en el potencial, el efecto que tiene ⇥step en el espectro de
potencia primordial tensorial es desplazar el paso hacia la derecha a medida ⇥step disminuye,
es decir, que el primer paso aparece para el escenario en el que ⇥step = 7.55 Mpl, luego aparece
para el escenario en el que ⇥step = 7.47 Mpl y así sucesivamente hasta el último escenario en
el que ⇥step = 7.30 Mpl. La amplitud del paso y su forma no se vieron modificadas dado que
⌅ y ⇤ son fijos, finalmente en la tercera región (entre k ⇥ 104 ⌅ 109 Mpc�1) el espectro volvió
a su comportamiento inicial (como ley de potencias), pero con un valor distinto de nt, el cual
en esta región nt ⇥ ⌅0.012.

Finalmente, una vez obtenido el espectro de potencia primordial escalar y el espectro de
potencia primordial tensorial, estos pueden ser empleados para calcular el tensor-to-scalar

ratio (r), este se presenta en la Fig.4.12. Podemos observar que en la primera región crece
levemente con k, en base a una ley de potencias de la forma r(k) ⇤ k

nt�ns+1 = k
0.019, ob-

teniendo un r casi constante, de igual forma que en PR y Pt, en esta región r no mostró
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diferencias entre los escenarios.

En la segunda región, r también experimentó oscilaciones fuertes, dado que en esta región
los efectos que predominan son los del espectro de potencia primordial escalar, dado que
es el que mayor rango tiene (este se extiende desde PR ⇥ 10�12 a PR ⇥ 10�7, mientras
que el espectro de potencia primordial tensorial se extiende desde Pt ⇥ 1.6 ◊ 10�10 a Pt ⇥
2.4 ◊ 10�10, como se puede observar la diferencia es significativa), además, a medida k crece
estas oscilaciones se van amortiguando hasta que desaparecen, de igual forma que en PR y
en Pt el efecto que tiene ⇥step en r es desplazar el punto donde inician las oscilaciones hacia
la derecha a medida ⇥step disminuye.

Figura 4.12: tensor-to-scalar ratio para el modelo steplike potential con �step
variable en el rango de 7.30 Mpl a 7.55 Mpl, los parámetros ⌅ y ⇧ se mantu-
vieron fijos en 0.056 Mpl y 0.07, respectivamente, las líneas verticales pun-
teadas dividen las tres regiones donde el comportamiento de r cambia.

En la tercera región r volvió a comportarse como una ley de potencias, pero en este caso
con un exponente distinto, en el cual r(k) ⇤ k

0.035 y en esta región no hubo diferencias
respecto al r de cada escenario.

4.2.2. Variación en ⇤

Luego se estudió los efectos producidos por el parámetro ⇤, los cuatro valores de ⇤ elegidos
son: ⇤ = 0.02 Mpl, ⇤ = 0.11 Mpl, ⇤ = 0.21 Mpl y ⇤ = 0.3 Mpl, esta elección se hizo de tal
forma que los efectos del paso sean perceptibles, ya que a medida se aumenta el valor de ⇤
los efectos van desapareciendo, además, ⌅ se mantuvo fijo en ⌅ = 0.075 y ⇥step se mantuvo
fijo en ⇥step = 7.425 Mpl.
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El efecto que tiene variar ⇤ en el potencial se ilustra en la Fig.4.13, donde para cada
escenario se genera un paso en el potencial con diferente ancho, siendo para el escenario
con ⇤ = 0.02 Mpl el paso menos ancho (o menos suave) y a medida ⇤ crece, el paso se va
suavizando, siendo el escenario con ⇤ = 0.3 Mpl el más suave, los cuatro pasos tienen la misma
amplitud (determinada por ⌅) y son generados en el mismo ⇥ (⇥ = 7.425 Mpl) dado que ⇥step
se mantiene fijo.

Figura 4.13: Forma del potencial inflacionario para el modelo steplike po-
tential con ⌅ variable en el rango de 0.02 Mpl a 0.3 Mpl, los valores de �step
y ⇧ se mantuvieron fijos en 7.425 Mpl y en 0.075, respectivamente, la línea
vertical punteada índica la posición en � donde se genera el paso.

4.2.2.1. Solución de las Ecuaciones del Fondo Cosmológico

Las condiciones iniciales obtenidas para H, ⇥ y ⇥N , en los cuatro escenarios del parámetro
⇤ se muestran en la Tab.4.3. La solución de las ecuaciones del fondo cosmológico para estas
condiciones iniciales se muestra en la Fig.4.14, donde se presenta la evolución de H, RH , ⇥ y
� (esto en analogía a como se hizo en la variación de ⇥step).
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⇤( Mpl) Hi( Mpl) ⇥i( Mpl) ⇥N i( Mpl)
0.02 8.81781 ◊ 10�8 9.04057 ⌅0.07374
0.11 8.88728 ◊ 10�8 9.25593 ⌅0.07203
0.21 8.93023 ◊ 10�8 9.39078 ⌅0.07099
0.3 8.96118 ◊ 10�8 9.48876 ⌅0.07026

Tabla 4.3: Condiciones iniciales para resolver las ecuaciones del fondo cos-
mológicos para �step = 7.425 Mpl y ⇧ = 0.075, mientras que ⌅ se varía en
los valores presentados.

(a) Evolución del parámetro de Hubble. (b) Evolución del radio comóvil de Hubble.

(c) Evolución del campo del inflatón, la línea horizontal
punteada indica la posición central donde se da el paso
en cada escenario que corresponde a � = 7.425 Mpl.

(d) Evolución de ⇤.

Figura 4.14: Solución numérica de las ecuaciones del fondo cosmológico para
el modelo steplike potential con ⌅ variable y con �step y ⇧ fijos en 7.425 Mpl
y 0.075, respectivamente.

De manera individual en la Fig.4.14.a se muestra la evolución de H para los cuatro esce-
narios descritos anteriormente, en la figura se puede observar una evolución similar que en el
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caso de ⇥step, pero con un comportamiento diferente en la región donde se generan los pasos
(entre N ⇥ 20 a N ⇥ 25), en esta región lo que sucede es que el paso en cada escenario
presenta diferentes inclinaciones, siendo el escenario con el menor ⇤ (⇤ = 0.02 Mpl) donde
se da el paso más abrupto y a medida que ⇤ va aumentando este paso se va suavizando,
provocando que dicho paso tenga una “mayor duración” en los escenarios con mayor ⇤ y
esto a su vez (como podemos observar en cada una de las evoluciones de la Fig.4.14) al ser
más suave el paso, provoca que los efectos del paso se vayan atenuando. A partir de H se
puede calcular la evolución de RH , esta evolución se muestra en la Fig.4.14.b, como se pue-
de observar este decrece exponencialmente con N , tal como se espera y de igual forma que
en la variación de ⇥step, RH presenta los pasos de los distintos escenarios, pero debido a su
carácter exponencial estos pasos se ven estirados y por ende poco perceptibles, siendo más
perceptible en el escenario con ⇤ = 0.02 Mpl, dado que su paso es más abrupto y sus efectos
son más fuertes. El motivo de por que el paso es más abrupto en los escenarios con ⇤ más
pequeños se puede ver más claro en la evolución de � (ver Fig.4.14.d), ya que como se puede
observar para delta más pequeños este presenta un pico con mayor amplitud y menor ancho.
Al tener una mayor amplitud significa que se da un mayor rompimiento de la condición de
slow-roll (� � 1) y recordando, cuando se cumple la condición de slow-roll, H = cte, ⇥ evo-
luciona suavemente y de manera linealmente, es decir, sin alteraciones bruscas en la evolución.

En el caso del campo del inflatón este decrece durante inflación (ver Fig.4.14.c), aquí
también se genera un paso en cada escenario, de igual forma el escenario con ⇤ = 0.02 Mpl
presenta el paso más abrupto y el escenario con ⇤ = 0.3 Mpl presenta el paso más suave y a
medida ⇤ crece los efectos del paso se van atenuando.

4.2.2.2. Espectros de Potencia Primordial Escalar y Tensorial

En esta sección se presenta la evolución del espectro de potencia primordial escalar, la evo-
lución del espectro de potencia primordial tensorial y la evolución del tensor-to-scalar ratio

(r) para cada escenario del modelo steplike potential con ⇤ variable, los espectros de potencia
primordial escalar se muestran en la Fig.4.15, similar que en la variación de ⇥step aquí también
tenemos tres regiones bien definidas, la primera región está entre k ⇥ 10�3 ⌅10 Mpc�1, la se-
gunda región está entre k ⇥ 10⌅106 Mpc�1 y la tercera región está entre k ⇥ 106⌅109 Mpc�1.

Tanto en la primera región como en la tercera el espectro de potencia primordial escalar
sigue la ley de potencia escalar, siendo ns = 0.974 en la primera región y ns = 0.950 en
la tercera región, además, en estas regiones, PR de cada escenario no presentó diferencias
apreciables.

En la segunda región se generaron oscilaciones en el espectro de potencia primordial es-
calar de cada escenario, en cada escenario las características de estas oscilaciones fueron
diferentes, siendo estás mas fuertes y con mayor número de oscilaciones en el escenario con
⇤ = 0.02 Mpl, además, se puede observar que a medida ⇤ aumenta, las oscilaciones son más
débiles y el número de oscilaciones va disminuyendo, siendo el escenario con ⇤ = 0.3 Mpl el
que menor número de oscilaciones presenta, como se puede observar este solo presenta un
pico, otro efecto que se puede apreciar es que a medida ⇤ aumenta también lo hace el ancho
de las oscilaciones, esto debido a que el paso en el potencial se hace más ancho y a su vez
más suave, es por eso que el número de oscilaciones también disminuye.
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El espectro de potencia primordial tensorial calculado numéricamente para cada escenario
de ⇤ se muestra en la Fig.4.16, como se puede observar aquí también aparecen tres regiones
bien marcadas (regiones donde el comportamiento del espectro de potencia primordial es
diferente). La primera región es la misma que en el espectro de potencia primordial escalar,
pero la segunda y tercera región si se ven un poco modificadas dado que los efectos del paso
en el espectro de potencia primordial tensorial se atenúan más rápido que en el espectro de
potencia primordial escalar, es por ello que la segunda región está entre k ⇥ 10 ⌅ 105 Mpc�1

y la tercera región está entre k ⇥ 105 ⌅ 109 Mpc�1.

Figura 4.15: Espectro de potencia primordial escalar para el modelo steplike
potential con ⌅ variable en el rango de 0.02 Mpl a 0.3 Mpl, los parámetros
�step y ⇧ se mantuvieron fijos en 7.425 Mpl y 0.075, respectivamente, las lí-
neas verticales punteadas dividen las tres regiones donde el comportamiento
de PR es diferente.

En la primera y tercera región el espectro de potencia primordial tensorial sigue la ley de
potencia tensorial, con nt = 0.006 en la primera región y nt = 0.013, al igual que en los ca-
sos anteriores el espectro de potencia primordial tensorial es el mismo en los cuatro escenarios.

En la tercera región en cada escenario el espectro de potencia primordial tensorial ex-
perimenta un fuerte paso y al final de este paso experimenta pequeñas oscilaciones que se
van amortiguando a medida que el número de onda (k) aumenta, los efectos que provoca
variar ⇤ en el espectro de potencia primordial tensorial son que el paso que se genera en el
espectro es más abrupto en el escenario con ⇤ = 0.02 Mpl y a medida ⇤ aumenta este paso se
va suavizando, siendo el escenario con ⇤ = 0.3 Mpl el más suave, además, en las oscilaciones
que se generan al final del paso, son más fuertes en el escenario con ⇤ = 0.02 Mpl y con mayor
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número de oscilaciones, pero a medida ⇤ aumenta estás van disminuyendo en amplitud, tam-
bién disminuye el número de oscilaciones y se hacen más anchas, es decir, que aumenta su
longitud de onda (no confundir esta longitud de onda con la longitud de onda de los modos),
por lo que los efectos van desapareciendo con el crecimiento de ⇤, por ejemplo en el escenario
con ⇤ = 0.3 Mpl estás oscilaciones prácticamente han desaparecido.

El motivo de que la segunda región sea más extensa en el espectro de potencia primordial
escalar que en el espectro de potencia primordial tensorial es que en PR inicialmente se ve
afectada por un pico, pero Pt es afectado por un paso, y los picos son doblemente ensanchadas
que el paso, dado que en el paso solo hay una caída, pero en el pico hay una caída y una
subida.

Figura 4.16: Espectro de potencia primordial tensorial para el modelo stepli-
ke potential con ⌅ variable en el rango de 0.02 Mpl a 0.3 Mpl, los parámetros
�step y ⇧ se mantuvieron fijos en 7.425 Mpl y 0.075, respectivamente, las lí-
neas verticales punteadas dividen las tres regiones donde el comportamiento
de Pt es diferente.

Finalmente, como se ha hecho en los casos anteriores, a partir de ambos espectros de
potencia primordial (escalar y tensorial) se calcula el tensor-to-scalar ratio por medio de la
Ec.(3.30), este se presenta en la Fig.4.17, las regiones que aparecen aquí son las mismas que
en el espectro de potencia primordial escalar.

En la primera y tercera región, r se comporta como ley de potencia, con r ⇤ k
0.020 en

la primera región y r ⇤ k
0.037 en la segunda región. Similar a los casos anteriores, en estas

regiones r es igual en cada escenario.

55



En la tercera región, r experimenta fuertes oscilaciones dado que al igual que el r en la
variación de ⇥step, aquí los efectos que predominan son los del espectro de potencia primordial
escalar (por la misma razón que en la variación de ⇥step). En los escenarios con menor ⇤, r

oscila con mayor amplitud y se generan mayor número de ondas, que en los escenarios con ⇤
mayor, también aquí las oscilaciones se van amortiguando con el crecimiento de k.

De manera general, en los tres (PR, Pt y r) los efectos del paso son menores a medida
que ⇤ crece, esto por que el paso del potencial se hace más suave, generándose un menor
rompimiento de la aproximación de slow-roll y por ende se desvían menos del comportamiento
en base a una ley de potencia.

Figura 4.17: Tensor-to-scalar ratio para el modelo steplike potential con ⌅
variable en el rango de 0.02 Mpl a 0.3 Mpl, los parámetros �step y ⇧ se man-
tuvieron fijos en 7.425 Mpl y 0.075, respectivamente, las líneas verticales
punteadas dividen las tres regiones donde el comportamiento de r es dife-
rente.

4.2.3. Variación en ⌅

Finalmente para concluir con el análisis del steplike potential se estudió los efecto de va-
riar el parámetro ⌅ en el potencial, en este caso se empleó la misma mecánica que en el
caso de ⇥step y ⇤, es decir, que se tomaron cuatro valores de ⌅ y cada valor representa un
escenario del potencial, en total se analizó cuatro escenarios, los valores de ⌅ utilizados son:
⌅ = 0.01, ⌅ = 0.083, ⌅ = 0.16 y ⌅ = 0.23, los parámetros ⇥step y ⇤ se mantuvieron fijos en
⇥step = 7.425 Mpl y ⇤ = 0.055 Mpl. El rango de ⌅ fue elegido de tal manera (como se verá en
la evolución de �, Fig.4.19.d) que inflación no se vea interrumpida en el intervalo de N = 0
a N = 60, ya que esta es la condición necesaria para explicar el problemas del horizonte,
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el parámetro de ⇤ se eligió tal que los efectos sean observado claramente, ya que como se
mencionó anteriormente al aumentar este valor los efectos se van atenuando y finalmente el
valor de ⇥step se eligió el valor central de el rango descrito en la variación de ⇥step, esto para
garantizar que los efectos en los espectros de potencia primordial aparezcan en la ventana de
k que va desde k = 1 Mpc�1 a k = 104 Mpc�1 (ya que es la ventana que se espera explorar
experimentalmente con distorsiones espectrales).

En la Fig.4.18 se muestra la forma del potencial inflacionario de los cuatro escenarios del
modelo steplike potential cuando se varía el parámetro ⌅, de los tres parámetros ⇥step, ⌅ y ⇤,
la variación del parámetro ⌅ fue el que más afectó la forma del potencial. En cada escenario
se generó un paso en el potencial en ⇥step = 7.425 Mpl y con un mismo ancho, determinado
por ⇤ = 0.055 Mpl, pero en cada escenario varió la amplitud del paso, siendo el escenario con
⌅ = 0.01 el que menor amplitud del paso se observa y el escenario con ⌅ = 0.23 es el que
mayor amplitud del paso presenta, es decir, que a medida el parámetro ⌅ crece, la amplitud
del paso también crece y caso contrario a medida el parámetro ⌅ disminuye la forma del
potencial tiende a la del modelo LFI (ver Fig.4.18).

Figura 4.18: Forma del potencial inflacionario para el modelo steplike po-
tential con ⇧ variable en el rango de 0.01 a 0.23, los valores de �step y ⇧
se mantuvieron fijos en 7.425 Mpl y en 0.055 Mpl, respectivamente, la línea
vertical punteada índica la posición en � donde se genera el paso.
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4.2.3.1. Solución de las Ecuaciones del Fondo Cosmológico

Tal y como se ha hecho en los escenarios de la variación en ⇥step, de la variación en ⇤ y en
el modelo LFI, en esta sección se presenta para estos últimos cuatro escenarios gobernados
por la variación en ⌅ la evolución de H, RH , ⇥ y �, las condiciones iniciales para H, ⇥ y ⇥N

de estos cuatro escenarios se presentan en la Tab.4.4.

La solución numérica obtenida de resolver las ecuaciones del fondo cosmológico (Ec.(3.11))
aplicando las condiciones de la Tab.4.4 se muestra en la Fig.4.19 y de manera específica en la
Fig.4.19.d se presenta como evoluciona �, el pico que se genera debido al paso del potencial
tiene el mismo ancho en cada escenario y está ubicado en en el mismo N (Nstep ⇥ 23), pero
la amplitud del pico aumenta a medida aumenta ⌅, siendo el escenario con ⌅ = 0.23 donde
mayor amplitud del pico se observa y por ende donde mayor rompimiento de la aproximación
de slow-roll se genera (ya que es donde � está más próximo a la unidad) y por lo cual los
efectos del paso serán más intensos, además, debido a este comportamiento se intuye que
si se sigue aumentando el valor de ⌅ eventualmente � superará la unidad produciendo una
interrupción parcial y prematura de la etapa inflacionaria.

⌅ Hi( Mpl) ⇥i( Mpl) ⇥N i( Mpl)
0.01 8.54768 ◊ 10�8 9.04251 ⌅0.07373
0.083 8.88504 ◊ 10�8 9.14243 ⌅0.07292
0.16 9.19090 ◊ 10�8 9.17251 ⌅0.07268
0.23 9.48412 ◊ 10�8 9.19094 ⌅0.07254

Tabla 4.4: Condiciones iniciales para resolver las ecuaciones del fondo cos-
mológico para �step = 7.425 Mpl y ⌅ = 0.055 Mpl, mientras que ⇧ se varía
en los valores presentados.

En la Fig.4.19.a se presenta la evolución de H, como se puede observar, a diferencia que
en la variación de ⇥step y ⇤ la curva de cada escenario están desfasadas respecto a la de los
demás escenarios (esto sucede en cada una de las evoluciones de la Fig.4.19), el paso que se
genera en la evolución de H ( ubicado en N = Nstep al igual que en las demás evoluciones
de la Fig.4.19) tiene una amplitud diferente en cada escenario, donde se puede observar que
a medida ⌅ crece también lo hace la amplitud del paso, siendo en este caso el escenario con
⌅ = 0.23 el que mayor amplitud en el paso presenta. A partir de la solución de H podemos
determinar como evoluciona RH , esta evolución se presenta en la Fig.4.19.b, como se puede
observar el radio comóvil decrece exponencialmente durante inflación en cada escenario, aquí
también se genera el paso el cual es poco perceptible a simple vista, debido a su carácter
exponencial, sin embargo al ampliar la gráfica si se observa y de hecho en la variación de ⌅ es
donde mejor se observa el paso de RH . Finalmente, en la Fig.4.19.c se presenta la evolución de
⇥ para cada escenario de ⌅, el paso que se genera en este parámetro se comporta de manera
similar que en los otros parámetros, apareciendo un paso con el mismo ancho y a medida ⌅
crece también la amplitud del paso crece.
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(a) Evolución del parámetro de Hubble. (b) Evolución del radio comóvil de Hubble.

(c) Evolución del campo del inflatón, la línea horizontal
punteada índica la posición en � donde se genera el paso.

(d) Evolución de ⇤.

Figura 4.19: Solución numérica de las ecuaciones del fondo cosmológico pa-
ra el modelo steplike potential con ⇧ variable en el rango de 0.01 a 0.3, los
parámetros �step y ⌅ se mantuvieron fijos en 7.425 Mpl y 0.055 Mpl, respec-
tivamente.

4.2.3.2. Espectros de Potencia Primordial Escalar y Tensorial

Para la variación en ⌅, el espectro de potencia primordial escalar obtenido se presenta
en la Fig.4.20, el espectro de potencia primordial tensorial en la Fig.4.21 y el tensor-to-

scalar ratio en la Fig.4.22. Como se pude observar en los tres casos aparecen tres regiones
en la cual el comportamiento es diferente, estas tres regiones coinciden con las tres regiones
que aparecen en la variación de ⇥step (el cual recordando, la primera región está entre entre
k ⇥ 10�3 ⌅ 10 Mpc�1, la segunda región está entre k ⇥ 10 ⌅ 104 Mpc�1 y la tercera región
está entre k ⇥ 104 ⌅ 109 Mpc�1, el cual en las Fig.4.20, Fig.4.21 y Fig.4.22 estas regiones
están delimitadas por las líneas verticales punteadas), en la primera y tercer región, el espec-
tro de potencial primordial escalar sigue la ley de potencia escalar, el espectro de potencia
primordial tensorial la ley de potencia tensorial y r de igual forma sigue una ley de potencia,
en la primera región, ns = 0.974, nt = ⌅0.007 y r ⇤ k

0.019 y las curvas son iguales en cada
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escenario; en la tercera región ns = 0.95, nt = ⌅0.013 y r ⇤ k
0.037, pero en esta región las

curvas de cada escenario están desfasadas respecto a las curvas de los demás escenarios.

Figura 4.20: Espectro de potencia primordial escalar para el modelo steplike
potential con ⇧ variable en el rango de 0.02 Mpl a 0.3 Mpl, los parámetros
�step y ⌅ se mantuvieron fijos en 7.425 Mpl y 0.055 Mpl, respectivamente,
las líneas verticales punteadas dividen las tres regiones donde el comporta-
miento de PR es diferente.

En la segunda región, PR experimentó oscilaciones que se amortiguan con el crecimiento
de k, Pt experimentó un paso seguido de pequeñas oscilaciones que también se amortiguan
con el crecimiento de k; en r dado que en esta región sus efectos son determinados por PR, r

también experimenta oscilaciones que se amortiguan, el motivo de que se atenúen los efectos
a medida k incrementa es por que el paso de H tiene un  N (el cual se denotará como  Nstep
y  Nstep ⇥ 22.25 ⌅ 21.5 = 0.75) de duración el cual antes y después del paso se comporta
aproximadamente como LFI, por ende también se tiene un  H (este  H es diferente en
cada escenario y va depender de la amplitud del paso, es decir, que depende de ⌅) donde los
efectos del paso son relevantes. Dado que en el instante en que las perturbaciones salen del
horizonte se tiene que k = aH, por ende también existe un  k determinado por  (aH) y
como a evoluciona exponencialmente por eso el  k tiene un tamaño de  k ⇥ 9.99 ◊ 103, en
el caso de la variación en ⇤,  H es mayor dado que en el escenario con ⇤ = 0.3 Mpl hay una
mayor duración, es decir,  Nstep es mayor.

Las oscilaciones que aparecen en PR son más fuertes y con mayor número de ondas en el
escenario con ⌅ = 0.23 que en los demás; a medida ⌅ disminuye la amplitud y el numero
de oscilaciones también lo hacen, siendo el escenario con ⌅ = 0.01 el que menor amplitud y
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menos número de oscilaciones presenta, por que lo se puede afirmar que a medida el valor
de ⌅ disminuye los efectos del paso se van atenuando en PR (similar que en la variación de
⇤). Además, comparando entre las tres variaciones, los efectos del paso en el potencial que
aparecen son más sensibles al cambio en ⌅.

Figura 4.21: Espectro de potencia primordial tensorial para el modelo stepli-
ke potential con ⇧ variable en el rango de 0.02 Mpl a 0.3 Mpl, los parámetros
�step y ⌅ se mantuvieron fijos en 7.425 Mpl y 0.055 Mpl, respectivamente, las
líneas verticales punteadas dividen las tres regiones donde el comportamien-
to de Pt es diferente.

El paso que aparece en Pt tiene una mayor amplitud en el escenario con ⌅ = 0.23 que en
los demás, y a medida ⌅ disminuye, la amplitud del paso también lo hace, es decir, que el
comportamiento se va pareciendo más al de ley de potencia tensorial, como se puede obser-
var en el escenario con ⌅ = 0.1, los efectos del paso son casi imperceptibles; las oscilaciones
que aparecen al final del paso en Pt, siguen la misma lógica que en PR, pero en Pt son
más débiles, el motivo del desface de las curvas en la tercera región se puede ver claramente
en la evolución de Pt y es debido a que el paso tiene una amplitud diferente en cada escenario.

Finalmente, las oscilaciones que aparecen en r, son más fuerte en el escenario con ⌅ = 0.23
y más débiles en el escenario con ⌅ = 0.01, además, se puede deducir el siguiente patrón, si
⌅ aumenta, la amplitud de las oscilaciones y el número de ondas también aumenta.

61



Figura 4.22: tensor-to-scalar ratio para el modelo steplike potential con ⇧
variable en el rango de 0.02 Mpl a 0.3 Mpl, los parámetros �step y ⌅ se mantu-
vieron fijos en 7.425 Mpl y 0.055 Mpl, respectivamente, las líneas verticales
punteadas dividen las tres regiones donde el comportamiento de Pt es dife-
rente.
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4.3. �-attractor
El siguente modelo analizado es el �-attractor con n = 1, este modelo es descrito por

el potencial de la Ec.(2.73), para analizar la forma de los espectros de potencia primordial
predichos por este modelo se tomaron dos escenarios, uno con � = 3 y el otro con � = 6,
estos valores se tomaron en base a dos criterios, el primero, como se detalla en la sección
2.2.6.3, � > 1/4, el segundo, � = 6 es el que mejor contrasta con los datos de ns y r de las
observaciones de Planck + BK18, � = 3 se tomó para ver los efectos al variar �; la forma
del potencial para cada escenario se muestra en la Fig.4.23, como se puede observar toda la
curva es un paso similar al que se da en steplike potential, siendo más abrupta la subida en
el escenario con � = 3 que en el escenario con � = 6.

Figura 4.23: Forma del potencial en el modelo ⇥-attractor.

4.3.1. Solución de las Ecuaciones del Fondo Cosmológico
En este modelo el valor de ⇥end presenta un leve cambio entre cada escenario, siendo

que para el primer escenario ⇥end = 1.33 Mpl mientras que en el segundo escenario ⇥end =
1.37 Mpl, las condiciones iniciales calculadas a partir de los valores de ⇥end para H, ⇥ y ⇥N ,
para ambos escenarios están contenidas en la Tab.4.5.

� Hi( Mpl) ⇥i( Mpl) ⇥N i( Mpl)
3 5.56992 ◊ 10�8 8.52841 ⌅0.03385
6 5.38654 ◊ 10�8 10.08530 ⌅0.04629

Tabla 4.5: Condiciones iniciales para resolver las ecuaciones del fondo cos-
mológico para los dos escenarios del modelo ⇥-attractor.
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La evolución de H se muestra en la Fig.4.24.a (el cual su evolución y la de los demás
parámetros es similar que en LFI ), el efecto que tiene en H variar el parámetro � en el
potencial es, primero, que H inicia en un valor mayor en el escenario con ⇤ = 3 con respecto
al escenario con ⇤ = 6, además, a medida ⇤ crece en la etapa final de inflación la caída es
más suave.

(a) Evolución del parámetro de Hubble. (b) Evolución del radio comóvil de Hubble.

(c) Evolución de �. (d) Evolución de ⇤.

Figura 4.24: Solución a las ecuaciones de fondo para ambos escenarios del
modelo ⇥-attractor. La curva celeste corresponde a ⇥ = 3 y la curva naranja
corresponde a ⇥ = 6.

La evolución del radio comóvil de Hubble obtenido numéricamente se muestra en la
Fig.4.24.b y su evolución es exponencialmente decreciente, en la Fig.4.24.c se muestra la
evolución del campo del inflatón, el cual en ambos escenarios decrece y en cada escenario el
⇥ inicia en valores diferentes, siendo que entre más grande es el parámetro � más grande será
el valor inicial de ⇥, pero ambas curvas convergen en la etapa final.
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4.3.2. Espectro de Potencia Primordial Escalar y Tensorial
El espectro de potencia primordial escalar obtenido numéricamente para los dos escenarios

seleccionados del modelo �-attractor se presenta en la Fig.4.25, este sigue la ley de potencias
escalar, con ns ⇥ 0.96 en cada escenario, es por ello que este espectro de potencia primordial
escalar no presentó diferencias significativas entre los dos escenarios.

Figura 4.25: Espectro de potencia primordial escalar para dos escenarios del
modelo ⇥-attractor, el primer escenario con ⇥ = 3 y el segundo con ⇥ = 6.

El espectro de potencia primordial tensorial obtenido numéricamente para el modelo �-

attractor en ambos escenarios (� = 3 y � = 6) se muestra en la Fig.4.25. Como se puede
observar sigue la ley de potencias tensorial, con nt = ⌅0.0017 para el escenario con � = 3 y
nt = ⌅0.0032 para el escenario con � = 6, en este caso si hubo diferencias entre cada escena-
rio, el escenario con � = 3 presenta un comportamiento más suave que el escenario con � = 6.

Finalmente, se calcula el tensor-to-scalar ratio el cual se muestra en la Fig.4.27, el com-
portamiento general de r en función de k para el modelo es como el de una potencia, con
r ⇤ k

0.0383 en el escenario con � = 3 y r ⇤ k
0.0368 en el escenario con � = 6 debido a esto

hay un pequeño desface entre las curvas de cada escenario.
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Figura 4.26: Espectro de potencia primordial tensorial para dos escenarios
del modelo ⇥-attractor, el primer escenario con ⇥ = 3 y el segundo con
⇥ = 6.

Figura 4.27: Tensor-to-scalar ratio para dos escenarios del modelo ⇥-
attractor, el primer escenario con ⇥ = 3 y el segundo con ⇥ = 6.
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4.4. Radion Gauge Inflation
Finalmente, el último modelo analizado es el RGI este modelo es caracterizado por el

potencial de la Ec.(2.74), como se puede observar este consta de un parámetro libre (�),
para describir los espectros de potencia primordial predichos por este modelo se tomaron dos
valores de �, � = 5 y � = 10 (la condición para el parámetro � es que � > 1/2), cada valor
representa un escenario del modelo, la forma del potencial para ambos escenarios se muestra
en la Fig.4.28, como se puede observar la forma del potencial RGI es parecida a la forma del
potencial en �-attractor, pero en el caso de RGI, el potencial barre un rango más grande.

Figura 4.28: Forma del potencial inflacionario para el modelo RGI.

En este modelo el valor de ⇥end es distinto en ambos escenarios, para el escenario con � = 5
⇥end = 1.13Mpl y para el escenario con � = 10 ⇥end = 1.22 Mpl, las condiciones iniciales para
cada escenario se muestran en la Tab.4.6.

� Hi( Mpl) ⇥i( Mpl) ⇥N i( Mpl)
5 5.47345 ◊ 10�8 6.66238 ⌅0.03039
10 5.34673 ◊ 10�8 7.76128 ⌅0.03669

Tabla 4.6: Condiciones iniciales para resolver las ecuaciones del fondo cos-
mológico para el modelo RGI.

La solución a las ecuaciones del fondo cosmológico obtenida numéricamente para ambos
escenarios se muestra en la Fig.4.29, como se puede observa el comportamiento de cada
parámetro (H, RH , ⇥ y �) es similar al del modelo �-attractor, además � produce el mismo
efecto.
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(a) Evolución del parámetro de Hubble. (b) Evolución del radio comóvil de Hubble.

(c) Evolución de �. (d) Evolución de ⇤.

Figura 4.29: Solución a las ecuaciones del fondo cosmológico para ambos
escenarios del modelo RGI, la curva celeste corresponde a ⇥ = 5 y la curva
naranja corresponde a ⇥ = 10.

El espectro de potencia primordial escalar obtenido numéricamente para ambos escenarios
se presentan en la Fig.4.30, al igual que en los casos anteriores sigue la ley de potencias escalar,
donde ns ⇥ 0.968 en el escenario con � = 10 y ns ⇥ 0.967 en el escenario con � = 5, es por
ello que hay una pequeña rotación en entre las curvas de cada escenario respecto a k⇤.

El espectro de potencia primordial tensorial obtenido se presenta en la Fig.4.31, para este
modelo, nt = ⌅0.0013 en el escenario con � = 5 y nt = ⌅0.0019 en el escenario con � = 10,
debido a esto la rotación que presentan las curvas al rededor de k⇤ es mas apreciable que en
el espectro de potencia primordial escalar, dado que hay una mayor diferencia en las potencias.

Finalmente, el r calculado numéricamente para ambos escenarios se muestra en la Fig.4.32,
dado que PR y Pt siguen un ley de potencia, es por ello que también r lo hace, siendo
r(k) ⇤ k

0.0307 para el escenario con � = 5 y r(k) ⇤ k
0.0311 en el escenario con � = 10, los

efectos de variar � son casi imperceptibles dado que la diferencia el la potencia es leve, pero
si se observa la pequeña rotación al rededor de k⇤.
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Figura 4.30: Espectro de potencia primordial escalar para ambos escenarios
del modelo RGI, el primer escenario corresponde a ⇥ = 5 y el segundo a
⇥ = 10.

Figura 4.31: Espectro de potencia primordial tensorial para ambos escena-
rios del modelo RGI, el primer escenario corresponde a ⇥ = 5 y el segundo
a ⇥ = 10.
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Figura 4.32: Tensor-to-scalar ratio para ambos escenarios del modelo RGI,
el primer escenario corresponde a ⇥ = 5 y el segundo a ⇥ = 10.
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Capítulo 5

Conclusiones y Recomendaciones

5.1. Conclusiones
En este trabajo se ha analizado como evoluciona el Universo en la época inflacionaria

para diferente escenarios de los cuatro modelos inflacionarios siguientes: LFI, steplike poten-

tial, �-attractor y RGI, esto se hizo resolviendo las ecuaciones del fondo cosmológico para
conocer la evolución de H, ⇥, RH , � y a, que indirectamente nos dicen como evoluciona ⇧,
P , entre otros parámetros. Pero, principalmente se ha analizado el comportamientos de las
perturbaciones escalares y tensoriales generadas durante inflación, específicamente cuando
estas cruzan el horizonte, esto se ha hecho a partir del cálculo de la evolución del espectro
de potencia primordial escalar y del espectro de potencia primordial tensorial, el cual ambos
tienen información estadística de la amplitud de las perturbaciones respectivas cuando cru-
zan el horizonte.

Los escenarios analizados se distribuyen de la siguiente manera: uno para LFI, doce para
el modelo steplike potential (cuatro por cada parámetro libre siguiente: ⇥step, ⇤ y ⌅), dos
para �-attractor (determinados por el parámetro �) y dos para RGI (determinados por un
parámetro �, el cual no tiene relación con el � del �-attractor).

En cada escenario de los modelos LFI, �-attractor y RGI los espectros de potencia pri-
mordial escalar y tensorial siguen una ley de potencia, PR(k), sigue la ley de potencia escalar
descrita en secciones anteriores. Para el escenario LFI, ns = 0.973, con 0.82 % de error res-
pecto al dato observacional (ns = 0.965), para el modelo �-attractor en ambos escenarios
ns ⇥ 0.96, repesentando un error del 0.52 % respecto al dato observacional y para el modelo
RGI, ns = 0.968 para el escenario con � = 5 (0.31 % de error) y ns = 0.967 para el escenario
con � = 10 (0.21 % de error), de todos los escenario el escenario con � = 10 de modelo RGI

es el que mejor concuerda con las observaciones. En el caso de Pt, sigue la ley de potencia
tensorial, donde para el escenario LFI, nt = ⌅0.007, para el modelo �-attractor, nt = ⌅0.0017
para el escenario con � = 3 y n7 = ⌅0.0032 para el escenario con � = 6 y para el modelo
RGI, nt = ⌅0.0013 para el escenario con � = 5 y ns = ⌅0.0019 para el escenario con � = 10.

En el caso del modelo steplike potential en el cual el potencial presenta un paso, cuyas
características vienen descritas por los parámetros ⇥step, ⇤ y ⌅, ambos espectros de potencia
primordial y r, presentan tres regiones donde el comportamiento de estos es diferente, en la
primera y tercera región, PR sigue la ley de potencia escalar, donde en cada escenario, en la
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primera región ns ⇥ 0.974 (con aproximadamente 0.93 % de error respecto al dato observa-
cional), mientras que en la tercera región, en cada escenario ns ⇥ 0.95 (no tenemos referencia
observacional para comparar en esta región); en estas regiones Pt sigue la ley de potencias
tensorial, en el cual en la primera región en cada escenario nt ⇥ ⌅0.007, mientras que en la
tercera región nt ⇥ ⌅0.013, en estas regiones en los escenarios de ⇥step y ⇤, PR no presenta
diferencias, sin embargo para los escenarios de ⌅, las curvas están desfasadas respecto a las
demás debido a que el paso del potencia cambia de amplitud.

Los efectos del paso en el potencial aparecen en la segunda región, donde debido a este pa-
so, PR presenta oscilaciones que se amortiguan según k crece, este amortiguamiento depende
de los parámetros ⇤ y ⌅, haciéndose más violento cuando ⇤ disminuye o cuando ⌅ aumenta, en
el caso de ⇤ sucede porque el paso se va suavizando cuando ⇤ aumenta, esto provoca que los
efectos del paso se vayan atenuado, mientras que en el caso de ⌅ sucede porque al aumentar ⌅
aumenta la amplitud del paso y por ende aumenta la amplitud de las oscilaciones provocan-
do que se produzcan más oscilaciones, haciendo más lento el amortiguamiento, finalmente el
parámetro ⇥step genera un desplazamiento de las oscilaciones hacia números de onda menores
al aumentarlo, es decir, ⇥step modifica la ubicación donde aparecen estas oscilaciones. En el
caso de Pt el efecto principal que provoca el paso en el potencial es que se genera un paso
decreciente seguido de pequeñas oscilaciones que se amortiguan con el crecimiento de k en
esta región, las características de este paso son determinadas por los parámetros ⇥step, ⇤ y ⌅,
el parámetro ⇥step modifica la posición donde aparece el paso, cuando este aumenta provoca
un desplazamiento del paso hacia números de onda menores; el parámetro ⇤ modifica el ancho
del paso, haciendo el paso más suave cuando este aumenta, provocando que los efectos se
vayan atenuando, ya que para ⇤ = 0.3 las pequeñas oscilaciones son casi imperceptibles en
comparación con los demás escenarios y finalmente el parámetro ⌅ modifica la amplitud del
paso, siendo mayor cuando este aumenta, cuando ⌅ disminuye se van atenuando los efectos
del paso, dado que al tener una amplitud pequeña, el potencial del modelo steplike poten-

tial se va aproximar al potencial del model LFI y por ende el comportamiento de Pt se va
aproximar al de la ley de potencia tensorial. De los tres parámetros, variar ⌅ es el que más
modifica los efectos que aparecen en PR y Pt debido al paso.

En cuanto a r en los modelos LFI, �-attractor y RGI se comporta en base a una ley de
potencias, con potencia positiva, los mismo pasa en la primera y tercera región del modelo
steplike potential, en la segunda región el comportamiento de r es dominado por el compor-
tamiento de PR, dado que varía (por mucho) en un mayor rango que en el que varía Pt y por
ende r presenta oscilaciones que se amortiguan con el crecimiento de k.

5.2. Recomendaciones
Algunas recomendaciones para mejorar este trabajo o para el desarrollo de uno similar

son:

• Explorar otros métodos numéricos para resolver las ecuaciones diferenciales y contrastar
con los empleados en este trabajo, por dos motivos, uno, para medir la eficiencia del
método usado (tiempo de ejecución, calidad de los datos, etc.), dos, para tener un
contraste de los resultados.

• Aumentar el número de datos de k, para mejorar las curvas obtenidas (tomando en
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cuenta que al aumentar este número también aumenta el tiempo de compilación).

• Elegir modelos que se ajusten bastante bien a los datos observacionales en la ventana
de k entre k = 10�4 Mpc�1 a k = 0.1 Mpc�1.

5.3. Trabajo a futuro
Para continuar con esta investigación se plantea los siguientes trabajos.

• Calcular PR y Pt, para otros modelos inflacionarios con características interesantes que
puedan producir distorsiones espectrales importantes en la ventana de k entre k = 1
Mpc�1 y k = 104 Mpc�1 y además, que el espectro de potencia primordial escalar siga
una ley de potencia en la ventana de k entre k = 10�4 Mpc�1 a k = 0.1 Mpc�1.

• Realizar el cálculo de las distorsiones espectrales (µ e y) para el modelo steplike potential,
donde se recomienda usar el mismo espacio de parámetros empleado en esta tesis para
los parámetros ⇥step, ⇤ y ⌅.

• Utilizar PR del modelo step potential (siempre con p = 2/3) con la configuración de
parámetros que mejor se ajuste a los datos observacionales, para la reconstrucción de la
dinámica inflacionaria pero abordado desde la teoría de dispersión inversa.
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