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RESUMEN

La finalidad de este trabajo, es la elaboracion de un documento que sirva de guia
para la ensefianza y utilizacién de la estadistica en las investigaciones que se
realizan en las diversas areas de la Ingenieria Quimica, Ingenieria de Alimentos y

otras; tanto a nivel de pregrado como profesional.

El trabajo recopila una investigacion bibliografica, asi como ejemplos de casos
reales extraidos de trabajos de graduacion realizados previamente por ia Escuela
de ingenieria Quimica de la Universidad de E! Salvador.

Las técnicas estadisticas consideradas en este documento y que son de mayor
aplicacién en las areas afines a la Ingenieria Quimica e Ingenieria de Alimentos.
Son las siguientes: planteamientos y pruebas de hipdtesis, inferencia estadistica,
disefios de experimentos, analisis de regresion y analisis de superficie de

respuesta.

A fin de desarrollar cada uno de los tépicos anteriormente mencionados el trabajo
se estructurd de la siguiente manera: En el capitulo 1, se abarca las generalidades
de la investigacidn y la importancia de estadistica en la investigacion; el capitulo 2,
contiene la descripcion de la variabilidad, considerando temas como: la descripcion
de la variabilidad por. medidas de tendencia central, medidas de dispersion,
medidas de forma y por modelos matematicos (distribucion de probabilidad); el
capitulo 3, trata sobre las muestras aleatorias y distribuciones de muestreo; el
capitulo 4, trata sobre la inferencia estadistica, confeniendo temas como:
estimacion de parametros, pruebas de hipdtesis simples y pruebas no
paramétricas; el capitulo 5, trata sobre andlisis de regresion; el capitulo 6, trata
sobre disefios de experimentos, como: disefios unifactoriales y factoriales; y por
Gltimo el capitulo 7, trata sobre analisis de superficies de respuesta.
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INTRODUCCION

En la actualidad las compiejas interrelaciones industriales del mundo globalizado,
como por ejemplo: Industrias Quimicas, de Alimentos, Agroindustrias, etc. Exigen
que estas sean altamente competitivas para lograr subsistir en el medio. Es decir,
desarrollar proceso eficientes que generen productos de alta calidad. Esto dltimo
implica que los profesionales encargados del analisis de un problema en particular
deben ser capaces de identificar los factores que intervienen en el proceso a
considerar. Logicamente para poder abordar y resolver el problema se debe hacer
una investigacién de las posibles variables o factores involucrados, para identificar
los efectos que estas ocasionaran en el producto final. Con el objeto de conocer el
proceso mediante la relacion existente entre las variables y por ende optimizario.
Para tal fin las empresas deben contar con personal calificado para lograr abordar

y resolver problemas en forma planificada, segura y econémica.

Esta investigacion debe ser disefiada haciendo uso de ciertas herramientas en
apoyo al método cientifico. Tales herramientas la proporciona la estadistica
aplicada a la investigacién, con técnicas tales como: el disefio experimental, ei
andlisis de regresion, andlisis de superficie de respuesta, etc.

la estadistica se han venido desarrollando en la medida en que las
investigaciones mas complejas han ido apareciendo. Desde que se comenzaron a
utilizar en ia Agricultura y Biologia, su uso se ha generalizado en las Ciencias

Fisicas y Sociales; las areas de Ingenieria y la industria en general.

Para que los resultados obtenidos en una investigacidn proporcionen conclusiones
y toma de decisiones objetivas y coﬁﬁables, esta debe broceder de la siguiente
manera: planteamiento del problema e identificacién de las variables (plantear las
hipotesis), planificar y evaluar los efectos de las variables (disefar el
experimento), analizar la interrelacién entre las variables (andlisis de regresién y
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modelaje matematico) y optimizar los valores de las variables (andlisis de

superficie de respuesta).

El papel que la estadistica aplicada ha desempefiado en los procesos de
investigacién y aprendizaje queda espectacularmente demostrado en el desarrollo
de Ia revolucién industrial, en cuanto a calidad y productividad.

Las diversas areas de la Ingenieria Quimica e Ingenieria de Alimentos no son la
excepcion de este desarrollo; y por lo tanto no pueden dejar de verse involucradas
en la realizacién de investigaciones cientificas y tecnologicas, que demandan
tanto de estudiantes como de profesionales, la necesidad de presentar resultados
que se apeguen a [a realidad del fenémeno investigado.

La Escuela de Ingenieria Quimica de la Universidad de El Salvador ante Ia
necesidad de que los profesionales de Ingenieria Quimica y Alimentos posean las
herramientas estadisticas necesarias para realizar investigaciones de una manera
sistematica y objetiva, propone el presente trabajo de graduacion con el fin de que
sirva de guia tanto para la ensefianza de estas técnicas a estudiantes, asi como a

profesionales a la hora de realizar una investigacién.
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CAPITULO 1
GENERALIDADES DE LA INVESTIGACION Y LA IMPORTANCIA DE LA
ESTADISTICA.

En las areas de Ingenieria Quimica e Ingenieria de Alimentos se realizan
investigaciones con mucha regufaridad a nivel de pregrado, trabajos de
graduacidn y en el ambito profesional. Para realizarlas a cabalidad es necesario
que el experimentador tenga adiestramiento, conocimiento y conciencia de la
importancia de la formulacion de hipétesis, disefios de experimentos, método
cientifico y métodos estadisticos aplicados. No ignorando la'aportacién que da el
conocimiento y fundamento sobre el tema investigado.

Para que en una investigacion se establezcan relaciones entre hechos y explicar
por que se producen es necesario que contenga planteamientos de hipdtesis
sobre el fenémeno de interés. Para que sea pianificada correctamente, es
necesario que se realice el disefio de la investigacién. Segun las caracteristicas
que se presenten en las variables independientes ¢ causas, podemos aseguramos
si los disefios a realizarse son experimentales o no experimentales.

Cuando se realiza una investigacion se sigue una secuencia de pasos logicos de
hechos observados, y para volveria objetiva y cristalina, es necesario cumplir con
cada una de las etapas de la metodologia cientifica.

Finalmente para que las investigaciones se realicen en forma exitosa, ordenada, y
planificada deben ser sustentadas por aplicacion correcta de técnicas estadisticas,
con lo gque se logra disminuir el error experimental y la desviacion de la
investigacion de la realidad. A continuacién se procede a profundizar en este

tema.
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1.1 HIPOTESIS DE INVESTIGACION.
1.1.1 QUE SON LAS HIPOTESIS.

La hipétesis es una proposicién que nos permite establecer relaciones entre
hechos. Su valor reside en la c¢apacidad para establecer dichas relaciones y

explicar por que se producen.

Las hipétesis indican lo que estamos buscando o tratando de probar y pueden
definirse como explicaciones tentativas del fenémeno investigado, formuladas a

manera de proposiciones.

Las hipétesis no necesariamente son verdaderas; pueden o no serlo, pueden o no
comprobarse con hechos. Son explicaciones tentativas, no los hechos en si. Al
formularlas, el investigador no puede asegurar que vayan a comprobarse.

Dentro de la investigacién cientifica, las hipotesis son proposiciones tentativas
acerca de las relaciones entre dos 0 mas variables y se apoyan en conocimientos

organizados y sistematizados.

Las hipétesis pueden ser mas o menos generales o precisas, e involucrar dos o
maés variables, pero en cualquier caso son proposiciones sujetas a comprobacion
empirica y a verificacién real por medio de resultados. Es decir, comprobar la
teoria de |a teoria de entrada o sobre la cual se han formulado las hipdtesis y con
esto, llegar a la teoria final 0 un nuevo conocimiento, producto de la investigacion.
En la Figura 1.1 se muestra en forma esquematizado toda la metodologia del

proceso investigativo.
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Indicadores Generalizacion
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Teoria

Figura 1.1. Metodologia del proceso investigativo.
1.1.2 IMPORTANCIA DEL PLANTEAMIENTOQ DE HIPOTESIS

La importancia de las hipétesis se deriva del nexo entre la teoria y la realidad
empirica del sistema formalizado y la investigacién. Son instrumentos de trabajo
de la teoria y de la investigacion en cuanto que introducen coordinacion en el
analisis y orientan a la eleccion de los datos; en este aspecto puede afirmarse que
fa hipbtesis contribuye al desarrolio de la ciencia, asi como la labor investigativa.

La hipdtesis sirve para orientar y delimitar una investigaciéon, dandole una

. direccién definida a la busqueda de la solucidn de un problema.

1.1.3 REQUISITOS DE LAS HIPOTESIS

Pueden formularse hipétesis a diestra y siniestra, siempre y cuando sirvan de
cimientos a la investigacion, de lo contrario se corre el peligro de que la
investigacion se derrumbe.

Por tal razén las hipétesis deben:

» Referirse a una situacion real
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» Establecer las variables a estudiar, es decir, especificar las variables y
fijarles limites; de manera que sean comprensibles, precisas y io mas
concretas posible.

s Establecer relaciones entre variables, las cuales deben ser claras y
verosimiles (Idgicas); es decir, la hipétesis debe ser especifica de tal
manera que sirva de base a inferencias que nos ayuden a decidir si
explica o no los fendmenos observados. Se requiere que las hipotesis
establezcan relaciones cuantitativas entre variables.

« Mantener la consistencia entre hechos e hipdtesis, en la cual los
términos de la hipétesis y la reiaciones planteadas entre eilos deben ser
observables y medibles; ya que estos se cimientan, al menos en parte,
sobre hechos ya conocidos en el campo de estudio. Por lo tanto, las
hipétesis no deben establecer implicaciones contradictorias o
inconsistentes con lo ya verificado en forma objetiva. Debe establecerse
un todo arménico entre hipoétesis y hechos.

» Las hipétesis deben estar relacionadas con técnicas disponibles para
probarlas. Este requisito esta estrechamente relacionado con el anterior
y se refiere a que al formuiar una hipétesis, tenemos que analizar si

existen técnicas o herramientas de investigacién para poder vertficarla.

1.1.4 COMO SURGEN LAS HIPOTESIS

Es natural que las hipétesis surjan del planteamiento del problema; es decir,
provienen de Ia revisién misma de la teoria. Nuestras hipotesis pueden surgir del
postulado de una tecria, del analisis de ésta, de generalizaciones empiricas
pertinentes a nuestro problema de investigdcién y de estudios revisados o

antecedentes consultados.

Existe pues, una relacién muy estrecha entre el planteamiento del problema, la
revisién de la literatura (teoria) y las hipétesis. La revisidn inicial de la literatura
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hecha para familiarizarnos con el problema de estudio nos lleva a plantearla,
después revisamos la literatura y afinamos o precisamos el planteamiento, del cual
derivamos la hipotesis. Al formular las hipétesis volvemos a evaluar nuestro

planteamiento del problema.

1.1.5 CLASIFICACION DE LAS HIPOTESIS

Existen diversas formas de clasificar las hipdtesis, para nuestro caso se van a
clasificar de la manera siguiente:
- hipotesis de investigacion,

b..  hipdtesis nulas,
c. hipotesis alternativas. e
d.  hipotesis estadisticas.

En este trabajo se dara mayor importancia de estudio a las hipdtesis de

investigacion, hipotesis nulas e hipotesis estadisticas.

1.1.5.1 Hipotesis de Investigacion

Son proposiciones tentativas acerca de las posibles relaciones entre dos o mas
variables y que cumplan con los requisitos mencionados en 1.1.3. Se les suele
simbolizar como Hi o Hy, Ha, Ha, etc. (si son varias hipdtesis) y también se les

denomina hipétesis de trabajo. A su vez, las hipétesis de investigacién pueden ser:

a. Hipétesis descriptivas del valor de las variables que se va observar en un
contexto o0 en la manifestacion de otra variable.
Las hipétesis de este tipo se utilizan a veces en estudios descriptivos. Pero
cabe mencionar que no en todas las investigaciones descriptivas se formulan
hipdtesis o que estas son afirmaciones generales. Algunos investigadores
consideran estas hipotesis como afirmaciones univariadas, argumentando



que no relacionan variables. Mas que relacionar variables, se esta planteando

como se va a manifestar una variable en una constante.

Ejemplo 1.1

Hi: En el inviemno la humedad relativa presente en el aire es alta, razén por la
cual los secadores de charolas por lotes son menos eficiente que en el
verano, donde la humedad relativa disminuye.

Hipdtesis correlacionales

Especifican las relaciones entre dos o més variables. Corresponden a los
estudios de correlaciones y pueden establecer la asociacion entre dos
variables. Por ejemplo: “/a eficiencia del secador de charolas por lotes esta
relacionada con el gradiente de humedad entre el aire de entrada y la

sustancia que se pretende secar’.

Sin embargo, las hipdtesis correlacionales no sélo pueden establecer que dos
0 mas variables se encuentran asociadas, sino cémo estan asociadas.

Alcanzan el nivel predictivo y parcialmente explicativo.

Ejemplo 1.2

Hi: A mayor humedad relativa en el aire, mayor sera el tiempo de secado por
lotes en un secador de charolas; puesto que, a mayor cantidad de agua en el
aire de entrada seré menor el gradiente de humedad con respecto a la

sustancia que se desea secar.

En esta caso las variables estan interrelacionadas de modo que ambas
variables son independiente y dependiente a la ves. No importando donde se
coloque las variables, si como independiente o dependiente, el resultados

sera el mismo.
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Por otra parte, es comun que cuando en la investigacion se pretende
correlacionar varias variables se tengan diversas hipdtesis, y cada una de

ellas relacione un par de variables.

Ejemplo 1.3

Hy: A mayor humedad en el aire, mayor calor (energia) en el medio.

Hz: A mayor humedad en el aire, mayor cantidad de agua evaporada del
medio.

Hs: A mayor agua evaporada, mayor movimiento convectivo.

Hs: Mayor movimiento convectivo, disminucién de la presién.

Hs: Menor presion, mayor humedad relativa.

Hipotesis de la diferencia entre grupos
Estas hipdtesis se formulan en investigaciones cuyo fin es hacer una
comparacion, como se muestra en el gjemplo 1.4.

Ejemplo 1.4
La Saccharomyces cereviciae produce mayor cantidad de alcohol que la

Saccharomyces uvarum, considerando las mismas condiciones, como:

cantidad de nutrientes/bacterias, sustrato, temperatura, presion atmosféricay

tiempo de fermentacién.

Hipotesis que establecen relaciones de causalidad

Este tipo de hipdtesis no solamente afirman las relaciones entre dos ¢ mas
variables y como se dan dichas relaciones, sino que ademas proponen un
sentido de entendimiento de ellas. Este sentido puede ser mas o menos
completo dependiendo del nimero de variables que se incluyan, pero todas
estas hipdtesis establecen relaciones de causa-efecto. Para poder establecer
causalidad antes debe haberse demostrado correlacién, pero ademas la
causa debe ocurrir antes que el efecto.
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Las hipotesis correlacionales pueden simbolizarse de la siguiente manera:
X—Y

Las hipdtesis causales pueden simbolizarse como se muestra en la Figura

1.2.

causa

X > Y

Una variable Otra variable

Figura. 1.2. Relacion entre variables en las hipdtesis casuales.

Los cambios en la causa deben provocar cambios en el efecto, como se

muestra en el ejemplo 1.5.

Ejemplo 1.5

En un reactor de mezcla completa ideal, el tiempo espacial en que los
reactantes estén en contacto en el reactor (CAUSA) definira el grado de
conversién (EFECTO).

Las hipdtesis causales pueden ser:

a. Hipdtesis causales bivariadas. En estas hipdtesis se plantea una
relacién entre una variable independiente y una variable dependiente.

b. Hipdtesis causales multivariadas. Plantean una relacién entre varias
variables independientes y una variable dependiente, o una variable
independiente y varias variables dependientes, o varias variables

independientes y varias variables dependientes.
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Las hipotesis multivariadas pueden plantear otro tipo de relaciones
causales, en donde ciertas variables intervienen modificando la relacion

(hipotesis con presencia de variables intervinientes).

Al habiar de hipdtesis, a las supuestas causas se les conoce como
variables independientes y a los efectos como variables dependientes.
Solamente se puede hablar de variables independientes y dependientes
cuando se formulan hipétesis causales o hipétesis de la diferencia de
grupos, siempre y cuando en estas Gltimas se explique cual es la causa

de la diferencia hipotizada.
1.1.5.2 Hipdtesis Nulas

Las hipdtesis nulas, en cierto modo son el inverso de las hipdtesis de
investigacion. También constituyen proposiciones acerca de la relacién entre
variables; solo que sirven para refutar o negar lo que afirma la hipotesis de
investigacion. Las hipotesis nulas se simbolizan por medio de: Ho

1.1.5.3 Hipétesis Estadisticas

Las hipotesis estadisticas son la transformacion de las hipétesis de investigacion y
alternativas en simbolos estadisticos. Se pueden formular solo cuando los datos
del estudio que se van a recolectar y analizar para probar o rechazar las hipdtesis
que son cuantitativas (nimeros, porcentajes, promedios). Es decir, el investigador
traduce su hipétesis de investigacion y sus hipdtesis nulas ( y cuando se formulan
hipétesis alternativas, también estas) en términos estadisticos. Basicamente hay
tres tipos de hipétesis estadisticas que corresponden a las clasificaciones de las
hipdtesis de investigacion y nula: de estimacion, de correlacion y de diferencias de

medias.
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a. Hipotesis estadistica de estimacion.

Corresponden a las que, el hablar de hipétesis de investigacion, fueron
denominadas “hipotesis descriptivas de una variable que se va a observar en un
contexto”. Sirven para evaluar la suposicién de un investigador respecto al vaior
de alguna caracteristica de una muestra dentro de la poblacién o fenémeno de

estudio.
b. Hipdtesis estadistica de correlacién.

Estas hipétesis tienen por objeto traducir en términos estadisticos una correlacion
entre dos 0 mas variables. El simbolo de una correlacion entre dos variables es “/

(minlscula) y entre méas de dos variables “R* (maytscula).

c. Hipdtesis estadistica de la diferencia de medias u otros valores.
En estas hipotesis se compara una estadistica entre dos grupos.

1.2 DISENO DE INVESTIGACION

Es la planificacion cofrecta de un experimento con la finalidad de obtener la
maxima informacién a través de datos tomados del mismo y que permitan un
analisis objetivo que conduzca a deducciones validas con respecto al problema

planteado.

El término disefio se refiere al plan o estrategia concebida para responder a las
preguntas de la investigacidn. El disefio sefiala al investigador lo que debe hacer
para alcanzar sus objetivos de estudio, contestar las interrogantes que se ha
planteado y analizar la certeza de las hipétesis formuladas; tal como se ilustra el

ejemplo 1.6.
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Eiemplo 1.6

Si la pregunta de investigacion fuera: ¢El tiempo de secado dépende de la
humedad relativa: por qué si y por qué no? y la hipétesis: “A mayor contenido de
humedad en el aire, mayor tiempo de secado’.

Si el disefio esta bien planteado, el producto final del estudio (sus resultados)
tendra mayores posibilidades de ser valido. No es lo mismo seleccionar un tipo de
disefio que otro: cada uno tiene sus caracteristicas propias. La precision de la

informacién obtenida puede variar segln el disefio o |a estrategia seguida.

L os disefios de investigacién se clasifican en:
a. Investigacion Experimental.
b. Investigacion no Experimental.

Los disefios experimentales de investigacion se dividen en:
a. Preexperimentos,
b. Experimentos ‘puros” (verdaderos), y
c. Cuasiexperimentos.

Los disefios no experimentales de investigacion se dividen en:
a. Transeccionales o transversales, y

b. Longitudinales.
121 DISENOS EXPERIMENTALES DE INVESTIGACION.

Son los que se realizan cuando el experimentador requiere de la manipulacion
intencional o deliberada de las variables independientes (causas) para analizar

sus posibles efectos (como son afectadas las variables dependientes).
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1.2.1.1 Experimento

Es un proceso que permite comprobar o denegar mediante la practica algin
hecho. Este hecho constituye la hipdtesis que el experimentador desea probar. Se
caracteriza porque a través de &l se observa unicamente los efectos y es de
aplicacion inmediata, ya sea para el experimentador o a la poblacién a quien

vayan dirigidos los resultados.

El término “experimento” puede tener al menos dos acepciones, una general y otra
particular. La general se refiere a “tomar una accién” y después observar las
consecuencias. Este uso del término es bastante coloquial; asi hablamos de
“experiméntar” cuando mezclamos sustancias quimicas y vemos la reaccion de
este hecho. La esencia de este concepto de “experimento” es que requiere la
manipulacién intencional de una accidén para analizar sus posibles efectos.

La acepcién particular, mas arménica con un sentido cientifico del término, se
refiere a “un estudio de investigacion en el que se manipulan deliberadamenie una
o mas variables independientes (supuestas causas) para analizar las
consecuencias que la manipulacion tiene sobré una o mas variables dependientes
(supuestos efectos), dentro de una situacion de control para el investigador”.

Si toma la acepcién general del término “experimento”, los preexperimentos, los
experimentos “verdaderos” y los cuasiexperimentos podrian considerarse
experimentos, ya que toman una acciéon y miden sus efectos. En cambio, si
tomamos la segunda acepcién (que hemos llamado “particular”), solo los
experimentos “puros” serian “experimentos” y ambos conceptos se considerarian

equiparables.

Los experimentos pueden ser:
a. Deterministicos, y
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b. Aleaton"os.

Experimentos deterministicos: Es aquel cuyo resultado no esta sujeto a
variaciones no controlables por el experimentador, ejemplo: Experimentos en el
area de matematicas, fisicas y quimica.

Experimentos aleatorios: Es aquel cuyos resultados si estén sujetos a variaciones
no controladas, ejemplo: Los experimentos bioldgicos. Los experimentos
aleatorios se clasifican segin el nimero de factores que se estudien
simultaneamente, asi sé tienen: .

a. Experimentos simples o de factor tnico, y

b. Experimentos complejos o experimentos factoriales.

Experimentos simples: Son aquellos en los cuales la estructura de entrada esta
compuesta por un solo factor, el cual puede ser:

a. Cualitativo, y

b. Cuantitativo.

Experimentos complejos: Los experimentos complejos o factoriales son utilizados
para estudiar simultdneamente dos o mas factores. En este tipo de experimentos,
los tratamientos estan constituidos por las.combinaciones posibles de los niveles o
modalidades de los factores en estudio. Cuando el nimero de factores en estudio
es de dos se llama experimento bifactorial; cuando son tres, trifactorial; y cuando
son ‘cuatro o maés, multifactorial. Por ejemplo, al comparar los métodos de
extraccion de acido acético, por: extraccion liquido — liquido o por destilacién
fraccionada, las variables son: los métodos de extraccion, la concentracion final, la
calidad final, la capacidad de proceso y el costo de produccién por unidad fijada.
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1.2.2 DISENOS NO EXPERIMENTALES DE INVESTIGACION.

Es la investigacion que se realiza sin manipular deliberadamente una o mas
variables independientes. Lo que hace en la investigacion no experimental es
observar el fenémeno tal y como se dan en su contexto natural, para después
analizarlo. La investigacién no experimental o ex post-facto es cualquier
investigacién en la que resulta imposible manipular variables o asignar

aleatoriamente el material experimental o las condiciones.

Las caracteristicas que debe tener una investigacion no experimental, son:

1.  No existe manipulacién deliberada de las variables. Se trata de
investigaciones donde no se hace variar intencionalmente o
deliberadamente las variables independientes (supuestas causas). No hay
asignacion al azar del material experimental: en el estudio no experimental
el material de experimentacitn o factor ya pertenecia a un bloque o grupo
determinado de la variable independiente por autoseleccion.

2. No existe construccion alguna de la unidad experimental situacion: en la
investigacion no experimental se observaran situaciones ya existentes, no

provocadas intencionalmente por el investigador

1. Es una investigacién sistemética y emplrica: Dado que las variables
independientes no se manipulan porque ya han sucedido (solo se observan
las consecuencias de las posibles causas). Las influencias sobre las
relaciones entre variables se realizan sin intervencién o influencia directa y
dichas relaciones se observan tal y como se han dado en su contexto

natural.
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Ejempio 1.7

"L a contaminacion del agua generada por la cantidad de aceite quemado producto
de la actividad automotriz en la ciudad de San Salvador”, dependera de la
cantidad de automotores, del mantenimiento de las unidades, del tratamiento y
reciclaje del aceite, y de la disposicion final del mismo. Pero el investigador que
pretende evaluar la contaminacién no tiene a su alcance manejar todas estas
variables; por la cual no tiene control de las variables causales de la
contaminacion y se limita, nada mas, a medir los efectos que estas producen en el

agua.

Un ejemplo cientifico para ilustrar la diferencia entre un experimento y un no

experimento serian los siguientes casos:

Experimento 1 Exponer una caja de cartén a la humedad, utilizando la
camara de humedad (condiciones controladas), para luego

ver la influencia en el carton.

No experimental 1 Exponer la caja a la humedad ambiental o intemperie
(condiciones no controladas).

Experimento 2 En los procesos de fermentacion industrial se controlan
variables como: azucares fermentables, concentracion de

inoculo, madurez del inoculo, pH, temperatura y nutrientes.

No experimental 2 En forma artesanal se obtiene el producto, sin manipular
ninguna de los factores que pueden afectar el proceso de

fermentacion. .

Experimento 3 El secado de café por medio de secadores continuos de

reflujo con reciclo, por medio de aire caliente.

No experimental 3 Secarlos en patios a exposicidn a luz solar, que dependera

de las condiciones ambientales del momento.
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Los disefios no experimentales se clasifican por su dimensién temporal o el

nimero de momentos o puntos en el tiempo en los cuales se recolectan datos, en:

a. Transversal o transeccional. Las investigaciones se centra en analizar cual
es el nivel o estado de una o diversas variables en un momento dado, o
bien en cuél es la relacion entre un conjunto de variabies en un punto en el

tiempo.

b. Longitudinal. Las investigaciones se centran en estudiar cdmo evolucionan

o cambian una o mas variables, o las relaciones entre ellas.

1.2.2.1 Investigacion Transeccional o Transversal

Los disefios de investigacion transeccional o transversal recolectan datos en un

solo momento (puntuales), en un tiempo Gnico. Su propodsito es describir variables,
y analizar su incidencia e interrelacion en un momento dado. Es como tomar una
fotografia de algo que sucede. Pueden abarcar varios objetos o indicadores. Por
ejemplo, estudiar el flujo de agua, demanda bioquimica de oxigeno (DBO),
cantidad de sélidos solubles, y solidos totales disueltos; etc., a las 12.00 M en un
dia cualquiera, asumiendo que es hora pico. Con la primicia de que es la hora de
mayor gasto de agua en las diferentes actividades de una ciudad y con el
propésito de calcular todas la variables mencionadas, y tomar en cuenta el disefio
de una planta de tratamiento en un futuro inmediato, considerando todas las
previsiones de seguridad, como lo es el tanque de distribucién (funcién de manejar
el flujo requerido o alimentar a la planta de tratamiento de agua).

A su vez, los disefios transeccionales pueden dividirse en dos tipos:

a. Disefios transeccionales descriptivos: Tienen por objeto indagar la
incidencia y los valores en que se manifiestan una o mas variables, y

proporcionar su descripcion en un tiempo unico.
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b. Disefios transeccionales correlacidnales: Estos disefios describen
relaciones entre dos 0 mas variables. Se trata también de descripciones,
pero no de variables individuales sino de sus relaciones, sean éstas
puramente correlaciénales o relaciones causales. En estos disefios lo que
se mide es la relacién entre variables en un tiempo determinado. Por lo
tanto, los disefios correlacionales/causales pueden limitarse a establecer
relaciones entre variables sin precisar sentido de causalidad, o pueden

pretender analizar relaciones de causalidad.

1222 Investigacion longitudinal

En ocasiones el interés del investigador es analizar cambios a través del tiempo
en determinadas variables o en las relaciones entre éstas, para cual se recolectan
datos a través del tiempo en puntos o periodos especificados para hacer
inferencias respecto al cambio, sus determinantes y consecuencias. Siguiendo el
ejemplo anterior, un investigador busca analizar la cantidad (flujo) de agua, la
demanda bioquimica de oxigeno (DBO), la demanda quimica de oxigeno (DQO),
los solidos totales, y los sélidos disueltos de las aguas negras de San Salvador
todos los dias a las 12.0 m (porque se tomaran muestra a través de un afo
(asumiendo esta como hora pico). En el ejemplo 1.7 se tenia una medida puntual.
Para este caso es una medida puntual pero mas sistematizada, ya que los flujo no
se pueden suponer constantes dado que se tienen dos épocas en el ano (seca e
invierno), ademas las actividades en la semana son diferentes (dias de laborales y
fines de semana). Esta investigacion longitudinal se realiza de manera descrita
anteriormente con el objetivo de obtener datos mas apegados a la realidad y con
ello disefiar con mayor éxito, seguridad y confiabilidad ef tanque de distribucién o
retencion que alimentara el flujo de aguas residuales a la planta de tratamiento; y

con lo cual se minimiza la contaminacién del rio y sus efluentes. A su vez los



*

L
i 3

disefios longitudinales suelen dividirse en tres tipos, estos son:

a. Disefios longitudinales de tendencia. Los disefios de tendencia o trend son
aquellos que analizan cambios a través del tiempo (en variables o sus
relaciones), dentro de alguna poblacion de interés en general. Su
caracteristica distintiva es que la atencién se centra en una poblacién de
interés, como por ejemplo: En un ingenio azucarero, como evoluciona en el
tiempo de zafra el rendimiento de toneladas de cafia molida/libras de

azucar producida.

b. Disefios longitudinales de evolucién de grupos. Examinan cambios en
subpoblaciones o grupos especificos, como por ejemplo: La investigacion
sobre la contaminacion del rio Aselguashte de la ciudad de San Salvador,
como contaminacién por basura comun,. orgénica (biodegradable o no
biodegradable), liquidos quimicos, ferrosos y sélidos en general, observar
como evoluciona en el transcurso de cinco afios, tomando muestras al

azar cada tres meses en puntos diferentes del rio.

c. Disefios longitudinales panel. Los disefios panel son similares a las dos
clases de disefios vistos anteriormente, sélo que la misma unidad de
elementos es medido en todos los tiempos o momentos, como por
ejemplo: La investigacién anterior descrita con la variante que se tomaran

muestras al azar cada tres meses en los mismos puntos del rio.

1.2.3 CARACTERISTICAS DE LA INVESTIGACION NO EXPERIMENTAL EN
COMPARACION CON LA INVESTIGACION EXPERIMENTAL

Tanto la investigacion experimental como la no experimental son herramientas
muy valiosas de que dispone la ciencia y ningln tipo es mejor que el otro. El
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disefio a seleccionar en una investigacion depende méas bien del problema a
resolver y el contexto que rodea al estudio. Desde luego, ambos tipos de

investigacidn poseen caracteristicas propias que es necesario resaltar.

En lo que respecta a la posibilidad de replica, los disefios experimentales se
pueden replicar mas facilmente, con o sin variaciones. Pueden replicarse en

cualquier lugar siguiendo el mismo procedimiento.

En los experimentos (sobre todo en los laboratorios) las variables independientes
pocas veces tienen tanta fuerza como en la realidad. En cambio, en la
investigacion no experimental estamos mas cerca de las variables hipotetizadas

como ‘reales” y consecuentemente tenemos mayor validez externa.

En resumen, ambas clases de investigacion: experimental y no experimental, se
utilizan para el avance del conocimiento y en ocasiones resulta mas apropiado un
tipo u otro dependiendo del problema de investigacion a que nos enfrentamos. A
continuacién un Tabla 1.1. se presenta un resumen de las caracteristicas para
realizar una eleccion apropiada entre ambas tipos de investigaciones.
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Tabla 1.1. Resumen para una eleccién de investigacion experimental y no experimental apropiada.

ESTUDIO HIPOTESIS DISENO
Exploraterio - No se establecen, lo que se | - Transcccional descriptivo
puede formuiar son - Preexperimetal.
conjeturas iniciales.
Descriptivo - Descriptiva - Transeccional descriptivo
- Preexpciimental
Correlacional -Diferencias de grupos sin - Cuasiexperimental —
atribuir causalidad - Tianseccional correlacional

- Longitudinal (no expelimental)

- Carrelacional - Cuasiexperimeltal.
- Transeccional correlaciona,
- Longitudinal (no experimental)

Explicativo - Diferencia de grupos - Experimental

atribuyendo - Cuasiexperimental, longitudinal y
traanseccional causal (cuando hay bases
para inferir causalidad, un minimo de contral
y analisis estadisticos apropiados para
analizar relaciones causales)

Experimental

Cuasiexperimental, longitudinal y transeccional
causal (cuando hay bases para inferir
causalidad, un minimo de control y analisis

- Causales

estadisticos apropiados relaciones causales)

1.3 EL METODO CIENTIFICO

La ciencia y la epistemologia nos ponen de manifiesto el método cientifico, hasta
no poder hablar de investigacién sin tener que hablar de método cientifico.
Podemos decir que entre la investigacion cientifica y el conocimiento cientifico
encontramos el meétodo cientifico, que es el que nos asegura el primero y el

segundo.

El método cientifico es un procedimiento para descubrir las condiciones en que se
presentan sucesos especificos, caracterizados generalmente por ser tentativo,
verificable, de razonamiento riguroso y observacién empirica. Tal como se

muestra en la Figura 1.3.
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E! método cientifico no es otra cosa que la aplicacion de la [6gica a las realidades
0 hechos observados. Nos lleva a eliminar el plano subjetivo en la interpretacion
de la realidad, permitiéndonos la objetividad del proceso investigativo.

CONOCIMIENTO CIENTIFICO

I. METODO

CIENTIFICO \

INVESTIGACION CIENTIFICA

Figura 1.3. Relacién entre el conocimiento cientifico. e investigacién cientifica.

Little y Jackson establecen que el experimento es un instrumento de investigacion
utilizado para descubrir algo desconocido o para probar un principio o una
hipétesis; es un paso importante del método cientifico y las preguntas que este
aspira a contestar seran fundamentales para el apoyo o rechazo de una hipétesis.
De manera que toda investigacién cientifica debe llevarnos a la blsqueda

sistematica de algo nuevo.

La caracteristica esencial del método cientifico es que pueden formularse
hipétesis y comprobarse mediante una investigaciéon, partiendo de una

observacion critica.

1.5 IMPORTANCIA DE LA ESTADISTICA EN EL CAMPO DE LA INVESTIGACION
EN INGENIERIA QUIMICA E INGENIERIA DE ALIMENTOS

La importancia de la estadistica aplicada en las areas de Ingenieria Quimica e
Ingenieria de Alimentos es que puede incrementar grandemente la eficiencia de
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las investigaciones y, a menudo reforzar las conclusiones obtenidas. En toda
investigacion es necesario aplicar un conjunto de conocimientos y disciplinas del
tipo fisicoquimico aplicado con el fin de encontrar respuestas correctas a un

problema especifico.

La estadistica aplicada puede ser considerarse un arte por permitir el uso de un
conjunto de artificios necesarios para la recoleccion de informacién, y las cuales
son ajustados en lo posible a la realidad, para permitir de esa forma, reducir al
méximo todas las fuentes de error, se considera como una ciencia por la
aplicaciéon: del método cientifico, las matematicas, principios y leyes de las
probabilidades.

El propédsito de los métodos estadisticos aplicados a las investigaciones en los
procesos quimicos, agroindustriales y alimenticios, es hacerlas lo mas objetivas,
confiables y eficientes posible. Aliviando tres fuentes de dificultades mas
generales a lo que se enfrenta el investigador, estas son:

1. Error experimental (ruido): La variacidn producida por factores
distorcionantes, tanto conocido como desconocidos.

2. Confusién entre correlacién y causalidad: Diferenciar las relaciones entre
variables (correlacién) y la causa que ocasiona las variaciones en el
fendmeno.

3. Complejidad de los efectos: La capacidad de analizar simultaneamente los
efectos ocurridos en la investigacion por varias causas.

Aliviando con estas tres fuentes de dificultades, daran resultados mas objetivo,
confiables, seguros, eficientes y seran mas apegados a la realidad; ademas de
garantizar la calidad la validez interna y externa de las investigaciones en las
areas de Ingenieria Quimica e Ingenieria de Alimentos.
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CAPITULO 2
DESCRIPCION DE LA VARIABILIDAD

2.1 DESCRIPCION DE UNA POBLACION

Una Foblacion: es un conjunto completo de mediciones fd observaciones de

interés que son objeto de estudio y sobre las que se desea obtener ciertas

conclusiones. Generalmente las poblaciones se pueden clasificar segan:

a. El tipo de elementos de la poblacién:

a.1

az

Poblacion con existencia fisica real: en estas poblaciones los
elementos tienen existencia fisica real previa a la realizacién del
estudio. Como ejemplo de estas poblaciones se tienen: se realiza un
andlisis para determinar la cantidad de sacarosa contenida en la cafa
de azlcar en un camidn para la produccién de azicar, la poblacién la
constituye la cafia contenida en el camion o en los camiones.

Poblaciones abstractas: en estas poblaciones los elementos de la
misma se determina mediante la realizacién de un determinado
proceso que se denomina expenmento aleatorio (prueba o corrida
experimental). Como ejemplo de estas poblaciones se tienen: en el
practica laboratorio de transferencia de masa para evaluar el
coeficiente de difusidn de liquidos y gases, se cuenta con aparatos
para realizar las evaluaciones del coeficiente de difusién. Entonces,
la poblacion la constituyen todas las mediciones posibles hechas
para evaluar el coeficiente de difusién de un solvente liquido en un

medio gaseoso.
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b El numero de elementos de la poblacién:

b.1

b.2

Poblaciones infinitas: son las que comprenden un ndmero
infinitamente grande de unidades elementales. Como ejemplo puede
mencionarse: la cantidad de levadura residual (Scharomyces

Cereviciea) que interviene en el proceso de cerveza en una industria

cervecera.
Poblaciones finitas: es aquella que tiene un nimero limitado o finito
de unidades elementales. Como ejemplo puede mencionarse: el
nimero de mediciones de temperatura y humedad en un proceso

industrial de secado.

2.2 DESCRIPCION DE VARIABLE

Una variable se caracteriza por el hecho que puede tomar diferentes valores.
Generalmente se simbolizan con las ultimas letras del alfabeto X, Y, Z, ect. Sila

variable toma un solo valor, se llama constante. Las variables se clasifican en:

» Variable continua: es una variable que tedricamente puede tomar

cualquier valor entre dos valores enteros. Como por gjemplo: el cambio

de presion, temperatura en una reaccion quimica en estado gaseosa en

un reactor quimico.
s Variable discretas o atributos: es una variable que toma solamente

valores especificos. Como por ejemplo: la cantidad de csjas de

cervezas, bolsas de cementos, sacos de azticar, ect.

2.2.1 VARIABLES ALEATORIAS

Una variable aleatoria se le llama a una funcién que asigna un nimero real a cada

uno de los elementos de un espacio muestral S. Y se representa por medio de la

letra x.



2.3 DESCRIPCION DE UN PARAMETRO

Un parametro: es cualquier caracteristica de una poblacidon que sea medible.
Como ejemplo se tiene: se desea monitorear con cuanto alcohol, pH, glucosa
residual, sdlidos disueltos, ect., se esta produciendo cerveza en una industria

cervecera.

2.4 DESCRIPCION DE UN ESTADISCO

Un estadistico o estadigrafo: es una medida resultante del anélisis de una
muestra. Como por ejemplo; retomando el ejemplo anterior, el contenido de
alcohol, pH, glucosa residual, sélidos totales disueltos promedios en la cerveza
producida a partir de las muestras.

Para visualizar la diferencia entre un parametro y un estadistico se puede apoyar
del cuadro resumen de la Tabla 2.1 (Box. Et al, 1989), tomando para la definicidn

de la media muestral y poblacional.

TABLA 2.1. Resumen para diferenciar la media aritmética entre una poblacion infinita y una
muestra,

Poblacién Muestra

Conjunto muy grande de N observaciones de la | Pequefio grupo de observaciones dispanibles.
gue podemos imaginar que proviene la muestra

Parametro Estadistico

/ _ -
Media de la poblacién: u = Z;ZV Promedio muestral: X = Zr’;
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2.5 VARIABILIDAD EN LAS POBLACIONES Y CARACTERISTICAS
ALEATORIAS

2.5.1 DESCRIPCION

El concepto de variable aleatoria a una poblacién, significa que es una

. caracteristica expresable numéricamente cuyo valor se desvia de un elemento a

otro de la misma. La variabilidad de una variable aleatoria determinada puede
expresarse:

a. Gréficamente

b. Numéricamente

c. Como forma sintética a un tipo de Modelo Matematico.

2.6 DESCRIPCION GRAFICA DE LA VARIABILIDAD

En forma general se trata de la presentacién grafica de Ios- datos de una serie
estadistica o descripcién grafica de los mismos. En la actualidad se trata de dar el
conocimiento en forma simplificada a través de pequefios volimenes, donde se
resume [o que se quiere dar a conocer. Los colaboradores de empresas presentan
la informacion de tal manera que la cabeza de la empresa tenga una vision rapida
de lo que esta ocurriendo en la misma, en cuanto a procesos y estados
financieros. Asi vemos como la informacion estadistica que se les pasa va
acompanada de graficas que informan en forma sintética, clara y practica el

comportamiento del fendmeno que desean se tenga conocimiento.

La importancia de las representaciones graficas de los cuadros, datos obtenidos y
resuitados estadisticos consiste en asimilar rapidamente y sin mucho esfuerzo ias
principales caracteristicas de las series estadisticas. Decimos principalmente

caracteristicas porque para un examen exhaustivo del fendémeno que se quiere



conocer, se necesita de un analisis numérico de los resultados del fendmeno de

interés. Estas graficas se clasifican segln la naturaleza de las variables, en:
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a. Graficas para variables continuas
b. ‘Graficas para variables discretas
a.1 Histograma

El histograma es una serie de rectangulos yuxtapuestos, de base (gje
horizontal) igual al intervalo de clase de la caracteristica medida de la
poblaciéon y altura (eje vertical) comrespondiente a las frecuencias
respectivas. Para que los rectangulos queden yuxtapuestos se escribira, en el
eje de las abcisas, los limites reales inferiores de cada clase, como se
muestra en la figura 2.1. Constituyen una poderosa herramienta para el
analisis descriptivo de datos, pues permiten muchas veces poner claramente
de manifiesto problemas como:

=  Existencia de datos andémalos.

»  Mezclas de poblaciones distintas.

»  Datos artificialmente modificados.

=  No normalidad de los datos.

B~ 0N 6RO Yy

Intervalo de clase (caracteristica medida)

Figura. 2.1. Histograma: distribucion de frecuencia versus intervalo de clase



i

{

Lo que el histograma representa en forma general son las medidas de
tendencia central, la dispersion y de forma general la distribucién de los
datos. Con un poco de experiencia se aprende a detectar estas
irregularidades o anomalias, de manera que para un ingeniero experimentado
en ocasiones puede ser suficiente trazar un histograma para resolver un

problema de ingenieria.

a.2 Poligono de frecuencia

El poligono de frecuencias resulta de unir, por segmentos de rectas, los
puntos medios de la parte superior de los rectangulos del histograma. Para
hacer la grafica, se escribe en las abcisas (eje horizontal) los puntos medios
de cada clase (caracteristica medida del fenémeno en estudio), luego para
cada punto medio, se marca con un punto la frecuencia correspondiente a

ese punto. Tal como se visualiza en la Figura 2.2,

Q"'QENEQ@"I'TI

Intervalo de clase (medicion)

Figura. 2.2. Poligono de frecuencia: distribucidn de frecuencias de /as medidas
versus las medidas de la caracleristica (intervalo de clases) del
fendmeno de interés.
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a.3 Frecuencia acumulada

Es una grafica para una distribucion de frecuencias acumuladas suele tomar
la forma de una ojiva, que viene a ser una curva en forma de ese (S). Nos
sirve para realizar comparaciones entre un elemento de la poblacion con
respecto la poblacién, como, ¢, que % de elementos de la poblacion estan por
debajo de un elemento de la poblacion en particular?. tal como se muestra en

la Figura 2.3.

—»
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Medicion de la caracteristica

Figura 2.3. Distribucién de frecuencia aculada del tipo * mas que”

a.4 Diagramas de cajas o Box-Whisker

En dichos diagramas, los valores maximo y minimo, los cuartiles inferior y
superior (percentiles 25 y 75 respectivamente) y la mediana (porcentaje 50)
se presentan en una caja rectangular alineada ya sea horizontal o
verticalmente. La caja se extiende del cuartil inferior al superior, y es
atravesada de un lado a ofro por la mediana. A partir de los extremos de la
caja se extienden lineas “bigotes” hasta los valores maximo y minimo. Tat

como se muestra en la Figura 2.4.
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Figura 2.4. Diagrama Box-Whisker

b Graficas para variables discretas

Para este tipo de variables no necesita graficar los resultados obtenidos dentro de
un sistema de coordenadas cartesianas, como se hizo con las variables continuas.
Se vale de una serie de recursos graficos a veces artisticos para presentar la
informacién estadistica en una forma sencilla y agradable a la vista. Entre los

graficos mas comunes, se tiene:

1.  Grafico de barras o rectangulos
2. Graficos de sectores o diagrama circular
3.  Grafico polar
4. Pictogramas
b.1 Grafico de barras o rectangulos

Esta constituido por un conjunto de barras o rectangulos, separados por
distancias iguales, que presenta las distintas categorias o clasificaciones que
se hace del fenémeno de interés. Por ejemplo la produccién de cemento
Pértland de cementos de El Salvador S.A (CESSA) los afios 1995 al 1998, en

forma hipotética, ver figura 2.5.
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Figura 2.5. Grafico de barras o rectangulos para la produccién de cemento
portlan desde 1986 al 1998,

2.7 DESCRIPCION NUMERICA DE LA VARIABILIDAD

Del mismo modo que fas graficas pueden mejorar la presentacién de datos, las
descripciones numéricas son también valiosas. Se presentaran van‘as_m‘edidas

numéricas para describir las caracteristicas de ios datos. En general se clasifican

en:
2 Medidas Descriptivas o De Posicion
3 Medidas De Dispersion
4 Forma

2.7.1 MEDIDAS DESCRIPTIVAS O DE POSICION

Anteriormente se intentd describir algunas caracteristicas de las series
estadisticas; esto medio se logra con la representacién de series estadisticas por
medios de graficos; ya sean variables continuas o discretas. Pero la descripcion es
incompleta, necesitamos de otros recursos que den una mejor descripcién de las
variables que intervienen en fendémeno; es decir, obtener medidas que sean
capaces de resumir o representar el comportamiento que toma los valores del
fendmeno que se desee analizar; esto se resolvera utilizando medidas de
tendencia central, que como su nombre lo indica, son medidas alrededor de las
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cuales tienden a girar los de méas valore de la serie estadistica; vale recordar, que
las medidas de tendencia central llevan implicitas las caracteristicas universales
del fenémeno de interés. Las medidas de tendencia central que mas se utilizara en

presente trabajo, son:

a. Media aritmética
b. Mediana
¢. Cuartiles

Estas medidas de tendencia central 0 de posicion se describen para poblaciones
en la tabla 2.2.

2.7.2 MEDIDAS DE DISPERSION

Las medidas de tendencia central no necesariamente proporciona suficiente
informacién para describir los datos en forma adecuada. Las medidas de
dispersion describe la variabilidad de una poblacidon o muestras, considerando
cuanto se desvia o se dispersa una medida de tendencia central de las medidas o
observaciones tomadas, como por ejemplo cuanto se desvia la media con
respecto a cada medida de la poblacién o muestra, esto a través de la diferencia

de la media con respectos a cada medida de la poblacidbn o muestra elevada al
cuadrado, asi (x, -x)’. Dentro de las medidas de dispersién mas importantes se

puede mencionar:

La varianza
La desviacion tipica o estandar
Rango de muestra

W N

Coeficiente de variacion
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Tabla 2.2. Descripcion de las medidas de posicidn para poblaciones y muestras.

N

u= media de la poblacién

X = media muestral

Medida de Poblacion Muestras Descripcién
tendencia
central
Media Z.g Z“x, La media aritmética es el
aritmética " = - punto de gravedad de los
= X = puntos diverso de una

poblacidn y una muestra.

La media de poblacién se le
denomina valor esperado de
X O esperanza matemética

Q= puede ser Q; Qz y
Qs

y=puedeseri,203

x= observaciones - ;
' X; = observaciones en la|ge x Y se escribe E(x). Y la
N= numero de | MueStra media para muestras se le
; conoce media de muestra
observaciones n = numero de muestras
Mediana =x F=x La mediana tendencia
A ) (4] central, la cual divide la
- : muestra en dos mitades
para n impar para n impar iguales
Tiene la ventaja de que no
X, A +X X A+X
fi= (ARRRIZARY = () ) es afectada de manera
2 ? T 2 ’ considerable por los valores
extremos.
para n par para n par
Cuartiles N N Al igual que la mediana, los
Qy = Iy Q_,, = -Z'_V cuartiles dividen la poblacion
0 muestras en cuairo partes
donde: iguales.

El premir cuartil, Q,, es un
valor con un cuarto, o 25%,
de las observaciones por
debajo de su valor, para Q;
es un valor con un medio, o
el 50% de las observaciones
por debajo y arriba de su
valor y para el tercer cuartil,
Q3 es un valor es el 75% de
las observaciones  por
debajo de su valor

Las medidas de dispersion mas importantes se describen de forma general en la

tabla 2.3, para muestras y para poblaciones.




TABLA 2.3. Descripcion de la variabilidad a través de las medidas de dispersidn para pobiacicnes

y muestras.

Medidas

Poblacion

Muestras

Qbservacion

Varianza

-]

(x; = )
N

2 j=
o :ri

donde:

N denota el tamario de la
poblacion, esta formula
es valida para
poblaciones finitas

1

D,

- i=l

5=
n-1

donde:

n denota el numerc de
muestras.

La varianza para muestras se
le denomina varianza
muestral y para una
poblacion varianza
poblacionai.

ia varianza tiene Ia
desventaja gque expresa la
dispersion de las medidas al
cuadrado de las unidades
originales.

Desviacidn
tipica

o =Ao

Ofrece la venigja de
proporcionar una medida de
dispersion en las unidades
originales de [as medidas,
tanto para una poblacion
como una muestra.

Intervalo
de muestra

R=mdx(x,)—min(x,)

Es la diferencia entre los
intervalos  superior vy
menor

Tiene la inconveniencia de
que se ignora toda
informacién que existe entre
las  observaciones mas
pequefias y mas grande.
Para tamafios de muestra
pequefios, digamos n<l10,

esta perdida de informacién
no es demasiada seria en
algunas situaciones.

Coeficiente
de
Variacion

|9

El coeficiente de variacion es
atil cuando se compara la
variabilidad de dos o mas
conjuntos de datos que
difieren de modo
considerable en la magnitud
de las observaciones

2.7.2 PARAMETROS DE FORMA

Para estudiar este tipo de variabilidad ya se ha establecido un medelo matematico,

de extraordinaria importancia en toda la Inferencia Estadistica. Toda distribucién

viene completamente caracterizada por su media y su desviacién tipica, es decir

por sus parametros de posicion y de dispersion. Y es util para visualizar si la
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distribucion asumida que describira el fenémeno de estudio se apega a los datos

reales obtenidos en el (Romero. Et al, 1993)

Sin embargo un problema frecuente la verificar los datos reales es, si son
precisamente los rigen una distribucién normal, puestos que pautas de variabilidad
que se alejen sensiblemente de la Normal pueden exigir el recurso a tratamientos

estadisticos especiales o ser el sintomas de anomalias. Siendo las principales:

a. Los coeficientes de asimetria
b. Los coeficiente de curtosis
a. Los coeficientes de asimetria

Si los datos son simétricos lo son respecto a su media, y la suma de los cubos de

las desviaciones de los datos respecto a dicha media > (x, —x) sera nula. En

caso contrario dicha suma seré positiva si los datos presentan una cola alargada
hacia la derecha y negativa si la presentan hacia la izquierda, tal como se ilustra
en las figura 2.6 (Romero. Et al 1993).Se define el coeficiente de asimetria (CA)
como el promedio (dividiendo por N-7 en vez de N) de los cubos de las
desviaciones respecto a la media, dividido por el cubo de la desviacién tipica. La
division por s’ tiene por objeto obtener un coeficiente adimensional, que no
dependa de la escala en provengan los datos o observaciones. Y su
determinacion esta dada por la ecuacion 2.1 (Romero. Et al, 1993).

CA = 2.1
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Frecuencia Frecuercia Frecuencia
relativa relativa refativa
X ¥ .
\
a b c

Figura 2.6. llustracién de Ia distribucion Normal con sus respectivas asimetrias; 8. CA igual
cero, b. CA positivay, c. CA negativa.

Coeficiente de Curtosis

La curtosis puede ser:

1. Leptoclrtico
2, Planicartico

b.1 Leptocurtico

Si los datos presentan valores muy alejados de la media con mayor
frecuencia de lo que cabria esperar para unos datos normales que tuvieran la
misma desviacion tipica. Frecuentemente valores elevados de la curtosis de
un conjunto de datos suele ser sintoma que entre los mismos se incluyen
observaciones andmalas (valores de trascripcion o algin elemento
perteneciente a una poblacién distinta de estudio). Tal como se muestra en la
figura 3.7 (Romero. Et al, 1993).

b.2 Planicartico

Si los datos presentan valores alejados de la media aparecen con una
frecuencia menor que los que cabria esperar si los datos siguieran una
distribucién normal con la misma desviacion tipica. Una planicartosis
excesiva puede revelar que los datos han sido modificados artificiaimente o
manejados en forma arbitraria. Tal como se muestra en la figura 2.7 (Romero.
Et al, 1993).
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Datos leptociirtidos

V-4

Datos palnocirtidos

N

Datos normales

Figura 2.7. Comparacién de datos normales con ios datos leptoctrtidos y
planoctrtidos

El grado de curtosis de un conjunto de datos se mide mediante el coeficiente
de curtosis (CC), que es el cociente entre el promedio (dividiendo por N-1 en
vez de N) de las cuartas potencias de las desviaciones respecto a la media y

la desviacion tipica elevada a 4 (Romero. Et al, 1993). Y su determinacién

esté dada por la ecuacion 2.2.

2.2

cC = iy _34?%_1)

2.8  DISCRIPCION DE LA VARIABILIDAD POR MODELOS MATEMATICOS.

Cuando la variabilidad de una variable aleatoria determinada puede expresarse
también de forma sintética recurriendo a un tipo de modelo matematico, a través
de la distribucion de probabilidad.

Si la probabilidad de que una variable aleatoria es regida por un modelo
matematico para adoptar cualquier valor dentro de su rango, se le Hama
distribucion de probabilidad de la variable aleatoria.
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Por la forma como una variable aleatoria es regida a asumir un vaior dentro de la
pobiacion, la caracterizacién de la pauta de variabilidad de la distribucidén de
probabilidad se clasifican en:
a. Funcion de probabilidad o cuantia: cuando el conjunto de valores
posibles es discreto ( variables aleatorias discretas)
b.  Funcion de densidad: cuando el conjunto de valores posibles de la
variables aleatorias es un infinito continuo( variables aleatorias

continuas).

2.8.1 FUNCION DE DISTRIBUCION.

Cuando una variable aleatoria discreta asociada a una poblacién como una
caracteristica expresable numéricamente cuyo valor fluctda segutn el elemento en
la poblacién. La probabilidad de que dicha variable aleatoria tome valores
comprendidos en un determinado intervalo puede interpretarse intuitivamente
como fa proporcion de los elementos de la poblacién en los que el valor que tome
dicha caracteristica pertenezca al intervalo considerado.

Cuando al conjunto de valores posibles que puede tomar una variable aleatoria es
discreto, es decir finito o infinito numerable, la forma mas sencilla de caracterizar
la distribucion de probabilidad correspondiente es a partir de la funcicn de
probabilidad, también llamada algunas veces funcion de cuantia o funcién de

masa, funcion que da la probabilidad de cada uno de los valores posibles.

En la figura 2.8 se iHlustra una distribucién de probabilidad discreta hipotética.
Notese que la distribucion de probabilidad discreta la probabilidad esta

representada por la altura de la funcién.

Con el fin de caracterizar dicha distribucion de probabilidad se define la Funcién
de Distribucion P(x) de una variable X (Hines. Et al ,1997), de la forma siguiente:
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P(x) 1

L p

X

Figura 2.8. Distribucion de Probabilidad discrata.

0< p(x)<1 paratodos los valores de x,

Plx=x,)= plx,)  paratodosiosvalores de X; 2.3

z p(x,. )=1
2.8.1.1 Valores Esperados, Media, Varianza y Desviacién Tipica
La media de una distribucion de probabilidad de variables discretas es
simplemente la esperanza matemaética de una variable aleatoria correspondiente.
Si una variable aleatoria discreta X adopta los valores x4, xo, ....... , 0 X,, con las

probabilidades p(x;), p(x2), ......... , Y P(xp), (Hines. Et al, 1997) la esperanza

matematica o valor esperado es:
x.p(x )+ x,. pley)+ o, +x,.p(x, )= Z (valor)* (probabilidad )

Usando Ia notacién 3° . Asi pues, se puede definir como:

auzz-ri-p(xf) 2.4

=l
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La media de una funcidn de distribucién mide su centro en el sentido de un
promedio. También puede expresarse la media en términos del valor esperado o
promedio a lo largo de una variable aleatoria como Efx)=p. Donde E es el

operador valor esperado.

La extension o dispersion de una distribucion de probabilidad para variables
discretas se mide por medio de la varianza (Hines. Et al, 1997), como:

_Z(r - p(t 2.5

i=l

Esta medida no se encuentra en las mismas unidades (o dimension). que los
valores de [a variable aleatoria, pero se puede ajustar sacando la raiz cuadrada,
denomina desviacién estandar, definiéndose como

=1\/§(x.- — pfplx;) 2.6

Entre las distribuciones de probabilidad para variables aleatorias discretas de

mayor importancia por sus aplicaciones en ingenieria, se encuentran:

1. Binomial
2. Hipergeométrica
3. Possion

En la tabla 2.4 se hace una descripcion general de las funciones de distribucion

antes mencionadas para variables aleatorias discretas.



2.8.1.2 Resumen

Las distribuciones presentadas en esta seccidn tienen gran uso en las
aplicaciones en ingenieria, por consiguiente en el areas de ingenieria Quimica e
Ingenieria de Alimentos. La seleccién de una distribucién discreta especifica
dependera del grado en el fendmeno de interés que se va a modelar cumpla con
las suposiciones relativas a la distribucion. Las distribuciones que se presentaron
se seleccionaron por su amplia aplicabilidad. En tabla 2.4 se presenta un resumen

de estas distribuciones.
2.8.2 FUNCION DE DENSIDAD

Graficando la Funcién de Densidad se observa como se muestra en la Figura 2.9
(Hines. Et al, 1997).

f(x)

X

Figura 2.9. Distribucién de probabilidad continua,

Con el fin de caracterizar dicha distribucién de probabilidad se define la Funcion
de Densidad f(x) de una variable X. En general, se formula P(a<x<b) para la
probabilidad asociada con los puntos del espacio muestral, para los cuales el valor
de una variable aleatoria cae en el intervalo de a a b.
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TABLA 2.4. Resumen de distribuciones discretas (Hines. Et al, 1997).

Distribucion

Parémetros

Funcidn de Probabilidad: p(x)

Media

Varianza

Observaciones

Binomial

n=172,..
0<p<i

p(x):["J ri-pf™  parac=012..n

= 0 en ofro caso

s=np

& =np(l-p)

Se interesa obtener la probabilidad
de tener x éxitos en n ensayos o,
otras palabras, x éxitos y n-x
fracasos en n intentos. Donde: p y 1-
P son las probabilidades de éxito y
fracaso en cualquier ensayo.

Cumple con las los ensayos
Bernoulli, la probabilidad de éxito es
la misma que la del rechazo, ademas
n es independiente.

Se aplica para determinar productos
buenos y malos, es decir que no
cumplan con las normas de calidad.

Hipergeométrica

N=12,.
n=12..N
pD=12,..N

parax=0,1,. .0

0 en otro caso

o

H=n—

_naf{N-a)(N —n_)
o= NHN-1)

La muestra se extrae de tal forma
que en cada extraccién sucesiva las
elementos restantes de!l lote tienen la
misma oportunidad de ser
seleccionados, la probabilidad de que
la primer elemento resulte un fracaso

es %, pero para la segunda

a—1 a

. T a 1
N-1 N -1

ensayos no son independientes

Los ensayos las muestra no se
reemplazan, donde x no puede
exceder de a y n-x no exceder de IV-
a.
Su aplicacién seria la misma que
para la distribucién binomial, con la
observacidn que son eventos no
independientes, por el hecho que los
ensayos no se reemplazan

extraccién es los

144



Continuacion de la Tabla 2.4

Poisson

)0

x eﬂl
== =)
plx,) 5 parax=u,1,2,

= 0 enofrocaso

H=Aa

Es cuando n es grande y p es
pequeiia, donde A (lambda) igual al
producto n.p

Las distribuciones de Poisson tiene
muchas aplicaciones aparte de
aproximar las probabilidades
binomiales, se han tabulado
extensamente, tablas del apéndice B,
da valores de A en diversos
incrementos de 0.02 a 25.

Tiene su aplicacién en'los fenémenos
de colas, para el caso de ingenieria
Quimica e Ingenieria de Alimentos, su
aplicacion son en tiempo de espera
para materia prima y producto
terminado.
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Se define la funcién de densidad, f(x) como
=5 F(x) 2.7
dr

y resulta que
Flx)=[7_ f(o)dr 2.8

2.8.21  Valores Esperados, Media, Varianza y Desviacion Estandar

El valor esperado se de la siguiente manera (Hines. Et al, 1997):

p=_xf(x)dr ' 2.9

Para la varianza, que se denota como o2 como anteriormente, mide la
dispersion de una densidad de probabilidad en el sentido de que da el valor
esperado de la desviacion cuadrada respecto a la media (Hines. Et al, 1997),

comao:

o =[ (x— pf fledte =[x f{x)te— 4 2.10
Asimismo, o es llamada de nueva cuenta desviacion estandar.

En la tabla 2.5 (Hines. Et al, 1997) se resume las Funciones de Densidad mas

importantes en las dreas de Ingenieria.
2.8.2.2 Distribucion Normal

Se afirma que una variable aleatoria X tiene una distribucion normal con un

medio u(- o« (=) y varianza ¢)0.



TABLA 2.5. Cuadro resumen de las distribuciones de densidad de mayor en el &rea de Ingenieria (Hines. Et al, 1997)

Distribucion Funcion de Densidad Media Varianza Forma Aplicaciones

Uniforme a+ —a)? *Donde a y B son
Sx)= 1 asx<fl __EE p-a) constantes reales con a<p
f-a 12 » Adviértase que todos los

=0 enotrocaso valores de x de a a 3 son
) “igualmente probables” en
A el sentido de que Ila
probabilidad de que x se
encuentre en un intervalo
4 de amplitud

1 * Se aplica cuando se elige
----- — un punto al azar y que el
f-a valor elegido esta
< | distribuido de manera
uniformeenayp

Ly



Continuacion de la Tabla 2.5

Exponencial fx)=re

parax 20

=0 en olro casop

1/

1122

f{x}

donde el parametro A es una
constante positiva real

La distribucién exponencial
esta estrechamante
relacionada con la distribucion
de Poisson

Se utiliza para medir el tismpo

de falla de un producto

manufacturado, es decir el
tiempo de vida til.

Gamma

f(X):-' _.'_:'L, (l x)a—-l e-—)l.\'
Te)

=0 en olro caso

ali

alA?

ftx)

Los parametros son a>0 y A>0.
El pardmetro a suele llamarse
el pardmetro de forma, y A
recibe el nombre de parémetro
de escala.

Si a=1 la distribucién gamma
se reduce a la distribucion
exponencial.

Su aplicacién es para cuando
una poblacion se desvié de la
distribucién  exponencial vy

basicamente clando se

requiera una funcibn de
confiabilidad vy tiene una
aproximacion a la distribucién ji
cuadrada

8r



Continuacidn de la Tabla 2.5.

Beta

f(X) = r(a +ﬂ) xa—1 (1 _ x)ﬂ-‘l

Ner(s)
paral{(x{1 a)0, 50

= 0 eh ofro caso

a+ fi

af )
(@+8) (a+p+1)

Para a=3 y p=2

Si a=1 y B=1 se
tiene un caso
espeacial de
distribucidn
uniforme

Su curva
caracteristica son
negativas

Su - mayor
aplicacion es
cuando se necesita
una variable
aleatoria  adopte
valores en ol
intervalode D a 1

De
Weibull

_B(x=rY" _(3‘:?,’
f(x)"?s[ 5) ex‘{ 5

=0 en ofro caso

/]

1
14—
””[ +ﬂ]

il

Para y=0y &=1

Esta
estrechamente
relacionada con la
distribucion
exponencial

Sus  parametros
son y, (-w<<y<=} el
parametro de
localizacion, &0 el
parametro de
escala, y $>0, sl
parametro de
forma.

La méas importante |

area de aplicacion
ha sido como un
modelo para el
tiempo de falla en
componentes ¥
sistemas eléctricos
Yy mecanicos.

6¥



Continuacién de la Tabla 2.5.

Normal

en ofro caso

1i(x)

=0

La gréfica
para poblaciones
normales es
simétrica, con
media cero y con
éreas iguales en
ambos lados de la
grafica

Es la
distribucidn de
densidad de mayor
uso, dado que para
muestras grandes
la mayorias de las
poblaciones
tienden a
comportarse de
manera normal.
Ademas de existir
muchas
aproximaciones, e

incluso para
variables aleatorias
discretas,

0s



Continuacion de ia Tabla 2.5.

- » La distribucién
oonome f (X)" - 1 —94}5l(!nx_’~)laYF e#ﬁ(}é)d; 0‘1;' =e r(eal _1) lognormal ocurre en

~ la practica cada vez
XO.Y'\/Z”' que  encontramos
' una variable
aleatoria tal que su
para x>0 logaritmo tiene una
=0 en ofro caso distribucién normal

= Su importancia
radica por el hechos
de que a menudo
50 encuentran
poblaciones que no
se comporten
normales y,  al
tratarlas con
propiedades de
logaritmo se
normaliza y se trata
3 como tal. Su
aplicacién es amplia
en el drea La
distribucidn
lognormal ocurre en
Ia practica cada vez
que encontramos
una variable
aleatoria tal que su
logaritmo tiene una
distribucion normal
de ingenieria,

f(x)

89
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La distribucién se emplea de manera tan amplia que a menudo se recure en la
notacion abreviada X ~N(u,0”) para indicar que la variable aleatoria X se
distribuye normalmente con la media U Y varianza o®. Entre las propiedades de la

distribucion normal se tiene (Romero. Et al, 1993):

1. [ f(x)dx =1 para las funciones de densidad

2. f(x)=20 para todo x

3. lim,, f(®)=0 y lim__ f(x)=0

4. fllx+p)]= f-(x— 2)]. La densidad es simétrica alrededor de

H
El valor maximo de f ocurre en X=U.

Los puntos de inflexion de festan en X=Urog
El coeficiente de asimetria sera igual a cero

© N ® o

E! coeficiente de curtosis igual a 3.
Ademas la distribucién normal debe cumplir con lo siguiente:

1. P{(u~oXX{(u+0)) =068
2. P(u-206XX{u+20))~0.95
3. P((p-30)X{(u+30))=0.997

En otras palabras es bastante raro (probabilidad menor que el 5%) encontrar una
valor de una variable normal que difiera de su media en méas de dos desviaciones
tipicas, y es extremadamente improbéble (probabilidad menor que el 3 por mil}

encontrar un valor que difiera de la media en mas de tres desviaciones tipicas.



2.8.2.3 Distribucion Normal Estandar

Puesto que la densidad de probabilidad normal no puede integrarse en forma
cerrada entre cada par de limites a y b, probabilidades relacionadas con las
distribuciones normales se obtienen usualmente de tablas especiales, apéndice C.
Esta tabla corresponde a la distribucion normal esténdar, es decir, la distribucion
normal con p=0 y 0=1, y sus valores de entrada se muestra en la figura 2.10
(Johnson, 1997).

Fiz)

Figura 2.10. Distribucién normal estandar

_;2/
F@)=o-[e “a 2.11

Para hacer uso del apéndice C en relacién con una variable aleatoria X con una
distribucién normal con la media p y la varianza o2, se remite a la correspondiente

variable aleatoria estandarizada (Johnson, 1997), de la siguiente manera;

z_X-4 2.12

Asimismo, si se desea determinar la probabilidad de que una variante aleatoria
con distribucién normal con la media p y la varianza o? adopte un valor entre a y b,
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solo se tiene que calcular la probabilidad de que una variable aleatoria con la

s . ; a- b— . e
distribucion normal estandar adopte un valor entre —— y —‘u; simbdlicamente,
o o

P(a(X(b):.F(b_‘u]-—F(a_ﬂ) 2.13

o (=)

2.8.2.4 Comprobacion si los Datos son Normales

Ademas, se comprobar haciendo uso de métodos graficos, tales como:

1. Analisis de histogramas (visto en la descripcidn de la variabilidad en

forma grafica). y

2. Andlisis de graficos en papel probabilistico.

2. Gréficas en papel probabilistico normal’

La finalidad de utilizar papel probabilistico es que: Si los puntos se sitGan
aproximadamente a lo largo de una linea recta, se estaria hablando que los datos
o resultados obedecen a una distribucion normal. Asi como se muestra en la
Figura 2.11 (Romero. Et al, 1993).

2.8.25 Aproximaciones Normales

Un teorema de gran importancia en la Estadistica Matematica postula que, en
condiciones muy generales respecto a las distribuciones de los sumandos, la
suma de variables aleatorias independientes tiende a una distribucién normal a
medida aumenta el numero de sumandos. A este resultado se le conoce con el

nombre de Teorema Centrail del Limite.

! Se utiliza para distintos tipos de distribuciones
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Figura 2.11. (Ref. 10) Representacion gréfica en papel probabilistico para datos

normales.

Teorema 1. Si X1 X3, ....... ,Xn €8 una secuencia de n variables independientes con
ECG)= iy V(X,-)=a,-2 (ambas finitas) y Y=Xi+Xo+........ +X,, entonces, bajo ciertas
condiciones generales (Hines. Et al, 1897), son:

Y—Z#i
zZ, =— 2.14
o

il

tiene una distribucion N(0,7) aproximada conforme n se aproxima a infinito.

Si X1, X ....... Xn €s una secuencia de n variables aleatorias independientes y
distribuidas idénticamente con E(X)= w y V(X)=07 (ambas finitas) y

Y=X 0+ X0+ +X, entonces
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Y—-nu
zZ,= 2.15
"o

tiene una distribucién aproximada N(0,7) en el sentido que si F, es la funcion de

distribucion de Z,.
2.8.2.6 Transformaciones de Observaciones Hasta Casi la Normalidad
En la Tabla 2.6 (Johnson, 1997) se muestran algunas de las transformaciones de

datos de mayor utilidad.

Tabla 2.6. Algunas transformaciones utiles.

Reduccion de valores grandes Incrementos de valores grandes

1 Voo~ x? X3
-;,lnx,x"*,\/:c ’

Si las observaciones transformadas ofrecen un diagrama de puntaje normal casi
en linea recta, suele ser conveniente emplear la normalidad de esta nueva escala

para realizar cualquier anélisis estadistico.

2.8 EJEMPLOS DEL CAPIiTULO

Ejemplo 2.1

En las lecturas de presion de rompimiento de las botellas para refrescos no
retornables de un 1 litro de capacidad, presentadas en la Tabla 2.7. la presion de
rompimiento en psi, el cliente desea averiguar si el fabricante de las botellas
cumple con la norma de calidad, siendo la norma de calidad de 230 psi, para ello
se sometieron aprueba 100 botelias. Los resultados de la prueba se presentan en
la Tabla 2.7.

a. Hacer una distribucion de frecuencia de las presiones de rompimiento de las
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b. Elaborar los diagramas de histograma y de frecuencia acumulada para los

resultados de la pruebas obtenidas.

c. La media, mediana y los cuartiles (1, 2, 3).

d. Elaborar un diagrama de caja para los resultados de la prueba.

e. La desviacion estandar, varianza, coeficiente de variacién, coeficiente de

curtosis y el coeficiente de asimetria.

Tabla 2.7. Resistencia al rompimiento en libras por puigadas cuadradas de 100 botellas de vidrio

no retornables de refresco de 1 litro.

285 197 346 280 265 200 221 265 261 278

205 286 317 242 254 235 176 262 248 250

293 274 242 260 281 246 248 271 260 265

307 243 258 321 294 328 263 245 274 270

220 231 276 228 223 296 231 301 337 298

268 267 300 250 260 276 334 280 250 257

260 281 208 299 308 264 280 274 278 210

234 265 187 258 235 269 265 253 254 280

299 214 264 267 283 235 272 287 274 269

215 318 271 293 277 290 283 258 275 251
Solucién:
a Se determina el limite inferior (Li) y superior (Ls) de la serie estadistica.

para el caso Li=176 psi y 346 psi respectivamente. El rango o amplitud (R)

se determina de la siguiente manera:

R=Ls-Li=(346-176) psi-170 psi

Como para satisfacer y cubrir todos los resultados de la serie estadistica se

tomara como limite inferior real (Lir) ligeramente menor al limite inferior de Ia serie

estadistica y analogamente con el limite superior real (Lsr) ligeramente mayor al




limite superior. Para el caso méas y menos 6 {en forma arbitraria).

Rr- LsreLir={Ls+4)-(Li-4)=(346+8)-(176-6)=180 psi

Se tomara el nimero de clases (Nc) arbitrariamente que cumpla con el rango o
intervalo real de la serie estadistica. Para el caso Nc=9 (siendo el recomendable
un namero de clases de 5 a 20). Luego se determina el intervalo de clase (Ic), de

la manera siguiente:
lc=Rr/Nc=180/9=20

Con esto se puede hacer una distribucion de frecuencias como se muestra en la
Tabla 2.8.

Tabla 2.8. . Distribucion de frecuencia para los datos de resistencia al rompimiento perteneciente al

sjemplo 2.1.

Intervalo de clases Frecuencia Frecuencia relativa | Frecuencig gcumulada
170-180 2 0.02 2
190-210 5 0.05 7
210-230 6 0.08 13
230-250 16 0.16 29
250-270 30 0.30 59
270-280 24 0.24 83
280-310 10 0.10 93
310-330 4 0.04 a7
330-350 3 0.03 100

Total 100 1.00

b. Para elaborar un diagrama de histograma, se gréfica la frecuencia relativa
vrs. el intervalo de clases respectivo. Como se muestra en la figura 2.12.
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Fercuencia Relativa
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190 210 230 250 270 290 310 330 330

Intervalo de clase

Figura 2.12. Histograma para los datos del ejemplo 3.1.

Para elaborar un diagrama de frecuencia acumulada o tipo ojiva se grafica la
media de cada intervalo de clase vrs. la frecuencia acumulada, como se
muestra en la Figura 2.13. Por ejemplo, para calcular la media del primer
intervaio de clases, es de la siguiente manera: lem=((Lici1-Lic;)/2+Lir)= ((190-
170)2+170)=180. De forma andloga para los siguientes intervalos medios.

120
100

80

60

40

” 4
o Lo

180 200 220 240 260 280 300 320 340
Intervalo medio

Fecuencia acumulada

Figura 2.13. Gréfica de frecuencia acumulada vrs. Intervalo de clases medio
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d. Para calcuiar la media aritmética para una muestra, se caicula por la forr:nula:
2.5 6406
X=—t—=- =264.06 psi
n 100
para la mediana, como el nimero de lecturas es par, se determina por la media de
las lecturas proporcionadas por la ecuacién:
n n+2
X=—
)
resultando |as lecturas 50 y 51 en forma ascendente, siendo estas 265 y 265
il respectivamente, entonces la mediana es: 265 psi
Para los cuartiles 1, 2 y 3, se determina por la ecuacion np, siendo p: 0.25, 0.50 y
0.75 respectivamente para cada cuartil.
b Q;=100%0.25, se determina sacando el valor medio de las lecturas, 25 y
26. Para el caso seria 248 psi.
fi. Q- a la mediana =265 psi.
tii. Qa= 100*0.75=75, se determina sacando el valor medio de las lecturas,
® 75 y 76. Para el caso es: 280 psi.

e. Para elaborar el diagrama de caja 0 de bigotes mostrados en la Figura 2.14,

se considera los parametros sittenles:

Li=176 psi; Ls=346 psi; Q=248 psi; Q,=265 psi y Q3=280.5 psi.
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176 psi 248 psi 265psi 280 psi 346 psi

Figura 2.14. Diagrama de bigotes para el ejemplo 2.1

f.  Para determinar la varianza se utiliza la ecuacion presentada en el Tabla 2.2,
siendo esta:

7

Z(:c,‘ _j,)z

2 i)
n-1

asiendo la sumatoria al cuadrada de la diferencia de las lecturas con la media
aritmética resulto: 1025.148 psiZ.

Para la desviacion esténdar ¢ se procede a sacar raiz cuadrada de la varianza de

muestra, resultando: 33.018 psi.

Para el coeficiente de variacién se relaciona la desviacion estandar con la media
aritmética de la muestra, de la siguiente manera:

32018
26206

cv =2+%100 *100 = 12.21%
X

g. Para los parametros de forma (coeficiente de asimetria y de curtosis), se
determina por las ecuaciones 2. y 2. .

Para el coeficiente de asimetria., se tiene:
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Para el coeficiente de asimetria., se tiene:

i@—mwmn

C4 < =-0.129
h
para el coeficiente de curtosis, se tiene:
> (x, - ) (n—1)
CC-3=-1 =0.129

S-l

entonces la CC=3.129 entonces el confortamiento de los datos da como resultado

una curva mas pronunciada que una distribucién normal (leptocdrticos).

Ejemplo 2.2

En el proceso de empaque de bolsas de detergente se tomaron 80 mediciones,
del contenido en peso en gramos en bolsitas de detergentes: tal como se muestra
en la tabla 2.9.

Tabla 2.8. Contenido en gramos de las bolsas de detergentes.

4.1 5.0 20 26 4.5 8.1 - 57 25
35 6.3 5.5 1.6 6.1 5.9 9.3 4.2
4.9 56 3.8 44 7.1 48 7.4 35
49 5.1 4.6 6.3 83 | 63 8.8 1.0
53 5.4 4.4 2.9 75 5.7 5.3 3.0
42 52 7.0 3.7 6.7 58 6.9 28
6.0 8.2 6.1 73 82 6.2 43 22
5.2 5.5 35 71 7.9 556 5.4 39
6.8 8.2 42 42 5.5 6.2 35 3.4
6.8 A7 46 41 47 5.0 3.4 71
Determinar:

a. Resumir los datos en forma tabular
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b. Resuma los datos en forma grafica
¢. Calcule los estadisticos
d. Concluya sobre la normaiidad de los datos

e. Calcule los siguientes tres conjuntos de limites: ¥ *Is, ¥1+2s y ¥ +3s. Para
cada conjunto, calcule el porcentaje de los valores de los datos que caen
dentro de los limites. Compare estos porcentajes con los porcentajes tedricos

con base a la distribucidn normai.

Solucion:
a Para resumir los datos en forma tabular se necesita determinar; el limites

superior e inferior, amplitud o rango de la serie estadistica, ademas establecer los
limites superior real e inferior real, el nimero de clases y ancho de clase. Para el

casol

Ls=9.3 gramos
Li=1.0 gramos
R=8.3 gramos
Lsr=Ls+0.3=9.6 gramos, para abarcar los valores maximos
Lir=Li-0.3=0.7 gramos para abarcar los valores minimos
Rr=8.9 gramos
Numero de clases=I10
intervalo de clases (Ic)=0.89
Considerando lo anterior se resume los datos agrupados en [a Tabla 2.10.

b. Para resumir los datos en forma grafica, se tienen los histogramas y

poligonos de frecuencia. Presentados en las figuras 2.15 y 2.16.
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Tabla 2.10. Resumen de los datos del contenido en gramos de las bolsitas de detergentes

intervale de clases Frecuencia Frecuencia relativa Frecuencia.acumuiada
0.70- 1 59 1 '0.0125 1
159-2.48 3 0.0375
248-3.37 5 ' 0.0625 9
3.374.26 15 0.1875 24
4.26-515 14 0.1750 38
5.15-6.04 16 0.2000 ' 54
6.046.93 11 0.1375 65
6.93-7.82 7 0.0875 72
7.828.71 6 0.0750 78
B8.71-960 2 0.0250 80
Total 80 1.0000
18 -
16 4 . -
© 14 A —
-_-.g 12 4
E 10 4
a g 1
s o H
3
¢
L ) | | . - : - i} . . _ ; l:l '
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Intervalos de Clases

Figura 2.15. Histograma de frecuencia para los datos det ejemplo 2.2.
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Frecuencia acumulada

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Intervalo de clases medio

Figura 2.16. Diagrama de poligono para los datos del ejemplo2.2

Los estadisticos de mayor importancias son: la media muestral y varianza
muestral, calculados a partir de las ecuaciones ocupadas en el ejemplo 2.1.

Entonces se tiene:

X =5.25375 gramos
s? =3.104036 gramos®

Para poder concluir sobre la normalidad de los datos presentados, se

procede de la siguiente forma:

i Los histogramas. Observando si los datos se comportan
siguiendo la campana de Gauss. Graficada en literal b.

il. Graficando los datos en papel probabilistico. Presentado en la
Figura 2.17.
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probabilistico normal

5 FURERNENI N

N X{)

Figura 2.17. Grafica de probabilistico normal para los datos del ejemplo 2.2.

iii. Calculando los coeficientes de asimetria y de curtosis. Utilizando
las

mismas ecuaciones usadas en el ejemplo 2.1, resultando:

para el coeficiente de asimetria:

* CA=0.026306
con el resultado se tiene una distribucién ligeramente desviada de
una distribucién normail (CA=0), siendo ligeramente positiva con cola

alargada a la derecha.
Para el coeficiente de curtosis:

CC -3=-0.307212

siendo CC=3 para una distribucion normal, los datos da un

7 ]
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CC=2.693, siendo ligeramente menor a 3 de una distribucién
normal, presentandose los datos como planicurticos. (NOTA: Los
datos fueron procesados en el STAGRAPHICS, la cual define el
coeficiente de curtosis ya directamente como el valor CC-3, por lo
que en datos normales el coeficiente debe resultar proximo a

cero)

En conclusion: Los datos estan distribuidos aproximadamente en

forma normal,

d. Para evaluar los porcentajes de los datos que caerian en los fres intervalos y
compararios con los de una distribucion normal, se toman los valores que
caen en los limites propuesto, tal como se muestra en la tabla 2.11.

Tabla 2.11. Comparacién de los porcentajes de los datos de la serie estadistica con los de una
poblacién normal, segln los intervalos propuestes

Limites Intervales 2 de datos que caen de la % de datos que caerla en una
R serie estadfstica distribusién normal.
¥ +8 P{)(3.49<x<7.02) 71.25 68.00
¥ +28 P{0(.73<x<B.78) 97.50 95.00
¥ +38 P(x)(-0.03<x<10.54) 100.00 100.00
Ejemplo 2.3

Se esta probando una nueva pasta dentifrica, a cualquier persona con unha
probabilidad de 0.20, el fenémenc es regido por una distribucion binomial,
determinar (Johnson, 1997):

a. La probabilidad de que les desagrade a 5 de 15 personas.

b. Lamedia

cC. La varianza
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Solucién:
a. Por las tablas del Anexo H, se tiene:
B(5; 18,0.20)=B(5; 18,0.20)-B(4-J8,0.20)
=0.8671-0.7164
=0,1507.
b. ~ La media se determina:
n=np=18*0.20 =3.6
. C. La varianza es:
o%=np(1-p)=18*0.20*0.80=2.88
Ejemplo 2.4
Un embarque de 20 grabadoras contiene 5 defectuosas. Si 10 de ellas se eligen al
azar para su inspeccién, asumiendo que tiene una distribucion hipergeomeétrica,
determinar (Johnson, 1997):
a. La probabilidad de que 2 grabadoras sean defectuosas.
* b. Lamedia

C. La varianza

Solucion:

a. La probabilidad de que 2 unidades salgan defectuosas, se determina por ia

relacion:

i
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h(2x :10,5,20) = U(NJ

"
donde: a y N son grabadoras defectuosas y numero de grabadoras originalmente,
X y n son para el caso particular. Entonces:

L)
*
A(2x:10,5,20) = 2222 _ 1076435 _ 4348

(mj "~ 184756
10

L2 3
b. Parala media:
a 5
=n—=10—=25
ST
seria la media de una muestra de 10 grabadoras.
¢. Para la varianza:
— — * g% —_ _
o? na(N2 alN-n) _10*5 (220 5Y20-10) _ 0.987
NN -1) 202 *(20-1)
®

Ejemplo 2.5

En ia inspeccién de hojalata producida por un proceso electrolito continuo, se
identifica 0.2 imperfecciones en promedio por minuto. Determinar: a) Una
imperfeccion en 3 minutos, b) La media y ¢) La varianza (Johnson, 1997)

Solucion:

Como es una distribucién de Possion

p
{
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a. La probabilidad se puede determinar por la Tabla del Anexo G o por la

relacién:

= =0.329
x |

P 14 06
f(:c,).): Ate 06 *e

por tablas:
F(1; 0.8)-F(0; 0.6)=0.878-0.549=0.329
b. La media es A=0.6

C. La varianza es A=0.8.

Ejemplo 2.6

En una planta de investigacién, cuentan con aparatos de analisis quimicos que
utilizan isétopos radiactivos como patrones. Desean modelar el riesgo referente a
la resistencia de los soportes para resistir la aceleracién maxima causada por los
sismos de la zona localizada. La opinién de expertos sugiere que la Ln(resistencia)
esta distribuida con media de 4.0 y varianza de 0.99. Determine la probabilidad de
que los soportes sobrevivan a una aceleracion maxima de 33 (Hines. Et al, 1997).

Solucién:

Por el hecho de tener un término con Ln, referente a la resistencia, el problema se

comporta como una distribucién log-normal. Entonces:
a=p=4y f=-lo’ =030

como la probabilidad es un éxito (resistir) o un fracaso (no resistir) referente a un

patrén desconocido para la cual la probabilidad es igual a 1, la distribucion queda:
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F(lnb—a]_[{lna—awz J-inb ']_e—{_v—:z)z.'.‘.‘-.ﬂldy
ﬁ ﬂ y. Ina -'J?.Jfﬁ

la funcién acumulativa y luego sustituyendo y calculando:

-

D

1- F('lni)" 4} =0.9535

Ejemplo 2.7

El promedio de la llegada de camiones a cargar mercaderia en una bodega
industrial es de 3 por hora ¢Cual es la probabilidad de que el tiempo de arribo de
sucesivos camiones sea

a. Menor que 5 minutos
b. De al menos 45 minutos?.

Solucién: suponiendo que los arribos siguen un proceso de Poisson con a=3,

entonces-p=1/3, con lo que se obtiene:

1“23e'3’dr =1—e ¥ =0221

0

Para el literal b), se tiene un tiempo de llegada de 3/4 de hora, ia cual se procede:

:”3e-~"*azx —1-e*=0.205

Ejemplo 2.8

En cierta industria, la proporcion de partes instaladas que requieren de
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reparaciones en una es una variable aleatoria con distribucion beta con a=3 y =2
(Hines. Et al, 1997). Determine:

a. Que porcentaje en promedio requieren reparaciones en un afio dado

b. La probabilidad de cuando menos mas la mitad requieran reparaciones en un

ano dado.
Solucién:
a) Como: u= Ef—ﬂ =0.60 lo que significa que en promedio es el 60% de las
instalaciones requieran reparaciones.
b) Como: [{a+4)=T(3+2)=TI(5)=4!=24
Ma)=TBE)=2=2y

I(B)=r@)=1=1 .

ahora sustituyendo y caleulando: f(x)= =i x*'(1-x)" =12(1-x) para
faxs)” Y
O<x<l, como funcién, entonces:

1/ 2

F={ 12(1-x)x=5/16

Ejemplo 2.9

Se tiene que el ciclo de vida de cierto tipo de baterias de respaldo de emergencia
(en horas) es una variable aleatoria X con la distribucion de Weibull con a=0.] y

B=0.5 (Hines. Et al, 1997). Determinar:

a. Elciclo de vida medio de estas baterias.
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b. La probabilidad de que una bateria de este tipo dure mas de 300 horas.

Solucion:

a. La media una distribucion de- Weibull es:

u=att 1'(1 + %] , ¥ sustituyéndola, se tiene:

#=0.1"T(3)=200 horas.
b. Realizando la integracién necesaria se tiene:

F=[2 (0.05)x%*"" dx = 0.177

Ejempio 2.10

El monto real de café instantaneo que una maquina de relleno deposita en frascos
de "4 onzas" puede considerarse una variable aleatoria con una distribucién
normal con ¢=0.04 onzas. Si solo 2% de los frascos contienen menos de 4 onzas

(Hines. Et al, 1997), ¢,cuél debera ser el relleno medio de esos frascos?.

Solucién:

Relacién es Z =(£_—‘u), entonces 5 2= = 002 y por lo tanto, F —4—ﬂj=
G 0.04 0.04

0.98, se busca en la tabla del Anexo B, con entrada cercana a 0.98 y se obtiene
0.9798, que corresponde a z= 2.05. Asi,
4-u

Y 2.05, despejando yu, se tiene que la media es 4.082 onzas
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Ejemplo 2.11

Después de una gran nimero de ensayos de contenido de oro en rocas
recolectadas en una mina de pozo abierto, un ingeniero en minas postula que el
registro (log) natural del contenido de oro (oz/st de oro) sigue una distribucién
normal con media de -4.6 y varianza de 1.21 (Hines. Et al, 1997), Con esta
distribucidn, ¢ seria inusual obtener 0.0015 oz/st de oro © menos en un ensayo?.

Solucion:

Dado que In(X) es la que tiene una distribucién normal, la pregunta se refiere al

valor estandarizado

In(0.0015 ~ (- 4.6))

—— =-1.729
~1.21

Entonces la probabilidad normal de obtener este valor 0 menor es:

F ( ln(0.00}15)2—1 ¢ 4'6)] =1-F(~1.729), que por las tabla de! Anexo B se tiene:

=1-0.9581=0.0419

La probabilidad es pequefia de modo que se sospecha que la distribucion con
media-4.6 no se aplica. Un ensayo con esta reducida cantidad de contenido de oro
podria sugerir que el espécimen fue sustraido fuera de la veta.

2.10 EJERCICIOS PROPUESTOS

2.1 En la siguiente tabla se presentan los resultados obtenidos en el [aboratorio
de Operaciones Unitarias |, para determinar la viscosidad de 3 mezclas
problemas. Para ello se toman 8 lecturas de viscosidades obtenidas, estas
son determinadas en centipoise (Hines. Et al 1997).
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Muestras de viscosidades leidas del viscosimetro, dadas en Centipoise.

Mezcla 1 Mezcla 2 Mezcla 3
22.02 21.49 20.33
23.83 22,67 21.67
26.67 24,62 24.67
25.38 24.18 22.45
25.49 22.78 2228
23.50 22.56 21.85
25,80 24.46 20.49
24.98 23.78 21.81

Determinar:
a. Lamedia, medianay los cuartiles 1, 2y 3
b. La varianza desviacion tipica y el coeficiente de variacion

c. Elaborar el diagrama de cajas o bigotes y parametros de formas

2.2 En Applied Life Data Analysis (Analisis de Datos Aplicada a la Vida). Presenta
el tiempo de falla de un fluido aislante entre electrodos a KV. Los tiempos en
minutos, son como sigue (Hines. Et al, 1997): 0.19, 0.78, 0.98, 1.31, 2.78,
3.16, 4.15, 4.67, 4.85, 6.50, 7.35, 8.01, 8.27, 12.06, 31.75, 32.52, 33.91, 36.71
y 72.89.

Determinar:

a. La elaboracion de la distribucion de frecuencia y histograma para los
datos

b. La media, mediana, varianza, desviacion tipica, coeficiente de

variacion y los cuartiles 1, 2y 3.

c. Los pardametros de formas y elaborar el diagrama de bigotes

d. Concluir sobre la normalidad de los datos.

2.3 Un articulo en Techno metric, presenta los siguientes datos de las trazas de
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octanajes de los combustibles de motor de varias mezclas de gasolinas

(Hines. Et al 1997}, ver la Tabla siguiente:

Datos en porcentaje de octanos para mezclas de gasolinas del mercado.

88.5 877 83.4 867 875 815 886
94.2 87.8 89.9 88.3 87.6 343 86.7
832 910 90.3 934 88.5 801 892
96.1 933 918 92.3 90.4 90.1 93.0
838.9 912 893 94.4 92.7 818 916
a0 4 89.3 89.7 803 816 80.5 93.7
90,0 90.7

Determinar:

Resumir los datos en forma tabular
L.os diagramas el frecuencia e histograma.

La media, mediana, varianza, cuartiles 1, 2, y 3, coeficientes de asimetria y
curtosis

El diagrama de cajas o de bigotes.

concluya sobre la normalidad de los datos de la muestra.

En una procesadora de alimentos se afirma que cuando més el 10% de sus
frascos de café instantaneo contienen menos café que lo declarado en la
etiqueta. Probar esta afirmacion, 16 frascos de su café instantaneo se
selecciona aleatoriamente para pesar su contenido; la afirmacion se aceptara
si menos de 3 frascos contienen menos café que el declarado en la etiqueta
(Hines. Et al, 1997). Determine las probabilidades de que el argumento de la
procesadora de alimentos sea aceptado cuando el porcentaje real de sus
frascos con menos café que el declarado en la etiqueta sea: a) 5%, b) 10%,
c), 15% y d) 20%.

Un ingeniero de control de calidad inspecciona una muestra aleatoria de 3
baterias de cada lote de 24 baterias de automovi! listo para ser embarcado




2.6

77

(Hines. Et al 1997). Si uno de esos lotes contiene seis baterias con ligeros
defectos, ¢qué probabilidad hay de que la muestra del inspector contenga

a. Ninguna bateria con defectos
b. Solo una bateria con defectos
C. Al menos dos baterias con defectos

Si la probabilidad de que una lampara fluorescente tenga una vida util de al
menos 500 horas es de 0.85, determine las probabilidades de que entre 20
lamparas de este tipo (Johnson, 1997)

a. 18 tengan una vida 0til de al menos 500 horas
b. Como minimo 15 tengan una vida util de al menos 500 horas
cC. como minimo dos no tensan una vida Gtil de al menos 500 horas.

2.7 El ndmero de lecturas erréneas de un instrumento para medir la fuerza de

tension en los empaques, a la semana tiene una distribucién de Possion con
A2=0.3 (Johnson, 1997). ¢Cual es la probabilidad de que el aparato opere sin

lecturas erroneas durante dos semanas consecutivas?.

2.8 En ciertos experimentos, el error cometido en la determinacién de la

solubilidad de una sustancia es una variable aleatoria con la densidad
uniforme, con a=-0.025 y B= 0.025. ;cudles son las probabilidades de que ese
error sea (Johnson, 1997):

a. Deentre 0.010y 0.015;

b. Deentre -0.012y 0.0127.

DEL AREA fn
] DELAS INGENERIAS 8
% Y ARQUITECTURA g
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2.9 Si una variable aleatoria tiene una distribucion log-normal con a=-1 y (=2,
determine su media, su desviacion estandar y las probabilidades de que la
variable aleatoria adopte un valor (Hines. Et al, 1897):

a. Deentre3.2y8.4,
b. Mayor que 5.0.

2.10 Si una variable aleatoria tiene una distribucion gamma con a=2 y B=2,
determinar la media, desviacién estandar y la probabilidad de que la variable
aleatoria adopte un valor menor que 4 (Hines. Et al, 1997).

2.11 Supéngase que la proporcion de unidades defectuosas embarcadas por un
distribuidor, que varia un tanto de embarque a embarque (Hines. Et al, 1997),
puede considerarse una variable aleatoria con la distribucion beta con a=1y

B=4.

a. Determine la medida de esta distribucion Beta, esto es, la proporcién
promedioc de unidades defectuosas en un embarque de este
distribuidor.

b. Determine la probabilidad de que un embarque de este distribuidor

contenga 25% o mas unidades defectuosas.

2.12 Supdngase que el tiempo de falla (en minutos) de ciertas baterias de
automdviles sujetas a vibraciones continuas puede considerarse una variable
aleatoria con una distribucion de Weibull con a=1/5 y $=1/5 (Hines. Et al,

1997).
a. ¢ Cuanto puede esperarse gue dure esta bateria?
b. ique probabilidad existe que una bateria de este tipo falle en

menos de 5 horas?.

2.13 Con referencia al ejemplo 3.10, compruebe que si la variabilidad de la
magquina de relleno se reduce a 0=0.025 onzas, eso reducira el monto de café
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promedio requerido a 4.05 onzas, aunque el 98% de los frascos seguira

conteniendo mas de 4 onzas (Hines. Et al, 1897).

2.14 La resistencia al rompimiento (Newtons) de una tela sintética, denotada por
X, se distribuye en N(800,144). El comprador de la tela requiere que esta
tenga una resistencia de por fo menos 772 N. Se selecciona al azar y se
prueba una muestra de la tela (Hines. Et al, 1997).

2.15 La vida de servicio de un tipo particular de baterias de celda seca se
distribuye normalmente con media de 600 dias y desviacion estandar de 60
dias (Hines. Et al, 1997). ¢qué fraccion de estas baterias se esperaria que
dure mas de 680 dias? y ¢qué fraccion se esperaria que fallara antes de 550
dias?.

2.16 La experiencia indica que el tiempo de revelado para un papel de impresion
fotografica se distribuye como X~N(30 seg, 1.21 seg?). Determine :a) la
probabilidad de que X sea al menos 28.5 segundos (Hines. Et al, 1997), c) la
probabilidad de que X sea alo mas 31 segundos c) la probabilidad de que X
difiera de su valor esperado en mas de 2 segundos.

2.17Un gerente de planta ordena interrumpir un proceso y efectuar un ajuste de

lecturas siempre que el pH del producto final sea mayor que 7.20 o menor de

6.8. el pH de muestra se distribuye normalmente con p desconocida y

desviacién estandar o= 0.10 (Hines. Et al, 1997). Determine las siguientes
probabilidades:

a. De que se realice el reajuste cuando el proceso opere como se

propuso con y=7.0
b. De que se realice el reajuste cuando el proceso se desvié ligeramente

de lo planeado con el pH medio 7.05.
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¢. De que falle el reajuste cuando el proceso sea demasiado alcalino y el
pH medio sea y=7.25.
d. De que falle el reajuste sea demasiado acido y el pH medio sea
u=6.75.
o
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CAPITULO 3
MUESTRAS ALEATORIAS Y DISTRIBUCION DE MUESTREOQ

Si una pobiacién es infinita es imposible observar todos los valores, € incluso si
es finita, puede resultar impréactico o antieconémico observarla en su totalidad.
Por lo tanto, con frecuencia es necesario emplear una muestra, es decir una parte
de una poblacién, e inferir de elia resultados que correspondan a la poblacion
entera. Evidentemente, estos resultados sélo serdn dtiles si la muestra es en
cierto modo “representativa” de la poblacién (Hines, Et al, 1997). Por ejemplo,
seria poco razonable esperar mediciones Utiles acerca de la contaminacion
industrial en el 4rea San Salvador, cuando se basan en medir la contaminacion al
final de las plantas de tratamiento de desechos; cuando esta trata una fraccion
del flujo de contaminantes generada en los procesos industriales. Por lo tanto las
mediciones de contaminantes realizadas después de la planta de tratamiento no
reflejard la magnitud de contaminantes generados por las industrias. Para
garantizar que una muestra sea representativa de la poblacion de la cual
pertenece, asi como para establecer una objetividad de los resultados para la
aplicacién de la probabilidad, las muestras deben ser aleatorias.

Hay muchas maneras de tomar una muestra de una pobiacién. Ademas, las
conclusiones que pueden extraerse acerca de la poblacién dependen a menudo
de cémo se selecciond la muestra. Por lo general, deseamos que [a muestra sea
representativa de la poblacion. Un método importante para la seleccion de
muestras es el muestreo aleatorio. La mayor parte de las técnicas estadisticas
que presentard en el presente trabajo se suponen muestras aleatorias. En este
capitulo se definird una muestra aleatoria y se presentara varias distribuciones de
probabilidad (tiles en el andlisis de la informacion de datos muestreados (Hines,
Et al, 1997).
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3.1 MUESTRAS ALEATORIAS

Para que los resultados obtenidos de las muestras en las investigaciones
tecnoldgicas y cientificas dentro det campo de Ingenieria Quimica e Ingenieria de
Alimentos, sean objetivos y representativos de la poblacion tomada; las muestras

deben ser aleatorias

Una muestra aleatoria se define: que X sea una variable aleatoria con distribucion
de probabilidad f{x). Entonces el conjunto de n observaciones Xy, X5, . . . . . , Xn
tomadas en la variable aleatoria X, y con resultados numericos x4, X2, . . . . . Xp, S
llama una muestra aleatoria si la observaciones se obtienen observando X de
manera independiente bajo condiciones invariables por n veces (Hines. Et al,
1997).

El muestreo aleatorio se clasifica segln el tamafio de la poblacién de donde
provenga, y estos son: poblaciones finitas y poblaciones infinitas.

Para muestreo de poblaciones finitas se define: * un conjunto de observaciones xi,
X2, o i Xa, constituye una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacion finita
de tamafio N, si se elige de tal forma que cada subconjunto de n de los N
elementos de la poblacién tenga la misma probabilidad de ser seleccionados”. Y,
para poblaciones infinitas se define de la siguiente manera: un conjunio de
observaciones x1, X2, . . . .. . Xn, constituye una muestra aleatoria de tamafio n de

una poblacién infinita f(x), si:

1. Cada x; es un valor de una variable aleatoria tiene la misma
distribucion de probabilidad f(x), y

2. Estas n variables aleatorias son independientes.
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No siempre es facil obtener una muestra aleatoria. Algunas veces podemos utilizar
tablas de numeros aleatorios uniformes. Para emplear este enfoque para una
poblacién finita se utiliza el Anexo |. Este método es en particular Gtil cuando se
tiene un tamano de poblacién' pequefia. En otras ocasiones, el investigador técnico
o cientifico no puede utilizar facilmente procedimientos formales para ayudar a
asegurar la aleatoriedad y deben confiar en otros métodos de seleccidn. Para tal

caso se tiene (Hines. Et al, 1997):

Se desea tomar una muestra aleatoria de 5 lotes de materia prima de 25 sin
procesar. Se numera los lotes con los enteros del 1 al 25. Después de esto se
elige arbitrariamente del Anexo I, un renglén y una columna como punto de
partida. Se lee hacia abajo la columna elegida, la cual debe tener 2 digitos hasta
que se encuentren 5 numeros aceptables (un namero aceptable se encuentra
entre 1 y 25). Considerando el proceso anterior brinda una secuencia de numeros
que se lee, 37, 48, 55, 02, 17, 61, 70, 43, 21, 82, 73, 13, 60, 25. Los numeros en
negritas especifican qué lotes de maleria prima se van a elegir como muestra

aleatorias.
3.2 ESTADISTICOS

El propdsito de la mayoria de las investigaciones en el campo de la Ingenieria
Quimica y de Alimentos es hacer uso de las técnicas estadisticas para generalizar
a partir de la informacion contenida en muestras aleatorias acerca de la poblacién
de la cual se extraen. En particular, a menudo se interesa en hacer inferencias
sobre los parametros de poblaciones, como la media 1 o la desviacion estandar G.
Al hacer tales inferencias, se usa la estadisticos como Xy s, esto es, cantidades

calculadas con base a observaciones muestrales.

Una estadistica ¢ estadistico es cualquier funcion de las observaciones en una

muestra aleatoria que no depende de parametros desconocidos (Hines. Et al,
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1997). Por ejemplo, si Xy, X2, . ... . .. , X» s una muestra aleatoria de tamario n,
para el caso, la media de la muestra ¥, la varianza de muestra %, y la desviacion
estandar s son estadisticas. Notese que puesto que una estadistica es una funcion
de los datos a partir de una muestra aleatoria, ella misma es también una variable

aleatoria.

3.2.1 MEDIA MUESTRAL, VARIANZA MUESTRAL Y DESVIACION
ESTANDAR MUESTRAL

Como se menciond anteriormente la media muestral, varianza muestral y

desviacion estandar muestral, son ejemplos de medidas estadisticas calculados
de muestras aleatorias (Hines. Et al, 1997), entonces la media muestral es:

=1l 3.1

la varianza muestral es:

L S— 3.2
y la desviacion estandar muestral es:

fn

I‘Z

S =i 33
T n-1

3.3 DISTRIBUCION DE MUESTREOQ

Para todo proceso que se desee extraer conclusiones en torno a poblaciones
basadas en los datos de las muestras se utiliza en forma considerable las
estadisticas. Los. procedimientos requieren que se entiendan el comportamiento
probabilistico de ciertas estadisticas. Para ello se hace uso a lo que se llamara
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distribucién de muestreo. Y se entendera como: la distribucién de probabilidad de

una estadistica (Hines. Et al, 1997).

Se encuentran varias distribuciones de muestreo de uso impoertante en el campo
de la ingenieria que se utilizara de manera extensiva posteriormente. Segin la
naturaleza de las variables aleatorias de donde provengan las muestras, estas
pueden ser continuas o discretas. Para la distribucién de muestrec de variables
continuas en la tabla 3.1 se define y resume brevemente. Siendo las mas
importantes las siguientes:

Distribucion Normal N(0,1)
Distribucién t — student (t)
Distribucién Gi — dos (X3
Distribucion F de Snedecor (F)

0. o T o

En la tabla 3.2 se define e ilustra brevemente la distribucion de muestreo para
variables aleatorias discretas. Siendo las mas importantes las siguientes:

a. Distribuciéon de muestreo de Bernoulli (binomial)
b. Distribucién de muestreo de Poisson.
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Tabla 3.1. Descripcion breve de las distribuciones de muestreo a partir de poblaciones normales (variables aleatorias continuas).

DISTRIBUCION VARIABLE ESTADISTICA CARACTERISTICAS FORMA
Normal N(0,1) |, X-u X " Si la poblacion es normal, entonces Ia
Z= ; /— "7 ) distribucién de muestreo de X es normal.

A Media Con una p=0y o=1.

muestral = Si la poblacién no la rige una distribucion
normal de muestrec de X, entonces sera
aproximadamente normal para muestras

grandes (por el tecrema central de limite), lo 0 2

anterior se cumple para n > 25 . "

t - student X-u X Tiene forma acampanada y es
°, -T ] perfectamente simétrica y unimodales, y el
S/in Media valor maximo se alcanza cuando p=0 y
muestral para o =vi{v~2), para v > 2, a diferencia

n muestras
pequeinas

de Z que es muy sensible, alargandose
con rapidez hacia la izquierda y la derecha.
La distribucién t tiene colas méas pesadas
que la normat; esto debido que tiene mayor
probabilidad hacia fuera.

El estadistico t de una muestra de tamadio
n extraida de una poblacién normal de
media p sigue una distribucién t-student
con n-1 grados de libertad. En realidad se
aproxima a la distribucién normal estandar
v=a. Observando que los valores de t para
29 o mas grado de libertad se acercan a
los correspondientes valores de la
distribucién normal (Z). En conclusién la
distribucién normal estandar ofrece una
adecuada aproximacion a la distribucian t

para muestras de tamaro de 30 o mas.

v=o

v=10

L
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Continuacion de Ia' Tabla 3.1.

Gi —dos (X* 1Ns? | 2
) X2 = -({W I,)S— La forma de la distribucién X2 variara con
g Varianza los‘grados de libertad asociados con la
| varianza.
muestra

Es fa forma de distribucién de muestreo de
la varianza de una muestra de distribucion
normal. Se puede construir estimacion de
intervalo de confianza e hipétesis
estadistica de prueba alrededor de Ia
varianza de una poblacidn normal.

Notese que la variable aleatoria ji cuadrada
es no negativa, y que la distribucidén de
probabilidad es asimétrica hacia la
derecha. Sin embargo, a medida que v
aumenta la distribucion simétrica. Cuando
v—a, la distribucién ji cuadrada es Ia
distribucién normal.
Se sigue una distribucion ji cuadrada, si X,
. .« X, 50N n variables aleatorias N(0,1)
independientes Y=X+........+X.2.

k=2.

k=5

=10)

®

L8
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Continuacion de 1a Tabla 3.1.
F de Snedecor S Razoén de ) ) ‘
72 . » Siendo X; y X; dos variables aleatorias ji
1= L20 varianza de cuadrada independiente con u y v grados
S5 , ‘ de libertad respectivamente . la razon entre u=5v=5

ol muestras ellas divididas cada unas por su grado de

aleatorias libertad se distribuye como F Snedecor.
normales * La funcién de densidad es asimétrica hacia
la derecha cuando aumenta los u grados
independientes de libertad numerador y v de denominador

* La distribucién F se usa con el objeto de

comparar la variabilidad de dos fuentes
diferentes independientes,

Stiol —n -1, para la fuente 1; f
S2/02 — n, -1, paralafuente 2.

Nota: se define el numero de grado libertad (v) como una suma de cuadrados (SS=Z(X-.X >como el numero
de términos independientes. Estos elementos no son todos independientes ya que (XX )=0 siendo
independiente solo (n-1) de ellos. Donde n es el tamafio de muestra. Los grados de libertad (v)=n-1;
cuando se tienen dos poblaciones diferentes los grados de libertad para la fuente 1, esta dada por v=n

88



Tabla 3.2. Descripcion breve de las distribuciones de muestreo a partir de una funcidn de distribucién (variables aleatorias
discretas).

DISTRIBUCION

VARIABLE

ESTADISTICA

CARACTERISTICAS

Bernoulli (Binomial)

Media y varianza

de X

Cuando x=1, se le llama éxito y cuando x=0 se le llama fracaso.
Porlotanto x,es D o 1.

p es la probabilidad de éxito y n observaciones

es una variable aleatoria discreta que puede tomar los valares (0,

He =P 1/n, 2In, ....(n-1)/n, 1).
y P se le llama a menudo, fraccién muestral de disconformidades
-
ot = 202P)
n
Poisson g, =2 Media y varianza|e El pardmetro A es la tasa de ocurrencia media. Y n el tamafo de
de X la muestra aleatoria tomada.
y - ¢ Generalmente la suma de n variables aleatorias independientes
2 (procedimientos ) _ o i )
ol =2 . de Poisson tienen una distribucion de Poisson, con parametro
* n de demérito)

igual a la suma de los pardmetros individuales de Poisson.
Tomando valores (0, 1/n, 2/n, ...,).

Una variable aleatoria con esta distribucidn es util en casos en
que una unidad puede tener n diferentes defectos o
disconformidades, llaméndola procedimientos de demérito

68
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3.4 EJERCICIOS DEL CAPITULO

Ejemplo 3.1

Un fabricante de torres de enfriamiento asegura que con una sebre carga de agua
del 20%, la torre se inunda en un promedio en 12.40 minutos en promedio. Para
probar esta afirmacion, una muestra de 20 torres de enfriamiento fueron sometidas
a una sobre carga del 20%, y los tiempos que tardaron en inundarse tubo un
promedio de 10.63 minutos y una desviacion estandar de 2.48 minutos. Si puede

suponerse que los datos constituyen una muestra aleatoria de una poblacion

normal, ¢ Tenderian estos apoyar o refutar la afirmacion del fabricante?.

Solucidn: primero se calcula t del problema, de la manera
Datos:

X =10.63 minutos

H=12.40 minutos

$=2.48 minutos

n=20

Utilizando la distribucién t student (Tabla 3.1), sustituyéndola y calculando se
tiene:
o X-p _1063-1240

= = ~ =319
Sin 2.48/-20

]
v grados de libertad

a
¢
0 ta

Figura 3.1. Valores tabulados de t
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Ahora con v=20-1=19 grados de libertad y con un nivel de significancia (a) de
0.005 se lee en la tabla del Anexo E el valor t;, siendo este de 2.861, por
consecuencia la probabilidad de que t sea menor que —2.861 también es de 0.005.
Dado que t=-3.19 es menor que —2.861 y 0.005 es una probabilidad muy reducida,
se concluye que los datos tienden a refutar la afirmacién del fabricante. Con toda
probabilidad, el tiempo de inundacién medio de estas torres de enfriamiento con
una sobrecarga del 20% es inferior a los 12.40 minutos.

Ejemplo 3.2

Una empresa de andlisis de aguas, compra agua desmineralizada, y sabe por
experiencia que la varianza micromhos es de 1.26.16° mmhos®. Como es
importante que el agua tenga la misma concentracion de minerales, la empresa
rechaza un pedido si la varianza de las 20 muestras del lote pedido seleccionado
al azar excede de 2.00.10”*mmhos? (Johnson, 1997). Suponiendo que los valores
de la muestra pueden ser considerados como una muestra aleatoria de una
poblacién normal, ¢cudl es la probabilidad de que el lote sea rechazado aunque
0?=1.26.10"°mmhos®?.

Solucién:
Los grados de libertad es: v=20-1=19
Al sustituir en fa formula de la estadistica ji cuadrada, se tiene

-
,?.’2 _ 19!2.00):10 )=30 :

1.26x10~4 -

y luego se determina en la tabla del Anexo D y%,, con 19 grados de libertad y 0.05
como nivel de significancia, resultando x§,s =30.1. Asi, la probabilidad de que el

lote sea rechazado es menos del 0.05 o menor del 5%.
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Ejemplo 3.3
Si dos muestras aleatorias independientes de tamafio n1=7 y n;=13 se toman de
una poblacién normal (Johnson, 1997), ;cudl es la probabilidad de que la varianza
de la primera muestra sea al menos tres veces mayor que la segunda muestra,
asumiendo un nivel de significancia del 95%7?
Solucién:
Caiculo de los grados de libertad para ambas muestras:
Muestra 1:
Vi=N¢-1=7-1=6

Muestra 2:

V2=nz-1=13-1=12

En la tabla del Anexo F se encuentra Fy05=3.00 para los grados de libertad de las
muestras calculadas; asf la probabilidad calculada es de 0.05 para un nivel de
significancia del 95%. Entonces:

1 1

= =0.3333 para la cola izquierda
Foos(12,6)  3.00 P d

Fyes(612)=

3.5 EJERCICIOS PROPUESTOS

3.1 Un proceso para la fabricacién de jabones se halla bajo el control si los pesos
de los jabones tienen una media de 0.5000 Ibs. Que se puede decir de este
proceso si una muestra de 10 de esos jabones tiene un peso medio de 0.5060
Ibs. Y una desviacidn estadndar de 0.0040 Ibs. (Hines. Et al, 1997).

3.2 Un proceso de tratamientos de aguas embotellas de un litro el contenido de
calcio {Ca) como reglamento de consumo humano debe tener como media de
50 ppm. Se tomo una muestra de 15 botellas de agua para su anélisis y se
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obtuvo una media de 51 ppm y una desviacién estandar de 6 ppm (Johnson,
1997). ¢ qué probabilidad tiene el lote para ser apta a consumo humano?.

3.3 Un comprador de café instantaneo de 4 onzas por bolsa de contenido acepta
un lote con una varianza de 0.4 onzas®, si una muestra de tamafio de 15 bolsa
tiene una varianza de 0.45 onzas? (Hines. Et al, 1997). Asumiendo que es una
poblacién normal. 4 Cual sera la probabilidad de aceptar el lote?.

3.4 Para el proceso descrito del ejercicio 3.2 se exige una varianza de 8 ppm, si
una muestra de 20 jabones da como resultados una varianza de 6 ppm
(Johnson, 1997). ¢cudl sera la probabilidad de aceptar el lote, sumiendo una
poblacién aleatoria con distribucion normal?.

3.5 Obtenga los siguientes valores empleando ia tabla del Apéndice F
8. Fpasag
b.  Fyasasio
C. Fygses

d.  Fosozizs

3.6 S8i muestras aleatorias independientes de tamafio ny;=n,=8 proceden de
poblaciones normales con la misma varianza (Johnson, 1997), scuél es Ia
probabilidad de que cualquiera de las varianzas muestrales sea al menos
siete veces mayor que la otra?.

o
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CAPITULO 4
INFERENCIA ESTADISTICA

Aunque la inferencia estadistica abarca el muestreo y distribucién de muestreo,
estas ya fueron objeto estudio en el capitulo 3.

Sobre los disefios muestrales se estudiaron los conceptos de estadistico. Siendo
un estadistico (estadistica), como la medida estadistica caiculada a partir de una
muestra aleatoria, y como parametro, la medida estadistica calculada a partir de la

pobiacién.

La inferencia estadistica es el proceso mediante el cual se utiliza la informacién de
los datos de una muestra para extraer o inferir conclusiones acerca de Ia
poblacién de la que se selecciond la muestra. Las técnicas de la inferencia
estadistica pueden dividirse en dos areas principales: estimacién de parametros y

pruebas de hipdtesis.

La diferencia entre ambos es que los problemas de estimacion de parémetros se
debe elegir un valor que describa la variabilidad de las muestras con respecto a ia
poblacién proveniente, mientras que en las pruebas de hipdtesis se debe decidir
entre aceptar o rechazar un valor ¢ un conjunto de valores especificados de un

parametro.
5.1 ESTIMACION DE PARAMETROS.

La estimacidn es un proceso para usar un estadistico (estadistica) muestral en
orden a estimar el correspondiente parametro poblacional desconocido. Como un
ejemplo del problema de la estimacion por pardmetros, supéngase que ingenieros

quimicos estan analizando el contenido de impurezas en materias primas.
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Existiendo en la realidad una variabilidad entre cada zona individual de la
poblacion. En consecuencia, el ingenieros esta interesado en estimar la impurezas
en la materia prima promedio para la poblacidon. Es posible también que les
interese estimar la variabilidad de las impurezas en la materia prima. A partir de
calculos de los estadisticos de muestras representativas de la poblacion
proveniente. Los procedimientos de estimacién en generai, se dividen, en:

a. Estimacién puntual de pardmetros
b. Estimacién de intervalo de parametros o intervaios de confianza

411 ESTIMACION PUNTUAL

La estimacién por puntos de un parametro de poblacion, es un solo valor nurhérico
de una estadistica que corresponde a ese parametro. Esto es, la éstimacion
puntual es una seleccién Unica para el valor de un parametro desconccido. En
forma mas precisa, si x es una variable aleatoria con distribucién de probabilidad
f(x), caracterizada por el parametro desconocido 8, y si X1, Xz, . . . ., Xn €S una
muestra aleatoria de tamafic n de x, entonces la estadistica

9= WX, X,, ..., X,)correspondiente a ©; que se le llama estimador de 6. Nétese

N
que la estimaciéon @ es una variable aleatoria, porque es una funcién de los datos

de muestreo. Después de que la muestra se ha seleccicnado, 5 toma un valor
numerico particular llamado estimacién por puntos o puntuales de 6 (Hines. Et al,
1997).

En la Tabla 4.1 (Hines. Et al, 1997), se muestrann las estimaciones que con
frecuencia se necesita en ingenieria y sus respectivas estimaciones puntuales

razonables de estos parametros.
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Un parametro hpuede tener varios estimadores puntaies diferentes. Como por
gjemplo: si se desea estimar la media de una variable aleatoria, se podria
considerar la media de la muestra, la mediana de la muestra, o quizas el promedio
de las observaciones extremas mas pequena y mas grande en la muestra como
estimadores puntuales. Para decidir cual es el mejor estimador puntual que se
puede usarse de un parametro particular, se necesita examinar sus propiedades
estadisticas y desarrollar algunos estimadores comparativos.

Tabla 4.1. Los parametros que con frecuencias se necesita estimar, con sus respectivos
estimadores.

PARAMETRO DESCONOCIDO () A OBSERVACION
ESTIMACION (&)
Media de una sola poblacion (u) A La estimacion es la media de la
) H=X muestra.

Varianza (o°) o desviacién estandar (o) Al La estimacién es la varianza y

de una scla muestra o =5 desviacidn estandar de la
muestra.

Proporcion p de articulos en una A La estimacién es la proporcion de

poblacion que pertenece a la clase de p=Xin la muestra, donde X es el numero

interés. de objetos en una muestra
aleatoria de tamafio n que
pertenece a la clase de interés.

Diferencia de media entre dos A A _ .| Laestimacidn es la diferencia

pablaciones (pr4-u2) Fimpy = X=X entre las medias de las muestras
de dos muestras aleatcrias
independientes.

Diferencia en dos proporcicnes de AL A La estimacidn es la diferencia

poblacién, ps-p. Pm P entre dos proporciones de
muestra calculadas a partir de dos
muestras aleatorias
independientes.
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4.1.1.1 Propiedades de los Estimadores

Una propiedad deseable de un estimador es: que debe estar “cerca’ en cierto

sentido al valor verdadero del pardmetro desconccido. Formalmente se dice que 5
es un estimador neutral de pardmetro 8 cuando (Hines. Et al, 1997):

E(@)=0 4.1

N
Esto es, & es un estimador neutral de 8 si “en promedio’ sus valores son iguales a

B. Notese que esto equivale a requerir que la medida de la distribucién de la

Fay
muestra de @ seaigual a 8.
En consecuencia, la media de la muestra X es un estimador neutral de la media
de la poblacién . Por tanto, la varianza de la muestra S2 es un estimador neutral
de la varianza o®. Sin embargo, la desviacion estandar S de la muestra es un

estimador sesgado de la desviacion estandar o de la poblacidon. En el caso de

muestras grandes este sesgo es despreciable.

El error cuadratico medio estimador g’ se define como (Hines. Et al, 1997):
A A 2
ECM[Q] = E[& - 49) 4.2

El error en el cuadratico medio se puede rescribirse de la siguiente manera:

zow(2)- ] 3-(3)] +[o- 2]

V(@') +(sesgo)’ 4.3
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N
Esto es, el error cuadratico medio de # es igual a la varianza del estimador mas el
sesgo al cuadrado. Si @ es un estimador neutral de &, el error cuadratico medio

de 6 es igual 8.

El error cuadratico medio es un criterio importante para comparar dos

estimadores. Sean gﬁ y g’z dos estimadores del parametro 8, y ECM(é\,) y
ECM (652) los errores cuadraticos medio de gh y g?z. Entonces la eficiencia relativa

de 9 a 6, se define de Ia siguiente manera:
ECM(§1)

Si esta eficiencia relativa es menor que uno, se concluye que &, es mas eficiente

4.4

" i » - s g- - ”, -
de B que 8., en el sentido que tiene un error cuadratico medio mas pequeno.

A
Obsérvese que el estimador ¢ es neutral para que 8, el error cuadratico medio se

reduce la varianza del estimador 8. Dentro la clase de estimadores neutrales se
pretende buscar el estimador que tiene la varianza mas pequena. Este se llama
estimador neutral de la varianza minima. La figura 4.1 (Hines. Et al, 1997) muestra

la distribucién de probabilidad de dos estimadores neutrales 51 y E) teniendo gh
una varianza mas pequena que 32. El estimador 6. producira con mayor

Fal
probabilidad que #. una estimacién mas cercana al valor verdadero del parametro

desconocido 8.
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Distribucion de &

A

Distribucion de &>

6

Figura 4.1. distribucién de probabilidad de dos estimadores neutrales 6, y 6.

Es posible obtener una cota inferior en la varianza de todos los estimadores

neutrales 8. Sea ¢ un estimador neutral del parametro 8, basado en una muestra
aleatoria de n observaciones y considere que en f(x,8) denota la distribucién de
probabilidad de la variable aleatoria X. Entonces una cota inferior en ia varianza’®.

V(E)J 2 —— 1 ; ' 4.5
nE[@ Inf(X, 9)]

Esta desigualdad se denomina cota inferior de Cramér-Rao. Si un estimador

neutral 3 satisface la ecuacién 4.5 con desigualdad, se tratara del estimador de

varianza minima de 8 (Hines. Et al, 1997).

! Se requieren ciertas condiciones en Ia funcién f(X, @) al obtener la desigualdad Cramér-Rao. Las
mayores partes de las distribuciones de probabilidad estandar satisfacen estas condiciones.
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Se encuentra algunas veces gue algunos estimadores sesgados son preferibles a
los neutrales por ellos tienen un error cuadratico medio mas pequeno. Esto es, se
puede reducir la varianza del estimador de manera considerabile introduciendo una
cantidad relativamente pequefia de sesgo. En tanto quée la reduccion de la
varianza se mayor que el sesgo al cuadrado, se obtendra un estimador mejorado

en el sentido del error cuadratico medio. Por ejemplo la figura 4.2 muestra la
fal

distribucidén de probabilidad de un estimador sesgado 6, con varianza menor que

A A

el estimador neutral ;. Seria méas probable que una estimacién basada en &

N
estuviera mas cerca del valor verdadero 8 que una basada en ., tal como se

muestra en la figura 4.2.
A . . F el . -
Un estimador @ que tiene un error cuadratico medio que es menor o igual al error

M
cuadratico medio de cualquier otro estimador &, para todos los valores del

parametro 8, se llama estimador éptimo de 6.

Distribucion de &,

Fal
Distribucion de &>

N

Ial It
Figura 4.2. Estimador sesgado &\ que tiene varianza menor que un estimador neutral

q‘i'-.
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Otra manera de definir la cercania de un estimador 8 a un parametro 8 se da en
. A
término de la consistencia. Si 6. es un estimador de 8 basado en una muestra

aleatoria de tamano n, se dice que 3,, es consistente para 0 si:
lim ;5(55,,—%‘@) —1 4.6
1= l

La consistencia es una propiedad de muestras grandes, puesto que describe el

s
comportamiento en el limite del estimador ¢ conforme el tamafno de la muestra
tiende a infinito.

411.2 Método de Maxima Similitud.

Uno de los mejores métodos para obtener un estimador puntual es el de maxima
similitud. Sea X una variable aleatoria con distribucion de probabilidad f(x,8),
donde € es un parametro desconocido Unico. Sean Xi, Xz, . . . ., X, los valores
observados en una muestra aleatoria de tamario n (Hines. Et al, 1997). Entonces
la funcién de probabilidad de la muestra es:

L®) = f(x.0)f(x,.6).......f(x,.0)

La funcién de probabilidad es ahora funcion Unicamente del parametro
desconocido &. El estimador de méxima similitud de 8 es el valor que maximiza la
funcién de probabilidad L(B). En esencia, el estimador de maxima similitud es el
valor de 8 que maximiza la probabilidad de ocurrencia de los resultados de [a
muestra. En la tabla 4.2 muestran los estimadores que maximiza algunas
funciones de probabilidades importantes; para distribuciones normales y para

distribuciones de las series de Bermoulli.
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TABLA 4.2. Estimadores que maximiza las funciones de probabilidades normales y de las series de Bernoulli.

DISTRIBUCION | FUNCION DE PROBABILIDAD ESTIMADOR DE OBSERVACIONES
MAXIMA SIMILITUD
Bernoulli = n (1 — p)-* A n A ~
pix)=p(-p) p= lz,\" pes el estimador de méxima similitud de p es p,
= R
x=1.0 : para un tamafio de muestra n.
Normal con " | ~(x,-pr)t 1202 n La media de la muestra es el estimador de maxima
, L) =[]—F=—=e"™ > X, .
media y a2 = ¥ similitud.
varianza K= n
conocida
Uniforme  con / " 1 A La pendiente de esta funcién no es cero en todas
a)=1]—-=— a . "
intervalo de 0 a (@) E[ a” partes y la funcién de probabilidad aumenta cuando a
a n
disminuye. Entonces se maximiza cuando se fija «
con el valor mas pequefio que sea razonable (a no
| puede ser mas pequefio que el valor mas grande de la
muastra).
Normai con 1 Y Y -t | A 1 . Los estimadores de méxima similitud son la media y
media L{,0%) = e Vs 2 p=-—~) X, =X ianza de | t
y (2”02)/2 ns varianza de la muestra
varianza I 2
desconocida. o =—>(X,-X)
nio

col
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Los estimadores de maxima similitud no son necesariamente insesgado, pero es
usual que puedan modificarse con facilidad para hacerios insesgados. El sesgo se
aproxima a cero para muestras grandes. En general, los estimadores de méaxima
similitud tienen buenas propiedades de muestras grandes llamadas asintéticas.
Especificamente, se distribuyen en forma asintética, son insesgados y tienen una
varianza que se aproxima a la cota inferior de Cramér-Rao para n grande. Los
estimadores de maxima similitud también son consistentes. Ademas, tienen Ia

propiedad de invarianza.

Cuando se presenta un valor de una estimacién puntual, suele ser necesario dar
una idea de su precision. El error estandar es la medida usual de precisién que se

emplea. Si 3’ es un estimador de 6, entonces el error estandar de 6 es justamente

A
la desviacidn estandar de 9, es:

o, = v(@) 47
g N

Si o, involucra cualesquiera parametro desconocido, entonces se sustituye
a

estimaciones de estos parametros en la ecuacidn 4.7, se obtiene el error estandar

A -
estimado de @, se dice o,. Un error estandar pequefio implica que se ha
a

presentado una estimacién relativamente precisa.
4.1.2 ESTIMACION DEL INTERVALO DE CONFIANZA

En muchas situaciones, una estimacion puntual no proporciona suficiente
informacién acerca del parametro de interés. Por ejempio, si nos interesa estimar
la resistencia térmica media al calor del hierro, un solo nimero puede tener mucho
significado. Una estimacion de intervalo de la forma L<psU podria resuitar mas utii.
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Los puntos extremos de este intervalo seran variables aleatorias, puesto que son
funciones de datos de muestras (Hines. Et al, 1997).

En general, para construir un estimador de intervalo del pardmetro desconocido,
se debe encontrar dos estadisticas (estadisticos) L y U tal como sigue;

PL<6<U}=1-a 4.8
El intervalo resuitante es:

L<o<U _ 4.9

se llama intervalo de confianza del 100(1-q) por ciento del parametro desconocido
8. A Ly U se les denomina limites de confianza inferior y superior,
respectivamente, y (1-a) recibe ,el nombre de coeficiente de confianza. La
interpretacion del intervalo de confianza es que si se coleccionan muchas
muestras aleatorias y se calcula un intervalo de confianza de 100(1-a) por ciento
en 6 de cada muestra, entonces 100(1-a) por ciento de estos intervalos
contendran el valor verdadero de 6.

E! intervalo de confianza en la ecuacion 4.9 podria llamarse con mayor propiedad
un intervaic de confianza de dos lados, en cuanto a que especifican tanto un limite
inferior como uno superior en 8. En ocasiones, el intervalo de confianza de un solo
lado podria ser mas apropiado. Un intervalo de confianza inferior de 100(1-a) por
ciento de un lado en 0 esta dado por el intefvalo siguiente:

L<6 4.10

donde el limite de confianza inferior L se elige de la siguiente manera:
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PlL<8}=1-a 4.1

De manera similar, para un intervalo de confianza superior de 100(1-a)} por ciento
de un lado superior de 6.

La longitud de un intervalo de confianza observado es una medida importante de
la calidad de la informacién obtenida de la muestra. La longitud de medio intervalo
(6-L) o (U-8) se denomina la precision del estimador. Cuanto mayor sea el
intervalc de confianza, tanto mayor confianza se tendra de que el intervalo
contiene en realidad el verdadero valor de 6. Por otra parte, cuanto mayor sea el
intervalo, tanto menor es la informacion que se tiene en tomo al valor verdadero
de 6. En una situacion real, si se obtiene un intervalo relativamente corto con una

confianza elevada mayor sera la informacion en tomo al valor verdadero.

Los problemas més comunes para estimar intervalos de confianzas en muestras

aleatorias que enfrentard el investigador en las 4reas de Ingenieria Quimica e
Ingenieria de Alimentos, se muestra en forma resumida en la Tabla 4.3.

4.1.2.1 Nivel de Confianza y Precision de la Estimacion

Por ejemplo, el intervalo de confianza del 99 por ciento es mas largo que el
intervalo de confianza del 95 por ciento. Esto es por que se tiene un nivel de
confianza mas alto en el intervalo de confianza del 99 por ciento. En general, para
una muestra fija de tamafo n y una desviacion estandar o, cuantc mas alto es el
nivel de confianza, tanto mas largo el intervalo de confianza resultante.

Puesto que la longitud del intervalo de confianza mide la precisién de la
estimacion, se ve que la precisién se relaciona inversamente con el nivel de
confianza. Para ello, es muy deseable obtener un intervalo de confianza lo
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TABLA 4.3. Tipos problemas para célculos de intervalos de confianzas para &, como un estimador del par&metro 8

medias [ ¥ {2,
varianza 0% y 0%,

2 7 2
of o af o
X -Xo-Z, |1+ 82 S-Sy -XNy+Z,, |-+ 22
! 2 %J L] L] ! ﬂz 1 2 % H) Hy

TIPO DE ESTIMADOR | INTERVALOS DE CONFIANZA DE DOS LADOS 100(1-A) POR OBSERVACIONES
PROBLEMAS POR CIENTO -
PUNTOS

Media p, D' X-Z,,0lnsu<X+Z aldn Sea X una variable aleatoria con

varianza o? media desconocida p y varianza

conocida conocida, con tamafo de muestra
aleatoria n, X; X,.....X, Con un
intervalo de confianza de (100-a)
por ciento en u considerando la
distribucién de muestreo de X de Ia
madia de muestra X. Se asume
una distribucién normal o casi
normal.

Diferencia en dos X -X, » Es un intervalo de confianza sobre

dos medias, conocida la varianza
FPara dos variables independientes
X; con media {, desconocida y
varianza conocida y X, con media
y varianza g, desconocida.

Donde n; ¥ ng son el numero de
observaciones de las variables X y

X, respectivamente.

90t
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Continuacidn de la Tabla 4.3.

»e

Y

Mediapdeuna | Y
distribucién
normal, varianza
a? desconocida

X -t SifnsusXy+s
: %,u—l 5/

2,n~]

Sy

Es el intervalo de confianza sobre una
media de una distribucién normal con
varianza desconocida.

Donde n es el tamario de muestray X
y S son las medias y varianza de la
muestra.

Bajo 1a suposicién de que la poblacion
la rige una distribucién normal. Ello
conduce a intervalos de confianza

basadas en la distribucién t.

Diferencia en las
medias de dos
distribuciones
normales Hi-ja2,
varianza o%=0%
desconocida

X-Xp- .I'y

- I("l -—l)‘:‘fi-(nz-l)?%
donde O

1 1
hY ,——-+-—-——S;l|—;:2 LX) ~Xp &1 N
2.0+ -3 s moony %,n, +ry=2 ?

1 1

—
Jnl Hy

St los tamafios de muestra n, y n;
exceden entonces se comportara
como una distribucion normal, en caso
contraric se supone que es una
poblacion normal los

de

y sustentar

intervalos confianza en la
distribucion t

Se asume dos variables aleatorias
independientes desconociendo ambas
medias y varianzas, entonces es

razonable suponer que ambas

varianzas son iguales.

L01



Continuacion de la Tabla 4.3.
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Diferencias en D D —1% ) ISDJJE Supsh +:%"_1.-;I, f~in Son dos muestras aleatorias
las medias de ' ' independientes de las dos poblaciones
dos de interés. Esto es, n; observaciones
distribuciones se seleccionaron al azar de 1a primera
normales para pobtacion y una muestra
muestras en completamente independiente de n,
pares Lp=Hi-l2 observaciones se seleccioné al azar
de la segunda poblacién.
Donde 5 y Sp son las media y
desviacion estandar de muestra de las
diferencias D;.
Varianza o° de NG O I ) Es para una muestra de tamafio n que
Lo°s
una distribucion X%ﬂ_l X ,fA"_l se distribuye en forma normal con
normal ) media y varianza desconocida
El intervalo de confianza se basa en
una distribucién ji cuadrada
. Cociente de das Slz :‘i A < of_ < 52 . Con dos variables aleatorias normales
varianzas 0%/o% 5—3 [ R PR Sl A con medias y varianzas desconocidas,

de dos
distribuciones
normales

se desea encontrar el intervalo de
confianza respecto al cociente de las
varianzas. Rige una distribucién F

801




Continuacion de la Tabla 4.3.

»o

Proporcion o

>

E! intervalo de confianza se rige

dos parametros
binomiales ps-p2

parametro de P par una distribucidn binomial. Por

una distribucién los parémetros ny p. Y es normal

binomial p con media p y varianza p(1-p)/n. Y
se aplica para poblaciones
grandes

Diferenciaendos| » AN A N ~ ~ ~ Dos proporciones de interés p; y

proporciones o PP ?,]_za/ m[l-m] + Pz[l-pz] <pi - 5;2" }‘,2 . Z‘V all=m| pol=p p2 es posible abtener un intervalo

2 | m " 2 i Hy

de confianza respecto a su
diferencia. Si las dos muestras de
tamafio ny ¥ n; se toman de
poblaciones infinitas de manera
que X; y Xp son variables
aleatorias binomiales

independientes

601
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suficientemente corto para propdsitos de toma de decisiones y que a la vez brinde
una confianza adecuada. Una manera de asegurar esto es eligiendo el tamario de
muestra n lo bastante grande para brindar un intervalo de confianza de longitud
especificada con una confianza preestablecida.

4.1.2.2 Eleccion del Tamaiio de Muestra

La precisién del intervalo de confianza para intervalos de confianza sobre la
media, conocida la varianza (Tabia 4.3). Esto significa que usar x para estimar g,

el error E=[r— 4 es menor que cho-f\/; con confianza de 100(1-a). En

situaciones donde el tamafio de muestra puede controlarse, se puede elegir n
como 100{1-a) por ciento confiable de que el error al estimar p sea menor gue un
error especificado £ (Hines. Et al, 1997). El tamano de muestra apropiado sera:

Za/o- ’
n=|—-2— 412
E -

Si el lado derecho de la ecuacién 4.12 no es entero, debe redondearse hacia
arriba. Adviértase que 2E es la longitud del intervalo de confianza resultante.

4123 Intervalos de Confianza de un Lado
Es posible obtener intervalos de confianza de un lado para p ajustando L=-ag o U=

a y reemplazando Z.» por Z,. El intervalo de confianza superior de 700(7-a) por

ciento, para y es:

usX+Zol-in 4.13



]

4

y €l intervalo de confianza inferior del 700(7-a) por ¢iento para y es:

X-Zolin<yu 4.14

4.1.2.4 Intervalos de Confianza Aproximados en la Estimacién de Méxima
Similitud.

Si se utiliza el método de méaxima similitud para la estimacién de parametros,
pueden emplearse las propiedades asintéticas de estos estimadores para obtener
Fa
intervalos de confianza aproximados. Sea & el estimador de méxima similitud de
N
8. En muestra grandes ¢ se distribuye aproximadamente de manera normal con

media 8 y varianza V(a) dada por la cota inferior de Cramér-Rao (ecuacién 4.5).
por consiguiente, un intervalo de confianza aproximado del 700(7-a) por ciento

para € es:

A A yZ’ A 2N 172
.6 z%{v(eﬂ <6 <6+ zm[v(eﬂ 4.15

Usualmente, la V(#) es una funcién del parametro conocido 8. En estos casos,

sustitiyase € por 3
4.1.2.5 Intervalos de Confianza Simuitaneos.

En ocasiones es necesario construir varios intervalos de confianza respecto a mas
de un parametro, y se desea que haya una probabilidad de (7-a) que la totalidad
de tales intervalos de confianza produzcan en forma simultanea enunciados
correctos. Por ejemplo, supdngase que se toma una muestra de una poblacion
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normal con media y varianza desconocida, y se desea construir intervalos de
confianza para y y o tales que la probabilidad de que ambos intervalos produzcan
simultdneamente conclusiones correctas sea (7-a). Puesto que X y S? son
independientes, se podria asegurar este resultado construyendo intervaios de
confianza del 700(1-a)"? por ciento para cada parametro por separado, y ambos
intervalos produciran en forma simultanea conclusiones correctas con probabilidad
(1-a)"?(1-a)"?=(1-a) (Hines. Et al, 1997).

Si las estadisticas de la muestra en las cuales se basan los intervalos de
confianza no son variables aleatorias independientes, entonces los intervalos de
confianza no son independientes, y deben emplearse otros métodos. En general,
supongase que se requieren m intervalos de confianza. La desigualdad de

Bonferroni establece lo siguiente:

P{m enunciados}=1-a> 1—[%:1,.) 4.16

i=1

donde m son los enunciados simultaneamente correctos y (7-a;} es el nivel de
confianza /ésimo. En la practica, se selecciona un valor para el nivel de confianza
simuitaneo (7-a), después se elige la ga;individual tal que el sumatorioc de todos los
a; sean igual a a. Usualmente se hace a= a/m. Como ejemplo, supdngase que se
desea construir dos intervalos de confianza respecto a las medias de dos
distribuciones normales tal que tenga el 90 por ciento de confianza de que ambos
enunciados sean simultdneamente correctos. Por tanto que 7-0=0.90, se tiene
a=0.10, y puesto que se requieren dos intervalos de confianza, cada uno de éstos
debe construirse con a= a/2=0.10/2=0.05, i=1,2. Esto es, dos intervalos de
confianza individuales del 95 por ciento en ¢ y M2 conduciran simultaneamente a
enunciados correctos con probabilidad al menos de 0.90.
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4.2 PRUEBAS DE HIPOTESIS

Muchos problemas en investigaciones en las areas de Ingenieria Quimica e
Ingenieria de Alimentos requieren decidir si se acepta o rechaza un enunciado
acerca de algin parametro. El enunciado suele llamarse hipotesis, y el
procedimiento de toma de decisiones en torno a la hipdtesis recibe el nombre de
prueba de hipdtesis. Esto es uno de los aspectos mas dtiles de la inferencia
estadistica, puesto que muchos tipos de problemas de investigacién con decisién
pueden formularse como prueba de hipdtesis. En esta seccién se desarrollaran
procedimientos de prueba de hipédtesis para varias situaciones importantes en el
campo de investigacién en las areas de interés.

421 HIPOTESIS ESTADISTICAS

Una hipGtesis estadistica es un enunciado acerca de la distribucion de
probabilidad de una variable aleatoria. Las hipdtesis estadisticas a menudo
involucran uno o mas parametros de esta distribucion,

Por lo general, los elementos de cualquier prueba estadistica son (Hines. Et al,
1997).:

a hipétesis nula: Es aquella hipotesis que desea contrastar a fa hipotesis de
investigacion o de trabajo, como medioc que se sirve el investigador para
probar la hipétesis alternativa, se simboliza por Ho. El planteamiento de ia
hipétesis nula permite elaborar un modelo probabilistico a partir del cual se

puede llegar a una decisién final.

b Hipétesis altemnativa: También se concce como experimental o de trabajo y se
representa por H, esta es la hipdtesis de investigacién. De modo que se
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espera que hay un argumento para la hipétesis de investigacion (alternativa)
Hi, demostrando que no lo hay para su contraria, ia hipétesis nula.

c Estadistico de prueba: Los valores muestrales se empiean un solo namero
que corresponde a un punto en una recta. Tal nimero sirve para tomar
decisiones y se denomina estadistico de prueba y se simboliza en general
como T. Tal estadistico, sera, una variable aleatoria, con una distribucion
muestral determinada, que proporcionara las probabilidades asociadas a un
valor o un determinado intervalo de valores del Estadistico del Contraste

d Regla de decision: Una regla de decision es un criterio utilizado para decidir si
se acepta o rechaza la hipdtesis nula, a partir del espacio muestral de valores
del estadistico de contraste y de las probabilidades asociadas. Este criterio
consiste en dividir tal espacio en dos zonas mutuamente exciuyentes vy
exhaustivas: /a zona de rechazo (region critica) y la zo:na de aceptacion.

Ej.s importante recordar que fas hipdtesis son siempre anunciados relativos a la
poblacién o distribucidn bajo estudio, no enunciados en tomo ala muestra. El valor
del parametro de la poblacién especificado en la hipdtesis nula suele determinarse
en una de ires maneras. Primero, puede resultar de la experiencia 0 conocimiento
pasado del proceso, o inclusc de experimentacién previa. El objetivo de la prueba
de hipdtesis suele ser enionces determinar si la situacion experimental a
cambiado. Segundo, este valor puede determinarse a partir de alguna teoria o
modelo con respecto al objeto que se estudia. Aqui el objeto de la prueba de
hipétesis es. verificar la teorfa 0 modelo. Una tercera situacién surge cuando el
valor del parametro de la poblacion es resultado de consideraciones experimental,
tales como especificaciones de disefio o ingenieria, o de obligacionés
contractuales. En esta situacion, el objetivo usual de la prueba de hipétesis es la
prueba de conformidad.
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Si se esta interesados en tomar un decisién en torno a la veracidad ¢ falsedad de
una hipétesis. Un procedimiento que conduce a tal decisién se llama prueba de
una hipotesis los procedimientos de la prueba de hipétesis dependen del uso de la
informacién en una muestra aleatoria de la poblacion de interés. Si esta
informacién es consistente con la hipdtesis, entonces se concluye que la hipdtesis
es verdadera; sin embargo, si esta informacién es inconsistente con la hipdtesis,
se concluye que la hipotesis es falsa.

422 ERRORESDETIPOlY TIPO il

La decision para aceptar o rechazar la hipdtesis nula se basa en una estadistica
de prueba calculada a partir de los datos en una muestra aleatoria. Cuando se
toma una decision utilizando la informacién en una muestra aleatoria, esta
decision esta sujeta a error. Pueden producirse dos tipos de errores cuando se
prueban hipotesis. Si la hipdtesis nula se rechaza cuando es verdadera, entonces
se ha cometido un error de tipo I. Si la hipétesis nula se acepta cuando es falsa,
entonces el error cometido es de tipo H. Esta situacion se describe en la Tabla 4.4,

Tabla 4.4.Decisicnes en fa prueba de hipotesis

DECISION Hg es verdadera Hy es falsa
Aceptacion de Hp Ningtn error Error del tipo |l
Rechazo de Hyg Error del tipo 1 Ningudn error

Las probabilidades de ocurrencia de los errores de tipo | y de tipo |l tienen
simbolos especiales como se muestra a continuacién (Hines. Et al, 1997):

a = P {error tipo 1} = P {rechazar Ho/Hy verdadera 4.17
B= P {error tipo I} = P {aceptar Ho/Hg es falsa

Algunas veces es conveniente trabajar con la potencia de la prueba, donde
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Potencia = 1-8 {rechazar He¢/Hp es falsa 4.18

Adviértase que la potencia de la prueba es la probabilidad de que una hipétesis
nuia falsa se rechace correctamente. Debido a que los resuitados de una prueba
de hipdtesis estan sujetos a error, no se puede ‘probar’ o “desaprobar’ una
hipétesis estadistica. Sin embargo, es posible designar procedimientos de prueba
que controlen las probabilidades de error a y B a valores adecuadamente

pequenos.

La probabilidad a del error de tipo | a menudo se llama nivel o tamafio de
significacion de la prueba. En general, la probabilidad del error de tipo [ esta
controlada la localizacion de la regidn critica. Por consiguiente, en la practica el
analista fija la probabilidad de error de tipo | en (cerca de) cualquier valor deseado.
Es decir que la probabilidad de rechazar en forma errénea Hp esta controlada
directamente por el que toma las decisiones. Ademas, disminuye cuando el
tamano de muestra n aumenta. Por lo tanto, la probabilidad 8 del error de tipo Il
esta controlada por el tamafio de muestra como del grado al que es falsa la
hipdtesis nula Hy, es comin considerar a la decisién de aceptar Hy como una
conclusién débil, a menos que se sepa que B es aceptablemente pequefia. Por
tanto, en vez de decir que “se -acepta Ho”, se prefiere la terminologia “no se
rechaza He". El no rechazar Ho implica que no se tiene la evidencia suficiente para
rechazarla, esto es, para realizar un enunciado fuerte. De tal manera, que para un
tamafio de muestra dado, la disminucién a provoca que [ aumente, y el

incremento a provoca que [3 disminuya.

423 HIPOTESIS UNILATERALES O BILATERALES

Se debe a que rechazar Hy es una conclusion fuerte en un tanto que no Hg puede
ser una conclusion débil al menos que se sepa que B es pequefia, se prefiere en la
mayor parte de los casos construir hipdtesis tales que el enunciado entorno al cual
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se desea una conclusién fuerte, esté en la hipdtesis alternativa H;. los problemas
para los cuales es apropiada una hipdtesis alternativa de dos lados en realidad se
desea probar ia hipdtesis de que la media de una distribucion u es igual a un valor
arbitrario, digamos Mg, y es importante detectar valores de la media verdadera p
que podrian ser mas grandes 0 mas pequefios yo, entonces debe utilizarse la
alternativa de dos lados (bilateral) como se muestra a continuacion (Hines. Et al,
1997):

Hyp=p
H :u#u, 4.19

Muchos problemas de pruebas de hipdtesis involucran de manera natural las

| hipotesis alternativas de un solo lado (unilateral). Por ejemplo, supdngase que se

desea rechazar Hy solo cuando el valor verdadero de la media supera a . las
hipdtesis serian: '

Hytp=py
Hy u u, 4.20

Esto implica que ia regién critica se localiza en la cola superior que la distribucién
que la estadistica de prueba. Esto es, si la decisién se basara en el valor de la
media de muestra x, entonces se rechazaria Hy en la ecuacion 4.20 si x es
demasiado grande. La curva caracteristica de operacion para la prueba
correspondiente a esta hipdtesis se muestra en el Anexo N, junto con la curva
caracteristica de operacién para prueba bilateral. Se observa que cuando es cierto
que la media verdadera p supera Mg, la prueba unilateral es superior a la prueba
bilateral en el sentido de que tiene una curva caracteristica de operacion con
pendiente méas pronunciada. Cuando la media verdadera p=yy, las prueba
unilaterales y bilaterales son equivalentes. Sin embargo, cuando la media
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verdadera | es menor que Ho, las dos curvas caracteristicas de operacion difieren.
Si u< uo, la prueba bilateral tiene una mayor probabilidad de detectar esta
desviacidn respecto a yg, que la prueba unilateral. Esto es intuitivamente atrayente
ya que la prueba unilateral esta disefiada suponiendo que p no puede ser menor
que pp, O bien que, si es menor que o, seria deseable aceptar la hipdtesis nula.

4.2.4 PRUEBA HIPOTESIS EN MEDIAS Y VARIANZAS.

Para las pruebas de hipdtesis, tanto para variables continuas (para medias y
varianzas) como discontinuas (proporcién) se utilizara la comparacion de la
hipétesis nula Hg v la hipdtesis altemnativa Hy. con el fin de sacar conclusiones del
problema de estudio y tomar la decisién de rechazar o aceptar la hipdtesis
alternativa. En forma general Proporcionando con ello el criterio de rechazo tal
como se muestra en la tabla 4.5. En la cual se da una breve descripcion de las
problemas de pruebas de hipétesis, tales como:

Hipdtesis referente a una medias
Hipotesis referente a dos medias
Hipétesis referente a una varianza
Hipbtesis referente a dos varianza
Hipotesis referente a una proporcion

D O bW N -

Hipotesis referente a varias proporciones




Tabla 4.5. llustracion del procedimientos de los problemas de pruebas de hipdtesis en medias, varianzas

HIPOTESIS ESTADISTICA DE HIPOTESIS [CRITERIO DE ELECCION DEL OBSERVACIONES
NULA PRUEBA ALTERNATIVA| RECHAZO | TAMANO DE MUESTRA
Ho:p=14g X Ho H o u#+u, ZoZ,,, Es una prueba de hipdtesis sobre la
2 . o =TT . . :
o conoccida /«fr; Hy iy, VY AYA d= [ o y0|/a- media, con varianza conocida, para una
H, 1y 0/ poblacion X representado por una
1- 0 = _
Zy(~Z, d=(u-m)lo variable aleatoria, con distribucién
d=(u,-p)lo normal. En la cual lo zona de aceptacién
define la regién critica o regidén de
(7 + J )20' , 0 S :
rechazo viene dada por sl planteamiento
del problema de la prueba de hipétesis
Ibl . .
o ='— Para determinar Ia eleccién de muestra,
o

se pueds determinar directamente por Ia
acuacion, en funcibn de ta
probabilidades de la zona critica (en
funcion de los errares de tipo 1 y ).
Dado que § depende del tamafo de
muesira. O utilizando las curvas
caracteristicas de operacién (CO), de las

graficas del Anexo Na y Nb. Utilizando el

| parametro d.

611
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Continuacién de la Tabla 4.5.
Ho:p=y0 . 1\7 —~ fhy H :pu#pu, I’ol>’mz,u—1 d = | U J"ol /o Es la relacién existente en |la prueba de
o - ,—37"_ H,: ihu, hipdtesis con una media de una
desconocida /R H,: ply, !°>'“v"" d= (‘u —f t")/a poblacién cuando la varianza se
[N d= (po - ;1)/ o desconoce, el procedimiento se aplica

para poblaciones grandes (n>30) y, se
asume una distribucion normal. Sin
embargo para muestras pequeias se
supone en muchos casos una
distribucién normal,

Para determinar el tamafio de muestras
se hace uso el pardmetro d, ilustrado en

las graficas del Anexo Ne, Nf, Ng y Nh.

01



Continuacién de la Tabla 4.5.

ae

2 2 Zo= T a2
041 ¥02 (e o,
conocidas -"T 7,_2

H oy #
H ),
H oy,

Sean X, y X, dos poblaciones que tienen
medias desconocidas (p, Yy i) ¥
varianzas conocidas (021 y 0%). Estando
interesados e la prueba de hipétesis
sean iguales.

Se puede utilizar la formula directa para
el calculo del tamario de muestra n, para
m#n2, O haciendo uso de las curvas GO
representadas en las graficas del Anexo
Nc y Nd. Utilizando el pardmetro d, para
N=ny=n;.

Iz1
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Continuacion de la Tabla 4.5,
Ho:py=p; =_:¥l - ::iz_"_ H :u # ],0|>,“m.". any2 d= | = ﬂzl /2o | Son pruebas de hipdtesis respecto a la
2 a2 . i d i d
0% = o%=0 < _|_+_1_ H, : ), o g (ﬂ _” )/20‘ igualdad de medias de dos
desconocida £ non H,:ulu, 07 ety +1y =2 2 distribuciones normales donde se
S ‘o(“'a.n, ny-2 d= ( i~ 1 )/ 20 | desconocen las varianza, siendo estas

v=n+n,~2

= g‘ﬁ‘—'l)ﬂ’ +(‘"z _I)V:
T no+n,—~2

iguales, empleando una estadistica t
para probar las hipdtesis. No afectando
las desviaciones moderadas |la
normalidad de los datos.

Dado que se desconoce las varianzas,
la determinacién del tamafic de
muestras, se hace uso del parametro d,
utilizando las graficas del Anexo Ne, Nf,

Ng y Nh, asumiendo n=n,=n,

o



Continuacion de la Tabla 4.5.

HQZUZ = 0’20

.2 2
H .o #0,
. ol 2
fH, .0%a,
. 2
H, 0o,

X:)Xjfl',u—l

Xo (X}

~al 20~

X Xa

-1

Xé (Xlz—a

(4

Son pruebas de hipblesis sobre a
varianza o desviacién tipica de una
poblacién normal. En la cual se
desea probar la hipdtesis de una
distribucién normal o es igual a un
valor espacificado o2,

Para determinar el tamafio de
musstra se basa en las curvas CO
donde se ilustran en los diagrama de}
Anexo Ni, al Ng. Para la hipotesis
alternativa de dos lados, los
diagramas Ni y Nj, graficando B
contra el pardmetre de abscisas (A)

para diversos tamaros de muestras,

donde o dencta el valor verdadero de
la  desviacidn  estandar. Los
diagramas 'k y Il corresponden a la
alternativa Hy:6%>0%,, en tanto Im y In
son para la otra alternativa de un lado
Hy:0? <%, .

considera o como el valor de la

al emplear los valores,

desviacidon estandar que se desea
detectar.

LA



Continuacién de la Tabla 4.5.

Ho: lh=p2 = :\3;{\:2_ H oy # l topth‘v Esta es la situacién que las varianzas
% #0% 2 g2 H: ), son desconocidas y desiguales (caso
1 2 :
desconocidas _,;: + —”—1 Hy: pdp, toMlas Il de la prueba de hipétesis anterior). -
!0(-_111,1'

1A
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Continuacion de la Tabla 4.5.
0%y = 12 . 2 2 AT ;
Ho:o% = 0% o S; H :.ol+a} |F) pa”'“l_l_nz_l o |40 Es una prueba para comparar dos varianzas (prueba
0 Sf G, |F)para dos poblaciones normales y pruebas de
H, : oMo? Follioas 2Ly -1 muestras grandes que pueden aplicarse a
l- 2 :
g2 ]2 2 I)F o pablaciones no normales. En la cual son dos
J O H, o/{o, 0/ a i ~Lag -1 A="1 . 2 )
0 S? 0, |pablaciones X; y X5, donde yy, 0%, p2 y 0% se
Fo)as 2=l -1 o desconocen, para dos muestras aleatorias de tamafio
=2
4 O, | de la poblacion 1 y de tamario n; para la poblacidn
1

2, con ns-1 y np-1 como sus grados de libertad.

Para la eleccién del tamafio de musestras se utilizan
los diagramas o al r del Anexo N, que proporciona las
curvas CO para la prueba F suponiendo que n=n=n,.
los diagramas No y Np se emplea para hipdtesis
alternativas de dos lados y, los diagramas Nqy Nr
para alternativa de un solo lado. Ellos grafican
contra el parametre de las abscisas A.

NOTA: las pruebas de hipotes ilustradas en el cuadro resumen se consideran pruebas de hipétesis de ambos lados (bilaterales) y de un
lado {mayor y menor que la hipdtesis nula) o hipdtesis unilateral. El método para eleccién de muestras para ta pruebas de hipbtesis consiste
en analitico y por lo general utilizando las curvas caracteristicas de operacién (CO). Asumiendo con esto que el error de tipo |t (B) es
funcidn del tamaric de muestras. -

YA
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4.3 PRUEBAS NO PARAMETRICAS.

La mayor parte de la influencia estadistica (estimacion de parametro,
procedimientos de intervalo de confianza y las pruebas de hipotesis) vistos
anteriormente se han basado la suposicion de que estas son muestras aleatorias
de poblaciones con distribuciones establecidas. Mas sin embargo, la mayor parte
de estos procedimientos son relativamente insensibles a ligeras desviaciones
respecto a la normalidad. En general, las pruebas de t y F y los intervalos de
confianza t tendran niveles de significacién o niveles de confianza reales que
difieren de los niveles nominales o problemas elegidos por el experimentador,
aunque la diferencia entre los niveles reales y enunciado suele ser sin duda mas
pequeiia cuando la poblacién de base no es demasiado diferente a la normal. Por
lo comun, se le Haman a estos procedimientos, métodos paramétricos debido a
que se basa en una familia paramétrica particular de distribuciones normal.
Alternativamente existen procedimientos denominados no parametros o libres de
distribucion no se suele hacer suposiciones a la distribucién normal (o ofra
distribucion de poblacion, aparte de que es continua. Dentro de las ventajas
ofrecidas de las por los métodos paramétricos {(Johnson, 1997), se encuentran:

1 Los procedimientos paramétricos utilizan toda ia informacidn proporcionada
por la muestra (no se realizan aproximaciones) por lo tanto ofrece mayor
eficiencia que el procedimiento correspondiente cuando la poblacion de base
es normal (o otra distribucion). Sera menos eficiente para requerimientos de
tamano de muestra mas grandes. _

2 Realizan inferencias exactas cuando los metodos estandar son imposibles de
cumplir.

3 Las pruebas solo dependen de relaciones de orden entre observaciones (no
dependen del tamafio de muestra ni se ponen mucho menos aproximaciones
sobre la forma de las poblaciones). La perdida de eficiencia por lo comin no
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es grande, y a menudc la diferencia de en el tamarfio de muestra es muy

pequena.

4 No se ven afectadas por la simetria u otras desviaciones respecto a la

normalidad (su fuerza es usualmente satisfactoria aun cuando las poblaciones
se desvien de la normalidad).

5 Laeleccidn de escala de medicién numérica es arbitraria. No obstante, su
mayor virtud es el echo que el nivel de significacion o intervalo de confianza
es exacto incluso si las poblaciones son excesivamente normales.

Dentro de las pruebas no paramétricas de mayor uso en el campo de Ingenieria

quimica e Ingenieria de alimentos, se tiene:

Prueba de signo.
Prueba de Wilcoxon del rango con signo
Prueba de Wilcoxon de la suma de rango.

o O o n

Prueba de Kruskal — Wallis.

Estas pruebas se describird en forma general en la Tabla 4.6, los estadisticos de
prueba de hipotesis, criterio de rechazo, parametros y definicién de variables para
cada una de las pruebas.
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~ Tabla 4.6. Resumen de procedimientos de pruebas de hipdtesis en medias y varianzas para las pruebas no paramétricas.

Pruaba Hipdtesis nula Hip&tesis Parametro | Regién de Observaciones
alternativa | estadistico | rechazo
Prueba de H,: p=p, H :p=#H, R RR Se emplea para probar hipétesis en torno a la media de una
[+ 4
signo . distribucion continua y wuna variable aleataria, cuyo
H:ma, R (R, N _
probabilidad del valor observado X sea mayor que la mediana
H ., R*(R, |es0.5y que sed menor que la mediana es 0.5.

Cualquier diferencia X-7#, es iguaimente posible de ser

negativa o positiva. De modo que R* denota ei niimero de
observaciones de las diferencias positivas y R las diferencias
negativas. Y R el nimero de observaciones.

Cuando las desigualdades se cumplen, entonces las hipdtesis
se rechazan,

El valor critico Ry se elige para un nivel de significacién tan
cercano al a del enunciado. Y se muestra en el Anexo K. El
nivel de significacién para una prueba de un lado es la mitad
mostrada en la tabla del Anexo K,

®
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Continuacion de la Tabla 4.6,
Pruebade | ff : = 4, H, :u#u, R R; Considera que las poblaciones de interés son continuas y
Wilcoxon . simétricas, es decir la mediana I es igual a la media p.
| Hy: oy, R™(R;
del rango Una desventaja de la prueba de signo es que solo
con signo Hy: pu(uy R

considera el signo de la desviacion X, -1, y no sus

magnitudes y la Wilcoxon se disefio para superar esta
desventaja.

Los niveles de significacion se encuentran en el Anexo L.
Y si las desigualdades se cumplen con el valor critico 1a
hipdtesis se rechaza.

Para hipdtesis de un lado serd la mitad del nivel de
significacién dei Anexo L.

Para poblaciones mayores de 20, se comporta
aproximadamente como distribucién normal con media
(Ha)=(n{n+1)/4 y una varianza

(%R)=(R-n{n+1)(2n+1))/24 y como estadistica de prueba
Zo=(R-pIR)OR,

®
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Continuacién de la Tabla 4.6.

Prueba de Hy: =y, H oy #p, |RiyYRe R(R Se tiene dos poblacianes independientes continuas X, y X, con
Wilcoxon ¢ rqedia Hi Y K2 las cl_igtribuciones de X, y X, tienen [a misma forma de
H  p)u, 0 dispersion, y se difieren solo (posiblemente) en sus medidas. La
dela . prueba de Wilcoxon de la suma de rango se puede utilizar para
suma de H,:plu Ry(R, doblar la hipotesis Hg:py=j.. algunas veces este procedimiento
! recibe el nombre de prueba de Mann-Whitney, aunque la estadistica

rango R, < R; de prusba de Mann-Whitney suele expresarse de forma diferente.
Sean Xq,..%m Y Xz, Xz..Xay dos muestras aleatorias
R < R, |independientes de las poblaciones continuas X, y X; descritas antes.

Se supone que #n, < n,. Arreglase las observaciones ny+ n, en

orden de magnitud ascendente asignandoles rangos, Sea R, la suma
de los rangos en la muestra mas pequeria (1), y definase.

R, =nfn +n, +1)~ R,

si después de esto no se difieren las medidas de muestra, se espera
que la suma de los rangos fuera casi igual para ambas muestras. En
consecuencia, st la suma de los rangos difiere en modo
considerable, se concluye que las medidas no son iguales.

La tabla del Anexo L contiene el valor critico de las sumas del rango
para a= .05 y a=.01 con los tamarios de muestra n, y n, apropiados,

puede obtenerse el valor critico R;. La hipdtesis nuta Hg:py=p,.50
rechaza a favor de ff, : g # p1, ya sea R, y R; sean menores o

iguales que el valor critico tabulador R .

Cuando las desigualdades del criterio se cumple las hipotesis
rechaza para el problema de hipétesis.

Para muestras grandes (mayores de 8) se puede aproximar a la
distribucién normal con media s y varianza o*g’'

®
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Continuacién de la Tabia 4.6.

Prueba | H :pu =y, = Z R? 3V +1) K | Consiste en un modelo de andlisis de varianza
Kruskal- N + 1) “ n, de un solo factor y es una prueba alternativa de

) la prueba F (distribucién normal) y se necesita
Wallis

una misma distribucion continua para todos los
trétamientos i=1, 2, . , 8, donde N es nimero
total de observaciones y todas las posibles
asignaciones de los N rangos 1, 2, ... N se
mezclen a o large de las muestras a.

Esta prueba mide el grado en el cual los rangos

promedios reales observados R, difieren del

valor esperado (N+1)/2. si esta diferencia es
grande, entonces la se rechaza la hipétesis nula
Ho.

La hipbtesis nula se rechaza para datos de
muestra que generen un valor grande de K.

Para muestras grandes , K se aproxima a una
diétribucidn ji cuadrada con a-1 como grados de
libertad, por medio de la relacién.

KzX ia_l , Con apropiadas regionas criticas de

dos colas o cola superior o inferior.
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4.4 EJEMPLOS DEL CAPITULQ'

Ejemplo 4.1
Un articulo en el Journal of Heat Transfer (Trans. ASME, Ses.) Describe un
método para medir la conductividad térmica de hierro Armco. Al emplear una
temperatura de 100 °F y una entrada de potencia de 550 W, se obtuvieron 10
mediciones de conductividad térmica (en Btu/hr —pie-°F):

41.60, 41.48, 42.34, 41.95, 41.86

42.18, 41.72, 42.26, 41.81, 42.04

a. La media de la muestra y desviacién estandar estimada.
Calcular el tamafio de muestra suponiendo que se desea un error en
la estimacién de ia conductividad térmica media del hierro Arcmo sea
menor a 0.05 Btu/hr —pie-"F y 0=0.10.

Solucién:
Para el literal (a), se tiene que:

10

2%
X = ‘10 =41.924 Btu/hr-pie-'F

y la varianza de la muestra, es

10 2
> (x, - %)
=L ——=oos1 (Btu/hr-pie-"F)?

SZ
Como ¢ se desconoce, se sustituye por la varianza de muestra s=0.284 para
obtener el error y estandar estimado de la media muestral

&y = =0284/-/10 = 0,0898

~

! Todos los ¢jemplos desarrollados en esta seccion fueron extraidos de Hines. Et al, 1997.
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entonces el error estandar es cerca del 0.2 por ciento de la media de la muestra, lo
gue implica que se ha obtenido una buena precision de la estimacion puntual de la

conductividad térmica.

Para el literal (b), con una confianza del 95 por ciento y 0=0.10 y Zo025=1.96, se
puede encontrar el tamafio de la muestra requerido a partir de la ecuacién 4.12

como

2

n = LOSRIOT 1557 16
0.05

Nétese cémo, en general, el tamafio de muestra se comporta como una funcién de

la longitud del intervalo de confianza 2E, el nivel de confianza del 100(1-a) por

ciento, y la desviacion estandar o, de las siguientes maneras:

Ejemplo 4.2

Considérese los datos de conductividad térmica del ejemplo 4.1. Encontrar un
intervalo de confianza de 95 por ciento en la conductividad térmica media de hierro
Armco. Suponiendo que se conoce que la desviacién estandar de fa conductividad
térmica a 100 °F y 550 W es 0=0.10 Btu/hr-pie-°F.

Solucién:

Un intervalo de confianza del 95% implica que 1-0=0.95, asi que a=0.05, como se
supone que se trata de una variable aleatoria gue se comporta normalmente por
tabla del Anexo C se lee Zap=20025=1.96

Limite de confianza inferior, se tiene:

L=x —20-025 'O"‘-"

/i
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sustituyendo y caiculando
L=41924-196%0.10/-/10 =41.862

Para el limite de confianza superior, se tiene:

Z *0.107
[ = ¢ +20025 —
~10

sustituyendo y caiculando
U =41.924+1.96%0.10/ /10 = 41,986

Por consiguiente e! limite de confianza de dos lados del 95% es:
41.862< y1<41.986

Ejemplo 4.3

Se efectuaron pruebas de resistencias a la presién de dos clases de tuberias
empleados en las instalaciones de vapor en la industria. De la experiencia pasada
en las instalaciones de las tuberias, se suponen conocidas las desviaciones
estandares de la resistencia a la presidn. Los datos se muestran en la Tabla 4.7.
Asumiendo que se comporta como una variable aleatoria con distribucidon normal,
calcular los intervalos de confianza del 90 por ciento.

Tabla 4.7. Resultados de prueba de resistencia a la presidn de las tuberias

Clase de tubo Tamano de Resistencia a la presidn media Desviacion estandar
muestra de muestra (kg/mm°) (kgimm®)
1 =10 87.6 1.0
2 Ny=12 74.5 1.5
Solucion:

Como 1-0=0.90 para un intervalo de confianza del 90 por ciento, entonces a=0.10,
por tabla del Anexo C se lee Zy0s=1.645. Para el limite de confianza inferior se

tiene:

o ©
L=X-X,-2Z_, —1+—2
P72 T o
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f- 2 “2
-87.6-74.5~1.645, 10 13
012

=12.22 kg/mm’

Para el limite de confianza superior se tiene:

[ 2

-X - ot , o3

1.02 15°
=87.6—74.5+1.645\{_]—0-— 7

=13.98 kg/mm’
En consecuencia el intervalo de confianza de dos lados del S0 por ciento en Ia

diferencia en la resistencia media es:

1222 kg/mm® < py—p, <13.98 kg /mm*

Se tiene una confianza del 90 por ciento de que la resistencia a la presion media
de la tuberia 1 excede a la tuberia 2 entre 12.22 y 13.98 kg/mm”.

Ejempio 4.4
Un articulo en Jurnal of Testing and Evaluation (Vol. 10, Num. 4, 1982, p. 133)
presenta las siguientes 20 mediciones del tiempo residual de flama (en segundos)

en muestras tratadas de ropa de dormir para nifos:

9.85, 9.93, 9.75, 9.77, 9.67,

9.87, 9.67, 9.94, 9.85, 9.75,

9.83, 9.92, 8.74, 9.99, 9.88,

9.95, 9.95, 9.93, 9.92, 9.89,
Determinar el limite de confianza del 95 por ciento respecto al tiempo residual de
flama media.
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Solucion:

Calculando la media, varianza y desviacién estandar para la muestra, se tiene:

£=08475 seg

5% =0.009101 .seg2
5=0.0954 seg

Como es el intervalo de confianza del 95 por ciento, a=.05 y v=20-1=19.Entonces
de la tabla del Anexo E se encuentra que tg425,15=2.093. por lo tanto los limites de
confianza inferior y superior det 85 por ciento son:
L=X—ty5,.5/n
= 9.8475-2.093(0.0954)/~/20
=9.8029 seg

L=x+1 1.5‘/\/';

al/2n-
=9.8475+2.093(0.0954)/ ~/20
=09.892]1 seg.

Por tanto, el intervalo de confianza de dos lados del 95 por ciento es:

9.8029< 4 <9.8921 seg.

Se tiene una confianza del 95 por ciento de que el tiempo de flama media esta
entre 9.8025 y 9.8921 segundos.

Ejempio: 4.5 -
En un proceso de bafio quimico utilizado para grabar tarjetas de circuito impreso,

se estan comprobando dos diferentes catalizadores para determinar si quieren
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diferentes tipos de inmersion para remover cantidades idénticas de mineral foto
resistente. Se efectuaron 12 bafios con el catalizador 1, resuitando un tiempo
inmerso medio de muestra de X, = 24.6 minutos y una desviacién estandar de sq
= .85 minutos. Con el catalizador 2 se efectuaron 15 bafios, siendo el tiempo de
inmersidn medio de X, = 22.1 y una desviacion estandar de s; = .98 minutos.
Determinar el intervalo de confianza del 95 por ciento en la diferencia de dos
medias pi-gz asumiendo que [as dos desviaciones de ambas poblaciones son
iguales.

Solucion:

Determinar la estimacién estimada por medio de la relacién siguiente:

S = [ - 1)57 + rp 153
? \[ H+ny-2

_ 11(0.85)" +14(0.98)
12+15-2

=0.925

Puesto que a=0.05, se lee de tabla del Apéndice E tuz n1+n2-2=t0.02525=2.060, se
puede calcula los limites de confianza inferior y superior del 95 por ciento como:

1 1
L=X-X,-t S, —+—
! 2 f}é.nﬁnz -2 7y m N

=24.6-22.1-2.060(0.925), 1i2 + %

=176 min.

U=X, -X,+1 s 1L
! 2¥ %.n.-t-n,-:'.
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=246-22.1+ 2.060(0.925),|!% +-1.‘T
| 2

=324 min.

y para el intervalo de confianza de dos colas, se tiene:

1.76 min. <y — 4y £3.24 min.
Se estad el 95 por ciento seguro de que el catalizador 1 requiere un tiempo de
inmersion que esta entre 1.76 minutos y 3.24 minutos mas largo que el requerido

por &l catalizador 2.

Ejemplo 4.6

Segun los datos de la tabla 4.8 concernientes en el tiempo (segundos) de reaccion
de saponificacion en paralelo de dos lineas de jabén (1 cajas) con dos materias
primas diferentes, se tomaron de 14 medidas de tiempo. Determinar los intervalos
de confianza para 90 por ciento para Hp.

Tabla 4.8. Tiempo en segundos para la produccién de jabon en forma paralela.

Medidas Proceso Diferencia
1 2
1 37.0 17.8 19.2
2 25.8 20.2 5.6
3 16.2 16.8 0.8
4 24.2 41.4 -17.2
5 22.0 21.4 0.6
6 33.4 38.4 -5.0
7 23.8 16.8 7.0
8 58.2 32.2 26.0
g 336 27.8 5.8
10 24.4 23.2 1.2
11 23.4 296 6.2
12 21.2 20.6 0.8
13 36.2 32.2 4.0
14 29.8 53.8 -24.0
17.0
Solucién:
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Como D.y §, son la media y desviacion estandar de muestra de las diferencias

D, siendo 1.21 y 12.68 respectivamente. El intervalo de confianza de S0 por ciento
se tiene a=0.1, entonces por tabla del Anexo E se tiene que tgps13=1.771y para
Hp= K1~ U2 se tiene el intervalo por medio de la siguiente ecuacion:

D-t, SD/*ESPDSE"'Q:/ SD/e[;
2.n-1 /2n-1

1.21-1.771(12.68)/ /14 < ppy <1.21+1.771(12.68)/-/14

~4.79< up <7.21

Notese que el intervalo de confianza incluye el cero. Esto implica que, en el nivel
de confianza del 90 por ciento, los datos no soportan dos cajas de jabon tengan
diferentes tiempos de saponificacion medios. Esio es, el valor cero no es
inconsistencia con los datos observados.

Ejemplo 4.7

Un productor de refrescos esta interesado en el funcionamiento uniforme de la
maquina que se utiliza para llenar latas. En particular, esta en que la desviacion
estandar o del proceso sea menor de 0.2 onzas liquidas; en otro caso, habra un
porcentaje mas aito que el tolerable de latas que no estaran completamente
llenas. Suponiendo que el volumen de llenado se distribuye aproximadamente en
forma normal. Determinar el intervalo de confianza superior del 95 por ciento,
cuandec una muestra aleatoria de 20 latas resulta con una varianza de muestra de
s2=0.0225 (onzas liquidas)>.

Solucién:

Esto es un requerimiento-del intervalo de confianza superior del 95 por ciento.
Como a=0.05 entonces se lee en la tabla del Anexo D y°ss19 =10.117 y utilizando la

relacion siguiente:
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Como D y S, son la media y desviacién estadndar de muestra de las diferencias

D;, siendo 1.21 y 12.68 respectivamente. E! intervalo de confianza de 90 por ciento
se tiene a=0.1, entonces por tabla del Anexo E se tiene que tge513=1.771y para
Hp= H4- Pz se tiene el intervalo por medio de la siguiente ecuacion:

B-t,; SplinsupsB+ty, Spl-in
/2n-t /2.n-1

121-1.77102.68)/ 4 < ppy <1.21+1.771(12.68)/ 14

—4.79< pup €7.21

Notese que el intervalo de confianza incluye el cero. Esto implica que, en el nivel
de confianza del 90 por ciento, los datos no soportan dos cajas de jabén tengan
diferentes tiempos de saponificacién medios. Esto es, el valor cero no es
inconsistencia con los datos observados.

Ejemplo 4.7

Un productor de refrescos esta interesado en el funcionamiento uniforme de la
maquina que se utiliza para llenar latas. En particular, esta en gque la desviacion
estandar ¢ del proceso sea menor de 0.2 onzas fiquidas; en otro caso, habra un
porcentaje mas alto que el tolerable de latas que no estaran completamente
flenas. Suponiendo que el volumen de llenado se distribuye aproximadamente en
forma normal. Determinar el intervalo de confianza superior del 95 por ciento,
cuando una muestra aleatoria de 20 latas resulta con una varianza de muestra de
§2=0.0225 (onzas liquidas)®.

Solucion:

Esto es un requerimiento del intervalo de confianza superior del 95 por ciento.

Como a=0.05 entonces se lee en la tabla del Anexa D y%ss1s =10.117 y utilizando la

relacién siguiente:
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o2 < {n-1)s? _19#0.0225

=00423 {onzas l’i(,','m‘dt:r.s)2
10.117

2
Xos30

Aplicando raiz cuadrada a ambos miembros se tiene

¢ 5021 onzas liquidas

El nivel de confianza detl 95 por ciento, los datos no soportan el requerimiento de
que la desviacidn estandar del proceso sea menor de 0.20 onzas liquidas.

Ejemplo 4.8

En un proceso de grabado por bafio quimico descrito en el ejemplo 4.5.
Recuérdese que se estan comparando dos catalizadores para medir la eficacia en
los tiempos de inmersion para tarjetas de circuito impreso. ni=yz bafios se
efectuaron con el catalizador 1 y n,=15 bafnos se realizaron con ef catalizador 2,
resultando s1=8.5 minutos y s,=0.98 minutos. Determinar el intervalo de confianza

- L) - 2
de 90 por ciento respecto al cociente de varianza % 2
. 2

Solucién:
Primero se iee en la tabla del Anexo F para un intervalo de confianza dei 90 por

ciento, dando: Fygs4,, = !
Foosin4

=039Y Fyos1a =274. Luego utilizando la relacidn

siguiente:

St ot S

1
b By A< p
3 Dommd o2 §3 Pam-log-l

(085) 0.39< or < 85y 2.74
(0.98) c?  (0.98)
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0.20< 2L 2 <206
Como el intervalo de confianza incluye la unidad, se podria no requerir
desviaciones estandar de los tiempos de inmersion para los dos catalizadores
sean diferentes en el nivel de confianza del 90 por ciento.
Ejemplo 4.9
En una muestra aleatoria 75 laminas, 12 tienen un acabado superficial que es mas
riguroso que lo permitido por las especificaciones. Determinar un intervalo de
. confianza del 95 por ciento de dos lados para p.

Solucién:
Como p=% =12..=0.16es la poblacién que excede de la rugosidad especificada,
luego si el 95 por ciento es el nivel de confianza se tiene que Zy¢25=1.96 (leido de
la tabla del Anexo C), ahora p se determina por medio de la siguiente relacién:

: A[l /) l‘{ g

p- ?.’,},/2 <p< p+ Z /\

0.16—1 %\/Mﬁ <ps 0.l6+1.96\’0'16*0'84
75
o

0.08< p<0.24

Entonces el intervalo de confianza del 95 por ciento de que ia rugosidad excedida
caiga entre 0.08 y 0.24, siendo un S por ciento que se salga de este intervalo de
confianza la rugosidad excedida.

-



E )

142

Ejemplo 4.10

Considerando ios datos del ejemplo 4.8. Supdngase que se efectia una
modificacion. en el proceso de acabado de la superficie y subsecuentemente se
obtiene una segunda muestra aleatoria de 85 laminas. El nimero de unidades
defectuosas en la segunda muestra es 10. Determinar el intervalo de confianza
aproximado del 95 por ciento y conciuir si en el proceso ocurrié mejora.

Solucion:

La probabilidad de unidades defectuosas en el proceso modificado es:
P, =10/85=012 con esto calcuiar el intervalo de confianza del 95 por ciento

mediante la relacion siguiente:

Fal A M A
pjl-m| pall-pa

Fa3 Pl A A
p;—Z%‘\ " + " Sp-p2Spr-pat Z%f\') . + .
* * : * [T:Y
0.16—0.12-1.96 /0.16 0_s4+o.12 o.sssp1 —p250.16—0.l2+1.96}0°16 O.84+0.12 0.88
Yo7 85 A 75 85

~0.07< p; -p; <0.15

Este intervalo incluye el cero, de modo que, con base en los datos de la muestra
parece poco probable que las modificaciones realizadas en el proceso de acabado
de la superficie hayan reducido la proporcion de las laminas defectuosas que

estan produciendo.

Ejemplo 4.11

Supdngase que se esta interesado en el coeficiente a la transferencia de calor
media del acero AMCO. Especificamente, se esta interesado en decidir si el
coeficiente de transferencia de calor media s o no 40.0 Btu/hr pie. °F. Se puede
expresar de la manera formal como
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Ho: 4=40.0 Btu/hr.pie. °F
Hy: p#40.0 Btu/br.pie. °F

Al enunciado Hq: p=40.0 Btu/hr.pie. °F de la ecuacion 5.  se le llama hipdtesis
nula (Hp), y al enunciado Hy: p#40.0 Btu/hr.pie. °F, hipotesis altemativa (H).
Puesto que la hipétesis alternativa especifica valores de p que podria ser mas
grandes o pequefos que 40.0 Btu/hr pie. °F, se le llama hipétesis alfternativa de
dos lados. En algunas situaciones, se puede estar interesados en formular una

hipétesis alternativa de un lado, como en

Ho: p=40.0 Btu/hr.pie. °F
Ho: p>40.0 Btu/hr.pie. °F

Ejempio 4.12

Se esta estudiande el flujo quemado de un combustible. Las especificaciones
requieren que el flujo medio quemado sea 40 cm®s. Ademas, supdngase que se
sabe que la desviacién estandar del flujo quemado es aproximadamente 2 cm?fs.
El experimentador decide especificar una probabilidad de error de tipo 1 a=0.05, y
el basara la prueba en una muestra aleatoria de tamario n=25. ¢El experimentador
rechazara la hipétesis?.

Solucién:

Planteamientos de hipétesis:
Ho:  H=40 cm’fs
Hi  p#40 cm’ls

Estadistico de prueba; Z, = =%

X -
c/ _
Sain
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Ejemplo 413

Un gerente de planta de una fabrica eniatadora de jugos de naranjas esta
interesado en comparar el rendimiento de dos diferentes lineas de produccion.
Como la linea numero 1 es relativamente nueva, sospecha que el numero de cajas
que se producen al dia es mayor que el correspondiente a la vieja linea 2. Se
toman al dia al azar durante diez dias para cada linea, encontrandose que la
media de la linea 1 fue 824.9 cajas por dia y para la linea 2 fue 818.6 cajas por
dia. De la experiencia con ia operacion de este tipo de equipo se sabe que la
varianza para la linea 1 es 40 y para la linea 2 es 50. Probar:

Ho: W= 2
Hi:  pi> 2
Estadistico de prueba: z, = _&5%
o,
1‘! mom

Entonces: 7, = 82498188 10
40 50

=t
V10 10
Criterio para rechazo: Z;)Z,,, (985 por ciento tabla del Anexo C)

Entonces: Zo05=1.645
Por lo tanto: 2.10>1.645
Con esto se rechazaria la Hg y se concluye que el nimero medio de cajas

producidas diariamente por la linea nueva de produccion es mayor que el nimero
medio-de cajas producidas por la vigja linea.
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Ejemplo 4.14

La resistencia al rompimiento de una fibra texti es una vanable aleatoria
distribuida normalmente. Las especificaciones requieren que la resistencia media
al rompimiento deba igualar el vaior de 150 psi. Al fabricante le gustaria detectar
cualquier desviacion significativa respecto a este valor. Una muestra aleatoria de
15 especimenes de prueba se selecciona y se determina a partir de los datos de la
misma con media de muestra de 152.18 psi y varianza de muestra de 16.63.
Probar:

He:  u=150 psi
Hi:  p#150 psi
Estadistico de prueba: = XS‘/!‘O
/in
Entonces; s, = 218130 27."%422;12 0 207

Criterio para rechazo: [¢,/)¢_,, ., (95 por ciento leido de tabla del Anexc E)

Entonces: £,,,;,, = 2.145

Por lo tanto: 2.07>2.145
No hay evidencia suficiente para rechazar la hipétesis de que py=150 psi.

Ejemplo 4.15

Se estdn analizando dos catalizadores para determinar como afectan la
produccion media de un proceso quimico. Especificamente, se esta empieando el
catalizador 1, pero el catalizador 2 es aceptable. Puesto que el catalizador 2 es
mas barato, si no cambia la produccién del proceso, debe adoptarse. Los datos de
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la planta piloto producen ny=8, con media de 91.73 y varianza de 3.89, ny,=8, con
media de 93.75 y varianza de 4.02. Probar:

Ho: =1k
Hii  p# 2
- - ) ;
Estadistico de prueba: {, = ! X'~’ y ¢’ = (nl I)S , T (n'z I)Sz
1 1 ? n+n,—2
S |—+—
Vn, n,
* %
enonces: 57 = 380471402 o
14
_OLT3-975 _

£, =7 -
1.99, |-+~
g 8

Criterio para rechazo: |t,)),

Anexo D}
Entonces: to_025,14=-2. 145

(2, =2 (95 por ciento leido de tabla dei

Por lo tanto: -2.03>-2.145 (ligeramente)

En consecuencia, Ho: 4= Mz no puede rechazarse. Esto es, no se tiene la

suficiente evidencia para concluir que el catalizador 2 resulta en una produccion

media que difiera de la produccién media cuando se emplea el catalizador 1.

Ejemplo 4.16
Un fabricante de aceite comestible prueba dos productos de aceites para
determinar si ellos contienen colesterol. La ingenieria de desarrolio ha obtenido los
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siguientes datos. Cuando se asume que ambas poblaciones son normales con

varianzas de poblacion diferentes.

Producto Tamano de muesira Media Varianza
1 15 242 10
2 10 23.9 20
Probar:
Hoim=p
Hypy=m
Solucioén:

Estadistico de prueba: ¢, = X‘T_XZT
3,5
noom
Entonces: ¢, = 242-239 413
20
15 10
st Y 10 20
I
Calculo de grados de libertad: v = B _go M5 10
s/ (/) WS B
AR
R VEL
+ - 11
n+1 n, +1
Criterio de rechazo: ¢, ,,, (85 por ciento leer en la tabla del Apéndice D)

Entonces: £,4,s,s = 2.120

0.18 no es mayor que 2.120

Entonces la hipétesis nula no se puede rechazar.



L

it ]

.

148

Ejemplo 4.17

Considérese la maquina descrita en el ejemplo 5.7, la cual se utiliza para llenar
latas de refresco. Si la varianza del volumen de llenado excede .02 {onzas
liquidas)?, entonces un gran porcentaje inaceptable de latas no se llenara lo
suficiente. El emboteilador esta interesado en probar la hipdtesis.

H, 0l =02
H, :6%).02

cuando se toma una muestra aleatoria de n=20 latas produce una varianza de
muestra de 0.0225.

Solucién:

(-1 .
2
[H]

Entonces: y? = (2_.0.._01?2& =21.38

Estadistico de prueba: y; =

Criterio para rechazo: y;)zZ2,, (para un nivel de confianza del 95 por ciento)

Entonces: zg0s:0 =30.14 (leido en tabla del Anexo D).

Se concluye que hay suficiente evidencia de que la varianza del llenado excede
0.02 (onzas liquidas)?.

Ejemplo 4.18
Se emplea el grabado quimico para remover cobre de tarjetas de circuito impreso.
Xy y Xz representan las producciones del proceso cuando se utilizan los



X J

-»
L

()

149

concentrados diferentes. Asumiendo que las varianzas de ambas poblaciones son
iguales. Supdngase que se desea probar

e o 2

\
H o0 =0}

Para dos muestras de tamanos ny=nz=8, con varianzas de poblacién 1 de 3.89 y

para poblacién 2 de 4.02.

Solucion:

2
Estadistico de prueba: F, = ig—‘z-
2

Entonces: F, = 552 = 0.97
4.02
Criterio para rechazo: F,)F,,,,. .- (paraun nivel de confianza def 95 por ciento)

Entonces: Fy,;,, =4.99 (leido de tabla del Apéndice F).

Por lo tanto no se puede rechazar la hipétesis nula, y se concluye que no hay
suficiente evidencia de que la concentracién afecta la varianza de ia produccion

Ejemplo 4.19
Dados los siguientes. datos presentados en la tabla 4.9 que los constituyen una
muestra aleatoria de 15 medidas de la calificacion de octanaje de cierto tipo de

gasolina.

Probar:
=98
298
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Para el nivei de significacion de 0.01.

Tabla 4.9, Datos del contenido de octanajes en diferentes mezclas de gasolina.

Medida Contenido de octanaje Diferencia (X-88) Signo
1 g9 +1.0 +
2 102.3 +4.3 +
3 99.8 +1.8 +
4 100.5 +2.5 +
5 §9.7 +1.7 +
6 96.2 -1.8 -
7 89.1 +1.1 +
8 102.5 +4.5 +
9 103.3 +5.3 +
10 97.4 -0.6 -
11 100.4 +2.4 +
12 28.9 +0.9 +
13 08.0 0.0
14 101.6 +3.6 +
15 88.3 +0.3 +
Solucién:

Dado que uno de los valores muestrales es igual a 98 y debe descartarse, el
tamanio de la muestra para la prueba de los signos es de solo n=14.

Hipétesis nula: z =98.0 (p = 0.5)

Hipétesis alternativa: )98.0 ()0.5)
Criterio: El criterio puede basarse en el niumero de los sighos de més o el numero
de los signos menos. Usando el nimero de signos mas, denctado por x, rechazar
la hipotesis nula si la probabilidad de obtener x 0 méas signos es menor que o igual
a 0.01.

Asi, x=12, y la tabla 4.9. muestra que para n=14 y p=0.5 la probabilidad de

X212 es de 1-0.9935=0.0065.

Decision: Dado que 0.0065 es menor que 0.01, la hipétesis nula debe rechazarse;
se concluye gue la calificacion mediana de octanaje del tipo dado de
gasolina excede de 98.0.
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Ejempio 4.20
Segun el proceso descrito en el gjemplo 4.18. probar si se rechaza la hipétesis
nula, dando un tratamiento de los valores por la prueba de Wilcoxon del rango con

signo.

Solucion:

La suma de los rangos positivos es
R'=1.0+4,3+1.8+2.5+1.7+1.1+4.5+5.3+2.4+3.6+0.3+0.9=29.4 y la suma de rangos
negativos es R'=1.8+0.6=2.4.

Por lo tanto R=min(29.4,2.4)=2.4. De Ila tabia del Anexo K con n=14 y a=0.01, se
encuentra el valor critico Rg=12

Decisiéﬁ: como R es mucho menor que Ra, entonces se rechaza la hipotesis
nufa. Se concluye que la calificacién mediana de octanaje del tipo
dado de gasolina excede de 98.0.

Ejempio 4.21

Supdngase que en un estudio de rocas sedimentarias se obtuvieron los siguientes
diametros (en milimetros).de dos tipos de arena. jProbar si las dos poblaciones
son iguaies por la prueba de Wilcoxon de la suma de rango si es probable que una

produzca observaciones mas grandes que la otra?.

Arena 1: 0.63, 0.17, 0.35, 0.49, 0.18, 0.43, 0.12, 0.20, 0.47, 1.36, 0.51, 0.45,
0.84, 0.32, 0.40.

Arena 2: 1.13, 0.54, 0.96, 0.26, 0.39, 0.88, 0.92, 0.53, 1.01, 0.48, 0.89, 1.07,
1.11, 0.88.
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Ordenando:
Arena Tamario (milimetros) Rango

1 0.12 1
1 0.17 2
1 0.18 3
1 0.20 4
2 0.26 5
1 0.32 6
1 0.35 7
2 0.39 8
1 0.40 g
1 0.43 10
1 0.45 11
1- 0.47 12
2 0.48 13
1 0.49 14
1 0.51 15
2 0.53 16

. 2 0.54 17

L4 ] 2 0.58 18
1 0.63 19
1 0.84 20
2 0.88 21
2 0.89 22
2 0.92 23
2 0.96 24
2 1.01 25
2 1.07 26
2 1.11 27
2 1.13 28
1 1.36 29

La suma de los rangos de la arena 1 es
R1=1+2+3+4+6+749+10+11+12+14+15+19+20+29=162
R2=5+8+13+16+17+18+21+22+423+24+25+26+27+28=273
e Hipétesis nula: las poblaciones son idénticas

Hipotesis alternativa: las poblaciones no son iguales

Nivel de significacion: a=0.01 ‘
Criterio de rechazo: Rechazar la hipdtesis nula si Z<-2.575 0.Z>2.575, donde
Z esta dada por la formula anterior.

Calculos: con n1=15, n2=14 y 0=0.01.y ya se encontré que R1=162 (esto
para tamafos muestras mayores a 28)
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Decision: Dado que Z=-2.75 es menor que -2.575, la hipdtesis nula debe
rechazarse; se concluye que existe diferencia en las poblaciones de tamafio de

granulos.

Ejemplo 4.22

En Design and Analisis of Experiments, 22 Edicion (John Wiley & Sons, 1984),
presenta datos de un experimento en la cual cinco diferentes niveles de contenido
de algodon en una fibra sintética se probaron para determinar si dicho contenido
tiene algin efecto en la resistencia a la tension de la fibra. Los datos de la muestra
y el rango de este experimento se muestran en la tabla 4.10. Probar:

K 2 .Zi,a-l

Tabla 4.10. Datos y rangos para el experimento de la prueba de tension

Porcentaje de algodén

15 20 25 30 35
Yij Ryj Yo Rz Ya Ry Y4 Ry ¥si R
7 2.0 12 8.5 14 11.0 19 2.05 7 2.0
7 2.0 17 14.0 18 16.5 25 25.0 10 5.0
15 12.5 12 8.5 18 16.5 22 23.0 11 7.0
11 7.0 18 16.5 19 20.5 19 20.5 15 12.5
9 4.0 18 18.5 19 20.5 23 24.0 11 7.0
R; 27.5 66.0 85.0 113.0 33.5
Solucidn:
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Estadistica de prueba:

a (v +1f 25(26Y .
[ZZR, ————] 24[549779 . } 53.03

i=l j=i

Nl

Z[ZRZ N(N +1) } L [5245.0—2—5@XJ=19.25
S 53.03 4

i=1 1y 4

Criterio para rechazo: X = yZ__, (para un nivel de significancia del 99 por ciento)

Entonces: x4, =13.24 (por tabla del Anexo D).

Decision: Dado que K es mayor que la ji cuadrada tabulada, ia hipdtesis se

rechaza y se conciuyen que los tratamientos difieren.
4.5 EJERCICIOS PROPUESTOS

4.1 Un ingeniero en proceso de una industria cementera analiza la resistencia a
la compresion de un tipo de cemento. Estas se distribuye aproximadamente
en forma normal con varianza c?=1000 (psi®). Una muestra aleatoria de 12
especimenes tiene una resistencia media a la compresién de x =3250 psi .
a. Construya un intervalo de confianza de dos lados de 95 por ciento respecto
a la resistencia media a la compresion.
b Construya un intervalo de confianza de dos lados de 99 por ciento respecto
a la resistencia media a la compresion. Compare el ancho de este intervalo
de confianza con el ancho del encontrado en la parte a).
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Se emplean dos maquinas para llenar botellas de plasticos con detergentes
para lavar platos. Se tienen como datos de desviaciones estandar del
volumen llenado son 64=0.15 onzas de liquido y 02=0.18 onzas liquidas para
las dos maquinas, respectivamente. Se selecciona dos muestras aleatorias
de ny botellas de la maquina 1 y ny=10 botellas de la maqguina 2, y las media
de muestras de los volumenes de llenado son x, =30.87 onzas liquidas y
¥, = 30.68 onzas liquidas.

Construya un intervalo de confianza de dos lados del 90 por ciento con

respecto a la diferencia de volimenes de llenado.

Construya un intervalo de confianza de dos lados del 95 por ciento

respecto a la diferencia de volimenes de llenado. Compare el ancho de

este intervalo con el intervalo de la parte a).

Construya un intervalo de confianza superior del 95 por ciento respecto a

las diferencias de medidas de volumen de llenado.

Dos formulaciones diferentes de gasolina sin plomo se estan probando para
estudiar sus numeros de octanaje. La varianza para la formulacion 1 es de
01‘=1.5 y para la formulacién 2 0;>=1.2. Se prueban dos muestras
aleajorias de tamafio n1=15 y n>=20, y los niimeros de octanaje medios son
X =99.6 y x,=92.5. Construya un intervalo de confianza de dos lados del

95 por ciento respecto a la diferencia de los nitmeros de octanaije.

Un ingeniero calidad esta probando la resistencia compresiva de concreto.
Realiza Ila prueba con 16 especimenes, y obtiene los siguientes datos:

2216 2237 2249 2204
2225 2301 2281 2263
2318 2255 2275 2295
2250 2238 2300 2217

Construya un intervalo de confianza de dos lados del 95 por ciento
respecto a la resistencia media.
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Construya un intervalo de confianza de inferior del 95 por ciento respecto
a la resistencia media.

Construya un intervalo de confianza de dos lados del 85 por ciento
respecto a la resistencia media suponiendo que a=36. Compare este
intervalo con el de la parte a).

Una maquina produce barras metélicas que se usan en el sistema de
suspension de un automévil. Se selecciona una muestra aleatoria de 15
barras y se mide el diametro en mm. Los datos resuitantes se muestran a
continuacién. Suponga que el didmetro de las barras se distribuye
normaimente. Construya un intervalo de confianza de dos lados del 95 por
ciento respecto al diametro de barra medio.

8.24 8.23 8.20
8.21 8.20 8.28
8.23 8.26 8.24
8.25 8.19 8.25
8.26 8.23 8.24

Un ingeniero de control de calidad midié el espesor de la pared de 25
botellas de vidrio de dos litros. La media de la muestra fue x=4.05 mmyla
desviacién estandar de ia muestra s=0.08 mm. Determinar un intervalo de
confianza inferior de! 90 por ciento respecto al espesor de la pared medio.

Dos muestras aleatorias independientes de tamafios ni=18 y nx=20 se
toman de dos poblaciones normales. Las medias de las muestras son

¥, =200 y x,=190. Se sabe que las varianzas son ol =15 y o =12.

Encuentre lo siguiente:

a. Unintervalo de confianza de dos lados del 95 por ciento respecto a py- J2
b. Un intervalo de confianza inferior del 95 por ciento en py- 2
c. Un intervalo de confianza superior del 95 por ciento en py- Pz,
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Se extraen muestras aleatorias de tamafnos n=15 y np=10 de dos
poblaciones normales independientes. Las medias y varianzas de las

muestras son x =300, s’ =16, x,=190y sZ=49. Suponiendo que
ol # o3, construya un intervalo de confianza de dos lados del 95 por ciento

en L- L

Considere los datos en el ejercicio 5.4. Construya lo siguiente:
Un intervalo de confianza de dos lados del 95 por ciento en o2,
Un intervalo de confianza inferior del 95 por ciento en o”.

Un intervalo de confianza superior del 95 por ciento en ¢

Construya un intervalo de confianza de dos lados del 95 por ciento respecto

,
al cociente ‘7%2 utilizando los dos lados en el ejercicio 5.8.
2

La fraccién de productos defectuosos producidos por dos lineas de
productos se esta analizando. Una muestra aleatoria de 1000 unidades de
la linea 1 tiene 10 defectuosas, en tanto que una muestra aleatoria de 1200

unidades de la linea 2 tiene 25 defectuosas. Encuentre un intervalo de

confianza del 99 por ciento respecto a la diferencia de unidades
defectuosas producidas por las dos lineas.

Se -requiere que la resistencia al rompimiento de una fibra utilizada en [a
fabricacion de ropa no sea menor que 160 psi. La experiencia indica que la
desviacién estandar de la resistencia al rompimiento es de 3 psi. Se prueba
una muestra aleatoria de cuatro especimenes y se encuentra que la
resistencia al rompimiento es de 158 psi.

¢ Debe considerarse aceptable la fibra con a=0.057?

¢, Cudl es la probabilidad de aceptar Hy: ps160'si la fibra tiene una

resistencia al rompimiento verdadera de 165 psi?.
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Se esta estudiando el rendimiento de un proceso quimico. De la experiencia
previa se sabe que la varianza del rendimiento con este proceso es 5
(unidades de o’=porcentaje?). Los dltimos cinco dias de operacion de la
planta han dadc como resultado los siguientes rendimientos (en
porcentajes). 1.6, 88.75, 90.8, 89.85, 91.3.

a. ¢ Hay razon para creer que el rendimiento es menor al 90%?

b. ¢Qué tamaifo de muestra se requeriria para detectar un rendimiento

medic verdadero de 85% con probabilidad de 0.957.

Se emplean dos maquinas para llenar botellas de plastico con un volumen
neto de 16.0 onzas. El proceso de llenado puede suponerse normal, con
desviaciones estandar de 04=0.015 y ©,=0.018. Ingenieria de calidad
sospecha que ambas maquinas Ilenén hasta el mismo volumen neto, sin
importar que este volumen sea 0 no de 16 onzas. Se toma una muestra
aleatoria de la salida de cada muestra.

Maquina 1 Maquina 2
16.03 16.01 16.02 16.03
16.04 15.96 15.97 16.04
16.05 15.98 15.96 16.02
16.05 16.02 16.01 16.01
16.02 ] 15.98 15.99 16.00

¢ Piense usted que ingenieria esta en lo correcto? Utilice a=0.05

b. Suponiendo tamafo de muestras iguales, que tamano de muestra se
utilizaria para asegurar que P=0.05 si la diferencia en las medias
reales es 0.075. suponiendo que a=0.05.

Considere los datos del numero de octanaje de gasolina en el gjercicio 5.3.
Al fabricante le gustaria detectar que la formula 2 produce un ntimero de
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octanaje mas alto que la formula 1. Formule y pruebe una hipdtesis
apropiada, empleando a=0.05.

La vida de almacenamiento de una pelicula fotografica es de interes para el
fabricante. Este observa los siguientes datos de vida de almacenamiento
para ocho unidades elegidas al azar de la preduccion actual. Suponga que
la vida de almacenamiento se distribuye normalmente.

Dias Dias
108 128
134 163
124 159
116 134

¢Hay alguna evidencia relativa a que la vida de almacenamiento media
es mayor o igual que 125 dias?

El contenido de titanio de una aleacion se esta estudiando con la esperanza
de incrementar finalmente la resistencia a la tension. Un analisis de seis
calentamientos recientes elegidos al azar produce los siguientes contenidos

de titanio.
8.0% 7.7%
9.9% 11.6%
9.9% 14.6%

¢ Hay alguna evidencia de que el contenido medio de titanio sea mayor que
el 9.5%7

Un ingeniero desea probar la hipdtesis de que el punto de fusion de una
aleacién es 1000 °C. Si el punto de fusidn real difiere de éste en mas de 20
°C, él debe cambiar la composicién de Ia aleacién. Si suponemos que el
punto de fusion es una variable aleatoria que se distribuye normalmente,
a=0.05, y 0=10 °C, ; Cuantas observaciones deben efectuarse?.
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Se estan investigando dos métodos para producir gasolina a partir de
petréleo crudo. Se supone que el rendimiento de ambos procesos se
distribuye normaimente. Los siguientes datos de rendimiento se han

obtenido de Ia pianta piloto.

Proceso Rendimiento %
1 24.2 26.6 25.7 24.8 25.9 26.5
2 21.0 221 21.8 20.9 22.4 22.0

a. ¢Hay alguna razdn para creer que el proceso 1 tiene un rendimiento
medio mayor?

b. Suponiendo que para adoptar el proceso 1 debe producirse un
rendimiento medio que es ai menos 5% mayor que el proceso 2,
Jcuales son sus recomendaciones?.

Urn nuevo dispositivo de fiitrado se instala en una unidad quimica. Antes de
su instalacion, una muestra aleatoria produce la siguiente informacién
acerca del porcentaje de impurezas: X,=12.5, s?=101.17 y mny=8.
Después de la instalacion, una muestra aleatoria produce Xx,=10.2,
$2 =94.73 y np=9.

a. ¢Puede usted conciuir que las dos varianzas son iguales?

b. ¢E! dispositivo de filtrado ha reducido en forma significativa el
porcentaje de impurezas®?.

Una compafia quimica produce cierta droga cuyo peso tiene una
desviacion estandar de 4 miligramos. Se ha propuesto un nuevo método de
produccion de esta droga, aunque estan involucrados costos adicionales.
La administracion autorizard un cambio en la técnica de produccion sélo si
la desviacién estandar del peso en el nuevo proceso es tan pequefia como
3 miligramos, a la compaiiia le gustaria cambiar los métodos de produccion
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con una probabilidad de por lo menos 0.90. Suponiendo que el peso se

distribuye normalmente y que a=0.05, ;Cuantas observaciones deben

efectuarse? Supdngase que los investigadores eligen n=10 y obtienen los

siguientes datos. (Es ésta una buena eleccién para n?¢Cual debe ser su

decision?.
Gramos Gramos
16.628 16.630
16.622 16.631
16.627 16.624
16.623 16.622
16.618 16.626

Dos maquinas producen piezas metalicas. Interesa la varianza de!l peso de

estas piezas. Se han colectado los siguientes datos:

Maquina 1 Magquina 2
ny=25 n>=30
X, = 0.984 X, = 0.907
s?=13.46 52 =965

a. Pruebe la hipétesis de que las dos varianzas son iguales. Emplee

a=0.05

b. Pruebe la hipdtesis de que las dos maquinas producen piezas que

tienen el mismo peso medio. Use 0=0.05.

Un disefiador de aviones tiene evidencia tedrica de que la pintura del avidn
reduce la velocidad del mismo a una potencia especificada y una colocacion

de alerén. Prueba seis aviones consecutivos de la linea de ensamble antes

y despues de pintarlos. Los resultados se muestran a continuacion:




.-

Velocidad Maxima {mph)
Avion Pintado No pintado
1 286 289
2 285 286
3 278 283
4 283 288
5 281 283
6 286 289

¢Sustentan los datos la teoria del diseffador? Empiee a=0.05

4.24 Un embotellador de refrescos estd estudiando la resistencia a la presion

interna de botellas no retornables de un liro. Se prueba una muestra

aleatoria de 16 botellas y se obtiene la resistencia a la presién. Los datos se

muestran adelante. Grafique estos datos en papel de probabilidad normal.

¢(Es razonable concluir que la resistencia a la presién se distribuye

normaimente?

226.16 psi 211.14 psi
202.20 203.62
219.54 188.12
183.73 224.39
208.15 221.31
195.45 204.55
193.71 202.21
200.81 201.63

4.25 Se tomaron diez muestras de un bafio de platinado utilizado en un proceso
de manufactura electronica y se determind el pH del bafioc. Los valores del

pH de la muestra son ios siguientes:

7.91, 7.85, 6.82, 8.01, 7.46, 6.95, 7.05, 7.35, 7.25, 7.42
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El departamento de ingenieria de proceso cree que el pH tiene un valor
medio de 7.0. ;iindican los datos de la muestra que esta suposicién es
correcta?. Emplee la prueba de signo para investigar esta hipotesis.

El contenido de titanio en una aleacién utilizada en aeronaves determina de
manera importante la resistencia. Una muestra de 20 cupones de prueba
revela los siguientes contenidos de titanio (en porcentajes):

8.32, 8.05, 8.83, 8.65, 8.25, 8.46, 8.52, 8.35, 8.36, 8.41,
8.42, 8.30, 8.71, 8.75, 8.60, 8.83, 8.50, 8.38, 8.29, 8.46

El contenido medio de titanio debe ser 8.5 por ciento. Emplee la prueba del
signo para investigar esta hipétesis.

Considere los datos en el ejercicio 5.26. Suponga que la distribucién del
contenido de titanio es simétrica y continua. Emplee la prueba de Wilcoxon
del rango con signo para probar la hipdtesis Ho:u=8.5 contra Hj: p #8.5,
Considere los datos en el ejercicio 5.26. Emplee la aproximacion de
muestra grande en la prueba Wilcoxon del rango con signo para probar la
hipdtesis Ho:u=8.5 contra Hi: y #8.5. Suponga que la distribucion del
contenido de titanio es continua y simeétrica.

Un Ingeniero quimico debe disedar una pila para dar la maxima corriente. El
a desarrollado dentro de las restricciones de disefio permisible, dos pilas
candidatas y prueba los prototipos de cada una de ellas. Las candidatas
resultantes (en microamperios) se muestran enseguida:

Pila 1 251 | 255 | 258 | 257 | 250 | 251 | 254 | 250 | 248

Pila 2 250 | 253 | 249 | 256 | 269 | 2562 | 260 | 251




4

4.30

164

Emplee la prueba Wilcoxon de la suma de rangos para probar Ho:Hi=y2

contra la alternativa Hy: > o

Un articulo en el Quality Control Handbook, 32, Edicion (McGraw-Hill, 1962)
presenta los resultados de un experimento realizado para investigar el
efecto de tres métedos diferentes de humidificacion relativos a la resistencia
a la fractura de bloques de cemento. Los datos se muestran a continuacion.
¢Hay una indicacion de que el método de humidificacion afecte la
resistencia a la fractura?.

Método de Resistencia a la fractura (Ibffpulg®)
humidificacion
1 553 550 568 541 537
2 553 589 579 545 540
3 492 530 528 510 571
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CAPITULO 5
ANALISIS DE REGRESION

El anlisis de regresion es una técnica estadistica para modelar e investigar la
relacién entre dos o mas variables. Por ejemplo, en un proceso quimico,
supdéngase que e! rendimiento del producto o el grado de conversién de un
proceso, se relaciona con la temperatura de operacion del proceso. El analisis de
regresion puede emplearse para construir un modelo que exprese el rendimiento
como funcién de la temperatura. El modelo puede luego emplearse para preducir
el rendimiento en un nivel determinado de temperatura (interpolar o extrapolar un
nivel de rendimiento). También puede emplearse en propésitos de optimizacién o

control de procesos.

En el resto del capitulo se hara un estudio minucioso, para modelos de regresién
lineal simple (relacién de dos variables, con una variable independiente y una
variable dependiente), y modelos de regresion lineal multiple (relacion de tres o
mas variables (una variables respuesta con o mas variables causas o

independientes)).
51 IMPORTANCIAS DE LOS MODELOS DE REGRESION

El analisis de regresién permite analizar Ia posible relacién existente entre la pauta
de variabilidad de una variable aleatoria y los valores de una o mas variables
(aleatorias o no) de las que la primera depende, o puede depender.

El recurso a los modelos de regresidn resulta indispensable cuando no es posible
fijar previamente los valores a adoptar por las variables explicativas en un
determinado experimento de interés, por ejemplo el efecto de la temperatura diaria
en el consumo de energia en una instalacion. Dado que en estos ¢asos no es

posible disefiar un experimento que garantice los efectos de la variable. También
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en alguncs casos es necesario recurrir a técnicas de regresion en el analisis de
informacién histérica que no fue obtenida a partir de un disefio experimental (por
ejemplo, los datos o resultados procedentes del control estadistico de cierto

| proceso industrial recopil_add el Uitimo afno).

Ya que el objetivo principal de muchas investigaciones estadisticas es hacer
predicciones de preferencia con base en ecuaciones matematicas. Usuaimenté
tales predicciones requieren gue se encuentre una férmula que relaciones la
variable dependiente (cuyo valor quiere predecirse), con una o mas variables
independientes. En problemas, donde la o las variables independientes no son
controfables. En otros casos puede permitir sustituir un ensayo destructivo por otro
no destructivo. '

Dentro dé ias utilidades m&as comunes de los modelos de regresion, se
encuentran:
1. Proyecto y prediccién
2. Descripcion cuali y cuantitativa entre las variables que intervienen en
el fenédmeno.
Interpolacion y extrapolacion entre valores de una funcion
Determinacion de variables independientes importantes
5. Descubrimiento de las condicionés de funcionamiento oéptimas o
control del proceso
6. Seleccién entre modelos alternativos
Estimacién de coeficientes de regresion particulares.

5.2 EN QUE CONSISTE UN ANALISIS DE REGRESION

El andlisis de regresion es una técnica estadistica para estimar los parametros de
una ecuacion matematica que relaciona una determinada variable con un conjunto
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de variables. El analisis de lleva a cabo mediante el establecimiento de un medelo
cuyos parametros recogen y cuantifican los efectos que se pretende estudiar.

Dichos parametros se estiman a partir de los datos disponibles. Algunos autores
se refieren al analisis de regresion como TECNICA DE LOS MINIMOS
CUADRADOS O DE AJUSTE DE CURVAS.

En general supdngase que hay una sola variable .0 respuesta , dependiendo que
se relaciona con k variables independientes o regresivas (causas), digamos X, Xz,
... X.. La variable de respuesta “y” es una variable aleatoria, en fanto que las
variables regresivas x4, Xz, ... Xk € miden con error despreciable. Las X se llaman
variables matematicas y con frecuencia son controladas por el experimentador. Ei
analisis de regresién también puede utilizarse en situaciones en las gque yi, X1, X2,
... Xk, Son variables aleatorias distribuidas conjuntamente, tal es el caso cuando los
datos se recaban como mediciones diferentes en una unidad experimental comun.
La relacién entre estas variables se caracterizan por medio de un modelo
matematico llamado ecuacion de regresién.'

53 FASES DE UN ESTUDIO MEDIANTE MODELOS DE REGRESIO.N

Las fases que deben seguirse en un estudio mediante modelos de regresién, se

sintetizan en la Figura 5.1.
54 MODELOS DE REGRESION

Los modelos de regresion por la cantidad de variables regresivas (causas), se

clasifican en:
1. Regresion simple
2. Regresion mtiitiple
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Definicion del problema

v

‘ Formulacién del modelo
A » o Seleccién de variables
+ Fomma analitica

l

Recoleccién de datos
s Recopilacitn de datos
existentes
s Muestreo
o Diseiode
experimento

I

Estimacién de modelo (software)

l

Validacion del modelo

Modelo no
adecuado Modelo adecuado

Aplicacion

Figura 5.1. Uso de los modelos de regresion.

En ia Tabla 5.1. se muestran los datos de un problema dado y el planteamiento de
las variables que interacttian en el proceso o fendémenos de intereses



Tabla.5.2. Recoleccion de datos para el analisis de regresion.

6.5.1.

Variables a explicar Variable o factores
(aleatoria) explicativos (aleatorios o
no).
Observaciones Vi Xa . % ... Xy
yj X1j Xij X[j
YJ X1j Xu XU
El modelo fundamental, es:
E(Y;)=f(xy.. X5..%5)
o?(Y,) = constante = g(x,;..X;..X;) 5.1

REGRESION LINEAL SIMPLE

Es el caso con en que se desea determinar la relacion entre una sola

variable regresiva (explicativa) “x” y una variable respuesta “y” (se supone a

las demas constantes o se consideran efectos menores que las demas). La

variable regresiva “x”, se supone como una variable matematica continua,

contable por el experimentador. Supdngase que la verdadera relacidn entre

‘y" y “xX” es una linea recta.

Los pasos del analisis de regresion simple se mencionan a continuacion:

1. Representacidon grafica de datos. El primer paso para el estudio de

relaciones entre variables consiste en trazar una grafica de los datos

(diagrama de dispersion). Con la finalidad siguiente:

a. Facilitar informacién sobre la relacion existente entre variables
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b. Sugerir modelos posibles para los datos o transformaciones
de datos (linealizar los datos de posibles modelos
experimentales o potenciales)

C. Poder sefalar la existencia de observaciones extemporaneas
(andmalas).
d. Poder facilitar una indicacién de “y’ para *X” fija o que esa
variabilidad permanece constante para todos los valores de
X",
2. Planteamiento del modelo: La ecuacién que relaciona los datos es
y=p+Bx+e _ 5.2

Donde: Bo y B1 son respectivamente la ordenada del origen y la pendiente, son
constantes desconocidas de ia recta de regresion. &, es el error aleatorio con
media cero y varianza ¢? que puede deberse a errores en la medicion de y/o a
efectos de variables no inciuidas en e! modelo. Se denota como error de la
ecuacion matematica de regresion.

3. Estimacion de la ecuacion de prediccion: esto tiene la finalidad de
encontrar los estimadores de minimos cuadrados (be, by) de los
parametros desconocidos (Bg, B 1)

{bo, b1) 2 (Bo, B1)

Entonces:
by, =y-b,x 53
y para by, es:
S
b, =X 54
'8




v

171

donde:

=)y,

i=1

X = (1In)ix,.
i=1

Oy
Sy =) xf —+=—

i

i=1 n
.., )
Sxy = ZXJYE Nt p i=1
i=t

E! modelo de regresion simple ajustado es:

y=5 +px 5.5

Nota: by y by, se denominan estimadores minimos cuadrados
(método de los minimos cuadrados) que minimizan la suma de las
desviaciones elevadas al cuadrado, entre los valores observados y
los valores pronésticados para la variable respuesta. Siendo estos

los mejores estimadores lineales no sesgados y Utiles para evaluar la
frecuencia del modelo, ya que son variables aleatorias, puesto que

son justamente combinaciones lineales de las y;

Condiciones que se deben cumplir

1. Las observaciones son independientes
2, La varianza de los errores es constante
3. El modele lineal promulgado es correcto.
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Examen de la ecuacion del modeio lineal

Para realizar los examenes del modeio lineal se hara de la siguiente

manera:

1.

Examen preliminar: Dibujar la ecuacién. Aproximadamente la mitad
de los puntos deben quedar por encima de la recta y la otra por
debajo. Ademas la ecuacion debe pasar exactamente por ( x, y).
Determinacién de la significacién global del ajuste.

(R?) lamado coeficiente de determinacién y es usado a menudo para

juzgar la suficiencia de un modelo de regresion.

88,
=5 -

SS.
S

R? 1- 5.6

Yy Yy
donde: SSg se denomina la suma de cuadrados del error y SSg la
suma de regresion de cuadrados y Sy, la suma total de cuadrados

corregida para “y”. Y estas se definen de la siguiente manera:

SSR = ﬂ1sxy

n 2
., . 3]
Sy =209 = Sy -2

SS; =S,, -85,

R? debe oscilar entre 0 y 1. Cuando mas cercano a 1 mayor

~ porcentaje de la variabilidad en los datos es explicada por el modelo.

Cuando una variable explicativa es aleatoria, la raiz cuadrada
positiva de R?), es el coeficiente de correlacion entre las variables “x”

y 'y
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Para estudiar la hipotesis de la significacia del efecto de la variable
explicativa ( a nivel poblacional), se utilizan los resultados siguientes:

Dado el modelo matematico supuesto:

y=5+pBx
Se desea determinar que la variable explicativa influye en la variable
dependiente (y), si influye B= 0 y si no influye By = 0, bajo la
suposicion que se distribuye normalmente NID(0,c2).
Si se desea probar que :

Ho: B1 = 0, la variable explicativa no influye en la respuesta
Hi: B1 # 0, la variable explicativa influye en la respuesta.

Test 1.
Prueba estadistica
tO = L__1—_ 5.7
\/MSE /S,
Criterio de rechazo:
to )tx 12,n=-2 58

Donde: en la tabla 5.2. se muestra el analisis de varianza para la prueba de
significancia de la regresion.
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Tabla 5.2. Andlisis de varianza para probar Ia significacion de ia regresion.
Fuente de Suma de Grados de Media cuadratica to
variacion cuadrados libertad
Regresion 8S; =b,8,, 1 MSg B JMS: 1S,
Error residual SS; = Syy b, Sxy n-2 MSe
Totalde grados Sy n-1

Tes 2. Para Hp: B1 = 0, es verdadera, la estadistica para corroborar que SSe y

S8R son independiente es:
La prueba estadistica;

_MS,
° T MS,

Criterio de rechazo:
F 0 )F x1,n-2

5.8

5.8

En las Figuras 5.2 y 5.3, se muestra el comportamiento de datos para hipdtesis

nula aceptada y rechazada respectivamente:

Y

X

Figura 5.2. La hipdteisis H: 8, = 0, no.se rechaza




*

ful X thi

Figura 5.3. La hipétesis Ho: B, = 0 se rechaza.

3. analisis residual: Es con frecuencia Utii en la confirmacién de la
suposicidén de que los errores son NID (0, ¢?) y en la determinacion
de si los términos adicionales en el modelo seran ttiles.

e =y, -Y,i=12. n 5.9

A menudo es util graficar los residuos (1), en secuencia de tiempo (si se
conoce), {2) contra y;, y3) contra la variable independiente x.

Estas graficas suelen verse como una de los cuatros patrones generales de
la Figura 5.4. El| patrdon (a) representa la normalidad en tanto que los
patrones (b), (¢) y (d), representan anomalias. Ademas la gréfica (b) la
varianza puede incrementarse en el tiempo con la magnitﬁd, la (c)
demuestra también desigualdad de varianza y la {d) demuestra insuficiencia

dei modelo.
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Figura 5.4, Patrones para las graficas de los residuos. a) Satisfactorio
b) Embude, ¢} doble arco, d) no lineal.

4. Prueba de la falta de ajuste: Es una prueba para la validez del

modelo asumido tentativo.

Las pruebas de hipétesis a probar son:
Ho: El modelo ajusta adecuadamente los datos

Hi: El modelo no ajusta los datos
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La prueba consite en dividir la suma de cuadrados del error ¢ del residuo de

los siguientes dos componentes:
SS¢ =88, +S5-

5.10

Donde:SSe, es la suma cuadrados atribuibles al error *puro” y SSicr, es la
suma de cuadrado atribuibie a la falta de ajuste del modelo. Para calcular
SS;e, se debe contar con observaciones repetidas en y para al menos un
nivel x, Supdngase que se tienen n observaciones totales que:

Yiviz | . Yin Observaciones repetidas en
X

Yio Yz | ... ¥2n Observaciones repetidas en
Xz

Yt Ym2 | .. Ymn Observaciones repetidas en
Xm

Donde M,SM los distintos niveles de X. Entonces:

SSPE = ZZ(Y:’u _}71)2

L=t U=1

5.1

5.12

Con grados de libertad de n-m para la suma de cuadrados del error puro y
m-2 asociados a la suma de cuadrados para la falta de ajuste.

La estadistica de pruebaes:

g _SSie/m-2 _MS,
° 88, /n-m) MS.

Criterio de rechazo, es, si

FO)FX.m-Z.n-m

5.13
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5. Intervalos de confianzas

Los intervaios de confianza proporcionan otra medida de fiabilidad de
los estimadores. Dado el caso, que en una regresion lineal se obtiene
la estimacion puntual de la pendiente y la ordenada al origen, para
esto es posible obtener estimaciones del intervalo de confianza de
estos parametros. El ancho de estos intervalos de confianza es una
media de la calidad total de la linea de regresién. Si Ei se distribuye
normal e independiente, se tiene:

(BB MSL IS, y (ﬂa—ﬂu)f\/ms [%+ 5] 5.14
E

xx

Se distribuye como t con n-2 grados de libertad. En consecuencia, un
intervalo de confianza del 100(1- ), por ciento en la pendiente b1

esta dado por:
MS MS
B, —txi20-2 SxxE <B <p +txr2.n-2«v§j 5.15
y para la ordenada al arigen es:
1 X? 1 x?
Bo —txznz \J/MSEIZE + g] <o 2B+ tx!Z.n—Z'\/MSE [‘5 + g;} 5.16

5.5.1 TRANSFORMACIONES A UNA LINEA RECTA.

En muchas ocasiones se encuentra que el modelo de regresién de linea recta
y = B, + f;x + £, es inapropiado porque la funcién de regresion verdadera no es

lineal. Algunos veces esto se determina en forma visual a partir del diagrama de
dispersion, y algunas veces se sabe en principio que el modelo es no lineal debido
a las experiencias previas a la teoria basica. En ciertas situaciones una funcién no
lineal puede exponerse como una linea recta. Utilizando una transformacion
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apropaida. A estos modelos lineales se les denominan lineales intrinsicamente.
Estos medelos no lineales pueden ser:

1. Funcién exponenciales
2. Funcién potenciales
3. Funcion reciproca

Funcion exponencial: Esta es una funcién intrinsicamente lineal, ya que
puede transformarse en una linea recta mediante una transformacién
logaritmica.

Funcién exponencial:

y: ﬂnexﬂ'g 517

Transformada queda:

Iny=Ing, +B,X+Ineg 5.18

Funcién, exponencial: También es una funcién intrinsicamente lineal, ya que
puede transformando en una linea recta mediante una transformacion
logaritmica.
Funcién potencial:

Y = B XPe 5.19

Transformada

Iny =iInf, + ByinX +In ¢ 5.20
Funcion reciproca: La transformada de esta funcidn intrinsica, se realiza
haciendo un artificio algebraico.
Funcién potencial:

y=pB+pB0ix}+e Si Z=(i/x) 5.21
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Funcion transformada

Y=B8+pz+¢ 522

Existen particularidades de funciones intrinsicamente lineales, pero se han
incrementado las mas comunes en razén de ejemplos.

56 REGRESION LINEAL MULTIPLE

Las areas de Ingenieria Quimica ¢ ingenieria de Alimentos se realizan muchas
investigaciones en donde involucran una variable respuesta en funcién de dos o
mas variables causas ¢ independientes (variables regresivas). Tales modelos se
denominan regresién muitiple. La regresidn mdltiple es una de lal técnicas
estadisticas mas ampliamente utilizada para este tipo de casos.

En esta seccidn se presentara las técnicas basicas de la estimacion de
parametros, estimacién de intervalos de confianza y la suficiencia del modelo.

5.6.1 MODELOS DE REGRESION MULTIPLE
El modelo de regresion que involucra mas de una variable regresiva (explicativas

), se lama modelo de regresién muitiple. Un modelo de regresién mdltiple que

podria describir esta relacién, es:
Y =00+ 50X+ BoX, +E 523

Para un modelo de regresion lineal mditiple para dos variables regresivas. El
término “lineal” se emplea debido a la ecuacion es la funcidn lineal de los
parametros desconocidos Bo, B1 ¥ B2. Notese que el modelo describe un plano en



“

181

el espacio bidimensional x; , xo. Ei parametro 3 define la ordenada ai origen del
plano. Algunas veces se le denomina a By y 2 coeficiente de regresion parciales,
porgue 31 mide el cambio esperado en *y” por cambio unitario en x4, cuando x; se
mantiene constante y B mide el cambio esperado en “y’ por cambio unitario en Xz
cuando x4 se mantiene constante.

En general, la variable dependiente o respuesta “y" puede relacionarse con k
variables independientes. £n el modelo:

Y=L+ B X+ BoXp +onnnenn + B.X, 5.24

Las variables x1, x2 ... xk-1.. Xk puede ser:

La variable original cuantitativas.

b. Transformaciones de la variable original:- polindmicas, logaritmica,
etc. Ejemplo: y = a+ bx, +¢x?

Donde puede definirse una variable X, = X% y se tiene el siguiente
modelo lineal:. y = B, + f,X, + BoX,

C. Variables cualitativas con P variantes, deben incluirse en este caso lo
que se concce como variable *‘dummy” (p-1) cuyos Gnicos valores
posiblesson 0y 1: ¢ = 4, + 8., + .2, + B2,

d. Inclusion de interacciones: Es posible que se den efectos interactivos
entre las variables explicativas. Hay que incluir interactivo como una

nueva variable: por ejemplo: X1*Xz = Xs.

En general, en el modelo lineal los residuos £ se distribuye normaimente con
media cero y o° constante, es decir e~ N (0, o2) e independientes. La
interpretacién de los parametros en el modelo sera:
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Bo= Valor medio de *y” cuando X1 =Xz =... X, =0
B= Incremento en el valor medio de “y’ cuando x; aumenta en una unidad
manteniéndose constantes las restantes variables explicativas.

5.6.2 ESTIMACION DE PARAMETROS EN MODELOS DE REGRESION.

El métedo de minimos cuadrados puede utilizarse para estimar los coeficientes de
regresién en la ecuacion (5.24). Supéngase que se disponen n>k cbservaciones, y
déjese que x; denote la observacién i-ésima o el nivel de la variabie x. Los datos
apareceran en la tabla 5.3. Se supone que el término de error en el modelo tiene
E(e) =0, V(g) = o2 y que las /¢/ son variables aleatorias no correlacionadas.

Tabla 5.3. Datos para la regresion lineal maitipie.

Y X4 Xz Xk

Y1 Xi1 Xi2 X1k
Y2 Xz X2 Xk
¥n ' Xa1 Xn2 Xnk

Se puede escribir el modelo, 6. , en términos de las observaciones como:
Y =80+ Xpn+ PoXig Fenens + By Xy + &
J.
Y=5+2 Bix;+¢ i=12.....n 5.25

=

La funcion de minimos cuadrados es:

L=3e z(yﬂzﬁ] 5.26
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La funcion L se minimizara con respecto a By, B, .... B« Los estimadores de los
minimos cuadrados de By, 8, ... Bx debe satisfacer.

| | n n
it "‘"22(}’; —b, —bexr'iJ:O 5.27
’aﬁﬂ 1:;,,,1:, b, et j=1

oL | n k .
ig—i =‘22(Y: ~ b, ‘Zb;‘xfi}‘fi =0 j=12...k 5.28
B; 1 by by i=1 J=

Al simplificar la ecuacion , se obtienen las ecuaciocnes normales de minimos

cuadrados.

np, +ﬂ1zxn +ﬁzzxi2 RIECITRED +ﬂk2xik = Zyi
i

l‘:d f: i=?

n n 1] n n
2
ﬁozxn ‘*‘1312":1 "‘)Bzzxﬂxiz Fonen "'ﬂkzxnxm = ZXnYi
i=t f=1 - ) i=1

it ial

n n n n n
ﬁnzxm +/31Zxrxx:1 ‘*‘ﬂzzxikxiz toe '*'ﬂkZT:xii = inﬂ"i
P

i=1 i=1 i=1 i=1

5.29

Nétese que hay p = k+1, ecuaciones normales, una para cada uno de los
coeficientes de regresion desconocidos. La solucién para las ecuaciones normales
seran los estimadores de minimos cuadrados de los coeficientes de regresion o,

B1, ... Bk

Es mas simple resolver las ecuaciones normales si ellos se expresan en notacion
de matriz. Se dara ahora un desarrollo matricial de las ecuaciones normaies que
es afin al desarrollc de la ecuacién (5.29).
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El modelo en términos de las observaciones, ecuacion 6 , puede escribirse en

netacion rnatricial como:

y=xp+¢ 5.30
donde:
¥ T Xy X2 - Xy
Y 1 Xy Xy . Xy
y = X =

yn 1 xn1 xn2 xnk
5 &1
B &

ﬂ = y &=

B &,

Los estimadores de minimos cuadrados deben satisfacer:;

ol _ ~2X'y +2xxB =0 5.31

8Bl ,
Que se simpiifica a:
X'xf=x'y 5.32
Las ecuaciones 5.29. Son las ecuaciones normales de los minimos cuadrados.
Ellos son idénticos a las ecuaciones 5.31. Para resolver las ecuaciones normales,

muftipliquese ambos lados de la ecuacién 5.32. Por la inversa de X"X. De modo, el
estimador de minimos cuadrados de 8 es:
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B={xx)"xYy 5.33

Es facil que la forma matricial de las ecuaciones normales es idénticas a la forma
escolar. Al escribir completa la ecuacion 5.29, se obtiene:

n 1l n
n an foz . Zxr‘k Zn:yf
i=t i=t =] Bo pec

1] n n
Zx.,-1 ZX,21 anx,'z . anxm 2 ixnyi'

i=1 it i=1 f= e

n' . . . . n. ﬂ " .
fok Zxﬂcxn fokxm . foi * me.Vi

i=1 i=t jert jut i=1

El modelo de regresion ajustado es:
y=xp 5.34

En notacion escolar, el modelo ajustado es:

K
Pi=Bo+ 2. BiXy  i=12.n 5.35

=

La diferencia entre la observacion y; y el valor ajustado ¢, es un residuo, digamos

e, =y, - ¥,;. El vector (nx1), de los residuos se denota mediante:

e=y-y 5.36
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Suele ser necesario estimar o> Para desarrollar este estimador, considérese Ia

suma de cuadrados de los residuos es:

n

SSe=>{v;i-9.F =Y e*=yy-Bxy 5.37

i=1 i=f
La media cuadratica media es :

SS,
n-p

MS, = 5.38

Puede mostrarse que el valor esperado de MSe es o2, por lo que el estimador

neutral de o* esta dado por:

62 = MS, 5.39

5.6.3 SIGNIFICACION GLOBAL DEL AJUSTE

Es posible utilizar diversas técnicas para medir la adecuacién de un modelo de
regresion muitiple. La validacién del modelo es una parte importante del proceso
de construccion del modelo de regresion miiltiple. Para elio se realiza la siguiente
prueba de validacion:

a. Coeficiente de determinacién mditiple (R?)

b. Pruebas de hipdtesis.

A continuacién se detallan cada una de las pruebas:

a. Coeficiente de determinacion mdltiple (R?).
El coeficiente de determinacion multiple R? se define como:
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p2_SSs _,_SS;

S, S

by ¥y

para N —1grados de libertad

donde:;
SSr es la suma de cuadrados de la regresion
Syy es la suma total de los cuadrados
SSe es la suma de los cuadrados del error.

En forma matricial se tiene:

>y

SS; = Bx'y - ——"“‘n

SSg =8, —S8; 5.40
n 2
£

S =yt J

w =YY .

Lo que implica que R? es una medida del grado de reduccién en la variabilidad de
y obtenida-mediante el empleo de las variables regresivas xi, Xz, ... X,. Como en el
caso de ia regresidn lineal simple, se debe tener que 0 < R? < 1. Sin embargo, un
valor grande de R2 no necesariamente implica que el modelo de regresidon sea
bueno. Como por ejemplo, afiadir una variable al modelo siempre aumentara R?,
independientemente de si la variable adicional es o no estadisticamente
significativa. De tal modo, es posible en modelos que tienen grandes valores de R2
preducir predicciones pobres de nuevas observaciones o estimadores de la

respuesta media.

La raiz cuadrado positiva de R? es el coeficiente de correlacién maltiple entre y vy
el conjunto de variables regresoras Xi, Xz, ... Xx. Esto es, R, es una medida de la
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ascciacion lineal entre “y” y Xy, Xz, ... X Cuando k = 1, esto se vuelve la

correlacién simple entre "y’ y “x".

b. Pruebas de hipdtesis
En problemas de regresion lineal mdltiple, si ciertos tipos de hipdtesis respecto a
los parametros del modelo son utiles al medir la suficiencia del modelo.

b.1. Prueba de significacién de regresién

La prueba de significacién de regresién .es para determinar si hay una
relacion lineal entre la variable respuesta (dependiente) “y" y un
subconjunto de las variables explicativas (regresoras) x1, X2, ..., Xk Las
hipdtesis apropiadas son:

H,: B; # 0 por lo menos una j sera diferente

El rechazo de Hg: ; = 0 implica que al menos una de las variables independientes
X1, X2, ... Xk contribuye significativamente al modelo.

El procedimiento de prueba para Ho: B; = 0, es calcular:

__ SS,1k
S8 Hn-k-1)

F, 541

Criterio de rechazo, es cuando:

FD ) F, akn-k-1
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El procedimiento suele resumirse en una tabla de analisis de varianza; como el
que muestra en la tabla 5.4.

Tabla 5.4 . Andlisis de varianza para la significacion de Ia regreésién muitiple,

Fuente de Suma de Grados de liberlad | Media cuadratica Fo
_ variacion cuadrados
Regresion SSk k MSq MSe/MS:
Error o residuo 8§8¢ n-k-1 MSe
Total " Sy ~r

b.2. Pruebas de coeficientes individuales de regresion

° Esto es para la prueba de significacion del efecto de una variable regresiva
o explicativa. Con frecuencia se esta interesado en probar hipétesis
respecto a los coeficientes individuales de regresién. Talgs pruebas son
tiles en la determinacién del valor de cada una def las variables
independientes en el modelo de regresién. Por ejemplo, el modelo podria
ser mas eficaz con la inclusién de variables adicionales, o quiza con la
omision de una o mas variables, ya en el modelo .

1. Prueba de hipotesis parcial o marginal
La hipétesis para probar la significacion de cualquier coeficiente de

regresion individual es:

]

Hy:5;,=0
H,:p; #0

Si Hp:B=0 , no se rechaza, entonces esto indica que X; puede ser eliminada
del medelo, en caso contrario no puede omitirse del modelo, porque X
influye sobre "y". La estadistica de prueba para hipétesis es:
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by = —ed 5.42

Donde : C; es el elemento de !a diagonal de (x'x)™ correspondiente a §;. La

hipétesis nula se rechaza cuando:

tO )ta! 2,n-k-1

Esta se le denomina prueba de hipétesis parcial 6 marginal. Debido que {3
depende de todas las variables regresivas x; (i # j} que estan en el modelo.
2. Prueba de hipdtesis para un subconjunto de ias variables regresivas.

Se realiza examinando la contribucién a la suma de cuadrados de la
regresién de una variable, por ejemplo x;, dado que las otras variables X
(i#), estan incluidas en el modelo. El procedimiento empleado para hacer
esto se denomina la prueba general de significacién de la regresioén, o el
método de la "suma de cuadrados exira”. Considérese el modelo de
regresién con k variables regresivas.

y=xB+e 5.43

Donde “y” es (nx1), x es (nxp), B (px1), € es (nx1), y p = k+1. Se interesa
determinar si el subconjunto de variables régresivas xi, Xz, ... X% (r<k)
contribuye de manera. significativa al modelo de regresién. Se desea probar
las hipotesis.

Hy 5 =0
H, : 5 =0

La estadistica de prueba es:
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F =Ssﬂ(ﬂ1!ﬁ2)lr 544
° MS, '

donde:

SSR(%{&J = 8S;(B)- SS(8,). Suma se cuadrados con r grados de

libertad "Suma de cuadrades extra” debido a 1.
SS, = fx'y. (p grados de libertad). Suma de cuadrados de la
regresion debida a B
SS:(8,) = Bixsy . (p-r grados de libertad). Suma de cuadrados de la
regresién debida B4 dado que Bz ya esta en el modelo.
El criterio de rechazo ufilizado es:
FD )Fa.r.n—P

La hipdtesis nula se rechaza. Llamada prueba F parcial, la cual mide el
efecto conjunto de variables en el modelo de regresién.

6.5.2.1 Intervalos de Confianza en Regresién Lineal Multiple.

Con frecuencia es necesario construir estimadores del intervailo de confianza para
los coeficientes de regresion (B;). Suponiendo que los errores (g) se distribuyen

1)
normal e independientemente ¢con media g, +Z B;x; y varianza o? Puesto que

i=1
el estimador de minimos cuadrados 8 es una combinacién lineal de las
observaciones resulta que b se distribuye normaimente con la media B y matriz de -
covarianza o2 (X‘X)". Entonces una de las estadistica es:
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5;’"5}

[ a2/

0,1, ..., K 5.45

Se distribuye como t con n-p grados de libertad, donde C; es el elemento jjésimo
de la matriz (X'X)"', y o2 es la estimacién de la varianza del error, obtenida de por

MSe. En consecuencia, un intervalo de confianza de 100(1-a) por ciento para el

coeficiente de regresion 8, j=1, 2, ....., k, es:

5.6.5 PREDICCION DE NUEVAS OBSERVACIONES.

El modelo de regresién puede utilizarse para predecir observaciones futuras
respecto a “y”; entonces una estimacion puntual de las observaciones futuras, vo

en el punto Xo1, X0z, ....., Xok, €5:
Yo =X 8 5.47

Un incremento de prediccion del 100 (1- ), por ciento para esta observacion futura
es:

Yo - ts,z_,,_p.\/(1 + x4 (%)™ xo) <Yo < Vo +toizns \r[(“ + x5 (x'x)” xo) 5.48
5.6.6 VALIDACION POR ANALISIS DE RESIDUOS.

Los residuos del modelo de regresion multiple estimado, definido por y; -¥;,
desempenan un importante papel al juzgar la suficiencia del modelo del mismo
modo gue lo hacen en regresion lineal.



Cuestionamiento:
a.  ¢Es admisible que &~ NID(0,6%)?
b. ¢ Hay algun dato claramente anémaio?

C. (Es admisible que la varianza de & no depende de las variables
explicativas (regresivas)?
d. ¢ Es realmente lineal fa relacién entre y y x,?

Para la comprobacion se hace necesario revisar las graficas de residuos (analisis

de residuos).
5.7 REGRESION POLINOMIAL
El modelo y = XB +¢, es un modeio general que puede emplearse para ajusiar

cualquier relacion que sea lineal en los parametros desconocidas B. Esto incluye -
la importante clase de los modelos de regresioén polinomial, por ejemplo:

Vo = Bo+ BiX+ BoX? +..e... + B x* 5.49

Se puede resolver por métodos algebraicos, a partir de las ecuaciones normales o
meétodos matriciales descritos en el analisis de regresion lineal muitiple.

Las ecuaciones normales para el analisis de regresion polinémicas son:




5.8

194

EJEMPLOS DEL CAPITULO

Ejemplo 5.1

Una empresa de productos quimicos desea estudiar la influencia del tiempo de

extraccion en la eficiencia de una operacién de extraccion, obteniendo los datos

mostrados en la tabla 5.4.

Tabla 5.4. Resultados obtenidos de los tiempos de extraccion (X) (min) y eficiencia (y) (%).

Min. |15 19 19 27 31 35 39 41 45 49
% 57 46 52 57 68 62 72 80 64 77
a. Realice en diagrama de dispersion para verificar que una linea recta
proporcionara un buen ajuste de los datos.
b. Ajuste un modelo de regresion lineal simple a los datos.
¢. Pruebe la significancia de la regresion.
d. Construya un intervalo de confianza de! 95 por ciento para 8g y B
e. Construya un intervalo de confianza sobre la linea de regresion real en x=41.
Solucién:
a. Enla figura 5.5. se muestra los datos graficados de la eficiencia de
extraccion (Y) (%) vrs. Tiempo de extraccion (min) (X).
Segun se visualiza el diagrama de dispersion de los datos (Figura 6. ) los
datos son ajustable por un modelo de regresién simple lineal sin la
necesidad de transformar las variables de origen.
b. El modelo para ajustar [os datos es el siguiente:

y=pF+px+e
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Para determinar los coeficiente de la ordenada y lineal, se haran los siguientes

calculos previos:

< 100
=
& 80 .
£ 60 . : .
g [ ]
S 40
K
™ Q
. § 20
& o
I
0 1 lI 1 ] : 1
L
0 20 40
Tiempo de extraccion (min)
Figura 5.4, Diagrama de dispersién de los daios
10
n=10 observaciones > x; =320
i=1
10 10
> y; =635 T x2 =11490
" i=1 i=1
-;4

10
Sy} = 41395

- =t

X =32

10
0 [EX'J
Sxx=zxi —T

i=1

Entonces:

10
2. Xy, =21275

i=1

7 =63.5

S,, =955

60
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Bo es:

Y R? es:

B1=0.764

Bp=39.052

R?*=0.6803
Lo que significa es gue el modelo representa la variabilidad de los datos

en un 68.03 %. Y el modelo ajustado es:

¥y =398.052+0.764x

c. Para la significancia del modelo se seguira el siguiente procedimiento:

—

Hipdtesis nula: B41=0

Hipétesis alternativa: B1#0

Nivel de significancia; a=0.05

3. Criterio de rechazo: Fg>5.32, con 1y 8 grados de libertad.

4. Andlisis de varianza, como se resume en la tabla 5.5.

Tabla 5.5. Resumen del andlisis de varianza para ef modelo ajustado
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Fuentede | Sumade | Gradosde Media Fo Faz.18
variacién | cuadrados libertad Cuadratica
Regresion 728.62 1 72962 | 17.023 5.32
E. residual 342.88 8 42,86
Total 1072.5 9

En conclusién la hipdtesis nula se rechaza y con ello se dice que B es diferente

de cero de manera significante.

d. Elintervalo de confianza para 81 con tpo25,s=2.306, es:
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.
\\H‘
0.764-2.306,[ 22=° < f, <0. 764 +2.306, | 2288
Y 1250 Y1250
0.337 £ B, £1.191
el valor de 84 fluctuara entre 0.337 como minimo y como maximo de 1.191.
y para B es:
1 322 1 322
39.052-2.306_/42.86 <39.052+2.306 /42 86
\/ [10 1250} & \ {10 1250}
36.841< f, <41.263

Lo que significa que Bg fluctuara entre 36.841 como minimo y como en maximo

de 41.263.
o

e. Para el intervalo de confianza sobre la linea de regresion con x=41, con y

ajustado 70.376 (de Tabla 6...) es:
70 376 £2.306_[42.86| — (80 32J°
10 1250
49.331< E(y / x, = 41)< 91.421

En conclusion los intervalos de fluctuacién tanto para los coeficiente y sobre la

linea de regresion és bastante significativo. Esto se debe por que el coeficiente
: de determinacion es bien bajo y el grado de dispersion de los datos son
2 3 '

grandes.

' f Para hacer un examen de idealidad del modelo se determinara lo
siguiente:
» |os valores predichos para el modelo ajustados
= | os residuos de los valores observados reales y predichos -por el modelo
ajustado.
= El calculo de las frecuencia acumulada.
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Tabla 5.6. Tabla resumen de los valores prediches, residuos y frecuencia acumulada

Frecuencia

acumulada | Residuos
X Y Ajustado | Residuos (%) ascendente
15 57 50.512 6.488 5 -9.435
19 46 53.568 -7.568 15 -7.568
19 52 53.568 -1.568 25 -3.792
27 57 59.68 -2 68 35 -2.68
H 68 62.736 5.264 45 -1.568
35 62 §5.792 -3.792 55 0.512
39 72 68.848 3.152 65 3.152
41 80 70.376 9.624 75 5.264
45 64 73.435 -8.435 85 6.488
49 77 76.488 0.5612 95 0.624

Todos estos se presenta en forma resumida en la tabla 5.5.

Con lo antes determinado se realiza el analisis de residuos, graficando:
» Frecuencia acumulada vrs. Residuos en forma ascendente (Figura 5.6)
= Residuos correspondiente vrs. Valores agjustados (Figura 5.7)

s Residuos correspondiente vrs. X {Figura 5.8)

Probabilisco normal .

15

426
100
80 /
60 >
=l
/ 8 -
-10 -5 0 5 10
Residuos

Figura 5.6. Grafica en papel! probabilistico contra residuos

15




Residuos

Residuos

Predichos

Figura 5.7. Grafica de residucs confra los valores predichos

15

10

Tiempo de extraccion {min)

Figura 5.8. Grafica de residuos contra el tiempo de extraccion {min)
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En conclusion los datos presentan normalidad y el andlisis de residuos tiene un

buen comportamiento.

Ejemplo 5.2

A partir de los resultados retomados del trabajo de graduacién para optar al titulo

de Ingeniero Quimico “Recuperacion de Grasas Residuales de Tenerias y Uso

Industrial’; presentado por: Garcia. Et al, 1994. En el que se extrajo grasa residual

de la carnaza de tenerias. Se obtuvieron los siguientes datos de rendimiento (y)
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Como funcién de las variables: Tiempo (horas) (x¢) y Temperatura (°C) (xz). Los

resultados se presentan en la Tabila 5.7

Tabla 5.7. Resultados de rendimiento obtenido en la recuperacidn de grasa de la carnaza por
tratamiento térmico en funcién de la temperatura y tiempo de procesamiento (para el 24% de grasa

en la carnaza)

Tiempo (X4) Temperatura (Xz) Rendimiento (Y)

(horas) (°C) (%P)

1 54 9.12

1 - 74 13.16

1 94 29.06

1.5 54 40.53

1.6 74 46.09

1.5 94 46.5

2.0 54 53.06
2.0 74 65.06
2.0 94 73.87

Determinar:

a. Un modelo de regresién doble para ajustar los datos
b. La prueba de significancia de la regresion
c. Losresiducs de este modelo y analizados en forma grafica

Solucion
a. El modelo de regresién doble propuesto seria:

Y=5+B8X+pPX+¢
Se comprobd que los datos no resultaron lineales en sus variables naturales, por
ello se tuvo que transformar, tanto las variables independientes como
dependiente (aplicando logaritmos). Entonces se procede a lo siguiente:

ZOM° mEEL Sq
53 <y
& Ko
‘& UNIDRD BIBLIOTECARIA G
*  DELAREA *
9 DELAS INGENIZRIAS 8
3, Y ARQUITECTURA &,

&
%,
&, &,

&) 'Mai‘

Caiculos previos:

% Paoces
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*

El sistema de ecuaciones en forma matricial queda de la siguiente manera;

9
>.Inx;, =3.296
i=1
9
2 Inx,, =38.509
i=1
9
> inx2 =1.934
i=1

a
> Inx% =165.235

iaf
9
Yy, =376.45
i=1

2

> y? =19535.0067

i=1
]
3 XX, =14.102
i=1

9

Y X,,y; =187.379

i=1

9
S Xy, = 1625.674
i

9 3.296 38.509| 376.92

Xy=[{3296 1.934 14.102!187.379

Resolviendo se tiene:

38.508 14.102 165.235/1625.674

B, =~102.756
B, =67.906
B, = 27.9905
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En consecuencia el modelo de regresion miiitiple es:

¥y =-102.756 +67.906x, + 27.995x,

b. Para la significacién de lo modelo se seguira de la siguiente manera:

1. planteamiento de hipotesis:

para la hipbtesis nula se tiene:

Ho: fo=B=p=0

Para la hipétesis alternativa se tiene:

B, #0 porlomenos parauni

2.  Célculos previos (Suma de cuadrados):

9 9
S8, = iy,-x,.1 - (Z‘ " EX”J _187.379- 376'459* 329 _49.515
o Vs
8S,, = i,y,-xi2 - [Z; Y\ xm) = 1625.674 - 270:43738.909 _ ) 908
SSp = 4" SS,, +§,* SS,, = 3780.21
.
S, = ’Z::yf —(;‘—:]— — 19535.0067 —3—7—655—2 - 3788.939756

SSg =S, - SS; = 3788.939756 -3780.21=8.73
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3. Resumen de analisis de varianza, en la Tabila 5.8 se muestra el
analisis de varianza.

Tabla 5.8.Andlisis de varianza de los datos

L J

Fuente de Suma de Grados de Media Fo

variacion cuadrados libertad cuadratica
Regresion 3780.21 2 1890.105 1298.41659
Error 8.73 6 1.4557
total 3788,939756 |8 -
Y coeficiente de determinacion muitiple de:

R? = S8, _ 3780.21 — 0.9976
S, 3788.94

Lo que significa que el modelo propuesto describe la variabilidad de los datos casi
en un 100%.

c Andlisis de residuos. Es semejante qu analisis realizado en el ejemplo 5.1,
y consiste en graficar los residuos en probabilistico normal (Figura 5.8),
con los valores predichos (Figura 5.9}, con los valores de los tiempo de
extraccion transformada (Ln X1) (Figura 5.10) y con la temperatura de
extraccion transformada (Ln X2) (Figura 5.11).

loc ‘

3 80 /A"

Z 60 —3-

o £ 4

£ o 20

’/’{ 8 :
6 4 2 0 2 4 6
Residuos

Figura 5.8. Grafica de los residuos en probabilistico normai
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Figura 5.9. Grafica de residuos vrs, los valores predichos
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Figura 5.10. Grafica de residuos vrs. Ln de los tiempos de extraccion
) ,
4 » 2
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-4 -]
.. 5 |
-

Ln X2

Figura 5.11. Grafica de residuos vrs. Ln de la temperatura

En base de las figura 5.9, 5.10 y 5.11 y a los resultados de la Tabla 5.8 y el
coeficiente de determinaciéon mdltiple puede concluirse que el medelo sobre las
variables transformadas es significativo indicando una conveniente solucion lineal
entre el neperiano de rendimiento con el neperiano del tiempo y temperatura.

®
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5.1.

5.2.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Un ingeniero quimico esta investigando el efecto de la temperatura de

operacién de proceso en el rendimiento del producto. El estudio da como

resultado los siguientes resuitados (Montgomery, 1991):

Temperatura |100{110|120(130| 140|150 (160170180190
°C (x) ,
Rendimiento | 45 |51 |54 |61 66 |70 |74 |78 |85/ 89

% (y)
Determinar:

a. Un modelo de regresidn lineal simpie a los resultados

b. La prueba de hipdtesis de los estimadores y del modelo.

¢. La idoneidad del modeilo.

205

La resistencia del papel utilizado en la manufactura de caja de papel (y) se

relaciona con el porcentaje de ia concentracion de madera dura en la pulpa

original (x). En condiciones controladas, una planta piloto manufactura 16

muestras, cada una de diferentes lotes de pulpa, y se mide la resistencia a la

tensién. Los datos son ios siguientes (Hines. Et al, 1997):

X X Y X Y

1.0 101.4 2.2 146.8 2.8 145.2

1.5 117.4 2.4 133.9 3.0 134.3

1.5 117.1 2.5 113.3 3.0 144.5

2.0 131.9 2.5 123.0 3.2 143.7

2.0 146.9 2.8 125.1 3.3 146.9
Determinar:

a. Un modelo de regresion lineal simple para los datos.

b. La significacion del modelo de la regresion.
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c. Construya intervalos de confianza del 90 por ciento de los estimadores y

del modelo.

5.3. Se considera que el ndmero de litros de vapor utilizados al mes por una

planta quimica se relaciona con la temperatura ambiente para ese mes. El

consumo y la temperatura del ano pasado se muestran a continuacién
Johnson, 1997).

Mes |Temperatura|Consumo/1000 Mes Temperatura | Consumo/1000

Enero 21 185.79 Julio 68 621.55
Febrero 24 214.47 Agosto 74 675.06

Marzo 32 288.03 Septiembre 62 562.03

Abril 47 424.84 Octubre 50 452.93

Mayo 50 454.58 Noviembre 41 369.95

Junio 59 539.03 Diciembre 30 273.98
Determinar:

a. Un modelo de regresion simple lineal que ajuste los datos.
b. La significacién del modelo del modelo de regresion.
c. Las hipdtesis de: 8o, B1 y del modelo de regresidn.

d. Los intervalos de conflanza del 95 por ciento del modelo de regresion.

5.4. A doce especimenes de laminas de acero reducido en frio con contenido
diferentes de cobre y diferentes temperaturas de recocido se les mide su

dureza con los siguientes resultados {Montgomery, 1991):

Temperatura de cocido

Dureza Contenido de cobre
(Rockwell 30-T1) (%) (°F)
78.9 0.02 1000
65.1 0.02 1100
55.2 0.02 1200
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56.4 0.02 1300
80.9 0.10 1000
69.7 0.10 1100
57.4 0.10 1200
55.4 0.10 1300
85.3 0.18 1000
71.8 0.18 1100
60.7 0.18 1200
58.9 0.18 1300

Para los resultados presentados en la tabla anterior, ajuste una ecuacién de
la forma y= &t Bixst G2x2, donde x; representa el contenido de cobre, x:la

temperatura de recocido y “y” es Ia dureza. Ademas, realizar las pruebas de

significacion del modelo y comprobacion de la idoneidad del modelo.
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CAPITULO 6
DISENOS DE EXPERIMENTOS

Los investigadores en el campo de ingenieria Quimica e Ingenieria de alimentos,
realizan experimentos virtualmente en cada etapa de su desempeiio, por lo
general, para descubrir algo sobre un proceso particular. Un disefio de
experimentos, es literalmente el disefic de una prueba o ensayo. Un experimento
disefiado es [a prueba o serie de pruebas, en las cuales se inducen cambios
deliberados en las variables de entrada (explicativas o regresivas) de un procesoc o
sistema, de manera que sea posible observar e identificar las causas de los
cambios en las respuestas de salida.

Entre los objetivos del experimento pueden incluirse:

1. Determinar cuéles variables tienen mayor influencia en la respuesta,
uyu.
2. Determinar el mejor valor de las “x° que influyen en "y” de modo que

‘y” tenga casi siempre un vaior cercano al valor nominal deseado.
3. Determinar el mejor valor de las “x” que influyen en “y” de moedo que
la variabilidad de “y” sea pequena.
4. Determinar el mejor valor de ias “x” que influyen en “y”, de modo que
“se minimicen los efectos de las variables incontabies.

Los métodos de disefio experimental tienen un cometido importante en el
desarrollo de procesos y en la depuracidn de procesos para mejorar el

rendimiento.

En muchos casos, el objetivo puede ser desarrollar un proceso consistente o
robusto; esto es, un proceso afectado minimamente, por las fuentes de variacion

externas.
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6.1 APLICACIONES DE LOS DISENOS EXPERIMENTALES

Es posible considerar a la experimentacion parte del proceso cientifico y una de

~ las formas en que se aprende acerca de la forma en gque funcionan los sistemas o

procesos. Con el fin de generar datos a partir del proceso, y luego se puede usar
la informacién para establecer nuevas conjeturas, que llevan a realizar nuevos
experimentos. La aplicacion de técnicas de disefic experimental en una fase
temprana del desarrollo de un proceso puede dar por resultado:

1. Mejora en el ordenamiento y planificacién del proceso investigativo

2, Menor variabilidad y mayor apego a los factores que afectan la
variable respuesta, haciéndolas mas objetivas.
Menor tiempo de desarrolio y ejecucion
Menores costos globales.

Los métodos de disefio experimental también tienen un cometido importante en
las actividades de disefio técnico (o disefio de ingenieria), en las cuales se
desarrollan nuevos productos y mejoras de otros ya existentes. Aigunas
aplicaciones del disefio experimental en el disefio técnico son:

1. Evaluacién y comparacion de configuracion de disefio basicos
Evaluacion de materiales alternativos

3. Seleccion de parametros de disefio de modo que el producto
funciones bien en una amplia variedad de condiciones de campo {de
uso real); esto es, de modo que el producto sea consistente

(robusto).
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6.2 PRINCIPIOS BASICOS

Para que un experimento se realice en la forma mas eficiente, es necesario
emplear meétodos cientificos en su planeacion. El disefio estadistico de
experimentos es el proceso de planear un experimento para lograr obtener datos
apropiados, que pueden ser analizados mediante métodos estadisticos, con
objetos de producir conclusiones validas y objetivas, Asi que hay dos aspectos en
cualquier problema experimental; estos son:

1. El disefio del experimento
2, E! andlisis estadistico.

Los tres principios basicos en el disefio de experimentos son:

a. La obtencién de réplicas
b. Aleatorizacion
C. Analisis por blogues.

a. La obtencion de répiicas, permite:

1. Obtener una estimacion del error experimental. Usualmente la media de Ia
muestra.
2. Obtener un alto grado de confianza, cuando n es suficientemente grande,

obteniendo un error experimental suficientemente pequerio.

b. La aleatorizacion. Es el hecho de que tanto la asignacién del material
experimental como el orden en que se realizan las pruebas individuales o
ensayos se determinan aleatoriamente, permitiendo que los disefios de
experimentos posea:
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Fundamento del uso de los métodos estadisticos

2. Observaciones (0 los errores) que sean variables aleatorias
independientes.
3. Disminucién de los factores extranos que pudieran estar presentes.

c. El andlisis por bloques. Es una técnica que se usa para incrementar la
precisién del experimento. Siendo una porcién del material experimental que
sea mas homogénea que el total del material, haciendo comparaciones entre
las condiciones de interés del experimento dentro de cada blogue.

Para usar un enfoqué estadistico al diseftar y analizar un experimento se requiere
tener una idea clara de qué es exactamente lo que se va a estudiar, como se van
a recopilar los datos y, al menos, una idea cualitativa de como se van a analizar. A
continuacion, una guia del procedimiento recomendado:

1. Comprensién y planteamiento del problema. Desarrollar todas las
ideas sobre los objetivos del experimento, solicitando la opinién de
todas las partes implicadas. Ayudando a un mejor conocimiento del
fendmeno y de la solucion final del problema.

2. Eleccion de factores y niveles. Elegir los factores que variaran en el
experimento, los intervalos de dicha variacion y los niveles
especificos y la forma de como se controlaran en el experimento.

3. Seleccién de la variable de respuesta. Seleccionar la variabie -
dependiente, se debe estar seguro de que la respuesta que se va a
medir realmente provea informacion dtil

4. Eleccion del disefio experimental. Para elegir el disefio es necesario
considerar el tamano muestral (ndmero de repeticiones), selecciohar
un orden adecuado para los ensayos y determinar si hay implicado
bloqueo u otras restricciones de aleatorizacion.
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5. Realizacion del experimento. Es poner en marcha el experimento

en forma fisica y es necesario vigilar el proceso cuidadosamente
para asegura que todo se haga conforme a lo planeado. Es la fase
donde se obtiene las observaciones, la cual, los errores en el
procedimiento suelen anular la validez experimentai.

8. Analisis de datos. Es la fase donde se emplea métodos estadisticos
para analizar los datos, de modo que los resultados y conclusiones
sean objetivas mas que apreciativas. Si el experimento se disefio
correctamente y si se ha realizado conforme al diseno, los métodos
estadisticos que se requieren no son complicados.

7. Conclusiones y recomendaciones. Es la fase en donde el

® o experimentador deba exiraer conclusiones practicas de Ios

resultados y recomendar un curso de accion. En esta fase es
necesario a menudo utilizar métodos graficos. Tambien deben
realizarse corridas de seguimiento y pruebas de confirmacion para
validar las conclusiones del experimento.

Los métodos estadisticos pueden incrementar grandemente la eficiencia de los
experimentos, y, a menudo, reforzar las conclusiones obtenidas, para ello el
investigador requiere que fenga en mente los siguientes puntos.

1. Uso del conocimiento no estadistico del problema. El investigador
® debe conocer a fondo su campo de especialidad. En algunos campos
pueden utilizarse una gran cantidad de teoria para explicar las
relaciones que hay entre los factores y respuestas. El tipo de
conocimiento no estadistico es invaluable al elegir los factores y sus
niveles. '-
2, Mantener el disefio y el anélisis tan simple como sea posible. No se
debe exagerar el uso de técnicas estadisticas complejas y muy
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refinadas. Por lo general, lo mas adecuado en los métodos de disefio
y anaiisis relativamente simples.

3. Reconocer la diferencia entre la significacion practica y la estadistica.
Se debe tener en cuenta que no existe seguridad de que una
diferencia sea suficientemente grande, desde el punto de vista
practico, por solo el hecho de que dos condiciones experimentales
producen respuestas medias, estadisticamente diferentes.

4. Usualmente los experimentos son iterativos. Un disefio exitoso
requiere que se conozca los factores importantes, los intervalos en
los que estos factores van a ser investigados, el nimero apropiado
de niveles para cada factor y las unidades de medicion adecuadas a
cada factor y a la respuesta. Generalmente, al inicio de un
experimento no se esta en condiciones de responder
adecuadamente a estas preguntas, pero es posible conocer las
respuestas a medida que avanza la experi'mentacién.- Esto favorece
el proceso iterativo ¢ secuencial, ya tratado anteriormente.

6.3  DISENO Y ANALISIS DE EXPERIMETNO DE UN FACTOR.

Un experimento no es mas que una prueba o una serie de pruebas y son una
parte fundamentai del proceso de descubrimiento y aprendizaje. Los disefios de
experimentos de un factor, es cuando se disefia y analiza el experimento por el
efecto de un solo factor que es la variable independiente o causa que tendra

niveles o tratamientos.

Se llaman factores controlados a aquellos pardmetros o caracteristicas del
producto o proceso para los que se prueban distintas variables o valores, con el fin
de estudiar como influyen sobre los resultados. Pueden ser: cuantitativas, por
ejemplo: Temperatura, presion, etc; que se prueban a diferentes niveles (ejemplo:
temperatura a 115 °C, 125 °C, y 135 °C) y cualitativos, por ejemplo proveedor,



‘{"-l

214
tipo de lubricante, técnica, método, etc; se prueban a diferentes variantes

cualitativamente diferentes (ejemplo: técnico A, B, Y C).

Tratamiento: Combinacién de variantes y/o niveles de cada factor que se utiliza en
una determinada prueba.

Los disefios experimentales de un solo factor se clasifican en:
Experimento de un factor, completamente aleatorio

Modelo de efectos aleatorios
Disefic de bloques aleatorio

N =

Analisis de covarianza

En las secciones 6.3.1 a 6.3.3., se andlizaréd los disefios usados con
frecuencia de clasificacion sencilla y doble; en la seccién se presenta
pruebas para comparar varias medias, asi como el analisis de un
experimento balanceado en presencia dé una variable concomitante o

covariada.

6.3.1 EXPERIMENTOS DE UN FACTOR COMPLETAMENTE ALEATORIO
(CASO DE EFECTOS FiJOS)

El disefio completamente aleatorio, es muy utilizado cuando el material
experimental es homogéneo, aun cuando tiene varios tratamientos. Consistiendo
de que el experimento se disefia con resultados de “n” muestras aleatorias,
independientes, cada una de tamano n, de a poblaciones diferentes (ésto es, d_a‘to ‘
que concierne a “a” métodos de producciones diferentes, etc). Tratando de probar

la hipétesis de que las medias de esas “a” poblaciones son todas iguales. Los

datos-apareceran como en la tabla 6.1.
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Tabla 6.1. Datos tipicos para el analisis de varianza de clasificacién en un sentido.
Tratamiento Observacion Totales Promedio
Yi1_ Y12 --. Y Yi. V1.
Yor V22 ... Yon Yo, Yo
Yai Ya2 ... VYan Ya. Va.

Ventajas

Este disefio tiene varias ventajas, éstas son:

Permite flexibilidad completa, puede usarse cuaiquier numero de
tratamientos y de repeticiones. Puede variarse a voluntad el nimero
de repeticiones de un tratamiento a otro (pero no es muy
recomendable sin una buena razon). Todo el material disponible
puede usarse, lo cual es una ventaja en experimentos preliminares
pequenos donde el material experimental de que se dispone es
escaso

El analisis estadistico es facil, aun si el nimero de repeticiones no es
el mismo para todos los tratamientos, o si los errores experimentales
difieren de un tratamiento a otro.

Aun cuando los datos de algunos de ilas unidades o algunos
tratamientos completos se hayan perdido, o se rechacen por alguna
causa, el método de andlisis sigue siendo sencillo. Por ofra parte, la

pérdida relativa de informacion debida a los datos faltantes, es de

menos importancia que en cualquier otro disefio.
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6.3.1.2 MNodelo Estadistico Lineal

El modelo del andlisis unifactorial, viene dado por :

i=123,...a
j=123.....n

Donde:
yij = La observacion ijésima
H= Es un parametro comin para todos los tratamientos, llamados media
general.
7,= Es un parametro asociado con el tratamiento iésimo denominado efecto
del tratamiento iésimo.
¢,= Es el componente del error aleatorio.

Recibiendo el nombre de andlisis de varianza de clasificacién unidireccional,
debido a que solo se investiga un factor, los errores del modelo se toman como
variables aleatorias normal e independiente distribuidas con media cero y varianza
o? (NID (0, ¢?). La varianza se considera constante para todos los niveles del

factor.
6.3.1.3 Planteamiento de la Prueba de Hipotesis

El analisis de varianza para la clasificacion unidireccional del modelo de efectos
fijos de tratamientos 7, se sueien definir como desviacién de la media general,

por io que :

Z"'i = 0 6.2
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Se esta interesado en probar la igualdad de los “a” efectos de tratamientos. Al

emplear la ecuacién (7.2), las hipdtesis aprobadas son:

H: gg=1=. . . =7,=0
H,: 7,#0 para al menos una |.

6.3

Esto es, si la hipdtesis nula es verdadera, entonces cada observacion esta

integrada por la media general 11, mas una realizacion del error aleatorio &, .

6.3.1.4 Tratamiento Estadistico

Sea y; la representacion del total de las observaciones bajo el tratamiento y y, la—

representacion del promedio de las observaciones bajo el tratamiento i-ésimo. De
modo similar, considere que Yy... representa el gran total de todas-as
observaciones y y la gran media de todas las observaciones. Expresado

matematicamente de la siguiente forma:

Y=Y, y, = ’—’n— i=123..a
6.4

Donde: N = an, es el nimero total de observaciones.

De tal modo la notacién del subindice “punto” implica la sumatoria sobre el

subindice que &l reemplaza.

El Procedimiento de prueba para la hipdtesis se llama andlisis de Varianza. El
término “analisis de varianza”, resulta de partir la variabilidad total de los datos, en
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sus partes componentes. La suma corregida total de los cuadrados, que es una

medida de la variabilidad total en los datos, puede escribirse como:

i=l j=1 i=l j=1{

aQ n - 2 a n - - -
ZZ(y,,—y,_) = > {yi.~y..]+ Y=
Por tanto, tenemos:

’ 2

g nf -V af - =V a8 n -
20 x-,-—x.) =n§[y,-. —Y..] + 2NV 6.5

iy i=1 j=1 |

Mostrando la variabilidad total en los datos, en consecuencia se escribe
simbdlicamente como:

SS; = SSrarament 0s + SSk | 6.6

Donde:
SSt = Es la suma total de Ios cuadrados
SSrratamientos = Es. la suma de cuadrados debida a tratamientos (es decir,
entre tratamientos).
SSe = Es la suma de los cuadrados debida al error (esto es, dentro de los
tratamientos).

En la tabla 6.2. Se muestra el anélisis de varianza para el modelo de efectos fijos,
teniendo en cuenta lo siguiente:
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M S — SSTRA TAMIENTO

(e

SS
MS; = £
- (N-a)
SS; = 8S; - SSraramento
& n 2
88 =33y -4
i=1 f=1 N

2

2
Y. Y.
SSraramento = % Y.

i=1 N N
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6.7

Tabla 6.2. El andlisis de varianza para el modelo de efectos fijos de clasificacion en un sentido.

Fuente de Sumade |Grados de Media
Variacion cuadrado libertad Cuadratica Fo
Entre
tratamientos SS a-1 MStratamenTo | MStRATAMIENTO/MSE
tratamiento
Error dentro de
los SSe N-a MSe
tratamientos
Total SSy N-1

En consecuencia, se debe rechazar Ho si la estadistica de prueba es grande, de

tal modo, rechazar Hg Si :

24

Fo > F, a-1N-a

6.8
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6.3.1.5 Estimacion de Parametros

Es posible obtener estimadores para los parametros en el analisis en un sentido
del modelo de la varianza.

y;j—_-)u'i'f‘-'*‘f,-j 6.9

Estimar u yr, , tales que ia suma de los cuadrados de los errores o desviaciones

g, sea minima. Esta estimacion de parametros recibe el nombre minimos

cuadrados, no es necesario suponer que ¢, es normal teniendo

6.10
i=1 j=4 =1 j=1

Esta ecuacion que minimizan L. Los valores 4 y r, con las soluciones a las a+1
ecuaciones simultaneas,

denominadas ecuaciones normales de minimos
cuadrados. Resuitando:

A A A
Nu+nti+nt2+..

.+ NTa =Y.
ny+nTi+ =y,
nu +nT24 =¥, 6.11
ny

A
+nTa=ya_

Considerando la restriccion de los efectos de tratamientos como desviaciones de
ta media general, se tiene :

6.12
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La solucidn de para las ecuaciones normales son:

6.13

A
i=Y.—Y. i=123,., a

Es evidente que esta solucién no es la Unica, porque depende de la restriccion que

se elige. Restringiendo a p +1;, puede estimarse por medio :
M+ 7 = Y ;. 6.14

Ahora si se desea contribuir con intervalo de confianza para la media de

tratamientos iésima. La media de tratamiento iésima es:

Al N

H; =+ 7T i=12,3,., a 6.15

A A
i

Un estimador puntual de p, es: p, = ﬁ+ 1, =y, . Luego se supone que los errores

se distribuyen normalmente, cada 33\, es. NID(u;,0°/n) . En consecuencia, un
intervalo de confianza del 100(1-a) por ciento en la media de tratamiento iésima

u; se basa en la distribucién , de la manera siguiente:

l:.}_/i_italeN"'aﬁMSEln] 6.16

Y para la diferencia en cualesquiera dos medios de tratamiento, digase g, -l

seria:

[},-_—y_,-_it,,z,N-a,/zmsE In.] 6.17
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6.3.1.6 Analisis de Residuos y Validacién del Modelo

El anélisis de varianza del modelo supone que las observaciones se distribuyen
normal e independientemente con la misma varianza en cada tratamiento o nivel
de factor. Estas suposiciones deben unificarse examinando los residuos

graficandolos en papel probabilistico normal.

Para comprobar la suposicion de varianza iguales en cada nivel de factor, se
grafican los residuos contra los niveles de factor y se compara la dispersion de los
residuos. También es (til graficar los residuos contra {i (llamado algunas veces el
Valor de Ajuste), la variabilidad de los residuos no debe depender de ningiin modo
del valor de se compara la dispersién de los residuos. También es (til graficar los
residuos contra {i. Cuando compruebe aparece un patrén en estos graficos suele

indicar la necesidad de una transformacion. Estos graficos pueden ser:

a. Grafica de probabilidad normal de los residuos del experimento
b. Grafica de residuos contra tratamiento
c. Grafica de residuos contra.y;

Una forma para comprender ia suposicion de normalidad consiste en hacer un
histograma de los residuos. Si la suposicién de que los errores son NID(0,67%)

satisface, esta gréfica debe ser semejante a la de una muestra extraida de una

distribucion normal centrada en cero.

a. Gréfica de Probabilidad normal de los Residuos del Experimento
Consiste en .construir una grafica de probabilidad normal de los
residuos. Una grafica de este tipo es la representacion de la
distribucién acumulada de los residuos sobre el papel de probabilidad
normal, en otras palabras, es papel para gréficas cuya escala de
ordenada es tal que la distribucidn acumulada sea una recta. Si la
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distribucién de los errores es normal, esta grafica parecera una linea
recta.

Un defecto que a menudo se muestra en los graficos de probabilidad
normal es un residuo que es mucho mayor a los otros. Este residuo se
denomina cominmente residuo inusitado. Siendo una forma informal
para detectar residuos distanciados es analizar los residuos
estandarizados.

¢y

MSg

6.18

d; =

Si los errores g, N(0,0%), los residuos estandarizados deben ser

aproximadamente normales con media cero y varianza a uno. Por io
tanto, aproximadamente el 68% de los residuos estandarizados deben
encontrarse entre los limites de +1, alrededor del 95% entre 2, y
practicamente todos deben estar entre +3. Un residuo a una distancia
mayor que 304 desviaciones estandar del origen es potencialmente un
residuo distanciado.

Grafica de residuos contra tratamienios

La suposicion de independencia puede verificarse graficando los
residuos contra el tiempo y orden de la serie que se ejecutd el
experimento. Una tendencia a tener radios con residuos positivos y
negativos indica una cormelacion positiva. Esto implica que la
suposicion de independencia ha sido violada. Un paso importante para
asegurar la independencia es realizar un procedimiento apropiado de
aleaterizacion. La gréfica debe presentar una disposicion semejante
en todos los tratamientos.
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¢. Gréfica de Residuos contra }:,

Si el modelo es correcto y las suposiciones se satisfacen los residuos
no deben tener ningln patrén, ni deben estar relacionados con alguna
otra variable, inciuyendo la respuesta Y; .Consiste en graficar los

residuos contra los valores ajustados y, (debe de recordarse que

para el modelo en un sentido y_,j = )_»,, el promedio del tratamiento

iésimo). En esta grafica no debe revelarse ningln patrén obvio. Un
defecto que en ocasiones revela ia grafica es el de una varianza
variable. Debido a la escala de los instrumentos de medicion |,

resultando una grafica de los residuos contra y, parecerd un embudo.

El enfoque usual para tratario consiste en aplicar una transformacion
para igualar las varianzas, y volver a aplicar el analisis de varianza a
los datos transformados.

6.3.1.7 ' Diseiios Balanceados

En algunos experimentos de un solo factor el nimero de observaciones tomadas

bajo cada tratamiento puede ser diferente. Entonces se dice, en ese caso que el

diseno esta desbalanceado. El analisis de vanianza descrito antes sigue siendo,

perc debe efectﬁarse ligeras médiﬁcaciones en las sumas de las formulas

cuadradas. Sean nj las observaciones tomadas bajo el tratamiento i (i=1,2,...a)) y

el nimero total de observaciones N = za:n,. Las relaciones para SSr y
i=l

SStratameNnTo S€ vuelve de la siguiente manera:
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6.19

SS - Y.
TRATAMIENTO
i:a n' N

a A
Al resolver las ecuaciones normales se emplean las restricciones 3,7, =0 .
i=|

Ningdn otro cambio se requiere en el andlisis de varianza.

VENTAJAS AL ELEGIR UN DISENO BALANCEADO
a. La estadistica de prueba es relativamente insensible a las pequeriias
desviaciones de la suposicion de igualdades de varianza, si los tamanos
de muestras son iguales.

b. La potencia de la prueba se maximiza si las muestras son de igual
tamano.

6.3.1.8 Pruebas Estadisticas para igualdad de Varianza.

Aparte de los graficos de residuos que frecuentemente se usan para diagnosticar
la igualdad en la varianza, se cuenta con algunas pruebas estadisticas. Estas
pruebas formales para la hipdtesis: '

Ho: 02 =02=.. =02 16.20

H4: lo anterior no es cierto al menos para una o?.

Una técnica ampliamente usada es la prueba de Bartlett. Este procedimiento
consiste en calcular una estadistica cuya distribucion muestral es
aproximadamente Ji cuadrada con a-1 grados de libertad cuando las a muestras
aleatorias provienen de poblaciones normales independientes. La estadistica de

prueba es:
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22=230269
C

q =(N-1)log,, Sp* - Y. (n; = 1)L0g,S?

i=1

_ 1 (& ot o 6.21
C—1+3(a—1)(,—2=1:(n" N -(N a))

> (n,-9S?
A =

y S’ es la varianza muestral de la iésima poblacion.

El criterio de rechazo de la hipétesis nula H, es:

Ho > M ond 6.22.

6.3.2 MODELOS DE EFECTOS ALEATORIOS

En muchas situaciones, el factor de interés tiene una gran numero de niveles
posibles y se esta interesado en extraer conclusiones acerca de la pobiacién

completa d niveles del factor.

Si el experimentador selecciona al azar “a” de los niveles de la poblacion de
niveles del factor, entonces se afirma que el factor es aleatorio. Debido a la
suposicion de que los niveles del factor utilizados realmente en el experimento se
eligieron en forma aleatoria, las conclusiones alcanzadas seran vélidas a la
poblacion completa de los niveles del factor. Entonces se tiene que la poblacién de
niveles del factor es de tamafo grande como para considerarse infinito.
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6.3.2.1 Modelo Estadistico Lineal

El modelo del analisis unifactorial viene dado por:

i=12,..,a

6.23
J=12...n

Donde: 7, y £; son variables aleatorias independientes.

Notese que el modelo es idéntico en estructura al caso de efectos fijos, pero los

parametros tienen una interpretacion diferentes.

Si r, tiene una varianza a 7, y es independiente de &, la varianza de cualquier

observacion es:
Vy,)=a’yc? 6.24

Las varianzas o’yc?, se llaman componentes de varianza, y el modelo, recibe el

nombre de componentes de varianza o modelo de efectos aleatorios.
6.3.2.2 Planteamiento de la Prueba de Hipétesis

Para probar la hipétesis en este modelo, se requiere que el &,, seaNID(0,c?%),
que el {r,} sea NID(0,0,”) yque z, y &, sean independientes.

La identidad de la suma de los cuadrados es:
SS; = S'.‘Sm,,m,w‘,E,\,TOS + S8, 6.24

En lugar de probar la hipétesis para efectos individuales, se prueba de Ia siguiente
manera:
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Hy:62=0

H,:6?>0

6.25

Si ¢?=0, todos ios tratamientos son idénticos; pero sic? >0, entonces hay
variabilidad entre tratamientos. SS. /o se distribuyen como ji cuadrado con N-a

grados de libertado, y bajo la hipdtesis nula, SSp;.zugeaos /0> S distribuye como

una ji cuadrado con a-1 grados de libertad. Ambas variables aleatorias son
independientes.

6.3.2.3 Tratamiento Estadistico

® Del modo que bajo la hipdtesis nula, el cociente resulta:
SSTRATAMIENT 0S
F = a-1 - MS rmaramiento
0 SS, MS,
N-a

Se distribuye como F con a-1 y N-a grados de libertad. Al examinar los cuadrados
de media esperados, se puede determinar Ia regidn critica para esta estadistica
es:

E(MSraramenro) = o’ +n0'f
y 6.26

E(MS,) = o*

De los dos cuadrados medios esperados, se ve que si Ho es verdadera tanto el
numerador como el denominador de la estadistica de prueba, son estimadores
insesgados de o, en tanto que si Hy; es verdadera, el valor esperado del
numerador es mayor que el valor esperado del denominador. Entonces el criterio

de rechazo de la hipdtesis nuia es:
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Fo>Fyaan 6.26

El procedimiento de célculo y andlisis de la tabla de varianza para el modelo de
efectos aleatorios son idénticos al caso de efectos fijos, Las conclusiones, sin
embargo, son bastante diferentes, debido a que ellos se aplican a la poblacion

oomp!eté de tratamientos

6.3.2.4 Estimacion de Parametros

El procedimiento utilizado para estimar o*yo?, se llama el “método del analisis de

varianza®, debido a que utiliza las lineas en el analisis de la tabla de varianza. No
requiere la composicion de normalidad con las observaciones. El procedimiento
consiste en igualar los cuadrados de la media esperados con su valor observado
en el andlisis de la tabla de varianza, y en resolver con respecto a los

componentes de la varianza, obteniendo:

MS:raramento = O + N2
Yy 6.27

MS. =o*

En consecuencia, los estimadores de los componentes de varianza son:

a2
o =MS;
6.28

-

c; : — MSraramento — MSe
i n
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6.3.2.5 Seleccion de Tamario de Muestra.

En cualquier tipo de investigacion del area de ingenieria quimica e ingenieria de
alimentos, se encuentra con el problema en el disefio del experimento, con la
seleccion del tamano de muestras; en otras palabras, la determinacién del nimero
de réplicas que deben hacerse. En esta seccion se estudiara varios métodos para
determinar el tamario apropiado de la muestra.

A pesar de que este analisis se hace para disefios de un factor, la metodologia

generada puede aplicarse a situaciones mas complejas.
6.3.2.5.1 Curvas Caracteristicas de Operacion

Como una curva caracteristica de operacion es una grafica de la probabilidad del
error tipo 1l de una prueba estadistica. Estas curvas pueden ser guias para el
experimentador selecciones el nimero de réplicas con el objeto de que el disefio
sea sensible a diferencias potenciales importantes entre tratamientos.

a. Efectos Ffijos
Para el caso de muestra del mismo tamafio en cada tratamiento, es:

=1-p {serechaza H,/H, es falsa} 626
) :

-p > F.4in. ! Hy es falsa)

Para tamafio de muestra desiguales, se reemplaza n en la ecuacion (6.29)

por:

a

1 8 Zn.lz
- Z n;— i<l 6.30

a-1\in za:n_
|

i=1

y =
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Los estimadores que proporciona son los mejores, ya que son insesgados
para o’yc? y (en otras palabras, de todas las funciones cuadraticas

insesgadas de las observaciones, estos estimadores poseen la minima

varianza).

Las curvas caracteristicas que se proporcionan en la tabla del apéndice |,
son usadas para evaluar ia ecuacion anterior. En estas curvas, se indica la
probabilidad del error tipo Il (£) contra el parametro ¢ , donde:

ny.

b= 6.31

i esta relacionado con el parametro de descentralizacion. Las curvas
proporcionan para a =001 y «=0.05, y para diversos valores de grados

de libertad del numerador y del denominador.

b. Para el modelo de efectos aleatorios.
La probabilidad del error tipo Il para este modelo es:

=1-p {serechaza H,/H, es falsa}
=1-p {Fo > Foactin-a 07 > 0} &3

Dado que la probabilidad del error tipo |l del modelo de efectos aleatorios
estd basado en la usual distribucién centrada o proporcionando en el
Apéndice “ “, un conjunto de curvas para diversos valores de grados de
libertad del numerador y del numerador, y para valores de
=001 y a=005. Las curvas graficara la probabilidad del error tipo

contra el parametro , teniéndose:
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Donde: A comprende los dos parametros desarrollados o* y 7.

En el disefio de bloques aleatorios, se reempfazan n por b, el nimero de

bloques.

6.3.2.6 Método de Estimacién por Intervalos de Confianza

En este método se supone que los resultados finales que el experimentador desea
reportar aparecen en términos de intervalos de confianza y que esta dispuestos a
especificar [a varianza de estos intervalos.

La ecuacion que encuentra la precision del intervalo es:

2MS,
n

6.34

- tzz 12N-a

6.3.3 DISENO DE BLOQUES ALEATORIOS

En muchos problemas de investigacion en las Ingenieria Quimica e Ingenieria de
Alimentos, es necesario disefiar experimentos en los que se pueda controlarse
sistematicamente la variabilidad producidas por diversas fuentes extranas
“(variables perjudiciales) Esto dividiendo las observaciones en cada clasificacién en
bloques o grupos. Asumiéndo que las fuentes conocidas de variabilidad (o0 sea
variables extranas) son constantes en cada bloque, pero varian de bloque a
bloque.

El objetivo es de dividir en grupos el disefio del experimento es para reducir los
errores experimentales y es aplicado cuando el material experimental no es
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homogeneo, y es posible dividirlo. Esto debido que en el area de Ingenieria

quimica e Ingenieria de alimentos se encuentran problemas en que se deberan

disefiar experimentos para poblaciones no homogéneas.

6.3.3.1

1.

Ventajas de su uso.

Por medio de la agrupacién cominmente se obtienen resultados mas
exactos que cuando se usan disefios completamente al azar.

Pueden incluirse cualquier nimero de tratamientos y repeticiones.
Con lo cual cada tratamiento tendra el mismo nimero de repeticiones
y si desea hacer repeticiones adicionales para algunos tratamientos,
cada uno de estos puede aplicarse a dos unidades dentro del grupo.
El analisis estadistico es el acostumbrado. Los cuidados que hagan
necesario remision de un grupo compieto o de todos los datos de uno
0 mas tratamientos no originan ninguna complicacion.

Si la varianza del error experimental es- mayor 'para algunos
tratamientos que para otros puede obtenerse un error insesgado para
probar cualquier combinacién especifica de las medias de Ios
tratamientos.

6.3.3.2 Disefio Experimental

El disefio de bloques aleatorios es:
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Blogue 1 Blogue 2 Blogue 3
Yu Y2 Y
¥ Y22 Y
¥ Y3z ¥
Yai1 Yaz Yab

Figura. 6.1 . Disefio de bioque completamente aleatorio.

6.3.3.3 Modelo Estadistico Lineal

" E! modelo estadistico lineal es:

i=12...,a

j=12,...b 6.35

¥y =p+r,+ﬂj+£,j{

Donde:
K = es una media general

7; = es el efecto del tratamiento iésimo
B; = es el efecto del blogue jésimo
" & = ¢l error aleatorio usado MD(0,07)

6.3.3.4 Planteamiento de la Prueba de Hipétesis

Los tratamientos y los bioques se consideran al inicio como factores fijos. Ademas
los efectos del bloque se definen como desviaciones respecto a la media general,

a .
por lo que ZJ’: =0 y Zﬁj =0, Se esta interesado en probar la iguaidad de los

i=1 Js=l

efectos del tratamiento. De la siguiente manera:

‘e
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Ho:f;=71,=...=7,=0
H,:z;#0al menos una i 6.36

b
Donde: u=(11b)3 (u+1,+8)=u+rg
i=1

6.3.3.5 Tratamiento Estadistico

Sea yj, el total de todos las observaciones tomadas bajo e! tratamiento |, Yjs el total

de todas las observaciones en el bloque ], y.. el gran total de todas las

observaciones, y :=ab el nimero total de observaciones. De modo similar y,, es el
A
promedio de las observaciones tomadas bajo el tratamiento i, y,, es el promedio

de las observaciones en el bloque j, y;__ es el gran promedio de todas las

observaciones. La suma corregida total al cuadrado es:

2

53 (n-5) 53 5im0) (55 o r e

=] jzl

s b - s f- -N Bf- -\ s - - 2
Zz(y,-,-—y__J =bZ1:(y.-y..J +ajz1[y.ry..] +§Z1(yry.,-—y.-.+y..] 6.37
i= = =1 o

ial joi

6 simbdlicamente:

SSt = SStratamienTo + SSeLoaue + SSe 6.38

El andlisis de varianza'se presenta en la tabla 6.3, la cual resume las formulas de
calculo para las sumas de cuadrados. El mismo procedimiento de prueba se utiliza
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en caso en los que los tratamientos y/o bloques son aleatorios. El cambio surge en

la interpretacion de los resuitados.

Tabfa 6.3. Andlisis de varianza para el disefic de bloques completamente aleatorio.

Fuente de Suma de Grado de Media
Variacion Cuadrados Libertad Cuadratica Fo
Tratamiento z": Zi _ y2 a— 1 SSrirnaevro SSraraaevTo
o b a-1 MS,
Bloque i Zj‘_ ) yf’ oo SS sour
Aa ab b-1
S5,
Error SSe por (a-1) (b-1) (a-16-1)
sustraccion
a b 2
a2 Yol
Total ZZ[J’a - ;};J ab — 1
I=1 f=]

El criterio de rechazo de la hipotesis nula (Ho), de la estadistica utilizada es:

6.39

Fo > F, a.a—1(a—-1)(b=1)

La region critica es del extremo superior de Ia distribucién F y se debera rechazar

la hipétesis nula (Ho).

También puede ser de interés la comparacion entre ias medias de los bloques,
puede parecer que la hipdtesis H,: B, =0 puede provocarse conformando la

estadistica Fo = MSpoque/MSE cON F, ;| ,.1vs.1y- SiN embargo, debe recordarse que

la aleatorizacion fue aplicada sélo a los tratamientos dentro de los blogques
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(representa una restriccion para la aleatorizacion), pero que si los errores son NID
(0, 69, la estadistica MSpque/MSe puede hacerse para comparar las medias de

bioque.
6.3.3.6 Pruebas Sobre Medias de Tratamientos Individual.

Cuando el andlisis de la varianza indica que existe una diferencia entre medias de
tratamientos, usualmente se necesita realizar algunas pruebas de seguimiento
para aisiar la diferencia especifica. Cualquier método de comparacién multiple
(prueba de intervalos multiples de Duncan), puede utilizarse para esta.

El error estandar de una media de tratamiento es:

_ M5
. b

6.40

Si debe utilizar (a-1)(b-1) grados de libertad en la tabla del apéndice .., para
determinar los intervalos significativos, donde se obtienen vaicres R (P,f), para p=
2, 3... a, donde <« es el nivel de significancia y f es el numero de grados de
libertad para el error. Convirtiéndose estos intervalos en un conjunto de a-1,
intervalos significativos menores (esto es, Rp), para p = 2,3 ... a, calculando se
tiene :

Rp=r.(pf) S., parap=2,3..a 6.41
Y.

6.3.3.7 Analisis Residual y Verificacion.

En cualquier experimento disefiado es importante examinar los residuos y revisar
las violaciones de las suposiciones basicas que podran invalidar los resultados.
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Los residuos para el disefio de bloque aleatorio son justo la diferencia entre los
valores observados y los ajustados.

Ci= Yiuy- Yy 6.42

Y los valores ajustados son:

Yi—Yi- Y- Y. 6.43
El analisis de residuos se puede representar un grafico, estas graficas pueden ser:
De probabilidad normal de residuos

De residuos por tratamiento
De residuos por bioque

Qa o oo

De residuos contra vy,

6.3.3.8 Estimacion de Parametros y Prueba de Significancia

La estimacién de parametros de este modelo lineal, es:

p=
=Y, -V i=1,23...,a
ﬁr=71_7. j= 1!2|3|-°-|b

Al sustituir las ecuaciones normales se encuentra que los valores estimados o

ajustados de y; son:
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Py =a+t+ B, 6.44

V=¥ (9:-¥)+ (3~ ¥.)

6.3.4 ANALISIS DE COVARIANZA

El propdsito de los métodos de las secciones 6.3.1 a 6.3.3, fue liberar el error
experimental de la variabilidad, debida a causas identificables y controlables. En
este método llamado analisis de varianza, que es aplicable cuando tales valores
extrafios o concomitantes no pueden mantenerse constantes, pero que, sin
embargo, pueden medirse.

El método con el cual, se analiza los datos de esta clase es una combinacién de
regresion lineal y el andlisis de varianza (disefios completamente aleatorizados).

La variable “x”, estad constituida por cada una de las observaciones tomada en
cada unidad experimental antes de aplicar los tratamientos. Por ejemplo, en el
experimento de mejorar una reaccion estabilizada (x), seria la conversién inicial y
la conversién final utilizando un catalizador , seria la observacion de la variable

dependiente “y".
6.3.4.1 Fundamentos del Analisis

Con este anélisis se elimina la variabilidad, debido a la variacién simultanea de
las 2 variables consideradas, no solo en la varianza del error experimental, sino en
las varianzas de los demas factores separados al hacer el analisis de varianza.
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El analisis de varianza permite reducir el error experimental siempre que exista
una relacién de regresion entre la variacion de la variable “X” y la variable “y”, ya
que mediante una ecuacién de regresion se puede obtener los valores corregidos
de las medias de los tratamientos en estudio.

6.3.4.2 Finalidad del Analisis
Las finalidades del anélisis de covarianza son ;

1. Ajustar los promedios cuya variacidn ha sido producida por la
deferencia entre los promedios de la variable independiente.

2. Disminuir el error experimental, permitiendo de esta manera una
mayor precision del experimento.

3. Permite hacer una mejor interpretacion de los resultados de los
experimentos, dando a esto una mayor confiabilidad. |

6.3.4.3 Asunciones de la Covarianza

El analisis de covarianza asume una serie de requisitos que le dan validez al
analisis, estos son:

1. Los valores de la variable independiente no son afectados por los
tratamientos asegurando lo anterior cuando la prueba de “f’ para “x”
es significativa.

2. Tanto la variable “x” la variable “y” tengan varianza homogéneas.

3. La variable “xX” y “y”, deben tener distribucion normal o sea que el
error experimental debe ser normal e independiente con media cero,
igual varianza.

4, La regresion de “y” sobre “x” debe ser lineal



6.3.44 Método de Regresiones de Grupo.

Con este método consiste en la aplicacion de la regresion a los diferentes

tratamientos, con el objeto de:

a. Evaluarse los tratamientos tienen diferentes o igual coeficiente de
regresion: b1 = b2 =b3 =bn.

b. Evaluar si los tratamientos tienen diferentes o igual ecuacion de
regresion y analizar si las rectas son paralelas.

C. Comprobar que las varianza para cada uno de los tratamientos es
igual o diferente (varianza comdn).

6.3.4.5 Diseiio Unifactorial con una Covariable

Si se supone que para un disefio experimental de un solo factor (compietamente
aleatorio), existe una relacion lineal entre la respuesta y ila covariabie, el modelo
estadistico apropiado es:

- i=123...,a
{ 6.45

j=123,..n

En donde:
yj = jésima observacién de la variable respuesta formada bajo el i-esimo

tratamiento o nivel del factor Gnico

xj = El valor de la covariacia o variable concomitante correspondiente a yj

X

Es el promedio de la sx;
u = La media general

7, = El efecto del i-ésimo tratamiento
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B El coeficiente de regresion lineal que indica ia dependencia entre y; y
X
£,= Un componente del error aleatorio

El modelo puede expresarse de la siguiente manera:

i=123...a
j=123_..n

Vy=H AT+ P, +E, { 6.46

Donde: H=u+p x.

Con el objeto de descubrir el andlisis se introduce la siguiente notacion:

a n _ a n y
SW=ZZ(J’,——J/__)Z=ZZV$—; 6.47
=1 j=1 i=1 j=1 an
8 n _ 2, X2
Su=2 2y~ f=3 3 x2-2= 6.48
=1 j=1 =1 =i an
a n _ _ a n ) Xy
Sy =23 06X Ny;-7)= 2 S %y - 2 6.49
i=1 j=1 i=1 j=1 an
a a y2 y2
T = V. -V = Li L.
W Z;(y v.f 2 k-2 6.50
d a x? x?
T = ¥ —¥ = et T I
. g;(x,. x ) Yo 6.51
(v o ¥o o - XY XY,
T, =2 & -x )7, -y )=y 2 XY 6.52
i=1 i=1 n an
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Eyy=§j=1(yﬁ_yi.)2=syy_'7-yy . 6.53
E o =§§(Xg—f;.)z =S~ T 6.54
Exy =§§(xﬂ-fi.xyﬁ—?i.)=8xy_7-xyy 8.55

-

Engeneral, S=T + E, en donde S, T, y E sirven para representar las sumas de
cuadrados y de productos cruzados del totai, los tratamientos y el error,
respectivamente. A diferencia de las sumas de cuadrades para X y y, que son
positivas, las sumas de productos cruzados (xy) pueden ser negativas.

6.3.4.5.1 Planteamiento de la Hipotesis

Para probar la hipétesis de que no hay efecto de tratamiento, es:

6.56

I
o

H,

6.3.4.5.2 Andlisis de Covarianza

En la tabla 6.4, se presenta un andlisis de covarianza como un analisis de

varianza “ajustado’.



Tabla 6.4. El analisis de covarianza como un andlisis de varianza ajustado.

Fuente de Sumade Grados Media del
Variacion cuadrados de cuadrado Fo
libertad
Regresion (S,,,)z /S, 1
Tratamiento | S, S5, =5, —(S,)*/S..— a-1 SS. -8S, | {85 ~S85:)ia-1)
- a-1 MSg
[EJ:P _(Ezy)l / En]
Error SS. = (£ 2 a(n-11 _ 88 ]
E E'W ( "7")‘ /E“ M “a(n-1)-1
Total an-1
o Sw
Donde: SSfE =S, (S, YIS, 6.57

Si no hubiese variable concomitante, Sy =S« = Ey= Ex = 0. En este caso, la
suma de cuadrados del error simplemente seria Ey. Y la suma de cuadrados de

tratamientos seria Syy = Eyy = Tyy.

Generalmente, los célculos se presentan en una tabla de analisis de covarianza

como la gque aparece en la tabla 6.5. Se usa este esquema, porque muestra
convenientemente las sumas requeridas de cuadrados y de productos cruzados,

asi como las sumas de cuadrados necesarios para probar la hipétesis de los
efectos de tratamiento. Suele util presentar las medias de tratamientos ajustados,

estos se calculan de la siguiente manera:
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Visestoso = Vi 6(5(,-_— x) i=12,...a 6.58

Tabla 6.5. Analisis de covarianza para un experimento de un factor con una variable.

Fuente de|Grados |Suma de cuadrados Ajustados para la regresidn
Variacion de y productos Y Grados de Media
libertad | x Xy y libertad de cuadrado

Tratamiento a1 |Tex Txy Tyy

Error an-1) |Bxx Exy Eyy SSE=Eyy-(Ex)*/Exx a(n-1)-1 MSE= SSE/a(an-1)-1
Total an-1 [ Sxx Sxy Syy SSE=Syy—(Sxy)}¥/Sxx an-2

Tratamiento 8SE-SSE a-1 SSE-SSEfa-1
ajustado

. )

6.3.4.5.3 Estadistica de Prueba

Si hipotesis nula tiene una distribucion Fa.1, ap1)4. Entonces, se realiza cuando
Fo> Fai,am1)1. El calculo de F, viene dado por la relacion siguiente:

_(ss.-ss.)i(a-1)

= 6.59
°" 88 fla(n -1)-1]

Esto para probar la hipétesis para el efecto de tratamiento.

Pero, para probar la hipdtesis para el coeficiente de regresién del modelo Ho:B=0,

se lleva a cabo usando la estadistica siguiente:

f,- ol 1Ex 660

£

Donde : é:E,J,/En
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La hipétesis nula se rechaza, si:

Fy > F, La(n-1-1

[+

6.3.4.5.4 Prueba de ldoneidad del Modelo

Las pruebas de diagnéstico para el modelo de covarianza se basa en el andlisis
de residuos y estos son:

n

& =Yi~Y; 6.61

= y; ¥~ Blx;— X1

Las graficas para el analisis de residuos puede ser:

a. residuos contra valores ajustados y,
b. residuos contra la covarianza x;

C. residuos contra los tratamientos

d. probabilidad normal.

6.3.4.5.5 Determinacion de Parametros

De las ecuaciones normales son:
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A a n -
4 angEnd =y

i=1

Il N

i nu+nrf+éi[x,-j—)_(.) =y i=123,..., a
j=1

Jige i?;i[xﬁ —)_(..)+é Su =S,

i=l  j=1
Asumiendo :

Zi(x,.j—)-(..J=0 y i%:o,

a
f=i j=1 i=1

—_

Se tiene :

6.3.46 Otros Modelos de Covarianza .
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6.62

6.63

Considere el disefio aleatorizado por blogues completos con una covariable.

- i=123,....a
Yy=H+T,+y+ x,.j—x__)+a,j {j=1,2'.3. ..... b 6.64
Donde: Yi = La observacién del tratamiento i y el bloque j
n = la media general
B = es el efecto del i-ésimo tratamiento
¥ = el efecto del j-€simo valor observado de la covarianza
&y = error aleatorio con NID (0, 3).
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Las definiciones para las cantidades presentadas en la tabla 6.6 son:

a x"f x2

R =Sli_ X
0 ; a ab
2 2

Yi Yy

R =vYi_ Y.
= 2 a ab

=T
x? x°
T = i 2.
w2 b ab
y: y?
w =2 b ab

El calculo del parametro de regresién B se estima mediante:
A~ E

=_2

p £

Y la estadistica de prueba de hipétesis H,: =0 es:

(Ex)/Ex
F 0= IMSE

Cuando, Fo > Fgq 1, ab-ab, S€ rechaza la hipdtesis nula.

6.65

6.66

6.67

6.68

6.69

6.70

6.71

6.72

6.73

6.74

6.75
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El resumen del anélisis de covarianza se presenta en la tabla 6.6

Tabla 6.6. Analisis de covarianza para el disefio aleatorizado por bloques completos

Fuente de |Grados|Suma de cuadrados Ajustado para regresion Fo
variacion de X XY Y Y Grados | Media de

libertad de cuadrados

libertad

Bloque b-1 Rt Ryy Ry - - — —_—
Tratamiento | a-1 T Tyy Ty - - — e
Error (a- Exx Exy Ey S8g=Ey- [ab-a-b 1S SS: —-—

1){b-1) (Ex)/Exs £ ab-a-b
Total ab-1 | Sy Syy Sy - ab-2
Tratamiento | b(a-1) |Su=Tut | Sy=Ty+ | Sy=Tyy* [ SS%=5,- [b(a-1)-
mas error Eu Ev Ey | (S8l |1

- t ‘ -

T.ratamien ] 88'%-88¢ |a-1 VS, — SSé - 88, | MS,
ajustado A a—1 MS.

El analisis de covarianza puede ser generalizado a los bloques incompletos, con

efectos al azar, factoriales, etc. Como también para comparar las pendientes de

varias rectas de regresién. Finalmente, pueden existir situaciones en las que se

requiere una estructura de covarianza mdttiple, ya sea porque la relacion entre x e

y no es lineal.

6.4 ANALISIS Y DISENO DE EXPERIMENTO CON VARIOS FACTORES

En muchos experimentos en Ingenieria Quimica e Ingenieria de Alimentos, se

llevan a cabo para estudiar los efectos producidos por dos o mas factores. Los

disefios factoriales son los mas eficientes para este tipo de experimentos. Por
disefio factorial se entiende aquel en el que se investigan todas las posibles
combinaciones de los niveles de los factores en cada ensayo completo o réplica

del experimento.
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Esta seccion presenta técnicas de disefios de experimentos (tiles cuando estan
involucrados varios factores.

6.4.1 VENTAJAS

1. Facilita el estudio de varios factores simulténeamente
2, El nimero de observaciones necesarias para estudiar cada factor
independiente es mayor en relacién a cualquier disefio simple.

- 7—'&

3. Proporciona una informacién mas completa de cada factor en estudio;
pues no solo se comprueban los efectos principales de cada uno, sino
también las interacciones entre si.

4. Las conclusiones pueden tener mayor validez desde el punto de vista
practico, pues los distintos niveles de cada factor se estudian en presencia
de los niveles del factor u otros factores.

5. Presenta un ahorro considerable de tiempo y material dedicado a la
investigacion

6.4.2 DESVENTAJAS:
1. Conforme aumentan las combinaciones de tratamientos, el error

experimental también se aumenta, ya que pueden existir mayores

N

problemas y causas de error en la ejecucion de las actividades y en la
toma de datos; por lo tanto, se necesita personai capacitado para su
ejecucion.

2. El andlisis estadistico es mas complicado y mas dificil de interpretar.
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6.4.3 MODELOS PARA DISENOS FACTORIAL

En esta seccidn, se hara un estudio y andlisis para los modelos siguientes:

1. Experimentos de dos factoriales

2. Experimentos multifactoriales

3. Experimentos factoriales 2"

4. Confusion en un experimento factorial 2"
5. Réplica fraccional

En la tabla 6.6. se resumira los modeios lineales de los disenos factoriales y una

descripcion de ellos.

6.4.3.1 Recoleccion de las Observaciones para Disenos Factoriales

La tabla 6.7, muestra la forma de recolectar las observaciones o mediciones
hechas en el experimento, para disefios bifactoriales con efectos fijos, aleatorios y
mixtos.




Tabla 6.6. Modelos de experimentos factoriales

dos factores
completamente
aleatorio  (Efecto
fijo)

Con:
i=1,2,3,........ -1
=1,.2,3,....... b
k=1,2,3,......,n

Ho:B=0 (ningln efecto del
factor columna)

Ho:(1B);=0 (ningtn efecto de

Disefio Modelos Hipdtesis nula Descripcion
Vi = 47+ B +(zB), + ¢ Ho:t=0 (ninguin efecto del
Experimento de factor renglén) Es apropiado pra

experimento de dos efectos
con media general cero y
varianza , sin efecto del
factor reglén, columna y de
interacciéon. Existen niveles

componentes de varianza.

Por lo tanto:

u=Efecto de media general interaccion) ‘a) r): B, ﬂivele:é ;(ailia f:ctord?_:‘i
T=Efecto del nivel i-esimo de! factor experimento y todos ellos
A contienen las ab
Bi=Efecto del nive! j-ésimo del factor combinaciones de
, tratamiento.
(tB)j=Efecto de interaccion entre A y
B
ep=Error aleatorio con NID (0,0%)
Experimento de Y= u+7+ B +(1h); + ¢, Ho:62 =0 Cuando los niveles de los
dos factores en factores A y B se eligen al
efectos aleatorio | azar de poblaciones mas
E:r?gggg.alfggggsv (E::,; r?on Ho:o5 =0 granc:es Ilan;ad?s modez:o
- : e efectos aleatorios o de
NID (0,0%), NID (0,0%), NID (0,0%) \ componentes de variacién.
y NID (0,0%) para Eik- Liamadas Ho: Cp = 0 Las inferencias pueden

generalizarse a todos los
niveles de las poblaciones
bajo estudio, porque los
niveles a niveles de Ay B
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Continuacion de la Tabla 6.6,
Experimento Y = H+T+ +(r,6),,. +& Ho:7; =0 Cuando se considera Ia
factorial de dos Con: Ho o2 = situacién en la que uno de
factores mixtos -?2'3 . 0-Gp = los factores A es fio,
e ’ Ho g2 =0 mientras que el otro B es
i=1,2,3,........b 00 oator
k=1,2,3,.....n a'eatorio.
SR No siendo todos ,
Definido: independientes, es decir
Z": =0 que la suma del
il componente sobre el efecto
B; con NID (0'0213) es igual a cero.
egk con NID (0,0%)
(TB); con NID (0,((a-1)/a)0?p)
Disefio factorial Vig = 1+7+ B+ ¥, +(@B), +(mr) + | Hoir, =0 Suponiendo  que  los
general (tres ] R factores A, B y C, son fijos,
sectores) con +(ar )f"‘ +(Tﬂ Y )‘T“ *+ i H°:Bj 0 donde debe tener al menos
efectos fijos k=1,2,3,.10c0..... c Ho: 7, =0 dos réplicas para calcular
1=14,2,3, e n HO:(Tﬂ),'j =0 una suma de cuadrados del
error.
_ Ho: (z7)y =0 Para el caso, se tiene a
con- Ho: (By), =0 niveles del factor A, b

7, = Efecto del nivel k-&€simo del

factor C

(z8); =Efecto de interaccion de Ay
B

(zy), =Efecto de interaccién de Ay
C

Ho: (z'ﬂy),-jk =0

niveles del factor B, C
niveles del factor C,

arreglados en un
experimento. en general
habra abc...n

observaciones fotales, si
hay n  réplicas del
experimento completo.

£sc
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Tabla 6.7. Disposicion general para recoleccidn de datos para un disefio bifactorial.

FACTOR B
1 2 b
1| Y1 Yz - Yin Va2, Vizz, -Yizn Y1ib1, Yib2,
--Yibn

2 Y211, Y212, ...¥21n

Y221, Y222, .--¥22n

Yab1, Yab2, --Y2bn

FACTOR A

Yai1, Ya12, ---Yain

Ya21, Ya22, ...Yain

Yabt, Yab2,

.-.Yabn

6.4.3.2 Analisis de datos (andlisis de varianza)

El andlisis de varianza para disefios bifactoriales; con efectos fijos, aleatorios y
mixtos se presenta las tablas 6.8 y para disefiar factoriales generales, se hace el

analisis de varianza en la tabla 6.10.

Donde:

a b
SSSubtafa!es = Z Z
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Tabla 6.8. Analisis de variancia del modelo bifactorial de efectos fijos y aleatorios.
FUENTE DE SUMA DE CUADRADOS GRADOS MEDIA DE
VARIACION DE CUADRADOS Fo
LIBERTAD - S
Tratamiento y2 a-1 _ 55 Mo
A Z Y. MS4=23 MSE
= bn abn
Tratamiento 2 b-1 S5 M5y
B SS, =Zﬁ_L MSp =3y Mz
© j:an abn
Interaccion a-1)(b-1 o 9dap | Mdap
SS SSSubmtafes SSA _SSB (a-1)(b-A) MSyp = @-D-1) MSg
. 35
' Error SSE=S857— SSsubtotales ab(n-1) MSg = mfl')‘
e Total a b,y abn -1
. S8, = -
5 Sr :g‘ E kz=1 Yo~ abn

Donde: F de tablas es :

Fanenei Fonenen Y Fenowe, aer) respectivamente.

Donde:

Yi. ¥*
SSSubtata;as(As) Z_;:Zﬂ on a bC n

2

y2 x Y.
SS y
Sublotalos(AC) = EE bn  aben

2

SS
Subtotales (8C) — Ekz_:, an abcn

k"N

Yix,

(3

8 b ¢
SSSub!ota!es(AB) E Z Z

y Fgpde tabla se calcula:

Tratamiento A F (a~1),(a=1)(b-1)(c-1)
Tratamiento B: F (p_1).(a-1)(b=1)(c=1)
Tratamiento C: F (c_1y,(a=1)(b-1)(c-1)
Interaccion AB :F (a—1)(b=1),(a=1)(b=-1){e-1)
Interaccion AC : F (a_1} (c=1).(a=1)(b=1){c-1)
Interaccion BC : F (b_1) (c=1}.(a=1)(b=1)(c-1}
Interaccion ABC : F (a_1; (b-1)(c=1).abe(n 1)

y2

im k=1 N abcn
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Tabla 6.9. Resumen de analisis de varianza para el disefio trifactorial
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Fuente Suma de cuadrados Grados Media de cuadrados
de de Fa
variacion libertad
A y y2 a-1 MS
f. B is'!— : A
2_1: ben  aben MSy = MS,
B b y 2 b—1 MS
S8, = L. Y 553 &
B E acn abcn MSp = MS,
C 2 c—1
: z y k. Y. 'S MS,
8§, =Y k- = 3%
© ;fv; abn aben MSc =73 MS;
A S =SSt —SS—SSp | @E S0 | MSu
MS 48 = 561 MS,
AC S _Sg _ - {(a-1}(c-1) MS
. = - SS TYAC
AT . LSSC MSic=Giew | Ms
- 53 £
BC SSec = SSapwtaespe —SS8—SS¢  [ONED MSpe = ﬁ MSec
ABC S, =88 _ _ (a-1){b-
S- ABC subtotales({ABC) SSA SSB 1)(0—-1) ”s ' SSAEC M SABC
- SSC - SSAE - SSAC - SSBC ABC = ( 1)(b 1)(0_ M_S__E
ERROR SS E= SS T— SS subtotales(ABC) abe(n-1) 1’%‘5’ E= %‘
SS a b o n 5 y2 abcn -1
TOTAL = .
T E E 2;‘1 :Z=;‘ Vi abcn
6.4.3.3 Estimacion de la parametros de los modelos factoriales

a. Disefio bifactorial con efecto fijo, los parametro son:

a=y.

fi = 7.' _-V

Bj = 7_;__.]7
(rﬂ).y = _1; _}_’

i=12 ..,a

i=1,2 ..,

6.76 -

i=12,..,b
F=12..56

Para determinar el valor ajustado, se realiza de la siguiente forma:
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7§k=ﬁ+ti+ﬂj+(rﬂ)ﬁ=yﬁ. 6.77

b. Disefio bifactorial con efectos aleatorio, los parametros son: como para

probar las hipétesis nulas es necesario determinar antes los valores
esperados.

6% = MS;
42 _ MSi—MS
/4] n
42 _ MS; - MS;
s an
42 _ MS,~MS,
f bn

c. Disefio bifactorial mixto, con efecto fijo para el factor A, se obtiene los
parametros mostrados en las ecuaciones (7.91). Para componentes de

variancia 0;,0,, y o’

Nota: 6,.=0 Por ser el efecto fijo y no independiente. Para los factores

fijos es:

t=y, -7 i=1,2,..a 6.78

d. Disefio trifactorial con efectos fijo

Se obtiene los parametros siguientes:
A=5..

t=y -7 i=1,2,..,a
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ﬂ.;:yhj—? ]=1:2| :b
Yo=YV~ Y. k=1,2,..c
(rﬂ)i' =7§.._Vi,..—7.j..+y".. 8.79

(W)fk =Yk =Y.V +Y.
(ﬁi’)ﬁc =¥V, -Yit¥.

(I'ﬂ}f )fjk =YY -V, -V t¥.

Eleccion de tamafio de muestra.

Para efectos (fijos bifactorial)

Es posible usar las curvas de operacion caracteristica V del Apéndice
y una forma para usar estas curvas es determinar el valor minimo de
¢? que corresponde a una diferencia especificada entre dos medias
de tratamiento (D), se tiene:

_ nbD?

= 3a07 6.80

¢,

Mientras que si la diferencia entre dos medias de columnas es D, el
valor minimo sera:

_ naD?

b=0 7 6.81

Finalmente la diferencia es igual a D entre cualquier por de efectos

de interaccion; estan sera:

_ nD?
" 26%(a-Yb-1)-1

?s 6.82
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En la tabla 6.10, se presenta los parametros de la curvas

caracteristicas de operacion, para el diagrama Anexo O.

Tabla 6.10. Parémetros de la curva caracteristica para el diagrama O del Anexo.
Modelo bifactorial de efectos fijos.

GRADOS DE GRADOS DE LIBERTAD
FACTOR &, LIBERTAD DEL DEL DENOMINADOR
NUMERADOR
A b”gff a-1 abn-1)
" ac?
“ 5
) B a";ﬂ; b-1 ab(n-1)
. T bo?
a b
AB ”‘Zl:;-(’ﬂ); a—1)(b-1) ab(n-1)
c*fla-1)p-1)+1] "

b. Para un modelo aleatorio de clasificacion en dos sentidos y para el
anélisis de varianza del modelo mixto, se hace uso de las curvas de_
operacion caracteristica para el modelo aleatorio debe usarse el
diagrama del Anexo Q. Y para el modelo bifactorial mixto debe

_ usarse los diagramas del Anexc Oy Q simultaneamente, tal como se
. muestra en la tabla 6.11.

i
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Tabla 6.11. Parametros de la _curva caracteristica de operacién para las tablas Oy Q delu
Anexo . Modelos bifactoriales mixtos y aleatorios.

Modelo de Efectos Aleatorios

GRADOS DE LIBERTAD | GRADOS DE LIBERTAD
FACTOR i DEL NUMERADOR DEL DENOMINADOR
4 bno:
A ‘ o'z+na'§ﬁ a-1 (8——1)(b—1)

f1+ ano;

B i3 -1 - b—

1/ O'2+HC7§3 b (a 1)( 1)

nol,

AB \1+ 2 (a-1)(b=1) ab(n-1)

!.
Modelo de Efectos Mixos
_ GRADOS DE GRADOS DE DIAGRAMA DEL
FACTOR i LIBERTAD DEL | LIBERTAD DEL APENDICE
NUMERADOR | DENOMINADOR
" bn) 1}
A (Fijo) _ Zl a-1 (a=1)(b=1) Y,
a(c?® +no’
| anc?
B «.)1+ 3 b-1 ab(n-1) Vi
(Aleatorio) ' =
® 7
14202
AB W (a=1)(b—1| ab(n-1) Vi
)

‘»
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8.4.3.5 lIdentidad del modelo {para efectos fijos).

Antes de poder adoptar las conclusiones del andlisis de varianza, debe probarse a
adecuacion del modelo supuesto. Para el caso la herramienta principal es el
analisis de residuos. Los residuos para el caso de un modelo factorial de dos

factores es:

€k =V — Vi 6.83

Para ello es necesario graficar los residuos con diversos tipos de graficas, estos

son:.

a. Gréfica de probabilidad normal

D. Grafica de residuos contra los valores estimados (;y.,c)

c. Grafica de residuos contra cada uno de los factores del
experimento.

6.4.4 DISENOS FACTORIAL 2¢ (CADA FACTOR CON DOS NIVELES)

Hay ciertos criterios especiales de disefios factoriales que son muy dtiles en ia
investigacion y las areas de investigacion de la Ingenieria Quimica e Ingenieria de
Alimentos, no es la excepcidén. Uno de estos casos especiales es un disefio
factorial con k factores, cada uno en dos niveles.

El disefio 2 es particularmente (til en los primeras fases del trabajo experimental,
cuando es probable que haya muchos factores por investigar. Debido a que solo
hay dos niveles para cada factor, debe suponerse que la respuesta es
aproximadamente lineal en el intervalo de los niveles elegidos de los factores.
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Ademas estos disefios tienen un analisis estadistico sumamente simplificado y

forma la base de muchos otros disefios Utiles.

6.4.4.1 Disefios 22

El tipo mas simple de disefios 2* es el 22, estos significa dos factores Ay B, cada
uno en dos niveles. Se suele considerar como los niveles “bajos” y “alto” del factor.

Adviertese que el disefio puede presentarse geométricamente como un cuadrado
con los 22 = 4 gjecuciones formando las esquinas de un cuadrado. Tal como e
muestra en la figura 6.2.

b ab
ALTO + ——
FACTOR B
BAJO - —L.
1 a
+ -
BAJO . ALTO
FACTOR A

Figura. 6.2. Combinacion de tratamientos en el disefio 22

En la tabla 6.12. se presenta una tabla de signos mas o menos puede utilizarse
para determinar el signo en cada combinacién de fratamiento para un contraste

particular.

En consecuencia, las sumas de cuadrados para A, B y AB es:
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'y

s, = la+ab-b-(1)F
' 4n
2
55, = [B+ab-a-(1)]
4n
5, = [ab +(1)-a—b]
4n

La suma total de cuadrados se determina de la siguiente forma:

2 2 g 2
Y.
SSp =22 2w~
i=] Jj=1 ksl 4n
Tabla 6.12. Signos para los efectos en el disefio 22.
Combinacién de Efecto factorial
Tratamiento
| A B AB
(A) + - - +
a + + + -
b + - - -
c + + - +

=2
@
(8]

Donde SST tiene 4n-1 grédos de libertad. La suma de cuadrados del error, con

4(n-1) grados de libertad, se puede calcular por diferencia de la siguiente manera:

SSg = 587- 8S4- SSg- SSas.

6.4.4.1.1 Recoleccidn de datos

En la tabla 6.13, se ilustra la forma de recolectar las observaciones obtenidas del

experimento.
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Tabla 6.13. Tabla resumen para la observacion o recoleccion de datos para un disefio

factorial 22,
No. De Combinacion de Factor Replica
Corrida Tratamientos

A B 1 2 ....
n

1 A baja, B baja (1) - -

2 A alta, B baja (a) + -

3 A baja, B alta (b) - +

4 A aita, B alta (ab) + +

6.4.4.1.2 Andalisis de Varianza

En la tabla 6.14, se presenta una forma de presentar el analisis de varianza para

un diseno factorial 22.

Tabla 6.14. Anéiisis de varianza para un modelo factorial 22.

Fuente de Variacion Suma de Grados de Media
cuadrados libertad Cuadratica Fqo
A SSA 1 MS,=S5S, S
£
MS,
B 5SB 1 MS, =SS, 7S
E
AB SSAB 1 MS =SS, _11:43_
3
SS
Erro SSE 4(n-1 VS, = £
' R R T
Total SS8T 4n-1




6.4.41.3 Analisis de Residuos y de Identidad del Modeio

Para un disefio 2k, se obtienen los vaiores ajustados por medio de un modelo de

regresion de los datos de la siguiente manera:

1. A través del andlisis de varianza se puede visualizar los factores activos
y pasivos. Entonces se toman los factores activos

2. Los niveles bajos se le asignan un valor (-1) y a los altos {+1)

3. La ordenada al origen Bo se determina calculando el gran promedio
total

4. Las pendientes del modelo de regresién se determina como un medio de

las observaciones de los factores activos
5. Se calcula los valores ajustados por medio del modelo de regresion.

Para comprobar la idoneidad del modelo, se calcula los residuos de las
observaciones menos el valor ajustado y luego se grafican los residucs en papel
probabilistico y contra los valores ajustados y los factores A y B en forma

individual.
6.4.4.2 Diseiio 2¥ Para Factores >3.

Los métodos presentados en la seccién previa para los disefios factoriales con k =
2 factores cada uno con dos niveles pueden extenderse con facilidad a mas de
dos factores. Por ejemplo 23 y tiene ocho combinaciones de tratamientos.

Geométricamente, el disefioes un cubo como se muestra en la figura 6.3.
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ab

be abc
/ ac /
b
FACTOR C /
a

FACTORB

- 1

FACTOR A

Figura 6.3, Diagrama de combinaciones en un disefio trifactorial 3°

Las diferencia promedio de las 7 combinaciones, se determina de la siguiente
manera:

Factor A:
A=ﬁ[a+ab+ac+abc-b—c—bc—(l)] (7.98)
Factor B:
B=;—n[b+ab+bc+abc-a—c—ac—(l)] (7.99)
Factor C:
C-—-%[c%ac+b_c+abc-a—b—ab—(1)] (7.100)

AB(c baja)= -[ab—b]-L[a-(1)]

s 2n 26

Interaccion AB: i 1

-AB(c alta)=— [:(abc —be)——(ac - (1)}
2nl - 2n

El promedio de estos dos componentes es la interaccion AB
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AB=f;[ab+(1)+abc+c—b-—a—bc—ac] (7.101)
Interaccion AC. De forma similar

Ac=%[ac+(1)+abc+b-a—c-ab—bc] (7.102)
Interaccion BC

BC:%[bc+(1)+abc+a—b—c—-ab—ac] (7.103)

Interaccion ABC

ABC = Zl—[abc—bc—-ac+ c—ab+b+a—()]  (7.104)
n .

Las cantidades entre corchetes se les denomina “Confrastes’, en las ocho
combinaciones. Estos contrastes pueden obtenerse a partir de una tabla de signos
mas y menos para el disefio 2%, mostrado en la tabla 6.15 y 6.16 para un disefio 23

6.4.4.2.1 Recoleccion de Datos

A través de la tabla 6.15 se muestra la forma de recoleccion de los datos, ademas
muestra los signos algebraicos para calcular los efectos en con disefio 23,

Tabla 6.15. Recoleccién de datos para un disefio

Replicas Factor Combinaciones

1, 2,...n A B C Tratamientos
Yii o Y21... Yt - - - (1
Yia Yoz ... VYna + - - a
- + - b
+ + - ab
- - + c
+ - + ac
_ - + + bc
Yiabe Y2abe Ynabe + + + abc
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Tabla 6.16. Signos para efectos en el disefio 2*

Combinacién Efecto Factorial
de tratamientos ! A B AB C AC BC | ABC
(1) + - - + - + + -

a + + - - - - + +

b + - + - - + - +
ab + + + + - - - -

c + - - + + - - +
ac + + - - + + - -
be + - + - + - + -

abc + + + + + + + +

6.4.4.2. 2 Anédlisis Estadistico.

Para los célculos de cualquier efecto, se determina de la siguiente manera:

SS =

6.4.4.2.3 Anélisis de Varianza

(Contraste)’

n2*

En la tabla 6.17. se muestra en forma general un resumen para el andlisis de

varianza:



Tabla 6.17. Andlisis de varianza para un disefio 22

Fuente de Suma de Cuadrados Grados de Media
Variacién Libertad Cuadratica Fo

(Contraste  AY MS,

A S = 1 MS,=5S, | s,

: (Contraste B)2 MS,

B 585 = 2 1 MSy =SS, MS,
(Contraste CY MS.

C SSc = Y 1 MSc =S85¢ MS;

S§ - (Contraste  ABY MS 15

AB 8 = Y 1 MS 15 =SS 5 MS,
SS (Contraste ACY’ MS 4

AC A€ = R 1 MS,. =SS MS,
(Contraste BC Y MSpc

BC SSpc = 12° 1 MSpc =SSy MS;
(Contraste ABC Y MS 5

ABC S8 4pc = oY 1 MS e =SS 45 MS,

_ss,
ERROR SSe gn-1) |M=35n
TOTAL SSr 8n - 1
2 2 2 n 2
Donde: SSe=2 3> vk -

SSE =

-

=1 j=l k=t I=

SSr— S84 -

n = Numero de Réplicas

6.4.4.2.4

Idoneidad del modelo

SSg - §S¢ — 8548 — 8Sac - SSse- SSarc

Como el caso del disefio factorial 22, ia comprobacion de la idoneidad del modelo

23 tiene los mismo procedimiento.
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6.4.5 CONFUSION EN EL DISENO 2X.

En las areas de ingenieria Quimica e Ingenieria de Alimentos, existen muchos
problemas en los que es imposible realizar una réplica completa de un disefio
factorial usando un solo blogque, para ello la caracteristica es que el bioque sea
homogéneo. La técnica de confusién es una técnica de disefio utilizado para
acomodar un experimento factorial en bloque, donde el tamafio y bloque es
menor que el nimero de combinaciones de tratamientos en una réplica.

6.4.5.1 Construccion de bloques.

Existen varios métodos para construir los blogues en un disefio confundido 2~
Para el caso te ilustrara el método que se basa en la combinacion lineal.

L=ax +a,x, +..+a,x,

Donde:
x; = Es el nivel del iésimo factor
a,=Es el exponente que aparece en el iésimo factor del efecto que

sera confundido.

Para el sistema 2, se tiene que: «; =0, o bien 1, y que x; = 0 (nivel inferior) 6 1 (

nivel superior).

Para ilustrar este método, considere 23, con el efecto ABC confundido con los
bloques (tal como se muestra en la figura 6.4) . En este caso, x; corresponde a A
aBs, X3 aC, y oy = 3 = 3 =1. El contraste de definicion que corresponde a ABC

es:

L=X1+X2+X3
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La combinacion (1)
L =1(0)+1(0)+1 0) = 0 =0 (mod 2)

De forma similar para los otros tratamientos combinados.

a: L=1(1)+1(0)+1(0)=1=1 (mod 2)
b: L=1(0)+1{1)+1(0)=1=1 (mod 2)
ab:L=1(1)+1(1)}+1(0)=2=0 (mod 2)
c: L=1(0)+1(1)}+1(1)=1=1 (mod 2)
ac:L.=1(1)+1(0)+1(1)=2=0 (mod 2)
be:L=1(0)+1(1)+1(1)=2=0 (mod 2)
abc:L=1(1)+1(1)+1(1)=3=1 (mod 2)

BLOQUE 1 BLOQUE 2
(1) a
ab b
ac c
bc abc

Figura 6.4. Construccion de bloques para un modelo trifactorial

De forma similar para disefios 2% y 2* como se muestra en las figuras 6.5 y 6.6

BLOQUE 1 BLOQUE 2
(N a
ab b

Figura 6.5. Construccién de bloques para un disefio confundido 22
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BLOQUE 1 BLOQUE 2
(1) a
ab b
ac c
bc d
ad abc
23 bed
cd
abed ohe

Figura 6.6. Construccion de blocgues para un disefic 2*

Para construir 4 bloques, se sigue el mismo procedimiento, con la variante que se
seleccionan dos efectos que un a confundirse. Por ejempio, para un disefio

confundido 24 seria:

Li=x1+x3 (confundido AC)
Lo=xa+Xy (confundido BD)

Al verificar los cuatros bloques se muestran similares a la Figura 6.7:

BLOQUE 1 BLOQUE 2 BLOQUE 3 BLOQUE 4
L1=0, L2=0 L1=-'1, L2=0 L1=0, L2=1 L1=1, L2=1
¢))] a b ab
ac c abe be
bd abd d ad
abed bed acd cd

Figura 6.7. Construccion de cuatros blogues confundido 2°

Para un disefio confundido 2° seria:



Li=x1+x4+Xs (confundido ADE)

Lo=Xo+X3+Xs5 (confundido BCE)

Li=0, Lz=0 para (1), ad, bc, abcd, abe, ace, ¢cde, bde
Li=1, L>=0 para a, d, abc, bcd, be, abde, ce, acde
L1=0, L;=0 parab, abd, c, acd, ae, de, abce, bcde
Li=1, L,=1 para e, ade, bce, abcde, ab, bd, ac, cd

El anélisis de varianza y suma de cuadrados se determinara de la misma forma

que se realizé previamente.
6.4.6 REPLICA FRACCIONAL DEL DISENO 2¥

En estudios complejos, estudios en las areas de Ingenieria Quimica e Ingenieria
de Alimento (Linea de produccién, procesos quimicos como se encuentran en la
industria petrolera, plastico o metales , o procesos fisico quimico como los
encontrados en las industrias electroquimico como los encontrados que requieran
hacer usos de la operacién unitarias, etc). Se encuentran a menudo con una serie

enorme de variables interrelacionadas.

Cuando el nimero de factores en un disefio 2K aumenta el nimero de ejecuciones
que se requieren aumento rapidamente. Por ejemplo un disefio 2°, requiere 32
ejecuciones. En este disefio, solo cinco grados de libertad corresponden a los
efectos principales y 10 grados de libertad corresponden a interacciones de dos

factores.

6.4.6.1 Fraccidon Media del Disefio 2

Una fraccion media del disefio 2% contiene 2! ejecuciones y suele llamarse

disefio factorial fraccionario 2K1.
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Como ejemplo, considere el disefio 2°-1; esto es, una fraccién media del disefio 22

por que tiene 23-1 = 4 combinaciones de tratamientos.

En la tabla 6.19 aparecen los signos positivos y negativos del disefio 2°. Notese
que el disefio 2*-1 se forma al seleccionar solo las combinaciones de tratamientos
que producen un signo positivo sobre la columna ABC por eso ABC se denomina
generador de esta fraccion en particular. Ademas, la columna identidad | siempre

es positiva, por lo cual:
| =ABC

Se denomina relacion definitiva del disefio. En general todas las columnas que son

iguales a la columna identidad 1.

Tabla 6.18. Signos positivos para el disefio factorial 2°

Combinacion Efecto Factorial
de tratamientos I A B AB C AC BC |ABC
+ + - - - - + +
+ - + - - + - +
+ - - + + - - +
abc + + + + + + + +
ab + + + + - - - -
ac + + - - + + - -
bc + - + - + - + -
(1) + - - + - + + -

Las combinaciones de tratamientos del disefio 2°-1, producen tres grados de
libertad que se pueden usarse para estimar los efectos principales. En la tabla
6.19, se muestra que las combinaciones lineales de las observaciones que se
utilizan para estimar los efectos principales A, B y C, son:
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La=1/2(a-b-c+abc}
Lg=1/2(-a+b-c+abc)
. Lc=1/2(-a-b+c+abc)
La estimacion de dos factores son:

Lec=1/2(a-b-c+abc)
Lac=1/2(-a+b-c+acbh)
Lag=1/2(-a-b+c+ach)

Por lo tanto, La= Lgc, Le= Lac ¥ L= Las. Dos 0 mas efectos que tienen esta
propiedad se conocen como “alias”. Por ejemplo, Ay BC, B AC, y C y AB son
alias. Esto es : La—A+BC, , Lg—B+CAy L,—~C+BA

Usando la fraccién al tema, las combinaciones lineales de las observaciones:
La— A+BC
Lz —B+CA
L.—C+BA

Por lo tanto, usando los tres pares de combinaciones lineales se obtienen la

siguiente:
i De ¥(li+;) De %(I-h)
A A BC
B B | AC
C C AB

La forma de encontrar los seudénimos es de la siguiente manera:
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=A.|=A.ABC=A2BC=BC

Puesto que: A.l=A y A?=l. Los seuddnimos de B y C son:
B=B.ABC=AB*C=AC
Y
C=C.ABC=ABC*=AB

6.4.6.2 Resolucién del Disefio

El concepto de resolucion del disefio es una manera Util para catalogar disefios
factoriales fraccionarios de acuerdo con los patrones de seudénimos que ellos
producen. Los disefios de resolucion I, IV y V, son particularmente importantes.
Las definiciones de estos términcs y un ejemplo de cada unc de elios se

encuentran a continuacion.

Disefios de resolucion lll. Estos son disefios en los cuales ningun efecto principal
se hace seuddnimo con cualquier otro efecto principal, pero los efectos principales
se hacen seudbénimos con interacciones de dos factores y las interacciones
pueden hacerse seuddnimos entre si. El disefio 2> con | = ABC, es de resolucién
Hl. Se suele emplear con subindice de nimero romano para indicar la resolucion
del disefio, de tal manera esta fraccién media es un disefio 2°7,,.
2. Diseno de resolucién IV. Estos son disefios en los cuales ningln efecto
principal es seuddnimo con cualquier otro efecto principal o interaccién
de dos factores, pero las interacciones de dos factores se hacen

seudénimo entre si. El disefic 2*', en | = ABCD, es de resolucién IV (2*

1N)-

3. Disefio de resolucién V. Estos son disefios en los cuales ningtn efecto
principal o interaccion de dos factores se hacen seuddnimos con
cualquier otro efecto principal o interaccion de dos factores, pero las




interacciones de dos factores se hacen seudénimo con interacciones de
tres factores. El disefio 2°' en | =ABCDE es de resolucion V (25y).

Los disefios de resolucién il y IV son particularmente Gtiles en los experimentos
de eliminacion de factores. El disefio de resolucién IV brindada muy buena
informacién acerca de los efectos principales y proporcionara cierta informacion
acerca de las interacciones de dos factores.

6.4.6.3 Fracciéon Menores. El Factorial Fraccionario 2.

Se encuentra a menudo la necesidad de reducir el niimero de ejecuciones que se
requieren para un experimento, entonces los disefios con fracciones mas
pequefas brindaran informacion casi tan (til incluso con mayor economia (tiempo
y recursos ). Los disefios generalmente se llaman disefios factoriaies fraccional 2%

P Estos pueden ser :

a. Fraccion % denominado disefio factorial fraccionario 2P
b. Fraccién 1/8 denominado disefio factorial fraccionario 2¢°
c. Fraccién 1/16 denominado disefio fraccionario 2%F .

En el presente trabajo se describe el modelo factorial fraccionario 2¥2. Este disefio
se puede construir escribiendo primero las combinaciones de tratamiento
asociados con el factorial completo con k-2 factores, después se asocian las dos
columnas adicionales con las interacciones, elegidas apropiadamente, que
incluyen los primeros k-2 factores. La cuarta parte de un disefio 2k, tiene dos
generadores 0 generatrices, es decir P y Q; entonces las relaciones | =Py i = Q,
se conocen como relaciones generadoras del disefio. Ademas deben pertenecer a
la misma familia. Cuando P y Q son ambas positivas se conoce como fraccion

principal.



En ofras palabras, la relacion que define el disefioes : 1 =P =Q = PQ.

Los seuddnimos para los factores y de interacciones de dos o mas factores se
determinan de la misma firma que realizé previamente en el disefic con medio
fraccionai 2k-1.

Nota: Para realizar el analisis de varianza y las pruebas de idoneidad del
modelo de los disefios de réplicas fraccionaria es de la misma manera de como
se vio previamente

6.5 EJEMPLOS DEL CAPITULO

Ejemplo 6.1

Se esta investigando la falta de consistencia en las técnicas de medicion de la
cantidad de estafio depositado electroliticamente sobre una larga lamina de
acero. Se asignaron a cuatros laboratorios al azar. Cuyos resuitados del
contenido de estaino electrodepositado se muestra en la Tabla 6.19.

Tabla 6.19. Contenido de estafio electrodepositado (gramos).

Laboratorio Contenido de estaiio

Repeticiones
1 2 3 4 5 8 7 ] 9 10 11 12

0.25 1027 [0.22 [0.30 [0.27 |0.28 |0.32 |0.24 {0.31 |0.26 |0.21 |0.28

0.18 |0.28 [0.21 [0.23 [0.25 10.20 |0.27 {019 (024 |0.22 [0.29 {0.16

0.19 |0.25 {0.27 |0.24 |0.18 |10.26 |0.28 |0.24 }0.25 {0.20 (0.21 {0.19

o O] W >

0.23 {0.30 {0.28 ]0.28 |0.24 (034 [0.20 {0.18 |0.24 |0.28 |0.22 |0.21

Asumiendo que es un disefio unifactorial completamente al azar, determinar:
a. Silos laboratorios estan obteniendo resultados consistentes.
b. Los parametros del modelo
c. Idoneidad del modelo

Solucién:
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b=l e, e e e

El modeio linea!l es:

Yy=u+r+g

a. Para determinar si los laboratorics en sus analisis son consistentes, se
seguira los siguientes pasos:
1. Hipétesis nula: Ta=Ts=Tc=Tp
Hipdtesis altemativa: 1#0 para al menos una i
Nivel de significacion: a=0.05
3. Criterio: Rechazo de la hipdtesis nula si Fg>Fo.0s5, 3,44, ©8 decir si Fo>2.82
Con:
a=4 tratamientos
n=12 repeticiones
N=an=48 observaciones.

4. Andlisis de varianza: Para realizar el analisis de varianza se procedera
de la siguiente forma: Primero ordenando los datos por tratamiento para
calculary., ya., ¥s. Yc. Y Yo..

Laboratorio A Laboratorio B Laboratorio C Laboratorio D

0.25 0.18 0.19 0.23
0.27 0.28 0.25 0.30
0.22 0.21 0.27 0.28
0.30 0.23 0.24 0.28
0.27 0.25 0.18 0.24
0.28 0.20 0.26 0.34
0.32 0.27 0.28 0.20
0.24 0.19 0.24 0.18
0.31 0.24 0.25 0.24
0.26 0.22 0.20 0.28
0.21 0.29 0.21 ! 0.22
0.28 0.16 0.19 i 0.21

¥i 3.21 272 2.76 :3.0

A 0.2675 0.2267 0.23 10.25

Ahoray =11.69y y =0.2435

Calculando la suma de cuadrados de la siguiente manera:
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4 12 y2
SS; =ZZy,.jz - 4= =2.9279-2.847 = 0.080898

S —_o 01301
Srar = 512 48

SS, =SS, - 88, =0.0679

Con los calculos previos realizados se hace una tabia resumen del analisis de
varianza (Tabla 6.20).

Tabla 6.20. Analisis de varianza para los datos de contenido de estafio
electrodepaositado reportado por los laboratorios.

Fuente Suma de |Grados de |Media Fo Fa
variacién cuadrado |Libertad :cuadratica
Laboratorios|0.01301 |3 0.0043 |287 282
Error 0.0679 44 0.0015

Total 0.0809 47

Decision: La hipdtesis nula se puede rechazar dado que F caiculado es
ligeramente mayor que F de tabla y se concluye que los laboratorios no
estan obteniendo resultados consistentes.

b. Para calcular los parametros del modelo se procede de la siguiente

manera:
A=y = 1169 =0.2435 gramos
48
T,=Y,—y =0.2675-0.2435 = 0.02396 gramos
15 = 0.2267 —0.2435 = -0.0168 gramos

7. =0.23-0.2435 =-0.0135 gramos

7, =0.25-0.2435 = 0.0065 gramos
Ei modelo es:




281

¥; =0.2435 +7,

¢. Para demostrar |z idoneidad del modelo en la Tabla 6.21. se muestra
resumen de los residuos dando como resultados las siguientes graficas:

1. Grafica de probabilistico normal contra los residuos ordenados en
forma ascendente (Figura 6.8.).
Grafica de residuos contra los tratamientos (Figura 6.9).
Grafica de residuos contra los valores ¥; (Figura 6.10)

Tabla 6.21. Tabla resumen de los residuos por tratamiento.

Residuo A Residuos B Residuos C Residuos D
-0.01746 -0.0467 -0.04 -0.02
0.00254 0.0533 0.02 0.05
-0.04746 -0.0167 0.04 0.03
0.03254 0.0033 0.01 0.03
0.00254 0.0233 -0.05 -0.01
0.01254 -0.0267 0.03 0.09
0.05254 0.0433 0.05 -0.05
-0.02746 -0,0367 0.01 -0.07
0.04254 0.0133 0.02 -0.01
-0.00746 -0.0067 -0.03 0.03
-0.05746 0.0633 -0.02 -0.03
0.01254 -0.06867 -0.04 -0.04
_ 120 I
& 100 |
5 |
[ oQn
) !
.Q 20 j
k7 "
o i
[s] ]
q ]
=
o.

-0 0.05. 260 0-05 o1

Residuos

Figura 6.8. Grafica de probabilistico normal contra los valores de residuos
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Figura 6.10. Grafica de residuos contra ¥;

Segun el examen de idoneidad del modelo describe significativamente la

relacién existente entre los laboratorios y la cantidad de estaro en Jas laminas.

Ejemplo 6.2

Una fabrica de hilados tienen un gran numero de telares. Se supone que cada
uno de los telares proporciona la misma salida de tela por minuto. Para
investigar esta suposicion, se eligen cinco telares al azar y su salida se medien
en diferentes tiempos, obteniendo los siguientes resultados que presentanenla
Tabla 6.22:
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Tabla 6.22. Resuitados obtenidos de los telares (libras de telas por minutos)
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Telar Salida (Lb/min)
1 4.0 4.1 4.2 4.0 4.1
2 | 39 38 3.9 4.0 4.0
3 4.1 42 4.1 4.0 3.9
4 3.6 3.8 4.0 39 3.7
5 3.8 3.6 3.9 3.8 4.0
Determinar:

a. Si los telares proporcionan la misma salida de tela por minuto

b. Los componentes de varianza
C. La Idoneidad del modelo.

Solucion:

1.

El modelo lineal es:
Yi=HFT+E
Hipétesis nula: Ho: o2 =0
Hipotesis altemativa: H1: o2)0

Nivel de significacion: a=0.05
Criterio: se rechaza la hipétesis nula cundo: Fo>Fg g5 4 20 (2.87)

Donde:
a=4
' n=4
N=25
Elaborar una tabla de observaciones totales y promedio
Telar Totales Promedio
1 204 4.08 '
2 19.6 3.92
3 20.3 4.06
4 19 3.8
5 19.1 3.82
Totales 98.4 3.936

Calculos previos:
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5 § 2
88, =3y} —% =387.94 -387.3024 = 0.6376
i=1 j=1
2 2
7 y?
SSreans = ’—‘—5— 5= 3B87.644 —387.3024 = 0.3416

8S. =88, -8S,,,., =0.6376-0.3416 = 0.296

7.  Anédlisis de varianza del ejempio 6.2 se muestra en la Tabla 6.23 a

continuacién.
Tabla 6.23. Andlisis de varianza para el ejempio 6.2
Fuentede {Sumade |Gradosde [Media Fo Frapia
Variacién |cuadrados |libertad cuadrética
Telares 0.3416 4 0.0854 5.77027 2.87
Error 0.296 20 0.0148
Total 0.6376 24

8.  Conclusion: Como Fo es mayor que F de tabla la hipotesis nula se

rechaza, concluyendo que los telares no proporcionan la misma salida.

b. Los componentes de varianza son:
MS; = o> =0.0148

o? = Msfefemg‘MSE -0.01412

Cuya V(y;)=0.0148+0.01412=0.2892 y una desviacion estandar estimada de

ay=0.17 lbs por minutos

c. Para la idoneidad del modelo es necesario estimar los parametros del
modelo lineal para luego determinar los valores predichos (ajustados) y sus
respectivos residuos, como se muestra a continuacion:

H=¥.=3.936

para los telares son:



£, =¥, —3.936 =4.08-3.936 =0.117,
£, =3.92-3.936 =-0.043,

t; =4.06 — 3.936 = 0.097,
t,=38-39863=-0.163 y
f5 =3.82-3.963 =-0.143

siendo el modelo siguiente:
¥; =3.963+¢ parai=12,...5
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Este modelo se necesita para estimar los valores predichos pro el modelo v los

residuos, cuyas estimaciones se muestran en las Tablas 6.24 y 6.25. y

posteriormente graficarlos, tal como se muestra en las figuras 6.11, 6.12y 6.13.

Tabla 6.24. Tabla resumen de valores predichos por el modelo

Telar Valores predichos

4.053

3.883

4.033

3.773

WM -

3.793

Tabia 6.25, Tabla resumen de los valores de los residuos

Valores de residuos

Telar 1 Telar 2 Telar 3 Telar 4 Telar 5
-0.053 0.007 0.067 -0.173 0.007
0.047 -0.093 0.167 0.027 -0.193
0.147 0.007 0.067 i 0.227 0.107
-0.083 0.107 -0.033 | 0.127 0.007
0.047 0.107 -0.133 [ -0.073 0.207
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Figura 8.11. Grafica de probabilistico normal vrs los residuos
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E] examen del modele muestra que los residuos se comportan con una
distribucién normal por fo tanto el modelo es adecuado para describir la

variabilidad de los datos.

Ejemplo 6.3
Se disefié un experimento para estudiar el desempeiic de cuatro detergentes

diferentes para limpiar inyectores de combustibles. Las siguientes lecturas de
limpiezas se obtuvieron con equipos especialmente disefiados para 12 tanques
de gas distribuidos en tres diferentes modelos de motores, presentados en Ja
Tabla 6.26:

Determinar:
a. Siexiste diferencia en el desempefio de los cuatro detergentes y para los
tres motores en forma significativa.

b. Los estimadores a,,%;, ¥y B;

c. Laidoneidad del modelo

Tabla 6.26. Lecturas obtenidas de tres tanques de autos diferentes,

Detergentes Tanques
1 2 3
A 45 43 51
B 47 46 : 52
C 48 50 55
D 42 37 49

Solueion: Los efectos que se desea demostrar se trata de un modelo
unifactorial con bloques aleatorios (efectos fijos).

a. Para determinar el desempefio de los detergentes y los motores se
sequira de la siguiente manera:
1. El modelo lineal es:

Y; = pu+r+ B+ g

2. Las hipétesis nulas son:
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Para los detergentes: Ho:r; =0
Para los motores: Ho: §; =0

Las hipétesis alternativas son:
Para los detergentes: H1:z, # 0 por lo mencs para una i

Para los motores: H1: g, # 0 por lo menos para una j

3. Nivel de significacion: a=0.05
Criterio de rechazo:
Para los tratamientos (detergentes)
Donde:
a=4
b=3
g.1 de los tratamientos=3 (v4)
g.l=(a-1){b-1)=6 (v2)
Si Frratamiente™Fa (4.76)
Para los blogues (motores)
g-l=b-1=2 (v4}
v, el mismo calculado anteriormente.
Si Feloques™Fa (5:14)

5. Calculos previos: primeramente elaborar una tabla resumen de
lecturas totales y promedio de las 7y j, tal como se muestra en ia

Tabla 8.27.
Tabla 6.27. Resumen de lecturas subtotaies, totales y de promedios de iy ]
Detergentes Tangues Subtotales | Promedios
1 2 3 i |
Yi. Vi, .
A 45 43 51 139 46.33 !
B 47 46 52 145 48.33
C 48 50 55 153 51
D 42 37 49 128 42.67
Subtotales j ;. 182 1786 207 565 188.33 |
Promedios j ¥; 45.5 44 51.75 141.25 47.083 .

i



6. Determinacion de las sumas de cuadrados
Suma de cuadrado total, es:

2

4 3
SS; =33 y? Y- = 26867 —26602.08333 = 264.91667

amTt ab

4 2
> y7 -2 <26713 - 26602.08333 = 110.91667
‘ a

_Z Y.? y2
SS; = ’“‘13 - 5 =26737.25-26602.08333 = 135.1667

Para el error, es:
S8. =88, -85, - 55, =264.91667 -110.91667 —135.1667 = 18.8333

7. El analisis de varianza, mostrado en la Tabla 6.28.

Tabla 6.28. Resumen del analisis de varianza del ejemplo 6.3

»

Fuente de Suma de Grados de Media Fo Fq
variacién | cuadrados libertad cuadratica
SSp 110.91667 |3 36.972 11.779 4,76
SSs 135.1667 |2 67.5834 21.531 5.14
SSe “18.8333 6 3.1389
SSt 264.91667 |11

8. Decisiones: Como Fp (11.779) de los detergentes es mayor que el F
de tablas (4.76) con .05 de nivel de significancia con 3 y 6 grados de
libertad respectivamente; conciuyende que hay diferencia significativa
en el desempefic de los cuatros detergentes. Ademas, para los
bloques F caiculado es mucho mayor que F de tablas, concluyendo
que la diferencia entre los resultados obtenidos para los tres motores

son significativos, esto es, que el bloque ha sido efectivo.
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b. Para la estimacion de los parametros del modelo lineal se tomara los
calculos de los promedics de los subtotales y totales presentados en la
Tabla 6.27. Estos son:

Para la gran media total es:
p=F =47.083

Para los tratamientos es:

£, = iy — 1 = 46.33 -47.083 = —0.753

2y = 05— L =48.33-47.083 =1.247

£, = Ao — p =51-47.083 = 3.927

2, = Ay — Q1 =42.67—47.083 = 4.413
Para los bloques es:

B, =p —p=455-47.083 =—1.583

B, =p,—n=44—-47.083 =-3.083
B =p,— £ =51.75-47.083 = 4.667
El modelo es:
Vy=Vi+¥;-¥.

¢. Paralas pruebas de idoneidad de modelo propuesto se determinara los
residuos y luego se graficara con la frecuencia acumulada (probabilistico
normai), con los valores predichos, con los detergentes y bloques
respectivamente, a continuacién se presentaran los valores predichos
(haciendo uso de la ecuacion que rige el modelo), residuos y las

respectivas graficas:

Los valores predichos son:

Detergentes Tangques
1 2 3
A 44.747 43.247 50,997
B 46.747 45.247 52.997
C 49.417 47.917 55.667
b 41.087 39.587 47.337




Y los residuos (y-¥i), son:

Detergentes Tanques
. 1 2 3
A 0.253 -0.247 0.003
B 0.253 0.753 -0.997
C -1.417 2.083 -0.667
D 0.913 -2.587 1.663

La representacion graficas se presentan en las Figuras 6.14, 6.15, 6.16 y
6.17. Como se muestra a continuacion:
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Figura 6.14, Grafica de probabilistico normal vrs. los residucs
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Figura 6.15. Grafica de residuos vrs. valores predichos
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Figura 6.16. Grafica de residuos vrs. tipo de detergente .
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Figura 8.17. Grafica de residuos vrs. tipo de motor.
. Ejemplo 6.4
- Un investigador tiene tres diferentes productos de limpieza: A1, A2y A3, y se
desea seleccionar el méas eficiente para limpiar una superficie metalica. La
limpieza de una superficie se mide por su reflectibilidad, expresada en
unidades arbitrarias como razon de reflectividad observada a la superficie de
un espejo estandar. El analisis de covarianza debe usarse por que el efecto
de un producto de limpieza sobre la reflectividad depende de la limpieza
original. El investigador obtuvo los resuitados mostrados en la tabla 6.29.
®




D
O
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Tabla 6.29. Resultados obtenidos de reflectividad para el experimento.

AT A2 A3

v X Y X Y X
1.00 0.9 0.75 0.75 1.00 0.60
120 0.55 165 060  ,0.70 0.90
0.80 0.60 0.55 1.00 & 0.80 0.80
140 0.35 0.50 110 10.60 0.70
Donde:

Y es |a reflectivivdad final
X es |a reflectividad original

Determinar;
a. Si el producto de limpieza tienen diferentes efectividades
b. Los parametros del modelo de regresién general
¢. Laidoneidad del modelo.

Solucién:

a. Para determinar si los productos de limpiezas tienen diferentes
efectividades, es necesario realizar un andlisis de covarianza, de la
siguientes forma:

1. El modelo lineal, es:

Y, =u+r; +ﬁ(xfi —7..)"' &;
2. Hipotesis nula: Ho:t=0
Hipdtesis alternativa: H1:1,#0 al menos una i
Nivel de significancia: a=0.05
Criterio: Rechazo de la hipétesis nula cuando Fo>Fg s con 2 y 8 grados
de libertad respectivamente. '

5. Calculos previos:
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L&, X 9.5%
Se =Y X} -2==883-"2 _131
T 12
3 .
Sy =32 Xy, ~ 2 =728-8.08=-0.8
iat j=) 34
3 yz
Tyy=(_1yf)l4—T“=9.17—8.67=0.50
3
12X 2
Ty = -2 =831-7.52=0.79
4 4
>
X Yi.
g =it XX 745 808=--063
4 12

E, =S, T, =0.79-0.50 =0.29

Ep =S =T =1.31-0.79 = 0.52
E, =S, -T, =-0.80—(-0.63)=-0.17

Finalmente para los ajustados se tiene:

: S2y (~0.80F
SS. =S, -2 =079-"—""1 =030
ETW s, 1.31
2 2
SS.=E By 029 E017S _(0n
Y E, 0.52

6. El analisis de covarianza presentado en la Tabia 6.30.

Tabla 6.30. Andlisis de covarianza para los resultados del experimento de reflectividad por
medio de los productos de limpieza.

Fuente de | Suma de cuadrados y productos | Ajustado para regresion

variacion g.l{X XY Y Y g.l | Media de cuadrados
Limpiader |2 [0.79 -0.63 0.50

Error 9 i0.52 -0.17 0.29 0.23 8 0.029

Total 11]1.31 -0.80 0.79 0.30 10

Limpiador 0.07 2 0.035

Ajustado
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7. Decision: Como F=0.035/0.029=1.21 y no excede el F de tabla (4.46), la
hipotesis nula no puede rechazarse. En otras palabras, no puede
concluirse que uno cualquiera de los productos de limpieza es mas
efectivo que los otros.

Ahora es necesario probar si; =0 utilizando la estadistica de prueba
siguiente:

_Ey/E, _(-0.17f/0.52
MS; 0.029

=1.916

F

y como Fo.05,1,6=5.32, no debe rechazarse la hipétesis. Por lo tanto no existe
una relacién lineal entre la limpieza final y la limpieza original o inicial. Lo
cual no justifica el analisis de covarianza.

b. Los parametros de regresion del modelo son:
‘?,] ==y =085

Dado que no existe efecto de los limpiadores y del coeficiente de regresién.
c. Para examinar la idoneidad del modelo se tiene;

£=Y,.j -0.85

Los valores ajustados se muestran en la tabla 6.31.

Tabla 6.31. Resumen de los valores predichos

A1 A2 A3

Ajustado |X Ajustado [X Ajustado (X
0.85 0.9 0.85 0.75 10.85 0.60
0.85 0.55 0.85 0.60 {0.85 0.0
0.85 0.60 0.85 1.00 | 0.85 0.80
0.85 0.35 0.85 1.10 10.85 0.70

Y los residuos se presentan en la tabla 6.32 a continuacion:




Tabla 6.32. Resumen de los valores de los residuos.
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A1 A2 ‘A3

Residuos | X Residuos [X Residuos | X
0.15 0.9 -0.10 0.75 {0.15 0.60
035 0.55 025 0.60 EXE 0.90
-0.05 0.60 -0.30 1.00 1-0.05 0.80
0.35 0.35 -0.35 1.10 ! 0.05 0.70

Las graficas de residuos en probabilistico normal, valores predichos, valores

iniciales de limpieza y tipo de limpiadores (tratamientos), se muestran en las
Figuras 6.18, 6.19, 6.20y 6.21.

Probabilistico normal

4]

Figura 6.18. Grafica de probabilistico normal vrs. residuos.
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Figura 6.19. Grafica de residuos vrs. los valores predichos por el modelo
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Figura 6.20. Grafica de residuos vrs. la limpieza inicial del material
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Figura 6.21. Grafica de residuos vrs. los tipos de limpiadores

Segun el andlisis de residuos, analisis de varianza el efecto de los tipos de

limpiadores no es una variable que afecta la reflectividad.

Ejemplo 6.5

Un bafio de acido suiflrico caliente se usa para remover oxido de la superficie de
un metal antes revestido electroliticamente y se desea determinar que factores en
adicién a la concentracion del acido sulfirico podrian afectar la conductividad
eléctrica del bafio. Como se cree que la concentraciéon de _sal, asi como la
temperatura, podrian afectar la conductividad eléctrica. Para cubrir los intervalos
de concentracion y temperaturas normales encontrados, se decide utilizar los
siguientes niveles de los tres factores:

Supéngase que dos replicas se realizan midiendo la conductividad eléctrica de los

varios barios acidos. Y los resultados se presentan en la tabla 6.33.



Factor Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

A concentracion de |0 6 12 18

acido (%)

B concentracién de |0 10 20

sal (%)

C temperatura del |80 100

bafio (°F)

Tabla 6.33. Resultados del experimento de bafios acidos.

Niveles del factor Conductividad Totai
(mhos/cm?)

A B C 1 2
1 1 1 0.99 0.93 1.92
1 1 2 1.15 0.99 2.14
1 2 1 0.97 0.91 1.88
1 2 2 0.87 0.86 1.73
1 3 1 0.85 0.86 1.81
1 3 2 0.91 0.85 1.76
2 1 1 1.00 1.17 2.17
2 1 2 1.12 1.13 2.25
2 2 1 0.99 1.04 2.03
2 2 2 0.96 0.98 1.94
2 3 1 0.97 0.95 1.92
2 3 2 0.94 0.99 1.93
3 1 1 1.24 1.22 2.46
3 1 2 1.12 1.15 2.27
3 2 1 1.15 0.95 2.10
3 2 2 1.11 0.95 2.06
3 3 1 1.03 1.01 2.04
3 3 2 1.12 0.96 2.08
4 1 1 1.24 1.20 2.44
4 1 2 1.32 1.24 2.56
4 2 1 1.14 1.10 2.24
4 2 2 1.20 1.19 2.39
4 3 1 1.02 1.01 2.03
4 3 2 1.02 1.00 2.02

*Las condiciones experimentaies son: 4x3x2=24
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a. Los efectos individuales y conjuntos de los tres factores
b. El modelo matematico que rige el comportamiento de los datos
c. Laidoneidad del modelo propuesto

Solucién:
a. Para probar los efectos individuales ¢ la significancia del disefio, se hace de

la sigutente manera:
1. Definir los nivele de los factores, replicas y el numero de lecturas, de la
manera siguiente:
Factor A; a=4
Factor B: b=3
Factor C: ¢c=2
Replicas: n=2
Numero de lecturas: N=48
2. Planteamiento de hipétesis nulas y alternativas, de la manera siguiente:

Hipétesis nula:

Hipotesis alternativa:
7,20 al menos una

ﬁ’j #0 al menos una

7 #0 al menos una
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(#8); =0 al menos una
(@) # al menos una
(B7) =0 al menos una
(eBy )y = 0 al menos una

3. Nivel de significancia: a=0.05
4. Calculos de suma de cuadrados:
Para los factores A, By C. Ademas, totales es:

50.17°

SS; =53.1005 - =0.6624
2 2 2 2 2
SS, = 11.24° +12.24% +13.01° +13.68°  50.17 —0.975
12
2 2 2 2
sS, = 18.21°+16.37° +15.59" _50.17° _ 0.2262
16 48
2 2 2
S8, = 25.04° +25.13° 50.17 — 0.0002
24 48
Para las interaccion AB, AC y BC, se tiene:
2 2 2 2
SS,, = 4.06°+3.61°+......... +4.05° 50.17 — 0.0289
4 48
SSAC=0.0085
SSBC=0.0042

Para la interaccion ABC se tiene:
SSapc=0.5712-0.275-0.2262-0.0289-0.00858-0.0042-0.0002=0.0282

Y para el error, se tiene:

S5S8e=0.5712-0.6624=0.0747
Para facilitar la suma de cuadrados se construye primero las siguientes
tablas 6.34.



Tablas 6.34. Resumen para determinar sumas de cuadrados

5. El analisis de varianza se muestra en la tabla 6.35

£ 2

B
1 2 3
1 4.06 3.61 357 |11.24
2 4.42 3.97 3.85 |12.24
A 3 4.73 4.16 412 |13.01
4 5 463 4.05 |13.68
18.21 463 1559  50.17
c
1 2
. 1 561 5.63 11.24
2 6.12 6.41 12.23
A 3 6.60 6.41 13.01
4 6.71 6.97 13.68
25.0 2513 50.17
B
1 2 3
1 8.99 8.25 7.80 25.04
. C 2 9.22 8.12 7.79 25.13
18.21 16.37 15.59  50.17



Tabla 6.5. Andlisis de varianza para el gjemplo 6.5

L)

Fuente de|Suma de|Grados de|Media Fo Fa
variacion | cuadrados |libertad cuadratica

A 0.275 3 0.0917 28.66 3.03
B 0.2262 2 0.1131 35.34 3.42
C 0.0002 1 0.0002 - 428
AB 0.0289 6 0.0048 1.5 2.53
AC 0.0085 3 0.0028 | —ememe- 3.03
BC 0.0042 2 0.0029 |- — 3.42
ABC 0.0282 6 0.0047 1.47 2.53
Error 0.0747 23 0.0032

Total 0.6624 47

L)

Los efectos significativos de la variabilidad del proceso del bafio electrolitico,

es!

a. La concentracion de acido sulflrico

b. La concentracion de sal

En conclusidn las hipétesis nuias que se rechazan son:

7, #0

B, #0

al menos una, y

al menos una

Con un coeficiente de determinacién de:
R*=SSpmopeLo/SST=(SSa+SSE)/SS=0.7566

Lo cual el modelo propuesto describe el 75% de la variabilidad de los datos

observados.
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b. Dado que los factores que afectan el proceso eléctrico son la
concentracion del acido suifurico y de la sal del bafio. Por lo tanto el
modelo matematico lineal que regiré el comportamiento de los datos es:

Vi = b+t + B,
Los estimadores son:
f1=1.045
2, =-0.108
£, =—0.025
£, = 0.035
t, =0.095
B, =0.093
B, =-0.022
B, =-0.075

Datos que se utilizaran para calcular los valores predichos. De la manera

siguiente:

Cuando A=1y B=1, es:
Vi =1.045-0.108 +0.093 = 1.03

En forma analoga se calcula los valores predichos. En las Tablas 6.36 se

muestra los resultados de los valores predichos:



Tabla 6.36. Resultados de los valores predichos

Niveles del factor Conductividad
(mhos/cm?)

A B C 1 2

1 1 1 1.03 1.03
1 1 2 1.03 1.03
1 2 1. 0.915 0.915
1 2 2 0.815 0.915
1 3 1 0.865 0.865
1 3 2 0.865 0.865
2 1 1 1.113 1.113
2 1 2 1.113 1.113
2 2 1 0.998 0.898
2 2 2 0.998 0.998
2 3 1 0.945 0.945
2 3 2 0.945 0.945
3 1 1 1.173 1.173
3 1 2 1.173 1.173
3 2 1 1.058 1.058
3 2 2 1.058 1.058
3 3 1 1.005 1.005
3 3 2 1.005 1.005
4 1 1 1.233 1.233
4 1 2 1.233 1.233
4 2 1 1.118 1.118
4 2 2 1.118 1.118
4 3 1 1.065 1.065
4 3 2 1.065 1.065

C.

Idoneidad del modelo:

Para ello, se calculara primero los residuos mediante la siguiente formula:

Ey = yf;ik -V

En las Tablas 6.37se muestra los resultados de los valores de los

residuos:



Tabla 6.37. Resumen de los residuos determinados

Niveles del factor Conductividad
{mhos/cm®)

A B C 1 2
1 1 1 -0.04 -0.1
1 1 2 0.12 -0.04
1 2 1 0.055 -0.005
1 2 2 -0.045 -0.055
1 3 1 -0.085 -0.005
1 3 2 0.045 -0.015
2 1 1 -0.113 0.057
2 1 2 0.007 0.017
2 2 1 -0.008 0.042
2 2 2 -0.038 -0.018
2 3 1 0.025 0.005
2 3 2 -0.005 0.045
3 1 1 0.067 0.047
3 1 2 -0.053 -0.023
3 2 1 0.092 -0.108
3 2 2 0.052 -0.108
3 3 1 0.025 0.005
3 3 2 0.115 -0.045
4 1 1 0.007 -0.033
4 1 2 0.087 0.007
4 2 1 0.022 -0.018
4 2 2 0.082 0.072
4 3 1 -0.045 -0.055
4 3 2 -0.045 -0.065

El analisis de graficos de probabilistico normal, residuos vrs. valores
predichos, residuos vrs. concentracién de acido sulftrico y residuos vrs.

concentracion de sal (estos por ser los factores que presentan en el

analisis de varianza efecto significativo). Se presentan sus graficas en las

Figuras 6.22, 6.23, 6.24 y 6.25 respectivamente a continuacion:
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Figura 6.22. Grafico en probabilistico del ejemplo 6.5
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Figura 6.23. Grafica de residuos vrs. valores predichos
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Figura 6.24. Grafica de residuos vrs. concentracion de 4cido sulfiirico.
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Figura 6.25. Grafica de residuos vrs. concentracion de sal

Segun el analisis de residuos muestra que el modelo encontrado es representativo

para la variabilidad de los datos.



Ejemplo 6.6
Un quimico realizé el siguiente experimento, por duplicado. Tal como se muestra
en la tabla 6.36.

Tabla 6.38. Resultados obtenidos del experimento realizado.

Lectura |Temperatura | Catalizador pH Rendimiento
(°C) (%) 1 2
1 - - - 60.4 62.1
2 + - - 75.4 73.1
3 - + - 61.2 59.6
4 + + - 67.3 66.7
S - - + 66.0 63.3
6 + - + 82.9 82.4
7 - + + 68.1 71.3
8 + + 75.3 77.1
Los valores altos y bajos de los tres factores son:
Nivel Temperatura Catalizador pH
(°C) (%)
- 130 1 6.8
+ 150 2 6.9
Determinar:

a. La significancia del disefio experimental

b. La idoneidad del modelo

Solucién:

a. Para la significancia del disefio, se realiza de la siguiente manera:

1. Planteamiento de hipdtesis:

Hipotesis nula:

Ho: todos los factores=0 (A, B, C)

Ho: todas la interacciones dobles=0 (ab, ac, be)

Ho: La interaccidn total=0 (abc)




Hipdtesis alternativas:

H1: Los factores#0, al menos uno

H1: Las interacciones dobles#0, al menos una

H1: La interaccion total#0

Donde:

Factor A=la temperatura

Factor B=La concentracién del catalizador

Factor C= El pH

2. Nivel de significancia: a=0.05

3. Criterio de rechazo: Fo>Fg g5 1 5, €8 decir Fo>5.32

4. Ordenamiento de datos, signos algebraicos, como se presentan en la tabla

6.37.

Tabla 6.37. Resumen de signos algebraicos y combinacion de tratamientos para un disefio

experimental 2°,

No. Factor Combinacidn Rendimiento
| A B C De Tratamiento total

1 + - - - y 122.5
2 + + - - a 148.5
3 + - + - b 120.8
4 + + + - ab 134.0
5 + - - + C 129.3
6 + + - + ac 165.3
7 + - + + bc 139.4
8 + + + + abe 162.4

Total 1112.2

5. Determinacion de los efectos, para ello se hara de la siguiente manera:

Efecto =

contraste _ contraste _ contraste

n2k—1 2 *22

8
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Para efectos principales:
A=(1/8)(a+ab+ac++abc-b-c-be-1)

=(1/8)(148.5+134+165+152.4-122.5-120.8-129.3-1 39.4)

=(1/8)(87.8)=10.9875
De manera similar para los efectos By C:

B=-2.125
C=7.575

Para las interacciones dobles:

AB=(1/8)(1+ab+c+abc-a-b-ac-bc)
=(1/8)(122.5+134+129.3+152.4-148.5-120.8-165.3-139.4)
=(1/8)(-35.8)=-4.475

De manera similar para las interacciones AC y BC

AC=1.225
BC=1.675

Para la interaccién total:

ABC=(1/8)(a+b+c+abc-1-ab-ac-bc)

=(1/8)(148.5+120.8+129.3+152.4-122.5-134-165.3-139.4)
=(1/8)(-10.2)=-1.275

8. Graficar los efectos en pro balistico normal, tal como se muestra en la tabla

6.38.

Tabla 6.38. Resumen de efectos en orden ascandente que se graficard en pro balistico normai.

No. de efecto ((Noi-0.5)/7)100 Efecto Tratamineto
1 7.14 -4.475 AB
2 21.43 -2.125 B
3 35.71 -1.275 ABC
4 50.00 1.225 AC
5 64.28 1.675 BC
6 78.57 7.575 C
7 92.86 10.9875 A
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Figura 6.25. Grafica de efectos en probabilistico normal

7. Caleular la suma de cuadrados, de la forma siguiente:

S5 (contrastef _ (contrastef
n*2° 16

La suma de cuadrados son:

8Sa=(1/8)(87.9)>=482.90

De manera similar para el resto de factores, inte(acciones doble y
interaccién triple, resultando:

S585=18.0625

S8¢=229.5225

S8as=80.1025

S8xc=6.0025

SSgc=11.2225

SSapc=6.5025

Para la suma de cuadrados totales se tiene:

2

SSrom = T Y2 ——135%: = 78169.98 — 77311.8025 = 858.1775

Para el error, es:
SSerroR=SST0TAL-SSA-SS8-SS¢c-SSas-SSac-SSec-SSasc
=858.1775-482.90-18.0625-229.5225-80.1025-6.0025-11.2225-
6.9249



i

8. Analisis de varianza, que se resume en la tabla 6.38, a continuacion.

=41.9249

Tabla 6.38. Analisis de variancia para el ejemplo 6.6

Gl

Fuente de | Sumade G.L Media de Fo Fa
variaciéon | cuadrados cuadrados
A 482.90 1 482.90 92.146  [5.32
B 18.0625 1 18.0625 3.447 5.32
C 229.5225 |1 229.5225 143.797 5.32
AB 80.1025 1 80.1025 15.285" 5.32
AC 6.0025 1 6.0025 1.145 5.32
BC 11.2225 1 11.2225 2.141 5.32
ABC 6.5025 1 6.5025 1.241 5.32
Error 41.9249 8 5.2406
Total 858.1775 |15

[P

9. Conclusién: Los factores que tienen un efecto significativo en el

rendimiento de la reaccion son: A, C y la interaccion AB (ligeramente). Con

un coeficiente de determinacién (R%=0.9235, es decir que el modelo da un

92% aproximadamente la varianza de los datos.

. Idoneidad del modelo: para ello es necesario determinar los valores ajustados

(Factores que tienen efecto significativo en las observaciones), residuos Yy

graficarlos, estas graficas, son:

1. Probabilistico normal (Figura 6.26)

Residuos vrs. Valores predichos (Figura 6.27)

2
3. Residuos vrs. niveles de temperatura (Facter A) (Figura 6.28)
4. Residuos vrs. niveles de pH (Factor C) (Figura 6.29)



Para ello se realizara de la siguiente manera:

1.  El modelo lineal es:

es decir:

A
y:y____+-—x1+5x3+

C

AB
P

y = 69.5125 +5.4937x, + 3.7875x, — 2.2375x,x,

2. Determinar los valores predichos por el modelo lineal. De la forma

siguiente:

Cuando: x;=-1, xp=-1 y x3=-1

y=57.9938

De forma similar para el resto de las combinaciones, en la tabla 6.39 se

muestra el resumen de los valores predicho por el modelo.

Tabla 6.39. Resumen de los valores predichos por el modelo para los datos del ejemplo

6.6
Lectura |Temperatura|Catalizador pH Rendimiento predicho

(°C) (%)
1 - - - 57.9938
2 + - - 73.4562
3 - + - 62.4688
4 + + - 68.9812
5 - - + 65.5688
6 + - + 81.0312
7 - + + 70.0438
8 + + 76.5562

3. Determinar los residuos (y-y), presentados en la tabla 6.40. a

continuacion:
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Tabla 6.40. Resumen de residuos

315

Lectura | Temperatura|Catalizador pH Residuos
(°C) (%) 1 2
1 - - - 2.4062 4.1062
2 + - - 1.9438 -0.3562
3 - + - -1.2688 -2.8688
4 + + - -1.6812 -2.2812
5 - - + 0.4312 -2.2688
6 + - + 1.8688 1.3688
7 - + + -1.9438 1.2562
8 + + + -1.2562 0.5438

4. Graficar los residuos, tales graficas se muestran en las figuras 6.26, 6.27,

6.28 y 6.29, a continuacion:

Probabilistico normal

Figura 6.28. Graficas de residuos en probabilistico normal
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Ejemplo 6.7

Con las observaciones del ejemplo 6.6, se desea realizar un disefio experimental

con dos bloques y comprobar el efecto de replicas y de los blogues.

Solucion:

Para realizar la significancia del disefio, se hara de la siguiente manera:

1. Como son tres factores, dos replicas; los tratamientos y los bloques quedan

de la siguiente forma:

Replica 1 Replica 2
Blogue 1 Bloque 2 Bloque 1 Bioque 2
(1)=60.4 a=75.4 (1)=62.1 a=73.1
ab=67.3 b=61.2 ab=686.7 b=59.6
ac=82.9 c=66.0 ac=82.4 c=63.3
bc=68.1 abc=75.3 bc=71.3 abc=77.1
278.7 277.9 282.5 273.1

ABC confundido.

2. Determinar la suma de cuadrados
Para los factores, interacciones dobles y total es de la misma manera que
en el ejempio 7.9.
Para replicas es de la siguiente manera:
Replica 1=556.6
Replica 2=556.6

2 2 2
ss _996.6"+556.6° 1112.2

. =0.0625
Re plicas 8 18

Para los bloques, es:

_278.7% 4. 42731 1112.22

=11.1875
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3. El andlisis de varianza se muestra en la. tabla 6.40 , a continuacién

Tabla 6.40. Andlisis de varianza para un disefio experimental 2°

confundido en dos bloques

Fuente de | Suma de G.L Media de Fo Fa

variacion | cuadrados cuadrados
Replicas 0.0625 1 0.0625 e 5.59
Blogues 11.1875 1 11.1875 2.553 5.59
A 482.90 1 482.90 110.19° 5.59
B 18.0625 1 18.0625 4,123 5.58
C 229.5225 |1 229.5225 |52.377 |5.59
AB 80.1025 1 80.1025 18.279 5.59
AC 6.0025 1 6.0025 1.37 5.59
BC 11.2225 1 11.2225 2.561 5.59
ABC 6.5025 1 6.5025 1.484 5.58
Error 30.6749 7 4.3821
Total 1858.1775 |16

Conclusidn: No existe efecto significativo debido a los bloques y replicas.
Ademés, los efectos significativos en &l rendimientos son los mismo

‘determinados en el ejemplo 6.6 y por tanto el examen de idoneidad del modelo

dara como resultados los mismo realizados en el ejemplo antes mencionado.
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~ Ejempio 6.8

Un articulo en "Solid State Technology” sobre (“‘Orthogonal Disign for Process
Optimization and its Aplication in Plasma Etching”, mayo 1987, p 127-132).
Describe la aplicacién de los disefios factoriales en el desarrollo de un proceso de
grabado en nitruro en un grabador de plasma en una sola oblea. F! proceso
emplea CzFg como gas reactante. Es posible variar el flujo de gas, la potencia
aplicada en ef catodo, la presion en la cdmara del reactor, y el espaciamiento entre
el anodo y el catodo (entrehierro). Los resuitados se presentan en la tabla 6.41.
con dos niveles para cada factor, tal como se muestra en ia tabla 6.42,

Tabia 6.41. Niveles de los factores empleados en el experimento

Factores
Niveil Entrehierro Presion Flujo de C5F; Potencia
A B C D
(cm) (mtorr) (SCCM) (W)
Bajo {-) 0.80 450 125 275
Alto (+) 1.20 550 200 325

Tabla 6.42. Resultados obtenidos expresadas en concentraciones en el grabado para el nitruro de
silicio {A®/min).

A B C D Tasa de
grabado
{A°/min)

560

- ' - 669

+ 1

604

- 650

1 ..[. + 1
§
i

- 633

642

601

+|+I+i

+[+]

+ ]+ +]
1

635

1037

1
]

749

+ 1

1052

+] 4|
1

868

+ 1

i

1075

860

1063

[}
-
[+ |+ [+ ]+]+]

+l
I
+ [+ 4]

729

+
+
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Determinar:

)
2
fen]

a. Silos efectos principales afectan significativamente en el proceso grabado

b. Un andlisis de residuos para validar el modelo

Solucion:

a. Como el disefio se ejecuto con una replica y se tiene un disefio 2*. Para el

caso se aplicard la dispersidén del principio de los efectos: esto es, los

efectos principales y las interacciones de orden menor suelen dominar el

sistema.

Aplicando el algoritmo de Yates, asi como se muestra en |a tabla 6.43.

Tabla 6.43. Algoritmo de Yates para el ejemplo 6.8

Tratamientos | Lectura 1 2 3 4 Suma de Estimacidn
cuadrados de efectos
1 550 1219 2473 4984 | 12417 |  ———-m—-- mam e
a 669 1254 2511 7433 -814 41412.25 -101.75
b 604 1275 3706 207 -13 10.5625 -1.825
ab 650 1236 3727 -1021 -60 225.00 -75
c 633 1786 164 -4 59 217.5625 7.375
ac 642 1920 43 -8 -198 2450.25 -24.75
bc 601 1935 -472 -49 -351 7700.625 -43.875
abc 635 1792 -549 -11 -128 1024 -16
d 1037 119 35 38 -2449 |374850.0625| 306.125
ad 749 45 -38 21 -1228 92249 -153.5
bd 1052 9 134 -121 -5 1.5625 -0.625
abd 868 34 -143 -77 38 90.25 8.5
cd 1075 -288 -74 -74 -17 18.0625 -2.125
acd 860 -184 25 -277 44 121 5.5
bed 1063 -215 108 ag -203 2575.5625 | -25.375
abcd 729 -334 -119 -227 -326 6642.25 -40.75

En la figura 6.30, se muestra los resultados

normal.

de los efectos en probabilistico
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Figura 6.30. Grafica de los efectos en probabilistico normal

Segun el grafico de probabilistico normai los efectos significativos son:
A (Enterhierro)
D (Potencia)
AD (Interaccion Entrehiero-Potencia)

La asuncion asumida al principio se despreciara la interaccion efectos totales
y triples, entonces el andlisis de varianza queda como se muestra en la tabla
8.44.

Tabia 6.44. Andlisis de varianza para el ejemplo 6.8

Fuente de | Suma de G.L Media de Fo Fa

variacion | cuadrados cuadrados
A 41412.25 1 41412.25 20.28 6.61
B 10.5625 1 10.5625 <1 6.61
C 217.5625 1 217.5625 <1 6.61
D 374850.0625| 1 374850.0625(183.99 6.61
AB 225 1 225 <1 6.61
AC 2450.25 1 2450.25 1.21 6.61
AD 84249 1 94249 48.79 6.61
BC 7700.625 1 7700.625 3.78 6.61
BD 1.5625 1 1.5625 <1 6.61
CcD 18.0625 1 18.0625 <q 6.61
Error 10286.0005 |5 2037.363
Total 531420.938 |15
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Conclusion: Se rechaza la hipétesis nula para los factores A, D y la
interaccion AD, ya que los efectos son significativos en el grabado por
plasma. Puesto que, A=-101.75, el efecto del aumento del entrehierro entre el
catodo y el anodo es disminuir la tasa de grabado. Sin embargo cuando se
tiene que D=306.125, significa que a potenciales mas altos incrementara la
tasa de grabado.

b. Para realizar el examen de idoneidad del modelo, se realiza de la siguiente

manera:
1. Encontrar el modelo lineal, en este caso es:
¥ =776.0625—-(101.725/ 2)x, +(306.125/ 2)x, — (153.5 / 2)x,x,
Es decir:

y = 776.0625 - 50.8625x,+153.0625x, — 76.75x,X,

2. Determinar por medio de la ecuacién lineal los valores predichos,
como se muestra en la tabla 6.45.

Tabla 6.45. Valores pr-:-;dichos para el ejemplo 6.8

A B C D Valor predicho

597.1875

+ 1

- - 648.875

597.1875

o+ ]

+ |+
1
1

- 648.875

- 597.1875

4| !

|- 648.875

597.1875

+ |0

648.875

+] 4]0
VIl
[}

1056.3125

+ 1

801.5

1056.3125

+|+|
i

+ 1

801.5

1056.3125

+

801.5

1056.3125

+|+[
+ [+ +][+]
+|+ |+ +{+]+]+]+]"

801.5
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3. Determinar el valor de los residuos, como se muestra en ia tabla
6.46.
Tabla 6.46. Resumen de los residuos para el gjemplo 6.8
A B C D Residuos
- - - - -4.7
+ - - - 20.125
- + - - 7
T T - - 1.125
- - + - 41
+ - + - -6.875
- + + - 4
+ + + - -13.875
- - - + -19.3125
» + - - + -52.5
i - + - + -4.3125
+ + - + 66.5
- - + + 18.6875
+ - + + 58.5
- + + + 6.6875
+ + + + -72.5
4. Graficas de residuos, como se muestran en las figura 6.31, 6.32,
6.33 y 6.34.
120
s0—-$

Probabilistico normal

50

Residuos

Figura 6.31. Grafica de residuo en probabilistico normal
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Figura 6.32. Grafica de residuos vrs. valor predicho
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Figura 6.33. Grafica de residuos vrs. Entrehierro
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Figura 6.34. Grafica de residuos vrs. Potencia

Ejempio 6.9

Considérese el emplec de un disefic experimental fraccional medio para el
experimento descrito en el ejemplo 6.8. Sobre el grabado con plasma. Utilizando
un 2*" con 1=ABCD, para estudiar los cuatros factores: Entrehierro (A), Presion
(B), Tasa de flujo de C;Fs (C) y potencia (D). Construyendo un disefio 2° con los
factores A, B y C, fijando D=ABC.

Determinar:
a. La significancia del modelo
b. Laidoneidad del modelo

Solucion:
a.  Para determinar la significancia del modelo se hara de la siguiente manera:
1. Determinar los seudénimos con las interacciones de tres factores, de la
siguiente manera:
A.l=A.ABCD
A=A’BCD
De manera similar:
B=ACD
C=ABD
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D=ABC
Los otros seuddnimos son:

AC=BD

AD=BC

2. Estimar los efectos principales y sus seudénimos, asiendo uso de la tabla
6.47.

Los efectos son:

0,=A+BCD= %(—550+749—1052+650—1075 +642-601+729)=—127.0

Tabla 6.47. Disefio experimental 2+ con definicion I=ABCD

A B C D=ABC Fuente de|Tasa de
variacion grabado

- - - - (1) 550

+ - - + ad 749

- + - + bd 1052

+ + - . ab 650

- - + + cd 1075

+ - + - ac 642

- + + - bc 601

+ + + + abcd 729
6048

De manera similar para las otros seuddnimos o alias:
lg=B+ACD=4.0
. =C+ABD=11.50
£p=D+ ABC = 290.51

Y para las interacciones, es:
£ =AB+CD=-10.00

£ 10 = AC +BD = —25.50



? o = AD+BC =-197.50

O por ¢l algoritmo de Yates, como se muestra en la tabla 6.48.

Tabla 6.48. Aigoritmo de Yates para el diserio factorial 2

v del ejemplo 6.9

LI

Combinacion | Respuesta | (1) (2) (3) Efecto |Estimacién
de de efecto
tratamientos 2*(3)23
(1) 550 1299 | 3001 | 6048
a(d) 749 1702 | 3047 | -764 | A+ABC 191
b(d) 1052 1717 | -203 16 B+ACD 4
ab 650 1330 | -561 -40 AB+CD -10
c(d) 1075 199 403 46 C+ABC 11.5
ac 642 -402 | -387 | -358 | AC+BD 89.5
bc 601 -433 | -601 -790 BC+AD 197.5
abc(d) 729 128 561 | 1162 | ABC+D 290.5
Los efectos principales son:
A=-127.00
D=290.51
AD=-197.50

3. Graficar los efectos en probabilistico normal, para examinar los factores
que tienen mayor efecto en el grabado en plasma. Ordenandolo de la
forma mostrada en la tabla 6.49 y graficando la frecuencia acumulada

vrs. valor de los efectos, como se muestra en la Figura 6.35.
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Tabla 6.49. Tabla resumen de los efectos principales ordenados en forma ascendente

(5]

Valor de los efectos

No. de efectos Frecuencia Efecto Tratamiento
acumulada
1 7.14 -197.5 AD
2 21.43 -127.00 A
3 35.71 -25.50 AC
4 50.0 -10.00 AB
5 64.28 4.00 B
6 78.57 11.50 C
7 92 .86 290.51 D
o oy
£ g0
5 50
[0}
S "
o 38
u 20
- 10
-300 -200 -100 0 100 200 300 400

Figura 6.35, Grafica de efectos en probabilistico normal

4. Analisis de varianza, se basara en los efectos principales, como se

muestra en la Tabla 6.50.

Tabla 6.50. Andlisis de varianza para el ejempio 6.9.

Fuente de Suma de G.L Media de Fo Fq
variacién | cuadrados cuadrados

A 32258 1 32258 73.99 6.61

D 168782.12 |1 168792.12 |387.16 6.61

AD 77618 1 77618 178.03 6.61

Error 2179.88 5 435.976

Total 280848 8
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Conclusion: Al igual que en el ejemplo 7.11, los factores significativo son los
mismoes, es decir: Entrehierro (A), Potencia (D) y la interaccion entre estos

dos factores.

La idoneidad del modelo, se procede de la siguiente manera:
1. Determinar el modelo lineal, para el caso es:

p= 756+[— 1227])(1 +[192.51Jx4 +[—127.5Jx1x4

Resolviendo se tiene:
¥y =756-63.5x,+145.255x, - 98.75x,x,

2. Determinarlos valores predichos por el modelo, los resultados obtenidos
se muestran en la tabla 6.51.

Tabla 6.51. Resumen de los valores predichos por el modelo lineal

A B C D=ABC Valores
predichos
- 575.495
- + 739.255
+ 1063.505
645.995
1063.505
- 645.995
575.495
+ 739.255

(v (4]
+ |+
1

+

+11
i

411

+|+

i+ |+ |+
]

3. Determinar los valores de los residuos, cuyos valores se muestran en la
tabia 6.52.



Tabla 6.52. Tabia resumen de los residuos para el ejemplo 6.9

A B C D=ABC Residuos

- - - - -25.495

+ - - + 9,745

- + - + -11.505

+ + - - 1.005

- - + + 11.495

+ - + - -3.895

- + + - - 25.505
+ + + -10.255

4. Realizar el examen de idoneidad, graficando:
Los residuos en probabilistico normal (Figura 6.36)
Los residuos contra los valores predichos (Figura 6.37)

a.

®;

b
C.
d

Los residuos contra los niveles de entrehierro (Figura 6.38)

Los residuos contra los niveles de potencia (Figura 6.39)

el

. //

.

Probabilistico normal
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Figura 6.36. Grafica de residuos en probabilistico normal
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Figura 6.37. Grafica de los residuos vrs. los valores predichos
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6.6 PROBLEMAS PROPUESTOS
6.1  Una fabrica de papel que emplea bolsa para comestibles, se interesa en
mejorar la resistencia a la tensién del producto. Y un ingeniero de
produccién considera que la resistencia a la tensidn es una funcién de la
concentracion de madera dura en la pulpa, y que el intervalo de
concentracion de madera dura de interés practico esta entre 5 y 20 por
ciento. Los resultados obtenidos se muestran a continuacién:
Resistencia a la tensioén del papel (Psi)
Concentracion Observacion
de madera (%) 1 2 3 4 5 6 .
5 7 8 15 11 9 10
10 12 17 13 18 19 15
15 14 18 19 17 16 18
20 19 25 22 23 18 20
Asumiendo un disefio unifactorial completamente aleatorio; determinar:
a. Si los porcentajes de concentracion de la madera dura afecta la
resistencia a la tension de las cajas de papel.
_ b. Los parametros del modelo
c. Laidoneidad dei modelo
6.2 En “Orthogonal Disign for Process Optimization and its Aplications to

Plasma Etching” (Solid State Technology, mayo de 1987), G.SYiny D. W.
Jillie. Describen un experimento para determinar el efecto de la tasa de flujo
de C2Fg sobre la uniformidad del grabado en una obleta de silicio empleado
en una manufactura de un circuito intregado. Se utilizan tres tasas de flujo
en el experimento, y la uniformidad resultante (en porcentaje) para 6
replicas se muestran enseguida.
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Flujo de Observaciones
CoFs 1 2 3 4 5 6
125 2.7 4.6 2.6 3.0 3.2 3.8
160 4.9 4.6 5.0 4.2 3.6 4.2
200 4.6 3.4 2.9 3.5 4.1 5.1
Determinar:
a. Sila tasa de fiujo de C.F; afecta la uniformidad del grabado
b. Los parametros del modelo
¢. Laidoneidad del modelo
6.3 Una compaiia de manufactura textil produce una fibra en un gran numero
de telares. La compania esta interesada en la variabilidad de la resistencia
a la tensién entre los telares. Para investigar esto, un ingeniero de
manufactura selecciona cuatro telares al azar y realiza cuatro
determinaciones de resistencia en muestras de fibras elegidas al azar en
cada telar. Los datos se muestran a continuacion:
Telar Observaciones
1 2 3 4
1 98 97 99 096
2 91 80 93 g2
3 o6 95 97 95
4 95 06 99 98
Determinar:

a. Si no difieren significativamente en su capacidad para producir fibra
resistente uniforme. '

b. La variabilidad entre telares y sus estimaciones

c. ldoneidad del modelo
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Un fabricante supone que existe diferencia en el contenido de caicio en
lotes de materia prima que le son suministrado por un proveedor.
Actualmente hay una gran cantidad de lotes en la bodega. Cinco de estos
son elegidos aleatoriamente. Un quimico realiza cinco prueba sobre cada
lote y obtiene los siguierites resultados:

Lote 1 Lote 2 Lote 3 Lote 4 Lote 5

23.46 23.59 23.51 23.28 23.29

23.48 23.46 23.64 23.40 23.46

23.56 23.42 23.46 23.37 23.37

23.39 23.49 23.52 23.46 23.32

23.40 23.50 23.49 23.39 23.38

6.5

Determinar:
a. Si hay variacion significativa en el contenido de calcio de un lote a
otro
b. Estime los componentes de variancia del modelo
c. Laidoneidad del modelo

Se efectud un experimento para determinar el efecto de cuatro diferentes
compuestos quimicos en ia resistencia de una fibra. Estos compuestos se
emplearon como parte del proceso de acabado de planchado. permanente.
Se seleccionaron cinco muestras de fibra, y un diseno de bloque aleatorio
se efectud pfobando cada tipo de compuesto quimico &n orden aleatorio en
cada muestra de fibra. Obteniendo los siguientes resultados:

Tipo de
compuesto Muestra de fibra

quimico 1 2 3 4 5
1 1.3 1.6 0.5 1.2 1.1
2 2.2 2.4 0.4 2.0 1.8
3 1.8 1.7 0.6 1.5 1.3
4 3.9 4.4 2.0 4.1 3.4

Determinar:



)
a. Si el efecto de los compuestos quimicos es significativo.
b. Estimar los parametros
¢. Analisis de residuos y la idoneidad del modelo
6.6 Un técnico de laboratorio mide la resistencia a [a ruptura de cada una de
cinco clase de hilos por medio de cuatro instrumentos diferentes y obtiene
los siguientes resultados (en onzas).
Hilo Instrumento de medicion
1 2 3 4
1 20.6 20.7 20.0 21.4
» 2 24.7 26.5 27.1 24.3
3 25.2 23.4 21.6 23.9
4 24.5 21.5 23.6 25.2
5 19.3 21.5 22.2 20.6
Determinar:
a. Sitiene una variabilidad significativa el tipo de hilo. Ademas si el
efecto de las maquinas de prueba es significativa.
b. Estimar los parametros
¢. Laidoneidad del modelo
6.7 Se estan probando cuatro diferentes formulas de un pegamento industrial.
* La resistencia a la tensién del pegamento también esta relacionada con el

espesor de la capa de adherente. Cinco observaciones de ia resistencia (X}
en libras y el espesor (Y) en centésimas de pulgadas, se obtuvieron de
cada formula. Los resultados se muestran en la siguiente tabla. Analicelos y

exprese las conclusiones apropiadas.

-
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Formula de pegamento
1 2 3 4
Y X Y X Y X Y X
46.5 13 48.7 12 46.3 15 447 16
45.9 14 49.0 10 47 .1 14 43.0 15
49.8 12 50.1 11 48.9 11 51.0 10
46.1 12 48.5 12 48.2 11 48.1 12
44.3 14 45.2 14 50.3 10 48.6 11
6.8 Se usan tres maquinas distintas para prdducir fibras monofilamentosa para
una compaiiia textil. El ingeniero de proceso esta interesado en determinar
si existe diferencia en la resistencia a la ruptura de la fibra producida por las
tres maquinas. Sin embargo, la resistencia de una fibra depende del grosor
de la misma, siendo generalmente mas resistentes las fibras de mayor
grosor. Se selecciona una muestra aleatoria de cinco fragmentos por cada
magquina. La resistencia de cada fibra (Y) y el grosor (X) correspondientes,
se presentan a continuacién:
Maquina 1 Maquina 2 Maquina 3
Y X Y X Y X
36 20 40 22 35 21
41 25 48 28 37 23
39 24 39 22 42 26
42 25 45 30 34 21
49 32 44 28 32 15
6.9 Se estan investigando los efectos sobre la resistencia de papel del

porcentaje de concentracién de madera dura en la pulpa cruda, la limpieza,
y el tiempo de cocido de la pulpa. Analizar los datos haciendo uso de la
significancia del modelo y de la idoneidad del modelo. Los resultados
obtenidos se muestran en la siguiente tabla, suponiendo que los tres
factores son fijos.
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% de Tiempo de cocido de 1.5 horas | Tiempo de cocido de2.0 horas
concentracion Limpieza Limpieza
delamadera| 400 500 650 400 500 650

10 96.6 97.7 99.4 98.4 99.6 100.6
96.0 96.0 99.8 98.6 100.4 100.9
15 98.5 96.0 98.4 97.5 98.7 99.6
97.2 96.9 97.6 98.1 98.0 99.0
20 97.5 95.6 97.4 97.6 97.0 98.5
96.6 96.2 98.1 08.4 97.8 99.5

68.10 Un ingeniero sospecha que el acabado superficial de una pieza metdlica es

afectado por el tipo de pintura utilizado y el tiempos de secado. Selecciona

tres tipos de secado: 20, 25 y 30 minutos. Y elige al azar dos tipos de

pintura de varios de los que dispone. El ingeniero realiza un experimento y

obtiene los datos que se muestran adelante. Analice los datos y extraiga

conclusiones. Estime las componentes de la varianza.

Pintura Tiempo de secado (min)
20 25 30
1 74 73 78
64 61 85
50 44 92
2 92 98 66
86 73 45
68 88 85

6.11 Se desea determinar los efectos de la temperatura del gas y el ancho del

horno sobre el tiempo requerido para fabricar coque. Las condiciones

experimentales son:

Ancho del horno (pulgadas)

Temperatura del gas (°F)

4 1600
4 1900
8 1600
8 1900
12 1600
12 1800




it

7

Los resultados se presentan en la siguientes tabla por triplicado

L2

Factor A Factor B Replicas
Ancho del Temperatura 1 2 3
horno del gas

4 1600 3.5 3.0 2.7
4 1900 2.2 2.3 2.4
8 1600 7.1 6.9 7.5
8 1800 5.2 4.6 6.8
12 1600 10.8 10.6 11.0
12 1900 7.6 7.1 7.3
Determinar:

a. El analisis de varianza tomando los datos como efecto fijo, aleatorias

y fijando el factor a y el factor b aleatorio

b. La significacién de los efectos para un nivel de significacion del 0.05

c. ldoneidad del modelo

6.12 son los Para determinar las condiciones optimas para un bario

galvanoplastico, los efectos de la concentracidn de sulfuro y de Ila

temperatura del bafio sobre la reflectividad del metal revestido se estudian

en un experimento factorial 2x5 los resultados de tres replicas siguientes:

Concentracion | Temperatura Reflectividad
(gramos/Its) (°F) 1 2 3
5 75 35 39 36
5 100 31 37 36
5 125 30 31 33
5 150 28 20 23
5 175 19 18 22
10 75 38 46 41
10 10 36 44 39
10 125 39 32 38
10 150 35 47 40
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6.13

Analice y determine ia condicién o condiciones del bafio que produce la
maxima capacidad de reflexién. También, construya un intervalo de
confianza: de 95 por ciento para la capacidad de reflexion del bano
galvanoplastico correspondiente de las condiciones optimas.

Durante la elaboracién de la cerveza, se afiade a este un ingrediente
retardador del deterioro. Para determinar en que medida se prolonga la vida
util de la cerveza es afectado por la cantidad de este ingrediente agregado
a cada lote, y como tales cambios de la vida atil podrian depender de la
temperatura de pasteurizacion de la cerveza, se disefio un experimento
factorial 3x4 con dos replicas. La vida util de la cerveza (semanas) se

presenta a continuacion:

Cantidad de Temperatura de Vida (til (semanas)
ingrediente pasteurizacion Repiica 1 Replica 2
{(grilote) (°C)

2 70 2.1 1.6
2 75 2.6 1.9
2 80 2.9 2.4
3 70 1.4 1.7
3 75 1.9 2.2
3 80 - 2.3 2.7
4 70 - 0.5 0.9
4 75 1.2 0.8
4 80 1.7 1.4
5 70 1.0 1.6
5 75 2.2 1.3
5 80 23 2.1

a. Calcule las sumas de cuadrados correspondientes a losefectos
principales y la interaccidn, y presente los resultados en una tabla de
analisis de varianza. _

b. Interprete los resultados del experimento
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¢. Compruebe la idoneidad del modelo.

6.14 En el departamento de contro! de calidad de una planta de acabado de tela
se esta estudiando el efecto de diversos factores sobre el tefiido de la tela
de algododn y fibra sintética, la cual se utiliza en la manufactura de camisas
para caballero. Se seleccionaron tres operadores, tres niveles de tiempo y
dos niveles de temperatura, y se tifieron tres pequefas muestras de tela
dentro de cada conjunto de condiciones. La tela tefiida fue comparada con
un estandar y se le asigné una calificacién numérica. Los resultados se
muestran a continuacién. Analice los resultados obtenidos y realice las
recomendaciones adecuadas. Comente sobre la idoneidad del modelo.

Tiempo Temperatura
de ciclo 300 °C 350 °C
(minutos) Operario Operario
1 2 3 1 2 3
40 23 27 31 24 38 34
24 28 32 23 36 36
25 26 29 28 35 39
50 36 34 33 37 34 34
35 338 34 39 38 36
36 39 35 35 36 31
60 28 35 26 26 36 28
24 35 27 29 37 26
27 34 25 25 34 24

6.15 Se piensa que cuatro factores posiblemente afecten el sabpr de un refresco:
el tipo de saborizante (A), proporcion entre jarabe y agua (B), el nivel de
carbonatazacién (C) y la temperatura (D), Cada factor puede ejecutarse en
dos niveles produciendo un disefio 2*. En cada ejecucién en el disefio se
dan muestras de la bebida a un grupo de prueba compuesto de 20

personas. Cada una de ellos asigna una calificacién de 1 a 10 al refresco.
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La calificacidn total es la variable de repuesta, y el objetivo es encontrar una
formulacion que maximice la calificacion total. Se ejecutan dos replicas de
este disefio, y los resultados se presentan aqui. Analice los datos y extraiga
conclusiones. Y compruebe la idoneidad del modelo.

‘I'.'

Combinacion Replicas Combinacion Replicas
de tratamientos 1 2 de tratamientos 1 2

(1) 180 193 d 198 195

a 174 178 ad 172 176

b 181 185 bd 187 183
ab 183 180 abd 185 186

[ 177 178 : cd 198 190
ac 181 180 acd 179 175
bc 188 182 bed 187 184
abc 173 170 abcd 180 180

6.16 Para determinar el efecto sobre el gusto de tres factores diferentes en ia
fabricacion de latas para gaseosas se efectud un experimento en el que el
sabor de una gaseosa fue calificada por un juez con base en una escala del

1 al 10. los resuitados fueron los siguientes:

A B C Calificacién
Lubricante Calor Resina 1 2
Fresco Sin calentar A 8 8
Fresco Sin calentar B 8 7
Fresco Calentado A 9 9
Fresco Calentado B 1 2
Viejo Sin calentar A 8 7
Viejo Sin calentar B 6 8
Viejo Calentado A 9 8
Viejo Calentado B 2 3
Desarrollar:

a. El analisis de varianza y concluya sobre los resultados obtenidos

b. Concluir sobre la idoneidad del modelo



6.17 Un ingeniero quimico, para estudiar una reaccion realizd un factorial 2%y

b

6.18

R g

6.19

{

obtuvo los siguientes resultados, mostrados a continuacién:

Experimento | Temperatura | Concentracion | Velocidad de| Produccion
elemental (°C) (%) agitacion (%)
(rpm)
1 50 6 60 54
2 60 6 60 57
3 50 10 60 69
4 60 10 60 70
5 50 6 100 55
6 60 6 100 54
7 50 10 100 80
8 60 10 100 81
Determinar:

a. La significancia del modelo y concluya sobre ello
b. La idoneidad def modelo y concluya sobre ello

De acuerdo a los resultados presentados en los problemas 6.15, 6.16 y
6.17, desarroile un arreglo para un modelo experimental 2% confundido para

dos y cuatro bloques, y determinar:

Determinar:

a. La significancia del modelo y comparar y concluir sobre los

resultados obtenidos.

b. Laidoneidad del modelo y hacer conclusiones de ello

De acuerdo a los resultados presentados en los problemas 6.15, 6.16 y

6.17, desarrolle un arreglo para un modelo experimental 2! y determinar:
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a. La significancia del modelo y comparar y concluir sobre los
resultados obtenidos.

b. Laidoneidad del modeio y hacer conclusiones de ello
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CAPITULO 7
METODOS Y DISENOS DE SUPERFICIES DE REPUESTAS

La metodologia de superficie de respuestas, (MSR é RSM, por sus siglas en
inglés) es un conjunto de técnicas estadisticas-matematicas Utiles para modelary
analizar problemas en las cuales una respuesta de interés e influenciada por

varias variables, y el objetivo es optimizar esta respuesta.

Por ejemplo: un ingeniero quimico desea determinar los niveles de temperatura
(x1) y presion (x2) que maximizan el rendimiento (y) de una reaccién quimica que
OCurre en un proceso a gran escala, laboratorio 6 planta piloto. O, un ingenijero en
Alimentos desea determinar los niveles de temperatura (x4) y contenido de
humedad (x;) que minimice la oxidacion (y) de un producto alimenticio 6 su vida

util, para ello se dice que;
y=Ffx,x,)+e 7.1

Donde ¢ representa el ruido 6 error observado en la respuesta (y). Si la respuesta
se denota por E(y)=f(x1,x2)=n, entonces la superficie de respuesta se representa

por:
7= (X, x,) 7.2
ta cual se denomina superficie de respuesta.

Estas técnicas se utilizan en las areas de ingenieria quimica y areas afines, con el

objeto de responder a interrogantes de varios tipos, tales:

1. ¢CoOmo, en una regidon un conjunto de variables afectan a la

variable respuesta?.
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2. ¢ Qué niveles, si que existen algunos, de las variables de control,
permitirdn obtener una respuesta deseada?.

3. ¢ Qué valores de las variables de control produciran un maximo ¢
minimice en una respuesta y como es la superficie en las
inmediaciones de este maximo é minimo?.

En ia mayoria de los problemas de RSM, ta forma de la relacion entre la respuesta
y variables independientes se desconoce. Por ello, el primer paso en la RSM
consiste en determinar una aproximacion apropiada a la relacién funcional real
entre (y) y el conjunto de variables independientes. Por lo general se emplea un
polinomio de orden baje sobre alguna regién de las variables independientes. Sila
respuesta es descrita adecuadamente por una funcién lineal de las variables
independientes, la funcion aproximada es el modelo de primer orden, se tiene:

V= B+ X+ PoXg Fannn. + B X, 7.3

Si existe una regién de la RSM que satisfaga este modelo, se debe usar un
polinomio de orden mayor, por ejempio uno de segundo orden, como el siguiente:

k n

K K
37=ﬂg+z1ﬂ,-X,-+Z;,ﬁ,jx,'2+22ﬂjxij+g 7.4

=1 j=1

Esto, cuando existe curvatura en el sistema. Casi todos los problemas de RSM
utilizan uno 6 ambos polinomios de aproximacion. Por supuesto, es improbable
que un modelo polinomial sea una aproximacion razonable de ia relacion entre las
variables reales. Mas sin embargo, se aproximan muy bien para intervaios o

niveles de la variables pequefas.

En el capitulo 5, se describe la determinacién de los parametros de los
coeficientes de estos polinomios, mediante el método de los minimos cuadrados.
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Tal analisis de regresion sera aproximadamente reproducido el comportamiento
real del sistema. También, la estimacién de los pardmetros del modelo polinomial
se hace efectivo si se utilizan los disefios de experimentos apropiados para la
recopilacién de datos. Estos modelos determinados a partir del disefio de

experimento se ilustrd en ei Capitulo 6.

{a RSM es una técnica secuencial. Y a menudo, cuando se considera un punto 6
regién sobre la superficie de respuesta alejado del 6ptimo, el polinomio de primer
orden es apropiado, porque existe poca curvatura en el sistema. Lo cual consiste
en guiar al experimentador rapida y eficazmente a los alrededores del punto
optimo. Una vez que se encuentra proximo a la regién del punto optimo, puede
aplicarse un modelo de orden mayor (mas elaborado) 6 de segundo orden, y
determinar e! punto optimo. La cual puede ser:

a. Respuesta maxima: ascenso de una loma
b. Respuesta minima: descenso al valle

Las representaciones graficas que genera este tipo de anélisis son: grafica de
superficie de respuestas y sus contornos de esta superficie, como se muestran las
Figuras 7.1y 7.2.

7.1 METODOS PARA DETERMINAR LA COMBINACION OPTIMA DEL
SISTEMA

El objetivo es establecer un programa experimental para determinar los niveles de
los factores que afectan a la variable respuesta (y) la hacen maxima ¢ minima
(6ptima). Por ejemplo: los niveles que hacen méxima la conversion 6 rendimiento
de una reaccidn quimica 6 los niveles de los factores que hacen minima el
deterioro de un alimento. La cual la respuesta puede ser una cantidad real de la
respuesta 6 una medida de calidad é evolucion de la misma.
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Figura 7.1. Superficie de respuesta tridimensional en la que se observa la variable
respuesta(n) en funcién de X; y X..
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Figura 7.2. Grafica de contornos de una superficie de respuesta
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Ademas, de localizar los niveles de los factores que maximizan é minimizan (y), es

valioso visualizar como varia (y) en los alrededores del dptimo, cuando estes

niveles de los factores se cambian de su valor éptimo. Y esto es valioso, por varias

razones:

La aplicacion a gran escala de los resultados puede ser no factible
establecer las condiciones exactamente a su nivel éptimo. Y alguna
combinacién de los niveles diferentes del optimo puede ser mas
econémica de mantener.

A menudo, mas de una caracteristica de la variable respuesta es
importante. Un cambio de un factor, alejandose del éptimo, puede ser
preferible a causa de su efecto sobre una de estas otras caracteristicas.
La forma de la superficie de respuesta cerca del 6ptimo puede dar
indicacion de la naturaleza del fenédmeno estudiado.

La superficie de respuesta puede carecer de un maximo é de un minimo
en la regién de experimenfacién ( o en ia regién en la cual el proceso se
lleve a cabo en la practica).

Para determinar un punto 6ptimo se requiere cominmente de una serie de

técnicas que secuencialmente se puede lograr. Entre los métodos mas usados se

pueden mencionar:

Método del factor comUn

Método de la maxima pendiente
Ajuste de disefios factoriales
Seleccion al azar de puntos de prueba.

Para objeto dei desarrollo del presente trabajo, se aplicara ios métodos 2y 3.
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7.2 METODO DE LA MAXIMA PENDIENTE

Se asume que las estimaciones iniciales de operacién 6ptima para un sistema
estara alejada del optimo real. El objetivo es, moverse en forma analitica a las
cercanias ¢ entorno del optimo. Para ello es necesario suponer un modelo de
primer orden, la cual es adecuado a la superficie real en regiones pequenas de las
X (alejado del punto estacionario es decir del 6ptimo). Para ello, es necesario
recurrir a ios métodos planteados e ilustrados en el Capitulo 5.

El método de maxima pendiente con ascenso o descenso es un procedimiento
para recorrer secuencialmente a través de la trayectoria de la maxima pendiente,
es decir, la direccion donde muestra el modelo maxima pendiente o incremento de
la variable respuesta. Las curvas a nivel de y consta de una serie de rectas
paralelas, siendo la direccidn paralela a la normai de la superficie de respuesta
ajustada (Figura 7.3). En forma general, la trayectoria de méaxima pendiente en
ascenso se toma como la recta que atraviesa el centro de la regién de interés y es
normal a la superficie ajustada.

[N

Reguin de la supe-ficie Traye<tonia Jde mdas:ma peadiente ¢n gsfenso
("t. Tesprucsiy e promer
‘Ifdt M djustada

/ ¥ = 50

y= 10 %2

Figura 7.3. Superficie de respuesta de primer orden y trayectoria de maxima pendiente en
ascenso
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Para desarroliar este método, este consta de dos partes:

1. Disefos con modelos lineales 6 de primer orden
‘2. Disefios no lineales, generalmente de segundo orden (cuadraticos)

7.2.1 DISENOS DE PRIMER ORDEN

El objeto de proponer un disefio lineal, se debe que los niveles lejanos del punto
optimo, es descrito adecuadamente por un modelo lineal. Ya que por lo general,
tiene un comportamiento lineal. Los parametros de este modelo lineal propuesto,

puede determinarse por:

1. Regresién lineal miltiple (método de los minimos cuadrados)
2. El modelo lineal de los disefios experimentales factoriales (2% y
fraccionarios), generalmente para investigaciones expioratorias

Los disefios proporcionados en la Tabla 8.1, el experimentador puede juzgar sobre
si la ecuacion que rige el modelo lineal se ajusta adecuadamente, ya que tiene el
valor de la variancia del error experimental a su disposicion.

Tabla 7.1. Algunos disefios Utiles factoriales 2% para ajustar ecuaciones lineales

Nimero de Tamano de Fraccién de una Nidmero de G.L
factores expéerimento repeticién para la “falta de
(unidades) ajuste”
3 8 1 4
4 8 12 3
5 8 Ya 2
5 16 Y2 10
6 8 1/8 1
6 16 Va
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7.2.2 DISENOS DE SEGUNDO ORDEN

Generalmente debido a la curvatura de la superficie real, el investigador requiere
de un modelo de grado mayor o igual a 2, para aproximar [a respuesta cuando se
encuentra relativamente cercana al éptimo. En la mayoria de los casos, el modelo

de segundo orden es la ecuacion 8.4
k n

ﬂ7=ﬂo+éﬁf"f +iﬁr}'xiz +2 2 BiXiX;j+€

jut jot

Con este modelo, el fin es encontrar el conjunto éptimo de trabajo para las X y
caracterizar la naturaleza de la superficie de respuesta. Para estimar los
coeficientes de regresion para este modelo, cada variable X debe tomara cuando

menos tres diferentes niveles.

7.2.21 Localizaciéon del Punto Estacionario
La respuesta se maximiza cuando las derivadas parciales de la respuesta
predicha con respecto a X; es igual a cero, es decir:

o _o _ _9% 7.5
ax, 08x, X, :
Es decir, X1.0, X2,0, -+---- , Xc 0 12 cual se denota:

1. Respuesta méaxima
2. Respuesta minima
3. Punto de silla

Estas tres posibilidades se muestran en la Figura 7.4

Puede obtenerse usando la notacién matricial para el modelo de segundo orden,

como sigue:



7

Ls
n
=2

y =B+ xb+xpx 7.6

2
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(a) &)

Xy
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Figura 7.4. Puntos estacionarios en una superficie de respuesta de segundo orden ajustada.
(a) respuesta maxima, (b) respuesta minima, (c) punto de silla

donde:
™ B B Pl2 Pul2}
ﬂi- . e
c=[ b § S /2I87
-_— J . "
Pt
|| )
X!
i By B

Para el valor predicho en el punto estacionario, es:
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1 .
y = BO +—'é Xob 7.8

donde: x, = —%ﬂ"b

7.2.2.2 Caracterizacion de la Superficie de Respuesta.

Por caracterizar se entiende, determinar:
Punto de respuesta maxima

2. Punto de respuesta minima
3. Punto de silla
4. La sensibilidad relativa de ia respuesta a las variables x.

La forma conveniente consiste en examinar la grafica de los contornos del modelo
ajustado. Para elio, se debe transformar el modeio a un sistema de coordenadas
con origen en el punto éstacionario x, y rotar (girar) los ejes del sistema hasta que
sean paralelas a los ejes principales de la superficie de respuesta ajustada. Esto,
es posible demostrar el modelo ajustado por:

V=P + AWE+ AWZ 4+ AW 7.9
donde: W  Son variables independientes transformadas
A Son constantes (valores propios) llamadas raices

caracteristicas autovalores 0 eigen valores.
Esta forma del modelo ajustado, es llamada forma candnica del modelo. A
menudo puede ser necesario determinar la relacién entre las variables candnicas
(W) y las del disefio (x;). Esto es, para cuando es imposible operar el proceso a
gran escala en el punto estacionario, debido que la operacion de los niveles
éptimo de los factores cuesta demasiado. Entonces se desea alejarse del 6ptimo a
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un menor costo y sin sacrificar demasiado el rendimiento. En general X se

relaciona con las variables canénicas (W) mediante la siguiente relacién:
W =M(x-x,) 7.10

donde: M:  Es la matriz (kxk) ortogonal, entonces m; es la i-eésima columna de M,

es decir:

(B-Al)m =0 7.11

K
donde: >m; =1

i=1

En general la naturaleza de la superficie de respuesta puede determinarse a partir
del punto estacionario a partir de los signos y magnitudes de las A;, nos dice para
un modelo de segundo orden, lo siguiente:

1. Sitodas las A; son positivas, xo es un punto de respuesta minima.
2. Sitodas las A; son negativas, X €s un punto de respuesta maxima

3. Silas A; son de distintos signos, xg es un punto de silla.
7.3 SISTEMAS DE LOMAS
A menudo se encuentran variaciones de las superficies de respuestas méaxima,

minima y punto de silla puras, que se consideran en la seccién anterior.
Considérese el modelo de segundo grado presentado en la Ecuacién 8.9:

Y= Yo+ AWE + AW + .+ AWE

Se debe considerar:



.

i

1. Una de las A; es muy pequefia, por o tanto es insignificante el efecto que
ocasiona a la variable respuesta.
2. El modelo de segundo grado queda representado por ias A; que resuiten

con magnitud significativa.

Entonces, si As=0, su valor es cercano a cero, el modelo de segundo grado se

reduce a la siguiente expresién:
V=P, + AW+ + A W2 7.12

Las superficies de respuesta que resultan por este modelo ajustado, pueden ser:
1. Sistema de loma estacionario: Es cuando el verdadero valor del punto
Sptimo esta en cualquier lugar de la regién de la superficie de respuesta.
2. Sistema de lomas ascendente: Este tipo de sistema de lomas no es
posible hacer inferencia acerca de la superficie verdadera 6 el punto
estacionario. Dado que x, esta fuera de la regidén donde se ha ajustado el

modelo

L a distancia al punto estacionario desde el centro del disefio, es:

d=[ﬁx,?nj% 7.13

donde: Xio, 1=1,2, cuenn. K

Para lomas ascendentes (d) suele ser mayor que la unidad. El mejor método es,
continuar [a exploracién a lo largo de la direccion éptima. En estos casos, suele
ser (til otra forma candnica, como se muestra a continuacion:
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V=B +OW, +O W, + ...+ O W, + AWZ+ AWE 4.+ A W? 714
=B +WO+WAW
donde: 8=Mb
A= Diagonal (Aq, Ap, ....... , Ax) que determina el tipo de superficie
ajustada
©'= Miden las pendientes de la superficie en el origen inicial x=0, en
las direcciones de los ejes rotados (Wi, W, ....... » W)
7.4 DISENOS EXPERIMENTALES PARA AJUSTAR SUPERFICIE DE
RESPUESTAS.
L
El ajuste y andlisis de superficie de respuesta se facilitan en gran medida con la
eleccion apropiada de un disefio experimental. Cuando se seleccionan una RSM,
algunas de las caracteristicas de un disefio deseable, son;
1. Proporciona una distribucién razonable de puntos de datos (y por tanto
informacién) en toda la region de interés.
2. Permite investigar la idoneidad del modelo, incluyendo la falta de ajuste.
3. Permite realizar experimentos de bloques.
4. Permite la construccion secuencial de disefios de orden superior.
5. Proporciona una estimacion de error interna.
o 6. No requiere un ndmero grande de corridas.
7. No requiere demasiados niveles de las variables independientes.
8. Asegura simplicidad de los calculos de los parametros del modelo.

7.4.1 DISENOS PARA AJUSTAR EL MODELO DE PRIMER ORDEN.
El modelo de primer orden, es:

V=B +3 Bx +e ' 7.15

i=1

=
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La cual solo se considera los efectos puros de las variables que intervienen en el
experimento y la suma de productos cruzados o interacciones entre los factores se
consideran igual a cero. Esta clase de disefios ortogonales de primer orden

incluyen disefios, como:

Factoriales 2¥.

2. Fraccionales de la serie 2, donde los efectos principales no son alias
entre si.

3. Factoriales 2% con adicién de puntos centrales.

Disenos simples.

7.4.2 DISENOS PARA AJUSTAR EL MODELO DE SEGUNDO ORDEN

un disefio experimental para ajustar un modelo de segundo orden debe tener por
o fnenos tres niveles cada factor. Existen muchos modelos que podrian
emplearse para ajustar un modelo de segundo orden. Para un modelo de primer
orden, la ortogonalidad es el principal propiedad del disefio 6ptimo ya que
minimiza la variancia de la respuesta predicha.

L os modelos de primer orden con puntos centrales son disefios experimentales
que son rotables 6 girables si la variancia de [a respuesta predicha ¥ en algin
punto de (x) es funcién solo de la distancia al punto desde el centro del disefio y
no en funcién de la direccidon. Ademéas, un disefio con esta propiedad dejara sin
cambio la variancia de ¥ cuando el disefic se haga alrededor del centro; e aqui ef

nombre de disefo rotable.

La rotabilidad es una propiedad muy importante en la eleccion de un disefio de
superficie de respuesta. Dado que la finalidad de la RSM es la optimizacién y se
desconoce la localizacion del 6ptimo antes de realizar el experimento. Obsérvese
que todos los disefios ortogonales de primer orden es rotable. En las Figura 7.5 se

muestran las graficas para disefios de compuestos centrales para k=2 y k=3.
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Ademas, en la tabla 7.2 se presentan un resumen de disefios de primer orden 2%y
fraccionarios de compuestos centrales girables ortogonales y de precision
uniforme.

Ademas, existen otros disenos, entre ellos se tiene:

1. disefio compuesto central en las caras: los puntos axiales se encuentran
en el centro de la caras del cubo (k=3) y no son rotables, este disefio se
muestra en la Figura 7.6.

2. Disefios de tres variables de Box-Behnken: Asi, como se muestra en la
Figura 7.7. Su disefio se muestra en la Tabla 7.3 y son casi rotables.
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Figura 7.5. Disefios compuestos centrales para k=2 y k=3
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7.5 FORMACION DE BLOQUES EN DISENOS DE SUPERFICIE DE
RESPUESTA

Los disefios de superficie de respuesta, con frecuencia se hace necesario
considerar las formaciones de bloques a fin de eliminar efectos inconvenientes 6
no manejables. Por ejemplo: no se puede reproducir un experimento en el cual
secuencialmente se disefia un experimento de segundo orden después de
realizarse el ensayo de un modelo de primer orden. Esto es, puede transcurrir un
tiem po considerable entre la corrida de los experimentos de segundo orden, puede
ser, que durante ese tiempo las condiciones de pruebas cambien. Con esto, se
justifica la formacion de bloques para corregir este posible efecto.

Tabla 7.2. Resumen de disefios compuestos centrales girables y de precision uniforme.

5 6 7 8
k 2 3 4 S Y2 rep 6 Yerep | Yarep | Yarep
0 4 8 16 32 18 64 32 64 128
Puntos
axiales 4 6 8 10 10 12 12 14 16
MNa
Ng . .
P.U) 5 6 7 10 8 15 o 14 20
Ng
8 9 12 17 10 24 15 22 33
{ortg)
N .
P.U) 13 ‘20 31 52 32. 91 53 92 164
(O:g) 16 23 36 59 3 | 100 | 59 | 100 | 177
a 1414 1 1682 | 2.000 | 2.378 | 2.000 | 2.828 | 2.378 | 2.828 | 2.364
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Tabia 7.3. Disefio de Box-Behnken de tres variables.
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Corrida ) ¢ Xz X3
1 -1 -1 0
2 -1 1 0
3 1 -1 0
4 1 1 0
5 -1 0 -1
6 -1 0 1
7 1 0 -1
8 1 0 1
9 0 -1 -1
10 0 -1 1
1% 0 1 -1
12 0] 1 1
13 0 0 0
14 0 0 0
15 0 0 0

.
.—, |
] 1
i f
{ |
>~ -~ ..+ni!...0
v !
i
J5/ S . — 5| ¥
f\\ ¢

Figura 7.6, Disefio compuesto centrado en las caras para k=3
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Figura 7.7. Disefio de Box-Behnken para tres factares

Para dividir en blogues ortogonales un disefio de segundo es necesario satisfacer

dos condiciones. Cuando n, observaciones en el b-ésimo bloque, las dos

condiciones son:

1.

Cada bloque debe ser un disefio ortogonal de primer orden, es decir:

i#j=12...,Kk paratodab 7.18

X ¥ Xju SOn los niveles para la variable i-ésima y j-ésima
corrida del experimento con xg,=1 para toda u

De la suma total de cuadrados para cada variable, la fraccién por cada

blogue debe ser igual a la fraccion de las observaciones totales que

ocurre en &l bloque; esto es:

Ny

*—=-2 j=12....k para foda b 7.17
>xp N

u=1

donde: N es el nimero de corridas en el disefio
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Para un disefio compuesto central siempre se puede construir por un modelo de
primer orden ortogonal, quedando por primera condicién: para el bloque 1: ny
puntos factoriales mas ng puntos centrales, v el segundo consistira: en n;=2*k
puntos axiales mas ng puntos centrales. Para la segunda condicién, da como

resuitado:

2
> Xiy
u — na +nca

n 7.18
L .2 n.+n

inu ! o

u

la division ortogonal se determina por la relacion siguiente:

17
| el 0, ) [ 715
2(nf +ncf)
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7.6 EJEMPLOS DEL CAPITULO

EJEMPLO 7.1

Una ingeniera quimica esta interesada en determinar las condiciones de operacion
que maximizan el rendimiento de una reaccion. Dos variables controlables influyen
en este rendimiento: el tiempo y la temperatura de reaccion. Actualmente eila
opera el proceso con un tiempo cerca de 35 min y una temperatura de 155 °F.
Esto produce un rendimiento de cerca de 40%. Ya que es poco probable que esta
regién que esta regién contenga el optimo decide ajustar un modelo de primer
orden, aplicando el método de la maxima pendiente. Ademas elige la regién de
exploracion para ajustar el modelo de primer orden de (30, 40) minutos de
reaccion y (150, 160 °F). Para simplificar los calculos, las variables independientes
se codifican al intervalo (-1, 1); quedando las variables codificadas de la siguiente

manera (Montgomery, 1991):

Para la variable natural tiempo es:
5

X, =

y, para la variable natural temperatura es:

5
Los datos obtenidos del proceso por la ingeniera se muestran en la Tabla 7.4 a
continuacién:
Solucién:

Aplicando el método de los minimos cuadradoes (capitulo 5), se obtiene un modelo
matematico en funcioén de las variables codificadas, este modelo es el siguiente: '

¥ = 40.44 +0.775X, +0.325X,
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Tabla 7.4. Datos del proceso para ajustar un modelo de primer orden

Variables naturales Variables codificadas Respuesta
g & Xy X2 - y
30 150 -1 -1 39.3
30 160. -1 1 40.0
40 150 1 -1 40.9
40 160 1 1 415
35 155 0 0 40.3
35 155 0 0 40.5
35 155 0 0 40.7
35 155 0 0 40.2
35 155 0 0 40.6

Ahora es necesario explorar la idoneidad del modelo, este se resume en la Tabla

7.5. La cual consiste en un analisis de varianza.

Tabla 7.5. Resumen del analisis de varianza

Fuentede | Sumade G.L Media de Fo

variacion cuadrados cuadrados

Regresién 2.8250 2 1.4125 47.83

Residuo 01772 6

Interaccién 0.0025 1 0.0025 0.058

Cuadratico 0.0027 1 0.0027 0.063
puro

Error puro 0.1720 4 0.043
Total 3.0022 8

Donde:

La estimacién del error es:

o2 = (40.3)% +(40.5)* +(40.7)* + (40.2)* + (40.6)° - (202.3)*/ 5
4

La suma de cuadrados para ia interaccion es:

_[(1*39.3)+ (1*41.5)+ (- 1* 40.0)+ (- 1* 40.9)F
INTERACCION — 4

=0.043

SS

La suma de cuadrados de los cuadraticos puros con ¥, =40.425 y ¥, = 40.46 es:




‘
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|

n:n_(40.425 - 40.46Y

SS =

Cudraticepura

n.+n,

=0.0027
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Calcular el incremento a la trayectoria de maxima pendiente, de la siguiente

manera:

Se decide incrementar el tiempo en 5 minutos, 1a cual equivale a un incremento de
la variable codificada AX,=1 y AX,=(0325/0.775)AX,=0.42 tal plan de

trayectoria aparece en la Tabla 7.6 los incrementos se muestran tanto para

variables codificadas (manejo matemético) como variables naturales (proceso).

Tabla 7.6. Experimento de maximo ascenso para el ejemplo 7.1

Incrementos Variables codificadas | Variables naturaies Respuesta
X X2 & & y

Origen 1 0 0 35 165

A 1 0.42 5 2

QOrigen + A 1 0.42 40 157 41.0
Origen+2A 2 0.84 45 159 429
Origen +3A 3 1.26 50 161 47.1
Origen + 4A 4 1.68 55 163 497
Origen + 54 5 2.10 60 165 53.8
QOrigen + 6A 6 2.52 65 167 59.9
Origen + 7A 7 2.94 70 169 65.0
Origen + 8A 8 3.36 75 171 70.4
Origen + 9A 9 3.78 80 173 77.6
Origen + 10A 10 4.20 85 175 80.3
Origen + 11A 11 462 a0 177 76.2
Origen + 12A 12 5.04 95 181 75.1

Lo que significa que los alrededores del dptimo esta cerca en
€2=175). Tal como se muestra en la figura 7.8.

el punto (£=85.

Ahora se ajusta un nuevo modelo de primer orden en la regién de exploracidn para
g1 entre 80 y 90 minutos, v € entre 170 y 180; por lo tanto, las variables

codificadas son:
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Rendimiento

100

{ T T T 1 T T 1 | T i

123 456 7 8 910111213
Incremento

Figura 7.8. Rendimiento vrs. incremento de la trayectoria de la pendiente maxima

it

X1=£1-—85
9

X, = & ~175
5

Los resultados obtenidos se presentan en la tabla 7.7.

Tabla 7.7. Datos para el segundo modelo de primer orden.

Variables naturales Variables codificadas Respuesta
&, £ X1 X2 y

80 170 -1 -1 76.5
80 180 -1 1 77.0 -
90 170 1 -1 78.0
90 180 1 1 79.5
85 175 0 -0 79.9
85 175 0 0 80.3
85 175 0 0 80.0
85 175 0 0 79.7
85 175 0 0 79.8

El modelo de primer orden ajustado se:

7 =78.97+1* X, +0.50*X,
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Y su prueba de significancia se presenta en la tabla 7.8.

Tabla 7.8. Anélisis de varianza para el segundo modelo de primer orden
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Fuente de Suma de G.L Media de Fy

variacion cuadrados cuadrados

Regresién 5.00 2

Residuo 11.12 6

Interaccion 0.25 1 0.25 4.72

Cuadrético 10.658 1 10.658 201.08
puro

Error puro 0.212 4 0.053
Total 16.12 8

El analisis de varianza para el modelo de primer orden presentado en la Tabla 7.8.
las prueba de interaccion y cuadratico puro son grandes, por lo cual las hipotesis
nulas formuladas se rechazan y sus efectos son significativos en la variabilidad de
los datos. Por tanto, el modeio de primer orden no es una aproximag:ic’m adecuada.
La curvatura en la superficie real puede indicar la proximidad al punto dptimo. En
este caso debe hacerse un andlisis adicional para localizar el 6ptimo con mayor

precision.

Ejemplo 7.2

Se continua el analisis de la reaccién quimica del Ejemplo 7.1. no se puede ajustar
un modelo de segundo orden para las variables X; y X, usando los datos de la
tabla 7.7. La experimentadora decide aumentar estos datos con suficientes puntos
para ajustar un modelo de segundo grado. Obtiene cuatro observaciones en
(X4=0, X2t1.414) y en (X1=11.414, X,). El conjunto completo de datos se muestra
en la tabla 7.9 y el disefio se muestra en la Figura 7.9.

Un modeio de segundo orden se ajusta utilizando los minimos cuadrados uasando
los datos codificados. Resultando:
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¥ =79.9408 +0.9949.X, +0.5151X, - 1.377 X7 -1.0018 XZ +0.25 X, X,

Tabla 7.9. Disefio compuesto central para el ejempio 7.2

Variables naturales Variables codificadas Respuesta
& &, Xi X2 y
80 170 -1 -1 76.5
80 180 -1 1 77.0
80 170 1 -1 78.0
90 180 1 1 79.5
85 175 0 0 79.9
85 175 0 0 80.3
85 175 0 0 80.0
85 175 0 0 79.7
85 175 0 0 79.8
92.07 175 1.414 0 78.4
77.93 175 -1.414 0 75.6
85 182.07 0 1.414 78.5
85 167.93 0 -1.414 77.0
x3
{0, o}

(-1, +1}I

{#1, 1)

Xy

(-a, O}

-1, -1

. 0)

{1, =1}

E JURES

Figura 7.9. Disefio compuesto central para el ejemplo 7.2
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La significancia del modelo se muestra en la tabla 7.10

Tabla 7.10. Analisis de varianza para el modelo de segundo orden

Fuente de Suma de G.L Media de Fao
variacion cuadrados cuadrados
Regresién 28.2560 5 5.6512 81.20°
Error 0.4871 7 0.0696 —
Falta de ajuste 0.2751 3 0.0917 1.73
Error puro 0.212 4 0.0530
Total 28,7431 12

El andlisis de varianza para este modelo presenta una falta de ajuste no
significante y la regresién si lo es, por lo tanto el modelo de segundo orden se
aproxima adecuadamente a la superficie real. Determindndose el punto

estacionario de la siguiente forma:

0.9949
0.5151

-1.377 0.125
0.125 -1.0018

B =

Aplicando a g determinante inversa se tiene:

_ 1}-0.7345 -0.0917]0.9949| |0.389
® 2}-0.0917 -1.0096|[0.5151 [0.3056
Entonces:
X1,0=0.389
Y
X2,0=0.3056
Si:
0.389=5-%
y
0.3056 = 22-17°




®

‘a

El punto estacionario es, cuando el tiempo toma el valor de 86.945=87 minutos, y
cuando la temperatura vale 176.528=176.5 °F.

7.7 EJERCICIOS PROPUESTOS

7.1 Una planta quimica produce oxigeno mediante la licuefaccion de aire y
separandolo en sus gases componenetes mediante destilacion fraccionaria.
La pureza del oxigeno es funcién de la temperatura del condensador
principal y de la razén de la presion entre las columnas superior e inferior.
Las condiciones actuales de operacién son temperatura (g4)=-220 °C y la
razén de presién (£2)=1.2. Usando los siguientes datos determine la
trayectoria de ascenso maximo.

& £, Pureza
-225 1.1 82.8
-225 1.3 83.5
-215 1.1 84.7
-215 1.3 85.0
-220 1.2 84.1
-220 1.2 84.5
-220 1.2 83.9
-220 1.2 84.3

7.2 Los siguientes datos fueron recopilados por un ingeniero quimico y
corresponde al tiempo de filtracion, X; es la temperatura y Xz la presién.
Ajuste un modelo de segundo orden u analice la superficie ajustada.
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CONCLUSIONES

Las técnicas estadisticas aplicadas a las dreas de la Ingenieria Quimica e
Ingenieria de Alimentos, que tienen mayor importancia y utilidad son: ias
técnicas de regresion linéal, los disefios de experimentos y el andlisis de
superficies de respuesta.2 El uso de las herramientas estadisticas aplicadas
a las investigaciones en las areas de interés conlieva a la toma de

decisiones mas objetivas, confiables y eficientes:

Por medio de las técnicas estadisticas se realiza un analisis e interpretacion
de los datos que permite visualizar cuales son las variables que tienen
efecto significativo en un fenémeno investigado.

Ei anélisis de Covarianza es un técnica estadistica de gran importancia en
las areas de Ingenieria Quimica e ingenieria de Alimentos para evaiuar el
efectos representados por las variables ruido y ayuda tomar decisiones con
mayor objetivad y criterio a considerar a esta 6 estas en la investigacion.

Los disefios experimentales se pueden realizar investigaciones preliminares
con el fin de evaluar los factores que mas afectan significativamente la
variable respuesta. Y con ello eliminar las variables que tienen un. efecto no
significativo en ella, para luego realizar un disefio de la investigacién mas
depurado y menos complejo.

El andlisis de superficie de respuesta permite optimizar los niveles de los
factores que intervienen en la variabilidad de la variable respuesta.
Ademas, permite conocer como se compartan éstas en los alrededores del
punto 6ptimo.

Las técnicas estadisticas permite comprobar la relacién existentes entre Ias
variabies independientes y dependiente. Permitiendo con que el
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investigador tenga un dominio adecuado del experimento, y por que no
decir de un proceso en particular.
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RECOMENDACIONES

Inciuir dentro de la curricula de las areas de Ingenieria Quimica y de
Alimentos asignaturas de Estadistica para la investigacion y Control
Estadistico de Calidad, de esta forma se volverd mas efectivo el desarrolio
de trabajos de graduacion y otros trabajos de investigacidn en el que se vea

involucrado el profesional dentro de su ambito de trabajo.

Que los aspirantes a optar al titulo de Ingeniero Quimico e Ingeniero de
Alimentos, que realicen alguin tipo de investigacién hagan uso de las
herramientas estadisticas para disefiar el experimento de su

investigaciones y validar sus resultados.

Que se continué con los estudios estadisticos especializados en posteriores
trabajos de graduacion en las areas de interés, como por ejemplo: Control

de calidad, monitoreo de procesos, etc.
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ANEXO A GLOSARIO DE TERMINOS

Aniilisis de dependencin  Grupo de técnicas estadisticas

caracterizadas por considerar una variablé o un conjunto
de ellas como dependientes y el resto como indepen-
dicntes. El objetivo es predecir li(s) variable(s) depen-
diente(s) a partir de la(s) independiente(s). Un gjemplo lo
constituye el analisis de regresion.

Anilisis de interdependencia  Grupo de técnicas esta-

Analisis multivariante

Anilisis univariante de la varianza (ANOVA) - Técnica

Coeficiente de correlacién pareial

disticas cn que las variables no se dividen en dependien-
tes ¢ independientes (por ¢jemplo, analisis factorial), sino
que se consideran como un Gnico conjunto.

Anidlisis de la varianza (ANOVA) Técnica cstadistica

cmpleada para delerminar si fas muestras provienen de |
poblaciones con medias iguales. El analisis univariante de
fa varianza utiliza una variable dependiente, micntras que
cl andlisis multivariante de [a varianza compara muestras
basadas en dos o mds variables dependicntes.

[

Andlisis de varias. variables en
una 1mica relacion o un conjunto de relaciones.

estadistica que sirve para determinar, sobre la base de
una medida dependicnte, si las mucstras provienen de
poblaciones con igual media. :

Coeficiente de correlacion {r) Indica la fuerza de la aso-
ciacion entre las variables independienites y la variable cri-
terio. El signo (+ 0 -} indica la direccion de la relacion.
Puede tomar valores entre — | ¥ +1, con +! indicando una
relz_lcic')n positiva perfecta, ( indicando la ausencia de re-
lacién y —I indicando una relacion inversa o negativa
perfecta (a medida que una ereee, otra disminuye).

Medidas de la fuerza
de la relacion entre ef criterio o variable criterio y una va-
riable predictor simple donde los efectos de la otra varia-
b.h: predictor del modelo se mantienen constanies. Por
cjemplo, 1y, X, X..mide la variacion en ¥ asociada con
A, cuando el electo de X, sobre Y, ¢ ¥ ey constante. Usa-
do en la estimacion del modelo en el méiodo de regresion
para la seleccidn secuencial de una variable, con el fin de
identificar la variable independienie con el mayor poder
predictivo incrementeudy por encima de las variables pre-
dictor ya presentes en el modelo,

Coceficiente de determinacién (R  Medida de In pru.-

pprcién de la varianza de la variable eriterio sobre su me-
dia, que es explicada por las variables independicntes o
predictor. El coeficiente puede variar entre Oy 1. Sj el
modelo de regresion es estimado y aplicado apropiuda-
mente, ¢l investigador puede asumir que cuanto mayor

379

Coeficiente de determinacién corregido (R? corregido)

Medida modificada del coeficiente de determinacion que
tiene en cuenta el niimero de variables predictor incluidas
en la ecuacion de regresion. Aungue la adicion de varia-
bles a la regresion siempre provocard el aumento del
coeficiente de determinacidn, el coeficiente de determi-
nacion corregido puede caer si las variables indepen-
dientes afiadidas ticnen escaso poder explicativo y/o si los
grados de libertad se vuelven demasiado pequeiios. Este
estadistico es muy fitil para comparar entrc ccuaciones con
un nitmero diferente de variables independientes, o ta-

. mafios muestriles diferentes, o ambos.
Coeficiente de regresién (2) Valor numérico del para-

metro estimado directamente asociado con las variables
independicntes: por ejemplo, en el modelo Y=5 + 5 X,
cl valor b, es cl coeficiente de regresion de la variable X
En el modclo de regresion miltiple (es decir, ¥ = A, +
+h X +h,X,), los cocficientes de regresion son parciales
porque cada uno tiene en cucnta no sélo las relaciones en-
tre 'y X, y entre ¥y X,. sino también entre X, y A, El
cocficiente no estd limitado en su rango, ya que esta ba-
sado tanto en el grado de asociacion como en las unida-
des de escala de la variable predictor. Por ejemplo, dos
variables con la misma asociacion a Y tendrian diferentes
cocficicntes si una variable predictor se midio en una es-
cala sobre 7 puntos y otra basada en una escala de 100

puntos.

Constante (h,) Valor del ¢je ¥ (cje de Ia variable criterio)

donde Ia linea definida por la ecuacion de regresion V=
= by + X corta el gje. Se describe por el iérmino cons-
tante A, cn la ccuacion de regresion. Ademas de su papel
en la prediccion, la constante puede o no tencr una inter-
pretacién practica. La constante representa el cambio en
Ia variable ctilerio en ausencia de fa variable predictor. Por
cjemplo, cuando estimamos las ventas respecto de los
gastos previos de publicidad, la constante representa el ni-
vel de ventas esperado si se elimina el efecto de la publi-
cidad. Pero en muchos casos, la constante sélo ticne valor
predictivo dado que no existe situacion en la cual-estdn au-
senles todas las variables predictor. Un-ejempic es la pre-
diccion de la preferencia por el producto basdndose en las
actitudes del consumidor. Todos los individuos ticnen
una actitud. de tal forma que ia-constante no tiene un uso
para [a toma de decisiones pero ayuda.a realizar una pre-
diccion mads precisa,

Covarianzas o andlisis de covarianzas Empleo de pro-

cedimientos similares.a la regresidn para eliminar la va-
riacidn extrafia (molesta) de las variables dependientes
debida a una o mis variables independientes métricas in-
controladas (covariaciones). Se supone que las covaria-
ciones estin linecalmente relacionadas con las variables
dependicntes. Después del ajuste debido a la influencia de
las covariaciones, se realiza un ANOVA (o MANOVA)
estandar. Este proceso de ajuste (conocido.como ANCO-
VA y MANCOVA) generalmente permite ¢l uso de con-
trastes nuds sensibles de los clectos detratamientos.

v
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Curtosis  Medida del apuntamicnto o Hanura de una distri-
bucitn cuando sc compara con una distribucion normal.
Un valor positive indica una distribucion relativamente
puntiaguda y un valor negativo indica una distribucion re-
Etivamente plana.

. .l

Chi-cuadrado Método de'estandarizacion de datos en una
tabla de contingencia tomparando la frecuencia de g ccl‘-
da cﬁ:'cliva con la frecuencia de fa celda esperada. La fre-
cuencia de la celda esperada se hasa en las probabilidades
marginaies de su fila y columna (probabilidad de una ].Il"]
v colmpna enlre todas las filas v columnas), ‘

Datos métricos También denominados datos cnantitati-
vos, dalos de inrervalos o de rafios, estas medidas ident-
fican o describen sujctos (u objctos) no solo por la posesion
de un atributo sino tambigén por ia cantidad o grado c;n ‘quc
¢l sujeto estd caracterizado por cf atributo, Por gjemplo, Ia
edad de una persona o su peso sot medidas métrieas, '

Datos no métricos También denomin
YOS, son atributes, caracteristicas o
cas que identifiean o deseriben-a

ados datos cualit.

prnpicclqdcs categiri.

L sujcto o 4 un objeto,

Diseilo  Conjunto espeeitico de estiimulos conjuntos crea-
dos para mostrar lag propicdades estadisticas especificas’
de ortogonalidad y equilibrio,

Disefio de experimentos Plan de investigacion en el cual
el investigador manipula o controla directamente una 0
mas variables predictoras (véase tratamiento) y valora sus
efectos sobre las variables dependientes.- Ya habitual en Ja |

“ciencia fisica, esta ganando popularidad en las cicncias
cconémicas y sociales, Por ejemplo, a los encuestados se
les muestra asuncios publicitarios distintos que varian sis-
temiticamente en una caracteristica, tales como diferentes
pretensiones (emocional frente a racional) o tipos.

Diseiio de puente  Diserfo de estimulos para un gran nii-
mero de factores (atributos) en los que los atributos se par-
ten en varios grupos reducidos. Cada grupo de atributos
tiene ciertos atributos que estan contenidos en otros gru-
pos, de tal forma que los resultados de cada grupo se
pueden combinar, o construir puentes.

Discio equilibrade  Disefio de extimulos en los que cn
cada nivel dentro de un fictor aparcee un niimero igual de
veces.

Disefio factorial  Método de disefio de estimulos para eva-
luacién mediante la generacién de todus las posibles com-
binaciones de niveles. Por ¢jemplo, un andlisis conjunto
de tres factores con tres niveles por factor resubtaria en 27
combinaciones que podrian actuar como estinulos.

Diseito factorial fraccionado Aproximacién, como al-
ternativa al disefto factorial, que wtiliza sélo un subcon-
junto de posibles estimulos necesarios para estimar los
resullados basindose en una regla de composicitn su-
puesta. Su taréa principal es reducir.cl nimero de las eva-

luaciones recogidas micntras se mantiene la
ortogonalidad entre los niveles y subsccuentes estima-
ciones de los componentes parciales de la wtilidad total.
El diseflo mas simple es un modelo aditivo, en ¢l cual solo
se estiman los gfectos principales. Silos términos de in-
teraccién estin incluidos, entonces se crean estimulos
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adicionales. El disefio puede ser ereado tanto por la rela-
cion con las fuentes publicadas como utilizando los pro-
gramas informdticos que acompaian a la mayoria de los
paquetes de andlisis conjunto, .

Diseiio dptimo ortogonal Restriccidon matemndtica que se
exige para que las estimaciones de los componentes par-
cleles de fa utilidad toral sean independientes unas de las
otras. En el analisis conjunto, la ortogonalidad se refiere
a la capacidad para medir el efecto de cambiar cada nivel
de atributo y separarlo de los efectos del cambio sobre
otros niveles de atributos y de un error ¢xperimental, ;

Distribucién normal Una distribucion de probabilidad :
continua puramente tedrica en la que cl gje hgrizontnl re-
presenta todos los posibles valores de una variable y el cje
vertical representa {a probabilidad de que ocurran esos va-
lores, Los valores de la variable estan agrupados en tor-
no a la media de forma simétrica y unimodal, conocida
como la curva en forma de campana de Gauss o normal.

Error de pfediccién Diferencia entre los valores reales y
de prediccion de la variable criterio para cada observacion
¢n la muestra (véase residuo). '

Error de Tipo I Probabilidad de rechazar la hipétesis
nula siendo cierta, es decir, concluir que dos medias son °
significativamente diferentes cuando de hecho son igua-
les. Valores pequefios de alfa (por ejemplo, 0,05 6 0,01),
(véase alfa), llevan a que el rechazo de la hipétesis nula
sea insostenible y a la aceptacién de la hipétesis alterna-
tiva de que las medias poblacionales son distintas.

Error de Tipo Il Probabilidad de no rechazar la hipétesis
nula cuando es falsa rechazada, es decir, concluir que las
dos medias no son significativamente diferentes cuando de
hecho lo son. También conocido como error beta (). En
términos mis sencillos, la posibilidad de no encontrar co-
rrelacién o diferencia de medias cuando existen. Estd in-
versamente relacionado con el errorde Tipo . El valor 1
menos el error de Tipo i] se define como la potencia.

Error estindar Medida de la dispersion de las medias o
de lus diferencias de las medias esperada debido a la va-
tiacion muestral. Denota la gama esperada del coeficien-
te a traves de las muestras maltiples de los datos. Resulta
de utilidad en pruebas estadisticas de significacién para
ver si el coeficiente es sustancialmente diferente de cero
(es decir, si la gama esperada del coeficiente conticne el
valor cero a un nivel de confianza especifico). El valor ¢
de un coeficiente de regresion es el coeficiente dividido
por su error estandar. -
Estadistico f Contraste estadistico que valora la signifi-

cacion estadistica entre dos grupos en una tnica variable
dependiente (véase comtraste o).
Estadistico U/ Véase lambda de Wilks.

3

i
I

Estimacién de maxima verosimilitud (MLE) Médtodo |

de estimacion habitualmente empleado en modelos de
ecuaciones estructurales, incluyendo LISREL y EQS.
Métado alternativo a los minimos cuadrados ordinarios
utilizados en la regresién miltiple, MLE es un procedi-
mignto que mejora iterativamente los parametros estima-

dos para minimizar una funcion de ajuste especificada. |

il
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Factor (Andlisis conjunto/MANOQVA)  Variable inde-
pendiente no-métrica, también denominady variable de
cxpcrimcnlo o de tratamiento.

Factor (Anilisis factorial) Combinacién lincal (valor te-
drico) de las variables originales. Los factores también re-
presentan las dimensiones subyacentes (construccioncs)
que resumen o justifican la serie original de variables en
observacion.

Grifico de cajas y bigotes Método de representacion de
la distribucién de la variable. Una caja representa la ma-
yor parte de la distribucién y las extensiones, llamadas bi-
gotes, llegan al final de la distribucién. Muy til para
realizar comparaciones de una sola variable a lo largo de
grupos o entre varias variables.

Grifico de distribucion normal Comparacion grafica de
la forma de la distribucion respecto a la diseribucion nor-
mal. En el grafico, la distribucién normat se representa por
una linea recta con un dngulo de 45 grados. La distribu-
cion efectiva se dibuja contra esta linea, de tal forma que
cualquier diferencia se muestra como desviacién de la li-
nea recta, haciendo muy aparente e interpretable la iden-
tificacion de estas diferencias, -

Grificos de dispersion Rcpresentacion de las relaciones
entre dos variables métricas que muestren los valores
conjuntos de cada observacion ¢n un grifico de dos di-
mensiones. —

Hipétesis nula_ Hipétesis de que las muestras provicnen de
poblaciones con medias iguales para una variable depen-
diente (contraste univariante) o para un conjunto de va-
riables dependientes (contraste multivariante). La
hipotesis nula puede ser aceptada o rechazada depen-
diendo de los resultados del contraste de significacion
estadistica.

jlistograma Represcntacion grifica de la distribucion de
una Gnica variable. Al formar el recuento de frecuencias
en categorfas, puede verse el perfil de la distribucion de

1 variable. Utilizado para realiza una comparacion visuak
con la distribucién normal. o

Medida mullivariante  Uso de dos o mas variables comol
indicadores de una medida compuesta inica. Por ¢jemplo,
un contraste de personalidad puede suministrar las res-
puestas a una scrie de preguntas individuales (indicadores),
que s¢ combinan para formar un Gnico registro (escala adi-
tiva) que representa un rasgo de la personalidad.

Minimos cuadrados Procedimiento de estimacion utili-
zado en la regresion simple y maltiple por lo que se esti-
man los coeficientes de regresion para aminorar la suma
total de los residuos cuadrados.

Modelo Conjunto especificado de relaciones de depen-
dencia que puede ser contrastado empiricamente —una
operacionalizacién de una teoria. El propésito de un mo-
delo es proporcionar concisamente una representacion
amplia de las relaciones a examinar. El modelo puede
ser formalizado en un diagrama de secuencias o en un
conjunto de relaciones estructurales.

i

Residuo  Medida del ajuste predictivo para una Gnica ob-
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Ortogonalidad  Independencia estadistica o una ausencia
de relacion. Los valores tedricos ortogonales explican la !
varianza tnica. sin ofrecer ninguna explicacion de la va-

rianza que es compartida por cllos. Los contrasies de or-
togonalidad son camparaciones planificadas que son

cstadisticamente independientes y representan compara-

ciones unicas de lIas medias de los grupos.

Pardmetro Cantidad {medida) caracteristica de la pobla-

cién. Por ejemplo, (k) y {p} son los simbolos usados para

. los parametros de la poblacion media (k) y varianza (p).
Habitualmente sc estiman a partir de los datos d< la muces-
tra donde la media aritmética muestral se utilize come me-
dida de la media poblacional y la varianza mues:ral se usa
para estimar la varianza de la poblacién.

Regresion miltiple Modclo de regresion con dos o mds

variables independicntes. |

Regresién simple Modelo de regresion con una tinica va-

riable independiente. R
servacion. Se caleula como la diferencia entre los valores ™
reales y predichos de la variable dependicnte. Se supone
gue los residuos tiencn una media de cero y una varian-
za1 constante, Juegan un papel importante no sélo cn Ta de-
terminacion del cumplimicnto de los supucstos
subyacenles de regresion. sino también sirven como una
herramienta de diagnosis en la identificacion de casox
atipicos y observacioney influyentes.

Simetria  Medida de Ta simetria de una distribucion; en
muchos casos la comparacion se hace para una distribu-

cién normal. Una distribucion simétrica positiva conlic-
ne pocos valores elevados y se inclina hacia fa derecha,
y una distribucion simétrica negativa tiene pocos valores
bajos y se inclina hacia la izquierda. Cuando los valores
de simetria caen fuera del rango de =1 a +| indican una
distribucién sustancialmente simétrica.

Suma det cuadrado de la regresion (SSR) Suma de las

diferencias al cuadrado entre la media y los valeres de la
prediccion de la variable independiente para todas las
obscrvaciones. Representa la cantidad de mejora en la ex-
plicacion de la variable independiente atribuible a las va-
riables indcpendicentes.”

Suma de! cuadrado de los errores (SSE) Suma de los

errores de prediceién al cuadrado (residuos) alo largo de
todas las observacionies. Usada para denominar a la va-
rianza en las variables dependientes no tenidas todavia cn
cuenta on ¢l modelo de regresion. Sino se utilizan varia-
bles independientes para la prediceidn, se convierte en los
errores cuadrados usando la media como el valor predic-
tor y por lanto iguala a la suma total de los cuadrados.

Suma toial de los cuadrados (TSS) Cantidad tetal de

variacion que existe para ser explicada por las variables
independientes. Esta «linca de fondo» se calcula suman-
do las diferencias al cuadrado entre la media y los valo-
res efcetivos de fa variable criterio para todas las
observacioncs. ’
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APENDICE B
DIAGNOSTICO DEL GRADO DE USO DE LA ESTADISTICA APLICADA A LA
INVESTIGACION.

El diagnéstico del grado de uso de la estadistica aplicada a la investigacién
se realiza para obtener resultados que dara valiosa informacion, como:

» Las metodologias estadisticas mas conocidas y aplicadas en las
investigaciones.

* La aplicacion de metodologias estadisticas para la investigacion se
hace por norma.

» Los software empleados para procesar los datos obtenidos en ia
investigacion y la importancia de esta herramienta.

» Si han sido capacitados en el area de estadistica aplicada a la

investigacion y su importancia.

A través de los resultados del diagndstico se podra asegurar que las
investigaciones se realizan en forma cormecta, objetivas y confiables. Cumpliendo
con ello la validez interna y externa de la investigacién; justificando con ello la
importéncia de Ia realizacién del presente trabajo investigativo sobre la estadistica
aplicada a la investigacién en el area de Ingenierfa Quimica e Ingenieria de
Alimentos.

2.1 LUGARES DONDE SE REALIZO EL DIAGNOSTICO

Los lugares seleccionados para realizar el diagndstico del grado de uso de -
la estadistica aplicada a la investigacién, se realizd que se cumpliera con los

siguientes requisitos:
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1. Accesibilidad para obtener la informacion, segun la politica interna
y externa del lugar (con la disponibilidad de colaborar con la
investigacion).

2. Accesibilidad geografica del lugar (area de San Salvador).

3. Lugares que se realicen investigaciones (cientificas, tecnolégicas
y econdmicas) afines al area de Ingenieria Quimica e Ingenieria
de Alimentos.

Los lugares seleccionados fueron las Escuelas de diferentes Facultades dentro de
la Universidad Nacional de El| Salvador , Escuela De Ingenieria Quimica de la
Universidad José Simedn Canas (UCA), Unidad Investigacion y Desarrollo de la
Universidad Don Bosco y PROCAFE. Las Escuelas y Facultades seleccionadas
dentro de la Universidad Nacional de El Salvador fueron:

Escuela de Ingenieria Quimica e Alimentos.
Facultad de Ingenieria Agronémica.
Facultad de Quimica y Farmacia.

Escuela de Biologia.

Escuela de Quimica.

Escuela de Fisica.

Facuitad de Medicina (Unidad de Patologia).
Escuela de Economia.

o N O AW N

22 COMO SE REALIZO EL DIAGNCOSTICO

E! diagnéstico se realizd en los lugares seleccionados por medio de un .
cuestionario (Encuesta) disefiado con el objetivo de extraer la informacion (antes

descrita).
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2.3  DISENO DE LA ENCUESTA

Para el diseid de la encuesta se tiene como objetivo obtener la mayor
informacién posible de interés y que sea valiosa para el fin que se percibe. Para su
disefio se consideraran cuatro factores de interés, como:

Las metodologias mas aplicadas en la investigacion.
Si se aplican por norma o no.
Los software utilizados para procesar los datos de las investigaciones
y su importancia.
4. Silos investigadores estan capacitados en el area de estadistica o no.

En base a estos cuatro factores criticos de interés se realiza el disefio de la
encuesta mostrada en la seccion 2.4.

24 ELABORACION DE ENCUESTA

Tomando en cuentas los cuatro factores criticos determinados con anterioridad
pasa a elaborar la encuesta en la cual se diagnosticaréa el grado de uso de
estadistica aplicada a la investigacion en los lugares antes seleccionados. La
encuesta obtenida se mostrara a continuacién, Anexo A.

Ejemplar de la encuesta disefiada para diagnosticar el grado de uso de la
estadistica aplicada a la investigacion. Ejemplo, Se muestra en el Apéndice J.

25 RESULTADOS DEL DIAGNOSTICO

Los resultados obtenidos en las encuestas segin las fuentes de investigacién

y desarrolio seleccionados, fueron:
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Nota: Las respuestas se clasificaran por pregunta de la encuesta, segln su

importancia.

1. Que tipos de investigaciones realizan en el departamento.

Econdmica D Social D Tecnologica D Cientifica D
Tipo de investigacion Frecuencia

Econdmica 1

Social 1

Tecnoldgica 4

Cientifica 7

3. Cuales de las siguientes metodologias estadisticas conoce y cuales ha

aplicado en sus investigaciones.

Metodologia

—— R - ._ - #
Respuest | Prueba de | Disefio de [Analisis |Series Técnica |Andlisis de
a hipdtesis }experiment | de temporales | de muttivariabl

0 regresion muestreo (e
Conoce 5 1 6
Aplicado 9 5 1 4
QOtros :

Comparacion del fenémeno tedrico y experimental (simulacion

matematica).

5. El uso de las metodologias estadisticas que usted utiliza, lo hace por

SID

NOD

norma:
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6. Han recibido capacitacion en metodologias estadisticas para la
investigacion
si[] NoO[]
Nota: Como las respuestas son estrictamente S| 0 NO se presentara en ia
misma tabia de respuestas.
Respuesta Pregunta No. 5 Pregunta No. 6
Sl 8 7
NO 1 2
.
7. En que grado es necesario la capacitacion en metodologias estadisticas
Ninguno D Bajo D Medio D A!to[l
8. Cual es grado de importancia que usted considera que tiene la aplicacion
de metodologias estadisticas a la investigacion.
Ningunof | Bajo ] Medio [ ] Alto[ ]
Nota: Las respuestas de la preguntas 7 y 8 tienen la misma clasificacién, los
resultados se presentara en la misma tabla de respuesta.

Clasificacion Pregunta No. 7 Pregunta No. 8
Ninguno - -
Bajo - -
Medio - -
Alto 9 9
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9.  Aplican algiin software para la realizar el anélisis estadistico de los datos.

sl ]
NO | ]

Clasificacion

Respuesta

S

NO

Cuales:

Statistical Analysis System
Mstat (2)

Risk Analysis

Excel (2)

Visual Fox

SX

Systat (2)

EPI-INFO (OMS/OPS) (2)
ULC

Origin

SAS

SPS

Stat Graphic

Harvard Graphic

Math Cad

Nota: Los software que aparece entre paréntesis el numero dos, se debe que

el software es utilizado en dos centros de investigacién y desarrollo.
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10. En que grado cree que es necesario utilizar software para el analisis
estadistico de datos: _
Ninguno D Bajo D Medio I:I Alto |:|
Clasificacion Respuesta
Ninguno -
Bajo -
Medio
Alto
. COMENTARIOS:
= Lo importante es Gue el investigador sepa la importancia y el valor que
tiene el andlisis estadistico en las investigaciones para garantizar la
calidad, validez interna y externa de la investigacion y buscar apoyo
en otros profesionales.
2.6 IMPORTANCIA DEL DIAGNOSTICO
La importancia de realizar el diagnostico a los lugares de investigacion y
desarrollo seleccionados, fue para obtener valiosa informacion referente el uso
L de las metodologias estadisticas aplicadas y sus herramientas e importancia de

su uso en las investigaciones, como:

» Metodologias estadisticas mas aplicadas

* Si las aplican por norma

» La aplicacion de software como herramienta en procesamiento de
datos.

s Silos investigadores son diestro en metodologias aplicadas a la

investigacion.
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Con estos parametros se puede tener una idea de cuales son las condiciones

reales en el campo de investigacién y por tal razon de realizar el diagndstico.

Partiendo de los resultados del diagnéstico se puede dar énfasis aun mas las

metodologias estadisticas que se aplique en las areas investigacion de los

lugares seleccionados, lo cual realizan sus investigaciones objetivas, confiabies,

con resultados apegados a la realidad y garantizar la validez externa como

interna de las investigaciones.

2.7

2.8

OBSERVACIONES

De los centros de investigacién y desarrollo seleccionados para la realizar el
diagnostico del grado de uso de estadistica aplicada a la investigacion
algunos se negaron a colaborar, siendo estos: la Escuela de Ingenieria
Quimica de la Universidad Centroamericana José Simeén Carias (UCA) y la
Universidad Don Bosco, por la cual de los once lugares de investigacion y
desarrollo solo se obtuvo respuestas de las restantes nueve lugares
seleccionados.

Los software especializados en el procesamientos de datos tienen gran uso
e importancia en las investigaciones realizadas. Y existen una gran gama de
software en el mercado aplicados a areas especializadas especificamente a
los campos de investigacion seleccionados. Aunque algunos son de uso

generalizados.
RECOMENDACIONES

Se deberia realizar un estudio a fondo para diagnosticar las deficiencias en
el campo de la investigacion en los lugares donde se realicen investigacion.
Con estos lograr visualizar sus debilidades existentes para luego preparar
cursos para su adiestramiento en estadistica aplicada a la investigacion y los
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software necesario para obtener investigaciones mas precisas, funcionales y
menos tediosas. Apegandose a las necesidades reales existentes y disponer
de las herramientas disponibles para superar la tediosa tarea de
investigacion y que se lleven a cabo con el mayor éxito posible.

La Universidad de El Salvador en estadistica haga mayor énfasis en el drea
de investigacién, siguiendo la metodologia cientifica y sustentar los
resultados obtenidos en las investigaciones sean sustentados por métodos
estadisticos aplicados a ella. Con esto capacitande a los estudiantes a nivel
de pregrado en las técnicas estadisticas aplicadas a la investigacién, para
garantizar que las investigaciones tengan validez interna como externa,
realizandola en forma transparentes, objetiva, confiables, seguras y
apegadas a la realidad del fendmeno en estudio.

Las metodologias estadisticas mas empleadas y conocidas en el campo de
la investigacién seleccionados, son: pianteamiento de hipotesis, disefio de
investigacion, regresion lineal y técnicas de muestreo, y las de menor uso es
le analisis de series temporales.
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Ejempiar de la encuesta utilizada para realizar el diagnostico y uso de
técnica estadisticas aplicadas a la investigacion.

Prueba para Diagnosticar el uso de Técnicas Estadistica a la Investigacion

Gracias!. La siguiente es una encuesta para diagnosticar el grado de uso
de la estadistica aplicada en sus investigaciones.
NOTA: La prueba se aplicara en departamentos donde se realicen ¢ hallan
realizado investigaciones.

1. Que tipos de investigaciones realizan en el departamento.
Econémica D Social D Tecnoldgica D Cientifica D

2. Mencione las investigaciones de mayor relevancia que halla realizado con
su equipo de trabajo.
1.
2.
3.

3. Cuales de las siguientes metodologias estadisticas conoce y cuales ha
aplicado en sus investigaciones.
Metodologias Conoce Ha aplicado

Prueba de Hipdtesis

Disefio de Experimentos
Andlisis de Regresion
Andlisis de Series Temporales

Téchicas de muestreo

Andlisis de Multivariable

Otros
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. Si ha utilizado alguna, favor contestar, si no continuar con el numeral 6.

. El uso de las metodologias estadisticas que usted utiliza, lo hace por

norma:

Si[] NO[]

. Han recibido capacitacion en metodolegias estadisticas para Ila

investigacion

sif] nof]

En que grado considera necesaria la capacitacion en metodologias
estadisticas '

Ninguno D Bajo D Mediol] AltoD

Cual es grado de importancia que usted considera que tiene la
aplicacion de metodologias estadisticas a la investigacion.
Ninguno D Bajo D Medio[l Alto D

Aplican algin software para la realizar el andlisis estadistico de los
datos.
Sl D Cuales:

NO‘D

En que grado cree que es necesario utilizar software para el andlisis

estadistico de datos:
Ninguno | | Bajo || Medio [ ] Alto [ |
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ANEXO C. Distribucion normal acumulativa estandar
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Z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 Z
.0 .500 00 .503 99 .507 98 51197 51585 .0
A .539 83 54379 547 76 55172 .555 67 A
2 .579 26 .683 17 .587 06 .580 95 .594 83 2
3 .617 91 62172 .625 51 .629 30 .633 07 3
4 855 42 .659 10 .662 76 .666 40 .670 03 4
5 .691 46 .694 97 .698 47 .701 94 .705 40 5
6 72575 72907 732 37 .73565 .738 91 .6
7 .758 03 76115 764 24 .767 30 77035 7
8 .788 14 79103 .793 89 796 73 .799 54 .8
.8 .815 94 .818 59 82121 823 81 .826 39 9
10 .841 34 .84375 .846 13 .848 49 .85083 10
11 .864 33 .866 50 .868 64 87076 .872 85 11
12 .884 93 .886 86 88877 .880 65 .882 51 12
13 .903 20 .804 80 .806 68 .808 24 .809 88 13
14 91924 92073 82219 .923 64 925 06 14
15 .933 19 .934 48 83574 .836 99 .938 22 15
16 .945 20 .946 30 .847 38 .948 45 .549 50 16
17 .955 43 .956 37 .957 28 .958 18 .959 07 17
18 .864 07 .964 85 .865 62 .966 37 967 11 18
19 87128 .971 93 972 57 .973 20 .973 81 19
2.0 97725 97778 .878 31 .978 82 879 32 2.0
21 .98214 .982 57 .983 00 .983 41 .983 82 2.1
22 .986 10 .986 45 .86 79 .887 13 .987 45 2.2
2.3 .889 28 .989 86 .989 83 99010 .880 36 2.3
24 .991 80 .992 02 992 24 .992 45 .992 66 2.4
25 89379 993 86 .994 13 .984 30 894 46 2.5
2.6 .895 34 .895 47 .885 60 89573 .895 85 2.6
2.7 .986 53 .996 64 .886 74 .996 83 .996 93 2.7
2.8 .897 44 .897 62 .897 60 .897 67 097 74 2.8
2.9 .598 13 .998 19 598 25 .998 31 .998 36 2.9
3.0 .998 65 998 69 .598 74 .088 78 .988 82 3.0
3.1 .999 03 .999 06 .9988 10 .899 13 .899 16 3.1
3.2 .889 31 .989 34 .998 36 .999 38 2895 40 3.2
3.3 .999 52 .999 53 .889 55 .989 57 .989 58 3.3
3.4 .999 66 .998 68 .999 69 889 70 899 71 3.4
3.5 88977 98978 .99978 89979 .898 80 3.5
3.6 .990 84 .899 85 .999 85 .999 86 .989 86 3.6
3.7 .999 89 .899 80 .999 90 .999 90 999 91 3.7
3.8 .989 93 .989 63 .899 93 .999 94 899 94 3.8
3.9 88985 .989 95 .999 96 9989 96 .899 96 3.9
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—uc/2
v .ﬂ " )\Nﬁ e du

z 0.05 0.08 0.07 0.08 0.09 yA
0.0 .519 94 52392 527 90 .531 88 535 86 4]
0.1 559 62 .563 56 .567 49 57142 57534 0.1
0.2 .598 71 .602 57 .B06 42 61026 61408 0.2
0.3 .636 83 .640 58 844 31 648 03 85173 0.3
0.4 67364 B77 24 680 82 684 38 687 93 0.4
0.5 .708 84 71226 71566 718 04 722 40 0.5
0.6 .742 15 .745 37 .748 57 75175 .754 90 0.6
0.7 J7337 77637 77935 .782 30 78523 0.7
0.8 .802 34 80510 807 85 81057 81327 0.8
0.8 828 94 .831 47 833 97 .836 46 .838 91 09
1.0 .853 14 .855 43 . .85769 .859 93 862 14 1.0
1.1 .87493 87697 879 00 .881 00 .882 97 1.1
1.2 .894 35 .B96 16 897 96 .89973 .801 47 1.2
1.3 911 48 91308 914 65 .916 21 91773 1.3
1.4 .926 47 .927 85 929 22 .930 56 .931 89 1.4
1.5 93943 .940 62 94179 942 g5 .944 08 1.5
1.6 .950 53 951 54 952 54 85352 954 48 1.6
1.7 959 94 960 80 51 64 962 46 963 27 1.7
1.8 967 84 .968 56 969 26 .969 95 .87062 1.8
1.9 974 41 97500 975 58 .976 15 976 70 1.9
2.0 979 82 .98 03 980 77 .981 24 .981°69 2.0
2.1 .984 22 .684 61 985 00 .985 37 .985 74 2.1
22 .987 78 .988 09 .688 40 .988 70 .988 99 22
2.3 .950 61 .990 86 .991 11 89134 .891 58 23
24 .892 86 993 05 .993 24 .993 43 .993 61 2.4
25 .994 61 894 77 594 92 .885 08 895 20 25
286 .895 98 .996 09 .996 21 5§96 32 .996 43 26
27 1897 02 .897 11 .997 20 .997 28 .997 36 2.7
2.8 .997 81 .997 88 .997 95 .998 01 .998 07 2.8
29 .998 41 .998 46 998 51 .998 55 .998 61 2.9
3.0 .998 86 .998 89 998 93 998 97 .999 00 3.0
3.1 .899 18 .999 21 .999 24 .999 26 .899 29 3.1
3.2 .899 42 999 44 .999 46 .999 48 .899 50 3.2
33 .899 60 .999 61 99962 .899 64 .999 65 33
34 99972 89973 899 74 99975 599 76 34
3.5 .699 81 899 81 999 82 .999 83 999 83 35
36 999 87 .999 87 .999 88 .999 88 .999 89 36
3.7 899 91 .999 92 999 92 .999 92 .999 92 37
3.8 .899 94 .999 94 999 85 999 95 .999 85 38
39 .999 96 .999 96 999 96 999 97 .999 97 39
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ANEXO D. Puntos porcentuales de la distribucién X2

) 0.995 0.890 0.975 0.850 0.800 0.500 0.100 0.050 0.025 0.010 0.005
1 0.00+ 0.00+ 0.00+ 0.00+ 0.02 0.45 271 3.84 §.02 6.63 7.88
2 0.01 0.02 0.05 0.10 0.21 1.39 4.61 5.99 7.38 921 10.60
3 0.07 0.11 0.22 0.35 0.58 237 6.25 7.681 8.35 11.34 12.84
4 0.21 0.30 048 0.7 1.06 3.36 7.78 5.49 11,14 13.28 14.86
5 0.41 0.55 0.83 1.15 1.61 4.35 924 11.07 12.83 15,09 18.75
8 0.68 0.87 1.24 1.84 220 535 10.65 12.59 14.45 16.81 18.65
7 0.99 1.24 1.69 217 2.83 8.35 12.02 14,07 16.01 18,48 20.28
8 1.34 165 2,18 273 3.48 7.34 13.36 15.54 17.53 20,09 21.96
4] 1.73 2,09 2.70 3.33 4.17 8.34 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59
10 2.18 2,58 3.25 3.04 4.87 9.34 156,89 18.31 20.48 23.21 2519
" 260 3.05 3.82 4.57 5.58 10.34 17.28 19.68 21,92 24,72 26,76
12 3.07 3.57 4.40 523 6.30 11.34 18.55 21,03 23.34 26.22 28,30
13 3.57 4.1 5.01 5.89 7.04 124 19.81 22.38 24.74 27.69 29.82
14 4.07 4,66 5.63 6.57 7.79 13.34 21.06 23.68 26.12 20,14 31.32
16 4.60 523 827 726 8.55 14.34 22.31 25.00 27,49 30.58 32,80
18 5.14 5.81 6.91 7.96 .31 156.34 23.54 26.30 28.85 32,00 3427
17 §5.70 6.41 7.56 8.67 10.09 16.34 24.77 27.59 30.19 3.4 35.72

€6€
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Puntos porcentuales de la distribucién® X? (continuacion)

v 0.895 0.890 0.975 0.950 0.900 0.500 0.100 0.050 0.025 0.010 0.005
18 8.26 7.01 8.23 0.39 10.87 17.24 25,99 28.87 31.53 34.91 3716
19 6.84 7.63 8.91 10.12 11.85 18.34 27.20 30.14 32.85 36.15 38.58
20 7.43 8.28 8,59 10.85 12.44 19.34 28.41 3.4 34.47 37.57 40.00
21 8.03 8.90 10.28 11.59 13.24 2034 2962 32,67 35,48 36.93 41.40
22 8.64 9.54 10.98 12.24 14.04 21.34 30.81 3392 36.78 40.29 42,80
23 9,26 10.20 11.69 13.09 14.85 22.34 3201 36,17 38.08 41.84 44.18
24 9,89 10.86 12.40 13.85 15,68 23.34 33.20 36.42 39.36 42.98 45,58
25 10.52 11.62 13.12 14.61 16.47 24,34 34.28 37.65 40.65 44.31 46.93
26 11.18 12.20 13.84 15.38 17.29 25,34 35.56 38.89 ﬁ..wn 45.64 48.29
a7 11.81 12.88 14.57 16.15 181 26.34 36.74 40.11 43.19 48,56 49,65
28 12,46 13.57 158,31 16.93 18.94 27.24 37.92 41,34 44.46 48.28 50.89
29 13.12 14.26 16.05 17.71 19.77 28.34 39.09 42,56 45.72 49,59 52,34
a0 13.79 14,95 16,79 18.49 20.80 20.34 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67
40 20.71 22.16 2443 26.51 20.05 39,34 51.81 55,76 59.34 683.69 66.77
B0 27.99 287 32,38 34.76 37.69 49,33 63.17 67.50 71.42 76.15 79.49
60 35,53 37.48 40.48 43.19 46,48 59.33 74.40 79.40 83.30 83,38 91.85
70 43.28 45.44 48.78 51.74 65,33 69.33 85.53 80.53 95,02 100.42 104.22
80 5117 mm.m.a §7.15 60.39 64.28 79.33 98,58 101.88 106.63 112.33 116,32
30 50.20 B1.75 65.65 60.13 73.29 80,33 107.57 113,57 118,14 12412 128.30
100 67.33 70.06 74,22 77.93 82693 99.33 118.60 124.34 120.56 135.81 140,17

“v=grados de libertad

96¢
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ANEXQC E. Puntos procentuaies de |a distribucion t

(0.4000 [ 0.2500 j 0.1000 | 0.0500 | 0.0280 | 0.0100 | 0.0050 | 0.0025 | 0.6010 [ 0.0005
110325 | 1.000 | 3.078 | 6314 | 12.706 | 31.821 | 63.657 {127.320|318.310(636.620
2 10289 | 0.816 | 1.886 | 2.920 | 4.303 | 6.965 | 9.925 |14.089 | 23.326 | 31.598
3 10277 | 0765 | 1638 | 2.353 | 3.182 | 4541 | 5841 | 7.453 | 10.213 | 12.524
4 | 0271 | 0741 | 1.633 | 2132 | 2.776 | 3.747 | 4604 | 5598 | 7.173 | 8.610
5 | 0267 | 0.727 | 1476 | 2015 | 2.571 | 3.365 | 4.032 | 4773 | 5893 | 6.869
6 | 0265 | 0.718 | 1.440 | 1.943 | 2.447 | 3.143 | 3.707 | 4317 | 5208 | 5959
7 | 0263 | 0.711 | 1415 | 1.895 | 2.365 | 2.998 | 3498 | 4029 | 4785 | 5408
8 | 0262 | 0.706 | 1.397 | 1.860 | 2.306 | 2.896 | 3.355 | 3.833 | 4.501 | 5.041
9 |1 0261 | 0703 | 1.383 | 1.833 | 2.262 | 2.821 | 3.250 | 3.690 | 4297 | 4.781

10 | 0.260 | 0700 | 1.372 | 1.812 | 2228 | 2.764 | 3.169 | 3.581 | 1.144 | 5.587

11 0.260 | 0.697 { 1.363 | 1.786 | 2.201 | 2718 | 3106 | 3.497 | 4.025 | 4437

12 | 0.259 | 0.685 | 1.356 | 1.782 | 2179 | 2681 | 3.055 | 3.428 | 3.930 | 4318

13 1 0.259 | 0.694 | 1.350 | 1.771 | 2160 | 2.650 | 3.012 | 3.372 | 3.852 | 4.221

14 1 0.258 | 0.692 | 1.3456 | 1.761 | 2.145 | 2624 | 2.977 | 3.326 | 3.787 | 4.140

151 0268 | 0691 | 1.341 | 1.763 | 21431 | 2602 [ 2.947 | 3.286 | 3.733 | 4.073

16 | 0.258 | 0.680 | 1.337 | 1.746 | 2120 | 2.583 | 2.921 | 3.252 | 3.686 | 4.015

17 | 0.257 | 0.689 | 1.333 | 1.740 | 2110 | 2.567 | 2.898 | 3.222 | 3.646 | 3.965

18 | 0.257 | 0.688 | 1.330 | 1.734 | 2101 | 2552 | 2878 | 3.197 | 3.610 | 3.922

19| 0.257 | 0.688 | 1.328 | 1.729 | 2.093 | 2539 | 2.861 | 3.174 | 3.579 | 3.883

20 | 0.257 | 0687 | 1.325 | 1.725 | 2.086 | 2.528 | 2.845 | 3.163 | 3.652 | 3.850
211 0257 | 0.686 | 1.323 | 1.721 | 2.080 | 2518 | 2.831 | 3.135 | 3.527 | 3.819
22 | 0256 | 0686 | 1.321 | 1.717 | 2074 | 2508 | 2.819 | 3.119 | 3.505 | 3.792

23 | 0.256 | 0.685 | 1.319 | 1.714 | 2.069 | 2.500 | 2.087 | 3.104 | 3.485 | 3.767

241 0256 | 0685 | 1.318 | 1.711 | 2.064 | 2482 | 2797 | 3.091 | 3.467 | 3.745
25| 0256 | 0684 | 1.316 | 1.708 | 2.060 | 2485 | 2.787 | 3.078 | 3.450 | 3.725
26 | 0.256 | 0684 | 1.315 | 1.706 | 2.056 | 2479 | 2779 | 3.067 | 3.4356 | 3.707

27 | 0256 | 0684 | 1.314 | 1.703 | 2052 | 2473 | 2771 | 3.057 | 3.421 | 3.680
28] 0256 | 0683 | 1.313 | 1.701 | 2.048 | 2467 | 2.763 | 3.047 | 3.408 | 3.674
29| 0256 | 0683 | 1311 | 1699 | 2.045 | 2462 | 2.756 | 3.038 | 3.386 | 3.659

30 | 0.256 | 0683 | 1310 | 16897 | 2.042 | 2457 | 2.750 | 3.030 | 3.385 | 3.646

40 | 0255 | 0.681 | 1.303 | 1.684 | 2.021 | 2.423 | 2.704 | 2.971 | 3.307 | 3.551

60 | 0.254 | 0672 | 1286 | 1.671 | 2.000 | 2.390 | 2.660 | 2.915 | 3.232 | 3.460
120 0.254 | 0.677 | 1.288 | 1.658 | 1.980 | 2.358 | 2.617 | 2.860 | 3.160 | 3.373
X | 0253 | 0674 | 1.282 | 1645 | 1.960 | 2.326 | 2.576 | 2.807 | 3.080 | 3.231
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ANEXO F puntos porcentuales de la distribuclén F
Tuna. ]
¥y Gtados do libertad para el numerador (v)
s 1 2 3 4 5 5 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 x
383 TS0 820 Ase 882 BSb 9.0 919 928 922 841 948 958 953 987 91 978 980 985
257300 3k 02 3B AN 3 I3 I 38 2 341 D43 943 344 348 348 347 248
202 720 208 239 41 242 240 2M 24 244 245 246 248 245 247 247 241 240 2w

14 2,00 205 206 207 2.08 208 2,08 208 2,08 208 208 2.08 2.08 2,08 2,08

169 188 188 189 1A V89 189 189 189 1.89 1.89° 189 1.88 1.88 188 139 1.87 1.87 1.87
162 178 176 179 w79 178 LTA 1.78 177 w7 1.17 178 1.76 175 175 175 174 174 174
187 110 w72 172 17 171 L0 10 170 149 168 . 168 1.67 167 168 166 165 1.65 1,65
154 166 167 166 166 165 164 1,64 163 163 162 182 161 160 160 159 1.59 1.59 1.58
151 1682 183 183 162 161 160 1.60 159 159 158 157 156 158 155 154 154 153 183
10 149 160 160 159 159 158 157 1.56 156 155 154 153 152 152 151 1.51 1.50 149 t4a
1 147 158 158 157 156 155 154 153 153 152 181 150 149 1.4 148 147 14T 146 145
12 146 1% 1% 155 154 153 152 151 1.51 150 149 148 147 146 145 145 144 143 142
13 145 158 155 1f 152 151 150 149 149 148 147 146 1.45 144 143 142 142 141 140
14 1e4 153 953 152 151 150 143 148 14T 146 145 144 14 142 14 141 1.40 1.39 138

15 143 152 152 151 149 1.48 1.47 146 1.45 145 1.44 143 . 1@ 1.4 1.4 1.9 1.38 1.37 1.3

208 208 2,08

LI R T S )

142 151 151 1.50 1.48 1,47 146 1.45 144 1,44 1.43 1.4 140 1.39 1.38 1.97 1.36 1.35 1.4
7 142 151 150 149 147 1,46 1.45 144 143 1.43 1.4 1.40 1.9 1.38 137 1.38 1.35 1.34 1.3
13 1 140 149 148 1146 1.45% 1.44 143 1.42 1.42 1.40 1.9 1.38 137 1.35 135 1.34 1.3 122

19 14 1439 1.49 147 146 1.4 1.43 1.42 L4 1.41 1.40 1.28 137 1.36 1.5 1.4 1.3 1.32 130

0 1 &0 149 148 1.47 145 1.44 1.4 1.42 1.4 1.40 1.39 17 1.36 1.35 .M 1.33 1.32 1.3 129
Fil 140 148 148 145 144 14 142 141 1.4 1.39 1.38 1.37 135 1.34 1.33 1.32 1.0 1.3 1.28

Grados de hbenac pata el dsnomunador {i2)
&

22 140 t48 147 145 144 1.42 1.4 1.40 1.3% 1.39 1.37 1.3 1.4 1.33 1.32 1.5 1.30 1.29 1.28
22 139 1 47 147 145 143 142 141 1.40 1.39 1.38 1.37 1.35 134 1.33 1.32 1.0 1,30 1.28 1.27
24 129 1.47 146 144 143 1.41 140 1.39 1.38 1.38 1.38 1.35 1.2 1.32 1.1 1.30 1.29 1.28 1.26
25 139 147 146 144 1,42 1.41 1.40 1.39 1.3 137 1.36 1.34 1.33 1.32 1.91 1.29 1.28 1.27 1,25
26 138 1 46 145 144 142 1.41 1.39 1.38 137 197 1,35 134 1.32 1.3 1.30 1.29 t.28 1.26 1.25
27 138 14§ 145 1.43 142 1,40 139 134 137 1.36 1.35 133 1.32 1.3 1.30 128 1.27 1.26 1.24
28 138 145 145 t43 141 1.40 129 1.38 137 1.96 1,34 133 1N 1.30 129 1.28 127 1.25 1.24
29 138 145 145 t 43 141 1,40 1.9 137 136 1.35 1.34 132 .31 1.30 129 127 1.26 1.28 1.23
30 138 45 144 142 14 1.39 128 137 1.38 1.35 1.34 132 1.30 1.29 1.28 127 1.26 1.24 122
40 136 144 142 L 40 139 137 136 135 1.34 1.3 k1] 130 1.28 1.26 1.25 1.24 1.22 1.21 119
&0 125 142 14 133 137 - 128 133 132 131 1.30 129 127 1.25 1.24 122 1.24 19 w17 1,15
120 “ 134 140 139 13?7 135 1.33 (1] .30 1.29 1.28 1.26 1.24 1.22 121 119 1,18 1,16 1.13 1.0

« 12 139 137 135 133 10 12 128 1.2 1.25 1.24 122 119 118 116 1.14 1.12 1.02 100

Fuenre: Adaptada con autorizacion de Brometrika Tubles for Stansticians, Vol. 1, 3a, edicion, por E. S. Pearson y H. O. Hartley, Cambridge University Press,
Cambridge. 1966,

86¢
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Puntos porcentuales de la distribucién F (continuacldn)
_Tl.ﬁu. viov2
4 Grados da libertad para el numerador (w)

w2 1 2 3 4 5 [ 7 ] L] 10 12 15 20 24 30 40 60 120 @

1 | 1814 1935 2157 g6 2002 230 2368 2383 2405 2419 2439 2459 2480 2499 2500 2511 2522 2533 2843
2 1850 1900 1998 1925 1900 1933 1935 1907 .19.33 194D 1941 1943 1945 1945 1945 1947 1948 19.49 1950
] 1013 355 928 912 901 454 889 885 841 8.79 874 870 BE6 864 862 853  as7 855 8.53
4 .71 654 659 639 6.26 8.16 6.09 604 800 .5.96 591 536 580 577 575 572 5.59 584 563

5 6.61 5.79 5.41 519 5.05 495 488 482 ATT 474 468 462 454 4.53 4.50 4.45 4.4 4.40 4%

5 589 LM 476 453 433 42 4D 415 410 406 400 %4 ae7 384 3.8t 7 A ar 367
7 559 474 435 402 397 387 a7g an 368 364 357 351 344 341 3.8 334 230 32 kP
L 532 446 407 384 289 2s8 350 34 339 3.35 228 122 315 312 308 ax Ao 2397 293
= 3 512 4.26 286 363 348 337 3 323 3w 314 3.07 301 294 29 2.86 283 219 275 an
5 10 455 40 an 3.48 A3 322 an 107 3.02 2.98 29 285 277 2.74 2.70 266 262 258 254
24 484 298 359 336 320 308 am 295 280 2488 279 212 265 261 257 253 249 245 2.40
m 12 475 38 349 3% 31 a0 291 285 280 23s 269 262 254 2.5 247 243 238 2.4 2.30
s 1 467 281 341 218 303 292 283 277 2n 267 260 253 248 242 238 2. 23 2.25 221
T 4 460 31 33 an 296 285 276 270 265 260 253 246 2.39 2.35 23 221 A: 218 213
g8 454 2¢d 329 206 280 279 an 254 259 254 2.48 240 23 2.29 2.25 2200 218 2 207
LT 448 363 324 300 285 274 266 2.59 254 249 2.42 235 228 2.24 219 215 2 2.06 201
m 17 445 259 32 298 2481 270 28 255 249 245 238 23 2 218 215 210 206 200 1.96
£ 44 385 215 293 2.1 266 258 251 246 2.4 2.34 2.27 219 218 1 2.06 2.02 1.87 1.92
R ] 438 152 313 290 214 263 254 248 242 239 23 223 218 2.1 2,07 203 198 193 1.88
& 20 435 349 316 287 2n 260 251 2,45 239 2.35 2.28 220 212 208 2.04 199 195 1.99 1.84
.m 21 432 347 3407 284 268 2.57 249 242 237 232 2 2.18 m..a 205 20 1.96 1.92 1.87 1.8
m 2 430 244 305 282 266 255 246 240 234 230 223 2.15 201 203 1,98 1.94 1.89 1.84 78
23 420 342 303 280 284 253 244 237 232 22 220 213 208 201 1.96 1.91 188 1.81 176

24 426 340 30 278 262 251 242 2.3 23 225 218 n 203 1.98 1.94 189 1.84 1.79 173

25 424 3.39 29 276 260 249 240 234 228 2.24 216 209 2, 1.96: t.92 1.87 1.82 1717 1.1

2 423w 298 274 259 247 239 232 227 2.22 215 207 1.99 1.85 1.90 1.85 1.80 175 189

27 a1 3l 296 273 257 2246 2% 23 2.25 2.20 213 206 197 193 1.88 1.84 179 173 167

28 420 3 285  2M 256 245 236 229 224 219 212 204 195 (-] 187 1.82 177 L7t 1.65

2 48 333 293 270 255 243 235 2.28 222 218 2.10 2,03 194 1.90 1.8% 1.81 175 170 1.64

20 47 332 282 269 253 242 2339 221 221 218 2.09 201 193 1.89 1.84 .79 1.74 164 1.62

o 408 323 284 261 245 234 225 298 212 208 2.00 1.92 1.84 1.79 1.74 1.69 1.6¢ 158 151

60 400 315 278 253 237 2.25 217 210 204 1.99 192 A1 84 1,75 1:70 1.65 1.59 1.53 147 fum
120 392 207 268 245 229 27 209 202 196 1.91 1.83 175 1.66 1.61 1,55 155 1.43 135, 1.2

E 384 300 280 2% 221 210 2m 1.94 188 1.83 115 1867 1.57 1.52 1.48 1.29 132 1.22 1.0
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Puntos porcentuales de la distribucidn F (continuacién)

ﬁﬂmu. ¥y, ¥2
¥ Grados ds livertad para al numerador {w)
2 1 2 3 4 5 8 7 8 9 10 12 15 29 24 30 40 60 120 =
R 6478 7995 8642 8396 %218 937 9482 9567 9613 9686 9767 9849 9931 9972 1001 1006 1010 1014 1018
2 3851 3900 3947 3925 3900 WD 2936 2937 3939 940 94 39,43 2945 3946 3946  394Y 3948 3343 1950
3 17.44 1604 15.44 15,10 14.88 .73 14.62 14.54 14.47 14.42 14.34 14.25 1417 14.12 14.08 14.04 13.99° 13.95 13.90
4 1222 1065 9.98 9.60 9.3%6 3.20 9.01 498 4.90 844 8.15 8.66 8.56 8.51 a.46 a.41 3.6 an 8.26
5 10.01 8.43 7.76 1.9 7.15 6.98 5.85 6,78 6.68 8.62 8.52 6.4 6533 6.28 823 6.18 6.12 5.07 602
8 8.81 126 6,60 823 599 582 570 5.60 5.52 5.48 537 5.27 517 5.12 507 5.01 4.36 490 485
7 807 6,54 5.89 552 529 5.12 499 4.90 4.82 478 467 457 447 4.42 4.36 431 425 420 418
- 8 7.57 6.06 5.42 5.05 482 4.65 453 443 4.36 4.30 420 4,10 '4.00 .95 1489 3.84 378 a1 367
£ r2 57 5.08 472 448 422 4.20 4.10 4.03 398 .87 37 367 .61 256 251 .45 a3 .33
w 10 5.94 5.46 483 447 424 4.07 395 385 378 72 362 352 3.42 337 an 2,26 220 314 108
g2 n :6.72 §.26 463 4.28 404 398 376 3456 359 353 343 3.33 323 a7 12 3.06. 3.00 2.94 288
m 12 6.5% 5.10 447 412 .89 an n a5 344 337 a2 3.18 07 .02 2.96 2.9 285 279 272
€ 13 6.41 497 435 400 amn 360 348 239 ) 325 .15 .05 295 2.89 2.84 278 272 266 2.60
T 630 486 424 aag 366 3.50 .38 329 321 .15 3.05 295 2.84 279 21 267 261 255 249
n 15 820 477 415 Jso 35 ian 19 a0 212 3.06 296 2485 2.6 270 2.64 259 252 246 240
W 16 612 469 408 an 350 1M a2 a2 105 299 289 2.79 2.68 263 2.57 2.51 245 238 232
b ERY: BO4 40 66 34 .28 A6 308 298 292 2.82 a7 2,62 256 2.50 2.44 228 232 225
Tomn 398 395, 381 338 122 30 kX ) 293 2.87 277 267 256 250 2.44 23 232 226 219
r.m 19 492 390 156 k) T .05 298 2.68 282 272 262 251 2.45 233 232 2.2r 220 212
8 20 587 a8 s 1% aan o F&:1] 204 217 2.68 2.57 248 241 235 229 222 216 209
m 21 582 3.82 348 124 309 297 287 280 271 2.64 253 2.42 2% M 225 2.18 21 2.04
[ -] 579 k] 344 322 3.05 293 2.84 276 270 260 2.50 239 2.33 227 -3 2.4 208 200
@ n 575 373 4 kXL 02 2.90 28 273 267 257 247 2.36 230 224 218 Al 204 197
24 572 372 .28 3.15 299 287 2.18 279 2.64 254 2,44 23 227 221 215 208 2m 1.94
2% 569 369 35 B R K] 291 285 275 268 261 2.5 241 230 2.24 2.18 212 208 1.98 191
b ] 566 3.67 330 1 2.94 2.82 273 265 2.59 2.49 238 2.28 222 216 209 203 195 1.88
21 563 365 AN 308 292 280 2n 263 2.87 ‘247 2.38 225 219 213 207 200 93 185
28 5.61 363 32 08 290 278 269 2.61 255 245 234 2 217 AN 205 198 t.91 1.83
79 5.89 3.61 3 304 288 276 26T 259 253 243 2.32 2.21 215 209 203 196 1.89 181
» 557 359 32 203 2w 215 265 251 251 2.4 23 220 2.14 207 2m 194 187 179
0 5.42 346 AN 190 274 262 253 248 239 2. 218 2.07 201 194 1.88 1 80 1.72 164
50 529 U2} 30 279 263 251 241 23 .27 217 208 194 1688 182 174 167 1.58 148
20 5.15 g0 AR 288 267 252 239 2% 22 2,18 205 1.54 1,82 1.76 1.69 161 152 1.43 1]
x 502 3.69 KA H] 279 257 241 229 2,19 FAY 205 194 1.42 [Ra) 164 1.57 148 139 127 100
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1
Distribucién acumulativa de Poisson (continuacion)
¢ =At
x 2.30 2.40 2.50 2.60 2.70 2.80 2.90 3.00
0 100 .090 082 .074 067 .060 .055 .049
1 .330 .308 .287 .267 .248 .231 214 199
2 596 .569 543 518 .493 .469 445 423
3 .799 778 757 736 714 691 .669 647
4 916 .904 .891 877 .862 847 .831 .815
5 .970 .964 957 .950 .943 .934 925 916
6 .950 .988 .985 .982 879 = 975 £71 966
7 .97 996 .995 .994 993 .991 930 .988
8 .999 .999 .998 .998 998 .997 .996 .996
9 .999 .999 .999 .999 .099 .999 999 .998
10 .999 999 999 .999 .999 .999 .999 .999
11 .999 .999 .999 .999 .999 .999
12 .999 999 !
¢ =X\t
® x 350 400 450 500 550 6.00 650 7.00
0 030 018 .01 .006 004 .002 .001 .000
1 .135 081 .061 .040 .026 .017 .011 007
2 .320 .238 73 124 .088 .061 043 029
3 536 .433 .342 .265 .201 .151 11 ,081
4 725 .628 532 440 . 357 .285 223 72
5 ".857 785 .702 615 528 445 .369 300 .
6 .934 889 .831 .762 .686 606 .526 449
7 973 948 .913 .B66 .809 743 672 .508 |
8 .890 978 .959 931 .894 .847 791 729 -
- 9 .896 .991 982 . 968 946 .916 877 830
10 .998 997 .993 986 974 .957 933 801
1 .999 .999 .997 .994 .989 .979 968 945 !
12 999 .999 999 .997 .995 991 .983 973 E
13 .999 .999 .999 999 .998 996 992 .987
14 .999 .999 .999 .999 .998 997 994
15 .999 899 999 .999 .998 .997
16 .999 .999 .999 .999 999
17 .999 .999 999 999
18 .999 .999 999
19 .999 999
] 20 999

i
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ANEXO H Funcidn de distribucidn binomial
x n
Bnp =3 [, —pr
P \k
P

n x| 005 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 040 045 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 085 090 095
3 0 109035 03100 07225 0640 05625 04900 0.42;._’5 0.3600 {_).3025 0.2500 02025 01600 0225 00900 00625 00400 00225 00100 00025
I 09975 04900 05775 09600 09375 09100 03775 OR00 07975 07500 06975 06400 05775 05100 04375 03600 02775 01900 00975
10 |08574 07290 06141 05120 04219 03430 02746 02060 01654 00250 00911 00640 00429 00270 00i56 00080 00034 00010 0.0001
109927 09720 09393 08960 03438 07830 0.7183 05480 05748 05000 04252 03520 02818 02160 01563 0.1040 00607 000 0.0073

2 09999 09990 0996 09920 0934 05730 09571 09360 09089. 08750 08336 07840 07254 - 06570 OSTRI  0ASK0D  0.3%59 02710 0.1426

4 0 [08[45 06561 05220 0409 03164 02481 0UTBS 01296 " 00915 0.0625 00410 00256 0.0iSO 00081 00039 00016 00005 00001 D000
1 {09860 09477 08905 08192 07383 06517 05630 04752 03910 03125 02415 01792 01265 00837 00508 00272 00120 00037  0.0005

2| 09995 09963 DYRE0 0978 09492 0916} 08735 (3208 07585 O06R75 06090 0518 04370 03483 02617 (.808 0.0095 00533 0.0[40

3 (0000 09599 09995 04934 09961 09919 09850 09744 09590 09375 05085 08704 08215 0.7599 06836 0.5904 04780 03439 01855

5 0 {07738 05508 0_4-{31 03277 02373 0681 01160 00778 Q053 0033 00185 00102 00053 00024 00010 00003 000 Q0000 0.0000
1 | 09774 09185 08352 07373 06328 ©5M2 04284 03370 02562 01875 01312 00870 00540 00308 00156 00067 00022 00005 00000

2 | oyuss 09914 09734 09421 03965 08369 07648 06826 05931 05000 04069 03173 02352 00631 01035 00579 0026 0006 00012

A 10000 09995 09978 09933 09844 08692 09460 09130 08638 08125 07438 06630 05716 04718 03672 0.2627  0LI648 00815 0022
4100007 LOMO 09999 09997 08990 05976 05957 09893 09815 09688 09497 09222 038840 0831Y 07627 06723 05563 095 0226

6 0 |07351 0534 03771 02621 01780 O.176 00754 00467 00277 0.0156 00083 00041 000I8 00007  0.0007 0.0001 0000 DO 0.0000
1 | 08672 08857  0.7765 0655 05339 04202 03191 02333 0163 01094 00692 00410 00223 00109 00Me  DOD l6 00K 00001 00000

2 | 09978 09341 09527 0S0IL 08306 07HI 06471 0543 04415 03438 02553 04792 0174 00705 00376 00170 00059 00013 0.0001

1 L0gyey 09987 099410 D98I 09614 09295 03826 08108 0.7447  0.6563 05585 04557 03539 02557 01694 0.0989 00473 DOISR Q0022

4 110000 09999 09996 09984 09954 09391 0977 09590 09308 0906 ORI+ 0.7667 06809 OST9K . D661 03446 03235 00143 0032
210000 LOO0O LOOOO 04999 09998 09993 09982 09959 05917 09844 09721 09533 0924 OBK24 08220 0TI 06239 046H6  0.2649

7 0 |ne9%d 04781 03206 02097 0.1335 00824 00490 0020 00152 00078 00037 00016 00006 00002 00001 00000 00000 OINK0 00000
1 | 095% 08503 07166 05767 044% 03294 02334 01586 00024 00625 00357 00188 0009 OO0K  0DOIF 0804 00001 00000 00000

2 J099ar 09743 0926 08520 07564 06471 05323 04199 0064 02266 001529 O00WAT 00556 O0K 00129 00047 Q0012 00002 L0000

Y {09998 09973 09879 09667 09294 08740 08002 07102 06083 05000 03917 02K98 Q99K (L1260 00706 00333 00121 00027 G000

3 11X 09998 099s8 09953 09%71 09712 09444 05037 08471 0773 06836 Q5801 0477 03529 02436 01480 00738 DOIST 000K

d1 0000 L0 0.999¢ 0999 09987 0992 09910 09812 09641 09375 08976 ON414 07662 - 06706 OSIS] 04233 0280 01997 00444

s 110000 LOOOD  LOOOD  LD0OO 09999 09998 05994 05983 0993 09921 0S4 0970 09510 09176 08665 07903 a9 05217 w017

4 0 {aeedd 0405 02725 00678 00001 0NST6 0.0M9 00168 QO0RY G009 Q0017 . Q0007 Q0002 00001 B0000 00000 000D 00000
Iofasad  03Id 0 0aSTI 05033 03671 02553 01691 00064 Q0A32 00IS2 ODIRL OO0RS 0003 00013 00004 QDKL B0ED0 DGO LU0
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10480
22368
24130
42167
37570
77921
99562
96301
89579
35475
28918
63553
09429
10365
07119
51085
02368
01011
52162
07056
48663
54164
32639
29334
02488
81525
29676
00742
05366
91921
00582
00725
69011
25976
09763
91567
17955
46503
92157
14577
98427
34914
70060
53976
76072
90725
64364
08962
95012
15664

15011
48573
48360
93093
39975
06907
72905
91977
14342
36857
69578
40961
93969
61129
97336
12765
21382
54092
53916
97628
91245
58492
32363
27001
33062
72295
20591
57392
04213
26418
04711
69684
65795
57948
83473
42595
56349
18584
89634
62765
07523
63976
28277
54914
29515
52210
67412
00358
68379
10493

01536
25595
22527

06243,

81837
11008
56420
05463
63661
53342
38231
48235
52636
37529
71048
51821
52404
33362
46369
33787
85828
22421
05597
87637
28834
04839
68086
39064
25669
84117
87917
62797
95876
29888
73577
27958
90999
18845
94824
35605
33362
88720
39475
06980
40980
83974
33339
31662
93526
20492

02011
85393
97265
61680
16656
42751
69994
07972
10281
53988
33276
03427
92737
85689
08178
51259
60268
84904
58586
09998
14346
74103
24200
87308
07351
96423
26432
66432
26422
94305
77341
56170
55293
88604
12908
30134
49127
49618
78171
81263
64270
82765
46473
67245
07391
29992
31926
25368
70765
38391

NUmeros aleatorios

81647
30085
76393
07856
06121
27756
98872
18876
17453
53060
70997
48626
88974
48237
77233
77452
89368
31273
23218
42688
09172
47070
13363
58731
19731
24878
46901
84673
44407
26766
42208
86324
18988
67917
30883
04024
20044

02304
84610

39667
01638
34476
23219
68350
58745
655831
14883
61642
10592
91132

31646
89198
64809
16376
91782
53498
31016
20022
18103
59533
79936
69445
33488
52267
13916
16308
19885
04146
14513
06691
30168
25306
38005
00256
92420
82651
20849
40027
44048
25940
35126
88072
27354
48708
18317
86385
59931
51038
82634
47358
92477
17032
53416
82948
25774
38857
24413
34072
04542
21999

59179
27982
15179
39440
60468
18602
71194
94595
57740
38867
56865
18663
36320
67689
47564
60756
55322
18594
83149
76988
80229
76468
94342
45834

60952

66566
89768
32832
37937
38972
74087
76222
26575
18912
28290
29880
06115
20655
09922
56873
66969

87589

94870
11398
22987
50430
53744
81249
76463
598516

14184
53402
24830
63637
81305
70659
18738
56865
34378
62300
05859
72695
17617
93394
81056

92144

44819
29852
98736
13602
04734
26384
28728
15398
61280
14778
81536
61362
63904
22209
99547
36086
08625
82271
35797
99730
20542
58727
25417
56307
98420
40836
25832
42878
80059
83765
92351
35648
54328
81652

62590
93965
49340
71341
49684
806565
44013
68014
25331
08158
90106
52180
30015
01511
g7735
49442
01188
71685
23495
51851
59193
58151
35806
46557
50001
76797

98947
45766
71500
81817

84637

40801
65424
05998
55536
18059
28168
44137
61607
04880
32427
65975
80287
39911
55657
97473
568
02349
27198
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ANEXO J vatores criticos para fa prueba Wilcoxon de dos muestras ®

*

.05

412

N2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
4 10
5 6 11 17
6 7 12 18 26
7 7 13 20 27 36
8 3 8 14 21 20 38 49
9 3 8 15 22 31 40 51 63
10 3 9 15 23 32 42 53 65 78
1 4 9 16 24 34 44 55 68 B1 96
12 4 10 17 26 35 46 58 ™™ 85 989 115
13 4 10 18 22 37 48 60 73 88 103 119 137
14 4 11 19 28 38 50 63 76 91 106 123 .141 160
15 4 11 20 23 40 52 65 79 94 110 127 145 164 185
16 4 12 21 31 42 54 67 82 97 114 131 150 169
17 5 12 21 32 43 56 70 84 100 117 135 154
18 5 13 22 33 45 58 72 87 103 121 139
19 5 13 23 34 46 60 74 90 107 124
20 5 14 24 35 48 62 77 93 110
21 6 14 25 37 50 64 79 95
22 6 15 26 38 51 &6 82
23 6 15 27 39 53 68
24 6 16 28 40 55
25 6 16 28 42
26 7 17 29
27 7 17
28 7

Fuente: Reproducida con autorizacidn de *"The Use of Ranks in a Test of Significance for Comparing

Two Treatments,” por C. White, Biometrics, 1952, Vol. 8, p. 37.
*Para m y n, grandes, R se distribuye aproximadamente en forma normal con media ém(n, +nm+ 1)
y varianza Tli"'"l("‘ +nm+ 1.
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Valores criticos para‘ia prueba Wilcoxon de dos muestras {continuvacion)

A%
PN 2 3 4 5 6 7.8 9 10 11 12 13 14 15
5 15
6 10 16 23
7 10 17 24 22
8 11 17 25 34 43
9 6 11 18 26 35 45 56
10 6 12 19 27 37 47 58 71
11 6 12 20 28 38 49 61 74 @7
12 7 13 21 30 40 51 63 76 90 106
13 7 14 22 31 41 53 65 79 93 109 125
14 7 14 22 32 43 54 67 81 96 112 129 147
15 B 15 23 33 44 56 70 84 93 115 133 151 171
16 B 15 24 34 46 58.72 86 102 119 137 155
17 B 16 25 36 47 60 74 B89 105 122 140
18 8 16 26 37 49 62 76 92 108 125
+ 19 3 9 17 27 38 50 64 78 94 111 -
20 3 9 18 28 39 52 66 81 97
21 3 9 18 29 40 53 68 83
22 3 10 19 29 42 55 70
23 3 10 19 30 43 57
24 3 10 20 31 44
25 3 11 20 22
26 3 11 21
27 4 11
28 4

413
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ANEXO K Valores criticos para la prueba del signo®
RY ‘

n o .10 .05 .01

«Jmmm-q-.l-qmmmmmhammomm—-—-—scoo
t.ocor.omm-.lﬂﬂmmmmmgahwwmmm—-d—tooo

cocommm-q-qﬂmmmmcnha.:-mwummroaq-oooo

*Para n > 40, R sc distribuye aproximadamentc cn forma
normal con media n/2 y varianza n/4,



ANEXO L Valores criticos para la prueba Wilcoxon del rango con signo”

g 10 .05 .02 .01
4
5 0
6 2 ]
7 3 2 0
8 5 3 1 0
9 8 5 3 1
10 10 ) 5 3
1 13 10 7 5
12 17 13 g 7
13 21 17 12 9
14 25 21 15 12
15 30 25 19 15
16 as 29 23 19
17 41 34 27 23
18 a7’ 40 32 a7
19 53 46 a7 a2
20 60 52 43 - a7
21 67 58 49 42
22 75 65 55 48
23 83 73 62 54
24 91 81 69 51
25 100 89 . 76 68
26 110 98 84 - 75
27 119 107 92 - a3
28 130 116 101 91
29 140 126 110 100
30 151 137 120 109
31 163 147 130 118
32 175 159 140 128
a3 187 170 151 138
34 200 182 162 148
35 213 185 . 173 159
36 227 208 185 171
37 241 221 198 182
38 256 235 211 194
39 271 249 224 207
40 286 264 238 220
41 302 279 252 233
.42 319 294 266 247
43 336 310 201 261
44 353 327 296 276
45 art 343 312 201
* 46 389 361 328 307
47 407 378 345 322
48 426 396 362 33s
) 49 446 415 are 355
50 466 434 397 373

Fuente: Adaptada con autorizacion de “Extended Tables of the Wilcoxon
Matched Pair Signed Rank Statistic™, por Robert L. McCornack, Journa!
of the American Statistical Association, Vo, 60, sepliembre, 1965,
*Sin > 30, R se distribuye aproximadamente en forma noermal con media
a(n + 1)/4 y varianza n(n + 1) (2 + 1124,



