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Resumen

Cuando se desea comunicar siempre buscamos las formas o medios adecuados para el que
recibe la informacién construya su propio conocimiento, a este proceso en el contexto
de ensenanza y aprendizaje se define como mediacién pedagogica, que es desempenado
principalmente por el docente. Con el surgimiento de nuevas modalidades de educacion
generadas por la incorporaciéon de las tecnologias a la educacion. Siendo la modalidad
a distancia una de ellas, donde el papel de mediador es desempenado por los recursos
digitales, entre los cuales estan los materiales escritos. Entonces se propuso un material
escrito de la asignatura de Geometria Euclidea I (el tomar una asignatura en particular nos
permite que un grupo de estudiantes lo utilicen y posteriormente realizar la evaluacion del
recurso). para obtener los lineamientos que debe tener este recurso para la modalidad de
educacion a distancia de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica de la Universidad
de El Salvador, justificaindolos a partir de la opinién de colegas que estéan trabajando dicha

asignatura y los estudiantes que la cursan.
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Introducciéon

Los cambios que ha experimentado la educacion salvadorena en los tltimos 10 anos se ha
producido en una manera increible provocada por el impacto al acceso a la tecnologia,
encontrandonos en la era de informaciéon y del conocimiento. Uno de los ejemplos mas
evidentes es el caso de la modalidad de Educacion a Distancia, en particular, la que usa
las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TICs), que ha tenido un desarrollo
creciente y ha sido implementada en diferentes programas de Educacion Superior

compartiendo y no compitiendo con la tradicional propuesta presencial.

La incorporacién de la modalidad de Educacion a Distancia ha producido una modificacion
de los roles de los actores involucrados en proceso de aprendizaje, los que ensenan y los que
aprenden. Es decir, el rol docente caracterizado por la transmisiéon del conocimiento como
orientador, facilitador y motivador del trabajo auténomo, y el estudiante de receptor del
conocimiento como constructor activo de su propio conocimiento. Pero los cambios del rol
del docente inician por un cambio de pensamiento, esto porque se piensa que no hay un
control de la calidad del aprendizaje de los estudiantes, dicha idea es cuestionable porque
depende de la motivacion y de la necesidad que tenga el estudiante de esta modalidad en

potenciar un aprendizaje auténomo.

El proceso que estéd inmerso en la modalidad presencial y educaciéon a distancia o en
linea es la mediacion pedagogica que consiste en la tarea de acompanar y promover el
aprendizaje (Prieto, D. 1995). En la investigacion profundizaremos sobre como se
desarrolla la mediacion pedagogica, tanto en la educaciéon presencial donde es ejecutada
por el docente de manera sincréonica, como en la modalidad a distancia que se ejecuta de

manera asincronica siempre por el docente, pero por medios de los recursos
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proporcionados a través de la plataforma Moodle.

Por ello, el siguiente trabajo investigacion estd compuesto por dos capitulos en el
primero exponiendo sobre el término de mediacion pedagobgica, su clasificacion y los
diferentes roles que desempenan los protagonista del proceso ensefianza y aprendizaje.
Posteriormente, sobre los entornos virtuales en particular la educaciéon a distancia,
enfocandonos terminologia, las caracteristicas, el rol de los diferentes protagonistas y
como funciona los procesos de mediacion pedagogica bajo esta modalidad. Finalizando
con la definicion de materiales didacticos y algunas investigaciones sobre la elaboracion

de materiales escritos en la modalidad de educacion a distancia.

En el capitulo dos se inicia con la descripcion de la estructura y los elementos que posee
el material escrito propuesto, como por ejemplo, introducciéon, datos historicos, ejemplos,
etc., que aparece en apéndice A. Posteriormente, los resultados y analisis de una encuesta
contestada por los Profesores Universitarios Modalidad a Distancia que trabajan en la
asignatura de Geometria Euclidea I del ciclo 1-2020 y los estudiantes que cursan dicha
asignatura de la Facultad de Ciencias Naturales y Matemética de la Universidad de El
Salvador. Dicha encuesta fue disena con el objetivo de evaluacion del material escrito
propuesto. Finalizando con un sistema de tareas que consiste en la descripcion de los
apéndices y la propuesta como utilizar el material escrito, el cuestionario para la evaluaciéon

de estos y los resultados de la encuesta.



Metodologia

Para cumplir los objetivos propuestos en la investigacion se realizaron las siguientes etapas:

1. Revision bibliografica: se consultaron diferentes fuentes bibliograficas que aborden
el tema de investigacion con la finalidad de conocer los conceptos y los elementos
que rodean el concepto de mediacién pedagdgica. A partir de esto, se seleccionaran

los aspectos mas importantes de las fuentes para que sirvan como marco tedrico.

2. Diseno del material mediado pedagobgicamente: se pretende el diseno del
material escrito de la asignatura de geometria euclidea I de la Licenciatura en
Ensenanza de la Mateméatica para el modelo de educacién a distancia de la
Universidad de El Salvador, incorporando los aspectos de mediacion de los

contenidos abordados.

3. Comprobar los resultados de las estrategias de mediaciéon pedagoégica: el
material escrito elaborado lo utilizaran los estudiantes de la carrera de Licenciatura

en Matematica que inscriban Geometria Euclidea I en el ciclo 1-2020.

4. Obtencion de los resultados: realizar4 una encuesta en linea a través de la

herramienta Formularios de Google que se describen a continuacion:

= Encuesta dirigida a los estudiantes en el enlace: https://docs.google.com/
forms/d/1HzY-ZgmKrXdauUdpiCceyVzhX-VWh1K73736p_sJ1ZM/edit, ademas

aparece en el apéndice B.

» encuesta dirigida a los Profesores Universitarios Modalidad a Distancia que

laboran en las diferentes sedes Universitaria en el enlace: https://docs.


https://docs.google.com/forms/d/1HzY-ZgmKrXdauUdpiCceyVzhX-VWhlK73736p_sJlZM/edit
https://docs.google.com/forms/d/1HzY-ZgmKrXdauUdpiCceyVzhX-VWhlK73736p_sJlZM/edit
https://docs.google.com/forms/d/1Vy-U9yCU7DtOU4w6Cvzqblys0kdw9dPEzdUmmiiupZg/edit?usp=forms_home&ths=true
https://docs.google.com/forms/d/1Vy-U9yCU7DtOU4w6Cvzqblys0kdw9dPEzdUmmiiupZg/edit?usp=forms_home&ths=true

Metodologia 3

google.com/forms/d/1Vy-U9yCU7Dt0U4w6CvzqblysOkdw9dPEzdUmmiiupZg/

edit?usp=forms_home&ths=true, ademas aparece en el apéndice B.

con el proposito de conocer su experiencia de aprendizaje con el nuevo material
escrito, posteriormente un analisis de los resultados; rescatando los aspectos
positivos y negativos, finalizando con las conclusiones sobre los lineamientos que
deben contener los materiales escrito bajo el modelo de educaciéon a distancia de la

Universidad de El Salvador.


https://docs.google.com/forms/d/1Vy-U9yCU7DtOU4w6Cvzqblys0kdw9dPEzdUmmiiupZg/edit?usp=forms_home&ths=true
https://docs.google.com/forms/d/1Vy-U9yCU7DtOU4w6Cvzqblys0kdw9dPEzdUmmiiupZg/edit?usp=forms_home&ths=true
https://docs.google.com/forms/d/1Vy-U9yCU7DtOU4w6Cvzqblys0kdw9dPEzdUmmiiupZg/edit?usp=forms_home&ths=true

Capitulo 1

Mediaciéon Pedagbgica

Los procesos de mediacion y aprendizaje han sido objeto de miltiples estudios. Entre ellos
se pueden referir las investigaciones de Gonzalez (2010), Poveda (2007), Basso de Torres,
Montanez y Torres (2005), Arumi (2006), Monereo (2007) y Tébar (2003) que muestran

aspectos relevantes para el estudio de la mediacion del aprendizaje en el aula.

Etimologicamente ‘mediar’ se deriva del latin mediaré, que significa articulacién entre dos
entidades o dos términos en el seno de un proceso dialéctico o en un razonamiento. En la
educacion este término se incorpor6 a partir de los estudios del psicélogo Lev Semiénovich
Vygotsky que plantea la famosa teoria de zona de desarrollo proximo (ZDP) que se define
como la distancia entre el nivel de desarrollo, determinado por la capacidad para resolver
independientemente un problema, y el nivel de desarrollo potencial, determinado a través
de la resolucion de un problema bajo la guia de un adulto o en colaboracion con otro

companero mas capaz (Vygotsky, 1979).

Varios autores, como Frawley (1999), Moll (1993), Dixon-Krauss (1996), y Wertsch (1993),
consideran en esta perspectiva que la mente no aprehende de manera directa un saber o
conocimiento del mundo exterior. Es decir, para que haya esa aprehension se requieren
mediaciones simbolicas internas y sociales que permitan esa adquisiciéon de conocimientos,
habilidades y destrezas, por lo tanto, la mediaciéon puede ser entendida como el conjunto de
instrumentos de caracter cognitivo, fisico, instrumental que hacen posible que la actividad

cognitiva se desarrolle y logre las metas propuestas.
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El postulado en esta perspectiva, segin Frawley (1999), implica que las mediaciones
contribuyen a que las representaciones externas se configuren como representaciones
internas y se conviertan en herramientas para la metaconciencia. Las representaciones
externas facilitan la ejecuciéon porque muestran simultdneamente su sistema de

informacion.

Reuven Feuerstein (1980), entiende la mediacién como un proceso de interaccion entre el
organismo humano en desarrollo y el adulto con experiencia e intenciéon, que selecciona,
enfoca, retroalimenta las experiencias ambientales y los hébitos de aprendizaje, pero,
ademas, la mediacion es el resultado de la exposicion directa al mundo y la experiencia

mediada por la que se transmite las culturas.

Segtin Ashton (1996), la mediacion esta constituida por aquellos mecanismos que se
emplean en el salon de clase, y permiten que la comunicaciéon sea posible, y asi mismo,
que los alumnos entiendan las tareas que un docente les exige o demanda. También la
mediaciéon se entiende aqui como el saber que se le ofrece al estudiante para desarrollar
un contenido en particular, el cual permita avanzar al estudiante de un nivel no experto

al nivel del saber experto que se pretende en los objetivos.

En términos pedagogicos, la mediaciéon se define como el conjunto de instrumentos de
caracter cognitivo, fisico, instrumental que hacen posible que la actividad cognitiva se
desarrolle y logre las metas propuestas. Ahora, si vemos la mediacién desde el enfoque de
la representaciones, es decir, en términos semioticos, se entiende como un sistema de signos,
palabras, escritura, niimeros, imagenes que se proveen para que se produzca la actividad
cognitiva y haya un desplazamiento de niveles inferiores a los superiores, es decir, de los

conocimientos previos a la adquisiciéon de los contenidos que se desean trasmitir.

Dixon-Krauss considera la mediacion en el proceso de instruccion estd conformada por
los planes y las acciones que el docente desarrolla durante este proceso de ensenanza y
aprendizaje (Dixon-Krauss, 1996). Pilonieta (2000), senala seis condiciones fundamentales

en el proceso mediacional:

a) Creer que la mediacion es una accion altamente poderosa en los procesos de desarrollo

de las estructuras que permiten aprender.
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b) Tener la claridad de que siempre es posible mejorar la actitud y la habilidad pedagogica

personal.

c) Hay que reconocer que la simple ensenanza de los “temas de las asignaturas” no es el

camino o desarrollo de las personas.

d) Comprender que la educacion del presente es muy diferente a la del pasado y que es

necesario ajustar los enfoques educativos al desarrollo de la personalidad.

e) Identificar las variables que hacen del proceso educativo un verdadero ambito de

formacion personal.

f) Identificar y comprender los criterios de mediacion para aplicarlos permanentemente.

Clasificacion de mediaciones

De acuerdo con Pilonieta (2000), encontramos dos tipos fundamentales de mediacion del

saber: la mediacion de tipo cognitivo y la mediaciéon de tipo metacognitivo.

Mediacioén cognitiva: se refiere a la adquisiciéon de procesos cognitivos necesarios para
resolver problemas en el campo de las disciplinas académicas, por ejemplo, en
mateméatica el razonamiento légico, comparacion y identificacion. El proceso de
mediacion cognitiva sistematica se inicia con la escuela y en donde se incorpora términos,
como expresion de conceptos cientificos junto con los conceptos espontédneos que integran
el periodo escolar. En periodos de escolarizacion los preconceptos de los estudiantes son
el resultado de procesos de generalizacion e interiorizaciéon de las experiencias personales
en las cuales estd ausente en la escuela, generalmente los preconceptos no tienen
consistencia interpretativa seria, por lo cual el mantenerlos pueden generar juicio

equivocado, por ejemplo, interpretar que toda funcion es continua.

La mediaciéon metacognitiva: esta referida a la adquisicion de herramientas de tipo
semidtico de autorregulacion por parte de los ninos y las personas en formacién, es decir,
esté tipo de mediacion es la que permite el desarrollo de procesos metacognitivos; tiene su

fundamento en la comunicabilidad interpersonal ya que el lenguaje es la via méas expedita
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y natural, por ejemplo, resolver una guia de ejercicios sobre derivadas con diferentes niveles

de complejidad.

La mediacién pedagoégica-didactica: sistema de regulacion en el sentido amplio del
término, en cuanto que ella interviene a la vez como modalidad de regulaciéon en la
determinacion de una estructura exterior, diferente y como acciéon que procura sentido al
objeto, haciéndolo deseable para el sujeto, es decir, son las tareas de acompanar las

actividades y promover el aprendizaje (Dixon-Krauss, 1996).

1.1. Docente como mediador

Diaz y Hernandez (1999), sostienen que el docente se constituye en un organizador y
mediador en el encuentro del alumno con el conocimiento y su funcién primordial es la
de orientar y guiar la actividad mental constructiva de sus alumnos, a quienes

proporcionara una ayuda pedagodgica ajustada a sus competencias.

Roman y Diez (2003), indican que el docente es concebido como quien construye, elabora
sus percepciones de sucesos y acciones que tienen lugar en el aula, lo cual le permite definir
una situacion de ensenanza centrada en los procesos del sujeto que aprende de modo que
se logren desarrollar habilidades intelectuales, estrategias, entre otros, que le permitan

enfrentarse eficazmente a cualquier situacion de aprendizaje.

Dixon propone que el papel principal lo posee el docente quien organiza las actividades,
valora los conocimientos iniciales, los materiales a utilizar, las metas a lograr, orientan a
enriquecer el vocabulario del alumno con nuevos conceptos que le permiten reconfigurar los
propios, dando origen a nuevas ideas, accediendo a una nueva informacion y los términos
de interacciones que permitan que si el estudiante no entiende un proceso el docente estéa
para explicar, o no entiende un concepto se lo define, o un objeto no logra visualizar, él
resalta las caracteristicas que permitan tener una mejor interpretaciéon. Pero ademas de
mediar conocimientos, el docente también tiene que ser ejemplo de como actuar, es decir,

generar formas de ser y de comportarse de parte de los estudiantes.
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Ferreiro (2006), seniala que el docente favorece el aprendizaje, estimula el desarrollo de
potencialidades y corrige funciones cognitivas deficientes; es decir, mueve al sujeto a
aprender en su zona potencial. Romo (1997) argumenta que el profesor en su discurso
pedagobgico ejerce una funcién de mediaciéon que lo coloca entre el conocimiento
cientifico, los métodos de ensenanza, realidad cognoscitiva y cultural del alumno; ademas
de ser un socializador en el establecimiento de las relaciones de persona y de grupo.
Dado que el docente es el experto en los contenidos, es necesario que él desarrolle una
mediacion de estos, Feuerstein (1986), en su teoria sobre la experiencia de aprendizaje

mediado establece qué criterios seguir para el desarrollo de esta actividad:

1. Intencionalidad: funciéon del mediador no so6lo es lograr que el estudiante perciba
y registre los estimulos de manera significativa, sino que tome conciencia de los
objetivos especificos y de las diferentes tareas por realizar, ademas, este término a
su vez implica tener una finalidad especifica al interactuar con el estudiante, que
debe estar consciente de lo que se pretende y saber cuél es el propoésito de nuestra

mediacion.

2. Trascendencia: establece que se debe ensenar una conducta de estructuracion que le
permita utilizar los conocimientos almacenados previamente para la adquisicion de
los nuevos contenidos, descartando la informaciéon que no le sirva en esta situaciéon
y utilizar s6lo la esencial, es decir, significa que, aunque se esté tratando con la
resolucion de un problema especifico, el mediador tiene la disposicion de ir mucho

mas lejos de esta situacion particular.

3. Significado: consiste en presentar los contenidos de forma que generen en los
estudiantes un interés por las actividades, agregando la importancia que tiene para

¢l y haciéndosela més atractivas y motivandolo a terminarlas.

4. Competencia: el objetivo de este criterio es potenciar al maximo el aprendizaje en
los estudiantes, provocando en él un sentimiento de “ser capaz de”. El maestro o
mediador debe adaptar los aprendizajes de acuerdo con el interés y la edad del

estudiante, asi como los materiales adecuados para la actividad.

5. Regulacion y control de la conducta: consiste en que los estudiantes obtengan la
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informacion de los conocimientos previamente adquiridos (input), dandoles forma,
coherencia (elaboracion) y la expresion de dicha informacion a través de un proceso

de razonamiento (output).

6. Participacion y conducta compartida: consiste en la interaccion profesor alumno.
En la cual el docente ha de dirigir, orientar la discusiéon sin dar la solucién a las
actividades en donde los estudiantes deben compartir, ayudandose mutuamente,

respondiendo a una conducta que le servira en su trabajo.

7. Individualizacion y diferenciacion psicoldgica: consiste en aplicar modelos de
aprendizaje en funciéon de las diferencias individuales o estados cognitivos, es decir
tomar en cuenta que el estudiante como individuo tnico y diferente, considerandolo
participante activo del aprendizaje en grupo, capaz de pensar de forma

independiente y diferente respecto a los demas estudiantes.

8. Mediacion de la bisqueda, planificacion y logro de objetivos: la mediacion va dirigida
a conseguir que los estudiantes orienten su atencién al logro de metas futuras, mas

alla de las necesidades del momento.

9. Mediacion de biusqueda de novedad y complejidad: consiste que el docente genere
la curiosidad intelectual, la originalidad y el pensamiento divergente. Se pretende
hacer al estudiante de mente abierta a las posibilidades en la aceptacién como en la

creacion de respuestas.

En conclusién, el docente tiene un papel importante en el proceso de mediaciéon, pero no
como lo establece la escuela tradicional, sino entendiéndose como un profesional que
ordena, estructura los estimulos y aprendizajes todo con el objetivo de ayudar a los
educandos a construir sus propios conocimientos y no limitarse a repetir lo que el

docente realiza.
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1.2. Medicién Pedagoégica en los procesos de ensenanza

de la Matematica

Los procesos de ensenanza y aprendizaje de las matemaéticas suelen ser mas complejo,
dificiles y menos exitosa que en comparacion con otras areas de la educaciéon, a partir
de lo anterior surge la pregunta entonces, jpor qué ensenar matematica a todos nuestros
estudiantes si es tan dificil? Segiun Sordo (2005), la Matemaética contribuye al desarrollo
de capacidades cognitivas abstractas y formales, de razonamiento, abstraccion, deduccion,
reflexion y anélisis. Su comprension incluye dos aspectos relevantes como lo son el funcional
y el formativo, los cuales son complementarios y no se pueden separar. Agrega que la
Matematica debe contribuir a la obtencién de objetivos generales vinculados al desarrollo
de las capacidades cognitivas, por medio de la resoluciéon de problemas de los diferentes

campos que la integran y a la vez debe poner de relieve aspectos y relaciones de la realidad.

La formacion matematica no sbélo pretende fortalecer el pensamiento abstracto y
riguroso, sino también otorgar independencia de criterio en el ser humano; por lo que se
hace necesario brindar al estudiante estrategias para que pueda aprender a aprender, es
decir, esto no se refiere al aprendizaje directo de contenidos sino a la adquisicion de
habilidades que le permitan aprender contenidos individualmente, que le permita ser
capaz de desarrollar habilidades que le permitan ser eficaz en el manejo de la

informacién y pueda realizarse plenamente como individuo.

Notese que la formacion matematica conduce principalmente a la comprension y resolucion
de problemas, los cuales enriquecen el proceso de mediacion entre la cultura sistematizada

por medio de la educacion, y la vida cotidiana.

La adquisicion de conceptos y procedimientos que los estudiantes procesan tiene una
relacion fundamental con la forma de como estos son ensenados, es decir, la préctica
educativa segin Godino, Batanero y Font (2003, p. 78): Lo que los estudiantes aprenden
sobre conceptos y procedimientos particulares, asi como su capacidad de razonamiento
depende de como se implican en la actividad en clase de matemdticas. Su actitud hacia
las Matemdticas también queda marcada por tales experiencias. Por consiguiente, hemos

de cuidar no solo el curriculo, sino también la metodologia de la ensenanza si queremos
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desarrollar la capacidad matemdtica de los estudiantes”.

Burger y Shaughnessy (1986), establecen que se requiere que el docente acompane y guie a
los estudiantes, y que no debe ser solo un informador o transmisor de conocimientos, pues
el saber no es estatico, perfecto y cristalizado; todo lo contrario: es dindmico, imperfecto

y nebuloso; como un saber en accion.

Se hace necesario que el docente conceptualice de forma diferente como ensenar los
contenidos, y capaz de hacer que el estudiante pueda enfrentar con libertad las preguntas
que se le formulen y cuyas respuestas puedan ser argumentadas y discutidas en el grupo,
sin temor a equivocase y realizar retroalimentaciéon que permita concretizar sus
conocimientos pero esto se integra a partir de una mediaciéon pedagbdgica como se ha
mencionado antes por otros autores, se define como acciones que realice el mediador
experto en un area de la ensenanza de la Matematica para ayudar u orientar al
estudiante en el alcance de sus metas y que asi sea capaz de desarrollar operaciones
mentales que le permitan manipular, organizar, transformar, representar y reproducir en
el pensamiento la nueva informacién de modo que pueda procesarla y relacionarla con los
conocimientos que ya posee; para ello, se debe desarrollar una serie de estrategias
enfocadas en la creacién del enriquecimiento teérico y metodolégico del quehacer

educativo, las cuales deberéan ser facilitadas por el mediador (Cristina Calderon, 2014).

Dentro del proceso de mediacion establece que es importante el nivel de desarrollo
determinado por la capacidad personal del estudiante, pero la pregunta que surge es:
. Cuéles son las estrategias para tomar en cuenta dicho nivel de desarrollo de los
estudiantes para resolver independientemente un problema en la planificacion de la
clase? Los aspectos a considerar son los conocimientos previos, los errores comunes que
suelen cometer, las creencias y actitudes hacia la matematica. Ademas de la parte
académica, el docente debe proponer actividades que fomenten la motivacion, en la cual
en el area de la matematica se vuelve indispensable, el contexto en que los estudiantes se
encuentran inmersos para generar un entorno en donde el estudiante se sienta comodo
para poder afrontar los nuevos conocimientos, la recoleccion de esta informacién puede
obtenerse mediante una investigacion en el aula bajo los métodos de la observacion y del

didlogo con los estudiantes.
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1.3. Mediacion en el area de la geometria euclidea

En cuanto a las metodologias, es imprescindible que el docente utilice aquellas que
desarrollen procesos de mayor interaccion del estudiante con el resto en las que se
compartan experiencias y conocimientos con sus companeros. En el éarea de la
matemaética, en particular en la geometria serd necesario el desarrollo de aquellas que
posibiliten los tres procesos cognitivos para un efectivo aprendizaje, a saber: la
visualizacién, la construccién y el razonamiento; pero todo esto deber realizarse desde
una mediacion pedagogica que permite una motivacion para que los estudiantes
construyan su conocimiento (citado en Contreras y Roque, 1998). Asimismo,
Diaz-Barriga y Hernandez (2006), plantean que la motivacion significa proporcionar o
fomentar motivos para que el estudiante desee aprender, pues solo de esta forma los
alumnos invierten su atencion y esfuerzo en determinados asuntos y de esto depende que

logren involucrarse en las actividades académicas.

Por estas razones se es necesario preparar a los docentes en matematicas con estrategias
y metodologias que le permitan establecer una efectiva mediacion pedagogica,
brindédndoles la capacidad para evaluar, dichas capacidades segin Gutiérrez y Prieto
(2002), son: sintetizar, analizar, comparar, relacionar temas y conceptos, evaluar,
proyectar, imaginar, expresar y observar. Asi como el desarrollo de habilidades que le
permitan transferir los conocimientos adquiridos a nuevas situaciones o problemas que se

le planteen en la vida cotidiana.

Dado que la evaluacién no solo cumple una funciéon sumativa sino también una funcién
formativa que debe estar presente en todo el proceso de aprendizaje, y el estudiante debe
ser consciente de su proceso, debido a que debe poder aprender y corregir sus errores que
presentan; se debe capacitar al docente en el diseno de estrategias evaluativas que permitan
observar cuéles pueden ser las razones del poco avance del estudiante en el conocimiento

con el objetivo de optimizar su confianza y potencial.

En conclusion, la mediacion pedagogica consiste bésicamente en guiar al estudiante por
medio de un proceso activo y creativo, de construccion y reconstruccion de cada una de

sus experiencias a fin de estimular el desarrollo del conocimiento matematico por diversos
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medios y procedimientos (Mejia y Camacho, 2014).

Papel del estudiante en el proceso de mediacién

Después de la educacion tradicional, en donde el profesor era el centro de la educacion,
quién dirigia dicho proceso, surgio la educacion moderna unos de sus principales cambios
fue que el papel protagonista del proceso de aprendizaje es el estudiante. Se considera,
entonces, al alumno como un constructor de su propio conocimiento; es el participe de
la accion pedagogica, sujeto activo, quien segin Hernandez (1997), posee una serie de
esquemas, planes y estrategias para aprender a solucionar problemas, los cuales a su vez
deben ser desarrollados. Varios de estos aspectos mencionados deben ser generados a partir

de un proceso de mediacion.

1.4. Principios de la ensenanza

El proceso de mediacion es complejo y requiere un mayor cuidado en el planteamiento de
objetivos y estrategias metodologicas por parte del educador, de forma que no solamente
se enfatice en el contenido por desarrollar, sino que también se considere las habilidades
generales y especificas que le permitan al educando convertirse en un aprendiz activo,

capaz de acceder y manejar eficazmente los diferentes contenidos curriculares.

Segtin Alvarez (2001), dentro de los principios que deben tenerse en cuenta para planificar

la ensenanza estan los siguientes:

1. Introducir una actividad apropiada que despierte y mantenga el interés del
estudiante, se requiere fomentar la curiosidad para la construccion del

conocimiento y del aprendizaje, como procesos activos.

2. Suscitar la formulacién de preguntas y problemas, asi como sus soluciones; para ello
interesa que el docente considere como eje fundamental las preguntas, pues estas
han de lograr que el estudiante analice, para ello deben ser abiertas e inteligentes,

de forma que el educando requiera de nuevas estrategias que le lleven al desarrollo
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de habilidades tales como: la creatividad, la criticidad, la investigacion, el trabajo

en equipo, entre otros.

3. Fomentar la interaccion entre los estudiantes para reforzar las relaciones sociales
entre ellos; para esto se requiere del estimulo del intercambio de ideas en los otros,
particularmente con sus pares con el propoésito de que puedan reconstruir su

conocimiento.

4. Evitar el uso de términos técnicos y enfatizar en la estimulacion de estrategias

didacticas que posibiliten la construcciéon del conocimiento de sus estudiantes.

5. Animar al estudiante a que piense y valore la forma propia de aprender. Se debe
animar al educando para que desarrolle habilidades y actitudes que le posibiliten
valorar su aprendizaje, por lo que se requiere integrar la autoevaluacion como parte

del proceso de aprendizaje.

6. Volver a introducir el mismo material y la misma actividad durante varios anos. Se
debe considerar que conforme pasa el tiempo asi cambia el punto de vista de cualquier

persona, por lo que se puede asimilar el conocimiento de forma més estructurada.

7. Integrar todos los aspectos del conocimiento, es decir, tratar de no fragmentar el
conocimiento, por lo que se requiere de un trabajo méas interdisciplinar que permita
organizar el conocimiento de modo se busque la comprension global sin renunciar a

la complejidad.

También, se debe tomar en cuenta en la planificacion el objetivo educativo importante
para los estudiantes principalmente para los de la modalidad de educacién a distancia.
En donde ellos deben desarrollar el proceso de autorregulacion del aprendizaje que
consiste basicamente en que utilicen “bucles autogenerados de informacion” que le
permiten ir ajustando progresivamente sus pensamientos, afectos y acciones, para que asi
estén dirigidos siempre de forma adecuada a la consecuciéon de los objetivos de la tarea

de aprendizaje (Monereo y Badia, 2013).

Cuando el estudiante logra la autorregulacion segiin Zimmerman y Schunk (2011), saben

establecer metas razonables de aprendizaje, aplicar los conocimientos disponibles,
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desplegar estrategias de aprendizaje efectivas, monitorizar y evaluar el progreso hacia el
objetivo de aprendizaje, y modificar las condiciones del contexto educativo a las metas
de aprendizaje. Ahora no todos los estudiantes tendran esta capacidad de
autorregulacion, por lo que es necesario una corregulacion. Segin Hadwin, Jarvela y
Miller (2011), la corregulacion del aprendizaje se produce cuando un alumno necesita
coordinarse temporalmente con otra persona para conseguir los objetivos formulados, y

se desarrolla mediante interacciones que influyen en el proceso de autorregulacion.

Los procesos de autorregulacion se basan de los materiales autosuficientes que contienen
la informacion, secuencia y proceso necesario para comprender un contenido. La variedad
de materiales autosuficientes es extensa, especialmente si atendemos a todos los diferentes
periodos historicos en los que se ha hecho uso de ellos, a la estética y representacion externa
de los que finalmente se concretan. Ante materiales de esta naturaleza y apariencia tan
diversa, conviene prestar atenciéon a las dimensiones que orientan su diseno y desarrollo e
influyen en el uso educativo que se hace de ellos (Barbera y Mauri, 2002), dentro de los

que se pueden mencionar:

= Materiales reproductivos-informativo: es un repositorio digital de informaciéon
organizado y secuenciado en cuyo abordaje el alumno va avanzando de acuerdo con
un criterio determinado establecido para lo que sigue una dinamica lectora e

interactiva en la busqueda de un resultado de referencia predeterminado.

= Material reproductivo-participativo: materiales con espacios abiertos de
ejercitacion que incorporan la retroalimentacion. Se desarrolla en espacios acotados
de intervencion libre por parte de los estudiantes, que pueden escribir o dibujar
libremente, pero contando con que su aportaciéon debe coincidir exactamente con

una respuesta correcta predeterminada.

= Material productivo-informativo: se trata de un tipo de material que combina
momentos o fases de aportaciones de informacion sobre temas especificos, que debe

ser leida y trabajada por el estudiante, con momentos y fases de aplicacion abierta.

= Material productivo-participativo: son materiales que ofrecen a los estudiantes

espacios abiertos de practica autéonoma y que estan estructurados de manera que
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permiten acceder a un contenido que llevaréd a ejecutar una aplicaciéon abierta en la

busqueda de un resultado de referencia que a priori desconoce.

Una comprension de los procesos de aprendizaje que los alumnos realizan entornos de
autoaprendizaje con materiales digitales exige considerar tanto las propiedades intrinsecas,
tecnologicas y pedagogicas de los mismos, como las singularidades de los contextos de
ensenanza y aprendizaje en las que estos materiales se insertan (De Conte, 1996). En este
sentido, es posible distinguir tres formas basicas de uso de estos materiales en funcion de
que se centren mas o menos en la situacion de ensenanza y aprendizaje y de la prevision de

otras fuentes de ayuda educativa complementarias a las incorporadas en el propio material:

= Como un material para autoaprendizaje sin apoyo del tutor.

= Como un material que los estudiantes utilizan de forma auténoma con el apoyo del

tutor.

= Como un material auxiliar o complementarios de otros materiales.

Los procesos de autoaprendizaje que desarrollen los estudiantes dependeran de los
objetivos de la actividad y de los tipos de aprendizaje que promueva el material. Por una
parte, el material que puede ofrecer opciones diversas en cuanto a los objetivos y la
complejidad cognitiva que comportan; por otra parte, en la medida en que los objetivos
de los estudiantes coincidan con los propuestos en el material o logren apropiarselos, se

estaran facilitando su implicaciéon activa en el proceso de autoaprendizaje.

En cuanto a las formas de interaccién, en el caso prototipo de entornos con material
para el autoaprendizaje sin apoyo de un tutor, influyen la interaccién con herramientas,
informacién y entornos manipulativos. Las caracteristicas de interactividad, dinamismo,
multimedia e hipermedia de los materiales pueden contribuir a la implicacién y motivacion
del alumno por aprender y a facilitar la comprension y generalizacion de los conceptos (Coll
y Marti, 2001). Si se trata de entornos que incluyen ayudas por parte de un tutor virtual
o presencial, habria que considerar ademas la articulacion de las formas de interaccion

humana y de interacciéon con artefactos.
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La dimensiéon control del aprendizaje, puede estar més o menos distribuido entre el
alumno y el material. Remite tanto el grado de control cémo el foco del mismo, de
manera que el material autosuficiente puede ser mas o menos flexible y puede permitir
una mayor o menor adaptacion de los elementos instruccionales a las caracteristicas de
los alumnos en relacion con los objetivos de aprendizaje, selecciéon de los contenidos y el
nivel de profundizacién, actividades de aprendizaje y su secuenciacion, uso de recursos y

las actividades de autoevaluacion.

Algunos autores Moreno y Mayer (2000), senalan que los alumnos aprenden mejor con
este tipo de materiales cuando son conductores de su propio aprendizaje que cuando son

controlados o inducidos exclusiva y externamente por el material.

Finalmente, los apoyos para el aprendizaje consisten en ayudas y guias que se
proporcionan al alumno para facilitar el aprendizaje y que pueden provenir de diversas
fuentes del propio material y eventualmente del tutor virtual o presencial. El material
puede proporcionar apoyos cognitivos para facilitar la comprension y el establecimiento
de las relaciones significativas con el contenido. El tutor puede influir en apoyos de
caracter afectivo a la materia y motivacion, dirigidos a sostener el interés por el
contenido y promover en los estudiantes un sentimiento de autoconfianza en el logro de

los objetivos de aprendizaje.

1.5. Enfoque pedagoégico de los entornos virtuales de

aprendizaje

La evolucion de la tecnologia trajo cambios importantes en la sociedad y la educaciéon no
fue la excepcion, surgiendo un nuevo concepto nos referimos a la tecnologia educativa que

se entiende como:

“un conjunto de técnicas sistemdticas acompanadas de un conocimiento prdctico, puesto
al servicio de la planificacion, control y operacion de escuelas, vistas como sistemas

educacionales” (Gagné 1967, p. 308).

La informatizacion ampli6 el espectro del conocimiento cientifico y la obtencién,



CAPITULO 1. MEDIACION PEDAGOGICA 18

procesamiento y difusion de esto. En la actualidad la tecnologia educativa ha
reformulado su accionar asumiendo que los medios y las TICs son objetos o herramientas
que las personas y grupos sociales reinterpretan y utilizan dentro de sus propios
esquemas y parametros culturales con marcada influencia del proceso de globalizacion

(Capote, 2017).

Resaltan entonces en este nuevo contexto social y educativo dos modelos tecnolégicos
representados por el E-learning (Educacion a Distancia) y el B-Learning o modalidad de
aprendizaje combinada, cuyo paradigma ha sido instituido y organizado a través de los

Entornos Virtuales de Aprendizaje (EVA).

La parte pedagogica de los EVA poseen una estructura de acciéon que son planificadas, a
través de la interactividad que permite tener un ambito de convergencia social donde la
heterogeneidad de los estudiantes estimula la posibilidad de aprendizajes diversos y donde

el aprender a cooperar y socializar resultados se convierte en competencia de formacion.

Al romper las barreras del tiempo y espacio como la incorporacion de los EVA, los
participes de dicho proceso tienen modificaciones en sus roles, porque la creacion y
publicaciéon de cursos virtuales implica la relacion entre el docente y un equipo
multidisciplinario integrado por disenadores, programadores, especialistas en

virtualizacion, expertos en metodologia, tecnologia educativa y contenidos didacticos.

No tiene sentido utilizar las mismas técnicas y procedimientos en términos de la clase
convencional, sino de aprovechar la experiencia del docente y orientarla hacia su nuevo
rol, no solo como mediador sino como facilitador y acompanante permanente del proceso de
ensenanza aprendizaje donde las TICs empoderan y ofrecen nuevas formas de interaccion,

comunicacion, recursos y métodos de control (Bravo, 2012).

Unos de los retos principales de los docentes de esta época es que debe estar preparado
para asumir su responsabilidad tanto en el ambito presencial, semipresencial o virtual.
A partir de lo anterior debe ser preparado en la creacién y aplicacion de un curriculo
flexible, poseer un alto grado de desarrollo de la habilidad cognitiva para la resoluciéon de

problemas, ser capaz de adaptarse a los nuevos cambios tecnoldgicos.

Debido a que el profesor experimenta cambios en su rol, el estudiante evidentemente
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cambia su rol, entonces en su nuevo rol debe tener una actitud proactiva del aprendizaje,
que signifique implicacién y compromiso para el establecimiento de metas propias mas
que asignaturas o cursos, que reconozca actitudes, destrezas y estrategias para poder
trabajar en un entorno colaborativo de forma continua y auténoma para lo cual requerira

de habilidades en la gestion de la informaciéon y el conocimiento.

El escenario

El lugar de encuentro de este sistema de medios es el aula virtual que a diferencia del
espacio fisico convenido en la escuela adquiere una nueva dimensiéon tecnologica que no
queda exenta de ser organizada pedagogicamente, es decir, que requiere una planificacion
de los procesos de aprendizaje. Los aspectos que se deben tomar en consideraciéon cuando
planificamos, organizamos, ejecutamos y controlamos el proceso de ensenanza aprendizaje

en el aula virtual son:

= El contenido responde a la pregunta: jqué es lo que se va a ensenar? e infiere
directamente hacia el curriculo correspondiente a la disciplina que es tratada, desde
lo curricular donde se debe reconocer y potenciar los conceptos, procedimientos y
valores segtin sea el propoésito de formacion que se pretende lograr. Una vez
conocido lo que se quiere ensenar, entonces cabe preguntar: jcoémo organizar lo que

se ensena’ cuestion esta que estara dada por el sistema de relaciones:
a) entre conceptos,
b) entre conceptos y procedimientos,
c¢) entre procedimientos y valores,
d) proceso de toma de decisiones que diferencia lo general de lo particular, lo

cardinal de lo secundario, lo significativo de lo corriente (Capote, 2017).

= Los métodos y procedimientos: es muy comun que los diferentes tipos de métodos y
procedimientos de ensenanza y aprendizaje se trasfieran al nuevo escenario virtual,
estas acciones corrompen la verdadera esencia del aula virtual, porque desconocen

que la misma es un medio en si misma, debido a que permite una interaccién entre
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el docente y los estudiantes a través de las actividades planificadas, a través de
herramientas y recursos que tiene como base un estilo de aprendizaje colaborativo,
significativo y desarrollador, generando un nuevo rol de docente. Las actividades
anteriormente mencionadas deberan ser graduadas y explicitadas suficientemente de
manera que el estudiante las cumpla y disene de modo que puedan ser realizadas las
intervenciones que sean necesarias para el logro de los objetivos propuestos, debido

a que no esta presente el docente para que oriente la actividad.

= Los recursos educativos: el aula virtual permite explotar de forma eficiente y
sistematica todos los recursos tecnologicos que las TICs han puesto en manos de la
educacion. Los recursos educativos deberan ser disenados a la medida de los
contenidos seleccionados, ruta trazada por el equipo multidisciplinario encargado
de su diseno, la experiencia y creatividad del docente responsable de la actividad,
asi como la pertinencia, accesibilidad, la utilizacién y capacidad tecnologica de las

instituciones universitarias.

= La evaluacion es el proceso de ensenanza-aprendizaje como un proceso dindmico,
continuo y sistematico enfocado a medir de forma cualitativa o cuantitativa, el
conocimiento adquirido en funcién de los logros obtenidos por los objetivos
propuestos. Segin Capote en los entornos virtuales de aprendizaje se concibe como

un proceso que distingue:

e El estado inicial del estudiante cuando comienza su actividad en el aula
virtual, que refleja no solo el nivel de conocimientos previos en la teméatica en
particular sino el grado de familiaridad que tenga del ambiente tecnologico

donde desarrollara su actividad.

e Las actividades sistematicas para constatar la evoluciéon y el progreso que
alcanzan los estudiantes durante la solucién de las actividades de aprendizaje
con el doble propoésito educativo-formativo, y como medio de

retroalimentacion

e El establecimiento de indicadores que permitan evaluar el rendimiento

académico, las competencias adquiridas en su accionar individual y grupal y el
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grado de aceptacion del entorno virtual reconocido como su calidad técnica,

organizativa y creativa, comunicacional y didactica.

e Un resultado final que pondere y resuma de manera integral a partir de la
recopilacion de toda la trayectoria del estudiante en el entorno virtual, los
logros alcanzados y las debilidades que atn persisten y que forme parte de esa
historia informacional que se necesita para establecer los juicios y las

estrategias correspondientes al perfeccionamiento continuo de su desempeno.

1.6. Educacion a distancia

La educaciéon a distancia ha surgido a partir del vertiginoso avance de las tecnologias
informativas y comunicativas, en los ultimos anos ha surgido diferentes autores que han
investigado sobre la definicion el concepto de educacion a distancia como Miguel
Armegol (1982), Gustavo Cirigliano (1983), Borge Holmberg (1977) quién reconoce las
caracteristicas de la educacion a distancia, Desmond Keegan (1980), Norman Mckenzie

(1979), Marin Ibanez (1984), Hilary Perraton (1982), Rowntree (1986).

Siguiendo a Garcia Areitio, entendemos por educacion distancia “un sistema tecnoldgico
de comunicacion bidireccional, que puede ser masiwo y que sustituye la interaccion
personal en el aula de profesor y alumno como medio de preferencia de ensenanza, por la
accion sistemdtica y conjunta de diversos recursos diddcticos y el apoyo de una

organizacion y tutoria, que proporciona el aprendizaje independiente y flexible de los

estudiantes” (Garcia Areitio 1994, p. 1006).

La anterior definicién establece la naturaleza sistemética que posee dicha modalidad, es
decir organizada precisamente para la consecucion de sus objetivos de aprendizaje, pero
la parte caracteristica mas importante de la educaciéon a distancia es que es remplazado
la interaccion en el aula de profesor y alumno, y al desaparecer dicha interaccién permite
separar los espacios y diferir los tiempos en los que ambos intervienen. Pero para ello, es
necesario que aparezcan otros factores que son los recursos didéacticos especificos,

organizados sistematicamente, la cual permite que el estudiante adquiera habilidades
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cognitivas para un aprendizaje independiente. La flexibilidad es el gran activo, en la que
implica partir de la idea de que cada alumno ajustard su ritmo de progreso en el

aprendizaje a sus propias caracteristicas.

Caracteristicas del alumnado de educacién a distancia

Uno de los aspectos importantes bajo la modalidad de educacion a distancia son el tipo
de estudiantes. La primera caracteristica de los estudiantes de la UES, que utilizan la
modalidad a distancia es su condiciéon de adultos, al menos desde un punto de vista legal.
Los adultos que en un determinado momento deciden seguir un curso de ensenanza a
distancia anaden a esta condiciéon otras que los caracterizan diferencialmente. Las

caracteristicas mas relevantes son las siguientes:

= No comparten el espacio con los sistemas presenciales correspondientes.
= No comparten el tiempo con los sistemas presenciales correspondientes.

= Disponen de las destrezas imprescindibles para enfrentarse de forma auténoma a

procesos de aprendizaje formal.
= Casi siempre tienen una motivacion de logro muy determinada.
= Probablemente enfocan sus estudios con gran realismo y sentido practico.

= Seguramente experimentan una sensaciéon de aislamiento en relacion con su actividad

estudiantil.

= Los costos para estudiar en esta modalidad son menores que en la modalidad

presencial.

= El aspecto de seguridad, debido al problema de delincuencia que padece el pafis.

Evidentemente estas caracteristicas mencionadas no todos los estudiantes la cumplen, pero
probablemente existan estudiante que las cumplan, lo que les habra impulsado a tomar
la decision de utilizar esta modalidad para estudiar. De las caracteristicas mencionada

anteriormente, las mas probables que aparezcan en los estudiantes que estudian en esta
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modalidad, son aquellas que no cuentan con un salén de clase como en la presencial. La
posibilidad de compartir el espacio con un centro presencial de ensenanza esté relacionada

con la proximidad o alejamiento del alumno respecto de esto.

La segunda caracteristica que se menciona establece la ausencia de disponibilidad de
tiempo para compartir con los sistemas de ensenanza presencial puede deberse a
diferentes causas. La més habitual tiene que ver con la condicién subsidiaria del estudio,

respecto de otras ocupaciones profesionales o familiares.

Existe una ventaja de trabajar con estos estudiantes, debido a que estan con una mejor
motivacién de aprender ya que para ellos es una oportunidad tinica para poder continuar
su proceso de aprendizaje, llevando todas sus obligaciones cotidianas. A diferencia de los
estudiantes adolescentes, suelen tener un claro sentido del valor del tiempo, que para ellos
es un bien escaso. Pero también experimentan cierta desventaja debido a que presentan
dificultades para interaccionar con companeros y cuando estas interacciones se producen
suelen estar muy centradas en aspectos académicos. Por eso, es dificil que se sientan

miembros de un grupo de aprendizaje.

El rol docente en entornos de educacién a distancia

Dado que la modalidad de aprendizaje han modificado la forma de concebir la educacion, la
intervencion docente se reformula para adaptarse al cambio. En el ambito de la educaciéon
a distancia, el rol del docente como tutor, guia y orientador se concreta en una diversidad
de funciones, tal como contenidista, facilitador, asesor curricular, mediador, entre otros

con las principales funciones que se describen en la Tabla

Tabla 1.1: Roles del docente

Funcién Descripcion

Definir los objetivos de aprendizaje.

Académica

_ Disenar actividades y situaciones de aprendizaje de acuerdo con un
pedagobgica

diagnostico previo.
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Determinar los criterios de evaluacion, cualitativa y cuantitativa.
Planificar, facilitar y guiar el uso de recursos didécticos.

Técnica Gestionar los grupos de aprendizaje.
Seleccionar y utilizar los recursos tecnoldgicos de acuerdo
con los objetivos establecidos (correo electrénico, foros, chat,
videoconferencia, wikis).
Planificar y gestionar el desarrollo del curso.

Organizativa | Organizar el trabajo en grupo y facilitar la coordinacion entre los
miembros.
Establecer estructuras en la comunicacion grupal e intergrupal.
Facilitar técnicas de trabajo intelectual conceptual para el estudio en
red colaborativa.

Orientadora
Motivar y asegurar que los alumnos trabajan a un ritmo adecuado.
Incentivar el juicio de valor del alumno, fomentando un proceso de
analisis y sintesis.
Informar a los estudiantes sobre su progreso en el estudio.
Organizar la interacciéon definiendo claramente los roles del estudiante

Social v de y tutor (participante, orientador, coordinador del grupo de trabajo,

coordinacion etc.).
Fomentar el trabajo en el grupo, entre participantes y tutor,
favoreciendo el desarrollo de argumentos.
Animar y estimular, integrar y conducir las participaciones.
Dinamizar la accion formativa y el trabajo en grupo.
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Para un adecuado desempeno de roles docentes en ambientes de educacion a distancia el

docente cuenta con competencias, entre las que se mencionan:

= Conducta proactiva, en vista de “adelantarse a los problemas” de interacciéon con sus

estudiantes, en estadios tempranos del proceso de aprendizaje.

= Empatia para conocer a sus estudiantes, de modo que pueda ponerse en lugar de él,
capturar sus sentimientos, y tratar de comprender sus reacciones; de este modo, se
pueden comenzar a solucionar las fallas de comunicacién que pueden presentarse en

este tipo de ambiente.

» Vision integradora de conocimiento, tecnologia y ensenanza, de modo de imponer
la mediacién académica y tecnoldgica al servicio de la pedagogia, para favorecer el

proceso de adquisicion de conocimiento y orientacion-aprendizaje.

= Actitud flexible para poder orientar y motivar el proceso de aprendizaje, basados en

las caracteristicas de los participantes y de la organizacion del material de trabajo.

= Disposicion favorable al trabajo en equipo para coordinar las tareas con otros

integrantes del sistema (direcciéon, administracion), si es que los hubiere.

= Contar con un plan de evaluacion y supervision de la tutoria, que contemple
puntos de control para el seguimiento del curso, y la toma de decisiones para una

retroalimentacién de la tutoria.

= Estratega para propiciar un “encuentro de ambientes”, que integran los estudiantes,
y que el tutor esta en condiciones de socializar, para que los estudiantes se sientan
como miembros de un grupo de trabajo orientado por el tutor, como docente y

experto.

Sistemas de educaciéon presencial vs sistemas de educacién a distancia

La comparaciéon entre las caracteristicas de los sistemas de educaciéon presencial y a

distancia puede iluminar el panorama sobre cual de ellos resulta més ventajoso en cada
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circunstancia. Esta comparacién se realizarda desde dos puntos de vista que son la

institucion educativa y el profesor.

El punto de vista de las instituciones educativas

Hasta hace relativamente poco tiempo, la convivencia de las modalidades de educacion
presencial y a distancia en los sistemas educativos solia tener un caracter
complementario. En el fondo, la educaciéon a distancia nace como un sistema
compensatorio, dirigido a las personas que por diferentes causas no podian incorporarse

al sistema presencial, identificado tradicionalmente como el genuinamente mas educativo.

Las decisiones que toman las instituciones educativas, sean piblicas o privadas, en torno al
tipo de modalidad educativa a desarrollar dirigida a un determinado segmento de poblacién

o tipo de ensenanza, suelen obedecer a diferentes criterios:

Tabla 1.2: Comparacion entre la E. presencial y EaD.

Educacion Presencial Educacién a Distancia

Caracteristicas Econdmicas

Basada en la wutilizacion intensiva y | Basada en la utilizaciéon intensiva del
continuada de mano de obra cualificada | capital en las fases iniciales.

(profesorado)

Vinculada al nimero de estudiantes. Vinculada a los costes iniciales de puesta

en marcha.

El coste anual por estudiante varia menos | El coste anual por estudiante desciende
(estabilidad en las ratios alumno-profesor) | significativamente al incrementarse el

numero de matriculados en un curso.

Tendencia al mantenimiento o incremento | Tendencia a la reducciéon de costes.

de costes.

Menor inversion inicial. Mayor inversion inicial.

Costes de infraestructura con tendencia a | Costes de infraestructura estables.

la inestabilidad

Caracteristicas Organizativas
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Organizacion  basada  en  criterios | Organizacion  basada en  criterios
artesanales: profesionales agrupados en | industriales: diseno, produccion,
los centros por especialidades docentes. distribucion, control de calidad.

El sistema suele asumir todas las | Contratacion externa de funciones
funciones. especializadas.

Los materiales didacticos pueden ser
utilizados o no a criterio del profesor o en

funcién de las circunstancias.

Los materiales didacticos especializados

resultan imprescindibles.

La comunicacién cara a cara se organiza
naturalmente en el seno de cada grupo de

clase.

Es basico el despliegue de un
sistema de comunicaciéon soportado
tecnologicamente.

El profesorado puede desempenar su
funciéon con el bagaje proporcionado por

su formacion inicial.

El profesorado precisa de una formacion
especializada, no adquirida en su

formacién inicial.

Caracteristicas en Relacion con la Eficiencia

Dirigida a personas:

Dirigida a personas:

Agrupadas probablemente por
caracteristicas homogéneas: edad, lugar

de residencia, etc.

Hay una mayor variedad.

Tiempo disponible para el estudio
puede sistematizar de acuerdo con un
estandar, que suelen adoptar, parcial y

sistematicamente, el rol de estudiantes.

Tiempo disponible para el estudio soélo
puede sistematizar teniendo en cuenta
circunstancias personales, que suelen
adoptar, muy esporadicamente, el rol de

estudiantes.

Deberia preferirse para:

Deberia preferirse para:

El aprendizaje de personas con mas bajos

niveles relativos de instruccion.

Atender a personas con necesidades
complementarias a la motivacién hacia el

estudio.

Atender a personas con alta motivacion de

logro.
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Atender a personas poco familiarizadas
con el uso de las tecnologias de la

informacion y la comunicacion.

Atender a personas familiarizadas con el
uso de las tecnologias de la informacion y

la comunicacion.

Atender a personas con dificil acceso a este

tipo de tecnologias

Atender a personas con facil acceso a este

tipo de tecnologias.

Atender a personas habitantes en

contextos  dotados con suficientes

infraestructuras educativas y culturales.

Atender a personas habitantes en

contextos con escasas infraestructuras

educativas y culturales.

Ensenanzas que requieran destrezas

manuales o habilidades sociales

Ensenanzas de lapiz y papel o soportadas

por tecnologias informativas.

El punto de vista del profesorado

Educacién Presencial

Educacién a Distancia

Facilita el aprendizaje cooperativo.

Facilita el aprendizaje personalizado.

Estimula la socializacion.

Estimula la iniciativa individual.

Se organiza en torno al grupo de clase.

Se organiza en torno al estudiante.

Permite el refuerzo inmediato.

Permite una atencion ajustada a las

necesidades de cada alumno.

El profesor es la fuente béasica de
informacion, complementada con otros

medios didacticos senalados por él.

El profesor orienta sobre las fuentes de

informacion pertinentes.

Los materiales didacticos estan

supeditados a las directrices del profesor.

Los materiales didacticos son el soporte

béasico de transmision de la informacion.

El método didactico es basicamente verbal

y gestual.

El método didactico es basicamente

escrito o grafico.

El profesor suele marcar el ritmo de

progreso en los aprendizajes.

Cada alumno marca su propio ritmo de

progreso en los aprendizajes.

28
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Permite un conocimiento progresivo de

cada alumno, al que se van incorporando

Requiere de un conocimiento sistematico

del alumnado desde las primeras fases del

datos procedentes de la convivencia | proceso de ensenanza-aprendizaje.

cotidiana.

Mediacion pedagoégica en la educacion a distancia

La ensenanza bajo esta modalidad supone una nueva conceptualizacion de la jerarquia y
la directividad, al tiempo que estimula el trabajo auténomo del estudiante y exige que el
docente sea animador y tutor del proceso de aprendizaje. La mediacion pedagogica
puede entenderse como un conjunto de acciones o intervenciones, recursos y materiales
didacticos, como sistema articulado de componentes que intervienen en el hecho
educativo, facilitando el proceso de ensenanza y aprendizaje. Su principal objetivo es,
facilitar la intercomunicacién entre el estudiante y los docentes para favorecer a través

del razonamiento, un acercamiento comprensivo de ideas y conocimientos.

En la educacion a distancia, la mediacion pedagogica se apoya cada vez més en los avances
tecnologicos, que implica externalizacion e internalizacion de la realidad. Las tecnologias,
en este caso, son un puente conector que facilitan la comunicacién, la interaccion y la
transposicion del conocimiento del docente a un conocimiento didactico que pueda ser
comprendido por el estudiante, y en este proceso el docente desempena una funcion de

gufa, sin pretensiones de sustituir la actividad creadora del estudiante.

La Figura representa un modelo mediacional en un entorno de educacion a distancia,
donde se observan elementos centrales, los contenidos, objeto de estudio; la pedagogia,
de donde se centran las teorias de aprendizaje, y las TICs, que proporcionan los recursos
tecnologicos. Estos elementos constituyen la base para la mediacion pedagogica y la
creacion de ambiente de aprendizaje como ZDP donde juegan roles, estrategias y

diferentes précticas en un proceso dindmico y continuo.
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" ZPD=AMBIENTE DE APRENDIZAJE

—
G

MEDIACION PEDAGGOCICA

DOCENTE
ESTUDIANTES

ENTORNOS DE EDUCACION A DISTANCIA

Figura 1.1: Representacion esquemética de los elementos de mediacién en un entorno de

educacion a distancia (Fuente: Digion, Sosa, y Velasquez, 2006: p. 5)

El avance tecnologico no ha restado el liderazgo al medio impreso, como soporte de la
ensefianza en el mundo; por el contrario, ha favorecido los procesos de produccion de este

medio de comunicacién social.

Al ser la educaciéon a distancia, es valido destacar el hecho de la utilizaciéon del texto
como base de la formacion. Lo anterior no excluye las bondades de los otros recursos,
como los son las videoconferencias, los multimedios o las innumerables opciones que
ofrecen las plataformas virtuales (Milachay, 2007; Berrocal, 2009; Brenes, 2009), pero es
un hecho que el impreso sigue manteniendo su lugar de privilegio. Sobre la respuesta a la
pregunta ;cuéles son las razones por las que el impreso ocupa un lugar tan importante
en la formacion a distancia? Para dar respuesta a esta interrogante se cita a estos autores
Trilla et al. (2003): un medio muy accesible, sin importar que se trate de un libro,
cuaderno u otra presentacion, ya que el impreso es de facil manipulacion. Ademas, se
puede consultar en cualquier espacio y condicion al ritmo individual del lector, en que es
medio productivo de facil reproducciéon, permitiendo que los costos sean muchos maés

bajo que otros.
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Los escenarios virtuales, han permitido ampliar la posibilidad de encuentros entre los
estudiantes y tutores, y, por tanto, potencializar las alternativas para aprender. Sin
embargo, existen algunas limitaciones que dificultan la virtualizacion del aprendizaje a
través de las herramientas tecnologicas. Algunas de ellas, pueden superarse rapidamente
dependiendo de la motivacion de los participantes y de un adecuado uso de las
herramientas tecnologicas. Otras, requieren de un trabajo constante, autorregulado y
mediado por las estrategias metacognoscitivas, para que se logren los objetivos de
aprendizaje. Las tecnologias educativas son el medios y recursos para generar mediacion
del proceso de aprendizaje, en cual es necesario que el tutor pueda buscar aquellas
herramientas y recursos que le permitan que los estudiantes logren alcanzar con mayor

facilidad los conocimientos.

1.7. Materiales didacticos

Son recursos producidos especificamente para el aprendizaje, es decir, tiene como
principal objetivo el de ensenar algo a alguien. Otros autores como Méarques (2000),
definen el medio didéactico como cualquier material elaborado con la intenciéon de facilitar
los procesos de ensenanza y aprendizaje, por ejemplo: un libro de texto o el programa
GeoGebra. Este mismo autor afirma que los recursos educativos son cualquier material
que, en un contexto educativo determinado, es utilizado con una finalidad didéctica o

para facilitar el desarrollo de actividades formativas.

Echevarria (2018), establece que existen tipos de usos que orientan los procesos de
ensenanza y aprendizaje matematico los cuales son objetivados mediante el lenguaje y
corresponden a situaciones contextuales particulares. De lo anterior se considera que los
materiales didacticos son simbolos culturales que emergen de los sistemas de uso en
contextos formativos, ademaés, su significado depende de la practica humana, y se
modifican en el tiempo, segin las necesidades. En el contexto de los materiales, los

ambientes y el aprendizaje partimos de los siguientes supuestos:

= El uso de los materiales se enmarca y cobra sentido en un contexto determinado.
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» La interaccion con los medios o recursos tiene efectos relevantes en la actuacion, el

desarrollo y las capacidades de los sujetos (Perkins, 2001).

= Las tecnologias generan modos de aprender y dejan huellas en las mentes de los
estudiantes. Segun Buckingam (2008), los efectos de la tecnologia dependen de los

contextos de uso, las motivaciones de sus usuarios y el proposito de su utilizacion.

= Los materiales pueden proveer informacién, pero son los sujetos los que, con su

actividad cognitiva, la convierten en conocimiento.

1.7.1. Elaboraciéon de materiales escritos en la modalidad de

educacion a distancia

Los materiales escritos en educacion a distancia se caracterizan porque su elaboracion se
centra en el estudiante, por esta razon, se requiere conocer el perfil de los destinatarios.
Quién escribe un material escrito de autoaprendizaje debe pensar que el estudiante no
cuenta con un docente en el aula de clase explicando cada uno de los pormenores
relacionados con el aprendizaje. Por esto material debe responder a las expectativas que

tienen los estudiantes frente al docente:

s Tener una idea clara de hacia donde se va.

Asegurarse de que no se van a perder en el camino.

Que el docente sea amigable y accesible.

Que se utilicen ejemplos ttiles incluyendo dibujos.

Que se expliquen las cosas de manera clara y en més de una forma.

Que se dé la oportunidad de aprender de su propia experiencia.

Que se les ayude a aplicar lo que aprenden a su propia situacion.

Que se dé una gran cantidad de préacticas guiadas.

Que se les apoye en la prueba de sus propias ideas.
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= Que se les ayude a revisar su propio progreso.

= Que se resuman los puntos importantes (Rowntree, 1999, p. 190).

Ademas, debe responder a las funciones expuestas por Gagné que deben estar en la

ensenanza los cuales son:

= Estimular la atencién y motivar

= Objetivos esperados.

= Presentar el material a aprender.

» Guiar y estructurar el trabajo de los estudiantes.
= Provocar la respuesta.

= Estimular el recuerdo de los conocimientos de habilidades previas, esenciales y

relevantes.
= Promover la generalizacion del aprendizaje.
s Facilitar el recuerdo.

Evaluar la realizacion.

Baath en 1983, realizo sugerencia para los materiales didacticos basados en las funciones

anteriormente mencionados que se describen a continuacién

» FEstimular la atencion y motivar: los materiales deben poseer formatos atractivos
y llamativos, tipos y tamanos de letra adecuado que no canse la vista, cuadros,

ilustrativos y graficas bien disenadas.

» Objetivos esperados: es importante detallar con la mayor claridad posible al
estudiante cuéles son resultados que esperan y cudales son las capacidades que se
deberian desarrollar a través de aprendizaje propuesto y estos deben ser redactados

de forma sencilla.
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» Fstimular el recuerdo de los conocimientos-habilidades previas, esenciales y
relevantes: es importante, siempre que se pueda, incluir un conjunto de

conocimientos que son requisitos para adquirir nuevos conocimientos.

= Presentar el material a aprender: los contenidos con claridad intelectual, logica,
orden, continuidad, consistencia, sencillez y un estilo de redaccion personal. Dentro
de estos los conceptos deben presentarse con sencillez, evitando dar ideas de que es

complicado el acceso al mismo.

= Provocar la respuesta: la estructura del material debe promover al estudiante a la
accion, es decir trabajo con el material, con ejercicios, problemas, tareas para ser

entregadas, fijacion de tiempos y cronogramas de las mismas.

= Promover la generalizacion del aprendizaje: se trata aqui de fijar las condiciones en
las que los mismos, conceptos o ideas pueden ser transferidos en la resoluciéon de
problemas. Se debe acudir a distintos ejemplos para la misma idea o senalar casos

similares de otras asignaturas.

s Facilitar recuerdos: consiste en lograr que lo aprendido se conecte definitivamente
con los conocimientos anteriores, produciendo un nuevo conocimiento adquirido y
permanente. Es importante para ello que el estudiante utilice, varias veces, este nuevo
conocimiento adquirido y sus relaciones analogicas en la resolucion de problemas, no

solo dentro de una unidad didactica, sino que en las posteriores.

= Fvaluar la realizacion: es importante que el material incluya una instancia de auto

evaluacion del aprendizaje y una de evaluaciéon sumativa.

Segtin Gualdron y Gomez (2002), los que elaboran materiales escritos, debe visualizar el
horizonte de su trabajo, enmarcandolo ante los retos del contexto internacional, nacional
y regional, ante las tendencias pedagobgicas y disciplinares y, en especial, ante los deseos
institucionales de la organizacién educativa a la cual pertenezca, ademas en funciéon de

las caracteristicas que tenga el estudiante.

Los elementos pedagdgicos claves que deben estar presentes en un material escritos son:
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= La introducciéon: exponer el horizonte que orienta los planteamientos
teorico-practicos del conocimiento, poner de manifiesto la globalidad del contenido
disciplinar, expresar razones de caracter teodrico, conceptual, ideologicos,

institucionales, etc.

= Los objetivos: que sean redactados de tal forma que sean de caracter integral, es
decir, que combinen los componentes cognoscitivos, procedimentales y actitudinales.
Si se conocen los objetivos, el alumno puede diferenciar los contenidos principales de
la informacién complementaria, consiguiendo una mayor efectividad en el estudio.
Para el profesor, son una herramienta 1til como guia para desarrollar los contenidos

y como referencia para la evaluacion del aprendizaje.

= El tratamiento pedagobgico: esta compuesto por el conflicto cognitivo, el manejo de

la nueva informacion, profundizacion.

e Conflicto cognitivo: el estudiante manifieste ciertos presaberes con relacion a

los temas tratados, es decir partir de los conocimientos previos.

e Manejo de la nueva informacion: la informacién debe ser presentada de tal
forma que busque incentivar al estudiante para que piense, utilice y tome
decisiones contextuales. Es necesario, que mediante la informacion y
actividades propuestas, se propicie y se guie la participacion activa del
estudiante en la construccion del conocimiento. Los contenidos deben
responder a un eje conductor que muestre una secuencia logica que visualice

claramente la interrelacion entre los mismos.

e Profundizaciéon: vincular los contenidos a la realidad sociocultural del
estudiante; reconocer y utilizar las experiencias de vida, como un producto de

la préctica social de los educandos.

= Conversacion didéactica: la informacion presentada en forma de didlogo, en un

lenguaje sencillo y facil de entender para el estudiante.

= La redacciéon se debe caracterizar por la presencia de oraciones sencillas y cortas
con estructura determinante, el vocabulario usa palabras al nivel del estudiante.

Los vocablos nuevos y técnicos se introducen gradualmente y con las aclaraciones



CAPITULO 1. MEDIACION PEDAGOGICA 36

debidas.

La redaccion de los materiales escritos siempre ha exigido una serie de competencias
especializadas. Una de sus caracteristicas es su flexible estructuracion pedagogica en
tanto que su finalidad consiste en reforzar los aprendizajes y formar estudiantes con
destrezas que les permitan asumir los requerimientos del aprendizaje individual y en
colaboracién. La flexibilidad que menciona debe contemplar la situacion “solitaria”
en la que el estudiante se enfrenta al texto, en muchas ocasiones se une el cansancio
como obstaculo para el estudio, ya que este estudiante suele integrarse por personas

que trabajan (Corica, 2004).

= Ejemplos: su objetivo es clarificar los conceptos que se tratan de explicar,
facilitando la transferencia de los aprendizajes. Pueden usarse tanto ejemplos como
contraejemplos. Su seleccion ha de ser cuidadosa, pues tienen que resultar
interesantes, estimuladores, a la par de aclaratorios y facilmente entendibles por

parte del estudiante.

» Actividades: pueden aparecer al final de la unidad, o también pueden ir
intercaladas dentro del texto. En este ultimo caso, deben ser actividades breves
para no interrumpir el desarrollo de los contenidos; suponen una autoevaluacion
constante para el alumno, comprobando si ha comprendido las ideas expuestas en

el texto.

= Ejercicios: mediante estos, el estudiante puede comprobar por si mismo su dominio
de la unidad estudiada. Con su realizacion, el estudiante es capaz de detectar su
progreso, errores que debe corregir o lagunas para cubrir. La realimentacion que
estos ejercicios suponen debe ser mayor cuanta menos disponibilidad cuente el
alumno del docente. Asi mismo, el alumno debe tener la certeza de que, si contesta

adecuadamente, ha estudiado la unidad con la profundidad requerida.

= Anexos: complementan o actualizan algunos de los aspectos que se tratan en los
contenidos. No se debe abusar de ellos, s6lo hay que incluir aquellos que sean
imprescindibles y consistentes con los objetivos, contenidos y actividades: listas de
comprobacion, tablas, cuadros, documentos de referencia o lecturas

complementarias.



Capitulo 2

Propuesta, analisis y resultados

2.1. Estructura de la propuesta del material escrito

El material escrito de la asignatura de Geometria Euclidea I, esta dividido en cinco

apartados, cada uno de ellos aborda una unidad. Todos los materiales poseen una

estructura homogénea, incluyendo los elementos que recomiendan, Gualdron y Goémez

(2002), que se describe a continuacion.

a)

Portada: se especifica la unidad que se va a estudiar, el coordinador de catedra y carrera

y otros aspectos generales.

Objetivos: en esta seccion de los materiales escritos que aparece en la segunda hoja en
la que se describen los objetivos a lograr al finalizar el estudio de los contenidos de la

unidad, siendo estos los primeros orientadores de los estudiantes.

Introduccion: en esta parte de los materiales tiene el objetivo de proporcionar un
panorama de los contenidos a estudiar en la unidad, ademés, de una orientacién sobre

la linea de trabajo a desarrollar con la lectura del material.

Datos historicos: en este apartado de trata de describir parte historia de la Matemética
permite conocer las cuestiones que dieron lugar a los diversos conceptos, las intuiciones
e ideas de donde surgieron, el origen de los términos, lenguajes y notaciones singulares

en que se expresaban, las dificultades que involucraban, los problemas que resolvian, el

37
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ambito en que se aplicaban, los métodos y técnicas que desarrollaban, como fraguaban
definiciones, teoremas y demostraciones (Urbaneja, 2004), ademés ningtin tema pierde
tanto cuando se le divorcia de su historia como las Matematicas (Bell, 1985: 54). Lo
anterior con la intencién de expectativa, curiosidad y motivacion de los estudiantes

sobre el contenido a abordar.

Teoria: en esta seccion se expone las definiciones, los teoremas, corolario y lemas con
sus respectivas demostraciones, de forma logica y natural, es decir, partiendo de las
definiciones y lemas basicos que se aplican en las demostraciones de los teoremas de

mayor complejidad.

FEjemplos: son una serie de problemas con diferentes niveles dificultad desde lo sencillo
a lo complejo. Los sencillos son aquellos en los cuales se aplica el contenido nuevo con
proposito de afianzarlo y los de mayor complejidad aplican también contenidos vistos

en las unidades anteriores, mediados pedagogicamente.

Problemas propuestos: es una serie de problemas de diferentes niveles de dificultad, para
que puede construir su propio conocimiento sobre la resoluciéon de problemas aplicando

el tema abordado en la unidad.

Respuesta a los problemas: en esta seccién se presenta las respuestas de los problemas
donde se solicita determinar caso particular la medida de un édngulo o la longitud de

un segmento.

Sugerencia: el ultimo apartado contiene enlaces de videos, documentos, estos como
material complementario, generar curiosidad por conocer més sobre los temas

abordados en la unidad.

Ademas de la estructura descrita anteriormente, tiene un diseno para enunciar las

definiciones, teoremas, corolarios, lemas y ejemplo, de manera de diferenciar cada uno de

ellos, siendo atractivos como se muestra en las figuras y con contraste de colores

y tipo de letra que no canse la vista todo ello principalmente para activar la motivacion

segin Alves (1963), afirma: "Motivar es despertar el interés y la atencion de los alumnos

por los valores contenidos en la materia, excitando en ellos el interés de aprenderla, el
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gusto de estudiarla y la satisfaccion de cumplir las tareas que exige” (1963, p. 159).

Especialmente los estudiantes de la modalidad de educacion a distancia que en mayoria
estudian y elaboran sus tareas de las materias que cursan, en tardes y noches después de
desarrollar sus actividades diarias de trabajo, quehacer del hogar, etc., por ello son

personas que puede estar cansados al momento de estudiar.

Definicidn 2.1. Circunferencia

Es el lugar geométrico de puntos que equidistan de un punto dado, lamado el centro de la

cireunferencia; la distancia de cada punto de la circunferencia al centro es el madio.

Figura 2.1: Ejemplo definiciéon en material escrito

El angulo central es el doble del Angulo inscrito gue subtiende e mismo arco. Es decir que
B g 1 1

LA0B
LA'AB = —

Figura 2.2: Ejemplo de teorema en material escrito

/Ejt:ruplo 6.5

En un tridngulo ABC, £A = 227 se traza la bisectriz interior AD, la circunferencia circunscrita

al trisngulo ABD intercepta a AC en E, caleularBC; si A = 7.

Figura 2.3: Ejemplo del enunciado de un ejemplo en el material escrito

Cabe mencionar que el material posee un parrafo antes de cada secciéon con el fin de
orientar a los estudiantes dado que ellos no cuentan con un docente que desarrolle esta
funcion, la cual permite que el estudiante lleva una secuencia en la lectura del material

con facilidad.

Otro elemento importante en la elaboracion de un material escrito es explicacion y
desarrollo de los contenidos, esto permite diferenciar entre un material complejo e

incomprensible a uno sencillo y compresible, este tltimo siendo nuestro objetivo,
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principalmente la mediacion de la resolucion de los problemas expuestos como ejemplos y
el desarrollo de las demostraciones de los teoremas, corolario y lemas, especificando y
justificando con detalle cada paso, basdndose en los conocimientos previos del inicio del
ciclo y los que se adquieren en el trascurso de la asignatura, ademas de agregar
recordatorios de algunas propiedades como se muestra en la Figura [2.4] con el proposito
de que el estudio sea en menor tiempo, dado que los estudiantes de esta modalidad no

disponen de mucho tiempo para estudiar.

= ADC — ZADE. A ADE es isdsceles En tridngulo isdsceles tenemos que a0 = 3 y
— LADC — ZAED BC =CD.
" = LADC — (2" + ZBCA)

25" = LADC — £BCA

I, : :
2% = - (LADC — £B( 'A), Por teorema 3.1 a)

1 ] .
o S(£LABC + 30° — LB A)

N
|

= 15" yaque ZABC = ZBCA

Figura 2.4: Ejemplo de un recordatorio de la resolucién de un problema

2.2. Resultados y Analisis

Para la recopilacion de la evaluaciéon del material escrito se consider6 una encuesta en
linea a través de una aplicacion de Google, tomando como poblacion los 10 Profesores
Universitarios Modalidad a Distancia (PUMD) que trabaja en diferentes sedes

Universitarias asignadas por la coordinacion de la carrera.

De los 74 estudiantes que inscribieron la asignatura en el ciclo [-2020, de estos 13 la
retiraron y dos personas abandonaron el curso, obteniendo 59 estudiante, quienes se le
envio la invitacion a llenar la encuesta. Sin embargo, solo 38 estudiantes contestaron la
encuesta, aplicando el método de muestreo no probabilisticos en la que se seleccionan
a los sujetos siguiendo determinados criterios personales procurando que la muestra sea

representativa, lo cual se cumple, porque el ntimero de encuestados es superior al tamano
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de muestra con distribucién normal basado en los 59 como se determina a continuacion:

Z?2 % N x error * (1-error)

n =
(N — 1)  precision® + Z2 x error * (1-error)

_ (1.96)? % 59 % 0.05 * (0.95)
58 % 0.052 + (1.96)2 * (0.05)(0.95)

=33

Por lo que las respuestas de los 38 estudiantes son representativas de la opinién de toda

la poblacion.

2.2.1. Perspectiva de los docentes PUMD

Los docentes en generales evaluaron con una buena calificaciéon el material escrito,
presentado promedios mayores del 8.5 de cada elemento consultado en la encuesta que
aparecen en la siguiente tabla (todos los datos recolectados se encuentran en el apéndice

C, resumidos en graficos de barra).

Tabla 2.1: Promedios de las calificaciones de los elementos

del material escrito de parte de los Docentes PUMD

Elementos Promedio

Construccion de las figuras. 9.8
Los recordatorios en la demostraciones o resolucion 9.5
de ejercicios.

Estructura. 9.4
La redaccion. 9.1
Compresion de los pasos de la resolucion de los 9.0
ejercicios.

Motivacién que genera. 8.9
Cantidad de ejercicios resueltos. 8.8
La compresion de las demostraciones. 8.7
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Observando la Tabla [2.1 muestra que el elemento con mayor promedio es la construccion
de las figuras de las demostraciones y los ejercicios resueltos que facilitan la compresion
de estos, evidenciando la importancia que tiene la construccion de la figura para resolver
los problemas planteados en la asignatura. Otro elemento, que ha tenido una notable
aceptacion de parte de los docentes son los cuadros con recordatorios de contenidos que
aparecen en el desarrollo de las demostraciones y resoluciéon de los ejercicios evidenciando
que aportan a la compresion de estos. Pero no son lo suficiente, ya que la compresion de los
pasos de los ejercicios y las demostracion muestra promedios de 9.0 y 8.7 respectivamente,
siendo este tltimo el mas bajo de los promedios, el porqué de estas calificaciones se puede
deducir a partir de tres opiniones expuestas, por ejemplo: “solo detallar un poco mds las
demostraciones, ya que a veces se omiten algunos pasos que los estudiantes no asimilan
de la manera correcta, eso para una mejor comprension de ellos a la hora de estudiar”.
De esto se tiene total certeza dado que ellos trabajan con los estudiantes detectando las

dificultades a la hora de estudiar el material.

El promedio sobre la motivacién que genera se acerca nueve, por qué no es mas alto, se
debe a que depende muchos factores que notan en sus estudiantes como: resultados en
las evaluaciones, estado animico, estilos de aprendizaje, etc. Cabe mencionar que la
estructura y la redacciéon que son bases para la construccion de un material escrito,
presentan promedios altos, lo que significa que con la incorporaciéon de algunos detalles
se puede obtener un documento de calidad, Por tltimo, el promedio de la calificaciéon a la
cantidad de ejercicios resueltos (aclarar que los ejercicios resueltos no son repetitivos) es
buena, reflejando las diferentes formas en que se puede aplicar la teoria en la resoluciéon

de problemas.

2.2.2. Perspectiva de los estudiantes

De parte de los estudiantes se obtuvieron resultados muy variados desde unos que
calificaban bien a otros que calificaban de deficiente los elementos del material. De forma

resumida aparecen presentamos los promedios obtenidos de cada uno de los elementos
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que fueron encuestados (todos los datos recolectados se encuentran en el apéndice C,

resumidos en graficos de barra).

Tabla 2.2: Promedios de las calificaciones de los elementos

del material escrito de parte de los estudiantes

Elementos Promedio
Construccion de las figuras. 8.82
Los recordatorios en la construccion de las 8.63

demostraciones de los teoremas.

Los recordatorios en la construccién de la resolucién de 8.71

los de ejercicios.

Estructura (Solo contestaron 31). 8.65
La redaccion. 8.55
Compresion de los pasos de la resolucion de los ejercicios. 7.74
Motivacion que genera 8.18
Cantidad de ejercicios resueltos 7.45
La compresion de las demostraciones 7.37

Como se puede observar en Tabla al igual que en la Tabla el elemento de la
construccion de las figuras ayuda a la compresion de la solucion de los ejercicios
presenta el mayor promedio, como se menciondé anteriormente evidencia que para los
estudiantes es de su importancia la construcciéon de una buena figura que represente el
problema para comprender mejor la soluciéon. Otros elementos del material que tuvieron
promedios superiores a 8.5 son la estructura, la redaccion, los recordatorios en las
demostraciones y la solucion de ejercicios, los que le dan un sentido de unicidad de otros
materiales escritos, evidenciando un nivel aceptable por parte de los estudiantes. La
motiwacion que genera el material es un elemento de caracter psicolégico que tiene como

promedio 8.18 calificacion, el porqué de estos resultados se debe a que un 50%
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(calificaciones entre 9-10) de los encuestados si les motiva, 36.8 % posiblemente y solo
13.2% que no, en conclusién el material posee caracteristicas que generan motivacion
pero como se expresd anteriormente esto varia de acuerdos a la influencia que tengan los
factores externos e interno en el estudiante (rendimiento académico, disponibilidad de

tiempo, interés al area de estudio, estado animico, etc.).

El promedio de 7.45 de calificaciéon sobre la percepcion de la cantidad de ejercicios
resueltos en el material escrito del 56 % estudiantes encuestados no es suficiente para
tener panorama aplicacion de la teoria en la resolucion de problemas y solo el 44 %
(calificaciones entre 9-10) expresa lo contrario. Resta mencionar que los elementos que
estan relacionados con la compresion de los contenidos, en particular la construccion de
las soluciones de ejercicios (ejemplos) y las demostraciones, esto tltimo con el promedio
més bajo al igual que el expuesto por los docentes (8.7), presentando un 29%
(calificaciones entre 9-10) de los estudiantes que consideran que son faciles de
comprender las demostraciones y un 44.8 % (calificaciones entre 9-10) consideran que los

pasos de la soluciéon de los ejercicios son faciles de comprender.

Cabe mencionar los promedios de la perspectiva que tienen los estudiantes del material
escrito respecto a los docentes son més bajos en todos los elementos, una de las causas es
que hay varios estudiantes que han contestado bajo el sentimiento de frustracién debido
a que se les dificulta hacer sus tareas como lo expresa uno de ellos en la respuesta de la
pregunta ;Qué aspectos Ud. considera que deben mejorarse del material escrito? ;Por
qué? respondiendo: “Ejercicios similares a los de las tareas, ya que siempre son mds
complicados que los del material”. Otra causa es la experiencia en los manejos
conceptuales y procedimentales de los docentes, ya que para ellos algunos procesos
pueden ser evidentes, pero no a los estudiantes” como lo expresa varios estudiantes “En
las soluciones de los ejercicios, se pudieran visualizar todos los pasos incluso los mds
pequenos. Ya que muchas veces mos confunden cuando dé un paso pasan a otro sin

explicacion”.
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Se consultd a los estudiante, por medio de la siguiente pregunta: ; En promedio cuantas
horas semanales utiliza para el estudio del material escrito de Geometria Euclidea 1?7
resultando en promedio es 7.65 horas, el cual tiene un notable aumento porque dos datos
atipicos de 24 y 48 horas los cuales son pocos recurrentes, descartandose se tiene un
promedio de 5.9 horas que se aproxima a las seis horas por semanas lo que asemeja a las

horas clases que recibe un estudiante en modalidad presencial.

Una de los elementos que marca notablemente la diferencia entre un material escrito
comprensible o no, son los paso de las construcciones de la demostraciones y la solucién
de los ejercicios, implicando la comprension de la teoria. A partir de lo anterior y los datos
sobre las horas semanales de estudio del material escrito, surge la inquietud ;Existe un
relacion lineal con la comprension de los pasos de las construcciones de las demostraciones
y solucién de ejercicios con respeto a las horas estudio semanales? Es decir, planteando
la siguiente hipotesis: a mayor compresion de las demostraciones y soluciéon de ejercicios
menor numero de horas de estudio del material. Realizando un anélisis de regresion se

obtuvieron los resultados reflejados en la Tabla [2.3f}

Tabla 2.3: Analisis estadistico de regresion entre vy y vy

Estadisticas de la regresion
Coeficiente de correlacion multiple 0.1795
Coeficiente de determinacion R? 0.03224
R? ajustado 0.004589
Error tipico 2.0668
Observaciones 37

Observando la Tabla [2.3|se resulté que el coeficiente de de correlacion es inferior a 0.3 por

Ly, : promedio de horas semanales, vy : promedio de las calificaciones de las percepciones de la

comprensiéon de las demostraciones y solucién de ejercicios.
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lo que no existe relacion lineal entre ambas variables y las variables son independientes,

esto tiene las siguientes interpretaciones:

= un estudiante puede estudiar el material en poco tiempo, pero presentando
dificultades para entender las demostraciones y soluciones de los ejercicios

(ejemplos).

» Un estudiante puede comprender con facilidad las demostraciones y ejercicios, pero

estudiar el material superior al promedio.

» Un estudiante puede comprender con facilidad las demostraciones y ejercicios,

estudiando el material en poco tiempo y viceversa.

La otra pregunta que surgi6 al tener el dato ;jExiste una correlaciéon entre la comprension
de las soluciones de los ejercicios, comprension de las demostraciones, motivacion y el
tiempo? Para esto, se construye la Tabla que contiene el coeficiente de correlacion

entre estas variables.

Tabla 2.4: Matriz de los coeficientes de correlacion

Motivacion | Demostraciones | Ejercicios | Tiempo
Motivacion 1.00 0.74 0.70 0.18
Demostraciones 0.74 1.00 0.85 0.15
Ejercicios 0.70 0.85 1.00 0.19
Tiempo 0.18 0.15 0.19 1.00

Analizando los coeficientes de correlacion de la Tabla presentan las siguientes

interpretaciones:

= 10 existe correlacion significativa entre el niimero de horas por semana, con respecto
a la motivacion, es decir, la motivacion que genera el material escrito no induce a

que los estudiantes dediquen mas tiempo de estudio al material.
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» Dentro las variables la que tiene mayor correlaciéon con respecto al tiempo es la

comprension de las soluciones de los ejercicios, no es significativa pero indica que los

estudiantes dedican més tiempo a estudiar la soluciones de ejercicios. Realizando el

analisis de regresion lineal, resulta una recta de pendiente positiva como se observa

el la Figura [0]

» Las variables que si tiene una significativa correlacion igual o superior a 0.7 son:

la comprension de las soluciones de los ejercicios con respecto a la
comprension de las demostraciones, esto significa que si los estudiantes
comprenden las demostraciones también entenderédn las soluciones de los
ejercicios.

la motivacion que genera el material con respecto a la comprension de las
demostraciones y las soluciones de los ejercicios, esto significa que si los
estudiantes comprenden las demostraciones y las soluciones de los ejercicios

entonces los estudiantes estaran motivados al estudio del material escrito.

Notando que algunas variables muestran correlaciones, a partir de esto, se calcula el

coeficiente de correlacion de las variables encuestada que se muestra en la Tabla [2.5]

Tabla 2.5: Matriz de los coeficientes de correlacion

Est | Rdac | Mot | Cmp_d | Cat_ej | Cmp_ej | Cst_fig | Recd _d | Recd ¢j
Est 1.00 | 0.90 | 0.64 0.64 0.52 0.71 0.34 0.41 0.37
Rdac 0.90 | 1.00 | 0.67 0.62 0.52 0.73 0.50 0.60 0.56
Mot 0.64 | 0.67 | 1.00 0.74 0.55 0.70 0.41 0.48 0.42
Cmp d | 0.64 | 0.62 | 0.74 1.00 0.59 0.85 0.45 0.59 0.58
Cant_ej | 0.52 | 0.52 | 0.55 0.59 1.00 0.66 0.29 0.31 0.28
Cmp ej | 0.70 | 0.73 | 0.70 0.85 0.66 1.00 0.40 0.62 0.61
Cst_fig 1 0.34 | 0.50 | 0.41 0.45 0.29 0.40 1.00 0.70 0.63
Recd d | 0.41 ] 0.60 | 0.48 0.57 0.31 0.62 0.70 1.00 0.94
Recd ej [ 0.37 | 0.56 | 0.42 0.58 0.28 0.61 0.63 0.94 1.00
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Dentro de las variables que tiene una correlacion como se muestra en la Tabla estan:

= la estructura respecto a la redaccidon, con un coeficiente correlacion del 0.9, esto
significa que los estudiantes que asignaron buena calificaciéon al elemento de la

estructura también asignaron una buena calificacién a la redaccion.

» La redaccion respecto a la comprension de las resoluciones de los ejercicios, con un
coeficiente de correlacion del 0.73, esto es logico ya que en cuanto mejor redactado

esta las soluciones de los problemas, es més facil la comprension de estos.

= La estructura respecto a la comprension de las resoluciones de los ejercicios, con
un coeficiente de correlacion del 0.70, esto significa que la estructura con la estéi

disenado el material ayuda a la comprension de las soluciones de los problemas.

= los recordatorios de las demostraciones respecto de los recordatorios de los
ejemplos, esto significa que los estudiantes mostraron una notable aceptacion de los
recordatorios tanto en la construccion de las demostraciones como en las soluciones

de los ejercicios.

Por ultimo, mencionar los comentarios de algunos estudiantes realizados en las preguntas

10, 12 y 13:
= “Muy bueno. Algunos ejercicios si se queda con dudas de donde salen las respuestas
pero de todo bien”.
= “Me parece excelente que suba ese tipo de material”.
= “Le falta explicar bien la soluciones de cada problema’”.

= “Es un material bien redactado y con ejemplos que ayudan a comprender los

contenidos”.

= “Solo que los recordatorios colocados en desarrollo de la soluciéon de los ejemplos y
en la construccion de las demostraciones deben ser mas concurrentes, asi hay mas

probabilidad de que nunca se nos olvide de donde sali6 tal cosa”.
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= “En general es una buena presentaciéon, pero seria muy bueno extenderla més con

ejemplos y explicaciones mas claras y menos confusas”.

= “Involucrar méas al estudiante en el tema ;Para qué me servira la geometria o como

la puedo aplicar en mi entorno? Dando ejemplos de su uso”.

2.3. Sistema de tareas

En los apéndices se ha colocado una serie documentos, de tal manera que proponen un
proceso de ejecucion de material didactico escrito (material elaborado o retomado de otro
autor, segin sea el caso) para la modalidad de educacién a distancia para el mejoramiento.
En primera instancia tenemos el apéndice A, constituido por el material elaborado con las
caracteristicas descritas en la seccion [2.1] si retoma dicho material debe realizar un analisis
de contenido para comparar con el programa de la asignatura a trabajar, detectando que

contenidos le falta para adaptarlos con un material complementario.

Posterior a la utilizacion del material de parte de los estudiantes, es necesario desarrollar un
proceso de evaluacion, esto mediante diferentes instrumentos de recolecciéon de informaciéon
como, por ejemplo, a través encuesta como la propuesta en el apéndice B, dirigida a los
estudiantes para extraer las fortaleza y debilidades a reforzar, con el objetivo de la mejora
constante. Luego aparece una forma de organizar y presentar los resultados de la encuesta,

obteniendo una mejor visualizacion y anélisis de los mismos, en nuestro caso aparece en

la seccion 2.2



Conclusiones

Como se establecid, los materiales escritos desempenan el papel de mediador pedagogico
entre los contenidos y el estudiante en la modalidad de educaciéon a distancia, rol que
desempena el docente en modalidad presencial, por ello la importancia de un material
escrito base que oriente a los estudiantes al estudio de la asignatura, ya que esto le permitira
generar un aprendizaje auténomo como lo exige la modalidad a distancia, y no depender
tanto de las orientaciones del personal (PUMD) que trabaja con ellos, esto se evidencia
porque la mayoria de los estudiantes llegan a las tutorias programadas cada 15 dias con
expectativa de recibir una clase presencial y otra razoén es que la mayoria de los estudiantes

exigen que se les asigne un tutor de forma presencial para las tutorias.

El objetivo principal de este trabajo de investigacion ha sido la construccion de un material
escrito para la modalidad a distancia, el cual fue elaborado y tuvo un buen nivel de
aceptacion de parte de los docentes y estudiantes. Pero hay aspecto que se descubrieron
en la encuesta que se pueden mejorar, en primer lugar, se encuentran los pasos de las
demostraciones. En segundo lugar, tenemos soluciones de los ejercicios planteados como
ejemplos, para hacerlos més comprensibles partiendo de los conocimientos previos reales de
los estudiantes y no los que supone el docente. Ademas, aumentar la cantidad de ejercicios
resueltos. Por lo tanto, al mejorar estos aspectos implicaria mejorar otros elementos con

mayor calificacién como es la motivacion, estructura y redaccion.

De los elementos nuevos incorporados, son los cuadros recordatorios los cuales tuvieron
una excelente aprobacion, pero es necesario utilizarlos con mayor frecuencia para mejorar
la comprension del material. Otra estrategia para reforzar la comprension, consiste en

grabar videos explicando aquellos problemas de mayor dificultad, hospedarlos en su canal
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de YouTube y escribir el enlace posterior a la soluciéon o demostracién con su respectiva
instrucciéon. Entonces, los lineamientos generales de un material escrito para modalidad
a distancia de la Facultad de Ciencias Naturales deben tener, como minimo la siguiente

estructura (el orden es opcional) e incluyendo todo lo expuesto anteriormente:

Estructura

= Portada.

= Objetivos.

= Introduccion.

= Datos historicos.

= Definiciones, conceptos, lemas, corolarios y teoremas con sus respectivas

demostraciones.
= Ejemplos.
= Problemas propuestos.
= Respuesta a los problemas.

» Material complementario (sugerencia).

Caracteristicas

= Elaborar un documento por cada unidad, con la estructura anterior.

» Redactar con un lenguaje sencillo, facil de entender y un vocabulario al nivel del

estudiante.
= Llamativo y que motive.
» Utilizar figuras o esquemas para facilitar la comprension de los contenidos.
= Incorporar cuadros recordatorios.

s Problemas en diferentes niveles de dificultad.
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Cabe mencionar que la parte de los datos historicos cuenta con la aceptacion de los
estudiantes, por ejemplo, la siguiente opiniéon de uno de ellos: “Las resenas historicas, son
muy interesantes y bonitas, sobre todo mos ayuda a darnos cuenta de donde nacio o

provino cada ley, teorema o propiedad”.

Los procesos de evaluacion de los materiales escritos deben desarrollarse con mayor
frecuencia dado que los estudiantes de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica
de la Universidad de El Salvador no estan acostumbrados, porque algunos estudiantes en
la encuesta contestaron careciendo de objetividad, desviandose del objetivo de esta,
algunos no contestaron todas preguntas y otros ni siquiera tuvieron el interés de
contestar la encuesta ya que de los 59 activos solo 38 contestaron, a pesar de que se
utilizaron diferentes vias para enviar la encuesta, como mensajeria de plataforma, correo

institucional y WhatsApp y a disponibilidad méas de 4 semanas.

Por tdltimo, como el material escrito se realizé en el drea de la geometria, por ello se abren
nuevas oportunidades de investigacion, como la implementacion de teorias para generar
una mejor compresion de los contenidos como el modelo de Van Hiele o la teoria de

resolucion de problemas.



Recomendaciones

Los docentes que se dedican a la modalidad EaD, estamos en la obligacion de elaborar
sus propios materiales escritos, dado que estos permitiran actualizar los contenidos,
incorporar nuevos temas y mejorar las deficiencias expuestas u observadas. Esta
informacion se puede recolectar a través de encuesta con el propoésito de evaluar el
material, pero es de tener cuidado con la informacién que se recibe, porque los

estudiantes pueden carecer de objetividad y desviarse del objetivo de la encuesta.

En matematica la ventaja de elaborar sus propios materiales escritos es que permite
corregir errores de célculo, detallar los pasos de las demostraciones de los teoremas y
soluciones de los ejercicios, en donde los estudiantes tuvieron mayor dificultad para
comprender. Esto se puede lograr a partir de la incorporaciéon de: cuadros con
recordatorios, respuestas de las consultas de los estudiantes (respecto al material)
expuestas en foros de dudas, mensajeria, tutorias, etc. Ademaés, es necesario al principio
del curso realizar un prueba diagnoéstica para conocer cuéles son los conocimientos
previos de los estudiantes, posteriormente realizar las modificaciones al material escrito

para hacerlo méas comprensible al estudiante.

Si tiene el interés de elaborar un material escrito, un punto de partida son los apuntes de
las clases presenciales sean estos preparo por su persona (se refiere si usted es profesor en
la presencial de esa materia o también puede elaborarlo imaginandose dicho escenario) que
recibi6 en su proceso de formacion, esto ultimo tiene una vital importancia ya que puede en
ese momento lo pensd bajo el rol de estudiante y proporcionar estrategias, recordatorios,

estructura de una solucién.
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El procesador de documentos que recomiendo para elaborar un texto escrito matemaético
es LaTeX o LyX el cual permite editar las formulas de una forma legible y de mejor
estética. En geometria en particular para disefio de las figuras el programa por excelencia
es GeoGebra, por la facilidad de manejo y permite un aspecto de vistosidad a las figuras,
ademas retomo otra ventaja que expuso uno de los estudiantes que fue encuestado y
que esta relacionado con LaTeX “Pasar las figuras hechos en GeoGebra a LaTeX para
mayor calidad de la siguiente forma. Luego de terminado el dibujo, en descargar como
aparece la opcion PGF/TikZ por esto generard un documento con un par de lineas de
texto para LaTeX (agregar el paquete TikZ) con esto el dibujo en general obtendrd una

calidad optima”.

Por tultimo, se recomienda estar siempre abierto a las criticas constructivas que vengan de
los estudiantes o colegas, los cuales pueden tener ideas que permitiré el mejoramiento del

material escrito.
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Elementos basicos de la geometria plana

SUMARIO

@)

Referencia histérica sobre la geometria euclidea.

(@)

Segmento.

O

Angulos.

o

Ejercicios de autoevaluacion.

Al finalizar el estudio de este capitulo serd capaz de

= Resolver problemas en donde se aplica las
propiedades y proporciones entre longitudes

de segmentos.

= Resolver problemas que involucren la rela-
cion entre dngulos que se forman por un par

de rectas paralelas cortadas por una secante.



1. Introduccién

En la primera unidad se estudiard las definiciones y conceptos de los elementos que sera utilizados
en el transcurso de la asignatura, pero antes de eso se describen acontecimientos histéricos solo el

desarrollo de la geometria euclidea en sus inicios.

Posteriormente, de las referencias historicas, se trabajara los conceptos de puntos rectas, segmentos
de rectas y las operaciones con segmentos colineales, ejemplificados en una serie de problemas
resueltos, ademas, de abordaje de la definicién de angulos entre segmentos y los diferentes tipos
de estos, que siempre con una serie de ejemplo donde se aplican. Finalizando, con una serie de
problemas para practicar los contenidos y acostumbrarse a la nomenclatura que se utilizara en las

siguiente unidades.



2. Referencia histérica sobre la geometria euclidea

Parece ser que Euclides nacié alrededor del ano 325 a.C. y fallecié en Alejandria hasta el ano 265 a.C.
Es posterior a Platén y anterior a Pitdgoras, aunque contemporaneo de Arquimedes y Eratdstenes.
Euclides formulé mediante un proceso axiomatico lo que hoy en dia conocemos como geometria
euclideana, en su obra cumbre Los Elementos, la cual consta de trece libros en los cuales aparecen

un total de 465 proposiciones, 372 teoremas y 93 problemas.

a) Los primeros cuatro libros se denominan pitagéricos, pues son un compendio del saber ma-
tematico de la escuela filosofica-matematica. En ellos se estudia geometria plana: propiedades

de los triangulos y paralelogramos, teorema de Pitdgoras, circunferencia y poligono.
b) Los dos siguientes estan dedicados al estudio de la proporcionalidad y semejanza de poligonos.
c) Los tres siguientes son llamados aritméticos ya que estdn centrados en la teoria de nimeros.

d) El décimo libro trata de la clasificacién de los irracionales y no de su cdlculo, ya que eso tendria

utilidad practica.

e) Los tres ultimos libros tratan de la geometria del espacio.
Los postulados de Euclidea son los siguientes

I. Por dos puntos distintos pasa una recta.

IT. Un segmento rectilineo puede ser siempre prolongado.
ITI. Hay una unica circunferencia con un centro y un didmetro dado.
IV. Todos los angulos rectos son iguales.

V. §Si una secante corta a dos rectas formando a un lado dngulos interiores cuya suma es menor

de dos rectos, las dos rectas suficientemente prolongadas se cortan en este mismo lado.

El quinto postulado hoy en dia se conoce como: desde un punto exterior a una recta se puede trazar
una, y sélo una, paralela a la misma, esta formulacién se debe a Jhon Playfair (1748-1819) que la

expuso en 1975.



Janos Bolyai (1802-1860) parti6 de la hipdtesis de que el V' postulado era independiente de los otros
cuatro y, por tanto, si se sutituia por otro no equivalente podria construirse una nueva geometria,
tan coherente como la euclidea. El suyo fue: desde un punto exterior a una recta pueden trazarse

infinitas rectas paralela a alguna recta dada.

Sin embargo, su nuevo mundo qued6 en agua de borrajas y su descubrimiento no fue publicado
hasta 1832 como un apéndice del libro Tentamen de su padre. Por otro lado Gauss (1777-1855)
call6 su descubrimiento, aunque parezca mentira, por miedo. Seglin cuenta en una carta enviada a
Bessel el 27 de enero de 1829, silencié sus investigaciones porque temia ”el griterio de los beocios”,
refiriéndose a los filésofos kantianos que consideraban la geometria euclidea consustancial con la
naturaleza. Bernhard Riemann (1826-1866) también concluy6 que una geometria donde no existen
rectas paralelas también era posible dando vida asi a la geometria esférica. ;Y td? ;Qué opinas al

respecto? ;jSera posible que haya espacios donde no se cumpla el quinto postulado?

3. Definiciones basicas

En este apartado estudiaremos los conceptos fundamentales de la geometria euclidea, como es pun-

to, linea, recta, etc.

Definicion 3.1. Puntos

es una figura geométrica a dimensional: no tiene longitud, area, volumen, ni otro angulo
dimensional. No es un objeto fisico. Describe una posicion en el espacio, determinada respecto

de un sistema de coordenadas preestablecido.

A los puntos se les suele nombrar con una letra mayuscula: A, B, C| etc.

El concepto de punto, como ente geométrico, surge en la antigua concepcion griega de la geometria,
compilada en Alejandria por Euclidea en su tratado Los Elementos, dando una definicién de punto
excluyente: «lo que no tiene ninguna parte». El punto, en la geometria clasica se basa en la idea de
que era un concepto intuitivo, el ente geométrico «sin dimensiones», y sélo era necesario asumir la

nocién de punto.



Esa cuestion fue analizada por A. N. Whitehead en: una investigacién sobre los principios naturales
de conocimiento (An Inquiry Concerning the Principles of Natural Knowledge), y El concepto de la
Naturaleza (The concept of Nature). En estos libros se expone la «relacién de inclusién». En Proceso
y Realidad (Process and Reality) Whitehead propone un nuevo enfoque basado en la «relacién de

conexién» topoldgica.

Definiciéon 3.2. Lineas

Una linea es una figura geométrica que tiene longitud, pero no tiene anchura ni grosor.

Figura 1. Una linea recta

Se puede considerar que una linea se genera con el movimiento de un punto. Con este enfoque, una
linea recta se genera con el movimiento de un punto que se mueve siempre en la misma direccién
(ver Figura , mientras que una linea curva se genera con el movimiento de un punto que cambia

continuamente de direccién (ver Figura [2)).

Figura 2. Una linea curva

Otro punto de vista consiste en considerar una linea como formada por infinitos puntos. En par-
ticular, una linea recta (llamada por brevedad recta) queda completamente determinada por dos

cualesquiera de sus puntos y se considera ilimitada en extension.

Notacion: si Ay B son dos puntos que pertenecen a una recta, dicha recta se denota como j@
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Definicién 3.3. Rayos

Dada una linea recta, a una porcién de dicha recta que se origina en un punto O y que se
extiende ilimitadamente por el extremo que contiene a un punto A, se le llama rayo OA (ver

—
Figura ) y se denota por OA.

Figura 3. Rayo OA

La siguiente definicion es la que mas se utilizara en el trascurso asignatura, tomar en cuenta la

notacion para la argumentacion de los ejercicios y problemas que vamos a trabajar.

Definicién 3.4. Segmento de recta

Dados dos puntos distintos A y B en una recta, se le llama segmento a la figura formada por

A, By todos los puntos que se encuentran entre ellos dos (ver Figura [4).

Figura 4. Segmento AB.

Se denota por AB y se lee segmento AB. Los puntos A y B se llaman extremos y los otros

puntos forman el interior del segmento.

Nota:

= BA=—-AB.

» La medida de un segmento AB se denota m(AB) o simplemente AB y es un niimero positivo

que se compara con la longitud de un segmento unitario (una unidad).



Definiciéon 3.5. Punto medio

Un punto C se llama punto medio de un segmento AB si C estd entre A y B, y se verifica

que AC' = CB (ver Figura [5)).

Figura 5. C' punto medio del segmento AB.

AB
Ademas, resulta que AC' =CB = >

En particular, todo segmento posee un punto medio el cual lo biseca, es decir, lo divide en dos

segmentos de igual longitud.

3.1. Operaciones con segmentos colineales

Medir es comparar una magnitud con otra de su misma clase que sirve como patrén llamado unidad
de medida. Para medir los segmentos se utilizan diversos instrumentos, siendo el més sencillo una

regla graduada. En la Figura[6] se cumplen las siguientes relaciones:

»
»

C B

A

A
>
A\

<+—— a%%b—b

Figura 6. Operaciones de segmentos

AB=AC+CB=x=a+b (1)
AC=AB—-CB=a=x—-0
CB=AB—-AC=b=x—a



Observacion:
La relaciéon de adicién ([1f) se puede generalizar asi: tomemos “n” puntos consecutivos Ay, Ag, Az, ..., A,

en una misma recta, entonces se verificara la siguiente relacién:
A1A, = A1Ag + AgAs + A3Ay+ -+ A1 A,

Este resultado se conoce como el Teorema de Chasles. Debemos notar que los segmentos conside-

rados son consecutivos.

3.2. Ejemplos

v Ejemplo 3.1
Sobre una recta estdn ubicados los puntos consecutivos A, B, C'y D.

1. Si AD = 24cm, AC = 15em y BD = 17 em. jCuédnto mide BC en cm?

2. Si AC 4+ BD = 16m, y BC = 4m, ;cuél es el valor de AD en m?

Solucion. Segin los datos del problema (ver Figura [7)):

Figura 7. Ejemplo

1. Se tiene:
BC = BD-CD
= BD - (AD — AC)
= 17— (24—15)cm
= (17=9) cm

= 8cm

La longitud del segmento BC es 8 centimetros.
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2. Sabemos:

AD = AC+CD
— AC +(BD - BO)
= AC+ BD - BC
——
= AC+BD—-4m
= 16—-4m

= 12m

La longitud del segmento AD es 8 metros.

v Ejemplo 3.2
M, A, Oy B son puntos consecutivos sobre una recta, siendo O el punto medio de AB. Si M A = 2

y AB = 6, calcular (MO)?.

Solucion. A partir de los datos del problemas tenemos la siguiente figura:

Figura 8. Ejemplo

S AB
Ya que O es el punto medio de AB, se tiene AO = —5 > Por lo que:

(MO)? = (MA+A022
s
2

= (2+3)?

= 25
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/Ejemplo 3.3

En una linea recta se ubican los puntos consecutivos A, B,C' y D de modo que AB = 2BC'y

CD =3BC, si BC =1, calcular AD.

Solucién

A QBC B C 3BC

Figura 9. Ejemplo 2.3.

AD = AB+BC+CD
— 2BC + BC + 3BC
= 6BC
= 6(1)

= 6

/Ejemplo 3.4

En una linea recta se consideran los puntos consecutivos A, B,C,D y E si AB + CE = 16,

BE —CD =14y AE — DE = 12. Calcular AFE.

Solucion
Segun las propiedades de segmentos se tiene que BE se puede reescribir de la siguiente forma:
BE = BC+CD+ DE
———
BE-CD = BC+ DFE

14 = BC+ DFE despejando BE

14 - DFE BC
AFE — DFE 12 despejando DE
DE AE — 12

12



Luego reescribiendo AF

AE

AE
2AF
AE

AB+ BC+CE
——
(AB+ CE) + BC
16 +14 — DE

16 + 14 — (AE — 12)
30 — AE 4 12

42

21

Definiciéon 3.6.

por ejemplo %7 con b # 0.

= Razon: se llama razon, al cociente de dos cantidades, expresadas en la misma magnitud,

a
= Proporcion: se llama proporcion a la igualdad de dos razones. Por ejemplo — =
los términos a y d se les llama extremos y los términos b y ¢ se les llama medios, al

término d se le llama cuarta proporcional entre a,b y ¢ en este orden.

C
_7a

b d

3.3. Propiedades sobre proporciones.

Cuando a,b,c,---, denotan longitudes de segmentos, es conveniente tener presente las siguientes
propiedades
1.%:§siysolosiad:bc.
5 a ¢ . | .a+b c+d
. — = —siy solo si = .
bod Y b d
5 a ¢ | .a—b c¢—d
. — = —siy solo si = .
bod Y b d
b d
4.%zgsiysolosiZi—b:zi—d,sia—b#Ooc—d%O.
5.Z—i:Z—z:---Z—:(bl-bQ---bn%O)entonces
Gttt te oo 6
by +bs+---+0b, b1 by by,

13



Siempre que by + by + - -- b, # 0.

Definicién 3.7. Divisién de segmento

PA

Un punto P € AB divide al segmento AB en una razén r si 5=

r.

Figura 10. Divisiéon de segmentos.

Observemos que en la definicién

» Sir =1 entonces P es el punto medio de AB.

= el punto P estd entre los puntos A y B decimos que P divide interiormente al segmento AB
en la razén r. Si P no esta entre los puntos A y B, decimos que P divide exteriormente a

segmento AB.

Definicién 3.8. Razén de un segmento

Sean A y B dos puntos fijos y sea P cualquier otro punto sobre AB, la razén en la que P

divide a AB es

\/Ejemplo 3.5

Considere el segmento AB como se muestra a continuacién:

A 8 4 2 B

- PA
E P divide AB 1 M — = — = 4.
ntonces P divide en la razén 5= 3

Notemos que si P € AB la razén es negativa, y es positiva si P estd fuera del segmento AB.

14



Teorema 3.1.

Si A'y B son dos puntos cualesquiera y k # 1, entonces existe uno y solamente un punto

PA
sobre la recta para el cual 5 es igual a k.

Demostracion

Para probar unicidad debemos suponer que existen dos puntos que cumplen. Sea P y @), tal que
PA A

=—=ky _Q— = k. Entonces se tiene que:

PB QB

PA=kPB = PA=kPB

OA = kOB = A0 = —kQB

PA+AQ = kPB+ (—kQB)

PALAC — WPT - OB

S _ Si se tiene tres puntos A, B y C consecutivos
Q = k (PB — QB)
L o entonces:
PQ = k (PB + BQ)
PO = kPQ AB=AC+CB
Implica que k = 1 por lo que es una contradiccién dado que k tiene que ser diferente de 1. [ |

Definicién 3.9.
Sean ABy CD y sean X € AByY € CD, decimos que X e Y dividen a AB y CD en

segmentos proporcionales si

XA_YO

XB YD
A X B
C Y D

Figura 11. Dos segmentos proporcionales.

Dado un segmento AB y una razén k # 1, conseguimos encontrar dos puntos que dividen AB en

esta razén: una interior y otra exterior. Cuando AB est4 dividido por dos puntos P y N, en la

15



misma razén, decimos que el segmento AB esta dividido armoénicamente y los puntos P y N se

llaman conjugados armdnicos con respecto a A y B.

v Ejemplo 3.6
Consideremos las divisiones siguientes:

A T 2 A N 3x A 3x
P_Azizl NA 3z 1
PB 2z 2 NB _ 6z 2

Tenemos que los puntos P y N son los conjugados arménicos del segmento AB.

Definicion 3.10. Divisién armdnica

Se dice que dos puntos B y D dividen arménicamente a un segmento dado AC cuando se

verifica la relacién:

AB AD
BC CD

Donde B es un punto interior de AC'y D es un punto exterior a AC.

Ademas se cumple las siguientes relaciones

1+1_2
AB  AD AC

= Si O es punto medio de AC
(OC)*=0D -OB

Esta definicion de division armonica es equivalente a lo siguiente: se dice que dos puntos dividen un

segmento de linea armonicamente si lo dividen interna y externamente en la misma razon.

16



4. Angulos

Definicion 4.1. Angulos

Definimos como éngulo a la figura geométrica formada por dos rayos (o semirrectas) distintas
que tienen el mismo origen. Ese origen se llama vértice del dngulo. Al angulo de vértice O y

rayos OA y OB se le denota ZC'AB = «.

VERTICE 0

Dos angulos ZAOB y ZBOC son adyacentes si y sélo si tienen un lado comtn OB y los lados no
comunes OA y OC estan en semiplano{l distintos, determinados por el lado comun.

A

Figura 12. Angulos adyacentes.

Dos angulos son

» Congruentes o iguales: si tienen igual medida.

= Suplementarios: si su suma es 180°.

1Si tenemos un plano y una recta en ese plano, la recta divide al plano en dos partes llamadas semiplanos.
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s Complementarios: si su suma es 90°.
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Definicion 4.2. Bisectriz

La bisectriz de un angulo es la semirrecta que
ivi Angu igua-
lo “divide” en dos angulos adyacentes igua

les.

Figura 13.

Por otra parte, dos rectas en el plano pueden ser secantes o paralelas

Definicion 4.3.

» Sila recta AB es paralela a la recta C'D, si no se corta, se denota AB || CD.

= Sila recta AB es perpendicular a la recta C'D, si se forman un angulo de 90°, se denota

AB 1 CD.

Ademas, si las rectas son secantes, el punto de corte es tnico, y definen cuatro angulos, que se
agrupan por parejas en angulos opuestos por el vértice (las parejas de dngulos tales que uno estd

formado por la prolongacién de los lados del otro).

\

Vértice

Figura 14. Opuestos por el vértice.

Los éngulos opuestos por el vértice son iguales (justifique), por lo que dos rectas secantes forman

19



cuatro angulos que definen dos parejas de angulos iguales, y si tomamos un miembro de cada pareja,

se tienen dos angulos suplementarios y los angulos asi generados son llamados:

= dngulos rectos Es aquel cuya medida es de 90°.
= dngulo agudo es aquel cuya medida es menor a la de un dngulo recto.

= dngulo obtuso es aquel cuya medida es mayor que un angulo recto; en particular, un angulo

obtuso serd llamado dngulo [lano si su medida es el doble que la de un angulo recto.

Tipos de angulos segun su medida respecto a la del angulo recto

Agudo Recto Obtuso

4.1. Angulos entre rectas paralelas

Al intersectar un par de rectas paralelas por una recta llamada transversal o secante, se forman los

siguientes tipos de angulo:

] /fngulos correspondientes: son dos angulos no adyacentes situados en el mismo lado de la

secante, uno en el interior y otro en el exterior de las paralelas.

s Angulos alternos internos: son dos angulos no adyacentes situados en el interior de las para-

lelas, y en distintos lado de la secante.

s Angulos alternos externos: son dos angulos no adyacentes situados en el exterior de las para-

lelas, y en distintos lado de la secante.

] /fngulos conjugados: Son dos angulos internos o externos, no adyacentes y situados del mismo

lado de la secante.
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Las propiedades fundamentales de los dngulos entre paralelas (ver Figura son:

1. Los angulos correspondientes son iguales entre si.
2. Los angulos alternos internos son iguales entre si.
3. Los angulos alternos externos son iguales entre si.

4. Los angulos conjugados son suplementarios.

180° -6
L

180° — 0

Figura 15. Esquema de angulo entre paralela.
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4.2. Ejemplos

\/Ejemplo 4.1

En el grafico, hallar la mZIHF, si: m/ZIHD +

mJZIHB = 56°
Solucion. Se tine que
mZIHD +mZIHB
0+ (0+a+a)
20 4+ 2«
200+ «)
0+«
m/IHF

56°
56°
56°
56°
28°

28°

\/Ejemplo 4.2

Hallar el complemento de la diferencia de las medidas de dos angulos tales que la medida del
primero excede en 60 grados al complemento de la medida del segundo y la medida del segundo

angulo sea igual a la mitad del suplemento de la media del primer angulo.

Solucion. Sea «, [ dos angulos, a partir de la lectura de enunciado del problema se obtiene el

siguiente sistema de ecuaciones:

60° + (90° — B)
180° — o

2
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Sustituyendo la ecuacién (3) sobre la ecuacién (2) se tiene que:

(180° —
a = 60°+ (900 80 O‘))

180° — 1800—
a = 60°+ ( O‘))

Oé
— 60° + —)
@ 2
(0%
— (&) = 60
@ (2)
0]
*_ 60°
2
a = 120°

Sustituyendo el valor de a obtenemos 8 = 30°, pero lo que andamos buscando es el complemento

de la diferencia de los angulos que es igual: 90° — (120° — 30°) = 0°

|

v Ejemplo 4.3
Si AB || DE calcular la medida del éngulo x°.

G

IIO
68° s
D
67°
A .
Figura 16.

o La estrategia para resolucion de estos problemas, es prolongar y trazar rectas paralelas en puntos

donde podamos obtener informacion a partir de los datos proporcionados en el problema.
o Posteriormente se debe utilizar las relaciones que existe de angulos entre rectas paralelas, finali-

zando con la propiedad de los dngulos complementarios y suplementarios.

Solucion:
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1. Prolongamos los segmentos AC y CD y
trazamos el segmento CG paralelo al seg-

mento AB. (ver Figura [17).

2. Obtenemos que ZFCH = 68° por angulos

opuestos por el vértice y que ZHCG = 67°
por ser angulos correspondientes. Por lo

tanto tenemos que:

x> = LZFCH+ ZHCG, por angulos correspondiente

— 135° Figura 17.
v Ejemplo 4.4
En la Figura[L8] Ly || Lo y L || Ls, calcular .
13«
Ly
6
Ls
L,
L4 lla
Figura 18.

Solucion:

o Prologaremos primero las rectas Ly y L5 y trazar la recta Lg paralela a Ly en el punto donde

cortan las rectas L, y Ls como se muestra en la Figura 19.
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Ly 1o N

Figura 19. Modificaciones de la figura del ejemplo

o Por angulos entre rectas paralelas tenemos que el angulo que forman las rectas Ly y Ly es igual

a 6a (Observar la Figura 19).
o 0 = 13«, porque Ly || Lg y son dangulos correspondientes.

o A = 1lla, porque Ly || Lg y y son dngulos correspondientes.

0+ p+6a = 180°
1lav + 13cx + 6 = 360°
30 = 360°

a = 12°

v Ejemplo 4.5
Se tienen los angulos consecutivos AOB, BOC'y COD:; tal que:

/POQ + /ROS = 140°

siendo los rayos O?, Oﬁ, (ﬁ y O? las bisectrices de los angulos AOB, COD, AOC' y BOD
respectivamente. Hallar la : ZAOD.
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Solucién

Sea § = LZAOP, p = LZAOR, a = ZCOQ, v = ZSOD. Se reescribe el angulo POQ:

ZPOQ = LAOR — LAOP + ZROC + £COQ
=B-0+B+a

Luego que el angulo ROS se pue-

de reescribir de dos formas

ZROS = LAOS — LAOR

=~+20—-p3 (4)

£LROS = ZROD — ZSOD

=pB+2a—7 (5)

Figura 20.

Sumando (4) y (5) tenemos que 2ZROS = 20 + 2« implica que ZROS = 0 + «

/POQ + ZROS = 140°
B=0+8+a+0+a=140°
28 + 20 = 140°

ZAOC + £COD = 14(°

v Ejemplo 4.6
Calcular el ZOPQ, si OP es bisectriz del dngulo O, Ly || Ly y PQ L Ly. Ver Figura 21]
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L, Q 4075

L2 o

/

Figura 21.

Solucién.
Dado que Lg || L3 entonces § = 20° por ser dngu-

los alternos internos, ademéds Ly || L3 entonces A =
40° porque son angulos correspondientes. Luego el
angulo con vértice en O es igual a 8 + A = 60°.
Posteriormente Trazamos la recta L, paralela L,
en el punto P donde « es iguales a 3 por ser angu-

los alternos internos, pero como OP es bisectriz

60°
del angulo O, se obtiene que 6 + § = = 30°,

lo que implica que § = 10°

Por lo tanto, ZOPQ = 90° + o = 90° + 10° = 100°.

B=20°

v Ejemplo 4.7
Determine el valor x si [ || I, en la Figura 22|
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Figura 22.

Solucién

1. trazar la recta [3 paralela a [y como se muestra en la siguiente Figura

Figura 23.

2. Debido a que I3||l; || Iy y por dngulos alternos internos se tiene que 2a + 23 = 90° entonces
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a+ 5 =45°

3. Prologar las bisectrices Cs y 5o v el angulo que forma estas al cortarse se encuentra de la siguiente

manera.

a) Trazar una recta a ly en el punto de interseccién de las dos bisectrices y por dngulos entre

paralelas se tiene que es igual a o + 3

Figura 24.

4. Trazar la recta ly paralela a Cs en el punto A
5. Trazar la recta [5 paralela a S en el punto A

6. Por angulos entre paralelas tenemos que:

atBtat+0+0
45° + x

X

29

= 360°
= 360° —180°

= 135°



5.

Problemas

Resolver los siguientes problemas justificando cada paso de la solucién.

5.1.

10.

Segmentos

. Sean A, B,C' y D cuatro puntos colineales consecutivos. Determine la magnitud de AD, si

AC = 8cm, BD = 12cm y BC' = 5¢em.

Sobre una recta se consideran los puntos consecutivos A, By C. Si AB =8cmy BC = 12c¢m,

hallar AC.

Dados los puntos colineales y consecutivos A, B, C'y D, tales que AB = 7, BC = 8 y
AD = 24, calcular C'D.

En una linea recta se consideran los puntos consecutivos A, B y C tales que AC = 25y

BC = 15. Calcular AB.

A, B, C'y D son puntos ubicados en una linea recta de modo que AB = BC, CD =20y
AB = 5. Hallar AD.

Dado el segmento AB y su punto medio O, si P es un punto interior al segmento OB, OP = 1

y PB =5, calcular AB.

En una linea recta se ubican los puntos consecutivos A, B, C'y D de modo que AB = 2BC

y CD =3BC. Si BC =1, calcular AD.

Sobre una liena recta se consideran los puntos colineales y consecutivos A, B, C, y D; siendo

C punto medio de BD, g—i = g y AD = 12. Hallar C'D.

Sobre una linea recta se consideran los puntos consecutivos A, B, C, D, E tal que F' sea punto
medio de AB y H punto medio de DE. Si: AB = BC, CD = DE y AB + DFE = 40. Hallar
FH.

Sobre una linea recta se consideran los puntos consecutivos A, B, C'y D; siendo "M” punto

medio de BD ;AB-CD = AD - BC y 9(AD — BM) = 2AD - AB. Hallar AC.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Sobre una linea recta se consideran los puntos consecutivos A, B,C'y D tal que se cumple

AB-BD = AC-CD y AB =8 Hallar CD.

Dados los puntos colineales y consecutivos A, B, C'y D; se sabe que AB + C'D = 20; hallar la

medida del segmento cuyos extremos son los puntos medios de AC' y BD.

Sobre una recta X X’ se ubican en forma consecutiva los puntos: A;, Ay, Az, Ay, ..., A, de modo
que: A1An = 1800 y A1 A3 + Ay Ay + AsAs + -+ A,,_2A,, = 3000. Calcular la medida del

segmento que tiene por extremos los puntos medios de los segmentos A1 A, 1,y AxA,.

En una recta se consideran los puntos consecutivos A, B, Py C'; de modo que P es el punto

medio BC. Si (AB)?+ (CD)? = 40; hallar (AP)* + (PB)>.

5.2. Angulos

Tres angulos adyacentes forman un semiplano y tienen sus medidas proporcionales a los niime-

ros b, 7y 8. Hallar la medida del menor angulo.

Demostrar que las bisectrices de dos angulos suplementarios son perpendiculares.

En la figura adjunta, Ly || Lo y /

Ls || Ly. Calcular z. e

Con ayuda de la Figura demuestre que: Si Ly || Ls entonces v = o + 3.
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e

\K
Figura 25.

19. En la Figura , AB || FG. Hallar el angulo z si el ZAMF =90°y el ZMAB = 110°.

Figura 26.

20. Calcular la medida z del gréfico anexo, si las rectas Ly y Ly son paralelas.

21. Sea ZAOB = 24°, en la region exterior a dicho dngulo se traza el rayo OC. Hallar la medida
del dangulo formado por las bisectrices de los dngulos AOC' y BOC.
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22. Del grafico [27] calcular y, cuando z tome su méximo valor entero.

Figura 27.

6. Respuesta de los problemas
El siguiente apartado son las respuesta de los problemas.

Problema 1. AD = 15.

Problema 12. 10.
Problema 2. AC = 20.

Problema 13. 300.
Problema 3. CD = 9.

Problema 14. 20.
Problema 4. AB = 10.

Problema 15. 36°.
Problema 5. AD = 30.

Problema 17. =z = 15°.
Problema 6. AB = 12.

Problema 19. =z = 160°.
Problema 7. AD = 6.

94 Problema 20. ZOPQ = 110°.
e E .
Problema 21. z = 50°.

Problema 8. CD

Problema 9. FFH = 60. JAOC

2

Problema 22.
Problema 10. AC = 4.5.
Problema 23. z = 60.

Problema 11. CD = 8.
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7. Sugerencia

Si desea obtener mayor informacién sobre los segmentos y dngulos revisar los siguientes enlaces:

http://profe-alexz.blogspot.com/2011/04/segementos-de-recta-ejercicios.html

http://geogebra.es/cvg_primaria/06/html/paralelas.html

https://www.geogebra.org/m/mibwmhnp

https://www.geogebra.org/m/qEWfq6s7.

34


http://profe-alexz.blogspot.com/2011/04/segementos-de-recta-ejercicios.html
http://geogebra.es/cvg_primaria/06/html/paralelas.html
https://www.geogebra.org/m/m4bwmhnp
https://www.geogebra.org/m/qEWfq6s7

Universidad de El Salvador
Modalidad a Distancia

Facultad de Ciencias Naturales Y

Matematica EO T
. . - a Distancia
Licenciatura en Ensenanza de la CIMAT
Matematica
Triangulos
Asignatura:

Geometria Euclidea 1

Coordinador de carrera:

Coordinadora de catedra:

Elaborado por:

Lic. Javier Antonio Ramos Martinez

Ciudad Universitaria, San Salvador 20 de marzo de 2020




Indice

T Ticcidnl

2 Rek A hisiorca

(3. Triangulos|

[3.1. Teoremas fundamentales en todo triangulo| . . . . . . . ... ... .. ... ... ..

[3.2. Clasificacion de Triangulos| . . . . . . . . . . . ... ...

[3.3. Rectas Notables de un triangulo . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... ..

[3.4. Distancia de un punto a una rectal. . . . . . . . . . . ...

[3.5. Triangulos rectangulos notables| . . . . . . ... .. ..o

[4. Congruencia de triangulos.|

[4.1. Criterios de CONEruencial . . . . . . . . . . . v v v v v v et

(5. Ejemplos|

6. Problemas]
[6.1. Propiedades de triangulos| . . . . . . ... ... o o

[6.2. Criterios de congruencial . . . . . . . . . . . ..o

[7. Respuesta de los problemas|

[8. Sugerencial

14
15
17

19

30
30
35

36

36



Triangulos

SUMARIO

o Tridngulos.

o Congruencia de tridngulos.

o Ejercicios resueltos.

o Problemas.

Al finalizar el estudio de este capitulo sera capaz de

= Resolver problemas donde se aplica las pro-

piedades de los tridngulos.

= Resolver problemas donde se aplica los crite-

rios de congruencia entre triangulos.



1. Introduccién

En este unidad 2, se inicia una referencia histérica sobre el Teorema de Pitagoras, que es uno de los
teoremas mas famosos e importante de la geometria plana. A continuacién la definicién, las propie-
dades de los triangulos, ademads, la clasificacion de los triangulos profundizando en las propiedades
que cada tipo de triangulo tiene, aplicando dicha propiedades en la resolucion de problemas.

Otro aspecto que vamos a estudiar son los criterios que nos permiten demostrar si dos tridngulos son
congruentes. Luego se enuncia el teorema de la base media, desarrollando su demostracion aplicando
los criterios de congruencia de tridngulos.

Posteriormente, esta la seccién de la resolucion de problemas expuestos como ejemplos, aplicando
los contenidos en la unidad 1 y los descritos en el presente unidad, finalizando con una serie de
problemas propuestos estos con el fin de afianzar la teoria vista en esta unidad y adquirir la habilidad

de aplicarla en la resolucién de problemas.



2. Referencia historica

El Teorema de Pitagoras es la relacién matemaética que ocupa el primer lugar en el recuerdo de los
tiempos escolares. Es, sin duda alguna, la mas importante, conocida, 1til y popular en casi todas
las civilizaciones; la que méas nombres, atencion, curiosidad y pruebas ha recibido a lo largo de los
siglos. Es un teorema que ha causado una gran admiracion a todo tipo de personas mateméaticos y
no matematicos, pero también una gran extraneza y perplejidad a otras Leonardo, Hobbes, Scho-
penhauer, Einstein, etc. Porque, a diferencia de otros teoremas, aparentemente no existe ninguna
razén intuitiva para que los cuadrados construidos sobre los lados de un triangulo rectangulo la
hipotenusa y los catetos deban tener un vinculo tan estrecho entre si.

La verosimilitud del Teorema de Pitdgoras no depende de un dibujo bien ilustrado sino que obedece
por completo a un ejercicio intelectual puro alejado de lo sensorial, la deduccién logica. Por eso, para
muchos historiadores de la ciencia, el Teorema de Pitagoras tiene un valor simbdlico iniciatico como
elemento cultural responsable de la aparicién de la Geometria racional en la Escuela Pitagorica y
por tanto forma parte ineludible de la semilla bésica de la propia naturaleza de la Matematica desde
su origen como ciencia especulativa y deductiva en los albores de la civilizacion helénica.

La emergencia de este teorema en el horizonte histérico cultural, pero también en el horizonte
escolar, senala el primer salto intelectual entre los confines de la especulacion empirica e inductiva
y los dominios del razonamiento deductivo. En efecto, el Teorema de Pitdgoras pudo estar en el
origen de la demostracion que caracteriza a la Matematica con respecto a las demas ciencias—
ya que la prueba pitagorica del Teorema de Pitagoras tal vez haya sido la primera demostracion
verdaderamente matematica de la Historia. Y también el Teorema de Pitagoras estd situado en el
umbral que inicia la practica deductiva en el desarrollo de la Matematica escolar elemental.

El Teorema de Pitédgoras aparece por doquier en la Matematica. Es la base de multitud de teoremas
geométricos, de los estudios sobre poligonos y poliedros, de la Geometria Analitica y de la Trigo-
nometria, por ejemplo, la férmula cos? a + sen®a = 1, el teorema del coseno es una generalizacién
del mismo. La relacién pitagdrica 2° +y* = 2? es la ecuacién de la circunferencia y la raiz histérica
del Analisis indeterminado de Diofanto y Fermat.

El Teorema de Pitdgoras también pudo ser el germen de la dramatica aparicion pitagdrica de
la inconmensurabilidad de gran trascendencia en la estructuracion y sistematizacion platénico-
euclidea de la Geometria griega. Continuar la lectura de esta historia en el siguiente enlace https:

//www.upct.es/seeu/_as/docs_umay/2014/Pitagoras.pdf


https://www.upct.es/seeu/_as/docs_umay/2014/Pitagoras.pdf
https://www.upct.es/seeu/_as/docs_umay/2014/Pitagoras.pdf

3. Triangulos

Definicién 3.1. Triangulos

Si A, By C son tres puntos cualesquiera no colineales (ver Figura [1]), entonces la unién de

los segmentos AB, BC'y AC' se llama triangulo ABC'y se denota por AABC.

Figura 1. Definicién de triangulo.

o Los puntos A, B y C' se llaman vértices y los segmentos AB, BC'y AC se llaman lados. Simboli-
camente: NAABC = ABU BC U AC.

o Todo triangulo ABC' determina tres dngulos internos o interiores: ZABC, ZACB y /BAC, y
se llama dngulo externo o exterior, al angulo determinado por un lado y la prolongacién del lado

adyacente, en la Figural|ll «, 8 y 8 son angulos exteriores.

o Para el AABC, se llama perimetro denotado por p a la suma de: AB + BC' + CA = p.

Nota:
Para abreviar, suele asociarse a cada vértice un lado opuesto, y viceversa, por ejemplo, el lado

opuesto de A es BC, es frecuente que se denote por a; andlogamente b = C'A, ¢ = AB.



3.1. Teoremas fundamentales en todo tridngulo

A continuacion de enuncia el siguiente teorema el cual establece dos propiedades de los tridngulos:

a) En todo tridngulo, la medida de un dngulo exterior es igual a la suma de las medidas de

dos angulos interiores del tridngulo no adyacentes a él.

b) En todo tridngulo, la suma de las medidas de sus tres dngulos internos es igual a 180°.

Demostracion. La idea para demostrar el teore- A

ma a), se basa en trazar una recta paralela 5 A

al segmento AC' en el punto B (ver Figura [2) y //“/ P \\

utilizar las propiedades de angulos entre parale- & /,/ ” \\

las. Motivo escribir con detalles la demostracion B s _O : Y g
D B 3

del item a) del teorema.

Para el items b) debemos utilizar el item a),
) ) Figura 2. Representaciéon grafica del teorema

invito a finalizar la demostracion.



Teorema 3.2. Desigualdad Triangular

En todo tridangulo, la longitud de uno de sus lados esta comprendido entre la suma y la

diferencia de los otros dos.

Demostracion. Se sabe que la menor distancia entre dos puntos es la longitud del segmento que los

une. Entonces

b<a+c (1)
también: a <b+c¢, dedonde

a—c<b (2)

de las relaciones [1] y [2] se tiene

a—c<b<a++c

Teorema 3.3.

En todo triangulo, se cumple que a lados iguales se oponen angulos iguales, y viceversa.

Demostracion

Supongamos que a = b # 0 entonces por la ley de

seno tenemos que:

Figura 3.

a b

sina  sin a b c
b Ley de seno:

r b sina:sinﬁzsinfy
sinae asinf
1 1

sina =sin 3, aplicando funcién inversa de seno




Supongamos que « = [3 entonces sin a = sin 3, ademas por la ley de seno tenemos que

a b
sina  sinp
_ bsina
¢ = sin 3
a = b

3.2. Clasificacién de Triangulos

1. Con relacion a sus lados:

= a#£b#£c

b=c,

i

Figura 4. Clasificacién segtn su lados.

a) Escaleno: si sus tres lados no son congruentes.
b) Isésceles: si por lo menos dos de sus lados son congruentes.

c) Equildtero: si sus tres lados son congruentes (note un tridngulo equilatero es también

isésceles, y que los tres dngulos internos son iguales entre si e iguales a 60°).
2. Con relacion a los angulos:
a) Acutdngulo: si su dngulo mayor es agudo (observar Figura 5| los tres dngulos son
agudos).

b) Rectdngulo: sisu angulo mayor es dangulo recto (note que el d&ngulo en cuestion es tinico
y que los otros dos angulos son agudos; asi, en un tridngulo rectangulo, la hipotenusa es

mayor a los catetos).



¢) Obtusangulo, si el dngulo mayor es angulo obtuso (note que el dngulo en cuestién es
unico y que los otros son agudos; asi, en un tridangulo obtusangulo, el lado que se opone

al dngulo obtuso es el lado mayor.)

K N
H
Rectangulo A
J Obtusangulo K0
90° |
C M P J
o 0
Un angulo igual 90° Un angulo mayor que 90°  Todos los angulos son menor que 90°

Figura 5. Clasificacién segtin sus angulos.

3.3. Rectas Notables de un triangulo

Las rectas notables de cualquier triangulo son las que se definen a continuacion:
Definicién 3.2. Altura

En un tridngulo es el segmento que parte de unos de sus vértices y llega en forma perpendicular

al lado opuesto o a su prolongacion.

A alturasobreelladoa A

o Una altura puede ser interior al tridngulo, exterior al mismo, o incluso, coincidir con alguno de

sus lados (segun el tipo de tridngulo):

= en un rectangulo la altura respecto a la hipotenusa es interior, y las otras dos alturas

coinciden con los catetos del triangulo.

10



= en un acutangulo, las tres alturas son interiores al triangulo.

= en un obtusangulo, la altura respecto al mayor de sus lados es interior, siendo las otras

dos alturas exteriores al tridngulo.

= En un triangulo isdsceles, la altura correspondiente al lado desigual divide el tridngulo en

dos tridngulos iguales.

o Las tres alturas de un triangulo concurren en un punto llama Ortocentro.

Definiciéon 3.3. Mediana

mediana correspondiente al lado AB

En un tridangulo es el segmento que par-
te de unos de sus vértices al punto me-

dio del lado opuesto.

o Las tres medianas de un triangulo son interiores al mismo, independientemente del tipo de triangu-

lo que sea.
o Cada mediana de un triangulo divide a éste en dos tridangulos de igual area.

o Las tres medianas concurren en un punto llamado baricentro.

Definicién 3.4. Mediatriz

Se denomina mediatriz de un lado de

un triangulo a la recta perpendicular a

mediatriz del lado a

dicho lado en su punto medio. a\_—

11



o Los puntos de la mediatriz de un lado de un triangulo equidistan de los vértices que definen dicho

lado.

o Las tres mediatrices concurren en un punto llamado Circuncentro.

Definiciéon 3.5. Bisectriz

Es la recta que “divide” en dos angulos iguales a un angulo dado; en particular, es bisectriz
interna si es la bisectriz de un angulo interno de un tridngulo, y bisectriz externa si es la

bisectriz de un angulo externo de un tridngulo.

o En un triangulo, el angulo formado por las bisectrices interiores de dos angulos, se puede calcular

- o .,  £LBAC
con la siguiente relacion z° = 90° 4 7

A

Figura 6. Propiedad de bisectrices

En el siguiente enlace muestra posicion de las rectas y puntos notables de un tridangulo:
https://www.geogebra.org/m/tvRp5Kbq
En el siguiente enlace muestra como se construye las rectas notables de un tridangulo: https://www.

youtube.com/watch?v=rKpSeftVebw

3.4. Distancia de un punto a una recta

En la Figura EI, sea P un punto exterior a una recta L, la longitud del segmento perpendicular PM
a la recta L es la distancia del punto P a dicha recta. Esta perpendicular tiene la propiedad de ser
tinica y su longitud es la distancia minima del punto a la recta (explica porqué). Los segmentos PA

y PB no son perpendiculares a L y se llaman oblicuas.

12


https://www.geogebra.org/m/tvRp5K5q
https://www.youtube.com/watch?v=rKpSeftVe6w
https://www.youtube.com/watch?v=rKpSeftVe6w

Figura 7. Distancia de un punto a una recta.

3.5. Triangulos rectangulos notables

Se denomina a aquellos tridngulos rectangulos en los cuales conocemos las medidas de sus angulos

internos se establece una determinada relacién entre las longitudes de sus lados y viceversa.

¢
(V3 + 1)k
90°
kvV3 5k
30
E H = U
3k
(a) (b) )

Figura 8. Algunos triangulos rectdngulos notables.
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4. Congruencia de triangulos.

En este seccién estudiaremos las condiciones que deben cumplir para que dos tridngulos sean con-
gruentes, ademas de los criterios que nos facilitaran identificar la congruencia de dos tridngulos,
continuando con la aplicacién de dichos criterios, en caso particular la demostracién del teorema de
la base media. Finalizando con la aplicacién del teorema de la base media y los criterios de la base

media.

Definicién 4.1. Congruencia de triangulos

Se dice que dos tridngulos AACB y AQPR son congruentes si y sélo si tienen iguales sus
tres lados y sus tres angulos, esto es LA = /P, /B = /Qy ZC = ZR y ademas AB =
QP,BC =QRy CA=RP. Se denota por AACB = AQPR

LA

s

Figura 9. Definicién de congruencia de dos triangulos.

En geometria, la congruencia de triangulos es muy importante, dado que nos permite demostrar si
dos figuras geométricas son iguales: dos dngulos, la suma de dos lados, la resta de dos lados, entre
otras.

Para demostrar que dos elementos geométricos son iguales, es conveniente construir tridangulos

congruentes y utilizar los siguientes criterios que vamos a enunciar.
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4.1. Criterios de congruencia

1. Criterio LAL (Lado, Angulo, Lado): dos tridngulos son congruentes si y solo si tienen dos
lados iguales y el angulo determinado por dichos lados son iguales. Es decir que AB = PQ,

BC = QR y a= 8 como se observa en la Figura

A P
C R

Figura 10. Primer criterio de congruencia.

2. Criterio ALA (Angulo, Lado, Angulo): dos triangulos son congruentes si y sélo si tienen iguales
dos angulos y un lado, donde los angulos iguales tienen como base el lado igual. Es decir que

AB = PQ, 6 =~y a = [ como se observa en la Figura [I1]

A P
Y 5
B a Q p
G R

Figura 11. Segundo criterio de congruencia
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3. Criterio LLL (Lado, Lado , Lado): dos tridngulos son congruentes si y sélo si tienen iguales

sus tres lados. Es decir que AB = PQ, AC = PQ y BC = QR como se observa en la Figura

A P
Y 5
B a Q AP
£ 4
C R
Figura 12. Tercer criterio de congruencia
Teorema de Pitdgora establece que: a? + b* = 2.
Para triangulos rectangulos, los crite- K

rios se simplifican, ya que al tener dos
lados iguales, el tercer lado es igual

(ésto por el teorema de Pitdgoras)

1. Criterio LA: Lado, Angulo. Dos triangulos rectangulos, son congruentes si y sélo si tienen

iguales, un lado y un angulo.

2. Criterio LL: Lado, Lado. Dos tridangulos rectangulos, son congruentes si y sélo si tienen iguales

dos de sus lados.
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4.2. Teorema de la Base Media

EL teorema de la base media, es muy importante debido a que nos asegura si el segmento formado
por los puntos medios de los lados de un triangulo es paralelo al tercer lado y ademés nos propor-

ciona la relacién que existe entre ambos segmentos.

Teorema 4.1. Teorema de la base media

En todo tridngulo, el segmento que
une los puntos medios de dos lados
es paralelo al tercer lado e igual a su

mitad.

En la Figura [13, MN es el seg-
mento que une los puntos medios de

los lados AB y AC del AABC, a este

segmento se le llama base media del

BC
triangulo. Se verifica que M N = —~

y que MN || BC. Figura 13. Teorema de la base media.

Demostracion.

o Prolongar el segmento M N hasta el punto P tal que M N = NP y formar el tridngulo AN PC.

Figura 14. demostracién Teorema de la base media.
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o Se obtiene que AN = NC, MN = NP y el ZCNP = ZMNA (por ser dangulo opuesto por

vértice), aplicando el criterio (L-A-L) los tridngulos AMNA y ANCP son congruentes. Poste-
riormente, el ZNCP = ZM AN, por lo tanto, CP || M A.

CP=MA=MB = MB=CP

o uniendo el punto B con el punto P se forman los tridangulos ABM Py ABPC' que son congruentes
yaque BM = PC, BP = BP, Z/ZBPC = ZPBM (por dngulos alternos internos entre las paralelas
MA y PC) aplicando el criterio (L — A — L). Luego, M P = BC, entonces

MN = 1MP = 1BC’
2 2

Ademés, /PBC = /ZMPB — MP || BC o que MN | BC.

Teorema 4.2. Menor mediana de un triangulo rectangulo

En todo triangulo rectangulo, la mediana relativa a la hipotenusa es la mitad de la longitud

de la hipotenusa y es la menor de las tres medianas del tridangulo.

Demostracién
En la Figura BM es la mediana relativa a
la hipotenusa AC del AABC, probaremos que
BM = %; (con lo cual se tendrd que BM =
AM = MC).
Si por M se traza una paralela al lado AB, que
corte al lado BC' en N, entonces N es el punto
medio de BC' aplicando el teorema de la base me-
dia se tiene que M N es paralela a AB, entonces el
ZMNC = 90°. Los triangulos rectangulos BM N
y NMC son congruentes, dado que se puede apli-
car el criterio L — L, esto por que comparten un
lado y BN = NC entonces BM = MC = AM.
Ademas

AC

BM =2
2

Figura 15. Teorema de la menor mediana.

Probar que BM es la menor mediana, debemos utilizar el teorema de Pitagoras, y comparar los
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valores de las tres medianas (Para practicar queda como ejercicio terminar la prueba). [

Dentro de las estrategias para la resolucién de estos problemas debemos considerar los siguien-

tes aspectos:

o La construccion de una figura que sea precisa y clara del ejercicio o problema, estos, nos propor-

cionara una mejor visualizacién y comprension del problema que deseamos dar solucion.

o Tener comprendido las condiciones en las cuales son aplicable los criterios de congruencia para

tridngulos, el teorema de la base media e implicaciones y la teoria estudiada hasta el momento.

o Recordar que en ocasiones necesario trazar una recta paralelas a un segmento, para aplicar las
propiedades de rectas paralelas cortas por un secante. En los siguientes ejemplos se aplican los

aspectos mencionados anteriormente.

5. Ejemplos

v Ejemplo 5.1
En la Figura [16[ calcular la longitud del lado KM, si el lado JL = 50.

Solucién.
Se tiene que el triangulo AJKI es el tridngu-

lo rectangulo notable 37, 57; donde se aplica la

relacién que aparece en la Figura [§ d), es decir K
JL =5k, KL =4k, JK = 3k. Entonces -

JL =50

5k =50

J M A
k=10 o
ademas, KL = 3k = 30. También el AMLK Figura 16. Ejemplo
es es el triangulo rectdangulo notable 37, 57; apli-
cando relacién de la Figura |8 d), donde KL =
5k, KM = 3k, ML = 4k,, como KL = 30 —
ki1 = 6, por lo tanto KM = 18.
[ |
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/Ejemplo 5.2

En la Figura 17 se tiene que DE || AC. ; Cuénto es el

valor de x7

Figura 17. Ejemplo

Solucion. Recordatorio

Como DEFE || AC entonces ZD = ZA por ser Teorema [3.1] a) establece 8 + v = a
angulos alternos internos. Pero en AABC' se
A
tiene que:
B
ZA+40° = 100° Por teorema 3.1 a)
a
2> =172 —60° = 0 v
“. ----------
D B c
Implica que x = 20°
[
v Ejemplo 5.3
A
En la Figura se han trazado la altura AFE y la bi-
sectriz AD, donde ZB es mayor que ZC. Demuestre
1
que ZDAFE = §(ZB — £0). 5
B E D C
Figura 18. Ejemplo
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Solucién. Recordatorio

La suma de los angulos internos de un triangulos es

1
£BAD = §ABAC 180° entonces ABAC
— L180° = zABC - /BCA)

2 /BAC + ZABC + /BCA = 180°

o 1 1
=90° — 5AABC — §ABCA — /BAC = 180° — ZABC — /BCA

LDAFE = Z/BAD — /BAFE observando la Figura
= /BAD — (90° — 4B)
1
=90° — §(ZB +£C)—90°+ 4B

:%MB—AQ.

v Ejemplo 5.4
En un tridngulo AABC, AB = AC, Z/ZBAD = 30° y AE = AD. Encontrar la medida del ZCDFE.

Solucion.

Primeramente se realiza un dibujo que se adecue al problema, como se muestra en la Figura [19|

A

Figura 19. Ejemplo
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v = LEDC

=/ADC — ZADE, /A ADE es isosceles En tridngulo isésceles tenemos que a = [y
= /ADC — ZAED BC =CD.

2° = ZLADC — (2° + LBCA)
22° = LADC — /BCA

1
x° = §(ZADC' — ZBCA), Por teorema[3.1] a)

2° = %(AABC’ +30° — ZBCA)

=15° ya que LZABC = Z/BCA

v'Ejemplo 5.5

En la siguiente figura, AB = BC = CD = DE =
EF = FG =GH y 8 = 70°. Encontrar la medida del

angulo a.

Figura 20. Ejemplo 3.

Solucion.

Segun la Figura [20| obtenemos que ZAC B = «a luego se tiene:

Figura 21. Ejemplo
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1. ZCBD = ZCAB + ZACB = a+ a = 2a, AABC es isosceles.

2. Como BC =CD, ZCBD = ZCDB = 2a, porque el ABC'D es isésceles.

3. ZDCE = ZCAD + ZADC = a + 2a = 3a, aplicando el teorema a) en AADC.

4. CD = DEFE entonces /DCE = Z/CED = 3a, porque el ACDE es isosceles.

5. /EDF = /EAD + /ZAED = 4a, aplicando el teorema [3.1]a) en AADE.

6. DE = FF implica /ZEDF = /EFD = 4a, porque el ADEF es isosceles.

7. /GEF = /EAF + /AFFE = a + 4a = 5a, aplicando el teorema [3.1]a) en AAFFE

8. FF = FG implica ZFEG = ZEGF = 5a, aplicando que AEFG es isosceles.

9. ZGFH = LGAF + ZAGF = a + 5a = 6a, aplicando teorema a) en AAGF
10. Finalmente ZGAH +/ZGHA = a.+6a = Ta aplicando teorema|3.1/a) en AAHG.

Ta =T70°=p.

Por tanto, la medida de « es 10°.

v Ejemplo 5.6
En un triangulo ABC', AB = AC, D esta sobre AB y E esta sobre la prolongacién de AC' tal

que BD = CE. Si el segmento DE intercepta a BC en G. Demuestre que DG = GE.

Solucién

A partir de los datos problemas se construye la Figura
22| Por el punto D, se traza la recta DF paralela a AF,
con F' sobre BC. Luego

ZFDG = ZCEG por angulos alternos internos

/DGF = /EGC  angulos opuestos por el vértice G

y puesto que

Figura 22. Ejemplo

/BFD = /BCA=/ZDBF
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por lo que

DF = BD, ABFD es isosceles
=CFE

Luego ADFG =2 AECG (criterio A — A — L) entonces

DG =GE

/Ejemplo 5.7

El triangulo AABC es equilatero, D es un punto interior del tridngulo AABC' y P es un punto
exterior del tridngulo AABC tal que AD = BD, AB = BP y BD biseca ZCBP. Encuentre
/ZBPD.

Solucién

1. A partir de los datos problemas dibujamos la Figura

(@)

N

Figura 23. Ejemplo

2. Trazamos el segmentos DC' como se muestra en la Figura

24



@]

N

Figura 24. Ejemplo

3. Los ABDP y ACBD tienen un lado en comtn que es BD, BC = BP y Z/CBD = ZDBP
(por ser bisectriz del ZC'BP), aplicando el criterio (L — A — L) el ABDP es congruente con
ABCD entonces ZBCD = .

4. Los ACBD y ACDA tiene un lado en comtin que DC, que BC = AC'y BD = DA, aplicando
el criterio de congruencia (L — L — L) se tiene que ACBD es congruente con AC'DA entonces
ZDCA =/BCD = .

Por tanto

/ZBCA = 60°
2r = 60°

x = 30°
/BPD = 30°
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/Ejemplo 5.8

En la Figura 25, D, E son puntos sobre AB y AC tal que AD = DB, AE = 2EC'y BFE intercepta

a CD en el punto F. Demuestre que 4EF = BE

Demostracion

Sea M el punto medio de AF, luego se traza el
segmento DM, aplicando el teorema de la base
media a los tridngulos ABE y C' DM respectiva-

mente, obteniendo:

por lo tanto

EF = }LBE — BE =4FF.

Figura 25. Ejemplo

\/Ejemplo 5.9

En un triangulo ABC', E es el punto medio de BC'y D es el pie de la altura desde A a BC.
Supédngase que AB = 2DFE. Demuestre que /B = 2/C.

Solucién.

A partir de los datos del problema se construye la
Figura [26]

Por el punto E trazamos EM || AB, por el teore-
ma de la base media sabemos que el punto M sera
el punto medio del segmento AC, entonces el seg-
mento DM serd la menor mediana del triangulo
ACD recto en D, por lo tanto DM = MC, asi el
triangulo DM C' es isésceles. De lo anterior, tene-

mos lo siguiente
a) LOCBA=/MEC.
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b) El ZMDE = ZDME, debido al teorema de la base media

ME:A7B:—213E:DE

asi el triangulo DM FE es isosceles.

¢) Finalmente /CBA = /MEC = ZMDE + /DME = 2/MDE = 2/C, ya que ZMDE =
/DME.

[ |
/Ejemplo 5.10

Demostrar que en todo tridangulo ABC, el angulo formado por una bisectriz interior y una exterior,

‘ . . Q
esta dado por la siguiente relacién x = —, ver figura

Figura 27. Ejemplo

Solucién

Por el teorema 1.1 a) que demuestra que la suma de dos angulos interiores es igual al suplementario

del tercero, se tiene que ZAC'D = a+ZABC en el triangulo ABC'y ZECD = x+ /ZFEBD entonces.

/ACD =a+ LABC, ZACD =2/ECD por ser bisectriz el segmento C'E

2/ECD = a + 2/EBD
2(x+ /EBD) = a + 2/EBD
2 +2£LEBD = a + 24EBD

2 =

T

I HoRe
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/Ejemplo 5.11
En un triangulo ABC', AB = AC, ZA = 80°. Si los puntos D, E' y F estan sobre los lados BC,

CA y AB respectivamente, tal que CE = CD, BF = BD, determinar el valor del ZEDF'.

Solucién

A partir del enunciado se construye la Figura
Por hipotesis el AABC es isosceles, /B = ZC = «,
y puesto que la suma de los dngulos internos en todo

triangulo es 180°, se tiene
80° + 2a¢ = 180°, entonces «a = 50°

Por otro lado, el tridngulo BF'D también es isésceles,

con BF = BD y asi ZF = ZD = 65°, finalmente,
puesto que CE = CD, se tiene que el ADCEFE tam-

bién es isosceles, asi /ZFE = ZD = 65°, luego para
obtener el angulo z°, obtenemos la siguiente relacién Figura 28. Ejemplo

65° + 2° + 65° = 180°, de donde x° = 50°. [ |

\/Ejemplo 5.12
De la Figura[29] si BA = AE, BD = EC'y

AD = AC. Calcular 6 %
Solucién

Dado que EC=BD, AD=AC, AB=BE, apli-
cando el criterio (L — L — L) implica que el
AAEC es congruente con AABD, de donde B f3g E c
LAEC = ZABD = T70. Ademéas el AABE 10
es isosceles y ZABE = ZAEB = 36.

/BEA+ ZAEC = 180°

30 + 76 = 180°
D
106 = 180°
0 =18° Figura 29. Ejemplo
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/Ejemplo 5.13
Dado un triangulo ABC' equilatero de lado 1, se ubica un punto exterior al lado BC' tal que

BD = DC y el angulo BDC' = 120°. Se ubican los puntos M y N sobre los lados AB y AC
respectivamente, tal que ZM DN = 60°. Encuentre el perimetro del AAMN.

Sugerencia: prolongue AB, hasta un punto P, de forma que BP = NC.

Solucién

A partir del enunciado y de prolongar la recta AB

hasta el punto P de manera que BP = NC' como se

muestra en la Figura [30;

Al unir el punto D con el punto P se forma el N

ABDP. Por hipétesis el triangulo ABC' es equiléte-

ro, cada uno de sus dangulos interno mide 60°, ademas
en el ABDC, el /DBC = /ZDCB = 30°, ya que
el /ZBDC = 120°, asi /PBD = 90° = ZNCD y

BD = DC, aplicando el criterio L — A — L entonces
el ABDP es congruente con el ANCD.

Figura 30. Ejemplo

Luego, los tridngulos M PD y M DN son congruentes aplicando el criterio L — A — L, debido a
PD = DN, el lado M D es comun en ambos triangulos y ZBDM = 120° — 60° — a = 60° — a.
Entonces el ZPDM = « + (60° — ) = 60°. Por tanto M P = M N, y ademés

Perimetro: AMAN = MA+ MN + NA
=(1-MB)+MN+(1—-NC)
=1-MB+MB+BP+1—-PB
=1-MB+MB+BR+1-PR
=2
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6. Problemas

Resolver los siguientes problemas de forma clara, ordenada y justificando a detalle todos sus pro-

Cesos.

6.1. Propiedades de triangulos

1. En la figura adjunta ambos triangulos son

equilateros. Encuentre el valor de ¢.

Figura 31.

3. En la Figura ABDE es un cuadrado y BC'D es un triangulo isésceles con BD = DC'. Si
/ZABC = 160°, determinar la medida de ZAEC.

Figura 32.
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4. (XV Competencia de Clubes Cabri Primera Ronda) En la figura
adjunta, ABCD es un rectangulo tal que AB = 2BC. M es el

punto medio de AB y los tridngulos AM E y M BF son equilateros. E F

Si P es la interseccion de las rectas DE y C'F, encuentre los angulos 5
A

del ACDP.
D C

5. Probar que una bisectriz exterior de un tridngulo es paralela al lado opuesto si y sélo si el

triangulo es isésceles.

0
6. Si AB y F'G son rectas paralelas, el ZABC = ZCDE =0,el /ZDEF = 5Y el Z/GFH = 150°.

Calcule 6. Figura
O/

D
A B
P
E
Figura 33.
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7. Hallar la suma de los dngulos a + € + 0 + ¢ en la Figura [34]

Figura 34.

8. Determine el valor de la suma LA+ /B + /1 + /H + /F + ZG. Figura[35

Figura 35.

9. En el AABC el ZBAC = 36° y AC' = AB. Probar que la bisectriz interior BD (D en AC')

es congruente con el lado BC'.

10. Sea ABC' un tridngulo rectangulo en B con AB = BC) se construye exteriormente el triangulo

equildtero BC'D. Encuentre el angulo ZDAB.

11. En el AABC, AB = AC' y D un punto sobre la recta AC, tal que BC = BD = DA.
Determine la medida del dngulo ZABD, si:

a) D estd entre Ay C.

b) Aestdentre Dy C.
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12. En un AABC, D es un punto sobre el lado AC tal que AB = AD. Si ZABC — ZACB = 90°,
hallar el ZC'BD.

13. Se tiene un triangulo isosceles ABC, AB = BC en el cual se traza al altura AF tal que
BF =6y FC = 2. Hallar AC.

14. En la Figura[36, el ZABC = ZACE, DC = EC, ;Qué linea notable es AD del ABCA?

B

Figura 36.

15. ;Cuél es el valor de b — a en la Figura [37]/

Figura 37.

16. Sea ABC' un tridngulo tal que las medianas respectivas a B y C son perpendiculares. De-

muestre que se cumple la relacion.

5BC? = CA* + AB”.

17. La hipotenusa BC' de un triangulo rectangulo ABC' se divide en 4 segmentos congruentes por
los puntos G, F'y H. Si BC' = 20, encuentra la suma de los cuadrados de las longitudes de
los segmentos AG, AE y AH. Figura [38]
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Figura 38.

18. Dado un cuadrado ABCD, se construyen los triangulos equildteros ABP (exteriormente) y

ADQ (interiormente). Probar que C, Py () estén alineados.

19. Sea ABC' un triangulo rectangulo con ZCAB = 90°. D es un punto sobre la prolongacion de
BC tal que BD = BA. F es un punto en el mismo semiplano que A respecto de BC, tal que
CFE 1 BC y ademas CE = C'A. Mostrar que A, D y E estan alineados.

20. El cuadrilitero ABC'D mostrado en la Figura[39 cumple que AB || CD y BC || DA[] Sobre
las prolongaciones de AB y AD se construyen puntos E y F tales que BC = BEy DC = DF.

Demuestre que C, E' y F estan alinedos.

Figura 39.

21. En la figura adjunta, AB = BC = CD =
DE = FF = FG = GA. Calcule la medida A
del ZDAE.

'El cuadrildtero ABCD es un paralelogramo.
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Los lados de un tridngulo isésceles son 12 y 5 metros, jcudl es su perimetro?

a+b+c

Muestre que los lados de un tridngulo cumplen que |a — b| < ¢y que ¢ < 5

Muestre que es posible construir un tridangulo con segmentos de longitudes a, b, ¢ si y sélo

existen numeros positivos z, y, z tales que: a = +y, b=y + 2, c =z + x.

6.2. Criterios de congruencia

En un tridngulo ABC, se trazan las alturas BE y CF y P, ) estan sobre BE y la prolongacién
de C'F respectivamente tal que BP = AC' y CQ = AB. Demuestre que AP es perpendicular
a AQ.

En un triangulo ABC, ZACB = 60°, /BAC =75°, AD | BC'en D, BE | AC en E, AD
intercepta BE en H. Encuentre ZC'HD.

El ABC' es equilatero, D es un punto interior del AABC'y P es un punto exterior del AABC
tal que AD = BD, AB = BP y BD biseca ZCBP. Encuentre ZBPD.

En un triangulo isésceles ABC, AB = BC, /B = 20°. M, N son puntos sobre AB y BC
respectivamente, tal que ZMCA = 60°, ZNAC = 50°. Encuentre ZNMC.

Dado un tridngulo rectangulo isésceles con AC' = BC'y ZACB = 90°. D es un punto sobre
1

AC'y FE esta sobre la prolongacién de BD tal que AE 1. BE. Si AE = §BD, demuestre que

BD biseca al ZABC'.

En un triangulo ABC, E es el punto medio de BC' y D es el pie de la altura desde A a BC.
Supdngase que AB = 2DFE. Demuestre que /B = 2/C.

En el tridngulo ABC', BFE es la bisectriz de ZABC', AD es la mediana sobre el lado BC'y AD
intercepta a BE en O perpendicularmente. Dado que BE = AD = 4, encuentre la longitud
de los tres lados del triangulo ABC'.

Dado un tridngulo ABC'. Si los lados AB y AC se toman como la hipotenusa de dos triangulos
rectangulos ABD y ACFE exteriores al tridngulo ABC' respectivamente, tal que ZABD =
ZACE. Demuestre que DM = EM, donde M es el punto medio de BC.
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7. Respuesta de los problemas

El siguiente apartado son las respuesta de los problemas.

= Problema 1. 40°.

= Problema 2. 220°.

» Problema 3. 75°.

= Problema 4. 30°.

= Problema 6. 20°.

= Problema 7. 180°.

= Problema 8. 360°.

= Problema 10. 15°.

= Problema 11. a) 36°, b) 72°.

= Problema 12. a) 90°.

8. Sugerencia

Problema 183.

Problema 14.

Problema 15.

Problema 17.

Problema 18.

Problema 26.

Problema 27.

Problema 28.

Problema 31.

a) V/32.

bisectriz.

a—b=—4.

30°.
60°.

4, 8 \/48.

Si desea mayor informacién a cerca de las propiedades, congruencia de triangulos y teorema de la

base media revisar los siguientes enlaces:

» https://www.fceia.unr.edu.ar/~vittone/geometria_1/Unidad32016.pdf.

» https://www.geogebra.org/m/zWpAe3K6.

» http://ingenieria2.udea.edu.co/multimedia-static/elementos_geometria_euclidiana/

descargas/0609.pdf.

» https://www.youtube.com/watch?v=iH_YC8nQSWI.

» https://www.youtube.com/watch?v=eLKiGxh3yfw
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Cuadrilateros

SUMARIO

o Cuadrilateros: definicién, clasificaciéon y caracteristicas.
o Poligonos: definicién, clasificacién y caracteristicas.

o Problemas.

Al finalizar el estudio de este capitulo sera capaz de

= Resolver problemas donde se aplica las pro-

piedades de los cuadrildteros.

= Resolver problemas donde se aplica las pro-

piedades de los poligonos.



Introducciéon

Se inicia el material de la unidad 3, con una descripcién histérica sobre los cuadrilateros y los
poligonos, posteriormente se empieza estudiando con los aspectos relacionados con la geometria,
definicién, las propiedades de los cuadrilateros. Ademas las clasificacion de los cuadrilateros pro-
fundizando en las propiedades que cada tipo de cuadrilatero tiene, aplicando dicha propiedades en

la resolucién de problemas.

Dentro de las aplicaciones de la propiedades de los cuadrilateros se demostrara el Teorema de
Pitagoras, dicho teorema cuenta con una gran gama de diferentes demostraciones. Finalizando la
parte tedrica sobre la definicion, clasificacion y propiedades de los poligonos. Como el todos los
anteriores materiales esta la parte de los problemas resueltos y de los problemas propuestos estos

con el fin de fijar y adquirir la habilidad de utilizar la teoria en la resoluciéon de problemas.



1. Referencia Historica

La Geometria en el Antiguo Egipto tuvo gran importancia a tenor de los escritos de los historiadores
griegos Herodoto, Estrabon y Diodoro, quienes incluso atribuian a los egipcios el nacimiento de esta
ciencia. Con posterioridad éstos se la transmitieron a los griegos. Estos historiadores nos relataron
que los conocimientos egipcios sobre geometria, asi como los de las culturas mesopotamicas, pasaron

integramente a los griegos a través de Tales de Mileto, los pitagéricos, y Euclides.

Las inundaciones provocadas por el Nilo en el antiguo Egipto obligaban a los agrimensores o ”ten-
sadores de cuerda”, como los llamé Herddoto, a recalcular las lindes de los campos ano tras ano.
Por tanto, y desde muy antiguo, tuvieron que resolver problemas de mediciéon de la tierra, esto
es, de geometria, imprescindibles en una sociedad compleja que contaba con una nutrida corte de

registradores.

Los egipcios se enfrentaron al calculo del area de cuadrilateros y triangulos, y alcanzaron una bue-
na aproximacion al célculo del area del circulo. Después de contemplar las grandes construcciones
llevadas a cabo por los egipcios, deberiamos esperar una geometria muy avanzada. Pero desgracia-
damente no hay constancia de ello, y las tinicas fuentes que podemos analizar son el papiros Ahmes

y el papiro de Mosci.

Con los datos que tienen en estos 2 papiro no descubrié aspectos especiales de la geometria y lo
unico que nos aportan son algunos datos para el calculo de areas y volimenes de figuras geométricas
muy basicas. Los cédlculos, aunque no correctos, si son lo suficientemente aproximados para cubrir
las necesidades de la vida cotidiana. Ademas no existe distincion entre los cédlculos exactos y los
aproximados por lo que no sabe si pensar que consideraban todos como exactos o sencillamente que

no se planteaban el error cometido.

En primer lugar hay que tener en cuenta que hasta la llegada de los griegos, al igual que en
Babilonia, no existia una division entre la geometria y la aritmética, o la matematica en general, y
todas las ramas se englobaban dentro de una misma, limitandose a aplicar la aritmética al calculo
de dreas, volumenes y algin otro problema geométrico. A pesar de que, segin Herédoto y como
hemos comentado antes, la geometria se desarrolld ante la necesidad de recalcular las lindes tras la
inundacién del Nilo, no parece del todo claro que fuese exactamente asi. Indudablemente ésta era

una de las aplicaciones mas importantes pero desde luego no la tnica. Los babilonios por ejemplo



tenfan una geometria muy similar a la desarrollada en Egipto y sin embargo no tenian esa necesidad

de agrimensura.

Llama la atencién el hecho de haber encontrado inscripciones en las que se calcula el area de figuras
cuadrangulares, pertenecientes a campos de cultivo, en las que el método empleado es muy erréneo,
y unicamente aproximado en el caso de campos que se tienden a formas rectangulares. En los muros
del templo de Edfa aparece este método, que consistia en obtener el area de la figura multiplicando
entre si las semisumas de las longitudes de lados opuestos. Se dice que para calcular el drea de un

campo de lados a, b, ¢ y d siendo a, b y c,d los lados opuestos se siga la regla

(a+b) (c+d)

A= X
2 2

Légicamente esta férmula es exacta para figuras rectangulares, pero cuanto mas irregular sea la
figura mas error se comete. Incluso se utiliza para campos triangulares, en los que se afirma que
debe tomarse el lado d como "nada”. Como puede apreciarse no se puede afirmar que tuviesen una

geometria muy avanzada pues todo se basa en aproximaciones muy groseras a las formulas reales.

En el papiro Ahmes vemos que el calculo de dreas tendia a emplear la conversion de la figura a
analizar en ”algo parecido a una figura conocida” que permita llegar al area buscada. Un sistema de
calculos parciales cuya suma permita obtener el area de la figura inicial. Veremos este método en el
calculo del area del circulo. Es quiza un primer paso hacia la demostracion geométrica y un intento
de encontrar las relaciones mutuas entre figuras geométricas, pero que se qued6 ahi, en un primer
paso, y al que nunca se le ha dado la importancia que tiene. Por este método se justifica el calculo

del area de un triangulo isdsceles.

Segun Ahmes debe dividirse la mitad de la base y multiplicar el resultado por la altura. Como es
l6gico el escriba no emplea los términos base, altura o isésceles para expresarse, pero por la figura
y la explicacién que da debemos pensar que se trata de un triangulo isdsceles. Ahmes justifica
este calculo afirmando que puede considerarse el tridngulo formado por 2 tridngulos rectangulos,
de manera que el desplazamiento de uno de ellos da lugar a un rectangulo con lados de la misma
longitud que el triangulo de partida. Curiosamente Ahmes describe el tridangulo como ”un pedazo

de tierra de una cierta anchura en un extremo y que llega a un punto”.

Luego de haber leido la pequena resena histérica sobre el cuadrilateros se va enunciar la definicién,

clasificaciéon y propiedades:



2. Cuadrilateros

Definicién 2.1. Cuadrilateros

Es la union de los segmentos que unen cuatro puntos del plano, donde tres cualesquiera de
ellos no estan alineados. El cuadrilatero de la Figura [l| se lee el cuadrilatero BADC, en la

misma orientacién que las agujas del reloj.

Figura 1. Cuadrilateros

2.1. Clasificacion de Cuadrilateros

Los cuadrilateros pueden clasificarse de acuerdo a sus diagonales de la siguiente forma:

Definicion 2.2. Cuadrilatero Convexo

Es un cuadrilatero con las dos diagonales en su interior.

B

Figura 2. Las diagonales AC'y BD




Definicion 2.3. Cuadrilatero Entrante

Es un cuadrildtero con una diagonal en el interior y otra en el exterior.

A

Figura 3. Las diagonales AC'y BD

Tanto los cuadrilateros convexos como los entrantes son cuadrilateros simples, que son los cuadrilate-
ros cuyos lados no se cortan salvo en los extremos; en contraposicion, los cuadrildteros cruzados no

son simples.

Definicion 2.4. Cuadrilatero Cruzado

Es un cuadrilatero con las diagonales en su exterior.

B
A

Figura 4. Las diagonales AC'y BD

Es muy frecuente que se considere que un cuadrilatero es convexo, a menos que se especifique lo
contrario. Esto es asi porque muchos resultados son mas claros en un cuadrilatero convexo, sin
embargo, es importante darse cuenta que existen teoremas que no se cumplen para cualquier tipo

de cuadrilateros, por ejemplo:



Teorema 2.1.

La suma de los angulos internos de un cuadrilatero no cruzado es 360°.

Demostracion

La demostracion de este resultado se basa en la trazar unas de sus diagonales internas del cua-
drilatero el cual lo divide en dos triangulos cuyos angulos internos conforman los angulos internos
del cuadrilatero como se muestra en la Figura [2] y [3, como cada tridangulos los angulos internos
suman 180°, sumando se obtiene 360° sin embargo, estas condiciones no pueden lograrse en un cua-
drilatero cruzado; de hecho, la suma de los angulos internos puede hacerse arbitrariamente pequena
cuando el cuadrilatero es cruzado.

También hay otras clasificaciones de cuadrilateros de acuerdo a sus lados y angulos.

Cuadrildtero Equidngulo: un cuadrildtero (convexo) es equidngulo si todos sus dngulos internos
son iguales.Dado el teorema anterior, los dngulos son iguales a 90°, por ello este cuadrilatero es

llamado rectdngulo.

Cuadrildtero Equildtero: un cuadrilatero (convexo) es equildtero si todos sus lados son iguales.

A este cuadrildtero también se le conoce como rombo.

Cuadrado: es un cuadrilatero que es equiangulo y equilatero. El area de la regién determinada por

un cuadrado es lado®.

Figura 5. Cuadrado



Trapecio Es un cuadrilatero con un par de lados opuestos paralelos.

Definicién 2.5. Paralelogramo

Es el cuadrilatero que tiene sus lados opuestos paralelos y congruentes. En todo paralelo-
gramo se cumple que sus angulos opuestos son congruentes y sus diagonales se bisecan. El

paralelogramo también se conoce como romboide.

D

Figura 6. Paralelogramo

El area de un palelogramo es A = base - altura. Dado el paralelogramo ABC D, por propiedades de

angulos entre paralelas es posible probar el siguiente resultado:

Teorema 2.2.

Los angulos opuestos son iguales y los angulos consecutivos son suplementarios: ZBAD =

/DCB=ay ZCBA=/ADC = 180 — a (ver Figura[7).

Demostracion

Como AD | EC entonces por angu-
los entre rectas paralelas cortas por g
una secante se tiene que ZBAD =

/ABE. Las rectas AB || DC entonces o

por angulos correspondientes tenemos P
que ZABE = /DCB = «, ademas
LCBA =/ZADC = 180° — a.

Figura 7.
|
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Teorema 2.3.

Los lados opuestos de un paralelogramos son iguales.

Demostracién

En el paralelogramo de la Figura [6] aplicando el

teorema anterior resulta que ZADC = ZCBA, y

/BAC = /DCA, Z/ACB = CAD por ser dngulos El criterio (A — L — A) dice que: Dos
entre rectas paralelas entonces aplicando el criterio triangulos son congruentes si tienen
(A-L-A) los tridngulos AABC y ACDA son con- dos lados iguales y el angulo formado
gruentes; esto implica que AB=CD y BC = DA ambos lados es igual.

[

Teorema 2.4.

Las diagonales de un paralelogramo se bisecan.

Demostracién

En la Figura [§ si E es la interseccién de

AC con BD, resulta /BAE = /ECD y c
/EBA = ZEDC por angulos alternos in- E

ternos entre rectas paralelas, ademéas DC =

AB aplicando el criterio de congruencia para F
triangulos (A—L—A), los AABE y ACDE
son congruentes, por lo tanto AE = CE y
BE = DE.

Figura 8. Paralelogramo

Ademads, se cumple el siguiente resultado:

Teorema 2.5. Ley del Paralelogramo

Si cuadrilatero ABC'D es un paralelogramo entonces el doble de la suma de los cuadrados de

los lados es igual a la suma de los cuadrados de las diagonales, es decir

2 (AB? + BC?) = AC® + BD?

Demostracion

11



Por el teorema de Pitdgoras en triangulo FDB (ver Figura se tiene que: FB*+ FD? = DB?, sea
H el punto de interseccion entre la proyeccion de AB y proyeccién de la altura del triangulo ACB,

por el teorema de pitdgoras se tiene que: AC? = AH?* + CH?.

DB?*+ AC*? = FB*+ FD*+ AH* + CH?
= FB?*+ FD*+ (AB+ BH)* + DF*?
= FB*>+ FD? + (AB + AF)? + DF?

= FB>+ FD?+ AB*> 4+ 2AB - AF + AF? + DF?

DB?+ AC? = AB* + (DF? + AF?) + FD* + FB*> + 2AB - AF
= AB* + AD* + FD? + (AB — AF)* + 2AB - AF
= AB?* + BC? + FD? + AB* - 2AB~AT + AF? + 2AB—AF
=2AB? + BC? + (FD?* + AF?)
= 2AB* + BC? + AD?

= 2AB? + 2BC?
[

Definicién 2.6. Rectangulo

Es el paralelogramo que tiene sus cuatro angulos igual a 90°.

B C

Figura 9. Rectangulo

El area de la regién determinada por un rectangulo es A = AB - AD. Dentro de las propiedades

que cumple los rectangulos son:

12



Teorema 2.6.

Las diagonales de un rectangulo son iguales; ademas, el punto de interseccion de estas equidista
de los cuatro vértices y por tanto es el centro de una circunferencia que pasa por todos los

vértices.

Demostracién

Si se forma dos tridngulos como se muestra en la figura siguiente

B C

Figura 10.

Sabemos que un rectangulo es un paralelogramo

or el teorema donde establece que los
or 23 b

lados opuestos son iguales se tiene AB = CD,

BC =ADy /B = /D, por criterio (L—A—L),

El criterio (L — A— L) dice que: dos tridngu-

los son congruentes si tienen dos éngulos
AABC' es congruente con AADC, por lo que

AC = BD, ademas por el teorema [2.4] el punto

iguales y el lado correspondiente es igual.

de interseccion equidista de los cuatro vértice

|
Por otra parte, observe que si se aplica la ley del paralelogramo a un rectdangulo se obtiene el Teo-

rema de Pitdgoras.
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Definiciéon 2.7. Rombo

Es el paralelogramo que tiene sus cuatro lados son iguales.

B

Teorema 2.7.

Las diagonales de un rombo bisecan a los dangulos interiores del rombo.

Demostracion

En el rombo ABC'D, se trazan las diagonales como se muestran en la figura siguiente
B
/ \ |
A \/

D

El tridngulo AABD es congruente con ADBC dado que AB = BC, AD = DC'y comparten un
lado aplicando criterio (L — L — L) entonces ZABD = Z/DBC'y ZBDA = ZCDB. También Los
triangulos AABC' y AACD son congruente dado que AB = AD, BC = CD y comparten un lado
aplicando criterio (L — L — L) entonces ZCAB = ZDAC'y ZBCA = ZACD.

[



Teorema 2.8.

Las diagonales de un rombo cumplen ser una mediatriz de la otra.

Demostraciéon

Cuando trazamos las diagonales de rombo se obtienen cuatro tridngulos congruentes, por el criterio
(L — L — L), por lo que las diagonales se cortan perpendicularmente y cada diagonal pasa por el
punto medio de la otra por el teorema [2.4] entonces una diagonal es la mediatriz de la otra diagonal

y viceversa.

Definicion 2.8. Trapezoides

Es un cuadrilatero que no tiene pares de lados paralelos.

Los trapezoides se clasifican en:

Trapezoide asimétrico: No tiene ningtin par de lados paralelos o congruentes.

B

Trapezoide simétrico: Dos pares de lados consecutivos son congruentes; ademas una de las dia-

gonales es mediatriz de la otra.

B

PN
/
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Definicién 2.9. Trapecios

Es el cuadrilatero que tiene dos lados paralelos denominados base y los otros dos no son
paralelos. La distancia entres sus bases se llama altura, y el segmento que une los puntos
medios de los lados no paralelos se denomina mediana. Sea M y N los puntos medios de AB

y C'D entonces M N es la mediana, ademéds BC' || AD como se muestra en la figura siguiente.

B Base Menor ¢

N
Base Mayor I \D
H

Figura 11. Trapecio

/
/

A

(base mayor + base menor) - altura
2

El 4rea se calcula como A =

Los trapecios se clasifican en:

Trapecio escaleno: Es aquel en que sus lados no paralelos son diferentes.

Trapecio isésceles:Es aquel en sus lados no paralelos son congruentes. AB = C'D

16



Trapecio rectangulo: Cuando uno de sus lados no paralelos es perpendicular a las bases.

D C

Luego, exponer la clasificacién de los trapecios, se enuncia el siguiente teorema el cual establece una

relacion entre el segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos con sus bases.

Teorema 2.9. Base media para trapecio

La base media o mediana de un trapecio es igual a la semisuma de las bases.

Demostracién
Dado el trapecio ADCB (con AD || BC), sea M y N los puntos medios de AB y CD, respectiva-

mente como se muestra en la Figura

Figura 12.

Si el cuadrildtero M BC'N se rota con centro en M y dngulo 180° se genera un cuadrildtero C'N'M A
como lo muestra la Figura

17
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Figura 13.

observe que ND = N'C" y ND || N'C", por lo que C'"N'N D es un paralelogramo y

N'N
2MN
2MN

= MN

C'D
C'A+ AD

BC + AD
AD + BC
2

El segmento M N es llamado base media del trapecio.

Los trapecios isésceles son muy importantes cuando se estudian los dngulos en la circunferen-

cia; resulta que un trapecio es isésceles si y sélo si los cuatro vértices se ubican sobre una misma

circunferencia.

18



2.2. Teorema de Pitagoras

A continuacién se enunciara uno de los teoremas mas famosos de la geometria plana, ademas, se

enunciard y demostraréd su reciproco.

Teorema 2.10. Teorema de Pitagoras.

Para un triangulo rectangulo con catetos a y b e hipotenusa ¢, la suma de los cuadrados de

las longitudes de los lados es igual al cuadrado de la hipotenusa.

¢ =a’+ b

El teorema de Pitagoras es uno de los teoremas con mas demostraciones, demostraciones que utilizan
areas, congruencias, semejanza entre otras ideas, hasta el momento nosotros estudiaremos algunas
pruebas utilizado areas.

Demostracién

Considere la siguiente construccién

A a A b—a B

C/

Figura 14. Demostracién del teorema de Pitagoras

Se tiene el cuadrado ABCD, de lado b — a, a partir de éste se construye el cuadrado A’B'C'D’,
de longitud ¢, ahora bien, nétese que podemos escribir el drea del cuadrado grande de dos formas

distintas:
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1. El drea del cuadrado A’B'C'D’ es .

2. Por otro lado, los tridngulos ABB’, B'CC’, C"DD' y A’AD son congruentes, por el criterio

b
(L— A — L). El drea en este caso se puede escribir como 4 - 3& + (b — a)?

b
02:4-;+(b—a)2

= 2ba + b® — 2ba + o>

= a® + b,

Teorema 2.11. Reciproco del teorema de Pitagoras.
Si las longitudes a, b y ¢ de un tridngulo cumplen

A =a®+ 1

entonces el trianglo es rectangulo, de hipotenusa c y catetos a y b

Demostracion

Sea el triangulo ABC cumple que AC? + BC? = AB?,
luego se traza la altura AH como se muesta en la Figura
probaremos que el punto H = C'. Por el teorema de

Pitagoras sobre el triangulo AH B se tiene:

AB? = AH? + HB?

AB? = (AC* — HC?*) + HB?

AB?* = (AC? — HC*) 4 (HC + BC)?

AB? = AC? — H€” + HC? + 2HC - BC + BC?

AB? = (AC* 4+ BC?) +2HC - BC ¢
AB? = AB*> +2HC - BC Figura 15.
AB? = AB? + 2HC - BC

0=2HC - BC

20



Como BC # 0, entonces HC = 0, lo que implica que H = C.
[

2.3. Teoremas sobre areas

Para iniciar a enunciar los teoremas sobre area de triangulos y cuadrilateros, se enunciara algunos

postulados que seran la base tedrica para los teoremas enunciados.

a) Sidos tridngulos son congruentes, entonces el drea de la regién determinada por los dos tridngulos

son iguales.

b) El drea de la regién determinada por un cuadrado es el cuadro de la longitud de su lado.

Teorema 2.12.

El drea de la regién determina por rectangulo es el producto de sus lados.

Demostracion.
Sea un rectangulo que tiene como lados a b y h, se construye una cuadrado de lado b+ h, como se

muestra en la Figura [16]

Figura 16.

Se tiene que el rea de AIFH es (b-+h)?, y también la suma del los cuadros BADC y CGFE, y los

rectangulos HBCE y CDIG dichos rectangulos son congruentes debido a que forman 4 triangulos
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congruentes (Por criterio L-A-L), por lo tanto el drea determinada por estos tridngulos es igual.

Entonces

(b+ h)? = b + Areayper + Areacpra + h?
P +2b- h+%7=1a2+2 - Areaypep +%Z
2b-h=2- AreaHBCE

b-h= AreaHBCE

Teorema 2.13.

El drea de la regién determinada por triangulo es el producto de la base por la altura.

Demostracién

Existen tres casos:

= Caso 1: Si el tridangulo es rectangulo.
Sea h: altura, b: base, se construye la Figura[17] de forma que el ABAC' es congruente con el
NADC.
Se tiene que AreaB AC = AreaADc , ademas se forma el
rectangulo BADC', entonces el drea de la regién deter-

minada por el rectangulo es:

AreaBADC =b-h

AreaBAc + AreaADC =b-h

Q-AreaBAC:b-h

, b-h .
AreaBAC = T Flgura 17.

= Caso 2: Si es un triangulo acutangulo.
Sea AD: altura = h, BC': base= b, se construye la Figura[1§ de que se forman dos tridngulos

rectangulos
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el area de la regién determinada por el tridangulo BAC
es la suma de la areas de las regiones determinadas por

los tridngulos rectangulos BAD y DAC.

Areapac = Areapap + Areapac

bi-h by -h D
-1 + 2 Factor comun A B

2 2 by b,
(b1 +D2) -k
B 2
_b-h Figura 18.
2
= Caso 3: Si es un triangulo obtusangulo.
Sea AD: altura = h, BC': base= b, se construye la Figura [I7]
Figura 19.
Se forman dos tridngulos rectangulos DAC' y DAB, entonces
AreaACB = AreaDAc — AreaDAB
by+b)-h b -h
= (b +2 ) + 12 Factor comun h
_ (b)) —p) - h
2
_b-h
2

Teorema 2.14.

El 4rea de una region determinada por un trapecio es

(base menor + base mayor) - h
2

Area trapecio =
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Demostracién

Se construye la Figura [20}

=

=
o
T

m ¢ -

b 90°rF \D
2 |_.
B bs

=
iy

Figura 20. Demostracién de drea de un trapecio

Se tiene que el area de la regién determinada por el trapecio es la suma del area de las regiones

determinadas por los triangulo ABE, FCD vy el rectangulo BC'F'E. Entonces

Area trapecio = Areaspg + Areagpcr + Areapcp

= b12'h -|—b2-hb3.h Factor comun h
_ (by + 2by + b3) - h
N 2
((by 4 by +b3) +b2) - h
= 2 b2:b
~ ((by+by4b3) +b) - h
N 2
_(B+b)-h
B 2

Teorema 2.15.

El area de una region determinada por un paralelogramo es el producto de cualquier base por

la altura correspondiente.

Demostracién

Se construye la Figura
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m
]

Figura 21. Demostracién del area de un paralelogramo

Donde se trazé la diagonal AC' se forman dos tridngulos congruentes (Criterios L-A-L), entonces

El area del paralelogramo ABC'D = Area ABC + Area ACD

BC-h AD-h )
= + 5 Factor comun A
B AD)-h
= (BC +2 ) BC = AD por ser lados de un paralelogramo
24D -h
2
=AD-h

Teorema 2.16. Area del rombo

El area de una regién determinada por un rombo es el producto de las medidas de sus

diagonales por dos.

Demostracion

Pasos de la demostracién:

1. Construir un rombo y trazar las diagonales.
2. Identificar que se forma cuatro tridngulos rectangulos (justificar).

3. Calcular el area de la regién determinada por el rombo, a partir de la suma de las dreas

determinadas por los triangulos rectangulos congruentes.

4. Concluir con la demostracién

Los célculos y cuentas necesarias quedan como ejercicio.
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3. Poligonos

Definicién 3.1. Poligonos

Sean Py, P,,---, P, una conjunto de puntos en el plano, donde no hay tres puntos alinea-

dos, y n > 3, a la unién de los segmentos P, P, P, Ps, P3Py, --- , P,_1P,, P,P; se denomina

poligono como se muestra en la Figura

P

Figura 22. Elementos de un poligono

Los puntos Py, P, - - - , P, son llamados vértices del poligono y los segmentos que lo determinan

son sus lados, los cuales no deben interceptarse mas que en sus extremos.

Los angulos del poligono son /Py, /P, --- , ZP,. El perimetro del poligono es igual a la suma de sus
lados. Llamaremos diagonal de un poligono al segmento de recta que une dos vértices no consecuti-
vos. El angulo exterior de un poligono es el angulo determinado por un lado y por la prolongacién
del lado adyacente. En todo poligono se cumple que el nimero de de lados es igual al nimero de

vértices e igual a su ntimero de diagonales.

Un poligono con n lados se llama n-gono. Asi pues, podemos llamar a los tridngulos y cuadrilateros
como 3-gono y 4-gono respectivamente, aunque estos términos casi nunca se utlizan. Los 5-gono se

llaman pentagonos, los 6-gono se denominan hexagono, etc.

26



3.1. Clasficacion.

1. Poligono convexo: cualquiera de sus lados esta contenido en una recta que separa al plano en
dos semiplanos, de modo que los otros lados se encuentran en un mismo semiplano. La unién
de un poligono convexo con su interior determina un conjunto convexo, llamado poligonal

convexa.

Figura 23. Poligono Convexo.

2. Poligono no convexo: si una recta contiene a uno de sus lados, se notara que en cada
semiplano determinado por la recta hay puntos del poligono. La reunion de este tipo de
poligono con su interior determina un cunjunto no convexo, llamado regién poligonal non

convexa.

Figura 24. Poligono no Convexo
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3. Poligono equiangulo: es aquel poligono convexo donde todos sus angulos son iguales.

A D

Figura 25. Ejemplo de poligono equiangulos.

4. Poligono equilatero: es aquel poligono convexo o no convexo donde todos sus lados son

iguales.

5. Poligono regular: poligono convexo que es equidngulo y equiléatero.

Figura 26. Ejemplo de poligono regular

3.2. Propiedades elementales.
Las demostraciones de las siguientes propiedades, quedan a cargo del lector.

1. La suma de las medidas de los dngulos internos en un poligono convexo de n lados es
Sy =180°(n — 2).
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. La suma de los dngulos exteriores es Sg = 360°.

El nimero total de diagonales en un poligono de n lados es

n(n —3
Nd:—( 5 )

El nimero de diagonales que se pueden trazar desde ”M” vértices consecutivos es

NM:M-n—(M+1)2(M+2).

El méximo nimero de angulos agudos de un poligono convexo es 3.

El nimero de diagonales que se pueden trazar de un vértices es n — 3.

Propiedades para poligonos regulares.

180°(n — 2)

. La medida del angulo interior es ———=.

n

o

La medida del angulo exterior es

n

(e}

Medida del dngulo central 36 .
n

La suma de las medidas de los angulos centrales es 360°.
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Recordatorio

= Si el ejercicio o problema no proporciona figura, se recomienda la construccién de una
excelente figura, esto nos darda una mejor compresion del problemas, posibilitando la

resolucion del ejercicio o problema.

= Los criterios de congruencias de triangulos, el teorema de la base media e implicacio-
nes, las propiedades de los tridngulos y paralelogramo son contenidos que deben estar

asimilados y comprendido como se aplican en la resolucién de problemas.

= Los trazos de segmentos son una estrategia importante, debido a que nos permiten
construir la aplicacién de propiedades, por ejemplo, angulos entre rectas paralelas, pro-

piedades de un triangulo isésceles, de otro triangulo congruente, etc.

= Los ejemplos que se presenta a continuacion tiene el objetivo de proporcionar ideas y
estrategias de resolucion de problemas geométricos, se recomienda resolver los ejemplos

sin ayuda del material, con la intenciéon de practicar y memorizar la teoria.
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4. Ejemplos

\/Ejemplo 4.1

D C
Si ABC'D es un cuadrado de lado 1 5
y EF es paralela a la diagonal DB,
si FF =1, ;jCuanto es el area de la
., o
region sombreada’ A 7 B

Solucion

Trazamos la diagonal DB, esta diagonal es bisectriz del angulo ZE DC' lo que implica que ZEDB =
45° = ZDBF y como DB || EF entonces ZAEF = /EDBy /ZEFA = ZDBF ambos de 45 grados.
El AAFEF es un tridangulo rectangulo isésceles, entonces el lado FA = AF = a, aplicando el teorema

de Pitagoras en el AAEF

AFE? + AF? =1
2a°> =1

L V2

2

entonces el area del area sombreado es

v Ejemplo 4.2
Las diagonales de un cuadrildtero ABC'D se cortan en O, sean M y N puntos en la diagonal AC

tales que AM = CN y BM DN es un paralelogramo. Mostrar que ABC'D es un paralelogramo.

Demostracion
Se construye la Figura [27] a partir de los datos, Para demostrar que ABCD es un paralelogramo
debemos probar que AB = CD, AB || CDy BC = AD, BC || AD.
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NN

Figura 27. Ejemplo

Como AM = CN, BM = ND (por BMDN es paralelogramo) y ZBMA = ZDNC (porque los
angulos suplementarios ZOM B, ZON D son iguales por ser angulo entre rectas paralelas), entonces

aplicando el el criterio de congruencia (L—A— L) los ABM y ANCD son congruentes. Implicando
que AB=CD y AB || CD por que ZMAD = /NCD.

Ademas ZNOB = ZAOD (por ser dngulos opuestos por el vértice), BO = OD (porque el punto O
es centro de paralelogramo BM DN los cuales se bisecan) y en consecuencia AO = OC, aplicando
el criterio (L — A — L) entonces los tridngulos BCO y AOD son congruentes. A partir de esta
congruencia se tiene que BC' = AD y BC || AD por que /BCN = /M AD. Por lo tanto ABCD es

un paralelogramo. |

\/Ejemplo 4.3

E
D c

En la Figura AF = 8, FC = 2,

BF = FE y ADCB es un cuadriléte- !

ro rectangulo. Encuentre la medida de

DE. M B

Figura 28. Ejemplo
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Solucion.

Trazamos la diagonal BD la cual se intercepta con AC en O como se muestra en la Figura

E

Figura 29. Ejemplo

como ABCD es un rectangulo, entonces las diagonales se biseca, es decir DO = BO, por hipédtesis
EF = FB:; aplicando el teorema de la base media en el tridngulo DEB resulta que DE || OF,
ademas DE = 20F, y puesto que AF =8 y F'C' = 2 implica que AC' = 10 = 20C = OC =5,
de donde OF = OC — FC = 3, por tanto DE = 2(OF) = 2(3) = 6.

v Ejemplo 4.4
Demuestre que en cualquier trapezoide convexo ABC' D, el angulo formado por las bisectrices de

dos angulos internos consecutivos es igual al promedio de los otros dos dangulos.

g+40

Demostracion. Se construye la Figura a partir de ella lo que se debe probar que es a = —

Figura 30. Ejemplo
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Sabemos que en un trapezoide convexo la suma de sus angulos internos es 360°, entonces

/CBA+ /BAD + ZADC + Z/DCB = 360°
2/EBA+2/BAEB + 0 = 360°
2(180° — ) + B + 0 = 360°

360% — 20+ B+ 6 =366~

—2a=—-pF+10
p+0
a=—
2

\/Ejemplo 4.5

Sea ABC'D un paralelogramo y E un punto en la regién determinada por AB v las prolongaciones
de CBy DA. Por el punto medio O de BD se traza el segmento EF tal que EO = OF. Demostrar

que los tridangulos BCE y AF D son congruentes.

Demostracién

A partir de enunciado del problema se construye la Figura

Figura 31. Ejemplo
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Como ABC'D es un paralelogramo, se tiene que AD = BC, por otro lado ZDOF = ZEOB por
ser angulos opuestos por el vértice O y por hipdtesis FO = OF aplicando el criterio (L — A — L)
los triangulos FBO y DOF' son congruentes, de esta congruencia resulta DF = EB. Ademas,
como ZADB = /DBC = «a, /BDC = ZABD = 3y ZCDF = ZEBA = 0, por la congruencia
anterior entonces, ZADF = /EBC, Asi, los tridngulos EBC' y ADF son congruentes por criterio
(L—A-1L).

|

/Ejemplo 4.6
En un tridngulo ACB ZC = 90°, AD es bisectriz, BD = 2,5y CD = 1,5. Encuentre AC

Solucién

Considere la siguiente Figura [32] Trazamos
DE 1 AB y asf los tridangulos CAD y ADFE

son congruentes, esto por el criterio (A — L —

A), entonces AC = AFy DE=CD =1,5. | 4
Luego, utilizando el teorema de Pitagoras en :
ABED tenemos: i
.
BE =/BD? — DE? A 5
=+/6,25—-2,25
=2

Figura 32. Ejemplo

Finalmente, si hacemos AC = AE = z y aplicamos el teorema de pitagoras en el triangulo ABC' se

tiene la ecuacion
(x+2)? =2° + 4

4dr = 12

Por tanto, AC' =3 |
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/Ejemplo 4.7

Formula para la mediana: en un tridngulo ABC, AM es la mediana sobre el lado BC. De-

muestre que

AB? + AC? = 2(AM?® + BM?).

Demostracién

A partir del enunciado del problema se construye la Figura (33|

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
3

@
ES
!
Q

Figura 33. Ejemplo

Trazamos AD 1 BC'. Por el teorema de Pitdgoras sobre el AADB resulta

AB? = BD* + AD?
= (BM + MD)? + AD?

= BM?+2BM - MD + MD? + AD?
aplicando el teorema de Pitagoras sobre AADM resulta

AD?> + MD? = AM?
AD? = AM? — M D?

Sustituyendo la ecuacién en la ecuacién resulta

AB? = BM?+2BM - M D + MD?% + AM? — MD?*

= BM?+ AM? +2BM - M D.
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De manera similar en el AACD
AC? = AD? + DC?
= AD?*+ (MC — MD)?
= AD?> + MC? — MC - MD+ MD?*, sustituyendo la ecuacién
= AM? — MD*+ MC? —2MC - MD + MD?*

AC? = MC?* + AM? —2MC - M D.

teniendo en cuenta que BM = MC(C resulta

AB? + AC? = BM? + AM? + 2BM—MD + MC? + AM? — OMC~MD
= BM? + AM? + MC? + AM?
= 2(AM? + BM?)

v Ejemplo 4.8
En el trapecio ADCB, AB || CD, /DAB = ZADC = 90°, se construye un triangulo ABC' es

equilatero. Dado que la mediana del trapecio es FF = R encuentre la longitud de AB.

Demostracién

A partir de las datos del problema se tiene la Figura [34;

Figura 34. Ejemplo
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Sabemos que ZDAB = 90° esto implica que el
/DAC = 30°, debido a que el dngulo interno ZC'AB
del tridngulo equiliatero ABC es de 60°.

CD = %AC’ porque AADC' es triangulo rectangulo
notable de 30,60. Ademas CD = %AC = %AB por-
que AABC es equildtero. Luego, utilizando el teore-

ma de la base media para trapecio se tiene que:

1 1/1 3
EF = (CD+ AB) = 5 (iAB + AB) = 1AB

D _3up
4

5=AB

Recordatorio

El triangulo rectangulo de 30, 60

cumple que:

/Ejemplo 4.9

En un triangulo ABC, el ZC = 90°, ZA = 30°, M es el punto medio de ABy ME 1 AB,

AFE =4, encuentre BC.

Solucién

A partir del enunciado del problemas se construye la
Figura . Puesto que EM 1 AB resulta los tridngu-
los rectangulos BM E y EM A, ademaés, por el criterio
(L — L) dichos tridngulos son congruentes, debido a
que BM = M A y comparten un lado. Asi /ZEBM =
/LEBA = /A = 30°, ZCBE = 60° — 30° = 30°,
ademas BE = AFE, como ACBE y AEMA son

tridngulo rectangulo notable de 30, 60 se tiene que

CE:B2_E:ATE:ME:2CH1
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finalmente, utilizando el teorema de pitagoras y haciendo BC' = z tenemos

(27)* = 2° + 67

Por tanto, BC' = 2V/3.
|

\/Ejemplo 4.10
El dngulo formado por las bisectrices de dos angulos consecutivos de un paralelogramo es:

Demostracién

Sea ABCD un paralelogramo como se mues-
D
tra en la Figura D p c

Si se toma ZDAC =ay LZABC = 3, se tra-

zan las bisectrices de estos angulos internos

y se toma a D como el punto de interseccion )2 B/2

de estas rectas, se tendra por propiedades de A B

paralelogramos que « + [ = 180°, de donde,

a p 0
3 + 5= 90° Por lo tanto Figura 36. Ejemplo
a f
0 =180°— — — —
2 2
= 180° — 90°
= 90°

v'Ejemplo 4.11
Dado el trapecio ABC'D con AB || CD, demuestre que la bisectriz interior del ZA es paralela a

la bisectriz exterior del ZD.

Demostracién:

Sea el trapecio ABC'D, denotando que /BAD = a = ZF DA, por ser angulos entre las paralelas
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(dado que AB || DC). Tracemos las bisectrices L;, para el dngulo interno ZBAD, y L, para el
dngulo externo ZF DA como lo muestra la Figura [37]

L,
Ahora se obtiene que ZBAW = % =
/DWA por ser angulos entre paralelas ¢
(AB | DC), ademés ZFDZ = % = /GDW
por angulos opuestos por vértice, entonces
LDWA = ZGDW. Por lo tanto L, || Ly que
es precisamente lo que se queria demostrar. B

Figura 37. Ejemplo
|

\/Ejemplo 4.12
En el cuadrado ABC D, FE es el punto medio de AD, BD y CE interceptan a CE en F. Demuestre

que AF | BE.

Demostracion. A partir de la lectura de los datos se construye la Figura [38]

A E D

Figura 38. Ejemplo
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Sea G el punto de interseccion de AF y BE. Tenemos que los triangulos ABE y EC'D son triangulos
rectangulos y AB = CD, AE = ED; aplicando el criterio (L — A — L) se tiene que el AABE es
congruente con el ADCFE.

Ademas por el criterio (L — A — L) el AADF es congruente con ACDF, dado que AD = DC,
comparten un lado y la diagonal BD es bisectriz del angulo interno ADC por lo que ZADF =
ZFDC', de esta congruencia se obtiene que ZEAG = ZDCF = ZABG, pero en el tridngulo ABE
resulta que el ZAEG + ZABG = 90° entonces:

LAGE + LAEG + /EAG = 180°
ZAGE + (LAEG + ZABG) = 180°
ZAGE + 90° = 180°

ZAGE = 90°

\/Ejemplo 4.13
En todo trapezoide convexo, el cuadrildtero que se forma al unir los puntos medios de cada lado

es un paralelogramo.

Demostracién

Considere la Figura 39| se denota por M, N, Py Q los puntos medios de AD, AB, BC'y CD,

Figura 39. Ejemplo
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El segmento NP es base media del tridngulo ABC
y M@ es base media del triangulo ADC' de donde
se obtiene que M P || AC'y NP || AC' y ademas

AC
de manera simila se tiene la misma situacién para
los lados M N y PQ, por tanto, hemos demostrado
que M NP(Q es un paralelogramo, ya que hemos

demostrado que los lados opuestos son congruentes

y paralelos.

Recordatorio

Teorema de la base media establece

B
que M N || BC'y ademés M N = TC

/Ejemplo 4.14

En un cuadrildatero ABCD, m/ZA = m/ZD = 80°, mZCAD = 50° y mZADB = 50°. Calcular

mZLCBD.

Solucién

A partir del enunciado del ejemplo se construye la Fi-
gura {40l Para encontrar el ZC'BD, probaremos que
los tridngulos BAE y CDFE son congruente. A par-
tir de los datos iniciales se obtiene que /BEFA =
100°, observando en el tridngulo BAD tenemos que
/ZEBA = 50° y ademas en el tridngulo ADC' el
ZDCA = 50° lo que implica que los ABAD, AEDA
y AC'DA son isésceles.

También se tiene que ZBEA = ZDEC por ser angu-
los opuestos por el vértice. Debido a que BA = AD =
CD, EA = ED y /ZEAB = ZCDE entonces los
triangulos BAFE y C'DFE son congruente por el crite-
rio (L—A—1L).
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De lo anterior se tiene que BE = EC' implicando que ABEC' es isésceles y ademés

/BEC+/ECB = 100°
z+x = 100°

r = 50°

\/Ejemplo 4.15
En un tridngulo ABC', ZC = 90°, E, D son puntos sobre AC' y BC respectivamente. Demuestre

que

AD? + BE* = AB* + DE*.

Solucion

Considere la siguiente Figura [41]

Figura 41. Ejemplo

Por el teorema de Pitdgoras tenemos
AD? = DC? + AC? (3)
BE?* = BC* + CFE? (4)
Sumando las ecuaciones [y [ se tiene que
AD? + BE? = DC* 4+ BC? + AC* + CE”
= (DC? + CE?) + (BC* + AC?) por el teorema de Pitdgoras en ACDE y ACBA

= DE? + AB? [
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/Ejemplo 4.16
En un tridngulo ABC, M y N son los puntos medios de AB y BC respectivamente. Si las

distancias de A, M, N a una recta exterior son 7, 9 y 6 respectivamente. Hallar la distancia a

dicha recta del punto medio de AC'

Solucion

A partir del enunciado del ejemplo, se obtiene la Figura [42]

Figura 42. Ejemplo

1. El trapecio HABG: MF es mediana, entonces aplicando el teorema de la base media para

7+ BG
trapecio se tiene: +2 =9= BG=11.

2. El trapecio BGLC: NE es mediana, entonces aplicando el teorema de la base media para

CL+ BG
trapecio se tiene: + =6=CL=1.

3. Y en el trapecio AHLC: KT es mediana, entonces aplicando el teorema de la base media para

AH + CL
trapecio se tiene: + =KT = KT =4.
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Recordatorio

= Si dentro de las condiciones del problema se nos proporciona un trapecios, enton-
ces la estrategia para la resolucién es trazar segmentos auxiliares con la intencién
de forma paralelogramos o tridangulos para utilizar las propiedades que estos po-
seen. En el siguiente enlace se muestran un video donde se ejemplifica la estrategias

https://www.youtube.com/watch?v=ScYeag_SoUQ.

Continuamos con la resolucién de ejemplos donde se aplica la teoria de poligonos.

/Ejemplo 4.17
. Qué poligono convexo tiene tantas diagonales como lados?

Solucion

Sabemos que el nimero de diagonales en un poligono convexo es , el cual debe ser igual a

n(n — 3)
2

n, por tanto formulamos la siguiente ecuaciion

Por tanto, n = 5. El poligono es un pentagono.

/Ejemplo 4.18
En un pentagono convexo, tres de sus angulos miden 120° cada uno, y los otros dos son congruen-

tes. Hallar el valor de dicho angulo.

Solucién

La suma de los cinco angulos del pentagono es
Sy =180°(5 — 2) = 540°
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Finalmente, por las condiciones del problema

120° + 120° 4+ 120° 4 22° = 540°
360° 4 22° = 540°
2x = 180°

z° = 90°.

\/Ejemplo 4.19
Las medidas de los angulos interiores de un pentagono convexo estdn en progresion aritmética.

Calcular el mayor valor entero de la razon.

Solucién
Sean r la razon de la progresién y a — 2r la medida del menor dangulo interior del pentagono; luego

el mayor angulo sera a + 2r.

(a=2r)+(a—7r)+ (a)+ (a+71)+ (o +2r) = 180(5 — 2)o
5a = 180(5 — 2)o
ba = 540°

a = 108°
Ahora ningtin angulo debe ser mayor a 180°, entonces

o+ 2r < 180°
108° 4+ 2r < 180°
2r < 72

r < 36

Entonces el mayor valor entero es r = 35.

/Ejemplo 4.20
En un poligono equidngulo desde 5 vértices consecutivos se han trazado 54 diagonales, hallar el

valor del dngulo exterior.

46



Solucién

Sea n el nimero de lados del poligono, para lo cual se tiene que:
G+1)(5+2)

N°d = 5n —
" 2
54 =b5n — 21
75 = 5n
15=n

Posteriormente la medida de los angulos interiores 6 es:
18(n — 2)

n
180°(15 — 2)
15

= 156°

0:

/Ejemplo 4.21
En un hexagono equiangulo FEDCBA, se sabe que: FE =2, ED =3, CD =4, BC = 5. Hallar

AF.

Solucién
Se construye la Figura Calculamos
su angulo interior (n = 6).
i 180°(6 — 2)
6
1= 120°

Formamos el triangulo equilatero GHI,
donde
GH=HI=1G

ademds se forma tres tridngulos

equildteros GFA, EHD y BC1I.

GF+FE+FEH=DH+CD+CI
AF+2+3=344+5 Figura 43. Ejemplo
AF =17
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/Ejemplo 4.22

La Figuwra [4 ABCDEF es un
hexagono equidangulo, se trazan las bi-
sectrices FH, DI y BG de los dngulos
LEFA, /CDE y LABC respectiva-

mente. Hallar el perimetro del AHGI,
si BC =4, EF =T1.

Figura 44. Ejemplo 2.5

Solucién
Ya que el hexdgono es equiangulo entonces la medida de su angulo interior es 120°. Recordar que
para verificar si un cuadrilatero es un paralelogramo sus angulos opuestos deben ser iguales, como

/GBC = ZCDI entonces BC'DI es paralelogramo, de donde resulta que BC' = ID = 4.

Como BC' || HD se tiene que ZGIH = ZGBC = 60° por ser angulos alternos internos entre
rectas paralelas. Ademéas ZIDE = ZEFH entonces FT DE es un paralelogramo debido a que sus
angulos opuestos son iguales, de donde: FF' = HD =17.

Finalmente, DH || F'E se tiene que ZIHG = ZEFH = 60° por dngulos correspondiente entre
rectas paralela, Entonces el AHGI es equildtero ya que todos sus angulos internos miden 60°, por

lo tanto:
Papgr =3(HD — 1D)
=3(7T—4)

=9

48



/Ejemplo 4.23
En la Figura el pentagono LK JIH es regular y ademas LK = OI . Con estos datos se pide

calcular el valor de z.

Figura 45. Ejemplo

Solucién

Trazamos el segmento LI como lo muestra la Figura implica que ALH I es un tridngulo isésceles.
= /HLI =/LIH = 36°.

Posteriormente se construye el tridngulo equilatero LI P de lado LI como se muestra en la Figura

[46] Entonces resulta que

ZOLH = 66°
ZOLI + ZIHL = 66°
36°+ ZIHL = 66°

ZIHL = 30°
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= /PLO = 30°, como LO = LO, LI =
LPy /PLO = ZOLI = 30° = APLO es
congruente con AOLI por el criterio (L-A-
L).

= 0P =01

= OIP es isosceles

= ALHI es congruente con APOI por el
criterio (L-L-L)

= LOIP = 36°

= ZOIP = 24°

= x = 36° 4 24°

= z = 60°

Figura 46. Ejemplo
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5. Problemas Propuestos

Resolver los siguientes problemas de forma clara, ordenada y justificando a detalle todos sus pro-

Cesos.

5.1. Cuadrilateros
1. En un tridngulo ABC, ZA =90°, AB = AC, D es un punto sobre BC. Demuestre que

BD? + CD? = 2AD?.

2. Dado un tridngulo rectangulo tiene perfmetro de 30cm y un area de 30cm?. Encuentre las

longitudes de sus tres lados.

- 1
3. En el rectangulo ABCD, CE | DB en E, BE = ZBD y C'E = bem. Encuentre la longitud
de AC.

4. En un tridgngulo ABC, ZC = 90°, D es el punto medio de AC. Demuestre que

AB? + 3BC? = 4BD?.

5. En el tridngulo rectangulo ABC, ZC = 90°, E, D son puntos sobre AC'y BC respectivamente.
Demuestre que

AD? + BE? = AB*> + DE*.

6. En un tridngulo ABC, ZC = 90°, D es el punto medio de AB, E, F son dos puntos sobre
AC' y BC respectivamente y DE | DF. Demuestre que

EF? = AE? + BF>.

7. Dado un punto P interior del triangulo equilatero ABC, tal que PA =2, PB = 23, PC = 4.
Encuentre la longitud del lado del triangulo ABC.

8. Dado el trapecio ABCD con AB || CD, demuestre que la bisectriz interior del ZA es paralela

a la bisectriz exterior del ZD.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

A un rombo ABC'D se le construyen exteriormente los cuadrados ABEF y BCGH . Demuestre
que ANABD = AEBH.

Sea ABC'D un paralelogramo. Se construyen tridangulos equilateros exteriores ACDP y AADQ.
Demuestre que el ABPQ es equilatero.

Demuestre que las bisectrices interiores de un paralelogramo forman un rectangulo (;qué

sucede si el paralelogramo es ademds rombo?).
Demuestre que las bisectrices exteriores de un paralelogramo forman un rectangulo.

Sea ABC'D un paralelogramo. La bisectriz interna del ZC DA corta a BA en M, y la bisectriz
interna del ZBAD corta a CD en N. Demuestre que ADN M es un rombo.

Demuestre que si por el punto de interseccion de las diagonales de un rombo se trazan perpen-
diculares a los lados del rombo, entonces los puntos de interseccion de dichas perpendiculares

con los lados del rombo forman un rectangulo.

Demuestre que las bisectrices de los angulos definidos por las diagonales de un rombo, cortan

a los lados del rombo en cuatro puntos que forman un cuadrado.

En un AABC sea G la interseccién de las medianas BB’ y CC’. Sean B”, C" las reflexiones
de G respectivas a los puntos B’ y C".

a) Demuestre que AGCB"” y AGBC" son paralelogramos.

b) A partir de lo anterior, demuestre que BCB"C"” también es paralelogramo.

c¢) Demuestre que A’ pertenece a la recta AG, y concluya que las tres medianas de un tridngulo

concurren en el punto G, llamado el centroide del AABC.

d) Demuestre que CG = 2GC"; relaciones similares se cumplen para las otras dos medianas.

Sea ABC'D un paralelogramo tal que existe un punto E sobre el lado AB que cumple ZCED =
90. Sean M y N los pies de las perpendiculares trazadas desde A y B hacia DE y CE,

respectivamente. Demuestre que AC', BD y M N concurren.

ABCD es un cuadrilatero convexo y O es un punto en su interior. Sean P, ), R, S, los puntos

medios de los lados AB, BC, CD, DA, respectivamente. Por P se traza una paralela a OR,
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19.

20.

21.

22.

23.

por @ se traza una paralela a OS, por R se traza una paralela a OP, y por S se traza una

paralela a O@Q). Demuestre que estas cuatro rectas concurren.
Un trapecio isdsceles tiene diagonales perpendiculares y su area es 2010, determine su altura.

Sobre los lados del AABC' se trazan exteriormente los cuadrados ABPQ, CARS y BCTU.
Luego se trazan los paralelogramos AQA'R, CSC'T y BUB'P.

a) Sean A", B", C" los centros de los cuadrados BCTU, CARS, ABPQ), respectivamente.

Demuestre que estos centros estan sobre los lados del AA'B'C".

b) Demuestre que AA”, BB"” C'C" concurren.
Se dibujan cuadrados exteriores a los lados de un paralelogramo, demuestre que:

a) El cuadrildtero determinado por los centros de esos cuadrados es un cuadrado.

b) Las diagonales de ese cuadrado son concurrentes con las del paralelogramo.

Dado un AABC, se construyen exteriormente los tridngulos rectdngulo isésceles AACP y
ABCQ, con AC 'y BC como hipotenusas. Si M es el punto medio de AB, demuestre que el

AM P(@) también es un triangulo rectangulo isésceles.

5.2. Poligonos

Si ABCDEF es un hexdgono regular y EFGHI es un pentagono regular. La medida del

angulo « es
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

En un pentdgono convexo tres de sus angulos miden 120° cada uno y los otros dos son con-

gruentes: hallar uno de estos ultimos.

Hallar el nimero de lados de un poligono regular de lado igual 4cm si el nimero de las

diagonales es cuatro veces su perimetro expresado en centimetros.
La mediatrices de los lados AB y C'D de un icosdgono regular forma un angulo de:

En la figura ABCDE y EFCMN son pentagonos regulares. Calcule ZFED

C

Calcule la suma de los dngulos internos de un pentagono convexo.

Calcular la medida del angulo exterior de un dodecagono regular.

De todos los poligonos regulares, ;Cudl es el que posee mayor angulo central?
Calcular la medida del angulo central de un poligono que posee 360 lados.
En un hexédgono equidangulo ABCDEF, AB = CD. Hallar ZADE.

Se sabe que un poligono convexo la suma de sus angulos interiores es 540°. Con este dato se

pide averiguar el nimero total de sus diagonales.
Demuestre que no existe un poligono con 2017 diagonales en total.

Se construye el cuadrado ABCD, luego el tridngulo equilatero BC'E (exterior al cuadrado),
luego el cuadrado BEFG (exterior al tridngulo), finalmente se construye el hexdgono regular
ABGHIJ. Se traza la bisectriz del 4ngulo C'BE hasta un punto K (fuera del tridngulo BC'E)
tal que BC' = BK. Demuestre que AK = AG.
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36.

37.

7.

Se construye un poligono equilatero de 5 lados ABCDE, tal que ABCD es un cuadrado y

CDEF es un tridangulo equilatero. Encuentre el angulo AEB.

Demuestre que en todo poligono equidngulo de 6 lados ABCDEF se cumple que AB || DE,
BC | EF y CD || FA.

Sugerencia: Trazar paralelas (como en las primeras clases).

Respuesta de los problemas

Problema 2. 13.83, 2.17 y 14. = Problema 28. 540°.

Problema 3. ?\/g s Problema 29. 30°.

Problema 23. 30°. = Problema 30. el cuadrado.

= Problema 31. 1°.
Problema 2/. 90°.

» Problema 32. 60°.
Problema 25. n = 29.

= Problema 33. El nimeros de diagonales es

Problema 26. 18°. 5.
Problema 27. 72°. = Problema 36. 30°.
Sugerencia

Si desea mayor informacion sobre las propiedades de los cuadrilateros y poligonos revisar los si-

guientes enlaces:

http://mate.ingenieria.usac.edu.gt/archivos/2.3-Cuadrilateros.pdf.
https://plasticavegadeo.files.wordpress.com/2010/03/12-cuadrilaterosl.pdf.

http://www.feyalegria.org/sites/default/files/Nrol4_Cuadrilateros_y_otros_Poligonos.
pdfl

https://www.youtube.com/watch?v=ScYeag_SoUQ.
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Semejanza de Triangulos

SUMARIO

Teorema de Thales.

O

@)

Teorema de bisectrices, Menelao y Ceva.

(@)

Semejanza de tridngulos.

Problemas.

o

Al finalizar el estudio de este capitulo sera capaz de

s Resolver problemas donde se aplica el teore-

ma de Thales.

= Resolver problemas donde se aplica los cri-

terios de semejanza de triangulos.



Introducciéon

Se inicia con una pequena referencia historica sobre los origenes del término semejanza, poste-
riormente se comenzamos la parte tedrica estudiando unos de los teoremas fundamentales de la
Geometria Plana nos referimos al teorema de Thales, unas de las implicaciones de la aplicacién de
teorema son surgimiento de los criterios semejantes de tridngulos que se aplican para demostrar la
semejanza entre dos tridngulos, ademas, se estudiara los teoremas de la bisectriz, Menelao y Ceva.
Como el todos los anteriores materiales esta la parte de los problemas resueltos y de los problemas
propuestos estos con el fin de fijar y adquirir la habilidad de utilizar la teoria en la resolucién de

problemas.

1. Referencia histérica sobre semejanza

Las afirmaciones que se hagan acerca de los origenes de la matemaética, ya sea de la aritmética o de
la geometria, seran necesariamente conjeturales. Con seguridad se puede afirmar que el desarrollo de
la geometria puede haberse visto estimulado tanto por las necesidades préacticas de la construcciéon
y de la agrimensura como por un sentimiento estético de disenio y orden. No hay documentos que
nos permitan seguir la pista de la evolucién de una idea a un teorema conocido, pero a veces el
presunto origen de un concepto puede no ser mas que la reaparicién de una idea mucho mas antigua
que habia permanecido en estado latente, este es el caso de la mayoria de los conceptos de nuestro

tema.

Fueron muchos los cientificos y matematicos importantes los que utilizaron intuitivamente el con-
cepto de semejanza para resolver algunos problemas. Conforme fue pasando el tiempo, surgié la
necesidad de estudiar este fenémeno més a fondo ya que seguia apareciendo en muchas facetas de
la vida. A continuacién, haremos un recorrido por la historia de las matemaéaticas basandonos en el

trabajo realizado por Boyer (2001):

= Hay division de opiniones acerca de si los babilonios estaban familiarizados o no con el con-
cepto de semejanza de figuras, aunque es muy probable que si lo estuviesen. La semejanza
entre todas las circunferencias parece haber sido dada por descontado en Mesopotamia, como
lo fue también en Egipto, y los muchos problemas sobre medidas de tridangulos que aparecen

en las tablillas cuneiformes parecen sugerir un cierto concepto de semejanza.



En el museo de Bagdad se conserva una tabilla en la que esta dibujado un tridngulo rectangulo
con los valores de sus lados subdivido en cuatro tridngulos rectangulos menores cuyas areas
también se mencionan. A partir de estos valores el escriba calcula la longitud del lado mayor
del tridngulo principal utilizando aparentemente un tipo de férmula de semejanza que viene
a ser equivalente a nuestro teorema que dice que las areas de figuras semejantes son entre si

como los cuadrados de lados correspondientes.

Durante la época de la escuela pitagérica (siglo VI a.C.) fue Pitdgoras quién mediante un
experimento descubrié relaciones numéricas en la musica. Tensé una cuerda musical que pro-
ducia un sonido que tomé como fundamental: el tono, hizo senales en la cuerda que la dividian
en doce partes iguales. Piso la cuerda en 6 y entonces observé que se producia un sonido, pisé

luego en 9 y resultaba otro y al pisar el 8 se obtenia otro diferente. Por ello, las fracciones
13 2

2743
relacion entre la musica, la proporcionalidad geométrica y la proporcionalidad numérica. Fue

correspondian a la octava, la cuarta y la quinta, es decir, Pitdgoras establecié una

Platon un tiempo mas tarde quien consiguié calcular las proporciones que producian los so-
nidos naturales. Si describimos estos sonidos por los simbolos Do, Re, Mi, Fa, Sol, La, Si, Do

(sonidos del sistema occidental actual) las proporciones que los describen son respectivamente

1 9 81 4 3 27 243
28 64°3°2 16 1287
Alrededor del ano 585 a.C., nacié un matematico imprescindible en nuestro tema: Thales.
Se le atribuyen varios teoremas importantes aunque no hay ningin documento antiguo que
pueda aportarse como prueba evidente de estos descubrimientos pero segin la tradicién Thales
demostré algunos de estos, destaco los siguientes por la relevancia en nuestro tema: “Si dos
tridngulos son tales que dos angulos y un lado de uno de ellos son respectivamente iguales a
dos dngulos y un lado del otro, entonces los dos triangulos son congruentes” y “Si dos rectas
secantes son cortadas por una serie de rectas paralelas, los segmentos determinados en una
de las rectas son proporcionales a los segmentos correspondientes de la otra recta”. Ademas,
hay algunas otras referencias a Thales dispersas por las antiguas fuentes, pero la mayor parte
de ellas describen actividades de caracter practico: Didgenes Laercio, seguido por Plinio y
Plutarco contaron que Thales midié las alturas de las piramides de Egipto observando las
longitudes de sus sombras en el momento en que la sombra proyectada por un palo vertical

era exactamente igual a su altura y también que calculd la distancia de un barco a la playa



por medio de la proporcionalidad de los lados de tridngulos semejantes.

Algunos anos después, comenzé la famosa época heroica de la matematica. Destacamos a
Anaxagoras que muri6 en el 428 a.C., después de la muerte de Pericles. Se dice que éste
muri6é de peste, por ello, los habitantes de la ciudad consultaron al Oraculo de Apolo para
averiguar como acabar con la epidemia. Asi surgié el llamado problema de la duplicacién del
cubo o problema de Delos: dada la arista de un cubo construir inicamente con regla y compas
la arista de otro cubo que tengo volumen doble que el primero. Numerosos matematicos
intentaron resolver el problema pero sélo proporcionaron soluciones aproximadas aunque fue
Arquitas, matemético griego, quién encontré una solucién tridimensional del problema sin usar
coordenadas. Ademds de esta solucién, en la época platonica, Menecmo dio con las conicas
como resultado de una afortunada busqueda de curvas que tuvieran las propiedades requeridas

para resolver el problema del cubo. En 1837 se demostro que el problema no tiene solucion.

Euclides y sus matematicas estan claramente relacionados con nuestro tema porque lo estudio
en profundidad y escribié muchas proposiciones interesantes. En el libro II de los Elementos
encontramos algunas de ellas, por ejemplo, la proposicién 11 donde aparece una figura usada
actualmente en muchos libros modernos de geometria para ilustrar una propiedad iterativa que
tiene la seccion aurea. Los griegos tendian a evitar las proporciones y Euclides también sus-
tituyéndolas mediante una relacién entre longitudes que tendria que ser de la forma x/a=b/c
por x c=ab. A pesar de ello, vuelven a aparecer en el libro V de los Elementos, e incluso apa-
rece la definicion de razén aunque es inttil porque es bastante vaga. Una vez desarrollada la
teoria de proporciones en el libro V, Euclides la utiliza en el libro VI para demostrar teoremas
relativos a razones y proporciones que se presentan al estudiar tridngulos, paralelogramos y

otros poligonos semejantes.

La proporcién durea ha sido famosa a lo largo de la historia por sus propiedades estéticas y
se dice que la arquitectura de la antigua Grecia esta fuertemente influenciada por su uso. Fue
Euclides quién comenzo a hablar en los términos que siguen: la linea AB esta dividida en razén
de medios y extremos por C' si AB : AC = AC : CB. A esta relacién la llamamos proporcion
o razon aurea. Hasta el 150 a.C., la proporcion aurea era considerada tinicamente como una
propiedad geométrica y no se habian interesado por asociarle un niimero a esa relacién. Siglos

después, Pacioli escribié Divina proporcione y afirma que la proporcién durea no es racional.



Una nota de principios del siglo XVI dice que la relacién entre términos consecutivos de la
sucesion de Fibonacci tiende al nimero aureo, aunque el primer célculo de la relacién aurea

en forma decimal fue realizada en 1597 por Michael Maestlin.

Luego de haber leido la pequena resena histérica sobre el concepto de semejanza vamos a enunciar

el teorema de:

2. Teorema de Thales

Para iniciar recordemos las siguientes definiciones que se estudio en la unidad 1.

Definicion 2.1.

1. Un punto P € AB divide al segmento AB en una razén dada r, si g

2. Sean AB y CD dos segmentos, y sean P € ABy (Q € CD, decimos que P y () dividen

a AB y CD en segmentos proporcionales si

AP _ CQ
PB QD
P
A B
Q
C D

Antes de enunciar el Teorema de Thales, se enunciaran dos lemas que a pesar de su aparente sen-

cillez es de mucha utilidad en problemas que involucran Areas y Proporcionalidad.

Sea AB || CD. Demuestre que: Area(ABC) = Area(ABD).

Demostracién



Figura 1.

Como AB || CD, entonces H'C' = HD, por lo tanto

H'C=HD

AB-H'C=AB-HD
AB-H'C AB-HD
2 2
Area(ABC) = Area(ABD)

[ |
Lema 2.2.

Sea P un punto sobre el lado AB (o su prolongacién) del AABC'. Entonces

AP Area(APC)
PB  Area(PBC)

. c
Demostracion

Se tiene que:

Area(APC) AP-CH
Area(PBC) PB-CH

Figura 2.

Luego de recordar la definicién y demostrar los lemas anteriores estamos listo para enunciar el teo-
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rema del Thales.

Teorema 2.1. Teorema de Thales

Si tres paralelas cortan a dos secantes entonces los segmentos que determinan en ellas son

proporcionales.

AB _AB
BC  C'D’

Figura 3. Teorema de Thales

El teorema de Thales puede enunciar de manera general como sigue: si tres o més paralelas cortan
a dos o més secantes entonces los segmentos que determinan en ellas son proporcionales. A conti-

nuacién se enuncian los pasos a seguir en la demostracién del teorema de Thales.

Demostraciéon
Sean AA’, BB' y CC’ rectas paralelas que cortan a dos secantes en los puntos A, A’, B, B, C, '
respectivamente (ver Figura {)). Probaremos que:

AB Area(ABB')
" BC  Area(BCB')




A'B Area(A'B'B)
" B'C"  Area(B'C'B)

3. Area(ABB') = Area(A'B'B) y Area(BCB') = Area(B'C'B).

=
S -
~ -
~ -
~o -
~ -

- ~
S

Figura 4. Representacion grafica del demostracién del Teorema de Thales

1. Aplicando el lema sobre el punto B v el AACB’ se obtiene:

AB  Area(ABB')
BC' Area(BCB')

2. Utilizando el lema [2.2] sobre el punto B’ y el AA'C'B se obtiene:

A'B Area(A'B'B)
B'C"  Area(B'C'B)

3. Dado que AA" || BB' y empleando el lema [2.1] se tiene que
Area(ABB') = Area(A'B'B)
También, por hipétesis se tiene que BB’ || CC" y ocupando el lema se tiene que

Area(BCB') = Area(B'C'B)

Tomando como base el las igualdades anteriores se tiene:

por la igualdad (1)

Area(A'B'B

= = or la igualdad (3 4
Grea(BCB) * g (3)y (4)
A'B' ,

= 5o Por la igualdad (2)
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AB _A'B'
BC ~ BC"

|
Observacion Importante: utilice las propiedades de las proporciones para demostrar las equiva-
lencias siguientes (interprételas geométricamente):

AB_AE@AC_AO@AC_AO
BC BC' T AB AB T BC B/

Sea AABC un triangulo, sabemos que su area puede calcularse al multiplicar la longitud de uno
de sus lados por la longitud de la altura correspondiente a ese lado. Si denotamos por a la longitud
de un lado del AABC' y h, la longitud de la altura correspondiente, el area del AABC' se denota

por (ABC) y es igual a:

_a-h,

(ABC) = =

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente corolario:

Corolario 2.1.

Si dos triangulos tienen una misma altura entonces la razon entre sus areas es igual a la razén

de las bases donde se levanta la altura comun.

Demostracién

Sean AABC' y AA'B'C’ dos triangulos con alturas iguales h como se muestra en la Figura [
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Sean H y H' los pies de las alturas trazadas de los vértices B y B’ a los lados AC' y A’C’ respecti-

vamente. Entonces:

(ABC) = BC’-h, (A'B'C"): B'C'-h
2 2
La razén entre las dreas es:
AC - h
(ABC') B 9 B AC
(A/B'C/) - AC" R - AC!
2

El siguiente corolario se puede probar de manera analoga al anterior:

Corolario 2.2.

Si dos triangulos tienen una base igual entonces la razén de sus areas es igual a la razén entre

las alturas que se levantan sobre la base igual.

Luego de de enunciar corolarios que relacion las areas de dos triangulos que poseen la misma altura
o con la base con su base o altura, se enunciara el siguiente teorema, donde se establece la aplicacién

del Teorema de Thales sobre triangulos.

Teorema 2.2. Teorema de Thales en triangulo

Toda recta paralela a un lado de un triangulo y que corte a los otros dos lados, divide a estos

lados en segmentos proporcionales.

Demostracién
Sea el trigngulo ABC, se traza la recta paralela paralela al segmento AC, D, E los puntos de corte

con esa recta como se muestra en la Figura [6]

Figura 6. Representaciéon grafica del demostracion del Teorema de Thales aplicado a tridngulos
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Se prolonga el segmentos AC' y se traza una recta paralela a AC en el punto B.

Figura 7. Representacion grafica del demostracién del Teorema de Thales en triangulos

Aplicando el teorema de Thales

DB _EB

AD CE
Por propiedades de proporcionalidad

AB _ BC

AD CE

Teorema 2.3. Reciproco del Teorema de Thales

Si tres rectas cortan a dos secantes en segmentos proporcionales y dos de estas rectas son

paralelas entonces las tres rectas son paralelas.

Demostracién

Sean AA', BB’ y CC’ rectas que cortan a dos secantes en los puntos A, A, B, B’, C, C’ respecti-
AB A'B

amente, tales que AA' || CC"y =— = .
¥ b 16y 5e = B
la cual intercepta a A'C” en el punto D (ver Figura [§).

Por el punto B tracemos una recta paralela a AA’,
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Figura 8. Representaciéon grafica del demostracién del reciproco del teorema de Thales

Entonces, por el Teorema de Thales se tiene que:

AB A'D
BC — DC'
de donde
A'B"  A'D
B'C'"  DC'
A’B/Jrl_A’DJr1
B'C' - DC’

AE+RO_AD+U0
B'C"  B'C'" DC'"  DC'

AICI B A/C/
B'C'  DC'

por lo que B'C" = B'D + DC" = DC'" y por tanto B'D = 0, o equivalentemente B’ = D y por lo
tanto, BB || AA'.
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Corolario 2.3. Reciproco del Teorema de Thales en el triangulo

Si una recta intercepta dos lados de un triangulo en segmentos proporcionales entonces la

recta es paralela al tercer lado del tridangulo.

Demostracion

BD  BFE -
Sea el triangulo AABC' tal que 1D - R entonces demostraremos que AC' || DE. Para ello

prolongamos el segmento AC, y un recta paralela a AC en el punto B, como se muestra en la

Figura [J

Figura 9. Representacién gréfica del demostracion del reciproco del teorema de Thales en tridangulos

Aplicando el teorema de reciproco del teorema de Thales, se tiene que AC || DE.
|

Dentro de las aplicaciones del corolario se tiene el siguiente teorema.

Sea AABC un tridgngulo y, D y E puntos en los lados AB y AC respectivamente. Si se cumple

que:
AB _ AC
AC — AE

entonces DE es paralela a BC.

Demostracién

Supongamos que DFE no es paralela a BC. Sea ¢’ un punto en AC, distinto de C, tal que BC” es
AB AC

AD ~ AE"

paralela a DE, entonces por el teorema de Thales,
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AB AC
Pero ademas, se cumple por hipotesis del problema, 1D~ AG entonces

AC'  AB  AC'
AE AD AE

AC = AC'

Por tanto, los puntos C'y C’ deben ser iguales y DE es paralela a BC.
|
Luego de haber estudiando el teorema de Thales y su reciproco, estudiaremos los teoremas de bi-

sectriz, Menenlao, Ceva y baricentro e incentro.

Teorema 2.5. Teorema de bisectriz

En todo triangulo se cumple que los lados que forman el vértice de donde parte la bisectriz
interior(exterior) son proporcionales a los segmentos determinados por dicha bisectriz sobre

el lado opuesto. Es decir que:

A
L o i
En BD es bisectriz interior luego se cumple
que
AB  BD B
AC  DC ¢ c

Figura 10. Bisectriz interior

En BFE es bisectriz exterior se ve-

rifica:
AB _ BER

AC ~ CE

Figura 11. Bisectriz exterior
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Demostracién

En el tridngulo ABC' de la Figura AD es la

bisectriz del angulo A y D es el punto de intersec- , II
cién con el lado BC'. Trazamos una paralela a AD s
que pase por el vértice C' y prolongamos el lado , I'
AB hasta cortarse en un punto E con la paralela, / :

donde ademas se tiene
]

LECA=/DAC = LBAD = LZAEC
1

de donde resulta que el tridngulo AC'AE es isosce-
]

les, lo que implica AC' = AE y puesto que AD || l

EC, utilizando el teorema de Thales sobre triangu- l

los se tiene B D C
AB_BD
ﬁg - gg Figura 12. Teorema de la bisectriz interior
AC  CD’

En el tridngulo ABC' de la Figura , AF es la bisectriz del dangulo A v E es el punto de interseccién

con la prolongacién de BC'. Trazamos una paralela a AE que pase por el vértice C. Como GC || AE

entonces

LAGC = LOEA = LZACG

Figura 13. Representacion de la demostracion del teorema de la bisectriz interior

de donde obtenemos que el triangulo AACG es isésceles, lo que implica AC' = AG, empleando el

teorema de Thales sobre triangulos ABAE se tiene

17



BG  BC

AG = CE
BG 120
AG -~ CE

BG+AG_ BD+C’E
AG  AG CE CE
BG+AG BC+CE

AG CE
AB _ BE
AG ~ CE
AB _ BE
AC  CE

Teorema 2.6. Teorema de Menelao

Un recta secante a un triangulo determina sobre sus lados seis segmentos, cumpliéndose que
el producto de tres de ellos considerados en forma no consecutiva es igual al producto de los
tres restantes.

BP-AQ-CL=AP-CQ-BL

Figura 14. Teorema de Menelao

Demostracién

Primero trazamos el segmento C'N paralelo a PQ.
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Figura 15. Demostracién del teorema de Menelao

Aplicando el teorema de Thales en triangulo AN AC, se tiene que:

PA  AQ
r QC
Despejando z:
_ PA-QC
T=— 0
ademds, teorema de Thales en triangulo ABPL, se tiene que:
BC BN
CL NP
CAS R
CL =~ NP

BC  CL_BN NP
CL CL NP NP
BC+CL BN+ NP

CL NP
BL BP

CL =

Despejando z:
_ BP-CL
~ BL

Xz

r=2x
BP-CL PA-QC
BL — AQ
BP-CL-AQ =PA-QC - BL
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Teorema 2.7. Teorema de ceva

Tres cevinas concurrentes trazadas desde los vértices de un triangulo determinan sobre sus
lados seis segmentos, cumpliéndose que el el producto de tres de ellos considerados en forma

no consecutiva es igual al producto de los tres restantes.

BM-AN-CL=AM-CN -BL

M N

Figura 16. Teorema de ceva

Demostracion
Se P el punto de interseccién de las tres cevianas, aplicando el teorema de Menelao sobre el triangulo

BAL se tiene que:

BM - AP-CL = AM - LP - BC (5)
BM -AP-CL =AM - LP - (BL+ CL) (6)

Empleando el teorema de Menelao en triangulo LAC' se tiene que:

NC-AP-BL=AN-LP - BC (7)
NC-AP-BL=AN-LP-(BL+CL) (8)

Dividiendo (6) entre (8) se tiene
BM - AP-CL  AM - L¥ - (BLA+€T)
NC-AP-BL AN - L¥ - (BL+CL)

BM-CL-AN-CL=AM-NC-BL
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Sea el tridngulo ABC, vy X,Y, Z puntos sobre los lados BC, AC, AB respectivamente. Si

BXCY AZ

XCYAZB

entonces los segmentos AX, BY CZ concurren.

Demostraciéon
Denotando por W al punto de interseccién de dos segmentos AX y BY . Se Considera la recta que
pasa por C'y W, y llamamos F al punto de interseccién con el lado AB. Ocupando el teorema de

Ceva se tiene
BX CY AF
iy =] ©
XCYAFB
y por hipdtesis
BXCY AZ
Xovazp ! (10)
Igualando (9) y (10) resulta que
AP _ Az
FB ZB

Por tanto los dos puntos F y Z han de coincidir.

Teorema 2.9.

Sea AABC un tridangulo. Los tres segmentos de Ceva que al trazar las alturas, para las tres

posibles bases, son concurrentes. Es decir que las tres altura se corta.

Demostraciéon
Considerando la Figura 2
z

AZ = cos(LCAB) - AC, BZ = cos(£LABC) - BC X

AY = cos(LCAB) - AB, CY = cos(£LBCA) - BC

BX = cos(£LABC) - AB, CX = cos(£BCA) - AC . C

A Y

AZ BX CY  cos(LOAB) - AC cos(ZABC) - AB cos(£/BCA) - AC .
ZBCX AY ~ cos(ZABC) - BC cos(/BCA) - BC cos(/CAB) - AB Figura 17.
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AZ BXCY

Entonces — ———— =1, por el teorema 2.8 se tiene que las tres alturas se cortan. |
ZBCx Ay P 4

Corolario 2.4. Teorema del centroide

Sea el triangulo ABC', y el G el baricentro del tridangulo entonces el baricentro divide a toda

1 -
mediana a razon de 5 €8 decir que si BM es una mediana entonces

GM 1

BG 2

Demostracion
Sea el triangulo ABC' y G el baricentro del tridangulo, se traza la mediana BN y C'M como se

muestra en la Figura [18]

M

Figura 18. Teorema del centroide

Aplicando el teorema de Menelao sobre el triangulo ABN (MC' es la recta que corta a los lados del

tridngulo) se tiene que:

AM - BG-CN = BM -GN - AC
AM -BG _ AC

BM -GN CN’
AM - BG  2CN

BM-GN CN’

Como N es punto medio entonces AC' = 2C'N

M es punto medio de AB resulta AM = BM

BG 20N
GN CN
GN 1
BG 2
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Teorema 2.10. Teorema del incentro y baricentro

En triangulo se cumple que el segmento que une el baricentro con el incentro es paralelo a un

lado entonces dicho lado serd igual a la semisuma de los otros lados es decir: Si IG || AC se

cumple que
AB+ B
AC = AB+BC
2
Demostracién
Sea el triangulo AABC), los puntos G'y I es
baricentro e incentro respectivamente. Tra- B
zamos la mediana B.J, la bisectriz BH, los
segmento IC'y GI || AC como se muestra en
G
la Figura [19]
Empleando el teorema de Thales en tridngu- A
c
los en AJBH, se obtiene J H
HI GJ
BI  BG Figura 19. Teorema de baricentro e incentro
1
=3 Por el corolario 2.4]

Ocupando el teorema de la bisectriz sobre el tridngulo ABH se tiene

AH  HI

AB  BI

AH 1

AB 2

AB
AH = —
2

nuevamente aplicando el teorema de la bisectriz sobre el triangulo H BC' se tiene

CH HI

BC — BI

CH 1

BC 2

BC
CH ==~

AC=AH+CH
AB BC
:—+—

2 2
_ AB+ BC

2
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2.1. Criterios de Semejanza de Triangulos

Definicién 2.2. Triangulos semejantes.

Decimos que el AABC es semejante al AA'B'C’ (Ver Figura [20), lo cual denotamos asf

ABC ~ A'B'C", si:
AB  AC  BC

AB ~ AC ~ BC

/BAC = /B'A'C', ZABC = LA'B'C', ZACB = LA'C'B'.

Figura 20. Definicién de semejanza

El siguiente enlace se muestra un aplicacién en Geogebra, donde muestra la razén que mantiene los

lados de dos triangulos que son semejantes
https://www.geogebra.org/m/WThkX8W7.

En los tres teoremas que se muestran a continuacién (los cuales son una aplicacién del teorema de
Thales) se establecen las condiciones minimas para demostrar que dos tridngulos son semejantes, a

los cuales denominaremos: Criterios de Semejanza de Tridngulos.

Teorema 2.11. Primer criterio de semejanza de tridngulos: (A-A)

Si dos angulos de un tridangulo son congruentes con dos angulos de otro triangulo, entonces

los dos tridngulos son semejantes.

Demostracién
Supongamos que en el AABC y AA'B'C’ se tiene que ZABC = LA'B'C' y ZACB = LA'C'B,
entonces ZBAC = ZB'A'C" (Por la suma de dngulos internos en un tridngulo).

Sea D € ABy E € BC tales que BD = A'B'y BE = B'C’,
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Figura 21. Primer criterio de semejanza

dado que ZDBE = ZABC = LA'B'C’, se sigue por criterio (L-A-L) que AADE ~ NA'B'C’,
por consiguiente ZADE = /A'B'C' = ZABC, de donde DE || AC (por ser iguales los dngulos

correspondientes), ocupando el teorema de Thales para tridngulos resulta:

AB  BC
BD  BE
y por consiguiente
AB BC
A/B/ = B/C/ <11)

Sea F € AC tal que DF || BC, entonces FC = DE = A'C’ (porque DECF es paralelogramo y
por ser ADBE congruente con AA'B'C") y aplicando el teorema de Thales para tridngulo en el
triangulo ABC' resulta

AB_AC
BD  FC
o lo que es lo mismo
AB AC
A/BI = A/C/ (12)

Luego, de y se tiene que:

AB  AC _ BC
AB T ACT T BICT

Asi, se ha demostrado que los tres pares de angulos son congruentes y los tres pares de lados son pro-

porcionales, por lo tanto, AABC ~ AA'B'C’.
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Teorema 2.12. Segundo criterio de semejanza de tridngulos: (L-A-L)

Si un angulo de un triangulo es congruente con otro angulo de otro triangulo y los lados que
comprenden al angulo en el primer tridngulo son respectivamente proporcionales a los lados

que comprende al angulo en el segundo triangulo, entonces los dos tridngulos son semejantes.

Demostracion
I ot o AB BC — _
Suponga que el ZABC = ZA'B'C" y que 1B — BO Sea D € AB y E € BC tales que
BD = A'B'y BE = B'C".
B
BI
D E
A i A e

Figura 22. Segundo criterio de semejanza

Entonces por el criterio (L — A— L), AADE es congruente con AA'B'C’; de lo cual se deduce que

AB  BC
ZADE = ZA'B'C’. Por otra parte tenemos que: 50 - 857 utilizando el reciproco del teorema
de Thales, resulta que DE || AC, de lo cual a su vez se deduce que ZEDB = ZC AB, por angulos

correspondientes entre paralelas. Finalmente, por transitividad se tiene que ZCAB = ZC'A'B’. Por
lo tanto, AABC ~ ANA'B'C’, debido al primer criterio (A — A).
|

Teorema 2.13. Tercer criterio de semejanza de triangulos: L-L-L

Si los tres lados de un tridngulo son respectivamente proporcionales a los tres lados de otro

triangulo, entonces los dos triangulos son semejantes.

Demostracion
AB AC BC

AB ~ AC ~ BC

Por hipétesis se tiene que: y como antes sean D y F puntos sobre AB y
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BC respectivamente tales que BD = A'B’ y BE = B'C’. Entonces por el reciproco del teorema de
Thales para tridngulos se tiene que DE || AC'y por consiguiente el /CAB = /EDB y el /ZBCA =

AB AB A
/BED, de donde jélBC’;CADBE (por el criterio A— A). Implica que 4B — BD — D(L;’

por transitividad DE - B de donde DE = B'C’.

luego

En consecuencia AADE ~ ANA'B'C’ (por el criterio L — L — L), de lo cual se sigue que ZA'B'C" =
LADE y LA C'B' = ZAED, y por transitividad ZA'B'C' = ZABC y LA C'B' = ZACB =. Em-
pleando el primer criterio de semejanza A— A implica que AA’B'C' ~ AABC.

3. Ejemplos

Luego las definiciones y teoremas enunciados y demostrados, estudiaremos algunos problemas en el
que se aplique la teoria. El primer ejemplo es otra demostracién del teorema de Pitdgoras basandose

en los criterios de semejanza de triangulos.

v Ejemplo 3.1
Demostrar en todo triangulo rectangulo se cumple que la suma de los cuadrados de sus catetos

es igual al cuadrado de su hipotenusa.

Demostracién

Sea el triangulo rectangulo ABC', trazamos la altura BH como se muestra en la Figura

90° —

« 90° — «

Figura 23. Teorema de Pitdgoras
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Los tridngulos BAH y BAC son semejantes de debido a que tiene dos angulos iguales. Entonces

AB AH BH
AC ~ AB ~ BC

de donde
AB* = AC - AH (13)

y puesto que los tridngulos ABH y ABC' también son semejantes porque tiene dos angulos iguales,

se obtiene
HC _ BH BC
BC AB AC

de donde
BC?*= AC-CH (14)

finalmente, si sumamos las relaciones y (14) obtenemos

BC?*+ AB?* = AC-CH + AC - AH = AC - (HC + AH) = AC - AC = AC*?

En el siguiente ejemplo realizaremos otra demostracion del corolario [2.4].

v Ejemplo 3.2
Teorema del centroide: para cualquier triangulo ABC', sus tres medianas se interceptan en un

punto comin G y cada mediana es dividida en razén de 2 : 1.

Demostracion

Se construye el tridngulo BAC' de tal manera
que las medianas AD y BE se interceptan en
un punto G, luego por el punto D se traza el

segmento DH donde H estd sobre EC que

cumpla que DH || BE como se muestra en

la Figura [24]

Figura 24. Teorema del centroide
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Aplicando el teorema de la base media sobre el

triangulo BEC' se tiene

AE = EC =2FEH

y puesto que los tridngulos AHD y AEG son se-

mejantes por el criterio (A — A), se tiene que

AD AH

AG  AE
AD 3
AG 2
AG+GD 3
AG 2
DG 1
AG 2

Recordatorio

Teorema de base media: se verifica que

B _
MNZTquueMNHBC

Por el punto E se traza el segmento EK donde K estd sobre DC' de forma que EK || AD. Utilizando

el teorema de la base media sobre el tridngulo AC'D se tiene

BD =CD =2DK

y puesto que los tridngulos BEK y BGD son semejantes por el criterio (A — A), se tiene que

BE _ BK
BG  BD
BE 3
BG 2
BG+EG 3
BG 2
EG 1
BG 2

Ahora, veamos que las tres medianas concurren. Supongamos que lo contrario, es decir, que la

mediana C'F corta a la mediana AD en un punto G’, entonces éste punto también debe cumplir

DG

AG

de donde G = G'. Por tanto AD, BE y C'F concurren en G.

v'Ejemplo 3.3

En un tridngulo ABC, se traza la mediana AD y se ubica el punto E sobre AD tal que BE = AC.

La prolongacién BE intercepta en F a CA. Demuestre que AF = EF.
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Solucién

Por el punto C trazamos la paralela a AD y
se prolonga BF hasta cortar a la paralela en
el punto GG, como se muestra en la Figura [25]

de ello resulta

LEAF = ZFCG

LAEF = ZFGC

Por lo tanto, los triangulos FAF' y FGC son

. - , Figura 25. Ejemplo
semejantes por el criterio (A — A), asi:

Recordatorio

AF FC AF+FC AC Si

EF GF EF+FG EG

AC AF
pero por hipotesis, BE = AC y ademas BE = EG, entonces — = 1, por tanto — = 1.
EG EF
|

v Ejemplo 3.4
En el tridngulo BAC, AD, BE son medianas sobre los lados BC' y AC respectivamente. Si

ZDAC = ZCBFE = 30°, demuestre que el tridngulo BAC' es equilatero.

Demostraciéon Considerando los datos del problema se construye la Figura [26]

A

Figura 26. Ejemplo
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Los triangulos AC'D y BEC' son semejantes dado Z/DAC = ZCBE = 30° y comparten el ZECB

(A-A), entonces se cumple
AC DC 2DC BC
BC ~ EC 2EC AC
de donde

El tridngulo rectangulo de 30,60 cum-

AC? = BC?* — AC = BC ple que:

Lo que implica que ABAC es isosceles. En el
1
triangulo BEC' el ZCBE = 30°, EC = §AC =

1
§BC’ , se genera el triangulo notable de 30,60 en-
tonces /ZBEC = 90°, asi ZACB = 60°, como

ABAC es isosceles resulta que todos los angu-

los son de 60°, por lo tanto el tridngulo ABC' es

equilatero.

v Ejemplo 3.5
En un tridngulo ABC D y E estén sobre los lados BC' y AB respectivamente, F esta sobre el

lado AC tal que EF es paralela a BC, G esté sobre BC de manera que EG sea paralela a AD.

Demuestre que
EF EG

BC T AD ~

Demostraciéon. Se construye la Figura 27| a partir del enunciado del problema.

Figura 27. Ejemplo
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Sabemos que ZAEF = ZABC, /ZEFA = ZBCA por ser angulo correspondiente de recta paralelas,
aplicando el criterio (A — A) los tridngulos AEF y ABC son semejantes, de donde obtenemos las
siguientes relaciones
EF AE AF
BC AB AC
Por otro lado, /BGE = /BDA, /GEB = ZDAB por ser angulo correspondiente de recta paralelas

(15)

los triangulos EBG y ABD también son semejantes, de donde obtenemos la siguiente relacion

EG EB BG

AD  AB  BD (16)
Combinando las ecuaciones y tenemos
EF+EG:AE_'_EB:AE%—EB:1
BC AD AB AB AB
[

v Ejemplo 3.6
En un tridgngulo ABC, AB = 8, BC =7, CA = 6. Se extiende BC hasta un punto P tal que

APAB ~ APCA, encuentre la longitud de PC.

Solucién
Considerando el enunciado del problema se cons- 4
truye la Figura 28] .
6
La hipétesis es que APAB ~ APC A resulta
PA AB PB
PC  CA PA B ! c : P
PA 8 x+7
r 6 PA
Figura 28. Ejemplo
donde
PA 8
zr 6
4
PA=-
5%
y utilizando la otra igualdad
8 x+7
6 PA
A 3(x 2— 7)
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[gualando se tiene

4x_3:c—|—21
3 4
4x 3x_21
3 4 4
7 _21
127 T 1
12-21 63 9
rT=—— = — =
74 7

v'Ejemplo 3.7
ABCD es un rectangulo con AD = 2, AB = 4. P esta sobre AB tal que AP : PB = 2 : 1,

CFE 1| DP en E. Encuentre CE.

Solucién
Considerando el enunciado del problema se

construye la Figura [29]

AP 2

PB 1

lo cual implica que AP = 2PB, y que

AB = AP + PB
4=2PB+ PB
4
- =PB
3

8
Por lo que AP = 3 aplicando el teorema de

Pitdgoras se tiene Figura 29. Ejemplo

Por otro lado, se tiene que ADAP ~ ADEC por el criterio (A-A), debido a que tiene un éngulo
de 90 grados y ZPDA = /ZECD.
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AB  DC
10
EC _ 3
2 4
5
EC ==
3

\/Ejemplo 3.8
En un AABC, ZA = 2/B. Demuestre que AC* + AB - AC = BC”.

Segun el enunciado del problema se construye la Figura ademds se traza la bisectriz AD.

B

Figura 30. Ejemplo

Por el criterio (A—A) tridngulos ADC'y ABC' son semejantes, porque comparten ZABC'y ZADC =
/CAB. Resulta

AC  DC  AD

BC = AC — AB = AC-AB=DBC-AD

Por otro lado,

AC  DC

BC AC:>AC BC-CD
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Combinando los resultados anteriores

AC?* 4+ AB - AC = BC - DC + BC - AD
— BC-DC + BC - BD
= BC - (BD + DC)

— BC - BC
= BC?

v Ejemplo 3.9
En un tridngulo ABC donde BC = 2AB, se traza la altura BH, tal que ZHBC = 3/ABH si

AH =2, determine HC. Como se observa en la Figura [31]

Figura 31. Ejemplo

Solucién

Se traza la bisectriz BD como se muestra en la Figura
Resulta que el triangulo ABD es isosceles debido
a que BH es altura y bisectriz del tridngulo, ademés
AH = HD = 2, entonces AD = 4; aplicando el teorema

de la bisectriz sobre el triangulo ABC resulta

AB  BC

AD  DC

DC  BC

4  AB

D_C _ 2AB Figura 32. Ejemplo
4  AB

DC =8
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Por lo tanto HC=10.

\/Ejemplo 3.10
Demostrar que las tres bisectrices de un triangulo se corta en un punto llamado incentro.

Demostracién

Se trazan las bisectriz AD, BE y C'F' como se muestra en la Figura siguiente.

Figura 33. Ejemplo

Empleando el teorema de bisectriz sobre BE se tiene que

AB  BC N CE  BC
AE  CE AE  AB
Anélogamente se utiliza el teorema de bisectriz sobre AD se tiene que

AC  AB . BD AB
CD BD CD AC

Nuevamente se emplea el teorema de bisectriz sobre C'F se tiene que
AC  BC AC  AF
_——— == — = ——
AF FB BC FB
entonces

AF BD CE AC AB BC
FB CD AE BC AC AHB
—1

Por el teorema 2.8 se tiene que las tres bisectrices se cortan.
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/Ejemplo 3.11
En la Figura34, TB =7, AT =15, AK = KC y GC = 4. Calcular TG.

B

Figura 34. Ejemplo

Solucion
Dado /KTG = /MGC = 0, entonces TK || MB, empleando el Teorema de Thales para el
triangulo ABM se tiene:

AT  AK
TB KM
15 AK
7 KM
15  KC . .
— =K aplicando la propiedad de segmento AC = AB + BC
15 KM+ MC
7 KM
15 = MC
7 KM
8 MC
7 KM
ademds de utilizar el Teorema de Thales para triangulos en el AT'CK resulta que
GC  MC
TG KM
4  MC
TG KM
4 8
TG 7
7
TG = -
2
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/Ejemplo 3.12

. AB BM 3 .
En la Flgura se sabe que: BN 2 FB=FNyAF = 6. Hallar la medida de FC.

Figura 35. Ejemplo

Solucién

Utilizando el teorema de la bisectriz interna sobre el AABF resulta que

AB  BF
AE EF
AB  BF
6 EF
AB 6
BF EF
3_ 6
2 EF
EF =4

. AE 6 _3 _ AE _
CHONCES o = 1 7 3 EF _ MN’

Thales resulta EM || F'N || AB, entonces ZEAB = ZCEB (dngulos correspondiente entre rectas

utilizando el teorema del reciproco del Teorema de

paralelas) y ZABC = ZEMC (édngulos correspondiente entre rectas paralelas) empleando el criterio

(A—A), se tiene que AABC es semejante al AEMC, entonces se tiene la siguiente proporcionalidad

FC FN

AC ~ AB

FC  FB

FC+ AF AB
FC 2
FC+10 3

3FC =2FC + 20
FC =20
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\/Ejemplo 3.13
En un triangulo ABC, recto en B se traza la altura BH, luengo se ubican los puntos medios M

de BC' y N de BH tal que AM = 2AN. Calcular ZBCA.

Solucion

Se construye la Figura |36, a partir del enunciado del problema.

B
y,
90°

N M

90° C

Figura 36. Ejemplo

A partir del figura anterior resulta que

LBCA+ ZLCAB = 90°
LBCA+ LCAB = ZCAB + ZABH
/BCA=/ABH

Dado que AABH y AHBC son rectangulos, y tiene un éngulos iguales empleando el criterio (A-A)

resulta que son semejantes de donde

BH AH AB

BC AB AC
NC AH

BM ~ AB

dado que dos lados de los triangulos ANH y ABM son proporcionales y ademds son tridangulos

rectangulos utilizando el criterio (L — A — L) los tridngulos son semejantes, de ello
NC AH AN
BM  AB  AM
NC AH 1

BM ~ AB 2
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AB

1
por lo tanto 3= 10 = AC = 2AB, entonces el AABC' es el triangulo notable 30, 60 entonces

ZBCA = 30°. |

/Ejemplo 3.14

En la Figura |37 los lados de los cuadrados de menor a mayor miden 4, x y 9. Calcular x.

Figura 37. Ejemplo

Solucion

Dado que el ZBAC = ZDCFE y los triangulos ABC'y C'DFE son rectangulos entonces por el criterio
(A — A) los los tridngulos ABC' y CDE son semejantes, lo que implica que

AB  BC
CD ED
4 x—4

r 99—z
409 —2x) =x(x —4)

36 — 4x = z° — 4z

/Ejemplo 3.15

En un tridngulo ABC' se trazan las cevianas concurrentes AN , BL y C'M. Las prolongaciones

o1 1 1
de M N y AC se cortan en P. Si: 1T ap =5 Calcular AC.

Solucion

Se construye la Figura [38] a partir del enunciado del problema.
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Figura 38. Ejemplo

Aplicando el Teorema de Ceva se tiene

AM -BN-CL=MB-NC-AL
AM -BN-CP=MB-NC-AP

dividiendo (15) entre (16) resulta

CL _ AL
CP AP
CL CP
AL AP
AC — AL AP - AC
AL AP
AC_l__AC+1
AL AP
AC  AC
AL AP
1 12
AL AP  AC
12
5  AC
AC =10
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4.

Problemas

Resolver los siguientes problemas de forma clara, ordenada y justificando a detalle todos sus pro-

Cesos.

1.

10.

11.

Sean AB y CD las bases del trapecio ABCD, cuyas diagonales se interceptan en F perpen-
dicularmente. Si AD = 13, AE = 12 y C'E' = 4 encuentre las longitudes de CD y AB.

. Sea ABC'D un trapecio de bases BC'y AD, sus diagonales se cortanen E. Si BE =3, ED =4

y CE =2, determine la medida de AF.

Las bases de un trapecio miden 3 y 5, y si su altura mide 4. Encontrar la distancia desde el
punto de corte de las diagonales hasta la base mayor.

El AABC es rectangulo en B. Se dibuja un rectangulo BEDF con D sobre la hipotenusa,
1

BE 1-DE’

y F' sobre BC'y AB, respectivamente. Si AB = 1, demuestre que

Sobre la circunferencia de centro O, se trazan los didmetros AB y CD tales que AB 1L CD.
Sea P un punto sobre el arco CBD y @ el punto de interseccién de las cuerdas AP y C'D. Si
DO =1, demuestre que AP- AQ = 2.

Si dos triangulos tienen sus lados respectivamente paralelos o respectivamente perpendiculares,

entonces los dos triangulos son semejantes.

Las alturas, las bisectrices y las medianas homologas de dos triangulos semejantes estan en la
misma razén que sus lados homologos.

AB B A
Sean ABC y A'B'C’" dos tridngulos semejantes con Yo B’g' = ((;:A’

que: la razén entre los perfmetros de los tridngulos es k y que la razén entre sus areas es k>.

= k. Demuestre

. Sea ABC un tridngulo, con D sobre AB, E sobre AC y F sobre BC, tal que DE es paralelo

a BC, Demuestre que BF = FC.

Sea ABC' un tridngulo, con D sobre AB, con E sobre BC'y F sobre AC, tal que AD = 2BD
y FA =2CF. Demuestre que E es punto medio de BC.

Sea I' una circunferencia y dado un tridngulo ABC, sean L, L', M, M' N, N’ los puntos de

corte de la circunferencia con el tridngulo , sobre los lados BC, AC, AB respectivamente.

Demostrar que si AL, BM,CN concurren, entonces AL’, BM', C' N’ concurren.
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12. En el tridngulo ABC, rectangulo en A | se consideran las circunferencias inscritas y circuns-
critas. La recta AM es tangente a la circunferencia circunscrita en el punto A (M es punto
de BC). Sy R son los puntos de tangencia de la circunferencia inscrita con los catetos AC y
AB, respectivamente. La recta RS corta a la recta BC en N. Las rectas AM y SR se cortan
en U. Demostrar que el tridngulo UM N es isésceles.

13. Demuestre que si ABC es un triangulo y AA’ es su bisectriz externa (con A’ sobre BC)

BA"  AB
AC  AC

entonces

14. Demuestre que si ABC' es un triangulo y suponga que las bisectrices internas de B y C' cortan
a CAy AB en b y C' respectivamente y que la bisectriz externa de A corta a BC en A'.

Demuestre que A’, B’, C’ son colineales.

15. Demuestre que si ABC' es un triangulo que los puntos en los que las bisectrices externas cortan

a su lado opuesto correspondientes son colineales.

5. Respuesta a los problemas

= Problema 1. AB = 3v/41, CD = v/41.

s Problema 2. AE = ;

s Problema 3. g

6. Sugerencia

Si desea obtener mayor informacion sobre la semejanza de tridngulos revisar los siguientes enlaces:

= Simulaciones de los criterios de semejanza: https://www.geogebra.org/m/kym7x44R#material/

htDXCTkD

» https://www.jica.go.jp/project//elsalvador/004/materials/kub7pq00002w8xyf-att/

guia_metodologica_primaria_09_05.pdf|

» https://www.matematicasonline.es/cuarto-eso/ejercicios/semejanza2.pdf.
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Circulo y Circunferencia

SUMARIO
o Elementos de la Circunferencia.

Angulos semi-inscrito e inscritos en una circunferencia.

@)

Cuadrilateros ciclicos.

(@)

Area de un circulo.

o

o

Ejemplo.

Problemas.

O

Al finalizar el estudio de este capitulo sera capaz de

= Resolver problemas donde se aplica las pro-
piedades de los angulos semi-inscritos e ins-

critos en una circunferencia.

= Resolver problemas donde se aplica las pro-

piedades de los cuadrildateros ciclicos.



Introducciéon

El ultimo material de la asignatura de Geometria Euclidea, empieza con la narrativa de la historia
del ntimero pi, presentado datos curiosos, luego se define el concepto de circunferencia tiene hacien-

do mencién a los elementos que poseen.

Continuando el estudio de los dngulos en una circunferencia los siguiente aspectos: definicion, cla-

sificacion y propiedades con sus respectivas demostraciones.

Posteriormente, se abordara la relaciéon que existen entre triangulos, cuadrilateros, rectas con las
circunferencias, por ejemplo los cuadrilateros ciclicos, rectas tangentes, etc., Ademés de enunciar

las propiedades se demostrard detalladamente.

Otro tema que se estudiard que esta muy relacionado con circunferencia nos estamos refiriendo
al circulo, resaltado de este sus elementos y propiedades y enfocdndonos en encontrar secciones de
areas acotadas por figura planas conocidas entre estas el circulo. Finalizando la pare Tedrica e esta
unidad se demostrara las relaciones métrica mas importante en la circunferencia. Como el todos los
anteriores materiales esta la parte de los problemas resueltos y de los problemas propuestos estos

con el fin de fijar y adquirir la habilidad de utilizar la teoria en la resolucién de problemas.



1. Historia del numero Pi

El nimero 7 es un nimero muy popular en la Matematica, todos lo hemos estudiado y recordamos
su valor aproximado; 3, 14159...., pero ;de dénde le viene esa popularidad y esa fascinacién que ha

ejercido en la mente de todos los hombres de ciencia a lo largo de los anos?

Sean dos circunferencias de longitudes; C

C5 de diametros respectivos D y Dy. Com
son dos figuras semejantes, podemos estable
cer la relacion de proporcionalidad entre s

longitud y su didmetro

¢y Oy

Dy Dy

esa relacion de proporcionalidad, indeper

diente del tamano de la circunferencia, lo re

presentamos con el simbolo 7.
Figura 1.

El problema viene ahora. ;Cual es el valor numérico de ese simbolo, cuanto vale 77 No, es una
pregunta sencilla ni mucho menos. De hecho, la bisqueda de 7 le ha llevado milenios a la humani-

dad. Repasemos un poco la historia de esa busqueda.

En las tablillas babilonias se le asigna de una forma aproximada el valor 3 a la relaciéon entre
la longitud de una circunferencia y su didametro. En la Biblia, en el libro de las Crénicas, se describe
un recipiente circular que formaba parte del templo de Salomén. Alli se especifica su tamano; “diez
codos de ancho y un cordén de 30 codos lo cenia a su alrededor”. Es decir, asignaba el valor 3
a nuestro ntmero 7 al igual como la cultura babilonia. Si se recuerda el largo cautiverio de los
judios no se debe extranar nos de la gran influencia que la cultura babilonia junto con sus mitos,
costumbre y religion ejercieron sobre el pueblo hebreo. Afortunadamente, nadie tomé esas palabras
de la Biblia como parte fundamental del dogma judio o cristiano, pues de lo contrario, todas las
ruedas de la cristiandad debieran transformarse en bonitos pero incomodos hexdgonos regulares.

Esa aproximacion grosera fue mejorada posteriormente. Los arquitectos fenicios y egipcios usaban



el valor.
T = ? = 3,142857143 - - -

Este valor aproximado difiere del real en poco mds del 0,04 %, valor suficientemente bueno a efectos
de calculos técnicos pero los griegos sabian que ese valor no era correcto e intentaron descubrir
su secreto. En la gran piramide de Keops la relaciéon entre el perimetro de la base y su altura es

aproximadamente el valor 2.

Arquimedes de Siracusa puso cerco a la circunferencia. Inscribié un poligono regular dentro del
circulo y circunscribié otro del mismo niumero de lados por fuera. Conociendo los perimetros de
los poligonos inscrito y circunscrito, sabemos que el perimetro de la circunferencia se encontrara

entre esos dos valores. Cuanto mayor sea el nimero de lados de los poligonos mas precision obtendra.

Inicia primero con un triangulo, luego un cuadrado, pentdgono, hexagono, etc. al ir aumentando el
niumero de lados los poligonos van aproximandose a la circunferencia y consecuentemente el niimero
7 se puede aproximar cuanto se quiera sin mas que aumentar el nimero de lados. Arquimedes llegd

a usar un poligono de 96 lados con lo cual obtuvo para 7 el valor.

3123
_ 222 3941851107 - - -
T 994 T

Que difiere del valor verdadero en 1 parte por 12,000. En China, en el siglo V', se mejoré el método

de Arquimedes cuando se descubri6 la mejor aproximacién a 7 en forma del niimero racional.

Si quiere leer mas sobre el tema de nimero 7, puede revisar el siguiente enlace http://vviana.

es/doc/E1%20numero720Pi . pdf

w290 3,14159292 - - -
113

2. Circunferencia y Circulo.

2.1. Elementos de la Circunferencia

Primeramente se va estudiar el concepto de circunferencia, posteriormente con los conceptos rela-

cionados con una circunferencia.


http://vviana.es/doc/El%20numero%20Pi.pdf
http://vviana.es/doc/El%20numero%20Pi.pdf

Definicién 2.1. Circunferencia

Es el lugar geométrico de puntos que equidistan de un punto dado, llamado el centro de la

circunferencia; la distancia de cada punto de la circunferencia al centro es el radzo.

Por otra parte, todos los puntos que estan a una distancia del centro menor o igual al radio forman

el circulo; estos puntos quedan “al interior” o sobre la circunferencia.

Si Ay B son dos puntos de una circunferencia, el segmento de recta AB define una cuerda; en
particular, si el centro de la circunferencia pertenece a la cuerda, ésta es llamada didmetro. Es
importante mencionar que para cada punto de la circunferencia existe exactamente un punto dia-

metralmente opuesto.

En la Figura [2| se tiene una circunferencia
de centro O y radio r = OA = OB = OA; B
AB y AA’ son cuerdas, pero AA’ es también
didmetro, por lo que A’ es diametralmente

opuesto a A y viceversa.

Observe que por la desigualdad triangular A A
aplicada al triangulo isosceles AAOB
AB < AO+ BO
= r—+r
= AA Figura 2. Elementos de una circunferencia

Si A es un punto fijo, esta desigualdad es valida para cualquier punto B sobre la circunferencia
(excepto cuando B = A’ 1o cual implica AB = AA’). Esto quiere decir que el didmetro es la mayor

de todas las cuerdas.

2.2. Angulos en la Circunferencia

Las porciones de circunferencia que quedan entre dos puntos ubicados en la circunferencia, se les
llama arcos de circunferencia; note que dos puntos sobre una circunferencia definen dos arcos
de circunferencia como lo indica la |2, AB, forman dos arcos.

Si un angulo tiene vértice sobre el centro de la circunferencia y estd formado por dos radios, sera



llamado dngulo central; por ejemplo, ZAOB hace referencia a dos dangulos, cuya suma es 360°, y
subtienden respectivamente a uno de los arcos AB como lo indica la Figura

Finalmente, si un angulo tiene el vértice sobre la circunferencia y esta formado por dos cuerdas,

serd llamado dngulo inscrito; en la Figura[2), ZAA'B es un angulo inscrito que subtiende al arco AB.

Teorema 2.1.

El angulo central es el doble del dngulo inscrito que subtiende el mismo arco. Es decir que
/A'OB
LA'AB = 5

Demostracién

Considere la Figura [3| se demostrarda que ZAOB = 2/APB en los tres casos mostrados.

Figura 3.

En la circunferencia de la izquierda, sea P’ el punto diametralmente opuesto a P; observe que

ANAPO y ABPO son triangulos isosceles, y por el teorema del dngulo externo se tiene

Recordatorio

LAOB = ZAOP' + ZBOP'  saplic. teorema 1.1 a) Teorema 1.1 a) establece § + v = «
= (LAPO + LOAP) + (/BPO + LOBP) p
= 2/APO + 2/BPO g
=2(LAPO + ZBPO) a
= 2/APB PO 5 : c




El caso de la circunferencia de en medio de la [Bl se deduce:

/AOB = Z0OPB + ZPBO el AOPB es isésceles.
=2/0PB

Para la circunferencia de la derecha de la Figura [3, el trabajo es andlogo y sélo cambia en un

pequeno arreglo algebraico

ZAOB = /P'OB— ZAOP' aplicando teorema 1.1 a)
= (4BPO + LOBP) — (LAPO + LOAP)
= 2/BPO —2/APO
— 2(LBPO — ZAPO)

= 2/APB

Corolario 2.1.
Todos los dngulos inscritos que subtienden el mismo arco son iguales (Ver Figura E[) En

particular, los dangulos internos son iguales a 90° si subtienden a una semicircunferencia.

Figura 4.

Demostracion

Todos los angulos mostrados en la Figura [4| son iguales a la mitad del ZAOB, y por tanto, son
iguales entre si. En particular, si AB fuera un didmetro, ZAOB = 180° y por tanto ZAPB = 90°.
|



Hay un par de angulos més que son importantes: si un punto P es interno a la circunferencia, el
angulo de vértice P formado por dos cuerdas que pasan por P se llama angulo interior. De forma
similar, si P es exterior y dos cuerdas de la circunferencia (al prolongarse) pasan por P, el déngulo

con vértice P es llamado angulo exterior.

Teorema 2.2.

Los angulos interior y exterior mostrados en la Figura [5| cumplen las férmulas siguientes:
JAQC — ABOD—zi—ZAOC
JAPC — /ZBOD — ZAOC
2
D
A ﬂ
P c B
Figura 5.

Demostracién:

ZBOD + £ZAOC

= Demostrara que ZAQC = 5

Considere la Figura [} aplicando el teorema [2.1] tenemos que

2/BAD = /BOD vy 2/ADC = /AOC

ZBOD LAOC

/BAD = y LADC = ==




luego

/DQA = 180° — (/BAD + /ADC)

s <4B20D . 4A200)

Por angulos suplementarios

/BOD /AOC /BOD + ZAOC
5 T T T 2

ZAQC =

£ZBOD — LAOC

= Demostrara que ZAPC = 5

Considere la Figura [5] aplicando el teorema [2.1

LAOC = 2/ABC entonces LZABC = 2400
por angulos suplementarios, se obtiene
/ZPAB =180 — ZBAD = 180 — £BOD
entonces
ZAPC = 180 — (LABC + ZPAB)
_ 180 LAOC + (180 — /ZBOD
2 2

_ £4BOD ZAOC

B 2 2
entonces

£ZBOD — LAOC

LAPC = 5

|
Los teoremas demostrados anteriores, son muy utilizados debido a la relaciéon que nos proporciona
entre dangulos centrales y los angulos: inscritos, interiores o exteriores. Tomar en cuenta estos resul-

tados, debido a que se hara uso de ellos en los ejemplos mostrados en esta unidad.

Teorema 2.3.

Todo triangulo se puede inscribir en una circunferencia, ademas las mediatrices se cortan en

un punto el cual es el centro de la circunferencia.
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Demostracion
Trazamos las mediatrices de los lados AB y AC que tienen la propiedad de que sus puntos equidistan

de los extremos del lado, y llamemos O al punto de interseccién, ademas construimos los segmentos

AO, BO y CO, como lo muestra la figura siguiente

Figura 6.

Nos aparecen cuatro tridngulos AAOE, AEOB, NAOF y AFOC, en donde AAOFE es congruente
con el AEOB por el criterio (L-A-L). También, el AAOF es congruente con el AFOC, por el
criterio (L-A-L). Entonces AO = BO = CO por tanto la perpendicular al segmento BC que pasa
por el punto O corta a este segmento justamente en el centro ya que ABCO es isésceles. Obtenemos
entonces que el punto O es la interseccion de las tres mediatrices y es el centro de la circunferencia

que se andaba buscando.

Figura 7.
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3. Cuadrilateros Ciclicos.

Luego de estudiar los elementos de una circunferencia, ahora se abordara la propiedades que se nos
proporcionan un cuadrilatero que esta inscrito en una circunferencia, dicho cuadrilatero se denomi-

na cuadrilatero ciclicos o inscritos, pero de manera forma se enuncia asi.

Definicién 3.1. Cuadrilatero ciclico

Ahora suponga que sobre una circunferencia se ubican cuatro puntos A, B, C', D, como se
muestra en la Figura [§. Al cuadrildtero ABCD se le llama cuadrildtero ciclico o conciclico.
Cumple que

LABC + ZCDA =

+ = = 180°.

| ™

|9

Figura 8.

Y analogamente ZDAB + ZBCD = 180°. Esto significa que si ABC'D es un cuadrilatero ciclico y
convexo, entonces los angulos opuestos son suplementarios. Para ello se plantea el siguiente teorema

que nos establece una propiedad para identificar si un cuadrilatero es ciclico.

Teorema 3.1. Propiedad de cuadrilatero ciclico

El cuadrilatero convexo ABC'D es un cuadrilatero ciclico si y sélo si

LA+ £C =180°= 4B+ 4D

13



Demostracién

Tenemos que probar doble implicacion
= 7=" es por la definicién de cuadrilatero ciclico.

» "< esta implicacién se demostrara por contradiccién: si se supone que ABCD es tal que

/B + ZD = 180° pero no es ciclico.

Se define el punto D’ como la otra intersec-

cién de AD con el circucirculo del AABC,

B
C
como ABCD' es ciclico (por construccién)
entonces
/B+ /D" = 180°
LB+ /LD = LB+ /4D A D'

/4D =/D

implica C'D || CD’ (rectas paralelas que se
cortan en C') lo cual implica una contradic-
cion.

Figura 9. Representacién grafica de la demostracién de teorema

Teorema 3.2.

El cuadrilatero convexo ABC'D es un cuadrilatero ciclico si y sélo si se cumple alguna de las

siguientes igualdades

C
LABD = LZACD
/LBCA=/ZBDA
A
/LBAC = ZBDC D

LCAD = /ZCBD

Figura 10. Representacion de la demostracion del teorerha
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Demostracién

Como un teorema de doble implicacién, se probard ambas implicaciones

» "=" 81 ABC'D es cuadrilatero ciclico existe una circunferencia que pasa por los vértices, como

en la Figura [9 donde las iguales siguiente son iguales debido a que subtienden a un mismo

arco.
/ABD = /ACD subtienden el arco AD
/BCA = /BDA subtienden el arco AB
/BAC = /BDC subtienden el arco BC
ZCAD = /CBD subtienden el arco CD
n T

Se un cuadrilatero ABC'D que cumple las igualdades y se probarda que es un cuadrilatero

ciclico.

Figura 11. Representacion grafica de la demostracion del teorema

Los angulos internos del tridangulo ABC' cumplen

LB+ ZLCAB + £ZBCA = 180°
/ZB+ /ZBDC + ZBDA = 180°

LB+ /D = 180°

aplicando el teorema |3.1] resulta que el cuadrilatero ABC'D es ciclico.

Recordatorio

Es importante recalcar que no todo cuadrilatero puede ser inscrito en una circunferencia; por

ejemplo, un paralelogramo no sera ciclico a menos que sea rectangulo.

15



3.1. Rectas y Circunferencias tangentes a una circunferencia

Dada una circunferencia, una recta puede ser tangente o secante a la circunferencia, dependiendo
si la corta en uno o dos puntos, respectivamente; en cualquier otro caso, se dice que la recta no

corta a la circunferencia.

Recordatorio

Cuando la recta es tangente a la circunferencia puede considerarse como un caso muy peculiar

en el cual los “dos” puntos de corte coinciden.

Se estudiara los siguientes teoremas los cuales nos proporcionan propiedades que relacién las rectas

y circunferencia.

Teorema 3.3.

Una recta [ corta a una circunferencia de centro O en dos puntos distintos A y B si y sélo si

un angulo entre [ y OA es agudo.

Demostracién

Sea [ una recta secante a la circunferencia que corta a la circunferencia en Ay B (A # B) como se

muestra en la Figura [12} como el AAOB es is6sceles, ZOAB < 90°.

.

Figura 12. Teorema

16



Reciprocamente, si por A se traza una recta [ tal que

uno de los angulos que forma con OA es menor que 90°, » B
se puede construir un punto B sobre [ tal que ZOAB = i

ZABO < 90° y A # B (basta proyectar O sobre [ y

luego reflejar A con respecto a este punto, el resultante

es el punto B) como lo muestra la Figura entonces el

ANAOB es iso6sceles, por lo que OA = r = OB, es decir

B pertenece a la circunferencia y por tanto [ corta a la

. . __ Figura 13.
circunferencia en dos puntos distintos. &

Corolario 3.1.

Si [ es una recta tangente en A, en una circunferencia de centro O, ninguno de los angulos

entre [ y OA puede ser agudo, y por tanto I L OA.

Observar que [ es tangente a la circunferencia, entonces los puntos H = A, donde H es perpendicular

a [, por lo tanto | L OA. A partir de este resultado se prueban otros resultados muy conocidos y

utiles.

Teorema 3.4.

Dado un punto P externo a una circunferencia de centro O, si PA y PB son segmentos
tangentes a la circunferencia en A y B, respectivamente, entonces el cuadrilaitero PAOB es

ciclico.

Demostracién

Se construye la Figura Se trazan las rectas que
pasan por los segmentos PA y PB, aplicando el
corolario [3.1] se tiene que ZOAP = ZOBP = 90°,
luego ZOAP 4+ ZOBP = 180°, aplicando el teore-

ma (propiedad de cuadrilatero ciclico), resulta

que APBO cuadrilatero ciclico.
[

Figura 14.
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Corolario 3.2.

Dado un punto P externo a una circunferencia de centro O, la circunferencia de diametro PO

corta a la circunferencia dada en dos puntos A y B tales que PA y PB son rectas tangentes.

Demostracion

A partir de los datos del corolario se construye la Figura [15]

Figura 15.

donde los tridangulos APO y PBO son rectangulos dado que ZOAP = ZPBO = 90° ya se ambos
subtienden a una semicircunferencia, entonces, aplicando corolario se tiene que PA y PB son

tangentes.

Definicion 3.2.

El angulo semi-inscrito en una circunferencia es aquel que se forma con una cuerda y la recta

tangente en alguno de los extremos de la cuerda.

Luego de la definicién anterior, se demostrara el siguiente teorema en donde relaciona el dngulo

semi-inscritos y el arco que subtiende.

Teorema 3.5. Propiedad de angulo semi-inscrito

La medida del dngulo semi-inscrito definido por la cuerda AB es igual a la medida de un

angulo inscrito que subtiende al arco AB.

18



Demostracién

Considere la Figura [0

Figura 16.

Como P es un punto exterior por el corolario entonces PA y PB son tangente a la circunferencia
de centro O, aplicando el teorema (3.4} resulta AP BO es ciclico, entonces Z/PAB = /PO B; ademas,
los triangulos recténgulos APO y OPB son congruentes, dado que AO = OB, comparten el lado
OP y AP = PB (criterio L — L — L), entonces ZPOB = ZPOA, por lo que

/PAB = /POB
2/PAB = /POB+ ZPOB
2/PAB = /ZPOB+ ZPOA

2/PAB = /ZAOB

JPAB — LAOB

/PAB = /AQB

[ |
Por otra parte, dado dos circunferencias puede ser secante o tangente a la primera, dependiendo si
la corta en uno o dos puntos, respectivamente; en cualquier otro caso se dice que las circunferencias

no se cortan.

Recordatorio

También se puede considerarse a las circunferencias tangentes como un caso especial de cir-

cunferencias secantes en el cual los puntos de corte coinciden.

19



Ademas, dos circunferencias pueden posicionarse una dentro de la otra, y claramente, la circunfe-
rencia de radio mayor es la externa mientras que otra es la interna; particularmente, si las circun-
ferencias tienen el mismo centro se llaman concéntricas. Finalmente, combinando estas definiciones
se tienen las circunferencias tangentes exteriormente y las tangentes interiormente.

A partir de las aclaraciones anteriores se enunciara los siguientes teoremas que establece propieda-

des, cuando se tiene la interseccién de dos circunferencias.

Teorema 3.6.
Dadas dos circunferencias de centros O; y Oy que se cortan en dos puntos distintos A y B,

se cumple que 0,0, L AB.

Demostracién

Se construye la Figura

Figura 17.

Como O es punto exterior, A y B son puntos de corte con la circunferencia de centro Oy, aplicando
el corolario resulta O, A v O, B son tangentes a la circunferencia de centro Oy, entonces AO, AB
y AO105B son triangulos rectangulos,ademds son congruentes, dado que AO; = OB, comparten
el lado 01052 y AP = PB (criterio L — L — L), entonces ZPOB = ZPOA. A partir de lo anterior
010, es bisectriz, mediana y altura del tridngulo isésceles O;AB |, por tanto AB 1 0,02.

[
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Teorema 3.7.

Si dos circunferencias de centros O; y O, son tangentes en A, se cumple que O1, A y O, estan

alineados.

Demostracién

Se construye la Figura tal que [ es tangente a la circunferencia de centro Oy y Os.

Figura 18.

Por el corolario se tiene que O1A L [y OyA 1 [, entonces O1 A || O2A.
[ |

Teorema 3.8.

a) Dos circunferencias, una dentro de la otra, no tienen rectas tangentes en comun.
b) Dos circunferencias tangentes interiormente tienen una recta tangente comun.

¢) Dos circunferencias secantes (en dos puntos distintos) tienen dos rectas tangentes en

comun.
d) Dos circunferencias tangentes exteriormente tienen tres rectas tangentes en comuin.

e) Dos circunferencias no secantes y tal que ninguna contiene a la otra, tienen cuatro rectas

tangentes en comun.

21



Construccion de proposiciones de los literales anteriores.

Literal a)
O
" e
Figura 19. Literal a)
Literal b)
Figura 20. Literal b)
Literal c)
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Literal d)

Figura 22. Literal d)
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4. Circulo

En esta seccion se abordaré el estudio de la definicion de circulo, enfocandonos en el calculo de area

de la regién determinada.

Definicién 4.1. Area de un circulo

El area de un circulo es igual a la mitad de la longitud de su circunferencia multiplicada por

el radio de la misma.

2
Acirculo =7-R

Luego enunciar la férmula, para determinar el area de un circulo, se estudiara el area e una parte

de un circulo.

Definicién 4.2. Area de sector circular

El area de un sector circular es igual al area del circulo correspondiente multiplicado por el
cociente entre su angulo central y 360°.
Sea AOB el sector circular de area A, radio R y angulo central 6. Luego:

0
P2
R 360°

AsectorABC =T

Figura 23. Area de sector circular

Los siguientes teorema establecen relaciones entre dreas de las regiones determinada por figuras
planas y los lados o radios segiin sea el caso. En las demostraciones de estos teoremas se aplicara

las operaciones entre areas de triangulos, cuadrados, circulo o sector circular.
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Teorema 4.1. Linulas de Hipdocrates

Sobre los catetos de un triangulo rectdngulo se construyen exteriormente semicirculos, enton-
ces el area del triangulo rectangulo serd igual a la suma de las areas de las linulas determinada,

por los semicirculos y el circulo circunscrito al triangulo rectangulo.

Sea A el area del tridangulo rectangulo, Ay, A, las areas de las linulas. Luego se cumple la relacion:

Apape = A1 + Ag

Figura 24. Lunulas de Hipocrates

Demostracién

Se tiene que la suma de las areas de las regiones A; y As es:

A+ Ay = Area de semicirculo de didmetro AB + Area de semicirculo de didmetro BC

— (Area de semicirculo de didmetro AC — Area del triangulo ABC)
B AB? BC? (A02 _AB- BC’)

s TP R TR 2
AB? + BC? AC? AB - BC
= —g ™ — S T+ 5 aplicando el teorema de Pitagoras

_Ac¥. AC¥  AB-BC

= T — T+ 5
__AB-BO/g
2
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Teorema 4.2.

Sea un cuadrado de lado a, entonces las sumas de las dreas de las regiones Ay, As vy A3 de la

Figura [25| es

a2

Av+As+Ag =7

Figura 25.

Demostracion

A partir de la figura se tiene que

As = Area del triangulo ADC — Area de sector circular ACD

2 360°
. CL2 CL27T
T2 8

sea F el punto medio de BC, y @ es el punto de intersecciéon de AC y el semicircunferencia de

didmetro BC.

A, = Area de sector circular QEC — Area del triangulo QC'E

a a
2 o — =
_e 90 2 2
4 360° 2
a’> 90°  a?
_@ 90
4 360° 8
a2 a2
1608
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Sea P el punto de interseccién de AC'y el arco BD.

Ay = Area del sector circular BOP — (Area del sector circular BEQ + Area del AQC’E)

o 45° <a2 90° az)
=a'rm + |7 + =

360° 4 360° 8
_a*n a? a?
8 1608
entonces
2 2 2 2 2 2 2
A1+A2+A3 a—ﬂ'—%‘i‘ﬂ—a[— —% % %
a2 a2 a2 a2
ZZZ —§+7Z Y/ T2 78Z
- a? a? a?
“T3s T332
a?
Ty

Sea un cuadrado de lado R, entonces el area de la region A, de la Figura [20] es

2
A, = Zz(W—Q)

Figura 26.
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Demostracion
Si se traza el segmento AC el cual divide el drea de la regién de color blanco en dos partes iguales

que es:

2 (Area entre el arco AC y E)

=2 Area del sector circular ABC — Area de AAC’B)
90° R?
2 —_— —
(R 360 )

Rim R
- 4 2

2
:RZ (m—2)

Il
DO

Teorema 4.4.

Sea un cuadrado de lado a, entonces el area de la region A, de la Figura 27| es
2
a
Ay = —
2
A E D
L \ 4
H G
L @
B F c
Figura 27.

Demostracion
Se tiene que el area de la region de color blanco, esta divido en cuatro partes de las cuales dos son
iguales es decir el area de la parte de cuadro BHIF es igual al area del cuadro IEDG y el area en

cuadro HAFEI es igual a la del cuadro FIGC.
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A, =2 (Area cuadrado BHIF-Area del sector circular HBF ) + 2 (Area del sector circular HI E)

S i W T
- —7 —
1 3600 1 3600
¢ 2

H;l @N H;l Q
|
»—t| 2,
)
N————
+
VRS
5%
S
N————

Teorema 4.5.

Sea el sector circular de radio R, entonces la suma de las drea de las regiones A; y As de la

Figura [28| es

R2
A1+A2: I(W—Q)

Figura 28.

Demostracion
Se ubica el punto F medio, traza los segmentos AD, GF, como lo indica la Figura . Se observa

que que el segmento AD, en dos partes iguales las dreas de las regiones A; y As.
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entonces

Figura 29.

A =2 (Area del sector circular AFG — Area del AAGF >
R R

B_90° 33

473600 2

2 9(° R2
—9o =z _
4 360° 8

Ay = Area del sector circular CAB — Area del semicirculo de didmetro AC

— Area del semicirculo de didgmetro AB + A

90°  R? R? R? R?
= R? - =T — T+ —-T——

~ 3600 8 8 8 A

:Zﬂ'—gﬂ—?ﬂ""?ﬂ'—z
R? R?
Y

M4 A= T
1t L= g g T
R? R?

_k R/
4 9
R2

:I(W—Q)



Sea una semicirculo de de radio R + r, entonces el area de las region A, de la Figura [30] es

PQ?
4

A, =

™

Figura 30.

Demostracion

Se tiene que el area de la region A, es

A, = Area de semicirculo de arco AB — Area del semicirculo de de arco AQ—

Area del semicfrculo de de arco Q/E

_(REr? ((R)2W+ (7“)27r>

2 2 2
R? +2Rr + r? (R)? (r)?
= T— | —Fn+—
2 2 2

2 2 2 2
= 74(};) 7T+RT7T—|—2 m— (};) F—Q T
= Rrm

ZAQB  180°
Si se forma el el triangulo AP B, donde el angulo ZAPB = ZQ = 820 = 90°, por la relacién
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inscrito y central, entonces el AAPB es rectangulo.
AP? 4+ PB* = AB?
AQ? + PQ* + QB? + PQ? = AB?
(2R)? + PQ* + (2r)* + PQ* = (2R + 2r)?
AR?* + PQ* + 4r* + PQ* = 4R* + 8Rr + 41

2PQ* = 8Rr
PQ? = 4Rr
P 2
f = Rr
entonces
A, = Rrm
PQ?
= s
4

5. Relaciones Métricas en la Circunferencia

En esta seccion se estudiard los teoremas de las cuerdas, de las secantes y de la tangentes.

Teorema 5.1.

punto P entonces AP - PB =CP-PD

Figura 31.

Sea un circunferencia, de trazan dos cuerdas AB y C'D de tal forma que se interceptan en el
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Demostracién

Se traza los segmentos CA y BD como se indica en la Figura

Figura 32.

Se resulta que ZACD = ZABD, /PAC = ZCDB por que subtiende el arco AD y CB respecti-
vamente. Por lo que el criterio (A-A) resulta que AACP es semejante a APBD, implica

AP CP AC
PD PB BD
AP CP

PD ~ PB
AP-PB=CP-PD

Corolario 5.1.

Si AB es didmetro en la Figura [33 entonces (M H)*> = AH - HB.

Figura 33.
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Demostracion
Para demostrar el corolario se va utilizar el teorema [5.1, pero para ello se necesita generar las con-
diciones para poder aplicarlo, para ello se completa la circunferencia y el prolonga el segmento M H

hasta la interseccién con la circunferencia como lo indica la Figura [34]

ademas se tiene AHOD es isésceles, implica que
H es punto medio de HD. De los trazos realiza-

dos resulta dos cuerdas que se interceptan en H,

entonces aplicando el teorema [5.1] se tiene

MH-HD =AH -HB

MH?*=AH -HB

Figura 34.

Corolario 5.2.

Si P es un punto de la cuerda AB en la Figura entonces (OP)* = R* — AP - PB

N

Figura 35.
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Demostracién

Se prolonga el segmento hasta que corta la circun-
ferencia en los puntos F y D.

De la figura resulta dos cuerdas AB y DE que se

corta en P, aplicando el teorema [5.1] se tiene que

AP-PB = PE-PD
AP-PB = (OE — OP) - (OD + OP)
AP-PB=(R—OP)-(R+OP)

AP - PB = R*> — OP?
OP?> = R*— AP - PB Figura 36.

Teorema 5.2.

Si PBA y PCD son rectas secantes segin como se indica la Figura [37] entonces
PA-PB=PC-PD
P
B C
A D
Figura 37.
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Demostracién

- P
Se trazan los segmentos BC' y AD como lo
indica la Figura [38, resulta un cuadrildtero
ciclico del cual ZABC + /ZPDA = 180° =
/ZABC = 180° — ZPDA = ZCBP. De lo
B C
anterior se tiene que AAPD es semejante al
ABPC, porque ZCDA = ZC'BP y compar-
ten el ZAPD (aplicando criterio (A-A)).
PA PD AD A D
PC  PB BC
PA_PD
PC  PB
PA-PB=PD-PC .
Figura 38.

Teorema 5.3.

Si PQ es una recta tangente segiin como se indica la Figura [39] entonces (PQ)? = PA - PB.
P
B
Q
A
Figura 39.




Demostracién

Se traza los segmentos QB y QA.

Figura 40.

De la figura resulta ZPAQ = ZBQP, por la relacién entre los angulos semi-inscritos e inscritos,

entonces AQPB es semejante a AQPA por el criterio (A-A).

PQ PA QA
PB_ PQ QB

PQ PA
PB  PQ
PQ?=PA-PB
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6. Ejemplos

/Ejemplo 6.1

Sea ABC un tridngulo inscrito en una circunferencia y B D es bisectriz. Demuestre que el triangulo

ADC es isésceles.

Demostracion

A partir de los enunciado del problema se construye la Figura

i
. C

D

'CD

Figura 41. Ejemplo

Notar que por ser angulos inscritos ZABD = ZACD y analogamente ZDBC = ZDAC', entonces
/DAC = ZACD = « por lo tanto el tridngulo ADC' es isdsceles.
[

v'Ejemplo 6.2
Determine el valor del ZOBC' de la Figura

=

~N_

Figura 42. Ejemplo
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Solucién

/BOC =2/BAC Relacién del angulo central e inscrito
= 2(35%)
=70°

por otro lado, puesto que el ABOC es isosceles, ZOBC = ZOCB y por tanto el valor del

180° — 70°

ZOBC = 5

= 55°

v Ejemplo 6.3
En la siguiente Figura[d3] ZCAD = 20° y ZBDC = 10°. Determine la medida del 4ngulo ZDAB.

LN

Figura 43. Ejemplo

Demostracién
Dado que AD es didmetro de la circunferencia, se tiene que los dnglos ABD y ACD son de 90°,

entonces

LCDA=90°—- ZCDA

=90° —20° = 70°
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por otro lado

/BDA=/ZCDA—- ZBDA
=70° —10°
= Z60°,

por tanto ZBAD = 30°.

\/Ejemplo 6.4

En el Figura[d4, ABCD es un cuadrado; determinar el valor de ZDGE.

B C
0

el

Figura 44. Ejemplo

Solucién

Trazamos el radio OG, como se indica en la Figura
Como AG, diagonal del cuadro ABCD, entonces
ZGAO = 45°, por lo que ZAOG = 45°.

Se tiene que OG = OF, porque son radios de la cir-
cunferencias, entonces AGOE es isésceles, aplicando la
propiedad de dice que la suma de dos angulos inter-

nos es igual al suplementario del tercero resulta que el

/ZOFEG = 22.5°. Por lo tanto

LEGO + ZDGE = 90°
22.5° 4+ ZDGE = 90°
LDGE = 67.5°
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v Ejemplo 6.5
En un tridngulo ABC, ZA = 2/C; se traza la bisectriz interior AD, la circunferencia circunscrita

al tridangulo ABD intercepta a AC en E, calcularEC; si AB = 17.

Solucion

Se construye la Figura [46]

Se denota el /BCA = «a, donde ZCAB =
2a, ademéas /ZEFAD = ZEBD por que
subtienden el mismo arco DFE. Trazan-
do el segmento BE, entonces el tridngu-
lo EBC' es isosceles entonces BE = EC,
ademas, ZAFEB = 2« por la propiedad de
dice que la suma de dos angulos internos es

igual al suplementario del tercero, enton-

ces el triangulo ABFE también es isosceles,

en donde:

Figura 46. Ejemplo

BE =AB
BE =17
EC=17

\/Ejemplo 6.6

Determine el valor del ZDCF, sabiendo BE
es tangente en el punto D a la circunferencia

de centro O. Ver Figura [47]

Figura 47.
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Solucion:

Se traza el segmento DO, como lo indica la Figura ,
luego observar que /BAO = ZBFEO por ser angulos
inscritos al mismos arco AO.

ZBDO es recto ya que D es punto de tangencia, de
donde ZDOFE = 90° - ZBAO = 90° - 64° = 26°

De aqui arco DF = /DOE = 26° por se angulo central.

DF  26°
Por lo tanto el angulo ZDCF = - = g

= 13° por

ser angulo inscrito de arco DF

Figura 48.
[
v Ejemplo 6.7
En Figura@ | CD, ademés la recta tangente DE es paralela a BC. Hallar ZC'DE si el arco
AC =100
B
E
D
Figura 49.
Solucién:
/ABC = /BCD ya que AB || CD, ademas /BCD = ZCDR (R a lado izquierdo de D) ya que
- CA  100°
CB || DE. Debido ZABC = -5 =5 = 50° (angulo inscrito). Por lo tanto

ZCDE =180° — ZCDR = 180° — 50° = 130°
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/Ejemplo 6.8

P
s
&)
A D
En Figura [50] O es el centro
y AP || QS. Hallar o
Q
Figura 50.

Solucion:
Como AP || QS entonces ZAPQ = /PQS = « por ser angulos alternos internos.
A

= 20 = QA (4ngulo inscrito)

L —

= /ZDSQ = DTQ

= 2/DSQ = DQ
= 2(20) = DQ
= da = l/?@

BO+QA = AB

4o+ 20 = 180°

6 = 180°

180
“ T T
a = 30°
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v Ejemplo 6.9
En un cuadrilatero ciclico con ZPSR = 90°, y sean H y K los pies de las perpendiculares desde

Q a las lineas PR y PS respectivamente. Demuestre que la linea HK biseca a QS.

Solucién

A partir de los enunciado del problema se construye la Figura

e d o e Q
«
I a N
I ’
{ ’
P o /
/
/
/
/
HI ,
H
90° —
[a%
s R
Figura 51.

Por construccion se tiene que KQ || SR, por tanto ZQSR = ZKQS = «, puesto que que PQRS es
ciclico, se tiene que ZRSQ) = ZRP(Q = «. Por otro lado, el cuadrilatero K H P también es ciclico
en donde /ZHPQ = ZHKQ, por angulo complementario se tiene que ZHKS = 90° — . Se denota
por Z el punto de corte entre KH y SQ entonces AZKS y AZQK son tridngulos isésceles lo que
implica que KZ = ZQ) y KZ = Z§ por transicion se tiene que ZS = Z() por lo que se obtiene el
resultado.

\/Ejemplo 6.10
Sean A, By C; D, E y F, dos ternas de puntos colineales, tales que ABED y BCFE son

cuadrildteros ciclicos. Entonces se cumple que AD || CF.

Demostracién

A partir de los enunciado del problema se construye la Figura [52| y se prolonga el segmento DF.
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Figura 52. Ejemplo

Dado que ZADE = 180° — ZABE, debido a que el cuadrilatero ABED es ciclico, ademds que
ZEBC =180° — LZABFE = ZADF por angulos suplementarios. Como BC'F'E es ciclico entonces

ZEFC =180° — LEBC

180° — ZCFG = 180° — ZEBC  angulos suplementarios
/CFG=/EBC
/CFG=/ZADE

Por tanto ZCFG y ZADE son correspondientes y AD || CF.
|

\/Ejemplo 6.11
En la Figura los puntos A, B,C' y D estan alineados, al igual que los puntos E, F,G y H.

Demuestre que el cuadrilatero ADFEH es ciclico.

Figura 53.
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Demostracién

Si se trazan los segmentos BG y C'F. Si se denota el angulo Z/BAH = « entonces ZHGB = 180°—a,
ya que ABGH es ciclico y por tanto ZBGF = a.

Luego el ZFCB = 180° — « implica que ZFCD = « y puesto que DFED también es ciclico,
entonces ZFED = 180° — a. Por tanto el cuadrildatero ADEH es ciclico ya que los dngulos opuestos

sumen 180°.

\/Ejemplo 6.12

En la Figura [54] , se sabe que la
medida del arco BAH = 200. De-
termine la medida del dngulo 6. CIN

Figura 54.

Solucion
Se tiene que el ZACH = 90° — 6 entonces AH = 2(90° — 0). Ademés ZCAH = 6, lo que implica
que ZADB = 90° — 0, entonces BA = 2(90° — 0).

BAH = BA+ AH
200 = 2(90° — ) + 2(90° — 0)

200 = 4(90° — 6)

50 = 90°—46
—40° = —40
40° = 46
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/Ejemplo 6.13
En la Figura si AB es didmetro. Determinar el valor de .

E

Figura 55. Ejemplo

Solucién

Se traza los segmentos HD y ID, como lo
indica Figura

El cuadrilatero inscrito CFID:

LDCE + ZFID = 180°

ZDCE =180° — ZFID
/LDCE = /ZDIG

En el cuadrildtero inscrito CEH D:

LDCE + ZEHD = 180°
/DCFE =180° - ZEHD

Figura 56. Ejemplo

/ZDCE =/ZDHG

Como los angulos ZDIG = ZDHG entonces se pueden trazar una circunferencia que pase por los

puntos I, H,G y D, esto por que estos angulos subtiende a un mismo arco DG, entonces el cua-
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drilatero THGD es inscrito, ademas ZCID = 90° ya que subtiende a una semicircunferencia:

/DIH + Z/HGD = 180°
180° — ZCID + ZHGD = 180°
90° + ZHGD = 180°

ZHGD = 90°

x = 90°

\/Ejemplo 6.14
Dos circunferencias son tangentes interiormente en un punto P. Sean A y B dos puntos en la

circunferencia interior, y sean C'y D las intersecciones de PA y PB con la circunferencia exterior

respectivamente. Entonces se cumple que AB | CD.

Demostracion

Se construye la Figura [57]

Figura 57. Ejemplo

Al trazar la tangente comin a las circunferencias por P, se denota G' a un punto en dicha recta.
Como ZGPA es un angulo semi-inscrito en la circunferencia interior, entonces /GPA = ZPBA,
pero también es un dngulo semi-inscrito en la circunferencia exterior, por tanto /GPA = ZPDC,
ademéas /GPA = /PBA = ZPCD, implicando ZPBA es correspondiente con ZPC D, por tanto
4B || CD.

|
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/Ejemplo 6.15

En la Figura [58 Determinar el drea de la re-
gién sombreada comprendida entre dos cir-

cunferencias de centro en D y un cuadrado

con vértice en D y lado 10.

Figura 58. Ejemplo

Solucién

El area de la region dentro del cuadrado A; es

A= Area del ADAB — Area del sector circular ACB

100 45°
- 7.1
5~ 7100365
100 w-100
2 8
251
— 50— 2"
2

El area de la region fuera del cuadrado A, es:

Ay = Area del sector circular BDE — Area del triangulo DBC'

_ pp2p > 100
360° 2
1 100
= (10vV2)%7= — —
( f)wg 5
= 257 — 50
entonces
25
A1+A2:50—Tﬂ+257r—50

_257T
2
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Los siguientes ejemplo se aplica las propiedades que cumplen las circunferencias con el teorema de

Thales y la relacion que establecen dos tridngulos semejantes.

/Ejemplo 6.16
En la Figura[59, B es un punto de tangencia, AB = 6, BC' = 4, PB = 5. Hallar BQ.

Figura 59. Ejemplo

Demostracion

Se trazan los segmentos AQ, PC y trazando tangente en M N, como se muestra en la Figura

Figura 60. Ejemplo

Tenemos que:

ZQAB = ZQBN relacién entre angulo semi-inscrito e inscrito

ZQAB = /ZMBP opuesto por el vértice
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ZQAB = ZBCP relacién entre 4ngulo semi-inscrito e inscrito lo que implica que AQ || PC, apli-

cando el teorema de Thales se tiene que

AB QB
BC ~ BP
6  BQ
4 5
75 = BQ

\/Ejemplo 6.17
En un tridgngulo acutangulo ABC se trazan las alturas AN y CM. Hallar M N, si AC = 12 y
BC =3BM.

Considerando los datos del problema se construye la Figura [61]

Figura 61. Ejemplo

Como AN y C'M son alturas, entonces el cuadrilatero ACM N es un cuadrilatero ciclico debido

a que se puede construir una circunferencia de didmetro AC, pasa por los puntos A, N, M y C

entonces

LACB+ ZANM = 180°
LZACB = 180° — ZANM

LACB =/ZMNB
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por el primer criterio de semejanza de triangulos

(A-A), AMBN ~ AABC, debido a que ZACB =

ZMN B, comparten el dngulo ZABC. Implica que

BN BM MN Criterio de semejanza de tridngulos
BC AB  AC (A-A): dos tridngulos son semejantes
MY _ DX i tiene dos dngul '
5 = 3BN si tiene dos d4ngulos congruentes.
MN = E AB AC BC

3 A/B/ = A/C/ = B/C/
MN =4

por lo tanto MN =4

v Ejemplo 6.18
En la figura mostrada se sabe que AT =9 y ademas BM = 4. Hallar MT.

Figura 62. Ejemplo

Solucion

Se tiene que

—

4MNQ:%¥:4QWW:9

4Aﬂ9:4QMr:%§:a

Posteriormente tenemos que ZATM = a+60 = ZTMN por ser angulo entre rectas paralelas, por lo

que se tiene que AMNT es isésceles con MT = NT. por otro lado se tiene que AANT ~ ABMT,
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por el primer criterio de semejanza de tridngulos (A-A), esto se debe L/ TBM = ZATB = « (por
ser angulos alternos internos), y comparten el Z/TAQ, 0 = ZMNQ = ZMTB.

NT AT
BM ~— MT
MT 9
4 MT
MT? = 36
MT = 6

\/Ejemplo 6.19
En la Figura [63, O es centro B es el punto de tangencia, ademds F es el punto de interseccién

de los segmentos BO y AFE de tal manera que BF = 3y FO = 2, Calcular DE.

o

0

Figura 63.

Solucion

Como lo indica la figura OB es el radio de la semicircunferencia que es 5 por lo que OA =5y
AC' = 10 aplicando el teorema de Pitdgora en el tridngulo AOF resulta AF = v/29. Como lo indica
la Figura [63] se tiene /BFE = fighZOF A por se angulo opuesto por el vértice, /FAO = /FEB
por angulos entre paralela, aplicando el criterio de semejanza (A-A) se tiene que AAFO = ABFFE

entonces:
BE _ BF
AO  FO
BE = E
2



Por teorema de Pitdgoras FE = ——. Ademas se tiene que los tridngulos GAC' es semejante con

3v/29
2

AOF por que comparten un angulo y ademés ambos son triangulos rectangulos, entonces

A6 Ac
AO — AF
AG 10

5 V29
A0 — 504/29
29

21v/29 45+/29
29

de lo anterior F'G = AG — AF =

, he implica que GE = FE — FG = rg

Por 1ltimo se tiene que los tridngulos AGC es semejante con DG E por el criterio de (A-A), entonces:

DB _ GE
AC  AG
DE = 45

\/Ejemplo 6.20
El tridngulo equildtero ABC' se encuentra inscrito en una circunferencia. Sobre la prolongacion

de BC se ubica el punto D; AD intercepta a la circunferencia en punto M y E es el punto de

interseccion entre AC' 'y BM. Si AE = /2y BD = 2v/2, calcular AB.

Solucién

A partir de los enunciado del problema se
construye la Figura |64}

Se ZABM = 60, ademas /BMA = /BCA =
60° por que subtiende el arco AC. Por otro
lado

ZBMA=/MBC+ ZBDA

60° =60°— 0+ £ZBDA

=—0+ /ZBDA
0=/BDA

Figura 64. Ejemplo
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Por el criterio (A-A), los tridngulos ABE es semejante a ABD, por lo tanto

AB AE
BD AB
AB_AE
BD AB
AB V2
222 AB
AB%2 =222
AB? =14
AB =2

Luego de estudiar las definiciones, teoremas y los ejemplos que son evidencia de como se utiliza la
teoria que se esta abordando, se esta listo para ir a la practica por lo cual se motiva a trabajar los

siguiente problemas, con la intencién de fortalecer los contenidos abordados en esta unidad.
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7. Problemas

Resolver los siguientes problemas de forma clara, ordenada y justificando a detalle todos sus pro-

Cesos.

1. El AABC es rectangulo en C. Sea D el pie de la perpendicular desde el vértice C' hasta la

hipotenusa. Sean r, 71 y 79 los respectivos radios de las circunferencias circunscritas a AABC),

ANACD y ABCD. Pruebe que r = /7% + r2.

Si el ZMPQ = 20°, determine el valor del
2.
ZQON en la figura adjunta.

3. Dado un angulo inscrito BAC, y su dngulo central BOC, se sabe que ZBAC+ /ZBOC = 180°.
Calcular el ZOBC.

4. En la Figura [65, BCDO es un rombo. Determine el valor del dngulo 6 y la medida de las

diagonales de BC'DO si el radio de la circunferencia mide 6.

B — C

Figura 65.

5. Un cuadrilatero ciclico ABC D satisface ZABC =2/CDA = 6. Calcule 6.
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6. En la Figura[66] el ZAFE = 100° y el ZBCD = 150°.
Calcule el ZAGB.

Figura 66.

7. Dado un angulo ZAOB, se trazan dos rectas [ y m perpendiculares a los lados del angulo en
A y B respectivamente. Si P es el punto de corte de [ y m, demuestre que A, B, O, P se

ubican sobre una misma circunferencia.

8. En la Figura se ha tomado un punto C' sobre la circunferencia de centro O; AC y BC

cortan a la segunda circunferencia en D y E respectivamente. Probar que OC L DE.

e
D

9. Dada la Figura , demuestre que AB || A’B’.
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Figura 68.

10. En la Figura |69 CR es una recta tangente en C, demuestre que AB || CR.

A

Figura 69.

11. Dos circunferencias I'y y I'y son tangentes (interior o exteriormente) en P (Ver Figura. Dos
rectas que pasan por P cortan a 'y y 'y en Ay C, y en By D, respectivamente. Demuestre

que AB || CD.

p

‘q

Figura 70.
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12. (*) Dos circunferencias de centros O; y Oy son tangentes (interna o externamente) en un
punto P; por este punto se traza una recta que corta nuevamente a la circunferencias en A y

B, respectivamente. Demuestre que AO; || BOs.

13. Dos circunferencias son tangentes externamente en el punto A. Una tangente exterior comun

toca a una circunferencia en B y a la otra en C'. Demostrar que ZBAC = 90°.

14. En la Figura , DE es tangente en D, y C es el punto medio del arco AD. Encuentre el valor

del angulo seminscrito ADFE.

Figura 72.

15. Siel ZAEB = 30°, ZADFE =20° y ZACFE = 35°, calcule el ZAF B. Véase Figura 73|
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16.

17.

18.

19.

20.

Figura 73.

Dada una circunferencia de didmetro BC, se toma un punto P en la prolongacién de BC, y
se traza la tangente AP. Si AP = AB y O es el centro de la circunferencia, demuestre que el

ANAOC es equilatero.

(*) Dadas dos circunferencias una fuera de la otra, demuestre que las tangentes comunes
externas forman segmentos iguales; analogamente, las tangentes comunes internas forman

segmentos iguales.

(*) Teorema de Pithot. Demuestre que en todo cuadrildtero inscribible, la suma de lados

opuestos es igual.

(*) Teorema de Steiner. En todo cuadrildtero exinscrito a una circunferencia, la diferencia

de las longitudes de lados opuestos es igual.

En la Figura [74, AB es una cuerda y por D se traza una recta tangente a la circunferencia

paralela a AB. Demuestre que C'D es bisectriz del ZACB.
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21.

22.

23.

Figura 74.

(X OMCC - P2, Aarén) Sea ABC'D un cuadrildtero conciclico con didmetro AC, y sea O el
centro de su circunferencia. Se construyen los paralelogramos DAOFE y BCOF'. Demuestre

que si E'y F estan sobre la circunferencia entonces ABC'D es rectangulo.

Cuatro cilindros de didmetro 1 estan pega-
dos apretadamente por una cuerda muy fina,
como en la figura adjunta. Demostrar que la

cuerda tine longitud 4 + 7. Demostrar tam-

bién que el area sombreada entre los cilindros

T
1——.
es 1

En la Figura[75, ABCD es un trapecio isésceles con AB || CD y DA = BC = 2; tomando DA
y BC como didmetros, se construyen dos circunferencias tangentes. Si DC' = 3AB, calcule el

area del trapecio.

Figura 75.
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24.

25.

26.

27.

28.

La Figura estda formada por un paralelogramo y dos circunferencia tangentes entre si y
tangentes a tres lados del paralelogramo. Sabiendo que el radio de las mismas mide la cuarta
parte del lado menor del paralelogramo, calcule la razon entre el lado mayor del paralelogramo

y el radio de las circunferencias.

Figura 76.

(*) Teorema de Miquel: Dado un AABC, sean X, Y, Z puntos sobre AB, BC, CA,
respectivamente. Demuestre que los circuncirculos de AAXZ, ABY X, ACZY tienen un

punto en comun M.

(*) Sea ABC un tridangulo, y sean L y N las intersecciones de la bisectriz del dngulo A con
el lado BC'y el circuncirculo de ABC' respectivamente. Construimos la intersecciéon M del
circuncirculo de ABL con el segmento AC. Prueba que los tridngulos BM N y BMC' tienen

la misma 4rea.

(*) Sea AB el didmetro de una semicircunferencia. Se colocan los puntos M y K sobre la
semicircunferencia y sobre AB, respectivamenteE] Sea P el centro de la circunferencia que
pasa por A, K v M; sea @) el centro de la circunferencia que pasa por B, K y M. Demuestre
que M PK(Q es conciclico.

En la Figura [77, ABCDEF es un hexagono regular y las circunferencias de centro en los
vértices son tangentes dos a dos. Si las circunferencias sobre los vértices B, D, F' son iguales,

demuestre que las circunferencias restantes son iguales.

M y K son distintos de A y B.
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29.

30.

31.

&N
o=

Figura 77.

(*) Las circunferencias I'y y 'y se cortan en los puntos A y B. Por el punto A se traza una recta
que corta nuevamente a las circunferencias I'; y I's en los puntos C'y D, respectivamente. Por
los puntos C' y D se trazan tangentes a las circunferencias, las cuales se cortan en el punto

M. Demuestra que M CBD es ciclico.

(*) El AABC cumple que ZA = 90° y AB = AC. Se toma un punto F del segmento AB,
se construye interiormente un triangulo equilatero AEF. EF corta BC en I, y se construye

exteriormente un tridngulo equildtero BIJ. Encuentre ZEJB.

(*) En la Figura , se sabe que ZAOB — ZAO,B = 70° y ademés la tangente EB forma el
triangulo isésceles ABE, con AB = AE. Encuentre ZEBC.
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32.

33.

34.

35.

>

Gm

B

)

[>°)

Figura 78.

(*) Dos circunferencias I'y y I's se cortan en A y B. Una recta por A corta a I'y y I'y en C
y D, respectivamente, y la paralela a C'D por B corta I'1 y 'y en E y F', respectivamente.

Demuestre que ACDB = AEAF.

(*) La Recta de Simson-Wallace. Sean X, Y y Z los pies de las alturas trazadas desde
un punto P en el circuncirculo del AABC hacia AB, BC'y C'A, respectivamente. Demuestre

que X, Y y Z estan alineados.

(*) Sea P un punto exterior al cuadrado ABCD tal que ZAPC = 90°, ) es la interseccién
de AB y PC,y R el pie de la perpendicular por ) a C'A. Demuestre que P, R y D estan

alineados.

En la Figura , ABCD es un trapecio rectangulo tal que la circunferencia de didmetro AB
(y centro O) es tangente a C'D. Demostrar que O pertenece a la circunferencia de didmetro

CD y que esta circunferencia es tangente a BA.

Figura 79.
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36. El AABC' es rectangulo en C|, la circunferencia de centro O es tangente a cada uno de los
lados del AABC' en los puntos P, Q y R (como se muestra en la F igura, y se cumple que
AP =20y BP = 6. Calcule OP.

Figura 80.

37. Los vértices A y B de un tridngulo equilatero AABC' estan sobre una circunferencia de radio
1y el vértice C estd en el interior de la circunferencia. Un punto D (distinto de B) que esta en
la circunferencia es tal que AD = AB. La recta DC' corta por segunda vez a la circunferencia

en F. Encuentre la longitud del segmento C'E. Ver Figura [81]

m

Figura 81.
38. En la Figura |82 se muestran tres semicircunferencias, una de didmetro AB (de centro O y

radio r), otra de didmetro AO y la ultima de didmetro OB. Determine la razon entre el radio

de la circunferencia tangente a estas tres semicircunferencias y r.
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39.

40.

41.

42.

43.

Figura 82.

El segmento AB es didmetro de un semicirculo con centro en O. Un circulo con centro en P
es tangente a AB en O y también al semicirculo. Otro circulo con centro en () es tangente a
AB, al semicirculo y al circulo de centro en P. Si AB = 2. ;Cuél es el radio del circulo con

centro en ()7

A2

A 0] B

Figura 83.

(*) (OIM 2002, P-4) En un tridngulo escaleno ABC' se traza la bisectriz interior BD, con D
sobre AC. Sean E y F puntos sobre la recta BD tales que (AE | CF) L BD, y sea M el
punto sobre el lado BC' tal que DM 1 BC. Demuestre que ZEMD = /DMF.

(*) (OMCC 2003, P-2) Sea S una circunferencia y AB un didmetro de ella. Sea t la recta
tangente a S en B y considere dos puntos C'y D en t tales que B este entre C'y D. Sean E y
F las intersecciones de S con AC'y AD y sean G y H las intersecciones de S con CF y DE.
Demuestre que AH = AG.

(*) (The 59" Romanian Mathematical Olympiad District Round) Considere un cuadrado
ABCD y un punto E sobre el lado AB. La diagonal AC' corta al segmento DFE en el punto
P. La perpendicular por P a DE corta al lado BC' en F. Probar que EF = AE + CF.

(*) Teorema de Arquimedes: En la Figura [84] la regién delimitada por tres semicircun-

ferencias mutuamente tangentes, es conocida como cuchilla de zapatero o drbelos. Demostrar
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que las circunferencias sombreadas son congruentes.

Figura 84. Teorema de Arquimedes

44. Calcular el area de la region sombreada si

8.

ACB es un triangulo equilatero de lado 6 y

A es el centro del arco BC (O es centro).

Respuesta de los problemas

Problema 2. ZM P(Q140°.
Problema 3. ZOBC30°.
Problema 4. 0 = 30°, 6 y 4V/6.
Problema 5. 6 = 120°.
Problema 6. ZAGB = 110°.

Problema 1. ZADFE40°.
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Figura 85.

Problema 15. ZAFB = 70°.

Problema 23. A = 2/3.

radio 1
Problema 24 m = 6

Problema 31. /EBC = 35°.

Problema 36. OP = 4.

Problema 37. CE = 1.



9. Sugerencia

Si desea obtener mayor informacion sobre los cuadrildteros ciclicos y propiedades de circunferencia

revisar los siguientes enlaces:

https://www.youtube.com/watch?v=oEJMdbNKeEU.

https://www.sectormatematica.cl/Novedades/Circunferencia_y_Circulos.pdf.

https://onmapsguanajuato.files.wordpress.com/2011/10/cuadrilateros-ciclicos.pdf.

https://www.unirioja.es/talleres/creatividad_matematica/SeminarioBachillerato/

RECURSOSGEUOMETRIA.pdf.
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Apéndice B

Universidad de El Salvador
Modalidad Educacion a Distancia
Facultad de Ciencias Naturales Y

Matematica

NSErra Educacién
Universidad de El Salvador Licenciatura en Ensenanza de la = Dbzl

= A CIMAT
,(/?;}a A  froot o cutbvi

Matematica

Encuesta sobre la mediaciéon pedagégica del material escrito de la asignatura
Geometria Euclidea I, para la modalidad de Educacién a Distancia de la

Universidad de El Salvador

Poblacion: Los estudiantes que cursan la asignatura de Geometria Fuclidea I en ciclo

1-2020.

Objetivo: comprobar si el material de la asignatura de Geometria Fuclidea I, tiene los
aspectos que debe contener un material escrito mediados pedagbdgicamente bajo el

modelo de Educacion a Distancia para la Universidad de El Salvador.

Indicaciones: Contestar cada una de las interrogantes seleccionado una opcién o
redactando un parrafo exponiendo su punto de visto. La calificacion méxima, de 10
puntos, significa que lo que aparece en material es excelente, y la de 1 punto, significa

que se requieren mejorias sustanciales.

1. En la escala del 1 al 10 la estructura del material escrito es adecuado.
2. En la escala del 1 al 10 la redaccion del material escrito es adecuado.

3. Enlaescaladel 1 al 10 el material escrito te motiva al estudio de Geometria Euclidea.



10.

11.

12.

13.

. En la escala del 1 al 10, es facil de comprender las demostraciones de los teoremas

enunciados en el material escrito.

. En la escala del 1 al 10 la cantidad de ejercicios resueltos en el material escrito es

adecuado.

. En la escala del 1 al 10 los pasos de la resoluciéon de los ejercicios desarrollados son

claros.

En la escala del 1 al 10 la construccion de las figuras facilitan comprender la

resolucion de los ejercicios.

. En la escala del 1 al 10 los recordatorios colocados en la construccién de las

demostraciones de los teoremas facilitan la compresion de estos.

. En la escala del 1 al 10 los recordatorios colocados en desarrollo de la soluciéon de

los ejemplos, facilitan la compresion de estos.
Escriba algtin comentario sobre el material escrito de Geometria Euclidea I.

JEn promedio cuantas horas semanales utiliza para el estudio del material escrito de

Geometria Euclidea I por semana?
Mencione dos aspectos que considera que estan bien en el material.

. Qué aspectos Ud. considera que deben mejorarse del material escrito? ;Por qué?



Universidad de El Salvador
Modalidad Educacion a Distancia
Facultad de Ciencias Naturales Y

Matematica

Universidad de El Salvador | Licenciatura en Ensenanza de la Matematica a Distancla
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Encuesta sobre la mediacion pedagogica del material escrito de la asignatura
Geometria Euclidea I, para la modalidad de Educacién a Distancia de la

Universidad de El Salvador

Poblacién: Los Profesores Universitarios Modalidad de Educacion a Distancia.

Objetivo: comprobar si el material de la asignatura de Geometria Fuclidea I, tiene los
aspectos que debe contener un material escrito mediados pedagbdgicamente bajo el

modelo de Educacion a Distancia para la Universidad de El Salvador.

Indicaciones: Contestar cada una de las interrogantes seleccionado una opciéon o
redactando un parrafo exponiendo su punto de visto. La calificacion méxima, de 10
puntos, significa que lo que aparece en material es excelente, y la de 1 punto, significa

que se requieren mejorias sustanciales.

1. En la escala del 1 al 10 la estructura del material escrito es adecuado.
2. En la escala del 1 al 10 la redaccion del material escrito es adecuado.

3. En la escala del 1 al 10 el material escrito motiva a los estudiantes al estudio de

Geometria Euclidea.

4. En la escala del 1 al 10, es facil de comprender las demostraciones de los teoremas

enunciados en el material escrito.



10.

11.

12.

. En la escala del 1 al 10 la cantidad de ejercicios resueltos en el material escrito es

adecuado.

. En la escala del 1 al 10 los pasos de la resolucion de los ejercicios desarrollados son

claros.

En la escala del 1 al 10 la construccion de las figuras facilitan comprender la

resolucion de los ejercicios.

. En la escala del 1 al 10 los recordatorios colocados en la construccién de las

demostraciones de los teoremas facilitan la compresion de estos.

. En la escala del 1 al 10 los recordatorios colocados en desarrollo de la soluciéon de

los ejemplos, facilitan la compresion de estos.
Escriba algtin comentario sobre el material escrito de Geometria FEuclidea 1.
Mencione dos aspectos que considera que estan bien en el material.

. Qué aspectos Ud. considera que deben mejorarse del material escrito? ;Por qué?



Apéndice C

Resultados de la encuesta contestada por los docentes.
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éLos pasos de la resolucion de los ejercicios son Calificacion si ayudan los recordatorios en la
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Resultados de la encuesta contestada por los estudiantes.
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Calificaciones de la comprensién
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Figura 5: Diagrama de dispersion entre el ntimero de horas semanales y promedio de las

calificaciones de la comprension de las demostraciones y soluciones de los ejercicios

Tabla 6: Analisis de varianza de la regresion entre vy y vy

ANALISIS DE VARIANZA

Grados de | Suma de | Promedio de los F Valor critico de
libertad cuadrados cuadrados F

Regresion 1 4.9811 4.9811 1.1659 | 0.2876

Residuos 35 149.5189 4.2720

Total 36 154.5

v1 : nimero de horas por semana, vy : promedio de las calificaciones de la comprension de

las demostraciones y soluciéon de ejercicios.
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Calificaciones de |la comprensidn de la sol, gje
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Figura 6: Diagrama de dispersion entre el niimero de horas por semana y las calificaciones

de la comprension de las soluciones de los ejercicios

Tabla 7: Analisis de varianza de la regresion entre v3 y vy

ANALISIS DE VARIANZA

Grados de | Suma de | Promedio de los F Valor critico de
libertad cuadrados cuadrados F

Regresion 1 7.5195 7.5185 1.3624 | 0.2510

Residuos 35 193.1832 5.5195

Total 36 200.7

vy : numero de horas por semana, vy :

de los ejercicios.

calificaciones de la comprension de las soluciones
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Figura 7: Diagrama de dispersion de las variable comprension de las demostraciones, comprension de los ejercicios, motivacion y

tiempo
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Figura 8: Diagrama de dispersion de las variable comprension de las demostraciones, comprension de los ejercicios, motivacion, cantidad
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