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Resumen

En computacion el ordenamiento de datos cumple un rol importante en la recoleccién de infor-
macién, uno de los principales métodos de ordenamiento es el problema de los panqueques. Este
consiste en ordenar una pila desordenada de panqueques de mayor a menor didametro realizando la
operacién con una espatula para invertir el orden, es decir, dada una operacién a la permutacion
que invierte sus primeros i elementos denotado por prefijos, esta operacion se le denomina reversion
de prefijos o prefix-reversal en inglés. Ahora si se afiade una variacién al problema anterior se tiene
el problema de los panqueques quemados, que consiste en ordenar una pila de panqueques desorde-
nada pero con la diferencia que cada panqueque tiene un lado quemado. Ademas de ordenar cada
panqueque por su tamafio debe cumplir que el lado quemado del panqueque quede en la parte de
abajo. Estos métodos buscan ordenar con el menor nimero de reversiones posibles.

Estos problemas se pueden representar a través de grafos, ya que las pilas de panqueques se
encuentran conectadas entre ellas. Por ejemplo, el grafo de panqueques denotado por P, esta for-
mado por el conjunto de vértices que son permutaciones del grupo simétrico S, de n simbolos y
el conjunto de aristas generadas por los prefix reversal que invierte los primeros i simbolos de una
permutacién conectando una permutaciéon con otra. Este grafo cumple propiedades como: ser un
grafo regular de grado (n— 1), un grafo de vértice transitivo y de arista transitiva, existencia del
ciclo Hamiltoniano y ser un grafo de Cayley. Ademas la estructura de este grafo estd conformada
por copias recursivas de P,, y contiene ciclos de longitud ¢ con 6 < ¢ < n!. Otro tipo de grafo es el
llamado grafo de panqueques quemados denotado por BP, formado por el conjunto de vértices que
son las permutaciones con signo B,, de n simbolos y el conjunto de aristas generadas por los prefix
reversal que invierte los primeros i simbolos de una permutacion pero con la variante de cambiar el
signo a los simbolos de una permutacién. Este grafo tiene propiedades como: ser un grafo regular
de grado n, un grafo de vértice transitivo y de arista transitiva, la existencia del ciclo Hamiltoniano,
ser un grafo de Cayley, su estructura esta conformada por copias recursivas de BP,, y contiene ciclos
de longitud ¢ con 8 < ¢ < 2"n!. A partir de lo antes mencionado el objetivo principal del presente
trabajo es estudiar, analizar y descubrir si fuese posible la generalizacién del grafo de panqueques.

Iniciando nuestra investigacion con los concepto generales como: generalizacion del grupo simé-
trico denotado por S(m,n), donde el conjunto de vértices son permutaciones cuyos simbolos tiene m
signos. Las permutaciones se denominara como permutaciones multisignos y el conjunto de aristas
que se denotara por E(m,n) de la forma (T, Tzr1;), y a la generalizacion del grafo de panqueques
lo denotaremos por G(m,n) donde m representa la cantidad de signos que posee un simbolo de una
permutacion y n representa el namero de simbolos que posee una permutacién. Luego con el estu-
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Resumen

dio de los grafos de panqueques y grafo de panqueques quemados se refleja que los prefix-reversal,
jugaran un papel importante para realizar la verificacion de la existencia de los ciclos en el grafo

G(3,n) donde a través de un algoritmo de busqueda, se concluye que dicho grafo contiene todos los
ciclos de longitud ¢ con 3 < ¢ < 3"n!, verificando asi que cumple ser Hamiltoniano y panciclico.

Finalizando con el estudio de la generalizacién del grafo de panqueques G(m,n) donde para
estudiar el caso n > 4 se inicia el estudio con apoyo de un algoritmo de bisqueda donde se concluye
la existencia del ciclo Hamiltoniano, pero no la existencia de la totalidad de los ciclos de longitud ¢
con m < /{4 <m'"n!.

Palabras Claves: Generalizacion del grafo de panqueques, Grafo de panqueques, Grafo de pan-
queques quemados, Panciclicos, Ciclos Hamiltonianos, Grafo de Cayley.
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Introduccién

El origen de los grafos o conocido como teoria de grafos tuvo sus inicios por el siglo XVIII por el
matematico suizo Leonhard Euler con el problema de los puentes de Konigsberg en Prusia Oriental,
actualmente Kaliningrado en Rusia, localizada en el rio Pregel, incluye dos grandes islas que estan
conectadas entre ellas por los puentes (siete puentes en total).

El problema que proponen sus habitantes era encontrar un camino que pase por los 7 puentes,
en. otras palabras; Cémo hacer esa conexién entre los caminos de tal manera que cruzase todos los
puentes una sola vez y regresar al punto de partida?. Euler logré demostrar mateméaticamente que
no existe tal camino, porque con dicha configuracién no es posible formar lo que se denomina hoy
en dia como un ciclo Euleriano en el grafo que modela el recorrido. [18]

Los puentes de Konigsberg

Luego surgen los ciclos Hamiltonianos que llevan el nombre en honor a Sir William Hamilton,
quien propuso un juego en el dodecaedro que consiste encontrar una ruta de ida y vuelta alrededor
del dodecaedro viajando solo en las aristas y tocando cada vértice una vez. El juego se comercializé
con el nombre de "dodecaedro del viajero o un viaje alrededor del mundo". Fue asi como en la
década de 1970 el interés de estudiar los ciclos hamiltonianos se centré en su relacion con problemas
cotidianos como los colores necesarios para combinar y pintar un cuadro. El estudio posterior fue
estimulado por aplicaciones practicas.[18]

VIII



Introduccién

Figura 1: El primer ciclo hamiltoniano (dodecaedro)

En 1975, en Nueva York, se introduce el problema de panqueques por el gedmetra estadouniden-
se Goodman, definido de la siguiente manera: Un chef de un restaurante es descuidado, y prepara
una pila de panqueques con diferentes diametros, de camino a la mesa intenta ordenarlos de mayor
a menor utilizando una espatula para invertir la posicion de los panqueques, repitiendo este proceso
tantas veces sea necesario hasta obtener ordenada la pila de panqueques. Pero si suponemos que el
chef tiene que ordenar una pila de n panqueques, ;j Cual es el nimero maximo de movimientos que
debe realizar para organizar los panqueques? [23].

Este namero se le conoce como nimero de panqueque o pancake number en ingles. El objetivo de
este problema es determinar el nimero minimo de vueltas f(n) que se requieren para ordenar una
pila de n panqueques de diferentes diametros. Gates y Papadimitriou propusieron el primer limite
significativo: 1]7—6” < f(n) < # [15] que afios mas tarde fue superada por Chitturi, Fahle, Meng,
Morales, Shields, Sudborough, y Voit por f(n) < 38 + O(n) [8]. Hasta el momento se conoce el
namero minimo de movimientos para una pila de n panqueques con 1 <n <19 [9][10]. Este proceso
de ordenar una pila de panqueques es un problema NP-complejo también conocido por NP-dificil o

NP-hard en ingles [7].

Gates y Papadimitriou ademas de proponer una cota también proponen una variacién al proble-
ma de panqueques: Dada una pila de panqueques desordenada de diferentes didmetros donde cada
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panqueque tiene un lado quemado, se desea invertir el orden de los panqueques de mayor a menor
con el lado del panqueque quemado hacia abajo, utilizando una espatula se invierte el orden de los
panqueques, repitiendo este proceso hasta obtener la pila de panqueques ordenada [15]. El objetivo
de este problema es encontrar el nimero minimo de movimientos g(n) requeridos para ordenar una
pila desordenada de n panqueques de diferentes didmetros con el lado quemado de cada uno hacia
abajo. A este se le conoce como problema de los panqueques quemados. Existen algoritmos eficien-
tes para encontrar g(n) [2] [17] pero hasta el momento sélo se conocen los valores exactos de una
pila de n panqueques quemados para n < 17 (ver [9]). Cohen y Blum proponen una cota inferior y
superior a este problema 37” < g(n) <2n—2 para n>10 [10].

A partir de lo anterior el problema de panqueques como el problema de panqueques quemados se
pueden representar en grafos, obteniendo propiedades muy interesantes. se denota por P, al grafo de
panqueques o pancakes graph en ingles y BP, al grafo de panqueques quemados o burnt pancakes
graph en ingles ambos de dimensién n respectivamente. Donde el conjunto de vértices de P, esta
conformado por el grupo simétrico S, y para BP, el conjunto de vértices es el grupo hiperoctaédrico
, es decir, por el grupo de permutaciones con signo nombrado por B,,. ambos conjuntos generados
por la inversiones de prefijos de una permutacién conocido por prefix-reversal. [26]. P, y BP, cumple
ser grafo de Cayley estos grafos ofrecen varias ventajas debido a su estructura algebraica. Durante
muchos afios el estudio de P, y BP, ha permitido modelar algunos problemas de la vida cotidiana
tal es el caso de las interconexiones en paralelo para computadoras y la recombinacién del ADN
respectivamente.

El grafo de panqueques tiene propiedades como ser grafo de Cayley, ser vértices transitivos, tener
estructura recursiva, ser aristas transitivas demostrado en [22] ademas de contener ciclos de longitud
¢ con 6 < ¢ <n! esta propiedad es la mas interesante, ya que permite modelar a través de P, una red
de interconexion facilitando las conexiones locales en la red [1]. Mientras que el grafo de panque-
ques quemados tiene propiedades como ser grafo de Cayley, ser vértices transitivos, tener estructura
recursiva, ser arista transitiva y contiene ciclos de longitud ¢ con 8 < /¢ <2"n! esto demostrado por
Blanco, Buehrle, y Patidar. [4] De lo anterior surge la siguiente interrogante: Se mantedran las mis-
mas propiedades vistas en P, y BP, o existira algin cambio al extender la definicién de los grafos de
panqueques? esto conlleva como objetivo de este trabajo demostrar que aun se sigue manteniendo
las propiedades de P, y BP, en la generalizacién del grafo de panqueques denotado por G(m,n)

El documento esta compuesto en 3 partes:

En el capitulo 1 se estudiara los conceptos basicos y notaciéon matematica sobre grafos, ciclo
hamiltonianos, panciclicos, grupos, producto corona, que permitiran comprender la estructura de
los grafos de panqueques, ademas se estudiara algoritmo de basqueda y de anchura que ayudara a
entender el proceso de basqueda de un ciclo en un algoritmo [13], [18], [25], [27].

Para el capitulo 2 se definen los conceptos como: grafo de panqueques, grafo de panqueques
quemados, prefix reversal, ciclo base, teoremas y lemas. Ademas de mostrar la existencia de ciclos
de longitud ¢ con 6 < ¢ <n! en P, [22] y de ciclos de longitud ¢ con 8 < ¢ <2"n! en BP, [4]. Al final



Introduccién

del capitulo se da una breve descripcién de algunas aplicaciones de P, y BP, en diferentes areas de
estudio.

Finalmente en el capitulo 3, se realiza el estudio de la generalizacién del grafo de panqueques
definiendo conceptos importantes, teoremas y notacién matematica, se desmotrara la existencia de
ciclos 3 < ¢ <3"! en G(3,n) y de ciclos hamiltoniano en G(m,n) apartir de la construccién de
ciclos en las copias G(m,n— 1) que se encuentran dentro del grafo.
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Metodologia

A continuacién se describen los aspectos mas importantes del trabajo de investigacion:

1. Tipo de investigacion.
El trabajo de investigacion tiene las siguientes caracteristicas.

= Bibliografico.
Se hace una recopilacién de textos, libros, articulos que tienen relacién en area de grafos,
como el articulo “Ciclos en el grafo de panqueques quemado” (Cycles in the burnt pan-
cake graph [4] ) siendo base fundamental para el desarrollo de la presente investigacion.

= Experimental.

Recolectado informacién suficiente, se da paso a formalizar el conjunto de elementos
a tomar y la funcién que se va a estar trabajando para hacer las pruebas pertinentes
y obtener los resultados del estudio de casos y ver el comportamiento de cada uno
de estos elementos cuando se trabajan en forma general. Con la ayuda de algoritmos
realizaran diferentes pruebas de verificacion de resultados Finalmente, de ser posible,
probar la generalizacién del grafo de panqueques, sino encontrar bajo que condiciones
las propiedades del grafo de panqueques y grafo de panqueques quemado pueden llegar
a cumplirse en la generalizacion.

2. Formas de trabajo.

= Se tuvieron reuniones con los asesores para tratar los diferentes aspectos de la investi-
gacién, cémo seleccionar los temas acordes al estudio y analizar su contenido, el aporte
que el Dr. Sadl Blanco hacia con sus resultados computacionales y que posteriormente
facilitaban el estudio de la muestra, y evaluar en conjunto el desarrollo de la investigacion

3. Exposiciones.

= Se realizaron dos exposiciones, la primera para la presentacion de perfil del trabajo de
investigacion donde se exponen las bases del trabajo, y la segunda es la presentacién
final del trabajo exponiendo los resultados alcanzados.
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Capitulo 1

Grafos

«El primer paso no te lleva a donde quieres ir, pero te saca de donde estds. »
Ed Maurice Portillo

En este capitulo se hablara de definiciones como: jQué es un grafo?, ;Qué es un camino en un
grafo?, i Qué es un ciclo dentro de un grafo?, j Qué propiedades debe cumplir un grafo para ser de-
nominado grafo débilmente panciclico?, Que es un ciclo Hamiltoniano? que es el producto corona?,
que propiedades cumple el grafo de Cayley?, Que es el grupo simétrico? entre otros. estos conceptos
seran de gran ayuda para sentar las bases para el resto del trabajo y dar claridad a los conceptos
que se veran mas adelante.

En la seccién 1 se define los conceptos basicos, tipos de grafos y su clasificacion, En la seccién 2 se
habla de los caminos y ciclos en un grafo y grafos especiales donde se muestran algunos ejemplos. En
la seccién 3 proporciona los conceptos de ciclos y caminos Eulerianos, ciclo y caminos Hamiltonianos,
algunos ejemplos. En la seccién 4 hace referencia a los grafos panciclicos sus propiedades y algunos
ejemplos. La seccién 5 se habla de grupos, subgrupos y sus propiedades. En la seccién 6 se define el
grupo simétrico y algunos ejemplos en la seccién 7 sobre grafos de Cayley. En la seccién 8 producto
corona y la seccién 9 algoritmo de bisquedas.



Capitulo 1.  Grafos

1.1. Grafo

1.1.1. Grafos y Subgrafos

Los grafos han sido una forma de expresar la informacién de algunos problemas matematicos
graficamente, esta estructura matematica permite modelar problemas de la vida cotidiana; mediante
una representacion con conjuntos de vértices entrelazados por aristas, esto representa la relacién
que tiene un vértice con otro, es decir, un dato con otro.

Definicién 1.1.1. Un grafo estd formado por un conjunto no vacio de elementos denominados
vértices 1 denotado por V, también llamados nodos o puntos, y por un conjunto de pares no ordenados
de elementos de V denominados aristas,? es decir, (u,v) € E donde u,v € V. Asf un grafo G se denota
como G = (V,E) 0 G = (V(G),E(G)).3 [18][29]

Se dice que el orden de un grafo G, es el nimero de vértices en G denotado por |V|; y el tamaiio
de un grafo G, es el nimero de arista que contiene G denotado por |E|.

Ejemplo 1.1.2. Sea el conjunto de vértices V = {u,v,w,z} y E = {(u,v), (u,w), (w,z),(w,v)} el
conjunto de aristas, se dice que (u,v) es la arista que une los vértices u,v € V.

Ejemplo 1.1.3. En el conjunto de vértices V = {1,2,3}, se construyen los siguientes grafos con
los siguientes conjuntos de aristas E; = {(1,2),(2,3)} y E2 ={(1,2)}.

o
3 2 3 2
Figura 1.1: G| = (V,E) Figura 1.2: G, = (V,E»)

11 a notacién V o V(G) hace referencia a la palabra en inglés Vertex que significa vértice.

2La notacién E o E(G) hace referencia a la palabra en inglés Edge que significa arista.

3Para referirnos a un grafo existen muchas notaciones, pero en este trabajo se utilizara tnicamente estas dos
notaciones G = (V,E) o G = (V(G),E(G)).



1.1. Grafo

De esta manera, se pueden formar distintos grafos usando el mismo conjunto de vértices. Puede
notar por lo anterior que se forma un total de ocho grafos con V = {1,2,3}, es decir, 23 = 8 grafos

diferentes. Entonces para un conjunto de vértices V ={1,2,3,--- ,n} se obtiene 2(2) grafos diferen-
tes donde (g) es el namero total de vértices que existen en G.

Definicién 1.1.4. Sea G = (V,E) un grafo y sea H = (V' ,E') un subgrafo * de G, si V' selecciona
algunos vértices de G, es decir, V/(H) C V(G), cuyo conjunto de aristas de H serd un subconjunto de
aristas de G, E'(H) C E(G).[5]

Algunos casos especiales de los subgrafos son los siguientes.

= Si HC Gy H contiene todos los vértices V, es decir, V/ = v entonces H es un subgrafo
abarcador de G.

» Si H C Gy H contiene todas las aristas (x,y) € E con x,y € V', es decir, E' = E entonces H
es un subgrafo inducido de G.

Ejemplo 1.1.5. Dado el grafo G=(V,E) con V ={1,2,3,4,5} y E ={(1,2),(2,3),(2,4),(2,5),
(3,4),(4,5)} obtenemos lo siguiente.

Figura 1.3: Grafo G

En el grafo G se encuentran los siguientes subgrafos :

1NN

(a) Subgrafo H| b) Subgrafo H, c) Subgrafo Hz

“*Los subgrafos también se pueden denotar de la forma H = (V/(H),E’(H)). En este trabajo se usaran ambas
notaciones
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(d) Subgrafo Hy (e) Subgrafo Hs (f) Subgrafo Hg

Figura 1.4: Subgrafos de G

De los subgrafos anteriores, solo 4 son subgrafos de G: (a), (b), (¢), (d). En el caso de (e) el
subgrafo Hs no es un subgrafo de G debido a que contiene la arista (1,5) el cual no pertenece al
conjunto de aristas de G, es decir, (1,5) ¢ E y para (f) el subgrafo Hg tiene un vértice y una arista
extra por lo que no es un subgrafo de G.

Los subgrafos H y H, son abarcadores de G, porque cada uno contiene el mismo conjunto de
vértices que el grafo original G; pero no contienen el mismo conjunto de aristas de G. Los subgrafos
Hs y Hy son inducidos, ya que su conjunto de aristas contiene Gnicamente aristas de E con un
conjunto de vértices {2,3,4,5}.

1.1.2. Clasificaciéon de los Grafos

Los grafos pueden clasificarse segin la relacion entre sus vértices y sus aristas.

Definicién 1.1.6. Un grafo simple G = (V,E) es aquel que dado cualquier par de vértices u,v € V,
ellos estan unidos Gnicamente por una arista del conjunto E.[18]

i b R
w
. a f
h ]
u v z
R d

Figura 1.5: Grafos Simples

Definicién 1.1.7. Un grafo es nulo, si el conjunto de aristas es el conjunto vacio, es decir, ningtin
vértice se une con otro vértice ni con él mismo, se denota por £ = (. En este caso los vértices del
grafo son aislados.



1.1. Grafo

a b
@ ]
d c
@ ]

Figura 1.6: Grafo nulo

Definicién 1.1.8. Un grafo completo, es un grafo simple en el que cualquier par de vértices son

adyacentes.>
L, . . —1 . .
El grafo completo con n vértices tiene (g) = % aristas, estos se forman al combinar los n

vértices de dos en dos. Estos grafos son denotados por K,

Figura 1.7: Grafo completo K4

A X

(a) K3 (b) K4 (C) KS

Figura 1.8: Grafos completos con n =3, 4, 5. vértices

Definiciéon 1.1.9. Un grafo G, es un grafo bipartido, si dado el conjunto de vértices V de G puede
expresarse como la unién disjunta de dos subconjuntos de vértices V| y V,, donde las aristas no pueden
relacionar vértices de un mismo conjunto, es decir, cada arista une un vértice de V| con un vértice de
V.

5Se dice que un vértice v es adyacente cuando esta conectado por una arista a otro vértice del grafo.
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e
=1,

.__

Vi v,

Figura 1.9: Grafo bipartido

Definicién 1.1.10. Un lazo es una arista cuyo vértice de inicio y final es el mismo.

Definicién 1.1.11. Un grafo orientado D = (V,E) también llamado grafo dirigido o digrafo, con-
tiene un conjunto finito de vértices V no vacios y E siendo una familia finita de aristas, donde cada
una de las aristas tienen direccion, es decir, (a,b) # (b,a).

Definicion 1.1.12. Un grafo no orientado D = (V, E) también llamado grafo no dirigido, es donde
cada una de las aristas no tienen direccién, es decir, (a,b) = (b,a).

En las figuras 1.10 y 1.11 se muestra un grafo dirigido y un grafo no dirigido G = (V,E) con
V=A{u,v,w,z} y E ={(u,v), n,v), (u,w),(w,v), (w,u),(w,z)}

w

Figura 1.10: Grafo orientado Figura 1.11: Grafo no orientado

Definicién 1.1.13. Un grafo G es un multigrafo, si existe un par de vértices que estén conectados
por mds de dos aristas.
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Ejemplo 1.1.14. Sea G = (V,E) un grafo, con vértices de la forma V = {vy, v, v3, v4, vs} y aristas
E:{(Vl,\/1), (V17V1)7 (V],Vj), (V5,V2)7 (VZ,VS), (V57V3), (V5,V4)7 (v27v2)7 (V47V3), (V37V4)7 (V37V4)7
(v4,v4)}. En la figura 1.12 se puede observa que el vértice vs esta conectado con v, por dos aristas
diferentes y el vértice v3 estd conectado con vy por tres aristas diferentes.

Figura 1.12: Multigrafo

1.1.3. Representacién matricial de los grafos

Definicién 1.1.15. Sea G = (V,E) un grafo, con el conjunto de vértices V = {v, va, v3, .... , v, }.
Dichos vertices con un ordenamiento arbitrario pueden ser representados mediante una matriz de
n X n, que se denota por A(G).

Esta matriz es llamada matriz de adyacencia, ° cuyas filas y columnas representan los vértices del
grafo y cada elemento de la matriz A, denotado por g, ;, representa la relacién que tiene un vértice con
otro, es decir, la conexién que tiene con él mismo y los demds vértices del grafo. ’

Entonces se coloca 1, si (vi,v;) €E, y 0si (v;,v;) ¢ E, es decir:

g 1 ,si (vi,vj) €E
YL 0 s (vi,vy) ¢E

Ejemplo 1.1.16. Usando el ejemplo de la figura 1.13, se representa mediante una matriz de
adyacencia.

6La matriz de adyacencia es también conocida como matriz de vecindades.
"En el grafo no dirigido su matriz de adyacencia es simétrica, es decir, a; j = a;; para todo i, pero esto no es
cierto para un grafo dirigido.
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Figura 1.13: Grafo simple

Siendo su respectiva matriz de adyacencia:

V1 Vo | V3 | V4 | V5 00 001
vi| O] O0]0]0]1 0 00T 1
w| 00011 AG)=]0 00 11
v3| 0100|111 01 101
va |l O 1| 1T]0]1 11110
vs| L1 ][ 1]1]0

De la matriz A(G), en la fila 3 y columna 4 se encuentra el nimero 1 que a su vez aparece en
la posicion simétrica fila 4 y columna 3, lo que significa que el grafo contiene la arista entre los
vértices v3 y v4. De igual manera se pueden analizar las filas y columnas con los datos que aparecen
en la matriz de adyacencia.

En forma general, una matriz de adyacencia es la matriz de orden n x n, donde g;; es el nimero
de aristas que unen los vértices v; y v;.

g k ,si (vi,vj) €E
YL 0 s (vivy) ¢ E

Donde k es el nimero de aristas que poseen los vértices v; y v;.

Ejemplo 1.1.17. Analizando el multigrafo de la figura 1.12. Se tiene la siguiente matriz de adya-
cencia.

Vi | va | vs|ve|vs 2 00 01
vi|2]1010]0]1 01022
vl 0| 1]0]2]2 AG)=1]0 0 0 3 1
v3| 000131 02311
vl O] 213111 21110
vs | 211 ] 1]1]0
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Definicién 1.1.18. Sea G = (V,E) un grafocon V = {v, vo, v3, .... ,vu, } YE ={e1, €2, €3, .... ,em}
conjuntos de vértices y aristas respectivamente. Estos conjuntos se representan en la matriz incidente
de G denotada por M(G) de dimensién n x m.

Esta matriz esta formada por elementos m; ; que representa una incidencia entre v; y e, donde las
filas de la matriz representan los vértices y las columnas las aristas del grafo. Asim; jes 1siv;ye;
son incidentes y 0 en caso contrario.®

Ejemplo 1.1.19. Sea G = (V,E) un grafo, con vértices y aristas de la forma V = {w,x,y,z} y
E ={a,b,c,d,e}. [29]

Los vértices estan denotados por color azul y las aristas de color rojo

Del grafo se tiene la siguiente matriz incidente.

alblc|d]e 1 1 0 0 1
w|l[1[0|0]1 1 0110
x|110]1]1]0 M(G) = 01111
ylO|1]1|1]1 00 0 01
z10[0]0]0 |1

1.1.4. lIsomorfia de un grafo

Definicién 1.1.20. Dos grafos G = (V,E) y G’ = (V',E’) son isomorfos, si existe una aplicacion
biyectiva entre los conjuntos de vértices.

¢:V—V'tal que (vyw) EE siysolosi (¢(v),¢p(w)) €E’
Entonces G es isomorfo a H denotado por G = H.
A partir de la definicién anterior surgen algunas propiedades:

1. Si dos vértices son vecinos en el primer grafo, entonces al aplicar la funcién biyectiva resultara
que los vértices correspondientes del segundo grafo también lo seran.

8Se dice que el vértice v; €V y la arista ej € E son incidentes, si v; es un extremo de la arista e;.
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2. El isomorfismo esta definido por una biyeccién entre los vértices, pero a su vez induce otra
biyeccién entre aristas.

1.1.5. Vertices

Definicién 1.1.21. Dado un grafo G = (V, E) se dice que dos vértices v, w € V son vecinos, también
llamados vértices adyacentes, si la arista (v, w) € E. Ademds la vecindad de v expresado por Ng(v) o
N(v) en G de la forma Ng(v) ={w €V : (v,w) € E}, describe el conjunto de todas las aristas que son
adyacentes a v.[Douglas2001]

Definicién 1.1.22. El grado de un vértice denotado por d(v), es el nimero de aristas de G que son
incidentes con v, es decir, el cardinal de Ng(v). °

d(v) = [Nc(v)|

Para determinar el grado de un vértice v, a través de la matriz de adyacencia, solamente se
suman los nimeros que estan en la fila o columna donde aparece el vértice v.

La lista de grados de los vértices de un grafo es una sucesién de grados {d,,,d,,,dy,,",dy, },
cominmente escritos de menor a mayor.

Definicién 1.1.23. Sea el minimo grado y el mdximo grado de un grafo respectivamente.

§(G)=min{d(v)} vy  A(G)=max{d(v)} (1.1)

veV veV
Si el minimo grado y el maximo grado coinciden en el valor de k entonces todos los vértices del
grafo tienen grado k. Se conoce como grafo K-regular.

Lema 1.1.24. Para cualquier grafo G = (V,E) se tiene que

) d(v) =2|E]|

veV

Ejemplo 1.1.25. Sea G un grafo no dirigido formado por los vértices V ={ a, b, ¢, d, e, f, g, h}
y sus aristas.

9Si un vértice no posee vértices vecinos en el grafo entonces el grado del vértice es 0, dicho vértice se dice que es
un vértice aislado

10
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Los vértices a y e son adyacentes y los vértices a y b no, A(G) =3y 8(G) =1y la secuencia
de grados es {3,3,3,3,2,2,2,2,1}

Teorema 1.1.26. El niimero de vértices de grado impar, en un grafo siempre es par.

DEMOSTRACION.
Por contradiccion.

Sean V; y V, dos conjuntos de vértices disjuntos en G, uno de grado par e impar respectivamente,
cumpliendo que ViUV, =V entonces:

Y dw)+ ) dv)=Y d().

veV] veV, veVv

Luego haciendo uso del lema 1.1.24, sabiendo que la suma de todos los grados de los vértices
en V, es par, se debe cumplir que las sumas de todos los grados de los vértices en V; tiene que ser
par, por lo tanto |V}| es par. [ |

Definicién 1.1.27. En un grafo G, llamaremos distancia del vértice u al vértice v, a la longitud del
camino mads corto de u a v en el grafo G, es decir, el nimero de aristas que recorre el camino mas
corto de # a v en G, denotdndolo por dg(u,v) o d(u,v).

Ejemplo 1.1.28. Sea G el grafo representado en la figura 1.14 donde se puede observar la distancia
mas corta que existe de b a k y la distancia méas larga de ¢ a m.

h k
o—0
e
a b i | n
L @
g
o————0
¢ d j m

Figura 1.14: d(b,k) =4 y d(c,m) = 6.

Definicién 1.1.29. Para un vértice dado v en un grafo G, la excentricidad de v, denotada por ecc(v),
es la mayor distancia de v a cualquier otro vértice x dentro del grafo, es decir:

= mix {d .
ecc(v) xgl%}){ c(v,x)}

En la Figura 1.14 ecc(a) =5, porque los vértices mas lejos de a (k, m y n), estan a una distancia
de 5. Los vértices que tienen la mayor excentricidad son ¢, k, m y n. Los vértices que tienen la menor

11
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excentricidad son e, f vy g.

A continuacién algunos conceptos importantes.

El radio de G, se denota por Rad(G), es el valor mas pequefio de la excentricidad.

El didmetro de G, se denota por diam(G), siendo el valor mas grande de una excentricidad.

El centro de un grafo G, es el conjunto de vértices que cumplen ecc(v) = rad(G).

La periferia de G, es el conjunto de vértices de u, tal que ecc(u) = G[18].

1.2. Caminos y ciclos
Definicién 1.2.1. Un camino, es un grafo no vacio P = (V,E) de la forma:
V ={x0, X1, X2,..., Xn} E = {xox1, X1X2, ..., Xp_1X, 110

donde x; # x; Vi,j € {0,1,2,3,---,n}. Con frecuencia cuando se hace mencién de un camino
se hace referencia a una secuencia natural de vértices, denotado por P = xp,x1,x2,...,X,. [13]

Algunas caracteristicas importantes de los caminos son los siguientes:

= Los vértices {x1,x2,x3,...,X,—1} son los vértices interiores de P.

» El nimero de aristas de un camino es su longitud y el camino de longitud k se denota por P*.
= Un camino de un grafo G con n vértices, tiene a lo sumo una longitud de n—1,

En la figura 1.15 se muestra un camino P dentro de un grafo G cuya longitud es 6.

(a) grafo G (b) camino P

Figura 1.15: Un camino P=P% en G

10En la definicién 1.1.1 los elementos aristas se denotan de la forma (u,v) € E con u,v € V pero también se usa la
notacién uv € E con u,v€V.

12
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La concatenacion de caminos es cuando dos caminos o sub-caminos son unidos por un vértice en
comin creando un nuevo camino. Por ejemplo en la figura 1.16 se puede observar que los caminos
Py Q en el grafo G, comparten un vértice en comin denotado por y creando asi un nuevo camino.

(a) Grafo G (b) Camino xyz

Figura 1.16: Un camino P=P* en G

1.2.1. Grafo conexo

Definicion 1.2.2. Un grafo G = (V, E) es conexo si dados dos vértices cualesquiera v,w € V existe
un camino que los conecta.

A partir de la definicién surge lo siguiente:

= Un grafo con un vértice es también conexo ya que se conecta a si mismo por un camino vacio.
= Una conexién es una relacién de equivalencia.

= Un grafo no es conexo, si tiene vértices que no puede ser conectados.

Definicion 1.2.3. Un subgrafo conexo mdximo de G es un subgrafo conexo y éste no contiene a
otro subgrafo de G.

Definicién 1.2.4. Las componentes conexas o componentes de G son subgrafos conexos maximos,
es decir, no existe ningun subgrafo conexo de G dentro de ello.

Ejemplo 1.2.5. Sea V = {v|,v2,v3,v4,V5} vértices de G y sea el subconjunto de vértices V| =
{vi,v2,va} y Vo = {v3,vs}, obteniendo el siguiente grafo.

13
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V2

V1

Figura 1.17: Componentes conexas de G

Dos componentes conexas que forman el grafo G son G[V;],G[V2].

Vi V2 V3| V4 Vs
vi| 0O 1 110 O
wll 0 1]0 0
vi|1 1 O[O0 O
va | O O OO0 1
vs| 0 0 0|1 0

Se tiene que la matriz de adyacencia del grafo, que tiene varias componentes conexas, puede
escribirse permutando adecuadamente y simultaneamente las filas y columnas.[6]

Lema 1.2.6. Sea G un grafo de orden n, si §(G) > % entonces G es conexo.

DEMOSTRACION. Supongamos que G no es conexo, es decir, que existe un par de vértices de
V(G) tal que no hay ningtin camino que los una. Sean esos vértices v; y vj con 1 <i< j<n con los
caminos P; de v; a vy y P> de vy a v}, sabiendo que no hay un camino que puede unir los vértices
Vk Y Vi

Ademas v & N(vy) con i <k <k’ < j, ver figura 1.18. Entonces el grado de v es menor o igual
a n, que es el total de vértices de G menos 1+ % vértices no adyacentes:

n—1>:(n_1)_n—1:n—1 — 5(G).

pero es una contradiccion porque 0(G) es el minimo grado que puede tener un vértice en el
grafo G y lo mismo sucede para el grado de v.. Por lo tanto G es conexo.

14
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]
] ” N
] 7 1 ~ A
1 Y 1 Sammm——— Vi
A
Ls A ) l,"
RFGY " . P A |
~N . PR " ]
- 1
Nig f 1
v, M 1 1
k ~--..___ I L.__

Figura 1.18: Caminos que salen de vy

Existen muchos caminos que salen de v pero ninguno conecta con los caminos que salen de vy
[

Definicion 1.2.7. 1) Un conjunto separador o vértice de corte de un grafo es un subconjunto
S C V(G) tal que el grafo G — S ! es disconexo y tiene més de una componente, es decir, que al

remover los vértices de G que estdn en S desconecta al grafo.[29]

11) La conectividad de G, representada por k(G), es el tamafio minimo de un conjunto de vértices
de S tal que G — S es disconexo o tiene solamente un vértice.

111) Un grafo G es k-conexo si su conectividad es al menos .

1v) Un grafo que no sea completo es k-conexo si y sélo si cada conjunto separador es al menos de

tamano k.

Definicion 1.2.8. Un conjunto desconectado de aristas es un subconjunto F C E(G) tal que G —
F 2 es disconexo y tiene mas de una componente. Un grafo es k-arista-conexa si cada conjunto
desconectado tiene al menos k aristas. La conectividad de aristas de G, es el tamafio minimo de un

conjunto desconectado que se denota por k’(G).[Douglas2001]

3 notacién G — S hace referencia a la eliminacién de los vértices del grafo G que estan en el conjunto §
2| a notacién G — F hace referencia a la eliminacién de las aristas del grafo G que estan en el conjunto F

15
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1.2.2. Grafos Especiales

Definicién 1.2.9. Un grafo regular es aquel cuyos vértices tienen todos el mismo grado. Si el grado
de cada vértice es r se tiene un grafo regular de grado r o r-regular.

Figura 1.19: Grafo regular de grado 3.

Definicién 1.2.10. Un grafo es lineal con n vértices denotado por L, con n > 2 cuando el vértice
inicial y final son de grado 1 pero para el resto son de grado 2.

Figura 1.20: Grafo lineal.

Definicién 1.2.11. Un grafo es circular con n vértices denotado por %, con n > 3, cuando todos

sus vértices son de grado 2.

(a) %3 (b) G (c) %5
Figura 1.21: Grafos circulares
Una clase de grafo que es usado en diversos problemas, son los llamados grafos bipartidos. Son

aquellos que pueden partir el conjunto de vértices en dos clases, de manera que no existan aristas

entre vértices de la misma clase.

16
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Definicién 1.2.12. Los grafos bipartidos completos representado por K, s, constan de un conjunto de
vértices de cardinalidad r + s, divididos en dos conjuntos de vértices representado por V, con |V,| =r
y Vs con |Vi| = s, donde todos los vértices del conjunto V, estdn conectados a todos los vértices del
conjunto V; y viceversa. [18]

Por ejemplo en la figura 1.22 se muestran algunos tipos de grafos bipartidos completos.

(a) K273 (b) K1,4 (C) K474

Figura 1.22: Grafos bipartidos completos

Teorema 1.2.13. Un grafo con al menos dos vértices es bipartido si y s6lo si no contiene ciclos
impares.

DEMOSTRACION.

= (=)
Sea G un grafo bipartido con X y Y los conjuntos de particiones de V, y C un ciclo del grafo
G, es decir, este ciclo pasa por los vértices {v, v, ...., v} que pertenecen a V. Suponemos

que v € X. Por definicién de los grafos bipartidos v» € Y, luego v3 € X y asi sucesivamente,

esto implica que, si i es impar entonces v; € X para todo i, y si i es par entonces v; € Y para

todo i. Dado que vy es adyacente a v entonces k debe ser par, cumpliendo que C es un ciclo
13

par.

= (&)
Sea G un grafo que tiene orden de al menos 2, tal que G contiene ciclos pares. La idea es
suponer que G es conexo porque sino, se trataria por separado cada una de las componentes
conexas. Ahora si se toma un vértice v de G y se define el conjunto X y Y de la siguiente
forma :

X = {x € V| El camino mas corto de x a v que tiene longitud par.}

Y =V\X

13Un ciclo indica un camino cerrado en un grafo, y decimos que es par si tiene 2n aristas o decimos que es impar
si tiene 2n+ 1 aristas
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Sean x y x’ vértices de X tal que x y x’ son adyacentes. Si x = v, entonces el camino mas corto
de v a X’ tiene longitud uno, pero esto implicaria que X’ € Y por lo que seria una contradiccién.
Por lo tanto, x # v de igual manera para x’ por lo que X' # v.

Sea P; el camino de longitud mas corto de v a x (v —x camino mas corto), es decir, recorre
los vértices {v =g, vi,..., vosx =x y Py } es el camino de longitud mas corto de v—x/, es
decir, recorre los vértices v =wg, wy,...,wy = x’. Estos caminos P; y P, tienen como vértice
en coman a v. Ahora sea v/ un vértice que se encuentra en ambos caminos tal que el camino
V' —x es representado como P| y el camino v/ —x’ por Pj, estos caminos tienen solo al vértice
v en comln ademas V' es el ltimo vértice en coman de P y P (ver figura 1.23) por lo que
P{ y P} son los caminos mas cortos v/ —x y v/ —x respectivamente.

Asi debe cumplirse que v/ = v; = w; para algin i. Pero x y x’ son adyacentes entonces el
camino pasa por los siguientes vértices { vi, vii1, ..., Vak, War, Wor—1, -..., W; } siendo un ciclo
de longitud (2k — i)+ (2t —i) + 1, lo cual es impar, contradiciendo la hipétesis.

Wok-1

Figura 1.23: Los caminos P y P’ coinciden en el punto v =v; = w;

Por lo tanto, no hay dos vértices en X adyacentes entre si, de la misma forma se aplica un
argumento similar para mostrar que no hay dos vértices en Y adyacentes entre si. Por lo tanto,
es un grafo bipartito con X e Y conjuntos que parten a V.
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1.2.3. Ciclos
Definicion 1.2.14. Si P =xg,x1,...,x_ esuncaminoconk >3y x; € V(G) coni€ {1,2,3,...,k},
entonces el grafo C = P+ xq es llamado ciclo*.[13]

La longitud de un ciclo® es el namero de aristas que recorre un ciclo. Los ciclos de longitud k
son llamados k — ciclos y denotado por CK.

z

(a) Ciclo C® (b) Ciclo C*
Figura 1.24: Ciclos de longitud 6 y 4 respectivamente.

A la minima longitud que posee un grafo G se le llama cintura (en inglés girth) denotado por
2(G) de G y la maxima longitud de un ciclo en G es llamado circunferencia.

Una arista que une dos vértices de un ciclo, pero no es una arista del ciclo se llama cuerda (en
inglés chord). Por tanto un ciclo inducido en G, es un ciclo que no tiene cuerda. (Ver Figura 1.25).

Figura 1.25: Un ciclo C8 con cuerda xy esta formado por los ciclos inducidos C®, C*

Lema 1.2.15. Sea G un grafo tal que 6(G) > 2, entonces G contiene un ciclo.

Proposicién 1.2.16. Cada grafo G contiene un camino de longitud 6(G) y un ciclo de longitud de
al menos 8(G)+ 1 para 6(G) > 2

4La notacién P+ xy significa que al camino P se le agrega otra vértices el cual es el vértice de inicio del camino P.
15Un ciclo es par o impar si k es de la forma 2n 0 2n+ 1 respectivamente con n € Z

19



Capitulo 1.  Grafos

DEMOSTRACION. Sea P’ =X, ..., X el camino mas largo en G con x; € V(G) para j=0,1,...,k.
Entonces todos los vecinos de x; pertenecen a este camino P'. (ver Figura 1.26 )

Figura 1.26: El camino mas largo P’ que ademas contiene todos los vecinos de x;

Por lo que el mayor grado que puede tener el vértice x; es k entonces d(x,) <k pero 6(G) <d(x,)
porque 8(G) es el minimo grado de un vértice en G.

Por lo tanto k > d(x,) > 8(G). Asi k < 8(G), entonces el minimo valor que puede tomar k para
formar un camino P es 6(G).

Para demostrar que existe un ciclo de longitud de al menos 6(G) + 1 se necesita encontrar el
vértice vecino de x; con menor indice. Como los vértices de un camino estan de forma ordenada
entonces seleccionamos i siendo el minimo indice, es decir, i < k tal que x; € N(x).

X0 X; X Xk

Figura 1.27: Vecino con indice menor.

El ciclo C pasa por x;, donde x; es el vecino con menor indice de x;. Por lo que cumple que
xix; € E(G), entonces C =x;...x; +xx; es un ciclo donde x;...x; es un camino de longitud minima
de 8(G) y la arista xzx; es de longitud 1 por lo tanto la longitud minima del ciclo C es de al menos
8(G)+1. n
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1.3. Caminos y ciclos Halmitonianos.

1.3. Caminos y ciclos Halmitonianos.

Definicién 1.3.1.

= Un camino euleriano es un camino que pasa por todas las aristas de un grafo G una sola vez.

» Un ciclo euleriano es el camino cerrado que pasa exactamente una vez por todos los vértices del
grafo G, es decir, es un ciclo que pasa por todas las aristas de G exactamente una vez. Diremos
que un grafo es euleriano si contiene un camino euleriano. [6]

Definiciéon 1.3.2. Si un camino P pasa por los vértices de G, es decir, V(P) = V(G) sin repetir
ninguna arista con v; # vz, entonces se dice que P es un camino hamiltoniano.

Figura 1.28: Camino hamiltoniano

Definicién 1.3.3. Si un ciclo C pasa por los vértices de un grafo G sin repetir ninguna arista, este
es llamado ciclo hamiltoniano.

Figura 1.29: Ciclo hamiltoniano

Cualquier grafo que contiene un ciclo hamiltoniano es llamado grafo halmitoniano o G—hamiltoniano
(en inglés hamiltonian graph.)
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Teorema 1.3.4. Sea G un grafo de orden n > 3. Si 6(G) > 5 entonces G es hamiltoniano.
DEMOSTRACION.
Sea G es un grafo que satisface las condiciones y suponer que G no es hamiltoniano.

Sea P un camino de G con longitud maxima tal que los vértices de P estan ordenados de la
forma {vi,v2,.....,vp}. Debido a la maximalidad de P se tiene que todos los vecinos de v; y de v,
estan en P, tomando en cuenta que 6(G) > 5, entonces cada v; y v, tienen 5 vecinos en P.
Entonces debe existir algiin j con (1 < j<p—1) tal que v; € N(v,) y vjy1 € N(v1), donde N(v,)

y N(vl) es el conjunto de vértices adyacentes a Vp Y V1 respectivamente.

Suponer que esto no fue el caso, entonces por cada vecino v; de v, en P (hay al menos 5 de
ellos ) entonces:

n n n
<p—l—-=—<n—-=—.
dy, <p-—1 2<n 5 =73

Pero contradice el hecho que §(G) > 5. Por lo tanto j existe. Ver Figura 1.30.

Figura 1.30: Grafo regular

Ahora con un ciclo C = v{,v2,.....,V},Vp,Vp_1,....,Vj+1,V1. Asumir que G no es hamiltoniano
entonces debe existir al menos un vértice de G que no esta en P.

Dado que §(G) > 5 se tiene que G es conexo lema 1.2.6. Por lo que existe un w que no esta
en P siendo adyacente a un vértice ,lo denotamos como v; que esta en P. Como el camino en G
comienza con w se dirige a v; y luego viaja alrededor del ciclo C que es un camino mas largo que
nuestro camino P esto contradice la hipétesis. Por lo tanto G es hamiltoniano. |

Teorema 1.3.5. Sea G un grafo de orden n > 3. Si d; + dy > n para todo par de vértices no adya-
centes x e y, entonces G es hamiltoaniano.

Se dice que un conjunto de vértices en un grafo es un conjunto de vértices independientes, si
son por pares no adyacentes. El nimero de un conjunto de vértices independientes de G se denota
por &(G). Por ejemplo, considerar el siguiente grafo:
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G G,

Figura 1.31: El namero de vértices independientes es a(G;) =2y o(G2) =3

El anico conjunto independiente de tamafio 2 en Gj es {c,d}, entonces o(G;) = 2. Hay dos
conjuntos independientes de tamafio 3 en G, : {a,c,e} y {b,d, f}, entonces a(G,) =3 y ninguno
de tamaiio 4.

1.4. Grafos Débilmente Panciclico

Definicién 1.4.1. Sea G = (V,E) se dice que es un grafo débilmente panciclico si tiene ciclos de
todas las longitudes entre la cintura 'y |V (G)|[4]

Definicién 1.4.2. Sea G = (V,E) panciclico o grafo panciclico, si existen ciclos de cada longitud ¢
con 3</(<|V(G)|.[5]

Definicién 1.4.3. Un digrafo panciclico es un grafo con ciclos dirigidos o también llamado circuitos
de todas las longitudes.

De lo anterior se cumple que un grafo panciclico es hamiltoniano. A continuacién se describen
condiciones que deben cumplirse para afirmar que un grafo hamiltoniano es panciclico.

Lema 1.4.4. Si G no contiene un ciclo de longitud ¢ (en inglés { — cycles) para { desde 3 < { < n,
entonces para cada j se tiene que d(v;) +d(j+ 1) < n, con la igualdad si'y solo si para cada k # j
o j+ 1, entonces una de las aristas (v;,vi) 0 (Vj+1,vm) pertenece a G.

k—0+1 si j+2<k<j+(-2
mj =
k—0+3 si j+l—1<k<j—1

Teorema 1.4.5. Sea G hamiltoniano y supongamos que |[E(G)| > ’2—2, donde n = |V (G)| entonces G

es panciclico o es el grafo bipartido completo K%%
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DEMOSTRACION.
Sea C =v1,v2,V3,....,v, un ciclo de longitud n, es decir un ciclo hamiltoniano en G (los vértices de

C estan como una secuencia ordenada) donde cada arista de G puede considerarse como cuerda de
C.1°

= G es panciclico
Suponer que G no es un panciclico entonces G no tiene un ciclo de longitud ¢, con 3 </{ <n.
Sean los vértices vecinos v, v;.1 en C, entonces considerar el siguiente par de cuerdas de C.

Para JH—1<k<j—1, el par de acuerdas (vj,vi) con (vjg1,Vk—r43).

Para JH2<k<j4+{-2, el par de acuerdas (vj,vi) con (Vji1,Vk—r+1)-

A lo sumo una cuerda de cada par puede ser una arista de G. Esto debido a que ambas cuerdas
del par junto con una parte de C forman un ciclo de longitud /.

Vi 41

Vi-£43

j+1 i+ i

Figura 1.32: Construccién del ciclo de longitud ¢
Para demostrarlo debe probarse lo siguiente.
Para cada j:

d(v)) +d(vjar) <n (12)

son iguales si y sélo si exactamente un par de cuerdas son aristas de G.
Por hipétesis sabemos que G es hamiltoniano y que cumple el teorema 1.3.5. Si usamos la
contrapositiva de este teorema siendo los vértices u, v, se tiene que "d(u) +d(v) <n" entonces

16Definimos la longitud de una cuerda como la distancia de sus puntos extremos tomadas alrededor de C
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(u,v) € E(G)
Ahora falta probar que n es par.

Suponemos que n es impar, entonces por (1.2) tenemos que para algin par de vértices adya-
centes la suma de sus grados es menor a n. Seleccionamos v,, que tiene a lo sumo grado de

@. Asi por el lema 1.1.24 y teorema 1.3.4 se cumple que

n nn— nin— n— n— n I’lz
2EG) = Y. d(v)) < <2 D 4 o) < (2 D, 21§< 1)2< +1)<?

2 . 2 . .. - .
Entonces |E(G)| < - teniendo G menos de - aristas, contradiciendo la hipétesis. Por lo
tanto n es par y por (1.2) se tiene:

Pero por hipétesis
E(G)| = %

L E(G)| = é cumpliéndose la igualdad en (1.2). Entonces para cada j

(vj,vk) €E(G) <= (Vjg1,Vi—e3) #E(G),  jH+l—12k>j—1 (1.3)

(vj,vk) € E(G) <= (vjs1,Vk—e41) #E(G),  j+2=k=j+{-2 (1.4)
G es grafo bipartido completo.

Suponer que G no es un grafo bipartido completo Ky n. Entonces alguna arista de G es una
cuerda de longitud par. Ahora probar que existe una cuerda de longitud 2 en G.

Si k>4 es la cuerda de longitud par mas corta en G y (vj,vj4k) € E(G). Se tienen 3 casos
para analizar.

e (asoi) 4<k<n—/
Dado que (v;,vjx) € E(G) por (1.2) se cumple (1.3) por lo que (vjt1,Vjik+e—3) € E(G)
esta cuerda, entonces (v;,vjyx) y parte de C forman un ciclo de longitud ¢ luego por (1.3)

(vji42,Vj+k) € E(G) esta cuerda tiene longitud j+k— (j+2) =k —2, contradiciendo la
minimalidad de k.
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e (Caso ii) n—0(+2<k<2n—-2¢

Usando (1.4) tenemos que (vj_1,Vjik+e—1) ¢ E(G) pero (vi—2,vjik+20—-4) € E(G), sien-
do la cuerda de longitud par con —k —2¢ +2 entonces:

—k—204+2<2n—k—20+2

=2n—0+2)—k—-2
<2k—k-2
=k—2<k

teniendo que —k — 20 +2 < k siendo una contradiccion.

e Caso iii) 2n—20+2<k<n-2

Por (1.4) tendriamos que (v;_1,Vi+e—1) # E(G) luego por (1.3) tenemos que (vj—2,Vjiit20—2) €
E(G) siendo una cuerda de longitud par k+2¢:

k+20<2n+k+2¢
=2n+20+2-2
<k-2<k

entonces k+2¢ < k, donde se contradice la minimalidad de k.

C
vj +k "
(¢} v Vj +k
V j-2
] VJ_»]

Vig
Y]
caso iii)
Vj+2 V.
Visq

caso i)

Figura 1.33: Las diferentes construcciones del ciclo C.
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Por lo tanto la cuerda (v;,v;j2) € E(G) pero (v;,vji¢) ¢ E(G) luego por (1.4) tenemos que
(vj+1,vj43) € E(G), este recorrido sigue en C donde se tiene que todas las cuerdas de longitud
2 estan en G. Entonces G es panciclico contradiciendo la hipétesis.

.. G debe ser el grafo bipartido completo Ky
[ |

Corolario 1.4.6. Sea G un grafo que satisface la condicion (1.2) del teorema anterior. Entonces G
es panciclico o es el grafo bipartido completo Ky 1.

DEMOSTRACION. Tomando el teorema anterior solo se necesita probar la condicién (1.2) im-
. 2
plica |[E(G)| > 7.

Sea k el minimo grado de un vértice en G. Asumir que k < 5 de lo contrario no hay nada que
probar.

Si tenemos m vértices de grado k por la condicién (1.2) todos estos vértices estan unidos entre
si entonces m<m+1,ym#k+1y como G es hamiltoniano y conexo entonces hay al menos
n—k—1 vértices de grado n—k en G, es decir, aquellos vértices no unidos a un vértice especifico
de grado k.

1
; |E(G)|25[(n—k—1)(n—k)+k2+k+1]
1 2 2
:E[n —n(2k+1) +2k” 4 2k+]
n2
>
=4
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1.5. Grupo

1.5.1. Operacién Binaria

Definicion 1.5.1. Una operacion binaria * en un conjunto S es una funcién, mapeada de S x S a S.
Para cada (a,b) € S x S. Denotemos el elemento *(a,b) de S por a*b o simplemente ab.

Definicion 1.5.2. Una operacién binaria * en un conjunto S es conmutativo si y solo si axb = bx*a
para todo a,b € S.

Definicion 1.5.3. Una operacién binaria en un conjunto S es asociativa si (axb)*xc = ax* (bxc)
paratodo a,b,c € S

Definicién 1.5.4. Dado dos mapeos ¢ : X — Y y vy : Y — Z y un tercer mapeo denotado por
¢oy: X — Y llamado composicion de ¢ y y.

(Poy)(x) =y(o(x))
Teorema 1.5.5. Asociatividad de la composicién

Sea S un conjunto y sean ¢, ¥ y @ funciones mapeadas de S x S. Entonces

po(yop)=(poy)oop

Teorema 1.5.6. Si ¢ : X — Y y y:Y — Z son mapeos inyectivos (sobreyectivos), entonces
poy:X —Z

es también inyectiva (sobreyectiva) respectivamente.

1.5.2. Representacion de la operacién binaria por medio de tablas.

Para un conjunto finito, la operacién binaria en el conjunto puede ser definido por medio de
tablas en el cual cada elemento del conjunto es listado a través de filas y columnas.

*x|la|b|c
alb|c|b
bla|c|b
clc|b|a
Tabla 1.1

La Tabla 1.1 define una operacién binaria * en S = {a,b,c} con la siguiente regla:
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(la i-ésima entrada en la izquierda) * (la j-ésima entrada en la parte superior) = ( entrada en
la fila i-ésima fila y j- ésima columna de la tabla ), esto es axb =cy b*a =a si * no es conmutativo.

Podemos verificar de una manera facil que una operacién binaria es conmutativa si y solo si las
entradas de la tabla son simétricas con respecto a la diagonal que comienza en la esquina superior
izquierda de la tabla y termina en la esquina inferior derecha.

\\| a b d
a d a a
b | d c b
c c d
d a b d

Tabla 1.2: Tabla simétrica

1.5.3. Grupo

Definicién 1.5.7. Un grupo (G,x) es un conjunto G, cerrado bajo la operacion binaria *, cum-
pliendo los siguientes axiomas :

1. a,b € G implica que axb € G  (Cerradura).
2. a,b,c € G implica que a x (b x c) = (a x b) x ¢ (Ley asociativa).

3. Existe un elemento e € G tal que xxe = exx = x para todox € G (Existencia de un elemento
identidad en G).

4. Paratodo a € G existe un elemento a~' € G tal que aa ' =a"'a=e (Existencia del inverso

en G).[14]

Definicién 1.5.8. Un grupo G se dice que es abeliano o conmutativo si para cualesquiera a,b € G
se cumple que a*xb = b xa.

Ejemplo 1.5.9. El conjunto Z™ bajo el producto no es un grupo. Porque no existe elemento inverso
para ningln elemento.

Ejemplo 1.5.10. El conjunto M, (R) que contiene todas las matrices de n x n bajo la multiplicacién
de matrices no es un grupo, ya que la matriz de n X n con todas sus entradas 0, no es invertible.

Corolario 1.5.11. Si G es un grupo y sean a,b € G, entonces
s (ab) ' =b"'a"!

- (afl)fl =a
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1.5.4. Subgrupo

Definicién 1.5.12. Si un subconjunto H de un grupo G es cerrado bajo la operacién binaria de G
y si H con la operacion inducida de G es un grupo entonces H es un subgrupo de G. Ast H < G o
G > H denotando que H es un subgrupo de G entonces H < G, G>H 6 H < G pero H # G.

Teorema 1.5.13. Un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo de G si 'y solo si

1. H es cerrado bajo la operacion binaria de G.
2. El elemento identidad e de G esta en H.

3. Paratodo a € H se tiene a~' € H
DEMOSTRACION.

= (=)

Asumir que H es un subgrupo de G. Entonces H posee una operacién binaria de G, asi por el
axioma de la cerradura nos garantiza que a b pertenece a H. Para probar que tiene elemento
identidad suponer que existe otro ¢ € H, considerando la operacioén binaria en H se tiene
¢e =¢, considerando la misma operacién en G podemos escribir ¢ ¢ = e'e y usando la ley
cancelativa se obtiene ¢ = e. Finalmente si a € H entonces a debe tener un inverso b tal que
axb = e pero por propiedad de G cumple que axa~! = e entonces axb=axa"! = ey usando
la ley cancelativa a=! = b es un elemento de H.

" (&)
Ahora suponer que H es un subconjunto de G satisfaciendo las condiciones dadas. Entonces
la condicién 1 muestra que la operacién binaria de G define una operacién binaria en H,
manteniendo el axioma de la cerradura. Si a,b,c € H entonces en G tenemos la ecuacion
a(bc) = (ab)c, al considerar esto como una ecuacién en H hereda la ley asociativa. Las
condiciones 2 y 3 aseguran que H tiene un elemento identidad y que cada elemento de H
posee un inverso donde estos elementos tienen las mismas propiedades en H.

Definicién 1.5.14. Si H es un subgrupo de G y a € G, entonces Ha = {halh € H} se le llama clase
lateral derecha de H en G 'y aH = {ah|h € H} se llama clase lateral izquierda de H en G.

1.5.5. Subgrupo Normal

Definicion 1.5.15. Un subgrupo N de G se dice que es un subgrupo normal de G si paratodo g € G
y todan € N , se cumple que gng~! € N.

1 1

Se observa que gng™" representa a gNg~
si y solo si gNg~! C N para todo g € G.

con n € N entonces N es un subgrupo normal de G
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1

Lema 1.5.16. Sea N un subgrupo normal de G si'y solo si gNg~" = N para todo g € G en G es una

clase lateral derecha de N en G.

Lema 1.5.17. El subgrupo N de G es un subgrupo normal de G si y solo si Na = aN para todo
acG

Definicién 1.5.18. Sea N un subgrupo normal de un grupo G entonces G/N denota el conjunto de
todas las clases lateral derecha de N en G a esto se le conoce como grupo cociente.

1.5.6. Homomorfismo y Automorfismo de un grupo

Homomorfismo

Definicién 1.5.19. Una aplicacién ¢ de un grupo G a un grupo G’ se dice que es homomorfismo si
para a,b € G cualesquiera se cumple que ¢ (ab) = ¢ (a)¢(b) y se denota por abd = apb¢.

Nota:
En muchos libros se denota la operacién de un homomorfismo de la forma ab¢ = a¢ bo o
(ab)¢ = (ad)(bd) pero se seguird anicamente con las dos notaciones definidas anteriormente.

Ejemplo 1.5.20. Sea F el grupo aditivo de todas las funciones que mapea de R sobre R y sea
R el grupo aditivo de los nimeros reales. Sea ¢. : F — R el homomorfismo evaluado definido por
O.(f) = f(c) para f € F se tiene que la suma de dos funciones f y g es otra funcién f+ g cuyo
valor en x es de f(x)+ g(x) por lo que :

O (f+g) = (f+g)(c) = f(c)+g(c) = oc(f) + Pc(g)

Teorema 1.5.21. Sea ¢ un homomorfismo de G sobre un grupo G' tal que

Si e es el elemento identidad en G, entonces ¢(¢') es el elemento identidad en G'.

Sia e G entonces p(a™') = ¢(a)"len G

Si H es un subgrupo de G entonces ¢[H] es un subgrupo de G'.

= Si K’ es un subgrupo de G' entonces ¢ ~'[K'] es un subgrupo de G.

Lema 1.5.22. Sea G un grupo y N un subgrupo normal de G ; se define la aplicacion ¢ de G en
G/N por ¢(x) = Nx para todo x € G. Entonces ¢ es un homomorfismo de G sobre G/N.

Definicién 1.5.23. Si ¢ es un homomorfismo de G en G’ el niicleo de ¢ denotado por Ky 6 k se
define como Ky = {x € G|9(x) =e¢,}. 1"

17

e, es el elemento identidad de G’
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Lema 1.5.24. Si ¢ es un homomorfismo de G en G’ de niicleo K entonces K es un subgrupo normal
de G.

Definicién 1.5.25. Sea ¢ un homomorfismo mapeado de G| a G, entonces [27]
(1) ¢ esllamada homomorfismo trivial si ¢ (a) = e paratodo a € G.

(11) ¢ esllamado un isomorfismo si es también una biyeccién de G| a G», estos grupos se dicen que
son isomorfos y se denota por G| ~ G,

(111) ¢ es llamado un endomorfismo si es un homomorfismo de G asi mismo.

(1v) ¢ esllamado un automorfismo si es un isomorfismo de G; asi mismo.

Ejemplo 1.5.26. a) Si G| =R, G, =C donde cada ¢ € C cumple |c| =1 con la operacién binaria
de la multiplicacién ¢;: Gy — G, donde ¢ (x) = cos(x)+isin(x) para x € R, entonces ¢,
es un homomorfismo mapeado de G| a G;. Esto no es un isomorfismo porque ¢ (x) = ¢ (x+2km)
para cada k € Z.

b) Si G| = Z/6Z (el conjunto {1,2,3,4,5,6} con la operacién multiplicacion médulo 7) y ¢, :
Gi1 — G, dada por

¢2(a) =3 modulo 7
para a € G| entonces ¢, es un isomorfismo.

c) SiGy=2Zy ¢3: Gy —> G satisface ¢3(a) = —a para a € Gy, entonces ¢3 es un automorfismo
de Gl.

Lema 1.5.27. Sea ¢ : G| — Gy, ¥ : G; —> G3 donde ¢ y ¥ son homomorfismo entonces:
a) ¢ oy es un homomorfismo que mapea Gy a G;.
b) La imagen de ¢ es un subgrupo de G;.

c) Si H es un subgrupo de Gi 'y ¢’ es el mapeo de ¢ con el dominio restringuido a H entonces ¢’ es
un homomorfismo de H a G,.

d) Si ¢ es un isomorfismo entonces ¢~ también lo es.

Corolario 1.5.28. Un homomorfismo ¢ de G en G' con niicleo K es un isomorfismo de G en G' si y
solo si K = {e}.

Teorema 1.5.29. Sea ¢ un homomorfismo de G sobre G' de niicleo K y sea N' un subgrupo normal
de G'y N ={x € G|¢(x) € N'} entonces G/N ~ G' /N’ que es equivalente G/N ~ (G/K)(G/K).
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Teorema 1.5.30. (Primer Teorema de Isomorfia)[27]
Sean Gy Gy grupos 'y ¢ : G| — Gy es un homomorfismo sobreyectivo con ker(§) = K entonces

G /K ~ G,

Definicién 1.5.31. Sea K <t G y ¢ un homomorfismo sobreyectivo G —» G/K de la forma:
g0 =gK paratodo g€ G

donde k = ker(¢). El mapeo ¢ es llamado homomorfismo natural.

Automorfismo

Sea G un grupo y sea Aut(G) el conjunto de todos los automorfismos de G. Este conjunto puede
recibir una estructura de grupo utilizando la composicién como operacién. La composicién de dos
biyecciones es una biyecciéon (Teorema 1.5.5 y 1.5.6) por tanto la operacién esta bien definida y
cerrada por Lema 1.5.27 a). La composicién es asociativa por Teorema 1.5.6, el mapeo dela identidad
en G actia como el elemento neutral y el inverso de un isomorfismo es también un isomorfismo por
Lema 1.5.27 d). Asi Aut(G) forma un grupo bajo la operacién composicion. [27]

Definiciéon 1.5.32. Para un grupo G el conjunto de automorfismo de G con la operacién composi-
cion forma un nuevo grupo llamado grupo de automorfismo de G el cual se denota por Aut(G).

Lema 1.5.33. Sea Aut(G) es un automomorfismo entonces
n Si G es un grupo, entonces Aut(G) es también un grupo.

» Inn(G) < Aut(G).

1.5.7. Grupo ciclico

Definicién 1.5.34. Un grupo G con el conjunto finito de elementos, donde el nimero de elementos
se llama orden de G denotado por |G|

Definicién 1.5.35. El grupo G es llamado un grupo ciclico si existe un elemento a € G tal que
G = {d"|n € Z}. En este caso a es llamado un generador de G.

Generalmente, para un grupo G vy algin elemento a € G, el conjunto {a"|n € Z} es llamado
subgrupo ciclico generado por a y se denota por (a)

Teorema 1.5.36. Sea G un grupo y sea a € G.

a) (a) es un subgrupo de G.

b) Si K es algiin subgrupo de G tal que a € K , entonces (a) C K
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DEMOSTRACION.

a) El conjunto (a) es cerrado bajo la multiplicacién si a™,a" € (a) entonces
ama" = a™™" € (a). Ademas, (a) incluye el elemento identidad y elemento inverso por definicién
ad=ey (@) '=a"

b) Si K es algtn subgrupo que contiene a entonces debe de tener todas las potencias positivas
de a ya que es cerrado bajo la multiplicacién. Entonces contiene a® =e y si n < 0 entonces

a*=(a")"'. Asi (a) CK

|
EJemplo 1 5.37. En el grupo multiplicativo C x C se consideran las potencias de i. Asi i> = —1,
= —i, i* = 1. A partir de este punto todas las potencias son repetidas ya que > = ii* =i,
16 = 1214 = —1, etc. Para los exponentes negatlvos tenemos i~ ! = —1, 1 2 -1, yi S =i Otra vez

a partir de este punto las potencias se repiten. Entonces
(iy ={1,i,—1,—i}

La situacién es diferente si se considera (2i). En este caso las potencias de 2i son totalmente
diferentes y el subgrupo generado por 2i es infinito

(i) = {..., &,

Ejemplo 1.5.38 (Z, es ciclico). El grupo aditivo Z, de enteros médulo n es también ciclico gene-
rado por [1], ya que cada clase de congruencias puede ser expresada como una suma finita de [1]]s
siendo [k], = k[1],.

i,—,—5i,1,2i,—4,-8i,16,32i,...}

0| —

Esto es importante para determinar todos los posibles generadores de Z,. Si [al, es generador
de Z, entonces en particular [1],, debe ser un miltiplo de [a],. Por otro lado, si [1], es mdltiplo
de [a], cualquier otro médulo de la clase de congruencia n también es maltiplo de [a],. Y asi para
determinar todos los generadores de 7Z, solo se necesita determinar algiin multiplo entero de a que
sea congruente a 1. Siendo los enteros primos relativos a n.

1.5.8. Propiedades del grupo ciclico

Teorema 1.5.39. Cada grupo ciclico es abeliano.

DEMOSTRACION.

Sea G un grupo ciclico y sea a un generador de G tal que
G={(a)={d"neZ.}

Suponer que g1 y g2 son dos elementos de G, entonces existen ry s tal que g =da" y g» =d’.
Entonces
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218> :aras :ar—i-s :asar = 2281

Teorema 1.5.40. Un subgrupo de un grupo ciclico es ciclico. [14]

DEMOSTRACION. Sea G un grupo ciclico generado por a y sea H un subgrupo de G. Si H = {e}
entonces H = (e) es ciclico. Si por el contrario H # {e} entonces a" € H para algin n € Z*. Seam
el entero mas pequefio en Z" tal que ™ € H y ¢ = a™ genera a H ; es decir

H = (a™)

ahora se debe probar que todo b € H es un exponente de c. Para esto como b € H y H < G se tiene
que b = a" para algn n. Si n no es un multiplo de m. Sea g y r tal que

n=mq+r para 0<r<m

usando el algoritmo de la divisién .

asi

Dado que " € H'y " € H y como H es un grupo entonces ambos (a™) % y a" estan en H. Se
tiene que

a" = (a")"9a" €H ; tal que aecH

pero por hipétesis m es el entero positivo mas pequefio tal que @™ € H con 0 < r < m por lo que
r=0. Asi n =qgm

b=ad"=(a")1=c1
Por tanto b es una potencia de c. [ |

Teorema 1.5.41. Sea G un grupo ciclico con generador a. Si el orden de G es infinito entonces G
es isomorfo a (Z,+). Si G tiene orden n entonces G es isomorfo a (Zy,~+,).

DEMOSTRACION.

Caso L.
Para todo entero positivo m, da™ #e .
En este caso se afirma que hay dos exponentes distintos & y k, es decir, a y ak de G. Suponer que

a" = d* y dado que h > k. Entonces se tiene que
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pero es una contradiccién. Entonces todo elemento de G puede ser expresado como a™ para un
anico m € Z. El mapeo ¢ : G — Z dado por ¢ (a') =i esta bien definido uno a uno y es sobreyectiva
7. Ademas

9(da’) =¢(a"™) =i+ j=¢(a')+¢(d)),

satisface la propiedad de homomorfismo siendo ¢ un isomorfismo.

Caso II.

a™ = e para algln entero positivo m. Sea n el entero positivo mas pequefio tal que a" =e.
Sis€Zys=ng+rpara 0<r<n entonces a* =a""" = (a")%a" = e¢%a” = a”. Como en el caso
Isi0<k<h<nyd =d entonces d" ¥ =ey0<h—k<n esto contradice nuestra eleccién de
n. Asi los elementos

a =ea,a®a,..a"!

son todos diferentes. El mapeo y: G — Z, dado por w(a') =i parai=0,1,2,3,....n—1 lo cual
esta bien definida uno a uno y sobreyectiva Z, y como a” = e entonces a'a’ = a* donde k =i+, j.
Asi

y(dal) =i+, j=y(d)+,y(a’),

satisfaciendo las propiedades de homomorfismo por lo tanto y es un isomorfismo.

1.6. Permutacién

Definicién 1.6.1. Una permutacion de un conjunto A es una funcién ¢ : A — A siendo uno a uno
y sobreyectiva.

Definicién 1.6.2. Grupo Permutaciéon Sea A un conjunto no vacio y sean o y T permutaciones
de A tal que ambas funciones son uno a uno, mapeadas de A sobre A. La funcién composicién 2 o7t
definida esquemadticamente por

T

A 5 A %S A

Se denota de manera general la operaciéon de multiplicacién de permutaciones como ¢ o 7T o de la
forma o 7. Como 67 es una permutacion en A debe ser leida de derecha a izquierda primero aplicamos
Ty luego 0.

18] a funcién composicién o es una operacién binaria, esta operacién se le conoce como multiplicacién de permu-
taciones.
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Definicién 1.6.3. Una funcién o mapeo de un conjunto A en un conjunto B es uno a uno, si cada
elemento de B es imagen de a lo més un elemento de A y es sobreyectiva en B, si cada elemento de B
es imagen de al menos un elemento de A.[14]

Ahora probaremos que 6T son uno a uno. Sea a; # ay tal que:
(o7)(a1) = (07)(a2)
entonces
o(t(a1)) = o(t(az))

y como & es uno a uno T(a;) = T(ay). Pero como 7 es uno a uno entonces a; = a, por lo tanto o7
es inyectiva.

Ahora verificar que 0T esta en A. Como G esta en A entonces existe un a € A tal que 6(d) = a,
. " " / .
ahora dado que T esta en A entonces existe un a € A tal que 7(a ) =a . Asi

n n

a=0(a)=0(t(a))=(o1)(a)
Asi 6T esta en A.
Ejemplo 1.6.4. Suponer que
A=1{1,2,3,4,5}

y que o es la permutacién dada por el siguiente esquema.
(12345
°=4 2531
Asi 0(1) =4, 6(2) =2y asi sucesivamente. Sea
(12345
S \3 54 21
T—1234512345—12 4 5
4253 1)\35 42 1) \51 2 4

Por ejemplo, multiplicando de derecha a izquierda tenemos (o7)(1) = o(7(1)) = o(3) =5,
(07)(2) =0(1(2)) =0(5) =1, y asi sucesivamente para los demas.

Entonces

W W

Teorema 1.6.5. Sea A un conjunto no vacio y sea Su la coleccion de todas las permutaciones de A.
Entonces Sa es un grupo bajo la operacion multiplicacion permutacion.

37



Capitulo 1.  Grafos

DEMOSTRACION.
Probar que S4 es un grupo.

Como la multiplicaciéon de permutaciones esta bien definida como una funcién composicién y
dichas funciones tienen la propiedad asociativa entonces solo demostraremos 2 propiedades.

Para el caso de probar la existencia del elemento identidad. Tomamos la permutacién identidad
denotada por i entonces la permutacién i cumple que i(a) = a para todo a € A entonces existe el
elemento identidad.

Por altimo debemos encontrar una permutacioén tal que invierta el mapeo de ¢ . Para ello tome-
i . . .
mos un o’ de A tal que a = 6~ (a) la existencia de exactamente un elemento @’ es la consecuencia
de que 0 es uno a uno y es sobreyectiva por lo tanto para cada a € A tenemos

i(a)=a=0(a)=0(c""(a)) = (c07")(a)

y asi

/ /

il@)=d =c"(a)=0""(c(a"))=(c7"0)(a)

entonces tenemos que 616 y 66! dan como resultado la permutacién i. Por lo tanto cumple las
tres propiedades de grupo.

Definicion 1.6.6. SeaA ={1,2,3,...,n} un conjunto finito de elementos entonces el grupo de todas
las permutaciones de A es llamado el grupo simétrico de n! elementos y es denotado por S,,.

El grupo simétrico definido sobre cualquier conjunto es el grupo cuyos elementos son todas las
biyecciones del conjunto en si mismo y cuya operaciéon grupal es la composicién de funciones. En
particular, el grupo simétrico finito S, definido sobre un conjunto finito de n simbolos consiste en las
operaciones de permutacion que se pueden realizar en los n simbolos. Notar que S, tiene n! elementos
donde n! =n(n—1)(n—2)...(3)(2)(1)

Ejemplo 1.6.7. Un ejemplo importante de notar es el grupo S3 de 3! = 6 elementos. Siendo el
conjunto A = {1,2,3}. Listando las permutaciones de A de la manera siguiente:

(123 (12
Po=11 2 3 =11 3
(123 (123
Pr=1\, 31 H2=13 2 1
2
1

3
(1 23 (1
p2_312 “3_2
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Po| P1 | P2 | M| U | H3
Po | Po | P1 | P2 | K| Ho| H3
P1 | P1 | P2 | Po | H3 | Hi | H2
P2 | P2 | Po | P1 | M| U3 |
Ly | W | U2 | H3 | Po | P1 | P2
Mo | Mo | U3 | M1 | P2 | Po | Pi
M3 | U3 | Ui | M2 | P1 | P2 | Po

Tabla 1.3: Tabla del grupo simétrico S3

Se dice que existe una correspondencia natural entre los elementos de S3. Por esta razén S5 es
el grupo D3 de simetrias de un triangulo equilatero. Usamos p; para las rotaciones y u; para
las imagenes reflejadas en las bisectrices de los angulos. La notacién D3 representa al tercer grupo
diédrico. El n-ésimo grupo diédrico D, es el grupo de simetrias del n-agono regular.

PN

Hi

Figura 1.34: El grupo D3, donde p; son rotaciones y ; bisectrices con i =1,2,3.

El matematico inglés Cayley fue el primero en notar que todo grupo puede representarse como
un grupo de S, a partir de ello surge el siguiente teorema.

1.6.1. Orbitas y Ciclos.
Orbitas

Cada permutacién o de un conjunto A determina de manera natural una particién de A con la
propiedad que a,b € A si y solo si b = 6"(a) para algin n € Z. Donde se establece esta particién
usando una relacion de equivalencia.
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Teorema 1.6.8. Para cada a,b € A sea a ~ b siy solo si
b=c"(a) (1.5)
para algiin n € 7.
DEMOSTRACION. Probar que ~ definido en (1.5) es una relacién de equivalencia.
= Reflexiva Claramente a ~ a ya que a = i(a) = ¢°(a).
= Simétrica Si a ~ b entonces b = ¢"(a) para alginn€Z. Peroa=0c""(b)y —n€Z, asib~a

= Transitiva Suponemos que a ~ by b ~ ¢ entonces b = c"(a) y c = ¢"(b) para algin m,n € Z
sustituyendo tenemos que ¢ = 6™ (0" (a)) = 6" (a) asi a ~ c. [14]

Definicién 1.6.9. Sea ¢ una permutacién de un conjunto A. Las clases de equivalencia en A deter-
minadas por la relaciéon de equivalencia en Teorema 1.6.8 son las orbitas de o

Ejemplo 1.6.10. Encontrar la orbita de la permutacién
(12345673
~\3 8 74 1 5 2
Solucién

Para encontrar la orbita que contiene a 1, aplicamos ¢ repetidas veces de la siguiente manera

3
6

1%3%6%51%53%6%5153% ...

La érbita que contiene a 1 es {1, 3, 6}.

Ahora elegir un namero diferente de 1, 3 y 6, tomar 2, similarmente encontramos que la érbita que
contiene a 2 es {2, 8}. Finalmente, encontrar la érbita que contiene a 4 el cual es { 4, 7, 5}. Asi
estas tres orbitas incluyen todos los enteros de 1 a 8.

{1, 3, 6} {2, 8} {4,571}

Ciclos

Consideremos solo las permutaciones de un conjunto finito A de n elementos.

Definicién 1.6.11. Una permutacién ¢ € S, es un ciclo, si tiene como maximo una Orbita que
contiene mds de un elemento. La longitud de un ciclo es el nimero de elementos en su 6rbita més
larga.
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Definicién 1.6.12. Sean iy, iy, i3, ... . iy, k enteros distintos en A = {1,2,3,...,n}.

El simbolo (i i i3 ... i;) representa la permutacién ¢ € S,, donde o(i}) = ir, 6(i2) = i3, ....,
o(ij) =ij+1 para j <k, o(ix) =i, y o(a)=a paracualquier a € A si a # iy, ia, ..., .

Por ejemplo, en §7 la permutaciéon (1 3 5 4) es la permutacion

Una permutacion de la forma (i; i3 ... iy ) se llama ciclo de orden k o k-ciclo. Para el caso cuando
la permutacion es k = 2 la permutacion (i1 ip) se llama transposicion.

Lema 1.6.13. Si 0,7 € Sy son ciclos disjuntos entonces 6T = t0. [19]
Teorema 1.6.14. Toda permutacion & de un conjunto finito es producto de ciclos disjuntos.
DEMOSTRACION. Sea B, Bs,...B, orbitas de o, y sea ; el ciclo definido por
o(x) para x€ B;
Mi =
X otro  caso.
como ¢ = U; Up... Uy ya que las clases de equivalencias de las orbitas Bj,Bs,...B, son clases de

equivalencias disjuntas entonces los ciclos p; ... i, son disjuntos también.
[

Ejemplo 1.6.15. Considerar la permutacién

Escribir como producto de ciclos disjuntos

Solucién
1 lleva a 6, 6 lleva 1, teniendo el ciclo (1,6). Luego 2 lleva a 5, 5 va al 3 luego el 3 va a 2 dando
el ciclo (2,5,3). Teniendo el cuidado que 4 va a si mismo. Asi

7

N 7):(1,6)(2,5,3)

5
4
La multiplicacion de ciclos disjuntos es conmutativo por lo tanto no es muy importante el orden de

escribirlos podia escribirlo como (2,5,3)(1,6)

Lema 1.6.16. Toda permutacion es producto de transposiciones.
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Toda permutacion par puede ser expresada como un producto de un niamero par de transposicio-
nes y similarmente sucede con una permutacién impar que puede ser expresada como un producto
de un nimero impar de transposiciones.

Esta claro que para n > 2 el nimero de permutaciones par en S, es el mismo namero de permu-

. . . | . .
taciones impar ambos nimeros son 7, denotar estos conjuntos como A, y B, respectivamente.

Teorema 1.6.17. Sin > 2, entonces la coleccion de todas las permutaciones de {1,2,---  ,n} forman
un subgrupo de orden "7' del grupo simétrico S,,.

1.7. Grafo de Cayley

Los grafos de Cayley se atribuye al matematico britanico Arthur Cayley quien introdujo los grafos
en 1878 con el propdsito de representar la estructura de un grupo. Este enfoque valioso permitié
conectar dos ramas de la matematica como lo es algebra y la geometria.

Los elementos del grupo pueden ser generados por uno de sus elementos, entonces cada conjunto
generador S de un grupo finito G tiene una representacién grafica a través de los grafos dirigidos
del grupo en términos de los generadores en S. El término grafo dirigido es usualmente abreviado
como digrafos.

La representacion visual del grupo fue ideada por Cayley. Intuitivamente, un digrafo consiste en
un namero finito de puntos llamados vértices del digrafo y algunas aristas (cada uno con la direccién
indicada por una punta de flecha). En un digrafo de un grupo G usando un conjunto generador S
tenemos un vértice representado por un punto para cada elemento de G. Cada generador en S es
denotado por un tipo de arista donde a su vez podemos utilizar diferentes colores para los diferentes
tipos de aristas. Asi S = {a,b} podria denotarse de la forma

a—b, b———>a

Esta notacion representa un digrafo de Cayley.

La mayoria de los grafos de Cayley son representados en grafos dirigidos aunque también existen
grafos no dirigidos

Definicion 1.7.1. Sea G un grupo finito. Diremos que un subconjunto S de G es simétrico si:
= ¢ ¢ S,donde e es el elemento neutro de G.
» 5 €S implicaque s~! € S.

Definicién 1.7.2. Sea G un grupo y S un subconjunto de G se dice que un grafo es de Cayley[27];
denotado por Cay( G : S ), si cumple lo siguiente:

= Los vértices del grafo Cay( G : S') son los elementos del grupo G.
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= El par ordenado (g,h) con g,h € G es una arista del grafo Cay( G : S ) si existe s € S tal que:
gs = h, es decir,

ds e Stal quegs=h= (g,h) € E(Cay(G):S)

o de la forma
g thes

Lema 1.7.3. Sea G un grupo finito. si S es simétrico entonces el grafo de Cayley Cay(G : S) es
conexo si y solo si S es un conjunto generardor de G.

Demostracién. Probar primero que S es un generador de G

- (=)
Suponer que el grafo Cay(G : S) es conexo, es decir, que para cualquier par de vértices existe
un camino que los une. Tomar el vértice ve Gy s € S, asi tenemos el camino s —v de la forma

SVIVaV3 -+ Vy_|V CON V[, V2, V3, V1 € G y sus aristas son (s,v1), (vi,v2), -+, (Vp_1,Vv).
Pero el grafo Cay(G : S) es de cayley asi por definicién existen los elementos s1,s2,53, S
en S que cumplen:
SIS=V1 $2V1=V2 -, SpVp—1 =V
escribir de la forma
s = vls_1 Sy = vzvl_1 e, Sp = vv;_ll
ahora se tiene
5182838, = vv;_l1 ---vzvl_lvls_1 — s}

como los vértices son del grafos de cayley cumplen v = 515753 - -- 5,5 donde s,51,52,53,+++ ,5, €

S, asi que hemos escrito a v como productos de elementos de S para cualquier v € G, por
tanto S es un conjunto generador de G.

Ahora probar que es conexo.

| | ({:)
Suponer que S es un conjunto generador de G. Luego tomar a vyw € G tal que v=1s1---5, y
w=cy---cp, donde s1,82,...,8,,¢1,¢2,...,Cn €S, asi se puede escribir a v de la forma

-1

V = §182853° Sy = S182°°SpCpy ---cz_1

cl_lclcz .. Cmy

esto permite asociar de forma conveniente, y obtener elementos de G con el fin de encontrar
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un camino que una los vértices v y w de la siguiente manera:

W= C1C2" - Cy
sfcz cl_lclcz---cm = cl_lw

1 1.—1

32—1 = cz_lc]_ Cl1C2 " Cpy = Cy € W

S/2: C3"'Crc;1]"'C2_1C1_1C1C2"'Cm = C3--Cy

s'l = 0203---crc;,1---c2_1c1_10102~--cm = (€3 Cp

V= C1C2C3 " Cy

asi s7,85,...,5, € G por lo que vs}s5---s;w es un camino en el grafo Cay(G : §) para cualquier
v,w € G, por tanto el grafo Cay(G : S) es conexo. O

Ejemplo 1.7.4. En la siguiente figura ambos grafos dirigidos representan al grupo Zg con el con-
junto generador S = {1}, ni la longitud ni la forma ni los angulos entre las aristas tiene importancia.

(a) (b)

Dos digrafos para Zg con S = {1} usando flecha ( —)

Ejemplo 1.7.5. El siguiente digrafo presenta el grupo Zg con el conjunto generador S = {2,3}
el cual 3 es su propio inverso . No hay flecha que este apuntando a 3 por eso se pone una arista
punteada.

Tener en cuenta que estos digrafos son diferentes a los del Ejemplo 1.7.4 siendo del mismo grupo
porque son diferentes conjuntos generadores.
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Dos digrafos para Zg con S = {2,3} usando — siendo generador 2 y — — — > generador 3
Propiedades Razones

1. El digrafo estad conectado, es decir, pue-
de viajar de cualquier vértice g a cualquier
vértice h a lo largo consecutivamente por
la arista, comenzando en g y finalizando en
h.

Cada ecuacién gx = h tiene una solucién en el
grupo.

La solucién de gx = h es Gnica.
2. A lo sumo una arista va de un vértice g a

un vértice h.
3. Cada vértice g tiene exactamente una aris- Para g € G y cada generador b podemos
ta de cada tipo que comienza en g y una conmutar ghy (gh b =g.

de cada tipo que termina en h.

4. si dos secuencias diferentes de aristas co-
mienzan desde el vértice h, entonces esas Si gg=hy gr=h, entonces ug =ug~'h=ur.
mismas secuencias de aristas que comien-
zan desde cualquier vértice u conduciran al
mismo vértice v

Si se muestra que satisface las cuatro propiedades entonces es un grupo de Cayley para algtn
grupo.
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1.8. Producto Corona

1.8.1. Accién de grupo sobre un conjunto

Se tiene que una operacién binaria x en un conjunto S es una funcién mapeada de S x S sobre
S, donde nos da una regla para “ multiplicar’ un elemento s € S con un elemento s’ € S dentro de
S para obtener un elemento s * s’ € S, cumpliéndose para todos los elementos en S, es decir, para
A, B, y C teniendo un mapeo *:AxB — C .

Pero jQué sucede para el caso donde X es un conjunto y G es un grupo con el mapeo x* :
G x X —> X7 Para esto es necesario estudiar el siguiente concepto.

Definicién 1.8.1. Sea X un conjunto no vacio y G un grupo. Se llama accion de grupo de G en X
si para g € G existe un mapeo k : X —> X tal que x — Ky (x) denotado por k,(x) o xk, y satisface
lo siguiente:

) K(x)=x VxeX
1) K(gg,) (%) = Kg, (KgpX) VXEXy Vgi1,80€0.
bajo estas condiciones X es un G-conjunto|27]

Nota:

» La operacion de grupo correspondiente a la composicion de accion esta definida por kg o K.

= Muchos autores usan las notaciones xg o algunas veces x8 y son usados en muchos contextos,
asi que para tener mayor claridad y no generar confusion se utiliza este simbolo .

Ejemplo 1.8.2. Algunos ejemplos.

a) SeaG=S, ysea X ={1,2,3,--- ,n}, entonces se define k5(x) = x0.

b) Sea G es un grupo y sea X un conjunto subyacente de G. El grupo G acta sobre X por la
multiplicacién por la derecha definida parage Gyxe X

Kg(x) = xg
esta accién se llama accién natural de G.

Teorema 1.8.3. El mapeo K, : X — X es una biyeccion permutacion del conjunto X.
Lema 1.8.4. La relacion ~ definida por
x~y siysolosi K,(x) =y para algiin g € G

es una relacion de equivalencia.
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Definicién 1.8.5. Sea el grupo G que actda sobre el conjunto X. El mapeo ¢ : G — Sx dada por
80 = K, paratodo g € G
Es llamada la representacion de permutacion de G para esta accion.

Lema 1.8.6. El mapeo ¢ dada en la definicion 1.8.5 es un homomorfismo

Teorema 1.8.7. Sea ¢ : G — Sx un homomorfismo de G al grupo de todas las permutaciones
sobre el conjunto X y la representacion de permutacion de esta accion es idéntica a ©.

Definicién 1.8.8. Un grupo G es transitivo en G-conjunto X si para cada xj,x; € X existe g € G tal
que gx; = xp. Notar que G es transitivo en X si y solo si el subgrupo ¢[G] de Sy es transitivo en X.

1.8.2. Producto directo y producto semidirecto

El producto cartesiano de conjuntos Si, S», S3, -+ ,S, es el conjunto de todas las n — tuplas
(ay ,az ,...ay) donde a; € S; parai=123,...,n. El producto cartesiano esta definido por

S] XSZ ><-~><Sn

0 por
n

[Ts
i=1

Definicién 1.8.9. Sea G,G3,Gs,- -, G, son grupos, Para (aj,az, -+ ,a,) y (b1,b2,--+ ,b—n) en

[16G:

i=1
sedefine (ay,ay,--- ,a,)(b1,ba,--- ,by) conla operacion binaria de la multiplicacion (a1by,azba, - -+ ,anby).
Entonces 0

[16G:

i=1

es un grupo llamado producto directo de los grupos G; sobre esta operacion binaria.
Lema 1.8.10. Sea H y J son grupos
(1) Si |H|,|J| < oo, entonces |H x J| = |H||J|.
(11) H yJ son abelianos si 'y sélo si H x J es abeliano.
(1) Hx (e) <HX, (e) xJ<HxJ, Hx (e) ~Hy (e) xJ~J.
)

(V) (HxJ)/(Hx (e))~Jy (HxJ)/({e) xJ) ~H.

Teorema 1.8.11. Sea H y J son subgrupos del grupo G, H<G, J<1G, HNJ = (e),y G=HJ [27].
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1) Sig=hjdonde g€ G, hycHy j€J, entonces h'y j estdn determinados de forma tinica por
g
11) hj= jh, paratodo he Hy j€J.

1) G~ HxJ jxH.

Ejemplo 1.8.12. Consideremos el grupo Z, x Z3 los cuales tiene 2-3 = 6 elementos que son (0,0),
(0,1), (0,2), (1,0), (1,1), y (1,2). sabemos que Z; x Zj3 es ciclico. Solo debemos encontrar un
generador. Sea (1,1) un posible generador, asi las operaciones en Z; y Zj3 se escribe aditivamente,
entonces hacemos lo mismo en el producto directo de Z, x Zs3.

(1,1)=(1,1)

2(1,1)=(1,1)+(1,1) = (0,2)

3(L,)=(,1)+(1,1)+(1,1) = (1,0)

4(1,1) = (L, 1)+ (1,1)+(1,1)+(1,1) = (0,1)

S(L,1) = (1, 1)+ (1, 1)+ (1, 1)+ (1, 1)+ (1,1) = (1,2)

6(1,1) = (1, 1)+ (1, 1)+ (1, 1)+ (1, 1) + (1, 1) + (1,1) = (0,0)

por lo que (1,1) genera todos los elementos de Z, x Z3, ademas Z, x Z3. es isomorfo a Zg

Teorema 1.8.13. El grupo Z,, X Zy es ciclico y es isomorfo a Zyy, si 'y solo si m 'y n son primos
relativos.

Teorema 1.8.14. El grupo [1\_| Zp, es ciclico 'y es isomorfo a Ly, ms...m, iy solo si los niimeros m;
parai=1,2,--- ntales que el mdximo comiin divisor de cualesquiera dos de ellos es 1.
1.8.3. Producto semidirecto.

A continuacién, se describe una construccion muy importante y atil que permite generalizar el
producto directo de dos grupos[25] [27].

Definicién 1.8.15. Sea G un grupo con un subgrupo H y un subgrupo normal N el cual satisface
lo siguiente:

G=HN y HNN=e)
en este caso G es llamado producto semidirecto interno de N y H denotado como

G~~HXxN o G~NxH

Nota: La mayoria de autores denotan el producto semidirecto interno de H y N de la forma
H x N pero en “Curso finito de grupos”. [27] utilizan la notacién H X N, a lo largo del trabajo de
investigacion se utilizara la notacion H x N para mayor compresion del lector.
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Anteriormente denotamos que el grupo diédrico D, =< a,b | a" = b" = e,bab = a"~! > pue-
de ser representado como un producto semidirecto tomando (b) para H y (a) para N entonces
D, ~ (b) x (a)

El siguiente lema muestra algunas propiedades del producto semidirecto.
Lema 1.8.16. Supongamos que G = H X N entonces
1) SiG es finito se cumple |G| = |H| |N|.
11) Si g € G entonces g se puede representar vinicamente porh € Hyn € N.

111) Si g=hin; donde h; € H'y n; € N para i = 1,2. Entonces g8, tienen una representacion
tinica como g1g8> = hn donde h=hjhy y n = I’lz_ln]hzl’lz EN.

1v)  Existe un homomorfismo ¢ : H — Aut(N) con la propiedad del producto g,g» visto en 111)
definida por

g182 = (hiny)(hana) = (hiha)(m ¢h51 na.

-1 o
donde nl(])h2 = h2 11’11/’12
V)  El homomorfismo ¢ dado en 1V) es el mapeo trivial si'y sélo si el producto es directo.
Vi)  Si el homomorfismo ¢ dado en 1V) no es el mapeo trivial entonces G no es abeliano.

Definicién 1.8.17. Dados los grupos H y N, y el homomorfismo ¢ : H — Aut(N), el producto
semidirecto externo H x4 N de N por H relativo a ¢ es el grupo con conjunto adyacente H X N, y
operacion

—1
(h1, m1)(ha, n2) = (hihy, (1 9™ ny) (1.6)
donde h; e Hy n; €N, parai=1,2.

. > -1
Nota: En muchos libros se usa la notacion h?, ¢,—1 o h¢ pero se usara ¢"2 para no generar
confunsion.

1.8.4. Producto corona

Por definicion 1.5.32 Aut(G) es un conjunto de funciones de G a G ademas Aut(G) es un grupo
con la operacién composicion por lema 1.5.33 y esta definido de la forma

(fog)(z) :=f(2)g(z) paratodo f,gcAut(G) y z€G

donde f(z)g(z) esta en Aut(G).
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Sea G un grupo y el producto de G sobre si mismo un namero finito de veces es un grupo
entonces se cumple que GXG x --- x G = G* es isomorfo al grupo Aut(G*).

k—veces

0:(21,82,--,8)— (0(g1),0(g2),---,0(gx)) tal que feAut(G) y gi€G; coni=1,2,...k
donde cada G; representa el grupo G que esta en la posicion i en el producto de grupos, es decir,

Gx---X G X---xG entonces g; € G; con Gi=G parai=1,2,3,...,n.

posicién i

Definicion 1.8.18. Sea G y H grupos donde H actiia en el conjunto X = {1,2,3,...,n} . Denotar
G* como el producto directo de n copias de G entonces el producto corona de G por H se define como
el producto semidirecto G* Xy H con respecto a la accion de grupo ¢ definida por

‘Ph[ (81,825---1,8n) ] = (gmflagzhfla-wgnh*l)

Se puede ver que la accién cumple:

0"[(g1,++&n)]0"[(g1, .80 = 0" (8181, &ngh)]

donde H actiia en el grupo G* y ¢ es un homomorfismo, este grupo se denota por G* Xy H 0 Gl H.
y Aut(G*) es un subgrupo de G* x4 H siendo el grupo base del producto corona que se denota por
B.

Ejemplo 1.8.19. Sea X finito, X = {1,2,3,--- ,k}. En este caso se identifica el grupo base B como
el producto directo de G (k — veces), es decir, GxGx---xGylaacciéon de H en B permutando

k—veces
las componentes:

1 2 3

0[] = 0% [(ur,u2, -+ sum)] = (uy,u,-+ ,uy) donde ocuc ' = (10‘1 207! 307!

donde ic~! =i representa la posicién correspondiente del elemento evaluado en cuc~! para

todo u=(uj,up,---,uy) €EB y O€EH
Una de las propiedades del producto corona es la ley asociativa y |[K1H| = |K|"|H]|.
Definicién 1.8.20. Sea C,,;,1S,, denota el producto corona del grupo ciclico C,, con el grupo simétrico

Sy [12], es decir, el producto semidirecto de Cl, = Cpy X Cjy X ... X Cpy y Sy, donde ¢ : S, —> Aut(C}!)
es un homomorfismo de la siguiente manera:

¢<G)(al,a2,.an) =(a1(;,6120-,...,an6)
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de forma que
S(mn)={ (ay, ..., ay; 6)|a; € Cy, 0 €8Sy}

donde

(ai,...,an; 0)(b1,...,by; p) = (aibis,...,anbys ; GP)

Este grupo tiene orden m"n!. Cuando n =1, es decir, S(1,m) es el grupo ciclico C,, con ge-
neradores [m| = {1,2,---,m}, si m =1, es decir, S(n, 1) es el grupo simétrico S, con n simbolos ,
si n =2, entonces S(n,2) es el grupo hiper-octaédrico de [—n] = {-n,---,=2,—1,1,2,--- ,n} que
esta formado por el producto corona C»1S; y asi sucesivamente, S(n,m) sera llamado generalizacion
del grupo simétrico.

1.8.5. El grupo de coxeter

Un grupo de coxeter es un grupo abstracto que admite una descripcién formal en términos de
reflexiones. De hecho, los grupos de coxeter finitos son precisamente los grupos de reflexién euclideos
finitos. Sin embargo, no todos los grupos de coxeter son finitos, y no todos pueden describirse en
términos de simetrias y reflexiones euclideas. Un ejemplos es el grupo simétrico S,,. En general, la
teoria del grupo de coxeter se expande y entrelaza muchos temas y aspectos interesantes de las
matematicas [3].

Definicién 1.8.21. Sea S un conjunto y sea m una matriz m: S x § — {1, 2, 3, --- jeo} llamada
matriz de coxeter si satisface lo siguiente:

m(s,s") =m(s',s)

m(s,s) =1<=s=ys

m puede ser representado por un grafo de coxeter (o diagrama de coxeter) donde el conjunto de
nodos es Sy cuyo conjunto de aristas son los pares desordenados (s,s’) tales que m(s,s’) > 3. Las
aristas con m(s,s’) > 4 son etiquetadas por ese namero.
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w
—_

Definicién 1.8.22. Un grupo W es llamado grupo de coxeter si existe un subconjunto S C W tal que
es el conjunto de generadores de W se tiene que

W={seS: (s5')"s =e}

donde myy € {2,3,4,--- ,} es el orden de ss', s £ 5 y mgyy =1

A partir de estas definiciones se obtiene varias conclusiones

Dado que e denota el elemento identidad del grupo W y se sabe que m(s,s) = 1, se tiene que

s> =e, paratodo s€S

., / .
A su vez la relacion (ss')"(%) = ¢ es equivalente a

ss'ss's...=g'ss'ss’ ...
o o
m(s,s’) m(s',s)

En particular, m(s,s") =2 ( es decir, que los nodos s y s’ son distintos y no son vecinos en el grafo
de coxeter) si y solo si s y s’ conmutan.

/ ! !/ —1 _/—
(s5')? = s5'ss’ = ss's 7 1s'"!

Por ejemplo el diagrama de coxeter visto anteriormente es generado por si,s2,53, y 54 sujeto a
la siguiente relacién
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5182 = $251
S15381 = §35153
S154 = $451
$2838253 = §3525352

5284 = 8452

Si un grupo W tiene una representacion como esta, entonces el par ordenado (W,S) es llamado
un sistema de coxeter. El grupo W es llamado grupo de coxeter y S es el conjunto de los generadores

de coxeter.
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1.9. Algoritmos de biasqueda.

1.9.1. Algoritmo.

En el transcurso de los afios el ser humano se ha encontrado con muchos problemas matematicos
que son dificiles de calcular manualmente, pero con la ayuda de un asistente computacional se ha
facilitado el trabajo de ciertos calculos que son imposible de realizar, es asi como surge la ciencia
de la computacién que se encarga del anélisis, la implementaciéon de algoritmos eficientes y sus
aplicaciones.

En esta seccién se habla sobre la complejidad de un algoritmo sus propiedades, notaciones
asintéticas, complejidad NP, basqueda en anchura y basqueda en profundidad.

Definicién 1.9.1. Un algoritmo es una secuencia de pasos computacionales que transforman el
valor o valores de entrada en un valor o valores de salida.[11]

Los algoritmos son una herramienta computacional muy utilizada para resolver un problema
especifico. A continuacién se hara mencién de algunas aplicaciones en la que se han resueltos
mediante un algoritmo.

= El Proyecto del Genoma Humano ha realizado un gran avance en identificar todos los genes
en el ADN, determinando la secuencia de los pares en las bases quimicas almacenando esta
informacién en bases de datos y desarrollando herramientas para su anélisis. Cada uno de
estos pasos requiere algoritmos sofisticados permitiendo a los cientificos utilizar los recursos
de manera eficiente. ahorrando en tiempo y dinero, ya que se puede extraer mas informacién
de las técnicas de laboratorio.

» E/ internet permite que las personas de todo el mundo accedan rapidamente a la informacién,
esto es posible con la ayuda de algoritmos inteligentes, capaces de gestionar y manipular
grandes cantidades de datos.

= £/ comercio electrénico permite que los bienes y servicios se negocien e intercambien de manera
mas rapida, eficiente y segura, esto a través nimeros de tarjetas de crédito, contrasefias,
extractos bancarios y firmas digitales, basadas en algoritmos numéricos y en la teoria de
nameros.

Un algoritmo puede representarse a través de un pseudocédigo!® independientemente del lenguaje
de programacién que se desea utilizar, es decir, se puede implementar en cualquier tipo de lenguaje
como C, C++, Java, Python, Pascal, entre otros.

Definicidn 1.9.2. Las estructuras de datos es una forma de almacenar y organizar datos para facilitar
el acceso y las modificaciones, son claves para disefar algoritmos rdpidos y eficaces con menos costo.

190tra forma de poder describir un algoritmo es por medio de un Diagrama de flujo.
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El tiempo de ejecucion de un algoritmo depende de los valores de entrada, de la implementacién
del programa, del procesador y de la complejidad del algoritmo.Se dice que: “El tiempo que requiere
un algoritmo para resolver un problema esta en funcién del tamafio n del conjunto de datos para
procesar”. Al que se denotara por T'(n) con n el tamafio de entrada. Para medir la eficiencia de un
algoritmo se define lo siguiente:[16][24]

Definicién 1.9.3. Se le llama tiempo de ejecucién 7' (n), no al tiempo fisico, sino al nimero de
operaciones elementales que lleva a cabo el algoritmo para medir el tiempo que tarda en ejecutarse.
Se denota el nimero de operaciones elementales por OE.

Una operacion elemental en un algoritmo son:
= Operacion aritmética.

» Asignacion a una variable.

Llamada a una funcion.

Retorno de una funcion.
» Comparaciones logicas.
» Acceso a una estructura (arreglo, matriz, lista ligada. .. )

Existen algoritmos que pueden resolver el mismo problema pero para seleccionar el algoritmo
mas adecuado se toman en cuenta muchos aspectos tales como: la implementacién, el tiempo que
se emplea en resolver el problema y la cantidad de recursos de memoria que ocupa. Este estudio se
conoce como complejidad computacional.

= Complejidad espacial: Es el nimero de objetos que maneja el algoritmo, puesto que cada objeto
necesita un tamafio de memoria para su representacion.

Dicha medida permite conocer la cantidad de memoria que utilizara el programa.

= Complejidad temporal: Es la cantidad de operaciones que hay que realizar, ya que cada opera-
cion se realiza en un tiempo determinado.

Esto permite conocer el tiempo que necesitara el programa para finalizar su ejecucién.?°

Una buena forma de medir la complejidad es a través de una funcién f(n) llamada funcién de
coste o costo, donde n es el tamafio del problema. Esta funcién representa el conjunto de todas
las funciones cuyo valor estd limitado superiormente por un maltiplo de f(n); En informatica, la
complejidad de un algoritmo permite entender cémo se comporta la funcién a medida que incrementa
la cantidad de datos de entrada.

20La complejidad espacial, establece una relacién entre el niimero de objetos manejados y el tamaiio del problema,
mientras que la complejidad temporal establece la relacién entre el nimero de operaciones realizadas y el tamario del
problema.
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Definiciéon 1.9.4. Un algoritmo se dice que tiene un costo de ejecucion O(g(n)) para una funcién
g(n), si para un valor de ng suficientemente grande el nimero de operaciones nunca es mayor que
cg(n), para alguna constante positiva c. Asi O(g(n)) es el conjunto de funciones que cumple:

O(g(n)) = {f(n) | existe una constante positiva c y ng tal que 0 < f(n) < cg(n) para todon > ngp)}

Teniendo esto en cuenta, se puede simplificar mas la expresion de la funcién de costo que sé esta
analizando, es decir, que el namero de operaciones que se realiza es proporcional a n?, expresado
como O(n?), entonces la funcién de coste del algoritmo es de orden n?.

Ejemplo 1.9.5. Se toma el pseudocédigo de ordenamiento de insercién y en la tabla de abajo se
describe el coste y tiempo de ejecucion de cada linea del cédigo.

def sort(A):

for j in legt(A):
key= A[j]
inserta A[j] sobre la secuencia de orden A[1 2 3 ... j-1]
i= j -1

while j>0 y A[il> key:
Ali+1] = A[i]
i= i -1

A[i+1] = key

Linea del pseudocédigo | costo tiempo
2 c1 n
3 ) n—1
4 0 n—1
5 cq n—1
6 cs 7:2lj
7 ce i—a(tj—1)
8 c7 i—a(tj—1)
9 cg n—1

Tabla 1.4: En esta tabla se muestra el costo que realiza en cada instruccion y el tiempo que tarda
en ejecutarse.

Para analizar un algoritmo se habla de dos tipos de analisis que son: En el mejor de los casos
y en el peor de los casos. Por ejemplo, Para calcular el tiempo de ejecucion del pseudocéddigo de
ordenamiento por insercién se realiza lo siguiente:

Se suman todos los tiempos de la tabla 1.4 y se multiplican a cada uno por la instruccién
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ejecutada (costo), es decir, ¢;n con ¢; los pasos para ejecutarse en un tiempo n.

T(n)=cin+cy(n—1)+cs(n—1)+Cs th+c6 Z(tj— 1)+c¢y Z(tj— 1)+cg(n—1)
=2 j=2 =2

Entonces el tiempo de ejecucion para este algoritmo depende del valor de n. Si en el mejor de los
casos la lista que se ingresa se encuentra ordenada, se tiene que T'(n) tendra la forma.

T(n)=cin+cy(n—1)+ca(n—1)+cs(n—1)+cg(n—1)

Es asi que el tiempo de ejecucién se puede denotar como una funcién lineal an+b donde a 'y b
son constantes que dependen del estado de costo ¢; y n es el tamafio de los datos de entrada. Pero
si la lista A en el peor de los casos esta en orden decreciente, el tiempo de ejecucion del algoritmo
de ordenamiento por insercién es:

5. n(nt1) oo nn—1)
)= ,J_;Z(J D+—=

J

T(n)=cin+cy(n—1)+ca(n—1)+Cs (n<n+ 1)) + ¢ (n(n_ 1)) +¢7 ("(n_ 1)> +cg(n—1)

Simplificando

Cstcetc cs+cetc
T(n) = (M)nu(a+cZ+C4+_M+CS)n_<c2+(;4+cs+c8>

2 2

En este caso el tiempo de ejecucién es una funcién cuadratica. an* +bn+c con a, by c € R, que
dependen de ¢;.

En la siguiente tabla se muestra las diferentes funciones para el costo de ejecucién de un algo-
ritmo.

Complejida nombre
o(1) Constante
O(logN) Logaritmica
O(N) Lineal
O(N logN) Nlog N
O(N?) Cuadratica
O(N?) Cubica
O(N") Polinomica
oo, o> 1) Exponencial
O(N!) Factorial

Tabla 1.5: Funciones de coste de ejecucién de un algoritmo
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1.9.2. Notaciones asintéticas

Una forma de poder representar la complejidad es a través de las notaciones asintéticas estas
permiten analizar el tiempo de ejecuciéon de un algoritmo identificando su comportamiento y que
tan rapido crece el tiempo en el que son ejecutadas. Existen tres notaciones asintéticas para medir
la complejidad los cuales son:

= |a notacién @ (theta mayuscula)
= la notacién O (o mayascula).
= |a notacién Q (omega maydiscula).

Definicion 1.9.6. ®(g(n)) es el conjunto de todas las funciones f para las cuales existen constantes
enteras positivas cy,cy y ng tales que para n > ng se cumple que c1g(n) < f(n) < crg(n).

O(g(n)) ={f(n): existen constantes positivas c1,cz y ng tal que 0 < c1g(n) < f(n) < crg(n)

para todon > ng}
Sea el conjunto de funciones que crecen asintéticamente de la misma forma. Indicando que f esta
acotada superiormente como inferiormente.?!

Ejemplo 1.9.7. Si el tiempo de ejecucién T'(n) de un algoritmo es O(n?) se tiene que
T(n) < cg(n) para todon > ng

entonces T'(n) € O(n?), es decir, significa que el programa nunca tardara mas tiempo en ejecutarse
que cn? para n > no.

Definiciéon 1.9.8. La notacién asintética O de notada por O(g(n)) es el conjunto de todas las fun-
ciones f para las cuales existen constantes enteras positivas k y ng tales que para n > ngy se cumple
que:f(n) < cg(n), es decir.

O(g(n)) = {f(n) : existe una constante positiva cy ngtal que 0 < f(n) < cg(n) para todon > ngp}

cg(n) es una “cota superior” de toda f para n > ng, esto indica que dicho algoritmo nunca tardara
mds que cg(n).

Definicion 1.9.9. Q(g(n)) es el conjunto de todas las funciones f para las cuales existen constantes
enteras positivas k y ng tales que para n > ng se cumple que f(n) > cg(n)), es decir.

Q(g(n)) ={f(n): si existe una constante cy ng tal que 0 < cg(n) < f(n) para todon > np}

cg(n) es una “cota inferior” de toda f para n > no, esto implica que f(n) es Q(g(n)), es decir, f(n)
crece asintéticamente més rdpido que g(n) cuando n — oo.

21 Implica que tanto f(n)y g(n) crecen asintéticamente a la misma velocidad cuando n — oo
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Ejemplo 1.9.10. Si el tiempo de ejecucién T'(n) de un programa es Q(n?) implica que
T (n) > cg(n) para todon > ny
Entonces, T'(n) € Q(n?) esto significa que el programa nunca tardara menos de cn?.

Normalmente se escribe f(n) € O(g(n)), pero se acostumbra a denotarlo por f(n) = O(g(n)) de
igual manera sucede para Q(g(n)) y ®(g(n)).

En general, cuando la notacién asintética aparece en una férmula, se interpreta como una funcién
anénima. Por ejemplo, la formula 21> 43n+ 1 = 2n?> + O(n) significa que 2n” +3n+1 =2n> + f(n),
donde f(n) es alguna funcién en O(n) en este caso f(n) =3n+ 1. Al usarla de esa manera la
notacién permite eliminar detalles no esenciales y desorden en una ecuacién.

En el transcurso de los afios se ha logrado consolidar técnicas que permitan dar repuesta a mu-
chos problemas de los cuales se ha encontrado uno o mas soluciones algoritmicas, estos problemas
se les conoce como computable, pero existen algunos de ellos que no se pueden resolver mediante
un algoritmo se conocen como no computable.

Definicién 1.9.11. Un algoritmo de tiempo polindmico, se define como una funcién polinémica
cuya complejidad temporal es O(p(n)) para alguna funcién polinémica p, donde n se utiliza para
denotar la longitud de entrada.

Los algoritmos de tiempo polinomial O(n),0(n?),0(n?),. .., etc. son muy eficientes, ademas, de
ser computables se dice que son deterministas.?? Los algoritmos que toman un tiempo exponencial
son impracticos, pues requeriran mas tiempo del disponible.

Definicién 1.9.12. Un problema A es un problema de decision si sus posibles respuestas son Si o
No.

Definicién 1.9.13. Un algoritmo determinista es aquel que si se le introduce varias veces la misma
entrada de valores, pasa por las mismas instrucciones, devuelve exactamente la misma salida.

Definicién 1.9.14. Un algoritmo no determinista son aquellos algoritmos que emplean el modelo
de la “mdaquina de Turing probabilistica”, porque para una misma entrada, la salida no siempre es la
misma. En otras palabras se podria decir que es un algoritmo que se puede suponer una solucion y
luego se comprueba si es vdlida.

Todos los problemas se pueden clasificar en diversos tipos, por ejemplo, problema de ordena-
miento, de basqueda, de optimizacién, de decisién, etc. Este tipo de problemas son interesantes
porque permiten comprobar de manera eficiente la validez de una posible solucién a un problema
complejo.

22| os deterministas son aquellos algoritmos que cada vez que se ejecutan con una misma entrada obtienen la
misma solucién.
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En general, resulta mucho mas sencillo verificar la validez de una supuesta solucién que encontrar
una, ya que la mayoria de los problemas se pueden transformar a un problema de decisién; La
complejidad de los problemas se clasifica en diversas clases tales como P, NP, NP—completos y
NP—Dificiles.

Definicién 1.9.15. Problemas P (Polinomial) es el conjunto de problemas de decisién concretos
que se pueden resolver en tiempo polindmico. Es decir, son problemas que se pueden resolver en el
tiempo O(n¥) para alguna constante k, donde n es el tamafio de la entrada al problema.

Definicién 1.9.16. Problemas NP (Problema de tiempo polinomial no determinista) son aquellos
que se pueden transformar a un problema de decision que se resuelve mediante un algoritmo no
determinista en un tiempo polinomial tienen la propiedad de que se puede verificar de manera eficiente
una posible solucién es correcta o no.

Por ejemplo, el problema de los ciclos hamiltonianos es NP, porque se puede verificar si una ruta
en particular es hamiltoniana o no, en tiempo polinomial.

Definicién 1.9.17. Un problema NP-completo o NP-complete tiene la propiedad de que cualquier
problema NP puede ser reducido a €l en un tiempo polinomial incluyendo a los mismos problemas
NP-completos ya que también son NP.

Esto implica que si algtin problema NP-completo tuviera solucién en tiempo polinomial entonces
todo problema en NP tiene también solucién en tiempo polinomial. Se piensa que esto es improba-
ble.3

Definicién 1.9.18. Un problema NP—dificil o NP—hard®* es el conjunto de problemas de decisién
que son al menos tan dificil como los problemas NP-completos. En otras palabras, los problemas NP-
completos se reduzcan a un NP-dificil significa que los NP-dificiles sirven para resolver cualquier
problema NP-completo. Lo mismo sucede con NP se reduce a NP-completo.

1.9.3. Basqueda en anchura

Una de las ramas de las ciencias de la computacion que se ha convertido en un medio para modelar
datos de escenarios del mundo real, como redes sociales, paginas web, enlaces web, ubicaciones y
rutas en GPS son los grafos estos son estructuras de datos en el que se aplican algoritmos de
basqueda.

Definicién 1.9.19. Un algoritmo de biisqueda es un conjunto de instrucciones que estan disefiadas
para localizar un elemento con ciertas propiedades dentro de una estructura de datos.

Ejemplo 1.9.20. Por ejemplo, ubicar el registro correspondiente a cierta persona en una base de
datos, o el mejor movimiento en una partida de ajedrez.

23] os problemas NP-completos son al menos tan dificiles como los NP pero se considera que son un poco mas.
24Los problemas NP—dificil no solo se asocia a problemas de decisién sino también a problemas de optimizacién.
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En ciencias de la computacién, los métodos de bisqueda no informadas o ciegos son estrategias
de basqueda en las cuales se evalla el siguiente estado sin conocer si este es mejor o peor que el
anterior.

Definicién 1.9.21. Una biisqueda en anchura (en inglés Breadth First Search denotado en sus
siglas en ingles por BFS) es un algoritmo de busqueda no informada utilizado para recorrer o buscar
todos los vértices explorando cada uno de los vecinos adyacentes, y asi hasta que se recorra todo el
arbol para buscar una solucién.[11]

La basqueda en anchura se llama asi porque expande la frontera entre los vértices descubiertos
y los que no han sido descubiertos de manera uniforme a lo largo de la amplitud de la frontera. El
algoritmo funciona tanto en grafos dirigidos como no dirigidos.

En las siguientes figuras se muestra como se ha realizado el algoritmo de busqueda BFS donde
cada vértice se enumera del 1 al 8. Para llevar un seguimiento méas controlado del proceso de
basqueda se colorea cada vértice en blanco que aun no han sido visitado, gris que son los préximos
en visitar y negro que han sido visitados:

Figura 1.35: Ningan vértice se ha visitado. Figura 1.36: El vértice 1 es accesible.

5 —— 6
4
® ©
Figura 1.37: El vértice 1 ya se visito mientras que Figura 1.38: Los vertices 2 y 3 ya se visitaron y los

los vértices 2 y 3 son accesibles. vertices 4, 5, 6 son accesibles.
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Figura 1.39: los vertices 4, 5, 6 ya se visitaron Figura 1.40: Los vértices 7 y 8 ya se visitaron y
mientras que los vertices 7y 8 termina la blsqueda.

Todos los vértices comienzan en blanco y luego se vuelven grises y por Gltimo en negros. Cuando
se comienza la basqueda el vértice de origen es el primero en ser descubierto y cambia de ser color
blanco a gris, luego al seguir la basqueda se encuentra los vértices adyacentes al de origen, estos
vértices que son accesibles cambian a color gris y el vértice de origen cambia a color negro debido
a que ya fue visitado y se examiné todos los vértices adyacentes a el. Se prosigue la bisqueda con
los vértices accesibles del origen que recorre uno a uno encontrando mas vértices accesibles a estos
cambiando de color blanco a gris y los vértices accesibles del origen cambiando de gris a negro. Y
asi sucesivamente hasta recorrer todos los vértices del grafo.

El siguiente pseudocédigo se muestra el algoritmo basico de basqueda de anchura.

def BFS (G, s)
for u in V(G):
u.color = WHITE
u.d = INFINITO

u.pi = NIL
s.color = GRAY
s.d =0
s.pi = NIL
Q = [] # &gestiona el conjunto de vertices grises
ENQUEUE (Q, s)
while Q != []

u = DEQUEUE(Q)
for v G.Adj[ul:

if v.color = = WHITE:
v.color = GRAY
v.d = u.d + 1
v.pi = u

ENQUEUE (Q, wv)
u.color = BLACK

def ENQUEUE (Q, x)

Q(Q.tail) = x
if Q.tail == Q.length:
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Q.tail = 1
else
Q.tail = Q.tail + 1

def DEQUEUE (Q)
x = Q[Q.head]
if Q.head == Q.length:
Q.head = 1
else
Q.head = Q.head + 1

La complejidad computacional que tiene este algoritmo de blsqueda para su ejecucién es de
o(|V[+IE|).

1.9.4. Bisqueda en profundidad.

Al igual que en la basqueda en anchura, la basqueda en profundidad descubre un vértice durante
la revision de la lista de vértices adyacentes al vértice de origen ya descubierto, pero con la diferencia
que la basqueda en profundidad el subgrafo predecesor puede estar compuesta por varios arboles,
se debe porque se repite la busqueda pero con diferentes fuentes, mientras que en la basqueda en
anchura el subgrafo predecesor forma un arbol.

Definicién 1.9.22. El subgrafo predecesor de una biusqueda en profundidad es de la forma:
Gr=(V.Ez) y Er={(vmt,v): vEV yvwr # nulo}

Donde el subgrafo predecesor inicial forma un bosque de profundidad que comprende de varios
arboles de profundidad. Las aristas en E; son aristas del arbol.

Definicién 1.9.23. Una Biisqueda en profundidad (en inglés Depth First Search denotado por DFS)
es un algoritmo de buisqueda no informada utilizado para recorrer todos los vértices de un grafo de
manera ordenada, pero no uniforme. Su funcionamiento consiste en ir expandiendo todos y cada uno
de los vértices que va localizando, de forma recurrente, en un camino concreto. Cuando ya no quedan
mas vértices que visitar en dicho camino, regresa, de modo que repite el mismo proceso con cada uno
de los hermanos del vértice ya procesado.[11]

En las siguientes figuras se muestra como se ha realizado el algoritmo de busqueda BFS donde
cada vértice se enumera del 1 al 12. Para llevar un seguimiento méas controlado del proceso de
basqueda se colorea cada vértice en blanco que aun no han sido visitado, gris que son los préximos
en visitar y negro que han sido visitados:
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Figura 1.41: Ningln vértice se ha visitado. Figura 1.42: El vértice 1 es accesible.
1
iy @ B
® & o
v @

Figura 1.43: El vértice 1 ya se visito mientras que Figura 1.44: El vértice 2 ya se visito mientras que
el vértice 2 es accesible. el vértice 3 es accesible.

Figura 1.45: El vértice 3 ya se visito mientras que Figura 1.46: El vértice 4 ya se visito mientras que
el vértice 4 es accesible. el vértice 5 es accesible.

Figura 1.47: El vértice 5 ya se visito mientras que Figura 1.48: El vértice 6 ya se visito mientras que
el vértice 6 es accesible. el vértice 7 es accesible.
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8

® © 9

¢ ¢ o

Figura 1.49: El vértice 7 ya se visito mientras que Figura 1.50: El vértice 8 ya se visito mientras que
el vértice 8 es accesible. el vértice 9 es accesible.

Figura 1.51: El vértice 9 ya se visito mientras que Figura 1.52: El vértice 10 ya se visito mientras que
el vértice 10 es accesible. el vértice 11 es accesible.

Figura 1.53: El vértice 11 ya se visito mientras que
el vértice 12 es accesible. Figura 1.54: Se han visitado todos los vértices.

Todos los vértices comienzan en blanco. Cuando se comienza la basqueda se elige el vértice de
origen ya que es el primero en ser descubierto y cambia de color blanco a gris, luego al seguir la
basqueda se encuentran los vértices adyacentes del origen que son accesibles cambiando de color
blanco a gris y el vértice origen cambia a color negro debido a que ya se examiné todos los vértices
adyacentes. Ahora se toma el primer vértice adyacente como el nuevo vértice de origen, luego se
prosigue la basqueda encontrando los vértices adyacentes del nuevo vértice de origen, cambiando
de color blanco a gris y al nuevo vértice raiz cambia de color gris a negro. Repitiendo el proceso
sucesivamente hasta recorrer todos los vértices del grafo.

El siguiente pseudocédigo se muestra el algoritmo basico de busqueda en profundidad.

def DFS(G):

for u in VI[G]
u.color = WHITE
u.pi= nulo
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5 time = O

6

7

8

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

for wu in VI[G]
if u.color = = WHITE
DFS-VISI(G, u)

def DFS-VISIT (G, u)
time = time + 1 // white vertex u has just been discovered
u.d = time
u.color = GRAY
for v in Adj[u]l // explore edge .u; /
if v.color == WHITE
v.pi= u
DFS-VISIT (G, v)
u.color = BLACK // blacken u; it is finished
time = time + 1
u.f = time

La complejidad computacional que tiene en DFS para su ejecucién es de O(|V|+ |E|).
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Grafo de panqueque y grafo de
panqueque quemado

« Comprender las cosas que nos rodean es la mejor preparacion para comprender las cosas que hay
mds alld. »
Hipatia de Alejandria

En la antigiiedad el ser humano ha tenido el afan de resolver problemas de la vida cotidiana utilizando
algin método para ordenar y poder explicar de mejor manera su entorno. Por ejemplo el problema
de ordenar una pila de panqueques de diferentes tamafios se convirtio en un desafio para muchos
es asi como Jacob E. Goodman se plante6 la siguiente pregunta jCuantos movimientos se debe
realizar para ordenar una pila de panqueques? Desde ese momento Goodman, Bill Gates, Christos
Papadimitriou entre otros dedicaron en hacer estudios que llevaron a muchas teorias matematicas
relacionando a los grafos y sus propiedades. Pero no es hasta que Bill Gates y Christos Papadimitriou
dan una solucién mas acertada a este problema y a su vez proponen una versién diferente el cual
consiste que cada panqueque tiene un lado quemado y que el ordenamiento de la pila de panqueques
debe ser con todos los lados quemados de cada panqueque en la parte inferior. A partir de esto,
nacen los estudio conocidos como grafo de panqueque denotado como P, y grafo de panqueque
quemado denotado como BP,. En este capitulo, se dara a conocer el grafo de panqueque y el grafo
de panqueque quemado. Se definird los conceptos basicos y diferentes propiedades respectivamente.
Siendo de gran ayuda para la demostracién de la generalizacién del grafo de panqueque.

Grafo de panqueque Py
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2.1. Grafo de panqueque

<& Un chef en nuestro lugar es descuidado, al preparar una pila de panqueques estos salen de
diferentes tamafios. Por lo que antes de entregar a un cliente, durante el camino a la mesa, reorga-
niza la pila de manera que el mas pequefio termine en la parte superior y asi sucesivamente, hasta
que el mas grande quede en la parte inferior. Este proceso es seleccionando algunos de la parte

Figura 2.1: Pila desordenada conteniendo 8 panqueques

inferior y voltearlos, repitiendo esto tantas veces como sea necesario, hasta tener la pila ordenada.
Pero si suponemos que el chef tiene n panqueques que entregar, ;jCual es el nimero maximo de
movimientos que debe realizar para reorganizar los panqueques? >>

Asi surge la investigacién a encontrar una solucién a este problema de la vida cotidiana. A
continuacién se describiran los conceptos matematicos basicos y algunas aplicaciones que han
surgido en diferentes aspectos de la vida.

Definicién 2.1.1. Nomenclatura
Para representar a cada panqueque utilizaremos los niumeros naturales N (en el caso del panqueque
quemado se utilizara los nimeros enteros Z) para hacer referencia al didmetro. Asi, al panqueque més

pequeiio de todos se representa con el nimero 1, el siguiente con el nimero 2 y asi sucesivamente
hasta llegar al n—ésimo panqueque que representa al mas grande de esa pila de panqueques.

(a) 1 panqueque (b) 2 panqueques (c) 3 panqueques

Figura 2.2: Pilas de panqueques ordenadas de mayor a menor, de abajo hacia arriba.
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Cada pila de panqueque se representa por una permutacién. Por ejemplo en la Figura 2.2 en (a)
representa la permutacion [1] en (b) la permutacién [12] y en (c) representa [1 2 3].

Para invertir el orden de una pila de panqueques se toma una espatula y se realiza el volteo de
la pila de panqueques. Por ejemplo, la pila [1 2] de la figura 2.2b si se invierte el orden de la pila se
obtiene una nueva permutacién, la cual es [2 1]. A estos movimientos o volteos que se hace a una
pila de panqueques se le llamara prefix - reversal.

2.1.1. Prefix-reversal o movimientos de panqueques

Definicién 2.1.2. Un prefix-reversal denotado como r;, es una funcién permutaciéon que mueve los
primeros i elementos de una permutacién, es decir, si tomamos [a; a; a3 -+ a,—1 a,| una permuta-
cion de n elementos luego se selecciona un a; € N tal que al evaluar en la funcién r; se tiene que
l[aiai—y ... apayaisy ... ay) paral <i<ndonde i representa la cantidad de elementos que se quiere
mover ( o voltear) de la permutacién [21].

Figura 2.3: r3 mueve los primeros tres elementos de la permutacién

Ejemplo 2.1.3. En la figura 2.3 se puede observar que al aplicar el prefix-reversal r3 a [ 214635 |
se obtiene una nueva permutacién [412635]

Toda permutacion se puede escribir como producto de transposiciones por el lema 1.6.16, es decir:
wri=1[i(i—1)---21(i+1)---n]
ari=(1,0)(2,i=1)---([52], [F2])  coni€[n—1]

la siguiente definiciéon nos permite conocer la estructura que esta formada el grupo simétrico a
través de las trasposiciones adyacentes y como estas estan relacionados con los prefix - reversal.

Definicién 2.1.4. El grupo S, es generado por el conjunto de trasposiciones adyacentes S =

{s1,52,....5y—1} de la forma s; = (i, i+ 1) donde cumple con las siguentes propiedades:

. sl-zzeparatodolgign—l,
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. (s,-s,-+1)3 —eparatodo 1 <i<n-—2
= 5;5; =s;s; paratodo i, j € [n—1] con |i— j| >2.
con estas propiedades el par (S,,S) es un sistema Coxeter. [3] [26]

Asi, los elementos de S, se pueden escribir como producto de transposiciones adyacentes por
ejemplo:

Ejemplo 2.1.5. Para la permutacién ¢ = [1234567] al aplicarle el prefix-reversal se tiene ¢ry =
[4321567] por lo que se puede escribir en un producto de transposiciones adyacentes como

¢ra=(1,4)(2,3) = (1,2)(2,3)(3,4)(2,3)(1,2)(2,3)

Ory = 515253525152

En general, para un o € S, y el perfix- reversal r; se puede escribir como producto de transposi-
ciones adyacentes de la forma

ri =8182...8—1...52518;...5251.

El conjunto de prefix-reversal {ry,r,...,r,—1} denotado por R, cumple ser el generador de S, o
tambien llamado generardor de panqueques.

Por tantosi 0 €S, entonces ori=0" con ¢’ €S, esdecir or; €S, Vi€ [n]

o wN =

(a) pila de n panqueques (b) r; mueve los primeros i elementos de pila

Figura 2.4: Movimiento de los primeros i elementos
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Ejemplo 2.1.6. Seac=[12...(i—1)i(i+1)...,(n—1)n] con o € S, ahora aplicando r; para
evaluar a ¢ se obtiene lo siguiente

ori = [i(i—1)...21(G+1)....,(n—1)n]

Ejemplo 2.1.7. Sea la permutacién 6 = [4312] con ¢ € S4 y el conjunto de generadores de Sy
son Ry = {ry,r2,r3,r4}, se denota por I =[1 23 4] la permutacién identidad. Si se aplica rp, r3, r4
a O se obtiene que:

or = [3412]
orary = ([3412]))r3 = [1432]
orrrg = ([1432])ra = [2341]

si aplicamos rp y r3 a oryryry obtenemos que
([2314])r, = [3214]

([3214]))r3s = [1234]

Es decir, que al aplicar ror3rqryr; a ¢ llegamos a la permutacion identidad.

2.1.2. Propiedades Basicas

Definicién 2.1.8. Un grafo de panqueques P, = (S, E,) de dimensi6n n estd definido por:

= S, ={(p1,p2,---,pn) | Pj € [n] pj # px para j# k}

Es el conjunto de permutaciones de orden n denominado grupo simétrico, en donde todas las
permutaciones constituyen los vértices de P, .

» E,= { ( [p15p27'";pi—hpivpi-i-l?"'ﬂpn]? [piapi—lw--7P27P1api+17---717n] ) | [P1>P27--->Pn] €
Su'}

Es el conjunto de aristas, donde cada elemento es formado por el par de permutaciones denotado
como (p,pri) con i€ [n—1].

Se denota una permutacién por p = [ p1,p2,...,Pj,---,Pn ]y los elementos que conforma la per-
mutacién como simbolo con p; € [n]. tal que cada simbolo p; representa el elemento en la posicién
jeonl1<j<n.

Las aristas son sin direccién debido a que al aplicar dos veces el prefix-reversal da como resul-
tado la permutacién evaluada. Asi para cualquier permutacién se puede mover cualquier nimero de
simbolos que se encuentren en la posicién 1 a la posicion j, con 2 < j < n. Se define por I al vértice
del grafo P, que corresponde a la permutacién identidad ademéas P, es un grafo regular con grado

(n—1), con S| =nl y |E,| = "2,

Ejemplo 2.1.9. En la figura 2.5y 2.6 se muestran ejemplos de grafos de panqueques paran=2,3,4
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123
P3
321 213
P, 231 312
12 21
o— 0

132

Figura 2.5: grafos de panqueques de P, y P3

3214 o134 o 2341
P3
3124 /

2314 3241

1324 } 4231

1230 2413
4132 - .
1432 4312 1243 4123

3412 2143

Figura 2.6: P4 es el grafo de panqueque con n =4, teniendo 4 copias de P;

A partir de su definicién el grafo de panqueques cumple ser un grafo de Cayley, ya que el con-
junto R, ademas de ser un subconjunto de S,, cumple es un generador para los elementos del grupo
simétrico. Esto se debe a la operacién binaria de las permutaciones que realiza los r; con p € S,
llamada composicién de funciones. Este hecho se define formalmente de la siguiente forma:

Teorema 2.1.10. El grafo P, es un grafo de Cayley.
DEMOSTRACION.

Primero se sabe que el conjunto R, es subconjunto de S,. Luego los vértices del grafo B, son ele-
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2.1. Grafo de panqueque

mentos de S, por lo que satisface la primera condicién de la definicién 1.7.2 ahora veamos si se
cumple la segunda condicién

Sea p, q € S, entonces (p,q) € E, si y solo si g = pr; para algin j € [n] esto por definicién de
P, esdecirg=[q1q2...qx] 'y prj=/[(p1)rj(p2)rj...pnr;] entonces

q1 = (Pl)rj
q2 = (p2)rj
qn = (pn)rj

Por otra parte se sabe que p € S, es una funcién biyectiva por lo que existe su inversa p~! € §,,.
Ahora al realizar la composicién de pl._1 con g; para todo i € [n] se obtiene que:

Pfi% = pfi(plrj)
Py q2=p,5 (parj)

Pu'dn = py " (par))
dado que las permutaciones son asociativas se obtiene que plflq,- = (pflpi)rj Vi € [n] pero la com-
posicion de la funcién permutacion y su inverso es igual a I, asi (pl-_lp,-) = I; por lo que pi_lq,- = (L)rj
Vi € [n], es decir que p~lq =1Ir; por definicién de P, se tiene que (I,p~'q)

Significa que (p,q) € E, si y solo si (I, p~'q) € E,,. Por lo tanto el grafo de panqueques P, :=
(Sy,En) con R, siendo el conjunto generador de S, cumple ser un grafo de Cayley.
[
Al inicio de esta seccién se defini6 que para todo p € S, tiene la forma p = [p1,p2,...,pnl, pero
que sucede si se deja fijo un simbolo en la Gltima posicién de una permutacién? En la siguiente
definicién se muestra mas a detalle esta peculiaridad.

Definicién 2.1.11. Se define una permutacién denotada por p[i;k] que fija el simbolo & en la posi-
¢ion i, es decir
plisk] = [p1,p2,.- -, pim1,k, Piv1;,- ., pn] con pi=k

El conjunto de todas las permutaciones de la forma pli; k] se denota por S),[i; k], donde el namero
de elementos de este conjunto es | S, [i;k] | = (n—1)!.

Por ejemplo en la figura 2.5 y figura 2.6 el conjunto S5[1;1
tienen un elemento, para los conjuntos 85(2;3] = { [1,3,2], [2,3,
tienen dos elementos y §}[2;:4] = {[1,4,2,3],[1,4,3,2],(2,4,1,
tienen seis elementos.

Il
L ——

73



Capitulo 2. Grafo de panqueque y grafo de panqueque quemado

Estos conjuntos de permutaciones S/ [i;k] con i,k € [n] forman un subgrafo denotado por P, [i; 4]
llamado la i—ésima proyeccion correspondiente al k—ésimo simbolo. En los grafos de estrellas estos
tipos de subgrafo P,[i;k] son isomorfos al grafo de dimensién (n— 1), pero esta propiedad no se
cumple del todo en los grafos de panqueques.

Lema 2.1.12. El subgrafo P,[i;k| de P, no es isomorfo al grafo P, de dimension (n—1). [22]

DEMOSTRACION.

Para este caso tenemos un contra ejemplo a partir de la figura 2.6 donde P,[i;k] con n =4,
i =2y k=2 consta de tres aristas disjuntas ( [1,2,3,4], [3,2,1,4] ), ( [3,2,4,1], [4,2,3,1] ) y (
[4,2,1,3], [1,2,4,3] ) y ninguno de ellos esta conectado. [

Lema 2.1.13. El subgrafo P,[n;i] es isomorfo al grafo de panqueques P, de dimension (n -1). [22]

Se dice que el grafo de panqueques se puede definir de forma recursiva, ya que P, esta construido
por n copias de P, formados por P,[n; k| para 1 <k <n. Luego considerando cada uno de las P, [n;k]
copias como un sdper nodo, por ejemplo se tiene que P,[n;s] y P,[n;t] estan conectadas por una
coleccién de aristas de la forma ( [t,p2,p3,-- -, Pu—1,8], [$, Pn—1,---,P3,P2,t] ). Por lo tanto, existen
(n—2)! aristas que conectan Py,[n;s] y Py[n;t] (ver figura 2.7).

______
-

N P N
/" 1234 . v 4321 \\‘
4
r 3214 \ ! \
\ 2341 1
! 2134\ 1 3421 \
1 ! ! :
1
\ ' i !
'\ 3124 \ 2431 !
\ 2314 J AN 3241 ¢
N ‘ ’
4 .
AN 1324 Re AN 4231 -

~
~~~~~~~

Figura 2.7: Las proyecciones P4[4;1] y P4[4;4] son stper nodos de Py.

Estas aristas se combinan y forman colectivamente una siper arista que conecta los stper nodos,
es decir P, es un grafo completo con los stiper nodos conectados por las stper aristas.
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1234 4321
3214 o134 i 2341
3124 2431
2314 3241
1324 4231
1232 2413
4132 1342 4213 1423
1432 4312 1243 4123
3412 2143

Figura 2.8: Una siper arista que conecta a los 4 stper nodos de P,

1234 4321
3214 2134 o 2341
3124 2431
2314 3241
1324 4231
1282 2413
4132 1342 1213 42
1432 4312 1243 4123
3412 2143

Figura 2.9: Otra super arista que conecta a los 4 siper nodos de P

Por ejemplo en la figura 2.8y 2.9 se tiene dos super arista distintas que unen siempre a los stper
nodos.

El lema anterior es muy importante ya que demuestra la existencia de n copias de P, 1 en P,
con n > 3.
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Lema 2.1.14. Las aristas de la misma clase (misma etiqueta) son aristas transitivas. [22]

DEMOSTRACION.

Sea e1 y ey un par de aristas de E], que conectan los vértices vi y v, de las proyecciones P, [n; ]
y Py[n;j] y los vértices v3 y vy de las proyecciones P,[n;k| y P,[n;l], respectivamente. Luego se
toma una aplicacién que vaya de la proyeccién P,[n;i] a P,[n;k| permitiendo que todas las aristas
internas de la proyeccién que se encuentran en P,[n;i] se corresponden con todas las aristas internas
de la proyeccién P,[n;k|, mientras que las aristas externas de PB,[n;i] también se corresponden con
todas las aristas externas de B,[n;k] esto se debe por ser arista transitiva y asi realizando la segunda
transformacién interna de P,[n;k|. Esta transformacion conserva los mapeos de aristas internas y
externas. |

2.1.3. Ciclo base del grafo de panqueques.

A continuacién se hara la construccién de los ciclos que estan incluidos en el grafo de panqueques,
para esto construimos la familia de ciclos que llamaremos ciclo base.

Definicién 2.1.15. Un ciclo base denotado por C, es la construccién de ciclos de longitudes
arbitrarias que recorre aristas que estan incluidas en una o mas proyecciones P,[n;j] en P, para
j=1,2,--- n segin sean necesarias para completar el ciclo requerido, es decir, que pasa por un
nimero determinado de copias de P,_ incluidas en P,, donde las aristas estan etiquetadas por r; con

ien)/{1} =12, n—1}.

De lo anterior se pueden construir todos los ciclos que se encuentran en el grafo de panqueques
P,. Para tener una idea de la construccion se toma un ciclo base que pasa por k proyecciones de la
forma P,[n;i] con 1 <i <k, este pasa solamente por una arista del tipo E, | en cada proyeccion.
Luego se construye en cada una de las P,[n;i] un ciclo que contenga en comin la misma arista de la
clase E/ | que posee el ciclo base, ahora se procede a eliminar la arista compartida entre los ciclos
formados en las proyecciones y el ciclo base y es asi como se construye un ciclo en P, esto es posible
dado que cualesquiera dos proyecciones son disjuntas.

Para realizar la construccion del ciclo base en P, a continuacién se presenta los siguientes casos.

Construccién del ciclo base dependiendo del valor de &

» Para el caso cuando 2 <k <n-—2.

1. Primero se toma un vértice inicial en S, para realizar la construccién del ciclo de longitud
¢, para mayor ejemplificacién, se toma como vértice inicial a I =[1,2,3,...,n]. (ver
Tabla 2.1)

2. Se aplica el prefix-reversal ri. al vértice seleccionado.
3. Se aplican los siguientes prefix-reversal r,, r,_1 k —veces en ese orden.

4. Se aplican en ese orden los prefix-reversal : r,, r,_1, Fn—(k+1)r Tn-
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2.1. Grafo de panqueque

Aristas etiquetadas | Nodo (vértice)

[123 ... (k—=1)k(k+1)(k+2)...(n—1)n]
ksl [(k+1)k(k—1)...321(k+2) ... (n—1)n]
T [n(n—1) ... (k+2)123 ... k(k+1)]
Fn—1 [k(k—1)...321...(k+2) ... (n—1)n(k+1)]
T [(k+1)n(n—1)...(k+2)123 ...(k—1)k]
Faei [(k—1) (k—2) ...321 (k+2) ...(n— 1) n (k+1)k]
T [k(k+1)n(n—1) ... (k+2)123 ...(k—=2) (k—1)]
Fn—1 [(k—2) (k— ) 321 (k+2) (k+3) ...(n—1)n(k+1)k(k—1)]
Fno1 [1 (k+2)(k+3) .(n=Dnk+1)k...32]
T [23 ... k(k+D)n(n—1)...(k+3) (k+2)1]
Fno1 [(k+2) (k+3)...n—1n(k+1)k...321]
Fo—(k41) [n—l (k+2) (k+1)k(k—1)...321]
I [1 ( Dk(k+1)...(n—1)n]

Tabla 2.1: Ciclo base Ci, con 2<k<n-—2.

» Para el caso cuando k=1

1. Primero se toma un vértice inicial en S, para realizar la construccién del ciclo de longitud

¢, para mayor ejemplificacion,

se toma como vértice inicial a I =1[1,2,3,...,n

.

2. Se aplica rp para invertir la permutacién

3. Se aplican en ese orden 2 —veces r, y r,_1.

4. Posteriormente, se aplica r,_

Tabla 2.2)

2 Yy rp para obtener nuevamente el vértice identidad. (Ver

Aristas Etiquetadas (

Nodo (vértice)

(123 ... (k=D k(k+1) ... (n—1)n]
(213 ... (k—=1)kk+1... (n—1)n]

[n(n—1) ... (k1) kk—1...312]

[134.. (k+1)k(k—])...(n—l)n2]
[2n (n—l) (k+ 1) k(k—1)...31]

[34 ... (k—=1)k(k+1) ... (n—1)n21]
[n(n—l) (k+1)k(k—1)...4321]
[123 ... (k—1)k(k+1) ... (n—1)n]

Tabla 2.2: ciclo base Cy, con k= 1.

= Para el caso cuando k =n—1,n
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Capitulo 2. Grafo de panqueque y grafo de panqueque quemado

1. Se toma un vértice inicial en S, para realizar la construccion del ciclo de longitud ¢, para

mayor ejemplificacion, se toma como vértice inicial a I=[1,2,3,...,n

2. Se aolican 2n —veces los prefix-reversal r,, y r,_1 en ese orden obteniendo como resultado

la identidad.( Ver Tabla 2.3)

aristas etiquetadas | nodo
[123 .. ( )k(k+1)...(n—1)n]
" [n (n—l) (k+ 1) kk—1...21]
Fn—1 [234... (k— )k(k+1) o (n—=1)n1]
n [1n (k+1)k( 1)...432]
Fn—1 [345 ( Dk(k+1)...n12]
Fn—1 (nl ... (k=1)k(k+1)...(n—2)(n—1)]
i [(n—1)(n—2) ... (k+ 1) k(k—1)...21n]
Fn—1 [123 ... (k—=1)k(k+1) ... (n—=2)(n—1)n]

Tabla 2.3: Ciclo base C; con k=n—1,n.

A partir de las tablas anteriores se define la estructura del ciclo base.

12 (Fafn—1)*Fn—2rn para k=1
Cr=1{ 7y (rnrn,l)krnrn,lrn_(kH)rn para 2<k<n-2
(rarp—1)" para k=n—1,n

(21)

Es asi como los siguientes lemas que se vera a continuacion surgen a través de la definicién del ciclo

base.

Lema 2.1.16. Existe una arista del ciclo base en cada una de las copias de P, | que estdn incluidas

en P, del tipo E,_1, excepto en la primera y ultima copia de P,_ .

Lema 2.1.17. La longitud del ciclo base es 2k +5 para 1 <k <n—2.

DEMOSTRACION.

Como cada arista esta etiquetada por r; con i =2,---,n por lo que nos permite conocer la

longitud de cada ciclo base, a través de estas etiquetas

s Si k=1 tenemos el ciclo base de la forma
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2.1. Grafo de panqueque

2
C1:r2(rnrn—l) 'n—2rn = IIpln—1rnrn—1rn—2rn

observamos que tenemos siete etiquetas, es decir que el ciclo base tiene longitud de 7, pero a
7 lo podemos escribir como 7=2(1)+5

= Si k toma valores entre 2 y n—2 tenemos el ciclo base de la forma

k
Cr = 11 (FnFn—1)"TnFn—1"n—(kr1)Tn

sumando el niamero de etiquetas que aparecen en el ciclo base se tiene que

I+2k+1+1+14+1=2k+5

es decir, que el ciclo base tiene una longitud de 2k + 5.
Para el caso de k =n—1 y n se observar que el ciclo base tiene longitud de 2n. [ |

Teorema 2.1.18. Todos los ciclos de longitud ¢ donde 6 < { < n!—2 y { = n! estdn incluidos en P,.
Ademds existe un ciclo Hamiltoniano incluido en P, para n > 4. [22]

DEMOSTRACION. Prueba por induccién

= (Caso base
Para n = 3 el grafo de panqueque tiene un Gnico ciclo de longitud 6 y a u vez es un ciclo
hamiltoniano, para n = 4 contiene los ciclos de longitud desde 6 —22 y el ciclo hamiltoniano
de longitud 24. En [22] se muestra una tabla con los ciclos de P4 por lo que también cumple
el teorema.

= Hipdtesis inductiva
Asumir que se cumple para K’ =n—1. Donde existen todos los ciclos con longitudes de 6
hasta (n—1)!—2y (n—1)! en P,_;. Ademas se puede formar un ciclo en P,_; de longitud
¢, con (n—2)! <l <(n—1)!'—2, donde (n—2)! es la minima longitud que se tiene en el
grafo B, siendo (n—1)! —2 la méaxima longitud que tiene en P,_. Luego por Lema 2.1.14
se construira un ciclo de longitud ¢ tomando una arista del conjunto E/ .
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Capitulo 2. Grafo de panqueque y grafo de panqueque quemado

Pn;4]

Figura 2.10: Construccién de un ciclo base que pasa por las copias P,_| que estan incluidas en P,

= Paso inductivo
Para poder hallar los ciclos de longitud ¢ de 6 hasta n! —2 y n! que se encuentran en P,
para K = n A continuacién, se analizara los diferentes casos para encontrar los ciclos de las
longitudes correspondientes dentro de P,.

1. Para los ciclos de longitud ¢, con 6 < ¢ < (n—1)!—2y para £ = (n—1)! se obtienen
por P, esto por hipétesis inductiva.

2. Paral=(n—1)!—1.

Se toma el ciclo base con k =1 por la ecuacién 2.1 se sabe que C; = rz(rnrn_l)zr(n_z)rn
y es de longitud 7, por hipétesis inductiva existen los ¢—ciclos con 6 </ < (n—1)! -2
y ¢ = (n—1)!, ahora tomando en particular un ciclo C de longitud (n—1)! —6 que
se encuentre entre 6 y (n—1)! —2 y a su vez este dentro de la segunda proyeccién de
P, pasando por la misma arista etiquetada r,_; que pasa C;, por lo tanto quitando la
arista compartida del ciclo base C; y C el nuevo ciclo creado tiene la longitud de ¢ =
T—1+m—-1)1—6—1=(n—1)!—1.

3. Para construir el ciclo Hamiltoniano de P, es decir, un ciclo de longitud n!. Se toma el
ciclo base con k =n—1 por ecuacién 2.1 se tiene que C; = (r,r,—1)" de longitud 2n, que
pasa por todas las n copias P, de P,, tomando en cada copia una arista etiqueda r,,_{
se construye un ciclo Hamiltoniano de longitud (n—1)! en cada una de las proyecciones
P,[n;i] de B, con 1 <i<n, esto es posible por hipétesis inductiva . Luego eliminando las
arista compartidas r,,_; de los ciclos Hamiltonianos de cada proyeccién y el ciclo base,
se obtiene un nuevo ciclo de longitud.
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2.1. Grafo de panqueque

=n((n—1)!—1)+2n—n = n!.

4. Para todos los demas ciclos, la longitud del ciclo es £ =a(n—1)!+b, donde 1 <a <
(n—1) y 0<b<(n—1)!—1.

an—1)'+b a b
1) | 0
(n—1)1+1 1]
(n—1)142 1 2
(n—1)143 1 3
2(%—1)*—1 | (n—1)1—1
2(n—1)! 2 |0
2(n—1)1+1 2 |1
2(n—1)1+2 2 | 2
2(n—1)1+3 2 | 3
3(;1—1)v—1 ) (;;—1)!—1
(n:—l)(n—l) n—1 O
(n—1)(n—1)!'+1|n—-111
(n—1)(n—1)142|n—112
(mn—1)n—1)!'+3|n—113

-1 n—1 :(n—l)!—l

Tabla 2.4: Variandoa y b

Analicemos los subcasos posibles:

a)sil<a<(n-—
Luego se divide en 2 casos, dependiendo del valor de b.

3).

1) Si(n=2)1+6<b<(n—1)1—1
Tomamos el ciclo base k = a+ 1 segin el valor de a este ciclo base C; tiene
longitud 2k+ 5 por lema 2.1.17 ademas pasa por k+ 2 proyecciones, en la pri-
mera proyeccién P,[n;1] y la dltima P,[n;k+ 2] no se construye ningin ciclo,
pero en la pentltima proyeccién P,[n;k+ 1] se construye un ciclo de longitud
b+5 y en las restantes k — 1 proyecciones se construyen ciclos Hamiltonianos.
Luego eliminando las aristas compartidas r,,_; de los ciclos de cada proyeccién

y el ciclo base se obtiene un nuevo ciclo de longitud.
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0=2%k+5—k+(k—1)-(n—1)—(k=1)+B-5)—1=a-(n—1)!+b.

a k=a+1 | Cy
1 2 C,
2 3 Cs
3 4 Cy
4 5 Cs
n-3 n-?2 C.-2

Tabla 2.5
1) Sil<b< (n—2)!4+6

Se toma el ciclo base C; que tiene longitud 2k + 5 por lema 2.1.17 pasando por
k+2 proyecciones con k = a+ 1 este ciclo C; pasa por todas las copias de P,
que se encuentran en P,, exceptuando las dos primeras y las dos tltimas proyec-
ciones, se construyen ciclos Hamiltonianos en P,[n;3] hasta P,[n;k]. En la pro-
yeccién P, [n;2] se construye en su interior un ciclo de longitud (n—1)!— (n—2)!
y en la P,[n;k+ 1] un ciclo de longitud (n—2)!4+5b—35 dejando la primera y
altima proyeccion sin construir ningin ciclo, ahora eliminando las aristas com-
partidas en comun r,_; entre los ciclos construidos en B,[n;2] hasta B,[n;k+ 1]
y el ciclo Cj se forma un nuevo ciclo de longitud

0=2k+5—k+(k—2) (n—1)!—(k—2)+(n—1)!— (n—2)! — 1+ (n—2)! +
b—5—1=a-(n—1)!+b.

b) a=(n—2)

Se toma el ciclo base que pasa por cada proyeccién P,[n;i], entonces :

) Si(n=2)!'+3<b<(n—1)!—1

Se elije el ciclo base C; con k=a+1=n—1 de longitud 2n pasando por n
copias de P, | que estan incluidas en P,, en todas las proyecciones por las que
pasa C; a excepcion de las dos altimas, se forman en su interior ciclos Hamilto-
nianos, pero en la pendltima P,[n;n— 1] se construye un ciclo de longitud b —2.
Finalmente removiendo las aristas en comn entre todos los ciclos construidos
desde P,[n; 1] hasta P,[n;n— 1] con el ciclo base se crea un nuevo ciclo de lon-
gitud

(=2n—(n—1)+n-2)-n—1)!'—(n—-2)+(b-2)—1=(n—-2)-(n—1)!+b=
a(n—1)!+b.
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1) Si1<b<(n—2)'43

Se toma el ciclo base C; con k=a+1=n—1 de longitud 2n pasando por n
copias de P, | que estan incluidas en P,, en todas las proyecciones por las que
pasa el ciclo base excepto las tres altimas, se construye un ciclo Hamiltoniano, en
la proyeccién P,[n;n— 2] se construye un ciclo de longitud (n—1)!—(n—2)! -3
y en P,[n;n— 1] se forma un ciclos de longitud b+ (n—2)!+ 1. Los ajustes los
ciclos en las altimas dos proyecciones anteriores son para asegurar que sea mayor
que (n—2)! y menos de (n—1)! — 1. Removiendo las aristas en comn entre los
ciclos formados en P,[n; 1] hasta P,[n;n — 1] con el ciclo base se crea un nuevo
ciclo de longitud

(=2n—(n—-1)4+n-3)-n—-)=n-3)+(n—1)'—(n—2)!=3—-1+b+
n=2+1-1=n-2)-(n—)+b=a(n—1)!+b

c) a=(n—1)
De nuevo usando el ciclo base que pasa por cada proyeccion Py,[n;i], 1 <i<n con
k=n—1.

D (n=2+1<b<(n—1)-1

Se selecciona el ciclo base C; con k =n—1 de longitud 2n pasando por n pro-
yecciones que estan incluidas en P,, todas estas proyecciones por el cual pasa
el ciclo Cy excepto para el altimo, se construyen en su interior un ciclo Hamil-
toniano y para la altima proyeccién P,[n;n] se construye un ciclo de longitud b
al remover todas las aristas en comin entre P,[n; 1] hasta P,[n;n— 1] , P,[n;n]
con el ciclo base crea un ciclo de longitud

(=2n—n+n—-1)-n—1)!—n-1)+b—-1=n—-1)-(n—1)'+b=a(n—
)1 +b.

1) Sio<b< (n—2)1+1

Se selecciona el ciclo base C; con k =n—1 de longitud 2n pasando por n proyec-
ciones que estan incluidas en P,, en todas las proyecciones del ciclo base excepto
en las dos altimas se construye un ciclo Hamiltoniano en su interior, para la pro-
yeccion Py [n;n— 1] se construye un ciclo de longitud (n—1)!—(n—2)!—1yen
la P,[n;n] se construye un ciclo de longitud b+ (n—2)!+ 1. Ahora removiendo
la arista en comin que comparten los ciclos que se crearon dentro de todas las
proyecciones con el ciclo base da como resultado el sisguiente ciclo de longitud

(=2n—n+n-2)-n—)!—=n-2)+(n—1)1—(n=2)!—1—-1+b(n—-2)!+
l-1=n—-1)-(n—1)'+b=a(n—1)!+b.
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Todos los ciclos construidos en las proyecciones tienen una longitud menores a (n—1)! — 1y mayor
a (n—2)! o son iguales a (n—1)!, por lo tanto eliminando las aristas en comin entre el ciclo base
y los ciclos creados dentro de cada proyeccién, se forma un nuevo ciclo de la longitud que se desea. B

Los autores Sadl Blanco, Charles Buehrle,y Akshay Patidar en su trabajo [blanco2019] hacen
correcciones al teorema 2.1.18 demostrando que pueden incluir el caso de la existencia del ciclo
n!— 1 estando incluido en P, para n > 4. Ellos demuestran como caso base la existencia del ciclo de
longitud 23 en Py listando uno de los 184 diferentes ciclos de longitud 23 que estan incluidos en P
en el articulo en [4] muestran este listado. Para el paso inductivo dichos autores consideran el caso
a) subcaso I1) paraa<n—3y b < (n—2)!+6 donde la penaltima copia de P,_; y el ciclo que se
toma (n—2)!+b—5 no garantiza que la arista etiqueda por r,_| este presente en ese ciclo dado
(n—=2)!'+b—5>(n—2)!—5 ya que no es mayor que (n—2)!. La solucién que ellos proponen es
tomar un ciclo de longitud (n—1)!— (n—2)! —5 en la segunda copia de B,_; y un ciclo de longitud
(n—2)! en la pendltima copia de P,_; ambos ciclos tienen la arista etiquetada por r,_; en comin.

[20].
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2.2. Grafo de panqueque quemado

< Dada una pila de panqueques quemados con diferentes tamafios un chef intenta ordenarlos
de modo que el panqueque mas pequefio quede en la parte superior y el panqueque mas grande en
la parte inferior ademas ellado quemado quede abajo. >>

A partir del problema del panqueque se realizan estudios para encontrar la cantidad minima
de movimientos que se necesitan para ordenar una pila de panqueques de diferentes diametros. Fue
hasta el afio de 1979 que Bill Gates (creador de Microsoft) y Christos Papadimitriou [15] encuentran
un limite superior a 5”3—+5 movimientos requeridos en el problema del panqueque. Hasta el momento
se considera una de las mejores soluciones propuestas. Luego se plantea una variacién al problema:
encontrar el nimero minimo de volteos si se tiene un lado del panqueque quemado, denotado por
g(n) donde el lado quemado de cada panqueque quede hacia abajo. Este problema es mas conocido
como el problema de los panqueques quemados. David S. Cohen (guionista de los Simpsons y unos
de los creadores de Futurama) junto con Papadimitriou 'y Manuel Blum propusieron una mejor cota
al problema de ordenamiento de panqueques quemados. En el 2009 un equipo de investigadores de

la Universidad de Texas en Dallas proponen una cota mejorada de 118—1”.

Una forma de poder representa este problema de ordenamiento de panqueques quemados es a
traves del grupo hiperoctaédrico.

Definicion 2.2.1. El grupo hiperoctaédrico representado por B,, , cominmente conocido como el
grupo de permutaciones de signo de [n| = {—n,—(n—1),---—=2,—1,1,2,--- \n—1,n},donde w € B,
siendo una permutacion de [n] si y solo si w(—i) = —w(i) para todo i € [£n], para hacer mds facil la
notacién se escribe i en lugar de —i. Para w € B,, se utiliza la notacion de asignacion de signo por
elemento, es decir, w = [w(1)w(2)---w(n)]. [4]

2.2.1. Prefix-reversal

Definicién 2.2.2. Un prefix- reversal o volteo de panqueques® es una funcién permutacién denotado

por r; para 1 <i < n tal que mueve los primeros i elementos de una permutacion.

ri=ii—1i—=2---321(i+1)(i+2) - n

Ejemplo 2.2.3. Dada la permutacién p =[134 2] con p € BPs y el conjunto de prefix-reversal
R4 ={ry,r2,r3,r4} al aplicarle cualquiera de los prefix-reversal se obtiene la siguientes permutaciones

pr1 = [1342]
pra = [3142]
(pra)ri = ([3142])rp =[3142]
pry = [2431]

También llamado generadores de panqueques quemados
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si se usa dos veces el mismo prefix-reversal se obtiene la permutacién inicial.

Ejemplo 2.2.4. Utilizando las permutaciones del ejemplo anterior.

(prir = [1342]
(pra)ry = ([3142])ry = [1342]
(przrl)rlrz = ([3142])?‘11‘2 2[1342]

Los prefix-reversal cumple ciertas propiedades y una de ellas es que genera todos los elementos
de BP, este conjunto {ry,ry,...,r,} es denotado por R,.

El grupo B, es generado por el conjunto B = {s5,s% 55 ....s8 |} delaformasf =[123 ... n]
ysB=[12...i+1ii+2...n = (i,i+1)paral <i<n—1, ademas wr; se puede escribir como
producto de ciclos disjuntos.

wii= (141, Lt 1)(2,4, 2,0 (155, 2], 52, [52) con i€ fn—1].

Por lo que los elementos del conjunto R,, se puede escribir como productos de los elementos de
B, es decir, que los generadores de panqueques quemados generan a BP,.

2.2.2. Propiedadedes del grafo de panqueque quemado

Definicién 2.2.5. Un grafo de panqueque quemado BP, es definido de la siguiente manera. BP, =
(By,E,). donde

= B, ={(wi,w2,...,wn) | wi € [n] w; #wj para i # j}

Es el conjunto de permutaciones de orden n denominado grupo hiperoctaédrico, en donde todas
las permutaciones constituyen los vértices de BP, .

@ By = {(Do(1) o w(i) wlit 1) w(n)], () wli= 1) w(1) wli+ 1)+ w(n)] ) [ w € Bys 1< i< )

Es el conjunto de aristas, donde cada elemento es formado por el par de permutaciones denotado
como (w,wr;).

Cada una de las aristas de BP, estan etiquetadas por r; con 1 <i <n. A su vez el grafo BP, es
un grafo regular con grado n, con |B,| =2"n!y |E,| =n2""'n! para n > 1. En la figura 2.11 , figura
2.12 se representan los grafos BP, y BP; respectivamente.
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Figura 2.11: BP, es un ciclo de longitud 8.

El grafo de panqueque quemado BP, = (B,,E,) con R, el conjunto generador de B, cumple ser un grafo

de Cayley ya que por definicion de BP, se tiene que (a,b) € E, si y solo si b = ary para algin 1 <k <n.
Asi como se usé en el Seccion 2.1.2 se usa la estructura recursiva de BP, que se simboliza por BP,(g) que

denota una copia de BP,_;.

)
\ 23
\

1 == 231

%
SN
\

Figura 2.12: Grafo de panqueque BPs.
Los diferentes colores de las aristas indican los diferentes generadores del panqueque.

Las permutaciones de signo cuyo altimo elemento sea ¢ en la notacién de asignacion de signo por ele-
mento con g € [£n|. En el BP; se puede observar la naturaleza recursiva de este grafo a través de las copias
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de BP, (ver figura 2.12) en donde las copias de BP, son BP,(1), BP,(2), BP,(3), BP,(1), BP,(2) y BP,(3)
respectivamente.

Los autores Sadl Blanco, Charles Buehrle y Akshay Patidar [blanco2019] realizan el estudio sobre el
problema de panqueques quemados planteando una demostracién para BP, donde cumple ser débilmente
panciclico y Hamiltoniano. Ademas a partir de n > 2, BP, contiene ciclos de longitud 8 < ¢ < 2"n!. La prueba
es similar a la que se realiz6 en el teorema 2.1.18 de la seccién anteior.

Dado que el grafo P, y BP, son grafos de Cayley, cumplen ser vértices-transitivos y no aristas-transitivas,
pero existen ciertos conjunto de aristas que si cumplen y esas son las aristas etiquetadas por el mismo
prefix-reversal.

Lema 2.2.6. Sea EX el conjunto de arista de BF, etiquedas por ry, con 1 < k < n entonces siendo e, e, € E¥
, existe ¢ € Aut(BP,) tal que ¢(e;) = e3.

DEMOSTRACION.
Sea ey, es € EX de la forma ey = (w1, m1%), e2 = (M, Mari) con 7y, @ € BP,, respectivamente. Sea

@ :V(BP,) — V(BP,)

dado por @(x) = mm, 'x. Como ¢ es un automorfismo de BP, entonces e = (7,7') € E(BP,) si y solo si
n' = mry, para algan 1 <m <nsiy solo si (¢(7),¢(n’)) € E(BP,). Notar que @(m) = m y @(Tiry) = Mory
y asi ¢(e) = e.
|
Para la construccién de los ciclos de longitud arbitraria que estan incluidos en BP, se define a continuacién
lo que es un ciclo base.

Definicion 2.2.7. Un ciclo base denotado por C, es un ciclo que recorre por algunas o todas las copias de
BP,_1 pasando por las aristas etiquetadas r,, conectando algunas de las copia de BP,_;.

Los ciclos bases con r; , 1 <i<n para n>4 son de la siguiente forma.

Tt (Tl 1) 22 oo (P 1 70) T a2 (e ) ¥ e para 1 <k<|[3]
Ce=1. rest(rere—1)* 2 rereer (rn—k—arn—i—1)" 2 ru_k—arn(Fni—2rn—k—1)" * 2rp_k—2 para [%] <k<n-—1
(Farn_1)®" para  k=n,n—1

Lema 2.2.8. Para k € [n] el camino Cy, es definido sobre un ciclo de BP,. [blanco2019]

DEMOSTRACION.

Sea Cy un camino que comienza con la permutacién identidad e = [123-- - n]. Luego realizando el calculo
computacional de la permutacién de signo resultante después de aplicar cada prefix-reversal, se obtiene que
Cy. es un ciclo para los 3 casos del valor de k dependiendo de n. Ver Tablas 1-3 (Apéndice B).

En los caminos C; hay varias reversiones que alternan las etiquetas r; y r;_1 en ese orden, con 1 <i<n.

Si se aplica este par de reversiones a una permutacion de signo, es decir , w= [w(1) w(2) ...w(n)] con w € B,
el resultado de la permutacién de signo es:
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wri =[w(i) ... w(Dw(i+1)...w(n)]

wririp =[w(2).. ()()O+U w(it1)...w(n)]

El primer caracter es movido a la i—ésima posicién, con signo opuesto y todos los demas caracteres
estan en su posicién original con sus signos originales.

Cuando se cambia el orden de las reversiones se aplica una permutacién de signo w = [w(1) w(2) ...w(n)]
con w € B, obteniendo la permutacién de signo resultante de la forma:

wri—p =[w(i—1)...w(1)w(i)...w(n)]
wri—iri =w@w(l)...w(i— 1) w(i+1)...w(n)]

Entonces, el i—ésimo caracter se mueve a la primera posiciéon con signo opuesto y todos los demas
caracteres estan en su posicién relativa original con sus signos originales. Estas reversiones nos permite
verificar que Cy es un ciclo en BP, [ |

Lema 2.2.9. La longitud del ciclo Cy es 8k + 11 cuando 1 <k < [5]; 4n+2 cuando [5] <k <n—1; 4n
cuando k =n,n— 1.

Lema 2.2.10. Cuando 1 <k < [5] pasa a través de 2k +3 copias diferentes de PB,_ donde hay una arista
en 2k +1 copias, 2 arista en una copia y 4k + 5 arista en una copia.

Las siguientes observaciones seran de utilidad en el resto del documento.
Observacién 2.2.11. Paran>4, 2" '(n—1)! —16 > 2" 2(n—2)!.
Observacién 2.2.12. Paran >3, 2" 1(n—2)!4+2"2(n—2)! < 2" 1 (n—1)!.
Observacién 2.2.13. Paran>3, 2" 1(n—1)! =2""1(n—2)! > 2" 2(n—-2)!.
Observacién 2.2.14. Paran>4, 2" 2(n—2)! < 2" ' (n—1)! =17 < 2" ' (n—1)!.
Observacién 2.2.15. Paran>3,2" 2(n—2)! <2"2(n—1)! —n—1<2" Y (n—1)L.
Observacién 2.2.16. Forn >3, 2" 2(n—2)! <2" Y (n—1)! =4 < 2" (n—1)!.
Observacién 2.2.17. Paran>4, 2" 2(n—2)! < 2" 2(n—1)! =2n+1 < 2" Y (n—1)!.

Observacién 2.2.18. Paran >3, 2" 2(n—2)! < 2" '(n—1)! —2n+1 < 2" 1 (n—1).
Las demostraciones de estas desigualdades se encuentran en el Apéndice A.

Teorema 2.2.19. Para BP, con n > 2, existe un ciclo de longitud ¢, 8 < £ < 2"n!, incluidos en el grafo, es
decir, es débilmente panciclico. En particular BP, tiene un ciclo Hamiltoniano.
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Observacién 2.2.20. La idea principal consiste, suponer que existen 2n copias de BP, | en BP,, luego tomar
el hecho que cumple la hipétesis inductiva y combinando los ciclos de longitud k; con 8 < k; < 2" !(n—1)!
en i copias de BP, 1 con el ciclo base. Se Elimina cada arista en comin que tengan los ciclos de longitud
k; con el ciclo base para obtener un nuevo ciclo de mayor longitud. Por el lema 2.2.6 se pueden construir
ciclos dentro de BP,_; usando la misma arista etiquetada r,_; del ciclo base. Se realiza este proceso en la
prueba que sigue.

Figura 2.13: Representacién de la prueba del teorema 2.2.19

DEMOSTRACION. Por Induccién

= (Caso Base
Sin=2.
Entonces BP, es isomorfo a un ciclo-8 por lo que BP; es Hamiltoniano y débilmente panciclico por lo
que se cumple el teorema. Ademas si n = 3 existen ciclos de todas las longitudes de 8 hasta 48 (ver
[4] Apéndice A), y si n =4 existen ciclos de todas las longitudes de 8 hasta 384 (ver [4] Apéndice
B), asi que BP; y BP, también cumple ser Hamiltoniano y débilmente panciclico.

= Paso inductivo
Asumir que BP,_; es Hamiltoniano y débilmente panciclico. Notar que cualquier ciclo de longitud ¢,
que esté en 2" 2(n—2)! < £ < 2" !(n—1)! en BP,_ incluird una arista etiquetada por r,_1, dado
que ¢ tiene longitud mayor que cualquier ciclo Hamiltoniano de cualquier copia de BP, 5 incluido
en BP, ;. Por lema 2.2.6, el conjunto de aristas etiquedas por r, | es arista transitiva. Entonces
cualquier ciclo incluye una arista etiqueda por r,_; puede asignarse a un ciclo que incluya cualquier
otra arista etiqueda por r,_1.

= Hipétesis de induccién
Ahora probaremos que BP, es también Hamiltoniano y débilmente panciclico.
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Por paso inductivo, hay ciclos de longitud de 8 a 2"~ !(n—1)! dentro de cualquier copia BP, | in-
cluida en BP,. Entonces falta probar que hay ciclos entre 2"~!(n—1)! y 2"n!. Por ello se analizan los
siguientes casos.

e Ciclos de longitud 2" '(n—1)!+1.

Se elige un ciclo base k = 1, es decir, C; que tiene una longitud de 19 por lema 2.2.9 y por
lema 2.2.10 pasa por 5 copias de BP,_; donde cada una de ellas tiene una arista etiqueta-
da r,_1 que pasa el ciclo C;. En la segunda copia de BP, i visitada por C; se construye
un ciclo C de longitud 2"~!(n—1)! — 16 que contiene una arista etiquetada r, ;. Dado que
2" Y (n—1)! =16 >2"2(n—2)! con n > 4 (ver la demostraccion en Apéndice A ) . Eliminando
la arista en coman de C; y C para construir un nuevo ciclo C'. Entonces la longitud del ciclo
Ces19—1+2"n—1)—16—1=2""(n—1)+1.

e Ciclos de longitud 2"n!.
Se escoge el ciclo C, que tiene longitud 4n por lema 2.2.9 y por lema 2.2.10 tiene 2n copias de
BP,_1 incluidas en BP, donde cada copia tiene una arista r,_;. Por paso inductivo, existe un
ciclo de longitud 2"~!(n—1)! en cada una de las copias BP, | y cada una debe tener una arista
ra—1. Removiendo estas aristas en cada uno de estos ciclos. El ciclo resultantes es de longitud
4n—2n+2n2" '(n—1)!) —2n =2"n!.

e Ciclos con longitud de la forma a(2" '(n—1))+b paral< a <2n—1y
0< b <2" ! (n—-1)1-1

Existen tres casos para este ciclo, que depende del valor de a. En dos casos seleccionamos el
ciclo base C,.

1. Para 1 <a < [5]. Donde se divide en dos subcasos segiin el valor de b.
a) Para b—6a—9>2"2(n—2)!.

El ciclo base C, tiene una longitud 8a+ 11 y pasa por 2a+ 3 copias de BP,_;. De esas
2a+3 copias de BP,_1, 2a+1 incluye una arista etiquetada por r,_;. Remplazar a+1
aristas etiquetadas por r,_; de la siguiente manera.

En estas a copias, tomemos un ciclo Hamiltoniano C’, para 1 <i < a de longitud
2"-1(n—1)!, y existe por paso inductivo. En una copia diferente de BP, |, tomemos
un ciclo C de longitud 5 —6a —9. Como b —6a —9 > 2""2(n—2)! dado que C usa una
arista etiquetada por r, 1 y E"~! es una arista transitiva, suponemos que esa arista
es la misma utilizada por C,. Ahora combinando cada C; y C con C, removiendo las
aristas r,_| en coman para obtener un ciclo C’ entonces la longitud de C’ es

8a+11—(a+1)+a" ' (n—1))—a+(b—6a—9)—1=aR" ' (n—1)!)+b

b) Para b—6a—9 <2"2(n—2)!.
Tenemos C, y nuevamente remplazar a+ 1 aristas de C, etiquetadas por r,_; por los
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ciclos apropiados. En a+ 1 copias BP,_; se forma un ciclo Hamiltoniano C, para
1 <i<a—1,delongitud 2"~ !'(n—1)! luego en otra copia BP, | se construye un ciclo
C' de longitud ¢ =2""'(n—2)! +b—6a—9. Por observacion 2.2.11 y observacion
2.2.12 en Apéndice A se tiene que 2" 2(n—2)! < ¢' < 2" !(n—1)!. Por lo tanto C'
existe y tiene una arista etiquetada por r,_1 y por lo tanto, se asume que es la misma
arista utilizada por C,. Finalmente, usamos una altima copia de BP,_; con la que
aparece una arista etiquetada por r,_1 y que también aparece en C, con el cual se
construye un ciclo C” de longitud ¢ = 2""!(n—1)! —2"~!(n —2)! por observacion
2.2.13 se cumple que 2" 2(n—2)! < £” < 2" !(n—1)!. Por lo tanto C" existe y usa la
misma arista etiquetada por r,,_1 que C, usa en la copia respectiva de BP, 1. Uniendo
cada ciclo C',C" y C" con C, eliminando las aristas etiquetadas por r,_; en comin
entre todos los ciclos. La longitud del ciclo es

8a+11—(a+1)+(a—D2" ' n-1))—(a— D+ ' (n-2)!+b—6a—9)—1
+2" M n—1)1=2""Yn-2)1)—1
=a(2" Y n—1)")+b

2. Para [§] < a <n-2.

El ciclo base C, tiene longitud 4n+2 y pasa por 2a+4 copias de BP,_;. Donde solo 2a+2
copias incluye una arista r,_;. Reemplazando 2a de estas aristas en C, etiquetadas por
Fa—1 . En 2a—2 de estas copias tomemos un ciclo C!, para 1 <i < 2a—2, de longitud
2""2(n—1)! y existe por paso inductivo. Ademas, ya que 2" 2(n—1)! > 2" 2(n—2)!,
ya que cada C' usa una arista etiquetada por r,_;. Como E} | es arista transitiva, por
tanto, se puede decir que cada C' usa la arista etiquetada por r,_; de C,. En las si-
guientes dos copias usa una arista de C,, uniendo dos ciclos C' y C”. El ciclo C’ tiene
longitud 2" 2(n—1)! —2n+2a+ L%J y por el limite de [5] <ay 0 <b tiene a lo sumo
2" 2(n—1)!=2n+(n—1)! = 2" %(n—1)! —n—1, y usando observacién 2.2.16 es mayor
que 2"~2(n—2)!. El ciclo C" tiene longitud 2"2(n—1)! —2n+2a+ [5] y por el limite de
a<n—1yb<2"'(n—1)!es alo sumo de longitud 2"~ !(n—1)! —4, y por observacién
2.2.15 es menor que 2" !(n—1)!. Por lo tanto C" y C" son ciclos que contiene una arista
rn—1. Uniendo cada ciclo C', C' y C” con C, eliminando las arista r,_; en comin entre
todos los ciclos se obtiene:

dn+2-2a+(2a—2)(2"2(n— 1)) — (2a—2)+ (2" 2(n—1)! —2n+2a+ 3]) - 1

+(2"2(n—1)!=2n+2a+[5]) - 1=a(2" '(n— 1)) +b

3. Paran—1<a<2n-—1
El ciclo base C, tiene longitud 4n y pasa por 2n copias de BP,_i. En cada copia, solo
usa una arista de r,_;. En a—1 de las copias, tomar un ciclo C?, para 1 <i<a—1, de

longitud 2"~ !(n—1)! existe por paso inductivo y contiene una arista r,_1, En dos de las
copias restantes se toma dos ciclos C' y C” cuyas longitudes son las siguientes :

o La longitud del ciclo C" es 2"2(n—1)! —2n+a+ 3] + 1, y dado que b > 0 junto con
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a>ny son a lo sumo con longitud de 2"~2(n—1)! —2n+ 1 por observacion 2.2.17 es
mayor que 2" 2(n—2)!.

o La longitud del ciclo C” es 2" 2(n—1)! —2n+ [5]+1, y dado que b < 2""!(n—1)!
tiene a lo sumo de longitud 2""2(n—1)! —2n+ 1, por observacion 2.2.18 es menor a
2N (n—1)!

Por lo tanto, ambos ciclos C' y C” contienen una arista r,_;. De nuevo como E"! es
arista transitiva, entonces en cada uno de los ciclos C/, C' y C" se supone que las aris-
tas etiquetadas por r,_; pasa por cada una de las copias BP,_;. Uniendo cada uno de los
ciclos C;, C' y C" con C,, eliminando la arista r,_; que tienen en comun. El ciclo formado es :

dn—(a+ 1)+ (a—D)2" M n—1)—(a— 1)+ 2" 2(n—1)!—2n+ 2]+ 1)1
+(2"2(n—1)! =20+ 5]+ 1)1
=a2" ' (n—1))+b

BP, contiene ciclos cuyas longitudes van desde 8 hasta 2"n!. Por lo tanto BP, es Hamiltoniano y
débilmente panciclico
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Capitulo 2. Grafo de panqueque y grafo de panqueque quemado

2.3. Aplicaciones realizadas del grafo de panqueque y panqueque quemado

Este estudio del grafo de panqueque y panqueque quemado con su algoritmo respectivamente, ha sido de
ayuda para algunos investigadores que estudian computacién, biologia, entre otras ramas. Siendo utilizado
como modelamiento para algunos problemas planteados.

Interconexiones en paralelo En el estudio de interconexiones de redes de computadoras en paralelo se
busca la forma de hacer mas facil el procesamiento de informacién y se han propuesto muchos modelos
usando los grafos de Cayley como esquemas de interconexién. Uno de ellos es el grafo de panqueques
el cual se propone por primera vez en Akers y Krishnamurthy [1], ofreciendo muchas ventajas debido
a su estructura algebraica.

Anteriormente se menciona que los grafos de Cayley cumplen ser vértice transitivo, lo que permite
que cada vértice y su vecindario. se ve igual que cualquier otro vértice del grafo.

Los vértices del grafo corresponden a elementos de procesamiento y las aristas corresponden a lineas
de comunicacién entre diferentes computadoras en una red de interconexién Ademas, los caminos son
mas faciles y eficientes en los grafos de Cayley [28]). permitiendo ser una herramienta muy atil para
el disefio y analisis de red.[22]

Bacteria E. coli E. coli ( Escherichia coli) es un germen patégeno (bacteria) que normalmente vive en
los intestinos de las personas y los animales. Hay muchos tipos de E. coli. La mayoria de la E. coli
se encuentra de forma natural en nuestros intestinos y desempefia un papel importante en ayudar a
nuestro cuerpo a digerir los alimentos. Esta bacteria produce una toxina llamada toxina Shiga Esta
poderosa toxina puede causar una enfermedad grave en las personas y es resistente a los antibiéticos
cuando los segmentos se combinan adecuadamente. A través del problema de panqueques quemados
BP, se ha disefiado un sistema que permite la recombinacién de ADN mediante el cambio de posicién
en los elementos genéticos representado por los panqueques dentro del ADN plasmidico.
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Capitulo 3

Generalizaciéon del grafo de panqueques

« Disfruta lo que haces y entonces hards tu mejor esfuerzo »
Katherine Johnson

En el capitulo 2 se observaron las diferentes propiedades que cumple el grafo de panqueque y grafo de
panqueque quemado, definiendo los elementos y operaciones que se realizan. Ademas se estudié las diferentes
longitudes de ciclos existentes que cumplan ser débilmente panciclico. Se describieron los comportamientos
de ambos tipos de grafos.

En este capitulo y a partir de las propiedades de grafo de panqueque y panqueque quemado se definiran
los elementos y operaciones a realizar en la generalizacién del grafo de panqueque. Para ello se estudiaran
cada uno de los casos y las diferentes propiedades que pueden cumplirse; se consideraran aquellas que no
se cumplan, haciendo énfasis en las condiciones favorables para mantener dichas propiedades. Se culminara
con la demostracion de la generalizacién del grafo de panqueque.

1224 1

Grafo G(3,2)
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Capitulo 3. Generalizacion del grafo de panqueques

A partir de la teoria vista en el capitulo 2 surge la motivacién de estudiar de forma general el pro-
blema de panqueques. Se usaran definiciones similares como ciclos bases, prefix-reversal, panciclicos, ciclos
Hamiltoniano entre otros descritos anteriormente.

3.1. Notaciones matematicas

Definicion 3.1.1. Dado el conjunto de caracteres [n] = {1,2,...,n}, con n € Z* para n > 1, tal que & =
[m'7?...7"] es una permutacién de orden n'y C,, = {0,1,2,...,m — 1} el conjunto de signos que puede tomar
cada simbolo de la permutacién 7, se tiene que S(m,n) = C,, 1S, es la generalizacion del grupo simétrico donde
S, es el grupo simétrico de orden n y C,, es el grupo ciclico de orden m donde:

S(m,n) :{(a17a27"'7an) 5 77:) ’TEGS,“ Cliecm, con i€ [}’l]}

Los elementos de este grupo se representan de la forma ( (a,az,...,a,) ; @) = 7, 72, ... @ | denominados
permutaciones multisignos, es decir cada simbolo de una permutacion tiene un signo en C,,. Los simbolos de
una permutacién son denotados por ' € [n] y a; denota el signo de cada simbolo. Para 7 € S(m,n) se utilizara

la notacién de ventana para representar las permutaciones multisignos, es decir, Ty = [7@}1 nfz 7

Ejemplo 3.1.2. Las permutaciones p, ¢ y ¥ son elementos de $(3,2) de la forma.
p =[lo22], ¢ =[2212], v = [1123]

El primer simbolo de la permutacién p es 1 con signo 0 y el segundo simbolo de la permutacién es 2
con signo 2; para el caso de ¢ el primer simbolo como el segundo simbolo tienen signo 2; para 7y el primer
simbolo es 1 con signo 1 y el segundo simbolo es 2 con signo 3.

3.1.1. Prefix-reversal para la generalizacién del grafo de panqueque

En la seccidn 2.1 y seccién 2.2 se definié el concepto prefix-reversal o movimiento de panqueque en este
capitulo se definen de igual forma pero con una variante que se presenta a continuacion.

El grupo S(m,n) es generado por los elementos del conjunto {r_i,r—a,...,r—p,r1,r2,...,r,} donde r;
aumenta el signo de los primeros i simbolos de la permutacién multisigno y r_; lo disminuye.

Definicion 3.1.3. Un prefix-reversal positivo denotado por r; con i € [n] es una funcién permutacién que
mueve los primeros i simbolos agregando un signo médulo m en cada uno de ellos. Es decir dado 7, € S(m,n)

de la forma 7, = [m, 73 ... 7! ] se le aplica el r; entonces

i—1

_ i 2 1 i+l n
Tali = [y, o T, T Ty T |

con a;+ 1 = b;(méd m) para b; € Cy,

Definicidn 3.1.4. Un prefix-reversal negativo denotado por r_; con i € [n] es una permutacién que mueve
los primeros i simbolos y disminuye un signo médulo m en cada uno de ellos. Es decir dado 1, € S(m,n) de

la forma 77 =[x} @2, ... 7" ] se le aplica r; entonces

i il 2 1 itl n
Tar—i = [T, o T, T T - Ty |
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3.1. Notaciones matematicas

con a; — 1 = b;(méd m) para b; € Cp,.

Asi el conjunto de prefix-reversal se denota por R, = {r_1,7r—2,...,r—u,F1,72,...,7n} con |R,| = 2n.

Ejemplo 3.1.5. Sea p = [1, 2 3] con p € 5(3,3) que posee 3 simbolos en la permutacién con 3 signos,

siendo el conjunto de prefix- reversal Ry = {r_j,r_2,r_3,r1,r2,r3}. Si aplicamos los prefix- reversal a p se
obtienen los siguientes resultados :

a) pri = [1021 32] d) pr-1 = [11 24 32]
b) pra = [22 103, e) proa = [20 11 3;]
c) pr3 = [3022 1] f) pros = [312014]

Ahora si se aplica r3 al literal @), ¢) y r_, al literal d), e) se obtiene:

» (pri)rs = ([1021 32])r3 =[30 22 14] » (proi)r—a = ([11 21 32])r—2 =20 10 3]

u (pr3)r3 = ([30 22 10])?‘3 = [11 20 31] n (pr_z)r_z = ([20 11 32])]’_2 = [10 22 32]

Observacién 3.1.6. De lo que resta del documento, cuando uno de los simbolos de la permutacién tenga
subindice cero este se omitira en la escritura, es decir, 1o = 1. Por ejemplo la permutacién prs = [3¢02,1¢] =

[3 2, 1]. También para la escritura de la permutacion se usara corchetes o sin corchetes dependiendo su uso
simplificado. Por ejemplo p=[123] =123

Ejemplo 3.1.7. Sea p € S(4,6) donde la permutacién posee 6 simbolos y 4 signos con p =[3, 432315 6],
con prefix-reversal

Re={r_1,r—0,r_3,7r_4,r_5,r_6,r1,r2,13,74,15,76 }.

Aplicando a p:

1) pri = 334325156 4) preg = [132:423,56]
2) pry = [43323156]
3) pry = [11243;56] 5) pros = [22423,156]
Ahora si se aplica rg a 2) y r4 a 5) se obtiene:
w (pra)re = ([43323156])r; =[61511;234]
v (proa)ra = ([224231156])rs =[1132432356]
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Capitulo 3. Generalizacion del grafo de panqueques

3.2. Generalizacién del grafo de panqueques G(m,n)

Definicién 3.2.1. La generalizacién del grafo de panqueques denotado por G(m,n) = ( S(m,n), E(m,n))
donde:[4]

» Sm,n)={tr=[m) 7 .. ]| m=[n'n*... 7" €S, ai € Cy, con i€ [n]}

Es el conjunto de todas las permutaciones multisignos de orden n que forman los vértices del grafo

G(m,n).

w E(m,n) ={ (Tx,Tzr+i) | Tx € S(m,n) cona;+1=b;(médm)Ai€ [n]}

Es el conjunto de todos lo pares de permutaciones multisigno (7r, Tz7+;) que son las aristas del grafo

G(m,n).

Las aristas del grafo G(m,n) se etiquetan por ri;. Usamos el término arista etiquetada para hacer
referencia al conjunto de aristas que tienen la misma eiqueta ri;. La permutacién identidad se denota
por Ty = [1,y 2, ...ny). Ademas el grafo G(m,n) es un grafo regular de grado 2n con |S(m,n)| = m"n! y
|Em,n)| = nm"n!.

Observacion 3.2.2. La arista estiquetada ry; representa el prefix-reversal r; o r_; segin sea la funcién
permutacién que se vaya aplicar.

Una propiedad importante vista en los grafos P, y BP, es que cumplen ser grafos de Cayley y G(m,n)
no es la excepcién. El siguiente teorema muestra que G(m,n) es grafo de Cayley.

Teorema 3.2.3. El grafo G(m,n) cumple ser un grafo de Cayley.

DEMOSTRACION.

Para que G(m,n) sea un grafo de Cayley debe cumplir las condiciones de la definicién 1.7.2.
La primera condicién se cumple dado que el conjunto de prefix-reversal R, es un subconjunto de S(m,n)
ademas es el conjunto generador de todos los elementos de S(m,n). Para probar la segunda condicién se
hace lo siguiente:

Sea Tz, Ty € S(m,n) entonces (Tz, Ty ) € E(m,n) siy solo si Ty = Tzr+; para algin j € [n], es decir,

Tp=[rxl 72 ... 1",

11,12 'n Jj—1 1 j+1
0 Ty T, s

To = [T Ty - Ty anj:[n,fl Ty, Ty, Ty - Ty ] cona;£1=bi(médm)

por lo que cada simbolo de 7/ es igual a cada simbolo de 7;r; entonces

'
T, =Wy , T,

2 _ o Jj-1 'n __ -n
(9] a)

T, L, =T,
Por otro lado, toda funcién permutacién es biyectiva lo que garantiza la existencia del inverso, asi al

realizar la composicién de 77! con 1,/ se obtiene:

Tt = 17 (Tar))

usando la ley asociativa se tiene que

Ty T = (T ')
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3.2. Generalizacion del grafo de panqueques G(m,n)

pero la composicién de la funcién permutacién y su inverso resulta la permutacién identidad denotado
por 7;. Asi (T7'7;) = 7/ entonces T; Ty = 17} y esto por definicién cumple ser una arista de G(m,n). Asi
(Tz,Tw) € E(m,n) siy solo si (17,7, 'Ty) € E(m,n).

Concluyendo que el grafo de panqueques G(m,n) = ( S(m,n), E(m,n) ) con R, con el conjunto generador
de S(m,n) cumple ser un grafo de Cayley.

[ |
Por definicién, G(m,n) no tiene aristas transitivas sin embargo cierto conjunto de las aristas si cumplen
serlo.

Lema 3.2.4. Dado E*(m,n) el conjunto de aristas del grafo G(m,n) etiquetadas por ry con 1 < k < n, para
el par de aristas ey, e, € EX(m,n) existe ¢ € Aut(G(m,n)) tal que ¢(e1) = e,

DEMOSTRACION.
Sea ey,e; € EX(m,n) tal que e = (g, Tr, %), €1 = (Try, Tna7k) CON T, Tn, € G(m, ), respectivamente.

Entonces
¢ :V(G(m,n)) — V(G(m,n))

siendo

o(x) = T,Tz’v;ll(x) con x € V(G(m,n)

Asi e = (Tz, T) € EX(m,n) siy solo si T = T,r; para algin 1 < j<n siysolosi (@(tz), ¢(tr)) €
EX(m,n), luego tomando el caso particular @(tr,) = Tn, ¥ @(Tr,7k) = Tn,7x entonces @( (Ty,, Tr,7k) ) =

(Try, Tnyrx), €s decir, @(e1) = ex cumpliendo ser un automorfismo de G(m,n).
|

El lema anterior garantiza que cierto conjunto de aristas se puede movilizar de una copia a otra, man-
teniendo sus propiedades, es decir, son invariantes.

A continuacién se presenta la demostracion del teorema del grafo de panqueque G(3,n). Esta demos-
tracion es el inicio al analisis de G(m,n) si se mantiene o no las propiedades vistas anteriormente en P,, BP,
y G(3,n).
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Capitulo 3. Generalizacion del grafo de panqueques

3.2.1. Grafo de panqueques G(3,n).

Para comenzar con el anilisis se comenzara con los casos particulares G(3,1), G(3,2) y G(3,3), luego
se demostrara el caso general.

1. Para el caso G(3,1) se obtiene:

El grafo de panqueques G(3,1) = (S(3,1), E(3,1) ) es:
L S<3,1) = {[11], [12}, [13]} donde 13 =1
= EG,1) = { ({1a], [1u]) (1] [12]), ([12], [15])}

Usando la permutacién 1, = [13] y aplicando los prefix-reversal positivo y negativo respectivamente
se obtiene el resulta siguiente:

Prefix-reversal positivo Prefix-reversal negativo
m Tpr, = [11] gk, = [12]
2
n T r, = Tor = (1] o Tpror, =Ter | = [14]
o T rr, =T = (1] W Tgr v 7, = ani =[13]

El grafo G(3, 1) es no orientado debido que al aplicar 77,7, se obtiene 7, = [13] que es la permutacién
identidad, lo mismo sucede si se aplica r_,r,. Ademas cumple ser un grafo regular de grado 2 con
IS(3,1)] =3y |E(3,1)| = 3.[4] El conjunto de prefix-reversal es de la forma R; = {r,, r_, }, siendo el
namero de vértices 3 y el namero de aristas 3, entonces cumple tener un ciclo Hamiltoniano y ser
panciclico.

(15]

(12] (11]

Figura 3.1: Grafo G(3,1) siendo un ciclo de longitud 3
Es un grafo regular de grado 2 con [S(3,1)| =3y |E(3,1)| =3.[4]

2. Para el caso G(3,2)

El grafo de panqueques G(3,2) = ( S(3,2), E(3,2) ) es:[4]

= 5(3,2) ={[1323], [Lh 21], [11 22], [1324], [13 22], [11 23], [1224], [1222], [12 23], [21 4], [21 2],
[22 13], [22 11], [22 12], [23 11], [23 12], [21 13], [23 13]} donde 13 =1 Yy 23 = 2.
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3.2. Generalizacion del grafo de panqueques G(m,n)

= E(3,2)={([13 23], [21 1]}, ([22 12}, [15 23]), ([15 23], [12 23]), ([15 23], [21 1)), ([21 Lu), [22 1)),

([21 Lu], [25 1)), ([12 22, [21 1), ([13 22], [12 22]), ([11 22], [12 22)), ([12 22], [23 13] ), ([12 22}, [23 13] ),
(121 15], [23 15] ), ([22 13], [23 13] ), ([23 1a], [11 24] ), ([11 24, [12 24] ), ([12 24] [13 24] ), ([22 12] [11 24] ),
([22 12] [21 12] ), ([22 12] [25 12] ), ([22 1a] [13 21] ), ([15 21] [23 12] ), ([23 12] [11 22] ), ([11 22] [21 13] ),
([21 15] [12 23] ), ([12 23] [22 4] ), (23 1h] [12 24] ), ([22 T3] [12 24] ), ([22 15] [11 23] ), ([21 12] [11 23] ),
([21 12] [13 22] ), ([25 14] [13 22] ), ([22 11] [25 14] ), ([11 22] [13 22] ), ([1224] [13 21] ), ([23 12] [21 12] ),
([1125] [1225] )}

Es un grafo regular de grado 4 con [S(3,2)| = 18 y |E3 2| = 36, posee 4 prefix-reversal Ry = {r,, r, r,}.

Ademas el namero de copias G(3,1) que aparece en G(3,2) es de 6 y todas ellas estan conectadas
(Figura 3.2).

2311 2211
1322
1223
2111
1,2
1.2 173
12 1222 >< 1323 '
2113 >0 >< 2 2112
1121

1224 1
Figura 3.2: El grafo G(3,2) con 3 signos y 2 simbolos.

Este grafo posee ciclos de longitud 3 hasta 18 conteniendo 6 copias del grafo G(3,1). Donde r; es
representado de color verde y r1, que conecta cada una de las copias G(3,1) es presentado en color
negro.
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Capitulo 3. Generalizacion del grafo de panqueques

A continuacién se muestran los resultados de aplicar los prefix reversal a 7, = [15 23].

Prefix-reversal positivo Prefix-reversal negativo
m Tgl, = [11 23] m Tgr_, = [12 23]
n Tpr = ‘L',rrlz = [1; 23] o Tpr v, =T =11 23
» Tpr, =21 1]  Tpr, = (22 19)
L] Tn-rzz = [12 22] L] TEF%Z = [11 21]
2,1, 2,1,
1322
2111
1,2
172
1222
2.1
3 '3
21 13
1121
22 13
1221

Figura 3.3: El ciclo base C, con longitud 12.
En la figura de arriba se muestra un ciclo hamiltoniano de longitud 12 que recorre las 6 copias de

G(3,1) como se observa la linea de color rojo.

El ciclo de longitud 3 es facil de obtener, pero para encontrar las demas longitudes es necesario utilizar
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3.2. Generalizacion del grafo de panqueques G(m,n)

los ciclos base de G(3,2):

Ci=(rn) pasa por 2 copias de G(3,1).

Cy=(rir2)° pasa por 6 copias de G(3,1).

El ciclo base! ? C; permite construir ciclos de longitud 3 hasta 6 y con C, se puede construir ciclos
de longitud 6 hasta 18. En el apéndice B se demuestra la existencia de todos los ciclos de longitud
de 3 hasta 322! = 18. Por lo tanto, G(3,2) es panciclico y contiene un ciclo Hamiltoniano.

3. Para el caso G(3,3)

El grafo de panqueques G(3,3) = ( S(3,3), E(3,3) ) es:

» S33)={t =[xl 2] | = [n'"’n*) €83, a; € C3, coni€[3]} donde 13 = 1

ayraz"ras

s E(3,3) = { (Te, Tarsi) | T € S(3,3) cona;£1=bi(méd3)Aie[3]}

Es un grafo regular de grado 6 con [S(3,3)| = 33! = 162 y |E;3 3| = 3(3%)3! = 486.

G(3,3) posee 6 prefix-reversal Ry = {ry, 2, r3, r_1, r_2, r_3}. Ademas el nimero de copias G(3,2)
que aparece en G(3,3) es de 9 y todas ellas estan conectadas.

Aplicando los prefix-reversal positivo y negativo respectivamente a la permutacion 7, = [13 23 33] se
obtiene lo siguiente:

Prefix-reversal positivo Prefix-reversal negativo
= T, = [11 23 33 w Tpr = [12253;]
= Tpryr, = oy = [12 23 33] s T, =Tt = (11 23 33)
" Tpr, = (21 11 33 n Tor, =[2 1533
n Tt = (132, 33] w T2 =112 33]
= Tpry = (3121 14] » T, =[322 19
n T = (122, 3] w T2 = (1121 3]

En G(3,2) existen ciclos de longitud 3 < ¢ < 18 que estan incluidas en G(3,3). Para encontrar la
existencia de los ciclos de longitud 19 < ¢ < 162 se necesita de la ayuda de los ciclo bases que pasan
por algunas o todas las copias de G(3,2) en G(3,3) y por la arista etiquetada r,.

L os ciclos bases de G(3,2) poseen longitud de 4 y 12 respectivamente
2Por el lema 3.2.4 permite conectar las copias que estan incluidas en G(3,2) garantizando la construccion de los
ciclos existentes en el grafo. donde ry, conecta las copias de G(3,1)
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Capitulo 3. Generalizacion del grafo de panqueques

Asi los ciclos base 3 para G(3,3) son:

C1 = (r3r)*(r_3r) pasa por 3 copias de G(3,2).

Cy = (rr_3)’ pasa por 9 copias de G(3,2).

Ejemplo 3.2.5. Construccion del ciclo de longitud 19

Para construir el ciclo de longitud 19 se necesita el ciclo base C; de longitud 6 que pasa por 3 copias
de G(3,2) dentro de 2 copias se toman dos ciclos de longitud 6 y en la copia restante un ciclo de
longitud 7 tal que comparten las aristas etiquetadas r,. Luego eliminando la arista en comin r; de
C; con los 3 ciclos que se toman dentro de las copias de G(3,2) se tiene que:

26— 1)+ (7—1)+(3-3)+3 = 19,

En la figura 3.4 se muestra la construccién del ciclo de longitud 19 tomando dos ciclos de longitud 6
y un ciclo de longitud 7 que se encuentradentro de las tres copias de G(3,3), representados de color
rojo respectivamente.

Figura 3.4: Construccién del ciclo de longitud 19 en G(3,3) con 3 copias de G(3,2)

3Los ciclos bases de G(3,3) poseen longitud de 6 y 18 respectivamente.

104



3.2. Generalizacion del grafo de panqueques G(m,n)

Para asegurar la existencia de los demas ciclos 20 < ¢ < 162 en G(3,3), se necesita conocer cuantos
ciclos se pueden construir con C; y cuantos con C,. El siguiente resultado muestra cémo realizar la
construccién de cada ciclo, esto segun el ciclo base que se utilice.

3.2.2. Construccién de los ciclos 19 </ <162 en G(3,3) con C; y C.

Sea /; la longitud del nuevo ciclo que se desea construir con el ciclo base C; con i =1, 2 y el ciclo
que se encuentra dentro de la copia G(3,2), tal que se conectan con la misma arista etiquetada r;
que tienen en comin ambos ciclos. Para encontrar el ciclo de longitud ¢; se realiza lo siguiente:

0 =q,[18=1]+(L—-1)+(B3—¢q,—1)+3 con 0<g, <2 para 4<L<1I8

b=¢q,[18—1]+(L-1)+(9—¢q,—1)+9 con 0<g,<8 para 4<L<162
Donde :

» L : Representa el ciclo que se escoge dentro de la copia del grafo G(3,2).

= g, : Representa el nimero de copias G(3,2) que se toman adicionales para formar el nuevo ciclo.
Parai=1,2.

Con esto se sabe cuantos ciclos se pueden construir en los ciclos base.

Tomando C; se pueden construir ciclos de longitud 8 < ¢ <54 y para C; desde 20 < /¢ < 162. En la
tabla 3.1 se puede ver que el ciclo de mayor longitud formado con la ayuda de C; es de 54 y el ciclo
de menor longitud que se puede construir con C; es de 20 esto nos asegura que no hay ningin ciclo
fuera de la construccién con estos ciclos base.

Ciclo base | El menor ciclo que se puede construir | El mayor ciclo que se puede construir

Cy 4-1)+3B-1)+3 =38 3(18—1)4+(3—3)+3 = 54

C, 4=—1)+(9—1)+9 = 20 9(18—1)+(9—-9)+9 = 162

Tabla 3.1: Célculo de los ciclos que se pueden construir con Cy y C; .

Asi estos dos ciclos base forman todos los ciclos de longitud 3 < ¢ < 162. Por lo tanto el grafo G(3,3)
tiene un ciclo Hamiltoniano y es panciclico.

4. Grafo G(3,4)
Este grafo contiene 3*4! = 1944 vértices como aristas teniendo el conjunto de generadores Ry =

105



Capitulo 3. Generalizacion del grafo de panqueques

{ri,r2,r3,74,7_1,7_2,7_3,7_4}. Se tienen 12 copias del grafo G(3,3) dentro de estas copias existen
ciclos de longitud 3 < ¢ < 162.

Ahora bien se necesita demostrar la existencia de los ciclos de longitud 163 < ¢ < 1944. Nuevamente
buscamos los ciclos base para G(3,4) siendo de la forma:

Ci = (r4r3)?(r_ar)? pasa por 4 copias de G(3,3).

Cy = (r3r-4)"? pasa por 12 copias de G(3,3).

La longitud para el ciclo base C; es 8 y para C, es 24. Para construir cualquier ciclo con C; y C; de
nuevo como el caso anterior se calcula cada ciclo a formar segiin el ciclo base que se utilice.

Se denota por /; la longitud del nuevo ciclo a formar con el ciclo base C; para i = 1,2 y el ciclo que
se encuentra dentro de la copia G(3,2) compartiendo la arista r;.

0 =q,[162—1]+(L—1)+(4—q, — 1) +4 con 0<g,<3 para 19<L<162
b=q[162—1]+(L—1)+(12—¢q, —1)+12 con 0<g, <1l para 19<L<I162

con el ciclo base C; se puede construir los ciclos de longitud 25 < ¢ < 648 y con C; se construyen los
ciclos de longitud 40 < ¢ < 1944. (Ver tabla 3.2)

Ciclo Base | El menor ciclo que se puede construir | El mayor ciclo que se puede construir

C, (19— 1)+ (@4 —1)+4 = 25 4(162— 1)+ (4—4) +4 = 648

C, (19—1)+(12—=1)+12 = 40 12162 — 1)+ (12— 12) + 12 = 1944

Tabla 3.2: Calculo de los ciclos que se puede construir con Cy y C, .

Entonces el ciclo de mayor longitud que puede construirse con C; es 648 y el ciclo de menor longitud
que puede estar en C, es 40 asegurando que no hay ciclos que esten fuera de la construccién de los
ciclos base. Por lo tanto el grafo G(3,4) es panciclico y tiene un ciclo Hamiltoniano.

A partir de los casos anteriores se puede ver el comportamiento del grafo cada vez que va aumentando
la cantidad de simbolos, continuacién se muestran los ciclos base del grafo G(3,n) para n >3 su
longitudes que poseen por cada ciclo base y el nimero de copias por las que pasan respectivamente.
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Ciclos bases variando la cantidad de simbolos en el grafo G(3,n)

Cant. de
Cant. de Ciclos base Longitud copias por
simbolos las que pa-
san
3 2
Ci1 = (r3r)“(r-3r) 6 3
C, = (r2r73)9 18 9
4 C = 2 2 8 4
1 = (rar3)~(r-ar3)
Cy = (r3r_4)'? 24 12
: C = 4 3 10 5
1= (rsra)"(r-sra)
Cy = (rqr_s) 30 15
" 2
Ci = (Furn1)*(rentn—1)" "> 6” 3”
n n
Co = (rp17—n)™

Tabla 3.3: Los ciclos bases de G(3,n), Vn >3

Con la ayuda de los ciclos bases C; y C, se encontr6 el ciclo de longitud £ es posible que con C; y C,
se puede encontrar un ciclo C' de longitud £+ 17

La respuesta es que si se puede, ya que se puede ver las longitudes del ciclo base como el algoritmo de
Euclides, es decir, que dado a,b > 0 tal que a=bg+r con 0 <r < g, lo mismo sucede con £; y ¢, como L
garantiza que no exista algin salto a la hora de encontrar las longitudes de los ciclos, esto gracias a que L
representa la longitudes de los ciclos que se pueden construir dentro del subgrafo siendo L < 3"~ !(n—1)!.
Teniendo la minima longitud del ciclo que se puede formar a partir de C; debe ser mayor o igual a la maxima
longitud del ciclo que se forma con C,.[1]

A continuacién se da paso al teorema importante de esta investigacién.
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Teorema 3.2.6. El grafo de panqueque generalizado no dirigido G(3,n) es panciclico para todom=3yn > 2
y cumple tener un ciclo Hamiltoniano.

DEMOSTRACION. Prueba por Induccién

1) Caso Base.

Para n =1 se forma un grafo de longitud 3 donde el grafo G(3,1) es isomorfo a un ciclo-3, por lo
tanto cumple ser un panciclico y tener un ciclo Hamiltoniano. Ahora si n =2 en el grafo G(3,2)
existen ciclos de longitud desde 3 hasta 18 cumpliendo ser panciclico y teniendo un ciclo Hamiltoniano.
Si n = 3 existen ciclos de longitud 3 hasta 162 de similar manera se cumplird. Para n = 4 contiene
ciclos de longitud 3 hasta 1944 por lo tanto se sigue cumpliendo ser un grafo panciclico y contener
un ciclo Hamiltoniano. Apartir de ello en colaboracién con el Profesor Saul Blanco con un programa
de pseudocédigo llamado el método BFS(Breadth First Search or BFS for a Graph) para detectar la
existencia de los ciclos de todas las longitudes. (Ver Capitulo 2)

11) Hipétesis Inductiva
Asumir que en G(3,n— 1) existen ciclos de longitud ¢ con 3 < /¢ <3""!(n—1)!y un ciclo Hamiltoniano
que pasa por las 3(n— 1) copias de G(3,n—2) incluidas en G(3,n—1). El ciclo base para G(3,n—1)
es :

C = (rn,lrn,z)z(r_(n_l)rn,z)"_3 pasa por n—1 copias.

C = (rn,zr_(n_l))3(”_1) pasa por 3(n—1) copias.

donde sus longitudes son de 2(n—1) y 6(n— 1) respectivamente. Ahora para construir los ciclos en
G(3,n—1) se realiza lo siguiente:

Se denota por ¢; la longitud del nuevo ciclo que se desea construir con la ayuda del ciclo base C; con
i=1,2y el ciclo tomado dentro de la copia G(3,n—2), ambos compartiendo en comin la arista r,, .
Asi:
O=q,3" Dm=2)1=1]+(L-1)+0n—gq,—2)+(n—1) con 0<q, <n-2
b=q,3"2n=2)!—1]+L-1)+Bn—-1)—q,—1)+3(n—1) con 0<q,<3(n—1)—1
para 3" 3(n—3)1+1<L<3"2(n—2)!
donde

g, : Representa el namero de copias G(3,n—2) que se toman adicionales para formar el nuevo ciclo.

L : Representa el ciclo que se toma dentro de la copia de G(3,n—2)
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111)

Se denota por £, a la longitud minima del ciclo que se forma apartir de C, y por ;.4 longitud maxima
del ciclo que se puede construir por medio de C;

Se sabe que la longitud minima que se puede formar con C, es tomando g =0y
L=3"3n-3)I+1:

bin=[3"3(n =31 +1-1]4+Bn—-1)—1)+3(n—1)
=3"3(n-3)1+6(n—1)—1
y la maxima longitud que puedo construir en C; es tomando g=n—2y L=23""2(n—2)!:

bpax = (n=2)[3"2(n=2)' = 1]+ (3" 2(n=2)' = 1)+ (n—(n—=2) = 1)+ (n—1)
=(n-1D[3"2(n-2)

y se cumple que:
gmin < Emax

Es decir,
33 (n—=3)146(n—1)—1<(n—1)[3"%(n—2)! (3.1)

Paso Inductivo
Probar que G(3,n) existen ciclos de longitud ¢ con 3 < ¢ < 3"n!. Para ello se tiene el ciclo base de la
forma :

)n—Z

Cy = (rafu—1)*(rafn—1 pasa por n copias.

Co = (ra_1r-n)™" pasa por 3n copias.

donde sus longitudes son 2n y 6n respectivamente. Las longitudes de los nuevos ciclos se forma con el
ciclo base siguiente:

=g Dn—1)=1]+L-1)+(n—-q,—1)+n 1 0<q,<n-2

=g 3 ' (n—1)!=1]4+L-1)+Bn—q,—1)+3n ;0<q <3(n-1)—1

para 3" 2 (n—=2)!4+1<L <3 (n-1)

Para encontrar la minima longitud que se puede construir en C; se toma los valores g =0y L=
3" 2(n—2)!+1, es decir

Cmin = [3'172(”_2)! +1-— 1] + (311— 1) +3n
=3"2(n—2)!4+6n—1
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Y para encontrar la maxima longitud que se puede construir en C, se toman los valores g=n—1y
L=3"1(n—1)! es decir

bpax = (=D =1 =1]+@" " n=1)=1)+(n—(n—1)—1)+n
=n3"" 1 (n—1)!

ahora hay que demostrar que se cumple la desigualdad

emin S gmax

3" 2(n—2)!+6n—1<3""1(n)!

3" 2(n—2)14+6n—1=3(n—2)3"3(n—-3)!+6(n—1+1)—1, pero 6(n—1)<18(n—1)(n—2)
3(n—2)3"3(n—3)!+18(n—1)(n—2) — 146,
3(n—2)[3"3(n—3)14+6(n—1)—1]—1+3(n—2)+6 esto por H.I.
3(n—2)[(n—1)3*2(n—2)]4+5+3(n—2)

(n=2)3"'n—1)]+23"(n—1)!), pero 5+3(n—2)<2(3" '(n—1)"
n—1)![(n—2)+2]
1

(VAN VANRN VANRN VAR VAN

< 3"(n)! l.g.q.d.

por lo que el grafo G(3,n) es panciclico y que a su vez existe un ciclo hamiltoniano.
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Conclusién

1. Para la generalizacion del grafo de panqueques G(m,n) para el caso de m > 4 las propiedades que se
lograron identificar son: la existencia del ciclo hamiltoniano y ser grafo de Cayley pero no siempre se
cumple ser panciclico o débilmente panciclico.

2. El grafo de panqueques G(3,n) se logro identificar la existencia de ciclos de longitud { con 3 < { < 3"n!
del ciclo hamiltoniano y ser grafo de Cayley .

3. Se ha logrado definir satisfactoriamente conceptos matemdticos que son de mucha importancia para
realizar el estudio de la generalizacion del grafo de panqueques tales como grafo de Cayley, producto
corona, biisqueda en profundidad, biisqueda en anchura, prefix-reversal, ciclos bases entre otros.
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Apéndice

A. Demostracion sobre las desigualdades del grafo de panqueques quemados.
Observacién A.1. Paran>4,2" ' (n—1)!—16 >2"2(n—2)!.
DEMOSTRACION.

2 M n—1)1=16>2""'(n—1)!=2""1(n—-2)!; yaque —16>—2""'(n—2)!
=2""!(n—2)!(n—2); sacando factor comin 2" !(n—2)!
> 2" (n—2)!

2(n—2)

> 2

Observacién 2.2.11 Paran>5,2"2(n—2)! < 2" ' (n—2)!=3n—9 < 2" 1(n—1)!.
DEMOSTRACION.

» 2" (n—2)1—-3n—9>2"2(n-2)!

2" (n=2)1=3n—9=2""(n—2)!—(3n+9) ; pero — (3n+9) > —(2" *(n—2)!) paran>5
> 2" Y(n—2)1 = 2""2(n —2)! saccando factor coman2"(n—2)!
=2"2(n-2)!1(2~1)
= 2" %(n—2)!

s 2 (n—2)1=3n—-9 <2 (n—1)!

2" M (n—2)1=3n—-9 < 2" Y n—-1)!
<2 T n-2)!(n—1)= 2" (n—-1)!

Observacién 2.2.12 Paran >3, 2" '(n—2)! 42" 2(n—2)! < 2" ' (n—1)!.
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DEMOSTRACION.
2" (n—2)1 42" 2(n—2)! = 2" 2(2(n—2)! + (n—2)!) sacando factor comtn 2"~

= 2"2(3(n—2)!) pero 3<2(n—1) para n>3
< 2" 2(m-2)2(n—1)=2""n—-1)!

|
Observacién 2.2.13 Paran >3, 2" '(n—1)! = 2" (n—2)! > 2" 2(n—2)!.
DEMOSTRACION.
27 -1 =2"" =21 = 2" ' (n—2)!1(n—2)
> 2" 2(n—2)!(n—2) ya que 2" 2 < 2" para n>3
> 2" 2 (n—2)!
|

Observacién 2.2.14 Paran >4, 2" 2(n—2)! < 2" Y (n— 1)1 =17 < 2" Y (n— 1)\

DEMOSTRACION.

» 2" (n— 1)1 =17 > 2" 2(n—2)!

27— 1)1 =17> 2" Y n=2)1=2""2(n—2)!—1 ; yaque —17 > —2"2(n—2)!—1 para n>4
> 2" 2(n—1)1—=2"2(n—2)!—1: porque 2" 2 < 2" para n>4
= 2"2(n—2)!(n—1—1) —1; sacando factor coman 2" %(n—2)!
= 2"2(n-2)!(n—2)—1

> 2" 2(n—=2)1(n—2)—2""2(n—2)! debido a que —1> —2"2(n—2)!
= 2" 2(n—2)!(n—2 —1); sacando factor comin 2" 2(n—2)!

= 2" 2(n—-2)!(n—3) > 2" 2(n—2)!
n 2 (1)1 17 < 2" Y (n—1)!

2T n—1)1=17< 2" '(n—1)! = 1; yaque —17< —1
< 2" (n—1)!

Observacién 2.2.15 Paran >3, 2" 2(n—2)! < 2" 2(n— 1) —n—1< 2" 1 (n—1)..

DEMOSTRACION.
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» 2" 2(n—1)!—n—1>2""2(n—2)!

2" 2(n—1)1—n—1=2"" 2(n ! —(n+1); pero —(n+1)> —2"2(n—2)!—3 paran>3

> 2" 2(n—2)!(n—1 —1)—3; sacando factor coman 2" 2(n—2)!
=2"2(n—-2)!(n—2)—3; pero —3>-2""2(n—2)!

> 2" 2(n—2)1(n—2)—2"2(n—2)!

= 2"2(n—2)!(n—2 —1) sacando factor comin 2" 2(n—2)!

= 2"2(n=2)!(n—3) > 2" 2(n—2)!

= 2" 2(p—1)—n—1<2"(n-1)!

2" 2n—1)—n—1=2"2(n—1)!—(n+1); pero —1>—(n+1)
< 2" n—1)!—1< 2" 2(n—1)!; vyaque 2"%< 2"!
<2 Y n—-1)!

Observacién 2.2.16 Para n >3, 2" 2(n—2)! < 2" 1 (n—1)! -4 < 2" 1 (n—1)!,
DEMOSTRACION.
= 27— 1)1 —4>2"2(n—2)!

2 Mn—1)1—4> 2" T n—1)1=2"""(n—2)!; pero —4> 2" (n—-2)!
= 2" n—-2)(n—1—-1)= 2" (n—2)!(n—2); sacando factor coman 2"~ !(n—2)!
> 2" N n—2)1> 2" 2 (n—2)!

» 27 -1 -4 <2 (n—1)!

27 =11 —4<2" " (n—1)!—1; yaque —1>—4
< 2" Y n—-1)!

Observacién 2.2.17 Paran >4, 2" 2(n—2)! < 2" 2(n—1)! =2n+1 < 2" Y (n—1)!.

DEMOSTRACION.
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= 2" 2(n—1)!—2n+1>2"2(n-2)!

2" 2(n—1)!=2n+1=2"2(n—1)!—(2n—1)
>2" 2(n D1=2""2(n—2)!; yaque —(2n—1)>—2"2(n—2)! para n>4

2(n—2)!"(n—1 —1); tomando factor comian 2"~ 2(n—2)!
— - 2<n 2)1(n—2)
(n-2)!

» 2" 2(p— 1) =2n+1<2"(n—1)!

2" 2(n—1)1—2n+1<2"2(n— 1)1 +1
< 2"*2(11— 1)!_1_2"*2(”— 1)!; yaque 1 < 2"*2(11— 1)!
_ 2(2n—2(n_1)!) = 2”_1(11—1)!

Observacién 2.2.18 Paran >3, 2" 2(n—2)! < 2" Y(n—1)! =2n+1 < 2" Y (n—1)!.
DEMOSTRACION.
» 2 =) =2n+1>2"2(n—-2)!

27tn—1)=2n+1=2"1n—1)1—(2n—1)
= 2" n—1)1=302" % (n—-2)");

yaque —(2n—1)> —3(2"%(n—2)!) paran>3

> 2" 2(n—1)!=3(2"2(n—2)!); debido a que 2" 2 < 2!

= 2" 2(n—1)!(n—1 —3); tomando factor coman 2" %(n—2)!
- o 2<n Din—4)

> 2" (n-2)!

:

» 2 1) —2n+1 <2 (n—1)!

2" 'm—1)—2n+1=2""(n—1)! = (2n—1) paran >3
< 2" n—1)!—1; yaque —1>—(2n—1)
< 2" Y (n—1)!
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B. Tablas de los ciclos base del grafo de panqueques quemados

arista etiquetada | nodo
123 ...... (n—2) (n—1) n]
Fn—1 234 ... (n—1)nl]]
n [lnn—1...432]
Fn—1 [345...n12]
(rn—lrn)n [lzi -~n_2n_1ﬂ]
Fn nn—1)(n—2)...21]
Tn—1 [234...n—1nl]
(rp—1rn)" [212.... (n=3)(n=2)(n—1)]
n n—1n—2n—3...21n]
Fn—1 [123...... (n—2)(n—1)n]

Tabla 4: Ciclo base C,,_; =C,, con n > 4.
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Arista etiquetada | Nodo
(123 ... (k—1)k(k+1)(k+2)...(n—1)n]

Tk k+1kk—1...321(k+2)...(n—1)n]

In nn—1...k+2123 ... (k—1)k(k+1)]

Fo1 kk—1...321(k+2)...(n—1)n(k+1)]
(rp1ra)® (2k+2) n(k+1)k... 1k4+2k+3...2k+1]

Fn (2k+1) .. (k+2) kk—|—1n . 2k+2]

Faoi (2k+3) (2k+4) .. n(kt k... 1k+2k+3 ... 2k+2)

[
|
Fuotn n.. 2kt 42k +3(k+ 1)k 1k+2k+3.. 2k+2]
[
[k
[

- (2k+2) - (k+2)1... kk+1(2k+3) (2k+4) ..n]
Feot F2k+3 ... 2k+21 .. kk+1(2k+3)(2k+4)...1]
" @+ 1)) (k+2D)2k+21 . kkt1(2h+3) .1
(reres+1)" 1

Feot [(k+3) ... (2k+2)k+212... kk+1(2k+3)...n]
" Rk+22k+1... k+21...kk+1(2k+3)...n]
) [(k+1)k...1(k+2)(k+3)...(2k+2)... ]

" 2. Kkt 11(k+2)(k+3)...n

kil [l(k+1) . 2(k+2)(k+3)...n]

(reg1m) 1

" 1123 ... (k—D)k(k+2) ... (n—1)n]

ka1 kk—1...321(k+1)(k+2)...(n—1)n]

ri 123 ... (k—1)k(k+1)(k+2)...(n—1)n]

Tabla 5: Ciclo base C; cuando 1 <k < [n/2]. Sik=102, los (rirx_1)*~2 en el ciclo es vacio.
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B. Tablas de los ciclos base del grafo d d
Arista etiquetada Nodo
[123... (k—Dk(k+1)(k+2)...(n—1)n]
Tk k+1kk—1...321(k+2)...(n—1)n]
I [nn—1...k+2123 ... (k—1)k(k+1)]
Fut kk—1...321(k+2)... (n—Dn(k+1)]
(rp_1rn)* [(n—k) .. 1k+2...nk+1k...
n—kn—k+1
T (n—k+1)...k(k+1D)n...(k+2)1...n—Kk|
Fn—1 (n—k—1)...1k+2...
onk+lk...n—k+1n—Kk|
T'n [(n—k)(n—k+1) ...
ok 1)n. o (k+2)1 ... n—k—1]
Th+1 [k—i—ZQk—i—lk
.on—k+1ln—kl...n—k—1]
Fn—k—2 [(n—1)...(k+2)nk+1k...
oon—k+1n—kl...n—k—1]
Fo ke nk+2..n—1k+lk...
n—k+ln—kl...n—k—1]
(”n—k—l”n—k—Z)niki4
Tn—k—2 [Q...k—l—2k—|—1]g
.n— k+1n kl...n—k—1]
Fn—k—1 [(k+3)(k+4)...nk+2k+1...
n—k+1n—kl...n—k—1]
Fpn—k—2 [Q...k+3k+2k+1k...
n—k+ln—kl...n—k—1]
T'n [(n—k—l)(n—k—Z)...
l(n—k)(n—k+1) .. k(k+1) .1
Fn—k—2 [23 n— k—ll(n k)Y (n—k+1) ..
k(k+1)...n]
Fn—k—1 [l(n—k—l)- ( k)(n—k+1)...n]
(rn—k—lrn—k—2)nik74
Fn—k—2 m—k—11...(n—k—3)n—k—2(n—k)...n|
Fn—k—1 m—k—2...1(n—k—1)(n—k)...n|
Fn—k—2 l...(n—k—=2)(n—k—1)(n—k) ...n]

Tabla 6: Ciclo base C cuando [1n/2] <k<n—1.Sin—k=0,1,2,3, 04, los (r,_x_1rn_x_2)" %4

en el ciclo es vaio.
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C. Algoritmo en Python para encontrar todas las permutaciones con n simbolos y m
signos.

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

numpy as np
# revierte los primeros i simbolos de 1la
rev2(I,p,m,n):

array= rev(I[0],p,m,n)

i (1, (I)):
array= rev(I[i],array,m,n)
(array)
array

rev(i,p,m,n):

#for i in I

k= (1)

temp=p [0: k]
temp.reverse ()
final= temp + plk:n]

i>0:
j (k) :
final [j1[0]= (final[j]1[0] + 1 )¥m
i<0:
j (k) :
final [j1[0]l= (final[j]l[0] - 1 )¥m
final
Indices(n,m):
n>0:
B=[n-1,n]
c=[1]
i (m) :
C=B+C
C
n<o0:
D=[ (n+1) ,nl]
E=[]
i (m) :
E=D+E
E
#esta funcion genera los simbolos de la permutacion
ind(n):
A=[]
i (n):
A.append ([0,i+1])

A

Listing 1: El Cédigo que permite encontrar el ciclo base del grafo
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