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Introducción

Con esta investigación documental se busca mediante la aplicación de
un modelo Markoviano predecir la evolución del COVID-19 en El Salvador.

En ciencias de la salud, muchas variables de interés muestran cambios
en el tiempo. Predecir qué valor futuro alcanzará una variable bajo deter-
minadas condiciones iniciales constituye una importante fuente de infor-
mación para la investigación básica y aplicada, al igual que para la toma
de decisiones en la gestión de servicios de salud y la atención sanitaria. Los
procesos estocásticos son secuencias de variables aleatorias observadas en
sucesivos instantes de tiempo, y los modelos de Markov permiten estudiar
la evolución temporal de cualquier proceso cuyo estado futuro dependa
solo del estado en que se encuentre en el presente, pero no de su historia
pasada. Desde comienzos del siglo XX sus aplicaciones en el ámbito sani-
tario han sido múltiples, siendo una línea de investigación de interés en la
actualidad tanto a nivel teórico como aplicado.
El objetivo de este trabajo es mostrar un modelo markoviano adaptado a
un problema que ha marcado un antes y un después en a humanidad, lo
que inició como una enfermedad contagiosa en Wuhan, China en Diciem-
bre 2019, que al poco tiempo se expandió en distintos países del mundo, y
el 11 de marzo de 2020, el Director General de la Organización Mundial de
la Salud (OMS) anunció que la nueva enfermedad por el coronavirus 2019
(COVID-19) puede caracterizarse como una pandemia. La caracterización
de pandemia significa que la epidemia se ha extendido por varios países,
continentes o todo el mundo, y que afecta a un gran número de personas.

Este trabajo está conformado por Cuatro capítulos, desarrollados co-
mo se detalla a continuación en el primer capítulo introducimos las bases
teóricas de un proceso estocástico para abrir camino al siguiente capítulo
y definir las cadenas de markov y sus propiedades, la base matemática a
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aplicaren los capítulos siguientes, como tercer capítulo definimos de mane-
ra teórica los modelos espacios estados y la adaptación del modelo SIR de
manera variable en el tiempo, como último capítulo hacemos adaptamos el
modelo con datos de El Salvador, aquí se presentamos distintos escenarios
que se fueron realizando al ir avanzando la pandemia, se fue actualizando
la base de datos y haciendo simulaciones para mostrar evoluciones actua-
lizadas al último dato observado, tener en cuenta que las primeras simula-
ciones se desconocía su comportamiento si se iba a tener cura o vacuna a
corto plazo, o las variantes que a la fecha ya conocemos.
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Capítulo 1

Medidas de Probabilidad y
σ-álgebras

Definición 1.1 Sea Ω 6= ∅ el conjunto de todos los posibles resultados de un
experimento aleatorio. Una colección F de subconjuntos de Ω se llama σ-álgebra
de conjuntos si:

i) Ω ∈ F .

ii) Si A ∈ F entonces Ac ∈ F .

iii) Si A1, A2, . . . ∈ F entonces
∞⋃

n=1

An ∈ F .

Definición 1.2 Sea Ω 6= ∅ y F una σ-álgebra en Ω. La pareja (Ω,F ) se llama
espacio medible.

Si (Ω,F ) es un espacio medible y G ⊆ F es una σ-álgebra en Ω, G se llama
una sub-σ-álgebra de F

Proposición 1.1 La intersección de cualquier colección de σ-álgebras en Ω es una
σ-álgebra.

Demostración: Sea O una colección de σ-álgebras en Ω.
Definimos:

N =
⋂
F∈O

F = {E ∈ Ω : E ∈ F ∀F ∈ O}

i) Sea Ω ∈ F , ∀F ∈ O ⇒ Ω ∈
⋂
F∈O

F ⇒ Ω ∈ N
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ii) Supongamos que A ∈ N . Entonces Ac ∈ F para todo F ∈ O . Por lo
tanto Ac ∈ N .

iii) Sea Ai ∈ N ⇒ Ai ∈ F , ∀F ∈ O ⇒
∞⋃

i=1

Ai ∈ F , ∀F ∈ O

∴
∞⋃

i=1

Ai ∈
⋂
F∈O

F = N

�

Proposición 1.2 Si ξ es una colección de subconjuntos de Ω, entonces existe una
σ-álgebra minimal que contiene a ξ. Dicha σ-álgebra la denotamos por σ(ξ) y la
llamamos σ-álgebra generada por ξ.

Demostración
Definimos F como la intersección de todas las σ-álgebra que contienen a ξ.
La intersección es no-vacía y es en sí misma un σ-álgebra por la Proposición
1.1. Por definición, F está contenida en cualquier σ-álgebra que contiene a
ξ. Por lo tanto F = σ(ξ).

�

Definición 1.3 Sea (Ω,F ) un espacio medible. Una medida sobre (Ω,F ) es una
función µ definida sobre F con valores en R∪ {∞} tal que:

i) µ(A) ≥ 0 para todo A ∈ F .

ii) µ(∅) = 0.

iii) para toda sucesión E1, E2, . . . de conjuntos dos a dos disjuntos de F .

µ

(
∞⋃

n=1

En

)
=

∞

∑
n=1

µ(En)

La terna (Ω,F , µ) se llama espacio de medida.

Definición 1.4 Se dice que la medida µ es finita si µ(Ω) < ∞. Si µ(Ω) = 1, µ

se llama medida de probabilidad.
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1.1. LEMA DE BOREL - CANTELLI

Definición 1.5 Sea (Ω,F ) un espacio medible y P una medida de probabilidad
sobre (Ω,F ). La terna (Ω,F , P) se llama espacio de probabilidad.

Definición 1.6 Sea (Ω,F , P) un espacio de probabilidad, A1, A2, . . . ∈ F . Defi-
nimos:

i)

lı́m sup An :=
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ak

esto es ω ∈ lı́m sup An si y solo si para todo n, se tiene que ω ∈ Ak para
algún k ≥ n.

ii)

lı́m inf An :=
∞⋃

n=1

∞⋂
k=n

Ak

esto es ω ∈ lı́m inf An si y solo si existe n tal que ω ∈ Ak para todo k ≥ n.

1.1. Lema de Borel - Cantelli

Lema 1.1 (Borel-Cantelli) Sea (Ω,F , P) un espacio de probabilidad y sea A1, A2, . . .
una sucesión de sucesos ∈ F

i) Si
∞

∑
n=1

P(An) < ∞ entonces P(lı́m sup An) = 0.

ii) Sea (An)n∈N una sucesión de sucesos independientes. Si
∞

∑
n=1

P(An) = ∞

entonces P(lı́m sup An) = 1.

Demostración

a) Si
∞

∑
n=1

P(An) < ∞ ⇒ lı́m
n→∞

∞

∑
k=n

P(Ak) = 0

3



1.1. LEMA DE BOREL - CANTELLI

Pero

lı́m sup An =
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ak ⊂
∞⋃

k=n

Ak ∀n

⇒ P(lı́m sup An) ≤ P

(
∞⋃

k=n

Ak

)
≤

∞

∑
k=n

P(Ak) ∀n

Entonces

P(lı́m sup An) ≤ lı́m
n→∞

∞

∑
k=n

P(Ak) = 0

b) Tenemos que

P(lı́m sup An) = 1− P((lı́m sup An)
c) = P(lı́m inf Ac

n)

Por lo tanto basta ver que

P(lı́m inf Ac
n) = P

(
∞⋃

n=1

∞⋂
k=n

Ac
k

)
= 0

y para esto basta ver que

P

(
∞⋂

k=n

Ac
k

)
= 0 ∀n

Usando que ∀x, 0 ≤ x ≤ 1, 1− x ≤ e−x, tenemos

P

n+j⋂
k=n

Ac
k

 =
n+j

∏
k=n

(1− P(Ak)) ≤
n+j

∏
k=n

eP(Ak) = exp

{
−

n+j

∑
k=n

P(Ak)

}

Como
∞

∑
n=1

P(An) = ∞, esta ultima expresión tiende a 0 cuando j→ ∞ y

por lo tanto

P

(
∞⋂

k=n

Ac
k

)
= lı́m

n→∞
P

n+j⋂
k=n

Ac
k

 = 0

�
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1.2. PROBABILIDAD CONDICIONADA, VARIABLES ALEATORIAS Y
SUS DISTRIBUCIONES

1.2. Probabilidad Condicionada, Variables Alea-
torias y sus Distribuciones

Definición 1.7 Si P(B) > 0 entonces la probabilidad condicionada de A dado B
está definida como sigue:

P(A|B) :=
P(A ∩ B)

P(B)

Definición 1.8 Sea (Ω,F , P) un espacio de probabilidad. Al suceso A ∈ F con
P(A) = 0 se le llama suceso nulo ó evento nulo.

Definición 1.9 Un espacio de probabilidad (Ω,F , P) se dice completo si todos los
subconjuntos de conjuntos nulos son elementos de F .

Definición 1.10 Una variable aleatoria real (v.a real) es una función X : Ω→ R

tal que {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} ∈ F para cualquier real x.

Si G es una sub-σ-álgebra de F y {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} ∈ G para cualquier real
x entonces X se llama v.a. G-medible.

Ejemplo 1.1 Realicemos el experimento consistente en lanzar una moneda equi-
librada dos veces y observar el resultado. El espacio muestral asociado será:

Ω = (c, c), (c, z), (z, c), (z, z)

donde designamos por c el resultado obtener cara y por z el resultado obtener
cruz. Teniendo en cuenta la naturaleza de la moneda, podemos suponer que todos
los resultados son igualmente probables, es decir,

p[(c, c)] = p[(c, z)] = p[(z, c)] = p[(z, z)] =
1
4

, lo que implica que estamos

trabajando con la σ− álgebra α = P(Ω)
Ahora bien, nos puede interesar estudiar el número de caras obtenidas, caracte-

rística numérica de los resultados del experimento que designaremos por X.Podemos

5



1.2. PROBABILIDAD CONDICIONADA, VARIABLES ALEATORIAS Y
SUS DISTRIBUCIONES

considerar X como una aplicación que a cada resultado del experimento le hace co-
rresponder un número real, el número de caras que se observan.

X : Ω → R

(c, c) ↪→ 2
(c, z) ↪→ 1
(z, c) ↪→ 1
(z, z) ↪→ 0

Entendiendo la probabilidad de obtener una cara como la probabilidad del conjunto
de resultados del experimento en los que se observa una sola cara, podemos escribir:

p[X = 1] = p[(c, z), (z, c)] = p[(c, z)] + p[(z, c)] =
1
4
+

1
4
=

1
2

De igual forma, obtendríamos otras probabilidades inducidas por la variable:

p[X ≥ 1] = p[(c, z), (z, c), (c, c)] =
3
4

y

p[X < 2] = p[(z, z), (c, z), (z, c)] =
3
4

De este modo, hemos trasladado la probabilidad definida en los sucesos del
experimento a subconjuntos de la recta real del tipo {1}, [1, ∞), (−∞, 2), · · ·

Definición 1.11 Sea la colección de todos los intervalos abiertos (a, b) de R en
donde a ≤ b. A la mínima σ-álgebra generada por esta colección se le llama σ-
álgebra de Borel de R y se le denota por B.

Definición 1.12 Sea (Ω,F , P) un espacio de probabilidad y X una v.a. real. la
medida PX sobre (R, B) definida por PX(B) := P(X ∈ B) con B ∈ B se llama
distribución de la variable aleatoria X

Definición 1.13 La función de distribución de una v.a. real X es la función
F : R→ [0, 1] dada por F(x) = P(X ≤ x)

6



1.2. PROBABILIDAD CONDICIONADA, VARIABLES ALEATORIAS Y
SUS DISTRIBUCIONES

Definición 1.14 Una v.a. real X se dice discreta si el conjunto de posibles valores
de X es contable (finito ó numerable).

Una v.a. real X se dice continua si existe una función Riemann integrable f (x),
llamada función de densidad, tal que

P(X ∈ B) =
∫

B
f (x) dx ∀B ∈ B

La distribución conjunta F de dos v.a X y Y esta definida por

F(x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y)

Las v.a. X y Y se dicen independientes si

F(x, y) = P(X ≤ x).P(Y ≤ y)

Las v.a. reales X y Y se dicen conjuntamente continuas si existe una función
f (x, y), llamada función de densidad de probabilidad conjunta, de X y Y tal que:

P(X ∈ A, Y ∈ B) =
∫

A

∫
B

f (x, y) dydx ∀A, B ∈ B

El valor esperado o media de la v.a. X, denotado por E[X], se define por:

E[X] =
∫ ∞

−∞
x dF(x)

siempre y cuando la anterior integral de Riemann-Stieltjes exista.

Si X y Y son variables aleatorias con funciones de distribución FX y FY respecti-
vamente, entonces la función de distribución de su suma Z = X + Y es la convo-
lución de FX y FY definida por

FZ(ξ) = (FX ∗ FY)(ξ) :=
∫ ∞

−∞
FX(ξ − y) dFY(y) =

∫ ∞

−∞
FY(ξ − x) dFX(x)

Si las variables aleatorias X y Y son independientes y tienen funciones de densidad
fX y fY respectivamente, entonces la función de densidad de su suma Z = X + Y
es la convolución de fX y fY definida como:

fZ(ξ) = ( fX ∗ fY)(ξ) :=
∫ ∞

−∞
fX(ξ − y) fY(y) dy =

∫ ∞

−∞
fY(ξ − x) fX(x) dx

7



1.3. ESPERANZA CONDICIONADA

1.3. Esperanza Condicionada

Definición 1.15 Si X y Y son v.a. discretas, la probabilidad condicionada de X
dado Y = y, se define para todo y con P(Y = y) > 0 como:

P(X = x |Y = y) =
P(X = x, Y = y)

P(Y = y)

La función de distribución condicionada de X dado Y = y está definida por:

F(x | y) = P(X ≤ x |Y = y)

y la esperanza condicional de X dado que Y = y se define como:

E(X |Y = y) = ∑
x

xP(X = x |Y = y)

Definición 1.16 Si X y Y tienen función de densidad de probabilidad conjunta
f (x, y), la función de densidad condicionada de X dado Y = y, está definida para
todos los y con fY(y) > 0 por:

fX|Y(x | y) = f (x, y)
fY(y)

donde fY(y) =
∫ ∞

−∞
f (x, y) dx es la función de densidad marginal de Y.

La función de distribución condicionada de X, dado Y = y, está definida por:

FX |Y(x | y) = P(X ≤ x |Y = y) =
∫ ∞

−∞
fX |Y(x | y) dx

La esperanza condicionada de X dado Y = y, está dada por:

E(X|Y = y) =
∫ ∞

−∞
x fX|Y(x | y) dx

Definición 1.17 Sean X y Y v.a. reales y h una función tal que h(X) es una
variable aleatoria. La variable aleatoria E(h(X) |Y) definida por

E(h(X) |Y) : Ω→ R ω ↔ E(h(X) |Y = Y(ω))

se llama valor esperado condicionado de h(X) dado Y

8



1.4. PROCESOS ESTOCÁSTICOS

Definición 1.18 Sea X una v.a. real definida sobre (Ω,F , P) y sea B ∈ F con
P(B) > 0. La esperanza condicionada de X dado B se define por:

E(X | B) = E(XBX)

P(B)

siempre que exista el valor esperado del lado derecho.

Definición 1.19 La función indicatriz del subconjunto A del conjunto X es una
función

1A : X → {0, 1} . Definida como:

1A(x) =

{
1 si x ∈ A,
0 si x /∈ A.

Definición 1.20 Sea Y una v.a. definida sobre el espacio de probabilidad (Ω,F , P)
con E[Y] < ∞.
Sea ξ una sub-σ-álgebra de F . La esperanza condicionada de Y dado ξ, denotada
por E(Y | ξ), es una v.a. ξ-medible tal que:

E([Y− E(Y | ξ)]1G) = 0 ∀G ∈ ξ

donde 1G es la indicadora de G.

Observación 1.1 Si Y, X1, X2, . . . son variables aleatorias reales entonces E(Y |X1, X2, . . .)
denota E(Y | σ(X1, X2, . . .)) donde σ(X1, X2, . . .) denota la menor σ-álgebra con
respecto a la cual X1, X2, . . . son medibles.

1.4. Procesos Estocásticos

Definición 1.21 Un proceso estocástico es una familia de variables aleatorias
X = {Xt, t ∈ T} definidas sobre un espacio de probabilidad común (Ω,F , P)
y con valores en un espacio medible (S, A) llamado espacio de estados. El conjunto
de parámetros T se llama dominio de definición del proceso.

9



1.4. PROCESOS ESTOCÁSTICOS

Definición 1.22 Sea X = {Xt, t ∈ T} un proceso estocástico.

i) Decimos que X es real si las v.a. Xt son de valor real para todo t ∈ T.

ii) Decimos que X es complejo si las v.a. Xt son de valor complejo para todo
t ∈ T.

iii) Si T = N0 = {0, 1, 2, . . .} entonces el proceso se llama Proceso estocástico
con parámetro de tiempo discreto.

iv) Si T es un intervalo de la recta real entonces el proceso se denomina Proceso
con parámetro de tiempo continuo.

v) Si T ⊆ Rn con n > 1 entonces el proceso se denomina campo aleatorio.

Sea X = {Xt, t ∈ T} un proceso estocástico y sea ω ∈ Ω fijo. La función
t→ Xt(ω) se llama trayectoria del proceso estocástico X.

Definición 1.23 Sea X = {Xt, t ∈ T} un proceso estocástico real y {t1, t2, . . . , tn} ⊂
T donde t1 < t2 < . . . < tn entonces

Ft1,...,tn(x1, . . . , xn) := P(Xt1 ≤ x1, . . . , Xtn ≤ xn)

Se llama función de distribución (marginal) finito dimensional del proceso.

Definición 1.24 Sean X = {Xt, t ∈ T} y Y = {Yt, t ∈ T} dos procesos estocás-
ticos definidos sobre el mismo espacio de probabilidad (Ω,F , P), decimos:

i) X y Y son iguales si Xt(ω) = Yt(ω) para todos t ∈ T y ω ∈ Ω.

ii) X y Y son estocásticamente equivalentes si P(Xt = Yt) = 1 ∀t ∈ T.

iii) X y Y son estocásticamente equivalentes en el sentido amplio si para cada
n = 1, 2, . . . y ∀{t1, . . . , tn} ⊂ T y {B1, . . . , Bn} ⊂ B se satisface:

P(Xt1 ∈ B1, Xt2 ∈ B2, . . . , Xtn ∈ Bn) = P(Yt1 ∈ B1, Yt2 ∈ B2, . . . , Ytn ∈ Bn)

iv) X y Y se dicen indistinguibles si casi todas sus trayectorias coinciden, esto es
P(Xt = Yt, t ∈ T) = 1

10



1.5. PROCESOS CON INCREMENTOS INDEPENDIENTES

Definición 1.25 Sea X = {Xt, t ∈ T} un proceso estocástico sobre (Ω,F , P).
Cualquier otro proceso estocástico Y = {Yt, t ∈ T} sobre el mismo espacio de pro-
babilidad, equivalente a X, se llama una versión de X.

Definición 1.26 Sea X = {Xt, t ∈ T} un proceso estocástico. Decimos que el
proceso es Cádlág si cada una de sus trayectorias es continua por la derecha y tiene
limite por la izquierda.

Teorema 1.1 Sean X = {Xt, t ∈ T} y Y = {Yt, t ∈ T} dos procesos estocásti-
cos, estocásticamente equivalentes y ambos continuos por la derecha entonces los
procesos son indistinguibles.

Demostración
Sea S un subconjunto denso contable en el conjunto de parámetros T. En-
tonces hay un conjunto Ω′ de medida nula tal que

Xt(ω) = Yt(ω) ∀t ∈ S, ω ∈ Ω′

Ya que Yt es una modificación de Xt. Debido a la continuidad de la
derecha, tenemos

Xt(ω) = Yt(ω) ∀t ∈ T, ω ∈ Ω′

Los siguientes son algunos ejemplos de procesos estocásticos que cum-
plen una cierta propiedad particular

1.5. Procesos con Incrementos Independientes

La estructura de la información que genera la evolución del proceso
estocástico resulta relevante para determinar el futuro en función del pre-
sente y del pasado del proceso. Vamos a formalizar esta idea en términos
probabilísticos a partir de las σ-álgebras que va generando el proceso.

Definición 1.27 Sea (Ω,F ) un espacio medible. Una filtración en (Ω,F ) es una
familia no decreciente {Ft, t ≥ 0} de sub-σ-álgebra de F

11



1.5. PROCESOS CON INCREMENTOS INDEPENDIENTES

Nota: Dado un proceso estocástico (Xt)t≥0 definido sobre (Ω,F , P) se tie-
nen que FX

t := σ(Xs, 0 ≤ s ≤ t), t ≥ 0 es una filtración en (Ω,F ).

La filtración {FX
t }t se llama filtración canónica con respecto a (Xt)t.

Definición 1.28 El proceso estocástico X = (Xt)t≥0 es adaptado a la filtración
{Ft}t≥0 si para cada t ≥ 0, Xt es una v.a. Ft-medible.

Definición 1.29 El proceso estocástico real (Xt)t≥0 se llama proceso de movi-
miento Browniano unidimensional si satisface las siguientes condiciones:

i) Para cualquier subconjunto finito {t0, . . . , tn} ⊆ [0,+∞) con 0 ≤ t0 < t1 <
. . . < tn se tiene que los incrementos Xt0 , Xt1 −Xt0 , . . . , Xtn −Xtn−1 son v.a.
independientes.

ii) La distribución de probabilidad de Xt2 − Xt1 , t2 > t1, depende solamente de
t2 − t1.

iii) P(Xt − Xs ≤ x) = [2πσ(t− s)]−1/2
∫ x
−∞ exp[−u2/2σ(t− s)] du con t >

s y σ una constante positiva.

Esto significa que la variable Xt − Xs tiene distribución N(0, σ2(t− s))

Definición 1.30 El proceso estocástico real {Nt, t ≥ 0} se llama proceso de conteo
si Nt representa el número total de "sucesos"que ocurren hasta el tiempo t. Por lo
tanto, un proceso de conteo (Nt≥0) debe satisfacer:

i) Nt ≥ 0

ii) Nt es de valor entero

iii) Ns ≤ Nt si s < t

iv) Para s < t, Nt − Ns es igual al número de sucesos que ocurran el el intervalo
de tiempo (s, t]

Uno de los procesos de conteo más importantes es el llamado Proceso de Poisson.

12



1.6. PROCESOS ESTACIONARIOS

Definición 1.31 El proceso de conteo {Xt, t ≥ 0} se llama proceso de Poisson
con tasa o intensidad λ > 0 si:

i) X0 = 0

ii) El número de sucesos que ocurren en intervalos de tiempo no superpuestos
son independientes

iii) La distribución del número de sucesos que ocurren en cualquier intervalo de
tiempo depende sólo de la longitud del intervalo

iv) P(Xh = 1) = λh + o(h), h→ 0

v) P(Xh ≥ 2) = o(h), h→ 0

Nota: Si {Xt, t ≥ 0} es un proceso de Poisson con intensidad λ > 0 entonces
Xt ∼ P(λt)

Definición 1.32 Decimos que el proceso estocástico real {Xt, t ≥ 0} tiene in-
crementos independientes si para cualquier subconjunto finito {t0, . . . , tn} ⊆
[0,+∞) y cualquier n, con 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn los incrementos Xt0 , Xt1 −
Xt0 , Xt2 − Xt1 , . . . , Xtn − Xtn−1 son variables aleatorias independientes.

Observación 1.2 Si el conjunto de índices es discreto, digamos T = {0, 1, 2, . . .}
entonces un proceso con incrementos independientes es una sucesión de variables
aleatorias independientes Z0 = X0; Z1 = X1 − X0; . . . ; Zn = Xn − Xn−1; . . .
con n = 1, 2, . . .

Definición 1.33 Decimos que el proceso estocástico real {Xt, t ≥ 0} tiene in-
crementos estacionarios si la distribución de los incrementos Xt+h − Xt depende
sólo de la longitud h del intervalo. Es decir, si {Xt, t ≥ 0} tiene incrementos
estacionarios entonces

Xt2+h − Xt1+h = Xt2 − Xt1 ∀t1 < t2; h > 0

1.6. Procesos Estacionarios

Definición 1.34 Sea {Xt}t∈T un proceso estocástico, tiene función de media y
función de varianzas:

m(t) = E[Xt] σ2(t) = v(Xt) ∀t ∈ T

13



1.6. PROCESOS ESTACIONARIOS

función de covarianza:

c(s, t) = cov(Xs, Xt) s, t ∈ T

Definición 1.35 Un proceso estocástico {Xt}t∈T, siendo T = Z ó T = R es
proceso estacionario (en sentido estricto o de primer orden o fuertemente esta-
cionario) si ∀h ∈ T y para todos t1 < t2 < . . . < tk arbitrarios la distri-
bución conjunta de (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtk) es la misma que la distribución conjunta
(Xt1+h, Xt2+h, . . . , Xtk+h). Es decir, si efectuamos una misma traslación sobre to-
dos los índices, la distribución finito dimensional correspondiente no varía.

Observación 1.3 {Xn} sucesión de variables aleatorias independientes e igual-
mente distribuidas es proceso estacionario de primer orden.

Definición 1.36 {Xt}t∈T es proceso estacionario en covarianza (o débilmente es-
tacionario o estacionario de segundo orden) si ∀t ∈ T, se tienen que m(t) = m y
c(t, t + h) = cov(Xt, Xt+h) = γ(h) < ∞ ∀h ∈ T, esto es, tiene función media
constante y función de covarianza dependiente solo del retardo h.

Observación 1.4 La varianza de un proceso estacionario en covarianza es cons-
tante, esto es: γ(0) = var[Xt] ∀t ∈ T

Definición 1.37 Para {Xt}t∈T proceso estacionario en covarianza se define γ(h)

como la función de autocovarianza del proceso y la función ρ(h) =
γ(h)
γ(0)

, con

h ∈ T se define como la función de autocorrelación (función de autocovarianza
estandarizada).

Proposición 1.3 Sea {Xt}t∈T proceso estacionario en covarianza. Entonces se
verifica:

1. ρ(0) = 1.

2. |ρ(h)| ≤ 1, ∀h ∈ T

3. ρ(h) = ρ(−h), ∀h ∈ T

Demostración
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1.6. PROCESOS ESTACIONARIOS

1. Como ρ(h) =
γ(h)
γ(0)

⇒ ρ(0) =
γ(0)
γ(0)

= 1

2. Como ρ(h) es el coeficiente de correlación lineal entre las variables
aleatorias Xt y Xt+h ∀t, h ∈ T entonces |ρ(h)| ≤ 1

3. Del miembro izquierdo tenemos:

ρ(h) =
cov(Xt, Xt+h)

γ(0)
=

cov(Xt+h, Xt)

γ(0)
, ∀h ∈ T

Del miembro derecho tenemos:

ρ(−h) =
cov(Xt+h, Xt)

γ(0)
, ∀h ∈ T

Por lo tanto ρ(h) = ρ(−h), ∀h ∈ T

�
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Capítulo 2

Cadenas de Markov con parámetro
discreto

2.1. Nociones básicas

Definición 2.1 El proceso estocástico {Xn}n∈N con espacio de estado S ⊆ N es
una Cadena de Márkov si ∀n, m ∈N y ∀i0, . . . , in, j ∈ S se cumple la propiedad:

P(Xn+m = j/X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in) = P(Xn+m = j/Xn = in)

Definición 2.2 La probabilidad condicionada pn,n+1
ij = P(Xn+1 = j/Xn = i) se

denomina probabilidad de transición del estado i en la etapa n, al estado j en la
etapa n + 1.

Definición 2.3 Si la probabilidad de transición verifica que:

pn,n+1
ij = pm,m+1

i,j ∀n, m ∈N

entonces no depende de la etapa origen de la transición (homogeneidad temporal),
se llama probabilidad de transición estacionaria y se representa por pij.

Si las probabilidades de transición son estacionarias, la Cadena de Márkov se
denomina homogénea.

Definición 2.4 Se define la matriz de transición de la Cadena de Márkov como la
matriz de las probabilidades de transición en una etapa

P = ||pij|| i, j ∈ S

16



2.1. NOCIONES BÁSICAS

Proposición 2.1.1 La matriz de transición de una Cadena de Márkov es estocás-
tica, esto es:

1. pij ≥ 0 ∀i, j ∈ S

2. ∑
j

pij = 1 ∀i ∈ S

3. Si las matrices A y B son estocásticas, entonces A · B es estocástica.

4. Si A es una matriz estocástica An es estocástica ∀n ≥ 2

Demostración
La primera condición es evidente a partir del hecho de que estos números
son probabilidades. Para la segunda propiedad observamos primero que
se cumple la descomposición disjunta:

Ω =
⋃

j

(X1 = j)

Por tanto, para cualquiera estados i y j,

1 = P(
⋃

j

(X1 = j)|X0 = i) = ∑
j

P(X1 = j)|X0 = i) = ∑
j

Pij

Esto ultimo significa que a partir de cualquier estado i con probabilidad
uno la cadena pasa necesariamente a algún elemento del espacio de esta-
dos al siguiente momento. En general toda matriz cuadrada que cumpla
estas dos propiedades se dice que es una matriz estocástica. Debido a la
propiedad de Markov, esta matriz capta la esencia del proceso y determina
el comportamiento de la cadena en cualquier tiempo futuro.

Ahora demostremos la tercera propiedad.
Sea A = (aij) y B = (bij) matrices estocásticas, donde ∑n

j=1 aij = ∑n
j=1 bij =

1. Sabemos que (A · B)ij = ∑n
k=1 aikbkj = (ai1b1j + · · ·+ (ainbnj) ≥ 0 por otra

parte:

17



2.2. ESTUDIO DISTRIBUCIONAL DE LA CADENA DE MARKOV
(HOMOGÉNEA)

n

∑
j=1

(A · B)ij =
n

∑
j=1

n

∑
k=1

aikbkj

= ai1b11 + · · ·+ ainbn1 + · · ·+ ainbnn

= ai1(b11 + · · ·+ b1n) + · · ·+ ain(bn1 + · · ·+ bnn)

= ai1 + · · ·+ ain

= 1

�

2.2. Estudio distribucional de la Cadena de Mar-
kov (Homogénea)

2.2.1. Probabilidades de transición en n etapas

Definición 2.5 Las probabilidades

pn
ij = P(Xm+n = j/Xm = i) ∀m, n ≥ 0, ∀i, j ∈ S

se denomina probabilidades de transición en n etapas y la matriz

P(n) = ||pn
ij||, i, j ∈ S

es la matriz de transición de n etapas.

Proposición 2.1 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogórov)

pn+m
ij = ∑

k∈S
pn

ik pm
kj ∀n, m ≥ 0, ∀i, j ∈ S

Demostración
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2.2. ESTUDIO DISTRIBUCIONAL DE LA CADENA DE MARKOV
(HOMOGÉNEA)

Se tiene

pn+m
ij = P(Xn+m = j/X0 = i)

= ∑
k∈S

P(Xn+m = j, Xn = k/X0 = i)

= ∑
k∈S

P(Xn+m = j/Xn = k, X0 = i) · P(Xn = k/X0 = i)

= ∑
k∈S

P(Xn+m = j/Xn = k) · P(Xn = k/X0 = i)

= ∑
k∈S

pn
ik pm

kj �

Ejemplo 2.1 (Cálculo de Pn) Sea P la matriz de transición de una Cadena de
Markov con S = {1, 2}

P =


1
2

1
2

1
4

3
4


a) Calcular Pn

Descomposición espectral: ΛDΛ−1

|P− λI| = 0 ⇒ λ1 = 1, λ2 =
1
4

Para λ1 = 1 y v1 =

x1

x2


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2.2. ESTUDIO DISTRIBUCIONAL DE LA CADENA DE MARKOV
(HOMOGÉNEA)

(P− λI)v1 = 0 ⇒


−1

2
1
2

1
4
−1

4


x1

x2

 =


−1

2
x1 +

1
2

x2

1
4

x1 −
1
4

x2

 =

0

0


⇒ Resolviendo el sistema, tenemos que:

⇒


−1

2
x1 +

1
2

x2 = 0

1
4

x1 −
1
4

x2 = 0

⇒ x1 = x2

⇒ Por lo que:

⇒ v1 =

x1

x2

 =

x1

x1

 =

1

1



Para λ2 =
1
4

y v2 =

x1

x2



(P− λI)v2 = 0 ⇒


1
4

1
2

1
4

1
2


x1

x2

 =


1
4

x1 +
1
2

x2

1
4

x1 +
1
2

x2

 =

0

0


⇒ Resolviendo el sistema, tenemos que:

⇒


1
4

x1 +
1
2

x2 = 0

1
4

x1 +
1
2

x2 = 0

⇒ x1 = −2x2

⇒ Por lo que:

⇒ v2 =

x1

x2

 =

 x1

−1
2 x1

 =

 2

−1


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2.2. ESTUDIO DISTRIBUCIONAL DE LA CADENA DE MARKOV
(HOMOGÉNEA)

entonces Λ =

(
1 2
1 −1

)
de donde Λ−1 =

(1
3

2
3

1
3 −

1
3

)
Se deduce que:

P =

(
1 2
1 −1

)(
1 0
0 1

4

)(1
3

2
3

1
3 −

1
3

)
Entonces

Pn =

1 2

1 −1


1 0

0
(

1
4

)n


 1

3
2
3

1
3 −

1
3

 =


1
3 +

2
3

(
1
4

)n
2
3 −

2
3

(
1
4

)n

1
3 −

1
3

(
1
4

)n
2
3 +

1
3

(
1
4

)n


b) Hallar la probabilidad de que tras n días después de 2 se dé 1.

P(Xk+n = 1/Xk = 2) = pn
21 =

1
3
− 1

3

(
1
4

)n

Definición 2.6 El vector p(n) = (. . . p(n)i . . .), i ∈ S de probabilidades p(n)i =

P(Xn = i), se denomina distribución en la n-ésima etapa. El vector p(0) se deno-
mina distribución inicial.

Proposición 2.2 p(n) = p(0) · Pn ∀n ≥ 0

Demostración
A partir de las ecuaciones de Chapman-Kolmogórov

pn
i = ∑

j∈S
p0

j pn
jk ∀n ≥ 0, ∀i ∈ S

matricialmente
p(n) = p(0) · Pn �

2.2.2. Distribución conjunta de r variables del proceso

Proposición 2.3 Para toda Cadena de Márkov (homogénea) la distribución del
proceso está caracterizada por p(0) y P.
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2.3. CLASIFICACIÓN DE ESTADOS

Demostración
Sean i0, i1, . . . , in ∈ S, bastará probar que:

P(X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in)

está determinado a partir de p(0) y P.
Se tiene que:

P(X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in) =

= P(Xn = in/X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn−1 = in−1) · P(X0 = i0, . . . , Xn−1 = in−1)

= P(Xn = in/Xn−1 = in−1) · P(X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn−1 = in−1)

= P(Xn = in/Xn−1 = in−1) · P(Xn−1 = in−1/X0 = i0, . . . , Xn−2 = in−2) ·
· P(X0 = i0, . . . , Xn−2 = in−2)

= P(Xn = in/Xn−1 = in−1) · P(Xn−1 = in−1/Xn−2 = in−2) ·
· P(X0 = i0, . . . , Xn−2 = in−2)

= P(Xn = in/Xn−1 = in−1) · P(Xn−1 = in−1/Xn−2 = in−2) · · ·
· · · P(X1 = i1/X0 = i0) · P(X0 = i0)

= pin−1in · pin−2in−1 · · · pi0i1 · p
(0)
i0

= p(0)i0
· pi0i1 · · · pin−1in−2 · pin−1in

�

2.2.3. Distribución límite de la Cadena de Markov

El estudio de las distribuciones conjuntas de r variables puede resultar
complejo; además en algunos tipos de cadenas el comportamiento asintó-
tico de pn

ij cuando n → ∞ se simplifica, en el sentido de que perdida la
influencia de la posición inicial, tras un número suficiente de etapas pn

ij re-
sulta depender solo de j y no del estado i. Esto lo determinan básicamente
las características de los distintos estados.

2.3. Clasificación de estados

Definición 2.7 .

a) El estado j es accesible desde i si para algún n ≥ 0 se tiene que pn
ij > 0 (i→

j)
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2.3. CLASIFICACIÓN DE ESTADOS

i j

Figura 2.1: Accesibilidad

b) Los estados i y j son estados comunicados si i es accesible desde j y j es accesible
desde i (i↔ j)

i j

Figura 2.2: Comunicación

Observación 2.1 Si i, j no están comunicados, entonces ∀n ≥ 0 se verifica pn
ij =

0 ó pn
ji = 0 ó ambos.

Proposición 2.4 La relación (↔) de comunicación entre estados es de equivalen-
cia.

Demostración

1. Reflexiva. Por definición. P(Xn = i/Xn = i) = p0
ii = 1 entonces pode-

mos decir que ∃m ≥ 0 tal que pm
ii > 0 (i→ i)

2. Simétrica. Por definición. Si i ↔ j entonces ∃m ≥ 0 tal que pm
ij >

0 (i→ j) y ∃n ≥ 0 tal que pn
ji > 0 (j→ i). Entonces j↔ i

3. Transitiva.
Si i↔ j entonces ∃m ≥ 0 tal que pm

ij > 0
Si j↔ k entonces ∃n ≥ 0 tal que pn

jk > 0
entonces

pm+n
ik = ∑

l∈S
pm

il pn
lk > pm

ij pn
jk > 0 ⇒ i→ k

Análogamente:
Si k↔ j entonces ∃m ≥ 0 tal que pm

kj > 0
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2.3. CLASIFICACIÓN DE ESTADOS

Si j↔ i entonces ∃n ≥ 0 tal que pn
ji > 0

entonces

pm+n
ki = ∑

l∈S
pm

kl p
n
li > pm

kj p
n
ji > 0 ⇒ k→ i

Entonces i↔ k

�

Observación 2.2 Las clases de equivalencia generada por está relación de comu-
nicación entre estados son los subconjuntos de estados de S que se comunican entre
sí. En una cadena con una sola clase, todos los estados se comunican entre sí.
Además, la comunicación induce una partición del espacio de estados de una ca-
dena de Markov dada por los subconjuntos de estados comunicantes, es decir, dos
estados pertenecen al mismo elemento de la partición si, y sólo si, tales estados
se comunican. De este modo el espacio de una cadena de Markov se subdivide en
clases de comunicacin. A la clase de comunicación de un estado i se le denotara
por C(i). Por lo tanto i↔ j si, y solo si, C(i) = C(j)

Figura 2.3: Partición de un espacio de estados en clases de comunicación

Ejemplo 2.2 La cadena de Markov con espacio de estados {0, 1, 2, 3} y matriz de
probabilidad de transición tiene tres clases de comunicación que son C(0) = {0},
C(1) = {1, 2} y C(3) = {3}. Es evidente que el estado 0 se comunica consigo
mismo pues existe una flecha que parte de tal estado y llega a el mismo. Visual-
mente tampoco hay duda de que la segunda colección de estados es una clase de
comunicación. para C(3) no existe una conexión física del estado 3 consigo mismo,
sin embargo, por definición p33(0) = 1, y ello hace que esta clase de únicamente un
estado sea de comunicación. Observe que estas clases de comunicación conforman
una partición del espacio de estados.
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2.3. CLASIFICACIÓN DE ESTADOS

Figura 2.4:

Definición 2.8 Una cadena de Márkov es irreducible si tiene una sola clase de
estados.

Definición 2.9 Un estado j ∈ S es absorbente si pjj = 1

Observación 2.3 Todo estado absorbente forma una sola clase.

Definición 2.10 Para todo i ∈ S, se denomina periodo de i y se denota por d(i)

d(i) = m.c.d.(n ≥ 0 : pn
ii > 0)

Si d(i) = 1, el estado i se denomina estado aperiódico.

Proposición 2.5 Si i↔ j (comunicados), entonces d(i) = d(j).

Demostración
Sean d = d(i), δ = d(j). Si i → j se deduce que existe s ≥ 0, ps

ij > 0, y si
j→ i análogamente existe r ≥ 0, con pr

ji > 0
Entonces

ps+r
i,i ≥ ps

ij p
r
ji = β > 0

de donde se deduce que s + r = d′ (múltiplo de d)
Ahora para n ≥ 0

pn+r+s
ii = ps

ij p
n
jj p

r
ji = βpn

jj

será:
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2.4. CARACTERIZACIÓN EN TÉRMINOS DE LAS PROBABILIDADES
DE TRANSICIÓN

a) βpn
jj > 0 si n = d′ o bien

b) βpn
jj = 0 si n 6= d′ y entonces δ ≥ d ya que pn

jj = 0 por ser β > 0

Invirtiendo los papeles de i y j se obtendría d ≥ δ, cuya solución es δ = d
y ambos estados deberán tener el mismo período.

�

Observación 2.4 Todos los estados comunicados entre sí tienen el mismo período.

Para avanzar en la interpretación de los estados en que la cadena pueda
encontrarse en el largo plazo, vamos a adoptar el punto de vista de “visi-
tas” a un estado fijo.

Definición 2.11 El estado i ∈ S se llama recurrente si

P(Xn = i para algún n ≥ 1/X0 = i) = 1

Definición 2.12 El estado i ∈ S es transitorio si no es recurrente.

2.4. Caracterización en términos de las probabili-
dades de transición

Lema 2.1 (Lema de Abel) .

a) Si
∞

∑
n=0

αn < ∞

⇒ lı́m
s→1−

∞

∑
n=0

αnsn =
∞

∑
n=0

αn

b) Si αn ≥ 0 y

lı́m
s→1−

∞

∑
n=0

αnsn = α ≤ ∞ ⇒
∞

∑
n=0

αn = α
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Demostración

a) Nosotros mostraremos que

lı́m
s→1−

∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

αn(sn − 1)

∣∣∣∣∣ = 0

ya que
∞

∑
n=0

αn, para cualquier ε > 0 nosotros podemos encontrar un

N(ε) tal que

∣∣∣∣∣ N′

∑
n=N

αn

∣∣∣∣∣ < ε

4
para todo N′ ≥ N. Eligiendo un N tal que:

∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

αn(sn − 1)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ N

∑
n=0

αn(sn − 1) +
∞

∑
n=N+1

αn(sn − 1)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ N

∑
n=0

αn(sn − 1)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=N+1

αn(sn − 1)

∣∣∣∣∣
Ahora, para 0 ≤ s < 1∣∣∣∣∣ N

∑
n=0

αn(sn − 1)

∣∣∣∣∣ ≤ MN|sN − 1|,

donde M = máx0≤n≤N |an| < ∞, de modo que para s suficientemente
cerca de 1 tenemos: ∣∣∣∣∣ N

∑
n=0

αn(sn − 1)

∣∣∣∣∣ < ε

2
.

para estimar
∞

∑
n=N+1

αn(sn − 1) sumamos por partes. Esto nos da

∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=N+1

αn(sn − 1)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=N+1

(Ak − Ak+1)(sn − 1)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣AN+1(sN+1 − 1)−
∞

∑
n=N+2

Ak(sk − sk+1)

∣∣∣∣∣ ,
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donde

Ak =
∞

∑
r=n

αr

Por lo que

∣∣∣∣∣AN+1(sN+1 − 1)−
∞

∑
n=N+2

Ak(sk − sk+1)

∣∣∣∣∣, es acotado por

ε

4

∣∣∣(sN+1 − 1)
∣∣∣+ ε

4
sN+1 ≤ ε

2

Poniendo estas estimaciones juntas, tenemos∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

αn(sn − 1)

∣∣∣∣∣ < ε

Siempre que s esté suficientemente cerca de 1

b) Ya que
∞

∑
n=0

αnsn ≤
∞

∑
n=0

αn para 0 < s < 1. Los casos:

i) Si α = ∞ es claro que lo cumple.

ii) Si α < ∞, entonces por hipótesis

∞

∑
n=0

αnsn < α < ∞ para 0 < s < 1

Por lo tanto,

N

∑
n=0

αn ≤ α ∀n

Ya que
∞

∑
n=0

αn es una función creciente monótona acotada de N tiene

un límite finito llamado α′. Pero por la parte a) de este lema podemos
concluir que α = α′.

�
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Proposición 2.6 El estado i es recurrente⇔
∞

∑
n=1

pn
ii = ∞

Demostración
Vamos a relacionar las probabilidades de transición con las probabilidades
llamadas de Primera pasada para i, j ∈ S, con n ≥ 1.

f n
ij = P(Xn = j, Xk 6= j, k = 1, 2, . . . , n− 1/X0 = i)

con f 0
ij = 0.

Entonces fij =
∞

∑
n=1

f n
ij es la probabilidad de que la cadena visite el estado j

alguna vez, partiendo del estado i.

Naturalmente, i es recurrente ⇔ fii = 1 (y el estado i es transitorio
⇔ fii < 1).

Sean para |s| < 1 las funciones:

Fii(s) =
∞

∑
n=0

f n
ii sn

Pii(s) =
∞

∑
n=0

pn
iis

n

entonces se verifica:

Fii(s) · Pii(s) =
∞

∑
n=0

(
n

∑
k=0

f n
ii pn−k

ii

)
sn

=
∞

∑
n=1

(
n

∑
k=0

f k
ii p

n−k
ii

)
sn

= Pii(s)− 1

de donde Pii(s) =
1

1− Fii(s)
ya que f 0

ii = 0 y p0
ii = 1

además para n ≥ 1 pn
ii =

n

∑
k=0

f k
ii p

n−k
ii

Procederemos ahora a demostrar la proposición:
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a) Necesidad:

Sea i recurrente⇒ fii =
∞

∑
n=1

f n
ii = 1, por el Lema de Abel.

lı́m
s→1

Fii(s) = 1 ⇒ lı́m
s→1

Pii(s) = lı́m
s→1

∞

∑
n=0

pn
iis

n = ∞

nuevamente por el Lema de Abel
∞

∑
n=1

pn
ii = ∞

b) Suficiencia: (por reducción al absurdo)

Sea
∞

∑
n=1

pn
ii = ∞. Si

∞

∑
n=1

f n
ii < 1 entonces por el Lema de Abel

lı́m
s→1

Fii(s) < 1

de donde
lı́m
s→1

Pii(s) < ∞

Aplicando nuevamente el Lema de Abel
∞

∑
n=1

Pn
ii < ∞

en contra de la hipótesis de partida.

�

Proposición 2.7 i↔ j (comunicados), i es recurrente⇒ j es recurrente.

Demostración
Por hipotesis ∃n, m ≥ 1 tales que pn

ij > 0 y pm
ji > 0.

Para k ≥ 1
Pn+m+k

ii ≥ pm
ii pk

ii p
n
ii

de donde
∞

∑
k=0

pn+m+k
jj ≥ pm

ji pn
ij

∞

∑
k=0

pk
ii = ∞

ya que
∞

∑
k=0

pk
ii = ∞ por ser recurrente; luego:

∞

∑
k=0

pk
jj = ∞⇒ j es recurrente.
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�

Observación 2.5 En cada clase de equivalencia (clase de estados comunicados)
todos los estados tienen el mismo carácter de recurrencia o transitoriedad.

Definición 2.13 Para un estado i ∈ S recurrente, su tiempo medio de recurrencia
µi, es el número medio de transiciones requeridas para retornar al estado i. Esto es

µi =
∞

∑
n=1

n f n
ii

Definición 2.14 Sea j ∈ S recurrente, será

a) recurrente positivo si µj < ∞

b) recurrente nulo si µj = ∞ ⇔ si ∀i, j pn
ij →n→∞ 0

c) ergódico si es recurrente positivo y aperiódico.

Definición 2.15 Se dice que una Cadena de Márkov {Xn}n∈N con espacio de
estado S tiene una distribución límite π si existe

lı́m
n→∞

P(Xn = j) = πj j ∈ S

Observación 2.6 Ya que:

P(Xn = j) = p(n)(j) = ∑
i∈S

p(0)(i)pn
ij

donde p(0)(i) es la i-ésima coordenada del vector inicial p(0), se observa que la
existencia de la distribución límite no depende de p(0) y sí depende del

lı́m
n→∞

pn
ij

Esto es, si existe α(j) = lı́m
n→∞

pn
ij y además α(j) ≥ 0 ∀j y ∑

j∈S
α(j) = 1 ⇒

{α(j)} es la distribución límite.
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Observación 2.7 La distribución limite es invariante, esto es:

π(j) = ∑
i∈S

π(i) · pij j ∈ S

La distribución invariante se llama también estacionaria se puede calcular según

π(j) = lı́m
n→∞

P(Xn+1 = j)

= lı́m
n→∞ ∑

i∈S
P(Xn = i) · pij

= ∑
i∈S

(
lı́m

n→∞
P(Xn = i)

)
· pij

= ∑
i∈S

π(i) · pij

aplicando el Teorema de la convergencia dominada.

Teorema 2.1 Sea (Xn, n ≥ 0) una Cadena de Márkov irreducible.

a) Si la cadena tiene una distribución estacionaria π, necesariamente π está dada
por

π(i) =
1
µi

, i ∈ S

donde µi es el tiempo promedio de recurrencia de i. (de ahí que π sea único).
Además, en este caso, todos los estados son positivos recurrentes.

b) Por el contrario, si la cadena (irreducible) es recurrente positiva, entonces la

función π en S definida por π(i) =
1
µi

, i ∈ S, es una distribución estaciona-

ria única.

Demostración

a) Suponiendo que la cadena tiene distribución estacionaria π. Ya que la
cadena es irreducible, todos los estados son ya sea transitorio o recu-
rrente. Si la cadena es transitorio, entonces lı́m

n→∞
Pn

ij = 0, ∀i, j ∈ S.
Ahora, como π es una distribución estacionaria, nosotros tenemos, para
cada n, y j ∈ S:

π(j) = ∑
i∈S

π(i)Pn
ij
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Así
π(j) = lı́m

n→∞ ∑
i∈S

π(i)Pn
ij = ∑

i∈S
lı́m

n→∞
Pn

ij = 0

(por el Teorema de Convergencia monótona), contradiciendo el hecho
de que π es una distribución de probabilidad. Por lo tanto la cadena
tiene que ser recurrente.
Recordando que µi = E(Ti|X0 = i), donde Ti es el primero que va a i.
Como Ti es una variable aleatoria positiva, se puede escribir como

µi =
∞

∑
n=1

P(Ti ≥ n|X0 = i) =
∞

∑
n=1

P(Ti ≥ nX0 = i)
P(X0 = i)

Tomando π0 = π así que P(X0 = i) = π(i), y la cadena se convierte en
un proceso estacionario. Ahora como (X0 = i) ⊆ (Ti ≥ 1),

P(Ti ≥ 1, X0 = i) = P(X0 = i).

Además, si A, B son dos eventos, entonces P(AB) = P(A) − P(AB′).
Para n ≥ 2. Sea

A = (Xm 6= i, m = 1, . . . , n− 1), B = (X0 = i),

Entonces

P(Ti ≥ n, X0 = i) = P(Xm 6= i, m = 1, . . . , n− 1, X0 = 1)
= P(Xm 6= i, m = 1, . . . , n− 1) + P(Xm 6= i, m = 0, 1, . . . , n− 1)
= P(Xm 6= i, m = 0, 1, . . . , n− 2)− P(Xm 6= i, m = 0, 1, . . . , n− 1)
= αn−2 − αn−1

donde αn = P(Xm 6= i, m = 0, 1, . . . , n). Como el evento An = (Xm 6=
i, m = 0, 1, . . . , n) para una sucesión de eventos no crecientes, nosotros
tenemos que An →

⋂
n

An = (Xm 6= i, m =≥ 0) y por lo tanto

lı́m
n→∞

αn = P(Xm 6= i, m ≥ 0) = 0,

como i es un estado recurrente.
Ahora, por lo anterior, tenemos:

µiπ(i) = π(i) + ∑
n≥2

(αn−2 − αn−1)

= π(i) + α0 − lı́m
n→∞

αn

= P(X0 = i) + P(X0 6= i) = 1.
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Ahora, observemos que π(i) > 0, ∀i ∈ S. En efecto, si π(i) = 0, entonces
como π es una distribución estacionaria, tenemos:

0 = π(i) = ∑
k∈S

π(k)Pn
ik ≥ π(j)Pn

ij

para todo n y todo j ∈ S. Por otra parte, la cadena es irreducible por
hipótesis, por lo que existe un n tal que Pn

ij > 0. Así π(j) = 0, ∀j ∈ S,
lo cual es imposible, de nuevo, si π es una probabilidad de distribución
en S. Así

µi =
1

π(i)
< ∞, ∀i ∈ S,

lo cual implica que todos los estados son positivos recurrente.

b) Supongamos ahora que (Xn, n ≥ 0) es una cadena positiva recurrente,
irreducible. ∀i ∈ S, 0 < µi < ∞. Definimos:

π : S→ R+

π(i) =
1
µi

Ahora tenemos que verificar directamente que pi es en efecto una dis-
tribución estacionaria, que es,

∑
i∈S

π(i) = 1 y π(j) = ∑
i∈S

π(i)Pij, ∀j ∈ S.

Sea Nj(n) para denotar el números de veces que va a j durante las
primeras n transiciones.
Entonces

Nj(n) =
n

∑
k=1

1j(Xk)

Así que,

E(Nj(n)|X0 = i) =
n

∑
k=1

Pk
ij.

Como ∑
j∈S

Pk
ij = 1, ∀k, tenemos:

∑
j∈S

1
n

E(Nj(n)|X0 = i) = 1 ∀n.
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Tenemos que demostrar que:

lı́m
n→∞

1
n

E(Nj(n)|X0 = i) =
1
µi
∀i, j ∈ S.

Para este propósito, tomamos a j convenientemente, sea Tm, m > 1, para
el tiempo de m− simo que pasa por j, que es

Tm = mı́n{n ≥ 1 : Nj(n) = m}.
Por la naturaleza probabilística de las Cadenas de Markov, es claro que
las variables aleatorias T1, T2 − T1, . . . , Tm − Tm−1 son independientes e
idénticamente distribuidas. Condicionado en X0 = j, el promedio co-
mún de estas variables aleatorias es µi. Por la ley de los grandes núme-
ros,

Tm

m
=

T1 + (T2 − T1) + . . . + (Tm − Tm−1)

m
→ µj, como m→ ∞

Ahora, TNj(n) ≤ n ≤ TNj(n)+1 así que

TNj(n)

Nj(n)
≤ n

Nj(n)
≤

TNj(n) + 1

nj(n)
.

Observemos que como j es recurrente positivo, Nj(n)→ ∞ casi segura-

mente, como n→ ∞. Así
Nj(n)

n
→ 1

µj
casí seguramente, como n→ ∞. Y

∑
j∈S

1
n

E(Nj(n)|X0 = i) = 1 ∀n sigue, tomando expectativas bajo X0 = i

(La convergencia de expectativas es justificado por Teorema de la Con-
vergencia dominada ). Cuando S es finito, tenemos:

∑
j∈S

1
µj

= ∑
j∈S

lı́m
n→∞

[
1
n

E(Nj(n)|X0 = i)
]

= lı́m
n→∞ ∑

j∈S

1
n

E(Nj(n)|X0 = i) = 1

Ahora miremos que π(i) =
1
µj

es estacionario, tenemos que ver que:

∑
j∈S

1
n

E(Nj(n)|X0 = i)Pjk = ∑
j∈S

1
n

(
n

∑
m=1

Pm
ij

)
Pjk

=
1
n
[E(Nj(n + 1)|X0 = i)− Pjk]
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señalando que ∑j∈S Pm
ij Pjk = Pm+1

ik ). Así, cuando S es finito, sea n → ∞
en la igualdad anterior, y obtenga el resultado deseado de la siguiente
manera

∑
j∈S

1
µj

Pjk =
1
µk

, ∀k ∈ S.

el mismo resultado se cumple cuando S es infinito pero con muchos
más detalles técnicos.

�
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Capítulo 3

Un modelo Markoviano

3.1. Modelo espacio de estados

Un modelo de espacio de estados es un modelo especificado condicional-
mente que consta de dos ecuaciones y una inicialización.

yt|θt ∼ [yt|θt] (Ecuación de observación)
θt|θt−1 ∼ [θt|θt−1] (Ecuación estado)

θ0 ∼ [θ0] (Inicialización)
(3.1)

El vector de estados latente θ0:T = (θ0, θ1, · · · , θT) es una cadena de Markov
de primer orden y y1:T = (y1, y2 · · · , yT) es una serie de tiempo observable
donde yt se asume condicionalmente independiente de ys para s 6= t dado
θt. Adoptamos la notación abreviada donde [X|Y] es la densidad condi-
cionada de la variable aleatoria X dado Y. La distribución conjunta para
(θ0:T, y1:T) es entonces,

[θ0:T, y1:T] = [θ0]
T

∏
t=1

[yt|θt][θt|θt−1] (3.2)

Los modelos de espacio de estados son opciones naturales para el análisis
de series de tiempo debido a cómo representan el flujo de información den-
tro de un sistema. La figura 3.1 muestra la representación gráfica dirigida
correspondiente a los modelos de espacio de estados. Los nodos (círculos)
representan variables aleatorias y los bordes dirigidos (flechas) represen-
tan dependencias. Es decir, las nociones de causalidad de un nodo a otro
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Figura 3.1: Representación gráfica de los modelos de espacio de estados

se representan gráficamente mediante aristas dirigidas. Para el análisis de
series de tiempo, naturalmente pensamos en información que va del pasa-
do al futuro. Esta noción se captura en el estado latente de la Figura 3.1,
con bordes dirigidos que van de θt−1 a θt, donde t es el tiempo de indexa-
ción. Los modelos de espacio de estados asumen que el verdadero estado
del sistema no se observa directamente. Más bien, lo que se observa es una
medida de serie yt, que está relacionada con el sistema latente. Esta noción
se representa gráficamente con un borde dirigido que va de θt a yt.

3.2. Muestreador de Gibbs

El muestreador Gibbs es una técnica para generar variables aleatorias a
partir de una distribución (marginal) indirectamente, sin tener que calcu-
lar la densidad, aunque fácil de describir, el muestreo gibbs se basa sólo en
propiedades de las cadenas de Markov. A través del uso de técnicas como
el muestreador Gibbs, somos capaces de evitar cálculos difíciles, sustitu-
yéndolos en su lugar por una secuencia de cálculos más fáciles.

Estas metodologías han tenido un amplio impacto en los problemas prác-
ticos. Aunque la mayoría de las aplicaciones del muestreador Gibbs han
sido en modelos Bayesianos, también es extremadamente útil en los cálcu-
los clásicos (probabilidad). Además, estas metodologías de cálculo también
han tenido un impacto en la teoría. Al liberar a los estadísticos de lidiar
con cálculos complicados, los aspectos estadísticos de un problema pue-
den convertirse en el foco principal.
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3.2.1. Ilustración del GIBBS SAMPLER

Supongamos que se nos da una densidad conjunta f (x, y1, · · · , yp) y esta-
mos interesados en obtener características de la densidad marginal

f (x) =
∫
· · ·

∫
f (x, y1, · · · yp)dy1 · · · dyp (3.3)

como la media o la varianza. Tal vez el más natural y el enfoque sencillo
sería calcular f (x) y utilizarlo para obtener la característica deseada. Sin
embargo, hay muchos casos en los que las integrales en 3.3 son extremada-
mente difíciles de realizar, ya sea analítica o numéricamente. En tales ca-
sos, el muestreador Gibbs proporciona un método alternativo para obtener
f (x). En lugar de calcular o aproximar f (x) directamente, el muestreador
Gibbs nos permite generar eficazmente una muestra X1, · · · , Xm ∼ f (x) sin
necesidad de f (x). Al simular una muestra lo suficientemente grande, la
media, la varianza o cualquier otra característica de f (x) se puede calcular
en el grado deseado de precisión.
Es importante darse cuenta de que, en efecto, el resultado final de cualquier
cálculo, aunque basado en simulaciones, son las cantidades deseadas. Por

ejemplo, para calcular la media de f (x), podríamos usar
1
m ∑m

j=1 Xi, y el
hecho de que

lı́m
m→∞

1
m

m

∑
i=1

Xi =
∫ ∞

−∞
x f (x)dx = EX. (3.4)

Por lo tanto, tomando m lo suficientemente grande, cualquier característica
de la población, incluso la densidad misma, puede obtenerse con cualquier
grado de precisión. Para comprender el funcionamiento del muestreador
de Gibbs, primero lo exploramos en el caso de dos variables. Comenzando
con un par de variables aleatorias (X, Y), el muestreador de Gibbs genera
una muestra para f (x) muestreando en lugar de las distribuciones con-
dicionales f (x|y) y f (y|x), distribuciones que a menudo se conocen en
modelos estadísticos. Esto se hace generando una "secuencia de Gibbs"de
variables aleatorias

Y
′
0, X

′
0, Y

′
1, X

′
1, · · ·Y′k, X

′
k (3.5)

El valor inicial Y
′
0 = y

′
0 se especifica, y el resto de 3.5 se obtiene de forma
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iterativa generando alternativamente valores de

X
′
j ∼ f (x|Y′j = y

′
j)

Y
′
j+1 ∼ f (y|X′j = x

′
j)

(3.6)

Nos referimos a esta generación de 3.5 como muestreo de Gibbs. Resulta
que bajo condiciones razonablemente generales, la distribución de X

′
k con-

verge a f (x) (el verdadero marginal de X) cuando k → ∞. Por tanto, para
k suficientemente grande, la observación final en 3.5, a saber, X

′
k = x

′
k, es

efectivamente un punto muestral de f (x).

La convergencia (en la distribución) de la secuencia de Gibbs 3.5 se puede
aprovechar de diversas formas para obtener una muestra aproximada de
f (x). Por ejemplo, Gelfand y Smith (1990) sugieren generar m secuencias
de Gibbs independientes de longitud k, y luego usar el valor final de X

′
k de

cada secuencia. Si k se elige lo suficientemente grande, esto produce una
muestra iid aproximada de f (x). Los métodos para elegir tal k, así como los
enfoques alternativos para extraer información de la secuencia de Gibbs, se
discuten adelante. En aras de la claridad y la coherencia, hemos utilizado
solo el enfoque anterior en todos los ejemplos ilustrativos que siguen.

Ejemplo 3.2.2 Para la siguiente distribución conjunta de X e Y,

f (x, y) =
(

n
x

)
yx+α−1(1− y)n−x+β−1, x = 0, 1, · · · n, 0 ≤ y ≤ 1 (3.7)

supongamos que estamos interesados en calcular algunas características de
la distribución marginal f (x) de X. El muestreador de Gibbs nos permite
generar una muestra a partir de este marginal de la siguiente manera. De
3.7 se sigue (suprimiendo la dependencia general de n, α y β) que

f (x|y) es binomial (n, y) (3.8)

f (x|y) es beta (x + α, n− x + β) (3.9)

Si ahora aplicamos el esquema iterativo 3.6 a las distribuciones 3.8 y 3.9,
podemos generar una muestra X1, X2, · · ·Xm, de f (x) y usar esta muestra
para estimar cualquier característica.
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Como el lector ya habrá notado, el muestreo de Gibbs en realidad no es
necesario en este ejemplo, ya que f (x) se puede obtener analíticamente de
3.7 como

f (x) =
(

n
x

)
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

Γ(x + α)(Γ(n− x + β))

Γ(α + β + n)
,

x = 0, 1, · · · , n (3.10)

la distribucion beta-binomial. Aquí, las características de f (x) se pueden
obtener directamente de 3.10, ya sea analíticamente o generando una mues-
tra a partir del marginal y sin preocuparse por las distribuciones condicio-
nales. Sin embargo, esta simple situación es útil con fines ilustrativos.

Figura 3.2: La Figura muestra histogramas de dos muestras x1, · · · , xm, de
tamaño m = 500 de la distribución binomial beta de 3.10 con n = 16, α = 2
y β = 4.

Los dos histogramas son muy similares, lo que da crédito a la afirmación
de que el esquema de Gibbs para la generación de variables aleatorias de
hecho genera variables a partir de la distribución marginal. Una caracte-
rística del ejemplo 3.2.2 es que el muestreador de Gibbs no es realmente
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necesario en ninguna situación bivariada en la que se pueda calcular la
distribución conjunta f (x, y), ya que f (x) = f (x, y)/ f (y|x). Sin embargo,
como muestra el siguiente ejemplo, el muestreo de Gibbs puede ser in-
dispensable en situaciones en las que f (x, y), f (x) o f (y) no pueden ser
calculado.

Ejemplo 3.2.3 Suponga que X e Y tienen distribuciones condicionales que son
distribuciones exponenciales restringidas al intervalo (0, B), es decir,

f (x|y) ∝ ye−yx, 0 < x < B < ∞ (3.11)

f (y|x) ∝ xe−xy, 0 < y < B < ∞ (3.12)

donde B es una constante positiva conocida. La restricción al intervalo
(0, B) asegura que exista el marginal f (x). Aunque la forma de este margi-
nal no se puede calcular fácilmente, aplicando el muestreador de Gibbs a
los condicionales en 3.11, 3.12 se puede obtener cualquier característica de
f (x).
En la Figura 3.3 mostramos un histograma de una muestra de tamaño
m = 500 de f (x) obtenido usando los valores finales de secuencias de
Gibbs de longitud k = 15. Si B no es finito, entonces las densidades en 3.11,
3.12 no son un par válido de densidades condicionales en el sentido de que
no hay densidad conjunta f (x, y) a la que corresponden, y la secuencia de
Gibbs no converge. El muestreo de Gibbs se puede utilizar para estimar la
densidad de sí mismo promediando las densidades condicionales finales
de cada secuencia de Gibbs.
De 3.5, al igual que los valores X

′
k = x

′
k producir una realización de

X1, X2, · · · , Xm ∼ f (x), el valor de Y
′
k = y

′
k se produce una realización de

Y1, Y2, · · · , Ym ∼ f (x). Además, el promedio de las densidades condiciona-
les f (x|Y′k = y

′
k) será una aproximación cercana a f (x), y podemos estimar

f (x) con

f̂ (x) =
1
m

m

∑
i=1

f (x|yi) (3.13)

donde y1, · · · ym, es la secuencia de valores realizados de las observaciones
finales de Y de cada secuencia de Gibbs. La teoría detrás del cálculo en 3.13
es que el valor esperado de la densidad condicional es

E[ f (x|Y)] =
∫

f (x|y) f (y)dy = f (x) (3.14)
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un cálculo similar por 3.13, ya que y1, · · · , ym, aproxima una muestra de
f (y). Para las densidades en 3.11, 3.12, esta estimación de f (x) se muestra
en la Figura 3.3.
Continuación ejemplo 3.2.2: La metodología de estimación de densidad de
3.13 también se puede usar en distribuciones discretas, que ilustramos para
el beta-binomial del Ejemplo 3.2.2. Usando las observaciones generadas
para construir la Figura 3.2, podemos, de manera análoga a 3.13, estimar
las probabilidades marginales. de X usando

P̂(X = x) =
1
m

m

∑
i=1

P(X = x|Yi = yi) (3.15)

Figura 3.3: Histograma para x de una muestra de tamaño m = 500 de el
par de distribuciones condicionales 3.11 y 3.12, con B = 5, obtenido usando
el muestreo de Gibbs con k = 15 junto con una estimación de la densidad
marginal obtenida de la ecuación 3.13 (línea continua). La línea punteada
es la densidad marginal verdadera.
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Figura 3.4: Comparación de dos histogramas de probabilidad de la distri-
bución beta binomial con n = 16, α = 2 y β = 4. El histograma negro
representa estimaciones de la distribución marginal de X usando la Ecua-
ción 3.15, basada en una muestra de Tamaño m = 500 del par de distribu-
ciones condicionales en 3.8, 3.9. La secuencia de Gibbs tenía una longitud
k = 10. El histograma blanco representa las probabilidades beta-binomiales
exactas.

La Figura 3.4 muestra estas estimaciones de probabilidad superpuestas con
las probabilidades beta binomiales exactas para la comparación.
Las estimaciones de densidad de 3.13 y 3.15 ilustran un aspecto importante
del uso del muestreador de Gibbs para evaluar las características de f (x).
Las cantidades f (x|y1), · · · , f (x|ym), calculadas utilizando los valores si-
mulados y1, · · · , ym llevar más información sobre f (x) que solo x1, · · · , xm,
y producirá mejores estimaciones. Por ejemplo, una estimación de la media
de f (x) es (1/m)∑m

i=1 xi f (x) pero una mejor estimación es (1/m)∑m
i=1 E(X|yi)

siempre que se puedan obtener estas expectativas condicionales. La intui-
ción detrás de esta característica es el teorema de Rao-Blackwell (ilustrado
por Gelfand y Smith 1990), y establecido analíticamente por Liu, Wong y
Kong (1991).

3.2.4. Una prueba de convergencia simple

No es inmediatamente obvio que una variable aleatoria con distribución
f (x) puede ser producida por secuencia de Gibbs de 3.5 o que la secuencia
incluso converja. Que esto sea así depende de la naturaleza markoviana de
las iteraciones, que ahora desarrollamos en detalle para el simple caso de
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una tabla de 2 x 2 con muestreo multinomial. Suponga que X e Y son varia-
bles aleatorias de Bernoulli, variables aleatorias con distribución conjunta

Figura 3.5: pi ≥ 0, p1 + p2 + p3 + p4 = 1

o, en términos de la función de probabilidad conjunta,

(
fx,y(0, 0) fx,y(1, 0)
fx,y(1, 0) fx,y(1, 1)

)
=

(
p1 p2
p3 p4

)
Para esta distribución, la distribución marginal de x es dada por

fx = [ fx(0) fx(1)] = [p1 + p3 p2 + p4] (3.16)

una distribución de Bernoulli con probabilidad de éxito p2 + p4.
Las distribuciones condicionales de X|Y = y e Y|X = x son fáciles de calcu-
lar. Por ejemplo, la distribución de X|Y = 1 es Bernoulli con probabilidad
de éxito p4/(p3 + p4). Todas las probabilidades condicionales se pueden
expresar en dos matrices,

Ay|x =


p1

p1 + p3

p3

p1 + p3p2

p2 + p4

p4

p2 + p4


y,

Ax|y =


p1

p1 + p2

p2

p1 + p2p3

p3 + p4

p4

p3 + p4


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donde Ay|x tiene las probabilidades condicionales de Y dado X = x, y Ax|y
tiene probabilidades condicionadas de X dado Y = y.
El esquema de muestreo iterativo aplicado a esta distribución 3.5 como una
secuencia de ceros y unos. Las matrices Ax|y y Ay|x, pueden considerarse
como matrices de transición que dan las probabilidades de llegar a los
estados x desde los estados y y viceversa, esto es P(X = x|Y = y) =
probabilidad de pasar del estado y al estado x.
Si solo estamos interesados en generar la distribución marginal de X, lo que
nos interesa principalmente es la secuencia X de 3.5. Para ir de X

′
0 → X

′
1

tenemos que pasar por Y
′
1, entonces la secuencia de iteración es

X
′
0 → Y

′
1 → X

′
1 y X

′
0 → X

′
1 forma una cadena de Markov con probabilidad

de transición

P(X
′
1 = x1|X

′
0 = x0) = ∑

y
P(X

′
1 = x1|Y

′
1 = y)×

× P(Y
′
1 = y|X′0 = x0)

(3.17)

La matriz de probabilidad de transición de la secuencia X
′
, Ax|y, está dada

por
Ax|x = Ay|x Ax|y

y ahora podemos calcular fácilmente la distribución de probabilidad de
cualquier X

′
k en la secuencia. Es decir, la matriz de transición que da P(X

′
k =

xk|X
′
0 = x0) es (Ax|x)

k. Además, si escribimos

fk = [ fk(0) fk(1)]

para denotar la distribución de probabilidad marginal de X
′
k, entonces para

cualquier k,

fk = f0Ak
x|x = ( f0Akl−1

x|x )Ax|x = fk−1Ax|x (3.18)

Mientras todas las entradas de Ax|x sean positivas, entonces 3.18 implica
que para cualquier probabilidad inicial f0, como k → ∞, fk converge a la
distribución única f que es un punto estacionario de 3.18, y satisface

f Ax|x = f (3.19)

Por tanto, si la secuencia de Gibbs converge, la f que satisface (3.19) debe
ser la distribución marginal de X. Intuitivamente, no hay ningún otro lugar
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para esta iteración, a largo plazo obtendremos X en la proporción dictado
por la distribución marginal. Sin embargo, es sencillo comprobar que (3.19)
se satisface con f , de (3.16), es decir,

fx Ax|x = fx Ay|x Ax|y = fx (3.20)

Como k → ∞, la distribución de X
′
k se acerca a fx, entonces si detenemos

el esquema de iteración (3.5) en un nivel suficientemente grande de k, po-
demos asumir que la distribución de X

′
k; es aproximadamente fx. Además,

cuanto mayor sea el valor de k, mejor es la aproximación.
El álgebra para el caso 2x2 funciona inmediatamente para cualquier dis-
tribución conjunta nxm de X e Y. Se puede definir de forma análoga la
matriz de transición de nxn de Ax|x, cuya distribución estacionaria será la
distribución marginal de X. Si uno (o ambos) de X e Y son continuos, en-
tonces los argumentos de dimensión finita no funcionarán. Sin embargo,
con los supuestos adecuados, toda la teoría aún se cumple, por lo que el
muestreador de Gibbs aún produce una muestra a partir de la distribución
marginal de X. La ecuación (3.17) representaría la densidad condicional de
X
′
1 dado X

′
0, y podría escribirse

fx′1|x
′
0
(x1|x0) =

∫
fX′1|Y

′
1
(x1|y) fY′1|X

′
0
(y|x0)dy (3.21)

(A veces es útil utilizar subíndices para denotar la densidad.) Luego, paso
a paso, podríamos escribir las densidades condicionales de X

′
2|X

′
0, X

′
3|X

′
0,

X
′
4|X

′
0, · · · ;

Similar a la matriz de transición de k pasos (Ax|x)
k, derivamos una "matriz

de transición infinita” con entradas que satisfacen la relación

fX′k|X
′
0
(x|x0) =

∫
fX′k|X

′
k−1

(x|t) fX′k−1|X0
(t|x0)dt (3.22)

que es la versión continua de (3.18). La densidad fX′k|X
′
k−1

representa una

transición de un paso y el otro de dos densidades juegan el papel de fk y
fk−1. Como k → ∞, De nuevo se sigue que el punto estacionario de (3.22)
es la densidad marginal de X, la densidad a la que converge fX′k|X

′
k−1

.
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3.3. Modelo epidemiológico SIR espacio-estado

Una vez ya definido que es un modelo de espacio de estados y cómo fun-
ciona el muestreador de Gibbs podemos hablar del modelo epidemiológi-
co. En este modelo epidemiológico que presentamos en el que tomamos
dos series temporales de proporciones diarias de casos infectados y remo-
vidos. Ampliamos el modelo SIR para incorporar varios tipos de protocolos
de seguridad y las fases de cuarentena.
Este modelo proporciona pronósticos, tanto en línea como fuera de línea,
puntos de inflexión de interés, incluido el momento en que la proporción
diaria infectada se vuelve más pequeña que las anteriores, la fecha en que
la cantidad diaria de casos removidos es mayor que la de los casos infec-
tados, o el tiempo en que la primera derivada de la prevalencia del com-
partimento infectado es cero (es decir, el punto de inflexión de la velocidad
de infección es cero), el modelo también proporciona un tiempo previsto
cuando finaliza la epidemia de COVID-19.

3.3.1. Modelo básico de infección por coronavirus.

Comenzamos con un modelo epidemiológico básico en el marco de los mo-
delos SIR espacio-estado sin tener en cuenta los protocolos de cuarentena.
Aquí consideramos dos series temporales unidimensionales de proporcio-
nes de casos infectados y recuperados, denotados por Y I

t y YR
t en el tiempo

t, respectivamente, donde el compartimento de recuperados R es la suma
de las proporciones de casos recuperados y muertes en el tiempo t. Supo-
nemos que la serie de tiempo bidimensional de (Y I

t , YR
t ) sigue un modelo

de espacio de estado con las distribuciones beta en el tiempo t:

Y I
t | θt, τ ∼ Beta (λI θ I

t , λI(1− θ I
t )) (3.23)

YR
t | θt, τ ∼ Beta (λR θ I

t , λR(1− θ I
t )) (3.24)

Donde θ I
t y θR

t son la prevalencia de infección y eliminación respectivamen-
te en el tiempo t, y λI y λR son los parámetros que controlan las variaciones
respectivas de las proporciones observadas.
Como se muestra en la Figura 3.6, estas series de tiempo observadas se
emiten desde la dinámica latente subyacente de la infección por COVID-
19 caracterizada por el proceso latente de Markov θt. Las proporciones
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Figura 3.6: Un marco conceptual del modelo SIR epidemiológico propuesto
de espacio de estado.

esperadas en ambos modelos (3.23) y (3.24) son iguales a la prevalen-
cia de infección y la probabilidad de remoción en el tiempo t, es decir,
E(Y I

t | θt) = θ I
t y E(YR

t | θt) = θR
t . Además, la prevalencia de la población

latente θt = (θS
t , θ I

t , θR
t ) es un proceso de Markov tridimensional, en el que

θS
t es la probabilidad de que una persona sea susceptible o esté en ries-

go en el momento t, θ I
t es la probabilidad de que una persona se infecte

en el momento t, y θR
t es la probabilidad de que una persona sea retirada

del sistema infeccioso (ya sea recuperado o muerto) en el momento t. Ob-
viamente, θS

t + θ I
t + θR

t = 1. Suponemos que este proceso de prevalencia
tridimensional θt se rige por el siguiente modelo de Markov:

θt | θt−1, τ ∼ Dirichlet(κ f (θt−1, β, γ)) (3.25)

donde el parámetro κ escala la varianza de la distribución de Dirichlet
y la función f (·) es un vector tridimensional que determina la media de
la distribución de Dirichlet. La función f es el motor de la dinámica de la
infección, que opera de acuerdo con el modelo SIR clásico de la enfermedad
infecciosa de la forma:

dθS
t

dt
= −βθS

t θ I
t ,

dθ I
t

dt
= βθS

t θ I
t − γ θ I

t y
dθR

t
dt

= γ θ I
t (3.26)

La solución a este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias se resuel-
ve con Runge – Kutta (RK4) de cuarto orden, dando como resultado una
aproximación de f (θt−1, β, γ) de la siguiente manera:
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f (θt−1, β, γ) =

 θS
t−1 +

1
6 [k

S1
t−1 + 2kS3

t−1 + ks4
t−1]

θ I
t−1 +

1
16 [k

I1
t−1 + 2kI3

t−1 + kI4
t−1]

θR
t−1 +

1
16 [k

R1
t−1 + 2kR3

t−1 + kR4
t−1]

 :=

αS(t− 1)
αI(t− 1)
αR(t− 1)


Donde:

kS1
t = −β θS

t θ I
t ,

kS2
t = −β[θS

t + 0,5kS1
t ][θ I

t + 0,5kI1
t ],

kS3
t = −β [θS

t + 0,5kS2
t ][θ I

t + 0,5 kI2
t ],

kS4
t = −β[θS

t + kS3
t ][θ I

t + kI3
t ];

kI1
t = β θS

t θ I
t − γθ I

t ,

kI2
t = β[θS

t + 0,5kS1
t ][θ I

t + 0,5kI1
t ]− γ[θ I

t + 0,5kI1
t ],

kI3
t = β [θS

t + 0,5kS2
t ][θ I

t + 0,5 kI2
t ]− γ[θ I

t + 0,5kI2
t ],

kI4
t = β[θS

t + kS3
t ][θ I

t + kI3
t ]− γ[θ I

t + kI3
t ];

y

kR1
t = −β θS

t θ I
t − γθ I

t ,

kI2
t = −β[θS

t + 0,5kS1
t ][θ I

t + 0,5kI1
t ]− γ[θ I

t + 0,5kI1
t ],

kI3
t = −β [θS

t + 0,5kS2
t ][θ I

t + 0,5 kI2
t ]− γ[θ I

t + 0,5kI2
t ],

kI4
t = −β[θS

t + kS3
t ][θ I

t + kI3
t ]− γ[θ I

t + kI3
t ];

Denote el conjunto de parámetros del modelo mediante τ = (β, γ, θ0, λ, κ)T,
que se estimará utilizando el método MCMC.
Un método alternativo para aproximar la solución al modelo SIR es el mé-
todo de Euler. El método de Euler, sin embargo, se sabe que es inestable,
mientras que el método RK4 es estable para una amplia gama de SIR pa-
rametrizado y condiciones iniciales, sin dejar de ser fácil de implementar.
Las opciones de distribución Beta y Dirichlet en las ecuaciones obedecen a
las restricciones de apoyo. Para las ecuaciones (3.23) y (3.24), la observación
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yI
t ∈ [0, 1] y yR

t ∈ [0, 1], respectivamente.
Las distribuciones beta son opciones naturales para modelar datos restrin-
gidos al intervalo [0, 1]. Si X ∼ Beta(η1, η2) con η1 > 0, η2 > 0, entonces

E(X) =
η1

η1 + η2

Var(X) =
η1η2

(η1 + η2)2(η1 + η2 + 1)

Para la ecuación observada de DBSSM con η1 = λIθ I
t y η2 = λI(1− θ I

t )
tendríamos,

E(yI
t |θt, φ) = θ I

t

Var(yI
t |θt, φ) =

θ I
t (1− λIθ I

t )

1 + λI

La condición de yt es imparcial para el estado latente yt es en función de
θ I

t y λI para el caso de los infectados y para el de los removidos θR
t y λR.

El parámetro λI desempeña un papel en el control de la varianza, pero no
juega un papel en la esperanza condicional. Como λI tiende hacia el infi-
nito, la varianza condicional (es decir, el error de medición) de yt tiende a
cero. También tenga en cuenta que para una λI fija, el error de medición
aumenta al aumentar θ I

t ∈ [0, 0,5]

La distribución de Dirichlet es una elección natural para modelar datos con
valores vectoriales sujetos a ser positivos y equilibrados.
Si (X1, · · ·XP) ∼ Dirichlet(α1, · · · αp) con αj > 0 para todo j = 1, 2, · · · p
entonces

E(Xj) =
αj

∑
p
i=1 αi

Var(Xj) =
αj(∑

p
i=1)α1 − αj

(∑
p
i=1 αi)2(1 + ∑

p
i=1 αi)

Una parametrización alternativa de los conjuntos de distribución de Diri-
chlet κ = ∑

p
j=1 αj y α∗j = κ−1αj suponiendo que ∑

p
j=1 α∗j = 1. Entonces para
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(X1, · · ·XP) ∼ Dirichlet(κα∗1 , · · · κα∗p) la esperanza y la varianza para Xj se
expresan como,

E(Xj) = α∗j

Var(Xj) =
α∗j (1− α∗j )

1 + κ

Para la ecuación de estado de DBSSM, establecemos α∗1 = αS(t), α∗2 =
αI(t), α∗3 = αR(t).
Basados en los parámetros de la distribución Dirichlet, tendremos que,

E(αt|αt−1, φ) = (αS(t− 1), αI(t− 1), αR(t− 1))
′

Var(S(t)|θt−1, φ)
Var(I(t)|θt−1, φ)
Var(R(t)|θt−1, φ)

 =



αS(t)(1− αS(t))
1 + κ

αI(t)(1− αI(t))
1 + κ

αR(t)(1− αR(t))
1 + κ


donde αS(t) + αI(t) + αR(t) = 1
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Capítulo 4

Análisis de los datos de
COVID-19 en El Salvador

4.1. Modelo epidemiológico con tasa de transmi-
sión variable en el tiempo

El modelo epidemiológico básico con tasas de transmisión constantes en el
modelo SIR ecuación (3.26) no refleja la realidad, donde se han aplicado
niveles de cuarentenas. Muchas formas de intervenciones humanas que es-
tán alterando la tasa de transmisión a lo largo del tiempo que incluyen:

Medidas de protección a nivel individual, como usar mascarillas y
caretas, usar alcohol gel, tomar aislamiento en el hogar y distancia-
miento social en lugares públicos.

Cuarentenas a nivel comunitario, hospitalización y aislamiento para
casos infectados, bloqueo de municipios, control de tráfico y activi-
dades sociales restringidas, etc.

Además, el virus en sí puede mutar para evolucionar, por lo que aumen-
ta la tasa potencial de casos asintomáticos es decir falsos negativos en el
diagnóstico de la enfermedad. Como resultado, algunos portadores de vi-
rus individuales no están contenidos. Por lo tanto, la velocidad de transmi-
sión β, de hecho, varía con el tiempo, lo que debe tenerse en cuenta en el
modelado.
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4.1. MODELO EPIDEMIOLÓGICO CON TASA DE TRANSMISIÓN
VARIABLE EN EL TIEMPO

Figura 4.1: Un modelo SIR extendido.

Una extensión del modelo epidemiológico básico anterior es permitir una
probabilidad variable en el tiempo de que una persona susceptible se en-
cuentre con una persona infectada o viceversa. Suponga que en un mo-
mento t, qS(t) ∈ [0, 1] es la posibilidad de que una persona en riesgo esté
aislada en el hogar, y qI ∈ [0, 1] es la posibilidad de que una persona in-
fectada esté en cuarentena en el hospital. Por lo tanto, la posibilidad de
transmisión de la enfermedad cuando una persona en riesgo se encuentra
con una persona infectada se modifica como:

β{1− qS(t)} θS
t {1− qI(t)} θ I

t := βπ(t) θS
t θ I

t ,

con π(t) := {1− qS(t)} {1− qI(t)} ∈ [0, 1]. En efecto, este π(t) modifica
la posibilidad de que una persona susceptible se reúna con una persona
infectada o viceversa, lo que se denomina como un modificador de trans-
misión debido a la cuarentena. Obviamente, sin cuarentena, π(t) = 1 para
cualquier tiempo t, figura 4.1. Esto da como resultado un nuevo modelo
SIR con un modificador de velocidad de transmisión variable en el tiempo:

dθS
t

dt
= −βπ(t)θS

t θ I
t ,

dθ I
t

dt
= βπ(t)θS

t θ I
t − γ θ I

t y
dθR

t
dt

= γ θ I
t

(4.1)
donde el término del producto βπ(t) define una tasa de transmisión rea-
lista que refleja las medidas de cuarentena actualmente aplicadas de todos
los nivel. Tenga en cuenta que el modelo SIR extendido anterior supone
principalmente que tanto la probabilidad a nivel de población de ser sus-
ceptible como la probabilidad a nivel de población de ser infectado siguen
siendo las mismas, pero la probabilidad de que una persona susceptible se
reúna con una persona infectada se reduce en π(t).
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4.1. MODELO EPIDEMIOLÓGICO CON TASA DE TRANSMISIÓN
VARIABLE EN EL TIEMPO

El modificador de velocidad de transmisión π(t) debe especificarse de
acuerdo con los protocolos de cuarentena reales en una región determi-
nada. Una posible elección de π(t) puede ser una función escalonada que
refleje medidas de aislamiento, a continuación se muestra un ejemplo de
una función seccionada, con algunos vectores de probabilidad:

Escenario 4.1.1

π(t) =


π01, si t ≥ 23 enero 2020, no hay protocolo de cuarentena, ;
π02, si t ∈ (23 enero 2020, 4 febrero 2020] bloqueo de la ciudad;
π03, si t ∈ (4 febrero 2020, 8 febrero 2020], Cuarentena mejorada;
π04, si t > 8 febrero 2020, apertura de nuevos hospitales.

Figura 4.2: El modificador de velocidad de transmisión toma diferentes
formas de funciones escalonadas bajo diferentes medidas de cuarentena a
lo largo del tiempo. Las gráficas de A a C indican π0 = (π01, π02, π03, π04)
igual a (1, 1, 1, 1), (1, 0. 9, 0. 8, 0. 5) y (1, 0. 9, 0. 5, 0. 1) con puntos de cambio
de tiempo (23 enero , 4 febrero, 8 febrero) respectivamente.

Cuando π0 = (π01, π02, π03, π04) se eligen con diferentes valores, como se
muestra en la Figura 4.2, obtenemos diferentes tipos de modificadores de
velocidad de transmisión alineados con diferentes protocolos de cuarente-
na. Técnicamente, la función aproximada de f de Runge-Kutta, se puede

obtener fácilmente reemplazando β por βπ(t) en la especificación del mo-
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4.2. IMPLEMENTACIÓN: ALGORITMO DE CADENAS DE MARKOV
MONTE CARLO

delo de prevalencia latente (3.25) y, además, en todas las cantidades y pasos
en la implementación de MCMC.

4.2. Implementación: Algoritmo de Cadenas de
Markov Monte Carlo

La implementación del algoritmo MCMC para recopilar sorteos de las dis-
tribuciones posteriores y obtener estimaciones e intervalos de confianza de
los parámetros desconocidos en los modelos anteriores especificados en la
Sección 3.3.

Los muestreos MCMC latentes son muestreados y pronosticados por MCMC,
particularmente para la prevalencia de infección y la probabilidad de eli-
minación, θ I

t y θR
t , lo que nos permite determinar los puntos de interés y el

número de reproducción R0.

El primer punto de inflexión de interés es el momento en que el número
diario de nuevos casos infectados deja de aumentar. Matemáticamente, es-
to corresponde al tiempo t en el cual: θ̈ I

t = 0 o el gradiente de θ̇ I
t es cero,

como se ilustra en el Panel A en la Figura 4.3, está marcado por una línea
verde, el pico de θ̇ I

t , denotado por la línea verde vertical, es el primer pun-
to de inflexión de interés. El segundo punto de inflexión es el momento en
que los casos infectados acumulados alcanzan su máximo, lo que significa
θ̇ I

t = 0. En principio, el segundo punto de inflexión ocurre solo después del
primero, como se muestra en el Panel B en la Figura 4.3.
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4.2. IMPLEMENTACIÓN: ALGORITMO DE CADENAS DE MARKOV
MONTE CARLO

Figura 4.3:

El número de reproducción R0 de una enfermedad infecciosa se estima
mediante la relación R0 = β/γ, donde β y γ se estiman a partir de sus
distribuciones posteriores.
Debido a que se considera el compartimento de cuarentena, R0 puede cam-
biar de acuerdo con las formas de los protocolos de cuarentena.
Adoptamos un algoritmo MCMC estándar para dibujar el proceso latente.
Sea t0 el tiempo actual hasta el cual hemos observado los datos (Y I

0:t0
, YR

0:t0
).

Para realizar M sorteos de Y I
0:t0

, Y YR
0:t0

para t ∈ [t0 + 1, T], nosotros proce-
demos de la siguiente manera:
para cada m = 1, ... , M,

(1) traza θ
(m)
t de la posterior

[
θt | θ(m)

t−1, τ(m)
]

del proceso de prevalencia,
en t = t0 + 1, ..., T;

(2) traza
(

Y I(m)
t , YR(m)

t

)
de
[
Y I

t | θ
(m)
t , τ(m)

]
y
[
YR

t | θ
(m)
t , τ(m)

]
de acuer-

do con el proceso observado, en t = t0 + 1, ... , T, respectivamente

Las distribuciones anteriores se especifican con algunos de los hiperpará-
metros que se establecen de acuerdo con los datos del SARS de Hong Kong

θ I
0 ∼ Beta(1, (Y I

1 )
−1), θS

0 ∼ Beta(1, (YR
1 )
−1), θR

0 = 1− θS
0 − θ I

0;
R0 ∼ Log N (1,099, 0,096) con E(R0) = 3,15, SD(R0) = 1;
γ ∼ Log N (−2,955, 0,0910) con E(γ) = 0,0117, SD(γ) = 0,1, β = R0 γ;
κ ∼ Gamma (2, 0,0001), λI ∼ Gamma (2, 0,0001), λR ∼ Gamma (2, 0,0001)
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4.3. INTERPRETACIÓN DE LOS RESULTADOS DEL MODELO

Figura 4.4: Algoritmo MCMC

En la configuración predeterminada, las variaciones de las distribuciones
anteriores se establecen en valores relativamente grandes para reflejar el
hecho de que el conocimiento previo limitado de estos parámetros del
modelo epidemiológico está disponible. Cuando se puede acceder a más
información durante el curso de la pandemia, se pueden usar valores de
varianza anteriores más pequeños, lo que lleva a intervalos creíbles más
estrictos para los parámetros y puntos de inflexión del modelo.

4.3. Interpretación de los resultados del modelo

Aplicamos el modelo MCMC, usando la función tvt.eSIR, (donde puede
leer el articulo [1] citado en la bibliografía) con tasa de transición varia-
ble en el tiempo π(t), para analizar los datos de COVID-19 recopilados
del sitio web público del gobierno de El Salvador 1, donde el primer caso
por coronavirus que se identificó en el país fue el 18 de marzo del 2020,
y se dió seguimiento del avance de los casos y de las distintas medidas
que el gobierno Salvadoreño ejecutó desde antes del primer caso, esto ayu-
dó a que el virus no se propagara tan rápidamente como en otros países,
mostramos en este capítulo esos distintos escenarios en los que se intervino
con distintas fases de cuarentenas; estrictas y moderadas, así como también
mostramos escenarios para ver el comportamiento de casos hipotéticos se-
gún distintas fases propuestas para la reapertura de la economía en el país,
también simulamos escenarios según avance de personas vacunas.
Estos distintos escenarios, nos muestran el impacto que tendrían en el nú-

1https://covid19.gob.sv
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4.3. INTERPRETACIÓN DE LOS RESULTADOS DEL MODELO

mero de casos infectados según las proporciones de personas que pudieran
tener contacto entre ellas, según en cada etapa o rango de fechas en la fun-
ción π(t), si se ejecuta el modelo con π(t) = 1 seria un modelo SIR básico
sin restricciones de cuarentenas ni protocolos de seguridad para evitar pro-
pagación del virus.
Se presenta el primer escenario

Escenario 4.3.1

π(t) =


π01, si t ≤ 11 marzo 2020, no hay protocolo de cuarentena, ;
π02, si t ∈ (11 marzo 2020, 16 marzo 2020] Cuarentena y

suspensión de clases escuelas y Universidades ;
π03, si t ∈ (16 marzo 2020, 20 marzo 2020], Cierre fronteras y aeropuertos;
π04, si t > 20 marzo 2020, Cuarentena Domiciliar y cierre de empresas.

Probamos para la función del (Escenario 4.3.1) con vectores de probabilidad
π0 correspondientes a (1, 0. 9, 0. 8, 0. 5) y (1, 0. 9, 0. 5, 0. 1)
Estos vectores se definieron tomando en cuenta las probabilidades de ser
infectado según las restricciones de la cuarentena, por ejemplo el primer
valor de 1 hace referencia a la probabilidad de ser infectado antes del 11 de
Marzo, como mencionábamos anteriormente una pandemia sin restriccio-
nes de cuarentena se puede aplicar el modelo SIR básico, que es equivalente
a tomar la función constante π = 1, es decir, todo el vector de probabili-
dad sería igual a 1, y teniendo en cuenta que antes de esa fecha no había
ninguna restricción en esta simulación le asignamos probabilidad 1 y des-
pués del 11 se inició con las medidas de cuarentena la probabilidad de una
persona susceptible se encuentre con una infectada se reduce, de ahí que
vamos variando la función según el tipo de restricción.
Los resultados para el Escenario 4.3.1 y tomando en cuenta los 2 vectores
de probabilidad se obtiene los resultados, aplicados a la función tvt.eSIR()
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Vector 1
π0 = (1, 0. 9, 0. 8, 0. 5)

Vector 2
π0 = (1, 0. 9, 0. 5, 0. 1)

En estos escenarios de pronóstico de los compartimentos infectados, los
puntos negros que están antes de la línea vertical azul indican las pro-
porciones observadas de infectados hasta la última fecha de observaciones
disponibles. Es decir, la linea vertical azul marca el tiempo t0 (último dato
observado) como se define en la Sección 4.2, para las gráficas del vector 1 y
vector 2 el último dato observado es el 30 de abril de 2020. Las líneas ver-
ticales verde y púrpura indican el primer y el segundo punto de inflexión,
respectivamente.
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4.4. SIMULACIONES BAJO CUARENTENA VARIABLE EN EL TIEMPO
APLICADO EN EL SALVADOR

El primer punto de inflexión para la gráfica del vector 1 es el 18 de Junio y
para la gráfica del vector 2 el 24 de Julio, ambas del año 2020, mientras que
el segundo punto de inflexión para la gráfica del vector 1 es el 24 de Junio
y para la gráfica del vector 2 el 21 de Julio. El área de color salmón denota
el intervalo de confianza del 95 % de las proporciones pronosticadas Y I

t
después de t0, mientras que el área de color cyan representa los intervalos
de confianza del 95 % de la prevalencia (θ I

t ) antes del tiempo t0. La curva
gris y roja representa la media y mediana posteriores respectivamente.

4.4. Simulaciones bajo cuarentena variable en el
tiempo aplicado en El Salvador

Tomando en cuenta siempre el Escenario 4.3.1, ahora con último dato ob-
servado 1 de Mayo 2020 y tomando en cuenta otros vectores de probabili-
dad, para poder mostrar distintos simulaciones con vectores distintos, para
mostrar diferentes situaciones que pudieran suceder, según el número de
personas expuestas.
Variamos el vector de probabilidad π con el fin de mostrar cual seria el
número máximo de casos o como se comportaría el final de la pandemia
en cada vector. π = (π01, π02, π03, π04)

Vector 1
π = (1. 0, 0. 8, 0. 5, 0. 3)

En la gráfica, para el vector 1 se observa el primer punto de inflexión
el 6 de Julio 2020, con una media de 34, 796 infectados y una mediana
de 125 infectados.

El segundo punto de inflexión para el 10 de Agosto 2020, donde esta-
ría el máximo donde tenemos una media de 65, 031 infectados y una
mediana de 0 infectados.

Y en el peor de los casos, con un intervalo de confianza del 95 %,
tendremos un máximo de 609, 995 contagios para el 17 de Agosto
2020.
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Vector 2
π = (1. 0, 0. 5, 0. 3, 0. 1)

En la gráfica, para el vector 2 se observa el primer punto de inflexión
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el 27 de Abril 2020, con una media de 259 infectados y una mediana
de 253 infectados.

El segundo punto de inflexión para este vector está para el 1 de Mayo
2020, donde estaría el máximo con una media de 287 infectados y una
mediana de 260 infectados.

Y en el peor de los casos, con un intervalo de confianza del 95 %
tendremos un máximo de 963 contagios para el 3 de Mayo 2020.

Vector 3
π = (0. 8, 0. 6, 0. 4, 0. 2)

En este escenario, con el vector 3 mostramos un escenario en el que
el primer valor es 0. 8 se toma en cuenta que para el 11 de Marzo se
inició el estado de cuarentena, podríamos decir que no es una tasa
de transmisión de 1 porque el virus aún no estaba dentro del país la
tasa de contagio debe ser más baja, en la gráfica, para este vector 3
se observa el primer punto de inflexión el 26 de Abril 2020 con una
media de 275 infectados y una mediana de 257 infectados.

En el segundo punto de inflexión esta para el 1 de Mayo 2020, donde
estaría el máximo con una media de 277 infectados y una mediana de
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281 infectados.

Y en el peor de los casos con un intervalo de confianza del 95 %,
tendremos un máximo de 8433 contagios para el 9 de Junio 2020.

Vector 4
π = (0. 6, 0. 5, 0. 3, 0. 1)

En la gráfica, para el vector 4 se observa el primer punto de inflexión
el 19 de Abril 2020, con una media de 200 infectados y una mediana
de 209 infectados.

El segundo punto de inflexión se da para el 2 de Mayo donde estaría
el máximo con una media de 283 infectados y una mediana de 284
infectados.

Y en el peor de los casos con un intervalo de confianza del 95 %
tendremos un máximo de 835 contagios para el 25 de mayo 2020.

Notar que en esta simulación se presenta un vector bastante estricto
con una situación donde podría estar bien controlado la situación de
contagios en la pandemia, por eso vemos un final como en Agosto de
2020, obviando mutaciones del virus nuevas variantes, etc.

64
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Se presentan a continuación otros escenarios simulando las distintas fases
de cuarentena que se implementaron por el Gobierno central, considerando
distintos valores para el vector π(t) para ello se estimó las proporciones de
personas expuestas en cada fase de cuarentena.

Escenario 4.4.1

π(t) =


π01, si t ≤ 17 marzo 2020, sin cuarentena, ;
π02, si t ∈ (17 marzo 2020, 20 marzo 2020] Cuarentena y

suspensión de clases escuelas y Universidades ;
π03, si t ∈ (20 marzo 2020, 6 abril 2020], Aglomeración en los CENADE;
π04, si t > 6 abril 2020, apertura completa.

Para este escenario mostramos 3 vectores de probabilidad distintas para la
función π, donde esta función agregamos un intervalo de tiempo “Aglo-
meración en los CENADE” donde se hizo entrega de apoyo económico a
familias afectadas por la cuarentena, esto hizo que una gran cantidad de
personas llegara a los Centros de Atención por Demanda del Ministerio de
Economía (Cenade) y a distintas sucursales bancarias, aumentando así el
riesgo de contagio de coronavirus en la población, para este intervalo au-
mentamos la probabilidad de contagio para ver el efecto en las gráficas, y
siempre estimando la proporción de personas expuestas en cada intervalo
de fechas π = (π01, π02, π03, π04), siempre trabajamos con la misma base
con último dato observado el 1 de mayo de 2020

Vector 1
π = (1. 0, 0. 85, 0. 95, 0. 5)

En la gráfica, para el vector 1 se observa el primer punto de infle-
xión el 27 de Junio 2020, con una media de 55, 092 infectados y una
mediana de 3, 595 infectados.

El segundo punto de inflexión el 5 de septiembre donde estaría el
máximo con una media de 183, 910, infectados y una mediana de
45, 855 infectados.

Y en el peor de los casos con un intervalo de confianza del 95 % ten-
dremos un máximo de 1, 155, 780, contagios para el 18 de septiembre
2020.
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Vector 2
π = (1. 0, 0. 7, 0. 95, 0. 3)

Para la gráfica, del vector 2 se observa el primer punto de inflexión
el 2 de Septiembre 2020, con una media de 7, 225 infectados y una
mediana de 0 infectados.
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El segundo punto de inflexión para el 3 de noviembre 2020 donde
estaría el máximo con una media de 13, 805 infectados y una mediana
de 0 infectados.

Y en el peor de los casos con un intervalo de confianza del 95 %,
tendremos un máximo de 186, 209 contagios para el 25 de octubre
2020.

Vector 3
π = (1. 0, 0. 6, 0. 75, 0. 2)

La gráfica, para el vector 3, se observa el primer punto de inflexión el
26 de abril 2020 con una media de 258 infectados y una mediana de
254 infectados.

El segundo punto de inflexión para el 2 de Mayo 2020 donde estaría
el máximo con una media de 285 infectados y una mediana de 271
infectados.

Y en el peor de los casos con un intervalo de confianza del 95 %
tendremos un máximo de 963 contagios para el 5 de Junio 2020.
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Escenario 4.4.2

π(t) =



π01, si t ≤ 17 marzo 2020, sin cuarentena, ;
π02, si t ∈ (17 marzo 2020, 20 marzo 2020] Cuarentena y

suspensión de clases escuelas y Universidades ;
π03, si t ∈ (20 marzo 2020, 30 marzo 2020] cuarentena domiciliar obligatoria;
π04, si t ∈ (30 marzo 2020, 22 abril 2020], efecto CENADE ;
π05, si t ∈ (22 abril 2020, 6 mayo 2020], cuarentena domiciliar obligatoria ;
π06, si t ≥ 7 abril 2020, máxima restricción.

Vector 1
π = (0. 9, 0. 6, 0. 23, 0. 46, 0. 23, 0. 08)

Como último dato observado para es para este vector 1, tenemos has-
ta el 10 de mayo de 2020 donde el primer punto de inflexión (línea
verde) está al 5 de Mayo 2020 con una media (Curva gris) de 420 y
una mediana (curva roja) de 422 casos activos infectados, para este
día los casos activos reales fueron de 399.

El segundo punto de inflexión (Línea purpura): Sería el 11 de Mayo
2020 donde estaría el máximo con una media de 517 y una mediana
504 casos activos de infectados.
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Y el mínima número de contagios estaríamos viéndolo el 20 de Julio
2020

4.5. Simulaciones con fechas de reapertura de la
economía en El Salvador

A las autoridades de un país así como al sistema de salud y economía les
interesa saber los distintos escenarios que se pueden presentar al iniciar
la reaperturar de la economía después de una cuarentena estricta, con es-
trategias de que negocios comenzar a abrir a modo de llevar un equilibrio
y control de personas que estarán expuestas, y no tener un colapso en el
sistema de salud, una buena estrategias puede ser a partir de nuestro mo-
delo, simular los escenarios necesarios para tener este control y eficiencia
para no saturar ni el sistema de salud ni afectar la economía, la idea de este
contenido es esa mostrar esos escenarios.

Escenario 4.5.1

π(t) =



π01, si t ≤ 17 marzo 2020, sin cuarentena, ;
π02, si t ∈ (17 marzo 2020, 20 marzo 2020] Cuarentena y

suspensión de clases escuelas y Universidades ;
π03, si t ∈ (20 marzo 2020, 30 marzo 2020] cuarentena domiciliar obligatoria;
π04, si t ∈ (30 marzo 2020, 22 abril 2020], efecto CENADE ;
π05, si t ∈ (22 abril 2020, 6 mayo 2020], cuarentena domiciliar obligatoria ;
π06, si t ∈ (6 mayo 2020, 8 junio 2020], máxima restricción ;
π08, si t ≥ 9 junio 2020, apertura bajo medidas

Los datos para este escenario están actualizados al 28 de Mayo de 2020.

Vector 1
π = (0. 9, 0. 75, 0. 46, 0. 6, 0. 46, 0. 12, 0. 24)

El primer punto de inflexión (línea verde): Sería el 20 de diciembre
2020 con una media (Curva gris) de 19, 938 y una mediana (curva
roja) de 0 casos activos infectados.

Nota: Los datos están hasta el 28 de Mayo 2020, que es lo que marca
la línea azul (el último dato observado) Y en el peor de los casos con
un intervalo de confianza del 95 % podríamos tener un máximo de
389, 400 casos activos para el 25 de Enero 2021
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Vector 2
π = (0. 90, 0. 75, 0. 46, 0. 60, 0. 46, 0. 12, 0. 56)
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El primer punto de inflexión (línea verde): Sería el 9 de Agosto 2020
con una media (Curva gris) de 384, 507 y una mediana (curva roja)
de 84, 002 casos activos infectados. El segundo punto de inflexión
(Línea purpura): Seria el 8 de Septiembre donde estaría el máximo
con una media de 655, 650 y una mediana 473, 992 casos activos de
infectados. Pero podríamos tener a lo sumo 1, 980, 000 casos activos
con un intervalo de confianza del 95 %

Vector 3
π = (0. 90, 0. 75, 0. 46, 0. 60, 0. 46, 0. 12, 0. 9)

El primer punto de inflexión (línea verde): Sería el 11 de Julio 2020
con una media (Curva gris) de 669, 701 y una mediana (curva roja) de
239, 868 casos activos infectados.

El segundo punto de inflexión (Línea purpura): Seria el 1 de Agosto
2020 donde estaría el máximo tenemos una media de 1, 411, 640 y
una mediana de 1607902 casos activos de infectados. Pero podríamos
tener a lo sumo 2, 904, 000 casos activos con un intervalo de confianza
del 95 %.

Y la curva estría bajando el 11 de abril 2021, a esa fecha ya no ten-
dríamos casos activos
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Escenario 4.5.2

π(t) =



π01, si t ≤ 17 marzo 2020, sin cuarentena, ;
π02, si t ∈ (17 marzo 2020, 20 marzo 2020] Cuarentena y

suspensión de clases escuelas y Universidades ;
π03, si t ∈ (20 marzo 2020, 30 marzo 2020] cuarentena domiciliar obligatoria;
π04, si t ∈ (30 marzo 2020, 22 abril 2020], efecto CENADE ;
π05, si t ∈ (22 abril 2020, 6 mayo 2020], cuarentena domiciliar obligatoria ;
π06, si t ∈ (6 mayo 2020, 15 junio 2020], máxima restricción ;
π07, si t ∈ (15 junio 2020, 15 julio 2020], apertura estricta;
π08, si t ∈ (15 julio 2020, 15 agosto 2020], apertura intermedia;
π09, si t ≥ 16 agosto 2020, apertura completa

Los datos para este escenario están actualizados al 30 de Mayo de 2020.

Vector 1
π = (0. 90, 0. 75, 0. 46, 0. 6, 0. 46, 0. 12, 0. 24, 0. 56, 0. 8)

El primer punto de inflexión (línea verde): Seria el 1 de septiembre
de 2020 con una media (Curva gris) de 402, 810 y una mediana (curva
roja) de 19, 358 casos activos infectados.
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El segundo punto de inflexión (Línea purpura): Seria el 26 de sep-
tiembre de 2020 donde estaría el máximo (curva acumulada) y tene-
mos una media de 711, 233 y una mediana de 173, 324 casos activos
(curva acumulada) de infectados.

Escenario 4.5.3

π(t) =



π01, si t ≤ 17 marzo 2020, sin cuarentena, ;
π02, si t ∈ (17 marzo 2020, 20 marzo 2020] Cuarentena y

suspensión de clases escuelas y Universidades ;
π03, si t ∈ (20 marzo 2020, 30 marzo 2020] cuarentena domiciliar obligatoria;
π04, si t ∈ (30 marzo 2020, 22 abril 2020], efecto CENADE ;
π05, si t ∈ (22 abril 2020, 6 mayo 2020], cuarentena domiciliar obligatoria ;
π06, si t ∈ (6 mayo 2020, 7 junio 2020], máxima restricción ;
π07, si t ∈ (7 junio 2020, 8 julio 2020], apertura estricta;
π08, si t ∈ (8 julio 2020, 9 agosto 2020], apertura intermedia;
π09, si t ≥ 9 agosto 2020, apertura completa

Los datos para este escenario están actualizados al 30 de Mayo de 2020.

Vector 1
π = (0. 90, 0. 75, 0. 46, 0. 60, 0. 46, 0. 12, 0. 24, 0. 56, 0. 80)

El primer punto de inflexión (línea verde): Sería el 27 de agosto de
2020 con una media (curva gris) de 416, 743 y una mediana (curva
roja) de 48, 910 casos activos infectados.

El segundo punto de inflexión (línea purpura): Sería el 22 de septiem-
bre de 2020 con una mediana (curva roja) de 690, 036 casos activos
(curva acumulada) de infectados.
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4.6. Adaptando el modelo con datos de avance de
aplicación de la Vacuna contra el Covid-19

En este capítulo mostraremos algunos escenarios, donde utilizamos nues-
tro modelo Markoviano, pero ahora tomando en nuestra función seccio-
nada, fechas con un estimado de avance de la aplicación de la vacuna y
estimando un vector de probabilidad con el porcentaje de efectividad y
número de personas vacunas, en este capítulo la idea es mostrar que el
modelo se puede adaptar a otras situaciones, aunque no se pretende pro-
fundizar en el tema, a manera de incentivar a seguir con este estudio se
presentan algunas simulaciones.
El proceso de inmunización contra Covid-19 que inicio el 18 de febrero de
2021 con médicos, enfermeras y personal de apoyo que trabajan en primera
línea contra el virus fueron los primeros en recibir la primera dosis de la
vacuna.
Los vectores de probabilidad, se han tomado con estimaciones del porcen-
taje de avance de la segunda dosis aplicada de la vacuna, el período de
datos para estas simulaciones, tenemos como primer dato el 17 de Marzo
de 2020 y como último dato observado tenemos hasta el 31 de Julio de 2021
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Escenario 4.6.1

π(t) =



π01, si t ≤ 17 febrero 2021
π02, si t ∈ (17 febrero 2021, 15 mayo 2021]
π03, si t ∈ (15 mayo 2021, 30 julio 2021]
π04, si t ∈ (30 julio 2021, 30 agosto 2021]
π05, si t ∈ (30 agosto 2021, 29 septiembre 2021]
π06, si t ∈ (29 septiembre 2021, 20 noviembre 2021]
π07, si t > 20 noviembre 2021

Para esta función presentamos dos vectores de probabilidad, (variables en
el tiempo) con sus resultado gráficamente.

Vector 1
π = (0. 80, 0. 60, 0. 50, 0. 50, 0. 60, 0. 58, 0. 40)

Vector 2
π = (0. 90, 0. 75, 0. 70, 0. 80, 0. 75, 0. 60, 0. 50)

Para el Escenario 4.6.1 tenemos el vector 1 con probabilidades estrictas, ha-
ciendo referencia a un escenario donde hay más efectividad de la vacuna
o más personas vacunadas, esto sin tomar en cuenta nuevas mutaciones
o nuevas variantes (recordar que se están haciendo solo estimaciones, con
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datos más certeros se puede hacer una estimación mas exacta de estos vec-
tores y así tener resultados mejores), y en el vector 2 tenemos un escenario
menos estricto haciendo referencia o bien a un porcentaje bajo de perso-
nas vacunadas o simplemente la vacuna es poco efectiva. Como puntos
importantes a destacar en las gráficas recordando que el último dato ob-
servado, es decir, la base de datos está actualizada al 31 de Julio 2021, con
esto tenemos que para la gráfica del vector 1 hay un alza más o menos en
Noviembre-Diciembre de 2021, pero notar que las probabilidades se fueron
aumentando también provocando este pequeño cambio en el crecimiento,
para la gráfica del vector 2 es menos estricto que el primero, la gráfica tiene
un liguero crecimiento en Octubre de 2021 y luego solo decrece, estiman-
do un final de la pandemia en Mayo-Junio de 2022 igual para el vector 1
tendría su final casi en las mismas fechas.
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Escenario 4.6.2

π(t) =



π01, si t ≤ 17 febrero 2021
π02, si t ∈ (17 febrero 2021, 30 abril 2021 ]
π03, si t ∈ (30 abril 2021 , 30 julio 2021 ]
π04, si t ∈ (30 julio 2021, 30 agosto 2021]
π05, si t ∈ (30 agosto 2021, 18 septiembre 2021]
π06, si t ∈ (18 septiembre 2021, 26 octubre 2021]
π07, si t ∈ (26 octubre 2021, 20 diciembre 2021]
π08, si t ∈ (20 diciembre 2021, 28 febrero 2022 ]
π09, si t > 28 febrero 2022

Vector 1
π = (0. 80, 0. 65, 0. 60, 0. 65, 0. 75, 0. 80, 0. 60, 0. 65, 0. 40)

En este escenario, tenemos un vector que su probabilidad baja entre el 30
abril - 30 julio y luego sube y vuelve a bajar en 26 octubre (estos cambios
podemos hacer referencia con nuevas variantes del virus donde la vacuna
pierde su efectividad) y bajo un escenario supuesto con estas probabilida-
des vemos una tendencia con bastantes cambios (o picos) en la gráfica, y
también se observa que el final se extiende más que en el escenario ante-
rior para este caso sería más o menos en diciembre 2022, notar también
que para este escenario el ultimo compartimento de la función esta hasta
28 de febrero de 2022, a excepción del escenario anteriores teníamos hasta
diciembre 2021.
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Escenario 4.6.3

π(t) =



π01, si t ≤ 28 febrero 2021
π02, si t ∈ (28 febrero 2021, 12 abril 2021]
π03, si t ∈ (12 abril 2021, 27 junio 2021]
π04, si t ∈ (27 junio 2021, 30 agosto 2021]
π05, si t ∈ (30 agosto 2021, 20 septiembre 2021]
π06, si t ∈ (20 septiembre 2021, 30 octubre 2021]
π07, si t ∈ (30 octubre 2021, 30 diciembre 2021]
π08, si t > 30 Diciembre 2021

Vector 1
π = (0. 90, 0. 60, 0. 50, 0. 45, 0. 40, 0. 40, 0. 35, 0. 20)
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Vector 2
π = (0. 90, 0. 70, 0. 55, 0. 65, 0. 75, 0. 80, 0. 85, 0. 6)

En esta función tenemos dos vectores también, el vector 1 bastante estricto
con un comportamiento decreciente y según ese efecto en el vector es el
resultado que observamos en la gráfica, que podríamos decir que es “el
caso ideal” se estaría viendo un fin más o menos en abril-mayo de 2022
alargándose un poco con el intervalo de confianza, y el vector 2 con cam-
bios crecientes y decrecientes y por eso vemos en la segunda gráfica un
pico como en enero de 2021 mostrando con este vector que si hay nuevas
variantes con las que la vacuna ya no es efectiva, la probabilidad de conta-
gio aumenta y ya no tenemos “un caso ideal”como en el anterior vector y
este se estaría alargando más el final de la pandemia incluso en diciembre
de 2022, aun siguen habiendo casos.
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Escenario 4.6.4

π(t) =



π01, si t ≤ 15 abril 2021
π02, si t ∈ (15 abril 2021, 15 junio 2021]
π03, si t ∈ (15 junio 2021, 30 septiembre 2021]
π04, si t ∈ (30 septiembre 2021, 30 noviembre 2021]
π05, si t ∈ (30 noviembre 2021, 29 enero 2022]
π06, si t ∈ (29 enero 2022, 20 marzo 2022]
π07, si t ∈ (20 marzo 2022, 20 mayo 2022]
π08, si t > 20 mayo 2022

Para este escenario nuestra base está actualizada hasta el 25 de enero de
2022, es decir el último dato observado es de fecha 25 de enero, presenta-
mos el siguiente vector de probabilidad, (variables en el tiempo) con sus
resultado gráficamente.

Vector 1
π = (0. 70, 0. 60, 0. 50, 0. 40, 0. 20, 0. 45, 0. 75, 0. 80)
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En este escenario, según el vector 1, con probabilidades de contagios en
aumento desde enero 2022, presentando un escenario en el que la población
sufre un alto contagio a pesar de estar vacunada, mostrando así nuevas
variantes resistentes a las vacunas aplicadas a la población Salvadoreña,
teniendo así el ultimo dato observado (linea azul) el 25 de enero del 2022,
el primer punto de inflexión (línea verde): Sería el 4 de Enero 2023 con una
media (Curva gris) de 363, 660 y una mediana (curva roja) de 348, 480 casos
infectados activos. El segundo punto de inflexión (Línea purpura): Seria el
12 de mayo de 2023 donde estaría el máximo con una media de 588, 060 y
una mediana 599, 280 casos activos de infectados.
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Dado que este modelo propuesto utiliza la fuerza del sistema dinámico
del SIR para capturar el mecanismo primario de la enfermedad infecciosa
COVID-19, podemos predecir episodios futuros de los patrones de propa-
gación de la enfermedad para una cantidad de días desde la última fecha
de disponible de datos, este número de días lo podemos cambiar en el
modelo a conveniencia teniendo en cuenta que a mayor número de días a
predecir el modelo tardará mas en ejecutarse.
Algunos de los puntos de inflexión de interés se obtienen de las curvas
de pronóstico como parte de los resultados, incluido el tiempo previsto
cuando la proporción diaria de casos infectados se vuelve más pequeña
que los anteriores y el tiempo previsto cuando la proporción diaria de
casos removidos (es decir, tanto recuperados como muertos) se vuelve más
grande que la de los casos infectados, así como el momento en que termina
la pandemia.
Como resultados proporciona cuantificación de la incertidumbre sobre la
predicción, en lugar de solo valores de predicción puntuales, que son va-
liosos para ver lo mejor versus lo peor. La contribución novedosa clave
es la incorporación de protocolos de cuarentena que varían con el tiempo
para expandir el modelo epidemiológico básico para acomodar las tasas
de transmisión cambiantes a lo largo del tiempo en la población. Esto se-
ría muy útil para profesionales en área de salud o gobiernos para evaluar
diferentes tipos de estrategias de cuarentena en la práctica.
El algoritmo MCMC implementa la estimación estadística y la predicción
debido a la incertidumbre de predicción. Dada la considerable complejidad
en la dinámica de propagación del virus COVID-19 y la información poten-
cialmente inexacta de las medidas de cuarentena, así como las proporcio-
nes probablemente no reportadas de muertes, infectados y recuperados, es
de importancia crítica poder medir e informar la incertidumbre en el pro-
nóstico. Tenga en cuenta que es muy difícil, si no imposible, recopilar los
datos de las personas infectadas que no presentan síntomas o síntomas le-
ves tuvieron aislamiento en el hogar y se recuperaron, a pesar de los serios
esfuerzos realizados por el gobierno para realizar una pruebas gratuitas en
puntos estratégicos, también considerar que con el paso del tiempo el virus
tambien presenta variantes unas mas fuertes y contagiosas que otras.
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