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Introduccidon

Con esta investigaciéon documental se busca mediante la aplicacién de
un modelo Markoviano predecir la evoluciéon del COVID-19 en El Salvador.

En ciencias de la salud, muchas variables de interés muestran cambios
en el tiempo. Predecir qué valor futuro alcanzard una variable bajo deter-
minadas condiciones iniciales constituye una importante fuente de infor-
macién para la investigacion bésica y aplicada, al igual que para la toma
de decisiones en la gestién de servicios de salud y la atencién sanitaria. Los
procesos estocdsticos son secuencias de variables aleatorias observadas en
sucesivos instantes de tiempo, y los modelos de Markov permiten estudiar
la evolucién temporal de cualquier proceso cuyo estado futuro dependa
solo del estado en que se encuentre en el presente, pero no de su historia
pasada. Desde comienzos del siglo XX sus aplicaciones en el ambito sani-
tario han sido multiples, siendo una linea de investigacion de interés en la
actualidad tanto a nivel teérico como aplicado.

El objetivo de este trabajo es mostrar un modelo markoviano adaptado a
un problema que ha marcado un antes y un después en a humanidad, lo
que inici6 como una enfermedad contagiosa en Wuhan, China en Diciem-
bre 2019, que al poco tiempo se expandi6 en distintos paises del mundo, y
el 11 de marzo de 2020, el Director General de la Organizacién Mundial de
la Salud (OMS) anunci6é que la nueva enfermedad por el coronavirus 2019
(COVID-19) puede caracterizarse como una pandemia. La caracterizacion
de pandemia significa que la epidemia se ha extendido por varios paises,
continentes o todo el mundo, y que afecta a un gran niimero de personas.

Este trabajo estd conformado por Cuatro capitulos, desarrollados co-
mo se detalla a continuacién en el primer capitulo introducimos las bases
tedricas de un proceso estocastico para abrir camino al siguiente capitulo
y definir las cadenas de markov y sus propiedades, la base matematica a
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aplicaren los capitulos siguientes, como tercer capitulo definimos de mane-
ra tedrica los modelos espacios estados y la adaptacién del modelo SIR de
manera variable en el tiempo, como tltimo capitulo hacemos adaptamos el
modelo con datos de El Salvador, aqui se presentamos distintos escenarios
que se fueron realizando al ir avanzando la pandemia, se fue actualizando
la base de datos y haciendo simulaciones para mostrar evoluciones actua-
lizadas al tltimo dato observado, tener en cuenta que las primeras simula-
ciones se desconocia su comportamiento si se iba a tener cura o vacuna a
corto plazo, o las variantes que a la fecha ya conocemos.
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Capitulo 1

Medidas de Probabilidad y
o-algebras

Definicién 1.1 Sea Q) # @ el conjunto de todos los posibles resultados de un
experimento aleatorio. Una coleccion F de subconjuntos de () se llama o-dlgebra
de conjuntos si:

1) Qe F.
11) Si A € F entonces A° € F.

1) Si Ay, Ay, ... € F entonces | | Ay € F.

n=1

Definicién 1.2 Sea Q) # @ y F una o-dlgebra en Q). La pareja (Q), F) se llama
espacio medible.

Si (Q), F) es un espacio medible y G C F es una o-dlgebra en Q, G se llama
una sub-c-dlgebra de F

Proposicién 1.1 La interseccion de cualquier coleccion de o-dlgebras en () es una
o-dlgebra.

Demostracién: Sea ¢ una coleccion de o-dlgebras en Q).
Definimos:
N = () F={E€Q:E€F VFel}
Feo

) SeaQQeF, VFeld = Qe (| F = Qe
Feo



11) Supongamos que A € .4". Entonces A° € F para todo F € &. Por lo
tanto A° € 4.

ni) Sea A, e /' = A eF, VFelO = UAZ-EJ:, VFedo
i=1

[o°]
LJ14i€ rw F=N
i=1 Feo
O
Proposicién 1.2 Si ¢ es una coleccion de subconjuntos de (), entonces existe una

o-dlgebra minimal que contiene a ¢. Dicha o-dlgebra la denotamos por o(&) y la
llamamos o-dlgebra generada por C.

Demostracion
Definimos F como la interseccién de todas las o-dlgebra que contienen a ¢.
La interseccion es no-vacia y es en si misma un c-algebra por la Proposicién
Por definicién, F estd contenida en cualquier o-dlgebra que contiene a
¢. Por lo tanto F = ().

O

Definicién 1.3 Sea (Q), F) un espacio medible. Una medida sobre (Q), F) es una
funcién y definida sobre F con valores en R U {oo} tal que:

1) u(A) > 0paratodo A € F.
1m) u(®)=0.

1) para toda sucesion Eq, Ey, . .. de conjuntos dos a dos disjuntos de F.
H (U En> = Z u(En)
n=1 n=1
La terna (Q), F, u) se llama espacio de medida.

Definicién 1.4 Se dice que la medida p es finita si u(Q)) < oo. Si u(Q) =1,
se llama medida de probabilidad.



1.1. LEMA DE BOREL - CANTELLI

Definicién 1.5 Sea (QQ, F) un espacio medible y P una medida de probabilidad
sobre (Q), F). La terna (Q), F, P) se llama espacio de probabilidad.

Definicién 1.6 Sea (Q), F, P) un espacio de probabilidad, Ay, Ay, ... € F. Defi-
Nnimos:

I) (o) o0
limsup A, := () | Ax
n=1k=n
esto es w € limsup Ay, si y solo si para todo n, se tiene que w € Ay para
algiin k > n.

II)
liminf A, := U ﬂ Ay
n=1k=n

esto es w € liminf A, si y solo si existe n tal que w € Ay para todo k > n.

1.1. Lema de Borel - Cantelli

Lema 1.1 (Borel-Cantelli) Sea (Q), F, P) un espacio de probabilidad y sea A1, Ay, . . .

una sucesion de sucesos € F

1) Si )_ P(Ay) < oo entonces P(limsup A,) = 0.
n=1

11) Sea (An)nen una sucesion de sucesos independientes. Si i P(A;) = o0
entonces P(limsup A,) = 1. "
Demostracion
a) Si
Y P(A) <co = lim Y P(A) =0
n=1 k=n



1.1. LEMA DE BOREL - CANTELLI

Pero
limsup A, = ﬂ U Ay C U Ay Vn
n=1k=n k=n
= P(limsupA,) < P (U Ak> < Y P(Ay) Vn
k=n k=n
Entonces

] < i _
P(limsup A,) < nh_r>ro10 k;n P(Ax) =0

b) Tenemos que
P(limsup A,) =1 — P((limsup A,)°) = P(liminf A})

Por lo tanto basta ver que

[ee]

P(liminf AS) = P (U ﬁ A;) =0

n=1k=n

y para esto basta ver que
p (ﬂ A,ﬁ) =0 Vn
k=n

Usando que Vx, 0 <x <1, 1—x <e ¥ tenemos

n+j n+j n+j ntj
’ (ﬂ Ai) = T10 - Pag) < [T = exp {‘ L P(A")}
k=n k=n k=n

k=n

Como Z P(A,) = oo, esta ultima expresion tiende a 0 cuando j — co 'y

00 n+j
c . P2 c .
P(ﬂ Ak) = lim P| (] Ay ] =0
k=n k=n

n=1
por lo tanto



1.2. PROBABILIDAD CONDICIONADA, VARIABLES ALEATORIAS Y
SUS DISTRIBUCIONES

1.2. Probabilidad Condicionada, Variables Alea-
torias y sus Distribuciones

Definicién 1.7 Si P(B) > 0 entonces la probabilidad condicionada de A dado B
estd definida como sigue:

P(ANB)

P(A|B) := B(B)

Definicién 1.8 Sea (Q), F, P) un espacio de probabilidad. Al suceso A € F con
P(A) = 0 se le llama suceso nulo 6 evento nulo.

Definicién 1.9 Un espacio de probabilidad (Q), F, P) se dice completo si todos los
subconjuntos de conjuntos nulos son elementos de F.

Definicién 1.10 Una variable aleatoria real (v.a real) es una funcion X : 3 — R
tal que {w € O : X(w) < x} € F para cualquier real x.

Si G es una sub-o-dlgebra de F y {w € O : X(w) < x} € G para cualquier real
x entonces X se llama v.a. G-medible.

Ejemplo 1.1 Realicemos el experimento consistente en lanzar una moneda equi-
librada dos veces y observar el resultado. El espacio muestral asociado serd:

Q= (cc),(cz),(z0c),(z2)

donde designamos por c el resultado obtener cara y por z el resultado obtener
cruz. Teniendo en cuenta la naturaleza de la moneda, podemos suponer que todos
los resultados son igualmente probables, es decir,

pl(c,c)] = pl(c,2)] = pl(z,¢)] = pl(z,2)] = 411’ lo que implica que estamos

trabajando con la o— digebra o = P(Q))
Ahora bien, nos puede interesar estudiar el niimero de caras obtenidas, caracte-
ristica numeérica de los resultados del experimento que designaremos por X.Podemos



1.2. PROBABILIDAD CONDICIONADA, VARIABLES ALEATORIAS Y
SUS DISTRIBUCIONES

considerar X como una aplicaciéon que a cada resultado del experimento le hace co-
rresponder un niimero real, el niimero de caras que se observan.

X: O — R

(c,c) — 2
(c,z) — 1
(z,c) — 1
(z,z) = 0

Entendiendo la probabilidad de obtener una cara como la probabilidad del conjunto
de resultados del experimento en los que se observa una sola cara, podemos escribir:

pIX =1] = pl(c.2), (0] = pllc2)] +pl )] = g+ 5 = 5

De igual forma, obtendriamos otras probabilidades inducidas por la variable:

plX > 1] = pl(c,2),(z,¢0),(c,c)] = 2

3
pIX <2]=plz2) (c2) (z0)] =7
De este modo, hemos trasladado la probabilidad definida en los sucesos del
experimento a subconjuntos de la recta real del tipo {1},[1,00),(—00,2),- -

Definicién 1.11 Sea la coleccion de todos los intervalos abiertos (a,b) de R en
donde a < b. A la minima o-dlgebra generada por esta coleccion se le llama o-
dlgebra de Borel de R y se le denota por 2.

Definicién 1.12 Sea (Q), F, P) un espacio de probabilidad y X una v.a. real. la
medida Px sobre (R, #) definida por Px(B) := P(X € B) con B € 2 se llama
distribucion de la variable aleatoria X

Definicién 1.13 La funcion de distribucién de una v.a. real X es la funcion
F:R — [0,1] dada por F(x) = P(X < x)



1.2. PROBABILIDAD CONDICIONADA, VARIABLES ALEATORIAS Y
SUS DISTRIBUCIONES

Definicién 1.14 Una v.a. real X se dice discreta si el conjunto de posibles valores
de X es contable (finito 6 numerable).

Una v.a. real X se dice continua si existe una funcién Riemann integrable f(x),
llamada funcién de densidad, tal que

P(X € B) = /Bf(x)dx VB € %
La distribucion conjunta F de dos v.a X y Y esta definida por
F(x,y)=P(X <x,Y <y)
Lasv.a. X y Y se dicen independientes si
F(x,y) =P(X <x).P(Y <y)

Las v.a. reales X y Y se dicen conjuntamente continuas si existe una funcion
f(x,y), llamada funcién de densidad de probabilidad conjunta, de X y Y tal que:

P(XEA,YGB):/A/Bf(x,y)dydx VA,B € B

El valor esperado o media de la v.a. X, denotado por E[X], se define por:

E[X] — /o:oxdl-"(x)

siempre y cuando la anterior integral de Riemann-Stieltjes exista.

Si X y Y son variables aleatorias con funciones de distribucion Fx y Fy respecti-
vamente, entonces la funcion de distribucion de su suma Z = X + Y es la convo-
lucion de Fx y Fy definida por

Fz(8) = (Fx * Fy)(8) := /O:o Fx(¢ —y)dFy(y) = /o; Fy(¢ — x) dFx(x)

Si las variables aleatorias X y Y son independientes y tienen funciones de densidad
fx y fy respectivamente, entonces la funcion de densidad de su suma Z = X +Y
es la convolucion de fx y fy definida como:

F28) = (< )@ = [ @y frwhdy = [ frl@ = x) felx) dx



1.3. ESPERANZA CONDICIONADA

1.3. Esperanza Condicionada

Definicién 1.15 Si X y Y son v.a. discretas, la probabilidad condicionada de X
dado Y =y, se define para todo y con P(Y = y) > 0 como:

P(X=xY=y)

P(X=x|Y=y)= PY = 1)

La funcion de distribucion condicionada de X dado Y = y estd definida por:
Flx|y) = P(X <x[Y =y)
y la esperanza condicional de X dado que Y = y se define como:

E(X|Y:y):ZxP(X:x\Y:y)

Definicién 1.16 Si X y Y tienen funcion de densidad de probabilidad conjunta
f(x,y), la funcién de densidad condicionada de X dado Y =y, estd definida para
todos los y con fy(y) > 0 por:

vl l) = LY

donde fy(y) = / f(x,y)dx es la funcién de densidad marginal de Y.

La funcion de distribucion condicionada de X, dado Y =y, estd definida por:

Fer(xly) = POX x| Y =y) = [ fey(xly)dx

La esperanza condicionada de X dado Y =y, estd dada por:

o]

EXY =y) = [ xfuy(x|y)dx

Definicién 1.17 Sean X y Y v.a. reales y h una funcion tal que h(X) es una
variable aleatoria. La variable aleatoria E(h(X) | Y) definida por

ER(X)|Y): Q=R w ERX)]Y = Y(w))

se llama valor esperado condicionado de h(X) dado Y



1.4. PROCESOS ESTOCASTICOS

Definicién 1.18 Sea X una v.a. real definida sobre (), F,P) y sea B € F con
P(B) > 0. La esperanza condicionada de X dado B se define por:

E(XpX)

E(X|B)= 5

siempre que exista el valor esperado del lado derecho.

Definicién 1.19 La funcién indicatriz del subconjunto A del conjunto X es una
funcion
14 : X — {0,1}. Definida como:

Definicién 1.20 Sea Y una v.a. definida sobre el espacio de probabilidad (Q), F, P)
con E[Y] < oo.

Sea ¢ una sub-c-dlgebra de F. La esperanza condicionada de Y dado ¢, denotada
por E(Y | &), es una v.a. -medible tal que:

E([Y-E(Y[{)lg) =0 VGeg

donde 1¢ es la indicadora de G.

Observacion 1.1 Si Y, Xy, Xy, . .. son variables aleatorias reales entonces E(Y | X1, Xo, . .

denota E(Y | 0(X3,Xa,...)) donde 0(X1, Xy, ...) denota la menor o-dlgebra con
respecto a la cual X1, X, ... son medibles.

1.4. Procesos Estocasticos

Definicién 1.21 Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias
X = {X;,t € T} definidas sobre un espacio de probabilidad comin (Q, F, P)
y con valores en un espacio medible (S, A) llamado espacio de estados. EI conjunto
de pardmetros T se llama dominio de definicion del proceso.

)



1.4. PROCESOS ESTOCASTICOS

Definicién 1.22 Sea X = {X;,t € T} un proceso estocdstico.

1) Decimos que X es real si las v.a. Xy son de valor real para todo t € T.

11) Decimos que X es complejo si las v.a. Xy son de valor complejo para todo
teT.

) Si T = Ny = {0,1,2,...} entonces el proceso se llama Proceso estocdstico
con pardmetro de tiempo discreto.

1v) Si T es un intervalo de la recta real entonces el proceso se denomina Proceso
con pardmetro de tiempo continuo.

v) Si T CIR" con n > 1 entonces el proceso se denomina campo aleatorio.

Sea X = {Xy,t € T} un proceso estocdstico y sea w € Q fijo. La funcién
t — X¢(w) se llama trayectoria del proceso estocdstico X.

Definicién 1.23 Sea X = {X;,t € T} un proceso estocdstico real y {t1,t2,...,tn} C
T donde t; < ty < ... < t, entonces

Fiy,oty (X1, 20) 1= P(Xyy < x1,..., Xp, < x)

Se llama funcion de distribucion (marginal) finito dimensional del proceso.

Definicién 1.24 Sean X = {X;,t € T}y Y = {Y;,t € T} dos procesos estocds-
ticos definidos sobre el mismo espacio de probabilidad (Q), F, P), decimos:

1) Xy Y son iguales si Xi(w) = Yi(w) para todost € Ty w € Q.
11) X y Y son estocdsticamente equivalentes si P(X; = Y;) =1 Vte T.

u1) X y Y son estocdsticamente equivalentes en el sentido amplio si para cada
n=12...y¥{t,...,ths} CTy{By,...,By} C A se satisface:

P(th € Bl,th € By, ..., X, € Bn) = P(Ytl € Bl,Yfz € BZ;---/Ytn € Bn)

v) Xy Y se dicen indistinguibles si casi todas sus trayectorias coinciden, esto es
PXi=Y,teT)=1

10



1.5. PROCESOS CON INCREMENTOS INDEPENDIENTES

Definicién 1.25 Sea X = {X;,t € T} un proceso estocdstico sobre (QQ, F, P).
Cualquier otro proceso estocdstico Y = {Y;,t € T} sobre el mismo espacio de pro-
babilidad, equivalente a X, se llama una version de X.

Definicién 1.26 Sea X = {X;,t € T} un proceso estocdstico. Decimos que el
proceso es Cddldg si cada una de sus trayectorias es continua por la derecha y tiene
limite por la izquierda.

Teorema 1.1 Sean X = {X;,t € T}y Y = {Y;,t € T} dos procesos estocdsti-
cos, estocdsticamente equivalentes y ambos continuos por la derecha entonces los
procesos son indistinguibles.

Demostracion
Sea S un subconjunto denso contable en el conjunto de pardmetros T. En-
tonces hay un conjunto () de medida nula tal que

Xt(w) =Y(w) VteS,we

Ya que Y; es una modificacién de X;. Debido a la continuidad de la
derecha, tenemos

Xi(w) =Y (w) VteT,wel

Los siguientes son algunos ejemplos de procesos estocasticos que cum-
plen una cierta propiedad particular

1.5. Procesos con Incrementos Independientes

La estructura de la informacién que genera la evoluciéon del proceso
estocdstico resulta relevante para determinar el futuro en funcién del pre-
sente y del pasado del proceso. Vamos a formalizar esta idea en términos
probabilisticos a partir de las o-4dlgebras que va generando el proceso.

Definicién 1.27 Sea (Q), F) un espacio medible. Una filtracion en (Q), F) es una
familia no decreciente { Fy,t > 0} de sub-o-dlgebra de F

11



1.5. PROCESOS CON INCREMENTOS INDEPENDIENTES

Nota: Dado un proceso estocastico (X;);>o definido sobre (€, F, P) se tie-
nen que FtX = 0(X;,0 <s <t),t>0es una filtracién en (Q, F).

La filtracion {FX}; se llama filtracién canénica con respecto a (X¢);.

Definicién 1.28 EI proceso estocdstico X = (X¢)¢>o es adaptado a la filtracion
{Fi}t>0 si para cada t > 0, X; es una v.a. Fy-medible.

Definicién 1.29 El proceso estocdstico real (X;);>o se llama proceso de movi-
miento Browniano unidimensional si satisface las siguientes condiciones:

1) Para cualquier subconjunto finito {to, ..., t,} C [0,4+00)con0 <ty < t; <
... < ty se tiene que los incrementos Xy, Xy, — Xty - -, Xt, — Xt,_, SOn v.4.
independientes.

11) La distribucién de probabilidad de X, — Xy, to > t1, depende solamente de
ty —t.

m) P(X;— Xs <x) =[2no(t—s)] 712 [*_exp[—u®/20(t — s)] du con t >
s y 0 una constante positiva.
Esto significa que la variable Xy — X; tiene distribucién N(0,02(t —s))

Definicién 1.30 EI proceso estocdstico real { Ny, t > 0} se llama proceso de conteo
si Ny representa el niimero total de "sucesos”que ocurren hasta el tiempo t. Por lo
tanto, un proceso de conteo (Ny>q) debe satisfacer:

I) Nt Z 0
11) N; es de valor entero
mr) Ny < Nysis <t

1v) Paras < t, Nt — N es iqual al niimero de sucesos que ocurran el el intervalo
de tiempo (s, t]

Uno de los procesos de conteo mds importantes es el llamado Proceso de Poisson.

12



1.6. PROCESOS ESTACIONARIOS

Definicién 1.31 EI proceso de conteo {X;, t > 0} se llama proceso de Poisson
con tasa o intensidad A > 0 si:

I) XQZO

11) El niimero de sucesos que ocurren en intervalos de tiempo no superpuestos
son independientes

1) La distribucion del niimero de sucesos que ocurren en cualquier intervalo de
tiempo depende sélo de la longitud del intervalo

v) P(X, =1) = Ah+o(h), h—0
v) P(X, >2)=o(h), h—0

Nota: Si {X;, t > 0} es un proceso de Poisson con intensidad A > 0 entonces
X ~ P(At)

Definicién 1.32 Decimos que el proceso estocdstico real {X;, t > 0} tiene in-
crementos independientes si para cualquier subconjunto finito {to,..., tp} C
[0, +00) y cualquier n, con 0 < ty < t; < ... < t, los incrementos X, X¢, —
Xty Xty — Xty - oo, X, — Xy, , son variables aleatorias independientes.

Observacion 1.2 Si el conjunto de indices es discreto, digamos T = {0,1,2,...}
entonces un proceso con incrementos independientes es una sucesion de variables
aleatorias independientes Zo = Xo; Z1 = X1 — Xo; ... ;Zn = Xy — Xy—15 - -
conn=1,2,...

Definicién 1.33 Decimos que el proceso estocdstico real {X;, t > 0} tiene in-
crementos estacionarios si la distribucion de los incrementos X, — X; depende
solo de la longitud h del intervalo. Es decir, si {X;, t > 0} tiene incrementos
estacionarios entonces

Xpyin — Xy = Xty — Xy Vit < t); h >0

1.6. Procesos Estacionarios

Definicién 1.34 Sea {X;}eT un proceso estocdstico, tiene funcion de media y
funcién de varianzas:

m(t) = E[X;] o*(t) =v(X;) VteT

13



1.6. PROCESOS ESTACIONARIOS

funcion de covarianza:
c(s, t) =cov(Xs, Xt) s,teT

Definicién 1.35 Un proceso estocdstico {X;}ier, siendo T = Z 6 T = R es
proceso estacionario (en sentido estricto o de primer orden o fuertemente esta-
cionario) si Vh € T y para todos t; < ty < ... < ty arbitrarios la distri-
bucion conjunta de (X, X4,,...,Xy,) es la misma que la distribucion conjunta
(Xt,+hs Xtyths - - - Xt n). Es decir, si efectuamos una misma traslacion sobre to-
dos los indices, la distribucion finito dimensional correspondiente no varia.

Observacion 1.3 {X,} sucesion de variables aleatorias independientes e igual-
mente distribuidas es proceso estacionario de primer orden.

Definicién 1.36 {X;};cT es proceso estacionario en covarianza (o débilmente es-
tacionario o estacionario de sequndo orden) si Vt € T, se tienen que m(t) = my
c(t,t+h) = cov(Xy, Xpyp) = v(h) < oo Vh €T, esto es, tiene funcion media
constante y funcion de covarianza dependiente solo del retardo h.

Observacion 1.4 La varianza de un proceso estacionario en covarianza es cons-
tante, esto es: y(0) = var[X;] Vte T

Definicién 1.37 Para {X;}icT proceso estacionario en covarianza se define y(h)

como la funcién de autocovarianza del proceso y la funcion p(h) = M, con

7(0)

h € T se define como la funcion de autocorrelacion (funcién de autocovarianza
estandarizada).

Proposicién 1.3 Sea {X;}ic1 proceso estacionario en covarianza. Entonces se
verifica:

1. p(0) = 1.
2. lo(h)| <1, VheT
3. p(h) =p(—=h), YheT

Demostracion
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1.6. PROCESOS ESTACIONARIOS

1. Comop(h):% = p(O):%zl

2. Como p(h) es el coeficiente de correlacion lineal entre las variables
aleatorias X; y X;.j, Vt,h € T entonces |p(h)| <1

3. Del miembro izquierdo tenemos:

_ coo(X, Xppp) _ cov(Xipp, Xt)

h) = = , YheT
) 7(0)
Del miembro derecho tenemos:
cov(Xyypn, Xt)
—h)=——"""""" " VheT

Por lo tanto p(h) = p(—h), VYheT

15



Capitulo 2

Cadenas de Markov con parametro
discreto

2.1. Nociones basicas

Definicién 2.1 EI proceso estocdstico { Xy }neN con espacio de estado S C IN es
una Cadena de Mdrkov siVn,m € Ny Vi, ..., iy, j € S se cumple la propiedad:

P(Xn+m :j/XO — iO,Xl — il,...,Xn — in) — P(Xn+m :j/Xn — in)

Definicién 2.2 La probabilidad condicionada pZ/”H = P(Xp41=7/X, =1) se
denomina probabilidad de transicion del estado i en la etapa n, al estado j en la
etapa n + 1.

Definicién 2.3 Si la probabilidad de transicién verifica que:
pZ,’”H = p?j}.’m+1 Vn,m € N
entonces no depende de la etapa origen de la transicion (homogeneidad temporal),

se llama probabilidad de transicion estacionaria y se representa por p;.

Si las probabilidades de transicion son estacionarias, la Cadena de Mdrkov se
denomina homogénea.

Definicién 2.4 Se define la matriz de transicion de la Cadena de Mdrkov como la

matriz de las probabilidades de transicién en una etapa

P=llpyll  ijeS
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2.1. NOCIONES BASICAS

Proposicién 2.1.1 La matriz de transicién de una Cadena de Mdrkov es estocds-
tica, esto es:

1. pl]ZO Vi,jE S

]

3. Si las matrices A y B son estocdsticas, entonces A - B es estocdstica.

4. Si A es una matriz estocdstica A" es estocdstica VYn > 2

Demostracion

La primera condicion es evidente a partir del hecho de que estos nimeros
son probabilidades. Para la segunda propiedad observamos primero que
se cumple la descomposicién disjunta:

Q= U(Xl =)
j

Por tanto, para cualquiera estados i y j,

1= P(J(X1 = )Xo =1) = LP(X1 = )|Xo = 1) = L Py

J J J

Esto ultimo significa que a partir de cualquier estado i con probabilidad
uno la cadena pasa necesariamente a algtn elemento del espacio de esta-
dos al siguiente momento. En general toda matriz cuadrada que cumpla
estas dos propiedades se dice que es una matriz estocastica. Debido a la
propiedad de Markov, esta matriz capta la esencia del proceso y determina
el comportamiento de la cadena en cualquier tiempo futuro.

Ahora demostremos la tercera propiedad.
Sea A = (a;;) y B = (b;j) matrices estocasticas, donde Z}Ll a; = Z}Ll bij =
1. Sabemos que (A - B);; = Yy_q aibyj = (aibyj + - - - + (ainbyj) > 0 por otra

parte:
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2.2. ESTUDIO DISTRIBUCIONAL DE LA CADENA DE MARKOV
(HOMOGENEA)

n n n
(A-B)ij=)_ ) apby
=1

i=1k=1

=apbi + -+ aigbm + - - - + Ainban

=aj (b + -+ big) + -+ A (b + -+ + bun)
=aj+ -+ aipy

=1

J

O

2.2. Estudio distribucional de la Cadena de Mar-
kov (Homogénea)

2.2.1. Probabilidades de transicién en 7 etapas
Definicién 2.5 Las probabilidades
PZ’ =P(Xpsn=j/Xm=1) ¥Ymn>0, VijeS
se denomina probabilidades de transicion en n etapas y la matriz
PO = [|phll, ijes

es la matriz de transicion de n etapas.

Proposicién 2.1 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogé6rov)

pi = Y pipie  Ymom>0,  Vijes
kes

Demostracion
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2.2. ESTUDIO DISTRIBUCIONAL DE LA CADENA DE MARKOV
(HOMOGENEA)

Se tiene

P = P(Xysm = /%o = 1)

kes

= Y P(Xuym=j/Xn =k Xo=1)-P(Xy =k/Xo = 1)
kes

= Y P(Xutm = j/Xu = k) - P(Xy = k/Xo = i)
kes

= Y. piri; O
kes

Ejemplo 2.1 (Célculo de P") Sea P la matriz de transicion de una Cadena de
Markov con S = {1,2}

== Nl
=W N =

a) Calcular P"
Descomposicion espectral: ADA ™!

IP=AI=0 = M=1 A=

X1
m Parady =1y v =
X2

19



2.2. ESTUDIO DISTRIBUCIONAL DE LA CADENA DE MARKOV

(HOMOGENEA)
_1 1 _1x _|_ lx
2 2 X 2712
(P — AI)Ul =0 = = =
1 1 X7 1 1
4 4 PR
= Resolviendo el sistema, tenemos que:
— 1x + 1x =0
271t
= = X1 = X2
1 1
ZX1 — sz = 0

= Por lo que:

1 1
s Para Ay, = Zyvzz
X2
1

1
X1 ZLxl + EXZ 0
(P - AI)Z)Q =0 = = =
1 1 1
T 5 2 7X1+ 5X2 0

4 2 4 2

[l
— N~

= Resolviendo el sistema, tenemos que:

1 1
le + EJCQ =0
= = x1 = —2Xxp
1 1
le + Exz =0

= Por lo que:

B0

20



2.2. ESTUDIO DISTRIBUCIONAL DE LA CADENA DE MARKOV
(HOMOGENEA)

1 2 12
entonces A = (1 _1> de donde A~ = (i 3 )

1 2 1 0\ /Y 2
— 3 3
P (1 —1) (o %) (% —9

Se deduce que:

Entonces

v
2
|
/
—_
N
~_
—_
o
W=
WIN
SN——
Il
W=
_|_
wIN
/N
ST
~_
3
wIN
|
WIN
/N
NS
~__
=

1 1/1\"
P(Xk+n:1/Xk:2):p31:§_§(A_L)

Definicién 2.6 El vector p\") = (... pgn) ...),i € S de probabilidades pf”) =
P(X,, = i), se denomina distribucion en la n-ésima etapa. EI vector p'®) se deno-
mina distribucion inicial.

Proposicién 2.2 p(") = p(0) . p» Vn >0

Demostracion
A partir de las ecuaciones de Chapman-Kolmogoérov

pi = Zp?p;lk Vn >0, Vies
jES

matricialmente

2.2.2. Distribucién conjunta de r variables del proceso

Proposicién 2.3 Para toda Cadena de Mdrkov (homogénea) la distribucion del
proceso estd caracterizada por p(o) y P.
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2.3. CLASIFICACION DE ESTADOS

Demostraciéon
Sean iy, 11,...,iy € S, bastard probar que:

P(XOZiOIXl :ill---/Xn :ln)

esta determinado a partir de p(®) y P.
Se tiene que:

P(X() = 19, X1=11,...,Xp = in) =
P(Xy=in/Xo=i0,X1=11,..., Xy-1=1p-1) - P(Xo =10, ..., Xpn-1=1n-1)
( =1n/Xp_1 = in_ 1) P(XOZiOIXl:ilr---/Xn—lzin—l)
(Xn =in/Xy—1=ip-1) - P(Xy_1 = in_1/Xo=d0,..., Xn2 =1ip2)-
(Xo =0, Xn2=1in2)
= P(Xn = Zn/Xn 1=y 1) P(Xn—l =iy_1/Xy2= in—Z) )
(Xo = o Xn—2 =in_2)
(Xn = n/Xn 1=ip1) P(Xyo1 = iy1/Xy2 =ip2) -
P(X1 =11/ Xo = ip) - P(Xo = ip)

i o 0 (0) o o
= Piwain " Pingip_y " Pigin " Piy = Piy” * Pigiy " Piy_in—2 " Piy_1in

2.2.3. Distribucion limite de la Cadena de Markov

El estudio de las distribuciones conjuntas de r variables puede resultar
complejo; ademads en algunos tipos de cadenas el comportamiento asint6-
tico de p?j cuando n — oo se simplifica, en el sentido de que perdida la
influencia de la posicién inicial, tras un namero suficiente de etapas PZ’ re-
sulta depender solo de j y no del estado i. Esto lo determinan bdsicamente
las caracteristicas de los distintos estados.

2.3. Clasificacion de estados
Definicién 2.7 .

a) Elestado j es accesible desde i si para algiin n > 0 se tiene que pij > 0 (i —

)
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2.3. CLASIFICACION DE ESTADOS

On0

Figura 2.1: Accesibilidad

b) Los estados i y j son estados comunicados si i es accesible desde j y j es accesible

desdei (i ¢ j)
On0

Figura 2.2: Comunicacién

Observacién 2.1 Si i, j no estdn comunicados, entonces Vn > 0 se verifica p?j =
7z n _ 7z
00 pj; =00 ambos.

Proposicién 2.4 La relacién (<) de comunicacién entre estados es de equivalen-
cia.

Demostracion

1. Reflexiva. Por definicién. P(X, = i/X, = i) = p% = 1 entonces pode-
mos decir que Im > 0 tal que p}f >0 (i — i)

2. Simétrica. Por definiciéon. Si i <+ j entonces Im > 0 tal que p?]? >
0 (i—j)y3dn=>0talquepy>0 (j— i) Entoncesj i

3. Transitiva.
Sii <+ j entonces dm > 0 tal que pl’.;? >0
Sij < k entonces dn > 0 tal que p;?k >0
entonces

m+n __ m n m. n .
Pt =) PPk > PR >0 = ik
lesS

Analogamente:
Si k <+ j entonces dm > 0 tal que pl’z} >0
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2.3. CLASIFICACION DE ESTADOS

Sij <+ i entonces dn > 0 tal que p]’.’i >0
entonces

+ o .
Pt =Y phph > i >0 = ki
les

Entonces i < k
]

Observacién 2.2 Las clases de equivalencia generada por estd relacion de comu-
nicacién entre estados son los subconjuntos de estados de S que se comunican entre
si. En una cadena con una sola clase, todos los estados se comunican entre si.
Ademds, la comunicacién induce una particion del espacio de estados de una ca-
dena de Markov dada por los subconjuntos de estados comunicantes, es decir, dos
estados pertenecen al mismo elemento de la particion si, y solo si, tales estados
se comunican. De este modo el espacio de una cadena de Markov se subdivide en
clases de comunicacin. A la clase de comunicacion de un estado i se le denotara
por C(i). Por lo tanto i < j si, y solo si, C(i) = C(j)

Figura 2.3: Particién de un espacio de estados en clases de comunicacién

Ejemplo 2.2 La cadena de Markov con espacio de estados {0,1,2,3} y matriz de
probabilidad de transicion tiene tres clases de comunicacion que son C(0) = {0},
C(1) = {1,2} y C(3) = {3}. Es evidente que el estado 0 se comunica consigo
mismo pues existe una flecha que parte de tal estado y llega a el mismo. Visual-
mente tampoco hay duda de que la sequnda coleccion de estados es una clase de
comunicacion. para C(3) no existe una conexion fisica del estado 3 consigo mismo,
sin embargo, por definicion ps3(0) = 1, y ello hace que esta clase de vinicamente un
estado sea de comunicacion. Observe que estas clases de comunicacién conforman
una particion del espacio de estados.
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2.3. CLASIFICACION DE ESTADOS

1 0 0 0
/2 0 1/2 0 : :
P = 0 lf? l;"ll2 0 ..... T ,,,,,,,, [
J.,."'fQ O l’-"llQ D _ @ @
TR

Figura 2.4:

Definicién 2.8 Una cadena de Midrkov es irreducible si tiene una sola clase de
estados.

Definicién 2.9 Un estado j € S es absorbente si pj; = 1
Observacion 2.3 Todo estado absorbente forma una sola clase.

Definicién 2.10 Para todo i € S, se denomina periodo de i y se denota por d(i)
d(i) =m.cd.(n>0:pl>0)

Sid(i) =1, el estado i se denomina estado aperiédico.
Proposicién 2.5 Sii < j (comunicados), entonces d(i) = d(j).

Demostracion
Sean d = d(i),6 = d(j). Sii — j se deduce que existe s > 0, pi; > 0,y si
j — 1 andlogamente existe r > 0, con p]’.i >0
Entonces
pii’ = ppi = B>0
de donde se deduce que s + r = d’ (mdultiplo de d)
Ahora paran > 0

n—+r+s S 1T

Pii = PijPjiPji = ,BPZ'

sera:
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2.4. CARACTERIZACION EN TERMINOS DE LAS PROBABILIDADES
DE TRANSICION

a) ,Bp;?]->OSin:d’obien
b) ﬁp%zOsin#d'yentonceséZdyaquep}“j:0porser,5>0

Invirtiendo los papeles de i y j se obtendria d > §, cuya solucién es § = d
y ambos estados deberan tener el mismo periodo.

O

Observacién 2.4 Todos los estados comunicados entre si tienen el mismo periodo.

Para avanzar en la interpretacion de los estados en que la cadena pueda
encontrarse en el largo plazo, vamos a adoptar el punto de vista de “visi-
tas” a un estado fijo.

Definiciéon 2.11 El estado i € S se llama recurrente si
P(X, =1 paraalgiin n>1/Xg=1) =1

Definicién 2.12 El estado i € S es transitorio si no es recurrente.

2.4. Caracterizacion en términos de las probabili-
dades de transicién

Lema 2.1 (Lema de Abel) .

a) Siio&n<oo

n=0

o o0
= lim ) aus" =) ay,

s=17 320 n=0

b) Siay, >0y
[e0) o
lim Zans”:agoo = Zocn:a

s—17 n=0 n=0
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2.4. CARACTERIZACION EN TERMINOS DE LAS PROBABILIDADES
DE TRANSICION

Demostracion

a) Nosotros mostraremos que

lim ap(s"—1)=0
s—1- Z% " )
ya que ) _ a,, para cualquier € > 0 nosotros podemos encontrar un
n=0
N/
N(e) tal que Z &y <€ 4 para todo N’ > N. Eligiendo un N tal que:

= Zocns—l—i— Z ay(s" —1)

n=N+1

i ap(s" —1)
n=0

< Z an(s" =)+ | Y an(s"—1)
n=0 n=N+1
Ahora, para0 <s <1
N
Y an(s" —1)| < MN|sN —1],
n=0

donde M = méxp<,<N |an| < oo, de modo que para s suficientemente
cerca de 1 tenemos:

€
Z ay(s" —1) E
para estimar ) ,(s" — 1) sumamos por partes. Esto nos da
n=N+1
Y, an(s" 1) = | Y (A= A)(s" 1)
n=N+1 n=N+1

7

= AN (N 1) = Y AR -
n=N-+2
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2.4. CARACTERIZACION EN TERMINOS DE LAS PROBABILIDADES
DE TRANSICION

donde -
Ak — Z Ky
r=n
Por lo que [An+1(sN T —1)— )~ Ar(sF = s5*1)|, es acotado por
n=N-+2

€l(N+1 _ ‘ €N+ - €
4‘(5 1)+4s <3

Poniendo estas estimaciones juntas, tenemos

<€

i ay(s" —1)
n=0

Siempre que s esté suficientemente cerca de 1

oo o0
b) Ya que Z a8t < Z xy para 0 < s < 1. Los casos:
n=0 n=0
1) Si a = oo es claro que lo cumple.
1) Si a < oo, entonces por hip6tesis

[e¢]

aps' <o <oo  para0<s<1

n=0

Por lo tanto,

N
Y an<a Vn
n=0

oo

Ya que ) a, es una funcion creciente monétona acotada de N tiene
n=0

un limite finito llamado «’. Pero por la parte a) de este lema podemos

concluir que a = &'.
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2.4. CARACTERIZACION EN TERMINOS DE LAS PROBABILIDADES
DE TRANSICION

o0
Proposicién 2.6 El estado i es recurrente < Z pi = oo
n=1

Demostracion
Vamos a relacionar las probabilidades de transicién con las probabilidades
llamadas de Primera pasada parai,j € S, conn > 1.

fl=P(Xy=jXc#j, k=12,...,n—1/Xg=1i)
con fi} = 0.
Entonces f;; = Z fi; es la probabilidad de que la cadena visite el estado j

alguna vez, partlendo del estado i.

Naturalmente, i es recurrente <  f; = 1 (y el estado i es transitorio
& fu<l1).

Sean para |s| < 1 las funciones:

Fis) = YA

entonces se verifica:

Fll(S) Pz’i(s) - i(kifgpz k) n
=0 \;i=0
. (fﬁ’% k)
n=1 \k=0
= Py(s) -1
de donde P;;i(s) = 1—;1%1(5)

yaque fj = 0y ph=1

ademds para n > 1 pj; = Z IEPZ k

Procederemos ahora a demostrar la proposicion:
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2.4. CARACTERIZACION EN TERMINOS DE LAS PROBABILIDADES
DE TRANSICION

a) Necesidad:

Sea i recurrente =  f;; = ) fii =1, por el Lema de Abel.
n=1

lim Fii(S) =1 = Ilim Pii(S) = lll} Z pZSn = 0
n=0

s—1 s—1
(o]
nuevamente por el Lema de Abel ) pli = oo
n=1

b) Suficiencia: (por reduccién al absurdo)

Sea ) pii =c0.Si Y f}i <1 entonces por el Lema de Abel

n=1 n=1

lim F;;(s) < 1
s—1

de donde
lim Pii(s) < ©
s—1

Aplicando nuevamente el Lema de Abel

o0

n
) Pi<oo
n=1

en contra de la hipoétesis de partida.

Proposicién 2.7 i < j (comunicados), i es recurrente = j es recurrente.

Demostraciéon
Por hipotesis 3n,m > 1 tales que p?]- >0y p}’f > 0.
Parak > 1
PR > pl il
de donde

o0 o0

n+m-+k m. n k _
) Pl > piipiy ) pii = o0
k=0 k=0

oo
ya que ) pk. = co por ser recurrente; luego:
k=0

Z p’.? = co = j es recurrente.
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2.4. CARACTERIZACION EN TERMINOS DE LAS PROBABILIDADES
DE TRANSICION

O

Observacién 2.5 En cada clase de equivalencia (clase de estados comunicados)
todos los estados tienen el mismo cardcter de recurrencia o transitoriedad.

Definicién 2.13 Para un estado i € S recurrente, su tiempo medio de recurrencia
u;, es el niimero medio de transiciones requeridas para retornar al estado i. Esto es

[e0]
wi= ) nfi
n=1
Definicién 2.14 Sea j € S recurrente, serd
a) recurrente positivo si pj < oo

b) recurrente nulo si jij =00 & SiVi,jpii —ne 0

c) ergddico si es recurrente positivo y aperiodico.

Definicién 2.15 Se dice que una Cadena de Midrkov {X,},cN con espacio de
estado S tiene una distribucion limite 7t si existe

n—o00

Observacién 2.6 Ya que:

P(X, =) =p" () =Y p ()}

icS

donde p(0) (i) es la i-ésima coordenada del vector inicial p'%), se observa que la
existencia de la distribucién limite no depende de p(©) y si depende del

lim p*
n—00 pl]

Esto es, si existe a(j) = lim pij y ademds a(j) > 0 Vj y Y oa(j)=1 =
n—oo
j€s
{a(j)} es la distribucién limite.
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2.4. CARACTERIZACION EN TERMINOS DE LAS PROBABILIDADES
DE TRANSICION

Observacion 2.7 La distribucion limite es invariante, esto es:
n(j) =) m(i)-pi jES
i€s
La distribucion invariante se llama también estacionaria se puede calcular segiin
n(j) = lim P(Xy1 =)
= lim ZP(Xn = 1) . Pz]
€s

n—o00 ;

= L (Jim 20 =) -ps
= Y n(i)-pi
i€s
aplicando el Teorema de la convergencia dominada.

Teorema 2.1 Sea (X,,,n > 0) una Cadena de Mdrkov irreducible.

a) Sila cadena tiene una distribucién estacionaria 71, necesariamente 7t estd dada

por
. 1
(i) = —,
Q Hi

donde y; es el tiempo promedio de recurrencia de i. (de ahi que 7T sea 1inico).
Ademds, en este caso, todos los estados son positivos recurrentes.

icS

b) Por el contrario, si la cadena (irreducible) es recurrente positiva, entonces la

funcién 1t en S definida por t(i) = —, i€ S, es una distribucion estaciona-
Hi
ria unica.

Demostracion

a) Suponiendo que la cadena tiene distribucién estacionaria 7r. Ya que la
cadena es irreducible, todos los estados son ya sea transitorio o recu-
rrente. Si la cadena es transitorio, entonces lim Pg =0, VijesS.

n—oo

Ahora, como 7t es una distribucién estacionaria, nosotros tenemos, para

cadan,yjesS:
m(j) = ) 7(i)P;

i€eS
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DE TRANSICION

Asi
7(j) = Jim Y- 7(0)Py = ¥ lim Py =0
i€es i€s
(por el Teorema de Convergencia monétona), contradiciendo el hecho
de que 7 es una distribuciéon de probabilidad. Por lo tanto la cadena
tiene que ser recurrente.
Recordando que y; = E(T;|Xop = i), donde T; es el primero que va a i.
Como T; es una variable aleatoria positiva, se puede escribir como
ha . d P(T}EﬁﬂXbiZi)
=Y P(T;>n|Xg=1i)=)_ P(Xo = 1)

n=1 n=1

Tomando 7y = 7 asi que P(Xy = i) = 7t(i), y la cadena se convierte en
un proceso estacionario. Ahora como (Xo =1) C (T; > 1),

P(T; > 1,Xo =1) = P(Xo = i).

Ademéds, si A, B son dos eventos, entonces P(AB) = P(A) — P(AB').
Para n > 2. Sea

A= Xy #im=1,...,n—1), B=(Xo=1),
Entonces

P(T;>n,Xo=i) = P(Xp#£im=1,...,n—1,Xg=1)

= PXy#im=1,....n—1)+P(Xy #i,m=0,1,...,n—1)

Kp—2 — &y

donde &, = P(X,, # i,m = 0,1,...,n). Como el evento A, = (X, #
im=0,1,...,n) para una sucesioén de eventos no crecientes, nosotros
tenemos que A, — (| An = (X # i,m => 0) y por lo tanto

n

Jgrgoan:P(Xm#i,mZO):O,

como i es un estado recurrente.
Ahora, por lo anterior, tenemos:

wir(i) = (i) + ) (a2 — ay-1)

n>2
= (i) +ap— lim ay
n—o00

= P(Xo=i)+P(Xo #i) =1.
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2.4. CARACTERIZACION EN TERMINOS DE LAS PROBABILIDADES
DE TRANSICION

Ahora, observemos que 77(i) > 0, Vi € S. En efecto, si 77(i) = 0, entonces
como 7t es una distribucion estacionaria, tenemos:

0= (i) = kg;jn(k) z?i 2 n(])Pi’}
para todo n y todo j € S. Por otra parte, la cadena es irreducible por
hipétesis, por lo que existe un 7 tal que Pj; > 0. Asi 7t (j)=0, Vjes,
lo cual es imposible, de nuevo, si 7T es una probabilidad de distribucién
en S. Asi

}li:m<oo, VIES,

lo cual implica que todos los estados son positivos recurrente.

b) Supongamos ahora que (X,,n > 0) es una cadena positiva recurrente,
irreducible. Vi € S,0 < p; < co. Definimos:

T:5— R

, 1
(i) = -
Hi
Ahora tenemos que verificar directamente que pi es en efecto una dis-
tribucion estacionaria, que es,

Y r(i)=1 y n(j)=) n@)Pj, VjeSs.

i€S icS

Sea Nj(n) para denotar el ntimeros de veces que va a j durante las
primeras n transiciones.

Entonces
n

j(n) = ) 1;(Xe)

k=1
Asi que,

E(N;(n)|Xo = 1) = Z

k __ .
Como ZS Pij =1, Vk, tenemos:
je

Z —E(N;(n)|Xo=1i)=1 Vn.
]GS
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DE TRANSICION

Tenemos que demostrar que:

lim LE(Nj(n)|Xo = i) = ~ Vi,j€S.

n—oo 1 l,[l

Para este proposito, tomamos a j convenientemente, sea Ty, m > 1, para
el tiempo de m — simo que pasa por j, que es
Tw = min{n > 1: Nj(n) = m}.
Por la naturaleza probabilistica de las Cadenas de Markov, es claro que
las variables aleatorias T1, T, — Ty, ..., Tm — T;—1 son independientes e
idénticamente distribuidas. Condicionado en Xy = j, el promedio co-
mun de estas variables aleatorias es y;. Por la ley de los grandes ntime-
10s,
T_m _ Tl—f-(Tz—Tl)—I—...—f-(Tm—Tm,l)
m m
Ahora, TN],(”) <n< TN],(H)H asi que
T, (n) no_ TNy 1
Nj(n) = Nj(n) = nj(n)
Observemos que como j es recurrente positivo, Nj(1) — oo casi segura-

N;j(n) )
———— — — casi seguramente, como 1 — c0. Y
n ]/l]

— Wj, COMo m —» oo

mente, como n — oo. Asi

1 . . . . .
Y —E(Nj(n)|Xo =1i) =1 Vn sigue, tomando expectativas bajo Xy = i
=n
j€
(La convergencia de expectativas es justificado por Teorema de la Con-
vergencia dominada ). Cuando S es finito, tenemos:

Yo = Y lim {— (1% = )]

jes Hi jestre L
= nh_r)rc}oz —E(N;(n)|Xo=1) =1

. : 1 . .
Ahora miremos que 7t(i) = — es estacionario, tenemos que ver que:
Hi

Z —E(Nj(n)|Xo =i)Py = Z%(ipgy)z?k

jes jes ' \m=1

= %[E(Nj(n +1)|Xo=1) — ij]
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DE TRANSICION

seflalando que ) ;¢ Pi’}f’ij = Pl.’;:ﬂ). Asi, cuando S es finito, sea n — oo
en la igualdad anterior, y obtenga el resultado deseado de la siguiente

manera ) ,
E —Py = —, Vk € S.
.
jes Mi Hk

el mismo resultado se cumple cuando S es infinito pero con muchos
mas detalles técnicos.

U
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Capitulo 3

Un modelo Markoviano

3.1. Modelo espacio de estados

Un modelo de espacio de estados es un modelo especificado condicional-
mente que consta de dos ecuaciones y una inicializacion.

Ye|60r ~ [yt|0:]  (Ecuacién de observacion)
0¢]0;_1 ~ [6¢]6:_1] (Ecuacion estado) (3.1)
6o ~ [6o] (Inicializacion)

El vector de estados latente 6.1 = (6,61, - - ,07) es una cadena de Markov
de primer orden y y1.7 = (y1,¥2 - - - ,yT) es una serie de tiempo observable
donde y; se asume condicionalmente independiente de y; para s # t dado
6;. Adoptamos la notacién abreviada donde [X|Y] es la densidad condi-
cionada de la variable aleatoria X dado Y. La distribucién conjunta para
(6o.T, y1.7) es entonces,

T

[00:1, y1.7] H VACACAC= (3.2)
=1

Los modelos de espacio de estados son opciones naturales para el analisis
de series de tiempo debido a cémo representan el flujo de informacién den-
tro de un sistema. La figura 3.1 muestra la representacion gréfica dirigida
correspondiente a los modelos de espacio de estados. Los nodos (circulos)
representan variables aleatorias y los bordes dirigidos (flechas) represen-
tan dependencias. Es decir, las nociones de causalidad de un nodo a otro
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3.2. MUESTREADOR DE GIBBS

Figura 3.1: Representacion grafica de los modelos de espacio de estados

h

se representan graficamente mediante aristas dirigidas. Para el andlisis de
series de tiempo, naturalmente pensamos en informacién que va del pasa-
do al futuro. Esta nocién se captura en el estado latente de la Figura
con bordes dirigidos que van de 6;_; a 6;, donde ¢ es el tiempo de indexa-
cién. Los modelos de espacio de estados asumen que el verdadero estado
del sistema no se observa directamente. Més bien, lo que se observa es una
medida de serie y;, que esté relacionada con el sistema latente. Esta nociéon
se representa graficamente con un borde dirigido que va de 0; a y;.

3.2. Muestreador de Gibbs

El muestreador Gibbs es una técnica para generar variables aleatorias a
partir de una distribucién (marginal) indirectamente, sin tener que calcu-
lar la densidad, aunque facil de describir, el muestreo gibbs se basa sélo en
propiedades de las cadenas de Markov. A través del uso de técnicas como
el muestreador Gibbs, somos capaces de evitar cdlculos dificiles, sustitu-
yéndolos en su lugar por una secuencia de calculos mas faciles.

Estas metodologias han tenido un amplio impacto en los problemas prac-
ticos. Aunque la mayoria de las aplicaciones del muestreador Gibbs han
sido en modelos Bayesianos, también es extremadamente ttil en los célcu-
los clésicos (probabilidad). Ademéds, estas metodologias de cdlculo también
han tenido un impacto en la teoria. Al liberar a los estadisticos de lidiar
con calculos complicados, los aspectos estadisticos de un problema pue-
den convertirse en el foco principal.
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3.2. MUESTREADOR DE GIBBS

3.2.1. Ilustracion del GIBBS SAMPLER

Supongamos que se nos da una densidad conjunta f(x,y1,---,yp) y esta-
mos interesados en obtener caracteristicas de la densidad marginal

) = [ [ FCn )y dy 53)

como la media o la varianza. Tal vez el mds natural y el enfoque sencillo
serfa calcular f(x) y utilizarlo para obtener la caracteristica deseada. Sin
embargo, hay muchos casos en los que las integrales en 3.3/ son extremada-
mente dificiles de realizar, ya sea analitica o numéricamente. En tales ca-
sos, el muestreador Gibbs proporciona un método alternativo para obtener
f(x). En lugar de calcular o aproximar f(x) directamente, el muestreador
Gibbs nos permite generar eficazmente una muestra Xj, - - - , X ~ f(x) sin
necesidad de f(x). Al simular una muestra lo suficientemente grande, la
media, la varianza o cualquier otra caracteristica de f(x) se puede calcular
en el grado deseado de precision.

Es importante darse cuenta de que, en efecto, el resultado final de cualquier
calculo, aunque basado en simulaciones, son las cantidades deseadas. Por

ejemplo, para calcular la media de f(x), podriamos usar %Z}-ﬂzl X;, y el

hecho de que

1l &, _
nyg;oai;xi — /ooxf(x)dx — EX. (3.4)

Por lo tanto, tomando m lo suficientemente grande, cualquier caracteristica
de la poblacién, incluso la densidad misma, puede obtenerse con cualquier
grado de precision. Para comprender el funcionamiento del muestreador
de Gibbs, primero lo exploramos en el caso de dos variables. Comenzando
con un par de variables aleatorias (X,Y), el muestreador de Gibbs genera
una muestra para f(x) muestreando en lugar de las distribuciones con-
dicionales f(x|y) y f(y|x), distribuciones que a menudo se conocen en
modelos estadisticos. Esto se hace generando una "secuencia de Gibbs"de
variables aleatorias

Yo, Xo, Y1, Xy, - Yo, X, (3.5)

El valor inicial Yé = yé) se especifica, y el resto de 3.5/ se obtiene de forma
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3.2. MUESTREADOR DE GIBBS

iterativa generando alternativamente valores de

X~ f(x|Y] = yj)

Yigg ™~ f(y|Xj = xj)

Nos referimos a esta generacién de 3.5 como muestreo de Gibbs. Resulta
que bajo condiciones razonablemente generales, la distribucién de X,/c con-
verge a f(x) (el verdadero marginal de X) cuando k — oc. Por tanto, para

k suficientemente grande, la observacién final en a saber, X,lc = x;{, es
efectivamente un punto muestral de f(x).

(3.6)

La convergencia (en la distribucién) de la secuencia de Gibbs 3.5/ se puede
aprovechar de diversas formas para obtener una muestra aproximada de
f(x). Por ejemplo, Gelfand y Smith (1990) sugieren generar m secuencias
de Gibbs independientes de longitud k, y luego usar el valor final de X,/( de
cada secuencia. Si k se elige lo suficientemente grande, esto produce una
muestra iid aproximada de f(x). Los métodos para elegir tal k, asi como los
enfoques alternativos para extraer informacién de la secuencia de Gibbs, se
discuten adelante. En aras de la claridad y la coherencia, hemos utilizado
solo el enfoque anterior en todos los ejemplos ilustrativos que siguen.

Ejemplo 3.2.2 Para la siquiente distribucion conjunta de X e Y,

flx,y) = (Z)y"*"‘l(l —y)" AL x=0,1,--om, 0<y <1 (3.7)

supongamos que estamos interesados en calcular algunas caracteristicas de
la distribucién marginal f(x) de X. El muestreador de Gibbs nos permite
generar una muestra a partir de este marginal de la siguiente manera. De
se sigue (suprimiendo la dependencia general de n, « y ) que

f(x|y) es binomial (n,y) (3.8)

f(x|ly) es beta (x+wa,n—x+pB) (3.9)

Si ahora aplicamos el esquema iterativo [3.6 a las distribuciones [3.§ y
podemos generar una muestra Xy, Xp, - - - Xj, de f(x) y usar esta muestra
para estimar cualquier caracteristica.
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3.2. MUESTREADOR DE GIBBS

Como el lector ya habra notado, el muestreo de Gibbs en realidad no es
necesario en este ejemplo, ya que f(x) se puede obtener analiticamente de

3.7 como
(n\T(at B) T(x + &)(T(n — x + B)
flo) = (x)rm)r(/s) Tatpin)

x=0,1,---,n (3.10)

la distribucion beta-binomial. Aqui, las caracteristicas de f(x) se pueden
obtener directamente de ya sea analiticamente o generando una mues-
tra a partir del marginal y sin preocuparse por las distribuciones condicio-
nales. Sin embargo, esta simple situacion es 1til con fines ilustrativos.

?ﬂ -
60 4+

50 1

40 -

30 4

20

10
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- = = = =

Figura 3.2: La Figura muestra histogramas de dos muestras x1,- - -, x, de
tamarnio m = 500 de la distribuciéon binomial beta de3.10con n = 16, « = 2

yB=4

Los dos histogramas son muy similares, lo que da crédito a la afirmacién
de que el esquema de Gibbs para la generacién de variables aleatorias de
hecho genera variables a partir de la distribucién marginal. Una caracte-
ristica del ejemplo es que el muestreador de Gibbs no es realmente
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3.2. MUESTREADOR DE GIBBS

necesario en ninguna situacién bivariada en la que se pueda calcular la
distribucién conjunta f(x,y), ya que f(x) = f(x,vy)/f(y|x). Sin embargo,
como muestra el siguiente ejemplo, el muestreo de Gibbs puede ser in-
dispensable en situaciones en las que f(x,y), f(x) o f(y) no pueden ser
calculado.

Ejemplo 3.2.3 Suponga que X e Y tienen distribuciones condicionales que son
distribuciones exponenciales restringidas al intervalo (0, B), es decir,

f(xly) xye™¥*, 0 <x<B<o0 (3.11)

flylx) xxe™, 0<y<B<oo (3.12)

donde B es una constante positiva conocida. La restricciéon al intervalo
(0, B) asegura que exista el marginal f(x). Aunque la forma de este margi-
nal no se puede calcular facilmente, aplicando el muestreador de Gibbs a
los condicionales en se puede obtener cualquier caracteristica de
£(x).

En la Figura mostramos un histograma de una muestra de tamafio
m = 500 de f(x) obtenido usando los valores finales de secuencias de
Gibbs de longitud k = 15. Si B no es finito, entonces las densidades en[3.11],
B.12lno son un par vélido de densidades condicionales en el sentido de que
no hay densidad conjunta f(x,y) a la que corresponden, y la secuencia de
Gibbs no converge. El muestreo de Gibbs se puede utilizar para estimar la
densidad de si mismo promediando las densidades condicionales finales
de cada secuencia de Gibbs.

De al igual que los valores X]L = x; producir una realizacion de

X1, Xa, -+, Xm ~ f(x), el valor de Y,/( = y;( se produce una realizacién de
Y1,Y2, -+, Ym ~ f(x). Ademds, el promedio de las densidades condiciona-
les f(x|Y; = y,) sera una aproximacién cercana a f(x), y podemos estimar

f(x) con
Flx) = 3 flxly) (.13)
i=1

donde vy, - - - Y, es la secuencia de valores realizados de las observaciones
finales de Y de cada secuencia de Gibbs. La teoria detras del calculo en[3.13]
es que el valor esperado de la densidad condicional es

ELf(x|Y)] = [ FGxl)f )y = £(x) (314
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un cdlculo similar por ya que Y1, - - ,Ym, aproxima una muestra de
f(y). Para las densidades en esta estimacion de f(x) se muestra
en la Figura

Continuacién ejemplo La metodologia de estimacién de densidad de
B.13|también se puede usar en distribuciones discretas, que ilustramos para
el beta-binomial del Ejemplo Usando las observaciones generadas
para construir la Figura podemos, de manera andloga a estimar
las probabilidades marginales. de X usando

L 1
P(X:x):aZP(X:x]Yi:yi) (3.15)
i=1
©
o
hd
3| :
Nh
Sp -
e
sl |
2 1)
z.\\\
s[ TN
3t
o -
S ]
ol - FF—=——=
: [iiiF
] 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4

Figura 3.3: Histograma para x de una muestra de tamafio m = 500 de el
par de distribuciones condicionales[3.11]y con B = 5, obtenido usando
el muestreo de Gibbs con k = 15 junto con una estimacién de la densidad
marginal obtenida de la ecuacién (linea continua). La linea punteada
es la densidad marginal verdadera.
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O - N M % DO K000 =N OT DO
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Figura 3.4: Comparacién de dos histogramas de probabilidad de la distri-
bucién beta binomial con n = 16, « = 2 y B = 4. El histograma negro
representa estimaciones de la distribucién marginal de X usando la Ecua-
cién basada en una muestra de Tamafio m = 500 del par de distribu-
ciones condicionales en La secuencia de Gibbs tenia una longitud
k = 10. El histograma blanco representa las probabilidades beta-binomiales
exactas.

La Figura 3.4/muestra estas estimaciones de probabilidad superpuestas con
las probabilidades beta binomiales exactas para la comparacién.

Las estimaciones de densidad de[3.13]y [3.15]ilustran un aspecto importante
del uso del muestreador de Gibbs para evaluar las caracteristicas de f(x).
Las cantidades f(x|y1),- -, f(x|ym), calculadas utilizando los valores si-
mulados y1, - - -, Ym llevar mds informacién sobre f(x) que solo x1, - - -, Xy,
y producird mejores estimaciones. Por ejemplo, una estimacién de la media
de f(x) es (1/m) Y"1 x; f(x) pero una mejor estimaciénes (1/m) Y ; E(X|y;)
siempre que se puedan obtener estas expectativas condicionales. La intui-
cion detras de esta caracteristica es el teorema de Rao-Blackwell (ilustrado
por Gelfand y Smith 1990), y establecido analiticamente por Liu, Wong y
Kong (1991).

3.2.4. Una prueba de convergencia simple

No es inmediatamente obvio que una variable aleatoria con distribuciéon
f(x) puede ser producida por secuencia de Gibbs de 3.5 0 que la secuencia
incluso converja. Que esto sea asi depende de la naturaleza markoviana de
las iteraciones, que ahora desarrollamos en detalle para el simple caso de
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una tabla de 2 x 2 con muestreo multinomial. Suponga que X e Y son varia-
bles aleatorias de Bernoulli, variables aleatorias con distribucién conjunta

Figura3.5:p; >0, p1+p2+p3+ps=1

o, en términos de la funcién de probabilidad conjunta,

(f0 ) a0y (e 12)

Para esta distribucion, la distribucién marginal de x es dada por

fo=[fx(0) fx(1)]=1[p1+ps p2+ p4l

una distribucién de Bernoulli con probabilidad de éxito p2 + p4.

Las distribuciones condicionales de X|Y = y e Y|X = x son faciles de calcu-
lar. Por ejemplo, la distribucion de X|Y = 1 es Bernoulli con probabilidad
de éxito ps/(p3 + pa). Todas las probabilidades condicionales se pueden
expresar en dos matrices,

(3.16)

P1 p3
o + +
Aylx _ | P Dr P3P Pa pP3
p2+ps p2+pa
Y,
P1 p2
+ +
Ax|y _ | P D3 P2 P Dy p2
p3+ps P3+ Pa
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donde A, |, tiene las probabilidades condicionales de Y dado X = x,y A
tiene probabilidades condicionadas de X dado Y = y.

El esquema de muestreo iterativo aplicado a esta distribucién 3.5como una
secuencia de ceros y unos. Las matrices A, y A,|,, pueden considerarse
como matrices de transicion que dan las probabilidades de llegar a los
estados x desde los estados y y viceversa, esto es P(X = x|Y = y) =
probabilidad de pasar del estado y al estado x.

Si solo estamos interesados en generar la distribucién marginal de X, lo que
nos interesa principalmente es la secuencia X de Para ir de Xé) — X/1

x|y

/ . . 7
tenemos que pasar por Y;, entonces la secuencia de iteracion es
/ / / / / o1
Xy — Y, = X,y X, — X, forma una cadena de Markov con probabilidad
de transicién

P(Xy = 1|X) = x0) = L P(X; = 11f¥; = y)x
y (3.17)
x P(Y; = y[Xy = xo)
La matriz de probabilidad de transicién de la secuencia X, A, |, esta dada
por

x|y’
Axx = Ay Ayl

y ahora podemos calcular facilmente la distribucién de probabilidad de
cualquier X,; en la secuencia. Es decir, la matriz de transicién que da P(X,; =

x| Xy = x0) es (A )X, Ademas, si escribimos

fe=1f(0) fi(1)]

para denotar la distribucién de probabilidad marginal de X,/C, entonces para
cualquier k,

fi = foAle = (FOAS ) Axx = fie1Auix (3.18)

Mientras todas las entradas de A, |, sean positivas, entonces implica
que para cualquier probabilidad inicial fy, como k — oo, f; converge a la
distribucién tnica f que es un punto estacionario de y satisface

fo|x = f (3.19)

Por tanto, si la secuencia de Gibbs converge, la f que satisface (3.19) debe
ser la distribucién marginal de X. Intuitivamente, no hay ningtin otro lugar

46



3.2. MUESTREADOR DE GIBBS

para esta iteracion, a largo plazo obtendremos X en la proporcién dictado
por la distribucién marginal. Sin embargo, es sencillo comprobar que (3.19)
se satisface con f, de (3.16), es decir,

fXAx|x = fXAy\xAx\y = fx (3.20)

Como k — oo, la distribucién de X,/( se acerca a fy, entonces si detenemos
el esquema de iteracién en un nivel suficientemente grande de k, po-
demos asumir que la distribucién de X;{; es aproximadamente fy. Ademads,
cuanto mayor sea el valor de k, mejor es la aproximacion.

El algebra para el caso 2x2 funciona inmediatamente para cualquier dis-
tribucién conjunta nxm de X e Y. Se puede definir de forma andloga la
matriz de transicién de nxn de A,,, cuya distribucién estacionaria serd la
distribucién marginal de X. Si uno (o ambos) de X e Y son continuos, en-
tonces los argumentos de dimension finita no funcionardn. Sin embargo,
con los supuestos adecuados, toda la teoria atin se cumple, por lo que el
muestreador de Gibbs atin produce una muestra a partir de la distribucién
marginal de X. La ecuacién representaria la densidad condicional de
X/1 dado XE), y podria escribirse

Fap (xalx0) = / Fx v (aly) fyr e (ylx0)dy (3.21)

(A veces es til utilizar subindices para denotar la densidad.) Luego, paso
a paso, podriamos escribir las densidades condicionales de X/2|X6, X/3|X(/),
X' | X

4 ’ ’

Similar a la matriz de transicién de k pasos (A )5, derivamos una "matriz
de transicién infinita” con entradas que satisfacen la relacién

F (x10) = / Frp (0fy g (o)t (3.22)

que es la versiéon continua de (3.18). La densidad fX/‘ «  Trepresenta una
k1 k—1

transicién de un paso y el otro de dos densidades juegan el papel de fi y
fx—1. Como k — oo, De nuevo se sigue que el punto estacionario de (3.22)

es la densidad marginal de X, la densidad a la que converge f, X
k1 k-1
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3.3. MODELO EPIDEMIOLOGICO SIR ESPACIO-ESTADO

3.3. Modelo epidemioldgico SIR espacio-estado

Una vez ya definido que es un modelo de espacio de estados y cémo fun-
ciona el muestreador de Gibbs podemos hablar del modelo epidemiolégi-
co. En este modelo epidemiolégico que presentamos en el que tomamos
dos series temporales de proporciones diarias de casos infectados y remo-
vidos. Ampliamos el modelo SIR para incorporar varios tipos de protocolos
de seguridad y las fases de cuarentena.

Este modelo proporciona pronosticos, tanto en linea como fuera de linea,
puntos de inflexién de interés, incluido el momento en que la proporciéon
diaria infectada se vuelve mds pequefia que las anteriores, la fecha en que
la cantidad diaria de casos removidos es mayor que la de los casos infec-
tados, o el tiempo en que la primera derivada de la prevalencia del com-
partimento infectado es cero (es decir, el punto de inflexién de la velocidad

de infeccién es cero), el modelo también proporciona un tiempo previsto
cuando finaliza la epidemia de COVID-19.

3.3.1. Modelo basico de infeccién por coronavirus.

Comenzamos con un modelo epidemiolégico bésico en el marco de los mo-
delos SIR espacio-estado sin tener en cuenta los protocolos de cuarentena.
Aqui consideramos dos series temporales unidimensionales de proporcio-
nes de casos infectados y recuperados, denotados por Y/ y YR en el tiempo
t, respectivamente, donde el compartimento de recuperados R es la suma
de las proporciones de casos recuperados y muertes en el tiempo t. Supo-
nemos que la serie de tiempo bidimensional de (Y/, YX) sigue un modelo
de espacio de estado con las distribuciones beta en el tiempo t:

Y!|6;, T ~ Beta(Al6], AT(1—-6))) (3.23)
YR|6;, T ~ Beta(AR6], AR(1—6])) (3.24)

Donde 0/ y 6 son la prevalencia de infeccion y eliminacién respectivamen-
te en el tiempo ¢, y Al y AR son los pardmetros que controlan las variaciones
respectivas de las proporciones observadas.

Como se muestra en la Figura estas series de tiempo observadas se
emiten desde la dindmica latente subyacente de la infecciéon por COVID-
19 caracterizada por el proceso latente de Markov 0;. Las proporciones
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3.3. MODELO EPIDEMIOLOGICO SIR ESPACIO-ESTADO

Figura 3.6: Un marco conceptual del modelo SIR epidemiolégico propuesto
de espacio de estado.

Serie de tiempo observada

¥

Cuarentena

Diat Dia t+1

Tiempo en dias

esperadas en ambos modelos y son iguales a la prevalen-
cia de infeccién y la probabilidad de remocién en el tiempo ¢, es decir,
E(Y/|6:) = 6] y E(YR|6;) = 68 . Ademaés, la prevalencia de la poblacién
latente 6; = (67, 6!, %) es un proceso de Markov tridimensional, en el que
07 es la probabilidad de que una persona sea susceptible o esté en ries-
go en el momento ¢, 0] es la probabilidad de que una persona se infecte
en el momento ¢, y 6} es la probabilidad de que una persona sea retirada
del sistema infeccioso (ya sea recuperado o muerto) en el momento t. Ob-
viamente, 67 + 0] + 68 = 1. Suponemos que este proceso de prevalencia
tridimensional 6; se rige por el siguiente modelo de Markov:

0¢ | 6;—1, T ~ Dirichlet(xf(6:-1, B, 7)) (3.25)

donde el pardmetro x escala la varianza de la distribucién de Dirichlet
y la funcién f(-) es un vector tridimensional que determina la media de
la distribucién de Dirichlet. La funcién f es el motor de la dindmica de la
infeccion, que opera de acuerdo con el modelo SIR cldsico de la enfermedad
infecciosa de la forma:

do; _
at

S nl thI S ol 1
B67 6;, ar = BO; 0; — v b; y

thR o

La solucién a este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias se resuel-

ve con Runge — Kutta (RK4) de cuarto orden, dando como resultado una
aproximacion de f(6;-1, B, v) de la siguiente manera:
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3.3. MODELO EPIDEMIOLOGICO SIR ESPACIO-ESTADO

05+ LK1, + 2k k] ag(t—1)
fO—1, By) = [0l + %[k;_l + 2k§_1 + kg:_l] = | ar(t—1)
OF |+ 1glki 1 +2Kk,2 + k] ar(t=1)
Donde:
K= —po e},
KS2 = —p[6s + 0,565 [6] + 0,5k1],
K = — [0S +0,562][0] + 0,57,
kit = —Bl6F + k2] (0] + kP);
ki' = p6; 6 — 6],
ki = BIOF +0,5k']16] + 0,5K['] — (6] + 0,5K[],
k> = B (6 +0,5k;][6] + 0,5 k2] — (6] +0,5k7],
kit = BIOT + k2] [60] + k) — [0 + Ky
y

ket = —B o7 0f — 6],

k2 = —B[67 +0,5k31][6] + 0,5k"] — y[6] + 0,5k]1],
kB = —B[65 +0,52)[0] +0,5k2] — y[0! +0,5k7],
kit = —Blo7 + k7 116f + k'] — 416] + K

Denote el conjunto de pardmetros del modelo mediante T = (B, 7, 6o, A, K)T,
que se estimara utilizando el método MCMC.

Un método alternativo para aproximar la solucién al modelo SIR es el mé-
todo de Euler. El método de Euler, sin embargo, se sabe que es inestable,
mientras que el método RK4 es estable para una amplia gama de SIR pa-
rametrizado y condiciones iniciales, sin dejar de ser facil de implementar.
Las opciones de distribucién Beta y Dirichlet en las ecuaciones obedecen a
las restricciones de apoyo. Para las ecuaciones y (3.24), 1a observacién
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3.3. MODELO EPIDEMIOLOGICO SIR ESPACIO-ESTADO

yl €10,1] y yR € [0,1], respectivamente.
Las distribuciones beta son opciones naturales para modelar datos restrin-
gidos al intervalo [0,1]. Si X ~ Beta(#1,%2) con 1 > 0,172 > 0, entonces

E(X) = —1
2

112
Var(X) =
W()(m+mﬂm+m+ﬂ

Para la ecuacién observada de DBSSM con 17 = A0} y 1, = AL(1 — 6])
tendriamos,

E(yi10:,¢) = 6f
11— Alpl
Var(yl oy ) = HC 0
La condicién de y; es imparcial para el estado latente y; es en funcién de
0! y Al para el caso de los infectados y para el de los removidos 6% y AR.
El pardmetro A! desempefia un papel en el control de la varianza, pero no
juega un papel en la esperanza condicional. Como A! tiende hacia el infi-
nito, la varianza condicional (es decir, el error de medicién) de y; tiende a
cero. También tenga en cuenta que para una A! fija, el error de medicién
aumenta al aumentar 6/ € [0,0,5]

La distribucién de Dirichlet es una eleccién natural para modelar datos con
valores vectoriales sujetos a ser positivos y equilibrados.

Si (X1, Xp) ~ Dirichlet(ay,---ap) con «j > 0 para todo j = 1,2,---p
entonces

__ Y
= 5
Zizl a;
(L )a — a
(Zle D‘i)z(l + lezl “i)
Una parametrizacion alternativa de los conjuntos de distribucién de Diri-

. ) % g.—1,. ; p *
chlet x = Z]-:1 ajy o =K a suponiendo que Z]-:1 «* = 1. Entonces para

]

E(X;))

Var(X;) =
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3.3. MODELO EPIDEMIOLOGICO SIR ESPACIO-ESTADO

(X3, - Xp) ~ Dirichlet(xaj,- - - le;;) la esperanza y la varianza para X; se
expresan como,

E(Xj) = o]
af(1—af)
Var(X;) = L—-1-
ar( ]) T %

Para la ecuacién de estado de DBSSM, establecemos o] = ag(t), a; =

ar(t), af =ag(t).
Basados en los pardmetros de la distribucién Dirichlet, tendremos que,

E(alar—1,9) = (as(t —1),ay(t — 1), ag(t — 1))

as(t)(1—as(t))
1+x

Var(S(t)|6;-1, ¢)
(Var(f(t)9:1,¢)> - “I(f)(llJ:KM(t))
Var(R(t)|60;-1, )

ag(t)(1 —ag(t))
1+x
donde [Jés(t) + 061(1') + OCR(t) =1
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Capitulo 4

Analisis de los datos de
COVID-19 en El Salvador

4.1. Modelo epidemioldgico con tasa de transmi-
sion variable en el tiempo

El modelo epidemiolégico bésico con tasas de transmision constantes en el
modelo SIR ecuacién no refleja la realidad, donde se han aplicado
niveles de cuarentenas. Muchas formas de intervenciones humanas que es-
tan alterando la tasa de transmisién a lo largo del tiempo que incluyen:

» Medidas de proteccién a nivel individual, como usar mascarillas y
caretas, usar alcohol gel, tomar aislamiento en el hogar y distancia-
miento social en lugares publicos.

» Cuarentenas a nivel comunitario, hospitalizacién y aislamiento para
casos infectados, bloqueo de municipios, control de trafico y activi-
dades sociales restringidas, etc.

Ademés, el virus en si puede mutar para evolucionar, por lo que aumen-
ta la tasa potencial de casos asintomaticos es decir falsos negativos en el
diagnostico de la enfermedad. Como resultado, algunos portadores de vi-
rus individuales no estan contenidos. Por lo tanto, la velocidad de transmi-
sién B, de hecho, varia con el tiempo, lo que debe tenerse en cuenta en el
modelado.
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4.1. MODELO EPIDEMIOLOGICO CON TASA DE TRANSMISION
VARIABLE EN EL TIEMPO

Figura 4.1: Un modelo SIR extendido.

wit)
S X

Una extension del modelo epidemiolégico basico anterior es permitir una
probabilidad variable en el tiempo de que una persona susceptible se en-
cuentre con una persona infectada o viceversa. Suponga que en un mo-
mento t, g°(t) € [0, 1] es la posibilidad de que una persona en riesgo esté
aislada en el hogar, y g' € [0, 1] es la posibilidad de que una persona in-
fectada esté en cuarentena en el hospital. Por lo tanto, la posibilidad de
transmisién de la enfermedad cuando una persona en riesgo se encuentra
con una persona infectada se modifica como:

Bl1—a° ()} 67 {1—q' (D)} 6 == pr(t) 67 6},
con 7(t) := {1 —g°(t)} {1 —q'(t)} € [0,1]. En efecto, este 7(t) modifica
la posibilidad de que una persona susceptible se retina con una persona
infectada o viceversa, lo que se denomina como un modificador de trans-
misién debido a la cuarentena. Obviamente, sin cuarentena, 77(f) = 1 para
cualquier tiempo t, figura Esto da como resultado un nuevo modelo
SIR con un modificador de velocidad de transmisién variable en el tiempo:

a5 _

R
o= —Br(t)65 6f, a8

=76/

(4.1)
donde el término del producto B7(t) define una tasa de transmision rea-
lista que refleja las medidas de cuarentena actualmente aplicadas de todos
los nivel. Tenga en cuenta que el modelo SIR extendido anterior supone
principalmente que tanto la probabilidad a nivel de poblacién de ser sus-
ceptible como la probabilidad a nivel de poblacién de ser infectado siguen
siendo las mismas, pero la probabilidad de que una persona susceptible se
retina con una persona infectada se reduce en 7t(t).

6!
— =Br(e e =6y
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4.1. MODELO EPIDEMIOLOGICO CON TASA DE TRANSMISION
VARIABLE EN EL TIEMPO

El modificador de velocidad de transmision 7t(t) debe especificarse de
acuerdo con los protocolos de cuarentena reales en una regién determi-
nada. Una posible elecciéon de 7(t) puede ser una funcién escalonada que
refleje medidas de aislamiento, a continuacién se muestra un ejemplo de
una funcién seccionada, con algunos vectores de probabilidad:

Escenario 4.1.1

o1, Sit > 23 enero 2020, no hay protocolo de cuarentena, ;

Ttop, sit € (23 enero 2020, 4 febrero 2020] blogqueo de la ciudad;
T3, Sit € (4 febrero 2020, 8 febrero 2020], Cuarentena mejorada;
o4, sit > 8 febrero 2020, apertura de nuevos hospitales.

n(t) =

Figura 4.2: El modificador de velocidad de transmisién toma diferentes
formas de funciones escalonadas bajo diferentes medidas de cuarentena a
lo largo del tiempo. Las gréficas de A a C indican 7o = (701, 702, 703, To4)
iguala (1,1,1,1),(1,0.9,0.8,0.5) y (1,0.9,0.5,0.1) con puntos de cambio
de tiempo (23 enero , 4 febrero, 8 febrero) respectivamente.

A 1 C )]

1.04

0.9

g
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aft)
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024 0.2

01 0.1+ 0.1

0.0 0.0 4 0.04
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e - & F & &S L F &FFFEHF LY
time time time

Cuando 79 = (701, o2, 703, Toa) Se eligen con diferentes valores, como se
muestra en la Figura obtenemos diferentes tipos de modificadores de
velocidad de transmisién alineados con diferentes protocolos de cuarente-
na. Técnicamente, la funcién aproximada de f de Runge-Kutta, se puede

obtener facilmente reemplazando f por B7t(t) en la especificacién del mo-
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MONTE CARLO

delo de prevalencia latente (3.25) y, ademas, en todas las cantidades y pasos
en la implementacién de MCMC.

4.2. Implementacién: Algoritmo de Cadenas de
Markov Monte Carlo

La implementacion del algoritmo MCMC para recopilar sorteos de las dis-
tribuciones posteriores y obtener estimaciones e intervalos de confianza de
los pardmetros desconocidos en los modelos anteriores especificados en la
Secci6n 3.3l

Los muestreos MCMC latentes son muestreados y pronosticados por MCMC,
particularmente para la prevalencia de infeccién y la probabilidad de eli-
minacién, 6! y 6%, lo que nos permite determinar los puntos de interés y el
ntmero de reproduccién Ry.

El primer punto de inflexién de interés es el momento en que el ntimero
diario de nuevos casos infectados deja de aumentar. Matemdticamente, es-
to corresponde al tiempo t en el cual: ] = 0 o el gradiente de 8/ es cero,
como se ilustra en el Panel A en la Figura estd marcado por una linea
verde, el pico de 6! denotado por la linea verde vertical, es el primer pun-
to de inflexién de interés. El segundo punto de inflexién es el momento en
que los casos infectados acumulados alcanzan su maximo, lo que significa
0! = 0. En principio, el segundo punto de inflexién ocurre solo después del
primero, como se muestra en el Panel B en la Figura
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Figura 4.3:

a6! s o !
A d_; = f6; ﬂt' _VBI.{ Alcance Maximo B % = .GGESBL{ - yﬂé:ﬂ

El ndmero de reproduccién Ry de una enfermedad infecciosa se estima
mediante la relaciéon Ryp = B/, donde B y <y se estiman a partir de sus
distribuciones posteriores.

Debido a que se considera el compartimento de cuarentena, Ry puede cam-
biar de acuerdo con las formas de los protocolos de cuarentena.
Adoptamos un algoritmo MCMC estandar para dibujar el proceso latente.
Sea tj el tiempo actual hasta el cual hemos observado los datos (Yolzto, Yé?to).

Para realizar M sorteos de Yo{to, Y Yé?to parat € [to + 1, T], nosotros proce-
demos de la siguiente manera:
paracadam =1, .., M,

(1) traza Gt(m) de la posterior [0,; | Gt(zq, T(’”)] del proceso de prevalencia,
ent=ty+1,.. T,

@) traza (/" ¥ ") de [v] |6/, "] y [YR|6["™, "] de acuer-
do con el proceso observado, en t =ty + 1, ..., T, respectivamente

Las distribuciones anteriores se especifican con algunos de los hiperpara-
metros que se establecen de acuerdo con los datos del SARS de Hong Kong

00 ~ Beta(1,(Y{)™1), 65 ~ Beta(1, (YR)™), 08 =1—65 — 6};
Ry ~ Log N (1,099, 0,096) con E(Rg) = 3,15, SD(Ro) = 1;
v ~ Log N (—2,955,0,0910) con E(y) = 0,0117, SD(v) = 0,1, B = Ry ;
x ~ Gamma (2, 0,0001), Al ~ Gamma (2, 0,0001), AR ~ Gamma (2, 0,0001)
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(1) Given M draws from [81.¢, ¢|Y7.¢],

(2) Form=1,...,M:

(3) Fort=t'+1,t'+2,...,T:

(4) Draw eim) from [949&@1, Htm],

(5) Draw Y™ from [Yt\ﬂgm),qb(m)],

(6) Then Y((;,nll):T = (Yt(,T_)l, Yt(,T_)Q, ey Y(Tm))T constitutes a draw

from [Y(t’+1):T|Yl:t']'
Figura 4.4: Algoritmo MCMC

En la configuracién predeterminada, las variaciones de las distribuciones
anteriores se establecen en valores relativamente grandes para reflejar el
hecho de que el conocimiento previo limitado de estos pardmetros del
modelo epidemiolégico estd disponible. Cuando se puede acceder a més
informacién durante el curso de la pandemia, se pueden usar valores de
varianza anteriores mds pequefios, lo que lleva a intervalos creibles mas
estrictos para los pardmetros y puntos de inflexiéon del modelo.

4.3. Interpretacion de los resultados del modelo

Aplicamos el modelo MCMC, usando la funcién tvt.eSIR, (donde puede
leer el articulo [1] citado en la bibliografia) con tasa de transicién varia-
ble en el tiempo 7(t), para analizar los datos de COVID-19 recopilados
del sitio web ptblico del gobierno de El Salvador EL donde el primer caso
por coronavirus que se identificé en el pais fue el 18 de marzo del 2020,
y se di6é seguimiento del avance de los casos y de las distintas medidas
que el gobierno Salvadorefio ejecuté desde antes del primer caso, esto ayu-
dé a que el virus no se propagara tan rapidamente como en otros paises,
mostramos en este capitulo esos distintos escenarios en los que se intervino
con distintas fases de cuarentenas; estrictas y moderadas, asi como también
mostramos escenarios para ver el comportamiento de casos hipotéticos se-
gun distintas fases propuestas para la reapertura de la economia en el pais,
también simulamos escenarios segtin avance de personas vacunas.

Estos distintos escenarios, nos muestran el impacto que tendrian en el na-

Thttps://covidl9.gob.sv
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4.3. INTERPRETACION DE LOS RESULTADOS DEL MODELO

mero de casos infectados segtin las proporciones de personas que pudieran
tener contacto entre ellas, segin en cada etapa o rango de fechas en la fun-
cién 7t(t), si se ejecuta el modelo con 77(t) = 1 seria un modelo SIR bésico
sin restricciones de cuarentenas ni protocolos de seguridad para evitar pro-
pagacion del virus.

Se presenta el primer escenario

Escenario 4.3.1

01, sit < 11 marzo 2020, no hay protocolo de cuarentena, ;
op, sit € (11 marzo 2020, 16 marzo 2020] Cuarentena y
n(t) = suspension de clases escuelas y Universidades ;
o, sit € (16 marzo 2020, 20 marzo 2020], Cierre fronteras y aeropuertos;
T4, sit > 20 marzo 2020, Cuarentena Domiciliar y cierre de empresas.

Probamos para la funcién del (Escenario con vectores de probabilidad
o correspondientes a (1,0.9,0.8,0.5) y (1,0.9,0.5,0.1)

Estos vectores se definieron tomando en cuenta las probabilidades de ser
infectado segtn las restricciones de la cuarentena, por ejemplo el primer
valor de 1 hace referencia a la probabilidad de ser infectado antes del 11 de
Marzo, como menciondbamos anteriormente una pandemia sin restriccio-
nes de cuarentena se puede aplicar el modelo SIR basico, que es equivalente
a tomar la funcién constante 7t = 1, es decir, todo el vector de probabili-
dad seria igual a 1, y teniendo en cuenta que antes de esa fecha no habia
ninguna restriccién en esta simulacion le asignamos probabilidad 1 y des-
pués del 11 se inici6é con las medidas de cuarentena la probabilidad de una
persona susceptible se encuentre con una infectada se reduce, de ahi que
vamos variando la funcién segtn el tipo de restriccién.

Los resultados para el Escenario y tomando en cuenta los 2 vectores
de probabilidad se obtiene los resultados, aplicados a la funcién tvt.eSIR()
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s Vector 1
o = (1,0.9,0.8,0.5)

SV_step: infection forecast with prior 3,=0.259,y,=0.0821 and Ro=3.15
Posterior 3,=0.437,7,=0.134 and Ro=3.32
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= Vector 2
o = (1,0.9,0.5,0.1)

SV_step: infection forecast with prior 3,6=0.259,7,=0.0821 and Ro=3.15
Posterior 3,=0.438,7,=0.134 and Ro=3.33
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En estos escenarios de prondstico de los compartimentos infectados, los
puntos negros que estdn antes de la linea vertical azul indican las pro-
porciones observadas de infectados hasta la dltima fecha de observaciones
disponibles. Es decir, la linea vertical azul marca el tiempo ¢, (altimo dato
observado) como se define en la Seccion 4.2} para las gréficas del vector 1y
vector 2 el tltimo dato observado es el 30 de abril de 2020. Las lineas ver-
ticales verde y ptrpura indican el primer y el segundo punto de inflexién,
respectivamente.
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4.4. SIMULACIONES BAJO CUARENTENA VARIABLE EN EL TIEMPO
APLICADO EN EL SALVADOR

El primer punto de inflexién para la gréfica del vector 1 es el 18 de Junio y
para la gréfica del vector 2 el 24 de Julio, ambas del afio 2020, mientras que
el segundo punto de inflexién para la grafica del vector 1 es el 24 de Junio
y para la grafica del vector 2 el 21 de Julio. El &rea de color salmén denota
el intervalo de confianza del 95% de las proporciones pronosticadas Y/
después de tj, mientras que el drea de color cyan representa los intervalos
de confianza del 95% de la prevalencia (6]) antes del tiempo t;. La curva
gris y roja representa la media y mediana posteriores respectivamente.

4.4. Simulaciones bajo cuarentena variable en el
tiempo aplicado en El Salvador

Tomando en cuenta siempre el Escenario ahora con ultimo dato ob-
servado 1 de Mayo 2020 y tomando en cuenta otros vectores de probabili-
dad, para poder mostrar distintos simulaciones con vectores distintos, para
mostrar diferentes situaciones que pudieran suceder, segtin el nimero de
personas expuestas.

Variamos el vector de probabilidad 7 con el fin de mostrar cual seria el
ndmero maximo de casos o como se comportaria el final de la pandemia
en cada vector. 7t = (7191, 702, 7103, TTo4)

s Vector 1
= (1.0,0.8,0.5,0.3)

En la grafica, para el vector 1 se observa el primer punto de inflexién
el 6 de Julio 2020, con una media de 34,796 infectados y una mediana
de 125 infectados.

El segundo punto de inflexién para el 10 de Agosto 2020, donde esta-
ria el maximo donde tenemos una media de 65,031 infectados y una
mediana de 0 infectados.

Y en el peor de los casos, con un intervalo de confianza del 95 %,
tendremos un maximo de 609,995 contagios para el 17 de Agosto
2020.
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En la grafica, para el vector 2 se observa el primer punto de inflexién
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el 27 de Abril 2020, con una media de 259 infectados y una mediana
de 253 infectados.

El segundo punto de inflexién para este vector estd para el 1 de Mayo
2020, donde estaria el maximo con una media de 287 infectados y una
mediana de 260 infectados.

Y en el peor de los casos, con un intervalo de confianza del 95 %
tendremos un maximo de 963 contagios para el 3 de Mayo 2020.

= Vector 3
T = (O. 8,0.6,0.4,0. 2)

El_Salvador_Step: infection forecast with prior Bp=0.259,v,=0.0821 and R;=3.15
Posterior I,=0.385,7,=0.0962 and Ry=3 88
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En este escenario, con el vector 3 mostramos un escenario en el que
el primer valor es 0.8 se toma en cuenta que para el 11 de Marzo se
inici6 el estado de cuarentena, podriamos decir que no es una tasa
de transmisién de 1 porque el virus atin no estaba dentro del pais la
tasa de contagio debe ser mds baja, en la grafica, para este vector 3
se observa el primer punto de inflexién el 26 de Abril 2020 con una
media de 275 infectados y una mediana de 257 infectados.

En el segundo punto de inflexion esta para el 1 de Mayo 2020, donde
estarfa el mdximo con una media de 277 infectados y una mediana de
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281 infectados.

Y en el peor de los casos con un intervalo de confianza del 95 %,
tendremos un maximo de 8433 contagios para el 9 de Junio 2020.

» Vector 4
= (0.6,0.50.3,0.1)
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En la grafica, para el vector 4 se observa el primer punto de inflexién
el 19 de Abril 2020, con una media de 200 infectados y una mediana
de 209 infectados.

El segundo punto de inflexién se da para el 2 de Mayo donde estaria
el maximo con una media de 283 infectados y una mediana de 284
infectados.

Y en el peor de los casos con un intervalo de confianza del 95 %
tendremos un maximo de 835 contagios para el 25 de mayo 2020.

Notar que en esta simulacion se presenta un vector bastante estricto
con una situacién donde podria estar bien controlado la situacion de
contagios en la pandemia, por eso vemos un final como en Agosto de
2020, obviando mutaciones del virus nuevas variantes, etc.
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Se presentan a continuacion otros escenarios simulando las distintas fases
de cuarentena que se implementaron por el Gobierno central, considerando
distintos valores para el vector 77(f) para ello se estimé las proporciones de
personas expuestas en cada fase de cuarentena.

Escenario 4.4.1

101, sit < 17 marzo 2020, sin cuarentena, ;
Top, sit € (17 marzo 2020, 20 marzo 2020] Cuarentena y
n(t) = suspension de clases escuelas y Universidades ;
103, sit € (20 marzo 2020, 6 abril 2020], Aglomeracién en los CENADE;
o4, sit > 6 abril 2020, apertura completa.

Para este escenario mostramos 3 vectores de probabilidad distintas para la
funcién 7, donde esta funcién agregamos un intervalo de tiempo “Aglo-
meracién en los CENADE” donde se hizo entrega de apoyo econémico a
familias afectadas por la cuarentena, esto hizo que una gran cantidad de
personas llegara a los Centros de Atencién por Demanda del Ministerio de
Economia (Cenade) y a distintas sucursales bancarias, aumentando asi el
riesgo de contagio de coronavirus en la poblacién, para este intervalo au-
mentamos la probabilidad de contagio para ver el efecto en las graficas, y
siempre estimando la proporciéon de personas expuestas en cada intervalo
de fechas 7© = (711, 702, 7003, 7To4), Siempre trabajamos con la misma base
con ultimo dato observado el 1 de mayo de 2020

s Vector 1
T = (1.0,0.85,0.95,0.5)

En la gréfica, para el vector 1 se observa el primer punto de infle-
xién el 27 de Junio 2020, con una media de 55,092 infectados y una
mediana de 3,595 infectados.

El segundo punto de inflexién el 5 de septiembre donde estaria el
maximo con una media de 183,910, infectados y una mediana de
45,855 infectados.

Y en el peor de los casos con un intervalo de confianza del 95 % ten-
dremos un maximo de 1,155,780, contagios para el 18 de septiembre
2020.
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El_Salvador_Step: infection forecast with prior Ba=0.259,7,=0.0821 and R;=3.15
Posterior f,=0.351,3,=0.118 and R,=3.07
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Para la gréfica, del vector 2 se observa el primer punto de inflexién
el 2 de Septiembre 2020, con una media de 7,225 infectados y una

mediana de 0 infectados.
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P(Infected)

El segundo punto de inflexién para el 3 de noviembre 2020 donde
estarfa el médximo con una media de 13, 805 infectados y una mediana
de 0 infectados.

Y en el peor de los casos con un intervalo de confianza del 95 %,
tendremos un maximo de 186,209 contagios para el 25 de octubre
2020.

Vector 3
= (1.0,0.6,0.75,0.2)

El_Salvador_Step: infection forecast with prior (,=0.259,7,=0.0821 and R=3.15
Posterior 3,=0.433,y,=0.124 and Ry=3.55
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La gréfica, para el vector 3, se observa el primer punto de inflexion el
26 de abril 2020 con una media de 258 infectados y una mediana de
254 infectados.

El segundo punto de inflexiéon para el 2 de Mayo 2020 donde estaria
el maximo con una media de 285 infectados y una mediana de 271
infectados.

Y en el peor de los casos con un intervalo de confianza del 95 %
tendremos un maximo de 963 contagios para el 5 de Junio 2020.
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Escenario 4.4.2

( . .
o1, sit < 17 marzo 2020, sin cuarentena, ;

Ttop, sit € (17 marzo 2020, 20 marzo 2020] Cuarentena y
suspension de clases escuelas y Universidades ;
n(t) = ¢ 73, sit € (20 marzo 2020, 30 marzo 2020] cuarentena domiciliar obligatoria;
T4, Sit € (30 marzo 2020, 22 abril 2020], efecto CENADE ;
s, sit € (22 abril 2020, 6 mayo 2020], cuarentena domiciliar obligatoria ;

| %06/ sit > 7 abril 2020, mdxima restriccion.

s Vector 1
t=1(0.9,0.6,0.23,0.46, 0.23, 0.08)

SV_step: infection forecast with prior 3p=0.259,y,=0.0821 and Ry=3.15
Posterior 3,=0.416,y,=0.107 and R,=3.83
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Como ultimo dato observado para es para este vector 1, tenemos has-
ta el 10 de mayo de 2020 donde el primer punto de inflexion (linea
verde) estd al 5 de Mayo 2020 con una media (Curva gris) de 420 y
una mediana (curva roja) de 422 casos activos infectados, para este
dia los casos activos reales fueron de 399.

El segundo punto de inflexién (Linea purpura): Seria el 11 de Mayo
2020 donde estaria el méximo con una media de 517 y una mediana
504 casos activos de infectados.
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Y el minima niimero de contagios estariamos viéndolo el 20 de Julio
2020

4.5. Simulaciones con fechas de reapertura de la
economia en El Salvador

A las autoridades de un pais asi como al sistema de salud y economia les
interesa saber los distintos escenarios que se pueden presentar al iniciar
la reaperturar de la economia después de una cuarentena estricta, con es-
trategias de que negocios comenzar a abrir a modo de llevar un equilibrio
y control de personas que estardn expuestas, y no tener un colapso en el
sistema de salud, una buena estrategias puede ser a partir de nuestro mo-
delo, simular los escenarios necesarios para tener este control y eficiencia
para no saturar ni el sistema de salud ni afectar la economia, la idea de este
contenido es esa mostrar esos escenarios.

Escenario 4.5.1

;

7to1, sit < 17 marzo 2020, sin cuarentena, ;
Ttop, sit € (17 marzo 2020, 20 marzo 2020] Cuarentena y
suspension de clases escuelas y Universidades ;
T3, it € (20 marzo 2020, 30 marzo 2020] cuarentena domiciliar obligatoria;
T4, Sit € (30 marzo 2020, 22 abril 2020], efecto CENADE ;
1105, sit € (22 abril 2020, 6 mayo 2020], cuarentena domiciliar obligatoria ;
e, Sit € (6 mayo 2020, 8 junio 2020], mdxima restriccion ;
08, Sit > 9 junio 2020, apertura bajo medidas

\

Los datos para este escenario estan actualizados al 28 de Mayo de 2020.

s Vector 1
T = (O. 9,0.75,0.46,0.6,0.46,0.12,0. 24)

El primer punto de inflexién (linea verde): Seria el 20 de diciembre
2020 con una media (Curva gris) de 19,938 y una mediana (curva
roja) de 0 casos activos infectados.

Nota: Los datos estdn hasta el 28 de Mayo 2020, que es lo que marca
la linea azul (el dltimo dato observado) Y en el peor de los casos con
un intervalo de confianza del 95 % podriamos tener un maximo de
389,400 casos activos para el 25 de Enero 2021
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P(Infected)

0.5

0.3 Jul 11

El primer punto de inflexién (linea verde): Seria el 9 de Agosto 2020
con una media (Curva gris) de 384,507 y una mediana (curva roja)
de 84,002 casos activos infectados. El segundo punto de inflexién
(Linea purpura): Seria el 8 de Septiembre donde estaria el maximo
con una media de 655,650 y una mediana 473,992 casos activos de
infectados. Pero podriamos tener a lo sumo 1,980,000 casos activos
con un intervalo de confianza del 95 %

Vector 3
T = (O. 90,0.75,0.46,0.60,0.46,0.12,0. 9)

SV_step: infection forecast with prior 3,=0.259,y,=0.0821 and Ry=3.15
Posterior 3,=0.279,7,=0.0686 and R,=4.07
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El primer punto de inflexién (linea verde): Seria el 11 de Julio 2020
con una media (Curva gris) de 669,701 y una mediana (curva roja) de

239,868 casos activos infectados.

El segundo punto de inflexion (Linea purpura): Seria el 1 de Agosto
2020 donde estaria el mdximo tenemos una media de 1,411,640 y
una mediana de 1607902 casos activos de infectados. Pero podriamos
tener a lo sumo 2,904, 000 casos activos con un intervalo de confianza
del 95 %.

Y la curva estria bajando el 11 de abril 2021, a esa fecha ya no ten-
driamos casos activos
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Escenario 4.5.2

(1101, sit < 17 marzo 2020, sin cuarentena, ;
o, sit € (17 marzo 2020, 20 marzo 2020] Cuarentena y
suspension de clases escuelas y Universidades ;

3, sit € (20 marzo 2020, 30 marzo 2020] cuarentena domiciliar obligatoria;
g, sit € (30 marzo 2020, 22 abril 2020], efecto CENADE ;
05, it € (22 abril 2020, 6 mayo 2020], cuarentena domiciliar obligatoria ;
Toe, Sit € (6 mayo 2020, 15 junio 2020], mdxima restriccion ;
1oy, sit € (15 junio 2020, 15 julio 2020], apertura estricta;

g, sit € (15 julio 2020, 15 agosto 2020], apertura intermedia;
| 7To9, sit > 16 agosto 2020, apertura completa

Los datos para este escenario estan actualizados al 30 de Mayo de 2020.

s Vector 1

7T

= (0.90,0.75,0.46,0.6,0.46,0.12,0.24,0.56,0.8)

SV_step: infection forecast with prior p;=0.259,7,=0.0821 and Ry=3.15

Posterior p,=0.26,7,=0.0602 and Ry=4.34
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El primer punto de inflexién (linea verde): Seria el 1 de septiembre
de 2020 con una media (Curva gris) de 402,810 y una mediana (curva
roja) de 19,358 casos activos infectados.
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El segundo punto de inflexién (Linea purpura): Seria el 26 de sep-
tiembre de 2020 donde estaria el méximo (curva acumulada) y tene-
mos una media de 711,233 y una mediana de 173,324 casos activos
(curva acumulada) de infectados.

Escenario 4.5.3

(1101, sit < 17 marzo 2020, sin cuarentena, ;

Ttop, sit € (17 marzo 2020, 20 marzo 2020] Cuarentena y

suspension de clases escuelas y Universidades ;
T3, sit € (20 marzo 2020, 30 marzo 2020] cuarentena domiciliar obligatoria;
o4, sit € (30 marzo 2020, 22 abril 2020], efecto CENADE ;

_ (
m(t) = s, sit € (22 abril 2020, 6 mayo 2020], cuarentena domiciliar obligatoria ;
Tt06, Sit € (6 mayo 2020, 7 junio 2020], mdxima restriccion ;
oy, sit € (7 junio 2020, 8 julio 2020], apertura estricta;
Ttos, it € (8 julio 2020, 9 agosto 2020], apertura intermedia;

o, sit > 9 agosto 2020, apertura completa

\

Los datos para este escenario estan actualizados al 30 de Mayo de 2020.

s Vector 1
T = (0.90,0.75,0.46,0.60,0.46,0.12,0.24,0.56,0.80)

El primer punto de inflexién (linea verde): Seria el 27 de agosto de
2020 con una media (curva gris) de 416,743 y una mediana (curva
roja) de 48,910 casos activos infectados.

El segundo punto de inflexion (Iinea purpura): Seria el 22 de septiem-
bre de 2020 con una mediana (curva roja) de 690,036 casos activos
(curva acumulada) de infectados.
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SV_step: infection forecast with prior p;=0.259,y,=0.0821 and Ry=3.15
Posterior §,=0261,1,=0.0645 and Ry=4.07
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4.6. Adaptando el modelo con datos de avance de
aplicacién de la Vacuna contra el Covid-19

En este capitulo mostraremos algunos escenarios, donde utilizamos nues-
tro modelo Markoviano, pero ahora tomando en nuestra funcién seccio-
nada, fechas con un estimado de avance de la aplicacién de la vacuna y
estimando un vector de probabilidad con el porcentaje de efectividad y
numero de personas vacunas, en este capitulo la idea es mostrar que el
modelo se puede adaptar a otras situaciones, aunque no se pretende pro-
fundizar en el tema, a manera de incentivar a seguir con este estudio se
presentan algunas simulaciones.

El proceso de inmunizaciéon contra Covid-19 que inicio el 18 de febrero de
2021 con médicos, enfermeras y personal de apoyo que trabajan en primera
linea contra el virus fueron los primeros en recibir la primera dosis de la
vacuna.

Los vectores de probabilidad, se han tomado con estimaciones del porcen-
taje de avance de la segunda dosis aplicada de la vacuna, el periodo de
datos para estas simulaciones, tenemos como primer dato el 17 de Marzo
de 2020 y como ultimo dato observado tenemos hasta el 31 de Julio de 2021
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Escenario 4.6.1

o1, sit < 17 febrero 2021
T, sit € (17 febrero 2021, 15 mayo 2021]
T3, sit € (15 mayo 2021, 30 julio 2021]

m(t) = 704, sit € (30 julio 2021, 30 agosto 2021]
105, it € (30 agosto 2021, 29 septiembre 2021]
Tto6, Sit € (29 septiembre 2021, 20 noviembre 2021]
o7, sit > 20 noviembre 2021

\

Para esta funcién presentamos dos vectores de probabilidad, (variables en
el tiempo) con sus resultado graficamente.

s Vector 1
T = (O. 80,0.60,0.50,0.50,0.60,0.58,0. 40)

SV_step: infection forecast with prior 3,=0.259,y,=0.0821 and Ry=3.15
Posterior 3,=0.0455,7,=0.0292 and Ry=1.56
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time

= Vector 2
7 = (0.90,0.75,0.70,0.80,0.75,0.60,0.50)

Para el Escenario 4.6.1 tenemos el vector 1 con probabilidades estrictas, ha-
ciendo referencia a un escenario donde hay més efectividad de la vacuna
0 mds personas vacunadas, esto sin tomar en cuenta nuevas mutaciones
o nuevas variantes (recordar que se estdn haciendo solo estimaciones, con
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SV_step: infection forecast with prior 3,=0.259,y,=0.0821 and Ry=3.15
Posterior ,=0.0426,7,=0.0313 and Ro=1.36
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datos mds certeros se puede hacer una estimacién mas exacta de estos vec-
tores y asi tener resultados mejores), y en el vector 2 tenemos un escenario
menos estricto haciendo referencia o bien a un porcentaje bajo de perso-
nas vacunadas o simplemente la vacuna es poco efectiva. Como puntos
importantes a destacar en las gréaficas recordando que el ultimo dato ob-
servado, es decir, la base de datos esta actualizada al 31 de Julio 2021, con
esto tenemos que para la gréfica del vector 1 hay un alza mas o menos en
Noviembre-Diciembre de 2021, pero notar que las probabilidades se fueron
aumentando también provocando este pequefio cambio en el crecimiento,
para la gréfica del vector 2 es menos estricto que el primero, la grafica tiene
un liguero crecimiento en Octubre de 2021 y luego solo decrece, estiman-
do un final de la pandemia en Mayo-Junio de 2022 igual para el vector 1
tendria su final casi en las mismas fechas.
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Escenario 4.6.2

o1, sit < 17 febrero 2021
Ttop, sit € (17 febrero 2021, 30 abril 2021 |
o3, it € (30 abril 2021 , 30 julio 2021 ]
Ttoa, sit € (30 julio 2021, 30 agosto 2021]

ni(t) = 705, sit € (30 agosto 2021, 18 septiembre 2021]
Ttoe, Sit € (18 septiembre 2021, 26 octubre 2021]
o7, sit € (26 octubre 2021, 20 diciembre 2021]
Tt08, it € (20 diciembre 2021, 28 febrero 2022 ]
o9, sit > 28 febrero 2022

s Vector 1
T = (O. 80,0.65,0.60,0.65,0.75,0.80,0.60,0.65,0.40)

SV_step: infection forecast with prior 3,=0.259,7,=0.0821 and Ry=3.15
Posterior [3,=0.0474,7,=0.0309 and Ry=1.54
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time

En este escenario, tenemos un vector que su probabilidad baja entre el 30
abril - 30 julio y luego sube y vuelve a bajar en 26 octubre (estos cambios
podemos hacer referencia con nuevas variantes del virus donde la vacuna
pierde su efectividad) y bajo un escenario supuesto con estas probabilida-
des vemos una tendencia con bastantes cambios (o picos) en la gréfica, y
también se observa que el final se extiende mds que en el escenario ante-
rior para este caso seria mas o menos en diciembre 2022, notar también
que para este escenario el ultimo compartimento de la funcién esta hasta
28 de febrero de 2022, a excepcién del escenario anteriores tenfamos hasta
diciembre 2021.
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Escenario 4.6.3

s Vector 1

7001, sit
7102, sit
T3, Sit
7004, sit
TTo5, Sit
7706, sit
7707, sit
T8, Sit

28 febrero 2021

(28 febrero 2021, 12 abril 2021]

(12 abril 2021, 27 junio 2021]

(27 junio 2021, 30 agosto 2021]

(30 agosto 2021, 20 septiembre 2021]
(20 septiembre 2021, 30 octubre 2021]
(30 octubre 2021, 30 diciembre 2021]
> 30 Diciembre 2021
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7T = (0.90,0.60,0.50,0.45,0.40,0.40,0.35,0.20)

0.0015

0.0010

P(Infected)

0.0005

0.0000

SV_step: infection

RRBRRRBRRRC

A2
A O NSO ONNS

forecast with prior 3,=0.259,y,=0.0821 and Ry=3.15
osterior i,=0.0374,7,=0.0267 and Ry=1.4

.: : ': Posterior
1)1 dhioh Va1
L . I Wi
I ] i i
VP L SR/
il €71

/ il

\\\\\\\\\\\\
A R e A R P R
O

AR A N ORI RS PRSI R e A S o SR
SIFPF PRV PP P FFF PP RO PP P PR P PR RORIRY

time

78



4.6. ADAPTANDO EL MODELO CON DATOS DE AVANCE DE
APLICACION DE LA VACUNA CONTRA EL COVID-19

= Vector 2
T = (O. 90,0.70,0.55,0.65,0.75,0.80,0.85,0.6)

SV_step: infection forecast with prior 3=0.259,7,=0.0821 and Ry=3.15
Posterior ,=0.0403,7,=0.0292 and Ry=1.38
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En esta funcién tenemos dos vectores también, el vector 1 bastante estricto
con un comportamiento decreciente y segtin ese efecto en el vector es el
resultado que observamos en la gréfica, que podriamos decir que es “el
caso ideal” se estaria viendo un fin mds o menos en abril-mayo de 2022
alargdndose un poco con el intervalo de confianza, y el vector 2 con cam-
bios crecientes y decrecientes y por eso vemos en la segunda grafica un
pico como en enero de 2021 mostrando con este vector que si hay nuevas
variantes con las que la vacuna ya no es efectiva, la probabilidad de conta-
gio aumenta y ya no tenemos “un caso ideal”como en el anterior vector y
este se estaria alargando mads el final de la pandemia incluso en diciembre
de 2022, aun siguen habiendo casos.
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Escenario 4.6.4

o1, sit < 15abril 2021

Ttop, sit € (15 abril 2021, 15 junio 2021]

o3, it € (15 junio 2021, 30 septiembre 2021]

Ttoa, Sit € (30 septiembre 2021, 30 noviembre 2021]
705, sit € (30 noviembre 2021, 29 enero 2022]

Toe, Sit € (29 enero 2022, 20 marzo 2022]

o7, sit € (20 marzo 2022, 20 mayo 2022]

g, sit > 20 mayo 2022

\

Para este escenario nuestra base estd actualizada hasta el 25 de enero de
2022, es decir el ultimo dato observado es de fecha 25 de enero, presenta-
mos el siguiente vector de probabilidad, (variables en el tiempo) con sus
resultado graficamente.

s Vector 1
7t = (0.70,0.60,0.50,0.40,0.20,0.45,0.75,0.80)

SV_step: infection forecast with prior 3;=0.259,7,=0.0821 and Ry=3.15
Posterior 1,=0.0417,7,=0.0194 and Ry=2.15

P(Infected)

0.05

0.00

S
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4.6. ADAPTANDO EL MODELO CON DATOS DE AVANCE DE
APLICACION DE LA VACUNA CONTRA EL COVID-19

En este escenario, segtin el vector 1, con probabilidades de contagios en
aumento desde enero 2022, presentando un escenario en el que la poblacién
sufre un alto contagio a pesar de estar vacunada, mostrando asi nuevas
variantes resistentes a las vacunas aplicadas a la poblacién Salvadorefia,
teniendo asi el ultimo dato observado (linea azul) el 25 de enero del 2022,
el primer punto de inflexion (linea verde): Seria el 4 de Enero 2023 con una
media (Curva gris) de 363, 660 y una mediana (curva roja) de 348,480 casos
infectados activos. El segundo punto de inflexién (Linea purpura): Seria el
12 de mayo de 2023 donde estaria el maximo con una media de 588,060 y
una mediana 599, 280 casos activos de infectados.
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Dado que este modelo propuesto utiliza la fuerza del sistema dindmico
del SIR para capturar el mecanismo primario de la enfermedad infecciosa
COVID-19, podemos predecir episodios futuros de los patrones de propa-
gacion de la enfermedad para una cantidad de dias desde la tltima fecha
de disponible de datos, este niimero de dias lo podemos cambiar en el
modelo a conveniencia teniendo en cuenta que a mayor nimero de dias a
predecir el modelo tardard mas en ejecutarse.

Algunos de los puntos de inflexién de interés se obtienen de las curvas
de pronédstico como parte de los resultados, incluido el tiempo previsto
cuando la proporcién diaria de casos infectados se vuelve méas pequefia
que los anteriores y el tiempo previsto cuando la proporcién diaria de
casos removidos (es decir, tanto recuperados como muertos) se vuelve més
grande que la de los casos infectados, asi como el momento en que termina
la pandemia.

Como resultados proporciona cuantificaciéon de la incertidumbre sobre la
prediccion, en lugar de solo valores de predicciéon puntuales, que son va-
liosos para ver lo mejor versus lo peor. La contribucién novedosa clave
es la incorporacién de protocolos de cuarentena que varian con el tiempo
para expandir el modelo epidemiol6gico basico para acomodar las tasas
de transmisién cambiantes a lo largo del tiempo en la poblacién. Esto se-
ria muy util para profesionales en drea de salud o gobiernos para evaluar
diferentes tipos de estrategias de cuarentena en la préctica.

El algoritmo MCMC implementa la estimacién estadistica y la prediccién
debido a la incertidumbre de predicciéon. Dada la considerable complejidad
en la dindmica de propagacion del virus COVID-19 y la informacién poten-
cialmente inexacta de las medidas de cuarentena, asi como las proporcio-
nes probablemente no reportadas de muertes, infectados y recuperados, es
de importancia critica poder medir e informar la incertidumbre en el pro-
noéstico. Tenga en cuenta que es muy dificil, si no imposible, recopilar los
datos de las personas infectadas que no presentan sintomas o sintomas le-
ves tuvieron aislamiento en el hogar y se recuperaron, a pesar de los serios
esfuerzos realizados por el gobierno para realizar una pruebas gratuitas en
puntos estratégicos, también considerar que con el paso del tiempo el virus
tambien presenta variantes unas mas fuertes y contagiosas que otras.
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