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INTRODUCCION 

La finalidad del presente trabajo es la de acrecen 

tar el material bibliográfico en el área de álgebra; una 

de las disciplinas de mayor desarrollo en el campo matemá 

tico del país.  El aporte concreto es dentro de la materia 

de las álgebras de Boole; siendo el objetivo primordial - 

el de establecer una relación funtorial entre las estruc- 

turas algebráicas y las topológicas. 

La lectura de este trabajo exige conocimientos ele 

mentales de teoría de Categorías y de Topología General . 

Sin embargo para el lector no familiarizado con éstas ra- 

mas se han preparado en el apéndice dos capítulos que pr� 

porcionan el conocimiento básico de las disciplinas men­ 

cionadas. En cuanto al orden de presentación los temas - 

se han desarrollado como sigue: Primero se le dió a los - 

espacios de Boole, estructuras de Categoría; luego,además 

de construirse la categoría de las álgebras de Boole, se 

forma un isomorfismo entre álgebras de Boole y anillos de 

Boole; y se definen algunas álgebras particulares como 

son: álgebras libres, distributivas y proyectivas. La PªE. 

te medular de este trabajo se encuentra en el tercer capí 

tulo, en donde se construye un funtor que relaciona la - 

f 
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categoría de las álgebras de Boole y la categoría de los 

espacios de Boole. Para finalizar, en el último capítulo 

se aprecia con mayor intensidad el importante papel que 

juega el concepto de orden en la teoría de las álgebras 

Booleanas. 

En general ·se ha trabajado construyendo todo lo n� 

cesario para establecer el vínculo entre álgebras de Boo­ 

le y espacios de Boole y algunas propiedades adicionales 

relacionadas con el objetivo principal; claro es que exi� 

te mucho más de lo que aquí se encuentra sobre álgebras - 

Booleanas y lo cual podría dar iugar a otros trabajos de 

investigación. Se cree que éste,  prestará alguna utilidad 

a los estudiosos del álgebra. 
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CAPITULO I 

ESPACIOS DE BOOLE 

1 . 1 .  DEFINICIONES. EJEMPLOS. PROPOSICIONES. 

1 . 1 . 1 .  DEFINICIONES 

a)  Un espacio topol6gico X es llamado "totalmente discon­ 

tinuon si la componente conexa de un elemento cualqui� 

ra "x" es igual a ·  { x } ,  es decir, si cada componente c2_ 

nexa tiene un solo elemento. Por ( I I . 6 . 5  ) ,  es equiva­ 

lente a que los clopens de X $ean una base, si X es 

compacto. 

b )  Un espacio topológico X es llamado un "espacio de Boo­ 

l e " ,  si X es un espacio compacto y totalmente disconti 

nuo. 

1 . 1 . 2 .  EJEMPLOS 

E1 Sea X un conjunto y p � X ;  A  e  X  es un abierto si A - 

está incluido en el complemento de { p }  ó  bien si A es 

un subconjunto cofinito que contiene al punto " p " .  

X  es un espacio de Boole (con esta definición de abier 

to) cuyos clopens son los subconjuntos finitos de 

X - { p }  y  los subconjuntos cofinitos de X que contie­ 

nen a " p " .  
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E2 Espacio de Cantor 

Sea A =  { O ,  1 }  un conjunto con sólo dos elementos y 

consideremos en A la topología discreta, con la cual A 

es evidentemente uri espacio topológico compacto. 

Si I t � es un conjunto, sea X =  n  A . ,  en donde 
i.GI 

1 

Ai = A para todo i G I .  Como cada Ai es compacto, X ,  

con la topÓlogía producto, es un espacio topol6gico 

compacto ( I I . 9 . 4  ) .  Sea EI el conjunto de funciones 

f :  I  �  A, y para cada j G I sean los conjuntos 

f ( j ) = O }  

�lj = { f  G  EI I f ( j )  =  1 }  

Consideremos: 

e = { O c EI / O es igual a una intersección finita de 

conjuntos de la forma BOJ ó B1J , j � I } .  

Si P c E1 , diremos que P es un abierto si P = � ó 

si P e s  unión de conjuntos O b a .  Es rutinario veri- 

ficar que con esta definición de abiertos E1 es un es­ 

pacio topológico. 

La función g : X E1 es trivialmente biyectiva 

g e s  continua, ya que si O G a ,  O  es de la forma 
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n 
= f) B • 

k=1 �1k 

-1 n 
g (í1) B . ) 

�1k 

n 
= n · { c x . ) . ,..

1
¡ g « x . ) ) e B  .  }  

i  1  1,:, 1 �l.k 

n 

= n · . { ( x . ) . ,..
1

1 x .  = m. }  
1  1  11:1 J.k J< 

= n o .  ,  
ieI 

1 

= 

en donde para todo k < n y O . =  A  para 
J 

j + ik y todo k � n, el cual es un elemento de la base 

de X. 
.  -1 

De manera similar g es también continua. 

Luego g e s  una biyecci6n bicontinua con lo cual EI es 

también compacto. 

Si O G 6 , o = 

n 

n B • 

k=1 �
1

k 
entonces 

oº 
n 

Be . 
n 

- u = U B- . con ñk = o si � = l  -  '  k=1 mk1k 1 nk1k 

y fík = 1 si mk = o de donde oº es un abierto, lo 
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cual implica que O es un clopen. Por tanto, cada abier­ 

to de E será igual a la uni6n de los clopens contenidos 

en él.  Así E1 es un espacio totalmente discontinuo. 

El espacio de Boole Er es llamado "Es pao.i o de Cantor''. 

1 . 1 . 3 .  PROPOSICION 

Sean X un espacio compacto de Hausdorff, A un cam- 

p o d e  subconjuntos clopen de X tal que para todo par x ,  y  

d e  puntos distintos de X ,  existe P en A con x G P y 

y G Pe .  Entonces ·  

i )  X  es un espacio de Boole. 

ii) A =  C  L ( X ) .  

NOTA 

A es campo de subconjuntos de X,  significa que A 

es estable para uniones finitas, intersecciones finitas 

y complementos. 

PRUEBA 

i )  ·  a) Si F es un cerrado de X y x � Fe , entonces exis- 

te B G A,  tal que F e  B  y  x  $  B .  

Para cada z G F ,  existe Az G A tal que z G Az 

y X t A • por ser cerrado, F e s  compacto; como 
z ' 

F e u A y cada Az es un abierto, existen 
zGF z 

z 1 ' 
en F tales que F e 

n 

u 

i=1 
A •  

z .  
a 
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El clopen 
n 

B = U A 
i=l Z ,  

J.  

satisface la condición pedida. 

b) Si O es un abierto de X y 'x � O ,  entonces existe 

B G A tal que X G B y B c O .  

Como Oc es un cerrado, por parte a)  existe D G A 

tal que G De oc e D .  El c;¡.open e el ele- X y D es 

mento buscado. 

e )  X  es totalmente discontinuo. 

Sea O un abierto; por b ) ,  para cada x � o ,  existe 

Bx G A tal que x g Bx y Bx c O ,  de do�de 

O e U Bx ; de aquí se implica fácilmente que O es 
x�O 

la unión de los clopens que él contiene. 

ii) CL(X)  = A .  

Sea B G C L ( X ) ;  por ser abierto B = U A . •  A .  G  A  y  
J.  1  

n  

A .  e  B ;  por ser cerrado, B = U A ,  con A .  G  A ;  por 
1 i=l J.  1  

ser A estable, para uniones finitas se tiene que B G A.  

Por tanto CL(X)  = A .  

1 . 1 . 4 .  PROPOSICION 

Si un campo A de subconjuntos clopen de un espacio 

de Hausdorff compacto X, es una base, entonces X es un es 

pacio de Boole y A =  C L ( X ) .  

PRUEBA 

i) X es totalmente discontinuo. 
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Sea O un abierto de A ,  entonces por ser A una base 

O = U A .  ,  A .  G  A ,  A
1, 

c O .  Corno cada A .  es un el open 
1 1 1 

contenido en A,  entonces O = .  U  Bi , luego X 
B . G C L ( X )  

J.  

B .  e  O  
1  

es totalmente discontinuo. 

ii) CL(X)  =  A.  

Bastará probar que CL(X)  c  . A .  

Sea B G C L ( X ) ;  por ser B un abierto, B = U A .  con 
1. n 

A ,  G  A  y  A .  e  B ;  por ser B cerrado B = U A .  con 
1 1 1 1 

A ,  G  A  y  A .  c  B .  Luego B G. A por ser A estable pa- 
1 1 

ra uniones finitas, de donde CL(X)  =  A. 

1 . 1 . 5 .  PROPOSICION 

Todo subconjunto cerrado Y de un espacio Booleano 

X es un espacio Booleano con respecto a la topología indu 

cida de x. Todo conjunto clopen en Y es la intersección - 

de Y con algún subconjunto clopen de.' X .  

PRUEBA 

1 2 )  Y  es espacio de Boole con respecto a la topología in- 

ducida de X. 

i)  Y es compacto, ya que es un cerrado en el compac- 

to X .  
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ii) Y es totalmente discontinuo. 

Dado O un abierto de Y, este puede escribirse co- 

mo O =  Y  f)  U ,  con U un abierto en X.  Por ser U 

abierto U = U Ai ,. Ai � CL(X)  y A .  e  U ;  
1 ,  

luego 

Y n · A i  e  CL(Y)  y  Y n A .  e  O  ,  por lo que Y 
l. 

es totalmente discontinuo. 

2�)  Sea Q G C L ( Y ) ;  por ser un abierto en Y ,  existe U abier 

to en X tal que Q = Y n U ; como U = l J K  ;  K  �  C L ( X ) ,  

K  e  U .  Q = tJ (Y f)  K ) ;  por ser Q un cerrado en Y ,  
kGCL(X) 
kcU 

Q es un compacto de Y y existe una familia finita 
n 

(Ki)i<n 
'  

Ki G CL(X)  ,  Ki e U tal que Q = u (Y n K . ) .  

i=l 
l.  

n 
El clopen p = u K .  es tal que Q c P e u y como 

· J.  
1  

y  ('\ u = Q se deduce que Q = y n P .  

1 . 1 . 6 .  PROPOSICION 

Sean X un espacio de Boo l.e , · {Pi }iGfna familia de 

elementos de CL(X)  y consideremos CL (X )  ordenado por in- 

clusi6n, U =  t J ·  P  . •  Entonces: 
.  J.  l. 

i){Pi}iGI  posee supremo en CL(X) +-+  U es abierto. 

ii) Si U es abierto entonces S u p . { P i } i G I  = U .  



8 

PRUEBA 

i) a) Si {Pi}iGI posee supremo entonces U es abierto. 

Sea P = Sup {Pi}  ;  por ser P cerrado, U e P .  

Por ser P abierto, p n 
-;C a.bierto. u es 

Si p - e  :j:  �  existiría Q f 4' ' Q clopen, n u 

' 
Q e p n 

- e  
luego U e 

oc U e p en ton u . y como 
' 

\., 

ces U e Qº n p y Qc n P f p ya que Q e P .  

Además P .  e  Qº n p f p par-a todo 1 ,  lo cual 
l. 

contradice la definición de P .  Por tanto 

P n U e = t , lo que implica que P = U ; así U 

es abierto. 

todo i.  Sea P un clopen con p .  e  p  
J.  

P .  e  IT  para 
1 

para todo i ;  

b) Si U es abierto, U es clopen tal que 

de aquí U e P y U e P por ser P cert'ado. Lue­ 

go Ü = .  Sup { P i } i G I .  

ii) Sí Ü es abierto, entonces Sup {Pi}iGI  = Ü .  Probado 

en b ) .  

1 . 1 .  7 .  ·PROPOSICION 

Sea X un espacio de Boole, 

p = Sup {Ai}iGI (en C L ( X ) ) ;  

u  =  u  
iGI 

A .  ;  
1  
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Entonces P - U es raro. 

PRUEBA 

to 

Si P = Sup {Ai}iGI 

P - U =  U  -  U =  Fr(U) 
'  

entonces P = U .  Por tan- 

y por ( I I . 3 . 1 3 )  Fr(U) es raro. 

1 . 1 . 8 .  PROPOSICION 

Si (Ei)iGI es una familia de espacios de Boole, 

entonces existen para cada j G I ,  funciones continuas 

m .  
J  

y  p .  
J  

como en el diagrama siguiente: 

E .  
j  

m .  

Il  E ,  
1.  

p .  
E .  

J  

tales que p m = 1 
j. o j ·'.E 

j 
PRUEBA 

1g) Definición de P . •  
J  

P .  :  ( x . ) . ,... I  "'"'"'"'+ x . ,  que es.trivíalmente continua. 
J 1 J.oe J 

2 .2 )  Definición de m . •  
J  

Para cada 
1. * j tomemos de E .  un punto e .  cualquiera 

J. 1 

y definamos m .  

J  
así :  

x .  -  e .  ,  
J.  J.  

si i f j 

La función 

• 

y 

m .  
J  

es .ccrrt Inua , ya que si O es un abierto 
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de n E .  entonces 
J. 

r p .  ( o )  
'  

si para cada i 

* 
j : e .  � P . ( O )  

m-.1( O )  
J.  J.  J.  

=  <  
J  

l  �  

'  
si para algún J. f j : e .  $  P . ( O )  

l.  1  

32)  P .  º  m .  =  

J  J  

Si X G E  .  
.  J  

( P .  
0  

m . ) ( x )  =  P . ( m . ( x ) )  
J  J  J  J  

=  p  .  ( (  X  •  )  •  l"' I )  
J  . 1  J.,:, 

= . x .  
J  

:  X  •  

1 . 1 . 9 .  PROPOSICION 

Si (Xi)iGI es una familia de espaci�s topológicos 

totalmente discontinuos entonces n 

iGI 
discontinuo. 

PRUEBA 

x .  
J.  

es totalmente 

Sean y B e  rr  x .  
1  

un s u b - .  

conjunto conexo tal que x G B .  Para cada j Q I ,  P j ( B )  

es un conexo de x .  (porque P .  es continua), y como 
J J 

x .  G  P·. ( B ) ,  P j ( B )  =  { X . }  (por ser xj totalmente discon 
J J  J  

tinuo). Por tanto B = { x } .  Luego nx .  es totalmente dis-- 
J. 

continuo. 
1 

J 
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1 . 1 . 1 0  PROPOSICION 
-  -  -  �  

Si (Xi)iGI es una familia de espacios de Boole, 

entonces igI Xi es un espacio de Boole. 

PRUEBA 

Por ( I I . 9 . 4 )  y  ( 1 . 1 . 9 ) ,  II  

iGI 

X .  es 
J.. 

compa�to 

y totalmente discontinuo. Luego es un espacio de Boole. 

1 .  2  ESPACIO DE BOOLE INYECT·IVO 

1 . 2 . 1  DEFINICION 

Un espacio de Boole E es llamado "Lnyec tdvo" si 

dados dos espacios de Poole G ,  H  y  dos funciones conti- 

nuas f ,  g  como en el diagrama. 

existe una funci6n continua F :  G  +  E  tal que l O f = g .  

NOTA 

=r-+ denotará una inyección. 

-y-=- denotará una suryección. 

1 . 2 . 2  PROPOSICION 

Sean (Ei )iGI  una familia de espacios de Boole, 

J 
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P el espacio prodúcto. Entonces las dos condiciones que 

siguen son equivalentes: 

PRUEBA 

a) ==- b) 

a) 

b)  

P e s  inyectivo. 

Cada E .  es inyectivo. 
J. 

Sea j G I y consideremos·e1 diagrama de espacios 

de Boole. 

Encontraremos f :  G  +  E .  
J  

tal que Í o f = g .  

Por propiedades de P tenemos el diagrama 

.·�� 
Ej�/,G 

en donde P .  o  m.  = l E .  g  ..,f 
J J 

J 

m .  g  =  r  f  (r e;xiste porque P e s  in- 
J 

o o 

yectivo). 

tomando f = P .  0  r ,  la cual es continua ya que P .  y  r  son 
J J 

se tiene: f o f = p·. o (r o . f  )  
J  

continuas;· 
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P .  o  (r o  f )  = P .  
o  

(m .  
o  

g)  
J J  J  

= ( P .  
o  

m  .  )  
O .  g  

J  J  

=  1 E .  º ·  
g  

J  

=  .  g .  

Por tanto 

.b) � a) 

E .  
J  

es inyect_ivo. 

Sea el diagrama de espacios de Boole, donde g. f 

son continuas p G 

Encontraremos f :  G  +  P  tal que f O f = g.  

Para cada j G I ,  por ser Ej inyectivo se tiene el dia-- 

.  grama conmutativo: E�j/ 
H 

en donde g .  =  p .  o  g  ,  
J  J  

Definimos G + p 

x ���+ ( t j ( x ) ) j G I  
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Si X G H ( f o  f ) ( x )  =  f ( f ( x ) )  =  ( t .  ( f ( x ) ) ) .  GI 
. J J 

= ( g . ( x ) ) . G I  
.  J  J  

=  ( ( P .  o  g ) ( x ) ) j G I  
J  

=  ( P j ( g ( x ) ) ) j G I  

=  g ( x )  

Luego f o f = g .  

' I  

.. 

.. •) 
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CAPITULO 1 1  

CATEGORIA DE LAS ALGEBRAS DE BOOLE 

2 .1 .ANILLOS DE BOOLE 

2 . 1 . 1 .  DEFINICION 

Sea (A, + , •  )  un anillo, diremos que A es anillo 

de Boole si A es unitario y s i .  x .  x  =  x  para todo x 

en A .  

2 . 1 . 2 .  EJEMPLOS DE ANILLOS DE BOOLE 

E1 iz = {m + 2z m G Z} = { O ,  1 }  

donde o + o = o o o = o 

1 + 1 = o l 1 = 1 

1 ·+ o = 1 o l = o 

o + 1 ::: 1 1 o = o 

E2 F(X,  z X un conjunto diferente de--.vacío, donde 2 Z )  con 

O ( x )  = o  y  1 ( x )  =  
..  para todo x en X y·para .l.  

f1  ' f 2  G  F (X ,  f.¡;) se tiene 

Cf 1  +  f 2 ) ( x )  =  f  1  Cx)  +  f 2 ( x )  

C f 1  f  2  ) ( x )  =  f  1  (x) f2 ( x )  

E3 B = { p  �  A 1  p2 = p }  donde A es un anillo unitario, 

... 
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conmutativo y p t:,. q = p + q - 2pq ; se tiene que 

(B ,  6 ,  •  )  es un anillo de Boole. 

2 . 1 . 3 .  PROPOSICION 

Sea A u.� anillo de Boole y p, q � A, entonces: 

i )  p  +  p  =  o  

ii) p q = q • p • 

PRUEBA 

i)  p +  q :  (p + q)2  :  (p + q ) ( p  +  q) 

: p2 + qp + pq + q2 

= p + qp + pq + q .  

Luego por Ley Cancela ti va qp + pq = o 

haciendo q = p tenemos p + p = o .  

ii) Se tiene que qp + pq = o y como pq = - ·pq· 

ces qp = pq . 

2 . 1 . 4 .  PROPOSICION 

en ton- 

Sean A un anillo de Boole, I e A. un ideal propio. 

Entonces el anillo cociente 1 es un anillo de Boole. 

PRUEBA 

i)  " A  es anillo unitario11• 

.  I 

Sea l la unidad de A y x G A, entonces 
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( x  + I ) ( l  +  I )  =  x  .  1  +  I  =  x  +  I .  

J."1") " A  1  cumple a 
I 

propiedad p • p = p II 

(x  +  I ) ( x  +  I )  =  x .  x  +  I  =  x  +  I .  

MORFISMOS ENTRE ANILLOS DE BOOLE 

2 . 1 . s  DEFINICION 

Sean (A,. + ,  .  )  y  ( B ,  A  ,  ''') anillos de Boole y 

f una funci6n de A a B ' diremos que f es un morfismo s i :  

i) f(x + y )  =  f ( x )  A  f ( y )  para todo x ,  y  g  A. 

ii) f(x y) = f(x) ;'t f (y)  para todo x ,  y �  A.  

2 . 1 . 6  EJEMPLO 

f 

Sean A un anillo de Boole, I un ideal propio, luego 

A ,,+. 
A es un morfismo. y 

X "'"'"-"-� X + I 

Se observa que el núcleo de este morfismo es I ,  es 

decir Kerf = r .  

NOTA 

Considerando como objetos· a los anillos de Boole y 

como morfismos los morfismos entre anillos de Boole, di� 

pon�os ae una categoría, llamada Categoría de Anillos 

de Boole y denotada AnB · 
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ANILLOS DE BOOLE SIN UNIDAD 

2 . 1 . 7  DEF!NICION 

Sea ( A , +  ,  . )  un anillo no unitario, diremos que 

A es un anillo de Boole sin unidad si x .  x  =  x  para 

todo x en A .  

2 . 1 . 8  PROPOSICION 

Todo anillo de Boole sin unidad puede ser incluido 

en un anillo de Boole. 

PRUEBA 

Sea CA, + , .• ) un anillo de Boole sin unidad. Nue§_ 

tro objetivo será formar un anillo de Boole B y  estable­ 

cer un isomorfismo entre A y un subanillo de B ;  de esta 

manera, A quedará incluido en un anillo de Boole. For -­ 

memos el anillo 2� y construyamos el conjunto 

B : .l._ X A = { (m x) 1  
- z 

G A} , .demos B 
2Z '  

m � 2Z y X a ª!. 

t:t"uctura de anillo con las operaciones 

(ñi 
' 

x )  +  cñ 
' 

y_) = <iñ + n 
' 

X + y) 

<iñ 
' 

x )  (ñ 
' 

y) :: (m n 
' 

my + nx + xy).  

Probemos que el producto está bien definido: 

1 1 ( ( m , x )  ' ( ñ , y ) ) =  ( ( m '  , x ' ) ,  <ñ' , y ' ) )  

==> (iñ . ñ , my + nx + xy ) = 

(m•ñ 1  ' m ' y '  +  n ' x '  +  x ' y ' )  ti 

., 
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(tm- x) (1-1 y ) )  -  ((m-' .. x ' ) ,  { n ' ,  y ' } )  
'  :,  :t  '  •  -  .,,  

si y solo si 

<m x) = Cm ' ,  x  " )  y  (ñ)  y) = ( ñ ' .,  y ' )  ,.  

si y solo si 

m = m' X = x '  
'  

n  =  ñ• y y = y'  

de aquí 

además 

m n ·  = m' ñ• y xy = x ' y '  ;  

de aqu1 

m = m' ==> m - m'  (; 2 Z ==> {m-m' )y = O 

(porque y + y = O ) .  

ñ  =  ñ1 
===> n - n ' G 2Z ===> (n-n' )x = O 

(porque x + x = O ) 

my = m ' y  

nx = n ' x  

Luego: Ciñ • ñ ' my + nx + xy) = Cm' � ñ• ? m' y '  +  n'  X '  +  X '  y'  )  .  

Se puede probar que ( B ,  +  �  . )  es un anillo. 

Probaremos que ( B ,  + ,  . )  es un anillo unitario, 

considerando como elemento unitario de ( B ,  . )  al elemen­ 

to ( 1 , O }  ya que si x , A y m G Z , entonces 

• 
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Cm , x) • ( 1  ,  O )  =  Cm I , :qi . O  +  1 . x  +  x . O )  

=  {iñ 1 , x) 

= ciñ ' x ) .  

Los elementos de B cumplen la propiedad: 

" ( i ,  x ) . ( iñ ,  x) = ( m ,  x ) " .  
1  

(iñ , x ) .  (m, x) = (m2 , mx + mx + x2") = (:iñ , 0 + x) :: (iñ , x) 

por lo tanto B e s  un anillo de Boole. 

Definamos D e  B  de la siguiente forma: 

D = { co , x) 1  X � A} · 

y probemos que D e s  un subanillo de B .  

Para ello bastará probar que D e s  subgrupo de B y 

que cumple la Ley de Cierre·para la operación" " .  Así: 

i)  Sean ( O ,  x) y ( O ,  y) en D ,  entoncés 

( O ,  x) - ( O ,  y ) =  ( O ,  x  -  y ) ;  como x, y g A y 

A es anillo entonces (x - y) �  A :t  luego 

(O , x) - (O , y) G D .  Por lo tanto D es un subgru- . 

po d e  B .  

ii) (O , x) !  (O , y) = (O , xy) implica que 

( O ,  x) • ( O ,  y )  Q D ,  ya que x y g A. 

Luego D es subanillo de B .  

J  
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es isomorfismo. 
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A + D 

x "'"'+ (O , x) 

y.probemos que t 

a) 

""' 
es morfismo". 

Si x, y son elementos de A,  entonces: 

1) w(x +  y) = <o , X + y) 

= ca + o , X +  y) 

= <o , x) + co ,- y)  

= tJ, ( x )  + lf, ( y ) .  

2 )  1J,  (  X  y) - (O  xy) • - 
' 

- co x) ca y) .  - 

'  
,  

= ,Z, ( x )  .  lf, ( y ) .  

b) 

""' 
es biyectiva". 

1) 

""' 
es inyectiva". 

Si x,  y  son elementos de A, entonces: 

1J, ( x) = ip(y)  �  co 
'  

x) = ( O  '  y) ==> X  = y •  

2)  

""' 
es suryectiva". 

Si c o ,  x> S D,  entonces . lf> ( x )  = co , x > .  

2 . 2 .  ALGEBRAS DE BOOLE 

2 . 2 . 1 .  DEFINICION 

Llamaremos Algebra Booleana a la estructura forma­ 

da por un conjunto A f t y tres funciones: 
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V  A - x  A  -+  A  (x ,  y) I\,'\,'\,+ X V y 

A 
. A x  A  -+  A  (x ,  y) '\,  1\,  l\r+-  X A y .  

A ..... A X '\.,'\,'\.,-)- x '  

-que cumple con los siguientes axiomas: 

Sean x ,  y,  z g  A. 

i) Leyes conmutativas para n 11. n  y "VII 

X A y = y 11. X 

X V y = y V X 

ii) Leyes distributivas 

X A ( y V z )  -  (x A y )  . v  (x A z)  
- 

x V (y A Z )  =  (x V y) A C x  V  z )  

iii) Leyes de absorción 

X V (x  A y) = X 

X A (x V y) = X 

iv) (x V x " )  A y  =  
y· 

( x A x ' ) V y  =  y  

Denotaremos "1"  al elemento x V x ' ,  en donde "x" 

es un elemento cual.:¡uiera de A. Denotaremos "O" al el,!_ 

mento x A x t ,  en donde 11x11 es un elemento cualesquiera 

de A. (En 2 .  2 .  3-2 se probará que están bien definidos)·. 
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2 . 2 . 2 .  EJEMPLOS 

E1 Sea X f t ; C P ( X } ,  , ,  ,  U ,  C) es un Algebra de Boo­ 

le. 

E2 Si X es un espacio topológico, el conjunto 

R( X) = {M e X I  ff - M} es un Algebra de Boole con las 

operaciones M A P 

M V P 

= 

= 

M n p 

CM U P)� 

Prueba 

e 
M' = M 

Probemos inicialmente que "P A. P '  =  t" , "P V P ' "  =  X" 

para todo P G R ( X ) .  
e  

a) P A P '  =  P  f) P : t .  

e  

b) P V P' = ( P U  P)� 

e 

� 2. .Q. 

= ( P U  P )  

e  A.  

=  (P n P)c 

� 

= [Fr(Pj_]c 

o 

e o 
o o 

= l]'r(P[I = t 
e 

= X = X •  

Probemos ahora que los axiomas del A�gebra de Boole 

se satisfacen: 
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i) CONMUTATIVA 

P A Q : Q A P 

P V Q = Q V P 

se cumplen ya que la uni6n y la intersecci6n son . . 

operaciones conmutativas •. 

ii) DISTRIBUTIVAS 

a) "M A (P  V Q ) :  CM A P) V CM A Q}" 

M A (P V Q) = CM n (P U Q ) .!2. )  

= 1 n <  P  u Q  )4. 

= C M ( \  ( P U  Q))� CII�a �1i >  

= l] M  n P) U ( M  n QÜA. 

= CM A P) V CM A Q) • 

b) "M V (P A Q) = (M V P) A (M V Q)"  

M V  (P A Q) = IB u (P () QÜ� 

= ÜM U P) n (M U Qfla. 

= ( M U  P).a. r, CM U Q)A. 

: (M V P) A (M V Q ) .  

iii) LEYES DE ABSORCION 

"M A CM V P) 

"M V (M A P) 

= M" 

= M" • 

J 
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•  

M  A  (M V P) = M () (M U P)9.. 

A.  

CM u P).2.. = M ()  

= CM n (M U P ) ) a..  

.Q.  

-  M  -  · M  
-  

o  

M  V  (M A P) = ( M U  (M n P ) ) -  

o  

=  M  

=  M. 

iv) . (M A M ' )  V  P  =  P  

(M V M ' )  A  P  =  P  

(M A M ' )  V  P  =  t  V  P  (ya que M A M' = t )  

9..  O-  

= ( � U  P) = P = P .  

CM V M ' )  A  p  =  X  A  p  (ya que (M v· M ' )  =  X) 

= X r, P = P • 

Luego R(X)  es un Algebra de Boole. 

2 . 2 . 3 .  PROPIEDADES 

Toda Algebra de Boole A, satisface l�s siguientes 

propiedades • .  

Sean p ,  q ,  r  elementos de A.  

12) Principio de Dualidad. 
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El principio de Dualidad en .. un Algebra de Boole nos 

dice que toda proposici6n · cier:ta, -con las opera 

ciones A t  V ,  se transforma en una proposici6n cieI'ta 

si se intercambian de lugar los signos f!A" y "V" .  

Verifiquemos que· en realidad·ésto se cumple; se pue­ 

de observar fácilmente que al intercambiar estos si& 

nos, los axiomas de definición en realidad permane-­ 

cen iguales ya que en cada axioma la primera identi­ 

dad se transfórma en la· segunda y viceversa. 

2�)  p V p' = q V q' y P. A p'  = q A  q' 

p A p'  = (  p A .  p  1  )  V  (  q  A  q  1  )  =  q  A  q' ( por axiaDa iv). 

Por dualidad P V · p '  =  q  v  q'  •  

32) Si t g A es tal que p v t = 1 

entonce_s 

Luego. p '  =  t .  

y  p  A  t  ::  O  ,  

p'  = t  

. P '  :::  p'  V  (p A p . ' )  =  p'  V  o 

=  p '  V  (p A t) 

= (p ' v p )  A  C p '  v t )  

=  1  ·A ( p '  V  t) 

= (p V t) A ( p '  V  t) 

= (p A p ' )  V  t  

=  t  (por axiona·iv). 
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42)  i) p A 1 = p .  p V  o = P •  ,  

p  A  1  =  p  ya que p V p '  �  1  y  p  A  ( p v p ' ) = p  

(por axioma iv) 

p V o = p porque p A p '  =  o  <pol:' axioma iv) 

p V (p A p ' )  =  . p .  

ii) Si a A p = a , a v. q = a 

' 
para todo a en A, 

e;ntonces p = · 1  y  q  =  o .  

p  =  p  A  1  = ·  1  .  q =  q V  o = o .  
'  

52) a A o = o 

' 
a V 1 = l para todo a en A .  

i) (a A O )  V  o  ::::  a  A  o  .  (por 4 - i ) ) .  ·  

(a A 0 ) .  V  o  =  o  (por Ley de Absorci6n) 

Luego a A o = o • 

ii) (a V 1) A 1 = a V 
'1  
... 

(a  V  1) A 1 = 1 

Luego a V 1 - 1 .  
-  

62) O '  =  1  y ·  1 '  =  o. 

1 V  o - 1 1 A ·O = o {por '+ - i ) ) .  
'  

Luego O '  =  1  

'  
1 '  =  o  (por 3 ) ) .  

72) p "  = p .  

Tenemos p .v p '  1  A  p'  o  def:º . ción .  que = , p = por Jlll • 

!llego por ( 3) p = p" 



28  

8 2 )  p A p = p '  p  V p  =  p .  

p  =  p  V  o  (p.or- 4 - i ) )  

=  p  V  (p A p ' )  

=  (p V p )  A  (p V p ' )  

=  (p V . P )  A  1  

=  p  V  p .  

Por dualidad se tiere que p A  p = p .  

92)  p A  (q A r )  = (p A q )  A  r  �  p  V  (q V r) = (p V q ) V r-, 

Lo probaremos para "V' ' .  

p V (q V r) = (p V (q V r )  )  A  (p V p T ) 

= .«p V (q V r ) )  A  p )  V  (  (p V ( q V r ) )  A  p ' )  

Pero p A (p V (q V r) ) = p A (  (p V . q ) V r) 

y p '  A (p V (q V r) )  = p '  A (  (p V q ) V r) 

(  sa probará al final). 

Por lo ·tanto 

p V ( q  V  r )  =  (( . (p .  V q)V  r) A p ) V ( ( ( p  V q ) V  r ) A  p ' )  

=  (  (p V q) V r) A  (p V p t )  

=  (p V q )  V  r- .  

Probemos ahora que 

i )  p  11.  (p V (q V r ) )  

p- A (p V (q V r )  )  

=  p  A  (  (p V q ) V_ r) •  

= p {  Por ab sorci6n) 
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Además 

p A · ( (p  V q) V r) = (p A (p V q ) ) V (p A r) 

- 

= p V (p A r) 

= p .  

p '  A  (p V ( q  V  r ) )  =  p  ' A (  (p V q)V r) 

p '  A  (p V éq V r ) )  =  ( p '  A  p )  V  ( p '  A  (q V r ) )  

=  O  V  ( p '  A  (q V. r ) ) '  

=  p '  A  ( q  V  r) 

p '  A  C  (p V q )  V  r) = ( p '  A  (p V q ) )  V  ( p '  A .  r) 

= ( p" .  A  p )  V  (p '. A q )V ( p '  A r ) .  

=  ( p '  A  q )  V  (p '  A  r )  

= p '  A  (q V r ) .  

1 ()2. ) p  V q  =  q  <=> p A q = p· 

i) p V q = q = >  p  A  q = p 

p.  V q = q => p A (p V q) = p A q 

=> p = p A q .  

il )  p  h  q  =  p  => p V q = q 

p A q : p = > (p A q ). V q = p V q 

=> .  q = p V q . 
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11g,)  (p A q ) ' = p '  V  q  '  

i)  (p A q) '  = p '  V q '  •  

Por ( 3 )  bastará probar que 

(p V q ) ' = p ' A q '  •  

(p A q ) A (p ' V q ' ) ::: O y (p A q ) V (p ' V q ' ) ::: 1 • 

(p A q) . A ( p '  V  q  '  )  =  (  (p ' V q ' )  A  p )  A  q  

=  (  (  p  '  A  p  )  V  (q ' A p ) ) A q 

= ( O V (q ' A 1? ) ) A q · 

= ( q '  A  q )  A  p  

=  O  A  p  

=  O  (por ( 5 ) ) .  

(p A q)  V (l_) ' V q ' )  =  (  (p A q) V p ' )  V  q '  

=  (_(p V p ' )  A  ( p '  V  q ) )  V  q' 

= (1  A  (p ' V q ) )  V  s  '  

=  ( p '  V  q) V q 1  

= p '  V  (q V q * )  

=  p '  V  1  

=  1  (-p or { 5 ) ) • 

i i) (p V q ) ' = p ' A q ' 

Por duaJi dad. 

2 . 3  RELACION DE ORDEN EN UN ALGEBRA DE BOOLE 

2 . 3 . 1  PROPOSICION 

En un Alge bra de Boole A ,  la relación binaria p � q 

\ 

1  

J 
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si y solo si p V q = q (o equivalentemente p A q = P 

por 2 . 2 . 3 - 1 0 )  es una relación de.orden parcial (ésto es 

que cumple Las leyes Reflexiva, Antisimétrica y Transi ti 

va) .  

PRUEBA 

i) La relaci6n es reflexiva. 

Si a �  A  

ma  i ) .  

a �  a ;  ya que a A a =  a  (por axio- 

ii) La relación es antisimétrica. 

Se probará que la relación siguiente es verdadera. 

p � q  y  q � p  =>  p  ;::  q  

Si p .::. q entonces p A q = p . 

' 
si q � p  entonces p A q  =  q  

como . p A q = p y p A q = q se tiene que p = q . 

iii) La relaci6n es transitiva 

Probemos que: 

p � q A q < r => p < r . 

Si p < q entonces p A q = p  .  

-  '  
si q < r entonces q A r = q  

como p A q = p y q = q A r se tiene que 

p = p A q = p A (q A r )  

= (p A q) A r = p A r 

de donde P < r .  



2 . 3 . 2 .  PROPIEPADES 

Sea A un Algebra de Boole y p ,  q,  r ,  s  elementos 

de A. Se cumplen las siguientes propiedades: 

12) o ::. p y p !. 1 

o !. p ya que o A p = o 

p < 1 ya que p A 1 = p 
- 

22) Si p ::. q y r < s entonces 

i)  p  A  r �  q  A  s  

ii) · p  V  r  �  q  V  S  

i) Si p ::. q entonces p A q = p 

si r < s entonces r A s = r 

por tanto p A r = (p A q) A Cr A s )  

=  
(p A r )  A  (q A s ) .  

Luego p A r < q A s .  
.  - 

ii) Se sigue de igual manera. 

3 2 )  Si p !. q entonces q'  ::. p '  

p  ::.  q  ==>  p  A  q  =  p  

=- (p A q ) '  =  p '  

::::>  p '  V  q'  = p '  

==>  q' !. p '  .  

4�} p !. q p '  V  q  =  1 .  
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i)  p !. q ==>  p  V q  = q  

==>  p '  V  (p V q) = p '  V  q  

=- (p'  V p) V q - p '  V  q  
-  

�  1  V  q  =  p '  V  q  

==::>  1  =  p '  V  q, 

ii) p '  V  q  =  1  =::-  (p '  V  q) A p = 1 A p 

==> (p '  A  p)  V  ( q  A  p )  =  p  

==>  o V (q A p)  =  p 

==> q A  p  = p 

>  p !. q ,  

5$2)  i) p A q = Inf. { p ,  q} 

ii) p V q = Sup. { p ,  q} 

Prueba 

i )  p  A  q  !. q  y  p  A  q  !. p  ya que 

(p  A  ·q) V p = p y (p  ·A q) V q = q (por 

absorción). Luego p A q es cota inferior de 

{ p ,  q } .  Si r G A es tal que r � p  Y� r !. q  

entonces r 1\ r .::_ p A q de donde r !. p A q.  

Luego p A q es la mayor de las cotas inferio 

res. 

·ii) Se prueba de manera similar. 

_J 
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NOTA 
- 

1�) Por la propiedad anterior, toda Algebra de Boole es 

un conjunto parcialmente ordenado. 

22)  Si {pi} es una familia de elementos de A, entonces 

Ínfimo por A p .  •  
i  1  

V  p .  
i  l.  

y  al denotaremos al supremo de -los {pi} por 

3 Q )  Si A es un Algebra de Boole y { x . }  una sucesión 
1 

de elementos ·de A, diremos que { x . }  es una sucesión 
1 

disjunta si X ·  A  X ·  =  o  para J. f j . 
1 J 

2 . 3 . 3 .  PROPOSICION 

S e a . { y i }  una sucesión de elementos de un Algebra de 

Boole A que posee supremo, entonces existe una sucesión 

disjunta {xi} de A tal que: 

X ·  .  <  y .  
l.  1  

{xi} posee supremo 

V x .  =  V  y .  
i  

1  .  1  
1  

PRUEBA 

Definamos { x . }  así: 
1 

X1 = Y1 

Xz = Y2 A Yl 

X ·  =  y .  A  (  V  y ) '  .  

l.  J.  1�<i j 

J 
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" { x . }  es una sucesi6n disjunta". 
1 

X ·  A � =  ( y .  A  (A  y ! ) )  A  (yk A ( A y ' )  
1  1  1�J<i J 1<r<kr ; 

para algún r tal que 1 < r < k . s e  tiene que y '  =  y! 
I" 1 

(ya que i < k ) .  Luego 

x .  A  X  -  ( y .  A  (  A  y ' ) )  A  (yk A ( A y ! ) )  
1  k  -  1  1<r<k r 1�j<i J 

= O A (yk A ( A y ! ) )  .  
l�j< i J 

= o • 

"x .  � Y 
l.  

X •  :  y •  
1  1  

con y =  V  y . " .  
i  J.  

A  (  V·  y . )' < y . � y 
1�j<i '  �  - 1  

para todo i 

"y es la menor cota superior". 

Probemos que Yj � (x 1  v x2 • • • • •  v  xj)  para todo j .  

Por inducción: para j = 1 tenemos que 

Si 'j = 2 ,  X  1  V  X2 : y 1 V ( y 2 fl. y i ) 

J 



3 6  

=  

Luego y2 � x1 v x2 • 

Y 1  V _ Y 2  

Supongamos que la expresión es válida para todo 

j � k, es decir 

Y 1  <  X ¡  

•  
.  

de lo cual se puede implicar que 

Probemos que 

< 

k 
V x .  
1  1  

<  

k+l 
V 

1 

· X .  •  
l.  

k+1 
V 

1 

x .  
1  

=  

k  
V  X ,  

J.  
1  

V  �+1 > 

k k 

� Yi V (yk+l A ( V y . ) ' )  
l.  j = 1  J  

::  

k+i k k .  
V  y

1 
. .  A  (  V  y .  V  (  V  y . ) ' )  

1  1  
1  

1  J  

=  

k+l 
V 

1 
y .  

J.  

>  

Hemos probado que 
j 

y .  <  V  X ,  

J  i  1  
para todo j .  
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z � A es tal que x .  <  z ,  para todo i ,  en- 
1 - 

tonces (x1  v x 2 · v  • • • • •  v  xj )  �  z ,  para todo j ,  de donde 

yj � x1  v x2 v . • • . •  v  xj < z ,  para todo j .  

Luego y < z • 

2 . 3 . � .  PROPOSICION 

Si {pi} es una familia de elementos de un Algebra 
de Boole, entonces 

i)  ( V .  p . ) '  
1  1 .  

=  ( A ,  p ! )  ,  si v . p .  existe. 
J. 1 . J.  1  

PRUEBA 

ii) ( A .  p . ) '  
1  l.  

=  

i )  Sea p = V . p .  •  
J.  1  

p i �  p ,  para todo i por definición, de donde 

' p'  <  p .  para todo i .  
-  J.  

Ahora probaremos que si 

ces q 5.. p ' .  

q  <  h !  para to.do i ,  enton­ 
- J:'1 

Sea q < p !  ·  entonces 
- . .l. , p .  �  q  '  

1  
y  como p e s  el su- 

ó sea que q � p '  premo de { p . }  se tiene que p 5.. q'  
1  

r  

de aquí (Vipi) '  = A . p .  .  

J.  1  

ii) Se prueba de manera similar. 
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2 . 3 . 5 .  PROPOSICION 

Sea { I . }  una familia disju�ta de conjuntos con 
J 

unión I ,  y  para cada i G I sea pi un elemento de un Al 

gebra de Boole. Entonces 

PRUEBA 

Llamemos qJ. = ViGI.  pi y q = V .  q .  
J  J  J  

i) "q es cota superior de la familia {pi}iGI " 

Como cada i G I pertenece exactamente a un I .  
'  

se 
J 

. .  cada i hay un II j 11 sigue que para con P ·  <  q .  ,  como 
J. - ] 

además q .  <  q,  se sigue que nq" es una cota superior 
J 

ii) "q es la menor cota superior".· 

Sea r tal que P .  <  r  
J.  -  

para todo i ;  como en particu- 

lar p . <  r  
l.  -  

para cada i G Ij , se sigue de la de- 

finición de supremo que qj � r ;  como este es verda­ 

dero para cada j ,  podemos concluir que q < r .  

Esto completa la prueba. 

2 . 3 . 6 .  PROPOSICION 

Sea {qi}  una familia de elementos de un Algebra 

de Boole A y p g A .  Entonces p A V .  q .  = ..  V. (p A q .. ) • 
. J. l. J. J. 
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PRUEBA 

Sea q = V .  q  . •  
.  1  1  

i )  p  A  q  es cota superior d e · { p  A  qi}i�I •  

Para cada i g I :  como qi � q entonces p A qi � p A q.  

ii) p A q es la menor cota superior . 

S e a �  tal que p A q .  <  r  para todo i .  
1.  -  

Observemos que qi = (p A q . )  V  (p' A q . )  <  r  V  p  " ;  
1  1  

luego, por definición de supremo q < r V p t '  de 
- 

donde p A q < p A r <  r .  

2 . 3 . 7 .  PROPOSICION 

Si {pi}  es una familia de elementos de un Algebra 

de Boole A y p � A,  entonces p V { V .  p . ) =  V . { p  V  p . ) .  
1  1  1  1  

PRUEBA 

Sea q = V .  p  . •  
l.  1  

i )  p  V  q  es cota superior- de {p V pi}iGI ·  

Para cada i g I :  como p i �  q,  entonces 

p V pi � p V q , 

ii)  p  V  q  es la menor cota superior.  

Sea r tal que p V p i �  r  para todo i ;  de aquí se ti� 

ne que p � r y p . <  r  para todo i .  
1  

Como "q" es el 

supremo de los p . ,  q  �  r ;  de donde p V q � r .  
l.  
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2 . 3 . 8 .  PROPOSICION 

{ q . }  familias de elementos en un 
J 

Algebra de Boole A. Entonces: 

PRUEBA 

V .  p .  
1  J.  

A  V .  q .  
J  J  =  V .  •  (p

1. 
A qJ.) • 

1 , J  

Sea p = v .  p .  
l.  1  

y  q  =  v .  q  . •  
J  J  

i )  p  A  q  es cota superior de { p .  A  qj}  i G I .  1  

j�J 

Por definición de supremo: p .  .::.  p  para todo i 
' J. 

q .  .::.  q  para todo j . 

J ' 
de aquí se tiene que p .  A  q .  <  p  A  q  para todo 

1 J - 

i ,  j .  

ii) P. A q es la menor cota superior. 

Sea r tal que p .  A  q .  <  r  para todo i ,  j .  
1  J  

De aquí, .v, P .  A  
,  

sea A q .  <  r  q .  <  r  o  p  
'  l.  1  J  J  -  

de donde V . ( p  ti.  q . )  
,  

A  <  r  <  r  o  sea p q • 
J . J 

2 . 3 . 9 .  PROPOSICION 

Si I e J entonces V p .  <  V  p .  .  

iGI . 1  -  igJ 1 

PRUEBA 

p .  
J  

<  p .  
1  

para todo j en J,  en particular 

p .  <  V  p .  

J  iGJ 1 
para todo j en I .  
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Luego V 
iGI 

p .  
1  

<  V  

iGJ 

p .  
.l.  

·­ . 

2 . 4 .  MORFISMOS ENTRE ALGEBRAS DE BOOLE 

2 . 4 . l .  DEFINICION 

Si A y B son dos Algebras de Boole y f una funci6n 

de A en B ,  diremos que f e s  un morfismo si :  

i )  f(x /\.  y) :: f(x)  A f(y)  ,  para todo x , y en A; 

ii) f (x v y )  = f ( x )  v  f  ( y )  ,  para todo x , y en A; 

iii) f ( x ' )  =  ( f ( x ) ) ' ,  para todo x en A.  

Un morfismo f e s  llamado un monomorfismo si f e s  

una función inyectiva. 

Un morfismo f e s  llamado un epimorfi9mo si f e s  

una funci6n sobreyectiva. 

Un morfismo f de A en B e s  llamado un isomorfismo 

ii) 

2 . � . 2 .  DEFINICION 

i) 

iii} 

si existen morfismos g ,  h  tales que fog = 18 

h o f = 1 A ( de otra forma, un isomorfismo es un mo� 

fismo biyectivo). 

iv) Un morfismo f de A en B e s  llamado completo si 

preserva todos los supremos (y consecuentemente 

todos los ínfimos). 
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Es decir: si { p . }  es una familia de 
J. 

A con V .  p .  =  p,  
]..  l.  

entonces la familia {f(pi}} 

tiene supremo igual a f ( p ) .  

2 .  4  •  3 .  E,JEMPLOS 

E1 La funci6n 1 : A 

p 
es un morfismo llamado 

morfismo identidad. 

E2 Sea B un Algebra de Boole y 11p" un elemento de B ,  

p  f  O .  El con [urrto A = · { x  I  x  G B,  x � p} es un Al- 

. geb:t'a de Boole para las operaciones siguientes: A , V 

las mismas que en B,  pero "' x  =  p  A x '  (definición). 

La funci6n f :  B  �  A  es un morfismo ya que: 
X '\i'\.'v'v+ X A p 

f(x V y )  =  ( X  V  y) A p = (x  A p) V (y A p} 

= f ( x )  V  f ( y )  •  

f(x A y) · ::  ( x  A  y) A p = ( x  A  p) A ( y  A p) 

= f(x)  A f(y)  

-v  f ( x )  = p A ( f ( x ) ) '  ::  p  A  (x 1\ p ) '  

=  p  A  (x"  V  p ' )  

=  (p. A X I )  V  (p A p ' )  

=  p  A  x 1  

= f ( x ' )  •  
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E3 Sean A,  B  Algebras de Boole y f A -+  B  una función 

tal que: 

f(X V y) = f(x)  V  f(y) 

f ( x ' )  =  ( f ( x ) ) '  

para todo x, .Y G A.  

Entonces f es un morfismo. 

Probemos que f(x A y) = f ( x )  A f ( y ) .  

f(x'  v  y ' )  =  f ( x ' )  v  f ( y ' )  =  ( f ( x ) ) '  v  ( f ( y ) ) '  

además f ( x ' · v  y ' )  =  f ( ( x  A  y ) ' ) =  ( f ( x  A  y ) ) '  

de donde ( f ( x  h  y ) ) '  =  ( f ( x ) ) '  v  ( f ( y ) ) '  =  ( f ( x )  A  f ( y ) ) '  

de aquí que f(x  A  y ) =  f(x)  A f ( y ) .  

E4 Sean f :  A -+  B ,  g :  B -+  C  morfismos, entonces 

g O f :  A -+  C  es morfismo. 

(g  
O  

f ) ( x  v  y) = g ( f ( x  v  y ) )  

=  g ( f ( x ) )  V  g ( f ( y } )  

:  ( g  
O  

f ) ( x )  V  ( g  o  f ) ( y ) .  

Cg  
O  

f ) ( x ' )  =  g ( f ( x ' ) )  =  g ( ( f ( x ) ) ' )  

=  ( g ( f ( x ) ) ) '  

=  ( ( g  
O  

f ) ( x ) ) '  

2 . 4 . 4 .  PROPIEDADES 

1S?.) Si A,  B son Algebras de Boole y f A -+  B  una bi­ 

yección, entonces: 



• 

i) Si f e s  mo�fismo, f-l tambi,n lo es. 

ii) f e s  un  isomorfismo si cumple la condici6n si-­ 

guiente: para todo par de.elementos a, b e n  A, 

a �  b  si y solo si f(a) � f (b) .  

Prueba 

i) f-l es morfismo� 

Si x, y ;  B  entonces 
. . 

f(f-1(x) A f-1Cy)) 
= f(f-1

(x))A f(f-1(y)) 

= x A y .  

=  f(f-l(x A y ) ) .  

f(f-1(x) v f-1(y)) = f(f-1(x))v f(f-1(y)) 

: X V y 

: f(f-l(X V y ) )  

por ser f inyectiva se tiene que: 

f-1Cx A y ) =  f-l(�) A f-l(�) 

f-l(X V y ) :  f-l(X) V f-l(y) • 

Además 

= x• 

Y por ser f inyectiva 

( f - 1 · ( x ) Y  = f - 1 C x ' ) .  
.  .  
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ii) Es suficiente probar qu.e f es un morfismo. 

f(x v y ) :  f(x) v f ( y ) .  

Tenemos que a <  b .  � f(a)  <  f ( b )  para todo 

a, b e n  A.  

X !_ X V Y  , ·  Y ! . X V Y  luego 

f(x) � f(x v y )  Y. f(y)  .'.:_ f(X V y) 

de ·a.quí. f(x)  v  f ( y )  �  f(x  v  y) •  

Además si f(x) v f(y)  = f(m) 

entonces f(x)  � f(m) y f ( y )  �  f(m) 

de aquí X < ro y Y < m 

es decir x v y <  m  

f(x v j) < f(m) = f(x)  v f(y)  •  

Luego f(x  V  y) = f(x)  V  f ( y )  

Por ser f sobre: 

si o = · f ( x ) ,  én.tonces o < X ==> f ( O )  <  f(x)  
- 

=> f ( O )  <  o  
- 

=,.  f ( O )  ::  .o 

si 1· = f ( x ) ,  entonces X < 1 :::::=, f ( x )  <  f ( 1 )  
- 

:::::::>  1  <  f ( l )  
- 

==- 1  ·� f ( 1 ) .  

Luego f(x) V  f ( :, r ' )  =  f(x V  X
1 )  

=  f ( 1 )  =  1  

f ( x )  .1\ f'(x' ) = f(x A X ' )  =  f ( O )  =  o  

lo cual implica que f ( x ' )  =  ( f ( x ) ) '  •  ( 2 . 2 . 3 - 3 ) .  
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2 2 )  Si f :  A +  B  es un norfismo entre Algebras de Boole, 

entonces a <  b  ==> f(a)  <  f ( b ) ,  para todo a,  b e n  A. 

PRUEBA 

a <  b  ==> a V b = b == >  f(a  V  b) = f ( b )  

==> f ( a )  V f ( b )  =  f ( b )  ==> f(a)  <  f ( b ) .  

3 2 )  Si f,  g ,  h  son nonfismos, entonces 

( f o  g )  o h =  f o  (g o h ) .  

Es trivial, ya que la co�posición de funciones es 

asociativa. 

Los morfismos definidos entre álgebras de Boole, dan 

a la clase de álgebras dé Boole estructura de Categoría, 

la cual denotaremos por AB. 

2 . 5  ISOMORFISMOS ENTRE ALGEBRAS DE BOOLE Y ANILLOS DE BOOLE 

2 . 5 . 1  PROPOSICION 

Si ( A , + ,  . )  es un anillo de Boole, entonces 

(A, V ,  A ,  ' )  es un álgebra de ·  Boole en donde: 

X A y = xy 

X V y = X +  y +  xy 

x ' = 1 + x.  

PRUEBA 

i )  X  A  y =  y A  X  

'  
X  V y =  y V x ,  
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X A y = xy = yx 

= y .A. X 

K V  y  =  X  +  y  +  xy 

= y + X + yx 

= y V X 

,il). K  V Cy A z) = (x V y) A (x V z ) .  

X  ·  V  (y· ·  A z )  =  X  +  (  y  A  z )  +  X  {  y  A  z )  

:  X +  yz + x(yz) .  

Además: (x V. y) A {x V z )  =  (x + y + xy) {x + z + xz) 

= xx + yx + xyx + xz + yz 

+ xyz + xxz + yxz + xyxz 

= X + yx + xy + xz + yz 

+ xyz + xz + yxz + xyz 

= x + yz + xyz {ya que en 

un anilló de Boole a+a = O ) .  

X  V  (y A z )  =  (x V y) A (x V z ) .  

X  A  (y V z )  = (x A y) V {x A z )  

X  A  (y V z )  =  x(y V z )  

=  x(y + z + zy) 

= xy + xz + xzy 

J 
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Adenás (x .l y) V (x A z )  ·= xy .V xz 

=  -xy + xz + xzxy 

= xy + xz + xzy 

Por tanto 

(x A (y V z ) )  =  (x A y) V ex A · z ) .  

ili) Leyes de Absorción. 

Para todo x , ' y  �  A: X  V (x A y) = X  

X  A Cx V y) = x. 

x V (x A y ) · =  x  +  xy + x(xy) 

= x · +  xy + xy 

= X +  0 .  

:  X  

X  A  (x V  y ) .  =  x(x + y + xy) 

= x(x + y) + x(xy) 

- ·  X X +  Xy + (xx)y 

= X + xy + xy 

= X + o 

= X ·  

y  
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iv) "Pa.I'a todo x, y G A: 

Cx V x " )  A  y  =»  

Cx A x' >  V y = y .  "  

(x V. x ' )  A  y  =  Cx + x' + xx' )y 

= l]x +  x ' )  +  xx�y 

= (1  +  O )y  

= .  y  •  

(  X  A  X  1  )  V  y  :  XX' V y  

= xx' + y +  xx'y 

= O +  y +  Oy 

= y • 

Luego CA, · A ,  V , ' )  es un Algebrta de Boole. 

2 . 5 . 2 .  PROPOSICION 

Si CA, · v ,  A ,  ' >  es un Algebrta de Boole, entonces 

( A , + ,  •  )  es un anillo de Boole en donde: 

X +  y  

X  •  y  

=  

=  

( x A y ' )  V ( x '  A y )  

X  A  y  •  

PRUEBA 

CA, +)  �s .un gr,upo abeliano ya que: 

12} X +  y  =  {x A y ' )  V  C x ' ,  A  y) 

= ( y '  A x )  V  (y A x ' )  

=  (y A x ' )  V  (y' A x) 

= y +  x. 
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22) X +  0  =  (x A O ' )  V  (x'  A O )  

-  (x A 1) V  (x' A O ) .  
-  

-  X  V  o  -  

-  X  -  •  

32.) X +  X  -  (x A X ' )  V  (x' A x )  
-  

=  X  A  x' 

= o· • 

4Q.) X + ( y +  z) - (x + y) + . z  
-  

X +  ( y +  z )  e  ,  (x A (y + z ) ' )  V  (x'  1\ ( y +  z)·) 

= (ic A C C y A z ' ) v ( . y ' A z ) ) �  v  

[ic• A  ( ( y  A  z ' )  V  (y' A z > ü  

=  � - A  ( ( y '  V  z )  A  (y V z ' ) j]  V  

[}x' A y  A  z ' )  V  (x' A y '  A z [f  

=  [ic A  ( ( y  A  z)  V  (y'  A z ' ) j]  V  

I]  X '  A  y A  z '  )  V  (  x.' A y'  .  A  Z  fl 

= (x A y A z)  V  (x A y ' A  z ' )  V  

(x'  A y  A  z f )  V  (x' A y'  A  z) • 

(x + y ) +  z  =  ( ( x  �  y) A z ' )  v  ( ( x  +  y ) '  A  z) 

= !] Cx A y ' )  V  (x'  A y ) )  A  z  f  >]  V  

[] ( x '  V  y) A (x V  y ' ) )  A  il  

=  ' l] x  A  y' A z ' )  V  (x' A y A z'  [f V  

!] (x A y) V (x'  'A Y ' ) )  A  z] 
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- IJ x . A y ' A z ' )  V  { x ' A y A z ' 5J  -  

(]x A y A z.) V (x '  A  y ' A  z)] 

= (x A y ' A  z ' )  V  (x '  A y A z ' )  

.  ,  

(x' A y ' A  z ) .  Cx A y A z) V  

V  

V  

Como el conectivo "v" es conmutativo, entonces 

x + ( y +  z)  = Cx + y ) +  z  

Además (A, •  ) es semí.gnupo unitario ya que x • 1 = x 

pues x .  1  =  x  A  1  =  x .  

Los elementos de A son idempotentes x • x = x A x = x 

de donde ( A , + ,  . )  es un Anillo de Boole. 

NOTA 
- 

Si. A es una categoría, el funtor 

A + A. 

A "'"'"'�"'-+ A f '\,1\,1\,1\,1\,+ f 

se llama morfismo identidad de la categoría A .  

2 . 5 . 3 .  PROPOSICION 

Existen dos funtores y 

:B . AnB + AB tales que . 

JI o 13 = 1 

AnB 

:G o 
JI = 1A • 

B 
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PRUEBA 
--- 

Por proposición 2 . 5 . 2  el funtor JI se define as!: 

J[ AB AnB 
(A, V , .  A ,  1  )  

"'  "'  "''\,-+, (Á, + ,  .  )  

f  .  A  +  B  1\,  1\,1\,1\,,+, f A .. B . 

Por proposición 2 . 5 . 1  el funtorJ; se define así: 

C A , + ,  . )  "'"'"'"'"'l\r+ CA, V , . A ,  ' )  

f  •  

Debemos probar que: 

i )  0G o  Jt) (A, V ,  A ,  '  )  =  (A, V,  A ,  '  )  

ii) (JI O :G . )  (A, + ,  •  )  =  ( A , . + ,  . )  

i )  Las operaciones d e .  a; 0  JI) CA, V ,  A ,  ' · )  son las mis­ 

mas de CA, V ,  A , ' )  ya que: 

a) X A y = · x y  =  X  A  y  

b) x V y =  x  + y +  xy = (x + y ) +  xy 

= ( ( x '  A y )  V  ( x A y ' ) )  +  xy  

=  ( ( x '  A y )  V  ( x A y ' ) )  +  ( x A y )  
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= (J C x '  A y )  V  ( x A . Y ' »  A  ( x A y ) ']  V  

(] ( x ' A y )  v  ( x A y ' . ) ) ' A  ( x A y jJ  

:  (J  ( X '  A  y) V  (  X  A y'' ) ) A ( X I  V  y '  )] V 

[] ( x - v  y ' ) A ( x '  v  y ) ) A ( x A y ) ]  

=  l]x' v y ' ) A ( x ' A y ) ]  v  l]x'  v y ' )  A  

( x A y ' ) ]  V  (x A y) 

= (y '  A x )  V  ( x '  A  y) V (x A y) 

= ( y I  A X) V ( y A ( X ·V X '  )  )  

=  (y I  A x )  V  (y A 1 )  

=  (y '  A x )  v  y  

:  X  V  y  

e) x '  -  1  + x 

= ( l A x ' )  V  ( l ' A x )  

= · ( l A x ' )  V  ( O  A x )  

-  X'  V O 

= x' 

ii) Las operaciones de (..:O: 0  E)(A,  + ,  . )  son las mismas 

de CA, + ,  . ) .  

a) X .  y =  X  A  y =  x y .  
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b) X +  y  =  (x'  A  y) V (x a y " ) :  
.  .  

=  (x 'y)  V  ( XY ' )  

=  x'y +  xy' + x'y 
•  xy' 

= Cl + .x)y + x(l + y) + (l  +  x)y • ,c(l +  y) 

= l . y  +  xy + x . 1  +  xy + (l .y  +  xy).(x.1 + xy) 

= y + X + y ( x · +  xy) + xy(x + xy) 

= X + y + yx + yxy + XYX + XYXY 

= X + y + xy + xy + xy + xy 

: X + y 

NOTA 

Por cumpli!lse esta propiedad .se dice que existe un 

isomorfismo entre las categorías de Algebra� de Boole y 

categorías de An�llos de Boole. 

2 . 5 . 4 .  PROPOSICION 

Si A y B son dos Algebras de Boole y f :  A +  B  

una función; entonces las condiciones que. siguen son 

equivalentes: 

i) f e s  un morfismo entre Algebras de Boole • .  

1  

ii) f(x +  y) = 

f(x y ) =  

f(x)  + f(y) 

f(x)  f(y)  para todo x ,  y  en A 

f(1)  =  1 .  
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iii) f(x V y) = f(x) V f(y) 

f(x A y) = f(x) A f ( y ) .  para tedo x,  y en A 

f ( O )  =  o  

f ( 1 )  =  1  •  

PRUEBA 

i) ::::::=. ii) - Es obvia .ya que existe un isomo�fism• en­ 

tre Anillos de Boole y Alg�bras de Boole. 

Y además 
. 

f ( 1 )  =  f(x V x ' )  =  f(x)  V f ( x ' )  =  f(x) V ( f ( x ) ) '  = 1 .  

ii) ==> iii) Resulta siempre por ·el isomorfismo que -­ 

existe entre la Categoría de Algebra.s de Boole y An4_: 

llos de .Boole. 

Y además 

f ( O )  ·= f(x ·  + (-x)}  = f(x) +. f ( - x ) :  =  f(x)_ - f(x) = O 

iii > ==,. i) es tri vial. · 

2 . 6 .  PRODUCTO DE ALGEBRAS DE BO�LE 

2 . 6 . 1 .  DEFINICION 

Sea (Ai)iGI una familia de ·Algebras Booleanas. 

Llamaremos producto de los Ai a su producto cartesiano 

n A.  construido como un Algebria Booleana de la manera 
. 1 
l. 

siguiente: · 



si p = { p . }  
J.  

y  
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q = { q . }  entonces 
1 

p V q = (p .  V  q . ) .  
1  J.  1  

p  A  q  =  ( p .  A  q . ) .  
J..  1  1  

p '  :.  ( p !')  . •  
1  J..  .  

2 . 6 . 2  PROPOSICION 

Sea A el producto de una familia de Algebras de 

Boole { A . } .  Entonces para cada i ,  existe un epimorfismo 
1 

natural de A . a  Ai' llamado la p�oyección fi y definido 

p_or f .. ( p )  = p . ( p ) .  
1  J..  

Si además B e s  un Algebra Booleana y para cada 

"i" ,  existe un inorfismo g .  <ie B a A . ,  entonces existe un 
J. 1 

único morfismo- g de B a A,  tal que: 

f .  
o  

g  =  g  . ·  para todo i.  
1  .  l.  

A 4  s B  

PRUEBA A .  
J..  

Sea B un·Algebra de Boole, tenemos que para cada 

ºi" ,  existe g . :  B  +  A .  morfismo. Probaremos que existe 
J. 1 

un único g:  B +  A morfismo tal que f .  
o  

g  =  g .  para t2. 
1 1 

do i .  



Definamos 

g 

g es morfismo'·,. 

S7. 

B . . . . .  A  

b  1\,1\,1\,I\,'\,+ C g i ( bJ) i G I • 

: g (b¡ )  V .  g(b2) •  

= (gi es» 'iQI 

= g ( b ) '  •  

Además f .  o  g  =  ·g. para todo i . ya que 
1 · 1 

(f
1• 

o g ) ( b )  =  f . ( g ( b ) )  =  f . ( ( g . ( b ) ) . � I )  =  g
4

(b)  •  
1  1  1  .  1 � .  •  

.  g  es único·�. 

Supongamos que existe."h" tal . q u e ·  fi 
O

h =  gi 

para todo i ;  además f .  0  g  =  g .  para todo i. 
1 .  .  J. 

.  r  
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( f .  o h )  =  (fi o g) :=>  ( f .  o  h) , (b) = (f . og ) (b ) ,para todo b 
1 l. J. 

===> f . ( h ( b ) )  f  i  (g (b)  ), para todo b 
1 

:=> pi ( h ( b ) )  =  p .  (g (b )  ) ,  para todo b 
1 

=- h(b) = g(b),  .  para todo b 

:::> h = g • 

2 . 7 .  SUBALGEBRAS. E IDEALES 
-- 

2 . 7 . 1 .  DEFINICION 

Se llama "Subálgebra" de un Algebra Booleana A,  a  

un subconjunto B de A , . t a l  que B junto con las operacio­ 

nes de A constituye un Algebra de Boole. 

2 . 7 . 2 .  F.JEMPLOS 

E1 Sea X un conjunto� Todo campo de conjuntos de X es 

una subálgebra de � ( X ) .  

E2 Si A es un Algebra de Boole, · entonces { O ,  1 }  y  A  son 

subálgebras de A .  

E3 Si Z es el conjunto de los enteros, m � Z .  entonces 

A = · { P e Z 1 ( y G P <==> y + m G P) } es subálgebra 

de P ( Z ) .  
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Prueba 

i) P ,  Q  Q  A  =>· _P n Q Q A ·  

Sea y G P n Q -==- y g P y y g Q 

� (y + m) G P y ( y +  m) G Q 

� Cy + m) Q P n Q • 

Luego_ P ,, Q g _ A �  

,ii) P, Q g A =- P U Q G A. 

y Q p u  Q  ,e:::>  y  G  p  ó  y  Q  Q  

,==.:>  (Y + m) g p 6 . ( y  + ·  m) G Q 

� .. (y + m) Q p u Q • 

Lu�go P U  Q  Q  A.  

iii) P Q A ==>  Pº Q' A .  

y  Q  Pº <===> y �  p  

<===>  (y + "in) � p 

.<===> ( y +  m) Q pe 

Luego A es subálgebra de P { Z ") .  

4  Llamaremos "vertical" a un subconjunto ·p del cuadrado 

.unidad, si para todo punto (x
0 

, y
0) 

que pe::ritene·ce a .  

P, todo púnto del segmento vertical que pasa por 

� 

J 
1 
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ex Y )  también pertenece a P. o ,  o 

Es decir P e s  vertical si :  

Sea I = · I],  :[I  .  

"La clase de todos los conjuntos verticales en 

I X  I· es una subálgebra.de P{I  x  ! ) " .  

Prueba 

i)  Sean P,  Q  dos conjuntos verticales que pertenecen 

a I x I .  Probemos que P U  Q  es vertical. 

< x
0 

, y 
O

>  G P u Q :::::::> e x
0 

, y 
O

>  G  P  ó  e  x
0 

, y 
O

> g Q 

=- (x
0 

, y) g P 6 (x
0 

, y) Q Q 

para todo y g I 

=- ( x0 , y) G P U Q para todo 

y G I • 

Luego P U  Q  es vertical. 

ii) Sean· P y Q dos conjuntos verticales, probemos · 

que P n Q es·  vertical • 

( x
0 

, y 
O )  

G  P  f1 ·.Q ::::::;> .C X0 , Y 
O )  

g  P  Y  

( x o ,  yo) G Q 

.. 

• 
J 
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� ( Xº ' y) g p y· � Xº ' y) G Q paI"a todo y G I 

� ( x
0 

, y) g P n Q para todo y S I .  

Luego P r, Q es vertical. 

iii) Sea P un conjunto vertical, probemos que Pe es 

vertical. 

Sea ( x
0 

, y 
O )  

G Pe y supongamos que 

(x
0

· ,  Y 1 )  $  P0 para a-�gún Y1 G � '  luego 

(xo ' Y 1 ) .  g  P  y  como P es vertical, entonces 

( x o '  y) g p para todo y G I,  en particulax,. 

( x o , y o )  G  P  lo cual es contradictorio. 

Lu�go· pe es vertical. 

ES Sea X un espacio topol6gico. Entonces 

A = { P e  X I P  es clopen} es una subálgeb!'a de P ( X ) .  

Prueba 

i) Si P1 G A y P2 G A entonces P1 u P2 g A , ·  

.  .,.  de abiertos es un abierto . .,. ya que un ion y union 

de dos cerrados es un cerrado. 

ii) Si P¡  G  A  y P2 G A entonces P¡ n P2 g A, 

ya qu.9 .intersección de cerrados es ce?'rado e in- 

_J 
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tersección de dos abiertos es un abierto. 

iii) Si P b A entonces Pc b A ya que si P abierto 

entonces P
0 es cerrado, y si P cerrado entonces 

P
0 es abierto. 

A esta subalgebra de P (X )  es denotado CL (X ) .  

ES Sea X un espacio topológico. Entonces 

o 

Fr(B)  = t }  es subálgebra de P ( X ) .  A  = .  {B e � 

Prueba 

i)  " ( B 1  g  A  

Probaremos que Fr(B 1  U B 2 )  = t  

Se tiene que 

Fr(B 1  U B 2 )  e  Fr(B ¡ )  U  Fr(B2 ) ,  

luego 

Fr(B1  U B 2 )  c  ( F r ( B 1 )  U  F r ( B 2 ) ) .0.. ;  

p e r o  

( F r ( B 1 )  U  F r ( B 2 )  ).O... = � 

ya que unión de dos conjuntos raros es un conju� 

to raro. 
o 

Entonces 
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ii) " C B 1  G  A  y  B2 g A) ::::> B1 n B2 � A" . 

Probaremos que (Fr(B¡ n B 2 ) ) Jl.  =  t  •  

C B 1 n B 2 > c >  X  6  Fr(B¡ ("\ B2)  =:=,  X �  ( B 1  () B2 n 

=-- (x Q B 1  y X  G  132) y (x S Bi 6 X g B�) 

=> X S B1  () BY 6 X G B2 ( )  B� 

:::::=> X G Fr ( B 1 )  ó  x  Q  Fr(B2) 

===,  Fr(B1 n B 2 )  e Fr(B 1 )  u FrCB2)  

o  o  
==>  Fr ( B ¡  () B 2 )  e Fr(B 1 )  U  Fr(B2) 

o 

y como F r ( B 1 )  U  Fr ( B 2 )  =  t  

o  
·  " .  Fr(B1  ( )  B 2 )  =  t  

iii) "B G A =-- 
Be g A" . 

o 
Probemos que Fr(BC) = t 

e 

Fr(Bº) = 
Be 

n 
Be 

= Fr(B) 

entonces 

o 

pero Fr(B) = t 

' 
luego 

o 

Fr(Bº) = t •  
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E7 Si f :  A �  B  es un morfismo de Algebras de Boole� 

entonces f(A)  es una subálgebra de B .  

Prueba 

Si x,  y  g  A,  probaremos que: 

i )  f(x)  A  f(y)  G f(A) • 

ii) f(x) V f(y)  G  f(A) •  

iii) f ( x ) '  �  f(A) •  

i)  f(x)  A f(y) = f(x A y) de donde f(x) A f(y)  

pertenece a f ( A ) .  

ii) Similar a la anterior. 

iii) f ( x ) '  =  f ( x ' )  ,  por lo tanto f ( x ) '  G  f ( A ) .  

ES Sea X f t Un subconjunto P de X es llamado conwne- 

rable (en X) si su complemento es numera�le. 

" JN = { P  e  X  I  P  es numerable ó P es conumerable} 
e 

es una subálgebra de P ( X ) " .  

Prueba 

y Q . G  JN  
e  

i) Si P e s  numerable y Q numerable, entonces P U  Q  

es numerable. 

Si P e s  conumerable y Q conumerable entonces 

P U  Q  es conumerable. 
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Si P e s  numerable y Q conumerable, entonces P lJ  Q 

es conumerable, ya que ( P  lJ Q ) c  =  Pe r1 Qc e Qc ó 

e sea ( P  l J  Q )  es numerable. 

ii )  Si P e s  numerable y Q numerable, entonces P n Q es 

numerable. 

Si P e s  numerable y Q conumerable, entonces P (1 Q 

es numerable. 

Si P e s  conumerable y Q conumerable, entonces 

P ()  Q es·conumerable. 

iii) '  Si P G JNe entonces Pe G JNc 

2 . 7 . 3  PROPOSICION 

Si B e s  subálgebra de A ,  entonces { O ,  1 }  e  B .  

PRUEBA 

Probaremos que O G B y 1 G B .  

Sea x G B ,  por ser B subálgebra, x '  G  B.  Luego 

x A x '  G  B  y  x  V  x '  G  B ,  es decir O G B y 1 · G  B .  

2 . 7 . 4  PROPOSICION 

Sea A un Algebra de Boole, (Ai)iGI una familia de 

subálgebras de A .  

PRUEBA 

( )  Entonces iGI A .  
].  

es una subálgebra de A.  

i )  (x G .n A .  y  y  G  
( )  A . )  = >  x  A  y  G  

( )  
A  . •  

iGI 1 iGI 1 iGI l. 

(x G 
( )  

A .  y  y  G  
n  A . )  => (x G A .  y  y  G  A . )  iGI ]. iGI l ].  1 

para todo i G I .  
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=- x A  y G  A .  
J.  

para todo i G I 

==> x A y G () A ,  

iGI 
1 

ii)' (x � () A .  y  y  G  n  A . )  ===>  X  V  y  G  () A • •  

iGI J. 
iGI 1 iGI 1 

(x G f'\ A .  y  y  G  n  A . )  �  (x G Ai y y g A . )  
ibI · 

1 
iGI 

1 J. 

para todo i � I 

=- X V y G A .  para tódb i' 
J. 

� X V y G ()  A .  •  
i'2I J. 

iii) 'X G n A ,  ==>  x '  G  n A . •  

iGI' 1 
iGI 1 

x G () A ,  .  =::::,  X  G  A .  para todo i G I 

iGI 
1 J. 

=- x'  G  A ,  para todo i G I 
1 

=- x' G n A .  

iGI 
1 

2 , 7 . 5 .  PROPOSICION 

Si A es un Algebra de Boole y B e  A, entonces exis­ 

te una subálgebra [B] de A tal que: 

i )  B e [B] 
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ii) Si H e s  subálgebra de A tal que B e  H, entonces 

[B] e H . 

PRUEBA 

i ) .  "B e [B] " . 

Si definimos a[B] como la intersección de todas 

las subálgebras que contienen a B ,  entonces [B] f � 

ya que A es una subálgebra que contiene a B ;  luego 

se tiene que B e [B] . 

ii) Si H e s  una subálgebra de A ,  tal que B e  H, entonces 

trivialmente [B] e H por la definición dada de 

[B]. 

NOTA 
- 

En la propiedad anterior, la subálgebra [B] es la 

menor subálgebra de A que contiene a B y  se llama subál­ 

gebra generada por B .  

Está definida así :  

[B] = n D tal que B e D y D es subálgebra. 

2 . 7 . 6 .  PROPOSICION 

Sea B un Algebra de Boole y E e B ,  tal que [E] = B 

y sean f ,  g  B  +  A  morfismos (A un álgebra cualquiera) 

tal que f ( p )  =  g ( p )  si p G E .  Entonces f = g .  
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PRUEBA 

Definamos el conjunto 

n m 
M {y G B 1  = V (  A X ;  .  )  .-  

=  y  o  
i=1 j = l  1 , J  

n  m  
y  =  A  (- V x . .  )  

i=l j = l  1 , J  

con x . . en E ó x ! . en E} 
1 , J  1 , J  

este conjunto cumple ser una subálgebra y además se 

puede probar que M = [E]. 

Probemos que f(y)  =  g ( y )  para todo y G [E] 

n m 

f(y)  =  f( V (  A X .  • ) )  

i=1 j = l  J. '  J  

n  m  

=  V  { f (  A  X •  • ) )  

i=1 j = l  
1 , J  

=  

n  m  

V  A  
i=l j = 1  

f ( x  . .  )  
J. '  J  

=  

n  
V  

i=l 

m 
A 

:j=l  
g ( x .  .  )  

1 , J  
ya que x . .  �  E  

l. '  J  
ó  x !  .  

J. '  J  
G  E  

= . g ( y )  

lo mismo para el caso en. que y = 

n m 

A ( V 
i=l j = l  

X .  •  )  •  
l. '  J  
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2· •. 7'. · 7 · . .  PROPOSI'CI'ON 

Sean B una subálgebra de A, r un elemento de A y 

J = · { x  g  A  I  x  =  (s A r )  v  (t A r ' )  pana algunos s , t G B } .  

Entonces J es la subálgebra generada por B u · { r } .  

PRUEBA 

Probaremos que J = . I] u ·  {r).] es deciI': 

i) J es subálgebra de A. 

ii) B u ·  {I'} e J .  

iii) Si H es .una subál,gebra ta·l que B u · . { r }  e  H, ·  

entonces· J e  H. 

i )  a) "x , y G J ==- X A y G J " .  

Sea x = ( s 1  A  I') v (t 1  A r ' )  

y  -  <s2  A r) V  (t2 A r '  >  -  

X  A  y  =  (J s 1  A r )  V  Ct 1  A  r '  >] A 

IJs2 A I') V (.t2 A r' >] 

= e- . A r )  V  (t¡  A I' ' ) ) A C s 2 Á r Ü  V  

ffi s 1 .  A  r) V ( t ¡  A  r  '  )  )  A  (  t  2. A I' ,. )] 

( s 2 .  A  r i )  v  ( ( s 1 :  A r ) .  A  (t2 .  A r ' ) )  V  
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( (  t
1  

A r ' )  A  (t2  A r ' ) )  

b) "x, y g J :=>  x V y G J " .  

X  V  Y  =  IJ s 1  A  :i,.) V ( t ¡  .A.  r t  [l V  

= ( ( s 1  A r )  v  (s2  A r ) )  v  

( ( t ¡  A r ' )  V  (t2 A r ' ) )  

e)  "x es J ==- x' g J" • 

Sea x = ( s 1 _  A r )  v  (t1  A r ' )  

Probaremos que si y =  (s1' A r )  v  (t '  A r ' ) ,  en- 1 

tone es x ' = y, es decir x v y = 1 y x' A y = O .  

x  v  y  =  l] s
1  

A  r) v ( t 1  A  r '  >] v  

(]si  A  r) V  (t¡ .  A r '  ü· 

= [J � ¡  A  r) V  < s ¡  A  rü V  

Üt1 A  r ' ) v ( t � . A  r ' j]  

=  ü  s  1  v  s  p  A  r] v I] t 1 v t; > A  r '] 

- ( 1  A r )  v · ( 1  A r ' ) ·  

=  r  v  r '  

= 1  •  
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X A y = n-. A r )  V  ( t 1  A  r')] A 

e- : A r )  '  A  r '  )] V Ct1  

= (J s 1  A  r) A « s i  A  r) V ( t '  A  r ' ) ) J v  1  

Ü t 1  A  r  '  )  A  (( s i A r) V C t i A r ' ) [I  

( C s 1  '  =  A r )  A  ( s
1  

A r ) )  v  ( ( s
1  

A r )  A  ( t '  A r ' ) )  V  
1  

( ( t ¡  r  " )  < s i  A r ) )  .  '  A  A  V  ( ( t ¡ A r ' ) A ( t ¡ A r ' ) ) .  

=  o  .  

ii) " B U  {r} e J " .  

X  Q  B  u ·  {r}  X  g B 
�  

::::::>  o X  :  r 

si X � B X g J ya que X : Cx 11. r) V  (X A r ' )  

si X : r X Q J ya que X : (1  A  r) V ( O  A  r ' ) .  

iii) Sea H subá�gebra tal que B U  {r}  e  H. Probaremos 

que J e  H. 

Sea x Q J ====- x = C s A r) v ( t A r '  )  con s , t en B .  

===- x Q  H ya que s ,  t ,  r, r '  pertenecen 

a H y H e s  subálgebra. 

Luego J = [} U {r}] 

2 . 7 . 8 .  DEFINICION 

Sea A un Algebra de Boole, I e A. I es llamado un 

ideal de A si:  
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I v I e I 

A A I e I 

O S I 

Un ideal I es llamado propio si I + A .. 

2 . 7 . 9 .  DEFINICION 

Sea I un ideal de A. I es llamado ideal-maximal de A si 

I es propio, y si I ' �s  un ideal tal que I e I '  enton- 

ces I '  =  I  6  I '  =  A. 

2 . 7 . 1 0 .  EJEMPLOS 

El Si A es un Algebra de Boo Le , entonces· { O }  es un ideal 

de A. 

E2 Si X es un conjunto diferente de vacío y _ x
0  

<; X, e!!_ 

tone es I = { P e  X I  x
0 

4; P} es un ideal maximal de 

P C X ) .  

Prueba 

i) "I es un ideal". 

(P � I y Q � I)  ==>  (xo � p y XO * Q )  

�  xq � p u Q 

==> P U Q � I .  

J  
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CM Q P(X )  y P �  I)  ==> .  CM e X ·  y  x
0 

f P) 

=> M n  P G I .  

"t G I" 

Es trivial ya que 4i e X y X0 t · �  .  

ii) I es ideal maximal. 

I es un ideal propio ya que X � I . 

Sea I '  un ideal tal que I e I '  y  supongamos 

que I + I '  
'  

probaremos que I '  =  PCX) 

Sea Q � I '  -  I  �  XO G Q 

::::::> XO $ Qc 

==> Qº g I 

===- Q u Qº g I '  

p e r o  X  es el 1 de P ( X ) ,  entonces I ' . n o  es propio 

( s e  probará en 2 . 7 . 1 9 )  ya que X (;  I ' ;  luego 

I '  =  P ( X ) .  

E3 Sea X un conjunto. I = · {P  e X I  P  es finito} es un 

ideal en P ( X ) .  
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Prueba 

i )  Sea p � I y Q � I =- 
p es finito y Q es finito. 

=- p u  Q  es finito 

=> p u  Q  G  I  .  

ii) Sea M e X y P e I =- M e X y p es finito 

::::=:;> M ()  p es finito 

==- M n P G I . 

iii) t G I ya que t e  X  y  t  es finito. 

El¡. Sea X un conj urito. A = {-B e X l B es · numerable} es un ideal 
en P ( x ) .  

Prueba 

i) Sea B G A y e G A ===>  B e s  numerable y e es 

numerable 

===- B U  e  es numerable 

=- B U C G A .  

ii) Sea M . c  X  y  B  G  A, entonces B e s  numerable 

y como M r1 B e  B ,  tenemos que M f) B es nu 
- 

merable, ya que todo subconjunto de un conjun­ 

to numerable lo es también. 

Luego, M r, B e  A. 

iii) � e X y t e s  numerable, ya que es finito. 

Luego, t G A. 

E5 Sea X un espacio·topol6gico, I 

un ideal en P ( X ) .  

a,  

=  { B  e  X  I  B  =  t }  es 



7 5  

Prueba 

i )  "A G I y B G I =.> A U B G I " .  

Trivial, ya que unión de dos conjuntos raros es 

un conjunto raro. 

ii) A G I y B e X =- A n B G I 

.c.. 
iii)  t  G I  ya que � = t . 

PROPIEDADES DE IDEALES 

2 . 7 . 1 1 .  PROPOSICION 

( I I . 3 . 7 . )  

Sea A un Algebra de Boole, I e A.  Entonces I es un 

ideal en. el Algebra A si y sólo si I es ideal en el Ani­ 

llo de Boole A. 

PRUEBA 

i )  Si I es un ideal del álgebra A y x, y son elemen-­ 

tos de I ,  entonces x + y =  (x fl. y ' )  v  (x '  fl.  y) es 

un elemento de I ,  lo que implica que ( I ,  + )  ·es un 

subgrupo de ( A , + ) ;  A  I  e  I  ya que AI = A fl. I .  

Por lo tanto, I es un ideal del anillo A. 

ii)  Si I es un ideal en el anillo de Boole A ,  entonces 

I v I e I ya que x v y =  x  + y +  xy, además si 

x G A y y G I ,  xy = x 11. y G I ,  es decir A fl. I e I .  

También, o =  y +  y  G r .  

Luego, I es•un ideal en el álgebra de Boole A .  
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2 . 7 . 1 2 .  PR1POSICION 
__ ::..:a,z._. 

El núcleo de todo morfismo es un ideal. 
PRUEBA 

Sea f :  A +  B  un morfismo entre álgebras de Boole. 

Probaremos que Ker f = · { x  G  A  I  f ( x )  = O }  es un ·  ideal d.e A • .  

i)  Sean x G Kerf y y G Kerf 
f (x  v  y ) · =  f(x)  v  f (y )  =  O  v  O =  O .  

Luego, X V y G Ker f .  

ii) Sea X G A,  y G  Ker f 

f(x  A  y)  = f(x)  A f(y)  =  f(x)  A o = o .  

Luego, X A y G Ker f .  
iii) f ( O )  =  o  ya que f e s  morfismo. 

Luego, O G Ker f. 

2 . 7 . 1 3 .  PROPOSICION 

Todo. ideal propio de un álgebra de Boole A es el 
núcleo de algún epimorfismo. 
PRUEBA 

Sea-I un ideal propio de A, se probó que 1 es un 
anillo de Boole y como existe un isomorfismo entre A8 y 
A n B ,  1  es una álgebra de Boole. 

Sea f :  A � � � �  
X  "'"''Vv+ x + I . 

J 
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" f e s  epimorfismoº. 
a) f(x + y) = (x + y) + I = (x + I) + (y + I)  = f  (x) + f(y) 

f(xy) = xy + I = (x + I ) ( y  +  I )  =  f(x)  •  f ( y ) .  

f ( l )  =  1  +  I  =  l .  

b) f e s  una suryección, ya que un .elemento cualquiera de 
A I e.s de la f'onma x + I = f(x)  con x en A.  

e )  Ker f = I ya que x + I = I � x g I .  

2 . 7 . 1 4 .  PROPOSICION 

Si (Ai)iGI es una familia de ideales de un Algebra 

de Boole A, entonces r, A .  es un ideal de A. 
iGI 

1 

PRUEBA 
i )  (x G n A .  '  y  G  n A . )  

iGI 1 iGI 1 
(x G Ai , y Q Ai) 
para todo i Q I.  

==>  X· V y Q Ai 
para todo i G I .  

==>  x  v  y �  r, A.  

iQI 1 

ii)  (  x  G  A, y G .  n A . ) � ( x G A,  y G A
1. 

) . 
Hn 

1 "  
para todo i G I 

==> x A y G A .  para todo i � I 
l. 

:=> x A y Q n A .  
iGI 

1 
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iii) O g A . ,  para todo i ,  por ser cada A .  un ideal, luego 
1 1 

O G n A • •  

iGI 
1 

2 .7 ' .TS .  PROPOSTCION 

Sean A :¡: · { O }  un álgebra de Boole, XA el conjunto 

de ideales maximales. Entonces XA :!= t 

'PRUEBA 

Sea íl = · { P e  A  I  P e s  un ideal propio eri A} 

o t t ya q u e . { O }  G  íl .  

Si íl es ordenado por inclusi6n y si íl '  es un subcon 

junto de íl totalmente orde�ado, la unión de los elementos 

de íl 1  es un elemento qe íl mayor que todos los de '2 ' ;  lue­ 

go, por el Lema de Zorn, en íl hay al menos un elemento ma 

ximal P
0 ,  

el cual pertenece a X A .  

2 . 7 . 1 6 .  PROPOSICION 

Un ideal propio I en un Algebra de Boole.A es maxi-­ 

mal si y sóio si p G I ó p ' G  I  pero no �bos, para ca. 

da p � A. 

PRUEBA 

i)  Sea I G X A ,  p  G  A, p � I ;  el conjunto 

x G I ,  y  G  A} es un ideal de A que 

J 
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contiene a I ;  como p G J y · p � I ,  J  contiene pro­ 

piamente a I lo cual implica J = A; luego p '  es dé 

la forma p '  =  x  +  yp, x G I ,  y  e  A. 

Luego, p '  =  p '  •  p '  =  xp ' + yp. p '  =  xp' + y.  O  =  xp ' G I. 

Luego, p ' .  G  I .  

ii) Sea I un ideal, tal que para todo p r; A, p ,;; I 6 

p '  G  I .  Si J es un ideal de A,  tal que I e J y 

J f I ,  entonces existe x, X  G J y X  $ r ,  luego 

x '  g  I ,  de aquí. X V x '  g  J ;  de donde para todo 

y G A se tiene que y A (x v x ' )  =  y  G  J ,  es decir 

J = A . L u e g o ,  I  g  X A .  

2 . 7 . 1 7 .  PROPOSICION 

Todo ideal propio en un Algebra de Boole puede ser 

incluido en algún ideal maximal. 

PRUEBA 

Sea I un ideal propio. Definamos 

íl = · { J I  I  e  J ,  J  un ideal propio de A} 

íl + � ya que I G íl .  

Ordenemos íl por inclusi6n y sea íl '  e  íl ,  íl '  total-- 

mente ordenado. 

Si T = U P entonces T G íl y es mayorante de íl '  ,  es 
pGíl'  

decir I e T para todo I G íl ' .  



8 0  

Luego por el lema de Zorn, existe un maximal J en o ;  
o  

se puede probar que J
0 

G XA. 

2 . 7 . 1 8 .  PROPOSICION 
Sea A un álgebra de Boole. Entonces la intersección 

de los ideales maximales de A es igual a · { o } .  

PRUEBA 

Si b G A ,  b  f  : O ,  entonces J = { x  G  A  I  x  <  b ' }  

es un ideal propio de A,  lo que implica que existe K un 

ideal maximal, tal que J e 1<; como b '  G  J ,  b '  G  K; lue- 

go b $ K,  de donde b $ n I 

ÍGXA 

Luego n I = · { O } • 
IGXA 

2 . 7 . 1 9 .  PROPOSICION 
Sea A un álgebra de Boole, I e A un ideal. Entonces 

I es propio si y sólo si l $ I .  

PRUEBA 

i )  Supongamos 1 G I .  

1  G  I  ==>  (x A 1 G I )  para todo x G A. 

-> X G I 

=- · A c I  

==>  A  =  I  

para todo x G A .  
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Luego si I es propio entonces 1 4: I .  

ii) Si 1 $ I ,  es trivial que I es ideal propio ya que 

I f A.  

2 . 7 . 2 0 .  PROPOSICION 

Sean E un espacio topológico compacto, I un ideal 

m.aximal de CL (E ) .  Entonces n Z f t • 

ZGCL(E) 
ZfI 

PRUEBA 

Supongamos que r) Z = t .  Por ser E compacto, 
ZGCL(E) 
Z � I 

existen zl·, z 2 ,  • • • • •  Z  ,  clopens n n .  
todo :j. � n,  tales que n. Z .  =  t  

i=1 
1  

de E,  z .  �  I  para 
1 

lo que implica que 

E = 

n 

u 

i=1 
z� 

1 

Pero como I es ideal maximal, Z� g I ,  o  sea que 
1 

E g I ,  lo cual es absurdO.ya que I es un ideal propio. 

2 . 7 . 2 1 .  PROPOSICION 

Sean :A un álgebra de Boole. 

�A = · { I  e  A  I  I  es ideal �ximal} 

1i1 : Mor (A, {  O ,  1} )  X A 

f "'"'"'"'+ ter f 

entonces V es una biyección. 
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PRUEBA 

i)  11Ker f e s  un ideal maximal" 

Probemos que x G Ker f ó x '  G  Ker f para todo 

x G A. Supo�gamos que x $ Ker f,  entonces f(x)  = 1� 

luego ( f ( x ) ) '  =  O ,  es decir f ( x ' )  =  O ,  por tanto 

x ' G Ker f .  

ii) "11' es inyectiva". 

Supongamos que � ( f )  =  ll' ( g )  y  probemos que 

f(x)  = g ( x ) ,  para todo x G A. 

Si x G A ,  entonces 

• 

f(x)  = 

si x G Ker f 

si x $ Ker f 

f(x)  = o  ==>  X  G  Ker f 

==>- X G Ker g 

==> :  g(x)  = o 

Luego f(x)  = g ( x ) .  

f(x) = 1 =- f ( x ' )  =  o  

===:>  x '  G  Ker f 

==> x'  G Ker g 

===> g ( x ' )  =  o  

=:>  g(x)  =  1  

Luego f(x)  = g ( x ) .  

1  
J 
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iii) "'l' es suryectiva". 

Si I es un ideal maximal de A,  definimos 

f A--- { 0 , 1 }  

X � � � � � +  Jo si X �  I  

·  l1 si x'  G I  

entonces f e s  un morfismo, tal que Ker f = I, 

L u e g o , ,  es biyección. 

2 . 8 .  RETRACCIONES 

2 . 8 . 1 .  DEFINICION 

Sean A ,  B  Algebras de Boole; se dice que B e s  una  

retracción de A si existen f, '  g morfismos como en el 

diagrama, tales que f o  g  =  1 8 •  

f  

NOTA 

A 

g 

B 

Podemos observar de esta definici6n que f e s  un  epi 

morfismo y g es un monomorfismo, lo que equivale a que 

f e s  suryectiva y g inyectiva. 

2 . � . 2 .  PROPOSICION 

si B e s  una retracción de A,  entonces: 

1  

_J 
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i )  B  es isomórfica a una subálgebra de A. 
ii) B es isomórfica a un álgebra cociente� 

PRUEBA 

Sea el diagrama 

f 

A B 

g 

i )  Como g e s  morfismo, :  g (B )  es subálgebra de A y sien. 
do g inyectiva, tenemos que B e s  isomórfica a g ( B ) .  

ii)  Como f e s  suryectiva, entonces podemos definir la 
siguiente función: 

f :_ B 
A 

Ker f 

f(x)  �������+ x + Ker f 

r e s  bien definida ya que: 

f(x)  = f(y) ==>  f(x)  - f (y )  =  o  

==>  f(x - y) = o 

==> . X  -  y  G  Ker f 
==> X + Ker f = y · +  Ker f 

f e s  inyectiva 

f ( f ( x ) )  =  f ( f ( y ) )  =- X  +  ker f = y + Ker f, 

:::::::::> X - y Q Ker f 

J 



==> f (x -  y) = O 

=- f(x)  f(y)  = O  

:=>  f ( x )  = f ( y )  

f e s  sobr�yectiva. 

r e s  una suryección ya que un elemento cualquiera 

de 
A Ker. f .  es de la forma x + Ker f = f.(f(x)) ·  

con f ( x )  en B .  

2 .  8 .  3  • .  DEFINICIONES 

Sea B un Algebra de Boole. 

a) B es una"sub-retrac9ión abaó.Lut-a" si para todo. monomor­ 

fismo g :· B + A, con A álgebra de Boole cualquiera, 

existe un epimorfismo f :  A +  B  tal que 

b) B e s  una "retracción absoluta cociente" si a todo epf 

• 

morfismo f :  A +  B ,  A  un  álgebra de Boole cualqui� 

ra, le corresponde un monomorfismo g :  B  +  A  tal 

que f o  g  =  1 B .  

2 . 9 . ·  ALGE'BRAS' PARTICULARES 

2 . 9 . 1 .  ALGEBRA LIBRE 
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a) Un. c@njunto E .;gei,,erado.r .,:de un ;álgehl"a de BtMl� B es 

alam�d(t "libren ·  si ,.p.iU'.a teda .. .iÍ:lgebJ?a .de Boe l.e A y.··� 

ra toda fu�.ción g · :  . E  +  .:A ·existe un !!orfisne 

· f  :  B  +  A  tal .ique f ( p )  ,.= g ( p )  ,ara todo .. :, · ea . .  E .  

;  b)  Una .álgebrii. Booleana B .  es ·11an..da >".libre" si tiene 

un cenjunto generador libre • 

.  · z  ..  9 .  ;t .  2 .  P�:OPIEDADES 

i )  "Sean E . .  u!\ generador libre .de Ul\ ált";ebra de Boole 13,  

g  :  -  E  +  A  .  una función con A uaa .álgebra de -Boo Le , 

Entonce·s el morf ismo f : B + A , t�.l que f I E = g 
, • . ·Tf es unico . •  

Prueba 

·Por ser E generador libre . f ( p )  = ·g ' Cp )  para te 

d o .  p  en E ,  o  sea .. f I E = g .  Supongamo-s .que existe 

h · : . B + . A tal .que .h l E - g ;  ···�e a�tií .t enemos ·. que 

f I E = h I E  ·  y por . (2 .  7 .  6 )  conc Lu.irnos .que f · .= h. 

Luego f e s  único. 

ii) · "Sean :...Jh , B2 <!ies ·álgebras de Boo l.e , :E1  .un -gen er-ador- 

· 1ibre de :,¡ 1 , . E2 un generador · 1ibre. 'de B 2 ,  

·g · : · E 1 -+ - � 2  ·  una función · ·biyecti va. 
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Entonces existe un isomorfismo f entre B 1  y B  "  2  •  

Pr-ueba •. Consideremos el siguiente diagrama. 

E 1  B1  

gl ¡g-1 f21 lf¡ 
E2 B2 

en el cual f 1  .  B2 + B 1 .  y  f2 : B1  + B2 son � . 

- 

fismos tales que: · 

y = g 

f1  existe por ser E� generador libre de B2 y porque 

. g puede considerarse como una función de E 1  a B2• 

Similarmente se justifica la existencia de f 2 •  

Probaremos que f1 y 

Sea x g E 1  ,  se tiene: 

f.2 sen inversos uno de otro. 

( f l  o  f  2 )  (x) = f 1 (f2 ( x ) )  

=  f 1 ( g ( x ) )  

-1 ) 
= g _(g(x ) 

( -1 g ) ( x )  =  g  o  

=  1E1 (x) 

= 
1 (x) •  ( 2 . 7 . 6 . )  

B1 
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Por coincidir en un generador tenemos que 

f1 0  f2 = 1 B
1 ;  

de manera similar se prueba que 

Luego existe u� isomorfismo entre B 1  y  �2 � 

2 . 9 . 2 .  ALGEBRA DISTRIBUTIVA 

2 .  9 .  2·. ·1 .  DEFINI"CION 

Una Algebra de ·Boole A es llamada "completamente 

distributiva" si para todo par de conjuntos I ,  J  y  pa'l'a. 

toda función p :  I  x  J  +  A  se cumple que: 

Inf Csup p ( i ,  j ) )  
iGI jGJ 

= sup (inf ( p ( i ,  'l' ( i ) ) ) )  
i¡, G F ( I , J )  iGI 

en donde F ( I ,  J) denota el conjunto de funciones de I 

a J .  

2 . 9 . 2 . 2 .  EJEMPLO 

"Si X f t ·  ,  entonces P ( X )  es completamente distri- 

butiva". 

Probaremos que: 

n e u p ( i ,  j ) )  =  

iGI . jGJ 
u 

'l'GF(I ,J )  
(  () p ( i ,  'l' ( i ) } . )  •  

iGI 

sea P = r, C U  p ( i ,  j ) ) .  y  

iQI jGJ 
Q = u e n p C i , lf C i ) ) ) .  

. 'l'GZCI ,J)  H�I 
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i) x S P ==> x S U p ( i ,  j )  para todo i G I 
jGJ 

==> x G p ( i ,  j . )  para todo i G I y para algún 
1 

===> x G p ( í ,  lf ( i ) )  para todo i G I ,  con 

'P ( i )  =  j  . .  
1  

==>  X  G  n  p ( i ,  'l ( i ) ) ·  

iGI 

=- X G ·Q • 

ii) X Q Q ==> X Q () p ( i , 'l' ( i ) )  
iGI . 

para algún 'l' G F ( I ,  J) 

:::=> X G  p ( i , 'f( i)  )  para todo i G I ,  V  G  F  (  I ,  J) 

para todo i G I ,  j .  G  J .  
1  

==- x  G  U  p ( i ,  j )  para todo i € I .  

jGJ 

� X G p .  

2 . 9 . 3 .  ALGEBRAS PROYECTIVAS 

2 . 9 . 3 . 1 .  DEFINICION 

Se dice que un Algebra de Boole B e s  "proyectiva", 

si para todo epimorfismo f :  A �  e ,  A,  e álgebras cua- 

lesquiera, y para todo morfismo h B + C ;  existe un mor 

fismo g :  B  +  A  tal que f o  . g  =  h. 
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. ..  �  .  

Es decir que el diagrama 

A 

conmuta. 

2 . 9 . 3 . 2 .  EJEMPLO 

E.1 Algebra de Boole · { O ,  1 }  es un álgebra proyecti:va 

ya que para todo epimorfismo f :  A +  e  y  t o d o  morfismo 

h : · { O ,  1} + e , existe el morfismo 

g { O ,  1} A 
. . . . .  

1  "'1\, "'"'"'"' + 1 
. .  .  .  

o  "'  1\,  "''\, "' "1+ o 

tal que f º ·  g  =  h.  

2 . 9 . 3 . 3 .  PROPOSICION 

Toda álgebra proyectiva B e s . u n a  retracci6n absolu- 

ta cociente. 

PRUEBA 

Sea un epimorfismo f :  A +  B .  Probaremos·que· exis­ 

te un monomorfismo g : B + A t·al que f o g = 1B • 
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Consideremos el diagrama 

f 

--------------------11-B 

B 

g existe y f O g = 1 B ,  ya que B e s  proyectiva. 

g e s  inyectivo, ya que 

g ( x 1 )  =  g ( x 2 )  ===>  f ( g ( x 1 ) )  =-  f(g . (x2))  

==- ( f o  g ) C x 1 )  = ( f o  g) Cx2 )  

==>  1B <x 1 >  =  1B<x2>  

=>  X1 : X2 • 

Luego existe el monomorfismo 

g :  B  +  A  tal que f o  g  =  1B • 

2 .  9 .  3 .  4  .: PROPOSICION 

Toda retracción de un álgebra proyectiva es p?'Oyec- 

tiva. 

PRUEBA 

Sea B una retracción de un álgebra A proyectiva y 

consideremos el diagrama: 

... 
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e 

,{\ 

I  mog 

1 

f, g existen ya que B e s  retracción de A (f O  g· = 1B) .  

Sean t :  C  �  D  un epimorfismo y h :  B  +  D  un 

morfismo; podemos formar el morfismo h O f y como A 

es proyectiva, entonces existe m :  A +  C  tal que 

t O m = h O f. De aquí tenemos que existe 

m o g B + e tal que t º Cm o g) = h.  

Luego B es ·proyectiva. 

2 . 9 . 3 . 5 .  PROPOSICION 

Toda álgebra Booleana libre es proyectiva. 

PRUEBA 

Sea B un álgebra Booleana libre y sea I tal que .  

[I] = B .  Sean f :  A +  e  un  epimorfismo y 

t :  B  +  C  un morfismo. 



Definamos k I 
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A  tal que f(a)  = t ( x ) ;  

X  ''"''"' "1+ a 

está bien definida ya que f e s  epimorfismo. 

Consideremos el diagrama 

f 

--�------------------------ ... e 

B 

en donde " j "  es la inyección canónica; r existe y 

r O j = k porque I es un generador libre. 

Probemos que t/I = ( f 0 g ) / I .  

Sea x � I ;  se tiene .que 

( f  
O  

r ) ( x )  =  f ( r ( x ) )  =  f ( k ( x ) )  =  f ( a )  =  t ( x ) .  

Luego, por coincidir en un generador libre 

t = f O r .  

Por tanto, B e s  proyectiva. 
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2 .  9 .  3 .  6 .  PRO.POSICION 

Toda retracción de un álgebra libre es proyectiva. 

PRUEBA 

Sea A una retracción de un álgebra libre; por 

( 2 . 9 . 3 . 5 . )  A  es retracción de un álgebra proyectiva, y 

por ( 2 . 9 . 3 . 4 . )  tenemos que A es proyectiva. 

NOTA 
- 

Otras propied�des de álgebras proyectivas se verán 

en el capítulo · r r r .  
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CAPITULO I I I 

RELACION FUNTORIAL ENTRE ALGEBRAS DE BOOLE 

Y .ESPACIOS DE BOOLE 

El objetivo principal de este capítulo es construir 
. � 

un funtor entre la categoría de las Algebras de Boole y 

la Categoría de los Espacios "de Boole. 

3 . 1 .  ESPECTRO DE UN ALGEBRA DE BOOLE 

3 . 1 . 1 .  DEFINICION 

Si A es un álgebra de Boole, llamaremos espectro de 

A al conjunto XA = { I  e  A  I  I  es un ideal maxim.al} 

XA + · t  (por 2 . 7 . 1 5 . ) .  

3 . 1 . 2 .  PROPOSICION 

Si A es un �lgebra de Boole, la función siguiente 

es un morfismo inyectivo de álgebras de Boole: 

h : A . . .  .  P C X A ) .  
X������+ h(x) = · { r  �  XAI X �  I} •  

PRUEBA 

Si x,  y son dos elementos de A é I e XA entonces 

I G h(x v y) � x v y � I ·  

� x � I Ó y � I 
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. <===>  I  G  h(x)  6 I G h(y)  

<====>-  I  G  h (x )  U  h(y) 

de donde 

h(x v  f) � h(x) U h ( y ) .  

Si x G A é I G X A :  

I  G  h ( x ' )  �  x '  $  I  

<::::::::>  X  G  I  

<==>  t  G  h(x)c  

de donde h { x ' )  �  h ( x ) c .  

Luego, h es . U·n rnorf ismo. 

h es inyectivo. 

Si x G Ker h, entonces h(x) = t ,  de donde 

x G t para todo_ I G XA ; es decir que 

corno n I = { O } ( por 2 • 7 • 18 • ) , x = O • 
IGXA 

ESTRUCTURA DE ESPACIO DE BOOLE DE X A .  

3 . 1 . 3 .  DEFINICIÓN 

Si A es un á·lgebra de Boole, un subconjunto B de 

XA será llamado un abierto si 

B = t B = U h(x)  
h(x)cB 
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Es decir, que los conjuntos de la forma h(x)  consti 

tuyen una base de XA. Se verifica trivialmente que se -­ 

cumplen los axiomas·necesarios para que, con esta defini 

ción de abiertos, XA sea un espacio topológico. 

3 . 1 . 4 .  PROPIEDADES 

Si A es un álgebra de Boole, el espacio topol6gico 

XA posee las.propiedades que siguen: 

. 1 2 )  XA es separado. 

y Y e XA 

K(Y) e I}  en donde. K(Y) = f) I .  
I�Y 

entonces 

3 2 )  XA es compacto. 

5 2 )  XA es totalmente discontinuo. 

PRUEBA 

1 2 )  Si I f J son elementos de XA' tomamos x G A tal 

que x G I ,  x  $  J ;  entonces h(x)  y h ( x ' )  son 

dos abiertos disjuntos tales que J � h(x) é 

I g h ( x ' ) .  

22)  Sea T = { I  G  XA I K(Y) c I } .  Si . J G T
0 

, existe 

x G K(Y) tal que . x  �  J ;  para este x se cumple 
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que h (x )  e  Te,  de donde Te es abierto; luego T e s  un 

cerrado; como Y e T ,  · Y e  T .  

Si J G fC, existe x G A tal que h(x)  e  yC y J G h ( x ) ;  

si L G Y entonces L $ y,C ,  de donde L � h ( x ) ,  o  sea 

x G L;  como x � J ,  K(Y)  �  J ;  luego J G Te;  por tanto 

T e  Y.  

3�) Sea (Yi)iGn una familia de cerrados de XA' tales que 

i�� 
tal 

y .  =  e  ,  
1  

n  que iGr 
K ( Y . )  

J.  

Probaremos que existe r e  íl ,  r  finito, 

y .  =  e  ,  
J.  

es trivialmente un ideal de A; si fuera 
. l . propio, existiría I G XA tál que iGn K(Yi) e I 

(por 2 . 7 . 1 7 . ) ,  de donde K ( Y . )  e  I ,  para todo i G íl ;  
J.  

esto implicaría que I G Y .  =  Y .  ,  para todo i G a ,  lo. 
J. J. 

cual no es posible porque i�íl Yi = t .  

Por tanto r K ( Y . )  =  A;  luego existen i 
1 '

1
2 '  

.  .  .  i  

iGn 1 .  n 

en íl y X G K ( Y .  )  '  
X  G  K ( Y .  )  '  X  G K ( Y .  )  

1  1  2  1.2 n in 1 

tales que 1 = X + X + • • • • • .  X  •  
1  2  .  n  

Si J G XA fuera un elemento de A 
Y .  entonces j = 1  J.  •  '  

J  

K(Y .  )  e J ,  para todo j < n (por ser Y .  =  Y .  ) .  
1 .  -  J. .  J.  •  

J  J  J  
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de donde x 1 ,  x2  ,  • • • •  x  serían elem�ntos de J ,  n  

lo cual no e� posible porque 1 � J.  

Por tanto 
n 

n Y .  =  t  .  

j = 1  1j 

42) Sea Y e XA un clopen; por ser abierto, Y es de la 

forma Y = U h(x
1.) 

; como es t?-mbién cerrado, Y 
i<;n 

es un compacto ·(porque XA es compacto); luego exis- 

ten . . . . ' i n en íl tales que 
n 

Y =  U  h ( x i . ) ,  
j = 1  J  

de donde 

Q h ( A ) ;  por tanto CL(XA) e h(A) .  

Para todo x <; A h(x)  ·es un abierto (por defini- 

ción); como h(x)  = h ( x ' } c ,  h ( x )  es también cerra- 

do; luego h(A)  e CL(XA) .  

5 � )  Como h(A) es una base de la topología sobre XA' 

entonces, la familia de clopens de XA es una base� 

NOTAS 

12) Las propiedades l - 3 - 5 nos dicen que XA es un es­ 

pacio de Boole. 

2 2 )  La propiedad 4 nos dice que todo_clopen de XA es de 

la forma h ( x ) ,  con x G A.  
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3 . 1 . 5 .  PROPOSICION 

Sean A, B dos álgebras de Boole, 

Mor (A, B )  = { f :  A +  B  I  f e s  un morfismo} 

Entonces: 

i) Hay una biyección X entre Mor (A, B )  y 

Mor (XB , XA) .  

ii) X ( f )  es inyectivo <=> f es sobre. 

iii) X(f)  es sobre <==> f e s  inyectiva. 

PRUEBA 

i)  a )  Si f :  A +  B e s  un morfismo é I e B un ideal 

maximal, f -
1(I)  

= {x  G  A  I  f(x)  g  I }  es un ideal 

maximal de A .  

Si x , y G f-l(I)  :  f(x V y) = .  f(x) V f(y) g I 

Si x G A ,  y  G  f - 1 ( I )  
;  f(x  A  y) = f ( x )  A  f(y )  G  I  

f ( O )  =  O  G  I .  

Luego f-1(I)  
es ideal. 

Si x G A es tal que x $ .  f-1 (! )  entonce� 

f(x)  $ I .  Como I es maximal, f ( x ' )  =  f ( x ) '  G  I .  

Por tanto f-
1 (!)  es· ideal maximal. 

b) Si f G Mor (A,  B ) ,  la función x f :  X B . �  XA 
I v""-"'+ f-1 ( I ) 

es continua.  
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Si X Q A, 
x;1chCx))  

= { I  g  XB I Xf(I)  Q h ( x ) }  
=  { I  G  XB I f-1CI)  G  h ( x ) }  

=  { I  G  XB I x $ f-l (I ) }  

=  {  r  G  XB I fe x > * 1}  

= {  I  G  XB ·¡ I Q h ( f ( x )) } 

= h(f (x ) )  
como h(x) G CL(XA) y h ( f ( x )  >. G CL(X8),  la fun 
ción es continua, pues preservan los clopens, los 

cuales forman una base·en todo Espacio de Boole. 
e) La función X :  Mor (A, B) ___... Mor (XB,XA) 

f "'"'"'+. Xf : I "'"'+ f-1 ( I ) 

es una biyección. 
Sean f, g Mor (A, B ) ,  f  f  g  y  sea x Q A 
tal que f(x)  f g ( x ) ;  como la f'unc Lón h ( 3 . 1 . 2 )  

es inyectiva, h ( f ( x ) )  f  h ( g ( x ) ) ;  luego existe 
J G XB tal que f (x )  G  J ,  .  g ( x )  $ J ;  para es- 
te J X G_ f""" 1 ( J ) ;  �  -1 . 

X g (J)  ,  o  sea que . 

Xf(J) f Xg(J ) ;  por tanto xf t X y X e s . i n -  g  
yección. 
Sea t 

x G A, 

x8 + XA una runción continua; si 
-1 

t ( h ( x ) )  ·  es un cf.open de x8 , de don 
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y  G  B  t::i.1 que 
si definimos t ' ( x )  =  y ,  tendremos un morfismo 
t '  A  +  B  :  x  ,,A,+yx tal que xt, = t ; luego, 
X es suryección. 

ii) Xf es inyectivo·=:. f e s  s o b r e .  
Si z ,  T  son clopens de XA : 

x;1cz u ·T> = Xfl(Z)  U x-1CT) 
.  f  .  

x-1 cz n T )  =  x;/<z> n Xf1(T) 
f  

x-1 czº> - x-1 < z >º  .  
f  f  

Luego P = {x;1 (Z )  j  Z  G  CL(XA)} es un campo de sub 
conjuntos clopens de x8• 
Si I ,  J  G  XB' con I + J ,  como Xf es inyectivo, 
Xf(I)  f X f ( J ) ;  por ser XA sep�rado existe un clopen 
Z tal que Xf(I )  G  Z ,  Xf(J)  G  zº ó Sba que 

-1 
I G x, ( Z ) .  

J  G  xf1<zº> = < x;1 < z > > º  .  

Por cumpli'rse la hipótesis de 1 . 1 . 3 ,  se tiene que - 

p = CL(X )  .  B 
Si y G B ,  h(y)  G CL (XB ) ;  luego h(y)  G P ,  

,,.  

o  sea 
que h (y )  =  xflcz> para algún clopen z G X A ;  co- 
mo todo clopen de XA es de la forma h ( x ) ,  existe 
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-1 ) x G A tal que h(y)  = Xf (h(x  ) .  
Pero como x;1 (h(x) )  = h ( f ( x ) ) ,  tenemos 

h (y )  =  h ( f ( x ) ) .  Por ser h un morfismo inyectivo, 
y =  f ( x ) .  Por tanto f e s  sobre. 

f sobre ==> Xf · inyectivo . · 

Sea Xf(I )  =  X f ( J ) ,  se tiene f - 1(I)  =  f-l (J ) .  

Sea X G I .  Por ser f sobre· se tiene que existe y 
tal X =  f ( y ) ,  de ., y G f-1(I)  .,  que aqui que o sea 
y G f-l(J)  por lo que f (y)  G  J  y  luego X G J .  

Por tanto I e J .  De manera similar J e I.  Luego 
I = J.  

iii) X sobre =- f inyectiva . 

f 

Sea x,  y  en A tal que f (x )  = f ( y ) .  

Sea I G X A ,  I  $  h ( x ) .  
I  4  h(x)  ===>  x G I  ==> f(x)  G  f ( I )  ==>  f(y)  G f ( I ) .  
Como xf es sobre existe J G XB tal que 
Xf(J)  = I ,  ó  sea f-l(J)  =  I .  Luego . :  

f ( y )  G  f ( I )  =- f ( y )  G  f ( f - 1 ( J ) )  

==>  f(y)  G J  
=:,.  y G  f-1.(J) 

==:;:,, y G I 

==> I $ h ( y ) .  
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Luego h(y)  e h ( x ) .  

De manera igual h(x)  e h ( y ) .  Por �o tanto 

h(x)  = h ( y ) ,  como h e s  inyección x = y.  

f  inyectiva==> Xf es s o b r e .  

Sea I � X A ,  f ( I )  es un ideal de B.  Sea J g XB 

tal que f ( I )  e  J .  

f ( I )  e  J  ==- f - l ( f ( I ) )  e  f-l(J)  

I e f-1(J)  

Como f-
1

(J)  es un ideal maximal, entonces 

-1 I = f (J)  = Xf(J) �  Por tanto Xf és sobre. 

NOTA 

La función X tiene la propiedad adicional siguiente: 

(por ser f inyectiva) 

"si A 
---- 

B f e es un diagrama de álgebras g 

de Boole, entonces X ( f  º ·  g) = X(g) 0  X ( f ) " .  
- 1 .  (X(f  o .  g ) ) ( I )  = ( f o  g) ( I )  =  .  -l(f-l(I ) )  g  .  

-1 . 
= g ( X f ( I ) )  

=  X  (Xf(I ) )  
g  .  

=. (Xg O x, ) .(I) •  

J 
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3 . 2 . ·  CARAGTER FUNTORIAL DE XA 

3 • 2 • 1 .  EL FUNTOR X 

El ·espacio de noole XA que puede asociársele a to­ 

da álgebra de Boole A nos permite definir un funtov co.:a.­ 

travariante X que va de la categoría AB de álgebr;as de 

Boole a la categoría de los espacios topológicos; 

X T o P 

f :  A  �  A  1  "'"'"'"'"'"'-+ x, : x A 1 

I 

se prueba trivialmente que · x  es un funtor contravariante. 

3 . 2 . 2 .  PROPOSICION 

Si A es un álgebra de Boole hay un isomorfi.smo en- 

PRUEBA 

Basta identificar cada x G A con el clopen .  h(x) 

ya que h e s  un morfismo inyectivo. 

3 . 2 . 3 .  PROPOSICION 

Sean A y B dos álgebras de Boole, f :  A � -  B  un 

isomorfismo. Entonces, hay una biyección bicontinua 
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PRUEBA 

Si I G X A ,  f ( I )  es un ideal maxdraaL de B ,  por 

ser f un isomorfismo. Definimos · f  así :  

f :  XA XB 

I "'"'""""'+ f ( I ) 

f e s  continua, ya que si x G B :  

f - l ( h ( x ) )  =  { I  G  XA I f ( I )  G  h ( x ) }  

=  { I  G · x A  I  f ( I )  G  h ( x ) }  

=  { I  G  XA I x � f ( I ) }  

=  { I  G  XA l . f - 1
( x )  �  I }  

=  { I  G  XA I I G h ( f - 1 ( x ) ) }  

-1 
= h(f  ( x ) } .  

La inversa de f e s  Xf 

la cual es continua. 

3 . 2 . 4 .  PROPOSICION. 

XB � XA 
I "'"'"'+ f - l ( I )  

...  

Sean A un álgebra de B�ole, :n:A el conjunto de ide� 

les de A,  ab(XA) el conjunto de abierto_s del espacio de 

Boole XA � Entonces hay una biyección entre IrA y ab(XA).  

• 
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PRUEBA 

12)  Si I es un ideal de A,  e ( I )  =  { J  G  XA I I � J }  es 
un abierto de XA. 

Si J g e ( I ) ,  sea X G I ,  X  �  J  .  

'  
h(x)  e e ( I ) ,  ya que L G h ( x )  =- X  �  L 

=- I  �  L •  
Luego h ( x )  es un qlopen tal que J G h ( x ) .  y  

h(x) c e ( I ) ,  de donde e ( I )  es un.abierto de XA. 

2Q)  Si I es un ideal de A y p :  A � �  es el mor- 

fismo canónico, la función: 

(XA - e ( I ) )  

es una biyección. 

La inversa de t e s  la función: 

t '  :  (XA - e(I))  XA 
I 

. .  

J  ������+ p ( J )  •  

3 g )  Sean I ,  T  dos ideales de A .  Entonces 
e ( I )  e  e ( T )  ===>  I  c  T .  
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E ( I )  e  E ( T )  =- I  e  L ,  para todo L G XA tal que T e  L  

=-  I  e  ( )  L 

LGXA 
T ·  e  L  

�  I  e  n  L  
LG(XA - € ( T ) )  

::::;.  I  e  ( )  -1 
M (; XA p ( M ) '  

T  

-1 
I e p ( T )  ,  

=- I  c  T  .  

( T e s  el cero de A) 
T 

4 Q )  La función € : JI A----+- 

. . ..,. es una inyeccion . 
e ( I )  =  E ( T )  ===>  E: ( I )  e  e ( T )  y  e ( T )  c  e ( I )  

===>  I  e  T  

===>  I  =  T .  

y  T  e  I  

5 Q )  La función e es una suryección. 
Sea O un abierto de XA é I = {x  �  A  I  h(x)  e  O }  tri 
vialmente I es un ideal de A .  Además: 

_ J  
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e ( I )  =  {J G XA j I q J }  

= { J  G XA I h(x)  e O  y X  $ J ,  para cierto x G A} 

= { J  G  XA I h ( x )  c  O  y  · J  G h ( x ) ,  para cierto xGA} 

= { J  G  XA I J G O }  

-· o . 

Luego e es . "" suryecc1on. 

3 . 2 . 5 .  PROPOSICION 

Si A, B son dos álgebras de Boole, hay una biyecci6n 

'l' : Mor(A, :S) 

PRUEBA . :  

Si f G Mór(A, B ) ,  definimos 

'l' ( f )  :  CL(XA) CL(XB) 

h ( X ) V\11\,'\II\,-+ h ( f ( X )  )  

la función 'i' ( f )  está bien definid.a porque todo clopen 

de XA es de la forma h C x ) " ;  'i' (f )  es un morfismo ya que h 

es un morfismo. 

'i' es inyección. 

Si g, f G Mor(A, B ) ,  f  t  g ,  sea x G A tal que 

f(x)  t . g l x ) ;  entonces h ( f ( x ) )  +  h ( g ( x ) ) ,  ó s e a  

'i' ( f ) ( x )  t  '1' ( g )  ( x ) ;  luego 'l' ( f )  +  'i' ( g ) ,  de donde 11' es 
. . .,. 

1nyecc1on. 
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'I!  es suryección. 

Si g g Mor( CL(X ) , CL(X ) )  ,  definimos f 
A B 

en donde "y" es el único elemento de B tal que 

A � B  ,  
X  '\I+ y 

g ( h ( x ) )  =  h ( y ) ;  trivialmente 'I! (f)=g, ó sea q,ue 'I! es sobre­ 

. yectiva. 

NOTA 

La función '1' anterior, tiene la propiedad adicional 

siguiente: 

Dadas tres álgebras de Boole: A,  B ,  C  y  un diagra- 

·ma A 
__ g B 

C ,  entonces 
----- 

f 

Ya que si x g A:  

( 'l! ( f  o  g ) ) ( h ( x ) )  =  h ( f ( g ( x ) ) )  

=  lf ( f ) ( h ( g ( x ) ) )  

=  'l' ( f ) ( '1' ( g )  ( h ( x ) ) )  

=  ( 'l' ( f )  o  'l! ( g ) ) ( h ( x ) )  

3 . 2 . 6 .  PROPOSICION 

Si E es un espacio de Boole, la función 

$E E XCL(E) 
x "'"'"''"'""'-+ { Z G CL(E)  1  x �  Z }  

es una biyecció� bicontinua. 
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PRUEBA 

'YE está bien definida. 

Si T ,  Z  G  'YE(x)  :  ( x  $ T y x $ Z )  

( x  $ T U  Z )  

Si T G CL(E)  y Z G  'YE(x)  X  $ Z 

==>  X  $ T  ("\ z ===> T, ()  Z G 'i'E(x)  

X $  �  ===>  t  G  'YE ( x ) .  

Si z G CL(E)  es tal que z $ 'l' E ( x )  '  entonces 

.  X G Z ;  luego X · $  zC · ;  

zC G 'Y E ( x ) .  ,  o  sea que 

Por tanto 'YE(x)  es un ideal maximal de C L ( E ) .  

.  .  ;  

'YE es una 1nyecc1on. 

::==:> () 

ZGCL(E) 
X (; Z 

= () 

ZGCL(E)  

y G Z  

=:>  e = e 
X y 

===> {x} = { y }  

�  X  :  y  •  

(  por I I • 6 • 4 . ) 

( 
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.  .,. es suryecc1on. 

Si I es un ideal maximal de C L ( E ) ,  existe 

y g () z 
zGCL(E) 
z $ I 

(por 2 . 7 . 2 0 . ) ;  para este y :  

'l'  E  (  y) = { z G CL ( E )  1  y  $ Z }  =  {  z  G  CL ( E )  1  z  G  I }  = I  •  

'l'  E es continua. 

- 1  
Sea Z G CL(E)  ;  \l'E ( h ( z ) )  = .  { x  G  E  I  IJ:' E ( x )  G  h ( z ) }  

=  {x G E I  Z $ 'l'E (x ) }  

=  {x  g  E  I  x G  Z }  

=  z  

como todo abierto de XCL(E) es unión de subconjuntos de 

la forma h ( Z ) ,  Z  e  E  un clopen, 'l'E es continua. 

'l'E1 es continua. 

Si Z es un clopen de E ,  'l' E ( Z )  =  h ( Z )  implica 

que 'l'E;1 es continua, ya que todo abi.erto de E es unión 

de subconjuntos clopens. 

3 . 2 . 7 .  PROPOSICION 

Sean A un álgebra de Boole, E un espacio de Boole, 

Mor ( X A ,  E ) =  { f :  XA + E I f e s  continua} 
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Mor ( C L ( E ) ,  A) = .  { f  :  CL(E)  + A I  f es un mor-f.Lsmo L ,  En- 

tonces hay una biyección. 

ªA,E : Mor(XA, E )  __..  Mor ( C L ( E ) ,  A ) .  

PRUEBA 

12)  Si f XA + E es una función continua, la aplica- 

. ,  

f  CL(E) "'1\,1\,1\,+ A en .donde f ( P )  es igual CJ.On 
p 1\,1\,1\,1\,+ f ( p ) 

al único punto de A tal que h(r(P) )  f  ...  1 ( P )  es un 

morfi�mo . 

Sean P ,  Z  G  CL(E);  x, .y en A tales que 

h(x) = f-1 CP) ,  h(y) = f - 1 ( Z ) .  Como h e s  un morfis 

mo, h(X V  y) ·= h(x)  u h(y) 

= f-1(P) U f-1(Z)  

= f-1(P U Z)  

de donde 

· f ( P  U  Z) : X V  y = r(P) v· f ( Z )  

de modo semejante 

r(P n Z )  = f(P)  A  f ( Z )  

y  
. f (Pº)  =  f ( P ) '  .  



114 

2�)  La funci6n ªA,E Mor (XA , E )  --+  Mor ( C L ( E ) ,  A) 
f 1VV\,+ f 

es una biyección. 

.  .  ,,. 

ªA,E es 1nyecc1on. 

f = g implica -1 -1 
f (p )  = g ( p ) ,  para todo clopen PcE. 

Si I G X A '  { f ( I ) }  =  c f ( I )  =  n  Z ,  ZªCL(E) y f ( I ) G Z  

=  r , z ,  ZGCL(E)  é IGf-1(Z)  

= í l Z ,  ZSCL(E) i IGg-1(z)  

= r , z ,  ZGCL(E) é g ( I ) G Z  

= · { g ( I ) } .  

Luego f ( I )  =  g ( I ) ,  de donde f = g.  

Por tanto . . ,,. ªA,E es 1nyecc1on . 
. ., 

ªA,E es suryeccion. 

CL(E)  +  A Sea g 

diagrama 

es una función continua que o 

un morfismo y consideremos el 
-1 Xg 'l1 

�--��> XCL(E)  E E ;  la compo- 

-1 
'l!E 

. . ., s.1c1on 

prueba la suryección de ªA ,E  ,  ya que si P e s  un 

clopen de E :  



,. 
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(  -1 X ) - 1 ( P )  { I  G  1  -1 o  X g ) ( I )  e  P} 'YE o = XA 'PE g 

{ I  G  XA I 
-1 ( X g ( I ) )  G  P }  =  'YE 

{ I  G  XA I 
-1 ( g - l ( I ) )  G  P}  =  'PE 

= { I  G  XA I n Z G P}  
zec1<E) 

Z�g-1 (I )  

=  { I  G  XA I g ( P )  - �  I }  

=  h ( g ( p ) ) .  

3 . 2 . 8 .  PROPOSICION 

Si f :  A +  B  es un morfismo entre álgebras de Boo 

le y g :  E +  F  una función continua entre espacios de 

I k 

1 •• 

. .  

.  

Mor (XA , E )  

Mor (XB , ·  F )  

en donde: 

Mor ( C L ( E )  ,  A) 

o 
f , g  

Mor ( C L ( F ) ,  B )  

º f  ( r )  =  f  º  r  O  C L ( g )  •  , g  .  

.r¡¡j 

1 f¡ 

� 
.. 

j 
,.,,..i 

� 
1 :r 

. Boole ,  entonces el diagrama siguiente es conmutativo: 
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Probemos que º f , g  o  ªA,E = ª B , F  o  Y f , g  ·  

Si m :  XA + E es función continua y P G C L ( F ) :  

( o f , g  o  ª A , E ) ( m ) ( P )  =  ( f  O  ªA,E(m)  0  C L ( g ) ) ( P )  (ver 3 . 2 . 1 0 - 2 )  

=  f ( x )  ,  en donde x es tal que 

= y ,  en donde y es tal que 

= x;1 < m - 1 ( g - l ( P ) ) )  

pero x;1
<m-

1 ( g - 1 ( P ) ) )  =  x;1 < h ( x ) )  =  h ( f ( x ) )  

(prueba de que Xf es continua en 3 . 1 . 5 . ) .  

Luego f ( x )  = y . P o r  lo tanto 

Qf O  ªA E =  ªB F O  yf . 
, g  ' ·  '  , g  
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3 . 2 . 9 .  PROPOSICION 

Sean E ,  F  dos espacios de Boole, 

Mor ( E ,  F )  =  {  f  :  E +  F  I  f  es continua} 

Mor (XCL(E) ' X C L ( F ) )  =  { f  XCL(E)  +  XCL(F) 1  f e s  continua}. 

Entonces hay una biyección 

y : Mor ( E ,  F)  +  Mor (XCL(E)  ' X C L ( F ) )  

PRUEBA 

XCL(F) • .  F  

f  

Si f G Mor ( E ,  F ) ,  tenemos el diagrama 

- 1  
1:l!E 

�����-- E ��-- 

Si g G Mor (XCL(E)  '  X C L ( F ) ) '  tenemos el diagrama 

'l'E -1 
g 'l'f E .  XCL(E) XCL(F)  F .  

Luego, podemos definir y ( f )  "r o f o 

-1 
= 'l'E y 

o ( g )  
-1 

1:l!E = '!1'F o g o . 

y y ó son funciones inversas una de la otra, ya 

que: 

<r  º  o H g )  

C o  º  r > < f >  (  - 1 )  
=  o  'PF o f o 'YE = ljl--=-1 

F 
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La función y cumple la propiedad adicional siguie� 

te :  "Si E g >  F f G es un diagrama de espacios 

de Boole, entonces y (  f  
O  

g )  =  y ( f )  
0  

y ( g ) " .  

(  -1 -1 
y Cf >  º  r  g) = c,G º f º 'r > º ' 'r  º  g  º ' E >  

-1 
= fG o ( f o .  g) o 'E 

= y ( f  o  g)  •  

3 . 2 . 1 0 .  PROPOSICION 

Sean E ,  F  dos espacios de Boole, 

Mor ( E ,  F)  = .  { f  :  E  +  F  I  f  es continua} 

Mor ( C L ( F ) ,  C L ( E ) )  = {f :  CL(F)  +  CL(E)  1  f esrrorfism::>deAlgebras 
de Boole} • 

Entonces hay una biyección 

C L :  Mor(E, F)  

PRUEBA 

--- Mor ( C L ( F ) ,  C L ( E ) ) .  

Se tiene el diagrama: 

Mor (CL(F), CL(E)) • 

CL = x-i 
O 

y es la biyección buscada. 

NOTAS 

La función CL cumple las propiedades siguientes: 

1  
J 
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12)  CL(f O  g) = CL(g)  o  C L ( f ) .  

CL(F  º ·  g ) ( Z )  =  cx-
1 

o y ) ( f  o  g ) ( Z )  =  c x -
1

( y ( f  o  g ) ) ) ( Z )  

=  ( X - l ( y ( f )  
0  

y ( g ) ) ) ( Z )  

=  ( X - 1 ( y ( g ) )  
0  

x - l ( y ( f ) ) ) ( Z )  

=  ( C L ( g )  
0  

C L ( f ) ) ( Z ) .  

2 2 )  C L ( f ) ( Z )  =  f - l ( Z ) .  

Sea f G Mor ( E ,  F )  y Z  G  C L ( F ) .  

C L ( f ) ( Z )  =  ( ( X - l  
O  

y ) ( � ) ) C Z )  

=  ( X - l ( y ( f ) ) ) ( Z )  

-1 -1 )  )  
= (X  ( ! F O  f  O  'E ) ( Z  

=  T  '  

en donde T e s  el único clopen de E tal que 

-1 -1 h(T)  = (!E O  f O  'F ) ( h ( Z ) )  •  

Pero 
c,E  O  f-l O , � 1 ) ( h ( Z ) )  

=  c,E O  f -
1 i c , ; 1 c h ( Z ) ) )  

=  (!E  o  f - l ) ( Z )  
-1 

= ! E ( f  ( Z ) )  

=  h ( f - 1 ( Z ) ) .  
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Por tanto T 

tivo).  

-1 f ( Z ) .  (Ya que h e s  un morfismo inyec 

32) Si f :  E +  F  es una función continua entre espacios 

de Boole, entonces: 

f e s  inyectiva <===>- C L ( f )  es sobre. 

f e s  

Prueba 

sobre <===> CL(f)  es inyectivo. 

Como y son biyecciones, 

es inyectivo o sobre si f e s ,  respectivamente inyec­ 

tivo o sobre. Luego por ( 3 . 1 . 5 . )  x-
1c,E 

O  
f 

O  
,E1) 

es sobre o inyetivo si f es,respectivamente inyecti- 

vo o sobre. 

Por tanto 

f inyectivo===::> C L ( f )  sobre 

f sobre · ==-  

( 
-1 

= y o  

CL(f)  inyectivo. 

X ) ( C L ( f ) )  

=  y - 1 ( X ( C L ( f ) . ) )  

=  ,;1 
0 

X ( C L ( f ) )  0  ·!E 
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Si CL (f )  es inyectivo o sobre, X ( C L ( f ) )  es respec- 

tivamente, sobre o inyectivo ( 3 . 1 . 5 ) .  

Como -1 
"r y son biyecciones, 

-1 
'l'p O  X ( C L ( f ) )  0  'l'E será, por tanto, inyectivo o 

sobre si CL(f)  es respectivamente, sobre o inyec­ 

tivo. Luego 

CL(f)  inyectivo====- f sobre 

CL (f )  sobre =:::.::::> f inyectivo .  

3 . 2 . 1 1 .  PROPOSICION 

Dado un espacio topológico E ,  CL(E )  es una subálg� 

bra de P ( E ) ;  luego podemos definir el funtor contravarian 

te :  

CL T o P A 
B 

CL(E)  

f :  E +  F  '\r1v1v'\r+ CL(f) CL(F)  -->-  CL(E)  
P  ��+ f - 1 ( P ) .  

Fácilmente se prueba que CL es un funtor contra­ 

variante de la categoría de espacios topológicos.a la ca- 

tegoría de las álgebras de Boole. 

Si llamamos EB a la categoría de los espacios de 

Boole y si. consideramos C L :  EB� A B ,  (o  sea si res-­ 

tringimos el dominio del funtor CL a los espacios de BOQ 

l e ) ,  probaremos que X y CL son funtores adjuntos a la iz 

quierda. 
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"Los funtores 

X 

y 

f:E+F ����+ C L ( f ) :  CL(F)  +  CL(E)  

son adjuntos a la izquierda". 

De acuerdo a la definici6n ( I . 4 . 1 . )  la proposición 

( 3 . 2 . 8 . )  l o  demuestra. 

3 • .  3 .  SUMA DE ESPACIOS DE BOOLE 

3 . 3 . 1 .  DEFINICION 

Dada una familia (Xi)iGI de espacios de Boole, sea 

A = n 
C L ( X . )  

1  

la familia (Xi)iGI al espacio de Boole XA. 

NOTA 

La suma de una familia (Xi)  de espacios de Boole se 

representa ¿ X • •  
1  

La suma de dos espacios de Boole E ,  F  se represen 

ta E +  F .  

3 . 3 . 2 .  P R O P I E D A D E S  

Sean A y B álgebras de Boole. 

(una álgebra producto). Llamaremos suma de 
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1 .2 )  Sean I G XAxB 
' 

Pr
1
( I )  =  { x  G  A l  ( x ,  y )  G I ,  para algtin y G B} 

Pr / I )  =  {y G B I  ( x ,  y )  G I ,  para algún x G A} 

Se tiene 

i) Si P r 1 ( I )  f  A  entonces P r 1 ( I )  G  XA. 

ii) Si Pr2 ( I ) .  t  B  entonces Pr2(I) G XB. 

2 Q. )  a) Si I G XA entonces I X B G XAxB . 

b) Si I G XB entonces A X I G XAxB . 

3 g_ )  Si I G XAxB entonces I e s de la forma Pr 1 ( I ) x B  

ó  es de la forma A x Pr2 ( I ) .  

L¡. Q. )  a )  Si X G A entonces { I X  B I  I  G  h ( x ) }  =  h ( x ,  o ) .  

b )  Si X G B entonces {A X I I  I G h ( x ) }  =  h ( o ,  x ) .  

...  ...  

5 .2 )  Sean A = { I x B I I G XA} 
' 

B = . { A x I j I G XB} · 

Entonces 
,.. ,.. 

i)  A U  B  =  XAxB 
"'· A ii) A n B = � 

... ,. 

iii) A y B son clopens. 

PRUEBA 

1Q)  i)  Si Pr 1 ( I )  f  A .  Sean X1  ,  X2 G P r 1 ( I ) .  

X ¡ ,  x2 G P r ¡ ( I )  =- ( x 1  , Y 1 )  G  I  y  
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(x
2 

, y
2 )  

G  I  para algún y 1  G B y  algún 

Y2 G B ya que I es ideal. 

-:.> Cx 1  ,  Y 1 )  V  (x2 , Y 2 )  G  I  

=:>  (x1  V  X2 , Yl  V  Y2)  G I  

==>  X 1  V  x2 G Pr1 ( I ) .  

Sean X1 _G P r 1 ( I )  y  x  G  A;  .de aquí ( x 1  , Y 1 )  g r  

para algún Y1 G B .  Además ( x ,  o )  G  A x  B  y  

por ser I un ideal de A X B se tiene que 

Cx1  A  X '  Y 1 .  A  O )  G  I  por lo que X 1  /\.  X  G· Pr1 ( I ) .  

o  G  Pr 1 C I )  ya que (o ,  o)  G  I .  

Por lo tanto P r 1 ( I )  es un ideal de A .  

P r 1 C I )  es maximal. 
• 

Supongamos que X $ Pr1 ( I ) ,  entonces (x  ,  y) $ I 

para todo y G B ;  de 
, 

(x ,  y ) '  G  I  para todo aqui 

y G B ,  ya que I es maximal, es decir (x '  ,y ' )  G  I ,  

para todo y G B .  Por tanto x ' G  P r 1 ( I ) .  

ii)  Similar a la anterior. 

2 2 )  a) Sea I Q XA y probemos que I X B G XAxB . 

Sean (x ¡  ,  Y 1 )  G  I  X  B ,  Cx2 ,  Y 2 )  G  I X  B .  

x 1  v  x2 G I por ser I un ideal 

y
1  

v  y
2  

G  B  por ser B un álgebra. 
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Luego 

(X¡ V X2 , y l V y 2 ) = ( X l , Y 1 ) V ( X2 , Y 2 ) Q I X B. 

Sean ( x 1 , y 1 ) ; I x B,  (  x  ,  y) ; A x B. ·  

x1 A x  g  I  por ser I un ideal de A 

Y1 A y � B por ser B un álgebra. 

Luego 

Cx1 A x,  Y1 A y) = (X¡  ,  y ¡ )  A  (x,  y) G I x B. 

( o ,  o)  Q I  x B. 

Por tanto I x B es un ideal de A x  B .  

I  x  B  es maximal. 

Supongamos que (x,  y) $ . I  x  B ,  de aquí que x � I 

y como I es ideal maximal de A se tiene que 

x ' �  I .  Además y ''  B ;  luego C x ' , y ' ) �  I  x  B  es 

decir (x ,  y)' Q I x B .  

b) De manera similar a la anterior. 

y Pr2 (I)  = B entonces se t i e n e ·  I  = A x  B  lo cual 

no es posible ya que I es un ideal maximal. Luego 

Pr ¡ ( I )  f  A  
�  

Pr2(I)  f B .  o  

Si Pr1 ( I )  f  A entonces Pr 1 C I )  �  XA. 

Si Pr 2 ( I )  f  B  entonces Pr2CI)  � XB. 
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Como P:r, 1 ( I )  x  B  es un ideal maximal por parte 2 y 

además I e Pr 1 CI )  x  B,  entonces I = Pr 1 C I )  x  B .  

Similarment.e si Pr2(I)  f B .  

42)  a) Sea X g A.  

i )  I  <;  h(x) =- X $ I 

==> (x ,  O )  �  I  X  B  

==>  I  X  B  �  h(x ,  O )  

Luego { I  x  B  I  I  G  h ( x ) }  e  h(x,  o ) .  

ii) J G h(x,  O )  ===>  (x ,  O ) �  J  

===-  x  �  Pr
1 

(J)  ya que O Q Pr
2

(J) 

==> Pr1 ( J )  G h ( x ) .  

Como Pr 1 ( J )  �  A entonces J = Pr 1 ( J )  x  B. 

Luego .  h (x ,  O )  e ·  { I  x  B  I  I  Q  h ( x ) } .  

b'> Similarmente. 
,. .... 

52) i) A U B = XAxB es inmediato por parte 2 y 3 .  
...  ....  

ii) A r ,  B  =  t  •  

A  "'  

Supongamos que Z G A r ,  B ;  luego Z = I x B 

con I G XA y z = A X J con J S XB; de aqµ! 

se tiene I X B = A X J lo cual es contradicto 
" 

,.. 

rio ya que I + A y J t B .  Luego A n  B  =  t.  

....  ....  
iii) A y B son clopen ·en A x  B  por parte 4 .  
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3 . 3 . 3 . ·  PROPOSICION 

Si E ,  F  son dos espacios de Boole, existen fun- 

.ciones continuas 

E 
n __._ E +  F  m  

- - � E  

s  F - - - - E + F  
r  

F  

tales que 

PRUEBA 

m o n = 1 
E 

y r º 

Consideremos 

U :  XCL(E) XCL(E)xCL{F) 

U es �ien definida, ya que I x CLCF) es un ideal maxi� 

mal de CL(E) x CL(F)  por ser I un ideal maximal de CL(E) .  

Probemos que U es continua. 

Sea (M, N)  �  CL(E)  x C L ( F ) .  

u-
1Ch(M, 

N ) )  = .  {  I  <;;  XCL(E) 1  U( I )  G  h(M,  N ) }  

= .  {  I  g  XCL(E) 1  I x CL( F) .G h(M ,  N ) }  

=  { I  S  XCL(E) 1  ( M ,  N)  � I  x C L ( F ) }  

=  { I  g  XCL(E) 1  M � :O 

= h(M) .  
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Sean 1
0 

G XCL(E)  ,  

I 1  =  { ?  G  CL(E)  f  ( Z ,  T )  G  I ,  para algún T G C L ( F ) }  

y  definamos 

v :  XCL(E)xCL(F)  

Í  I  1  ,  si 
< 

lI si 
o '  

I 1  :j:  CL(E )  

I 1  =  CL(E)  

v ( I )  es trivialmente un ideal maximal de CL(E)  ( 3 . 3 . 2 - 1 ) .  

" v e s  continua". 

Sea Z G CL(E)  •  

CASO 1 

Si Z G Io . 

" ( z , T )  �  I ,  para todo T G CL (F )  

( Z '  e  > '  �  I " .  

si y solo si 

Si ( Z ,  T )  �  I ,  para t o d o .  T  G  C L ( F ) ;  entonces 

( Z ,  q; )  $  I .  

Si ( Z ,  T )  G  I ,  entonces ( Z ,  T )  A  ( Z ,  Te) G I ,  por 

ser I un ideal, es decir ( Z ,  cI> )  G  I .  

v - 1 ( h ( z ) )  =  { I  I  v ( I )  G  h ( z ) }  

=  { I  I  Z  �  v ( I ) }  

=  { I  1  ( Z ,  T )  $  I ,  para todo T g C L ( F ) }  

=  { I  1  ( Z ,  cI> )  $  I }  
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-  { I  I  I  G  h ( Z ,  � ) }  

=  h ( Z ,  t } .  

CASO 2 

S .  Z  �  I  t  Zc � I I . l 1 � 
0 

en onces � 
0 

por ser 
O 

maxima.  

v-1 Ch (Zc) )  = � ( Z c ,  4> )  por caso anterior pero: 

v-1 (h (Zc ) )  =  v - 1 ( h ( Z ) c )  

=  ( v - 1 ( h ( Z ) ) ) c  

= h ( Z c , 4> )  

=  h ( Z ,  F ) c  

Luego 

v - l ( h ( Z ) )  =  h ( Z ,  F ) .  

De acuerdo a sus definiciones se tiene que 

Utilizando la biyecci6n. 'l'E , definimos: 

entonces 

-1 'l'E 
-1 

1 'l'E m º 
n = 'l'E V o u o = 'l'E o o o XCL(E)  

-1 
'l'E 1E = 'l'E = . 

o 

De manera igual se definen s ,  r  tales que 

r o s = 1F . 
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·3 . - 3  .1.i: • .  P'ROPOSICION 

Si E 1 ,  E2 son dos espacios de Boole, las dos con 

diciones que siguen son equivalentes 

1�) E 1  +  E2 es inyectivo. 

2� )  E 1  y E 2  son ambos inyectivos. 

PRUEBA 

1 )  :=,,  2 )  

Probaremos que E 1  es inyectivo. 

Sea el diagrama de espacios de Boole 

H 

G 

hay que encontrar f : ·  G + E¡  tal que f o f = g.  

Por propiedades de E ¡  +  E 2  tenemos el diagrama 

� 1 �  
E 1 � / G  

H  

en donde m o n = 1E
1 ' r o f = n o g (r existe por 

ser E 1  +  E 2  inyectivo). 
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Tomando f = m O r ,  tenemos: 

( m o r )  0  f  =  m  o  Cr O f) = m O  (n º ·  g) = (m O n) 0  g 

= 1E1 o g = g ,  

Luego E1  es inyectivo. 

De modo semejante E2 es inyectivo. 

2 )  =- 1 )  

Sea el diagrama de espacios de Boole. 

H 

G 

hay que encontrar f : G -+ E
1  

+ E2 tal que f o f = g .  

Sean los diagramas E1  
n 

m '  

E2 
s 

+ E2 1E1 1E2 E¡  con m º 
n = . y  r o  s  =  

r 

Se tiene que H1 
-1 

H2 
-1 

= g ( n ( E ¡ ) )  y  =  g  (  s ( E 2 ) )  

son dos clopens disjuntos de H tales que H1 u H2 = H 

por ( 3 . 3 . 2 - 5 ) ;  luego f ( H 1 )  y  f ( H 2 )  son dos cerrados 

disjuntos de G (por ser H compacto, H¡ y  H2 son compac-- 

tos de H ;  por ser f continua, f ( H ¡ )  y  f (H2 )  son compactos 
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de G ;  por tanto s.on cerrados; y son disjuntos porque f 

es inyectiva). 

Por ser f ( H 1 )  y  f(H 2 )  disjuntos y cerradqs, 

existen dos clopens disjuntos G 1  y  G2 tales que: 

f ( H 1 )  e  G1 ,  f (H 2 )  e  G2 por ( I I . 5 . 7 . )  y  por formar los 

clopens una base y ser f ( H 1 )  y  f(H 2 )  ·  compactos. 

Consideremos G = X¡ U X2 , con X1 = G1 ,  

X2 = G - X 1  •  Por ser E1 y E2 inyectivos, tenemos 

los diagramas conmutativos 

t1 
El ".!'.-------Xi 

� /.  
H  

l  

en donde gl = Cm o g ) I H i  ,  f1  = f ] H i  

g  -  (r g) , f2 = f ¡ H
2  

·  2  -  0  1  H2 

Definamos 

G -·----- E 1  +  Ez 

.  f n < t 1 ( x ) )  ,  si x � X1 
X "'"' "'"' "'"'"' "'+ < · l s < t 2 ( x ) )  ,  s i  x  G X2 
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Sea x � H.  

(f o f) { x )  = f  ( f { x ) )  =  f ( f 1 C x ) )  como f
1
( x )  G  X

1  

= n ( t i ( f
1

( x ) ) ) . =  n ( t t 1 0 t
1
) ( x ) )  =  n ( g

1
( x ) )  

=  
n (  ( m 0 g ) ( x ) )  =  ( n

0
m ) ( g ( x ) )  =  Cnom) ( n ( y ) )  

=  
n{ {Jh

0
n) ( y ) )  :::  n ( y )  =  g ( x )  

De igual manera, si x b H2 

Por tanto f 
O 

f = g .  

3 . 3 .  5 .  PROPOSICION 

C f  
O  

f ) ( x )  =  g ( x ) .  

Si B 1  y B2 son dos álgebras de Boole, hay una 

biyecci6n bicontinua entre X 
B1XB2 

PRUEBA 

Como x81 + x82 = XCL(X )xCL(X )  ,  bastará enco� 
B 1  B2 

trar un isomorfismo entre B 1  x B2 y CLCX
8 1 )  

x CLCX82) .  

La función 

B 1  x  B2 C L ( X 8 1 )  x CL(XB
2 )  

( x ,  y ) � � � � � +  ( h ( x ) ,  h ( y ) )  

es trivialmente un isomorfismo. 

3 . 3 . 6 .  DEFINICION 

Un espacio de Boole E es llamado "proyectivo" si 

• 
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dados dos espacios de Boole G ,  H  y  funciones continuas 

como en el diagrama 

E 

H 

G 

existe una función continua f 

3 . 3 . 7 .  PROPOSICION 

E + G tal que f o f = g , 

Sean E ,  F  dos espacios de Boole, f 

biyección bicontinua. Entonces 

E +  F  una 

1 Q )  Si E es inyectivo, F e s  inyectivo. 

2 Q )  Si E es proyectivo, F e s  proyectivo. 

PRUEBA 

12)  Sea el diagrama de espacios de Boole 

G 

Por ser E inyectivo, tenemos el diagrama conmutativo 

= 

- 1  
f  o  g.  
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La función continua t = f 
O 

t 1  es tal que 

t o  t  =  g .  

Luego, F e s  inyectivo. 

2Q )  Se demuestra de manera similar. 

3 . 3 . 8 .  PROPOSICION 

Sean A ,  B  dos álgebras de Boole, f :  A +  B  un iso- 

morfismo. Entonces si A es proyectiva, B e s  proyectiva. 

PRUEBA 

Sea 
B 

D 

e 

un diagrama de álgebras de Boole; por ser A proyectiva, 

se tiene el diagrama conmutativo 

"r " existe ya que A es proyectiva. 

r = r o 

f-1 
es tal que t 

o 
t = g .  

Luego B es proyectiva. 
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3 . 3 . 9 .  PROPOS!CION 

Si E es un espacio de Boole, las dos condiciones 

siguientes son equivalentes: 

12 )  E  es inyectivo. 

2 2 )  CL(E)  es proyectiva. 

PRUEBA 

1 )  �  2 )  

Sea el diagrama de álgebras de Boole 

CL(E)� 
B 

A 

Encontraremos f :  C L ( E )  +  A  tal que f 
O 

r = g.  

Aplicando el funtor contravariante X ( 3 . 2 . 1 . )  tendremos 

el diagrama conmutativo 

. E  

X  y  "' X  C L ( E ) �  s" A  
x�x/'xf 

g B 

= m o X • 
g 

en donde -1 
m = 'E ( 3 . 2 . 6 . ) ;  t  existe por ser E inyectivo� 

ó s e a  que se tiene el diagrama conmutativo 
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XCL(E)•c�-----�-------- 

con r = m-
1

0 t 

aplicando la funci6n inversa de X ( 3 . 2 . 1 . )  

x-1 cr O  xf) = x-1cxg> 

6 sea x-
1 (Xf) 0  x-

1(r)  
= x-

1(Xg)  
6 f 

O  
x-

1 (r)  = g. 

x-1(r) es la función 'f buscada. 

2 )  �  1 )  

Sea un diagrama de espacios de aoole. 

G 

Encontraremos f :  G  +  E  continua tal que r O f = g .  

Aplicando el funtor contravariante CL ( 3 . 2 . 1 0 . )  tendre- 

mos el diagrama conmutativo 

C L ( E )  m  :> C L ( G )  

e � ·  /cuJ 
CL(H)  CL (f ) 0  m =  CL(g)  
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"m" existe porque CL(E)  es proyectiva. 

Aplicando la función -1 
t = CL ( 3 . 2 . 1 0 . )  se tiene 

t ( C L ( f )  
0  

m) = t ( C L ( g ) )  6  t(m)  o  t ( C L ( f ) )  =  t ( C L ( g ) )  

6  t(m) 0  f = g;  de donde f = t ( m )  es la función 

buscada. 

3 . 3 . m �  PROPOSICION 

Si B e s  un álgebra de Boole, las condiciones que 

siguen son equivalentes: 

.  1Q )  B e s  proyectiva. 

22)  XB es inyectivo. 

PRUEBA 

1 )  ==>  2 )  

Sea un diagrama de espacios de Boole 

F 

E 

\. Hallaremos f E �  XB continua tal que f O f = g.  

Aplicando el funtor CL tendremos el diagrama con- 

mutativo. 
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B  

CLCX8� �cUEl 
� · � )  

CL (F )  

6  

en donde h e s  la biyección de B a CL (XB ) .  
-1 Aplicando la función t = CL ( 3 . 2 . 1 0 . )  

t (CL(f )  
0  

m 
O  

h - l )  =  t ( C L ( g ) )  

ó  t(m 
o  

h-1) 
o 

t ( C L ( f ) )  =  t ( C L ( g ) )  

ó  t(m 
O  

h-1) 
o 

f = g 

f = t(m 
O  

h-1) es la función buscada. 

2 )  =- 1 )  

Sea el diagrama de álgebras de Boole 

B 

D 

e 

aplicando el funtor X tendremos el diagrama 
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X  
g  

m  

X  
n ·  

"m" existe por ser X inyectivo . . B 
Aplicando ].a funci6n x-.l se tiene el diagrama con- 

mutativo 

- 1 (  )  
· B. - - ·  _x __ m_. __ ..., e 

<: . D ·  .  

·Luego B e s  proyectiva. 

·3 • ·3· . 1 ' ! . .  PROPOSTCION 

Sean A, .B  dos álgebras .de B o o l e .  Entonqes A · x  B e s  

proyectiva si y solo si A y B son ambas proyectivas. 
· ·  PRUEBA 

A x B es proyectiva -=::=>_ . .  XAxB es inyectiv� ( 3 .  3  . 1 0/ )  

<==!- .  XA + XB es inyectivo ( 3 .  3 .  S - .)  

-==.> . .  XAyXB son ambos inyectivos ( 3 . 3 . 4 . )  

<==;::>_. A y B son ambas proyectivas. 



3 .  3·. ·12 •· DEFINICION 

Dada una familia (Ai)igr de álgebras de Boole, lla 

maremos "suma de la familia (Ai )iGI" '  al álgebra 

CL(n X A . > ,  y  se representa p o r ¿  A i .  
J.  

� . 3 . 1 3 .  PROPOSICION 

Sea ( B . ) . � r  una familia de álgebras de Boole • 
.  J.  1-o 

Entonces ¿ B .  es proyectiva si y solo si cada B .  
1  1  

es proyectiva. 

PRUEBA 

¿ B i e s  proyectiva<==> CL(nXB . >  es proyectiva ( 3 . 3 . 1 2 . )  
1  

<==>  nx es inyectivo ( 3 . 3 . 9 . )  
B .  

.  1  

-====,.  cada X es inyectivo ( 1 . 2 . 2 . )  
B  

i  

<====>  cada B .  es proyectiva ( 3 . 3 . 1 0 . )  
1  
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CAPITULO IV 

ALGEBRAS DE BOOLE COMPLETAS 

4 . 1 .  ALGEBRA DE BOOLE COMPLETA 

4 . 1 . 1 .  DEFINICION 

.Un álgebra Booleana es llamada "completa" si todo 

subconjunto de ella tiene un supremo y un ínfimo. 

Por ( 2 . 3 . 4 . ) ,  podemos afirmar que " s i  todo subcon­ 

junto de· un álgebra de Boole posee un supremo (o también 

si todo subconjunto tie.ne un ínfimo) entonces es comp�e- 

ta".  

4 . 1 . 2 .  EJEMPLOS 

E1 Si X +  t  ,  entonces P ( X )  es un álgebra de Boole -­ 

completa. 

E2 El conjunto R(X)  = { P e  X I  P e s  abierto regular} con 

Sup { p . } =  (U  p . ) S  
.1  1  

Inf { p . }  =  ( f ) p . ) Q  
J.  .  J.  

es un álgebra de Boole completa. 

PRUEBA 

nsup { p . } =  ( U p . ) 2 n .  
J:.  J.  



Sea p = ( U  p .  ) 9.  
1  

Como el producto en los abiertos regulares coinci 

de con la intersección de conjuntos cualesquiera; enton- 

ces la relación de orden es la misma dada por la inclu-- 
. .,. 

SJ.On. 

P .  e  U ·  P  ·  . Y  
J.  J.  1 ·  

--0.-­  

u .  P .  e  U  .P- .• 
1 1 1 J. 

por ( I I . 3 . 9 . )  

luego p .  e  P  para todo i .  
1  

Sea Q G R(X)  tal que p .  
e  Q  '  para todo J. .  

1  

Probemos que P e Q .  

Pi e Q ,  para todo J. =- U . P .  e  Q  
1  J.  

--'1--  .a.  

=-  U  . p .  e  Q  
J.  1  

:=>  P  e  Q .  

De manera similar se prueba para el ínfimo. 

4 .  2 .  a  -  ALGEBRAS DE BOOLE 

4 . 2 . 1 .  DEFINICIONES 

a)  Una "o - álgebra" es un álgebra de Boole en la que todo 

conjunto numerable posee un supremo. 

b) Sean X un espacio topológico, B un campo. B se llama 

"a - campo" si es una o - álgebra, es decir si es esta- 
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ble para las uniones numerables. 

c )  Sea A una a - álgebras , B e A.  B  es llamada una "e  -  sub 

álgebra de A" si para :todo N e  B ,  N  numerable, se cum 

ple que N posee supremo en B .  

d) Sean A ,  B ,  <J  -  álgebras de Boole, f : A -+ B un mor-f í smo , 

f es llamado " <J  -  morfismo" si para todo M e A, M nume- 

rable se cumple que: f (Sup{M} )  = Sup { f ( M ) } .  

e)  Sea A una <J - álgebra. A es una " o  -  álgebra libre" si po 

see un conjunto libre de ·generadores. 

f) Sea A un álgebra de Boole, I un ideal de A .  I  es llama- 

do II 
a - ideal" si para · todo B e I ,  B  numerable se tiene 

que B posee supremo en I .  

g) Sean X un espacio topológico, {Ai}i�I el conjunto de 

abierto$ en X ,  B  el a - campo generado por los Ai (not� 

ción: B =· < { A . } > ) ,  se llama "conjunto de 3orel" o nBo- 
1. 

reliano" a todo elemento de B .  

h) Sea X un espacio de Boole. s c x .  Se dice que s es un 

"conjunto de Baire en X " ,  SJ. pertenece al a - campo ge- 

nerado por la clase de todos los conjuntos clopens. 

i )  Un espacio de ·Boole X,  es un "e - espacio de Boole" si 

la cerradura de todo conjunto abierto de Baire es 

abierto. 
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4 . 2 . 2 .  EJEMPLOS 

E1 El álgebra numerable - conumerable de un conjunto 
X f t es una a - álgebra. 
Prueba 

Sea (Ai)iGJN una familia de subconjuntos de X que 

son numerables o conumerables. 
Probaremos· que " U A .  es numerable - conumerable" • 

Hrm 
1 

i)  Ai es numerable para todo 1 .  Luego U A .  es nume 
iGJN 1 

rable ya que la uni6n numerable de conjuntos num� 
rables es numerable. 

ii) Si Aj es conumerable para algún j G JN , entonces 
A� es numerable. Se tiene que r1 A� e A7 ior 

J iGJN 1 J 

lo que AC: 
1 

es numerable. 

E2 "La clase de todos los subconjuntos magros de un esp� 
cio topol6gico X es un o - ideal de P ( X ) " .  
Prueba 

Sea M = { B e  X I  B e s  magro}. 
" M e s  un ideal". 

i) t g M.  

ii)  (A G M y B G M ) � ( A =  U  A ·  

iGJN 1 
y B = U B . )  

iQJN l. 

donde Ai y Bi son raros. 
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=::;> A U B =  U  ( A .  U  B . )  
iGJN 1 1 

=> A U B � M  

ya que Ai U Bi es raro 

para todo i .  

iii) ( A �  M  y  B  e  X) ==- A ( )  B = ( U A . )  ( )  B 

iG:W 1 

A .  raro. 
1 

==> A () B = U ( A .  n B )  

iGJN 
1 

=- A n B G M 

ya que 

"M es a - ideal". 

A . n B es raro • 
1 

Sea P e  M  tal que P e s  numerable. 

Sea T :: U A .  

i�JN 1 ' 
A .  G  P .  

1  

como cada A .  
1  

es magro tenemos que 

T = U ( U B . .  )  
iGJN jG:W iJ 

= u 

( i , j  )GJNxJN 
B . •  

1] 

Luego T e s  magro ya que todo B , .  es r a r o . T e s  el su- 
1J 

premo de P .  
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E3 "Los conjuntos raros de Borel forman un a - ideal en 

el a - álgebra de todos los conjuntos de Borel" • 

Es una consecuencia del ejemplo anterior. 

4 . 2 . 3 .  PROPOSICION 

El núcleo de un a - morf ismo es un a - ideal. 

PRUEBA 

Sea f : A + B un a - morfismo. 

Sea.  fXn }ngJN e Ker f .  

Tenemos que Sup { f ( Xn)} nG:N = O 

De aquí f (Sup{Xn}nGJN) = O 

de donde Sup · { Xn} nG JN ·G Ker f , es decir Ker f 

es o - ideal. 

4 . 2 . 4 .  PROPOSICION 

Todo a - ideal propio es el núcleo de un a - morfis­ 

mo suryectivo. 

PRUEBA 

Sea B una a - álgebra. 

M e B ,  M  un a - ideal propio, probaremos que el mor 

fismo f B B/M es un a - morfismo suryectivo. 

Sea { Xn} nG:N c B , como B es a '.'"' álgebra sea 
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Sup {Xn} = x .  

Probaremos que Sup { f (Xn) }n�JN = f{Sup{ X n } ) .  

Sean f(Xn) = y 
' 

f(Sup{X } )  =  
y  

'  n  .  n  

Z  G  B  ;  
y  

<  z  para todo n � :N • 
M n 

Por ser f sobre, sea t � B .  tal que _  f(t)  =  z .  

Probemos que y 
< .  z .  

y  
<  z  ==- f ( � )  �  f ( t )  

n -  

=-  f(Xn A t ' )  <  o  
-  

=-  f ( � · A  t ' )  =  o  

==>  Sup {� A  t ' }  G  M  

==>  X  11.  t '  G  M  

:::::::>  f ( X  11.  t ' )  =  O  

=-  f ( X )  �  f ( t )  

==>  y <  z .  

4 . 2 . 5 .  

Toda álgebra de Boole completa es una cJ - álgebra.· 



. PRUEBA 

Es trivial ya que todo subconjunto de un álgebra 

de Boole completa posee supremo. 

4 •. 2 .  6 .  

La intersecci6n de a - subálgebras es e1 - subálge- 

bra. 

PRUEBA 

Sea (Ai) i<;;;JN una familia de a - subálgebras del ál 

gebna A .  n A
1. 

e AJ. , para todo j G ]11 • 

iGJN 

Sea E e n A .  

1GJN J. 
tal que E es numerable. LUego E 

posee supremo en n Ai ya que cada Ai es a - subálgebra. 

· 4 . 2 . 7 .  

Sea X un espacio topológico compacto. B el a - cam- 

po de conjuntos de Borel de X .  M  el a - ideal formado por 

los magros de Borel. R(X)  el álgebra de los abiertos re­ 

gulares de X .  

Entonces: 

1�) Existe f :  B  R (X )  

Y  1u"'"'"'"'+ f(Y)  

i)  Y +  M  =  f(Y)  +  M 

·tal que 

ii) f es a - morfismo suryectivo. 

i i i )  Ker f = M.  
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B  2 � )  -  es una álgebra completa. 
M 

PRUEBA 

1S2)  Denotaremos P - T la relaci6n P + T G M es decir 

P + M = T + M. 

Sea Ba = { P e  X  l < o . +  p ) g  M ,  para algún O abierto}. 

Todo abierto .pertenece a B a y a  que para O abierto, 

O +  O =  4i  G  M .  

"B · forma un a - campo". 
a 

a) 

y 

y Z U Y � B 
a 

Z + 0 1  G  M  y  

para algún 0 1  y  02 abiertos ==> (Z  +  0 1 )  U  ( Y +  0 2 )  

G  M  ya que M e s  ideal. 

Luego ( Z  U  Y ) +  ( 0 1  U  0 2 )  g  M  ya que 

( Z  U  Y) + ( 0 1  U  0 2 )  e  . C Z  +  0 1 )  U  (Y + 0 2 )  g  M  

y  M e s  ideal. Entonces como 0 1  U  02 es abierto 

se tiene que Z U Y G Ba 

para algún o 1  y  02 abiertos y como 

(Z  r1 Y ) +  ( 0 1  (1 O z )  e  ( Z  +  0 1 )  U  ( Y +  0 2 )  �  M  
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entonces para U =  0 1  f )  02 abierto. Se tiene 

que Z n Y G B • a 

e )  z s B  ==>  zc e B 
a a · 

. Sea ·  Z  S  Ba , existe U abierto tal que Z + U G .  M, 

es decir, Z + M = U +  M. 

Probemos que Z + U G M es decir ( Z + M = U + M ) ,  ·  

para ello será suficiente ver que 

U +  M  = U +  M.  

u +  u =  (U r, uc) u (Uc ( ) U ) =  t u  Fr(U) g M 

luego Z + U G M.  

Se tiene que 'E' +  uc G M ya que: 
e 

zc + UC = czc r, u> u c z  r, u > =  z  +  u  

luego Ba es un campo. 

Ba es <J - campo • 

Sea {Bi }iGJN tal que Bi G Ba para todo i ;  probare- 
co 

m o s q u e  U  
i=1 

B ,  G  B  •  
1  a  

B .  G  Ba =- B .  +  o .  G  M  para algún o .  abierto 
1 1. 1 J. 

ee 

==> u ( B .  +  o . )  G  M ·  ya que M es a - ideal 
i=l 

l.  1  

co  ee  00  00  

y como u B .  +  u  o .  e  U  ( B ·  +  o . )  G  M  y  u  o .  
J.  1  .  1  J.  J.  1  

i=l i=l 1= i=l 
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es un abierto, entonces U Bi , Ba • Luego el 
i=l 

a - campo de Borel B está incluido en Ba , ya que to .. 

do abierto pertenece a Ba· 

Definamos f :  B  R(X)  � 
Y������� f(Y)  = U 

un abierto tal que Y +  M  = U +  M .  

en donde.u es 

i)  Y +  f(Y) S M .  

Se probó que U +  M  = U +  M  para U abierto • 

Además 
.Q. 

U e U ,  entonces se tiene 
Q.. 

U + M = U + M .o.. - 
ya que U e U e U y como 

� 

Y +  M  = U +  M  entonces Y +  M  = U +  M ,  es de- 

cir, Y +  f(Y)  S M. 

f está bien definida.  

"Y1 = Y2 ==> f ( Y 1 )  =  f ( Y 2 ) " .  

Sea Y1  = Y 2 •  Se tiene que Y 1  �  f ( Y 1 )  y  

Sea f (Y 1 )  =  U  

f(Y2)  = V 

donde U es abierto regular. 

donde V es abierto regular. 

Probaremos que " U =  V " .  

Tenemos que U =  V  y  además · u _  U  y  

V  -  V  entonces V =  U  y  U  -  V  es decir 

V +  U �  M  y  U +  V  g  M .  
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e e  e 

V  1, U e (V '1 U)  U (Ve f) U )  => V n U G M ( 1 )  

e  e  e  

U f )  V  e  CU í) V )  � J  cuº í) V ) == >  U  r, V G M ( 2 )  

de ( 1 )  y  ( 2 )  se tienen conjuntos abiertos magros 

en un espacio topológico compacto; entonces se 
e e 

cumple que: V n U = t y U n V = 4> ( I I .  8 .  6 )  

luego: V e U y U e V ·  
'  

y  de aquí v = u y como u y V ·  son abiertos regul� 

res, entonces u = v .  

ii) f e s  morfismo. 

f ( S  u 8 2 )  =  f ( S
1 )  

u  f ( S )  .  1  2  
,g_  o  

Sea s 1  -  
U ·  u -  u  luego s 

- 
u 

'· 1 
o o 

S2 - 
V ;  V  -  V  luego s2 - V 

2.. 
o 

Se tiene que s u s - u u v .  
l  2  

�  o  
f ( S

1  
u s )  

= (U u V )c. 
2 

= ( f ( S
1 )  

u  f ( S
2 ) )

2  

=  ( f ( S 1 )  v  f ( S
2 )  

f(Sº)  ·- ( f ( S ) ) '  
e  

s  =  u  => s - u => sº - 
u. 

e  

( f ( S ) ) �  Luego f(S 0 )  
=  u =  =  ( f ( S ) ) ' .  
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f  o  -  morf ismo . 

Probemos que f(  u s ) 
•  1  n 

1 =  

= ( U  { f ( S n ) } ) Q  
i=l 

Q  

s 
- 

u =- s 
- 

u 
n n  n  n 

00  00  

Q  

luego u sn - u u 

i=l i=l  
n 

00  

·( u 

i=l 

00  

Q  
u ) Q  

n  

=  (  u  

i=l 
f ( S  ) ) 2  

n  

f e s  suryectiva .  

Trivial, ya que si a G R ( X )  entonces a _  a  

porque R ( X )  e  B .  

iii) Ker f = M .  

Ya que f ( S )  =  �  

B  
M  

R ( X )  

S  G  M .  

2 ° )  Sea g 

g bien d e f i n i d a .  

Z  +  M  =  Y  +  M  ::::::;:.  Z  +  Y  G  M  

=- f  ( Z  +  Y )  =  O  

::::::;:. f ( Z )  +  f ( Y )  =  O  

::::::;:.  f ( Z )  =  f ( Y )  



1 5 5  

g  inyectiva.  

f ( Z )  =  f(Y)  � f ( Z )  +  f ( Y )  =  O  

=- f ( Z  +  Y) = O 

::::::::;:, Z + Y G M 

=====> Z + M = Y +  M. 

g suryectiva . 

Trivial, ya que f lo e s .  

Entonces g e s  isomorfismo y como R(X)  es completa 

entonces ! es completa también. 

4 . 2 . 8 .  PROPOSICION 

Sean A una a - álgebra Booleana. 

E e A .  

B  cr  -  álgebra generada por E .  

p  �  B .  

Entonces: 

existe D e  E  tal que: 

12) D e s  numerable. 

2 2 )  "p" pertenece a la a - subálgebra generada por 

D. 

PRUEBA 

Sean P = { T e E I T es numerable} ; para cada 

T G P • 
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Sea, -e T > = o - álgebra generada por T .  Probemos 

que U < T > = B .  
TGP 

i) U . <  T  >  es á l g e b r a .  
TGP 

x G  U  < T >  y  
TGP 

y G U < T > =- x G < T¡ >  

TGP 
y 

y G < T2 > para algún T1 G P y T2 b P .  

De aquí x � < T1 U T2 > Y y G < T 1 U T 2 > como 

< T 1 U T2 > es o - álgebra, entonces 

x v y G < T 1  U  T2 > y 

Luego x v y 12 U < T > y 
TGP 

x .l\ y G  U  < T >  
TGP 

también si x G U < T > entonces x ' G U < T > • 

TGP T6P 

ii) U < T > es o - álgebra 
TGP 

Sean • • • . . • en U < T > 
TGP 

entonces x1 G < T 1  >  ,  x2 G < T2 > 

• • • • .  para T 1  ,  T2 Tn • . . .  en P .  

De aquí que X ·  G  <  0  T . >  
J  i=1 1  

para todo j G ]N • 
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iii) E e U < T > 

TGP 

x G E =- x g < { x } >  ==>  x  G  U  <  T  >  •  

TGP 

iv) Sea E c M y M a - álgebra; probaremos que 

U < T > e M .  
T�P 

x G U < T > · =- x G < T
0 

> 

TGP 

para T
0 

G P .  

Como T
0 

e E e M , se tiene que < T
0 

> e M , luego 

x G M .  

Hemos probado que B = U < T > 

TGP 

Como p G B ,  entonces P G < T 1  >  para T 1  b P  ,  

es decir, T1  e E y T 1  numerable. 

4 . 2 . 9 .  PROPOSICION 

Todo conjunto cerrado de Baire es la intersección 

de una clase numerable de conjuntos abiertos. 

PRUEBA 

Sean F un conjunto cerrado de Baire en un espacio 

de Boole X .  

( p )  una sucesión de clopen de X tal que 
n n>1 

F � <  ( P . )  .  
1

>  (  por propiedad anterior). 
J. 1> 
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f  la función característica asociada a P , para 
n n 

cada n .  

e ( x ,  y )  = para todo 

x, y en X,  la cual existe porque es una sumatoria de ter 

minos menores que 1 .  

X  :  y  

En X definamos la relación de equivalencia: 

si y sólo si e ( x ,  y ) =  o .  

Si 
- 

x e X ,  denotaremos x la clase de equ.í.va Lenc La 

de x por la relación 

Formemos J = {x x g X} ,  definamos la función 

d J x J - - -  ....  ]R+ 

(X , y )  '\,'Vv'v'\r+ e ( X ,  y )  •  

d está bien d e f i n i d a .  

(x , y )  :  (  x1, y l )  ==>  X  :  X  l  y  Y =  Y1 

==> e ( x ,  x i )  =  O  y  e ( y ,  y 1 )  =  O  

==>  f  ( x ) = f  ( x 1 )  y  f  ( y )  =  f  (yl  ) "  
n n n n 

==> l f n ( x )  -  f n ( y ) I  =  l f n ( x 1 )  -  f n < Y 1 > I  

=- e ( x ,  y )  = e ( x 1  ,  Y 1 )  .  
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d e s  ur.a distancia sobre J . 

d<x , y )  = e ( x , y )  =  e  Cy , x)  = d ( y  ,  x) 

d ( x  ,  y) > o ya que e ( x ,  y )  >  o  

a<x , y> 
.. 

= o =- e ( x ,  y) = o 

:::::>  X ::  y 

===> X :  y  

00  

1 
a c x ,  yJ = l l f n ( x )  - f  ( y )  1  

2n n 
1 

00 

l 
1 lfn(x)  fn(z)  + f ( z )  +  fn (y) 1  = - 

2n n 
1 

= a c x ,  z> + d ( z  ,  y ) .  

Cada fn es continua . 

Sea o e JR un abierto; como 

[;e SJ. 1 $ · º '  o  $  o  

f - 1(0)  
si o G o ,  1  �  o  

=  <  n  
n  

l:n 
si o $ o ,  1  b  o  

si o G  o ,  1  G  o .  
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entonces f�1
Co)  es abierto. De donde fn es corrtLnua, 

Sea x G X un elemento fijo. Para cada n la función 

X 

1 l fn (x )  -  fn (y) 1  y '\,  t\,  'v'\r+ 

2n 

es continua ya .que fn lo e s .  

r  
Luego, para cada r-,  la función hr = l gn 

n=1 
tinua. 

es con- 

Sea la función 

f : X .JR 

y 'v'u'u'v+ e ( X , y) 

probaremos que la sucesión C h ) ·  converge uniformemen 
r r>1 

te a f.  

1  
co  

<  l 
=  r+1 2n 

OC) 

1 

- ;r-rr. 
- 1 

1 - ­  
.  2  

1  
=  ·  r+2 < E 

2 

para to<;10 r ,  

r  �  n
0 

para cierto n
0 •  



161 

Luego f e s  continua. 

Sea g : X - - -  J  probemos que es continua. 

Sea B ( x ,  � )  una bola abierta en J .  

-1 - {y G X I  d ( x ,  y) < t }  g  ( B ( x ,  e  »  =  

=  { y  G  X  I  e ( x ,  y) <  � }  

=  {y G X I  f (y) <  � }  

=  f - l ( B ( O ,  � ) )  

lo cual es un abierto en X ya que f e s  continua. 

Sea M = {Y c X I  Y =  U  x ,  para algún T e  J }  

xGT 

probemos que es una a - álgebra de P ( X ) .  

- U  X  

xGT 
u _u y 

yGT1 
= u x 

xGTUT¡ 

- 
U X 

xGT 
n u y = 

yGT1 

( U x)c = U x 
�T xGJ-T 

luego M es una subálgebra y M es ci' - álgebra ya que 

- 
= Uco X 

x�mTi 
1 
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Sea B {Y e X I Y  
-1 para alg(n T e  J} = = g ( T ) '  y  

probemos que B = M; para ello es suficiente demostraI' 

T e J U x  
-1 .  que para = . g ( T ) .  

xGT 

y G U X y G - algún x G T .  -=::.  X  para 
xGT 

y G - 1 ·  -  pa�a algún - 
<:::=> g ( { x } )  X  G  T .  

<:::::::::>  y  G  g-l(T)  

luego B  es un a - campo. 

p G B , para cada n n 

y � p ==> y G y n 

=:> y G u X 

xGPn 

- - algún x y G u X ==- y G X ) para G p 

xGPn n 
- algún G p :::, y = X 

' 
para X n 

==-. y :: X 

' 
para algún x G p n 

=-=> e ( y ,  x) = o 

==> f (x )  -  f  (y )  =  o  n n  
=>  fn(x) = fn(y) 

=::::>  f n ( y ) = 1  

==- y  G  Bn . 
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Luego pn = U X donde T = 
{x ., x G Pn} 

xGT 

F G B ya que Pn G B , para todo n,  implica f!Ue 

< { P  }> e n por ser B una cr - subálgebra de P ( X ) .  
n  

Luego F e s  de la forma -1 
F = g ( T )  para algú». 

T c J .  Como g ( g - 1 C T ) )  =  T  entonces T e s  un compacto ya 

que F e s  un cerrado en un compacto y g e s  continua. T 

compacto en un separado implica T e s  cerrado y por ser 

abierto en J .  Luego 

NOTA 
...---- 

ro 

-1 
F = n g ( O , ) .  

1  J.  

ee  

n  o .  
1  1  

con oi J un espacio métrico se tiene que T = 

La propiedad anterior, es equivalente a decir que: 

, "todo conjunto abierto de Baire en un espacio de noole 

es la unión de una clase numerable de conjuntos cerrados". 

4 . 2 . 1 0 .  PROPOSICION 

Todo conjunto abierto dé naire en un espacio de Boo 

le es la unión de una clase numerable de conjuntos clopen. 

PRUEBA 

Sea G un abierto de Baire; por lo anterior 

con Fn cerrado; además por ser G ·un abierto 

G = U F  
1  n  

G  =  U  
iGI 

z .  
J.  

Z ,  c  G  
J.  

y  z  .  
1  

clopen, 
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iQI 
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Z . ,  como F es un compacto entonces 
1 n 

existe ·  J c  I  finito tal que F e u z .  =  en n . n  iGJ J. 

.n 

ee 

Por lo que G c u �n e G . 

n=1 
NOTA. 

Llamaremos álgebra dual de un .espacio de Boole X al 

·álgebra C L ( X ) .  

4 . 2 . 1 1 .  PROPOSICION 

El álgebra dual A de un espacio Booleano X es· una 

t1 - álgebra si y solo si X es un a - espacio. 

PRUEBA 

i)  Sea A una a - álgebra y O un abierto de Baire en X,  

por propiedad anterior se tiene que o = u p 
' nQJN n 

con Pn clopen, y por estar en un a - campo, ( P  n)n>1 

tiene un supremo en A y por propiedad ( 1 . 1 . 6 . )  O  

es abierto, de aquí que X es un cr - espacio. 

ii) Sea X un a - espacio y sea { P  n} una· ·clase numerable 

de elementos de A,  luego O =  U  Pn es un conjunto 
nGW · 

abierto de Baire en X ,  como O es un abierto para ca- 

da n , .errtonce s { P  }  tiene un supremo en A por ( 1 � _ 1 . 6 ) .  
n  

Luego X es una e - álgebra. 
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4 . 3 .  ALGEBRA DE BOOLE CON LA CONDICION DE CADENA NUMERABLE 

( C . C . N . ) .  

4 . 3 . 1 .  DEFINICION 

Sea A un álgebra de Boole. Se dice que A satisface 

la condición de cadena numerable si todo conjunto E ,  E  e  A  

disjunto de elementos no ceros,  es numerable. 

NOTA 
- 

1� )  p ,  q  en A son disjuntos si p A q = o ;  

2 2 )  Un subconjunto E de A es disjunto si para todo p ,  q  

en E tales que p i  q  entonces p A q = O .  

4 . 3 . 2 .  EJEMPLO 

El álgebra de abiertos regulares de un espacio X con 

una base numerable satisface la C . C . N  • •  

PRUEBA 

Sea (Ai)iGI  una clase disjunta de abiertos regulares 

no vacios y B una base numerable de X .  

Para cada abierto regular podemos encontrar un elemento de 

la base incluido en el tal que: 
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A .  f  A .  =,  A .  ( '¡  A .  =  <P  
1  J  l  J  

"'  
=>  E .  n  E .  =  �  para E .  c  A .  y  

1  J  l  1  

E .  c  A .  
J  J  

=-  E .  t  E .  
1  J  

De ésta forma se puede establecer una biyección entre 

(Ai)iGI  y un subconjunto de la base .  

4 . 3 . 3 .  PROPOSICION 

Un álgebra de Boole A satisface la C . C . N .  si y 

solo si todo conjunto E en A tiene un subconjunto nu- 

merable D tal que D y E tienen las mismas cotas supe- 

rieres. 

PRUEBA 

i )  Sea E c A ,  E  un conjunto disjunto de elementos 

no ceros,  tal que D c E ,  D  numerable y D y E 

con las mismas cotas superiores . .  

Probaremos que D = E .  

Sea p G E  y  p  $  D .  
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p  A  p .  =  O  para todo p .  G  D ,  ya que E es disjunto. 
.  J.  J.  

Luego p '  A  p .  = p . ;  p . �  p '  ,  es decir p '  es cota 
J.  J.  1 

superior de D y p '  no es cota superior de E ;  ya 

que si lo fuera: p U p '  =  p '  :::::>  1  =  p '  ==>  p  =  O  

lo cual es contradictorio, luego E =  D .  De aquí que 

E es numerable. 

ii) Sea E e A ,  ·  M  =  [E] el ideal generado por E .  

n  

V  

i=1  
p .  ,  para ciertos p .  e n  E}  .  

1  1  

B e s  ideal . 

o g B .  

n  m  

(x  G B y y G B )  :::::::::>  X  <  V  p .  y  y  <  V  q .  
-  i=1 1  i=1  

1  

n+m 
X V y < V t .  

'  
t .  =  p .  

'  
i < n  

=,  

i=1  J.  1  1  

t .  =  q .  ,  i  >n 
1 1-n 

==> X V y G B .  
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n 

(x G A y y G B )  ==>  X  G  A y  y <  V  1) .  
. .  

-  -  J.  i=1 

n 
:=:=> X A y < V p .  

-  i=1 1  

=:;:. x A y G B .  

Como B e s  un ideal tal que E e B ,  entonces M c B.  

X g B ====> X < 

n 
v. p . '  

.  1  l.  
i= 

p .  G E .  
1  

==> X <  

n  

V  p i ,  pi G M;  ya que E e M 
i="l 

n 

::::::::::- x A ( V 

i=l 

Luego M = B .  

p . )  =  
1  

x  G  M;  por ser M ideal. 

·  a)  E y M tienen las mismas cotas ·  superiores. 

Toda cota superior de M e s  cota superior de E ya que 

E e M. 

d cota superior de E ===:>  x .  <  d ,  ·para todo X ·  Q  E .  
l.  -  1  

n  
V  x .  �  d ,  para todo xiGE. 

i=l l. 

d e s  cbta superior de B .  

d e s  cota superior de M.  
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b) Sea F un conjunto maximal disjunto de e�ementos no ce 

ro en M. 

Probemos que F y M tienen las mismas cotas superiores. 

Toda cota superior de M e s  cota superior de F ,  ya que 

F e  M. 

Sea d,  cota superior de F ,  y  supongamos que d no es 

cota superior. de M ,  es decir, existe p G M tal que 

p i  d .  Tenemos que p . <  d ,  para todo 
J. 

p .  G  F ,  luego 
1 

P ·  A  d '  =  o .  (p A d ' )  A  p .  =  p  A  ( d '  A  p . )  =  o  y  
1  1  1  

(p A d ' ) f O  i d  de � (p  A  d ' )  
'  

ya que p ; a qui que 

es disjunto con pi,para todo p .  G  F .  Luego 
1 

p 11. d '  G  F  ===>  p  A d '  <  d  
-  

==>  (p A d ' )  A d '  =  p  A d '  =  O  

lo cual es contradictorio; por lo tanto7 d e s  cota su 

perior de M.  De a )  y  b)  tenemos que E y F tienen las 

mismas cotas superiores y además F e s  numerable. 

Sea y G F,  si X ¡  
'  

X2 
' 

• • • • X son n elementos · n  
n  

de E tal que y < V x .  ,  formemos el conjunto 
i=1 1  

D = u Fy 
' 

donde F = { x 1  
'  

X2 
' 

X3 . . . . .  xn} .  
yGF y 

j 
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D e s  numerable ya que es la unión numerable de conju� 

tos finitos. 

· n n  y  E  tienen las mismas cotas superiores". 

Toda cota superior de E es de D ya que D c E .  

_d cota superior de D  =- x < d  ,  para todo x (; D .  

=- Sup F <  d 
'/ 

====> y <  d ,  para todo y G F 

:::::::::> d e s  cota superior de F 

====> d e s  cota superior de E .  

4 . 3 . 4 .  PROPOSICION 

Una o - álgebra Booleana que satisface la condición 

de cadena numerable es completa. 

PRUEBA 

Sea B c A, A una cr - álgebra. 

Si B e s  numerable, B tiene un supremo por definici6n 

de cr - álgebra. 

Si B no es numerable_,· existe D c E tal que D es num� 

rable y D y B tienen las mismas cotas superiores. Luego 

por tener D un supremo, B también lo tiene. 

4 . 3 . 5 .  PROPOSICION 

Si A es un álgebra de Boole, entonces las dos condi 
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ciones que siguen son equivalentes: 

12 )  A satisface la condición de cadena numerable. 

2 Q )  Todo subconjunto E de A que posee un supremo, 

admite un subconjunto D numerable tal que D tie 

ne un supremo y es igual al supremo de E .  

PRUEBA 

1 )  ===>  2 ) .  

Sea E c A tal que existe el supremo de E ;  por pro­ 

piedad C - 4 � 3 . 3 )  existe D numerable tal que D e  E  (y con 

las mismas cotas superiores). 

x < Sup E para todo x G D .  

Sea b tal que x < b para todo x G D .  Entonces 

y <  b  para todo y G E ;  de aquí que sup E �  b ;  por 

lo tanto Sup E =  Sup D .  

2 )  1 ) .  

Sea E c A ,  un conjunto disjunto de elementos no ce- 

ro y sea íl = { F  c  A  I  E  e  F ,  F  disjunto} .  

Sea íl '  e  íl  totalmente ordenado. Probemos. que 

P = U F  
FGíl'  

es mayorante de íl '  en íl ,  E  e  » r  

FGíl '  '  
además 

U F  es 'disjunto: x f  y 

FGn' 

con x G U F  
FGíl '  

,  y  G  U F  

n;;n' 
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entonces existen F1 y F2 tales que x G F 1  y  y  G  F2 ;  

como n '  es totalmente ordenado se tiene F 1  c F2 ó 

F2 e F1  •  En el primer caso tenemos que x Q F2 de aqu! · .  

que x A y =  O ;  lo mismo �ue el segun�o caso. Luego 

u F · es disjunto. 
FGíl'  

Por lo tanto, aplicando Lema de ·zorn, existe F ma­ o 

ximal para íl • 

"Sup F
0 

= 1 " .  

Sea · y  G  A  tal que .  x  � y ;  para todo x G F
0 •  

Si y +  1  entonces y '  f  O  y  se tendría que 

x A y '  =  O  para todo x G F
0 ,  

luego r 4 · r  u · { y ' }  
o  o  

lo cual es' bontradictorio ya que F0 es �ximal,· entonces 

y = 1 , es cl'ecir Sup F
O 

= 1 .  

Por hipótesis, como F
0 

tiene supremo entonces exis- 

te "D" numerable. tal que 

"D = F " .  o  

D  c  F  .  y  
o  

Sup D = S u p · F .  
e  

Supongamos que existe ·  x G F y ·  x  �  D� 
·O 

X A X - 0 i - para todo xi G D ;  luego X ,  
1  

<  x'  para 

todo X ·  G  D.  
1  
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Como Sup D = 1 ,  entonces 1 < x '  de aquí 1 = x '  

ó s e a  O =  x  esto es una contradicción ya que x Q F
0• 

Luego F
0 

es numerable y por lo tanto E también es 

numerable. 

4 . 4 .  ALGEBRAS MEDIBLES Y ESPACIOS DE BOOLE MEDIBLES 

4 . 4 . 1 .  DEFINICIONES 

Sea A un álgebra Booleana y 

función. 

u A -·--. JR una 

a ) µ  es "no negativa" si µ ( p )  �  tt ,  para todo p Q A. 

b )  µ  es "finitamente aditiva" si 

µ ( p  v  q) = u ( p )  +  µ ( q ) ,  siempre que p. y .q se-an dis- 

juntos. 

e )  Sea {Pn} una sucesión disjunta de elementos de A 

con un supremo P en A. Se dice q u e " µ  es numerable- 

mente aditiva" si µ ( P )  =  I  µ (Pn)  .  
n = l , 2 ,  . • •  

d)  µ  es una "medida" sobre A s i µ  es no negativa y nume 

rablemente aditiva. 

e )  Una medidaµ  es "normalizada" si µ ( 1 )  =  1 .  

f) Una medidaµ  es "positiva" si para todo P en A se 

cumple que µ ( P )  = O ===>  P  =  O .  
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4 .-4- .-2 • .  DEFINICIONES 

a) Se dice que A es una "álgebra medible" si es una o - ál 

gebra y si existe sobre A una medidaµ  positiva y nor­ 

malizada. 

b) A es una· álgebra "medible finitamente aditiva" si exi2,. 

te sobre A una medida µ , finitamente aditiva. 

4 . 4- . 3 .  EJEMPLOS 

�1 Sea X un co�junto finite, P (X )  el campo de todo los 

subconjuntos de X .  Entonces u : P(X)  __.. :IB. tal 

que µ. ( P) es el .:aúmero de eleme.'ft.tos en P ,  para todo 

p que pertenece a P ( X ) ,  es una medida. 

Prüeba 

i )  Si P = � entences µ ( P )  =  O .  

Si P + t , existe "m" e Lemeatros en P (11. > O )  •  

Luego µ ( P )  >  O .  

ii) Si P1 , .  P2 , • • • • •  Pr son ele:aentos disjuntos 

de P(X) es evidente que: 
r 

µ ( U ) =  µ ( P ¡ )  +  

n=1 

E2 Sea X u:a cenjunto finito y µ  la medida del ejemplo 

anterior. Entonces P(X)  es un álgebra medible con 

. . . . . .  

µ ¡ ( P )  =  µ ( P )  
µ ( X )  

para todo 1 g P ( X ) .  
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Prueba 

Por ser P(X)  un álgebra de Boole completa, es una 

e -. álgebra de Boole. 

µ 1  es una medida y 

NOTA 
- 

i)  µ 1 ( P )  =  O  ===>  P  =  �  

ij.) µ
1

( X )  -  µ ( X ) =  1  
µ ( X )  

·,--;,. -, vv . 

La función medida es monótQna, en· el sentido que 

si p ,  q  G  A ,  con p � q ,  entonces µ ( P )  �  µ ( q ) .  

PRUEBA 

Si p < q entonces q = p v q = p v ( q  A  p ' ) .  

µ ( q )  =  µ ( p  V  ( q  A  p 1 ) )  
=  µ ( p )  +  µ ( q  A  p ' )  >  u ( p )  

de donde u { p )  �  µ ( q ) .  

4 . 4 . 4 .  PROPOSICION 

Sean B una e .... álgebra Booleana, v una medida norma 

lizada en B ,  M 1  = ·  { q  G  B  I  v ( q )  =  O } .  Entonces M1 ·  es un 

B 
A = Mi y f es el cr:"".'.epi 

morfisme canónico de B sobre A,  entonces existe una úni- 

ca m e d i d a µ ,  positiva y normalizada en A tal que 

1 

J 

a - ideal propio en B .  Además si 
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µ ( f { q ) )  =  v(q )  para todo q b B .  

PRUEBA 

a )  "Mi es un o - ideal propio en B " .  

i  )  (  V  (  Ü  )  =  V  (  Ü  V  O  )  :  V  (  Ü  )  +  V  (  0  ). ) =, V ( 0 ) : 0 • 

Luego O G M 1  •  

ii)  Sean q 1  G  M  y 

Si ql  A q2 = O entonces 

.Si ql A q2 f O ,  entonces construyamos 

y por ( 2 . 3 . 3 . )  

de donde se tiene que 

v ( q ¡  V  q 2 )  =  v C q 1  V  (q2 A q' i ) )  =  v ( q 1 )  +  v ( q 2 A q � )  =  O  

ya qie v e s  monótona. Luego q¡  V  qz G M1 .  

iii) Sean q¡  G  M1 y q2 G B .  

Como ql  A  q2 � ql entonces 

v (q 1  A  q2)  <  v ( q 1 )  =  o  
-  

luego v ( q 1  A  q z )  =  o  y  q¡ A q2 G M¡ .  

iv) Como v ( 1 )  =  1  entonces 1 $ M1 y de aquí que M1  

es propio. 

j 
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v) Sea { q . }  u n a  sucesión numerable de elementos de 
1 

M1 con Sup {qi}  = q ;  probaremos que q G M 1 •  

Si { q . }  
1  

es disjunta entonces v ( q )  =  ¿  v(qi)  =  O  

i = 1 , 2  . .  

luego q G M .  

Si {qi}  es no disjunta; podemos construir una su 

cesió� disjunta {ri }  con r = Sup r .  =  q  
1  

y  

r .  <  q .  para todo i 
1 - 1 

( 2 . 3 . 3 � )  
.,.  de aquJ.. que 

V ( q )  :  V ( !' )  :  

q  G  M .  

l  v(ri)  
i = l , 2 ,  • . .  

<  ¿  v ( q . )  =  O  ;  

i = 1 , 2 , 7,  • •  
luego 

b) Sea p G A .  Definamosµ  así:  

µ ( p )  =  v ( q )  para q G B tal que f (q )  =  p .  

i)  "  µ  está bien definida". 
Sea q ¡  

'  
q2 G B .  

f ( q 1 )  =  f(q2 )  �  f ( q ¡  +  q 2 )  =  o  

==- q¡ + q2 G M1 

=:- v ( q ¡  +  q 2 )  =  o  

�  V  (3q¡  .A q ; )  V  (q i  A  q2Ü =  o  

:::=,  v ( q ¡  A  q; )  +  v(qi  A  q 2 )  =  o  

==>  v ( q ¡  A  q ' )  =  o  y  vCq i  A  q 2 )  =  O  
2  .  
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de 
.,,. a qui que: 

v ( q )  =  _ v ( q  )  +  v ( q '  A  q  )  
1  1  ,1 2 

= v ( q  V  ( q '  A  q2 ) ) 
l 1 

= v ( q l  V  q  )  .  

.  2  

v ( q )  =  v ( q )  +  v ( q  11.  q  1 )  
2  2  1  2  

-  
v ( q  V  ( q  A  q  1 ) )  

2  l  2  

=  v ( q  V  q  )  
1  2  

luego v ( q )  =  v ( q  ) .  
l  2  

i i )  µ  es no negativa porque v e s  n6 negativa. 

i i i )  µ  es numerablemente aditiva. 

Sea { p }  'una sucesión disjunta en A y { q }  una 
n n 

sucesión en B tal que f ( q )  =  p  (esto es posi 
n n - 

ble por ser f sobre) { q }  no necesariamente es 
n 

disjunta. Formemos una sucesión { r }  disjunta 
n 

a s í :  r  
n  

n-1 
= q t... (  V 

n 1 
q . )  1  

1  
tal que 

f ( r )  =  p  
n  n  

f ( r )  
n  

n-1 
= f ( q  t...  (  V  

n  1  
q . )  1 )  

1  



1 7 9  
n-1 

= f(qn) A f(  A q !  )  
1 J.  

n-1 
= f(qn)  A (  11.  f ( q i ) )  

1  

n-1 
A 11. 

1  

- Pn P ·  
1  .  J.  

n-1 

= A (pn A p ! ) 

. 1  
1  

= . p n  .  

Sea p el supremo de los Pn y r ·el supremo de 

los r .  
'  

luego n 

µ ( p )  =  µ ( f ( r ) )  =  

=  l  µ (pn )  
n= L ,  2  • • •  

v(r)  =  ¿  v(rn) = 

n = 1 , 2  • • .  
l  u  (f  <rn>)  

n = 1 , 2  . • •  

de d o n d e µ  es numerablemente aditiva. 

iv) "Unicidad de. u " ;  

S e a n  otra medida en A tal que n ( f ( q ) )  =  v ( q ) ,  

para todo q G B .  Se tiene que 

n ( f ( q ) )  =  µ ( f ( q ) )  y  de aquí que n = µ . 

v) "µ es positiva". 

Sea µ ( p )  =  o ,  para p G A ; ·  luego v ( q )  o  

'  
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para f ( q )  =  p ;  de aquí que q G M 1  por lo que 

p = M
1  

(ya que M
1 

es el cer� del cociente).  

vi)  "ll es normalizada". 

µ ( 1  +  M) = ( f ( 1 ) )  =  v ( 1 )  =  1 .  

4 . 4 . 5 .  PROPOSICION 

Sean A ,  B  o  -  álgebras, f un a - epimorfismo Boole� 

no de B sobre A y µ  una medida normalizada sobre A. 

Si v (q )  =  µ ( f ( q ) ) ,  para todo q G B ,  entonces: 

a )  v e s  una medida normalizada en B .  

b )  Ker f e M 1 , para M 1 = { q G B I v ( q) = O } •  

PRUEBA 

e )  Ker f = M1 µ es positiva. 

a )  i )  v e s  no negativa, ya que v ( q )  =  µ ( f ( q ) )  >  O  

para todo q G B .  

ii)  " v e s  nwnerablemente aditiva". 

Sea {qn} una suceqión disjunta de elementos de B ,  

con Sup { q }  =  q .  
n  

Formemos .{f(qn)}  en A con Sup { f ( q n ) }  =  f ( q ) .  

{ f ( q  ) }  es disjunta ya que { q }  es disjunta y f 
n n 

es morfismo. Luego 

V ( q) = u f ( q) )  = l u (  f (  qn) ) : 
. n = l , 2  • • .  
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iii) " v e s  normalizada". 

v ( 1 )  =  µ ( f ( 1 ) )  =  µ ( 1 )  =  1 .  

b) "Ker f c M 1
1 1  

• .  

q  G  Ker f ===:> f ( q )  =  O  

=- µ ( f ( q ) )  =  µ ( O )  =  O  

=- v ( q )  =  O  

c )  i )  S e a �  positiva. 

qG M1 =- v ( q )  =  o  

==>  µ ( f ( q ) )  =  o  

=- f ( q )  =  o  ya q u e µ  es positiva 

=- q G Ker f 

luego M1 = Ker f .  

ii)  Sea u Cp  )  =  o ,  luego como f es o - epimorfismo, 

existe q en B tal que f ( q )  =  p .  

µ ( f ( q ) )  =  v ( q )  =  o  =- q  G  M  
l  

=- q  G  Ker f 

=- f ( q )  =  o  

==>  p  =  o .  

4 . � . 6 .  PROPOSICION 

Toda álgebra medible finitamente aditiva satisface 

la condición de cadena numerable. 
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PRUEBA 
Sea A un-álgebra medible finitamente aditiva. 
Sea B un conjunto disjunto de elementos no cero, en 

A. Para cada n G JN ,  formemos un conjunto: 

A = {x g B I u ( x )  >  
1}  

n n 

para cada n,  A ·  no puede contener n 6 más elementos y a ·  
n  

que si X1 , x2 , • • • • •  x n ,  fueran elementos distintos 
en An. Entonces: 

. . . .  

1  
n  =  1  

esto es cont:radictorio porque u es normalizada. 
'° 

"B = u A n .  

n=1 n 
00  

An e B ===> u A e B .  
n=l n 

Sea x G B y 

CIO 

X � U 

n=l 
A 

n 

luego x � An , para todo n G JN , es decir, µ ( x )  �  �  ,  

para todo n g JN ; de aquí u (x) ·  = O entonces x = O ,  
lo cudl es contradictorio ya que x G B .  Por tanto B 
es numerable y A·satisfacé la C . C . N  • •  

.,, 
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4 .  4 .  ' 1 . .  PROPOSICION 

Toda álgebra medible es completa. 

PRUEBA 

Sea A un álgebra medible, luego A es álgebra medi­ 

ble finitamente aditiva y por propiedad ( 4 . 3 . 4 . )  A  es 

completa, ya que por la propiedad anterior satisface la 

e.  e .N • •  

4 . 5 .  ALGEBRAS ATOMICAS 

4 . 5 . 1 .  DEFINICIONES 

a) Si A es un álgebra de Boole, un elemento "a" de A es 

llamado un "átomo" si a f ó y si 

"b < a ==> b = O 
- . 

ó b = a " .  

b) Una álgebra A es llamada'atómica' si para todo x � A, 

x f O ,  existe un átomo a tal que a <  x .  

c)  Una álgebra A es llamada "no at6mica" si no posee át,2. 

mos , 

4 . 5 . 2 .  EJEMPLOS 

E1 Si X +  t  es un conjunto, el álgebra P(X) es at6mi­ 

ca,por ejemplo si x G X entonces.{x} es un átomo 

de P ( X ) .  

E2 A = · { P e  X J  P e s  finito ó Pe es finito} es un álge­ 

bra atómica. 
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4·. ·5 • · 3 · . .  PROPOSTCION 

Si A es una álgebra de Boole, las condiciones que 

siguen, son equivalentes? 

a) Existe un ·conjunto X tal que A es isomorfa a 

" P (X ) .  

b) A es un álgebra completa y distributiva. 

c )  A  es un �lgebra atómica y completa. 

PRUEBA 

a) ===- b ) .  

P(X) es una álgebra completa y distributiva y como 

A es isomorfa a P ( X ) ,  entonces A también es completa y 

distributiva. 

b) ====> e ) .  

Sea I = A, J = { 1 ,  - 1 }  y  definamos la funci6n 

r 

p I X J ----1'-A 

Sup (p (x,  j ) )  

jGJ 

( X , 1 ) l\,1\,1\,.1\,1\r+- X 

( X ,  -1)  "'"'"'"'"'" X I 

= Sup { p ( x ,  1 ) ,  p ( x ,  - 1 ) }  =  S u p . { x ,  x ' }  

:  X  V  X '  :  1 .  

Como Sup ( p ( x ,  j ) )  =  1  entonces 
jc;lJ 

Inf {Sup p(x ,  j ) )  =  1  
xGA j6J 

y como A es distributiva 
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1/J G F '  ( A , J )  
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(Inf p ( x ,  lj, ( x ) ) ) =  1  .  

xGA 

Sea a G A tal que a �  O .  Se tiene 

a =  a  A  1  =  a  A  Sup 
TJ, G F '  ( A , J )  

(Inf 
xGA 

p ( x ,  1P  ( x ) ) )  

=  Sup 
"1GF'  (A,J)  

(a A Inf p ( x , . w ( x ) ) )  
xGA 

por ( 2 • 3 • 6 • ) 

de 
.,. 

Sup (a A Inf p ( x ,  W ( x ) ) )  f  o  luego a qui que 
w�ff' ( A , J )  xGA 

existe Wo G F '  (A ,  J )  tal que a A Inf p ( x ,  tJ, o ( x ) )  +  o ,  

xGA 

ya que de lo contrario tendríamos a = O .  

Sea d = a A Inf p ( x ,  w
0

( x ) ) ,  probemos que: d e s  
xGA 

un átomo. 

Sea b G A tal que b < d . 

p ( b ,  i¡,  o  ( b ) )  =  b  
.,.  

p ( b ,  vi  o  ( b ) )  b '  o  =  .  

i )  Si p ( b ,  1/J o ( b ) )  =  b ,  entonces 

Inf p ( x ,  i¡, o ( x ) )  <  b ,  luego 
- 

xeA 

a A Inf p ( x ,  i¡, o ( x ) )  <  a  A  b  <  b  es decir d < b ,  
-  -  -  

xGA 

de donde b = d . 
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ii)  Si p ( b ,  w
0

( b ) )  =  b '  entonces 

Inf p ( x ,  w
0

( x ) )  <  b '  lo cual implica 
xgA 

d < a A b '  <  b '  ,  como b < d y d < b '  entonces 

b = b A b '  =  O  ó s e a ,  d e s  un átomo. Luego A es 

at6mica porque d e s  un átomo tal que a <  d .  

e )  ===>  a ) .  

Sea X =  {x  G  A  I  x es un átomo}. 

Definamos la función 

f : A ---+- P ( X )  

a  "'"'"'"'"'"'+ { x g X I x < a} • 

" f e s  mor>fismo". 

Sean a ,  b  en A y x un átomo. 

X < a V b =- X : X A ( a  V  b )  
- 

===- X  :  (x  A a )  V  ( x  A  b)  

=- X A a f o ó X A b t o 

===> X A a = X  ó X  A b :  X (ya que x es átomo) 

===- x < a  

i)  X  G  f ( a  V  b)  

ó  X  <  b  •  

X  <  a V  b  

X  <  a Ó X  <  b  

X  G  f ( a )  6 X  g  f(b)  

x G  ( f ( a )  U · f ( b ) ) .  
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X  <  a  A  b  

-<==!$- X < a  y  x < b  

X  g  f (a )  y  X  g  f ( b )  

x  g  ( f ( a )  n f ( b ) ) .  

iii) f ( a ) '  =  f ( a ' )  •  

Probemos: f ( a ' )  U  f (a )  = X  
'  

f ( a ' )  n  f(a)  = t  

Sea x un átomo. 

x g ( f ( a ' )  U  f ( a ) )  <===>  x  G  f(a '  v a )  

o/e-  ..  x  <  a '  v  a  

<==>  X  <  1  

<===>  x  G  X  (ya que todos los áto 

mos son menores que 1 ) .  

Sea f ( a ' ) n f (a)  f � .  

x  g (f  (  a  '  )  n f (a)) ==- x G f ( a '  A  a )  

x <  a '  A  a  

X  <  0  

X  =  0  

lo cual es contradictorio ya que x es átomo. Luego 

f ( a ' )  n  f ( a )  =  II> .  
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f es biyección ', 

i)  a g  Ker f <==> f(a)  = t  

<==> a = O  

luego f e s  inyectiva. 

ii) Sea E e X,  como A es· completa, existe a = Sup E.  

x (; E ::::::::::>  x < a 

===> X  g f ( a ) .  

Luego E e f ( a ) .  

X  Q  f ( á )  ===> X <  a  

�  X  :  X  A  a  

===>  x  =  x  A  Sup E 

===> x = Sup {x ·A y y Q E }  

como x es átomo (x f O ) ,  existe y
0 

g E tal que: 

X A y
0 

f o .  Luego 

(x Ay
0  

�  x  ,  X  A  Yo f o ,  x  átomo) ==> X A y
0  =  X  

(x A Yo �Yo' X A Yo f o ,  Yo átomo) ==> X A y
0  

=  Yo 

de aquí que: X : y y por lo tanto X g E .  
o  

Luego f (a )  c  E .  Y  con ésto f e s  suryectiva. 

4 . 5 . 4 .  PROPOSICION 

Toda álgebra Booleana finita es atómica. 

PRUEBA 

Sea A un álgebra Booleana finita, probaremos que 
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para todo x en A, x + O existe "a" en A, a átomo tal que 

a <  x .  

Sea B = { x .  c  x  ]  x.  +  O ,  X ·  <  x ,  A x .  f  O }  •  
1  1  1  -  1  

"A X .  es un átomo". 
1 

Sea y G A ;  y  <  AX ·  y supongamos que y + O ;  y  es 
- J. 

n 
uno de los x .  

'  
luego A X ·  <  y ;  por tanto y = A X ·  .  

J.  J.  -  J.  
1  

4 . 5 . 5 .  PROPOSICION 

Si p e s  un elemento no cero de un álgebra Booleana 

atómica A,  entonces existe un morfismo f a  dos valores en 

A tal que f (p )  =  1 .  

PRUEBA 

Sea p f O , a un átomo y a � p •. 

J = {x Q A I  x � a ' }  es un ideal propio, por lo 

cual puede ser incluido en un ide-al maximal I .  

Definamos la función: 

f A { _ O '  1} 
fo si X G I 

X 1\, "' -v 'v "' l'\i-+- {1 X q; I 81 

"f(p)  = 1 " .  

Probaremos que p $· I .  
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Cono a �  p  entonces p '  <  a '  se tiene que 

p '  �  J  luego p '  G  I ,  ya que J e  I .  

Luego, p � I ,  porque I es maximal. 

4 . 5 . 6 .  PROPOSICION 

· Sean A un álgebra de Boole. 

D = · { I  g  XA ! { I }  es un abierto} 

E = · { { ! }  1  I  �  D} 

Entonces: 

a )  P G  CL(XA) es un átomo en CL(XA) si y s6lo si 

P G E .  

b) A es atómica si y sólo si D = XA. 

PRUEBA 

a) i)  Si P G E ,  entonces P e s  abierto y por ser P uni­ 

tario en un espacio separado es cerrado, luego 

. P  G  CL(XA) y evidentemente es un átomo. 

ii) Sea P G CL(XA);  P átomo. 

Sean I f J tal que I ,  J  G  P .  

Cerno XA es un espacio separado existen 0 1  ,  02 

abiertos con I g 0 1  ,  J  G  02 y 0 1  f) 02 = � 

Por definición de abierto en XA, existen x1  , x 2  

en A tal que I G h ( x 1 ) e · O 1 y J G h ( x2 ) e O 2 • 

. 1 
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De aquí que h ( x ¡ )  () h ( x 2 )  =  �  .  

Se tiene que 

I G P () h ( x 1 )  y  P  f) h ( � 1 )  e  P ,  ya que J g P 

f 
y J $ P r1 h ( x 1 )  lo cual implica que P n o . e s  áto 

mo siendo una contradicción. Luego P G E .  

b) i)  Sea A atómica, entonces CL(XA) es atómica por el 

isomorfismo que existe entre A y CL(XA) .  

Probaremos que D = XA 
D = { I G XA I O n D :f: e , para todo O e X , O abierto 

A . e I G o } ·  

Sea I G XA y sea O e XA un abierto tal que 

I G O .  Luego existe x G A tal que I G h(x)  e O 

se tiene que h (x )  f  � .  y  h(x)  �  CL(XA) enton­ 

ces por ser atómica CL(XA) '  existe M átomo, 

M G CL(XA) tal que M e  h ( :x ) ;  luego, M G E  por 

parte a ) ,  es decir, M = { J }  para algún J � D y 

de aquí O n. D f \l1 de donde I G D , ó sea 

XA c D Luego D = X A .  

ii) Sea D = XA y sea P + � , P G CL(XA) ; como P 

es un abierto de XA entonces P () D 4 � ,  es de­ 

cir, existe I G D e I G P ;  como I G D y 

{ I }  c  P  entonces . {I }  es un átomo de CL(XA) .  Es 
' decir, CL(XA) es atómica y por tanto también lo 

es A. 
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4 .  6  • .  COMPLETACION 

4 .  6  . 1 . ·  DEFINICIONES 

a) Un espacio de Boole X es llamado "completo" si la adhe 

rencia de todo conjunto abierto es un abierto. 

b )  Se le llama espacio de Boole medible, a un e - espacio 

de Boole X junto con una medida normalizada sobre el 

a - campo de los conjuntos de Borel, tal que los con-­ 

juntos abiertos no vacíos tienen medida positiva y -­ 

los conjuntos raros de Borel tienen medida cero. 

4 . 6 . 2 .  PROPOSICION 

Si A es álgebra de Boole, las condiciones que si­ 

guen son equivalentes: 

a)  A es completa. 

b) Si O e XA es un abierto, entonces O es abier 

to.  

PRUEBA 

a)  =- b ) .  

Sea O un abierto, O e XA. 

I = {x  �  A I  h(x)  e  O}  es un ideal de A. 

Sabemos que E: ( I )  =  { J  g  XA l I � J }  =  o .  

Cómo A es completa, entonces existe "a" tal que 

a =  Sup I .  
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Probemos que O =  h ( a ) .  

i )  "O e h ( a ) " .  

j  �  h(a)  =- a  G  J  

=::>  X  A  a  G  J ,  para todo x � A (ya que J 

es ideal) .  

=- X  G J ,  para todo x G I (ya que a =  Sup I )  

=- I  e  J  

=- J  $  E ( I )  

luego E ( I )  e  h ( a )  ==>  O  e  h (a )  

==>  O  e  h(a)  ya que h ( a )  es cerrado. 

ii) "h(a) e O " .  

J  �  O  ===>  k ( O )  �  J  por ( 3 . 1 . 4 . )  

====-  b  G  k ( O )  y  b  �  J ,  para algún b .  

Para todo x G I se tiene: L G h(x)  ==- L G  O ,  y  por 

( 3 . 1 . 4 . )  k ( O )  e  L ;  luego b G L y esto implica 

que L � h ( b )  por lo que h ( x )  () h ( b )  =  t  '  para todo 

X G I .  

h ( x ) ·  n h ( b )  =  �  =- h(x A b )  =  4'  

===>  X  A  b  =  o  

===>  .X < b '  para todo x G I 
- 

===> a < b '  ya que a =  Sup I 
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� a A  b' = a 

==- a G J, ya que b ' G J, por ser J max.ünal. 

==- J $ h(a) 

Luego h (a )  e  O .  

b) ==> a ) .  

Sea { x A } i. G Q  una familia de elementos de A. 

I = { *  G  A  I  x  < , x A ,  para todo A G g}  es un ideal. 

Como e ( I )  es un abierto entonces por hipótesis e ( I )  

es un clopen; luego existe a G A tal que €(!) = h ( a ) ,  

probemos que: 

a = Inf { ·x).. 1 x · G g }  

J  �  h  C  x,_ ) =- xA G J 

==> x 11. :x).. g J , para todo x g I • 

==> x G J , para todo x g I • 

==> I c J .  

==>  J  �  e ( I )  

luego c ( I )  e  h(xA )  =- effT e  h ( x ).. )  

==>  h(a)  e  h (xA )  ,  por ser h morfismo 

==> a �  X).. 
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por tanto "a" es cota inferior de los xA .  

Sea b G A tal que b � x A ,  para todo A G g 

b G I 

==:,, h(b )  e  e ( I ) ,  ya que e ( I )  =  O  

=:.  h ( b )  e  ;ff5"  

=>  h ( b )  e  h ( a )  

=- b  <  a.  

4 . 6 . 3 .  PROPOSICION 

El álgebra dual A de un es�acio Booleano X es C9Jll- 

pleta si y solo si X es completo. 

PRUEBA 

i )  Sea A completa y sea O un abierto en X.  

Sea { P . }  la familia de clopens tal que P .  e  O ;  lue- 
1 1 

go O =  p��O Pi y co:mo A es completa, existe el su- 
1 

premo de { P . } ;  aplicando la propiedad ( 1 . 1 . 6 . )  se 
1 

tiene O es abierto; luego X es completo. 

ii)  Sea X completo y sea { P . }  una familia de elementos 
.J. 

de A. 

Sea O =  l.J p . ;  
1  1  

O  es abierto ya 41ue X .es coapleto. 

Luego por propiedad ( 1 . 1 . 6 . )  { P . }  tiene un sup�emo 
1 

en A y O = V .P  . •  
1  1  
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NOTACION 

En las siguientes tres proposiciones deno+anemos r 

X = un a - espacio Booleano. 

A = C L ( X ) .  

B  =· el a - campo de los conjuntos de Borel. 

M - ,el a - ideal de los conjuntos magros de Borel. 

f = el a - ep.ímoz-ftí smc natural de B hacia el álgebra. 

de los abiertos regulares en X con núcleo M 

( 4 . 2 . 7 . ) .  

· 4 . i . 4 .  PROPOSICION 

Si v e s  una medida normalizada sobre B tal que los 

conjuntos abiertos no vacíos tienen medida positiva y los 

conjuntos raros de Borel tienen medida cero, y s i µ  es la 

restricción de v a  A, entoncesµ  es una medida positiva 

pormalizada sobre A (en censecuencia A es un álgebra me­ 

dible).  

PRUEBA 

a ) " µ  es una medida". 

µ ( P )  �  O ,  para todo P g A ya que v e s  no negativa 

(si P e s  raro µ ( P )  =  O ) .  

Probemos q u e µ  es numerablemente aditiva. 

Sea {Pn} una sucesión disjunta de elementos de A con 

Sup {Pn} = P � A .  
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Sea U = \.) P n ; por propiedad ( 1 . 1 .  6 .  )  se tiene que 
1 

P = U • Además : 

.. 

U =  U  U  Fr(U) ya que U es abierto. 

v(U)  = v(U  1..:J Fr(U) )  = v(U)  +  v (Fr (U ) )  

pero v ( Fr ( U ) )  =  O  ya que Fr(U) es raro, 

• 

luego v (U )  =  v(U)  y v(U)  =  µ ( U )  =  µ ( P ) .  

Se tiene entonces que: 

ó s e a µ  es numerablemente aditiva. 

b)  µ  es positiva. 

Sea µ ( P )  =  O  para P g A,  

luego µ ( P )  =  v(f)  = O  y como v e s  positiva 

entonces P = o .  

e) µ  normalizada. 

µ ( 1 )  =  v ( 1 )  =  1 .  

4 . 6 . 5 .  PROPOSICION 

S i µ  es una medida positiva y normalizada en A, en 

tonces f e s  una función de B sobre A.  

Si v ( S )  =  µ ( f ( S ) )  para todo S � B ,  entonces v 

es una medida normalizada en B tal que los conjuntos 

abiertos no vacíos tienen medida positiva y tal que los 

conjuntos de medida cero son exactamente los conjuntos 

magros. 



198  

PRUEBA 

a)  El álgebra A junto ·con la medidaµ  es un álgebra m� 

dible y por lo tanto completa; por propiedad ante-­ 

rior X es completo. 

Todo conjunto regular abierto en X es clopen ya que 
S2.. 

si P e s  un conjunto regular abierto (P = P ) ,  por 

ser X completó se tiene que P e s  abierto, luego 
A. 

P = P y de aquí que P = P por lo que P e s  clopen, 

y aplicando propiedad ( 4 .  2 .  7 . )  se tiene que f : B + A 

es una funci6n sobreyecti va , 

b) Sea O un abierto tal que O + t • 

v ( O )  = µ ( f ( O ) ) .  Probaremos que µ ( f ( O ) )  +  O ,  es decir que 

f ( O )  f  �  (ya q u e µ  es positiva). Por ( I I . 8 . 6 . )  se tie­ 

ne que O no es magro ya que O +  t ;  luego f ( O )  + � , y a  

que Ker f = M y O $  M  de aquí que v (O )  >  O .  

C o m o µ  es positiva por ( 4 . 2 . 7 . ) . K e r  f  =  {q;B I  v(q)  =  O}  

y como Ker f = M,  entonces los conjuntos de medida ce 

ro son exactamente tos conjuntos magros. 

4 . 6 . 6 .  PROPOSICION 

ElJálgebra dual A de un espacio Booleano X es un 

álgebra medible si y �ólo si X es un espacio de Boole me 

dible. 
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PRUEBA 

i )  Si A es un álgebra medible entonc�s por proposición 

( 4 . 6 . 5 . )  X  es espacio de Boole medible. 

ii) Si X es espacio de Boole medible entonces por prop� 

sición ( 4 � 6 . 4 . )  A  es un álgebra medible. 

4 . 6 . 7 .  DEFINICIONES 

a)  Una "completación" de un álgebra Booleana A ,  es un - 

álgebra de Boole B completa junto ·con un monomorfis- 

mo h :  A +  B  tal que: 

i )  Si P = V P .  en A ,  entonces V h ( P . )  =  h ( P )  en B .  
1  1  

ii)  El álgebra completa generada por h(A) en B e s  B  

misma. 

b) U n a ·  completación " ( B ,  h) de A es minimal" si para - 

cada completaci6n ( C ,  g )  de A existe un monomorfismo 

completo (es decir que, cumple la propiedad i )  ante­ 

rior) f:  B +  C tal .que f  
O

h =  g ;  ó s e a  que el dia 

grama siguiente es conmutativo: 

h A---......;;.;._ � B 

e 
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4 . 6 . 8 .  PROPOSICION 

Si ( B ,  h )  y  ( C , ' k )  son completaciones minimales de 

A,  entonces existe un isomorfismo f :  B  +  C  tal que 
- 1  

f o  h  =  k  y  f  o  k  =  h .  

PRUEBA 

Sean C B ,  h) y C C ,  k) completaciones minimales de A� 

luego existen monomorfismos completos f ,  g  tales que 

f o  h  =  k  y  g  o  k  =  h .  

A  h  �,...•B 

Se tiene que: 

f g k = f (g  o  k) = f o  h = k o o  o  

g o  f h = g ( f  h) = g k = h .  o  o  o  o  

Probemos que "g = 
f - 1 " ,  es decir " f o  g  =  1c " y 

"s � f = 1B " . 

f o g o k = 1c k =- ( f o  g  o  k ) ( x )  =  <1c  o  k ) ( x )  para 
o 

todo xQA. 

:::::::> ( f o  g ) ( k ( x ) )  =  1c C k C x ) )  

:y por condición ii )  de completaci6n f O g = 1C .  
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Similarmente se tiene que g O f = 1B .  

4 . 6 . 9 .  PROPOSICION 

· Si A es el álgebra dual de un espacio Booleano X,  
-  

si B e s  el álgebra de conjuntos regulares abiertos en X 

y si h e s  la función identidad de A en B ,  entonces ( B ,  h) 

es una comple.tación minimal de A.  

PRUEBA 

a) · B e s  una completación en A .  

B e s  completa, ya que es el álgebra de regulares abier 

tos.  

Sea h A - - -  B  

Probemos que h e s  monomorfismo completo. 

Sea { P i } ,  Pi Q A .  Si P = Sup {Pi}  en A y 

Q = Sup { P . }  en B .  Sea U =  U  P .  ( 4 . 1 . 2 . )  ( E . 2 ) )  
i  

1  
1  

luego U =  P  por ( 1 . 1 . 6 . )  y  
.C2.  

u =  Q .  

U  es abierto, por ser supremo de abiertos. 

o .o. 

P = U y P = U =  Q .  Luego P = Q.  

Por tanto h e s  monomorfismo completo. 

Probemos que [ti (AÜ e = B donde [ti (AÜ e es el álgebra 

completa generada por h ( A ) .  
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Por ser h(A)  = A, h(A) c B ;  como B e s  completa en­ 

tonces l}iCA)] e c B .  

Probaremos que B e l}iCAUc para lo cual basta ver 

que cada abierto regular es el supremo de una familia 

de clopen de A ;  ya que al ser el supremo de una fami­ 

lia de clopen, le pertenece a [Ii (A)] C por ser ésta 

completa. 

Sea U G B entonces u = \.) P .  con p .  G  A .  
P . c U  1  ;i.  

1  

.c..  

Por ser TJ un abierto regular se tiene u = Sup { P . }  
l.  

en B y  de aquí que U =  Sup { P . }  
J.  

es decir 

b )  B  completación minimal de A .  

Sea ( C ,  k) -una completación de A .  Consideremos el 

diagrama. 

h 

A--------�B 

y definamos f así ;  para U G B ,  f ( U )  =  Sup { k ( P . ) } ,  
J.  

con P G A tales que U =  l) P . ,  f(U)  existe ya que 
Í 1 1 
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por ser C .completa el supremo le pertenece. 

" f { U ' )  =  ( f ( U ) ) ' " .  

Sea u = U P .  con p .  G  A .  
1  1  

U  g  B  �  uc g B .  

=- 
ijC  =  l.,) Q .  

'  
Q .  G  A  y  p ,  ()  Q .  =  �  

J  J  1  J  

ya que u ()  uc 
= \ti es decir: 

U P .  n  u  Q .  =  o  o  .  n  Q . )  =  �  =-  
p .  () Q .  =  t  

. 1  J  J.  J  J.  J  

de  a  qui k ( Pi ) A k ( Q j ) = o • 

f ( U )  A f ( U º )  = O .  

=  Sup { k ( P i ) }  A  Sup { k ( Q j ) }  

=  f ( U )  A  f ( U º ) .  

· f ( U )  v F ( ü0 )  =  1  • .  

entonces 

en B luego S u p . { P .  v  Q . }  =  1  en A,  
i , j  J.  J  

Sup·  {k(Pi)  v k ( Q j ) }  =  k ( 1 )  en e ,  ó s e a  
i , j  

U  V  W =  1  

Sup { k ( P i ) }  V  Sµp { k ( Q j ) }  =  1  
i , j  i , j  

y  por tanto f ( U )  V  f(.tr) = 1 

de aquí que f ( U ' )  =  (·f ( U ) ) '  •  
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f e s  completo . 

Sea {Uj }  una familia de �lementos de B .  Probaremos 

que f (Sup { U j } )  =  Sup { f ( U j ) }  

Sea U =  Sup { U j } .  

Sean O 1 , O 2 en B • 

Sea U P .  

iGI 1 
y 

Sup { P . } =  0 1  
l.  

y  Sup { Q . }  =  02 
1 

0 1  e  02 =- 01 e 02 =- Sup {Pi} e Sup {Qi}  

=- k(Sup{Pi})  <  k(Sup{Qi})  

=- S  up { k ( P . ) } < Sup ««,» 
l.  .  

=- f ( O ¡ )  <  f ( 0 2 )  .  

Luego como f preserva el orden para todo j ,  
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de donde Sup { f ( U j ) }  <  f ( U ) .  

f (U)  �  Sup { f ( U j ) }  

Sea Q e U tal que Q g A.  

Q = Q ( ) U =  Q  í) S�p {Uj }  
J  

=  Sup { Q n U .  }  
j  J  

=  Sup { Q n S�p { Pj , i } }  
j  .  1  

= Sup Sup { Q n ( Pj,i)} 
j 1 

Luego 

k(Q )  =  Sup Sup { k ( Q )  A  k(� . ) }  
j  i  J,1 

= Sup {k (Q )  . f ( U j ) }  
j  

=  k(Q )  A  Sup { f ( U j ) }  
j  

de aquí que 

pero paI\a todo Q g A ;  k ( Q )  �  Sjp { f ( U j ) }  

S u p  { k ( Q ) }  =  f ( U ) ,  para Q � A y Q e U ,  por tanto 

f(U)  <  Sup { f ( U j ) } .  
-  j  



2 0 6  

f  monomorfismo . 

U g Ker f � f(U )  =  o  

-=::>  Sup { k ( P i ) }  =  o  

-===>  k(Pi)  <  o 

'  
para todo P .  g  A  

-  1  

-=>  k(Pi)  = o  ,  para todo p .  �  A  
J.  

<==>  p .  =  t  

'  
para todo J. .  

J.  

<:::::::::>  u. P .  =  t  
" 1  1  

Sea U G A ;  ( f  o  h) ( U )  = f ( h ( U ) )  =  f ( U )  = k ( U )  por 

definici6n de f .  

Luego ( C ,  k) es completación minimal. 

4 . 6 . 1 0 .  PROPOSICION 

Sea A un álgebra de Boole. 

XA el espacio de Boole asociado a A .  

R(XA) el álgebra de abiertos regulares de XA. · 

Entonces R(XA) es una completación minimal de A •. 

PRUEBA 

Sea f el isomorfismo que existe entre A y CL(XA) 

por pro�osición ( 4 . 6 . 9 . )  R(XA) es una completación 
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minimal de CL(XA) por lo que existe el monomorfismo com­ 

pleto g :  CL(XA) � R (XA) .  

Si tomamos t = g O f y por .ser f isomorfismo entre 

A y CL(XA) es trivial probar que ( R ( X A ) '  t )  és una com-­ 

pletación minimal de A. 

4 . 6 . 1 1 .  PROPOSICION 

La completación minimal B de un álgebra A tiene la 

propiedad que todo elemento de B e s  el supremo de los -­ 

elementos de A que él domina. 

PRUEBA 

Sea ( B ,  t )  la completación minimal de A.  Probare� 

m o s q u e  si x G B ,  entonces 

x = Sup { t ( y )  1  y  g  A, t(y)  �  x} .  

Consideremos el diagrama: 

t 

� �  
R(XA) 

en el cual por proposición ( 4 . 6 . 8 . )  f  
O  

t  =  t ,  
- 1  

f  o  t  =  t .  

Sea x G B ;  
_ 1  

f  ( x )  es un regular abierto, luego 
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X  =  Sup { f ( t (y))  j  y G A ,  f  (  R.  ( y )  )  <  x) 

x = Sup { t ( y )  1  y  �  A,  t ( y )  <_ x}  •  

4 . 7 .  ALGEBRAS INYECTIVAS 

4 . 7 . 1 .  DEFINICION 

Un álgebra de Boole "B"  es "inyectiva" si para to- 

do monomorfismo g :  e +  A  CA,  e álgebras cualesquie�a) 

y para todo morfismo h C + B ;  existe un morfismo 

f :  A +  B  tal que f 
O 

g = h .  Es decir que el diagrama 

siguiente conmuta 

A 

4 . 7 . 2 .  PROPOSICION 

Toda retracción de un álgebra inyectiva es inyecti 

va. 

PRUEBA 

Sea B una retracción de un álgebra inyectiva A .  

Consideremos el siguiente qiagrama: 
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E  
,,, 

y /  
/  

J,,  

e  

Por ser B retracción de A existen los morfismos 

f A + B y g !· B + A tal que f ; g = 1B .  

Sea !i e + E un monomorfismo y 

t e + B un morfismo ; 

podemos formar el morfismo g o t e + A ·  por ser A in- 
' 

yectiva, existe el morfismo j : E +  A  tal que 

j o 
!I, = g o t .  

Definamos y = f o j y probemos que "y o 
R, = t " .  

y  o  JI,  =  ( f o  j )  
o  

R,  =  f  o C j  o  !I,  )  

=  f  o C g  o  t )  

=  ( f  
o  

g )  o  t  

=  1B o t 

= t .  

Luego B e s  inyectiva. 

4 . 7 . 3 .  PROPOSICION 

Sean A un álgebra de Boole generada por una subál- 

gebra e y un elemento r; h :  e +  B un morfismo, p* y p* 
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elementos de B tal que h ( s )  �  p* d o n d e s  G  C  y  s  <  r  

*  y  p  �  h ( t )  donde t G C y r < t .  

Entonces para cada p en B con p* � p � p * ,  existe 

una única extensión f :  A +  B ,  de h,  tal que f ( r )  =  p .  

PRUEBA 

Como A = [9 U {r}J;  los elementos de A se pueden 

representar en la forma ( s  A r )  V  Ct  A r ' )  con s y t e n  

e  por ( 2 . 7 . 7 . ) .  

Definamos f así:  

f :  A  B  

( s A r ) V ( t A r ' )  ���+ ( h ( s ) A p ) V ( h ( t ) A p ' ) .  

a )  f e s  bien definida. 

(xAr)V (yAr ' )  =  (mAr)V(nAr ' )  ==:>  ( h ( x ) A � ) V ( h ( y ) A p ' )  =  
;'  

( h ( m ) A p ) V ( h ( n ) A p ' ) .  

Sean (x A r )  V  ( y  A r ' )  =  (m A r )  V  (n A r ' )  

de aquí: 

1 2. )  r  V  Qx A r )  V  ( y  A r '  [l  =  r  V  IJm A r) V (n A  r')] 

2 Q. )  r '  V  Qx A r )  V  ( y  A r ' 5J  =  r '  V  Qm A r )  V  (n A r ' ) ]  

luego 

2 2 )  x  V  r '  =  m  V  r '  

•  



211 

de las igualdades anteriores se tiene que: 

r V (y '  A  n) = l'.' 

' 
r' V  (x A m " )  =  r' 

r V (y A n " )  =  r  
'  

r' V (x '  A. m) = r• 

y por lo tanto tenemos que 

y 11. n '  <  r  y  

luego por hip6tes.is 

h(y A n ' )  5..  Ptr � p 

p < p* � h(m v x ' )  

de donde 

h(y A n ' )  �  p  �  h{m v x� )  

por lo que 

Cx 11. m' 5.. r ' )  -� < X' V  m 

p '  �  h ( y ' )  V  h(p) 

p '  -  p'  l\. ( h ( y ' )  V  h(n) )  

p '  :  (p '  A  h ( y ' ) )  v  ( p '  A  h ( n ) )  

h(y)  A p' = ( h ( y ) A p ' A h ( y ' ) )  V  (h(y)Ap'Ah(n))  

= h(y)  A p '  A  h(n)  ·  

de manera similar se obtiene 

h{n)  A p '  =  h(y)  A  p '  A  h ( n ) .  

Luego h(y) A p '  =  h(n)  A  p ' .  
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Con procedimiento $emejante obtenemps 

h(x)  A  p = h(m) A p .  

b) ' f ( r )  =  p .  

f(�)  = ( f ( 1  A r ) �  ( O  ' A r ' ) )  

=  ( h ( 1 )  A  p)  v  ( h ( O )  A  p ' )  

=  ( 1  A  p) v ( O  A  p ' )  

:  p  V  O  

=  p .  

=  h  v  

Sea x g C ; como @ U { r :O = A 

entonces x = ( x A r ) v ( x A r ' ) .  

( 2 . 7 . 7 . )  

f ( ( x  A r )  v  (x A r ' ) )  =  (h (x)  A  p)  v (h (x)  A  p ' )  

=  h(x)  A  ( p  V p ' )  

=  h(x)  A  1  

= h ( x ) .  

d)  f es mor-fti smo, 

i )  fCx1  V  X 2 )  =  f ( x 1 )  V  f(x2)  con X1 
'  

X2 en A.  

Sea X1 = ( S ¡  A  r )  V ( t ¡  A  r ' )  

x 2  =  C s 2  A  . r )  V  Ct2  A r ' )  
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= ( ( h ( s 1 )  v h ( s 2 ) ) 1\ p )  v  C C h C t 1 ) v h C t 2 ) ) 1\ p ' )  

=  ( h ( s ¡ )  A  p) V  ( h ( s 2 >  A  p )  V  

( h ( t ¡ ) A p ' )  v  ( h ( t 2 )  A  p ' )  

=  l} h ( s 1 )  A p )  v  ( h ( t 1 )  /\ p ' U  v  

l] h ( s
2 )  

A  p) V ( h ( t
2 )  

J\  p '  )] 

ii) f ( x ) '  =  f ( x ' )  ,  donde x g A. 

Sea X = C s 1  J\  r )  v(t 1  J\  r ' ) .  

Se tiene que x' = (  s '  J\  r) V  ( t '  A  r ' )  
1  1  

f ( x )  = ( h ( s 1 >  A  p )  V  ( h ( t 1 )  A  p ' )  

f ( x ' )  =  ( h ( s r >  A  p )  V  ( h ( t i )  A  p ' )  

( 2 . 7 . 7 . )  

Proba.remes que : f ( x )  A  f ( x ' )  =  O  

f ( x )  v  f ( x ' )  =  1  •  

f(x)  A  f ( x ' )  =  [] h ( s 1 )  A p )  v ( h ( t 1 )  A  p')] A 

l] h C s p A p ) v ( h C t p  A  p')] 

= (I ( h ( s 1  ) A p ) V ( h ( t 1  ) A p ' )  ) A ( h ( s i  )Ap)]V 

IJ ( h ( s
1

) A p ) V ( h ( t 1 ) A p ' ) ) A ( h ( t { ) A p ' �  
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y 

= l]h(t  1 )  A  p ' )  !t( h(s i )  A  PU V  

(S h ( s 1 )  A  p )  A  ( h ( t ' )  A  P ' Ü  

=  O  V  o  =  o .  

f(x) V f ( x ' )  =  l] h ( s 1 )  A  p )  V  ( h ( t 1 )  A  P ' D  V  

[] h < s r >  A  p)  V  ( h ( t ; >  A  p '  ü 

-  lJ h C s 1 >  A  p )  V  ( h ( s p  A  PÜ V  

li h ( t ¡ )  A  p ' )  v  ( h ( t f )  A  p '  ü 

=  p  V  p '  

=  1 .  

e )  f e s  ú n i c a .  

Sea g : A -+ B tal que g ( r )  =  p  y  g l c  =  h  

luego g - f l c ú { r }  -  j cU{r}  ya que g(r)  = f(r)  en ton 

ces p�r coi�cidir en un generador tenemos que: 

.  g ( x )  = f ( x )  para todo x g A,  de donde g = f .  

4 . 7 . 4 .  PROPOSICION 

Si A es un álgebra de Boole entonces las siguien- 

tes condiciones son equivalentes: 

a )  A  es subretracción absoluta. 

b)  A  es retracci6n de un álgebra completa. 
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e )  A es completa. 

d)  A es inyectiva. 

PRUEBA 

a) =- b) 

Sea A una subretracción absoluta y sea (H ,  h )  una 

completación minimal de A ;  h :  A +  H  es un monomorfismo y 

por ser A subretracción absoluta existe t :  H  +  A  epimor - 

fismo tal que t 
O

h =  1A; luego A es retracción del Alge 

bra completa H.  

b) ==> c )  

tal que A 

Sea A una retracción de un álgebra completa B ;  es 

f decir, existen morfismos f ,  g :  B  

g  

Probaremos que A es completa es decir que para to 

do E c A, existe el supremo de E .  Como g ( E )  c  B  y  B e s  

completa, entonces existe el supremo de g ( E ) .  

Sea a =  Sup { g ( E ) } .  

f (a )  =  Sup E 

i)  x � f ( a ) ,  para todo x G E .  

x  (;  E  ==>  g ( x )  G  g ( E )  

==>  g ( x )  �  a ,  para todo x G E  

===-  f ( g ( x ) )  �  f ( a ) ,  para. todo x G E 
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==> ( f  
O  

g ) ( x )  �  f( .a) ,  para todo x � E 

==> x � f ( a ) ,  para todo x G E .  

ii) Sea b G A tal que x < b ,  para todo x G E .  Probare 

m o s q u e  f(a )  <  b .  

x  <  b  ===>  g ( x )  <  g(b )  

==>  a  �  g(b )  

� f(a )  <  f ( g ( b ) )  

-> f ( a )  <  1A (b)  

:::::;>  f ( a )  <  b  •  

Luego A es completa. 

e ) ==>  d) 

Sea A un álgebra de Boole completa. 

Consideremos el diagrama. 

B 

� 
A�=-···--....------ 

e 

donde g e +  B  es un monomorfismo 

h e +  A  es un morfismo 

y probaremos que existe un morfismo f 

f o  g  =  h .  

B  +  A  tal que 
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Formemos el conjunto íl ,  así :  

íl  =  { ( T ,  t )  J  g ( C )  e  T ,  T  subálgebra de B 

t T + A morfismo tal que t 
O 

g = h} 

íl f � ya que ( g ( e )  ,  t )  G  íl  con t : g ( e )  �  A  

g  (  X  )  'v'Vv+ h (X} 

Definamos ( T ,  t )  <  ( T ' ,  t ' )  si y solo si T e  T '  y  

Sea íl '  e  íl  tal que íl '  es totalmente ordenado. 

S e a ( � ,  n )  tal que N = U T y 

( T , t ) G íl '  

n  N  ---4  A  

X  'v'v'v+ t ( x )  
si x G T .  

n  es bien definida .  

Sea x G T 1  y x G T 2 ;  probemos qile 

Como íl '  es totalmente ordenado tenemos que 

( T 1  e  T2 y 

ambos casos se tiene que t 1 ( x )  =  t 2 ( x ) .  

Demostremos que ( N ,  n )  es mayorante de íl ' .  

Probemos que ( N ,  n)  G íl •  
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N subálgebra de B . 

a) x G N implica que existe T 1  tal que x G T 1  para 

CT1  ,  t 1 )  G  íl 1  
•  

y  G  N  implica que existe T2 tal que x b T
2 

para 

(T2 , t 2 )  G  íl  •  

Pero T1  e  T2 Ó T2 e T¡ ,  de aquí X · V  y  G  N .  

b) x S N implica que existe "T" tal que x G T para 

(T ,  t )  g  íl ' ;  luego x '  G  T  ya que T e s  subálgebra 

de A. Por tanto x '  G  N .  

n  O  g  =  h  

Sea x G e  

(n 
O 

g ) ( x )  =  n ( g ( x ) )  

=  t ( g ( x ) )  ya que g (x )  G  T  

=  (t 
O  

g ) ( x )  

=  h ( x ) .  

Entonces por lema de Zorn, existe (T
0 

, t
0) 

maximal 

d e n .  

T  =  B  •  
o  

Supongamos que T 1 B y sea r G B ,  r  �  T0 
cons- o 

truyamos L = CTo U {r}] ; se tiene To e L .  

Sea p* = Sup {to(y) I Y  G  To y y < r} 
- 

P'°' = Inf · {t
0 

( z )  1  z  e  To y r < z} 
'  
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el supremo y el ínfimo existen ya que A es completa. 

Probemos que p)" � p'" , es decir que p* es cota su 

perior de ·  { t  (y )  1  y G  T  y y  � r} •  
o o 

Para todo y ,  z  G  T
0 

tal que y <  r  <  z  se tiene 

t
0

( y )  �  t
0

( z ) .  Luego si y g T
0 ,  

y �  r- ,  tenemos que 

t
0

( y )  es cota inferior de { t
0

( z )  1  r  �  z}  de donde 

t
0

(y)  � p* y por tanto p* � p * .  Nos encontramos ahora 

en las condiciones de ( 4 . 7 . 3 . ) ;  por lo tanto existe un 

único .:aorfismo t :  L -+  A  tal que R. ( r )  =  p  y  JI. I T  = t
0 •  

o  

( L ,  JI. )  G  íl  •  

L. es subálgebra • 

. g ( C ) c  L  ya que g(C )  c  T
0 

e L .  

R,  o  g  =  h  .  

Sea X G C .  

(  R,  •  g) (x )  = t ( g ( x ) )  

=  t
0 

( g ( x ) )  

=  (t  
o  

g) (x) 
o 

= h ( x )  

luego (To ' \.,> < ( L ,  R, )  ya que T t L y R. I T o  =  t  
o  o ·  
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esto es contradicción porque (T
0 

, t
0) 

es 

Por tanto B = T
0 

• 

Luego A es inyectiva. 

d) ==> a) 

Sea g :  A +  B  un  monomorfismo; B álgebra de Boo­ 

le cualquiera. Probaremos que existe f :  B  +  A  epimor­ 

fismo tal que f O g = 1 A .  Como A es inyectiva tenemos 

que el siguiente diagrama conmuta. 

!ª\ 
A� A 

1A 
"t" es epimorfismo ya que para cada x g A se tiene 

X :  t ( g ( x ) ) .  

4 . 7 . 5 .  PROPOSICION 

Sean A,  B  dos álgebras de Boole, f :  A +  B  un 

isomorfismo. Entonces si A es inyectiva, B e s  inyectiva. 

PRUEBA 

Sea 
B 

· �  
D  

e  
·un diagrama de álgebras 
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de Boole; por ser A inyeptiva, se tiene el diagrama con- 

mutativo: 

- 1  
r 

0
t  =  f  O  g  

"r" existe porque A es inyectiva .. 

t = f O r es tal que t 
O 

t = g.  

Luego B e s  inyectiva. 

4 . 7 . 6 .  PROPOSICION 

Si E es un espacio ce Boole, las cendicionee que 

siguen son equivalentes: 

12) E es proyectivo. 

2�)  CL(E) es inyectiva. 

PRUEBA 

1)  ==>  2 )  

Sea el diagrama de álgebras de Boele 

CL(E A 
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Encontraremos f :  A �  CL(E) tal que f 
O 

f = g.  

Aplicando el funtor contravariante X ( 3 . 2 . 1 . )  se tiene 

el diagrama conmutativo 

XcLCE)� Á XA; xg • VE 
X B 

e:a. tiende "t" existe por ser E proyectivo. 

Es decir que se tiene el diagrama coDJD,Utativo 

= 

XGL CE) --·-F---'ii:.•X A 

B 

con r 

- 1  

=  t  o  1f  
E  

Aplicando la función inversa de X ( 3 . 1 . 5 . )  

x-1cxf º r> = x-1cxg> 
6 sea que 

x-
1

(r)  o  f = g •  

Luego x-
1

Cr) es la función f buscada. 
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2 )  ==>  1 )  

Sea un diagrama de espacios de Boole 

E 

H 

Encontraremos f :  E +  G  continua tal que f O -r = g.  

Aplicando el funtor contravariante CL ( 3 . 2 . 1 1 . )  tenemos 

qüe el siguiente diagrama conmuta 

CL(E)< m CL(G)  

CL(� ;(f) 
CL(H) 

m 
O  

CL(f)  = CL(g) 

"m" existe porque,CL(E) es inyectiva. Aplicando t = CL-l 

( 3 . 2 . 1 0 )  tenemos 

t(m 
O  

C L ( f ) )  =  t ( C L ( g ) )  

t ( C L ( f )  
0  

t(m))  = t ( C L ( g ) )  

f  o  t  (m) = g 

f = t(m) es la funci6n buscada. 

4 . 7 . 7 .  PROPOSICION 

Si B e s  una álgebra de Boole, las dos condiciones 
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que siguen son equivalentes: 
1�)  B e s  inyectiva. 
2 2 )  XB es proyectivo. 

PRUEBA 

1)  � 2 )  

·  Sea un diagrama de espacios de Boal..e 

X 

r 

Encontraremos f :  x
8 

� E continua tal que f O f = g. 

Aplicando el funtor CL,  tendremos el diagrama conmutativo 

CL(X ,Y B � CL(E) 
\� �f) 

CL(F)  
en donde h O CL(g)  = m o  CL(f)  ó 

CL(g) = h-l o m o CL(f)  ( 1 )  
y  en donde h e s  la biyecci6n entre CL(XB) y B 
"m" existe porque B e s  inyectiva. 
Aplicando la funci6n t = CL-l en ( 1 ) :  
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t ( C L ( g ) )  =  
t( (h-1  o  m) 

O 
C L ( f ) )  

t ( C L ( g ) )  =  t ( C L ( f ) )  o  t(h-l 
º m} 

f 
-1 g = O 

t (h  
O  

m ) .  

Luego f = t(h-l 
O  

m) es la función buscada .. 

2 )  �  1 )  

Sea el diagrama de álgebras de Boole 

Aplicando el fwttor X se tiene· 

e 

X . 
g 

"m" existe por ser XB proyective. 

Aplicando la función x-l ( 3 . 1 . 5 . )  se tiene el diagrama 

conmutativo: 

Luego B e s  inyectiva. .,, 

, .  
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4 .  7 .  8 .  'PROPOSICION 

Sean A,  B  dos álgebras de Boole. Entonces A x  B e s  

inyectiva si y solo si A y .B son ambas inyectivas. 

PRUEBA 

A x  B  es inyectiva <=>- XAxB es proyectivo 

� XA + XB es proyectivo 

<=- XA y XB son ambos proyectivos 

<==> A y  B  son ambas inyectivas. 

4 . 7 . 9 .  PROPOSICION 

Sea (Ai )iGI  una familia de álgebras de Boole.  En-- 

tonces 1 A
1. 

es inyectiva si y solo si cada A .  es inyecti 
1 - 

va. 

PRUEBA 

¿ A .  es inyectiva <==> C L ( IT X A . )  es inyectivo 
1 1 

X C L ( IT X A . )  es proyectivo 
1 

es proyectivo 

<::::::::> cada XA. es proyectivo 
1 

<==> cada A .  es inyectivo. 
1 
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Con el desarrollo de este apéndice, pretendemos, 

en alguna medida, sentar las bases iniciales en Teoría 

de Categorías y. Topología, o sea dar los conceptos el� 

mentales que nos faciliten_ la comprensión de los temas 

a desarrollar en este trabajo. 

• 
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I  -  ELEMENTOS DE TEORIA DE CATEGORIAS 

I . 1  CATEGORIA 

I . 1 . 1  DEFINICION 

Una categoría '�" consiste en: 

12)  Una familia Ob(r) cuyos elementos son llamados 

objetos de :C.  

2Q )  Para cada par A,  B  de objetos de :e,  un conjunto 

denominado Mor(A, B) cuyos elementos son llama­ 

dos Morfismos de A a B .  

32)  Para cada objeto A, un elemento de Mor(A, A ) ,  -  

denotado 1A , llamado Morfisrri.o Identidad de A. 

42)  Una Ley de Composici6n: si A, B ,  C  pertenecen a 

Ob(:C) y "f" y "g" son elementos de Mor(A, B) y 

Mor(B, C),respectivamente, existe un morfismo 

g 
9 

f g Mor(A, C ) .  (En otras condiciones g O f 

no está definido). 

Se satisfacen los tres axiomas siguientes: 

1.2)  Los conjuntos Mor(A, B )  son disjuntos. 

2 2 )  Si f,  g,  h  son Morfismos de A a B ,  de B a C 

y de C a  D  respectivamente, entonces 

h o (g o  f)  �  (h o g ) f .  

3 2 )  Si f g Mor(A, . B )  entonces 1B O f = f 
O 

1A = f. 

.. 
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bl:.:_2 EJEMPLOS 

1Q)  Categoría de los Conjuntos "$ 1 1  cuyos objetos son lós. --:­ 

conjuntos y los morfismos de un conjunto A a un conjun­ 

to B,  son todas las funciones 

f :  A +  B .  

2 2 )  Categoría de Grupos "Gr" cuyos objetos son los grupos y 

los morfismos de un grupo A a un grupo B ,  son las funcio 

nes 

f :  A +  B  tales que f(x .y)  = f(x) •  f (y ) ,  

para todo x, y en A. 

3�)  Categorías de Espacios Vectoriales· "Vk" cuyos objetos -­ 

son los Espacios Vectoriales sobre un campo k y los mor 

fismos son las funciones lineales. 

4g,) Categoría de Anillos "An" cuyos objetos son los anillos 

. y los morfismos de un anillo A a un anillo B ,  son las -­ 

funciones 

f :  A +  B  tales que 

f(x + y ) _ =  f(x)  + · f ( y )  

f(x y ) =  f(x) f(y)  

para todo x, y en A.  

I .  2  MORFISMOS 

I . 2 . 1  DEFINICION 

S e a :C  una categoría; A, B objetos d e :C ,  f  g  Mor(A, B ) .  
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El morfismo f. es.llamado "moll.omorfismo" si pana todo 

par de morfismos g ,  h  se cumple: 

f o _ g  =  f  O h ==>  g  =  h .  

El diagrama siguiente ilustra esta definici6n: 

! f 
E 

h 

I . 2 . 2  DEFINICION 

A + B 

Sea::C una cat,egoría; A, B objetos d e :C ,  f  Q  Mor(A� B ) .  

El morfismo f e s  llamado "epimorfisJJio" si �ara t<:,do par de 

morfismos g,  h  ·se cumple: 

.  g o f = h o f =9" g = h, 

El diagrama siguiente iiustl:'a la definici6n: 

f 
A + 

I . 2 . 3  DEFINICION 

B E 

Sea:C una categoría, A, B objetos d é :C ,  f  �  Mor(A, B) .  

El morfismo f e s  llamado"isomorfi$mo"si existen morfismos 

. g ,  h tales que: 

f o  g  =  18 

-� 
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I . 2 . 4  PROPOSI'CION 

Si A 
g 
-+ B 

f 
� e es un diagrama en una Categoria 

:c. Entonces: 

i) f º ·  g  es un monomorfismo si f y g lo son. 

ii) f º ·  g  es un epimorfismo si .f y g lo son. 

iii) g e s  un  monomorfismo si f O g lo es .  

iv) f e s  un epimorfismo si f O g lo es. 

PRUEBA 

i) Sean f,  g monomorfismos, probaremos que f 
O 

g 

es uri monomorfismo. 

Sea: 

(f o g) o l:i = (f O  g) o h ' ;  asociando 

f o ( g  o  h) = f O Cg 
O  

h ' )  

por ser f mo:riomorfismo 

. g o h = g o h' 

por ser g .monomorfi smo 

h = h'  .  

Luego: 

f o 
g 

es un monomorfismo. 
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ii) Si f ,  g  son epimorfismos, probaremos que 

f 
O 

g es epimorfismo. 

Sea: 

h o (f  º ·  g) = h'  0  (f O  g) asociando 

(h o f) o  g = (h'  o  f) o g 

po� ser g epimorfismo 

h o f ::: h ' o f 

por ser f epimorfismo 

h .  -  h '  

Luego: 

f O . g  

es epimorfismo. 

iii) Si f O g es monomorfismo, probaremos que g e s  .  

monomorfismo. 

Sea: 

g o m = . g o n , 

entonces 

f 
O 

(g 
O  

m) = f o  ( g  
O  

n) 

ó s e a :  

(f  O  g) o m - ( f  O  g )  o  n 
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de donde: 

m - n 

por ser f o  g  monomorfismo. 

Luego: 

g O m = g O n + m = n. 

iv) Probaremos que f e s  un epimorfismo, si f 
0

. g  

lo es. 

Sea: 

m O f = n O f , 

entonces 

(m º f) o g = (n º f) º g 

ó s e a :  

m  
O  

( f · o  g) = n o  ( f o  g) 

pero, por ser f º ·  g  epimorfismo, tenemos que 

m = · n .  

Luego, f e s  un  epimorfismo. 

I . 3  FUNTORES 

I . 3 . 1  DEFINICION 

Sean JC y ])  dos Categorías; un funtor lF d e �  a  JO  es 

una "función doble" lF : � + ]) que a cada objeto A de 

:C , le hace corresponder un objeto JF(A) en ID y a cada 
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morfismo f de A a B en :C un morfismo JF ( f )  de JF{A) a JF ( B ) .  

JF  ---�ID 

f. A + B "'"'+ IF ( f) : JF (A) + JF ( B ) •  

Un funtorJF satisface dos condiciones: 

12)  IF.Cg O h )  =  IF(g)  0  F ( h ) ,  si g O h existe en :t. 

2!2)  JF(1A) = 1IF(A) ,  para todo A � O b CC ) .  

Se distinguen dos tipos de funtores: 

- Funtor Covariante. 

- Funtor Contravariante. 

El funtor Covariante, es el que acabamos de definir. 

El funtor Contravariante, es aquel en el cual la 

igualdad JF(g O  h )  = · lF ( g )  0  JF ( h )  es sustituida por la 

igualdad JF(g 
O  

h) · = lF(h)  o  JF(g)  

I . 3 . 2  EJEMPLOS 

1!2) JF :  Gr �An 

A 'l.,'1.,1\,+ z X A 

, 
1 

f A + B 'l.,'1.,1\,'1.,.+ JF ( f) :  z X A ---<+·. z X B 

(m,  x) "'"'"'"'+ (m, f ( x ) )  

J 
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Las operaciones sobre z x · A  son �efinidas así: 

(m, x) + (n, y) = (m + n, X  + y)' 

(m, x) (n,  y) = (mn, my + nx). 

JF es un funtor covariante. 

2.S1.) Si k es un cuerpo, tenemos el funto� contravariante: 

--wi;.)i V 
k 

A l\¡l\¡'\,l\¡l\r+ Mor(A, K) 

f A + B l\¡I\,'\,+ '11' ( f ) ; . '11' ( B ) ---+: '11' (A) 

. g 1\,1\,1'\,1\r+ g o f 

I . 3 . 3 .  PROPOSICION 

Si en el diagrama siguiente: 

A 
JF 

JB 

A,  JB, JC son categorías y JF ,  l3  ·  funtores; entonces: 

i) � o JF es un furrton oover-Larrte si E y JF lo son. 

ii) E O JF es un funtor covariante si JF y :x; son contr!_ 

variantes. 

1·1·1·) JG "Tt:' 
o .!J.: es contravariante si lF es, covariante y .:G ºº!!. 

travar�ante. 
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PRUEBA 

i) Sean 13,  JF funtores covariantes, a pr_obar que :G JF 

es covariante, o sea: 

13lF(h
0

f )  =  · :G JF ( h )  
0

:G lF ( f )  

::G  lFChof> = EOF(hoºf)} = J;(F(h) G  ]F ( f ) )  

=  13  lF(h) o :r;· ]F ( f )  •  

ii) SeanlF y E  funtores contravariantes, a probar que 

J; F  es covariante. 

:G lF(h0 . f ) .  = :GOFChóf) )  

=  :GOF(f) 
0  

lF(h))  

=  :G lF(h) o  13 lF ( f ) .  

Luego, 13 lF es covariante. 

iii) S e a lF  un funtor· covariante y :G contravariante, enton 

ces probaremos que . :E: lF  es contravariante: 

:r; lF(h�f) = :GOF(h 0 f) >  

= J;QF.(h) o ]F ( f ) )  

=  :G  ]F ( f )  o  l3 JF ( h ) .  

Luego, :G lF es contravariante. 
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I . 4  FUNTORES ADJUNTOS 

I . 4 . 1  DEFINICION 

Si :C y ID son dos · categorías 

S :C � ID 

'11' ID -+ :C 

dos funtores contravariantes. 

Se dice que S y 'J1' son funtores adjuntos a la 

izquierda, si para cada par de objetos C G O b CIC )  y 

. D  g  O b CID )  hay una biyección: 

ªc,D :  M or ( S (C ) ,  D) + Mor( 'Il' ( D ) ,  e) 

tal que si 

f e �  C '  

g  D .--+  D '  

son morfismos de :C y ID respectivamente, el diagrama si-­ 

guiente es conmutativo. 

Mor(S (C ) ,  D) ªc ,D  Mor ( rr ( D ) , C )  

l  
+  l  óf ,g yf,g 

8c,D  

ªe '  , D '  
Mor C s e e ' ) , D ' ) 

+ 
Mor( 'Jl' ( D ' ) ,  C ' )  

8
c '  , D '  
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en donde 

�C;D = 
-1 

ªc,D 

Yf,g  (m) = g o m�S(f) 

o (n) = f o n ¿ ':n' ( g )  .  f_,g 
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1 1  ELEMENTOS DE TOPOLOGIA GENERAL 

II .  '¡ ESPACIOS TOPOLOGICOS 
r• e 4 

I I . 1 . 1 .  DEFINICION 

Sea X un conjunto y T e  P ( X ) .  Se dice que T e s  una.  

topología en X s i :  
• 

i) <t>  �  T y X G T . 

. ii) Si 

iii) Si 

A .  G  T  
J.  

A ,  G  T  
1  

para todo 

para todo 

1 G I ,  

J.  g  I ,  

entonces U A .  G  T.  

iGI 1 

donde I es un con- 

junto finito, entonces 

NOTAS 

A .  G  T .  
J.  

1 Q )  Al pa� ( X ,  T ) ,  donde X y T son los de la definición ag 

terior, se le llama �spacio topológico. Cuando no sea 

necesario especificar T ,  nos referiremos·a X como un - 

espacio topológico. 

2 � )  Los elementos de T ' s o n  llamados los conjuntos abiertos 

de X.  

I I . T . 2 .  EJEMPLOS 

j.2) T1  =  {X  ,  <f> }  es una topología en X.  

22) T2 = P ( X )  es una topología en x. 

3-2, )  T3  = ·  {A e X 1  A = <!>  6 C X A  es finito} 

gía en X .  

es una topolo-- 
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I I . 1 . 3 .  DEFINICION 

Sea ( X ,  T )  un espacio. topológico y B e  T .  Entonces JB 

se llama una base para T si todo abierto, es unión de ele- 

mentes de JB .  

NOTA 
- 

La definició'n anterior es equivalente con el siguie!!_ 

te enunciado: 

"Para cada A g T y cada x g A,  existe B g JB ,  

tal que ·  x g B y B e A" .  

I I . 1 . 4 .  DEFINICIONES 

a) Un conjunto A e X de un espacio topológico ( X ,  T )  se 

llama cerrado si Ac con respecto a X es abierto. 

b) Sea ( X ,  T )  un espacio tepológico. Un conjunto A e X es 

llamado un clopen si A es a la vez abierto y cerrade. 

I I . 1 . 5 .  EJEMPLOS 

E1) El conjunto Z e :R es cerrado. 

E2)  Si x g JR ,  {x}  es cerrado. 

E 3 )  $  y  E  son conjuntos clopens. 

I I . 1 . 6 .  PROPIEDADES DE CONJUN'IlOS CERRADOS 

Sea ( X ,  T )  un espacio topológico; entonces: 

i )  X  y  �  son cerrados. 

ii) Toda intersección de cerrados es un cerrado. 

; 
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iii) Toda unión finita de conjuntos cerrados, es un -- 

conjunto cerrado. 

PRUEBA 

i )  Evidente por la definición de cerrado. 

ii) Sea (Gi)iGI una familia de conjuntos cerrados. 

G: es un conjunto abierto, para todo i G I ,  
J.  

por lo tanto [ () Gr = u G� es un abierto 
iGI i�n 

J.. 

por ser unión de abiertos; luego 

cerrado. 

G .  
1  

es un 

iii) Sean G 1  ,  G2 , • • • •  Gn 

to para 1 = 1 ,  2 ,  • • .  

c  cerrados. Gi es 

n .  Luego ( 1 Gir = 

abier­ 
n c 
() G . '  1  J..  

es un abierto por ser intersección finita de abier 

tos ;  por lo tanto, 
n 
U G .  1  J.  

es cerrado. 

I I . 1 . 7 .  PROPIEDADES DE CONJUNTOS CLOPENS 

Sea ( X ,  T )  un espacio topológico; entonces: 

i )  �  y son clopens. 

ii) La intersección de dos clopens es un clopen. 

iii) La unión de dos clopens es un clopen. 

iv) El complemento de un clopen es clopen. 

PRUEBA 

i)  �  y  X son clopens (es  evidente por la definí- 
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ción de clopen).  

ii) Sean A,  B  clopens, entonces A ( )  B  es c l o p e n .  

A ( )  B e s  un abierto por ser intersección finita 

de abiertos. Además A ( )  B  es un cerrado por 

ser intersección de cerrados. Luego A í)  B e s  

clopen. 

iii)  Sean A, B clopens, entonces A U B e s  el open . 

A U B abierto, .  .,. de abiertos. es un por ser union 

A U B cerrado, 
.  .,. finita de es un por ser un ion ce- 

rrados. Luego A U B es un clopen. 

iv) Si A es clopen, entonces Ac es c l o p e n .  

A  es un abierto, entonces Ac es cerrado. 

A es un cerrado, entonces Ac es abierto. 

Luego Ac 1 es un e open. 

I I . 2  SUBESPACIOS - ESPACIOS SEPARADOS O DE HAlTSDORFF 

r r . 2 . 1 .  DEFINICION 

Sea ( X ,  T )  un espacio topológico, S c X y S f � 

y T8 = { O  í)  S I  O G T} la topología inducida en S por 

la topología T .  El espacio topológico ( S ,  T8)  se llama sub 

espacio del espacio topológico ( X ,  T ) .  

NOTA 

De la definición anterior, se obtiene que U e S es 

un abierto en el sub-espacio S de X (X  espacio topológico) 

, 

-�---- - -  
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si y solo si existe un abierto O e X, tal que U =  O  () S .  

Ejemplo: todo intervalo de JR es un sub-espacio de JR .  

r r . 2 . 2 .  PROPOSICION 

Sea X un espacio topol6gico y S un sub-espacio de X. 

Un conjunto A c S es cerrado en S ,  si y solo s i ,  existe 

un conjunto cerrado F e  X  tal que A =  F  ( )  S .  

PRUEBA 

i )  Sea A c S ,  A  cerrado en S ;  entonces e 
A es ---  

abierto en S ;  por lo tanto existe O abierto en X,  

tal que Ac = O n S ,  esto es S -  A = O n S .  

De aquí resulta que 

A =  ( O  ()  S ) c  =  s  -  ( O  () S )  =  s  n  ( X . -  O ) ,  

siendo ( X  -  O )  cerrado en X .  Luego existe un 

conjunto cerrado F = X - O ,  F  c  X  tal que 

A = F n S .  

ii)  Sea F e X un conjunto cerrado tal que A =  F  n  S. 

Probaremos que el complemento de A (respecto a S )  

es abierto en S .  

En efecto: 

Ac = S - A  =  S  -  ( r n s )  =  s n  (X-F)  que es un abierto 

en S ya que X - F = re es abierto en X ,  por 

ser F cerrado. Luego si  Ac  es un abierto se ob 

tiene que A es un cerrado en S .  
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I I . 2 . 3 .  DEFINICION 

Un espacio topológico ( X ,  T )  se llama separado o de 

Hansdorff si para todo x,  y en X,  x f  y,  existen abiertos 

A y B tales que x G A ,  y  G  B  y  A ( )  B  =  � .  

I I . 2 . 4 .  EJEMPLO 

JR es un espacio separado, en donde los abiertos son 

todos los subconjuntos A d e JR  que satisfacen que para to- 

do x G A,  existe h > O �  tal que 

J x  -  h  ,  x  +  h [  e  A. 

I I . 2 . 5 .  PROPOSICION 

En un espacio topológico separado X ,  toda parte re- 

ducida a un punto es un conjunto cerrado. 

PRUEBA 
·, 

Sea x G X y X 

abierto. 

. e separado. Mostremos que {x}  es 
.  

. 

Sea y G {x }c ,  por ser X separado, existen abiertos 

A y B ,  tales que X G A ,  y  G  B  y  A  ( )  B = � .  

De aquí se tiene que B e 
{ x } c  y  por ser "y" arbi- 

trario resulta fx}c abierto. Luego { x }  
.,.  

sea toda que es o 

parte reducida a un punto es un conjunto cerrado. 

I I . 2 . 6 .  PROPOSICION 

Todo sub-espacio de un espacio separado es separado. 
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PRUEBA 

Sea X un espacio topológico separado y S un sub-esp� 

cio de X.  Sean x ,  y  en S ;  x  f  y .  Por ser X separado, exis- 

ten abiertos A y B con x G A,  y G  B  tales que 

A n B = <l> .  

Formamos los abiertos de S :  � = A ( )  S ;  B  =  B  n  S ,  
y  

Se ve ,claramente que A x ( )  B y = $  ,  por lo tanto S e s  se­ 

parado. 

I I . 3 .  ADHERENCIA, INTERIOR, FRONTERA Y CONJUNTOS RAROS . 
.  ,  .. : . 

I I . 3 . 1 .  DEFINICIONES 

Sea X un espacio topológico y A e X .  

1� )  Un punto x G X se dice que es adherente a A ,  si todo 

abierto que contiene a "x" contiene al menos un punto 

de A (que puede ser "x"  mismo) .  

2 2 )  El conjunto de todos los puntos adherentes a A ,  se lla 

ma la adherencia de A (o  la cerradura de A ) ,  y  se deno 

ta por A .  
o  

3 2 )  El interior de A ,  denotado A ,  el abierto 
., 

es mas gran- 

de contenido en A .  Es decir 

o 

A :: U O , 

OcA 

O abierto. 

42 )  Se llama frontera de A ,  al conjunto de puntos adheren 
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tes a A y a su complemento. Se  denota por F r ( A ) .  Así 

Fr (A) = A n A e .  

5 2 )  A  es un conjunto raro, si el interior de la adherencia 

de A es vacío. 

I I . 3 . 2 .  EJEMPLOS 

E1 En JR si A = J O ,  :[]  entonces A = �' lJ 

B = {  1 j n G ID }  entonces B = B U  { O } .  n  

E2 En JR ,  el interior de @ ,  b] es ] a ,  b [  .  

E3 En JR ,  6 1  A = J o '  u  entonces 

Fr(A) = (] '  1] n ( J - 00 ' o] u o. '  +  00  [ )  =  { o '  1 } .  

Si B = · { 1 1  n G JN }  ,  entonces 
n 

Fr(B)  = B U  { O } .  

E4 En todo espacio topológico, � es un conjunto raro. 

I I . 3 . 3 .  PROPIEDADES 

Sea X un espacio topológico y A e X .  

Entonces: 

1 .2 )  A  e  A  
o  

A e  A .  

2 .2 )  A  es cerrado -===> A =  A  
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o  

3 2 )  A es abierto -==- A = A. 

4 2 )  A e  B  =- A e  B  .  

o  o  

5  Q. )  A  e  B  =- A  e  B  .  

o  

A  
o  o  

6 2 )  =  A  A  =  A  

A  
o  o  

7 2 )  A  U  B  =  U  B  (A n B ) º  =  A  n  B  
o  

8 2 )  4>  =  <l>  

'  
X  =  X .  

o  o  

9 2 )  A  ( )  B e A ()  B A U B e CA U B ) º .  

A  -  
o  

1 0 .2 )  Fr(A) = A 
o  

112 )  Fr(A) () A = <l> 

o 

Ac o 

1 2 º- )  (A )c  
=  

( A ) c  
=  (AC)  •  

I I . 3 . 4 .  PROPOSICION 

Sea X un espacio topológico, A e X y B e  X. En-- 

tonces Fr(A U B )  e  Fr(A)  U F r ( B ) .  

PRUEBA 

Fr(A U B )  =  A  U  B  n CA U B ) c  

-  -  e  e  
e  (A u B )  ( )  (A n B)  

O- e  e  J O e  Ac J = (A n A) n B U ( B n B )  n  

=  [Ir CA) n � J u !}'r ( B )  n Á ] 

e  Fr CA) U Fr ( B ) . 
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I I . 3 . 5 .  PROPOSICION 

Sea X un espacio topológico, A abierto y B e  X,  enton­ 

ces :  A  f)  B e  A  í) B .  

PRUEBA 

Sea x � A n B y sea O un abierto que contiene 

a "x" ,  Como x G A n B , x G A y por ser A abierto, O n A 

es un abierto que contiene a "x" .  

Además, x G B de donde se  sigue que: ( O  n A) () B + 11> , 

ó lo que es igual O n (A n B )  f  <I>  de donde x G A n B .  

Luego, A í)  B e  A ( )  B .  

I I . 3 . 6 .  PROPOSICION 

Sean A,  B  conjuntos raros de un espacio topológico 

X ,  entonces A U B es raro. 

PRUEBA 

Sabemos que A U B = A U B • 

Sea E un abierto tal que E f <I> • Probaremos que 

E � A U B , es decir que existe X � E tal que x $ A u B • 

E 4 A ya que A es raro y E f <I> • Luego existe 

X g E tal que X $ A ' de aquí que existe un abierto o 

• 

.. 

tal que O n A 11> ,  X  G  0 .  

E 1  =  O  n E �  B  ,  porque B es raro; esto quiere decir 

que existe y G O r 1  E tal que y $  B ;  y $  A  porque 

y G O ,  por lo tanto y $ A U B • Luego 
o 

A U B = ll> .  
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I I . 3 . 7 .  PROPOSICION 

Sea X un espacio topológico, A e X y B un conjun 

to raro, entonces B (1 A es raro. 

PRUEBA 

Probaremos que B r, A = � 

B (1  A e B ,  de donde se tiene que 
o o 

B n A c B  
Q..  

y  como B = � 

B n A = t . 

entonces 

I I . 3 . 8 .  PROPOSICION 

e e 

Si P e Q , entonces Q e P • 

PRUEBA 

c c 

Si P e Q , entonces P e Q de donde Q e P • 

I I . 3 . 9 .  PROPOSICION 

Si P e s  abierto, entonces 

PRUEBA 

.Q,. 

P e P • 

P e p 
o !;l.. 

por propiedad de adherencia; además P e  P ,  

o  

pero como P e s  ·abierto P = P .  Luego, 

I I . 3 . 1 0 .  PROPOSICION 

o 

P e P . 

e 

Si P e s  abierto, entonces P 
� o 

( p ) -  

. J  
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i )  Por proposición anterior, como P e s  abierto, e e 
.Q.. • � - P e  P ,  aplicando ( I I . 3 . 8 )  tenemos que P e  P  ,  

pero f = ! ; luego [�]"- e [�) .  
e ii) P e s  un abierto, luego aplicando ( I I . 3 . 9 )  tene- 
mos que � e ·(�} .2.. • 

I I . 3 . 1 1 .  PROPOSICION 

.2..p -- ( .Q..p) .2.. • Si P e s  abierto, entonces 
PRUEBA 

e [ �] .Q.. p abierto =- 
p (por . . ,,_ anterior) = propos1c1on 

==:i, . (�) e 
= 

(�) ;_ 
e o e 

o (i]º = [i)º ( t] .2.. ==;.,. p 
= = 

Q.. (i)Q_ ==> p = 

I I . 3 . 1 2 .  PROPOSICION 

Si P y Q son abiertos, entonces 
-'l. .2.. 

( P  (l Q ) .2..  = P fl Q 

• 
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PRUEBA 
.Q.. .Q.. 

i )  P () Q e ( P n Q ) .C.. .  

P  n  Q  c  P  n  Q  ( I I .  3 .  5 ) ,  de donde se obtie- 
.Q.. o � 

ne P () Q c ( P  í ) - Q ) -  ( 1 ) ;  haciendo P = P 

.Q.. .Q.. (.Q.. Q].2. en ( 1 )  tenemos que p ()  Q c p n • Por 

otra parte, aplicando ( 1 )  con los papeles de p 

intercambiados, 
.Q.. .Q. 

y Q tenemos p () Q e ( P  ( )  Q )  '  
o  

(.Q.. Q.  Q ) �  .2..  
de donde P í )  Q )  e  (P  r1 = (P  r1 Q )  

ya que p ( )  Q es abierto. 

.o.. D.. D.. o .2.. 
Luego ( P  {)  Q )  e  ( P  ()  Q ) -  e  (P  n Q) de donde 

.Q.. D.. Q. 

p ()  Q e ( P  n Q)  

.2..  o,  .Q..  

ii) ( P  () Q) e p () Q . 

Como p ()  Q e p y p ()  Q e Q entonces 

.o.. Q. .Q.. 

( P  ( )  Q )jl_ e p y (P ()  Q )  e  Q  de aquí 

Q. .o.. .Cl. 

que ( P  ()  Q )  c p  n Q .  

I I . 3 . 1 3 .  PROPOSICION 

La frontera de un conjunto abierto es un conjunto 

cerrado y raro. 
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PRUEBA 
Sabemos que Fr(P)  = P r, pe 

e e 

Por ser P abierto P = P 

Supongamos que el interior de la frontera de P e s  
distinto de vacío; luego existe un abierto A :f: t tal 

e 

A e Fr ( P ) ,  es decir, A e P () p de .,,. que 
' 

aqu1 
e 

A = A n p y como A e p entonces A n P = � 

' 
lo cual 

es una contradicción ya que si x G A entonces x G P ,  

de donde para todo abierto O que contiene a .  "x" O n P :f: t .  

Por tanto 
Fr(P) = J  •  

I I . 4 .  CONJUNTOS REGULARES ABIERTOS 

I I . 4 . 1 .  DEFINICION 

Sea X un espacio topológico. Un conjunto abierto "P" 

es llamado "regular" si coincide con el interior de su ce- 
rradura. O sea P e s  regular si 

I I . 4 . 2 .  PROPOSICION 

.o.. 

p = p • 

Si {Pi}  es una familia de conjuntos regulares abie�­ 
tos,  entonces (� Pi)� y c r ,  Pi)� son conjuntos regula- 

1 i 

res abiertos. 
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i )  Como U P .  
i  1  

.2..  

(U p . )  
1  1  

.Q.  
.2..  

=  (U p . )  
.  1  

1  
se tiene 

es un abierto, aplicando ( I I . 3 . 1 1 . )  

ii) Aplicando ( I I . 3 . 9 )  se tiene que 

o 

.2.. 
( ( )  P . )  e  

i  J.  

.2..  

(  () p . )  
i  J.  

() P .  e  P .  para todo j ; 
1 J l. 

o o 

Q ..2... 

()  P .  e  P .  para todo j ; como P .  es un re- 
i l. J J 

gular abierto. Se tiene 

o 

g 

() P .  e  P .  para todo j ; luego 
1 J. J 

9 
o 

n P .  e  
i  1  

() p .  e  
1  

1.  

() p .  

J.  1  
y  de aquí obtenemos 

...,Q,_ 
..c._ 

() p .  
i  J.  

e  

_ _J 
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I I . 4 . 3 .  PROPOSICION 

i) t e s  un abierto regular. 

ii) Si X es un espacio topol6gico, entonces X es un 

abierto regular. 

iii) Si P y Q son abiertos regulares, entonces 

P (1 Q es un abierto regular. 
e 

iv) Si P es un abierto regular, entonces P es un 

abierto regular. 

PRUEBA 

i) <} 

ii) X 

52..  

= <}  

D..  

= X 

trivial. 

trivial. 

iii) P n Q = 

52.. 

( P  n Q) 

Por ser P y Q abiertos regulares 

a. . .O.. 

p = p y Q = Q de donde 

� o o 

e P n Q > = P n Q = e P n Q > - e II. 3 . 1 2  >  •  

e  Q.  S2..  

iv) P = (P )  es trivial (por proposición I I . 3 . 1 0 ) .  

I I . 5 .  FUNCIONES CONTINUAS - ESPACIOS COMPACTOS. 

I I . 5 . 1 .  DEFINICION 

Sean ( X , T 1 )  y  (Y ,  T 2 )  espacios topológicos, 

_ _  J 
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f :  X +  Y  una función� Se dice que f e s  continua en el 

punto x0 G X si para todo abierto Of(xo >  que contiene 

a f(x 0 . ) ,  existe un abierto O que contiene a 
Xo 

X0 , tal 

que si x 6 Ox
0 

entonces f{x) G OfCxo)  •  

.NOTA 

12) Se ·dirá que f :  X +  Y  es continua si es continua en 

cada uno de sus puntos. 

2 2 )  Se prueba que " f :  X +  Y  es continua si y solo si la 

imagen inversa por f de todo abierto de Y es un abier­ 

to de X! ' .  

I I . 5 . 2 .  DEFINICIONES 

1�) Sea X un conjunto y A e X. Una familia (Oi)iGI de 

partes de X ,  se llama un cubrimiento de A si A e U o . .  

iQI 1 

22) Un espacio topológico� se llama compacto si 

i) X es separado. 

i i )  Si de todo cubrimiento abierto de X, se puede ex­ 

traer un cubrimiento finito de X.  

3 2 )  Si X es un espacio ·topológico y {Ai}iGI es una familia 

de subconjuntos de X, se dice que la familia.{Ai}iGI 

cumple la propiedad de intersección finita si para 
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finito se cumple que n A ·  f .  �  .  
iGJ J. 

Todo intervalo cerrado y acotado d e JR  es compacto. 

I I . 5 . 3 .  PROPOSICION 

Si X es un espacio topológico, las condiciones que 

siguen son equivalentes: 

a) X es compacto. 

b) X es separado y para toda familia (Ai)igI de ce­ 

rrados de X tal que n A .  =  t  ,  existe J e I ,  
iGI 1 

J finito tal que n A .  =  cI>  •  

iGJ 1 

c )  X  es separado y para toda familia (Ai)iGI de e� 

rrados de X con la propiedad de intersección fi- 

nita se cumple que () A .  f  cI>  •  

iGI 1 

DEMOSTRACION 

a ==- b) 

i )  X  es separado por definición de compacto. 

ii) Si (Ai)iGI es una familia de cerrados tal que 

(1 A .  =  cI>  entonces 
iGI 

1 

e ( A . ) . � r  es un cubrimiento 
1 . 1 'C  

q u e  X  = .  U  

iGJ 
A

c ., . , o sea que 
J. 

n A . •  

iGJ 1 

abierto de X ;  luego existe J e  I �  J  finito tal 
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b  =- e)  

i)  X  es separado por condici6n b ) .  

ii) Sea (Ai)iGI una familia de cerrados con la pro­ 

piedad de intersección finita; si r1 A .  =  t ,  
H;I 

1 

existiría J e  I  finito tal que ( ) A . =  t ,  lo 
iGJ 1 

cual contradice la definición de propiedad de 

intersección finita. Luego n A .  f  �  .  
iGI 1 

e ==> a )  

i)  X es separado por condición e ) .  

ii) Sea (Oi)iGI una familia de abiertos de X tal que 

X =  U  o  . •  Si para todo J c I ,  J  finito, se tu­ 
igI 1 

viera que X + U O .  ,  entonces 
iGJ 

1 
seria 

una familia de cerrados con la propiedad de inte� 

sección finita; luego se tendría ·e 
('\ o .  

iGI 
1 

6 

sea que X +  U  o . ,  como ésto es una contradic- 
i�n 

1 
· 

ción, debe de existir J c I ,  J  finito tal que 

X = u 

iGJ 
o .  

1  

I I . 5 . 4 .  PROPOSICION 

En un espacio compacto, todo subconjunto cerrado es 

__ J 
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compacto. 

PRUEBA 

Sea X un espacio compacto y F c X un subconjunto 

cer-nado de X .  Por ser X separado, resulta que F es sepa- 

rado ya que F e  X .  

Sea (Fi)iGI una familia cualesquiera de cerrados en 

F ,  tal que () f . =  t .  Los f .  son cerrados en X;  luego 
1 J. 

por ser X compacto, existe J c I ,  J  finito tal que 

n F .  =  w ,  
i�J J. 

por tanto F es compacto. 

I I . 5 . 5 .  PROPOSICION 

En un espacio separado, todo subconjunto compacto es 

cerrado. 

PRUEBA 

Sea X un espacio separado y A un subconjunto compac­ 

to de X .  Probaremos que A es cerrado, o sea que Ac es 

abierto. 

Sea c x
0 

G A .  Por ser X separado, para todo y G A,  

existen abiertos 0 1  ,  02 tales que y G 0 1  ,  
y  y  y  

y  Cuando "y" se mueve en A, 

los abiertos 0 1  forman un cubrimiento abierto de A y 
y 

por ser éste compacto se puede extraer un cubrimiento fi- 

nito. Sea pues A e 0 1 y
1  

U  0 1  
Y2 

u • • • • • U O 1 

Yn 

J 
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es un ·abierto que contiene a donde cada 0 1 y .  
1  

y .  (i = 1,  2 ,  . • • • •  ,  n ) .  
1  

Como para cada abierto 

tal que x0 G 0 2 y ,  ,  el 
1 

0 1  existe un abierte 
yi 

conjunto 

. . . . . .  es un abierto que contie 

ne a "Xo " y como o . n 02y. = t l y .  
J.  1  

(0 1Y1  U  01  u .  .  .  .  .  U 01y ,  )  () o = t Y2 n 

se tiene que 

y por lo tanto 

A n O = � • Así O c Aª y A
0 

resulta ser un abierto. 

Luego A · e s  cerrado. 

I I . 5 . 6 .  PROPOSICION 

Sea X un espacio topológico compacto, F un espacio 

separado y f : · X -+  F  una·funci6n continua. Entonces 

f(X)  es compacto. 

PRUEBA· 

F e s  un espacio separado y 

obtiene que f(X)  es separado. Sea 

abierto de f ( X ) ;  f(X)  c Ü W .  ,  
iGI 1 

f(X) e F,  de donde se 

(Wi)i�I un cubrimiento 

luego X c u  f - 1
c w . ) .  

Hn 
1 

Por ser f continua resulta que f-1cwi) es abierto para 

todo i g I y por ser X compacto existe J c I ,  J  finito 



tal que 

2 6 0  

f(x) c U W .  •  Por tanto 
i�J 1 

f(x)  es compacto. 

II. s·. 7 .  PROPOS!CION 

Sea X un espacio topológico compacto; E ,  F  dos ce- 

rrados disju•tos, no vacíos, de X.  Entonces existen dos 

abiertos disjuntos E ' ,  F '  tales que E c E '  y  F e  F ' .  

PRUEBA 

Sea x � E ;  como X es separado, para cada elemento 

y G F,  hay dos abiertos disjuntos A x y ,  Bxy tales que 

x g Axy , y G Bxy • Como F es un compacto de X,  existen 

Y1 , Y2 , 

tonces Ox = 

en 

n 
() A 
1 xyi 

F ,  

y  

tales que 
n 

F e  U  B  .  En-- 
1 xyi 

son dos abier 

. . . . .  

n  

U  B  
1  xyi 

tos disjuntos tales que x G º x ,  F e  Wx Como E es com 

pacto, existen X¡ 
' 

X2 
' 

. . . . .  X  en E tales que 
m 

m m m 

E e U ºx . Luego E '  =  u  o  y  F' = 
() w son 

1 i 1 X ·  1  
x .  

l.  1  

dos abiertos disjuntos tales que E c E '  y  F  c  F ' .  

I I . 6 .  ESPACIOS CONEXOS 

I I . 6 . 1 .  DEFINICION 

Un espacio topológico X es llamado conexo si no exi� 

ten dos abiertos disjuntos y diferentes de vacío cuya 

unión sea igual a X .  

J 
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La  definición anterior es equivalente a :  

i) No existe una partición de X formada por dos 

c;errados. 

ii) Los únicos clopens de X son t y X. 

EJEMPLO 

El conjuntoJR y cualquier intervalo e n :R  son conjun 

tos conexos . 

I I . 6 . 2 .  PROPOSICION 

Sea X un espacio topológico. La siguiente relación 

es de equivalencia en X:  x R y ó x �  y si y solo si 

existe un subconjunto A de X,  tal que A es conexo y 

x, y g A. 

PRUEBA 

i) � es reflexiva.ya que x G { x }  y  {x}  es conexo. 

ii) � es sim�trica ya que si x R y entonces 

x, y G A, A conexo, de donde y ,  x  g  A, ó 

sea y R x , 

iii) � es transitiva. 

X R y 

y R z 

x, y G A ,  

y ,  z  G  B  ,  

A  conexo. 

B conexo. 

Luego x ,  z  G  A  U  B ,  A  U  B  conexo, de donde 

x R z .  (A U B e s  conexo cuando A y B son 

J 
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conjuntos no disjuntos y en este caso y �  A  

y  y  G  B ) .  

I I . 6 . 3 .  PROPOSICION 

Sea X un espacio topológico. Para cada elemento 

x G X, su clase de equivaJ.:encia ex por la relación ante 

rior cumple: 

a )  ex es conexo. 

b) X G ex • 

e )  Si A es un subConjunto de X que contiene a "x" 

y A es conexo, entonces A c e x .  

d) ex es cerrado en X. 

PRUEBA 

a) Sea B = u 

iGI 
A . ,  

1  
x  G  Ai , Ai subconjunto cone 

xo de X ;  entonces B e s  un conexo de X,  y "x" le 

pertenece. Probemos que B = C • 
X 

B e  e x ,  ya que sí y G B existe un A -  conexo 
1 

de X ,  con x G A
1 

, y G Ai ; luego y "' x , 

de donde y G C • 
X , 

ex e B .  Sea y g: ex; entonces x R y,  de donde 

existe Ai conexo tal que x, y G Ai. Luego 

y G Ai , por Lo que y G B .  

Por tanto e x ;:  B ;  entonces ex es conexo. 
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b) x g ex por la definici6n de e x .  

e) Como e x =  B ,  ex es el mayor subconjunto conexo 

de X tal que "x" le pertenece; luego A c ex • 

= e . 
X 

ex e �  por definición de cerradura. 

Cx e Cx· 

Si _Cx es conexo, entonces C� es conexo. Luego 

ex e ex ya que _ex es el mayor conexo que contie 

ne a "x" .  Luego ex es cerrado en X. 

I I . 6 . 4  • .  PROPOSICION 

Sean X un espacio topológ�co compacto. 

X Q X. 

H = { T e  X I  T  es clopen y X g T} 

Enitonces n T .  

TQH 

PRUEBA 

Sj, T <;; H,  ex ('\ T es un clopen de ex distinto de t ;  

como ex es conexo, ex = ex n T e  T ;  luego e c n T.  
X  TgH 

Probemos·· que !) = n T es conexo. 
TSH 

Sean E ,  F  dos cerrados de D ·tal que D = F U  E, 

F f'\ E =· � y supongamos que x g E .  Como D es un cerra­ 

do e n . X ,  E  y  F  so:a. también cerrados de X; por sex, X 

J 
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compacto, existen dos abier�os disjuntos 

E e E1  ,  F e  F 1  Como ET í) FI e n º  

con 

existen T¡ ' T 2  
'  

.  .  .  .  .  T  en H ,  tales que n 

ET FI e 
n 

T<? (Ei FI () u n es un compacto de X por ser 

i=l 1 

cerrado). 
n 

To = n T .  es un clopell de X tal que 
1 

1 

ET n r¡ e T� , ó sea To e E1 u ·r1 ; como E.1 y F1 

son disjuntos, Tl = To n E 1  =  To n Fi es un clopen; 

además x <; E e D n E¡ c ·T
0  

() E 1  =  Tl 
'  

6 sea que 

Tl � H.  Luego F e D e Tl  e E1  
'  

implica que F = t , ya 

que F e  F1  y E 1  ( )  F1 = 11!  •  

Por tanto D e s  un conexo que contiene a x ,  de donde 

y así n T .  
TGH 

I I . 6 . 5 .  PROPOSICION 

Sean X un espacio topol6gico compacto. 

B = {T c X 1  ,  T es clopen} • 

Entonces, las condiciones que siguen son equivale� 

tes:  

a) Para todo x Q X ;  e x =  {x}  .  

b) B e s  una base de X .  



2 6 5  

PRUEBA 

a ) =>  b) 

Sea o + t , O e � ,  un abierto y X � o .  Como 
nT = ex = {x}  e O ,  tenemos que X = o u u Te 

• 
TQB TGB 

xeT xGT 

Luego existen T1� T 2 ,  • • • • •  Tn clopens que contienen a 

"x" tales que X �  O  U  TÍ U T� U · · · � ·  U  T� de donde 
n 

r, T .  e  O  es un clopen que contiene a x .  Por tanto 
1 1 

O = U T . 
TeB· 
Te O 

b) ==> a) 

Si  x  ,  y son dos elementos de X, tales que x f y;  

por ser X separado· existen dos abiertos disjuntos O y W 

tales que x � o ,  y  Q  W.  Por tanto existe un clopen T e  O  

tal que x g T , y q T .  Luego y � nT = Cx , de •onde 
nrn 

xQT 

e x =  { x } .  

I I . 6 . 6 .  PROPOSI'CION 

Sean X,  Y  dos. espacios topológicos, X conexo 

f :  X +  Y  una funci6n continua. E-ntonces f(X)  es un 

subespacio conexo de Y .  

.  _.....___ 
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PRUEBA 

Si A e f (X )  es un clopen de 

f-1(A) es un clopen de X:;_ como X es 

ó f-1(A) 
= t '  de donde A =  f(X)  

f ( X ) ,  en�onces 

conexo, f-1(A) 
= X 

ó A = t •  Luego 

f(X)  es conexo. 

I I . 6 . 7 .  DEFINICION 

·Las clases de equivalencia inducidas por la reli�- 

ción de equivalencia u � n ( "x "'' y si existe un conjunto 

conexo que contiene a ambos elementos") se llaman compo­ 

nentes conexas del espacio topológico X .  

I I . 7 .  ESPACIOS METRICOS 

I I . 7 . 1 .  DEFINICION 

Sea E un conjunto. Se llama métrica o distancia en 

E a toda funci6n d : E x  E  +  lR  que tiene las siguien 

tes propiedades: 

i )  d(x,  y) > o ,  ·para todo ( x ,  y) G E  x  E .  
-  

ii) d(x,  y) = o <;:::::;:::>,  X = y .  

iii) d (x ,  y )  ::  d(y,  x ) ,  para todo (x,  y) � E x  E .  

iv) d (x ,  z )  <  d ( x ,  y) · +  d ( y ,  z ) ,  para todo x , y, z S E .  

NOTAS 

- El par CE ,  d)  se llama espacio métrico. 

d ( x ,  y) se .dice  que  es 1a distancia entre "x" y "y" .  

1  

J 
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EJEMPLO 

( JR ,  d )  es un espacio métrico donde d (x ,  y ) =  [ x  «  Y I .  

I I . 7 . 2 .  DEFINICION 

Sea ( E ,  d )  un espacio métrico. La topología T d ,  

que tiene por base a los conjuntos 

B ( x ,  r)  = {y G E I  d ( x ,  y )  <  r  ,  x fJ  E} ,  r > O ,  se lla­ 

ma la topología en E ,  inducida o determinada por la dis-- 

tancia "d" .  

I I . 7 . 3 .  PROPIEDAD 

En un espacio métrico, todo conjunto cerrado es la 

intersección de una clase numerable de conjuntos abiertos. 

PRUEBA 

A - =  

Sea E un espacio métrico, A + t , A e E entonces 

n Vn con V = { x G A l d ( x , A) < 1} n � :n'1 • 
nG:N n n 

i)  V  es abierto. 
n 

Sea x que pertenece a Vn; entonces 

d ( x ,  A ) <  1  y  tomemos r = 
1 - d (x ,  A ) >  O .  

n  n  

Probemos que B ( x ,  r) c V n .  

Sea y que pertenece a B (x ,  r ) ,  entonces 

d (x ,  y) < r ;  además 

[ d  Cx ,  A) - d ( y ,  A) 1  <  d ( x ,  y ) ,  de donde se tiene 

., 

J 
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d ( y ,  A) .::_ d (x ,  y )  +  d ( x ,  A) 

1 - d ( x ,  A ) +  d ( x ,  A) < - n 
1 por lo tanto y G vn = 

' 
. n 

Luego vn es un abierto. 

ii)  A = ()  V 

nfa.I n 

a)  A e  V  
n  

Sea x G A , entonces para todo 1 
r = > o ,  

n  

n  G  JN  13  (  x  ,  ;  )  n  A  f  �  ;  para 

y G B ( x ,  ;> í)  A, d ( x ,  A ) .::_  d ( x ,  y )  

entonces x G V n , para todo n g JN , 

1 
< - • 

n ' 

de don 

b)  () vn e A . 

nGJN 

Sea X G ( 1  V ento:11.ces X G V n , para t,2. 
nGJ-! . n '  

d o n  G  ]N  •  Sea r > O ;  existe n G JN ' tal que 
1 < r de donde existe y G A tal que d ( x , y )  <  r  .  n  '  
Luego B (x ,  r)  () A f � por tanto x G A . 
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I I . 8 .  CONJUNTOS MAGROS 

I I . 8 . 1 .  DEFINICION 

Sea X un espacio topológico y A c X,  A  es un 

. conjunto magro si se puede expresar como la unión numer� 

ble de conjuntos raros. Es decir, si 

B .  raro. 
l. 

I I . 8 . 2 .  PROPOSICION 

A = 
· u  

i=1 

B .  
1  

y  

El vacío es un conjunto magro. 
co 

La prueba es trivial ya que 

un conjunto raro. 

I I . 8 . 3 .  PROPOSICION 

� = u  �  
i=1 '  

siendo \ti 

La unión de dos magros es un magro. 

PRUEBA 

Sean A,  B  conjuntos magros, probaremos que A U B 

es magro. Por ser A y B conjuntos magros: 

A = 

ee 

u c .  
1  1  '  

c .  raro 
1 

B 

00 

= U D .  
1  1  '  

n .  raro. 
1 

J 
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Luego: 
co co 

A U B = u c .  u  u  D .  ,  c .  y  D .  raros 
1 

l. 
1 

l. 1 l. 

co 

= u ( C .  u  D . )  
'  

c .  u  D .  es raro (II.3.6) .  

1 
l.  1  1  1  

Luego A U B es ma�re • 

I I . e . 4 .  PROPOSICION 

Sea X un espacio topológico. A magro y B e  X ,  en- 

toAces B () A es magro. 

PRUEBA 

Per ser A un conjunto magro 

adem�s 
00 

A ( )  n = u c .  () B 

1 
1 

co 

= u ( C .  ( )  B )  

1  
l.  

A =  U  c .  ,  c .  raro; 
1 1 l. 

con e .  ( ) :n raro 
l. 

( I I . 3 . 7 . ) .  

Luego A ( )  B  es magro. 

I I . 8 . 5 .  PROPOSICION 

Si (Ai} i�JN es una fanili .. de subconjuntos magros, 

entonces · �  un magro. SU UAJ.On es 

PRUEIA 
ee 

.S2. 

Come cada Ai es magro. A ·  =  u  e .  con c .  =  t  
J.  

1  
J.  1  

J 
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i  G  JN  •  Entonces U A .  =  
J.  

U  U  C ·  •  
1  J.  

I I . 8 . 6 .  PROPOSICION 

Un conjunto abierto magro en un espacio X compacto 

de Hausdorff es vacío. 

PRUEBA 

Supongamos que U es un abierto de X tal que U f  t ;  

probaremos que U no es magro. 

Primer caso 

U f  X. Si {Sn}  es una sucesión de conjuntos raros 

de X,  se demostrará que U contiene al menos un punto x 

tal que X � s n ,  para todo n ( ó s e a  U f  U  S n ) .  Sea 

Xº G U ;  para cada y G uc existen º1y ' º 2 y  abiertos 

tales que XO G º1y , y G º2y y º1y()  º2y = � .  Se 

t .  Uc e U O 1ene que 2 Y ;  yGUC 
como X es compacto y Uc es 

e un cerrado, U es 

en Uc tales que 

compacto; luego existen 
n 

Uc e U o
2 

•  
i=l yi 

Si tomamos = 

n 

n º1 ' i=l yi 
entonces es 

abierto y 

n 
vl ( 1  U O  = �  ;  además vl f � . 1 2 y .  

i= 1 

ya 

J 
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"  V  e  · u  "  
1 

z g uc 

z G O 2 y .  
J  

º2y .  
J  

luego z $ v
1 •  

'  
para algún 1 < j < n 

º2 n vl = t ' y .  
J  

es un abierto que contiene a z tal que 

ya que y 

y �  s
1 

entonces existe un abierto o
1 

tal que y G o
1 ,  

Former.,os el abierto u
1 

= o
1 

r ,  v
1 

f t se tiene 

que v1 e U y u
1 

e v
1 .  

Para el abierto u1 t � , se puede seguir el mismo 

procedimiento anterior y se tendría v2 c ul y u2 c v2 . , 

por recurrencia se tiene para todo k G ]'¡ :  vk e uk-1 y 

Uk e V k .  Luego hemos construido una sucesión decreciente 

de abiertos {Uk} contenidos en U tales que: u1 n S1 = t ,  

para todo k .  

J 
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Por otra parte se tiene que ya que 

x G (1 Uk ===> x G U k + i ,  para todo k 

' 
para todo k 

por ser X compacto. Luego como r ,  Uk + t 

k . 

tal que ( � Uk) n Sn ;: � para cada n ,  se tiene que 

existe x � � Uk tal que x * Sn �ara todo n , por 

tanto 

Segundo caso 
. 

U =  X .  Si existe V un abierto, V f � , V f X ,  

entonces para toda sucesión {Sn}  de conjuntos raros exis 

te x G V tal que x $ U Sn (por caso anterior), luego 

x + u s n .  

Si X es el único abierto distinto de vacío enton-- 

ces X no posee conjuntos raros diferentes de vacío ya -­ 

que si S e  X  y  S  f  �  entonces S � x. Luego X no es 

magro. 
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I I . 9 .  TOPOLOGIA PRODUCTO 

I I . 9 . 1 .  DEFINICION 

Si (Xi)iGI  es una familia de espacios topológicos, 

definiremos sobre n X .  una topología de la manera siguie_n 
1 

te :  para cadq. j G . I  sea la funci6n 

P .  TI  X .  +  X .  
J  1  J  

( X . )  ' G  I  
l\¡l\¡I\¡+ x .  

1  J.  J  

Diremos q u e ·  A  e  TI  X .  es un"abierto" si es unión 
iGI 1 

- 1  de conjuntos de la forma () P .  ( O . ) ,  J e  I  ,  J  finito, 
jGJ J  J  

o .  un abierto de X . •  
J  J  

Se cumplen trivialmente las condiciones para que, 

con esta definición de abiertos, 

pológico. 

NOTAS 

JI X .  
1  

sea un espacio to 

a)  Los conjuntos de la forma () 
jGJ 

-1 ) P .  ( O .  ,  
J  J  

J e  I ,  

J  finito, o .  un abierto de X constituyen una base pa 
J ' ' j 

ra esta topología. 

b )  = n  

iGI 
T .  '  

1  
en donde: 

T .  =  X .  
J.  1  

T .  =  O .  
J.  l.  

'  
par-a todo a $ J 

para todo i G J .  

t  

J 
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es continua, ya que si e)  Cada función P .  :  n  x .  +  x .  
J  J.  J  

O  e  X .  es un abierto de X .  
J  J  

elemento de la base. 
entonces es un 

I I . 9 . 2 .  PROPOSICION 
Si ( X . ) . � r  es una familia de espacios topol6gicos 

1 1-o . 

separados, entonces rr x .  es un espacio topológico se- 
1 

parado. 
PRUEBA 

Sean X : (xi)  rcr 
' 

y = (yi )iGI  elementos de 
JI X .  tales que X + y por lo que existe j G I tal 

1 

que X ·  t  y .  .  Como x .  es separado, existen A,  B dos 
J J J 

y .  G  B .  
J  

Pj1(B)  son 
-1 

X G p .  (A) '  
J 

tales que 
Como Pj es una funqión continua 
dos abiertos disjuntos de JI X ,  

iGI 1 

abiertos disjuntos de Xj tales que Xj G A, 

p:l(A) y 
J  

-1 y G PJ. ( B ) .  Luego rr 

i�I 
x .  

1  
es separado. 

I I . 9 . 3 .  PROPOSICION. 
Sean X un espacio topológico, B = {Bi }iGI  una 

familia de subconjuntos de X con la propiedad de inter­ 
sección finita, 1t el conjunto formado por familias M de 
subconjuntos de X tales que cada familia M contiene a B 
y cumple· la pnop i edad de la intersección finita: .. 
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Entonces: 

1 )  :M, ordenado por inclusión, posee un elemento m� 

ximal M
0 •  

2 )  El elemento maximal M
0 

cumple con las propieda­ 

des siguientes: 

a )  Si E1 ,  E2 , • . • .  ,  En G M
0 

, entonces 
n 

() E .  G  M
0 

•. 

1 J. 

b)  Si A e X es tal que A ( )  E  f  <I>  para todo 

E G M
0 

ento�ces A G M
0 

PRUEBA 

1 )  Sea 11'  e  11  un subconjunto ·totalmente ordenado y f on 

memos T = U J 

j G JM '  

Si E1, E2 , • • • •  ,  En son subconjuntos de X que pe� 

tenecen a T ,  entonces existen J1,  J 2 ,  . • . •  ,  Jn en 

11 '  tales que E1 G J 1 ,  E2 G J 2 ,  • . . •  ,  E n _ G  J n ;  =s 

mo 11' es totalmente ordenado existe un índice m < n 

tal que J .  c  J ,  para todo i � - n .  Luego 
1 m 

E .  G  J  para todo i' < n , y como J cumple la pro-- 
J. m - n m 

. piedad de intersección· finita, n Ei f <I> , ó sea 
1 

que T cumple con la propiedad de intersección finita. 

Como B e J ,  para todo. J G 11 ' ,  B  c  T ; .  es decir que 
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T  G  JM ,  y  por su definición es un mayorante de l1 ' .  

LuegoJM posee un elemento maximal (por lema de 

Z o r n ) .  Sea M un elemento maximal. 
o 

2 )  a )  Lo probaremos sólo p a r a n =  2 ,  y  luego ·por in- 

ducción será cierto para 'todo n .  

Sean A ,  B  dos elementos �e M
0 

y C = A r ,  B .  

Bastará probar que M \. J  {C} posee la propie - 
.  o 

dad de intersección firtit�. Si M
1 ,  

M
2 ,  

es una cantidad finita de elementos de 
n 

M l J  { C }  entonces () M .  f  t  pues se�á inter 
o 1 1 

M 
n 

. ,,. 

de elementos de M . •  seccion 
(O  

b )  Sea A c X tal que A ( )  E t 

Bastará probar que M l J  'f.A} 
o 

dad de intersección finita� 

t ,  para todo E G M .  
o  

cumple la propie-- 

• • • E 
n 

una cantidad finita de ele 

mentos de M l J  { A } ;  si cada E .  es distinto de 
o l 

n 

A ,  r ,  E .  f  •  pues se�á intersección de una canti 
1 l 

dad finita de elementos de M . S i ,  por ejemplo,  o  
n n 

A =  E entonces ( )  E .  =  J\J'\ (  ( '\  E . )  f  •  ya que 
1 1 

. l. 
2 ·  l  

n 
{ ')  E .  G  M  .  

2  
l  o  
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I I . 9 . 4 .  PROPOSICION 

Si (Xi )iGI  es una familia de espacios topológicos 

compactos entonces 

PRUEBA 

TI 

iGI 
x .  

J.  
es compacto. 

a )  n  Xi es separado por ser un producto de espacios sep� 

rados. 

b)  Sea F = {Ft}tGT una familia de subconjuntos cerra - 

dos de n 

iGI 
x .  

l  
que cumplen la propiedad de intersección 

finita. 

Probaremos que í )  F .  f  qi  

iGI 1 
(por I I . 5 . 3 ) .  

Sea M
0 

= {Mk}kGK un maximal entre la familia de sub- 

conjuntos de TIX que contienen a F y que cumplen la - 
l 

propiedad de intersección finita. 

Para cada j G I ,  {P j (Mk ) }kGK  es una familia de ce­ 

rrados de Xj que cumple la propjedad de intersección 

finita, y como X .  es compacto, n P . ( M k )  f  qi .  

J  kGK J 

Sea X .  G  () P . ( M k ) '  es decir xJ. G PJ . (Mk),  para todo 
J kGK J 

k G K ,  entonces, para todo abierto O c  X .  
J  

x  .  G  O  =,  O  n  P .  {Mk) � qi •  
J J 
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Sea x = ( x i ) i G I .  Si B e s  un elemente de la base para 

la topología de n 

iGI 
x .  

J.  
B e s  de la ferma 

J e  I  finito, o .  un abierto de 
.J. 

x .  para cada i G J .  
J.  

Si x � B ,  xj G P j ( B )  =  oj , de donde: 

para todo k � K. Luego Pj1 coj )  r, 

.  - 1  k g K. Luego P .  ( 0 . )  G  M .  Por tanto 
J J 

Mk f O para tode 
-1 

P . ( O • ) G M ,  pa- 
J J 

ra todo j G J .  Luego 
-1 

= ( n P .  ( O . ) )  
j�J J J 

r, Mk f t , para todo k G K ,  

por ser intersección de una cantidad finita de eleme� 

tos d e  M
0• 

Es decir que x G Mk , para todo k e K .  

Luego n Mk f t • Como F t G F entonces F  t G  M
0 

y cada 
kGK 

F es cerrado, F e  {M I  k G K } ,  lo que implica 
t k 

n Rk c n Ft • 
k�K t G T  

Por tanto f) Ft f t • 

t G T  

• 

• 



• 

• 
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