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INTRODUCCION

La finalidad del presente trabajo es la de acrecen
tar el material bibliogrdfico en el &rea de &lgebra, una
de las disciplinas de mayor desarrollo en el campo matemd
tico del pais. El aporte concreto es dentro de la materia
de las &lgebras de Boole; siendo el objetivo primordial -
el de establecer una relacidn funtorial entre las estruc-
turas algebréicas y las topoldgicas.

La lectura de este trabajo exige conocimientos ele
mentales de teoria de Categorias y de Topologia General .
Sin embargo para el lector no familiarizado con éstas ra-
mas se han preparado en el apéndice dos capitulos que pro
porcionan el conocimiento bésico de las disciplinas men-
cionadas. En cuanto al orden de presentacidn los temas -
se han desarrollado como sigue: Primero se le did a los -
espacios de Boole, estructuras de Categoria; luego,ademés
de construirse la categoria de las &lgebras de Boole, se
forma un isomorfismo entre &lgebras de Boole y anillos de
Boole; y se definen algunas &lgebras particulares como -~
son: &lgebras libres, distributivas y proyectivas. La par
te medular de este trabajo se encuentra en el tercer capil

tulo, en donde se construye un funtor que relaciona la -
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categoria de las &lgebras de Boole y la categoria de los
espacios de Boole. Para finalizar, en el ltimo capitulo
se aprecia con mayor intensidad el importante papel que
juega el concepto de orden en la teoria de las &lgebras
Booleanas.

En general 'se ha trabajado construyendo todo lo ne
cesario para establecer el vinculo entre &lgebras de Boo-
le y espacios de Boole y algunas propiedades adicionales
relacionadas con el objetivo principal; claro es que exis
te mucho més de lo que agqui se encuentra sobre &lgebras -
Booleanas y lo cual podria dar lugar a otros trabajos de
investigacidn. Se cree que é&ste, prestari alguna utilidad

a los estudiosos del &lgebra.
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CAPITULO 1
ESPACIOS DE BOOLE

1.1. DEFINICIONES. EJEMPLOS. PROPOSICIONES.

1.0.%. DEFENICTENES

a) Un espacio topoldgico X es llamado "totalmente discon-
tinuo" si la componente conexa de un elemento cualquie
ra "x" es igual a {x}, es decir, si cada componente co
nexa tiene un éolo elemento. Por (II1.6.5 ), es equiva-
lente a que los clopens de X sean una base, si X €5 --
compacto.

b) Un espacio topoldgico X es llamado un "espacio de Boo-
le", si X es un espacio compacto y totalmente disconti
nuo.

1.1.2. EJEMPLOS

El Sea X un conjunto y p € X; A c X es un abierto si A -
estd incluido en el complemento de {p} & bien si A es
un subconjunto cofinito gque contiene al punto "p'".
X es un espacio de Boole (con esta definicidén de abier
to) cuyos clopens son los subconjuntos finitos de
X - {p} y los subconjuntos cofinitos de X que contie-

nen a "p".



E2 Espacio de Cantor

Sea A = {0, 1} un conjunto con sdlo dos elementos y
consideremos en A la topologia discreta, con la cual A

es evidentemente un espacio topolbgico compacto.

Si I % & es un conjunto, sea X = & A, en donde
iel
Ai = A para todo i € I. Como cada Ai es compacto, X,

con la topologia producto, es un espacio topoldgico
compacto (II.9.4 ). Sea E; el conjunto de funciones

f: I+ A, yvpara cada j € I sean los conjuntos

BOj = {fGEI | £(j§)=0%
Bys = {f € B | £(J) = 1}
Consideremos:

g = {0 ¢ E;/ 0 es igual a una interseccidn finita de

conjuntos de la forma Byg e} Bl » a4 &8 %l

-~

Si P c¢c EI , diremos que P es un abierto si P = ¢ &
s5i Pes unidn de conjuntos 0 € 8. Es rutinario veri-
ficar que con esta definicidn de abiertos EI es un es-
pacio topoldgico.

La funcidén g : X ——> EI es trivialmente biyectiva

%) v Fof 1 v X
o

171€l

ges continua, ya que si 0 € B, 0 es de la forma



o L5 ;ﬁiBmkl con m, € {0, 1} e i, eI
g = gl By 5 )
= f; g‘,l(Bmkik)
= ri\ (x);01l8 0z, ))esmk k}

f\ ALK, ,..le

i 4 ) mk}

Tk

n Oi i
iel

en donde Oik = {m.k} para todo k <n y 03. = A para

q & i, vy todo k < n, el cual es un elemento de la base
de X.

-1 s también continua.

De manera similar g
Luego ges una biyeccidn bicontinua con lo cual Ey es

también compacto.

n
8L O 8E, o L [ - R entonces
k=1 "k'k
c By e n L .
O = kgi Bmkik = g Bﬁkik o con i, = 0 si mk-l
y fi =1 si m =0 de donde 0° es un abierto, lo



cual implica que O es un clopen. Por tanto, cada abier-
to de E serd igual a la unidn de los clopens contenidos
en 1. Asi EI es un espacio totalmente discontinuo.

El espacio de Boole E; es llamado "Espacio de Cantor'.

3.1.3. PROPOSTCION

Sean X un espacio compacto de Hausdorff, A un cam-
pode subconjuntos clopen de X tal gque para todo par X, y
de puntos distintos de X, existe Pen A con x € P y
y € P®. Entonces’

i) X es un espacio de Boole.

ii) A = C L{X).
NOTA

A es campo de subconjuntos de X, significa que A
es estable para uniones finitas, intersecciones finitas

y complementos.
PRUEBA

i) a) 81 F es un cerrado de X y x € ol , entonces exis-
te BECA, tal que Fc B y x ¢ B.
Para cada 2z € F, existe A, €A tal que z €A
y x ¢ A, 3 por ser cerrado, Fes compacto; como

Begt T B 3 cada A_ es un abierto, existen
z€F

n
Z]1 s 22 3 snese z, en ¥ taley gue' B @ _U1 A,
i= i



n
El clopen B = UA satisface la condicidn pedida.

=t 2
izl £

b) Si O es un abierto de Xy =x € 0, entonces existe
BEeA tal que x € B y B c 0.
Como 0% es un cerrado, por parte a) existe D € A
tal que x € D° y 0% e D. El clopen D° es el ele-
mento buscado.

c) X es totalmente discontinuo.
Sea 0 un abierto; por b), para cada x € 0, existe
Bx € A tal que x € BX y Bx c 0, de donde

Oc U B, ;de aqui se implica fdcilmente que O es
x€E0

la unidén de los clopens que &l contiene.
i4) . CRCR) = A,
Sea B € CL(X); por ser abierto B = U A;« A €A y
n \
A; ¢ B; por ser cerrado, B = UA., con A, & A; por
| j=] & i
ser A estable, para uniones finitas se tiene que BEA.

Por tanto CL(X) = A.

l1.1.4. PROPOSICION

Si un campo A de subconjuntos clopen de un espacio
de Hausdorff compacto X, es una base, entonces X es un es

pacio de Boole y A = CL(X).

PRUEBA

1) X es totalmente discontinuo.
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Sea 0 un abierto de A, entonces por ser A una base
0 =U Ai ° Ai € A, AL ¢ 0. Como cada Ai es un clopen

contenido en A, entonces 0= U Bj s luego X
BiGCL(X)

B.cO
i
es totalmente discontinuo.

CL(X) = A.

Bastaré& probar que CL(X) c A.

Sea B € CL(X); por ser B un abierte, B = U A, con

n
Ai E A& w Ai ¢ B. Luego B € A por ser A estable pa-

it

A; €Ay Ai'c B; por ser B cerrado B con

ra uniones finitas, de donde CL(X) = A.

sl 5. FPROPOSICEON

Todo subconjunto cerrado Y de un espacio Booleano

X es un espacio Bocleano con respecte a la topologia indu

cida de X. Todo conijunto clopen en Y es la interseccidn -

de Y con algin subconjunto clopen de’ X.

PRUEBA

12) Y es espacio de Boole con respecto a la topologia in-

ducida de X.

i) Y es compacto, ya gque es un cerrado en el compac-~

Bk M,



ii) Y es totalmente discontinuo.
Dado 0 un abilerto de Y, este puede escribirse co-
mo 0 =Y n U, con U un abierto en X. Por ser U

abierto U =) Ai o Ai e CL(X) ¥y Ai'c Us; luego
0 =Y ry (W Ai) = U (Y n Ai) con
W r\in S B LY B A Ai ¢ 0, por lo que Y

es totalmente discontinuo.
22) Sea Q € CL(Y); por ser un abierto en ¥, existe U abier
to en X tal que 3 =Y M U; como . U =t)K3; X & CL(X),

K ¢ U. Q= wu (Y n K); por ser Q un cerrado en Y,

keCL(X)
kclU
Q es un compacto de Y y existe una familia finita
n
(Ki)i<n » K, € CL(X) , K; ¢ U tal que Q = u 8 ra Ki).
= % i=l
El clopen P =L)_Ki es tal que Q¢ Pec U y como
1

Y n U=Q se deduce que Q = Y N P,

1.1.6. PROPOSICION

Sean X un espacio de Boole, {Pi}igfna familia de
elementos de CL{X) y consideremos CL(X) ordenado por in-

clusidn, U=y Pi' Entonces:
i)‘{Pi}iGI posee supremo en CL(X) ++ U es abierto.

ii) Si U es abierto entonces Sup{Pi}iGI = U .



PRUEBA

i) a)

b)

g7, 8%

€en

Si {Pi}iG

[ Posee supremo entonces U es abierto.
Sea P = Sup {P;} ; por ser P cerrado, U c P.

Por ser P abierto, P N U° es abierto.

Si P U% 4 ¢, existiria Q % ¢, Q clopen,
Qe P n T° ; luego T2 ycomo TepP enton
ces DeQ® NP v N P$ P yva que Q ¢ P.
Ademés Pi c Qc B $ P  opada todg 3, lo eual
contradice la definicidn de P. Por tanto

P TS =90, lo que implica que P =T 5 asi U
es abierto. |

5i U es abierto, U es clopen tal que P; ¢ U para
todo i. Sea P un clopen con P, ¢ B  para tedeo i;
de aqui Uc P y Ue P por ser P cerrado. Lue-
Bo 1] =‘ Sup {Pi}iGI.

U es abierto, entonces Sup {Pi}iGI = U . Probado

b).

. -PROPOSICION

Sea X un espacio de Boole,

(Ai)isi una familia de clopen de X;

P {em | CLAEDY:

"

1
Sup {AiJiGI

U

"

e 2 s
o



Entonces P - U es raro.

PRUEBA
Si P = Sup {Ai}iGI , entonces P = U . Por tan-

to P~ U=7U-Us= Fr(U) y por (II1.3.13) Fr(U) es raro.

1.1.8. PROPOSICION

g (8.3 es una familia de espacios de Boole,

iel
entonces existen para cada 3j € I, funciones continuas

"

My & B pj como en el diagrama siguiente:

i
m, 2
E. . ~+ T Eg ] + By .
tales gque Pj & mj = 1E_
PRUEBA ’
192) Definicidn de Pj 3
Pj s (Xi)i%I VNN L que estrivialmente continua.

22) Definicién de mj.

Para cada i % j tomemos de Ei un punto e, cualquiera

y definamos my asi:

.t % A (k). en dondé x. .= e.
Ry =& (xi)je1 * o i?

si i$¢3 ¥ X5 = Xe

La funcidn m es continua, ya que si 0 es un abilerte
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de I Ei entonces

[ P.(0) , si para cada i % j: e. €P.(0)
oy - gty
mj(O) =<

i ¢ , si para algln i ¥ J: e: ¢ Pi(O)

o3
-
~
@
b
~n
i)
Lde
o
=
(N
o
L
o
~
n

Pj(mj(x))

Pj((xi)iQI)

u
b

1.1.9. PROPOSICION

Si (Xi)iGI es una familia de espacios topoldgicos

totalmente discontinuos entonces I Xi es totalmente
i€l
discontinuo.

PRUEBA

Sean x = (xi)iSI £ igI Xi ¥ B e® Xi un sub-.

conjunto conexo tal que x € B. Para cada j € I, Pj(B)
es un conexo de Xj (porque Pj es continua), y como

x; € Pﬁ(B), P.(B) = {X;}  (por ser x; totalmente discon

tinuo). Por tanto B = {x}. Luego IX; es totalmente dis--

continuo.



-

1.1.10 PROPOSICION

Si (Xi)iGI es una familia de espacios de Boole,

I .
entonces ieT Xi es un espacio de Boole.

PRUEBA

Por (II.9.4) y (1.1.9), n X. es compacto
fQF. >

y totalmente discontinuo. Luego es un espacio de Boole.

1.2 ESPACIO DE BOOLE INYECTIVQ

l.2:3  DEECHICTON

Un espacio de Boole E es llamado "inyectivo" si
dados dos espacios de Poole G, H y dos funciones conti-

nuas £, g como en el diagrama.

WA

existe una funcidn continua f: ¢ + E tal que ¥ , £ = g.

NOTA
PR a . .
=f  denotarid una inyeccidn.
S - > .
= denotaré& una suryeccion.

1,252 FROPOSICICN

Sean (Ei)iGI una familia de espacios de Boole,
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P el espacio producto. Entonces las dos condiciones que
siguen son equivalentes:
a) Pes inyectivo.

b) Cada Ei es inyectivo.
PRUEBA
a) = b)

Sea j €I y consideremosel diagrama de espacios

de Boole.

Encontraremos f : G =+ Ej tal que F o, f = g.

Por propiedades de P tenemos el diagrama

en donde F. o m

f (r existe porque Pes in-

=]
o

09

]

yectivo).

tomando f = Pj<>P, la cual es continua ya que P, y r son
]

cohtinuas;

se tiene: Faet = Pi L s )



P olrof) = P, o, (m g
3 ° o 5 0 j o g
= (Pj ) mj) o &
— | o. &
E5
5, &

Por tanto Ej es inyectivo.

b) = a)
Sea el diagrama de espacios de Boole, donde g, f

son continuas P

Encontraremos f : G + P tal que f o, f = g.

Para cada Jj € I, por ser E. inyectivo se tiene el dia--

J

rama conmutativo: B t;
£ T i G

donde R 2 :
en . gj j o g

Definimos f : G =+ P
X v (tj(x))jGI
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81 g W U 5 FICr) = LC80x))

(tj (f(X)))jGI

(gj(X))jGI

((Pj x g)(x))jeI

(Pj(g(X)))jGI

g(x)

Luego f o f

1
]
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CAPITULO II
CATEGORIA DE LAS ALGEBRAS DE BOOLE

2.1.ANILLOS DE BOOLE

2.1.1. DEFINICION

Sea (A, + , .) un anillo, diremos que A es anillo
de Boole si A es unitario y si x®x . x = x para todo =x

en A.

2.1.2. EJEMPLOS DE ANILLOS DE BOOLE

El =% = {m + 22 | m 6 2} = {0, 1}

donde 0+0=0 B .00 =0
i1 +32 =0 i S I U |
1+ 0=1 Bzl %)
s IS O [N il M

E2 FC(X%, g%) con X un conjunto diferente de vacio, donde
0(x) =0 y 1(x) = 1 para todo x en X ypara

JL) se tiene

f1 .5, 6 F(X, £

(f]_ + fz)(X)

1"

Fy(x) + folx)

(£ . £X(x) Find Lo falEl .

E3 B={p&A| p? = p} donde A es un anillo unitario,
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conmutativo y p A qQ =P + g - 2pg; se tiene que

(B,A,.) es un anillo de Boole.

2.1.3. PROPOSICION

Sea A un anillo de Boole v p, q € A, entonces:
i} p s p e
S8 mrlecadac g Uep |

PRUEBA

Yp+rq = (pt+ ? (p + q)p + Q)

gt % ap +'pg ¥ af

ptagp tpqg+q.
Luego por Ley Cancelativa qp + pg = O
haciendo ¢ = p tenemos p + p = 0.

ii) Se tiene que gqp + pg = 0 y como pg = -°pg  enton-
ces 4ap = pg -

2.1.4. PROPOSICION

Sean A un anillo de Boole, I e A un ideal propio.

Entonces el anillo cociente % es un anillo de Boole.
PRUEBA

i TR es anillec unitario'™

]3>

Sea 1 1a uynidad de A y x € A, entonces
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H
b
+
e

G -E30E &-T)l'p w5 29K

15 " %‘ cumple la propiedad p . p =

!
g
=
-

(e B I R I TR b L= ) s

MORFISMOS ENTRE ANILLOS DE BOOLE

2.1.5 DEFINICION

Sean (A, +, .) y (B, 4,"™ anillos de Boole vy

f una funcibn de A a B, diremos que f es un morfismo si:

Flx) & £Cy) para todo x, y € A.

iy f(x +

flx) # £{y) para todo x, y € A,

iil) f(x , )

2.1.6  EJEMPLO

Sean A un anillo de Boole, I un ideal propio, luego

£f =2 A -+ % es un morfismo.

X Wi x + T

Se observa que el niicleo de este morfismo es I, es

decir Kerf = I.

NOTA

Considerando como obijetos a los anillos de Boole y
como morfismos los morfismos entre anillos de Boole, dis
ponemos de una categoria, llamada Categoria de Anillos

de Boole y denotada A, -
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ANILLOS DE BOOLE SIN UNIDAD

2.1.7 DEFINICION

Sea (A,+ , .) un anillo no unitario, diremos gque
A es un anillo de Boole sin unidad si x . x = x para

todo x en A.

2.1.8 PROPOSICION

Todo anillo de Boole sin unidad puede ser incluide
en un anillo de Boole.
PRUEBA

Sea (A, + , .) un anillo de Boole sin unidad. Nues
tro objetivo serd formar un anillo de Boole B y estable-
cer un isomorfismo entre A y un subanillo de B; de esta
manera, A quedari incluido en un anillo de Boole., For --
memos el anillo %g-y construyamos el conjunfo

2 Z

B = xA={m,x) | me 35 Y % 6 A} ,demos a B es

Qﬂw

tructura de anillo con las operaciones

1

m,x) + @,y Fm+T,x+y

I

m s %) ¢ {n , ¥) (m .n ,my + nx + Xy

Probemos que el producto estd bien definido:
IR BN VES O L P LB R )

== (m.n,my + nx + xy) °=

(m'n! ,mty' + n'x' + x'y") ",
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- , %), @, ¥)) =M, x'), {0, ¥'}) si y solo si
@, x =@, x) y (F y = (A, y"
sl y sclo si
m = m , x=x'
T g FEg
de aqui
mns=m n' ¥ Xy = x'y‘,
ademds
m=zn == m-m € 22 => (m-m'Jy=0
(porque y + y =0).
n=n" = n-n"€25 = (n-n'Ixs0
(porque % + x =0)
de aqui
my = nm'y
nx = n'x ,

+

Luego: (M .A,my + nx + xy) = (m' .n' ,m'y' + n'x' + x"y').

Se puede probar que (B, + , ,) es un anillo.

Probaremos que (B, +, .) es un anillo unitario,

considerando comc elementc unitario de (B, .) al elemen-

to {(1,0) yvaquesi €A y m€62Z , entonces



1]
=]
o

o wlia (F - 0] , M0 + 1.x + x.0)
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Los elementos de B cumplen la propiedad:
"(m, x).{m, x) = (m, x)".

m, x).(m, %) = (M2 ,mx +mx + x2) = (M,0+%) = (M, x)

por lo tanto Bes un anillo de Boole,
Definamos D ¢ B de la siguiente forma:

=2 §40 , =¥ | 'z @ &}
y probemos que Des un subanillo de B.
Para ello bastari probar que Des subgrupo de B y

que cumple la Ley de Cierrepara la operacién" . " . Asi:

i) Sean (0, %) y (0, y) en D, entonces -
(D yxy=(F, o= {0, 2=9); com =, yv&@AaA ¥
A es anillo entonces (x - y) € A, luego
(0 , x) - (G, y) €D. Por lo tanto D es un subgru-
pode B.

ii) (0, %) . (@, y) = (0 , xy) implica que
. 2l - 0 7)) B E; Ja gue =58 A

Luego D es subanillo de B,
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Construyamos ¢ : A -+ D y probemos que ¢
x v (T > X)

es isomorfismo.

a) "y es morfismo'.

Si x, y son elementos de A, entonces:

1) wx +y) =0, x+y)
= (T +0 4, x+y)
=(ﬁ,x)+(5,‘y)
= ¢(x) + 9(y).

2) y(x . y) = (0 , xy)

(T, =) (0, y)

vix) . ¢(y).

b) " es biyectiva".
1) "™ es inyectiva'.
Si x, y son elementos de A, entonces:

$x) = 9iy) = (T, %) =40 , g) == x=9.,

2) "y es suryectiva'.

Si (0, x) € D, entonces w(x) = (0 , x).

2.2. ALGEBRAS DE BOOLE

2,2.1. DEFINICION

Llamaremos Algebra Booleana a la estructura forma-

da por un conjunto A % ¢ y tres funciones:
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V:A-xA-»A:(x,y)"v;»'\'»xVy
A:AXA + A: (% ¥y) vovs XA Y
' A =+ A : X s x!
que cumple con los siguientes axiomas:
Sean x, y, 2 € A.

i) Leyes conmutativas para "A" y "y©

XAy y A x

x V¥ 2 Wi

ii) Leyes distributivas

Hi

xA(yVz) (x A y).¥ (x A %)

xV(y A 2z) (™ ) A dx ¥ g)

iii) Leyes de absorcidn

xVixAy) = x
xA(xVy) = X
iv) (xVx")Ay = y
(xhzx" Py, = 9

NOTA

Denotaremos "1" al elemento =x V x', en donde "x"
es un elemento cualguiera de A. Denotaremos "0" al els
mento x A x', en donde "x" es un elemento cualesquiera

de A. (En 2.2.3-2 se probari que estin bien definidos).



23

2.2.2. EJEMPLOS

El

E2

Sea X $ @ ; (P(X), n , U, C) es un Algebra de Boo-
le.
S8i X es un espacio topoldgico, el conjunto

R(X) = {M ¢ X| M=M esun Algebra de Boole con las

operaciones MAP = Ha.B
2
MVP = (MUP)
c
), L
Prueba

Probemos inicialmente que "P A P' = 9" , "PVP'" =z=X"
para todo P € R(X).

a) P A P NP

"
g

= & .

(s
&3
b) PV P! PU D)o

e o
P

(}]
~~

(1]
~~

Q.
Crrepi]®

(o
FrPi]° = o€ = X = X.

Probemos ahora que los axiomas del Algebra de Boole

se satisfacen:



24

i) CONMUTATIVA
PAQ
PVQ

QAP
QVP

se cumplen ya que la unidn y la intersececidn son
operaciones conmutativas.
ii) DISTRIBUTIVAS
a) "MA(PVQ)S(MAP) vV (MAQY
MACCVQ

M n (PUQ2)

"

finuos

=(Mcy (PU Q)&  (II.3.12)

i« n PXu n Qi

M APV (MAQ .

b) ™ V (P A Q)
MV (PAQ

(MVP)A(MV Q)
Muen ol

Guup n Myl

=(MUPN MU Q=

S(MVP)AMY Q).

iii) LEYES DE ABSORCION
TMAMYV P
"™ V (M A P)

Mt
M" .,

[}
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MAMVYP) =Mn (MUP)Q'
=% n mup*
= (M ry (MU P))a
L.
=M =M
MV MAPY = (MU M N P))Q‘
o]
= M
= M.
iv) (M AMYDY VP =P
MV M) AP=P

(MAMYD VP =¢ VP (yaque M A M= g)
=(eu P = F=p.
(MVMI)AP =X AP (ya que (M VM) =X)

X n P=P.

Luego R(X) es un Algebra de Boole.

2.2.3. PROPIEDADES

Toda Algebra de Boole A, satisface las siguilentes
propiedades.
Sean p, g9, r elementos de A,

12) Principio de Dualidad.
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- E1 principio de Dualidad en un Algebra de Boole nos
dice que toda proposicidn cieqta,-con las opera ---
ciones A, V, se transforma en una proposicibdn cierta
8l se intercambian de lugar los signos "A" y "V©,
Verifiquemos que en realidadésto se cumple; Se pue-
de observar ficilmente que al intercambiar estos gig
nos, los axiomas de definicidn en realidad permane--
cen iguales ya que en cada axioma la ﬁrimera identi~
dad se transforma en la segunda y viceversa.

2¢) pVop'=qVyqg y pd et e g8 q

P A D' (pAp'Y V(gAaag') =q4A q' (poraxioma iv),
Por dualidad p Vp' =qvq .
32) Si t €A es tal que pvt=1 y pAt=20,

entonces p' = ¢t

§F
§1

p' = pt vip 4 p2) = p' w.0

p' v (p A t)

(p'vp) A(p' vi)

0 kY v Ed
(pvt)A(p'vt)

"

[1}

(pAphy vt

t (por axioma.iv).

Luego p' = t.
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62)

72)

i) pAl1=p 3 pvO0=np.

it

pAl=p yaque pvp'=1y pAr(pvp')=p

(por axioma iv)

PVvO0O=p porque pAPp' =0 (por axioma iv)

pvip & pt) = p.
ii) 81 aAp=a, avg=a, para todo a en A,

entonces p =1 y - 9 0.

oapldetd 3 g=qvocs=0.

BaAel gy avl

1 para todo a en A.

i) (a A0 vO=aald . (por 4-i))."
"(apa0)vOo=0 {(por Ley de Absorcidn)
Luégo aarno=20. i
ii) Gavi) Al=avi
(avi1)4a1l-=
Luego a v 1 = 1.
oY = 1 vy afm= B

1v0o=1 |, 140 =0 (por 4-i)).

Luego 0' =1 , 1' = 0 (por 3)).
p" = p.
Tenemos que p v p' = 1 - P Ap' = 0 por definicibn.

Inego por (3) p=9p" .
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"
o)

82) p Ap =p, o Vp

grag %0 (por u4-i))
=p VO Ap")

e Vp) A @ Vp")

B ¥.p) &1

H

pVp.
Por dualidad se tiere que p A p = p.

92) p A (Q AT) = (P Ag)Ar, pVigVe)=( ValV r.
Lo probaremos para "V,

p ¥ {g Vo)

P V@Vr))a  Vp©)

(Vi@ Ve) ApY Vp V{gVeHap")

Pero p A G Vi Vr))=p A ((p Vag)Vrx

y P'"A (P V@ VD))=p'" A ((p Vag) Ve

(== probaréd al final).

Por lo tanto . _
(((p V@V ) ApIV(({p VqlV A p")
{ip ¥ @)%Y & (p ¥ pt)

g ¥'ig V-xn)

U

. Tal) P e.

1]

Probemos ahora que

i) »pd@w ¥ig Vel p8 ¢lp ¥V qI¥% ).

PpALD V(@@ V) p  (Por absorcidn)
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Ademés

PAUWP VA Vr)=(@AG@Va)d)VipAD
= 5 Ep A1) -

= p.

ii) p' A V (qV ) ==p'-A((p V QV )
P' A (P V @@ Vo)

(p' Ap) V(p' A (@ Vr))
OV (p'a @ Ve .

p' A (g Vur)
pt A ((prV q) V. r)

(p' 4 (p V@)l V (p'" A’ 1)

L{

(P A D) V (" AQNW(' Arx)

(p' AqQ) V (p' A )

p' & (@ V r).

1080 ¥g =g c==x/p g
-'I[)qu=q => p AQq=7P
A

L)
<3

e.
"

-pVq=q => p P Ag
=> p =p Aa.

i) pAg=p => pVgq =g .

pAg=p => (pAq)Vqg=p Vg



30

112) (p Aq)' =p' VY q! 3 (P Vql' =p' A q'.
TP o dgcl G Ep” Bt

Por (3) bastard probar que

t

fp g (wi-T.gl) 0 v (p A ¥R Vagtlzg,

(' V q') Ap) Ag

o A ghg CptYg?l
= ((p' AD)Y V@' Ap)) Agq

g ¥ Qa3 Ka

2 gV ' Agy 4w
= 0AD
-2 0 {(por (5)).

P AQ VO'Vag") =(p Ag Vp") Vaq'
= ((p V") A (p' Vg Vg
s {i n " Yaglkl Vg?
a2 Gp' ¥ gy ¥ gt |

gl @ gl

p' V1

1 @or (5)).
L0 fo- Vol =ph Big!
Por dualidad. 5
223 RELACION DE ORDEN EN UN ALGEBRA DE BOOLE

2.3.1 PROPOSICION

En un Algebra de Boole A, la relacibén hinaria p <q
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si y solo s1 p Vg = q (o equivalentemente P A q =P
por 2.2.3-10) es una relacidn deorden parcial (8sto es
que cumple las leyes Reflexiva, Antisimétrica y Transiti

val.
FPRUEBA

i) La relacidén es reflexiva.
Si a€A: a<a; yagque ada=a (por axio-
ma i).

ii) La relacibn es antisimé&trica.

Se probard que la relacidn siguiente es verdadera.

a -
P s

2R e SN R R

Si p <q entonces pAg

si q <p entonces pAg = g

como p Aqg=p ¥ PAg =q se tiene que p =q.
iii) La r-elac.ién es transitiva I

Probemos que:

Bo®,g ke s e =iy 49

S8i p < q entonces pAg=p

si q < r entonces qAr=Q

1

como P Agqs=p ¥y g@=qAr se tiene que

p A(g AX

L]

D =pAgq

@ Ag) Ar =p AT

de donde P < r .
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2.3.2, PROPIEDADES
Sea A un Algebra de Boole y P, q, *, 8 elementos

de A, Se cumplen las siguientes ﬁropiedades:

o) Qe W Lpid 4
020 . yaque O AP .2 D
praads | waigue P Y Bep

22) S8i ps<q y r < s entonces
) e pIE s

13) "pVYpsgVve

i) Si p < q entonces p A q=7p

gi P <.5 entonces. n A 8 r

por tantc p AP (pAqQ A (r A s)

(p Ar) A (q A 8).
.Luego PATZqASs,

ii) Se sigue de igual manera.

32) 8i p < q .entonces g¥.< pt
P<gq=pAq=0p

= (p A q)' = p'

=>p' vq =p

——% q' < p’ 5

"
IR

4e) op < q = pt Vg
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i) p<q = pVgqg=gq
= p'V(pVa =p' Vg
== (p' Vp)Vag=p'Vg
=, 4 Egep! ¥g
== 1 =p'Vaq.

i) p' ¥g = 1 == (p' Va Ap=14Ap
== (p' ApP)V(qgAp) =0p
=> 0V{(gAp)=0p
= qAp=Pp
= p <4

i) p A q = Inf. {p, g}

ii) p V q = Sup. {p, q} .

Prueba

i) pAgz2q vy PAQSIDP vyaque

ii)

A Vp=p y ((pAqg)Vaqg=gq (por
absorcibn). Luego p A q es cota inferior de

{p, g} Si » €A es tal que r<p y r <q
entonces rAir<pAgq de donde T & f A q.
Luego p A g es la mayor de las cétas inferio
res.

Se prueba de manera similar.
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NOTA

12) Por la propiedad anterior, toda Algebra de Boole es
un conjunto parcialmente ordenado.

22) Si {pi} es una familia de elementos de A, entonces
denotaremos al éupremo de los {pi} por g P; V¥ al
infimo por A Py -

i
32) Si A es un Algebra de Boole y {x;} una sucesidn

de elementos de A, diremos que {x;} es una sucesidn

disjunta si x5 A%y 0= 0 para 1 ¥ j.

2.3.3. PROPOSICION

SeaTyi} una sucesidn de elementos de un Algebra de
Boole A que posee supremo, entonces existe una sucesidn

disjunta '{xi} de A tal que:

L - S

{x;} posee supremo
¥ % & V9,
i il i X

PRUEBA

Definamos {Xi} asi:

Xy = ¥y
X2 = y2 Ayj
- = - '
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“{x;} es una sucesién disjunta'.

Sean X; o Xy e {xi} con i < k.

x. A = (y. A (A i) Ridye & € A 31}

para algln r tal que 1 < r < k se tiene que yé =yl

(ya que i < k). Luego

. Ax_=(y. ACA  y'O)ACG, ACA I
] 17 qep<x T K7 ey 73

= 08 (g 0Ca -y
k7 aeges
= 0 .
" -
T @ SN Y-Yyi".
3
= f t .
Wy B Yy B W FF ST £ para todo i

i< jei 3

"y es la menor cota superior".

Probemos que Y5 B LRy R wseee W xj) para todo j.
Por induccidn: para j = 1 tenemos que

X Ty = chxl

&l H.e 2y Xy VX =y v_yzA ¥])

i
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(91 v y2) A (y; v y})

¥r ¥ ¥z
Luego y, < %1 V Xy

Supongamos que la expresidn es vilida para todo

j < k, es decir

¥y £ ¥
Y2 2 X1 V X
< L B B R B
Vi < (x%y v %, v Ry )

de lo cual se puede implicar que

: v
Vy: = X .
k+l
Probemos que Fivy = X Ko
k+1 k k ( ( k
¥ g .YV, ¥ o 2 ¥ oy ¥ A (Y w.91)
1 i 4 3 xk+1 q "3 k+1 =1 i
Ty ¥y v (T yom
= Uy Ve V.
g s e
k+1
= >
1Y 2 Y

X; Ppara todo 3.

e <l

Hemos probado que ¥y =



37

Si z2 6 A es tal que X: £ 2% , para todo i, en~

tonces (X3 V X2V svvee V xj) < z, para todo j, de donde

5

{A

Xy V Xy V oeauue V xj < z , para todo j.
Luego y < z .

2.3.4, PROPOSICION

Si'{pi} es una familia de elementos de un Algebra

de Boole, entonces

i

. : > - .
iy (Vg pi} (a4 pi) » 81 V;p, existe.

i g = . D! . 83 NeDa i =
£4) (Ai pi) (Vl P1> » 81 A;p, existe

PRUEBA

i) Sea p = V,p; .
p; < ps para todo i por definicidn, de donde
pY = p; para todo i.
Ahora probaremos que si q < pi para todo i, enton-
ces q < p'.
Sea q < Pé ; entonces p; < q' y como pes el su-
premo de'{pi} se tiene que p < q' O sea que g < p'

4
1 -
de aqui (Vipi) = A;p; -

ii) Se prueba de manera similar.
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2.3.5. PROPOSICION

Sea'{Ij} una familia disjunta de conjuntos con
unidén I, y para cada i € I sea p; un elemento de un Al

gebra de Boole. Entonces

Vs (Viexj P;) = Vigr Py -

PRUEBA

Llamemos qj = ViGIj P; ¥ 4= Vj qj .

s . St S
i) "q es cota superior de la familia {Pi}iGI :
Como cada i € I pertenece exactamente a un Ij s Se
sigue que para cada i hay un "j" con P; £ 4y 3 como

ademis qj < q, se sigue que "q" es una cota superior

de {pi} .

ii) "q es la menor cota superior®.
Sea » tal que p; < r para todo i3 como en particu-
lar p-<r para cada 1 € Ij » Se¢ sigue de la de-
finicidén de supremo que q.

3
dero para cada j, podemos concluir que q < r.

< r; como este es verda-

Esto completa la prueba.

2.3.6. PROPOSICION

Sea {qi} una familia de elementos de un Algebra

de Boole A yp € A, Entonces p A Vig; = V. (A qi).
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PRUEBA
Sea q =,Vi ;-
i) p A g es cota superior de-{p A qi}iGI .

Para cada i € I: como q; = 4 entonces p A q; £ P A q.

ad) P A q es la menor cota superior .
Sear tal que p A g; = r para tode i,
Observemos que q; = (p A qi) vV (p' A qi) -2V p's
luego, por definicidn de supremo g < v V p', de

donde p 4 g < p AT £ 1

2.3.7. PROPOSICION

S1 {pi} es una familia de elementos de un Algebra
de Boole Ay p 6 A, entonces p V (Vi P, )= Vi(p v pi).
PRUEBA

Sea q = Vi P;-

i) pVq es cota superior de {p V Pi}iéI .
Para cada i € I: como P; 2 49, entonces
PUP; <PV a.
il) p V q es la menor cota superior.
Sea r tal que p V p,; < r para todo i; de agui se tie
Ne que p < r y P, < T para todo i. Como "q" es el

supremo de los Py» Q2T de donde p V q < r.
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2.3.8. PROPOSICION

Sean {p;} ¥ {qj} familias de elementos en un

Algebra de Boole A. Entonces:

Vi py; A V. oq. W (pL A gl .

< 1,3 i
PRUEBA
Sea p = V; Py Y a°= Vj Uy
i) p A g es cota superior de {pi A qj}iGI'
jed
Por definicidn de supremo: P; 2 P para todo & =
qj < q para todo j ;
de aqui se tiene que Py A qj £ Pp A q para todo

i, j‘

ii) p A @ es la menor cota superior.
Sea r tal que p; A qj < v para todo i, j.
De aqui, V; p; A q. 27T 5 sea p A 94 £ T »
de donde Vj(p A qj) <y &6sea pAg <r.

2.3.9. PROPOSICION

Si I e¢J entonces V p. < V p

jer & jeg 1

-

PRUEBA

ps < Vv P; para todo j en J, en particular
J ieJ
p. < V p. para todo J en I.
1, Egig g e
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Luego ¥ B B N B
{2 R R 1

2.4. MORFISMOS ENTRE ALGEBRAS DE BOOLE

2.4.1, DEFINICION

Si Ay B son dos Algebras de Boole y f una funcién

de A en B, diremos que fes un morfismo si:

il) f(x v y)

qaa) ELs?)

iy ECx & ¥)

L]

f(x) A £(y) , para todo %X,y en Aj;

f(x) v £f(y) , para todo x,y en A;

(F(x))*, para todo X en A.

2.4.2. DEFINICION

i)

293

iii)

iv)

Un morfismo fes llamado un monomorfismo si fes --
una funcidn inyectiva.

Un morfismo fes llamado un epimorfismo si fes
una funcidn sobreyectiva.

Un morfismo f de A en Bes llamado un isomorfismo

si existen morfismos g, h tales que fog = 1B

hof=1, (de otra forma, un isomorfismo es un mor
fismo biyectivo).

Un morfismo £ de A en Bes llamado completo si --
preserva todos los supremos (y consecuentemente

todos los infimos).
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Es decip: si {pi} es una familia de elementos de
A con V; p; = P, entonces la familia {f(p;)}

tiene supremo igual a f(p).

2.4.3. EJEMPLOS

Bl La funcibén 1 : A - A es un morfismo llamado

E2

P TR T T, p
morfismo identidad.
Sea B un Algebra de Boole y "p" un elemento de B,

P ¥ 0. EL conjunto A = {x|%x € B, x < p} es un Al-

_gebra de Boole para las operaciones siguientes: A, V

las mismas que en B, perc ~ x = p Ax' (definicidn).

La funcién £ : B ~» A es un morfismo ya que:
X v+ XAD

f(xvy) =(xvy) Ap=(xADp)v (Y AD
= £(x) v £{y).
f(x ay)=(xAyY Ap=(x4ap) Ay ApD
= £(x) A £(y)
oy Elal) & p & (E(=20) s p Bik=z 4 )t

o M (mt ¢ .9%]

(p A% v (pAp"H

p A X'
= f(x") .
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E3 Sean A, B Algebras de Boole y f : A+ B una funcidn

tal que:

]

Fix) v £(y)
(£(x))?

f(x v y)
FXt ]

1

para tode x, ¥y 6 A.
Entonces f es un morfismo.

Probemos que f(x A y) = £(x) A f(y).

Bz v y'), ‘= Fxt) v £4y?) & CELxDY w {£4d)
ademfs f(x''v y"') = FUx A y)')= (f(x A yN!
de donde (f(xAy»N' = (£(x))' v (£(yN' = (Ffx) A F(yOI!
de aqui que f(x A y)= f(x) A £(y).

E4 Sean f : A+ B, g : B> C morfismos, entonces

g o f: A+ C es morfismo.

(Z-n B3l v v) ghElx v 931

g(f(x)) v g(f(y))

(s B¢ v (g o EXlyd.
elEx"3) g{f(x)"
(g(£(xIN

ECg o EALHIIT 0

1

8w EHERYY

2.4.4. PROPIEDADES

12) Si A, B son Algebras de Boole y f : A+ B una bi-

yeccidn, entonces:
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i) 8i fes morfismo, gt también lo es.

ii) fes un isomorfismo si Lcumple la condicién si--
guiente: para todo par de elementos a, ben A,
a<b silysolo si f(a) < £(b).

Prusba

i) £ es morfismo.
Si x, y 6 B entonces

£ Lex) 4 £ 2 ee~ Yz £ YD

X4y
£¢871¢x A y)).
£~ xnv £ yn

£0£7 ) v £y
EXVY

£ x v v

por ser f inyectiva se tiene que:
Flx ayr= £l 4 £y
£ lx v y)= £l v f'l(y_) .

Ademés

e = (g

n

'X'-

57100 .

Y por ser f inyectiva

(£7L¢xy = £7exn).
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ii) Es suficiente probar que f es un morfismo.

£l v yh = Rzl » £0g), _
Tenemos que a < b <= f(a) < f(b) para todo
a, ben A.
RERAUVY 2. YL XYY luego

f{xy < f(x vy g &y) = Jix.v ¥}

de a.qui f(x) v £(y)

iA

ez . v v) -

AdemSs si f(x) v f{y) £{m)

entonces f{x) < f{m) y £(y) < flm)
de aqui x <m y y<m
es decir X Vvy<n

f(x vy < £f(m) = F(x) v Bls) .

]

Luego f£(x v y) f{x) v £(y) .

Por ser f sobre:

si 0 = f(x), entonces 0 < x == f£(0) < f(x)
== f(0) <0
== f(0) =9

si 1 = £f(x), entonces =x < 1 == f£x) < £(1)

| w 1 < £(1)
= 1= £(1).

Luegoe £{x) v £{z") = f(x v x') = £(1) = 1

Py o Prl) = flx & 'Y 5 5(0) = 0

lo cual implica que f{(x') = (f(x))' . (2.2.3-3).
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22) éi f: A+ B es un norfismo entre Algebras de Boole,
entonces a < b => f(a) < f(b), para todo &, ben A.
PRUEBA |
a<b=>aVb=>b => f(aVDb) = f(b)

=> f(a) V £(b) = £(b) => f(a) < f(b).

32) Si f, g, h soﬁ nonfismcs, entonces
(fo 8 oh=1f, (goh).
Es trivial, ya que la composicidén de funciones es
asociativa.
MY .
Los morfismos definidos entre &lgebras de Boole, dan
a la clase de &lgebras de Boole estructura de Categoria,

la cual denotaremos por AB'

2.5 ISOMORFISMOS ENTRE ALGEBRAS DE BOOLE Y ANILLOS DE BOOLE

s e o

2.5.1 PROPOSICION

Si (A,+; .) es un anillo de Boole, entonces
(A, V, A, ') es un &lgebra de Boole en donde:

XAy = xy

% W 57 X &gy

x! i e,
PRUEBA

i) % Ay = y A= g xVy = vV %:
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XAy = xy = yx
= yAX
xVy = x+y+xy
= y.+ X + yx
= yVx
XKV {yA3z) = (xVy)AL(eYV z)
xV (yAz) = x+(yAz)+xyArsz
= x + yz + x(yz).
.Adenés: I(x Vy) A (xV 25 = (x +y + xy){x + 2 + x2)
= r e yxR-F iyx + %Xz + yzZ
+ xXyz + XXz + yxz + RyXZ
= X +yx +txy + xz + yz
+ xyz + xXZ + yxrz t+ xXyz
= x + yz2 + xyz (ya que en
un anillo de Boole ata = 0).
.oV (y A2) = xVy)A (xVz)
XA (yVz) = (xAy)V(xA 2)
X A(yVz) = x(yV z)

x(y + z + zy)

Xy + Xz + xzy
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Adends (x L y) V (x A 2) = =xyV %z
E = Xy + xz + xzxy
= xRy t xz + xzy
Por tanto
(x A(yVz)) = (xAy)V (x A 2)
Leyes de Absorcién.
Para todo X, ¥y 6 A: xV (x A y) = x y
x A xVy)= x

®*xV (XAyYy)

X + xy + x(xy)

= x + xy + xy

x+ 0

X

1

x A (xVy) x(x + y + xy)

L]

x(x +y) + x(xy)

=. xx+ xy + (xx)y

X + Xy + Xy

x + 0

- X
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iv) "Para todo x, y € A:

(x Vx") Ay =y

(x 83) D g-ayg-2%
(x Vx'") Ay = (x + %' + xx")y

[(x + x") + xxT]y

= (1L + 0)y
=y .
(x Ax'") Vy = xx' Vy

=t &y ouwnly

0 +y + 0y

e
‘Luego (A, A,V,"') es un Algebra de Boole.
2.5.2. PROPOSICION

Si (A, -V,_ A, ') es un Algebra de Boole, entonces

(A,+, . ) es un anillp de Boole en donde:

1]

X+ y (xAy') V{(x' AYy)

X .y XAy .
PRUEBA

(A, +) es un grupo abeliano ya que:

12) x + y (xAy')V(x'ij

(y' Ax) V(y A x")
(A =1y Wiy £ %

y + X.
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22y x+ 0= (x AD0') v (x' AD)
= (x A1) v(x' 4A0)
=xvDO0
= x .

32) x+ x = (x A x") v (x'" Ax)
-=x)\x' -
=0 .

42) x + (y+ 2) (x +y) +z

x+ (y+ 2) (X A (y +2)) v (x' A (y+ 2))
EFA(yAzD)v(ytazNT] v

[x' A ((y A z').v (y' A 2))]
A Wy'"vz)Alyval))] v
[{x' Ay A z') v (x' Ay' Az)]
XA Gy A z) vy AzD)] v
[(x Ay Az')v(x'A y''Az)Y]
(xAyAz)v(x-Ay'Az') v

(x' A yAz") v(x'Ay'az) .

(x +y)+ z ((x +y) Az') v ((x+y) A 2)
Mixay)) v (x'AyNAz'T] v

[((x' v y) A (x v y") A z]

Cxay'az") v (x"AyAz')] v

[(xay) v (x'ay") a2l
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x Ay'az') v (x'AyAz')] v

x Ay Az v (x's y'A z) |

(x A y'A 2') v(x"AyAz') v
(x Ay A z’) v '8 v'K 2).
Como el cone;:tivo "y" es conmutativo, entonces
xr(y+g) = (gryd+z .

Adem8s (A, .) es semigrupo unitario ya que x . 1=%x
pues x . 1 = x A1l=x
Los elementos de A son idempotentes x . x = x A =X

de donde (A,+, .) es un Anillo de Boole.

NOTA

Si A es una categoria, el funtor

1 :A_—)- A

A A e A

£ vanvas £
se llama morfismo identidad de la categoria A .

2.5.3. PROPOSICION

. Existen dos funtores JI = AB - AnB y
E: A nB =+ AB tales que
Jd o B = 1
Anp
B , Jd = 1A ~
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PRUEBA

Por proposicidn 2.5.2 el funtor I se define asi:

JL : AB . AnB

KBy Wy Ky T3 v (A, Es 3

f:A + B annas fF:A > B.

Por proposicién 2.5.1 el funtorX se define asi:

B s AnB * A

B
(A,+, ) ~vmann+ (A, V, &y ')

f:A +B nvannns £ A+ B

Debemos probar que:

i)

1) B o I (A, V, Ay ') (A, V, A, ")

1) I, B (A, Hy 5D (A, +, .) .

Las operaciones de (B , J) (A, V, A, ") son las mis-
mas de (A, V, A,') ya que:
a) x Ay =xy =x Ay

P xVy (x+3'7)+xy

X +ty+xy

((x" Ay) V (xAy")) + xy

((x'"Ay) V (xAy")) + (xAy)
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[Tx' Ay) v (xAy")) A (xay)T] v
[((x'Ay) v (xAy' 'L (xAy)]

= [((x"Ay) v (xAy")) A (x' vy')] v

[((x'v y"DOA(x" v yDA(xAy)]

"

Hx' vyIalxtay)] v [{x' vy') &
(xAy"D] v (x A y)

(y'Ax) v (2" Ay) v (xAY)

(yv'ax) v(y A (xv x"))

(y'Ax) v (y A 1)

(v Aml 'y &

A8

c) x' =1 4+ %

(LAx") v (1'Ax)

(1Aax'") v (0 Ax)
el w §
=y

ii) Las operaciones de (I , E)A, +, .) son las mismas
de (A, +, O)t

&) Bow V2.2 Ry SR
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b) x+ vy = (x'Ay) v (xAy')

= (x'y) v (xy')
= x'y + xy' +'x'y Wyt
= (1 + Xy +x(L +y) + (1 + x)y .x(l + y)
= 1.y + xy + %1 + xy + (l.y +xy)(x.1+xy)
=y +x+ylxt+xy) + xylx + xy)
=x+ty+ yx+ yry + xyx + RyRY
=x+y+xytxRy+y+Ry
=x +vy .

NOTA

Por cumplirse esta propiedad se dice que existe un
isomorfismo entre las categorias de Algebras de Boole y

categorias de Anillos de Boole.

2.5.4. PROPOSICION

Si Ay B son dos Algebras de Booley f : A+ B
una funcidn; entonces las condiciones que siguen son

equivalentes:

i) fes un morfismo entre Algebras de Boole..
ii) £f(x + ¥
fx . y)
Sy

ECay +.E(y)

£(x) . £(y) para todo X, y en A

1.



55

iid) £f(x V y)

f(x) VvV £(y)

f(x A y) = £(x) A f(Y)'. para tedo x, y en A
£€0) = 0 '
FCEI B 'L

PRUEBA

i) == ii) . Es obvia ya que existe un isomorfismes en—

tre Anillos de.Boole y Algebras de Boole. -
Y ademss '
£(1) = £(x V x") = £(x) V £(x") = £(x) V (£(x))* =1,

ii) == 1iii) Resulta siempre por~el_isomorfismo que --
existe entre la Categoria de Algebras de Boole y Ani
llos de Boole. .
Y ademis
£(0) = £f(x + (~x)) = £(x) + £(-x) = f(x) - £(x) =0

iii) == i) es trivial.

2.6. PRODUCTO DE ALGEBRAS DE BOOLE

2.6.1., DEFINICION

Sea (Ai)iGI una familia de Algebras Booleanas.
Llamaremos producto de los Ai a su producto cartesiano

n Ai construido como un Algebra Booleana de la manera

siguiente:
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sip=d{p;} v aq={q} entonces

Ko
<

tal
]

(p; V 93);

o)
=
a]
)

= (pg A 9505

n

p'
2.6.2 PROPOSICION

(Pi)iﬂ

Sea A el producto de una familia de Algebrés de
'Boole {Ai}‘ Entonces para cada i, existe un epimopfismo
natural de A.a A;» llamado la proyeccidn fi y definido
por fi(p) = pi(p).

Si adem&s Bes un Algebra Booleana y para cada
"i", existe un morfismo g; de B a Ai’ entonces existe un
finico morfismé-g.de B a A, tal que:

fi o & = g; para todo 1i..

A <=

PRUEBA
Sea B unAlgebra de Boole, tenemos que para cada

"i®, existe g;: B = Ai morfismo. IProbaremos que existe

un Gnico g: B + A morfismo tal que £, 08 = 8; para tg'

do 1.
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Definamos

b v (g (DY) oy o

"g es morfismo™,

g(b; v by)

(g;(by v b2)) oy

(8:(b1)) 0y v (g:(by))

iel

g(b') - (gi(b'))iGI

((g5(®))") 507

(55 (b)) *50r

g(b)' .
Ademés fi o g =g Dpara todo i ya qué

g es {inico,

Supongamos que existe"h" tal .q.ue' f; 0oh =g

para todo i; ademis f; 0.8 = g; para todo i.
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(f; oh) = (£; o 8) = (f; , h)(b) = (f,08)(b),para todo b

g ©
= fi(h(b)) = fi(g(b)),para todo b
= p,(h(b)) = p; (g(b)),para todo b
= h(b) = g(b), para todo b
=> h=g.

2.7. SUBALGEBRAS E IDEALES

2.7.1. DEFINICION

Se llama "Subdlgebra" de un Algebra Booleana A, a
un subconjunto B de A, tal que B junto con las operacio-r

nes de A constituye un Algebra de Boole.

2.7.2., FJEMPLOS

El Sea X un cohjunto. Todo campo de conjuntos de X es

una subidlgebra de P(X).

E2 Si A es un Algebra de Boole, entonces {0,1} y A son

subilgebras de A.

E3 Si Z es el conjunto de los enteros, m € Z . entonces
A={PcZ2 | (yeP <> y+m¢€P)} es subflgebra
de P(Z).
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Prueba
i) P,QEA==P N Q& A.
Sea y 6P MM Q = yE68P yv y6Q

== (y+m) 6P y .(yi:m) 6 Q
<> (y+m 6P rn Q.
Luego f fn Q €A,
ii) P, Qe A== PUQE&A.
yEPUQ «= yGCP & y€aQ
= (Y+m)€PI6<(y+'m5€Q
<=»--(y+m)'ePUQ._
Luego P U Q € A.
iii) Pe A = P° ¢ A.
y © P°‘==$ v ¢ P
<==-<y»'r'm)¢1:
~¢=>(y+m)GPc
Luego A es sub&lgebra de PkZ?.

¢ Llamaremos "vertical” a un subconjunto P del cuadrado

unidad, si para todo punto (x, » ¥,y que bertene?ce a.

o)
P, todo punto del segrﬁento vertical que pasa por
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(x5 5 ¥,) también pertenece a P.
Es decir Pes vertical si:

(%, » ¥y,)) € P = (x, , y) 6 P para todo yé€ [0, 1]

Sea I = [0, 1] .

"La clase de todos los conjuntos verticales en

I x I es una subdlgebrade P(I x I)".
Prueba

i) Sean P, Q dos conjuntos verticales que pertenecen
a I x I. Probemos que P U Q es vertical.
(xo 4 yo) €EPUQ = (x, » yo) eP & (xo,yo)GQ
= (x,s9) €P & (x_,¥) 6Q
para todo y € I

= (xb »y) 6 PU Q para todo
y&e1I.

Luego P U Q es vertical.
ii) Sean P y Q dos conjuntos verticales, probemos
que P 1 Q es vertical .

(xoay

o] PR Q= (%3 8F ¥

(Xoa YO) €Q
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== (xo,y) e P vy (xo,y) € Q para todo yeI

= (x,,y) 6 P 1 Q para todo y € I.

Lﬁego P n Q es vertical.

iii) Sea P un conjunto vertical, probemos que P° es

vertical.

Sea (x,,y,, 6 P y supongamos que

(xoa vi) & p¢ 'para algn y; € I, luego

(xo s Y126 P y como P es vertical, entonces

(xo, y) € P para todo y 6 I, en particular

(xo,yo) € P lo cual es contradictorio.

Luego P¢ es vertical.

E5 Sea X un espacio topoldégico. Entonces

A= {Pc X|P es clopen} es una subdlgebra de P(X).

Prueba
i) si
ya

de

iy sx

ya

Py €A y Py 6A entonces P, UP, €A,

que unién de abiertos es un abierto y unién

dos cerrados es un cerrado.

P, €A y P, €6 A entonces P; (Y P, € A,

que Interseccidn de cerrados es cerrado e in-
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terseccidn de dos abiertos es un abierto.

iii) Si P € A entonces P° € A ya que si P abierto
entonces P° es cerrado, y si P cerrado entonces
P¢ es abierto.

A esta subdlgebra de P(X) es denotado CL(X).

E6 Sea X un espacio topoldgico. Entonces

3 RN « Twene)
A={B cX | Fr(B) = ¢} es subflgebra de P(X).
Prueba

i) "(B; € A y B, 6A) = B, UB, 8 A" .

e s
Probaremos que Fr(B; U By) = ¢

Se tiene que

Fr(B; U Bp) ¢ Fr(B) U FI’(Bz),

luego

fFﬁﬁLFT§T<:(Fr(Bn U Fr(B,))%e;
pero

(Fr(By) U Fr(B,))& = ¢

ya que unidn de dos conjuntos raros es un conjun

to raro.

Q
Entonces Fr(B; U B,) = ¢
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iid)
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"(By €A y B, €A) == By f\ B, € A" .
Probaremos que (Fr(B; r By))2 = ¢ .

x € Fr(B; N By) == x€(BINB, N (B;NB5)°)

=> (x 65,y x6B,) y (x€Bf & x¢&BY

=>x68 nB 8 x¢8B n B
=> x € Fr(B;) & x € Fr(Bj)

= FI’(B}_ N Bz) c FI’(B;) U FI'(Bg)

o (e}
== Fr(B; () By) c Fr(By) U Fr(B,y)

o -
y como Fr(B;j U Ixr(Bs) = ¢ entonces

Q
Fr’(B1 ') Bz) = ¢ .

"B ¢ A= B° g A" .

H
o

o]
Probemos que Fr{B%)

—_ G
Fr(8%) = B¢ o B° Fr(B)

©

o]
pero Fr(BY = ¢ , luego Fr(B®) = o .
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E7 81 f : A> B es un morfismo de Algebras de Boole,

E8

entonces f(A) es una sub&lgebra de B.

Prueba

Si x, y € A, probaremos que:
i) £(x) A £(y) 6 £C4) .
11) £(x) V £(y) € £(A) .
41} ‘Azt & ECA) »

i) £(x) A £(y) = £(x A y) de donde f£f(x) A £(y)

pertenece a f(A).
ii) Similar a la anterior.
iii) £(x)' = £f(x') , por lo tanto f(x)' € f(A).

Sea X % ¢. Un subconjunto P de X es llamado conume- '
rable (en X) si su complemento es numerable.

TR e R | P es numerable & P es conumerable}
es una subflgebra de P(X)".
Prueba

Sean PGJNC y QG]NC "

i) Si Pes numerable y Q numerable, entonces P U Q
es numerable.
Si Pes conumerable y Q conumerable entonces

P U Q es conumerable.
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Si Pes numerable y Q conumerable, entonces P U Q
es conumerable, ya que (P U ¢ = ¢ n Qc c Q8
sea (P J Q)c es numerable.

ii) Si Pes numerable y Q numerable, entonces P 1 Q es
numerable.
Si Pes numerable y Q conumerable, entonces P 1 Q
es numerable.
8i Pes conumerable y Q conumerable, entonces
P Y Q esconumerable.

iii) Si P € N, entonces 12 EW_.

2.7.3. . FROPOSTOION

Si Bes subilgebra de A, entonces {0, 1} ¢ B.
PRUEBA

Probaremos que 0 € B y 1 € B.

Sea x € B, por ser B subdlgebra, x' € B. Luego
x Ax'" €B y xVx' 6B, es decir 0 6 B y 1€ B.

2.7.4 PROPOSICION

Sea A un Algebra de Boole, (Ai)iGI una familia de

sub3dlgebras de A. Entonces ié} Ai es una subdlgebra de A.
PRUEBA
(]

{ () (A : == . o
i) (x € sor Ai y y € jer Al) > x Ay 6 ieT A:L

1) i —_
(x € et Ai Yy ¥ € et Ai) =3 lw & A. y v 8 Ai)
para todo 1 € I.
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== X Ay € Ai para todo i € I

= X Ay € N Ai
ieT

ii)y (x 6 n Ai y yen Ai) = xVvyen Ai-
i€l i€l icel
(x e N A, v y6 0N A,) = (x €A, v yE€A.)
1l ier * & o
para todo i € I

== Xvy®6A para todo i’

= xXvye€enaA

L4

ign =+
ieIl iel
X6 N A, == u € A, para todo i € I
A : 4 i
ier
=> x' € Ay para tode i €I

:==>X'GHAi.
iel

2.7.5. PROPOSICION

Si A es un Algebra de Boole y B ¢ A, entonces exis-

te una subdlgebra [ B |de A tal que:

i) Be [B]
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ii) Si Hes subllgebra de A tal que B ¢ H, entonces
] oE .
PRUEBA
@ity e Bl v.

Si definimos a[ B| como la interseccién de todas
las subjlgebras que contienen a B, entonces [ B ¢ ¢
ya que A es una Subilgebra que contiene a B; luego

se tiene que B c [B] .

ii) 81 He s una sub8lgebra de A, tal que B ¢ H, entonces

trivialmente [B| ¢ H por la definicibén dada de

Cs].

NOTA

En la propiedad anterior, la subdlgebra [B] es 1la
menor subdlgebra de A que contiene a B y se llama subfl-
gebra generada por B.

Estd definida asi:

[B] = D tal que Bec D y D es subllgebra.

2.7.6. PROPOSICION

Sea B un Algebra de Boole yEc B, tal que [E] = B
y sean f, g : B + A morfismos (A un dlgebra cualquiera)

tal que f(p) = g(p) si p 6E. Entonces f = g.
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PRUEBA

Definamos el conjunto

n m
My €Bly=s ¥ €A x; 2 8

i=1  §=1 toJ
n m

g 4 OV = 4
i=1. j:l 1s]

con X. . en E & x' . en E}

1.7 1,7

este conjunto cumple ser una subdlgebra y ademds se

puede probar que M = [E |

Probemos que f(y) = g(y) para todo y € [E]

fly)

H
Hy
~

n <<
”~~
u'> =]
b
st
4

i
<
~~
Hh
Pt
=
=
s
St

1"
<
==
)
~
»
A

gly)

B
=

lo mismo para el caso en que j = A(V Rs o 3
sk qur o
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2.7.7. PROPOSICION

Sean B una subflgebra de A, r un elemento de A y

J={x¢cAlx

(s Ar) v (t Ar') para algunos s,tESB}.

Entonces J es la subdlgebra generada por B U {r}.

PRUEBA

Probaremos que J = [B U {rf] es decir:

i) J es subflgebra de A.

ii) B U {r} e J.

iii) Si H es una subdlgebra tal que B U .{r} ¢ H,

entonces J ¢ H.

i) aYy "x; v

Sea

XAy

e

4

J =iy & Jv.

(s Av) v (£t AP")

(sp A r) v (tg A P")
[s; AD) v (t; A x'Y] A

sy A 1) v (tp A 2')]
sy Ax) v (t; A 2"))A(sAr)] V
@sy Ar) v (t; Ap'))ACt, An'Y]

({s;Ar) A (s3 ArDv ((t;Ar") 2

(sa AP)) v ((s3 Ar) A (tp AD")) V
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(Ct, Ar') A (t, Ax™))

((Bl A Sz) Ar)V ((tl A tz) Ap') i
b) "s, yeJ = xVyed".

[({s; Ap) v (£, A2t)] v

x Vy

[(sz A v) v (tz3 A »')]

((sy Ar) v (s, Ar)) v

((ty -AI") v (t Ar'))

({(s; Vsp) Ar) V ((ty; v t5) Ax') .

e) "6 J = x' 6 J" .
Sea x = (s; Ar) v .('tl Ar')

Probaremos que si y = (sp Ar) v (t] Ar'), en-

tonces X' = y, es decir xvy=1 y xAy=0,

xvy=[s, Av) v (tg Ar')] v

E(si Ar) v (r] A r')]

[Ts, Ar) v (s!Ari] v

€ty A eTIvGR] & r')]

[Ksy v sDax] v [ty v t]) A »T]

(1 Ar) v (1 AD")-

r v o'

=1.
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ii) "BU {r}

C
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E(SI_AI‘) v (‘tl A I")] A
[Xs; Ap) v (t; A p')]

[Csy Av) A (s} Ap) v (t] Ar'N]v
[Ct; A »")ACs}AX) v (t]ar")]]

((sy Ar) A <s;_nx~)> v ((s3 Ar) A (t!Ar")) v

(Ct; A 2') A (sIAP)) v ((t 82" ACt AT,

Jr.

xBU{r}) = x€6B & =x=np

si X €B == x&4dJ ya que X

81 X = p

(x Ap) vi{xAr"

== x E8J yaque x= (1 ADr)v (A"

iii) Sea H subdlgebra tal que B U {r} c H. Probaremos

que J e H.

Sea x€J == x=(sAr)vI{tAaAr) cons,ten B.

Luego J

-
=

== x 6 H ya que s, t, v, r' pertenecen

a Hy Hes subdlgebra.

(BU &}] .

2.7.8. DEFINICION

Sea A un Algebra de Boole, I c A. I es llamado un

ideal de A si:
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I vIiecl
AATIcI
G

NOTA
Un ideal I es llamado propio si I # A.

2.7.9. DEFINICION

Sea I un ideal de A. I es llamado idealmaximal de A si
I es propio, v si I'es un ideal tal que I ¢ I' enton-

ces I' =1 o) j

2.7.10. EJEMPLOS

El Si A es un Algebra de Boole, entonces {0} es un ideal
de A.

E2 Si X es un conjunto diferenfe de vacio y X, € X, en
tonces I ={Pc X | x ¢ P} es un ideal maximal de
P(X).

Prueba

i) "I es un ideal™.

(PGI y Q€I = (x, $P vy x, ¢ Q
= X ¢ PUQ

= PUQEI.



E3

73

MePX) v PeI) = (McX vy X ¢ P
= X, ¢M NP
= MnN PecI.

"¢ G I"

Es trivial ya que ¢ ¢ X y xo0 to .

ii) I es ideal maximal,
I es un ideal propio va que X ¢ I .
Sea I' un ideal tal que I ¢ I' y supongamos

P(X)

que I $ I' , probaremos que I'
Sea QeI' -I = X, 6 Q
c
==XO¢Q

S ga

=»Q
= QU ¢1'
= X e I

peroX es el 1 de P(X), entonces I'no es propio
(se probard en 2.7.19) ya que X € I'; luego
I' = pPCX).

Sea ¥ un conjunto. I = {P ¢ X|P es finito} es un

ideal en P(X).
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Prueba

i) Sea PEeI y Q&I =

ii) SeaMc¢c X y Pe€eI

byu

iii) ¢ 6 I ya que ¢ ¢ X ¥y

P es finito y Q es finito.
P U Q es finito
PUQeTI.

Mc Xy P es finito

N B és finito
MNPEI.

es finito.

E4 Sea X un conjurto. A= {Bc¢X|B es numerableles un ideal

en P(x).
Prueba

i) Sea BE A y C 6 A =

—_

—

Be s numerable y C es
numerable
B U C es numerable

BUCeEA.

ii) Sea M.c X y B 6 A, entonces Bes numerable

ycomo M N B e B, tenemos que M ¥ B es nu

merable, ya que todo subconjunto de un conjun-

to numerable lo es también.

Luego, M 1 B € A.

iii) ¢ ¢ X y ¢es numerable, ya que es finito.

Luego, ¢ € A.
ES Sea X un espaciotopolbgico,

un ideal en P(X).

2
I={BcX|B=28} es
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Prueba
i) "A I y BE€I = AUBS® EI".
Trivial, ya que unibn de dos conjuntos raros es
un conjunto raro.
ii) AEI y Be X==> AN BgI 0TE. 8.7 .5

iii) ¢ € I ya que ? =0

PROPIEDADES DE IDEALES

2.7.11. PROPOSICION

Sea A un Algebra de Boole, I ¢ A. Entonces I es un

ideal en el Algebra A si y s8lo si I es ideal en el Ani-

l1lo de Boole A.

PRUEBA

i)

153

Si I es un ideal del &lgebra A y X, y son elemen--
tos de I, entonces X +y = (x Ay") v (x' Ay) es
un elemento de I, lo que implica que (I, +) es un ==
subgrupo de (A,+); A I c I ya que AI = A A I
Por 1o tanto, I es un ideal del anillo A.

8i I es un ideal en el anillo de Boole A, entonces
IvIclI yvaque xXxvys=x+y+ Ry, ademés si

x A yv ye€I, my=%xxAy6I, es decir AAIcI.
También, 0 =y + y 6T.

Luego, I es’un ideal en el &lgebra de Boole A.
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2.7.12. PRIPOSICION

El nficleo de todo morfismo es un ideal.
PRUEBA

Sea £ : A+ B un morfismo entre &lgebras de Boole.
Probaremos que Ker f = {x € A| f(x) = 0} es un ideal de A.

i) Sean =x € Kerf y yv € Kerf

f(x v y)y = £(x) v £(y) b & P50,
Luego, X vy € Ker e

ii) Sea x € A, y € Ker f

f(x A ¥) =) & §lw) Fix) 4 0 = 0.
Luego, x A y 6 Ker f.
iii) £(0) = 0 ya que fes morfismo.

Luego, 0 € Ker f.

2.7.13. PROPOSICION

Todo ideal propio de un &lgebra de Boole A es el
nicleo de alglin epimorfismo.
PRUEBA

Sea I un ideal propio de A, se probd que %-es un

anillo de Boole y como existe un isomorfismo entre AB y

A -
A11B’ T ©s una algebra de Boole.

i =S
Sea f : A o

X VNVL> % + | S
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"fes epimorfismo".

a) flg e y) s n+ty) +T=zdx+I +{y+tI)=£0x)+Ey)

fixy)
2Ly

xy + I = (x + Iy + I) = £(x) . £(y).

u

Iz T &,
b) fes una suryeccidn, va que un elemento cualguiera de
A

T es de la forma x + I = f(x) con x en A.

c) Ker £ =1 yaque x+I =1 < x61I.

2.7.14. PROPOSICION

Si (Ai)iGI es una familia de ideales de un Algebra

de Boole A, entonces M A. es un ideal de A.
i€l
PRUEBA

i) (x 6 ingi’ y 6 irg\IAi) ﬁ.(xGAi’yGAi)
para todo i @ I.

= X VYy€ Ai

para todo i 6 I.

= xvy& N Ai
i6I
ii) (x € A, y € N Ail = (x A, ¥y 6€ AL)'
iel :
para todo i € I

=> x Ay & Ai para todo i € I

= xAy€ N Ai .
iel
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iii) 0 € A;, para todo i, por ser cada Ai un ideal, luego

0e N Ai .
16T

2.7.15. PROPOSICION

Sean A $ {0} wun &lgebra de Boole, X, €l coﬁjunto

de ideales maximales. Entonces X, $ oo

PRUEBA
Sea @ = {Pc A | Pes un ideal propio en A}

Qf¢ vyaque{0leceq.

Si @ es ordenado por inclusidn y si @' es un subecon
junto de @ totalmente ordenado, la unidn de los elementos
de @' es un elemento de & mayor que todos los de Q'; lue-
go, por el Lema de Zorn, en & hay al menos un elemento ma

ximal P el cual pertenece a X, .
O, A

2.7.16. PROPOSICION

Un ideal propio I en un Algebra de Boole A es maxi--
mal si y sBlo si p €I & p'eé I pero no émbos, para ca.

da p € A.

PRUEBA

i) Sea I €X,, D 6 A, p¢ I el conjunto

J={x+yp | x6I, y e A} es un ideal de A gque
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contiene a I; como p € J .y p ¢ I, J contiene pro-
piamente a I lo cual implica J = Aj 1uego'p' es de

la forma p' = x + yp, X € I, y € A.

Luego, p' =p' . p' = xp' + yp.p' = xp' +y.0 = xp' ¢ L
Luego, p' € I.

ii) Sea I un ideal, tal que para todo p €A, pe€I &
p' 6 I. Si J es un ideal de A, tal que I ¢ J vy
J # I, entonces existe x, x €J y x ¢ I, luego
x' 6 I, de aqui. x v %' € J; de donde para todo
y 6 A se tiene que y A (x v »') =y 6 J, es decir

J =A.Luego, I 8 XA.

2. WwiT. BROPOSTCTION

Todo ideal propio en un Algebra de Boole puede ser

incluido en algln ideal maximal.
PRUEBA

Sea I un ideal propio. Definamos

@ = {J]Ic¢J, J un ideal propio de A}

Q% ¢ yaque I€ Q.

Ordenemos £ por inclusidn y sea f' ¢ & , @' total--

mente ordenado.

Si T= U P entonces T € @ yes mayorante de R', es
peg!
decir I e T para todo I € @'.
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Luego por el lema de Zorn, existe un maximal Jo en Q3

se puedé probar que JO 6 XA'

2.7.18. PROPOSICION

Sea A un &lgebra de Boole. Entonces la interseccidn
de los ideales maximales de A es igual a {0}.
PRUEBA |

Si b€A, b#%.0, entonces J ={x 6A | x<b"}
es un ideal propio de A, lo que implica que existe K un
ideal maximal, tal que J ¢ XK; como b' € J, b' € K; lue-

go b¢K,dedonde b & n I.
Iex,

Luego N I = {0} .
I@XA

2.7.18. PROPOSICION

Sea A un &lgebra de Boole, I ¢ A un ideal. Entonces
I es propio si y s6lo si 1 ¢ I.
PRUEBA
i) Supongamos 1 € I.
16I = (xA16TI) para todo =x € A.
= x €I para todo x € A.

= - Acl

£

s A
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"“!aid:.s_\\_..
- et -

-

T o

\ o A,

N ARl I
T

Luego si I es propio entonces 1 ¢ I.
ii) 8i 1 ¢ I, es trivial que I es ideal propio ya que

T & A,

2.7.20. PROPOSICION

Sean E un espacio topoldgico compacto, I un ideal

maximal de CL(E). Entonces ) 1.4 8 :
ZGCL(E)
Z$I
PRUEBA
Suporigamos que N Z = ¢ . Por ser E compacto,
ZGCL(E)
z¢1I
existen 'Zl" Z‘z, Znn" clopens de E, Z. ¢ I para
todo i < n, tales que f Zi = ¢ lo que implica que
=l :
n
E= U 2%
i=1

Pero como I es ideal maximal, Z?.L € I, o sea que

E € I, lo cual es absurdoya que I es un ideal propio.’

2.7.21. PROPOSICION

Sean A un dlgebra de Boole.

Xy ={I ¢ A | I es ideal maximall

B anha Ram £

entonces ¥ es una biyeccidn.
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PRUEBA

i)

ii)

"Ker fes un ideal maximal"

Probemos que x € Ker £ & =x' € Ker f para todo

x 6 A. Supongamos que ® ¢ Ker £, entonces f(x) = 1,
luego (f(x))' = 0, es decir f(x') = 0, por tanto

x' € Xep £,

"y es inyectiva'.

Supongamos que Y(f) = W(g). y probemos que

Rz é(x), para todo =X € A.

Si x € A, entonces

[ 0 si x € Xer f
EET Sl :

1 si x € Ker £

flx) & 0 = % 8Xen F

= x € Ker g

= g(x) = 0

Luego £(x) = g(x).

f(x) = l.===> EleclY) =D

= x' € Ker £
== x' € Ker g
= g(x') = 0

== g(x) = 1

Luego f(x) = g(x).



83

iii) "¢ es suryectiva®.
S8i I es un ideal maximal de A, definimos
f i A——w—— {0,1}
KNS JO sixeI
ll si x' eI
entonces f es un morfismo, tal que Ker f = I,

Luego,¥ es biyeccidn.

2.8. RETRACCIONES

2.8.1. DEFINICION

Sean A, B Algebras de Boole; se dice que Bes una
retraccién de A si existen £, g morfismos como en el

diagrama, tales que f o, g = 1B.

NOTA

Podemos observar de esta definicidn que fes un epi
morfismo y g es un monomorfismo, lo que equivale a que
f es suryectiva y g inyectiva.

2.8.2. PROPOSICION

Si Bes una retraccidn de A, entonces:
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i) B es isomdrfica a una subllgebra de A,

ii) B es isomdbrfica a un 4lgebra cociente%— -

PRUEBA

Sea el diagrama

g

i) Como ges morfismo, g(B) es subflgebra de A y sien
do g inyectiva, tenemos que Be s isomdrfica a g(B).
ii) Como f es suryectiva, entonces podemos definir la

siguiente funcidn:

e ' .
B * Rer T

£{x) AR X + Ker T
fes bien definida ya que:

F(x) = £(y) == £(x) - £(y)

it
o

= f(x -y) =0
= x -y € Ker f
== x + Ker £ = y + Ker f
fes inyectiva
F(F(x)) = T(f(y)) = x + ker f = y + Ker £

= x -y € Kepr f
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= f(x -y) =0
0

== f(x) - £(y)
== f(x) = f(y)

Tes sobreyectiva.

T es una suryeccién ya que un elemento cualquiera

de es de la forma x + Ker f = f(£f(x))

Ker f-

con f(x) en B.

2.8.3. DEFINICIONES

a)

b)

Sea B un Algebra de Boole.
B es una"sub-retraccibn absiluta" si para'todONmonomog
fismo g : B » A, con A flgebra de Boole cualquiera,
existe un epimorfismo f : A+ B tal que
fo,g= 1B .
Bes una "retraccibén absoluta cociente" si a todo epi
morfismo f : A+ B, . A un &lgebra de Boole cualquie

ra, le corresponde un monomorfismo g : B + A tal

que f o g = 1B.

2.9. ALGEBRAS PARTICULARES

2.9.1. ALGEBRA LIBRE
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.2.9.1.1. DEFINICIONES

a) Un conjunto E gemerador .de un .dlgebra de Besle B es
‘1lamade "libre" si -para toda.dlgebra de Boele A 'y pa
ra toda fumecién g : E > A existe un morfisme
f + B+ A tal .que £(p) = g(p) para todo -» em E.

:b) Una &lgebra Booleana B es llamada "libre" si tiene

un ‘cenjunto generador libre.

2.9.1.2., PROPIEDADES

i) "Sean E un generador libre de un &lgebra de Boole B,
g : E+ A una funcién con A una &lgebra de Boole.
Entonces el morfisme f : B ~» A, tal que fIE =g

es Qnico™. |

Prueba

Por ser E generador libre f£(p) =g(;ﬂ para te

do p en E, © sea f = g. Supongamos que existe

|E

h: B> A tal que hlE = g; “de aqui tenemos que

f]E = hIB 'y por (2.7.6) concluimos que £ = h.

Luege fes finico.
ii) "Sean -B; , B, des dlgebras de Boole, E; un generador
‘libre de B3, Ey un generador libre de By,

g : E; » E; -una funcidn biyeetiva.
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Entonces existe un isomorfismo f entre Bl y B,".

Prueba. Consideremos el siguiente diagrama.

en el cual £, : B, +B; y £, : By + B, son moy

fismos tales que: "

1 : ;
-5 3 . - y £, & B

f, existe por ser E, generador libre de B, y porque

g puede considerarse como una funcién de E; a B,

Similarmente se justifica la existencia de f,,

Probaremos que f; y f, sen inversos uno de otro.

Sea x € E; 3 se tiene:

Fi(£2(x))

(f1 o fz)(x}

£1(g(x))

g™t (gx))
Il

o B1Ex)
(%)

(g

1}
(Y

il
Y
~
»
N
-

(2-7.60)



88

Por coincidir en un generador tenemos que

£f1 0 £2 = 131. de manera similar se prueba que
2

£ o f1 = 1B2

Luego existe un isomorfismo entre B; y B, .

2.9.2. ALGEBRA DISTRIBUTIVA

2.9.2.1. DEFINICION

Una Algebra de'Boole A es llamada "completamente
distributiva" si para todo par de conjuntos I, J y para

toda funeidén p : I x J + A se cumple que:

Inf (sup p(i, j)) = sup . (inf (p(i, ¥C(iNN
iel jeJd YEF(I,J) ieI

en donde F(I, J) denota el conjunto de funciones de I

aurdis

2.9.2.2., EJEMPLO

"Si X $# ¢, entonces P(X) es completamente distri-
butiva".

Probaremos que:

5 (8. i, 33k s W ( N pld, ¥(in) .
ieT jed YEF(I,Jd) ieIl
gea Pa-M L U pld, 4. % Q2 U ( Y p(d,¥(i)N.

iel jeJ ¥@7(I,J) iel
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i) x 6P = x€ U p(i, j) para todo i€ I
jed
== x € p(i, j;) para todo i € I y para algln

j; € J.

=> x 6 p(i, ¥(i)) para todo i ¢ I, con

¥(i) =

T4

= x € N p(i, ¥(i))

ier
= x €4QqQ .
ii) x € Q == x 6 M p(i,¥(i)) para algin Y € F(I, J)
iel :
=> X 6 p(i,‘l’(il)) para todo 1 € I, Y€ F(I, J)
= x € p(4i, ji) para todo i € I, ji € J.

=> x 68 U p(i, j) para todo i € I.
: jed

= x & P .

2.9.3. ALGEBRAS PROYECTIVAS

' 2.9.3.1. DEFINICION

Se dice que un Algebra de Boole Bes "proyectiva",
si para todo epimorfismo f : A+ C, A, C &lgebras cua-
lesquiera, y para todo morfismo h : B + C; existe un mor

fismo g : B> A tal que f o .g = h.
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Es decir que el diagrama

A 2 > C
\ /
B’ -

conmuta.

2.9.3.2. EJEMPLO

El Algebra de Boole {0, 1} es un &lgebra proyectiva -
ya que para todo epimorfismo f : A+ C y t o dmorfismo
h : {0, 1} + C, existe el morfismo

g : {0, 1} — A

0  avaanas O
tal que f o g = h.

2.9.3.3. PROPOSICION

Toda élgel:;ra proyectiva Bes.una retraccidn absolu-~
ta cociente.
PRUEBA

Sea un epimorfismo f : A + B. Probaremosque exis-

te un monomorfismo g : B+ A tal que f o, g = 1y .
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Consideremos el diagrama

A g -5

g existe y £ o B8 % g» ¥ya que Bes proyectiva.
ges inyectivo, ya que
g(x1) = glxy) = £(g(x))) = £(glxy))

== (f o, glxy) =(f o g)xy)

= 1p(x)) = 1B(X2)
=> X; = X -
Luego existe el monomorfismo
g: B+ aA t%l que fog=1p.

2.9.3.4, PROPOSICION

Toda retraéciéﬁ de un élgebra_proyectival es proyec-
tiva.
PRUEBA

Sea B una retraccidn de un &lgebra A proyectiva y

consideremos el diagrama:



f, g existen ya que Bes retraccidn de A (f , g = 1

).

B
Sean t : C =+ D un epimorfismo y h : B+ D un
morfismo; podemos formar el Imorfismo hof ycomo A
es proyectiva, entonces existe m : A+ C tal que
tom=h, £f. De aqui tenemos que existe
mog:B~+C télque t o B .o 8Y & .

Luego B es proyectiva.

2.9.3.5. PROPOSICION

Toda &lgebra Booleana libre es proyectiva.

PRUEBA
Sea B un dlgebra Booleana libre y sea I tal que

(1] =B. Ssean £ : A+ C un epimorfismo vy

£ : B+ C un morfismo.
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Definamos k : I —— A tal que f(a) = t(x);
® AN g

estd bien definida ya que fes epimorfismo.

Consideremos el diagrama

en donde "j" es la inyeccidn candnica; r existe vy

r o J = k porque I es un generador libre.

Probemos que t/I = (f,g)/I.

Sea x € I; se tieneque
(f o PX(x) = f(r(x)) = £(k(x)) = £(a) = t(x).

Luego, por coincidir en un generador libre
& B £ g%,

Por tanto, Bes proyectiva.
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2.9.3.6, PROPOSICION

Toda retraccidn de un &lgebra libre es proyectiva.

PRUEBA
Sea A una retraccidn de un &lgebra libre; por
(2.9.3.5.) A es retraccidn de un &lgebra proyectiva, y

por (2.9.3.4.) tenemos que A es proyectiva.

NOTA
Otras propiedades de &lgebras proyectivas se verén

en el capitulo III.
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CAPITULO III
RELACION FUNTORIAL ENTRE ALGEBRAS DE BOOLE
Y ESPACIOS DE BOOLE

El objetivo principal de este capitulo es construir
un funtor entre la categoria de las Algebras de Boole y

la Categoria de los Espacios de Boole.

3.1. ESPECTRO DE UN ALGEBRA DE BOOLE

3.1.1. DEFINICION

Si A es un &lgebra de Boole, llamaremos espectro de
A al conjunte X, = {IcA | I es un ideal maximal}

Xo 9 (por 2.7.15.).

3.1.2. PROPOSICION

8i A es un 8lgebra de Boole, la funcidn siguiente

es un morfismo inyectivo de &lgebras de Boole:

h : A —— P(Xp)
xvunvnnn+ h(x) = {1 € XA] 4 £ S

PRUEBA

Si %, y son dos elementos de A &€ I € X, entonces

Iehnlxvy = xvyéI
= x¢1I 6 y¢1I
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<= I ¢ h(x) 8§ I ¢ h(y)
<=> I € h(x) U h(y)
de donde

hix v y) =.h(x) U h(y).

Si eceAeIlI¢ce X!\:

I6h(x") = x'¢1
<= x 6 I
= I & h(x)®
de donde h(x') = h(x)C.

Luego, h es un morfismo.

h es inyectivo.
Si x € Ker h, entonces h(x) = & , de donde

x € I para todo I € Xy 3 es decir que x€ N I ;

IGXA

como I = {0} (por 2.7.18.), =x = O.
IeX

ESTRUCTURA DE ESPACIO DE BOOLE DE X!\.

3.1.3. DEFINICION

Si A es un &algebra de Boole, un subconjunto B de
X, seri llamado un abierto si

B =29 & si B = U h(x)
h(x)cB
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Es decir, que los conjuntos de la forma h(x) consti

tuyen una base de XA' Se verifica trivialmente que se --

cumplen los axiomasnecesarios para que, con esta defini

cidn de abiertos, X, sea un espacio topoldgico.

3.1.4. PROPIEDADES

Si A es un 8lgebra de Boole, el espacio topolbgico

XA posee las.propiedades que siguen:

12) XA es separado.

22) S8i Y$o v Yec X, entonces
Y=1{I¢ xA'! K(Y) ¢ I} en donde K(Y) = n 1I.

Iey

32) XA es compacto.

42) CL(X,) = h(A).

52) X, es totalmente discontinuo.

PRUEBA

12) Si I $ J son elementos de X,» tomamos x € A tal
que x €I, x ¢ J; entonces h(x) y h(x') son
dos abiertos disjuntos tales que J 6 hi(x) &
I e hix'l.

22) Sea T = {I 6 Xy |K(Y) cI}. 8i J €T, existe

X € K(Y) +tal que x ¢ J; para este x se cumple
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que h(x) c Tc, de donde TC es abierto; luego Tes un
cerrado; como Ye T, Yc T.
Si J € ¥°, existe x € A tal que h(x) ¢ ¥° y J € h(x);
si L € Y entonces L ¢ ¥°, de donde L ¢ h(x), o sea
x € L; como x ¢ J, K(Y) ¢ J; luego J € T®; por tanto
T 8 ¥,

32) Sea (Yi)iGQ una familia de cerrados de XA’ tales que

ié& Y. = ¢. Probaremos que existe I ¢ @, I finito,
) =
tal que ier Yi = 0.
¥ K(Y.) es trivialmente un ideal de A; si fuera
ien
propio, existiria I € Xy tdl que ién K(Yi) e X

(por 2.7.17.), de donde K(Yi) ¢ I, para todo 1 € Q3

esto implicaria que I € ?i Y., para todo i € @, lo

1
Y, = &.

: N
cual no es posible porgue ica Yi

Por tanto [} K(Y.) = A; luego existen i_,i , ... i
iéq - L
en 8y xl e K(Yil), X, e K(Yiz)’ vee X e K(Yin)

n

talles) gue) < =han. “dblises I | o i,
1 1 2 : n

Si J6X

fuera un elemento de . Y. , entonces
A j=1 %,

3

K(y, ) ¢ J, para todo j < n (por ser Yi. = ¥, D

3 3 J
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de donde X3 X , .... X serian elementos de J,

lo cual no es posible porque 1 ¢ J.

n

Por tanto N Yi- = B
j=1 1J

42) Sea Y c XA un clopen; por ser abierto, Y es de la

forma Y = U h(xl) ; como es también cerrado, Y
169 ’
es un compacto (porque XA es. compacto); luego exis-
e Sy ¢ de 8 peeen in en 2 tales que
n
¥ so.U hlz. ), dedonde ¥'= Rle: ¥Vi: Vesee %
j=1 I ¥ Xll xlg xln)

€ h(A); por tanto CL(XA) ¢ h(A).
Para todo x € A : h(x) ‘es un abierto (por defini-
cidn); como h(x) = h(x")®, h(x) es también cerra-
do; luego h(A) ¢ CL(XA).

52) Como h(A) es una base de la topologia sobre Xps
entonces, la familia de clopens de XA es una base.

NOTAS

12) Las propiedades 1 -3 -5 nos dicen que XA es un es-
pacio de Boole.

22) La propiedad 4 nos dice que todoclopen de Xy es de

la forma h(x), con x 6 A.
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PROPOSICION

Sean A, B dos &lgebras de Boole,

Mor (A, B) = {f: A+ B | fes un morfismo}

Mor (X, X,) = {f : Xg> X,| £ es continua} .

B

Enteonces:

i) Hay una biyeccidn X entre Mor (A, B) y

ii)
iii)
PRUEBA

i) a)

b)

Mox (XB 5 o A).
X(f) es inyectivo <= f es sobre.

X(f) es sobre <= fes inyectiva.

Si £f : A+> Bes un morfismo € I ¢ B un ideal
maximal, gD {x € A} f(x) € I} es un ideal
maximal de A .

1

8% w8 F L) 2 £lxVy) = £xYVE(y) & 1

si xeA, yo £ D) oo px Ay =f(x)AEly) €I
£(0) = 0 ¢ I.

Luego £ D) o5 ideal.

Si %x 6 A es tal que x § £ 1(I) entonces

f(x) ¢ I. Como I es maximal, f(x'") = £(x)' € I.
Por tanto f'l(I) es ideal maximal. -

Si £ ¢ Mor (A, B), la fqncién X gt XB—-—-> Xa

I avnas £-1(T)
es continua.



c)

101

Si x 6 A,

=-1(h(x))

Xe

{I € X5 | X (D) € h(x)}

{I 6% | £ LD ¢ h(x)}

(Tex,|xé £y}

{I ¢ x4 | £(x) ¢ 1}

{I 6 X3 1T 6 h(£x))}

h(£(x))

como h(x) 6 CL(XA) y h(f(x)) € CL(XB), la fun
¢idn es continua, pues preservan los clopens, los
cuales forman una baseen todo Espacio de Boole.

La funecidén X : Mor (A, B) — Mor (Xp,Xa)
f s K T ans £71(1)

es una biyeceidn.

Sean f, g Mor (A, B), f++g ysea €A
tal que f(x) % g(x); como la funcidn h (3.1.2)
es inyectiva, h(f(x)) f h(g(x)); luego existe
J € Xz tal que f£(x) 6 J, g(x) ¢ J; para es-
te J : x ¢ £7 2B 4 ¢ g_l(J) , O sea que

Xg (D) F Xg(J); por tanto X ! Xg 7 X e, i
yeccidn.

Sea t : XB + X, una funcidn continua; si

A
X 6 A, t-l(h(x))' es un clopen de XB s> de don
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?

si definimos t'(x) = y, tendremos un morfismo

t' 3 A=»> B :x’v'\:-*yX tal que x = t 3 luego,

-tY
X es suryeccidn.

Xe es inyectivo== fes sobre.

Si Z, T son clopens de XA :

=3
Xf (Z U D

-3, -1(T)
Xp (B U X

) 5, -
Xe (%2 i T) Xy (Z) n Xe1(T)

x~tm©
£

Luego P = {XEI(Z) | Z € CL(X,)} es un campo de sub

e
Xf (Z™)

conjuntos clopens de XB.
58 3. U & Xgs con I $ J, como X; es inyectivo,

X (I } X¢(J); por ser X, separado existe un clopen
Z tal que Xf(I) € Z, Xf(J) 6 2° & sca que

I 6 x;h2).

36 x;1z% = (xptan® .

Por cumplirse la hipbtesis de 1.1.3, se tiene que -
P = CLKX).

g 0B, Hig € CL(XB); luego h(y) € P, & sea
que h(y) = XEI(Z) par'al alglin clopen 2 € X,; co-

mo todo clopen de X, es de la forma h(x), existe
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x € A tal que h(y) X;l(h(x)).

Pero como X;l(h(x)) h(f(x)), tenemos

h(y) = h(f(x)). Por ser h un morfismo inyectivo,

y = f(x). Por tanto f es sobre.
f sobre = Xf - inyectivo .
Sea Xf(I) = Xf(J), se tiene £~1(1) . f-l(J).

Sea x € I. Por ser f sobre se tiene que existe y

tal que x = f(y), de aqui que vy € £~ H(D & sea

Sl

y € £ 7(J) por lo que f(y) €6 J y luego x € J.

Por tanto I ¢ J. De manera similar J c'I. Luego

H
1t

J.
iidi) Xe sobre == f inyectiva .

Sea X, y en A tal que f£(x) = f(y).
A I ¢ h(x).
I ¢ nix) == x 6 I == £(x) € £(I) == £(y) & £(I).

Sea I € X

Como Xf es sobre existe J € XB tal que

Xf(J) = I, & sea f'l(J) = I. Luego

fly) 6 £(I) f(y) € £(£f 1(IN
| f(y) € d

y € f_lﬁJ)
y eI

I ¢ h(y).

byl
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Luego h(y) c h(x).
De manera igual h(x) ¢ h(y). Por lo tanto

h(x) = h(y), como hes inyececidn x = y.
f inyectiva= X: es sobre.
Sea I € X,, f(I) es un ideal de B. Sea J € Xq

tal que £(I) c J.

£(I) e J == £ XEI) e £7HD)

1

== I c f ~(J) (por ser f inyectiva)

-1

Como f “(J) es un ideal maximal,.entonces

T = £ T6T)

Xf(J), Por tanto X. es sobre.

NOTA
La funeién X tiene la propiedad adicional siguiente:

"si A Bz B L C es un diagrama de &lgebras

> >

de Boole, entonces X(f , g) Rig) - BEDY.

-1
g

(X(F o g(I) =Cfo 2) 4D cg~ ey

1

i :
g (X (I

Xg(Xf(I))

: (Xg 8 Xf)I;) .
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3.2.- CARACTER FUNTORIAL DE Xp

3.2.1. EL FUNTOR X

El espacioc de Boole X, que puede asocifrsele a to-
da 8lgebra de Boole A nos permite definir un funtor com-
travariante X que va de la categoria AB de &dlgebras de

Boole a la categoria de los espacios topoldgicos:
X & AB -+~ T o P

A v X

A

f: Aa Ay A e ¢ X, v XA

I 'hflr"b'b—) f-

¢
se prueba trivialmente que X es un funtor contravariante.

3.2.2. PROPOSICION

Si A es un &lgebra de Boole hay un isomorfismo en-
tre A y CL(XA).
PRUEBA

Basta identificar cada x € A con el clopen h(x)

ya que hes un morfismo inyectivo.

3.2.3. PROPOSICION

'Sean A y B dos &lgebras de Boole, f : A» B un
isomorfismo. Entonces, hay una biyeccidn bicontinua

F:X, » X

A B °
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[z b
.:’JL‘ c.%‘\
w ™
e
Ny f
N\ tiren - 43
Wy U Lt
\;\ g - 00

Ly

s

PRUEBA

g1 I 8B f(I) es un ideal maximal de B, por

A’
ser f un isomorfismo. Definimos F asi:

f:XA

I avnans £(I) .

____},XB

fes continua, ya que si =x 6 B:

£ nex) = (I ¢ x, | F(D) € h(x))

{I eX, | £¢I) € h(x)}

{I ¢ XAlx ¢ £(I)}

T e, l_f-l(x) ¢ I}
= {I ¢X,|I8&nE 1xN)

hee~t(x)).

Ia inversa de fes Xf H XB —— XA

I~ £-1(1)

la cual es continua.

3.2.4. PROPOSICION

Sean A un 8lgebra de Boole, ]IA el conjunto de idea
les de A, ab(X A) el conjunto de abiertos del espacio de

Boole XA'. Entonces hay una biyeccidn entre ]IA y ab(X A)"
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PRUEBA

12) 81 I es un ideal de A, e(I) = {J 6 X, | I ¢ J} es

un abierto de XA‘

Si J 6 e(I), sea x€I, x¢J;
h(x) c e(I), ya que L € hi(x) = x ¢ L

= I ¢L.,
Luego h(x) es un clopen tal que J € h(x) vy
h(x) ¢ ¢(I), de donde e(I) es un,abierto de Xpe
22) Si I es un ideal de A y p:A———-—>% es el mor-

fismo candnico, la funcidn:

t i Xy, ——— (X, - e(I))

o>

-1

J  avanannne p ~(J)
es una biyeccibn.
" La inversa de tes la funcién:

th s Xy - @) — X

I
J &&mm&&+ p(J)

32) Sean I, T dos ideales de A. Entonces

E(I) (@ G(T) = I e,
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e(I) ¢ e(T) = I c L, para todo L € XA tal que TcL

= ke " W 0
LGXA
T el

=> I ¢ N L

= Ic N pX(M), M6 3

S

3

=>Icp"l(r\M), M e X

P

== T o p-l(T) », (Tes el cero de %)

==t e iR

42) La funcibn ¢ : ]IA—-——~+ ab(X,)
I A~ (1)
es una inyeccidn ,
e(I) = e(T) = e(I) e e(T) y e(T) ¢ e(I)
= I ¢ T y S Y

= I = T.

52) La funcidn e es una suryeccidn.

Sea O un abierto de X, 8 I = {x € A | h(x) e 0} tri

vialmente I es un ideal de A. Ademés:
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e(I)

{JGXA[Ic’pJ}

{J e X, | hix) ¢ 0 yv x ¢ J, para cierto x GA}

{J ¢ x, | h(x) ¢ 0 y J € h(x), para cierto x@A}

{JGXAIJGO}
=.O.
Luego ¢ es suryecci®n.

3.2.5. PROPOSICION

e

Si A, B son dos &lgebras de Boole, hay una biyeccidn

Y : Mor(A, B) — MOP(CL(XA}, CL(Xg)).
PRUEBA .
Si f 6 Mor(A, B), definimos

YEY CL(XA) — CL(XB)
h(x) vvwnas h(E(x))
la funcidn ¥(f) estd bien definida porque todo clopen
de X, es de la forma h(x); W(f) es un morfismo ya que h

es un morfismo.

¥ es inyeccidn.
Si g, £ € Mor(A, B), f$ g, sea x €A tal que
F(x) $ g(x); entonces h(f(x)) % h(g(x)), Jsea
Y(£)(x) # ¥(g)(x); 1luego ¥(f) t ¥(g), de donde ¥ es

inyeccidn.
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¥ es suryeccidn.

8i g € Mor(CL(X ), CL(X)), definimos f : A~—B ,
A B X vy

en donde "y" es el Gnico elemento de B tal que
g(h(x)) = h(y); trivialmente ¥(f)=g, 6 sea que ¥ es soObre-
- yectiva.
NOTA
La funcidén ¥ anterior, tiene la propiedad adicional

siguiente:

Dadas tres &4lgebras de Boole: A, B, C y un diagra-

‘ma A g = B £ . C » entonces

T —

¥(f o g8) = ¥(£f) o, ¥(g)

Ya que si x € A:

(Y(f o g))(h(x))

h(f(g(x)))

Y{(£)X(h(g(x))
v(E)(¥(g) (h(x))
(¥(f) o v(gN(h(x))

1

3.2.6. PROPOSICION

Si E es un espacio de Boole, la funcibn

#: & wmemme Beileny

vy
% v {72 6 CL(E) | x ¢ 2}

es una biyeccidnm bicontinua.
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i uu B = w2

y estd bien definida.

E
BEf T, @8 WE(X) : (R & T .y -2 8 £}
= (x§TUZ = TUZE ¥(x)

Si T € CL(E) y Z 6 ¥ (x) : x ¢z

= x TN Z2 = T N Ze vp(x)
x¢ o= ¢ ¢ ¥ (x).

Si Z € CL(E) es tal que 2 ¢ ¥n(x) , entonces

x € 7; luego x ¢ 2% , 6 sea que z° ¢ ¥ (x).
Por tanto WE(x) es un ideal maximal de CL(E).

¥.. es una inyeccidn.

E

¥o(x) = ¥ (y) = {Z €CL(E) |x€2} = {Z € CL(E)|yez}

= B = N

ZECL(E) ZeCL(E)

x € 17 y € Z
= Cx = Cy (por II.S.&.)
= {x} = {y}

l
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¥ es suryeccion.
Si I es un ideal maximal de CL(E), existe
ye N 2 (por 2.7.20.); para este y:
Z8CL(E)
z ¢ I

¥o(y) = {z ¢ CL(EY| v € 2} =" {2z € CL(E) | 2. € T} = T .

WE es continua.

-1 :
Sea Z € CL(E) ; vp (h(2)) = {x €E |WE(X) € h(z)}

{x e E]Z ¢ ¥ (%)}

{x € E|x ¢ 2}

Z

como todo abierto de XCL(E) es unidn de subconjuntos de

la forma h(Z), Z ¢ E un clopen, Yo es continua.

Wéi es continua.

Si Z es un clopen de E, ?E(Z) = h(Z) 4implica

que ng es continua, ya que todo abierto de E es unidn

I}

de subconjuntos clopens.

3.2.7. PROPOSICION

Sean A un &lgebra de Boole, E un espacio de Boole,

Mor (X ,, B)= {f: X, +E | fes continua}l

A
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Mor (CL(E), A) = {f : CL(E) + A| £ es un moriismo}. En-
tonces hay una biyeccidn.

: Mor(X ) — Mor (CL(E), A).

%pLE s B

PRUEBA
18 B & = X, »E es una funcidn continua, la aplica-
cién T : CL(E) ~vwwas A en donde T(P) es igual -
P annns T(P)
al {inico punto de A tal que h(F(P)) = £71(P) o5 un
morfismo .
Sean P, 2 6 CL(E); %, y en A tales que
hi(x) = £ I{PY , hiy) = f_l(Z)' Como hes un morfis
h(x) U h(y)

mo, h(x v y)

f‘l(P) U f"l(Z)

e u )

de donde

E(P U 2)

xvy=T(@® v F(2)
de modo semejante

T® n Z) = T(PY A £(2)

TP = F(p)' .
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22) La funcidn %p Mor (XA s E) — Mor (CL(E), A)
b ity
f s F
es una biyeccidn.

- - ’
es i1nveccion,
®aLE y

f = g implica f'l(p) = g—l(p), para todo clopen PeE.

Si I 6 Xps R &iny, Nz, ZeCL(E) y £(I)EZ

% e

= (12, ZECL(E) & Ief 1(Z)

(\Z, ZECL(E) & Ieg 1(2Z)

1%, ZECL(E) & g(I)EZ

Co(1)

AelEry) .
Luego £(I) = g(I), de donde f = g.

Por tanto es inyeccidn.

o

B F
)

o s survyeccion.

A,E y

Sea g : CL(E) » A un morfismo y consideremos el

: _ y-l .
diagrama xA — XCL(E) E E ; la compo-
sicién wg o Xg es una funcidn continua que

prueba la suryeccidn de « » va que si Pes un

A,E

clopen de E:
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-1
E
=1
E

= =1
= {I € X, IWE

{I X

N

(e R E)
g

Lt o XD € P}

QTN

a1 Y

(X (D) € P}
(et e Py

= {I €X

A } 2 ¢ P}

ZECL(E)
Z¢g 1(I)
= {I ¢ X, | g(p) ¢ I}

= h(gl(p)).

3.2.8. PROPOSICION

Si f : A+ B es un morfismo entre &lgebras de Boo
le vy g: E->F una funcidn continua entre espacios de

Boole, entonces el diagrama siguiente es conmutativo:

Gy g
Mor (XA A ) L » Mor (CL(E) , A)
Tfsg Gfsg
¢ %B.F ¥
Mor (XB sk e + Mor (CL(F), B)

en donde:

Yf,g(t) =got o X SANT. g(r) S Brog B Clllal
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PRUEBA

Probemos que Gf,g G “A,B = GB,F & Yf,g i

gk m o« XA + E es funcidn continua y P € CL(F):

(6f,g 5 aA,B)UnNP) (F o @, (m) o Cl{e)I(R]) (ver 8.2.80-2)

A,E

1

-f(aA,Ecm)(g“l(PJn

f(x) , en donde x es tal que

h(x) = m (g 1(p)).

(ag g © Tg (WP = (ap p(g o m o XXP)

y , en donde y es tal que

-1

h(y) (g o m 4 Xf) (P)

X}l(m-l(g—l(P)D

pero  XZ1(m M (gT1(PM) = XT(h(x) = h(£(x))
(prueba de que Xe es comtEnua e 8.L.5.).
Luego f(x) =w.Por lo tanto

o =

§ AE - %B,F° Y,

Fog ©
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3.2.9. PROPOSICION

Sean E, T dos espacios de Boole,
Mor (E, F) = {f : E~+ F| f es continual

Mor (X ),X ) = {f 3

CL(E CL(F)

Entonces hay una biyeccidn

Y : Mor (E, ) » Mor (Xop py oXop(py)

PRUEBA

Si f € Mor (E, F), tenemos el diagrama

wgl ' £ ¥
> E +» F

F
XoL(E) .

» XoL(E) -

Si g € Mor (XCL(E) ’ XCL(F))’ tenemos el diagrama

e g ng
Bosm==sep Toggy 25 dgy) Tk T e

Luego, podemos definir «y(f) = ¥p o T, ‘1';1 y

6(g)=‘}‘-ogo‘¥E.

vy v 8§ son funciones inversas una de la otra, ya

que:
_ _ -1 _ - | =
(v o 8)(g) = vy(s(g)) = Y(TF o B o lFE) = ?FO‘FP oB O‘JEO‘?E
fa ICE) = &8(¥ £Fo vy = Il v ofovit v = £
e R o % e Fy F © "F°*°"g o °p :

1

Xon®) ~ Xenm | fes continual.

=g
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NOTA

La funcidén y cumple la propiedad adicional siguien
te: "Si E —B—s F —i-s G es un diagrama de espacios
de Boole, entonces «y( f , g) = y(£) , v(g)".

=1 o
Wow S Bl o (B0 8a¥g

G )

y(£) o v(g)

adl
E

W‘Go(fo g) o ¥

vy(f o g) .

3.2.10. PROPOSICION

Sean E, F dos espacios de Boole,
Mor (E, F) = {f : E+ F| f es continua}

Mor (CL(F), CL(E)) = {f : CL(F) - CL(E) | f esmorfismodeAlgebras
de Boole} .

Entonces hay una biyeccidn
CL: Mor(E, F) ——— Mor (CL(F), CL(E)).

PRUEBA

Se tiene el diagrama:

vl
Mor (E,F) Lo Mo (Xy oy » Xopcpy) —— Mor (CL(F), CL(E)) .

cL = X7t o Y es la biyeccidn buscada.
NOTAS

La funcidn CL cumple las propiedades siguientes:
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CL(f , g) = CL(g) , CL(L).

x~t

H]

CL(F o g)(Z) o YIE o g)(Z) = (X™L(v(F &5 g)))(D)

(X7 (E) o v gNND)

(X" 1lv(g)) o X Ty (E)))(2)

(CL(g) , CL(£))(2).

CL(ENZ) = £ 1(z).

Sea F @ Mew (B, Pl 2'8 €L{F).

-1

CL(EX(Z) (X o YI(EI(Z)

X~y (ENICZ)

¢ oal L JEIE o ng))(z)

:T,

en donde Tes el Gnico clopen de E tal que

- -1
BUTY = s £ B ChCED)
Pero |

g o £y

H]

el
WE(f (Z2))

R{ETHEDD.

i
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¢20

-1

Por tanto T = f "(Z). (Ya que hes un morfismo inyec

tivo).

S8i f : E> F es una funcidn continua entre espacios
de Boole, entonces:

fes inyectiva <= CL(f) es sobre.

fes sobre <== CL(f) es inyectivo.
Prueba
AEY = IX o A1 2 B hory £, ) ¢
Como Y¥_ vy v=1  son biyecciones | y £yl
E E » Ypo Io ¥,

es inyectivo o sobre si fes, respectivamente inyec-

tivo o sobre. Luego por (3.1.5.) X—l(‘yB s Weg ‘P;:D
es sobre o inyetivo si f es,respectivamente inyecti-

Vo o0 sobre.

Por *tanto
f inyectivo=== CL(f) sobre

f sobre ‘=== CL(f) inyectivo.

-1

£ = CLTNCLEEY) = (v 1 4 X)CL(EN

= .Y"j-(X(CL(f).))

-1
[

B L
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Si CL(f) es inyectivo o sobre, X(CL(f)) es respec-
tivamente, sobre o inyectivo (3.1.5).
1

Como W; y ¥p son biyecciones,

w;i s DELAEDY o Ye serd, por tanto, inyectivo o

sobre si CL(f) es respectivamente, sobre o inyec-
tivo. Luego
CL(f) inyectivo==== f sobre

CL(f) sobre == f inyectivo.

3.2.11. PROPOSICION

Dado un espacio topolSégico E, CL(E) es una subdlge
bra de P(E); luego podemos definir el funtor contravarian
te:

CL : ToP — AB

E anannns CLCE)
£f:E+F avaas CL(E) : CL(F) — CL(E)
P ans STLEE).

Ficilmente se prueba que CL es un funtor contra-
variante de la categoria de espacios topoldgicosa la ca-
tegoria de las &lgebras de Boole.

Si llamamos E, a la categoria de los espacios de
Boole y si consideramos CL: EB~—+ A]3, (o sea si res-—-
tringimos el dominio del funtor CL a los espacios de Boo

le), probaremos que X y CL son funtores adjuntos a la iz

quierda.
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",os8 funtores

X 1 Ay — Ep

A anvanans X,

£:1A5B s Xf:XB-*XA vy
CL:EB———-!»AB

E  aaaaans CLEE)
f:E+F annas CL(E): CL(F) + CL(E)

son adjuntos a la izquierda'.

De acuerdo a la definicidn (I.4.1.) la proposicidn

(3.2.8.) lo demuestra.

3.3. SUMA DE ESPACIOS DE BOOLE

3.3.1. DEFINICION

Dada una familia (Xi)iGI de espacios de Boole, sea

A = HCL(X) (una &lgebra producto). Llamaremos Suma de
TN .

la familia (Xi)iGI al espacio de Boole X,.

NOTA

La suma de una familia (Xi) de espacios de Boole se
representa } X..

La suma de dos espacios de Boole E, I se represen
ta B ® E.

3.3.2. PROPIEDADES

Sean A y B &lgebras de Boole.
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12) Sean I € XAXB A

Pr;(I) = {x € A| (x, y) € I, para algln y € B}
BRIME] 549 € Bl (x, y) ¢ I, para algln x 6 A} .
Se tiene

i) 8i Pri(I) ¥+ A entonces Pr (I) € Xy

ii) Si Prp(I). # B entonces Pry(I) € Xp.

22) a) S1 I ¢ XA entonces I x B € XAxB'

b) 81 I & XB entonces A x I € XAXB’

32) si entonces I es de la forma Pr (I)xB

I e XAXB

6 es de la forma A x Pr,(I).

42) a) 81 x € A entonces {Ix B| I € h(x)} = h(x, o).

b) 8i x € B entonces {A x I|I € h(x)}

1]

hilas =).

52) Sean A = {I xB|I e Xab 5 B =i{f =z TVE & Xg}-

Entonces
i) AUB = XAxB
- & ~ :
ii) A B = ¢
iii) A y B son clopens.
PRUEBA

12) i) Si Pry(I) £ A. Sean x; , %X € Pr,(I).

X1, ¥ € Pry(I) = (x3 ,y1) €I vy



124

(x, >Y 5y € I para algin y; € By algln
Vo, 6 B ya que I es ideal.

= (X1 ,¥1) v (%p ,¥99) 8 I

== (Xy; V X ,V1 V ¥3) € I

= x; Vv x2 € Pry(I).

Sean x; € Pry(I) y =x € A; de aquil (x; ,y;) 61I

para algin y; € B. Ademds (x, 0) E AX B vy
por ser I un ideal de A x B se tiene que

(x; A x, yy A 0) €I por lo que x; A x 8 Pr;(I).
o € Pry(I) ya que (o, o) € I.

Por lo tanto Pr;(I) es un ideal de A.
Pr;(I) es maximal. .
Supongamos que =x ¢ Pri(I), entonces (x, y) ¢ I
para todo y € B; de aqui (x, y)'€ I para todo
y € B, ya que I es maximal, es decir (x',y" € I,
para todo y € B. Por tanto x'€ Pr (I).
ii) Similar a la anterior.

72) a) Sea I € X, vy probemos que I x B € X

A AxB °
Sean (x; , y1) € I =B, (x2 , y2) € I x B.

Xy V %X € I por ser I un ideal

i W 5 € B por ser B un &lgebra.
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Luego

(X3 VX , ¥ Vys) = (X3 ,¥1) v.I(xs , ¥y2) € IxB.
Sean (x; , v €I x B, (x, y) € A x B..
X A x €I por ser I un ideal de A

yi1 A y 6 B por ser B un &Zlgebra.
Luego
(xy A %, vy Ay) = (%7 , y1) A (x, ¥) €1 x B.
(0, 0) € I x B.
Por tanto I x B es un ideal de A x B.
I x B es maximal.
Supongamos que (x, y) ¢ I x B, de aqui que x ¢ I
y como I es ideal maximal de A se tiene que
x'€ I. Ademfs y'€ B; luego (x',y")€E I x B es
decir (x, y)' € I x B.
b) De manera similar a la anterior.

Sea I € X = Pry(I) x Prp(I). Si Pry(I) = A

AxB ? I

y Pr,(I) = B entonces se tiene I = A x B lo cual

no es posible ya que I es un ideal maximal. Luego

Pri(I) $#$ A & Pry(I) % B.

Si Pri(I) ¥+ A entonces Pr;(I) € X,.
Si Pr,(I) § B entonces Pr,(I) € Xg.
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Como Pp,(I) x B es un ideal maximal por parte 2 y

adem@s I ¢ Pry(I) x B, entonces I = Pr(I) x B.

Similarmente si Pr,(I) % B.

42) a) Sea =x € A.
i) Iehix) = x¢1I
= (x, 0) § I x B
= I x B & h(x, 0)
Luego {I x B|I & h(x)} ¢ h(x, 0).
ii) J € h(x, 0) == (x, 0)¢ J
= x ¢ Pr, (J) ya que 0 ¢ Pr, (M)
== Pr;(J) € h(x).
Como Pr;(J) 3 A entonces J = Pri(J) x B.
Luego h(x, 0) ¢ {I x B|I € h(x)}.
b) Similarmente.

52) i) AUB =X

Axp S inmediato por parte 2 y 3.

A

ii) ArV B=o .

Supongamos que Z © Af’\ B ; luego Z2 = I x B

i}

con I 6€X, y Z2=AxJ con J & Xp3 de aqui

se tiene I X B = A x J 1lo cual es contradictg
rio ya que I ¥ A y J $ B. Luego AN B=oe.

~

55 A y B son clopen en Ax B por parte 4.
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3.3.3. PROPOSICION

Si E, T son dos espacios de Boole, existen fun-

ciones continuas
m
E ———s E + F —————FE

B e T P e

tales que m o n = 1E N Y o8 = 1F %

PRUEBA
Consideremos
Ut Xopepy = Xen(B)xCL(E)
I v+ I x CLF).

U es bien definida, ya que I x CL(F) es un ideal maxi-
mal de CL(E) x CL(F) por ser I un ideal maximal de CL(E).
Probemos que U es continua.
Sea (M, N) € CL(E) x CL(F).
U—l(h(M

> N)) ={I ¢ xCL<B)| U(I) € h(M, NI}
=z {I € xCL(E>[ I x CL(F) € h(M, N)}
= {I ¢ XCL(E)‘ (M, N) ¢ I x CL(F)}
= {I € Xapepy | M6 1D

h(M).



128

Sean IO e XCL(E) o

I, = {%Z € CL(E) | (Z, T) € I, para algln T C CL(F)}

y definamos

X

Vi XTI RCL(D) > Xeon(e)

(0, o 8f Iy ¥ GH(E)

L VT VT, P VE VU W O, WV L T VL P V0, P S S

[10 , si I, = CL(E)

v(I) es trivialmente un ideal maximal de CL(E) (3.3.2-1).

"yves continua'.
Sea 7.8 CI(E).
CASO 1

Si 7 € IO .
"(Z, T) € I, para todo T € CL(F) si y solo si
(Z, @) B zv,
Si (Z, T) ¢ I, para todo T & CL(F); entonces
(Z, 9) ¢ I.
Si (Z, T) € I, entonces (Z, T) A (Z, wEY e T por

ser I un ideal, es decir (Z, @) € I.

v 1(h(z)) {I]v(I) € h(z)}
{2z ¢ v
{1|(z, T) & I, para todo T € CL(F)}

{I](z, @) ¢ I}
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{I] I¢hn(, 2

h(z, o).

CASO 2

gl 28 I, entonces 28 & I, por ser I, maxtima.

v-l(h(ZC)) = h(Zc, ) por caso anterior pero:
v I(h(z®)) = vT1(h(Z)®)
= (v inzn©
=h(z%,9)
= h(zZ, F)°
Luego
v ih(z) = h(z, F).

De acuerdo a sus definiciones se tiene que

Vo U = 1X . Utilizando la biyeccién_\l’E , definimos:
CL(E)
n=upel¥ , m*= ?il o V  entonces
& 53
m ns=1Y Vi op i o = S il ol
e B, 2 E is XCL(E) E
N =
2% & ¥e Tty
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3.3.l4." PROPOSICION

8i E,, E, son dos espacios de Boole, las dos con
diciones que siguen son equivalentes

12) E; + E, es inyectivo.
2¢2) E; y E» son ambos inyectivos.

PRUEBA
1) == 2)
Probaremos que E; es inyectivo.

Sea el diagrama de espacios de Boole

El G

H

hay que encontrar f : 6 + E; tal que T , f = g.

Por propiedades de E; %+ E, tenemos el diagrama
E,*v E,

en donde m o n = 1El s Y o £f=nsg (r existe por

ser E; + E, inyectivo).
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Tomando f = m o, r, tenemos:

Mo (r o f) =mys in,g=meon) o8

G o 2ol g &

1]
iy
i
-
o]
Lt}
i
0q

Luego E; es inyectivo.
De modo semejante E, es inyectivo.
2) = 1)

Sea el diagrama de espacios de Boole.

El + EZ G
\/
' H

hay que encontrar T : G -+ E, +EZ tal que f o8 =g
- n
Sean los diagramas Ey —————— E; + Ep,
m
s
EZT*EI"‘EZ con m°n=1E1yr°s=1E2

Se tiene que Hy = g T(n(E;)) y H, = g *(s(E))

son dos clopens disjuntos de H tales que H; U H, = H
por (3.3.2-5); luego f£(H;y y £(Hp) son dos cerrados
disjuntos de G (por ser H compacto, H; y Hp, son compac--

tos de H; por ser f continua, f(H;) y f(H,) son compactos
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de G; por tanto son cerrados; y son disjuntos porque f
es inyectiva).

Por ser £(H;y y £(H,) disjuntos y cerrados, --
existen dos clopens disjuntos G; y G, tales que:
£f(Hy) ¢ 6; , £(Hy) ¢ G por (II.5.7.) y por formar los
clopens una base y ser f(H;) y f(H;) compactos.

Consideremos G = X3 U X, , con X; = Gy,

X =G - Xy . Por ser E; y E, inyectivos, tenemos

los diagramas conmutativos

&y t2
Hl H,

en donde gy

(m ° g)IHl » fl = lel

g2 (r o g)lﬂz s fp = fIH2

Definamos

f:6 » By + E,

- fnCtyx)) , si x 6 %4
X vy <

s({to(x)) , si x € Xy
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Sea x € H.
Si XGH]_
(f o £1(x) = T(£(x)) = T(£(x)) como £ (x) € X,

n(t;(£,(x)) = nl(t, ot = nlg (x))

1"

(RomX(g(x)) = (nom)(n(y))

1"

n( (mog)(_x))

i

n{ (m n) (y)) n(y) = g(x)

De igual manera, si x € Hy, : (f o £)X(x) = g(x).

Por tanto £ , f = g.

3.3. 5. PROPOSICION

Si B; y B, son dos &lgebras de Boole, hay una

" - . g " ;
biyeccién bicontinua entre XleB2 y XBl XBz

PRUEBA

Como X o) T

R e XCL(XBI)XCL(XBZ) Rk

x CL(XEB2).

trar un isomorfismo entre B; xB, ¥ CL(XBl)

La funcidn
By x By ——— CL(XB1) =% CL(XBZ)
(%, yIvvunvas (h(x), hiy))
es trivialmente un isomorfismo.

3.3.6. DEFINICION

Un espacio de Boole E es llamado "proyectivo" si
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dados dos espacios de Boole G, H y funciones continuas
como en el diagrama

E G

existe una funcidn continua f : E+ 6 tal que f o, £=g.

3,3.7. PROPOSICION

Sean E, T dos espacios de Boole, f : E> F una
biyececidn bicontinua. Entonces

12) Si E es inyectivo, Fes inyectivo.

22) Si E es proyectivo, Fes proyectivo.
PRULEBA

12) Sea el diagrama de espacios de Boole

F
P
t
N g
H

Por ser E inyectivo, tenemos el diagrama conmutativo

E
!R\\\zg\\%
: =
G
///quzg
H

G

?
F
X
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La funcidn continua T = £ , t; es tal que
M o 2 L
Luego, Fes inyectivo.

22) Se demuestra de manera similar.

3.3.8. PROPOSICION

Sean A, B dos &dlgebras de Boole, £ : A + B un iso-
morfismo. Entonces si A es proyectiva, Bes proyectiva.
PRUEBA

B €
Sea

D

un diagrama de &lgebras de Boole; por ser A proyectiva,

se tiene el diagrama conmutativo

"p" existe ya que A es proyectiva.

~1

S TR DR - es ' Bal gue T o T = g,

Luego B es proyectiva.
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32,9, PRORPOSICTON

Si E es un espacio de Boole, las dos condiciones
siguientes son equivalentes:

12) E es inyectivo.

22) CL(E) es proyectiva.
PRUEBA
1) == )

Sea el diagrama de &lgebras de Boole

CL(E) A

Encontraremos f : CL(E) + A tal que f , T = g.
Aplicando el funtor contravariante X (3.2.1.) tendremos

el diagrama conmutativo

.
=
X /, X
g X £
B
en donde m = \951 (3.2.6.); t existe por ser E inyectivo,

6sea que se tiene el diagrama conmutativo
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aplicando la funcibn inversa de X (3.2.1.)

A =
i . Xf) = x7t

R Ll

(Xg)

ke = x 1Y 5 £, x i

»

D sea X (X

"

s

g

x~1(r) es la funcidn T buscada.

2) == 1)

Sea un diagrama de espacios de Boole.

Encontraremos f : G + E continua tal que T , f = g.
Aplicando el funtor contravariante CL (3.2.10.) tendre-

mos el diagrama conmutativo

CL(E) > CL(G)

Cj:;;}\§$ é///ézj;)

CL(H) CL(f)y m = CL(g)
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"m" existe porque CL(E) es proyectiva.

-1

Aplicando la funcidn t = CL - (3.2.10.) se tiene

ECGLIE) 5. m) HCCL{E)) & "Hlm) ¢ LCCLUED) = T(CL{w))

& tlm) o £

gy de donde f = t(m) es la funcidn

buscada.

3.3.10. PROPOSICION

Si Bes un &lgebra de Boole, las condiciones que
siguen son equivalentes:
12) Bes proyectiva.

22) X, es inyectivo.

B

PRUEBA

1) = 2)
Sea un diagrama de espacios de Boole

%5

B

Hallaremos F : E + X; continua tal que T , f = g.
Aplicando el funtor CL tendremos el diagrama con-

mutativo.



CL(f)om = CL(g)oh
CL{Xp CL(B)' 8
. |

CL(g
CL(F)

en donde hes la biyeccidn de B a CL(XB).

-1

Aplicando la funecidén t = CL £9.2.10.7

_1)

T(CL(EY o B o B = t(CL(g))

tlm o h™1) , t(CL(F)) = t(CL(g)

O

=2t

[0}Y

tm o h™H o f=g
f=1t(m, h"1) es la funcidn buscada.

2) == 1}
Sea el diagrama de &lgebras de Boole

c

aplicando el funtor X tendremos el diagrama
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"m" existe por ser Xp inyectivo.
Aplicando la funcidn x~1 se tiene el diagrama con~
mutativo

=1
X {m) . - C

Bl e

Luego Bes proyectiva.

3.8.11, PROPOSICION

Sean A, B dos 4lgebras de Boole. Entonces A 'x Bes
proyectiva si y solo si A y B son ambas proyectivas.
" PRUEBA

AxBes ﬁroyectiva c==XA «B €5 inyectivo (3,3.10.)
=== X, *+Xp es inyectivo (3.8.5.)
son ambos inyectivos (3.3.4.)

<= A y B son ambas proyectivas.
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38,12, DEFTHICTON

Dada una familia (Ai)ig de dlgebras de Boole, lla

1
maremos "suma de la familia (Ai)iGI"’ al 4lgebra

cL(n XPEL’)’ Yy Se representa por) A

3.3.13. PROPOSICION

Sea (B;).,; una familia de &lgebras de Boole.
Entonces ) B, es proyectiva si y solo si cada B,
es proyectiva.

PRUEBA
ZBies proyectivae= CL(IXy) es proyectiva (3.3.12.)
;|
== 0¥ es inyectivo (3.3.9.)
B
i
e==s cada XB es inyectivo (1.2.2.)
1
<= cada Bi es proyectiva (3.3.10.)
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CAPITULO IV
ALGEBRAS DE BOOLE COMPLETAS

4.1. ALGEBRA DE BOOLE COMPLETA

4.1.1. DEFINICION

Un &lgebra Booleana es llamada "completa" si todo

subconjunto de ella tiene un supremo y un Infimo.

NOTA

Por (2.3.4.), podemos afirmar que "si todo subcon-
junto de un &dlgebra de Boole posee un supremo (o también
si todo subconjunto tiene un iInfimo) entonces es comple-

sEall,

4.1.2. EJEMPLOS

El Si X % ¢ , entonces P(X) es un &lgebra de Boole --
completa.
E2 El conjunto R(X) ={Pc X | Pes abierto regular} con

Sup {pi-}= (u pi)g

p; € R(X)
Inf {pi} 7 (Fip;)e

es un 8lgebra de Boole completa.
PRUEBA
"Sup {p-}= (Up;)8".
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Sea P = (U P.)e

Como el producto en los abiertos regulares coineci
de con la interseccidn de conjuntos cualesquiera; enton-
ces la relacidn de orden es la misma dada por la inclu--

sidn.
P.cU; P, v U B. & B, por (II.3.9.)

luego Pi ¢ P para todo 1i.

Sea Q € R(X) tal que Pi ¢ Q, para todo i.

Probemos que P c¢ Q.

P, ¢ Q, para todo i == UiPi c Q

=> P ¢ Q.
De manera similar se prueba para el infimo.

4.2. o - ALGEBRAS DE BOOLE

4,2.1. DEFINICIONES

a) Una "o - &lgebra" es un dlgebra de Boole en la que todo
conjunto numerable posee un supremo.
b) Sean X un espacio topoldgico, B un campo. B se llama

"g — campo”" si es una o - 4lgedbra, es decir si es esta-



c)

d)

e)

£

g)

h)

L

14y

ble para las uniones numerables.

Sea A una o - &lgebras, B ¢ A. B es llamada una "o - sub
&lgebra de A" si para todo N c¢ B, N numerable, se cum
ple que N posee supremo en B.

Sean A, B, o -&algebras de Boole, f : A + B un morfismo.
f es llamado "o - morfismo" si para tode M ¢ A, M nume-
rable se cumple que: f (Sup{M}) = Sup {f(M)}.

Sea A una ¢ -&dlgebra. A es una "o - dlgebra libre" si po
see un conjunto libre de generadores.

Sea A un dlgebra de Boole, I un ideal de A. I es llama-
do "o - ideal" si para todo B e I, B numerable se tiene
que B posee supremo en I. |
Sean X un espacio topoldgico, {Ai}iGI el conjunto de
abiertos en X, B el ¢ - campo generado por los Ai (nota
agiéms B = <{Ai}>>’ se llama "conjunto de 3orel" o "Bo-
reliano" a todo elemento de B.

Sea X un espacio de Boole. S ¢ X. Se dice que S es un
"conjunto de Baire en X", si pertenece al o - campo ge-
nerado por la clase de todos los conjuntos clopens.

Un espacio de Boole X, es un "o - espacio de Boole" si
la cerradura de todo conjunto abierto de Baire es

abierto.
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4.2.2. EJEMPLOS

E1 El &algebra numerable - conumerable de un conjunto
X} ¢ es una o -&lgebra.
Prueba

Sea (Ai)iell

una familia de subconjuntos de X que
son numerables ¢ conumerables.

Probaremos que " U Ai es numerable - conumerable".
i6W

i) A ; es numerable para todo i. Luego U Ai es nume
' ieW
rable ya que la unidén numerable de conjuntos nume
rables es numerable.
ii) Si A, es conumerable para algin 3j € N, entonces

I

AS es numerable. Se tiene que N AS e AS tor
J iew * J

lo que 1 AS es numerable,
16l
E2 "La clase de todos los subconjuntos magros de un espa
cio topoldgico X es un o - ideal de P(X)".
Prueba
Sea M ={Bc X| Bes magro}.

"Mes un ideal".

i) ¢ € M.

ii) (AeM y BEeM)=>(A= U A, y B= U B
i€ ielN
donde Ai v Bi sONn raros.
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= AUB= U (AiUBi)
i€
== A UBEM

ya que Ai UBi €5 Taro

para todo i.

iii) (A€M y Bec X) == AN B = (U Ai) i -
iemW

A. raro.
1

=B N B U (Ain B
i€

= A Y BEM

ya que A. (Y B es raro.

i
"M es o ~ideal".
Sea P e M tal que Pes numerable.
bemr T 0 8. o B. B P

iemw * =

como cada Ai es magro tenemos que

T& U L U Bys))

iew jemw

U B.
(i,3)emwxmw *J

Luego T es magro ya que todo Bij es raro.Tes el

premo de P.

sSu-
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E3 "Los conjuntos raros de Borel forman un o - ideal en
el ¢ - 8lgebra de todos los conjuntos de Borel".

Es una consecuencia del ejemplo anterior.

4.2.3. PROPOSICION

El nlGcleo de un o - morfismo es un ¢ - ideal.
PRUEBA

Sea f : A+ B un o-morfismo.
¢ Ker f.

Sea {Xn }nGJN

Tenemos que Sup {f(Xn)} 0

nenN -
De aqui f (Sup{xn}nG]N) =0
de donde  Sup {Xn}ng N € Ker £, es decir Ker f
es o - ideal.

4.2.4. PROPOSICION

Todo ¢ - ideal propio es el nGcleo de un o - morfis-
mo suryectivo.
PRUEBA

Sea B una o - 4lgebra.

Mc B, M un v-ideal propio, probaremos que el mor
fismo f § B e~ey B/M es un o - morfismo suryectivo.

X vuaaas X+ M

Sea {xn}nGJN ¢ B, comdo B es ¢ -8&lgebra sea
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Sup {Xn} = X.

Probaremos que Sup {f(Xn)} = f(Sup{Xn}).

nenN
Sean f(xn) = Y.n 5 f(Sup{Xn})

Y,

Z €

=i

3 Y, <7 para todo n € NW.

Por ser f sobre, sea t € B. tal que f(t) = Z.

Probemos que Y <. Z.
Yn < 7 = f(}g,l) < £t
= fX At') <0
== f(Xn'A t') =0
1
= Xn At' eM
== Sup {XnA‘t’} eEM

= X A t' €M

= f(X A t') =0
= £(X) 2 £f(t)

i R o

u.z.si

Toda &lgebra de Boole completa es una o - &lgebra.
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. PRUEBA

Es trivial ya que todo subconjunto de un &lgebra
de Boole completa posee supremo.

La interseccidn de o - subdlgebras es o - subllge~
bra.
PRUEBA

Sea (A-)iG]N una familia de o - subdlgebras del &1

1

gebra A. N Ai c Aj s para todo j &€ WN.
ieN

Sea Ec N Ai tal que E es numerable. Luego E
ielN
posee supremo en (Y A; ya que cada A, es o - subdlgebra.
4.2.7.

Sea X un espacio topoldgico compacto. B el o - cam-
po de conjuntos de Borel de X. M el ¢ - ideal formado por
los magros de Borel. R(X) el &lgebra de los abiertos re-
gulares de X.

Entonces:

12) Existe f : B — R(X) tal que
Y annns FLY)

i) Y+ M= £C(Y) + M
ii) £ es o -morfismo suryectivo.

555) Xer £ = U,
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12) Denotaremos P

22)
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5’[— es una dlgebra completa.

fl

T la relacibébn P + T € M es decir

2 & i 5 @ ¢ B,

Sea B, ={Pec X|[(0+ P)6 M, para algln 0 abiertol.

Todo abierto pertenece a B a Y& Que para 0 abierto,

O+ 0=9¢ 6 M.

1"
Ba

al

b)

forma un o - campo”.
ZQBa y YGBa==-ZUYGBa.

Ze€B, vy YEB, ==2+0, €M y Y+0, €M

para algln 0, y O, abiertos == (Z +0,;) U(Y+ 0y)

€ M ya que Mes ideal.
Luego (Z U YD)+ (0, U0y €M ya que

(8 0 %1 & (01U02)C (Z + 0;) UC(CY + 0,) €6 M
y Mes ideal. Entonces como 0O; U O, es abierto

se tiene que Z U Y € Ba

ZGBa v YGBa===>ZﬂYGBa.

ZE€B, vy YE&B = (Z+0;)U(Y+0)8&MN

para algin 0; y O, abiertos y como

L2 R XD {0y 0 Dgl e KB ¥ Q) U (E* 0p) € H
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entonces para U = 0; ()Y 0, abierto. Se tiene

que Z Y Y € Ba .
zeB, = 2° €B_ .
- existe U abierto tal que Z+U € M,
es decir, 2 + M = U + M.

Probemos que Z + UG M es decir (Z2+M = U+M),
para ello serd suficiente ver que

U+ M=T+ M.

i

U+ T

(W n T uw® ¢10)= ¢ U Fr(U) € M
luego Z + U ¢ M.

Se tiene que 7% + Uc ¢ M ya que:
c
2+ T =2 nHueznT)=2+T

luego Ba es un campo.

Ba €5 o - campo .

Sea {B'}iGIN tal que Bi € B , para todo i; probare-

1
©

mosque U Bi (4 Ba :

By

- ©
. £ -+ 0, <
ycomo U B, + U O, c U(B;+0,)€M y U 0

i=1
g Ba = Bi + Oi € M para algun Oi abierto

=> U (B, +0,) €M ya que M es o - ideal
den . an S

o« <«

i=1 Bl i=1 i=1 *
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es un abierto, entonces U B. € B, . Luego el
j=z * @

o - campo de Borel B esti incluido en Ba s V2@ que to-
do abierto pertenece a B,-

Definamos f : B ———— R(X) _ en dondeU es
Yo+ £(Y) = U

un abierto tal que Y + M = U + M,
i) Y+ f(¥Y) e M.

Se probd que U+ M =0T + M para U abierto.
Adem8s Uc U s entonces se tiené
U+M=0+M yaque UcUclT y como
Y+ M=U+M entonces Y+M=ﬁ'+M,esde—
cir, Y + f(Y¥Y) € M.
f estd bien definida.

"y = Y, = £(¥;) = £(¥y)n,
Sea Y; = Y,, Se tiene que Y; = f(¥;) vy
Y, = £(Y,) de aqui que f(Y;) = £(Y,).

Sea f(¥;) = U donde U es abierto regular.

f(Yy3) = V donde V es abierto regular.

Probaremos que "U= V",

8.y

U1

Tenemos que U = V y ademds U

V es decir

{11

VsV entonces V=T y U
v+TUeM y U+ VeM.
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vV 1

o clo

c i

c (v N uUuEE N = vnaTeM (1)
c
v

c
Ui Ve@wnmuyu € niy=s tnNTen (2
de (1) y (2) se tienen conjuntos abiertos magros

en un espacio topoldgico compacto; entonces se
c

—

cumple que: V N U = ¢ y U N % = ¢ (II.8.6)
luego: VecU y UeV,

y de aqui V = U y como U y V son abiertos regula
res, entonces U = V.

f es morfismo.

f(S1 Y Sz) = f(Sl) 9 f’(%) .

o 2
Sea Sl = Us U =U luego S1 g U
Qo o
S, = V3 VeV luego §, =V
o 2
Se tiene que S1 U 82 = U 1V,
2. S
£F(S. U SHY= (@ uM
1 2
= (£(s.. U £(s . .2
” 1) 2))
F(8€) = (F(SN"
c
SzU ==>8:=10U => §%=T0T.
c) =

Luego £(S U = (£(SHE = (£F(sSN".
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f o~ morfismo

Probemos que f(1J S

) = (U {f(s_)he
i=1 B izl &
o}
S 2 = S = U
n n n n
1 S . %
uego UJ =)
R L
01y 85 =@ e 0 g
LJ = ) U
i=1 *® i=1 ¢
= (}J f(Sn))Q
1=1

fes suryectiva.

Trivial, ya que si a € R(X) entonces a

H|
)

porque R(X) c B.

1ii) Xer £ = M .

Ya que f(S) = ¢ == S E M.

2°) Sea g 1 g ———> R(X)

Y+ M vvavnvuns £(Y)

g bien definida.

Z+M=Y+ M= 2+ YEM
= f(Z + YY) =0
= f(Z) + £(Y) =0

== f(Z) = £(Y)
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g inyectiva.

£(2) = £(Y) = £(Z) + £(Y) = 0
= f(Z + Y) =0
= Z + Y EM
== 7 MY S M,

g suryectiva .
Trivial, ya que f lo es.

Entonces ges isomorfismo y como R(X) es completa

entonces % es completa también.

4.2.8. PROPOSICION

Sean A una o - &lgebra Booleana.
B e .

B ¢ - &lgebra generada por E.

P € B.

Entonces:

existe D c E tal que:

12) D e s numerable.
22) "p" pertenece a la o - sub&lgebra generada por

.

PRUEBA
Sean P = {T ¢ E|T es numerable} ; para cada

e E .
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Sea, < T > = ¢ -3dlgebra generada por T. Frobemos

que U ={E = 350,
TEP

i) U< T > es dlgebra.
TEP

=8 U =T> w y6 U <«<T> == x €< T} > y
TEP TEP

y € <Ty > para alghn T, € P y T, 6 P.

De aqui x 6<T, UT,> y y€<T, UTy,> como
<T, UT, > es o-3&algebra, entonces

% vy el U iy5 y xXAye€<Ty UT, >

Luego xvy€ U<T> yv xAye U<T>»
TEP TGP

también si x € U <«<T> entonces x' € U <T»>,

TEP TEP
ii) U <T> es ¢ -3&algebra
TGP
Sean R] 5 X2 se-os Ry e»s-.n €N U <T>
TEP
entonces %) €<T;> , Xy, € < Ty > ....an<Tn>
ve o Para T1 9 Tz CE I B Tn rre e €N P-

De aqui que x. € < § T.> para todo j € N.
J i=1 *
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457 B e D «=fs
TEP

X GCFE = u€ <«{x}> = xe U <T>.
TGP

iv) Sea Ec¢c M y M o~ &lgebra; probaremos que

U <T> g M,

TEP

x€ U <T>» == x 6<7T,> para TOGP.
TGP

Como T, ¢ EcM, se tiene que <Ib > ¢ M, luego

X € M.

Hemos probado que B = U <T>
TEP

Como p € B, entonces p € < Ty > para T; € P,

es decir, T; ¢ E y T; numerable.

4.2.9. PROPOSICION

Tode conjunto cerrado de Baire es la interseccidn
de una clase numerable de conjuntos abiertos.
PRUEBA

Sean F un conjunto cerrado de Baire en un espacio
de Boole X.

(ﬁQ

neq  Un@ sucesidn de clopen de X tal que

F G‘=(Pi)iii> (por propiedad anterior).



158

£ la funcidn caracteristica asociada a Pn s DPara

cada n.

1
—_— ] £ Ax) - fn(y)l para todo

e(x, y) = i

n

fie~1 8

X, ¥y en X, la cual existe porque es una sumatoria de ter

minos menores que 1.

En X definamos la relacidn de equivalencia:

X =2y iy s8dleo si elx, v) = 0.

Si x € X, denotaremos X la clase de equivalencia

de x por la relacidn = ,

Formemos J = {x | x € X} , definamos la funcidn

d:JRJ———> R
(x ,;) AU e(x, y).

d estd bien definida.

@9 = ®F) =F=% v F=F

11

= el(x, x;) 0 v ey, y1) =0

== (fn(x) ~ fn(xl)) =0y (fn(y)-fn(yl)) = 0
= fn(}c)=fn(x1) v fn(y) =fh(y1)

= |f ) -f ()| = |f (xp) - £ (yp)]

= e(x, y) = e(xy , yy)
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des ura distancia sobre J .

d(x ,¥) = e(x,y) = ely, x) = d(y , X)
d(X ,y) > 0 ya que e(x, y) >0
dlx , ¥) =0 = e(x, ¥l = B
= x =y
= TaF
- £ g
di® ;%) = 7 o ]fn(x) - £ ()]
1
ol -
=Y 5 |, () » £ 02) # £ .4s) + £ (y)]
1
e 1
< E ;}-[[fn(x) - £ (2)] + [£ (2) - £ (N]]
= F A P02 - £.02] + T =i |£ (2} = £ ()]
. . o0 TR n 5N n n'Y

1

AlE . &) +802 9.
Cada fn es continua .

Sea 0 ¢ R un abierto; como

si1¢0,0¢0

c »
si 0 € 0, 1 0
f_l(o) - <pn 3 ¢

- p, st 0¢0,12¢€0

X 5% 918 0y T 8 Uy
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entonces f;l(o) es abierto. De donde fn es con‘-inua.

Sea x € X un elemento fijo. Para cada n la funcidn

g : X — R

v vnnnes ;H-Ifn(x) - fn(y)l

es continua va que f, lo es.

Luego, para cada r, la funcidn W, '® g es con-

1 n

(T8 e L

- n
tinua.

Sea la funcidn
f: X— R
y v el(x, v)
probaremos que la sucesidn (1&?r>1 converge uniformemen

te a f.

o r
|£Cr) - hr(y)l |§ g, (y) - § gn(y)l

[+~ 001
=] gl =z I =
r+1 O p+1 2B
1
2r+1
St
T2
o i
'2r+2 < B para todo r

r > n, para cierto Thaes
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Luego f es continua.

Sea g:X—=——J probemos que es continua.

X v ¥

Sea B(X, £) una bola abierta en J.

g'i(B(?c,g)) {y e X]d(x,y) < &}

{y € X|el(x,y) < &}

{y € X| £(y) < g}

f'1(B<o, £))

1o cual es un abierto en X ya que fes continua.

Sea M={YcX| Y= UxXx, para algin T ¢ J}
XET

probemos que es una ¢ - 8lgebra de P(X).

U X U Uy = UZX
x6€T yETy xETUT,
U xn Uy = UX
x€eT yET) x€TNT,
Ly B9 = BE
%6T ®EJ-T

luego M es una subdlgebra y M es ¢ - &lgebra ya que

"
<
8
|

U (U x)
n€N X6T_ XQUT
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Sea B={YecX|Y=gl(T), pava algln T c J} y

probemos que B = M; para ello es suficiente demostran

quepara Tec J : UZX = g-l(Ti).
xET
ye UX == y6x para algln x € T.
XEeT

=9 & g—l'({i}) para alglin x € T.

1

== oy @ g (')

luegoB es un ¢ - campo.

Pn € B, para cada n .

y 6P == y@ey

yGUx—-——-»yGE,paraalgﬁnxGPn
== Y = x , para algﬁnxGPn
== vy = x , para algﬁnxGPn

— e(y, x) = a
= fn(x) —fn(y) = 0

== £ (x)=f_(y)
= fn(y)=1

= Je& 3
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Luego P_ = UX donde T=1{x] x€P}.
o n
xET

FE€B yaque P 6B, para todo n, implica gque
<{P }> ¢ D por ser B una o - sub8lgebra de P(X).

Luego Fes de la forma F = g"l(T) para algia
T ¢ J. Como g(g-l(T)) = T entonces Tes un compacto ya
que Fes un cerrado en un compacto y ges continua. T
compacto en un separado implica Tes cerrado y por ser

J un espacio métrico se tiene que T = N 0, con O,
1

<o

abierto en J. Luego F = N g-l
1 i

(Oi)-

NOTA
La propiedad anterior, es equivalente a decir que:
-"todo conjunto abierto de Baire en un espacio de Boole

es la unién de una clase numerable de conjuntos cerrados".

" 4,2.10. PROPOSICION

Todo conjunto abierto de Baire en un espacio de Boo
le es la unidn de una clase numerable de conjuntos clopen.
PRUEBA

Sea G un abierto de Baire; por lo anterier G = UF

n

P,rCs

con F, cerrado; ademls por ser G un abierto

G = U 7., Z, ¢c G y Z. clopen,
jai = & *
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de aqui Fn ¢ U Z.; como Fn es un compacto entonces
ieI
ex:l.ste-Jn ¢ I finito tal que En c igJ Zi fe Cn
n

Por lo guge" Qe U & & B
n
n=1

NOTA
Llamaremos algebra dual de un espacio de Boole X al

lgebra CL(X).

4.2.11. PROPOSICION

El &lgebra dual A de un espacio Booleano X es una

o - dlgebra si y solo si X es un o - espacio.
PRUEBA

i) Sea A una o - 8lgebra y O un abierto de Baire en X,

por propiedad anterior se tiene que 0 = U Pn',
' ' nEeIN

con P clopen, y Dor estar en un ¢ - campo, (Pn)n31
tiene un supremo en A y por propiedad (1.1.6.) O
es abierto, de aqui que X es un ¢ - espacio.

ii) Sea X un o0 - espacio y sea {Pn} una clase numerable

de elementos de A, luego O U Pn es un conjunto

nEelN
abierto de Baire en X, como 0 es un abierto para ca-
da n, entonces {Pn} tiene un supremo en A por (l.1.6).

Luego X es una o - 8lgebra.
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4.3. ALGEBRA DE BOOLE CON LA CONDICION DE CADENA NUMERABLE

(C.C.N.).

4.3.1. DEFINICION

Sea A un &lgebra de Boole. Se dice que A satisface
la condicidn de cadena numerable si todo conjunto E, E ¢ A
disjunto de elementos no ceros, es numerable.
NOTA
12) p, q en A son disjuntos si p A g = 0.

22) Un subconjunto E de A es disjunto si para todo p, q

en E tales que p $ q entonces p A q = 0.

4.3.2. EJEMPLO

El &lgebra de abiertos regulares de un espacio X con

una base numerable satisface la C.C.N. .

PRUEBA

Sea (Ai)iGI una clase disjunta de abiertos regulares

no vacios y B una base numerable de X.
Para cada abierto regular podemos encontrar un elemento de

la base incluido en el tal que:
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A, A, = A. N A, =20
R 7] B J
= Ei M EJ = ¢ para Ei a8 v
B ey A
] 3}
==:>Ei#Ej

De ésta forma se puede establecer una biyeccibdn entre

(Ai)iGI y un subconjunto de la base.

4.3.3. PROPOSICION

Un &lgebra de Boole A satisface la C.C.N. si y
sole si todo conjunto E en A tiene un subconjunto nu-
merable D tal que D y E tienen las mismas cotas supe-

riores.

PRUEBA
i) Sea E ¢ A, E un conjunto disjunto de elementos
no ceros, tal que D ¢ E, D numerable y D y E
con las mismas cotas superiores.

Probaremos que D = E.

Sea pEE y p ¢ D.
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PAD; = 0 para todo Py € D, va que E es disjunto.

Luege| wY 4 P: *P;3 P < p' , es decir p' es cota

g
superior de D y p' no es cota superior de E; ya

que si lo fuera: p Up' =p' =1 =p' = p = 0

lo cual es contradictorio, luego E D. De aqul que

E es numerable.

Sea EcA, M= [E] el ideal generado por E.

n
Bei{x | < V p; » para ciertos p; en E}
1=1

Bes idesl

0 € B.
n m
(x €EB y y€B) = x< V P; ¥V ¥ & Voqg
=il i S
n+m
st 2B AR . U0 ti s tizpi’lf-n
i=1
ti=q-—n’l>n
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n
(x 6A y y€B) = x€A y y=< V o».

= x Ay € B,

Como Bes un ideal tal que E ¢ B, entonces M c B.
n

X € B == x < V'Pi’ piGE.
i=1

n

zxi.vlpi,piGM;yaQueBcM
i=

n
== x A (V pi) = x 6 M; por ser M ideal.
i=1

Luego M = B.

'a) E y M tienen las mismas cotas superiores.
Toda cota superior de Mes cota superior de E ya que
E c M.

d cota superior de E == x. < d, para todo x. € E.

n

= V x. < d, para todo x.EE.
P i
i=1

== des cota superior de B.

== des cota superior de M.
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b) Sea F un conjunto maximal disjunto de e’ementos no ce
ro en M.
Probemos que F y M tienen las mismas cotas superiores.
Toda cota superior de Mes cota superior de F, ya que
¥ e M.
Sea d, cota superior de F, y supongamos gque d no es
cota superior. de M, es decir, existe p € M tal que

P £ 4. Tenemos que p- < d, para todo p; € F, luego

t - ' = '
p; Ad" =0. (PpAd") Ap;=pA(d Ap) =0 'y

(p A d"$0 , ya que p § d ; de aqui que (p A d")

es disjunto con p;>para todo P; € F. Luego

pAd €F == pAd' <d

== (p Ad') Ad' =p Ad' =0

lo cual es contradictorio; por lo tanto. des cota su
perior de M. De a) y b) tenemos que E y F tienen las

mismas cotas superiores y ademis F e s numerable.

Sea y €F, si % , X 5 «..e X, SOR N elementos
n

de E tal que y < V X5 s formemos el conjunto
i=1

D= U F_ , donde Fy = {xl-, Wy 9 Fy wweee xn}.

yeF Y
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Des numerable ya que es la unidn numerable de conjun
tos finitos.

‘"D y E tienen las mismas cotas superiores'.
Toda cota superior de E es de D ya que D c E.

d cota superior de D == x < d, para todo x € D.

= Sup Py

< d
== y < d, para tocdo y € F
== d e § cota superior de F

== d e s cota superior de E.

4.3.4. PROPOSICION

Una o - &lgebra Booleana que satisface la condicién

de cadena numerable es completa.

PRUEBA

Sea Bc A, A una ¢ - &lgebra.

Si Bes numerable, B tiene un supremoc por definicidn
de ¢ - &lgebra.

Si B no es numerable, existe D ¢ B tal que D es nume
rable y D y B tienen las mismas cotas superiores. Luego

por tener D un supremo, B también lo tiene.

4.3.5. PROPOSICION

Si A es un &dlgebra de Boole, entonces las dos condi
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ciones que siguen son equivalentes:
12) A satisface la condicidn de cadena numerable.
22) Todo subconjunto E de A que posee un Supremo,
admite un subconjunto D numerable tal que D tie

ne un supremo y es igual al supremo de E.

PRUEBA

1) == 2).

Sea E ¢ A tal que existe el supremo de E; por pro-
piedad (4.3.3) existe D numerable tal que D c E (y con
las mismas cotas superiores).

X < Sup E para todo x € D.

Sea b tal que X < b para todo x € D. Entonces
y < b para todo y 6E; de aqui que sup E < b; por

lo wapte Sup E = Sup D.

2) === 1).
Sea E ¢ A, un conjunto disjunto de elementos no ce-
yo y sea 9={Fc AJE c F, F disjuntol.

Sea Q' cQ totalmente ordenado. Probemos que

P= UF es mayorante de ' en @ , E c¢ UF , ademis
FGQ' FGQ'

UF =g disjuntor x* vy econ x8 UF , 3y € UF
req!' req' Faa!
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entonces existen F; y F, tales que x€F; y y 6 Fpy .
como @' es totalmente ordenado se tiene F; ¢ F, &
F ¢ F; . En el primer caso tenemos que x € F, de aqui -

que x Ay = 0; lo mismo que el segunde caso. Luego

UF . es disjunto.
req'

Por lo tanto, aplicando Lema de Zorn, existe Fo ma-
ximal para @ .
n = qn
Sup FO w1l e

Sea 'y € A tal que x < y ; para todo xGFO

Si y ¢ 1 entonces y' $ 0 y se tendria que
x Ay' =0 para todo %2 6 T luego F. ¢ F_ U'{y"}

Pl o} o

1o cual es kontradictorio ya que Fo es maximal, entonces
y = 1, es cdecir Sup B. & 1.

Por hibétesis, como Fo tiene supremo entonces exis-
te "D" numerable tal que D c FO y Sup D = S\ip'%.
"y = ",
D Fo

Supongamos que existe x € Ty % ¢ D.

% A x; =0 para todo =x; € D; luego Xx; < X' para

todo X e D.
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Como Sup D = 1, entonces 1 < x' de acui 1 = x!

6sea 0 = x esto es una contradiccidn ya que =x & Fo

Luego I-‘o es numerable y por lo tanto E también es
numerable.

4.4, ALGEBRAS MEDIBLES Y ESPACIOS DE BOOLE MEDIBLES

e

4.4.1. DEFINICIONES

Sea A un &dlgebra Booleana y u# : A ———= R una

funcidn.
al)u es "no negativa" si u(p) > 8, para todo p € A,

b) u es "finitamente aditiva" si
w(p v @) = u(p) + u(q), siempre que p. y q sean dis-

juntos.

c¢) Sea {Pn} una sucesidn disjunta de elementos de A
con un supremo P en A, Se dice gque"u es numerable-

mente aditiva” si uw(P) = J u(Pp)
n=1,2’ LN

d) p es una "medida" sobre A siu es no negativa y nume
rablemente aditiva.

e) Una medidau es "normalizada" si n(1) = 1 .

f) Una medidau es "positiva" si para todo P en A se

cumple que u(P) = 0 == P = 0.
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4.4.2. DEFINICIONES

a) Se dice que A es una "dlgebra medible" si es una o - &l
gebra y si existe sobre A una medidau positiva y nor-
malizada.

b) A es una flgebra "medible finitamente aditiva" si exis

te sobre A una medida u , finitamente aditiva.

4.4.3. EJEMPLOS

x1 Sea X un comjunto finite, P(X) el campo de todo los
subconjuntos de X. Entonces u : P(X) — R tal
que u(P) es el mlmero de elememtos en P, para todo

P que pertenece a P(X), es una medida.

Prueba
i) Si1i P = ¢ entences u(P) = 0.
Si P$ ¢ , existe "m" elementos en P (m > 0).
Luego u(P) > 0.
I2YCh By 5.Pz p sewss Pr son elementos disjuntos

de P(X) es evidente que:

a3
WCUD = uPy) + wlPp) + .ooeen mCP)

E2 Sea X ua cenjunto finito y u la medida del ejemplo
anterior. Entonces P(X) es un &lgebra medible con

w(P) = 1901 para todo P ¢ P(X).

u(x)
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hY

2
o

ik

Prueba
Por ser P(X) un &lgebra de Boole completa, es una
o - &lgebra de Boole.

¥; es una medida vy

]
(]
o

n
L]

>

i) ul(P)

ii) Ul(X)

i
':':!T:

NoTA
La funcidn medida es mondtona, en el sentido que

si P, 9Q € A, con p < q, entonces u(P) < u(q).

PRUEBA

81 p=<q entonces q =pvg=pvVvI(gAp.
u(q) = ulp v (@ A p") = w(p) + ulq A p") > u(p)

de donde u(p) < u(q).

4.4,4, PROPOSICION

Sean B una o - &lgebra Booleana, v una medida norma
lizada en B, M; = {q € B|v(g) = 0}. Entonces M; es un

g - ideal propio en B. Ademds si A = M% y £ es el o-epi

morfisme candnico de B sobre A, entonces existe una Gni-

ca medidau, positiva y normalizada en A tal que
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u(£(q)) = v(gq) para todo q € B.
PRUEBA

a) "M; es un o - ideal propio en B".
1) (v(0) = v(0 v 0) = v(0) + v(0)) = v(0) = 0.

Luegoc 0 € M;
ii) Sean q3 G M N2 g, € M]_

Si gq; A g, = 0 entonces

n
o

v(gq; v g2) = v(qy) + v(gy) =0 + 0
Por tanto q; v g, € Mjy.
Si q; A q2 } 0, entonces construyamos
P1 Q1 s Pz = QA q y por (2.3.3.)
gy V Q2 = r; vry, de donde se tiene que
vigy v qp) = vlqy v gz A q'i» =.v(q1)-*v(q2Aqi)= 0
ya quie ves mondtona. Luego q; v g & M
iii) Sean q; € My y g, € B.
Como q; A g < 4; entonces
v(g; A g2 < w(g;) =0

luego v(q; A gg) =0 ¥y aq; A gy, €M; .
iv) Como v(1) = 1 entonces 1 & M; y de aqui que M;

es propio.
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v) Sea {qi} unasucesién numerable de elementos de

b) Sea
ui(p)

i)

M; con Sup'{qi} = q; probaremos que q € Mj,

8i {q;} es disjunta entonces v(q) = Y v(ai) =0
i=1,2

luego g € M.

Si {qi} es no disjunta; podemos construir una su

cesidy disjunta {r;} con r =Swr, =q vy

r; < q; 'para todo i (2.3.3.) de aqui que

v(g) = v(») = ] vlri) < } vig;) = 0 3 luego
i=1929°-- i=1,2,._..

q € M.

P € A. Definamosu asi:

v(qg) para q € B tal que f(q) = p.

"u estd bien definida'".

Sea q; , g2 € B.
£(q1) = f(gyp) => f(q; + qp) = 0
= q1 *t q 6 My

= v(q; *+ gz} =0

]
(=}

== v[{qy A ) v (q] A qp)]

= v(g; A qé) + v(q] A q2) 0

= v(q; A qé),: 0 vy v(qi A gy)=0
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de aqui que:

\r(%)

v(ql) - v(q; A qz)
= v(q1 ' (q; A qz))
= v(q1 v gz).

v(g) = \r(%) ¥ v(q1 A q;)
= v(q2 v (q1 A q;))

= V(g v q)
q1 q2

luego V(<%) B v(qz).

ii) n es no negativa porque v es no negativa.

iii) p es numerablemente aditiva.
Sea {;%} una sucesidn disjunta en Ay {ch} una
sucesidn en B tal que f(<%) =P, (esto es posi
ble por ser f sobre) {qn} no necesariamente es

disjunta. Formemos una sucesidn {1%} disjunta

n-1
. - ]
asi: Bow gl A ( Z qi) tal que
f(]%) 8w
n-1
- ]
f(J%) = f(qn 7,0 qi) )

al
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v)
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n-1
f(qn) ol i g qi)

n-1
flq,) A ( g f(qi))

]
e
3
=
>
J
1o

1]
=
~~

e
=3
=
o
Hew
~

Sea p el supremo de los P, Y T el supremo de

los rn s luego

w(E(e)) = vlr) = ] vlr)) = ] u(flrp)

3 e e IS 2 o

u(p)

I u(pn)
n=1,2...

de dorideu es numerablemente aditiva.
"Unicidad de u".

Sean otra medida en A tal que n(f(qg)) = v(g),
para todo q € B. Se tiene que

n(£(q)) = u(f(q)) y de aqui que n = p.

"w es positiva'.

Sea wu(p) = 0, para p & A; luego v(g) = 0 ,
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para f(q) = p; de aqui que q € M; por lo que

P = M1 (ya que M, es el cero del cociente).

vi) "u es normalizada'.

el ¢ W = TE(LY) = wll) 9.

4.4.5. PROPOSICION

Sean A, B o -&dlgebras, f un o - epimorfismo Boolea
no de B sobre A y u una medida normalizada sObre A.

Si v(g) = u(f(q)), para todo q € B, entonces:

a) ves una medida normalizada en B.

b) Ker £ ¢ My , para M; ={q € B| v(q) = 0}.

c) Ker f = M; == yu es positiva.
PRUEBA

a) i) ves no negativa, ya que v(q) = u(f(q)) > 0
para tode g € B.
ii) "ves numerablemente aditiva".
Sea'{qn} una sucesidn disjunta de elementos de B,
con Sup {qn} = q.
Formemos{f(qhﬂ en A con Sup {f(qn)} 2 £lad.

{f(q,)} es disjunta ya que'{<%} es disjunta y f

es morfismo. Luego

v(q) =uf(g)) = | p(flqy)) = ] vian)
: n=1,2... . n=),2...
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iii) "ves normalizada'.

v(1) = u(£(1)) = p(1) = 1.
b) "Ker £ ¢ M;".
g € Ker £ == f(q) = O

== u(f(qg)) = u(0) =0
== v(q) = 0
= g €M

ol i) Seayu positiva.

geM; == v(q) = 0
= u(f(q)) =0
=== f(q) = 0 ya quen es positiva
== q € Ker f

luego M; = Ker f.

ii) Sea u(p) = 0, luego como f es o - epimorfismo,

existe q en B tal que f(q)

4
g

u(f(gl)) = v(q) = 0 == q € M
== q € Ker f
== f(q) = 0

= p = 0.

4.4.6. PROPOSICION

Toda &dlgebra medible finitamente aditiva satisface

la condicidén de cadena numerable.
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PRUEBA

Sea A unélgebra medible finitamente aditiva.

Sea B un conjunto disjunto de elementos no cero, en
A. Para cada n € N, formemos un conjunto:

A, = {x 8B | ux > %}

para cada n, An no puede contener n 6 mis elementos va’
Oue 8L Ry 3.%p 3 reves x . » fueran elementos distintos

en An. Entonces:

pix; VvV X3 +e. Vv x ) = ulxy) + ulxy) + ... u(xn)

+ + AR i = 1
n

v
b J [R5
o Jf TR

esto es contradictorio porque y es normalizada.
®
"B = U A"
n=1 o

A ¢ Be== U A eB.
n n=1 D

Sea x€B y x¢ U A

n=l

S

4

luego x ¢ A, para todo n € N, es decir, u(x) <

para todo n € N ; de aqui u(x) = 0 entonces =x = 0,
lo cuul es contradictorio ya que x € B. Por tanto B

es numerable y A'satisface la C.C.N. .
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4.4.7. PROPOSICION

Toda &lgebra medible es completa.

PRUEBA

Sea A un &lgebra medible, luego A es &lgebra medi-
ble finitamente aditiva y por propiedad (4.3.4.) A es
completa, ya que por la propiedad anterior satisface la

C.C.N..

4,5, ALGEBRAS ATOMICAS

4,.5.1. DEFINICILONES

a) Si A es un &lgebra de Boole, un elemento "a" de A es
llamado un "Stomo” si o $ 0 y si

" <a == b =0 o b = a¥,

b) Una flgebra A es llamada'atdmica' si para todo x G A,

x § 0, existe un §tomo o tal que o < x .

¢) Una &lgebra A es llamada "no atdmica" si no posee &to

mos .

4.5.2. EJEMPLOS

El Si X $ ¢ es un conjunto, el &lgebra P(X) es atdmi-
ca,por ejemplo si x € X entonces{x} es un &tomo
de P(X).

E2 A={Pc X| Pes finito 6 P es finito} es un Zlge-

bra atbémica.
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4.5.3. PROPOSICION

Si A es una &lgebra de Boole, las condiciones que
siguen, son equivalentes:
a) Existe un conjunto X tal que A es isomorfa a
PORD .
b) A es un dlgebra completa y distributiva.

c) A es un &lgebra atdmica y completa.

PRUEBA
a) == b).

P(X) es una dlgebra completa y distributiva y como
A es isomorfa a P(X), entonces A también es cémpleta y

distributiva.

b) === c).
Sea I =A, J = {1, -1} y definamos la funcidn
p:IxJ———A
(x , 1) wvvanas x

(x,-1) A R !

Sup (p(x, 3)) Sup {p(x, 1), p(x, -1)} = Sup {x, x'}

jeJd ST R |

Como Sup (p(x, j))
jeJ

1 entonces

Inf (Sup p(x, j)) =1 y como A es distributiva
x6A jeJd
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Sup (Inf p(x, v(x)))= 1
YeF' (A,J) =xCA

Sea a € A tal que a % 0. Se tiene

a=zadl=al Sup (Inf plx, ¥(x)))
$ET' (A,J) xeA
= Sup (a A Inf p(x, ¥(x))) por (2.3.6.)
YEF' (A,J) XCA
de aqui que Sup (a A Inf p(x, ¥(x))) ¥ O luego
YO (A,J) xEA

existe ¢ € F'(A, J) tal que a A Inf p(x, y_(x)) % 0,
XEA

ya que de lo contrario tendriamos a = 0.

Sea d = a A Inf p(x, ¥ (x)), probemos que: des
XEA

un &tomo.
Sea b €A tal que b < d

p(b, ¥ (b)) =b 6 p(b, ¥ (b)) = b'

2} &1 ‘plb, wo(b)) entonces

1
o’
-

A
g

Inf plx, wo(x)) < luego

xCA

a A Inf p(x, ¢o(x)) <afAb<b esdecir d < b,
XEA

de donde b = d
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1) 83 plHy wo(b)) = b' entonces

Ing pla, wo(x)) < b' lo cual implica
%EA

d<aAdb' <b'" jcom b<d y d<Db' entonces

b=bADb' =0 bsea, des un &tomo. Luego A es

atdémica porque des un &tomo tal que a < d.
¢) == a).

Sea X = {x € A | x es un &tomo}.

Definamos la funcidn

f: A ————— P(X)
a«\',&'\-mm'\.;-» {XGX]Xf_a} 5

"fes morfismo".

Sean a, b en A y x un &tomo.

Xx<avbs= xz=xA(avb)

= x = (xAha) v (x A b)

== xAa$0 6 xADb%O

== x Aa=x 6 xAb=x (ya que x es &tomo)
==> x<a © =x<b.

i) x 6 f(a vb) <= x=<avh

b
| A
[o]]
(0)Y
"
A
o

x € f(b)

On

f(a)

€
= x € (f(a) U f(b)).
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i4) = € ffa A B) === g aAiAb

A

== x<a y x<b
< x 6 f(a) y x € f(b)
== x € (f(a) N £(b)).
iii) f(a)' = f(a")
Probemos: f(a') U f(a) =X , f(a"y rn f(a) = ¢ ,

Sea x un atomo.
X € (f(a") U f(a)) <= x € f(a' va)

e= x < a' v a

== x € X (ya que todos los &to

mos son menores que 1).
Sea f(a') M f(a) % o .

x E@') M f(a)) == x 6 f(a' A a)
= x < a' A a

0

= X

A

0

== X

lo cual es contradictorio ya que X es &tomo. Luego

Elal)y o £la) = &
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f es biyeccidn.
i) a € Ker f <= f(a) = ¢
o= 3 =)
luego f es inyectiva.
ii) Sea E c X, como A es completa, existe a = Sup E.
XE6E == x<a
= x € f(a).

Luege E ¢ f(a).
x € f(a) = x < a
== X =X A a
= x = X A Sup E
== x = Sup {x Ay |y € E}
como x es &tomo (x } 0), existe y € E tal que:

® Ay, $ 0. Luego

(xAy_ <%, x4y, 0, x&tomo) = xAy

"
HS

O

(xAy <y x Ay, ¥ 0,y &tomo) == xAy_

"
<
o)

de aqui que: x = Yo ¥ por lo tanto x € E.

Luego ¥f(a) ¢ E. Y con ésto fes suryectiva.

4.5.4. PROPOSICION

Toda &lgebra Booleana finita es atdmica.

PRUEBA

Sea A un &lgebra Booleana finita, probaremos que
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para todo x en A, x $ 0 existe "a" en A, a dtomotal que
a < x.

Sea B={xiGAlxi#0, xiix,Axi#O} -

ik x; s un &tomo",

Sea y € A; y < Ax; y supongamos que ¥ $ 0; v es

n
uno de los x. , luego Ax. < y; por tanto y = A x. .
i i- g i

4.5.5. PROPOSICION

Si pes un elemento no cero de un &lgebra Booleana
atbémica A, entonces existe un morfismo f a dos valores en

A tal que f£(p) = 1.

PRUEBA

Sea p ¥ 0, aun domo y ‘a < p.

J={x6A | x<a't es un ideal propio, por lo
cual puede ser incluido en un ideal maximal I.

Definamos la funcidn:

£ 3 Ai—ulD, 1}
s P T e B
X VUL 11 S0 ¢ I
Etpl-= 4Y.
Probaremos que p & I.
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Como a < p entonces p' < a' se tiene que

p' @ J Iuego p'4E I, yaoue J e I.

Luego, p ¢ I, porque I es maximal.

4.5.6. PROPOSICION

Sean A un &lgebra de Boole.
D={I¢€X, [{I} es un abierto}

E= {{I} | I eD} .,
Entonces:

a) Pe¢ CL(XA) es un &tomo en CL(XA) si y sblo si

PEE.

b) A es atbmica si vy slo si D = X
PRUEBA

a) 1) Si P €E, entonces Pes abierto y por ser P uni-
tario en un espacio separado es cerrado, luego
P 6 CL(XA) y evidentemente es un &tomo.

ii) Sea P ¢ CL(XA); P &tomo.

Sean I + J tal que I, J € P.
Cemo XA es un espacio separado existen 0; , Oy
abiertos con 160y, 60, y 03 N 0 =9 .
Por definiecidn de abierto en XA, existen Xj ,X2

en A tal que I € h(x;) e 0; vy J € hi(x;) e 05 .
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i)

i3}

49l

De aqui que h(x;) N h(x2) = &

Se tiene que

IePn hix) vy Pn hixg) ¢ P, yaque JEP
y J¢é P n h(x,y lo cual implica que P no.es &to

mo siendo una contradiccidn. Luego P €E.

Sea A atbmica, entonces CL(XA) es atdmica por el
isomorfismo que existe entre A y CL(XA).
Probaremos que D = Xy +
D={IeXxlonD4 ¢, para todo 0cX,, O abierto
| A e I €0}
Sea I € XA y sea O ¢ XA. un abierto tal que
I 6 0. Luego existe x € A tal que I € h(x) ¢ O
se tiene que h(x) ¥ ¢ y h(x) € CL(X,) enton-
ces por ser atdmica CL(XA), existe M &tomo,
M € CL(X,) tal que M ¢ h(x); luego, M € E por
parte a), es decir, M = {J} para alghn J € D vy
de aqui O . D # ¢ de donde I €D , & sea
XAcf.Luego D=2X,.
Sea D = X, ysea P +¢, PG CL(X,) ; como P
es un abierto de XA entonces P N D 4 ¢ s €S de-
cir, existe I 6D e I €P;comec IE€D y
{I}) ¢ P entonces{I} es un &tomo de CL(X,). Es
decir; CL(XA) es atdmica y por tanto también lo

es A.



192

4.6. COMPLETACION

4.6.1." DEFINICIONES

a) Un espacio de Boole X es llamado "completo" si la adhe
rencia de todo conjunto abierto es un abierto.

b) Se le llama espacio de Boole medible, a un ¢ - espacio
de Boole X junto con una medida normalizada sobre el
o - campo de los conjuntos de Borel, tal que los con--
juntos abiertos no vacios tienen medida positiva y --

los conjuntos raros de Borel tienen medida cero.

4.6.2. PROPOSICION

8i A es &lgebra de Boole, las condiciones que si-
guen son equivalentes:
a) A es completa.

b) 8i 0 ¢ X, es un abierto, entonces O es abier

to.
PRUEBA

a) = b).
Sea 0 un abierto, 0 ¢ XA'

I={x€A ] hix) ¢ 0} es un ideal de A.

Sabemos que e(I) = {J € X, |I ¢ J} = 0.

A

Como A es completa, entonces existe "a" tal que
P )

a = Sup I.



Probemos que O = h(a).
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i) "0 ¢ h(a)l".

ii)

i ¢ h(a) = a € J
==> x A a €J, para todo x € A (ya que J
es ideal).

= x 6 J, para todo x € I (ya que a= Sup I)

== I cJ |

= J§ g(L)
luego e(I) ¢ h(a) = 0 e h(a)

== 0 ¢ h(a) ya que h(a) es cerrado.
"h{a) ¢ QO".
J ¢ 0 == k(0) ¢ J por (3.1.4.)
== b6 k(0) y b & J, para algln b.

Para todo x € I se tiene: L € h(x) = L € 0, y por

(3.1.4.) : k(0) ¢ L; luego b € L vy esto implica

que L ¢ h(b) por lo que h(x) N h(b) = & , para todo
= & I

h(x) ) h(b) = &

X < b' para todo x € I

bl

a <b' yaque a=Supl
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= aAb'=a

=> a€J, yaqueb'€J, por ser J maximal.
= J ¢ h(a)

Luego h(a) c 0 .

b) == a).

Sea {x una familia de elementos de A.

A}AGQ

I={x6A]| x<x para todo X € 8} es un ideal.

)\’

Como e(I) es un abierto entonces por hipdtesis e(I)
es un clopen; lucgo existe a € A tal que ¢€(1) = h(a),

probemos que:

a = Inf {x | ».e 8}

J & n(x) = x €J
= X A x, e dJ , para todo x € I.
= XeJ, para todo x € I.
= I cJ.
= J ¢ (1)
luego (I) ¢ h(x,) = e(I) ¢ hix,)

== h(a) ¢ h(xx) , por ser h morfismo

_ <
a < XA



por tanto "a" es cota inferior de los x,.
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A

Sea b € A tal que b < x para todo A € 8

x?
b < X, = bel

== h(b) ¢ e(I), ya que e(I) =0
h(b) ¢ (1)

h(b) ¢ h(a)

(-

b < a.

4.6.3. PROPOSICION

El &lgebra dual A de un espacio Booleano X es cem-

pleta si y solo si X es completo.

PRUEBA

2]

ii)

Sea A completa y sea 0 un abierto en X.
Sea {Pi} la familia de clopens tal que P, c 03 lue-~

go 0 = UE p, y como A es completa, existe el su-
PicO i

premo de {Pi}; aplicando la propiedad (1.1.6.) se

tiene 0 es abierto; luego X es completo.

Sea X completo y sea {Pi} una familia de elementos

de A.

Sea 0 = g P.3 0 es abierto ya que X es completo.

Luego por propiedad (1.1.6.) {Pi} tiene un supremo

en Ay 0 = Vipi'
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NOTACTON

En las siguientes tres proposiciones denctaremos:

un ¢ - espacio Booleano.

CL(X).

el o - campo de los conjuntous de Borel.

fn

el o~ ideal de los conjuntos magros de Borel.

H X w > X
u

el o - epimorfismo natural de B hacia el dlgebra
de los abiertos regulares en X con nficleo M --

(4.2.7.).

4.6.4. PROPOSICION

Si ves una medida normalizada sobre B tal que los
conjuntos abiertos no vacios tienen medida positiva y los
conjuntos raros de Borel tienen medida cero, vy siu es la
restriccidn de v a A, entoncesu es una medida positiva
normalizada sobre A (en censecuencia A es un dlgebra me~
dible).

PRUEBA

a)"u es una medida'".
u(P) > 0, para todc P € A ya que ves no negativa
(si Pes raro u(P) = 0).
Probemos queu es numerablemente aditiva.

Sea {Pn} una sucesidn disjunta de elementos de A con

sup {P_} = P G A.
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Sea U = U P D propiedad (1.1.6.) se tiene que

1
P =T. Ademés:
U = UWFr(U) ya que U es abierto.

v(T) = v(U W Fr(U)) = vw(U) + v(F_(U))

pero v(Fr(U)) = 0 ya que Fr(U) es raro,

luego v(T) = v(U) 7 w0 = ull) = uw(B).
Se tiene entonces que:
w(P) = v(U) = ] v(P ) = ] u(P))

6seayu es numerablemente aditiva.

b) u es positiva:

Sea u(P) = 0 para P € A,

luego u(P) v(P) = 0 y como ves positiva
entonces P = 0.
c) 1y normalizada.

€Ll 5 wE) =3,

4.6.5. PROPOSICION

Siu es una medida positiva y normalizada en A, en
tonces fes una funcidn de B sobre A.

Si wv(S) = u(f(S)) para todo S € B, entonces v
es una medida normalizada en B tal que los conjuntos
abiertos no vacios tienen medida positiva y tal que los
conjuntos de medida cero son exactamente los conjuntos

magros.
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PRUEBA

a) E1l 8lgebra A junto con la mediday es un &lgebra me
dible y por lo tanto completa; por propiedad ante--
rior X es completo.
Todo conjunto regular abierto en X es clopen ya que
si Pes un conjunto regular abierto (% = P), por
ser X completo se tiene que Pes abierto, luego
N v de aqui que P = F por lo que Pes clopen,
y aplicando propiedad (4.2.7.) se tiene que £ :B + A
es una funcibdn sobreyectiva.

b) Sea O un abierto tal que 0 # o.
v(0) =u(£(0)). Probaremos que w(£C0)) ¥ 0, es decir que
F(O) ¥ ¢ (ya quey es positiva). Por (II1.8.6.) se tie-
ne que O no es magro ya que O $ &; luego £f(0) $ ¢,y a
que Ker £ =M y O ¢ M de aqui que v(0) > 0.
Comoyu es positiva por (4.2.7.) Ker f = {q€B | v(q) = 0}
y como Ker £ = M, entonces los conjuntos de medida ce

ro son exactamente los conjuntos magros.

4L.6.6. PROPOSICION

Elldlgebra dual A de un espacio Booleano X es un
dlgebra medible si y sblo si X es un espacio de Boole me

dible.
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i) Si A es un &lgebra medible entonces por proposicidn

(4.6.5.) X es espacio de Boole medible.

ii) 8i X es espacio de Boole medible entonces por propo

sicidn (4.6.4.) A es un &dlgebra medible.

4.6.7. DEFINICIONES

a)

b)

Una "completacidn" de un &lgebra Booleana A, es un -
dlgebra de Boole B completa junto con un monomorfis-
mo h: A+ B tal gque:
Bl g2 . e VPi en A, entonces Vh(P&) = h{F} en B;
ii) El &lgebra completa generada por h(A) en Bes B
misma.

Una completacidn "(B, h).de A es minimal" si para -
cada cempletacidén (C, g) de A existe un monomorfismo
completo (es decir que, cumple la propiedad i) ante-
rior) f: B+ C talque f , h = g; &6sea que el dia

grama siguiente es conmutativo:
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4,.6.8. PROPOSICION

Si (B, h) y (C, k) son completaciones minimales de
A, entonces existe un isomorfismo f: B - C tal que
f.oh=k y £, k= h.
PRUEBA

Sean (B, h) y (C, k) completaciones minimales de A,

luego existen monomorfismos completos f, g tales que

foh=k y go k= h.

Se tiene que:

fo8o k=f, (g, k)

(|
Hh
Q
=]
1"
~

ol o Be28a 4820

i
hie]
a
=
]}
g

Probemos que "g = f—l“, es decir "f, g = 1C" y

ug L f-: 1",

B
ol hks 1o o k = (fo 8 o KX%) = (1C o XK)(x) para
todo xGA.
= (f, g)k(x)) = 1C(k(x))

y por condicidn ii) de completacién f , g = 1.
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Similarmente se tiene que g o f = 1B.

4.6.89. PROPOSICION

- 81 A es el &lgebra dual de un espacio Booleano X,

si Bes el &lgebra de conjuntos regulares ablertos en X

y si hes la funcidn identidad de A en B, entonces (B, h)

es una completacidn minimal de A.

PRUEBA

a) ‘Bes una completacidén en A.

Bes completa, ya que es el &lgebra de regulares abier
tos.

Sea h : A ——— B

P nannunys> P

Probemos que h e s monomorfismo completo.

Sea'{Pi}, P, 8 A. 8i P =38up {P;} enA y

Q = Sup {Pi} "en B. Sea U = \.J Pi e L2yl EE. 22
o
. 2
luego U= P por (1l.1.6.) ¥y U= Q.

U es abierto, por ser supremo de abiertos.

=4

Baell v P=ﬁ=Q. Luego P

Q.
Por tanto h e s monomorfismo completo.
Probemos que [}(A)_—_(C = B donde @(A):IC es el dlgebra

completa generada por h(A).
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Por ser h(A) = A, h(A) c B; como Bes completa en-

tonces @(A)]c & B
Probaremos que B ¢ [E(AE]C para lo cual basta ver

que cada abierto regular es el supremo de una familia
de clopen de A; ya que al ser el supremo de una fami-
lia de clopen, le pertenece a EI(A)]C por ser &sta
completa.
Sea U € B entonces U = \J P, con P. 6 A.
1 1

B.el

i
Por ser U un abierto regular se tiene U = Sup {Pi}
en By de aqul que U = Sup {Pi} es decir

U e [hea)], .

B completacidén minimal de A.

Sea (C, k) wuna cémpletacién de A. Consideremos el

diagrama.

y definamos f asi; para U € B, £(U) = Sup {k(Pl.)},

con P, € A tales que U = \:f Pi’ f(U) existe ya que
F] :
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por ser C completa el supremo le pertenece.

WEQUT = (£CU))ITT.

Sea U

WP, con P. G A.
1 1)
UeB == T ¢ B.
== {° = v Q. ; BB P. . = 0
Qja Qj y an]

va que U N T =9 es decir:

H
©

UP, N UQj = (‘J(Pi 0N Qj) = 4 =% B [} Q
de aqui k(Pi) A k(Qj) = 0.

FCO) A £CUS) = 0,

o
]

Sup {k(Pi) A k(Qj)}

Sup {k(Pi)}.ASup {k(Qj)}

£(U) A £(UC).
FLUY w B(TP) = 1.,

UVU© =1 en B luego Sup{P. v Q:} =1 en A,
gl @ ]
entonces Sup {k(P,) v k(Qj)} = k(1) en C, 6sea

1,7
Sup {k(Pi)} v Sup {k(Q.)} = 1
1,3 1,3 b
y por tanto f£(U) v £(T5) = 1

de aqui que f£(U') = (£(U))'.
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fes completo .

Sea {Uj} una familia de elementos de B. Probaremos
que £ (Sup {U}) = Sup. {f(Uj)}
Sea U = Sup'{Uj}.
Sean 0; ,0, en B.
0y <0y = 0; v O, =0,

= (0, U 0,)2 =

i
o
N

0y ¢c 0o = £(0;) < £(0y)

Sea 0; = Pi y 0 = W Qi'
icT iel

Sup {P.}= 0, y Sup {Q;} = 0,

01 ¢ 0 = 0; ¢ 0, = Sup {P;} c sup {Q;}

J

k(Sup{Pi}) < k(Sup{Qi})

I

Sup {k(Pi)} < Sup {k(Qi)}
= £(0;) < £(0,) .
Luego como f preserva cl orden para todo J,

Uy < U = £(U;) < £(U) = Sup'{f(UjJ} < £(U)
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de donde Sup {f(Uj)} < £CU).

£(U) < Sup {£(U} .

Sea Qc U tal que Q &€ A.

'Q=Q (YU=Q y Sup {U.}
3 J

Sup 4Q Y U,
3 )

Sup {Q N Sup {R .}}
i i Jsd

j C
Luego
k(Q) = Sup Sup {k(Q) A k(P .)}
3 i - AR
= Sup {k(Q)-ﬁ(f(U.)}
3 3
= k(Q) A Sup {£f(U.)}
3 i
de aqui.que

k(Q) < Sup {f(Uj)} para todo Q € A; pero
J

Sup {k(Q)} = £(U), para Q € A y Q ¢ U, por tanto

f(U) < Sup {f(U}.
3 i



206

f monomorfismo .

UG Ker £ &= £(U) = 0
<= Sup {k(Pi)} = 0
- k(Pi) < 0 , para todo Pi € A

== k(Pi) =0 , para todo P: € A

<= Pi = 0 » para todo 1.
o= \ﬁ Pi = ¢
= U = ¢

foh=k.

Sea U €6 A; (f o, hY(U) = £C(h(U)) = £(U) = k(U)
definicidbn de f.

Luego (C, k) es completacidn minimal.

4.6.10. PROPOSICION

Sea A un &lgebra de Boole.

X, el espacio de Boole asociado a A.

R(XA) el dlgebra de abiertos regulares de Xpe

por

Entonces R(X,) es una completacidén minimal de A.

PRUEBA

Sea f el isomorfismo que existe entre A y CL(XA)

por proposicidn (4.6.9.) R(X,) es una completacidn
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minimal de CL(XA) por lo que existe el monomorfismo com-

pleto g: CL(XA) - R(XA).

Si tomamos 2 =g o £ y por ser f isomorfismo entre
Ay CL(XA) es trivial probar que (R(XA), 2) es una com--

pletacidn minimal de A.

4.6.11. PROPOSICION

La completacidn minimal B de un &lgebra A tiens la
propiedad que todo elemento de Bes el supremo de los =
elementos de A que &1 domina.

PRUEBA |

Sea (B, t) la completacidn minimal de A. Probare-

mosque si X € B, entonces
x = Sup {t(y) | v € A, t(y) < x} .

Consideremos el diagrama:

en el cual por proposicidn (4.6.8.) f o, 2 = T,
£, ot o= o

o J
Sea X € Bj f (x) es un regular abierto, luego
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fﬂl(x) = Sup {2(y) | y € A, (y) < f"l(x)}
x = Sup {f(a(yN]y € A, £(a(y)) < x}
% = Sup {tCy) |y € &, t(y) < %} .

4.7. ALGEBRAS INYECTIVAS

4.7.1. DEFINICION

Un &lgebra de Boole "B" es "inyectiva" si para to-
do monomorfismo g : C+ A (A, C &lgebras cualesquiera)
y para todo morfisme h : C =+ B; existe un morfismo
f: A+ B tal que f , g = h. Es decir que el diagrama

siguiente conmuta

4,7.2. PROPOSICION

Toda retraccibn de un &lgebra inyectiva es inyecti
va.
PRUEBA

Sea B una retraccién de un dlgebra inyectiva A.

Consideremos el siguiente diagrama:
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Por ser B retraccidn de A existen los morfismos
fF+:A»B v g:B+A tal que f , g = 1B'
Sea & : C» E un monomorfismo y
t : C»+ B un morfismo ;
podemos formar el morfismo g , t : C -+ Ay por ser A in-
yectiva, existe el morfismo j : E -+ A tal que
Jo%=8got.

Definramos v = £ o J y probemos que "y , £ = t",

F o(j o %)

it

‘Yoﬂo:(foj)ox

u

P g &)

[}

(f o 8) o &

Luego Bes inyectiva.

4.7.3. PROPOSICION

Sean A un &lgebra de Boole generada por una subdl-

gebra C y un elemento r; h : C » B un morfismo, p; y DP¥



210

elementos de B tal que h(s) < p, dondes €6 C y s <r
yp*ih(t) donde t €6 C y r < t.

Entonces para cada p en B con p, < p < p*, existe
upa Onica extensién f: A + B, de h, tal que f(r) = p.
PRULBA

Como A = [C U{r}]; los elementos de A se pueden
representar en la forma (s Ar) V (t Ar') con sy ten
g por [12.76%s)4

Definamos f asi:

5 A -+ B
(sAr)V(tAr") Ava+ (h(s)Ap)V(h(LIAp").
a) fes bien definida,

(XAD)V(yAr") = (mAr)V(nAr") = (h(x)Ap)V(h(y)Ap") =
(h(m)Ap)V(h(n)Ap").

Sean (x Ar) V(yAr') = (mAr) V (nAr')

de aqui:

12) e V [(x a2) ViyA2')] =2V [(ma=)V (nar)]

22) ' V [{x A2) V(yAxY] = 2 V [(mAr) V (n Ar*) ]

luego
12) »r Vy = rVn

22) x V' = mVr>
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de las igualdades anteriores se tiene que:

rv (y' A n) 5 s Pliwy (x A mY) '

nw (v & n') r s T v (x' A m o
y por lo tanto tenemos que

yAn'<r y »<x'vm (xAmn' <71
luego por hipbtesis

h(y A n') < p,

A

p
P<p* < himvx")
de donde
h(y A n") < p < him v x")

por lo que

P' < hiy") v h(n)

p' = p' A (h(y") v h(n))
g! = (gl 2 hiy")) v {p* A Hind}
hi(y) A p' = (h(y)Ap'Ah(y")) v (h(y)Ap'Ah(n))

h(y) A p' A h(n)
de manera similar se obtiene

h(n) A p'

h(y) A p' A hind.

Luego h(y) 4 p! h(n) A p'.
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Con procedimiento semejante obtenemos

h(x) A p = h(m) A p.

b) f(r) = p.
f(r) =(f(1 ar)v (0O AD"))

(h(1) A p) v (h(0) A DY)

£t 4 p) v €0 A pt)

pvao

= DP.
C) ‘flc = hs

Sea x€C; como [CU{ri =4 (2.7.7.)

entonces x=(xAr)v(xAr').

(h(x) A p) v (h(x) A p")

F({x Ar) v (x A2"))

hix) A (p v p")

h(x) A 1
h(x).

d) f es morfismo:

1) £(xy v %) = £(x;) v fxy) con: X1 s Xp en A.

Sea %3 Vs B.20 v {8y B2t

X (52 ATy v (tz ael)

2
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f(x; v x3) = £(@s; v sp)Ar) v ((t; v t5) A "))

(h(s;vsy) Ap) v (h(t; v t3) A p')

((h(sy) vh(syNAp) v ((h{t)vh(t,))Ap")

(h(s1) Ap) v (h(sp) Ap) v
(h{ty)Ap") v (h(ty) A D")
[{h(s;) Ap) v (h(t1) AD')] v

[nls,y Ap) v (nltyy ap'Y]

f(xl) v f(X2).

ii) f£(x)! f(x') , donde =x € A.

Sea x = (s;3 A ) v(t; A »").

Se tiene que x' = (s!

;A r) v (ti Ar?Y) 02, 9. 2.3

£(x) = (h(sy) A p) v (h(ty) A DPY)

f{x") = (h(s;) A p) v (h(t]) 4 p") .

Probaremes que : £f(x) A £(x%) = 0
f(x) v £(x") = 1.

£lx) & £€x")

[{h(syy Ap) v(h(t1) A pY] A

[ChesHap)vin(t]) a p]

[€(h(s1)ApIV(h(t1) Ap") I A(h(s! IAp) ]V

E(h(sl)Ap)V(h(‘tl)Ap'))A(h(tl')Ap')]



e)

21y

[{h(ty) Ap"h Mn(sA p)] v
[h(sy) Ap) A (h(t") A p'Y]
= 0vO0=0,

fx) v £(x")

1]

[Xn(sy) 4 p) v (h(ty) A P'Y] v

[hes) A p) v (n(t) A p'Y]

Bh(sl) A p) v (h(si) A p)] w

[ntty 4 p" v (h(tD 4 p')]

p vy
=1.

fes Qnica.

Sea g : A+ B tal que g(r) =p vy g'c = h
luego glcU{r} = flcU{r} ya que g(r) = f(r) enton

ces per coiacidir en un generador tenemos que:

g(x) = £(z0 para todo x € A, de donde g = f.

4.7.4, PROPOSICION

Si A es un &lgebra de Boole entonces las siguien-

tes condiciones son eguivalentes:

a) A es subretraccidn absoluta.

b) A es retraccidbn de un &lgebra completa.
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c) A es completa.

d) A es inyectiva.

PRUEBA
a) = b)

Sea A una subretraccidn absoluta y sea (H, h) una
comp}etacién minimal de A; h: A + H es un monomorfismo y
por ser A subretraccidn absoluta existe t: H + A epimor -
fismo tal que t o, h = 1,3 luego A es retraccidn del &lge -

bra completa H.

b) = c)
Sea A una rctraccifén de un &lgebra completa Bj es

decir, existen morfismos f, g: B T A tal que

e e e

fog =1, g
Probaremos que A es completa es decir que para to
do E ¢ A, existe el supremo de E. Como g(E) ¢ B y Bes

completa, entonces existe el supremo de g(E).

Sea a = Sup {g(E)}.

f(a) = Sup E
i) x < f(a), para todo x €E.

X 6 E = g(x) 6 g(E)
=> g(x) < a, para todo x € E

= f(g(x)) < £f(a), para todo x € E
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= (f , gX(x) < f(a), para todo x € E
= x < f(a), para todo x €E.

ii) Sea b € A tal que =x < b, para todo x € E. Probare

mosque f(a) < b .

X < b= g(x) g(b)

A

= a < g(b)

= f(a) < £(g(b))
== f(a) = 1A(b)
=> f(a) < Db .

Luego A es completa.

c) = d)
Sea A un &lgebra de Boole completa.

Consideremos el diagrama.

B

b

A=

e

n
donde g : C + B es un monomorfismo

h: C»> A es un morfismo
y probaremos que existe un morfismo £ : B+ A tal que

£ o5 T
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Formemos el conjunto R, asi:

9 = {(T, t) ] g(C) ¢ T, T sub&lgebra de B

t : T> A morfismo tal que t 5 g = h}

9 F ¢ ya que (g(C), t) € @ con t :g(C) —— A
g{x) e hix)

Definamos (T, t) < (T', t') si ysolosi Tec T' y

! =
tIT t.
Sea @' ¢ o tal que Q' es totalmente ordenado.
Sea(N, n) tal que N = UT y
(T,t)eq!
w3 N =4 g x £ L.

x v 1 (x)

n es bien definida.

Sea x6T; y x €T, probemos glie

1]

t;(x) talx).

Como Q' es totalmente ordenado tenemos que

(T | ¥ I3 = ty) e (To e Ty ¥t = ty); en
| Ty | T

ambos casos se tiene gque tj(x) = t,(x).
Demostremos que (N, n) es mayorante de Q°'.

Probemos que (N, n) € Q.
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N sub8lgebra de B

a) x € N implica que existe T; tal que x € T; para

Ty o £ed '@ @Y

y € N implica que existe T, tal que x € T, para

Pero Ty ¢ T, 8 To ¢ Ty , de aqui x vy €N.

b) x € N implica que existe "T" tal que x € T para
(T, t) 6 '; luego =x' €6 T ya que Tes subdlgebra
de A. Por tanto x' € N.
n o g=h.

Sea x 8 C

(n o, g)X(x) = n(g(x))

t(g(x)) vya que g(x) €T

(t o gilxl

h(x).
Entonces por lema de Zorn, existe (To » o) maximal
de@.

To =B .

Supongamos que T L B ysea r€B, r ¢ T, cons-

truyamos L = [T U {r}] ; se tiene T  c L.

Sea pg = Sup {t_(y) |y € s ¥ %8 ol

pt = Inf {t_(2) lz€T, v r<z};
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el supremo y el infimo existen ya que A es completa.

Probemos que p,, < P* , es decir que p* es cota su
perior de'{to(y) | v € T, ¥ y=r}.

t(¥) £ p*¥ para todo y <r, y € T,

Para todo y, z € TO tal que ¥ 2.2 2.2 8g tigne

to(y) < to(z). Luego si y € T,., Y 2 r, tenemos que
b

to(y) es cota inferior de ({t_(z)|r < z} de donde
to(y) < p* y por tanto p, < p%. Nos encontramos ahora

en las condiciones de (4.7.3.); por lo tantoc existe un

finico morfisme & : L > A tal que #(r) =p ¥y z'T =t

o O
Ly &) € 0
L es sub&8lgebra.
g(C)e L ya que g(C) ¢ T, ¢ L.
% o &=h
Sea x & C.
(L 4 By (i = 20glxd)
=t (g(x))
= (to o E¥{z)
= h(x)
luego (TO 5 tu) < (L, %) ya que To % L W le # %

o
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esto es contradiccidn porque (T, ,t_, es maximal en Q.

o)

Por tanto B = To v

Es decir existe t, : B+ A tal que t  , 8 = h.

Luego A es inyectiva.
d) = a)

Sea g : A+ B un monomorfismo; B &lgebra de Boo-
le cualquiera. Probaremos que existe f : B + A epimor-
fismo tal que f , g = 1,. Como A es inyectiva tenemos

que el siguiente diagrama conmuta.

Ag A
1a

"¢" eg epimorfismo ya que para cada x € A se tiene

x = t(g(x)).
4.,7.5. PROPOSICION

Sean A, B dos &lgebras de Boole, f : A+ B un
isomorfismo. Entonces si A es inyectiva, Bes inyectiva.
PRUEBA

¢
Sea un diagrama de &lgebras
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de Boole; por ser A inyectiva, se tiene el diagrama con-

A
2 \
c g
N A
D

mutativo:

"r" existe porque A es inyectiva.

T=for es tal que T , t = g.

Luego Bes inyectiva.

4.7.6. PROPOSICION

Si E es un espacio de Boole, las cendicionee que
siguen son equivalentes:

12) E es proyectivo.

22) CL(E) es inyectiva.
PRUEBA

1) = 2)

Sea el diagrama de &Slgebras de Boele

CL(E A
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Encontraremos f : A+ CL(E) tal que T , f = g.
Aplicando el funtor contravariante X (3.2.1.) se tiene

el diagrama conmutativo

XeLp)# Y., = X_ . t.

en dende "t" existe por ser E proyectivo.

Es decir que se tiene el diagrama copmutativo

ll
= Y
\/ R

Aplicando la funcidn inversa de X (3.1.5.)
-1

CL(E)

e o T = XX
5 sea que

X%

r) o X_l(Xf) =g

X'l(r) o £ Ew

Luego x"1(r) es la funcién T buscada.
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2) = 1)

Sea un diagrama de espacios de Boole

Vi

Encontraremos f : E -+ G continua tal que

fo.f:g-

Aplicando el funtor contravariante CL (3.2.11.) tenemos

que el siguiente diagrama conmuta

CL(E)G CL(G)

CL(g\ /‘f)

CL(H)

m, CL(£)

CL(g)

"m" existe porque CL(E) es inyectiva. Aplicando t =

(3.2.10) tenemos

tlm o CL(£)) = t(CL(g))
t(CL(f) , t(m)) = t(CL(g))
f o Slakisp

T = t(m) es la funcidn buscada.

4.7.7. PROPOSICION

oLl

Si Bes una &lgebra de Boole, las dos condiciones
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que siguen son eguivalentes:
12) Bes inyectiva.

22) X, es proyectivo.

PRUEBA
2l === 97

Sea un diagrama de espacios de Boale

X E
B\\\;\\\\\\ ﬁ{//<f?f/,
T

Encontraremos f : Xg * E continua tal que f, T = g,

Aplicando el funtor CL, tendremos el diagrama conmutativo

B w
//jb//jy vk\\él\\
CL(E)

CL(g) ,CL(f}
CL(F)

CL(XB)

”

en donde h o, CL(g) = m , CL(f) o)
cL(g) = h™t o m o CL(E) (1)
y en donde hes la biyeccibdn entre CL(XB) y B
"m" existe porque Bes inyectiva.

-1

Aplicando la funcién t = CL en (1):
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£(CL(g)) = t((h™% , m) , CL(£)
£(CL{g)) = t(CL(£) o t(h™* o m
g=f, tht , m.

Luego F = t(h™% , m) es la funcién buscada.

2) = 1)

Sea el diagrama de &lgebras de Boole

B

Aplicando el fumtor X se tiene

X X
B S0
X X
g f Xoom = X .
\(/ s g
D

"n" existe por ser Xn proyective.
-1

Aplicando la funecidén X (3.1.5.) se tiene el diagrama

conmutativo: -1
B € X * (m) o

. .

Luego Bes inyectiva.
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4.7.8, PROPOSICION

Sean A, B dos &lgebras de Boole. Entonces A X Bes
inyectiva si y solo si A y B son ambas inyectivas.
PRUEBA
AX B es inyectiva << XAXB es proyectivo

o= XA + XB es proyectivo
== XAyXB son ambos proyectivos

<= A y B son ambas inyectivas.

4.7.9. PROPOSICION

Sea (Ai)iGI una familia de &lgebras de Boole. En--

tonces ) Al es inyectiva si y solc si cada Ai es inyectl
va.

PRUEBA

! A; es inyectiva == CL(HXA_L-) es inyectivo

XCL(HXAi) es proyectivo

== | KH es proyectivo
i

<= cada XA. es proyectivo
-

<= cada Ai es inyectivo.
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A_P_EN_D.I_CE

e

Con el desarrollo de este apéndice, pretendemos,
en alguna medida, sentar las bases iniciales en Teoria
de Categorias y Topologia, o sea dar los conceﬁtos ele
mentales que nos faciliten la comprensidn de los temas

a desarrollar en este trabajo.
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I - ELEMENTOS DE TEORIA DE CATEGORIAS

I.1 CATEGORIA

I.1.1 DEFINICION

Una categoria '"C" consiste en:

12) Una familia Ob(T) cuyos elementos son llamados
objetos de T.

22) Para cada par A, B de objetos de ', un conjunto
denominado Mor(A, B) cuyos elementos son llama-
dos Morfismos de A a B.

32) Para cada objeto A, un elemento de Mor(A, A), -

denotado 1 llamado Morfismo Identidad de A.

A
42) Una Ley de Composicibén: si A, B, C pertenecen a
Ob(L) y "f" y "g" son elementos de Mor(A, B) y
Mor(B, C)respectivamente, existe un morfismo
g o £ € Mor(A, C). (En otras condiciones g o f
no estd definido). -
Se satisfacen los tres axiomas siguientes:
12) Los conjuntos Mor(A, B) son disjuntos.
22) Si f, g, h son Morfismos de A a B, de Ba C
y de C a D respectivamente, entonces
hig €@ w8} 540 o g)Es

32) Si £ G Mor(A,B) entonces 1y o £ = f o 1 = f.
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I.1.2 EJEMPLOS

12)

22)

32)

12)

Categoria de los Conjuntos "S" cuyos objetos son los --
conjuntos y los morfismos de un conjunto A a un conjun-
to B, son todas las funciones

f: A-> B.
Categoria de Grupos "Gr" cuyos objetos son los grupos y
los morfismos de un grupo A a un grupo B, son las funcio
nes

f: A+ B tales que fx.y) = f(x) . £(y),
para todo x, y en A.
Categorias de Espacios Vectoriales "Vk" cuyos objetos --
son los Espaciés Vectoriales sobre un campo k y los mor
fismos son las funciones lineales.
Categoria de Anillos "An" cuyos objetos son los anillos
y los morfismos de un anillo A a un anillo B, son las --
funciones

f: A+ B tales que
£(x) +E£(y)
£(x) . £(y)

1

f(x +y)
£z o g®

1

para todo =%, y en A.

I.2 MORFISMOS

I.2.1 DEFINICION

SeaX® una categoria; A, B objetos deX, f € Mor(A, B).
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El morfismo f esllamado "momomorfismo™ si para todo
par de morfismos g, h se cumple:
fog=f,h= g=h.
El diagrama siguiente ilustra esta definicibn:
g
>
E A
e
h

£
+ B

I.2.2 DEFINICION

SeaX® una categoria; A, B objetos deX, f € Mor(a, B).
El morfismo fes llamado "epimorfismo" si para todo par de
morfismos g, h se cumple:
8o f=h,y f=g=h.
El diagrama siguiente ilustra la definicién:
E
pis

A B

gl AR

I.2.3 DEFINICION

SeaXl una categoria, A, B objetos deXl, f ¢ Mor(A, B).
Tl morfismo fes llamado"isomorfismo"si existen morfismos

g, h tales que:

p P - 1B

n
Y

ho £ %1y
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I.2.4 PROPOSICION

si a8 B35 ¢ eum diagrama en una Categoria

. Entonces:
i) f o g es un monomorfismo si f y g lo son.
ii) f o g es un epimorfismo si f y g lo son.
iii) ges un monomorfismo si £ , g lo es.
iv) fes un epimorfismo si £ , g lo es.
PRUEBA
iy Sean £, g monomorfismos, probaremos que f , g
es un monomorfismo.
Sea:

(f o 8) o h'; asociando

(f 08 oh
f ot o B & 8z (2o HYY
por ser f monomorfismo
| Eoh = gk
por ser g monomorfismo
h = h'.
Luego:
I o 8

es un monomorfismo.
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ii) S8i f, g son epimorfismos, probaramos que

f o g es epimorfismo.

Sea:
ho (f,g) = h' o, (f, g) asociando
(g Bl o8 = (hY o ) 2 &
por ser g epimorfismo
hof = h', £
por ser f epimorfismo
i 1

Luego:

es epimorfismo.

iii) S8i f , g es monomorfismo, probaremos que ges

monomorfismo.
Sea:
oM = g oM,
entonces
folgom = £, (g,m
Ssea:
85 g) ot B (F o &80 s 1



233

de donde:

m = n
por ser f o, g monomoxfismo.
Luego:

g .M = g ,n < m=n.

iv) Probaremos que fes un epimorfismo, si £ , g

lo es.
Sea:
. g8 & Bl
entonces
(s Blog © (nof)o'g
sea:
w s E8, B “®

no (fo 8

pero, por ser f , g epimorfismo, tenemos que
m = ‘n,

Luego, fes un epimorfismo.

I.3 FUNTORES

T.3.1 DEFINICION

Sean T y D dos Categorias; un funtor F deLl a D es
una "funcidn doble"® IF : ¥ -+ D que a cada objeto A de

I , le hace corresponder un objeto IF(A) en D y a cada
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morfismo £ de A a B en T un morfismo TF(f) de IF(A)a]F(B)
F i B0
A vannas TF(A)
£ : A= Bas F(£) : F(A) » F(B).

Un funtorX satisface dos condiciones:

12) T(g o h) = TF(g) ,F(h), si g o h existe en k.

22) IE‘(iA) = 1]F(A) s para todo A 6 0b(L).

Se distinguen dos tipos de funtores:

- Funtor Covariante.

~ Funtor Contravariante.

El funtor Covariante, es el que acabamos de definir.

El funtor Contravariante, es aquel en el cual la
igualdad T(g o h) =TF(g) o, F(h) es sustituida por la
igualdad IF(g , h) = F(h) o F(g)

I.3.2 EJEMPLOS

1) IF¥ : Gr ——+AN
A v 7 x A

f:A+Bawvas FC(F) : 2 x A v Z % B

(m, %) ~vaas (my, £(x))
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Las operaciones sobre Z x A son definidas asi:

(m, %) + (n, V) m+n, x+y)

(m, x5 s {ne ¥) (mn, my + nx).

F es un funtor covariante.

22) Si k es un cuerpo, tenemos el funtor contravariante:
B E Ny, = Vk
A awnanvs Mor(A, K)

£ :A>Baver T(E): T(B) —> TCA)
g A - 4P

I.3.3. PROPOSICION

Si en el diagrama siguiente:

r o
A + B o I

A, B, T son categorias y T, B funtores; entonces:
i) B o F es un funtor covariante si B yTF lo son.
ii) B , F es un funtor covariante si IF y B son contra

variantes.

177) B o F es contravariante si I¥ es covariante y B con

travariante.
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PRUEBA

i) Sean I, F funtores covariantes, a probar que B T

es covariante, O sea:

1]

BE(h,f) = BF(h) BEF(F)

1

E F(h,f) B(F(h,£) = BEF(h) o F(£))

L F(h) o B E(E) .

ii) Sean¥F y % funtores contravariantes, a probar que

L ¥ es covariante.

L F(ho £) = BE(hLI))

B@E(E) , F(h))

i

L F(h) o« BIF(E).
Luego, LTI es covariante.

iii) SeaT un funtor covariante y I contravariante, enton

ces probaremos que BT es contravariante.

B@E(h.£))
EE<(h) o F(£)
L TF(f) o BTF(h).

L F(hof)

Luego, B F es contravariante.
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I.4 FUNTORES ADJUNTOS

I.4.1 DEFINICION

Si ¥ y D son dos categorias

S : T — D

i & e
dos funtores contravariantes.
Se dice que S y T son funtores adjuntos a la
izquierda, si para cada par de objetos C € Ob(C) y

D € 0b(M) hay una biyeccidn:

o t Mor@B(C): B) = Mor{ T (BY, )
CsD

tal que si

f 2 C— ('
g 3 De— D

son morfismos de L y D respectivamente, el diagrama si--

gulente es conmutativo.

(!C D r
Mor(S(C), D) ; Mor ( (D), C)
-(—
BC,D
vf,g 8f,g
aC',D'

Mor (S(C'),D") Mor( (D'), C")
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en donde
= -1
Be,D %c,D
Tf,g (m) = g o m,S(f)
8 n) = £ on,T(g) .
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IT ELEMENTOS DE TOPOLOGIA GENERAL

YI.1 ESPACIOS TOPOLOGICOS

JI.l.l. DEFINICION

Sea X un conjunto y T ¢ P(X). Se dice que Tes una
‘Eggologla en X si:
s T v XQ L

2 ii) 8i A, 6 T para todo i € I, entonces U A.E€T.
3 . g
16T
a4y 84 A; €T para todo i € I, donde I es un con-
junto finito, entonces N A; € T.
iel

NOTAS

12) Al par (X, T), donde X y T son los de la definicidn an

terior, se le llama espacio topoldgico. Cuando no sea

necesario especificar T, nos referiremosa X como un -
espacio topoldgico.
22) Los elementos de T'son llamados los conjuntos abiertos

de X.

II.I.2. EJEMPLOS

42) Ty = {X , ¢} es una topologia en X.
22) T, = P(X) es una topologia en X.
32) T3 = {AcX | A=¢ 8 CyA es finito} es una topolo--

gia en X.
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II.1.3. DEFINICION

Sea (X, T) un espacio topoldgico y B ¢ T. Entonces B
se llama una base para T si todo abierto, es unidn de ele-

mentos de IB.

NOTA
La definicién anterior es equivalente con el siguien
te enunciado:
"Para cada A €T ycada x € A, existe B € B,
Tal:gue’' = S B ¥y B o Al

II.1.4. DEFINICIONES

a) Un conjunto A ¢ X de un cspacio topolbgico (X, T) se
llama cerrado si A® cop respecto a X es abierto.
b) Sea (X, T) un espacio tepoldgico. Un conjunto A ¢ X es

llamado un clopen si A es a la vez abicrto y cerrade.

I1I.1.5. EJEMPLOS

E1) El conjunto Z ¢ R es cerrado.
E2) Si x €R, {x} cs cerrado.

E3) ¢ y E son conjuntos clopens.

II.1.6. PROPIEDADES DE CONJUNTOS CERRADOS

Sea (X, T) un espacio topoldgico; entonces:
i) X y ¢ son cerrados.

1i) Toda interseccidn de cerrados es un ccrrado.
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iii) Toda unibn finita de conjuntos cerrados, es un --

conjunto cerrado.

PRUEBA
i) Evidente por la definicidn de cerrado.

ii) Sea (G )iGI una familia de conjuntos cerrados.

5
G? es un conjunto abierto, para todo i ¢ I,

c ¢
por lo tanto | N G, 5 & 8. es un abierto
jie1 ier *

por ser unidn de abiertos; luego N Gi es un
igl
cerrado.

c 5
iii) Sean Gy 5 Gy 5 eees Gn cerrados. G; es abier-

. n C n e
to para 1 1, 2, ... n. Luego {LJGi] = F\Gi,

3 il
es un abierto por ser interseccibén finita de abier
n
tos; por lo tanto, LJGi es cerrado.
1

II.1.7. PROPIEDADES DE CONJUNTOS CLOPENS

Sea (X, T) un espacio topoldgico; entonces:

i) ¢ y ¥ son clopens.

ii) La interseccidn de dos clopens es un clopen.
1ii) La unibn de dos clopens es un clopen.

iv) Bl complemento de un clopen es clopen.

PRUEBA

i) ¢ y X son clopens (es evidente por la defini-
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cidn de clopen).

ii) Sean A, B clopens, entonces Ar) B es clopen.
AfY Bes un abierto por ser interseccidn finita
de abiertos. Adem8s AfrY B es un cerrado por
ser interseccidn de cerrados. Luego A (Y Bes
clopen.

iii) Sean A, B clopens, entonces A U Bes elopen .
A U B es un abierto, por ser unidn de abiertos.
A U B es un cerrado, por ser unidn finita de ce-
rrados. Luego A U B es un clopen.

iv) Si A es clopen, entonces AS es clopen.

A es un abierto, entonces A® es cerrado.
A es un cerrado, entonces A° es abierto.

Luego A€ es un clopen.

II.2 SUBESPACIOS - ESPACIOS SEPARADOS O DE HAUSDORFF

I1I.2.1. DEFINICION

Sea (X, T) un espacio topoldgico, Sc X y S # ¢
y TS = {0 n S| 0e T la topologia inducida en S por
la topologia T. El espacio topolégico (S, TS) se llama subp

espacio del espacio topolégico (X, T).
NOTA

De la definicidn anterior, se obtiene que U e S es

un abierto en el sub-espacio S de X (X espacio topoldgico)
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si y solo si existe un abierto 0 ¢ X, tal que U = 0 1y S.

Ejemplo: todo intervalo de R es un sub-espacio de R.

I1I.2.2. PROPOSICION

Sea X un espacio topoldgico y S un sub-espacio de X.
Un conjunto A ¢ S es cerrado en S, si y solo si, existe

uir eonjupte cerpade  Fe d tal gue A aE &

PRUEBA
i) Sea A c S, A cerrado en S; entonces A es ---
ablerto en S; por lo tanto existe O abierto en X,
tal que A8 = e 8y egtio da - 8 = -A5 0 . 8.
De aqui resulta que _

A= 0N % =5-(@0nS) =50 (X~ 0,
siendo (X - 0) cerrado en X. Luego existe un
eonjunta cervadey F = X = 0O, Fe ¥ fal gue
Li-= eV g,

ii) Sea F ¢ X wun conjunto cerrado tal que A=TF n S.
Probaremos que el complemento de A (respecto a S)
es abierto en S.
En efecto:

AS = S-A = S - (FMS) = S (X-F) que es un abierto

en S ya que X - F = F® es abierto en &y Dow
ser F cerrado. Luego si A es un abierto se ob

tiene que A es un cerrado en S.
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B2 3o - REFTNIOTON

Un espacio topoldgico (X, T) se llama separado o de

Hansdorff si para todo %, y en X, x # y, existen abiertos

AyBtales que €A, yE€B v Ary B= ¢.

Tk 2oty BIENPLL

R es un espacio separado, en donde los abiertos son
todos los subconjuntos A deR que satisfacen que para to-
do x € A, existe h > 0, tal que

e g ¥ Bl ca.

I1.2.5. PROPOSICION

En un espacio topoldgico separado X, toda parte re-

ducida a un puntc es un conjuntoc cerrado.

PRUEBA
Sea x € X y X separado. Mostremos que {x}° es

abierto.

Sea y 6 {x}%, por ser X separado, existen abiertos
Ay B, tales que x €A, yE€B y AN B=2°d.

De aqui se tiene que B c {x}¢ y por ser "y" arbi-
trario resulta que fX}C es abierto. Luego {x} & sea toda

parte reducida a un punto es un conjunto cerrado.

I1I1.2.6. PROPOSICION

Todc sub-espacio de un espacio separado es separado.
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PRUEBA
Sea X un espacio topoldgico separado y S un sub-espa
cio de X. Sean x, vy en S; x ¥ y. Por ser X separado, exis-
ten abiertos Ay B con x € A, y € B tales que
AnB=29.,.
Formamos los abiertos de S: Al & ALrEY 83 By=;B Bl S
Se ve claramente que AXM By=¢,jmrlotmm08es se-

parado.

IT.3. ADHERENCIA, INTERIOR, FRONTERA Y CONJUNTOS RAROCS.

L1. 81 NEFLNICLONES

Sea X un espacio topoldgico y A e X.

12) Un punto x € X se dice que es adherente a A, si todo

abierto que contiene a "x" contiene al menos un punto
de A (que puede ser "x" mismo).
22) El conjunto de todos los puntos adherentes a A, se lla

ma la adherencia de A (o la cerradura de A), y se deno

ta por A.

o]
32) El1 interior de A, denotado A, es el abierto m&s gran-

de contenido en A. Es decir

o
A=U03
OcA

0 abierto.

42) Se llama frontera de A, al conjunto de puntos adheren
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tes @ Ay a su complemento. Se denota por Fr(A). Asi
Fr(A) = & 1 AC.

52) A es un conjunto raro, si el interior de la adherencia

de A es vacio.

TH.3:2. BJ EMPLOS

El En R si A

1

Jo, 1] entonces A& =[0, 1]

B = { %]nGIN} entonces B = B U {0}.
E2 En R, el interior de [a, b] es Ja, b[ .

E3 EnR, si A =]0, 1] entonces

Belad = B8 B 11 —a o4 ullE, € el s% g, .
8L B E '{%lnGIN} , entonces
Fr{Bl =B U 48).

E4 En todo espacio topoldgico, ¢ es un conjunto raro.

1T.3.3. PROPIEDADES

Sea X un espacio topoldgico y A ¢ X.

Entonces:
= o)
1) Ac A ; A c A.

22) A es cerrado <= A = A .,
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]
&g ablerteo == A =5 A.

32) A
4e) A c¢c B = Kc ¥
52) Ac B = Za c B
62) i & & $ R = K
729 EUB = AUB ; (An B)® =A y B,
ga) Hsie . * = 9.
92) K_H_BcKmB";f\UEc(AUB)O.
102)  Fr(a) = K - A .
112)  Fr(A) N A = o
129)  (A)° = AC . (B)C = (AD)°,
II.3.4. PROPOSICION
Sea X un espacio topoldgico, A c X y B c X. En--
tonces Fr(A U B} ¢ Fr(A) U Fr(B).
PRUEBA

Fr(A U B) AUB N (& U BC

Lo c o3
e (KT BY ¢y (& M B)

— - e
[ N 2 n %:[UE('E & 2 1 X:[

Grea) n 87U [Fr® n 4]

FelaAl'U BPolBl

0
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II.3.5. PROPOSICION

Sea X un espacio topoldgico, A abierto y B ¢ X, enton-
ces: AN Bc A n B.
PRUEBA

Sea x €A MNP ysea 0 un ablerto que contiene
a "x". Como x €A N B, x €A y por ser A abierto, 0 N A
es un abierto que contiene a "x".

Adem8s, x € B de donde se sigue que:(0MA) f B¥eo,
6 lo que es igual O 1 (A ) B) $# ¢ de donde x € A 71 B.

B

Luego, A N & & B,

II.3.6. PROPOSICION

Sean A, B conjuntos raros de un espacio topoldgico
X, entonces A U B es raro.
PRUEBA
Sabemos que A U B = AU B.
Sea E un abierto tal que E ¥ ¢ . Probaremos que
E¢AUB, es decir que existe x € E tal que x ¢ AU B.
E¢ZX yaque A esraroy E $ ¢. Luego existe
x 6 E tal que x &€ A, de aqui que existe un abierto O
tal que 0 v A=9¢, =x¢€O0.
E; =0 N E ¢ B, porque B es raro; esto gquiere decir
0N E talque y¢B; yv¢ A porque

que existe y €

o)
y 8 0, por lo tanto y § AU B. Luego A UB = ¢ .
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II1.3.7. PROPOSICION

Sea X un espacio topolégico, A c X y B un conjun

to raro, entonces B A es raro.

PRUEBA
Probaremos que B A = o
BN Ac B, de donde se tiene que
o] o] =
BN AcB vy como B =2¢ entonces

By A = 8

Bl 3-8+ PROFOSTCTON

c ¢
8i P o Q, enmtonces Q¢ T .

PRUEBA

|0

c
Si Pc Q, entonces P c Q de donde Q c P.

I8.2,8. FROPOSICION

~op

Si Pes abierto, entonces P c

PRUEBA

e - ; . 8 %
P c P por propiedad de adherencia; ademés P ¢ P
o

o] =
pero como Pes abierto P = P, Luego, P ¢ P .

3

i1 3.2 0. PROBOSECTEON

c &
Si Pes abierto, entonces P = (P)—
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PRUEBA

1) Por proposicidn anterior, como Pes abigrto,

"diGle

Cle c.
5  luego 5 c P

ii) Pes un abierto, luego aplicando (II.3.8) tene-
e  |&le

mos que Fa §E

II.3.11. PROPOSICION

. " [} el e
S1 Pes abierto, entonces P = [D;} s

PRUEBA

o

ol &
P abierto == ['15"] (por proposicién anterior)

~ ®°- [{*
ol AR U U Uk
= § - [B

1I.3.12. PROPOSICION

Si P y Q son abiertos, entonces

(P n Q& = P N 3 %
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i)

ii)

2N 3185
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% f 6’ ¢ (B O Qy=,

P Q ¢ P Q (I1.3.5), de donde se obtie-

Y ° - 2
ne P Qe (PFPM-Q- (1); baciende P = F

o 2. o -3
en (1) tenemos que P ¢y Q ¢ [P r Q} . Por

otra parte, aplicando (1) con los papeles de P

- 2 o 2
y Q intercambiados, tenemos P ¢y Qc (P N Q) ,

O

L=} ko -3
de donde (2 1 Q) g ¢ ey 8) = (PN Q

ya que P Y Q@ es abierto.
B Q- a o 17
Luego (P N Q) ¢ (P N Q) ¢ (P N Q de donde

Q. Q. o
Py Q o AT 1 G .

o oo 2.
P nNn Q e F 0 Q.
Como PN Q ¢ P y PN Qc Q entonces
Q. 2 o "
(B M 0)% o P y (P N Q) ¢ Q de aqul
o, Q. on
que (P N Q) e B AL s

PROPOSICION

La frontera de un conjunto abierto es un conjunto

cerrado y raro.
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PRUEBA
Sabemos que Fr(P) = P rn p° ,
c c
Por ser P abierto P = P

Supongamos que el interior de la frontera de Pes

distinto de vacio; luego existe un abierto A f ¢ tal

c
que A c Fr(P), es decir, Ac P N P ; de aqui

¢
A=ANP ycomo Ac?P entonces A (1 P = ¢ , lo cual

es una contradiccidn ya que si x € A entonces x 6 P ,
de donde para todo abierto 0 que contiene a "x" 0 1) P# o9,

Por tanto

Fr% ) =8 .

IT.4. CONJUNTOS REGULARES ABIERTOS

IXI.4.1. DEFINICION

Sea X un espacio topoldgico. Un conjunto abierto "P"
es llamado "regular" si coincide con el interior de su ce-

- o
rradura. 0 sea Pes regular si1 P = P.

II.4.2. PROPOSICION

Si {Pi} es una familia de conjuntos regulares abier-

-3 2
tos, entonces (U Pi) y (M Pi) son conjuntos regula-
i &

res abiertos.
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PRUEBA

i) Como U P. es un abierto, aplicando (II.3.11.)
i

Q

. o <
ge Adene (U P,.3 = U P.} .
i Als i 7l

ii) Aplicando (II.3.9) se tiene que

Lo/

o Py
{ry Pi) e (N Pi) -
i 5

P @ Pj para todo j;

[
0 o
R s .
n Py ¢ Py para todo j; como P, es un re-
i

gular abierto. Se tiene

c Pj para todo j; luego

P P
S s S "
FEE: w Py @ B y de aqul obtenemos
g ok S R
-5 i i
e I
Q. P 2
f i C r P
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II.4%.3. PROPOSICION

i) ¢ es un abierto regular.
ii) 8i X es un espacio topolbgico, entonces X es un
abierto regular.
iii) 8i P y Q son abiertos regulares, entonces
P N Q es un abierto regular.
c

iv) Si P es un abierto regular, entonces P es un

abierto regular.

PRUEBA
5 o o s
1) o, = @ Epivial.
. & Q i d -
i) X =B X twivigl.
4 -3
295y P e e L{EF ) 9) .
Por ser P y Q abiertos regulares
Q. Q.
P=P v Q=20Q de donde
a P o
(2 my Q= P Qs (B A Q) {EL.: 8,120
e o)
su ¥ = {P) es trivial (por proposicidn I1I.3.10).

II.5. FUNCIONES CONTINUAS - ESPACIOS COMPACTOS.

IX.5.1. DEFINICION

Sean (X,T;) y (¥, Tp) espacios topoldgicos,
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f: X+ Y una funcidn, Se dice que fes continua en el

punto X, € X si para todo abierto Of(x y Que contiene
Q

a f£(x,), existe un abierto OXo que contiene a x, , tal

que 81 x €6 0xo entonces f(x) € Of(xo) g

NOTA

12) Se dirf que f : X+ Y es continua si es continua en
cada uno de sus puntos.

22) Se prueba que "f: X+ Y es continua si y solo si la
imagen inversa por f de todo abierto de Y es un abier-

to de X'".

II.5.2. DEFINICIONES

12) Sea X un conjunto y A ¢ X. Una familia (Oi)iGI de

partes de X, se llama un cubrimiento de A si Ac¢ U 0, -
icl

22) Un espacio topoldgicoX se llama compacto si
i) X es separado.
ii) Si de todo cubrimiento abierto de X, se puede ex-
traer un cubrimiento finito de X.
32) Si X es un espacio topoldgico y {Ai}iGI es una familia
de subconjuntos de X, se dice que la familia'{Ai}iGI

cumple la propiedad de interseccidn finita si para



256

todo J c I finito se cumple que () A, oo
ieJ
EJEMPLO

Todo intervalo cerrado y acotado deR es compacto.

II.5.3. PROPOSICION

Si X es un espacio topoldgico, las condiciones que
siguen son equivalentes:

a) X es compacto.

b) X es separado y para toda familia (Ai)ieI de ce-
rrados de X tal que (Y A, = ¢, existe J ¢ I,

fomi =
J finito tal que N Ai = 9.
ied

c) X es separade y para toda familia (Ai)iGI de ce
rrados de X con la propledad de interseccidn fi-
nita se cumple que N A, B ks

i6I

DEMOSTRACION

a = D)
i) X es separado por definicidn de compacto.

24y N (Ai)iGI es una familia de cerrados tal que

c drv 2
h! o =I5
;élﬁg. & entonces (Aﬁ)1%1 es un cubrimiento

abierto de X; luego existe J ¢ I, J finito tal

que X = U AS , 6 sea que & = 0 Ai'
ies * ieJ



b == ¢)
z)

ii)

c === a)
£ %)

ii)

el

X es separado por condicidn b).

Sea (Ai)iGI una familia de cerrados con la pro-

piedad de interseceidn finita; si N A, = ¢,
igT
existiria J ¢ I finito tal que () A.= ¢, lo
ied

cual contradice la definicibdn de propiedad de

interseccidn finita. Luego 1N Ag P -
iel

X es separado por condicidn c¢).

Sea (Oi)iGI una familia de abiertos de X tal que

X= U Oi’ 8i para todo J ¢ I, J finito, se tu-
11

viera que X % igJ 0; , entonces (Og)iGI seria

una familia de cerrados con la propiedad de intepr

seccibén finita; luego se tendria ¢ ¢ 05 &

e

sea que X % U 0., como &sto es una contradic-
16T

¢cibn, debe de existir J ¢ I, J finito tal que

ol TUE C O b e
o =

IX.5.4., PROPOSICION

En un espacio compacto, todo subconjunto cerrado es
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compacto.

PRUEBA

Sea X un espacio compacto y F ¢ X un subconjunto
cerrado de X. Por ser X separado, resulta que F es sepa-
rado ya que F c X.

Sea (Fi)iGI una familia cualesquiera de cerrados en
F, Tal gue M Fl.= . Los Fi son cerrados en Xj; luego
por ser X compacto, existe J ¢ I, J finito tal que

Y F. = ¢, por tanto F es compacto.

g =

ITI.5.5. PROPOSICION

En un espacio separado, todo subconjunto compacto es

cerrado.
PRUERA

Sea X un espacio separado y A un subconjunto compac-
to de X. Probaremos que A es cerrado, O sea que A€ es
abierto.

Sea %, € A®. Por ser X separado, para todo y € A,

existen abiertos Oly . 02y tales que vy € 01y y

Xo © 02y y Oly (@ Ozy = 9, Cuando "y" se mueve en A,

los abiertos Oly forman un cubrimiento abierto de A vy

por ser &ste compacto se puede extraer un cubrimiento fi-

nito. Sea pues A c 03 U O1y2 W O eawes U 04

¥y ¥s Yn
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donde cada Oly es un abierto que contiene a
-

yi (i = 1, 2’ L L B B Y n)o

Como para cada abierto 01y existe un abierte

i
02 tal que x5, € Oy s+ el conjunto
¥ Yi
0= 0 rn 0 et (1) es un abierto que contie
2y, 2y, N 2y, e g

ge axs" 'y come Qg N 0, = ¢ se tiene que
4 i

Ueeewt U0 ) Y 0=¢ y por lo tanto

04, UO
Ory, U Oy, ¥y

YU o o S RT S L  TAT  C A® resulta ser un abierto.

Luego A es cerrado.

IX.5.6. PROPOSICION

Sea X un espacio topoldgico compacto, T un espacio
gseparado y f : X+ F unafuncidn continua. Entonces

£f(X) es compacto.
PRUEBA

Fes un espacio separado y f(X) ¢ F, de donde se
obtiene que f(X) es separado. Sea (wi)iGI un cubrimiento

abierto de £(X); £(X) ¢ U W,, luego X c U £ 1(W.).
dep & ieT

Por ser f continua resulta que es abierto para

todo 1 6 I y por ser X compacto existe J ¢ I, J finito
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tal que f(x) ¢ U W
igJ

i Por tanto f(x) es compacto.

II.5.7. PROPOSICION

Sea X un espacio topoldgico compacto; E, F dos ce-
rrados disjumtos, no vacios, de X. Entonces existen dos

abiertos disjuntos E', F' tales que Ec E' y Fec F'.

PRUEBA
Sea ® € E; como X es separado, para cada elemento

y € F, hay dos abiertos disjuntos A : BX tales que

xy ¥

s vV 6 Bx + Como F es un compacto de X, existen

G Ax .

y

n
Y1 5 ¥2 5 soeer Y ©M F, tales que F ¢ 2 Bxy. PR 2 ¢ PO
i

n

tonces 0, = N Axy. y W& U Bxy. son dos abier
1 i 1 gl

tos disjuntos tales que x € O}{, B @ wx . Como E es com

pacto, existen X; , Xz 5 ersee X en E tales que

m m m
EcUO . lLuego E' = UQ y F1 =N W son
o g %y g o8

dos abiertos disjuntos tales que E c E' y F c F'.

II.6. ESPACIOS CONEXOS

II.6.1. DEFINICION

Un espacio topoldgico X es llamado conexo si no exis
ten dos abiertos disjuntos y diferentes de vacio cuya

unidn sea igual a X.
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NOTA
La definicidn anterior es equivalente a:
i) No existe una particidn de X formada por dos
cerrados.
ii) Los {inicos clopens de X son ¢ y X.
EJEMPLO

El conjuntoR y cualquier intervalo enR son conjun

tos conexos.

I1I.6.2. PROPOSICION

Sea X un espacio topoldgico. la siguiente relacién
es de equivalencia en X: xRy & x~y siy solo si
existe un subconjunto A de X, tal que A es conexo y

X, ¥y € A.

PRUEBA
i) ~ es reflexivaya que x € {x} y {x} es conexo.

ii) v es simétrica ya que si x Ry entonces
X, ¥ 6 A, A conexo, de donde y, x € A, &
sea ¥ R =.

iii) &~ es transitiva.
XRy === x,y&€A, A conexo.
vy Rg we== vy, 2G6B, B conexo.
Luege. - =%, 2'€ A U B, AU B econexo, de. donde

x Rz. (AUBes conexo cuando A y B son
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conjuntos no disjuntos y en este caso y € A

y v & B

I1.6.3. PROPOSICION

Sea X un espacio topoldgico. Para cada elemento
x 6 X, su clase de equivalencia C, Ppor la relacidén ante
rior cumple:
a) C, es conexo.
b) x € C, .
¢) Si A es un subconjunto de X que contiene a "x"
y A es conexo, entonces A c Cj{.

d) CX es cerrado en X.

PRUEBA
g)-Se8 - B E igI A-s x @A;, A, subconjunto cone
x0 de X; entonces Bes un conexo de X, y "x" le
pertenece. Probemos que B = Cx :
BecC,s vaquesi y€B existe un A; conexo

da ', con % § Ai .- B8 Ai 3 luego y v o x,

de donde y € Cx'

CX e B. Sea - & CX; entonces X R y, de donde
existe A; conexo tal que X, ¥ G Ai' Luego
y € Ai » Ppor lo que y & B.

Por tanto C}{= By entonces CX es conexo.



263

b) x 6 C, por la definicibn de C,-

¢) Como C,(= B, Cx es el mayor subconjunto conexo

de
d) C

X tal que "x" le pertenece; luego A c Cx .

¢ C. por definicibn de cerradura.

8iC, es conexo, entonces C_ es conexo. Luego

CC, vagqueC, es el mayor conexo que contie

a "x"., Luego Cx es cerrado en X.

II1.6,4. PROPOSICION

Sean X un espacio topoldgico compacto.

X 6 X.

H={TcX| T es clopen y x € T}

Entonces Cx - T A

PRUEBA

TEH

Si T € H, C, N T es un clopen de C, distinto de &;

Omo onexo
c Cx es conexo, Cx

X

ol e R Ruepe, € A LT
® ® - pog

Probemos que D = (Y T es conexo.

TEH

Sean E, F dos cerrados de Dtal que D =F U E,

Ff\E=:¢

do enX, I

y supongamos que X € E. Como D es un cerra-

y F som también cerrados de X; por ser X
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compacto, existen dos abiertos disjuntos E; y F; con

EcE , FeF; . CmoE n Flen® = vy 7%,
TEH

existen T; ,T5 5 vouee Tn en H, tales que

n
Ef N Ff e U T7 (Ef n Ff es un compacto de X por ser

1=l
cerrado).
n
B 1A A Ti es un clopen de X tal que
1

Ef N Ff et ,68ea TocE UT ; comoB y Fy
son disjuntos, T! =T, N E; = T, N Ff es un clopen;
ademds x 6 Ec D ) E; ¢T, N E; =Tl , 8 sea que

T € H, Luego Fc Dc T! ¢ E1, implica que F = &, vya
guel ol . By gy o dp s O

Por tanto Des un conexo que contiene a x, de donde

DeoC, yasl B = %17,
~ LR

II.6.5. PROPOSICION

Sean X un espacio topoldgico compacto.
B={TeX| T es clopen}.
Entonces, las condiciones que siguen son equivalen

tes:

a) Para todo x € X; Ciac B {x} .

b) Bes una base de X.
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PRUEBA

a)= b)

Sea 0 ¥ & , 0 ¢cX, un abierto y =x € 0. Como

MnT = C, = {x} c O, tenemos que X=00U U e
TeB TEB

xeT xeT
Luego existen Ty Tp, ..... T, clopens que contienen a

"x" tales que X =O0OUT{ UT; U..... UT, de donde
= :
N Ti c 0 es un clopen que contiene a x. Por tanto
i
0 = (09 T

TEB
TecO

b) = a)
Si x, y son dos elementos de X, tales que x % y;
por ser X separado existen dos abiertos disjuntos O y W
tales que x € 0, y € W. Por tanto existe un clopen T ¢ O
.tal que x €T, y & T. Luego y ¢ (}T = Cx , de donde
XT
CX={XL

II.6.6. PROPOSICION

Sean X, Y dos espacios topoldgicos, X conexo
f: X+ Y una funcidn continua. Entonces £(X) es un

subespacio conexo de Y,
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PRUEBA

Si A c f(X) es un clopen de f(X), entonces
£71a) es un clopen de ¥Xj como X es conexo, gAY ooy
6 f"l(A) = 9, de donde A = £f(X) & A = ¢ . Luego

f(X) es conexo.

II.6.7. DEFINICION

Las clases de equivalencia inducidas por la rela--
cién de equivalencia " " ("x ~'y si existe un conjunto
conexo que contiene a ambos elementos”) se llaman compo-

nentes conexas del espacio topoldgico X.

II.7. ESPACIOS METRICOS

II.7.1. DEFINICION

Sea E un conjunto. Se llama métrica o distancia en
E a toda funcién 4 : Ex E =+ R que tiene las siguien
tes propiedades:

13 dlers )

{v

0 , para todo (%, y) € E x E.

0 <= x = vy.

a0 B i O

it

iii) d(x, y) = d(y, x), para todo (x, y) € E x E.

iv) dlx, z)

{A

d{x, y) + d(y, 2), para todo x,y, zGE,

NOTAS
- E1 par (E, d) se llama espacic métrico.

-~ d(x, y) sedice que es la distancia entre "x" y "y".
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EJEMPLO

(R, d) es un espacio métrico donde d(x, y)= |x-y].

I.7.2,. DEEINICION

Sea (E, d) un espacio métrico., lLa topologia Tgo
que tiene por base a los conjuntos
B{x, r) = {y e E|d(x, y) <r, X€E}, »r >0, se lla-
ma la topologia en E, inducida o determinada por la dis--

tancia "d4".

II.7.3. PROPIEDAD

En un espacio métrico, todo conjunto cerrado es la

interseccidn de una clase numerable de conjuntos abiertos.

PRUEBA
Sea E un espacio métrico, A % ¢, A c E entonces

——

= = 1
A= 0 V., con V = {x6Al|dx, &) < 5} néeNW.
nEN

3] v es abierto.
Sea x que pertenece a Vn’ entonces
d(x, A)< % y tomemos 1 = %-- d(x, A)> 0.

Probemos que B(x, r) c B
Sea y que pertenece a B(x, r), entonces
d(x, y) < r; ademis

[d(x, A) - d(y, A) | < d(x, y), de donde se tiene



d(y, A)

ii) A =

268

< d(x, y) + d(x, A)
< - dlx, A)+ dix, A
o
BNET 5o por lo tanto yGVn 5
Luego Vn es un abierto.
o
ne N

G Ao RERE - CHERE | R

b)

new °

Sea x € A, entonces para todo r = % o

n €N B(x,%)ﬁA#@; para

y € B(x, 2 N A, dx, A)< dlx, y) < L

entonces =x € Vn » para todo n € W, de don

de XE N Vn‘
nelN

el S S ml e E
nG]Nn

Sea x 6 N V_, entomaces x € V_, para to
n n -
nelN

don 6 N. Sea r > 03 existe n € W, tal que

I—J;- < r, de donde existe y € A tal que d(x,y) <r.

Luego B(x, ) N A} ¢ ©por tanto x € X.
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II.8, CONJUNTOS MAGROS

II.8.1. DEFINICION

Sea X un espacio topoldgico y A c X, A es un ==
conjunto magro si se puede expresar como la unidn numera

ble de conjuntos raros. Es decir, si

A = igi B, y
Bi raro.
IT.8.2. PROPOSICION
El vacio es un conjunto magro.
La prueba es trivial ya que ¢ = .;1¢ » Siendo ¢
; i=

un conjunto raro.

II.8.3. PROPOSICION

La unidén de dos magros es un magro.
PRUEBA
Sean A, B conjuntos magros, probaremos que A U B

es magro. Por ser A y B conjuntos magros:

A

Ci s C. raro

,rC 8 rCas

D o D. raro.
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Luego:

o0 -3
AUB=UC. U UD, , C.y D, raros
1 1 % H

}]_J (Ci U Di) » G5 U Di es rareo (II.3.6).

Luego A U B es magre.

I1.8.4. PROPOSICION
Sea X un espacio topoldgico. A magro y B c X, en~

tonces B N A es magro.

PRUEBA
Per ser A un conjunto magrc A = U Ci ’ Ci raro;
1
ademés
AV -Ba2U O 0 B
i
i
-]
=0 {8 Bl
1 i

con Ci (Y B rare (I1I.3.7.).

Luego ATrY B es magro.

II.8.5. PROPOSICION

Si (Ai)iGRJ es una familia de subconjuntos magros,
entonces su unifn es un magro.

PRUEBA

o
]
(=

Come cada Ai es magro. A. = g Ci con i
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para todo i1 € IN. Entonces U A, = U

» CE
P

II1.8.6. PROPOSICION

Un conjunto abierto magro en un espacio X compacto
de Hausdorff es vacio.
PRUEBA

Supongamos que U es un abierto de X tal que U § ¢
probaremos que U no es magro.

Primer caso

Ut X, 8i {Sn} es una sucesidn de conjuntos raros
de X, se demostrard que U contiene al menos un punto X

tal que =x ¢ 8 ,» Para todo n (Ssea U &1 §,). Sea

1 o : o
Xy € U; para cada y 6 U existen O1y ,()zy abiertos
tales que R, e Oly o g B O2y v Olyrﬁ O2y = ¢ . Se
tiene que ® ¢ U 02 . como X es compacto y U¢  es
yeuc vy’
un cerrado, U® es compacto; luego existen Yy2 Yo coee ¥g
n
en U tales que e U O2
i=a Vi
! n
S1 tomamos vl = I} Oly. ,» entonces Vl es
1=1 al
- n rd
abierto y V., N iia O2yi = @ ; ademds V, 1 ¢ ya

que X e Vl .
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" 2 "

Vi g 5

& n
zU = z€ U 02
i=1 Vi
= z G 02y. » para algin 1 < j <n
3

02y. es un abierto que contiene a z tal que O2y. ) Vl==¢ 5

d -
luego z § Vi

- o
v, ¢ Sl ya que 8; =¢ , sea yé€V, vy

y & §i entonces existe un abierto 0; tal que y € 04
3

0l n Sl =0 .

Formeros el abierto U; = 0; N Vg 3 ¢ se tiene

que Vl e U y Ul = ¥ 1.

Para el abierto Ul % ¢ , se puede seguir el mismo
procedimiento anterior y se tendria Vz cU y UycVys
por recurrencia se tiene para todo k € W: Vk cU, ¥

U © V]c‘ Luego hemos construido una sucesidn decreciente

de abiertos {U,} contenidos en U tales que: U3 N Sl =9,

B 15 8L % B sesns ;B

2 9 S, = 90 45 sien ¥ Ukc:U

k-1

para todo k.
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Por otra parte se tiene que Uk =
k

e @ M AE = = Bh

T K+ para todo k

= x & Uk s para todo k

= x e N Uk .

n ﬁk $ o por ser X compacto. Luego como N Uk $ 0
k S

tal que (53 Uk) A 8§ = ¢ para cada n, se tiene que

existe x € N Uy tal que x ¢ 8, para todo n, por
k

tanto  x ¢ U S_
n

Segundo caso

U = X. Si existe V un abierto, V ¢ , V } X,
entonces para toda sucesidn {S_} de conjuntos raros exis
te x 6V tal que x ¢ U S, (por caso anterior), luego
X+UsS,.

Si X es el Gnico abierto distinto de vacio enton--
ces X no posee conjuntos raros diferentes de vacio ya --

que si Sc X y S+ ¢ entonces § = X. Luego X no es

magro.
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I1.9. TOPOLOGIA PRODUCTO

1 Ba . DETINTCLON

Si (Xi)iGI es una familia de espacios topoldgicos,
definiremos sobre H)%_ una topologia de la manera siguie n
te: para cada 3j €.I sea la funcidn

B sl A -> o
J 1 J
(X3)ie 1 ™™™ %4

Diremos que A c 1T X. es un"abierto" si es unidn

iel

de conjuntos de la forma N p7l

jeJ

(0:0- 3 &I .' J finito,

Oj un abierto de Xj'

Se cumplen trivialmente las condiciones para que,
con esta definicidn de abiertos, ITX; sea un espaclio to

poldgico.

NOTAS

a) Los conjuntos de la forma N PTl(Oj), vl S

ied
) FiniEds Oj un abierto de ;j constituyen una base pa
ra esta topologia.
b) N P“l(O-) S M. o |em donge:
ieJ J ggE
T, = X, » para todo i ¢ J
I. = 0. , para todo 1€ J.

2 AL
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c) Cada funcidn Pj A Xi > Xj es continua, ya que si
0 c Xj es un abierto de Xj entonces Pgl(O) es un

elemento de la base.

PI.2.2, PROPDSTCTON

Si (Xi)i%I es una familia de espacios topoldgicos
separados, entonces 1 X, es un espacio topoldgico se-
parado.
PRUEBA

Sean x = (Xi)iGI s ¥V = (yi)iGI elementos de
I X; tales que x $ y por lo que existe j € I tal

que xj ¥ yj . Como Xj es separado, existen A, B dos

abiertos disjuntos de Xj tales Que Xj €A, y. €B.

3
Como Pj es una funcidn continua Pgl(A) y Pgl(B) son
dos abiertos disjuntos de I X, tales que x € PTl(A)
iel 3
y € BIo(B). Luego @I X, es separado.

J ier

I1.9.8. PROPOSICION.

}

Sean X un espacio topoldgico, B = {B una

iel
familia de subconjuntos de X con la propiedad de inter-

.

seccidn finita, M el conjunto formado por familias M de
subconjuntos de X tales que cada familia M contiene a B

y cumple la propiedad de la interseccidn finita.
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Entonces:

1)

1) M, ordenado por inclusidn, posee un elemento ma
ximal M o

2) El elemento maximal Mo cumple con las propieda-
des siguientes: |

S BRI Bl B2 e v e o Bn o] MO , entonces
n

q Ei e Mo .

b) 8i A ¢ X es tal que ArY E $ ¢ para todo

E ¢ MO entonces A € MO .

PRUEBA

Sea M' ¢ M wun subconjunto totalmente ordenado y for
memos T = U J .

jel’
B MBS R i En son subconjuntos de X que per

tenecen a T, entonces existen Jl, J2, «.v., Jn en

M' tales que E1 € J B2 0E 29 isaialy En'G J, 3 co

1,
mo M!' es totalmente ordenado existe un indice m & .0

tal que Ji c Jm’ para todo i < n. Luego

E. 6 J_ para todo i < n, y como J_ cumple la pro--
& m - o 0

- piedad de interseccidén finita, N E; 1o, 8 sea
il

que T cumple con la propiedad de interseccidn finita.

Como B ¢ J, para todo J € M', B ¢ T; es decir que
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T 6M, y por su definicidédn es un mayorante de M'.
LuegoM posee un elemento maximal (por lema de

Zorn). Sea MO un elemento maximal.

a) Lo probaremos sdlo paran= 2, y luegopor in-
duccidn ser@ cierto para todo n.
Sean A, B dos elementos de Mo y C =AY B.
Bastaré& probar que MU {83 ‘posee la propie -
dad de interseccidn finita. Si My oM, e M

es una cantidad finita de elementos de

n
M, U {C} entonces (2 M, $ ¢ pues serd inter

seccidn de elementos de M@.

b) Sea A ¢ X +tal gue A N B3 &, para tedo E € M-
Bastaré& probar que Mo \J {A} cumple la propie--
dad de interseccidn finita.

Sean El, E o «-- En una cantidad finita de ele
mentos de MO \J {A}; si cada Ei es distinto de

n
A, N Ei $ ¢ pues serd interseccidn de una canti
: L

dad finita de elementos de Mo' Si, por ejemplo,

n n
B'=)F.  -entonces’ 1 By = A¥Vess B3 § & ya que
1 g o i

n
9 Ei € MO.
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II.9.4. PROPOSICION

= (Xi)iGI es una familia de espacios topolbgicos
compactos entonces I Xi es compacto.
iel
PRUEBA

a) I Xi es separado por ser un producto de espacios sepa

rados.
b) Sea T = {Ft}tGT una familia de subconjuntos cerra -
dos de 1T X. que cumplen la propiedad de interseccidn
ST« =
finita.

Probaremos que (1 F. # ¢ (por II.5.3).
o e

Sea Mo = {Mk} un maximal entre la familia de sub-

kexK

conjuntos de X, que contienen a F y que cumplen la -
4

propiedad de interseccidn finita.

Para cada Jj € I, {Pj(Mk)} es una familia de ce-

k€K
rrados de Xj que cumple la propiedad de interseccidn

finita, y como X. es compacto, (1 P.C(F,) § & .
] xex I K

Sea Xj € kgK Pj(Mk)’ es decir %5 2 Pj‘(Mk)’ para todo

k € K, entonces, para todo abierto O c Xj

IO == 0 S R NV )
3 M)
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Sea x = (xi)iGI' Si Bes un elemente de la base para

la topologia de I X, ; Bes de la ferma
fep *
p= n P71

(Oi) s e T findto, 0; un abierto de --
ied

Xi para cada 1 € J.

8. %8 By % e Pj(B) = Oj s de donde: .j

N Pj (Mk) o
para todo k € K. Luego Pgl(oj) n M. § O para tode

X € K. Luego 'PJTl(oj) ¢ M. Por tanto ijl(oj) 6 M, pa-

ra todo 3j € J. Luego

B O M = (0 PO N M % ¢ , para ted0 k € K,
Se J 3

por ser interseccidn de una cantidad finita de elemen
tos de M, Es decir que x € ﬁk . para todo k € K.

Luego 0 E( fo. Com0 F

€ F entonces Ft € Mo y cada
keK

.t

Ft es cerrado, F c {ﬁk | kx € K}, 1o que implica

N gl (B, v Fam tante. VP8 9.
kexnk ter °© ter T
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