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IN T R·D o u e e I o N 

que parten de la definición 

El prGsente trabajo es una 

el definir un" Ente matemático" quG agrupe algunas estructuras conocí- 

da}tales corno Filtrosy /1nillos y ljiP�óo:El!Jíilis, y además s aa baso para f·u- 

turas invGstigaciones ( quizás principalmente ), y es por Gllo que tal-- 

vez se sienta queb..fal ta .,ba�te, por deci_y además de lo escrito. 
I / � . 

El trabajo consta de cinco partes. 

En la primrnra parte se define lo que es una Aplicahilidad y a par- 

tir de esta definición se muestra que los filtros, anillos y topologías 

cumplen con ser aglicAbilida�, también se muestra que el producto-u-- 

ni6n de aplicabilidades pueder ser una aplicabilidad. 

En la segunda parte se trata de agregar elementos o quitarlos de 

una aplicabilidad, y de ver si el conjunto resultAnte sigue siendo una 

aplicabilidad, para terminar definiendo lo que son aplicabilidades !ni-- 

cial y Final. 

La tercera parte se dedica a trabajar con dos aplicabilidades y la 

intersección �conjuntos d�- ;plic�-� 

La cuarta parte trata de Espacios Topológicos Aplic�bles, definía� 

do primeramente lo que se entenrlerá por Aplicabilidad Conshante, y luego 

mostrando ejemplos de espacios topol6gicos aplicables y aplicAbilidad 

constante. 
La quinta parte trAta delos Espacios de Aplicabilidad, y es un Es- --- 

�acio de Aplicabilidad, un conjunto y un_§___aplicabilidad sob�e él. Ter- 
�- 

. n, _... .... __ ...--... 

mina esta parte ( y el trAbajo ), definiendo cuando dos espacios serán 

Idernorfos, estudiando la relación que guar��-��Idern2.!.::.- 

fisrno y Homeomnrfismo en un espacio topol6gico5 y como se conserva la 



propiedad de ser Aplicable por medio de idemorfismos. --�-- 
Antes de terminar con esta" relación de contenido", quiopo aar� 

decer al Licenciado Javier Rivera Lazo el haberme asesorado en el prese� 

te trabajo, y el haberme mostrado" detallitos" en el trabajo con los 

cuales estaría el contenido mostrando algunos errores de bastante peso, 

He de usar en el trabajo la siguiente convenci6n respecto al sím- 

bolo ·de/ 11 Contenencia de Conjuntos 11: 

A C B indicará A eª y A 1 ¡=¡. - 

/ 

-lv 

San Salvador, Agosto de 1977 
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APLICABILIDADES 

Ll Definición 

Sea X un conjunto no vacío. Una colección� de subcon- 

Para 

1 r ·1_) ·, ·\. 'r 

( B,A ) s p A). entonces f\,B) 6 p(A) 
no tratar de operar con 21plicabilidades? 

X = �l,2,3,4,5,6 � 

= { �l� , �2,3� , � 3,4� , �3,sr, �1,2,s},. { 5( , � 1,2 ?} 
=i�2,3,4r' �l,4,5�,{2,4� '�1,3,5�' 12,3} '�l,2,3,s}� 

juntos de X se· 11.aj/: APLI,Cf\BILIDAD ( sobre X ) si para cada par ( A,B ) ·lr r_Jli·) '! 
de elementos de�o campa ables y no disjuntos, existe un elemento H � 
de A tal 

que�s�a�e 
la intersección de A y� "es-:�- 

e 

feren te de l\ y de B. 
·' ,., � 

17 (\. 1 � �Jet'-, {yt-XJ c.-_! \.,_ 17 
l (JL_'U\; t.- i-�( l).,,,J' / . 

Definición ¿ , r: ·,<; ...-..__ t".f ';...,., ./,. , 
./� . cc.,,--"I, 

Sea A una ,G,@�.ección de subconjuntos de un conjunto X. . / ¡ t'9 � . - - -"-, - -- -/\ ! _ · c,la, / ' i / 
El conjunto PARES DL:J¡s el conjunto r: •· ' 

PÍA) • { ( A,B ) G Ax A / A y B son no comparables 

y no disjuntos 
} 

sideremos los siguientes conjuntos: 

Definición 

Sea /), el conjunto 

- _{ A e P( X) / A es una aplicabilidad ( sobr� X ) f �- . --, 
(_ A - -�- � -"��-� UJ� ·; � l- ,_, • x: . 

Si A 6 A , el conjunto APLICABLES DE f\ es el conjunto 

aA ·1 D G A/ existe ( A,B )''e p(Al y �3yD/AyD�:L 
'---"�-�,--�·=-- 

Nota: Si ( 

·Q Por qué ,_.... . 

• 
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1 
> 1 ' 

podemos verificar que los conjuntos de cada par-�]3mento de A, cumplen 

Cómo es p A1)7 Consideremos el conjunto A siguiente: 
A. ;, J ( � 2, 3 � J ! ) ' ( <2,3� � 3, 5 � ) , ( �2, 3 � h,2,s� ) ' , , 3, 4 (' ' ' 1 ! l ! ' ' ; ; 

�le 2 � � 3, 4 � } i j • 
�l,2,5� ( ·� 2, 3 � ' ) ' ( \3,5r ) ' ( "\ 3, 5 j ' ) 

1 ' . ! 

ser no disjuntos y no comparables, además que para cada uno de esos ele- 

mentos) existe un H 8[;1 Al X-aplicable a la intérsec ci6n del par e on H 

d Lf e r-e n t.e a los . conjuntos componentes ( del par ) . 
� 3 9 5 � j � ) � (X)· a \ 2, 3 . n.1 3, 4 

{3 ,4 � a {2,3i n 1) 3,� r (X) 
- . 

l 1 2 '- a \2, 3� n ,1;2,5� (X) ! , e 
> ' 

'\1,2,5 \.. i_,2, 3} 
,......., (X) a 1 1 .l.l, 2 )· t 1 ' 

\ 2, 3 >· a j"\3, 4} n ,,3,5 r (X) 
\5l \ ' í) �l,2,5� (X) ; a ,; 3 5}· \. ' ' 

ahora, si consideramos el conjunto A' como: 

A' = { ( B,D ) G A.xA / ( D,B ) ¡; A } ' conseguimos t odo e los p� 

res de alementos de A1 que son no comparables y no disjuntos al unir A 

elemento de A .. 
�-�_....,.,\ 

A 

A3 = ;.,\ �2,3 �, \3,4\ , �3,� �, \1,5} , �5 i}:, y 

A4 = -\·�l,4't, \2;3,4}, �3,4,5r, \3,4,6t l ; 
A 3' A 4 f; A Pe ro A3 U A 4 6 A ? 

�1,5 � ¡; A3 y que \1,4 (' ¡; A4, entonces 

y A'' y 

�nnsidsrem�R Ahnra los ponjuntos 

Tenemos que 

a i-�.u_e_ .. 

p /\1) = ALJA'. 
b í.á d � f' ----· Tam J. n pus e veri;:....x-car�se que - 2 s� 

Se cumplirá qué A2 � A ?,,, 
1 

/_l i_.l ,..,,.. ¡,,. 
t ó- ..d ' te,¡ a ..... ,¡.. 

( 01--..-. 
Para mi ( O nuestra) satisfacción, la respuesta es afirmativa. _, (� /......_, 

v(V'- X V--'' . 
. �¡: 

�__-:--- �-- 

son elementos de la unión, y podernos observar que no existe elementó 
en la uni6n quR cumple 39� X apJ1cable a la intersección de ellos, sien- 
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do el elemento diferente de ellos. Por lo tanto, 

De los anteriores ejemplos concluimos que la unión de aplicabilidades no 

es siempre una aplicabilidad. 

FÍLTROS, ANILLOS Y APLICABILIDADES 

1.3 Una colección de conjuntos, puede, bajo deteeminadas condiciones, to -------- 
mar los nombres de: Filtro, Anillo, o bien, .Topología. � �r-......�.-,.. ... -v- -···. - 

A continuación, se trata de establecer la relación que guardan un filtro, 

.� 

7 e. '- 

disjuntos0 no comparables. A, 

B) = Ans está enR, y se 
tiene que: 

Sea R �n-anilllD ( 1) 

A - B están en fi, 

un anillo, y un poco más tarde una topología, con una aplicabilidad. . • . 
, 1 J.,.-¡.A ,., ... \. 

. -�-- é.�/ }(� �- � e, " ri-' ·;:_,;' 
� �tro)c(�� x 0 y s;an A,B e� F que cumplen ser no c omp a r a ñ l e s 

Como es un 
filtro�entonces Ans e s t é en F y por ser A,8 no compa-- 

rables, A(t B es dife•I\ent'e de A y de B , luego, F cumple: 
t � .__....l � 

F/(6}.v .r ¿, ;.,"}' '{ "� e= · f. ,t · r /1{ · � t \'Y\ I) · --o � 
t ' 
S,ean A, B ;fun R no 

/ ( y en hf e as A - A 
")' 

R s /� / ,,� 

De lo anterior concluimos que todo anil o 'y todo filtro ( en X ), es una 
aplicabilidad ( sobre X ) 

APLICABILIDADES RESTRINGIDAS 

1.4 Definición 

Sea Ab A tal que para cada elemento ( A,B ) de p A), 
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existe H en /\tal que H es ( A LJ B )-aplicable a A n B, cnn H diferente 

de A y de B. Entonces A se llama APLICABr-LIDAD RESTRINGIDA. 

Sea � el conjunto delas aplicabilidades restringidas ( sobre X )e 

1.5 Proposición 

Para cualquier conjunto X no vacíó se cumple: 

.A CA 
Demostración. Sea/-\-;- A. , entonces para cada ( A,8 ) ¡:; p A ) , exis 
teD(;aA talqueDaAna -( ,A/l.B},8 ) con D f A,8; pero A LJB C X, 
y asi, para cada par ( A,B ) G pj\), existe D G aj;\ tal que Des X-apli 
cable a Ana, con D f A,8, luego A¡; A 

Proposición 

Para X= R2, existe A¡; A tal que A� A 
Demostración. Sea C el conjunto de_los círculos de radio l y de centro 

e n l o s p u n t o s ( 2 , 2 ) , ( 2 , 5 ) , ( 5 , 2 ) , ( 5 , 5 ) • S e a C ' e l o o n j un to d e- l o s c i r c u� 

los de radruo 2 y centro en los puntos anteriores. 

e = 
) 
) C1(2,2), C1(2,5), C.1.(5,2), C1(5;5) �, y 
·? '2 '.2 '2 ; 

Ahora bien, se tiene que: 

Considérense 

El conjunto 

l, c2(5,2), c2(5,5) �, con 

!(x,y) G R2 / d( (x,y),(p,q)) <r � . 
� 

1 

\ c2(2,2), c2(2_,s), 
1 

cr(p,q) = 
C'= 
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Ahora bien¡ 
s5( C2(2,5) )() S2( C2(2,2) ) -J � , y los únicos elemen-- 

tos de e: que son R2-aplicables a dicha intersección son c2(2,5) y 
c2(2,2) siendo diferentes a los sobran�es mencionados, y en ambos casos 

se tiene que ninguno de los conjuntos e�tá contenido en la unión de los 

CADENAS DE SOBRANTES Y APLICABILIDADES 
l 

e 
f1Si, sobrantes, 

! ,-,i � 

J.-- )-, \ e I 

. -·' \ � 

/ ·. «<:' ' � 
( ¡'• 1·. \ ,t:' . .; /:.(. ' . 

• 
-- �·_:-'.\:¡ , ·---. 

1.6 En la proposición :=interior, se ha utilizado unc(cadena de Sobrantes,,, _ .... 
( 4) para llegar a una aplica hil ida d., Será posible que siem�;;-;u;-·-;;--ten 

ga una cadena de sobr8ntes se llegue a una aplicabilidad? 

vacíos de un universo Xj 

En la definición de una cadHna de sobrantes 
,,.,.-- 

/ 

intervienen una serie de ele 
t r 
),.,.J,--t.,... ..... C.,•,,,, 

( l \) !'.. i ( 
subconjuntoaj propios no 
t � 

l l\ \ 
una e: 

' '\ 

i E I f una colección de subconjuntos de X tal�s que para 

a) A = 
mentas: 

b ) B = 

cada�, i s r., B·. a A. (X) ; 
,-./ l. l. 

c) 1 S. (B.) / 
) s = '\ iE I ( el l. l. 

den a de e o b r an tes ) . 
conjunto de sobrantes de aplicación ( la ca- 

Eritonces, tratando de copiar a la última -proposici6n: 

e = SUB A ? 

Nuestro trabajo consiste en encontrar para cada par ( C,D) de elementos 

=C no comparables y no disjuntos, un elemento H deCdiferente a e y 

D que cumpla· s_er X-aplicable a C n D. 
Como e es la unión de dos conjuntos, debemos tomar pares en un mismo 

conjunto., y luego pares con unelemento de cada conjunto. 
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Sea� C,D G B tales que C,D son no comparables y no disjuntoo. Pongamos 

e= Bj,D = BP para j,p Gr. Para Bj,Bp, 
tal que S .. (B.) a 8. () B (X) y S.(8.) f 

J J J p J J 

existe 

B . , B 
J p 

S.(B.) (6 S (8)) 
J J p p 

en S 

Sean ahora C�D SS t�lss que C,D G pS). Pongamos e= S (B ),D = S (B )� r r q q 

xiste B r 

Para,S (B ),s (B ), e- r r q q 

( o Bq ) en 8 tal que Br a Sr(Br) () Sq(Bq) (X) y Br I Sq(Bq), 

r,q g I ( en S síempte .es posible encontatlos ). 

S ( B ) • r r 

Sea ahora C G 8 y D SS tales que snn no comparables y no disjuntos. Pon 

gamos C = B , D = S (B ), con q;p G I, qfp , Como se tiene que B n A q p p ' q p 

es vacío para q I p , y se tiene que sq(Bq) e Bq n sp(Bp) (X) con Sq(Bq) 

diferente A Bq y a Sp(Bp) ( por Bq n Sp(Bp) = Sq(Bq) n Sp(Bp){�;sq(Bq) 

C:x ), entonces hemos encontrado el H que buscamos para este caso. 

Asi, p a r a C,D G pe), se ha encontardo H G e tal que H a cno (X) 
con H I C�D. Entonces: 

TOPOLDGIAS Y APLICABILJDADES 

1�7 Definicion 
.entonces: 

I) Des COIYlPLETA si X, ¡i S D • 
II) Des TRIVIAL si para cada. ( A,B ) G P D se tiene A n B ¡:; D· 

1.8 Se tiene que en una topología de X ( sea T la topología ), si A,B 

están en T, entonces AnB está en T •. S,i s� toman .A y 8 no d i s jun t o s Y 

n o comparables, se tiene que A(')B a A{"')B (X) Y AnB f A,8. 

Asi� toda tdpología T de X cumple� 
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T r; A 

Nota: para toda topología T de X, Tes una aplicabilidad trivial y com-- 

ple ta. 

PRODUCTO-UNION DE APLICABILIDADES 

sYs (5) Notación: · 2 S = 

1.9 Proposición 

Sea Sr; i_<s 6 

A 
A 

Si S 88 una topnlogía, entonces 

Oerno s t ra c Ló n, PE!r� demo s t r a r esta proposición 88 pueden tomar dos cami- 

rio s s a) mo s t r ar que 2 S es una topología probando que i. X,fi pertenecen 

a 2 :$,., ::i- .• la Ln t e r e e c c í.rin de dos elementos de 2 S está es 2S , I í í , 

_t .: ; •• 

Para ver la 

' 

la unión de elemen,tos d·� �·s está en 25 ' o 

b ) 
most�ar que �s- = s . mostraré e). 

2 s = s ' ��ie�do S' una topol¿gía. Obviamente s e 25 
r- 

otr.� inclusir5n; vasta tener, en cuenta que todo elemento de 2 � es unión 

&1�:éios e�ementos de. s y por ser· s una topología, dicho elemento está 

en s :f.� i , . 2 s. = S. ' . y . 

·, 2 S · ·· · r; A . 

Consideremos el .conj.untó X =) a,a,c,d � con 
1 

entonces 2 L;: ·t\ªt, �br 
·. por- nulidad. 2 L r; A , 

, le\, i.a,b\, ,, "· ;" \ 

más aún , 2 L r; 

la,c\, i c,b� ' t · .. ' . 
� ' 1 

�, 2 l_ es trivial. Hs-- 
mes ohtenirlo: 

y se tiene 

A con ·z 6 A 
triviales, o sea que 

Sea ahora · z = •\ \a, b { , J, b , e:� , Í/•, e j- , J1 a 7 , J. b t , 1 e\ -�- , 
2 z = � \a , b '¡- , ) b , e } , \ a , e \ , � a } , \ b } , \ e � , \ a , b , e f } 

Z y 2Z �on 

2Z s 



Sea ah J r \ _, 1 f I b ( ¡ '. d \ Í 
s c Ira = i.,a,c,,, ", ,e" , ., ., .. �, entonces t erte mo s 

I f . � ' . ¡ 
l ' f ·. ( ; -d ! j t . \. = ,1 )'ª , e (" , '-¡ b, e\ ,,. · \• ·: a , e , d ( , Jl b , c I d \ , Jl a , b r e \ ( . 

Fj ,t ¡� 

l 2 

porque no existe D G [) que cumpla 

D a \, a ,q (¡ l)b,c? (X) ' siendo o diferente dG los con- 
1 ' 

juntos; en cambio 88 tiene que 2¡) ¡:; /x\ ' asi, 1 2p b ¡�\ cun r ,t /x\ 
Ahora, si \J 1 

li a' e � . ' l . t 2J - '· entonces JUi/\, - J -1b,c,d \. (, = y 
. \ . . \ 2J % A con J ,t 10. 

I \ 

Se ha podido observar varios casos y no parece haber ley que nos diga que 

si /-\ 5t A entonces 2 A � fr\ 
nos dicen que Í� ¡:; /� y que 2A G 

1 Antes de aventurarnos a asegurar: 

En cambio, los des primeros casos 

/\ 

/-\ ¡:; 

nas averiguaci�nes. 
/0, !\ ·-·' 2/-\ ··-/ f\ , procedamos a hacer algu- 

Demostr3ción. 

Sea j='un filtro, 

F = 2F 
entonces 2 != 

f /x.\ 
l,lEl Proposición 

1.11 Proposición 

Demos t r ac ión. 
Sea L un anillo,. an t on c e s 2 L 
L = 

2L 
f\ ¡x, 

1.12 Nota: Volviendo al problema planteado al final de la sección 1.9,. 

veamos el siguiente ojemplq. 

Sea X= 

A 1 1 , .�b,c,d� )c;i,c,dj .. b d l ).d,et} Ars - /x\ = \\c1,b,c( ' ¡la, , c , { ' . 
r , ' . 

1 \ 1 ·\a,c,d ? ) ' ( 1 

p A_) -- i ( � a, b , e i., ' !¡b,c,dt ) ' ( ¡a,b,c\. ; J b,c,d ( ' 
: ' ' t ¡ . 

/a,c,d} ),( 
1 • 

(} a,b,c,d i'' 
Jb,c,dt ¡ ( 

t.d,e;- ), 
1 ' 

J. d, e\ 
1 .· .1 . ... �-. 

1 

)., ( l. a, e, d � , 
j :. 
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( los ••• indican los pares ( 8,� ) tales qua ( A,8) está exprssadc 

en el conjunto p A ) ) � 
\a,b,c,d� G aA, rné s aún, \a,·b,.c,d\ a 

en pA) en los que A o 8 no es �s,b,c,dt 

A(JB (X) para t o dc ( A,8 ) 

( ' . para el par ;_a,b,c,d';. 
I \ 

t r-, 

)d,eJ ) , t ane mo s que �a;c,d\ es X-aplicable a la intersección de sus 
·I ' 

componentes. 

l . '¡ 
1a-,c,d,e( \ 

\ 

\ 
=i,i \a,b,.ctd �, i)a,b,c,d,e l, l)b,c,d,e�, 

unidn con A . 
. � a , e , d , e"¡_ í) { b , c ; d , e \ = \ e ,· d , e � y no ex i s te D en 2 A di f e re n te de e 11 o s 

Ahora bien, 

que sea X-aplicable a 1 . 
1c,d,e.1; luego 

A si: 

NO ImPLICA A 

11 '¡] G , __ 
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ELEMENTOS AGRflGABLES 

2.-1 Oafinicion 

Sea /-\ G fx\ 
AGREGABLE (en� si: 

Un subconjunto A de X se llama 

{\ 1) 11 �.A 
fl 2) Existe ( C,O en p A) tal que íl a C (") O (X) 

A r 

� A A 3) l) � A G 
! 1 

El conjunto AGREGABLES EN(\, es el conjunto 

{\ A = � A e X / {\ 88 agregable ( en A ) � 
! 

2.,2 Ejemplos 

Sea X 

A 

Ab 

\ = u. 
i· 

! 1,2,3,4,5,6 (, y sea 

, \ 2 , 3 l , \ 3 'r , � 1 , 2 , 3 , ·a e , =\ \1,2,3;�, \3,4,5t, �2,3,6�. 

l : l 
)3,4,5,6 c. r • A t 

Consideremos el conjunto \ 1,3� subconjunto de X. 
', 1, 3 t � A 
i.l 1, 3 t a !)1,2,3\ n (,3, 4, 5, 6 � (X) 
' A u� �1,3(' t s /� 

asi, \ i , 3 � G riA 

\1,3� cumple: 
' 1 

Sea ahora el subconjunto de X, �2,3,4,5,6> 

\ 2,314,5,6 �- ,t A; 
formemns p /� ) : 

p /\) = ( {1,2,3[ '13,4,5;· ),( { 1,2,3 �' <2,3,6 � ),( 11,2,3 �' 

\ } 1 i ( . . 1 • 

,)3,4,5,6( ),( ··¡3,4,5 (, ¡2,3,6 ( ),( �2,3,6 (, � 3,4,5,6( )y 

( í \ ! ¡ (: \. . ( ) ( l 
�3,4,5¡ , \ 2,3( ),\\3,4,5 {, �l,2,3,6 ( , {2,3,. , 

; • . 1 • 

Dicho conjunto cumple: 

{ 3 , 4 , 5 , 6 � ) , ( ) l , 2 , 3 , 6 ( , ·: 3 , 4 , 5 , 6 � ) � , puede 
' ! 
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observars_e que las intersecciones de los pares de p A ) , son los con- 

(X) 

(X) 

(X) i o sea que para to.Jo.( t1,B ) 

a .'\ n B (X)� ( {2¡3,4,5,6f f n,B ). 

juntos ¡ 3� 12, 3r J � ; 
' ' , 3, 6¡ y que: ) l I 

1 2 , ·3 , 4 ·, 5 , 6 ? i; 3 ( j a 
\ ' . 
,{ 2 , s., 4 , 5 , 6 r a � 2, 3� 

i t 

f2,3;4,5,6\ a ) 3. 6 � 
' r � . i 

Podemos observar que . l \2,3,4,5,6í cumple cor:i: 

A U·) {2,3,4,5,6f'{ G ,M i para verlo, e sc r Lbarno s 

p A u � ( 2, 3, 4, 5, 6 ({ ) . 
. \ .. 

p A u ��2,3,4,5,6>� = 
{ ! ' 

p A ) u -{ ( � 1, 2, 3r , � 2, 3, 4, 5, 6 � ) , 
1 ' • ¡ ¡ 1 

( �l,2,3,6� ., � 2,3,4,5,6 > ) , •• -� r 
tenemos que { 2,3r a �l,2,3} n {2,3,4,5,6 � (X) , y que . 

i •. 
J.2,3,6( a �l,2,3,6>n .12,3,4,5,6� (X) 
\. . , 1 Í A ¿.:. ' A luego, .-:- . LJ ))2,3,4,5,6�r ¡; . , y tenemos que: 

�2,3,4,5,6 
� G AA . 

El conju�to J2,3�4,�,6� cumple con una propiedad que no es necesaria 
1 ! 

para ser 8gregable. Esta propiedad me sugiere la siguiente definici6n: 

2.3 Oefinici6n 
,, AG A AA .. Sea A b A llama y sea . se 

TOTALMENTE AGREGí18LE ( en A ) :; i rara todo ( c,o en p A), [-\ es X-apll:_ 

cable a C n D. 

X / A es Totalmente Agregable ( en 
/\ 

) > ,, 
1 

El conjunto TOT!iUílENTE ílGREGílBLES ( en A ) , es el conjunto: 

TA = 
� AC 

E 1 e o n J un to � 2., 3 , 4 , 5 , 6 � 
1 

e n e l e j e m p 1 o a n t e r i o r , e s t o ta 1 me n t e a g r e g a b l e • 
1 ' 

2.4 Definici6n 

Sea A G A El CONJUNTO PRINCIPi\L de /\ es el 



conjunto: A s ;; / Existe 8 G /\ y ( A, 8 ) G p A 
l 7 

¡ 
) f . 

Notas: Para i\' 

2.5 

T = X, ji1 i 

= {1,2,3,4,5,6( y sea T el conjunto 
! ¡ l l 

12, 3 s 4, 5, 6( , � 3;) T es una topolo- 

Consideremos el conjunto X 

gía de X� por lo tanto una aplicabilidad. Más adn, 

¡; A 
T � 

) . 1 
G /� - 12, 3, 4, 5, 6 � ( ' 

T - ) 
� 3� > ¡; /x\' l 

1 t • ! 

T - i �2,3,4,5,6¡ 
' X ' % I� b fa,, j . . 

T : ) \ j 3 \ X 0 \ 
� A, 'Í ·, 2 ' 3 ' 4 ' 5 ' 61 ! ( { y 

t • 
t ) ¡ 

) 3 > � ¡? 
!\ .,. - <'. \2,3,4,5,6( /x\ . 1 ! : 1 

( ! . 1 
2, 3, 6 ( 3, 4, 5 � 

¡ 
( pT) = ( 3, 4. 5: �2,3,6( ) ' ( < ) r ) . ' ¡ i 

ELEMENTOS DESECHABLES 

2.6 Definición 

Sea /\ f; /x\ Un elemento O .de A se llama 

DESECHABLE ( deA ) si: 

A- )D G /) \ /X\ 
El conjunto DESECH1'.\BLES DE A ' es el conjunto 

/\D = � D GA / .D es Desechable de A l ¡ 
En el apartado 2.5 podemos observar algunos conjuntos desechables de T. 

2.7 Definición 

Sea A 
-: 

G /x\. /'-\_se llama REDUCIBLE si: 

AD ¡; A. 
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2.8 Proposición 

Sea t-\ G /;\ , entonces si O G A es tal que D � a/\ 

entonces se tiene que O ¡; /-\o . 
Demostración. D � a A , entone-es para todo ( n,B ) en p A ) , D cumple 

a) Dr{AÍ) B (X)1 o 

pero con D = n, o, D = B. 

Puede darse uno de los siguientes casos: 

a') D G /\,;., 

b1) o ,t l-\� 
si el caso es a1), para el resto de los pares de p �) que no tienen c� 

mo componente a D, seguirán existd:endo elementos en aA , o sea que se 

cumplirá )\- ) o 
1 ¡; A 

si el caso es b1), por tenerse D � a/-\ , no hay posibilidad que ningún 

par de p /-\) se quede sin aplicable, y asi 

aplicabilidad. 

2.9 Definiciones 

Sea .A ¡; /x\ 
I) /\ se llama TERmINi:\L si r/\ ¡t 

" Ao II) F\se llama INICIAL si = y1 

A- ) . ,D{ : . sigue siendo una 

• 
� 
! 1 l I L! 
� 

-- -1 ! ( '¡' 
1.: l I 
_....::_¡ ,.::_! 
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DEFINICION 

.3,� Oefiniciéin 
SEJ21n/\ ' .-�,} , r 

-;: __ .; 
/' Se dice que /\ 

�NGULARES DE PRifflERA CLASE o simplemente Angulares cuan do cumplen.; 

Existe un único m G a/\ (t¡ a[) 
si /\ y l_J son angulares, el conjunto m recibe el nombre de RPZON, 

3.2 Definicione6 

r a z ón i,l. b angulares de 

{.\ ¡; A ,E / Existe 8 ¡; /\ y !YI a A n B (X) 
i 

con m I n y m I B \ 
r 

se define como el conjunto 

A G Or-1 Existe B ¡; !\ 
IYI ;"\ na (X) ·, L.) y a 

1 m I .i 1 con ¡\ y m r B ? 
i 

1, 

Sean P 
1 \ 

entre/-\ y IJ se define como el conjunto:' 

m( /� 
= D) = 

� 

El ANGULO 

II) El nngulos entre D y /\ 

fil( [) : t\ ) 

I ) 

3.,3 Definición 
Sean¡�\ �8 dice que /\.. y e son 

ANGULiiRES DE SEGUND{I CLASE cuando cumple: 

Nota: Dos aplicabilidades angulares de primera clase, lo son de segunda 

Se puede generalizar a rlecir ANGULílRES DE MULT:PLE ClílSE cuando: 

Existen 1\1,N,L, •.. e r, aA n 8 C. c nrnpa r ab Le s dos a dos. 

3.4 Ejemplos. 

a) Sea X = ) U,l,2.,3,4,5,6 [· y sean ·, ¡ 

A . 
�3,4� : \, �2,3j ' l : 4' 

. . l 1 • 
�2,4,5,6jí = \ i , 2 ( , ' )l; 3, 5 r ' ,. JO, 4. ' � ( ' y i I 

: : 

D j 1 1 
) 1 l 1 

'\ 2, 3, 6 �0,3,4,5,5¡, 1 ( / \ = .\ 4 ( ' '¡ 1, 4 r ' {l,2,3,6/ )1,3f r 
: ' ' 1 1 ' • 1 



de razón 

y 

también puede 

se�varse que la unidn de ostos �ngulos no es una aplicabilidad. 

Pr.r qué se ha hecho la anterior obsorvacién? 

00-·· 

Primer amente , p D r pura curie, sida d • Y a viendo un poco más calmad o la p o - 

sibilidad de que parA algunas aplicabilidades angulares de razón m se 

cumpla que la unión de los angulas sea una aplicabilidad, me he propues- 

to mostrar un ejemplo ( mejor dicho, forzar un ejemplo ) 

j ; Sea X= ,1,2,3,4,5,6,7t y sean los �onjuntos , 

A C . )) \ j \' l 
m( . ) =) :2,3,41r, 11.,2,3,5(, �l,_3,6(( y : 

m ( e· /\ ) = . 
(� 2' 3 ¡ 5' 6( ' � 2; 3 ' 5' 7} ' . { 3' 6 � 

' � 
l ' 3 �

 r 

ílsi, si ponemos m = 

es una aplicabilidad donde: 

p � 1-, 2 ., 3 7 5 , 6 � ( /\ : e· ) i____) � l , 2 , 3 , 5 , 6 � ( e : A ) ) = 

) • • l.. l ! � 

1 
( �2,3,4} ?72,3¡5 ( ).( �2,3,4( 11,3,6, ), 

( {2,374}, 
�2,3,5,6( ),( �2,3,4�, �2,3,5,7� ), 

(�2,3,4� , F,·3 r ),e F,3,4 � 
¡ 

-{3,6� ),e {1,2,3,5� 

�1}3,6� ),( 
{l,2,3,5�·,� 2,3,5,6� ),( � l,2,3,5}, 

12 ' 3 ' 5 ' 7 � ) ' ( � l ' 2 ' 3 ' 5 � ' � 3 ' 6 ( ) ' ( � l ' 3 ' 6 l , � 2 ' 3 ' 5 ' 6 � ) , 

( �l,3,6�, {2,3,5,7( ),( {2,3,5,6(, �2,3,5,7� ),( � 2,3,5,7} 

� l ; 3} ) , ( { 2 , 3 ' 5' 6} ' -i l ' 3 } ) '' ( 13' 6 } ' { l ' 3 } ) ' ( � 2' 3' 5 , 7} ' 
�3,6} ) •• 

·[ 
; 

1 
\. 
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tales que: 

j . 

�1,2,7( 

ahora A. y e : 
i . f i 
)2 , 3 , 4 � , �l , 2 , 3 , 5 f 

• 1 

{l,4,77 }, y 

{ 2 , 3 .s , 6 � , � 2 , 3 1 5 , 7 ? , � 3 , 6 ( , i l , 3 r , i 1 , 2 , 3 , 5 , 6 ( , { 2 , 4 , 7 � , 

)1,2r � las cuales cumplan: 

/-\ , e r; /J\. , Y a f \ n a e· = IYl = � 1 , 2 , 3 , 5 , 6 ( 

So han construido dos ap Li c ab í Lí da de s angulares A. y e d� razón IYl 

IYl ( !\ = e ) i.. IYl ( e : A ) � /x\ 

formemos 

APLICABILIDADES ANGULARES PERPtNDICULARES 

3.5 Oefinicic5n 

�\ 
y e= son PERPENDICULílRES si: 

m( /-\: e Hum( e : A ) ¡; A 
. . 

Sean A angulares de razón IYl. Se di�e que 

3.6 Definiciónes 

EL CENTRO DEL PUINO DE/-\ y Des el c on j un t o IYl( A : D ) 
EL 11NGULO PRINCIP[.lL DEL PLf\NO DE /\yo es el conjunto 

ic. íl,B) G PA) / M a;¡ n 8 (X) con m / 

EL PU\NO DE A 
Sean A YD DG 

en ese 

perpendiculares de razón IYl, entonces: 

orden ! ! ) e� el conjunto 

A, 8 ¡. 
3. �y No ta : Puede definirse el plano de D y f\ , el centro de dicho pl� 

no unicamente cambisndo el orden del producto cartesiano en lss definicio 

nes 3.6, y se puede definir el �ngulo principal de ese plano como: 
{ ( 11,B ) G p D ) / m a A ns (X) con m / 

A,B} 

3.8 Definición 
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·se a n A , D G A pe r pe n di e u la res de r a z é n m , Un a 

.. unción 

f: /-\ X D --�.> D X A se llama PLANgR si f es tal 
que: 

f( ( A,B ) ) = ( B,A ), para tndo 

Not�: Es de notar quo esa Una funci6n es Unica • 

:-:i ·. 9 .. n c t a s : 

I) si fes planar, entnncos f os inyectiva, pues si ( B,� ) = ( D,C ) en 
n /\ 
; 1 X , __ , . e n ton e es ( A , B ) = ( e , D ) , o se a que si f ( ( r� , B ) ) es 
l-' / \ , 

igual a f( ( C,D ) ) entnnces ( A,8 ) = C, D ) ; 

II) si f os planar, entonces fes suryectiva, pues para todo ( B,íl ) en 
\] X A , se tiene que ( n, B ) está en /\ xO y f ( ( A, B ) ) = ( B, f.\ ) ; 

III) si fes p Lan a r , entnncos f b ran s f o r-me al c e.n t r o del pleno de/.\ y [J 
en el centro del plano de IJ Y,,l\ , 

-.1 
1 

i 
1 ' ·. 

¡--:-, ; r 

! i 
1.-:..::i 

� ¡ ,¡ 
1 . . ! \__:¡ 

,-. ·, 1 

cU ·T1 TI lJ ;_ ·_! 
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APLICílBILIDADES CONSTílNTES 

{Í. l Definición. 

Sea /\ G 

e l) 

e 2) 
(' /x\ , \ 

Diremos que ¡--\ G ' 

l T ¡; ¡-\ y Tes nrJ vacío 

A . 
/x\ Se dice que /� es CDNSTílNTE EN T s í r 

/1. n 8 a T (X), p a r a todo ( A,B) G P/\ ). 

es CONSTANTE si/-\ es Constante en algún T. 
1 ' 

4.2 Como ya se ha mustradoi si 

tonces j G /A_ 
X, T ) os un espacio topológico, en--- 

Sería interessnte, creo yo, buscar más subconjuntos de P(X) ( poten-- 

cías de X ) que cumplieran con ser aplicabilidades, sin olvidar la condi 

cién de ( X, .T ) . 
Para comenzar, consideremos un elemento" a 11 de X y el conjunto N(a) e! 

de todos los vecindarios del punto" a"· 

Se cumple que para cualquiera dos vecindarios del punto v1 y v2, v1 in- 

tersectado con V2 ss un vecindario del punto ( V1 r) v2 G N(a) ), en- 

toncas si v1 y v2 son no comparables, tendremos que: 

V1 n V2 a v1n "z (X) , asi: 

N(a) ¡; 
/� 

( podríamos obviar esbe resultando teniendo en cuenta que N(a) es un fil 

t r o ) • 

Ahora bien, si tomamos un Sistema Fundamental de Vecindarios¡=: del pultc 
11 a ", tendremos que F es una aplicabilidad. 

4.3 Definición 

Sea(· X, T ) un espacio topolc'igico. Dd r crno s que ( X, T 
es un ESPACIO TOPOLOGICO APLICABLE ( o simplemente Aplicable ) si 



2 fj 

i-es Constante o si i-� es vac�o. 

t¡, 4 Ejemplos. 
¡ \ 

;J ) Sea X = < a, t ( ' 
ble con T� = 0 

Tl = i X' y1 { 

T2 = l X' 0 
T3 = ,:; X, 0 
T4 = {X' 0 

y asi, X,T1 ) 

, Toda tnpológia de X, nos lleva a Vn Espacio Aplica- 

Tl 
� 

91 = 
. l X .! a ( ( T2 = 0 1 .. 

1 
r , b .. \ " 0 { r1 ( I T'..: = y 
\ 1 J 

�ª ,bH "' 0 T" = 4 
( X,T2 ) ' ( X,T3 ( X, T 4 ) son aplicables. 

b) Sea X un conjunto no vacío y sea x ¡; X, consijaremos el siguiente con 

junto: 

Tx = J A ex / A = % 6 
1 una topología en x. 

x b A f y mostremos que Tx es 

por definición; 
_,..... 

¡·,) Sean A1,A2 G !x 

luego i1Í n A2 G Tx 
c ) Sea T un a colección de elementos de Tx , en tone es l_) í.\ A G T es un ele 

es o vacíó o x pertenece a él, entonces 

mento de.T , porque dicha unión es o v a c í a o x pertenece a ella. ¡X 

Asi, -i-� es una topología en X. 
--;- � Consideremos ahora I x" 

(1¡T"' I 0 porque x s • 1 X 

qua { x}>: .rn- , 10 que Lrnp Lí.c a que nTx � i; Tx . 
1 

Cpnsideremos ( A,B b p Tx L entonces ( n , B ) cumple: ,C\ n B el 
{ >l} (X) 

n-r" J / 1· � i y SBA X,., = ) y ¡; X y ¡; A para todo A ¡; .. r· X l 

A' p a r a todo A ¡; -r � 
' luego X ¡; ílT/ o sea 

' X 

porque l xGA! ,B. 

Por otro lado, ílTx"'��i\, para todo A¡; T/� ' luego nna ªílT/\x) 
para todo.(: A,B ) G pTx ). 

Asi, existen al monos dos conjuntos T dei-x qua cumples: 

A n B a T (X), para todo ( A' B ) ¡;; p T X ) ' 



y tenemos ( X, ·rx ) es aplicable. 

ESPACIOS CONTABLES Y APLICABLES 

2 7 

4.5 Proposición 

íl partir da un c1-aspacio 
// 

primer espacio contable ) se 

puede llega� a un espacio aplicable. 

Demostración.. Sea ( x,"f) un c1-espacioº Sea p G X, entonces existe 

una base local contable en p, sea 8 , 
--�--------- p 

t r u í.r una ,.LJase local do oncaj0 / 
. .._ __ 

_......,__ :..-- 

ª. partir de la cual se puede cons- 

1 

S 8.:l 
. 1 B = ) 81,82;82, Q Q o \ p ( 

Soan El = ª1 

E2 = ª1 Í) ª2 e ª1 = El 
L = ª1 n ª2 (¡ 83(:slnsz = E2 r: El L3 ,...__ 

Así, la base local de encaje Ep es: 

y cumple que: 

Consideremos el conjunto 

= � A C X / 
\ -- 
' r:l E E 
�¡:J, l' 2' 

(\ = fiJ 

' ... � 

o A G E p 
� 

, o se a e l e o n j un t 'o 

-, 
Veamos que ( E1, ! Ep) es un espacio topol,gi�o: 

+r-: 
a) � 

1 

El' s IE por definición; p --,-- - ¡ �) Sean E., E. b l E • entonces Ein E. s E p' ya que 
l J p' J 
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E. n E. = E. 
J. J J 

= E. 
l 

si j �· i 

si i < j ( i,j ¡; ti!) ' 

entonces la unión de un ndmero cualqui� 

�s de elementos de 

Sn a fr./ i G I1, 
I l 

es numerable, Sea 

,-E , estará en -,-E , Veámoslo: 
1 , r P 

una cnlección de elementos deTEP, y esta colección 

E = i lYr Ei y veamos que E s TEP . Tenemos 

que I es numa r-ab Le . má s aún , I (__ N, I ¡i p, luego I tiene un primer el�. 

¡,12n to ont.onces . <'. t d lo ...:::::J ,, p a r-e o o j ¡; I, entonces tenemos que: 

un espacio tn�ológico • 

9 asi: Ej , para todo j ¡; I 

es aplicable. 

E. 
l o 

Lu e q o 

-� 1 . i. o r o La r a o 

A partir de u� c2-ospacio ( segundo espacio contable ), se pu� 

de costruir un espacio aplicable. 

Demos t ración • S e a ( X , T ) un C 2 - e s p a c i o , en ton e es ( X , T ) es un C 1 - 

esp8cio, y por ello se puede construir a partir de él un espacio apli- 

cable. 

6..6 Propos.íció:1 

Sea ( X 7 1-) un c'!spsc.í o topológico con X compacto, Sea 

posee la propiedad de la 

.í n t e r s e c c j ón finita 1 entonces I e es constante. 

Demostración, Los elementos de Te son los conjuntos T- cerrados. 

D t . - , e r emos remos primero que e /x\ . Como sabemos, la intersección de 

dos conjuntos cerrados, es un conjunto cerrado, o sea que pertenece a 

Te � , entonces �esuJta fácil ver que ¡ es una aplicabilidad trivial; 

má s a ún , 1- l es trivial ( 0 ) . 
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-1- 

( 1 posee la propiedad de la intersección finita, esto quiere r1e:;ir que 

-:�oda subcoiección finita deT1 p o o e e una intersección no vacía. Como 

'.( e " e º ;r, p a e t º y --r 1 p º s e e 1 a p r º p i e d a d mene i º n a d a , en t º n e e s T 1 p º se 8 

r-r C) �nG intersección ( I \ ¡1 ) no vacía 

Consi.deremos ahora el conjunto ·1: y aup on qémo s Lo no vacío. 

í'T = r1 ·-rl e· A, !-1; a si 1 Corno ; 1 11 ¡. rt sea T ' en t on c a s T para todo A s 
1' ' 

r 1-H ( ) 1·1). A,8 G 1-�. entonces r: sean .1:\' B cr l J_ tales que A,B G p P., \ B 

o n t é en \1' luego TC A("¡ B c:x; así, A ns a T (X), y T G-r�_, en 

t onc o s T G Te y : 
• -re es c on s t an t e en T - !l l� 
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DEF IN IC ION 

5.1 Definición. 

Sea A r; A , entonces el par ( X, A) se llama 

ESPACIO DE APLICABILIDAD� 

/ 

' \ 
\ 

si la imagen inversa de tono 
\ 

' ( y' 

Sean 

de aplicabilidad 
I) Una función f: X·---:::>Y es CONTINUA 
elemento deD pertenece ªA . . 

- 
II) Una función f. X--'::;>Y es PRINCIPAL ,. 

elemento de o� pertenece a A�. 

cios 

Nota: Todo espacio topológico es un espacio de aplicabilidad� 
'··�..:::::;_-:;-- 

::-.,.,..;._...,'_.-,,. ') 
\ ., 

/;\ Consi\érense los espa- 

[)s:· la 

imagen�nversa 

de todo 
1 

5.2 Definiciones 

5.3 Definición 

espacios de aplicabilidad. 

p 
/\) 

A¡; f.V:., 

Sean 

para todo 
( A,B ) G I) 

de aplicabilidad, entonces: 

Sean X,Y conjuntos no vacíos. Una función f: X----'::f>Y se 
J 

llama CONSERVATIVA si para cualquier par ( A,B) de subfonjuntos de X 
// 

can· A,B no comparables, se tiene que f(A),f(B) son no comparables. 

No't a r si una función f os conservativa en ( x,A;(.(V, [)) espacios 

I entonces ( f(A)7 f(8� ) ¡; p [)) 

f(A) ¡; D-� . J ...:.--,-�{_-:; 
,,,,,...-- c:;:_....,e--?-- . f. 

\/./ 1 -r: .. · � _v� 
� , 

·::� 

/ \Vi .,L, b ,,. ;, �, ',,,,,-:_.,1. I 

( X, A ) , ( Y, [) ) dos 

II) 

. 5 .• 4 p.ef in ici ón 

Se dice que X e Y son IDEIYIORFOS si existe una función f � X---=>Y bi.yeE_ 
-1 tiva tal que f y f sean conservativas y continuas. 

En este caso, la funci6n f recibe el nombre de IDEmOSFISIYIO. 
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De la definición anterior se deduce: 

I) si f: X�'>Y es un idernosfisrno, entonces f, f-l son principales, 

II) dos espacios topol6gicos idemorfos son homeomorfos. 

5.5 Lema 

Sean ( X, A ) , ( Y, D ) espacios topol6gicos tales que X es 

aplicable. Si X e Y son idemorfos ( los respectivos espacios ), enton 

ces Y es aplicable. 

Demostración. Sean A, B elementos de O* tales que ( A . ., 8 ) E p D ) . 
Como f-l es conservativa se tiene que ( r-1(A) ,f-\B) ) G p A ) , ento..Q. 
ces existe T b (\talque f-1(A) () r-1(8) a T (X), o sea que Tes un 

subconjunto de la intersecci6n. 

por ser f biyectiva. 

Asi, í\ ft 8 es Y-aplicable a f(T), pero, f(T) 6 D? f(T) S D por 
que f-l es continua. Asi, se ha demostrado que Y es aplicable. 

Hay que hacer algunas consideraciones respecto a algunas propiedades de 

f que no se han utilizado en la demostración, como: 
-1 la continuidad de f, que no se necesita por ser f conQ 

servativa; la conservatividad de f tampoco se ha utilizado , entonces 

reescribiendo el lema anterior, tenemos el siguiente: 

Teorema 

Sean ( X, A ) , ( Y, D ) espacios topológicos con X aplicable. 
-1 Sea f: X-->Y biyectiva talque f es continua y conservativa, entonces 

Y es aplicable. ( m�s adn, si Y es aplicable, al tener f continua y 

conservativa con f biyectiva, lo ser� X ). 

í?I 
1 ; 
v, �, .�··' 
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