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El prusante trabajo es una coleccidn de dofinicioned y ﬂrEE§}?

nes que parten de la definicidn de "™ Aplicabilided “. Es intgnff;: mia,
¢l definir un " Ente Matemdtico " quo agrupe algunas estructuras conoci-

das .tales como Filtros, Anillos y fn&ﬂksﬁiﬁa. y ademéds sea baso para fu-

turas investigaciones ( quizds principsimente ), y as por ello que tal--

vez se sienta que falts bastante por decir, ademds do lo escrito.
I

El trabajo conat® de cinco partas.

En la primmra parte so define lo gue es una Aplicehilidad y 8 per-
tir de ests definicidn se muestra que los FPiltros, anillos ¥ topologias
qymg{gg_qulgg;_gn;i;nbilid&ﬂqi, tambidn se muestra gue el producto-u--
nidn de apliecabilidades pueder ser una aplicabilidad.

En la segunda parte se trata de agregar olementos o guitarlos de
una aplicabilidad, y de ver sf{ al conjunte resultante sigue siendo una
aplicabilidad, para terminar definiendo lo que scn aplicabilidades Ini=--
cial v Final.

La tercera parte se dedica a trabejar con dos esplicesbilideades y l&

interseccidn de sus conjuntos da aplinablﬂﬁrﬁ

Le cuarts parte trata de Espacios Topoldgicos Aplicablas, dofini=n
do primeramente lo que se entenderd por Aplicebllidad Conebante, y luago
mostrendo @jemplos de especios topoldgicos aplicables y aplicnbilidad

constanta.

La guintas parte tratm delos Espacios de Aplicsbilided, y es un Es-

Pacio de Aplicabilidad, un conjunto ¥ una aplicebilidad sobre él. Ter-

mina esta parte [ y el trabajo )}, definiendo cunndo dos gapacios aerdn

ldemorfos, estudisndo la relacidn que guardan los qypqggtqg de Jdamom-=-

L e —

fismo y Homeomnrfismo en un espacio topoldgico; y como S8 conserva la

B e T e -
A ——




propieded de ser Aplicable por medioc de idemorfismos .

Antes de terminar con esta " relecidn de contanido ", quioro agra
decer al Licenclado Javier Rivers Lezo sl haberme asesorado en el presen
te trabajo, y el haberme mostrado " detallitos " en sl trabajo con los

cusles estaris el contenido mostrando algunos errores de bastanta pesa.

ﬁ“ de usar en el trabsjo la siguiente convencidn respecto al sfa-

i

bolo dﬁ “{Enntananél?}dﬂ Conjuntos "

/ La rslanidn A( B indicard A C eyhnder.

’ vl San 5slvador, Agosto de 1977
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APLICABILIDADES

1.1 pefinicidn
Sea X un conjunto no vacfo. Unes coleccidn Adu subcon-
Juntos de X se llams APLICABILIDAD ( mobre X ) =i para cade per { A,B )

F o
de slementos de ,"'{fl_'n comparables y no disjuntos, existe un Elamaﬁtu H

-\.\_ i = .

da A Eal l:|LIE|H 23 X- uplitahm la interseccidn de A y| E[ } ¥ H es di

) /
ferante de A y de B. i ) 7 | : i .-:,_-

Definicidn / |I : W - : 3 et M

.I e

Sea A una f_n-lp::idn- da uuh:unjunlt.m-" de un conjunto X. ; ..
El conjunto PARES n[';)L el conjunta { A
PIA i“‘n { (R,B8 )6 AIA / Ay B scn no comparablos
¥ no disjuntos } ; ]

Dafinicidn

‘fg\ 8l conjunto
{ACF{!} £ Aaa una nplinuhiliﬁud { sobre X ) }.

|; .'|'|.| _-" _."'_ . Fa

Ee=y | L'r
51 A f;\ s 81 canjunto APLICABLES DE A a8 Bl conjunto

= A {DGA;’ extste (M8 ) ep(A)y 0t

'Danﬁaix}rnfnynga : J” | e

e

Hn{-,_u: si (a8 )6 pL"'A} entonces { B,A ) E p A}. .;;'_ P .’I_ JI-"'c v

¥
§ |.r
| 1.2 | por qué no trater de opersr con aplicabilidades? Para ello, con- f‘
8

,‘?Liduramuu los siguientes conjuntos: Xim 4107, 5,88 5} v

| A _H} {2030 o {306}, {308 {ri28h. {5} {12}}
RAZ iizaa} {104,5},02,4} {1:5} {2,3} , {1235!-!

N |
g e

)



Cdmo es p Al]l‘? Consideremos el conjunto A siguiente:

w2 d (dzis) s 3 30 d2ab st d2isd, Juaest ),
(-::2,:1}. v 41028 00 ( {38}, {:5,5';. il {305} » J1,2,5) ) E:.

podemoa wverificar gque los conjuntos de cada par-alamento de A, cumplen

ger no disjuntos y no comparables, ademds que para cada uno de esos ele-

megntos; @xiste un H H“'Al !t—aplic:ablErJI! la interseccidn del psr ean H
diferente & los conjuntoes componentes { del par ).
{3,5p e {2,3pMN43,4} (1)
{-s.a‘{ a 42,3 (43,5} {x_}._'
11,2 a lz,3p M 1,2,8% (1)
{L.2,5F a (2,3 I’""ti11.2; 59
{2,3% a 43,4t M l3,5% (%)
LSy 8 13,5} M41,2,5% (%)
ahora, sl conalideramos el conjunto A' comos
gf ByD ) B A:{A / ({D,B )6 A }, conseguimos todos los pa
res de aliml-antnu die Al que son no comperables y no disjuntos al unic A

¥ A'y y podemcs efirmar que .‘zl}d___ﬁ A ; ademds podemos afirmar gue

I'IHPA_I]I=AL__I1.:.*. H‘:' S ——— S J

L

Tambidn punda.-E'EEi'F—E:E_aé_ﬁu_u_ﬁ'_'?"n. un elamento de A

i1
1

Se cumplird qusl Alu AE __ o

Para mi { D nuaatra ]n aatiaFact.-id-n. ia respuests es afirmativa,

ronsidsrer~a mhara los conjuntos )
.Anl' = 4'\{2,3} v 43,85 43,84, 01,5, {5}}\1 ¥

Ao = A%, 42,381, L3,4,5), (34,8}

A‘E,Aﬂ ¢ A . pera A LJAa“ A :
Tenamos Quea {1.5}; A:‘L y qua jll.ﬂ‘f 3 A-ﬁ" entoncas ’}1.5} i l}]..ﬁ'r
son elementos de la unidn, y podemcs obsarvar que no existe elesmentd

en la unidn que cumplz ey X apliceble s la interseccidn de ellos, sien=



do el elemento diferente de sllos. Por lo tanto,

As u Ak A -

De los anteriores & jemplos concluimos que la unidn de aplicabilidades no

83 slempre una splicabilidad.
FILTROS, ANILLOS ¥ APLICABILIDADES

1.3 Una coleccidn de conjuntos, puede, bajo deteeminadas condicionas, to

mar los nombres de: Filtro, Anille, o bien, Tupologis.

A continuscidn, se trata de establecer la relacidn que guardan un Filtro,

un anillo, y un poco més tsrde une topologfa, con una aplicabilidad.

i
i § I

{ v LA, . L
- - . | Ir i

o m— - - . L4 i TR TR — -

| Sea Fun Filtro |[{{en X )y sean A,B aqf Fqua cumplen sear no comparafiles

-

—1 o

iy B -
Como F" un Filtro,| entonces Af |B estd en Fy- por ser A,8 no compa=-
\

£ o
rablea, A )P es difaijﬁt‘q de A y de B 3 luego, F cumples A= =t ?
FE I'x@/."";' o "\._ |j' s .-ll _[ i = o ...E- 1 o . l;xﬂ.\ : o
- - W g j ¥
. a7 A | PrLaeton & |
2 1 } ra -"_l,rl':.- . {/
£

) . o
Son F{Hn-nnil.‘ln“},ﬂ Ssan A,B nnF:‘.' no disjuntos w no comparablaa. A,
A - B eatdn en R, v entonces A -~ ([ A = B ) = A[T)B estd E"Rp y Sa

tiene due: i Y

_ PIR PR ) B
F{E r';s‘u 4 il : _ T - T s i

-I- i
De lo anterior conmeluimos que todo anillo y todo filtro ( en X ), es una

aplicabilidad ( subra X )
APLICABILIDADES RESTRINGIDAS

1.4 DefFinicidn

Saa AE A tal guas para cada elemento ( A4,B ) de ij.



E
axigte H an A‘t—ﬂl gue H esa { J\UE J=aplicable a ﬁ.nﬂ, con H diferentea

de A ¥ de B. Entonces A ad lloma APLICABILIDAD RESTRINGIDA.

Saa ﬁ 2l conjunto deles aplicabilidades restringidas { schre X ).

1.5 Proposicidn

Pare cuslguier conjunto X no vecid se cumple:
Damoatracidn, EnEA B A s entonces para cada { A,B ) & pA )s axia
ta D E HA tal que 0D a Af}B + -(ALaLB } con D 4 A,B; pero AL_JB i:;k.
y asl, para cada par ( A,B ) E pA}. axiste D B HA tal que D es X-apli

cable 8 A )B; con D £ A,B; luego AE A *

Proposicidn
pars X = R°, existe AE A tel que Al’ ;5‘: :
Damostrecidn. Sea C el conjunto de los circulos de radio 4 y de centro
en los puntos (2,2),{2,5),(5,2),(5,5). Sea C' &l conjunto de los circul
los de radéoc 2 v centro en los punktos anteriores.
{cé{z,z}, E&{E.E}. :*{5,2]. L‘+{E.5}:|.. ¥
C'= {tgfi.zh Ca(2,5), C5(5,2), C£,(5,5) } 4 con
C.(p,a) = :i{:r:.ﬂ 6 /% / d( (x,y)s(pya) ]{.r} -

Ahora blen, se tiene gus: p ; b
TERiy ' # i 4 |
c, (Z,n) = r:*{z, Jnl (RTY 5§ n =25 : (
| r 5
csm) acytslp) (7 s n=2s5. o V4T A
- B | P :
: P
Considérense lna;ﬁnhmngeaw:ﬁ-.h . , .
{3) e / R T
§3( €A{2,n) ) 1 n = 2,5 ¥ :
g E i ' .' .-' {ltfl
5 E,(5n) ) 5 n o= 2,5 . U i
€1 conjunta (= 15,0 £5(2,2) )y 5.0 £,(2:5) )y 8,0 €5(5,2) )y &) P L
sg{ € (5.5) :l} C' cumple: ”_'I:'. jlf"



Ca A

Sg( Cp(2,5) } il Sa( €z(2,2) ) # @, v los dnicne eleman--
tos da-C: gua =0n HE—leicahl&u a dicha interseccidn son EEfE,E} W
EE(E.E} siendo diferantes a los sobrantes mencionados, y Bn ambos casos

Ahora bieng

g2 tisne gue ninguno de los conjuntos eetd contenide en la unidn de los

snbrantes, asi,

Cr A -

CADENAS DE SDBRANTES Y APLICABILIDADES

1.6 En la proposicidn snteriap, se ha utilizado una Cadens de Sobrantes

(4]

para llegar & una aplicebilidad, Serd posible que siempre que se ten

ga una cedena de sobrantes se llegue 2 une aplicabilidad?

En la definicifin de une cadena de sobrontes intervienen una serie de ele

mantas: ) - .m_?ihﬁhﬂ S

2) A = % Ay S8 } una coleceidn disjunta de subconjuntos propios no
vacfos de un univarso Xj e 1

4
L

1
1

b) B { 8y /fiB1 }* una coleccidn de subconjuntos de X tales que para
cadal{i, 1 B I, Ei a Ry (%7s
¢) 8 = 4 s;(8;) / 16 I¢ el conjunto de sobrantes de splicecidn ( le ca-

dena de sobrantes ).

Entonces, tratando de copiar 8 la Jltima proposicidn
C-sues A

Nuestro trabsjo consiste en encontrar pate cada par ( C,D ) de elementos

daC no comparables y no disjuntos, un slemantno H daCdll"arEnta n Ly
D que cumple sar X-aplicable a C{ )D.
Eumn{:: os ls unidn de dos conjuntos, debemos tomer pares en un mismo

con junto, y luego pares con unalemento de cada conjunto.
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Sean C,D 6 B tales que C,D son no comparables y no disjuntos. Pongamos
C = EIJ-_-D = Ep- para j,p 6 I. Para EJ,EF, exista Sj{EJ} (& EF':HFI:I ) en §

tal : 8 B8 b 5.i8 B,,8
Sean ahora CyD E 5 talos Que C,D & pS). Pongemos C = 5 (8.0 = quﬂq}*
ryg B I { an 5 siempre es posible sncontarles ). Para Er{ﬂr].sqiﬁq}. B=
xiste 8 (0B, ) en B tal qua B = Er{Er}rﬁ Eq[Eq] (x) yB_ # SQ{Eqﬁn
Er{Er].

Sea ahora C € B y D 6 S tales que son no comparasbles y no disjuntos. Pan
gamos C = Hq o sp{ﬂpj, con G.p 6 I, 9fp « Como se tiene gque I‘:Iq rﬁ.ﬁp
es vac{c para 0 # p, y se tiene gue Eq{Eq] B Eq nﬁp{ﬂp:l (x) con Eq{ﬂqj

diferente a EI.':| y a Sp{ﬂn] { por Bq M Enl:ﬂn} = eqﬂu} i) SF{BD:IESEI{E‘EI}

Cl{ }, gntonces hemns ancantrado el H gue buscamns para sste casn.

ARzl, para C,D & pC }» 88 ha sncontardo H B Ctal gue H 2 Ef-}D (x)

con H # C,0. Entoncas:

Co A

TOPOLOGIAS ¥ APLICABILIDADES

1.7 paFinicion

Sa8 DE A ¥ n_nl:.nm:aa;
1) Dau COMPLETA =i X, § & D

11) Dau TRIVIAL sl pars cada { A8 ) B pD } e tiesne A f-‘| B ED.

1.8 So tiene gue en una topologfs de X ( sen T la topalogia 1y 8i A8
estdn en T, entonces n(‘qa astd en T. Si se toman A y B no disjuntos y
nn comparables, se tiene que A{)B a A{TYB (X) ¥ AfT)B £ A,B.

Aai, toda topologia T de X cumpla:
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T
Nota: para toda topologia T de X, T es una aplicabilided trivial y com=--

pleta,

FROOUCTO-UNION DE APLICABILIDADES

Notecidnt ES = SHJS

1.9 Proponaicidn

_Saa SE A « 81 S es una topnlogia, entonces

: 2 S e A
Demastracidn. Parp demostrar esta proposicidn se pueden tomar dos cami-
nosy a) mostrar qL;IEI ES es una topologfs probande que i. X,@ pertenecen
| ?_EE. ii, la inféraéaciﬁn de dos slementos de 255 estd an EES y 1iie
la unidn EE glemantos d; EES getd an 255 ] -

b) mostrar gue 255 'ES fostrard B).

2:) 5 ; Eli-:nm:tn b una topologfa. Obviomenté S 25 Para ver la

otra incluaidn, vyasta tener. en cuanta gue todo elementn de 2 S es unidn

d'EH 'dos ﬂlnmnntna da 5 ¥ por aar una tapologfa, dicho elemento estd
2 S . ai, 2 S
: : 2

Consideremos ol conjunto X ={n,‘l,n,d?cnn l_ : ’lﬂi. by 4 Led 't
ontances 2 = {iab » 46} + Yo} s Loubt , dascy o enbl t Le A
por nulided. 2| 6 S\ . méseun, 2|_ & By, 2| ee trivial, Ho--
mes ohtenidos

2 L g A\ con L_r, e
Sea ahora Z ,{' la.b} sibset . j;lu,nx y ley 1B, 'rh’.
2/ =l b} 4 Wbuch o Leacy 4 {8} s 4B} s Yoy s 1‘3 b, c}j‘y se tiena
nua Z W E‘Z gon triviales, o0 sea

2/ & A\ con A



S8 shora P & 1"." tﬂmﬁ. . Er- i J.Id I': antonces tenamos
23 =} Rael, ik iy, {a,c,d! :!hnug,lla,b,:lr}.
F’F' K;\ pnrgue no existe 0 B p qua cumpla
Da ha,g (M) Hh,t} (¥), siendc D diferente de los con-

Juntosy en cambio se tiene aque IP B f:?l. ; asl,

2[D e ,4\ cun [}p.'ﬁ}-._

Ahora, si J } {u C, d"|- f ¢ Bntonces E-,_J = JUH}, Y
EJ g A con J g ,ﬁ:\k .

Sa ha podido observer varios casos ¥y no parece hesber ley gque nos dige que
si }'-’l,‘ 4 A entonces EA g /Q‘.l .« En combio, los dus primeros caaeos

nne dicen qua(fr_\ E A ¥ due EA

Antes de aventurarnos B aSegQuUUar:
{C\E f:l\ i Ef—'\ = ﬁ'—,' » procedsmcs & hacer algu-

nae averiguaocicnes.

1.18 Proposicidn

Sea Fun filtro; entonces 2 F: & ﬁ:\
Demostrocidn. Fu EF

1.11 Proposicidn

San Lun anillo,. entoncos EL A :
Democetracidn. L & EL

1.17 MNota: Volviendo sl problama planteadn al Final de la geccién 1.9,
veamns el siguiente e jempln

Sga X = l a.b.c.d.e} ¥
A n‘,'l,zu 1Cy zph.:.d} %a sCyd) lia.h.c.dk ' lrd,ﬂh} . Al‘.‘- A
F"A-J " { :I.Iﬂrbr':".- " !Jh!':Jd}l' Yol }I'ﬂlhlc} . Hﬂrﬂld :‘jnt ?hrnrd} '

.-"n::d']r}{.],'hu,d‘l{ !-Ii,ﬂ‘m]l:lﬂﬂd?p{’dﬂlp}--
{]uh:dt,\dnr]. +-”;}



I3
( los ... indican los pares { B,A ) tales que ( A,B ) satd expresadc

en el conjunto p A} Ye

',a.b.:.d‘( E aA ; mds adn, ’l'a.h.n,d{i a AfB (%) pars tode { 4,8 )
Bn FA} an los gue A o B no e8 ia.h,n,df 3 para al par ( h]ﬂ'b":'dlt ¥
3"-‘:9} }, Eenomos gua Hﬂr':xﬂl{ 8 X-splicebla a2 la interseccidn de sus

cCompanentag.

flhora bien, E'A n!lll I.,n,.h.::,l:lll:T i’a.h.l:.d.e[‘ i Hh.ﬂ,d,ﬂl . Hﬁ.:.d,e',:_.t

unidn gon A "

5Hr¢fd:ﬂ'l{ f-'] {h.n.d,a']_ = f\ETd,BE? na existe D &n ?A diferents de &llaos

qua gea f-aplicable a I}:’.‘.,d,ﬂ.{ luegno EA g A i

Aalg
A E ,&'l, NO IMPLICA 2/&\ E A &

]
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ELEMENTOS AGREGABLES

2:1 Definicion
Sea A E f;\ « Un subconjunto A de ¥ se llama
RGREGABLE ( en A\ ) =i

A1) nEA

A 2) Exiaste ( C,0 ) en p_ﬁﬂ’\} tal que nacC () D (x)

na}Au{n?;ﬂ\.

El conjunto AGREGABLES EHA , 88 @l conjunto

-’iA ={ﬁCIfnanngragnhla{anAjEI'.

2.2 Ejemplos
Sea X =5'|i 1;2:3,8;5;5 k, y saa
;‘:\ =:l :Hll,ET.'!-"c. : 113""5'1 3 5?,3.51 v §2,3) SR 3%, {1.2,3,-5‘[,
| |
tﬂ,d,E,El I 5
A A .
Consideremoas gl conjunto 51.3? subcon junto de X. 111,3E cumple:
husy £ A
b3t e fn2,34 M) B3,4.5,6) (%)
A U‘\I\l*ai‘f B2 M &
s, K13t & oA .
Sega ahora &l subconjunto de X, 1'12.3.4.5.5}. « Dicho conjunto cumple:
42,3,4,5,6% § A,
formemns pA ¥
e A =4 ({n23 {30450 ) {}.z,aktf 42,3,6 ) ).( 41,2,31
{304,560 ), ( {3,488, {2,3,6 10,0 42,3,6) 4 {34,586 ),
( 43.4,8¢ , 2,37 ),(3,4,5}, i'l,zfa,ﬁ-? bl {2438

-{J|¢|5|E=":|p|:l'_:1|-21315%1. |_:3',ﬂ,5pﬁ'}} s = & 11.- FILPHE'E



'S -]
observarge que las interseaccilones de los pares de 1] A ]. gon los con=-
p T i
juntos -;3? ¥ .;2,1;' i ;3.6;’ ¥ gua: .

!!2.3.&.5.5;1 a .:;3:, (%)
12:3,4,5,6) o 2,30 (x)

snpA}, 12,3,4,5,8Y s af)8 (X). ( {2.3.4.5,5;\ 4 A8 ).

'-;Ersidiﬁpﬁ} o {I_:‘J'_--Elr" {X): o ses gue para todo ( 4,8 )

Podemoe obsarvar gue -‘:2,3,!3,5,5;’ cumple conz

A U{:i?,ﬂ.ﬂrﬁiﬁh\ B A‘ i para verlo, escribamos

g A U Hz,z,a.&.ﬁ}'f G
o A U {le.:.a.s.ﬁ}} ) = 8 AL {{{1,2,3} : {2,3.4,5,5} P
( {1,2,3,8} , [2:3:4,5,68 ), . . } ;
tenemos que 12,3} a ;:1.2.3} M §2,3,4,5,61 (x) , y aue
ilz.;,a} a {1,2,3.5}1’"’1 {z.a,n.a.a} (%) ;

luega, A U {{‘1.3.&,5,5 }? B /.:'k‘ y ¥ tBREmOs Quet
{2,3,4,56% ¢ aA\ .

ELi conjuntao {2.3.41.5,6} cumple con una propieded gue no @s necessaria

para sar agregable. Este propiedad me sugiere la siguiente defimieidn:

2.3 Definicidn

Saa A E Ié{:l'-,' y saa A B HA » A 88 llama
TOTALNENTE AGREGABLE ( enf\ ) =i nara todo ( C,0 ) en p A oes x-spli

gable a C 1'"'] .

El conjuntes TOTALMENTE AGREGABLES EHA )y 98 el conjunto:

TA e Jln(: ¥ / A eas Totalmoente Agregable { en A j:;l -

L]
El conjunto {2,3,&.5.5? en 8l ejemplo Bnterior, ps totslmente sgregatble.

2.4 pefinicidn

San A = (Q\. . ELl CONJUNTD PRINCIPAL de A as gl
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con juntos A":‘iﬁEAIExistEBEAr{H,E}EpA}}-

oress ezs Ae AL s AbC Ak A
AUA = A

2.5 Consideromos el cenjunto X = il.?,ﬁ.d,ﬁ,ﬁ? y sea T el conjunto
! . [
T =<| :'::r H: {31"1.5!:' ] {E.Eiﬁ:’ 4 {EFS?ﬂIEIEF ] {3?“: . T as una tﬂpnltl—

gfa de X, por lo tanto una aplicabilidad. mMés adn,

T~ {X #} & A ;

T - {{'2.3.4,5,5}} 3 _A\ ;

T-{ssh e A

Toecof 205,8.808F 5 K 5 ﬁ_} & f:?l,f
leat'ﬁj'ﬁ*ﬁ? [ ";3? " 1:- r H rlr" ¢ f:\l‘ ¥
{2,3,4,5,6) , {3}} # A.

(p1) = § ({35t 5 {23isf ), ({236}, fa,08) )) ).

i

T =

——

-
]

ELEMENTOS DESECHABLES

2.6 Definicidn

Saa A B r&\ : Un elemento D de Aua liama

DESECHABLE { defﬂﬁ ) ei:

A-ioh s A

El conjunto DESECHABLES DE A « 88 Bl conjunto

An = :1 D r.f'\ / D as Desechable da A L,

i |
En el spartedo 2.5 podemos obeervar mlgunoe conjuntos desechables da T.

2.7 Daefinicidn

gaa B\ @ /\ - fAse 1lana REDUCIBLE si:
A- Ao s A .



2.8 Proposicidn

Sea A E '/x'\,l » bntonces 81 D B A s tal que D § EA ;

entonces se tiene que D B jﬂ\n -

Demostracidn. D B HA + entonces para todo ( A,B ) en pf'-\ Yy D cumple
a) o galle (%), o

kY D = alY s (X), perocon D = i, 0, D = B.

Pueda darse uno do los siguientes casos:

8') D & ;&H" ,

b') D g ;":\" ;

el ol ceso es a'), para el reato de los pares de p j&k} que no tlemen co
mo componento & D, seguirdn existiendo elementos en ';%.’ 0 s08 que S8
cumplicd A- -iﬂl;" E A i

si el caso @s b'), por tonerse D B af:\ , no hay posibilidad que ningdn
par de p ;ik} ge quede sin apliceblo, y asi ﬁx: gﬂ% sigue siando una

Bplicabilidad.

2.9 pafiniclonas

Saa A ] j&\ .
1) /N se 1lames TERMINAL si TA

I1) Aaa llama INICIAL sl An

n
=
-
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DEFINICION

Jd.. dafFinicidn

Sﬁrﬂn . D f;\ S5 dice qus A ¥ Dann

RNGULARES DE PRIMERA CLASE ( o simplemente Angularas ) cumando cumplen:

Existe un Gnico m g Eja\ rﬁw a[:}

5i A ¥ Dann angulares, el conjunta ® recibe 8l nombre de RAZON.

3.2 pefinicioneg

SE“EJ'U‘{I-'k~ p I__:,a B angulares do razdn M.
I) El1 ANGULO EntrEA ¥ D se define como &l conjunto:
m{A:D}- :nEA"IExiutuasAymaﬁnﬂa{x}
con M £ iy m £ E} :
11} E1 Angulns entro D A ge define como sl conjunte

m{D A - ﬂGDfE:iEtEEELJyHa"IﬁEI{:{}

nﬂnﬂ]fﬂ.?l‘l‘lfﬁk .
1

3.3 Definicidn

Eennfjl.\ 4 C E f;}l\ « To dice guo ,f':‘\ ¥ Cﬂnn

ANGULARES DE SEGUNMDM CLNASE cuando cumple:
.y
Existen ml y M, E EA Ir' "l HL, Y I'I'l:l‘.l‘\‘l2 Bon comparablos.
Nnta: QOos spliceblillidades sngulares de primera clase, lo son de sequnda

Se puedo generalizar & decir ANGULARES DE MULTIPLE CLASE cuandos:

Exigtan MyNyLjeus: & EAF ﬂ HC_ conmparesbhles dos & dos.

3.4 Ejemplos.

8) S5ea X = { U3 X;2535:4 5+5} i ¥ @mosn

A - ,, {12} 4 {sieh o {uisish o 4za3p s foaal L 4y {z.a.s.ai}y
D !; ? ' {ll'ﬂ-} ] 12r315}' ] {Drﬁjdrsiié! {112*375:" b il':f;‘. '



A D s A
AN =J| (1,24, I3,4) {1,.5_.5> ,4 i3k Jo, 4} { B {2.*.5,5}}&A
E|:* ={ .145[ ; 42,3,6¢ ,4u,3.a.5,5|‘r ; .ﬁl o 3,15} {1.4} ( afD} )
::_,':‘\ M™ye D - HAH. Asi, /\ D son snguleres de razdn ga}
hhora olen: 4}{ F\ % {3 #,1 ; '[ﬂ sl 1 !z,a,ﬁ,ﬁ}} ¥

iaf ( BE !E\ ' <1 4y . *'u /3:4,5,6) }, e

geryvarsa gue la unidn do estos dngulos no as una aplicebilidad.

For qud se ha hecho la anierior observacidn?
Primeramenta, pear pura curicsidad. Ya viende un pocn mds calmado ls po-
sibilidaed de gue parm algunas aplicesbilidados angulares de razdn M se
cumpla gue la unidn de los dngulos ses una aplicabilided, me he propues-

to mostrar un ejomplo { mejor diche, forzar un ojemplo )

Sea X = 111,2.3.1,5.&,?'? y saan los conjuntos
ARE C‘} . { 12,3,4) , 11,2,3,5} ; {1.3,5}} y
ui:[: :A i {‘iI.E.E,Ei' : 42.3,5.?} . iﬁ,ﬁ} . *113”.
Asi, si ponemcs M = ﬁa,z,s,a;s?,
zssee) (A (C ) {2386 ¢fC s A |
]‘. !'ll.z,s.s} : -le,:-,n} ; {1,:55} ; {2,3.5,5} : {1,3} , ;:2,3,5,?} . {3,5} I‘-'
oe una aplicabilidad donde:
9{1*2,3,5,5} {J,.r':\ :C Yol..J -.',:1,2.5,5.5} (C :A B
a{ { -;Iz,s,a} . {1,2.3,5} Yo ! {2.3,&} : {1,5.5? ¥
[ {2.3:4} .{2‘3,5,5? Yol %2,3.#} : 12,3,5.?} )3
(23,4} {1,330 {2,888, 13,80 10 {1,2,3,5) ,
{1.3.6} )2 {1,2,3,5} ,{ 2,3,5 5} 1 (12,3, 5}
{2:3.5,7) )l {1,2:3,5), {3. O {1 3 5? {2 3,5,5} Ve
( il.ﬁ.ﬁ} T e N {2,3,5,6} , {2.3,5 -r} 1204 2,3.5,7} ,
{J.:z} Yol iz,:,mﬁ} ; 11,:5} Yol {3,&} i ;;1.3} }ol 42.3,5,7} .
B6F 0 } ;
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formemos ahora A y C x
A = { Ez.z,a?}. {1.2,:,5} , {1,3*5} \ .;1.2.3.5.5} ! 14,7} : {1,??
1,4,75 %, v

C ={ dzf3’515:| : {2,3,5,?? . ?.3,5} i {1,3}, {1,2.3.5.5} 3 {2,&,?} '

{_I,E.T? n ;1.2;‘ }11‘13 cuales cumplon:

AC E fx\ . ¥ EA("‘HC'.: mo = {1,2,5,5.5} 2

S0 han construido dos mplicabilidsados Angularas A ¥ C de zazdn M

talen fque: MI{A :C}I\JM{C:A'} = /QI,L E

APLICABILIDADES ANGULARES PERPENDICULARES

7.5 Definicidn

EaanA . C B ,‘!\ angulares de rezdn M. Se dice qus
;‘51 ¥ C aon PERPENDICULARES ai:

A CHrumC:Are A -

3.8 Dafinicidnes

EHHA D _ parpendiculares de razdn M, entonces:

EL PLANGD I}EA D ( an ese arden 11 ) es 8l conjunto AID
EL CENTRO DEL PLAND DEA Daa el conjunto M{ A |—\l } X mf D A Ya

EL AMGULD PRINCIPAL DEL PLAND DE A ¥ D es 8l conjunto
{{ E.H}EijIMa:qﬂE{H] r.:nnmié'.'-'qa,E}.

37 Notae: Puede daefinirse el plano da D yA + 81 centroa de dicho pla
no unicamente combisnde el orden del producto ceartesiesnno en las definicico

nes 3.6, y se puede definir el dngule principal de ess planc como:

{{ .8 ) EED };’Haﬂﬂﬂ (x) t:n:lnrnji'n,&‘r

J. 8 Dafiniclidn



2.3

Sean A. D [ /g\ perpendiculeres de razdn M. Una

"uncifn

rr Ax[) ——= [ DA e 1lams PLANAR 81 f 68 ta

quiz:
PO (A8 ) ) = (BA), para todo ( A8 ) & - Axf )

Mata: Es de notar quo esa Una Ffuncidn es Unica .

3.9.nctaes

1) si f es planar, entonces F os inyectiva, pues sf ( B,a ) = ( D,C ) en
E:‘x;ﬂ& ; ontonces { A,B ) = { C,0 }, 0 soa que 8l f{ ( A48 ) ) ss

‘gual & F{ ( C40 )} ) entonces { 4,8 ) = { C,D };

I¥) 8i f os plenar, entonces f ¢s suryectiva, puos para todo { B,h ) en
DxA » se tiene que ( 0,8 ) esté en Ifl'\ny r(({nB)})=( B8R N

111) ai f es slanar, entoncos F ktransfarmn el centra del plena da }xlyIZj

gn 8l centro del plana de DyA .
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APLICNBILIDADES CONSTANTES

4.1 Dafinicidn
Senm A & .-'5?\ . Se dice gue A es CONSTANTE EN T si:
c 1) TEA ¥ T ea na vacio

c 2) Iil'ﬁ'IEHT{R],parntudu{ﬂ,E]EpA]*
pizesds ave /\ g JA  es CONSTANTE o1 f\ es Constante en algdn T.

4.2 Como ya se ha mastradeo, si ( x,T ) es un espacin topoldgico, en--

Eonces T = ,!Qi "

serfa interesants, creo yo, buscar mds subconjuntos do P(X) { poten-=-
cins de X ) que cumplieran con sor splicabilidedes, sin olvidar la candi
cidn do { X, T).
Pare comenzar, considersmos un elomento  a " de X v 81 conjunto Mi{a) o
de todos los vecindarios del punto " a ",
Sw cumple qgue papa cumlqulera dos veclindarios del punto Ul ¥ Vo Ul in=
torsectadn con VY, es un vecindarin del punto { v, ) U, 8 Nie) Yo @N=
tonces si “l ¥y ¥V, son no camparables, tendremos gqued

vy rj v, = ulfﬁ v, (%) , vmis

Nia) B f.:\ g
( podrismos obvimar es%e resultendo teniendo en cuenta que Nf{a) es un Fil
tro ).
Ahorea bien; sl tomamos un Sistema Fundamentel de Vecindapioas F: del pulto

" g ", tendremns gue F es una aplicabilidad.

4.3 Definicidn
Seaf{ X, -r'j un espacic topoldgico. ODiremos que ( E.-T- )

gs un ESPACID TOPOLOGICO APLICABLE ( o simplemente Aplicable ) sl



Tes Constantes o si TH gz vacin.

4.4 E famplos.
W) Sea X = {a.t}' « Tonda topoldgia de ¥, nos lleve a yn Espacio Aplice-

ble con T = f .

T Ji”* iy | LI
= g el g
Taia % By .{r-b”‘ T: =§ , ¥
Ty= (% 0, {&'b}? Ty =K.}
y asi, ( KTy ] it K Tq y gl Ta ) I Xs Ty } son aplicables.

B) See X un conjunto no vacfo y ses x C X, consideremas sl siguiente cop
Junto:
T“F {Iﬁ L;xa"'l Nn=g & :-:Eﬂ} y mostremos gque T]{E..
una topologia an X.
b "
a) X & h : B I}T“ por definicidng
I:} Sean "'1'“2 = tg g @ntoncas .l'il ﬁ nz g8 o vaclid o ¥ partenece a &1,
luego A; [} A, G—|:
¢) Sea T une coleccidn de elementos dET“ y antonces ."--"’ A as un ele

AET

mEntO I:IEIr-i-llc s porgue dichas unidn es o vacias o % pertanace & slla.

Asi, Tx g8 una topologfa en X.

Considaromos ah:‘-ra_i;" ¥ B8n ﬂTx* = “- E X r-"' y E A para todo A ET
r“\l"!;ﬂ ¥ B porque x & A, para todo A 6 Tx y luege x B nT o sen

qué ix}ﬂgrﬂ:" . lo quo implics cIunrﬂ;“ c T"

Cpnsideremes { N,;B )} & p'TH ), entonces { N, B ) cumple: A ﬁ B a {u?l{‘ﬂ:}l
porque x 6 A [ 1B .

Por atro lado, HT;“E;H. para kodo A B T“H y luego .'|||’"‘|E ﬁﬂTﬂx{ﬂ
pars todo § A,8 ) & DT"‘ ¥a

Ael, existen 2l monos dos conjuntes T duTﬂ que cumplass:

AfYB a T (X}, para tedo ( A;B ) 6 PT“ )



v tanemos !,‘T; ) es aplicable.

FSPACIDS CONTABLES Y APLICABLES

4,5 Proposicidn

N partir de un C,-sspacio ( primer espacin conteble ) se
puede llega: a un ospacin aplicable.
Namostracidn. Soa { t,‘r-} un Elvuapucin. 588 p & Xy ontoncoes axiste

una base local conteble an p, @ea BF' # partir de la cual se puade cana-

i

truir una{tmse local da nncaj;{“

EE'-! Bp = HEl.EEJEE, -||i-fl -
Soan El = El 5

= Hlﬂ BBy Wy

5 Blf"l 8, M 8. 008,00 E, e, {7 E

m
[}
1] I

€, =B8N0, M wea Y8, (T By V8, o \B, ;= B, S3CE;

Agi; la base loecal de oncaje Ep =1-F

Ep = 1E1,EE....} ¥ cumple qua:

B By gt Fowes :

Consideremos el conjuntao

—

!E o {A[::J{ ;S Ah=@ o AGE Epf"““ el conjunto
p s e
'iﬂl EI’EE' --!-} =
Veamos que ( El’-rkp } s un espacio topolégiao:

a) El’ ge -{k por definicidn;

p
=) Sean EE G—!_Ep, entonces £, () EjE TEp' ya que @



2 8

£y Mgy E; si Jgi

= By el L { L8 W)Y
c} Como E JE; ;:}EE_:) ««» @ntonces la unidn de un ndmern cualquin
"z do slementoa de TEP: estard en TEP- Vedmnalo:
Sua {Ei /1B I' una cnleccién de elementos de Ep, y ssta colececidn
@& numerable. Sea E = i%)I E, ¥ veamos que E E _i_En » Tenesmos
qua I es numerablo, més adn, I{ N, I # {f, luege I tiene un primer els
manta i" ; antonfcas il_| 5,1, pareé todo J & I, entonces tenemos gque:
Ei :} E_1 ; parea todo J B I , asi:
0
E = E EI1-E i
.[D p '
Lsi, ([ El v ﬂp ] as un espacioc tnpoldgica. fldemda IEF|I gs vacfo,

luego ( El ; lEp Y es aplicetbla.

Corolario

A partir de un Ezanapaniﬂ ( segundo espacic contable ), se pue
de costruir un espacio eplicable.
Damostracidn. See ‘.-‘.,Tj Lif Ez-aapﬂuin, entonces ( :-:,T} B8 LN [:1-
gspacin, y por 8llo se pueda construlr 8 partir de &1 upn espacino apli-

cable.

d.68 Proposfolén

Sea [ X i J un =sspscic topoldgice con ¥ compacto. Sea
i : 2 _ .
f‘ = A/ i EI] ? tal gue —ri --1“G = {H} poses la propiedad de la
interesecojdn Finlta, wantonces Tn es constanta.

% son los cnnjuntns_]*q carradoa.

Uemostracidn. Los elementos de T
Demostremos primero que T: E A » Como ssbemos; le interseccidn de
doa conjuntes cerrados, @8 un conjunto carrado, o sea que pertensece a
T‘?, entonces rosulie Fdcill ver gQueo T:: g una aplicabilidad triviel;

mds adn, | 1 88 trivial (F & —rhﬂ )



28

o ——

:J_ pesed la propiedad de la interseccidn finite, esto guiere ezir gue

Toda subcoleccidn finlta dng posoe une interseceidn nno wvecfa. Como

PR
L

+ BR Corpscta y |' j Poses la propiedad mencionada, enbunnaaTl posea
¥
dnz interseccidn ( ﬂ'ﬂ ) no vacia * ¥,

-

Consfderemaos ahore a8l conjunto I"-[ gupongdmoslos no vacfo.
T pong

Comg ﬂ"rl £ ¥, sea T =ﬂ"'!"l ¢ Bntonces T C.ﬂn para todo A E_i—il‘r!“*

gean 0,8 ETT tales que { A,8 Y 6 p _I—l}+ n,g & 1’ gntOonces Hr'iE
octd an -r'l' luego TC I‘.{"] B C:{. vsal, A HE e T (x), v T F'Tl' an

toncos T L'ET': ¥ ot

I"l:: g sonstanta en T = ﬂ—rl "

2 s
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DEFINICION

5.1 Definicidn.

Sea A B A » entonces el par { X, A'}I se llama

ESPACID DE APLICABILIDAD.

Nota: Todo ospecio topoldgico es un espacic de eplicabilidad,

5.2 Definicionea

Saan AE f;\ ¥ DE f;\ « Congidéranse los espa-
cios de splicabilidad ( X, A} ik ¥ D |

I) Una Funcidn Fi X-—23Y &8s CONTINUA 8i la Imagen lnversa de todo

alemento daD perteneca aA *

I1) Una funeidn Fp X——n¥ es PRINCIPAL si le imagen inversa de todo

alemanto de ':)]'I pertonace a A“.

5.3 Definicidn
Sean X,Y conjuntos no vacfos. Una funcidn f: ¥X—=Y se
llama CONSERVATIVA si paras cualguier per ( A,B ) de subconjuntos de X

con A,B no comperables, se tiene que F(A),F{B) son no comparables.

Motea: el une funcidn f ea conservative en ( !,A "a]I.I{'n D} easpacios
de splicebilided, entonces: ..
1) ( RyB ) & pA )} entonces f{n},r{q.}".} Ep D'} '
II}) para todo A G A{‘. F(n) |:);t . ]
o

5.4 pofinicidn \\~

Saan { X, jﬂh Y & & ?.[:j } dos espacios de ;plicﬂhilldud.
Se dice que ¥ e ¥ son IDEMORFOS si existe una Funoidn fr XY biyec

1

tive tal que F y P~ sean conservetivas y continuaa.

En este caso, la Funcidn Ff recibe el nombra de IDEBOSFISMOD.



3 2
De la dofinicidn anterior se deduce:

x|

I) si f3 X—=Y¥ es un idemosfismo, entonces f, f = son principales,

II) dos espacios topoldgicos idemarfos son homeomorfos.

5.5 Lama

Sean { X, A} - D'_I pspacios topoldgicos tales que X as
aplicable. 5i X o Y son idemorfos ( los respectivos espacios ), anton
cas ¥ 88 apliceble.
Demostracidn. Sean A;B elementos ds D“ teles que { A48 ) 6 p D ¥s
Como P™* es conservativa se tiona que | f-ICAJ.F-I{H} e pjﬂk }s @nten
cas axiste T lexltal qua F-l{ﬁ} rj F'l{E] a8 T {X);, o see gque T as un
subconjunto de la intersecclidn.
Ahora bien, F(T){C f(r (A} MY ie)) = ree~i(a)) Mecet(a))= aMe
por ser f biyectiva,
Asf, A} B es Y=-aplicabla a F(T), pero, F(T) & D 2 f(T) & D por
quie F'l g8 contimus. Asl, se ha demostrado ques ¥ ez splicable.
Hay que hacer algunas consideraciones rcespecto a elgunas propledades de
f que no se han utilizado en la demcstracidn, como:

la continuided de f, gue no ss necesita por ser f-l cone

sdrvativa; la gonservetividad de F tampooo se ha utilizado , entonces

raescribiendn ol lema anterior, tenemos &l siguiantei

Teorema

Sean [ X, fﬁk Yo Y [:j )} espmcios topoldgicos con X aplicable.
Ses Fi X-—"=Y biyectiva talgue f-l 2a continua ¥ comservativa, entonces
¥ es eplicable. ({ Mds adn, si Y es splicabla, al tener f continua ¥

consorvativa con f biyectiva, lo serd X ).

1N
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