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APLICACIONES DEL ALGEBRA

EN LA TEORIA DE LOS NUMEROS

INTRODUCCION

En el primer capitulo se establecerdn los conceptos gue
pueden considerarse como pre-requisitos para la lectura de es-
te thpico.

La exposicidn es puramente enumerativa y Se Supone que

el lector esté familiarizado con 21 material.

CAPITULO I

1.3 ANILLOS

DEFINICION DE ANILLO

Sea A un conjunto, A # 4. En A se definen dos operacio-
nes binarias internas:
+1 A X A—=—> A

(x,¥) M—s #(x,y) = xty

LAXA— —>A

(x,¥) aw—n ,(x,y) = x.y

Llamadassuma y producto respectivamente, Fsta notacibn ¥y

terminologia noe quiere decir que las operaciones sean la adi-



cidn y multiplicacidn de un sistema de nimeros.

DEFINICION 1.1

Un conjuntc A se dice que forma una estructura alge-
braica de ANILLO, si existen dos operaciones binarias sobre
A, Tlamadas adici6n y multiplicacidn y que satisfacen Tas si
guientes condiciones:
lo) La adicién define un grupo conmutative sobre el -
conjunto A.

20) La multiplicaei6n es asociativa, es decir,
x-(y.-z) = (x.y).z

30) Se cumplen las leyes distributivas, es decir,
x.(y+z) = x.y + x.2
(y+z).% = y.x + 2.x

Para cualesquiera x,y,z elementos de A,

Usaremos A para representar tanto el conjunto como el -
anillo. Cuando sea probable que esta notacién cause confusidn,
indicaremos las operaciones escribiendo (A,+,:)

Puede existir un elemento 1 en A tal que 2.1 = 1.x = »
para todo x en A; si tal elemento existe diremos que A es un

anille unitario.

Representaremos por 0 el elemento identidad para la adi-
cidn, y por 1 el elemento identidad para la multiplicacién.

Por simplicidad en la expresifn, prescindiremos de aqui
- en adelante del punto en x.y y escribiremos simplemente este -
producte como =xy.

Si la multiplicacifn de A es tal que xy = yx para todo x,y



en A entonces l1lamamos a A Anillo conmutativo.

DEFINICION 1.2

Si A es un anillo conputativo, x«A, x#0 se dice que x

es un divisor de cero si existe y en A, y ¢ D, ftal que xy = 0.

Un anillo A es 1lamado DOMINIO DE INTEGRIDAD si es un -
anillo conmutativo y no tiene divisores de cero.

El anillo de los niimeros enteros, es un ejemplo de daomi
nio de integridad.

Se dice que un anillo A es unm ANILLO CON DIVISION si -
sus elementos distintes de cero forman un grupo bajo la multi-

plicacién.

QEFINICION 1.3

Un elemento x de un anillo unitario A, se dice inversi-
ble si existe un elemento e Atal gque xx'! = x1x = 1. El
elemento x'l es llamado el inverso de x.

Sea A un anillo, A es un CUERPD & CAMPD si para todo -
xeh, x70, existe x 1A tal gue xx 1 = xlx = 1.

También se define un CAMPQ como un anillo commutativo -
con divisidn. Observemos gue por definicidn, un cuerpo posee
al menos dos elementos 0 y 1.

Un subconjunto B de un anillo A se 1lama spbanillo si es
un subgrupo aditive, y si x.,y =B implica que xy«B.

En tal caso, Bes también un anilla, y las operaciones
de B son las mismas gue 1as de A.

Si A es un anillo v BCA, DCA, se forman los subconjuntos

de A.



B+D = {[x+y / xeB, y=D]

BD = {xy [/ xzB, yeD)

51 xeA se formas Tos conjuntos
x+8B = {x+b [/ BeB)
xB = {xb / beB}
Bx = {bx / beB}

1.2 MORFISMO E ISOMORFISMO

DEFINICIDN 1.2.1

Sean A y A' dos anillos, una aplicacidng del anillo A
en el anillo A" se dice que es un morfismo o uh morfismo de -
anillos si:

1) efa+b) =4 (2a)+ a(b)

2) elab) = #fa)a(b)

Para a.bsA cualesquiera.

Es importante hacer notar que: 21 + y el . gue apare-
cen en los primeros miembros de las relaciones (1) y (2) sen
los de A, mientras que el + y e1 . que aparecen en los segun-
dos miembros son los de A'.

Son importantes las propiedades siguientes:

Si & es un morfisme de A en A', entonces

1) #(0) =0

2) ¢f-2) = -s(a)

Si ¢ es um morfismo de A en A', entonces el nficleo des.
Ker(4), es el conjunto de todos los elementos ac=A tales que
#(a) = 0, el elemento cero de A', es decir.

Ker($) = (aeh / ofa) = 0, DeA')



DEFINICION 1.2.1

Un morfismoe & de A en A' se dice gue ez un isemprfismo

de anillos si 4 es una aplicacidn biyeetiva.

Dos anilles se dice gue son ISOMORFOS si existe un iso
morfismo de uno sobre el otro.
Sead un morfismo de anillos.
Entences ¢ e5 inyective s5i y s6i0 57
Ker{s) =D}
En efecto: si A y B sop anilles y
k:h-——> B
% am—> ¢(x)
Veamops gue s7 ¢ges5 inyectivo eptonces
Ker(®¢) = {0}
Sabemos que #(0)= 0, 0B
Adem#s si x # 0 es tal gque #{x)}=0,
tendrfamos gqued no es inyective, por tanto
Ker{¢) = (0}
Veamos que si Ker(e) = [0J, entoncess es inyectivo,
Sea o(x) = #ly). entonces a(x)-ely) = 0
de donde e(x-y) = 0. por sers un morfismo.
Adem&s x-yv = 0 pergue Kerla) = [0}
Por tanto x=y.

Pe donde podemos afirmar queg es inyectivo:

13 IDEALES ¥ ANILLOS COCIENTES

DEFEINICICN 1.3.1

Segan A un anille, I CA. I es 1lamado un ideal del ani-



{54
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110 B s§:
1] AL €1
2) IA C 1
3} (1,+) es un subgrupo de (A,+)
Donde Al = f{ax [ ach, xcl)
A = [xa / aeh, %ei}
Observemos que las copdiciones (1) y (2) afirman que
I absorve 1a multiplicacidn a 1a izquierda y a la derecha pa
ra ejementos arbhitrarios o2l aniilo.
"S7 A es un anilio conmutativo y ach entonces Ax es un
jdeal de A",
Prusba
Debemos probar que:
1) AAx € Ax
2) AxA C Ax
3) (Ax,+) es un subgrupo de [A,+)
Sabemos que Ax= {ax/ a=A}
Sean a2.b elementos de A
1! Veamos si AAx C Ax
Sea a(bx)ehdx
perp a(bx) = (abjxefx
Lueago albx)eAx de donde AAx C Ax
2) Veamos que RAxA C Ax
Sea [(bx)jaesAxA
Como (bz)a = bl(xa) = blax) = (ba)x = Ax
Luego (bx)aeAx de donde AxA C Ax
3) Sean u,v elementos de Ax
Probemos gue u - v g AX

Como u,v son elementos de Ax entonces



U=2ax §y ¥ =0bx con ach, bef
u-¥ = ax = bx = {a-b)x = Ax

tuego u-v = Ax de donde (Ax,+) es
subgrupo de (A&,4)

Ast Ax es un jdeal de A.

DEFINICION 1.3.2

Todo jdeal de 1a forma Ax es Tlamado un IDEAL PRINCIPAL
del anitle M.

Pado un ideal I de un anillo /A, sea % el conjunto de
todas las distintas clases lateraies de I en A que se obtie-
nen al considerar I como un subgrupo aditivo de A. Es decir

A = faaT 7 xed

El cociente % . ez dotada de una estructuraz de anillo
con las gperacignes sicuientes:

1) (x+1) + (y#1) = (x#+y) +I

2) [x+1) (y*l) = xy + I

Probemos que estas operaciones estan bien definjdas.
Tlxel, y¥I) = (x'5I,x'+1) = (x#y)+I = (x'+y")*1"

(x+I,y+1) = (%'+1,y"+1) => g+ = x'31 y y*] = y'a]

x+I = x%+1 => x=x'+i, para % sl

¥+

i

¥'+I = y=y'3i, para § el
Luego x+y = (x'+i; J*x(y'+% ) = (x'+y' )+i: pava 4y el
= x4y}l = [(x'ay" i HT = (x'+y" )4y +1
= (x'#y')+I
Luedo (x+y)+l = (x'sy' )+l

Lo cual prueba que Ta supm estz bian definida.



"{xtl,y#1) = (x'#1,y'+1) > xysl = x'y'+1"
(x+l.y+1) = (x'+L,y'+1) = x4I = x'+1 y y¥I = y'+]
xt] = x'+1 = x=x'+i; para el
yHl = y'+1 => y=y'$i, para fHel
Luega xy = {x'+i ] (»'=i )
xy = x'y'+x'H By i+ H
Xy = x'y'+i33nﬂr ser T un ideal de A.
xy*l = {x'y'+4y 21
de donde xy+I = x'y'#1
Le cual prueba que el producto esta bien definido.
Veamos ahora qlle%*EE un anilio
Py ) ‘Ascciatividad para la suma.
"Cixsl)+(y*1) ] # (2+1) = (x+1) + [ (y+I)={2+1) T]"
[C{x+1}a(y+1) T + (2+1) = [ (x+y)eI ] + (z+1)
[Clx+y)+z] + 1
Cxse{yr2) ] + 1
(x+1} # [ (y+z)+1 ]
(%+1) # [[(yr)}®{z+1) ]
P, ) Conmutatividad para 13 suma
Tx+TY4y+l) = (yrI)e(x+1]"
(e+T1}+(y+I)

1]

1]

(x+y)+1
(y+x)+1
(y+T)}+(x=T)

Py ) Existencia de un slemento neutro aditivo.

Sea (x#1)+(a+l) = x#I es decir
(x+a)+] = x+l
Esto es cijerto si a=0

Luegoe a+l = 0+1 = 1



Py )

Ps )

Pe )

de donde a+l = [
Por tanto el elemento naytro aditiveo es I
Exigstencia de simfétricos aditivos

(x+1}=(b*T1) = I

L]

(x+T1)}+(b+I)} = [(x2bls] = | = x+bel

i

Por ejemple xn+i=d = x=-b elemento
fnverse o simétrice zditivao.
Luego el simétrico aditivo de b+l es -b+I
Asociatividad para el producto.
"Lx#1)(y#1) Jl241) = (1) [ (1) (2+1) "
Cixet){y+r) T(z¢1) = [xp+l J(z41)

= Cxp)z J+ 1

= Calyzn) I+ 1

= (x+1)+{yz) + 1

= (a1} (y+1)e(z41)]
Distributividad Derecha
Ut I) [ (y+B)a(ze1) T = (x+1) (y47)elxsT){241)"
(x#1) Cly+ide(z+T) 0 = (x+1) C(y+2)sl ]
[ ely+z)+i ]
C (xytxz)+t ]
Cxy+T [+ xzt1 7]
Clx+T)(y+3) T4 {xs1){2z+D) ]
(x4 1) (y+7)e{x+1)(z21)

fl

4

H

i

Pr) Distributividad Taquierda.

T lysiHz+1) Jlx+1) = (y+I (x4} {zeD){x+1)"
Coly+1X{z+1) Tixet) = [ (yva)+l ] (xel)

= Cly+z)x] ¢ 1

= [ lyx)elzx) J* 1
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= [T (yx)+1 J+[ (zx)+1 1
= (y*1)(xel)+{z+1)(x+1)
Luego el cnciﬂnte¥~es un anillo,

% 2s 1lamado el anilly de cocientes en el cual

se cumpien las propiedades:
1) E1 elemente neutro es =1 conjunto 1
2) Si A es unitarie coh identidad 1, entonces

141 es la fdentidad de %u

3) Si xeA entonces %I = I <= xgl



1.

CAPITULD II

ANILIOS. LATERSS

—_— —

2.1 DEFINICION DE ANILLO ENTERO

DEFINICION 2.1.1

Sea A un anilla, A ssrd Tlamado ANILLO ENTERD, si es
un dominio de integridad, es decir un anilio A tal que:

1} A #.90

2) A es conmutativo

3) A no tiene divisores de cero.

PROPOSICION 2-1.2

S1A#0y A es un anillo conmutative. las condiciones
que siguen son equivalentes:

1) A es entero

2) [(a#0 y ab=ac) == b=c
DEMOSTRACION

1) =» 2]

Por hipdtesis tenemas cue A es entero y asumiendo que-
a#l0 y ab=ac es cgierto, prohemes que b=cC.

Tenemps que ab=sc. Luego

ab = ac *> ab-3ac = 0

> alb-c)= 0

comn a0 tfepe gue ser b-c=0

de donde b=c,

2) = 1)

Tenemos por hipétesis que



Ye.
(a4 @ y eb = ac) = bd=c

Para todo o.,b,c elementos de &,

Queremos preobar que & es anills gntero,

Por el enunciade de Tz propesicifin tenemos nus las con
diciones 1) v 2) sorn satisfechas, es decir, AdD v A es conmu
tativo.

Frebemos la condicidn 3) A ao tiens divisores de cero,
Se debe probar gue

57 a#0 y ab=20 entonces bh=0

ab=0 =-» ab=ao (porgque ao0=0)

= b=0 (por hipftesis)
Luego A es entero.

Lo gue completa 1a demostracifn,

DEFINICION 2-1.3

S§ A es un conjunto y Rix,y) e5s una relacidn, diremos

que "R{x,¥) es una relacidn de agufvelencia sobre A" si se -

cumpien Jas condiciones:

1) La relacifn R{x.y) implica xch, yei

2) La relacifn R{x,x]} 25 verdadera para todo %eh.

3) Lz relacidn R{x,y] impiica T3 relacidn R{y,x}.

4) Las relacieres Rix,y} y Riy,z} implican 13 rela.

cidn Rix,zl.

La condicidn primera nos garantiza gue los elementos -
que se relacionen scn elementos del comjunto A, La segunda
condicidn se 1lames reflexiva, la tercerz simétrica y T2 cuar

ta transitiva.
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DEFINICION 2.1.4

€ Res una relacifn de equivalencia sebre un conjunto

A y xeA, ilamamos clase de equivaiencia de x respecto 2 R 3l

con yunte Plxl=liveld /B {x.¥1}

-2 CUERPC DE FRACCIONES DE UN ANILLC ENTERD

PROPASICION 2-2,1

"Sea A un dominio entero.

M= t{a,b}/ach, behA y BFU}

En M denotaramos por (a,b)~(c.d) la relacién ad=bec.
Para todo a.b.c,d elementos de A.
entonces:

1) ~ es una relacién de eguivalencia en M,

2) 51'% dencta la clase de eguivalencia de un elemento

(2,b) de M y ¥={& /{a,b)=M}

Las operaciones siouientes estan hien definidas en

K.
a . c ad+ be
B3 Tha
a ¢ _ BC
B -d ©bd

3) Si a,x#0, y#0, son elementos de A,

ax _ a ax . a
= Fy y definimos = %

4) (k,%*,+) es un cuerpo

5) La funcidn yu A

A Ae— '%—Es un morfismo

inyective,
6) Si A es unitario ofij=1
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DEMOSTRA CION

Para 1 i) Reflexividad 57 {a,b)eM entonces (a,b)~(a,b)

y* gue ab=ba por ser A conmutativo.

i1) Simétrica si {a,b)sle,d)em y (a,b)n{c,d) en-
tances ad=bc, de donde ch=da y por
tanto {c.d]iia,b] es decir que
(a,b)n(c,d} = (c.d)~uf2,b)
ifi) Transitividad Si (a,b),(c,d),(=,f) estan todos en

M.s1 (a,b)n(c,d)y (c,d)nle,f) enton
ces ad=hc y cf=de, Luego bcf=bde,

y cemg bg=ad, de ellose sigue gue
adf=bde. Como A es conmutativo, esta
relacifin se convierte en afd=hed; co
mo, ademds, A es dominio entero y
d#ﬂ'esta relacidn implica, a su vez,
gque af=hs, Pero entonces (a,b)~(e,f)
y nuestra relacifin es transitiva. Es
decip que

(a,b)n(e,d) v (e,d)v(e,Fl=>(a,b]~(e,f)

Luzqgo~ es una relacidn de eguivalencia,

Para 2 i) Probemos que la suma estd bien definida en K
Sean §-= %T- ¥ %-= %T probemos que
ad+bc _ a'd' #0' ¢
b b '

§=5, - abf =ab (1)

§=§ = cd =¢d¢ (2)



Para 3

Para 4

15,
I L |
Como EE§%5-= Eﬁ%ﬁﬂﬁ- si b d lad+bc)=bd{a" d' +b' ¢ )

adb' &' + beh o

Tenemos que b o (ad+bce)

ah' dd' + cd' bb'
a' bdd + dc' b por (1)y(2)

1]

bd(a d +b' ¢! )

de donde b d' [ad+bc) bd{a' d' +b' c')
Con lo cual queda probado gue la suma esta bien
definida.

ii) Probemos que =1 producto esta bien definide en K

Sean E = % ¥ 5 = 5 probemos que E% c %}5

=a",‘-:- el = ed [(2)

Multiplicando miembro a micmbro (1) y (2) tenemos
ab' cd' = @ be' d, como A es conmutativo, luega tane
mos ach'd = a' ¢ bd esta igualdad implica que

ac _ 2' ¢
bd B d

Con lo cual gqueda [robado que =1 producto esta

bien definido en K.

k-

= %1 es cierto ya que

o

X - %1 si (ax)y = (ay)«

{ax)y = a(xy) = alyx) = (ay)x por ser A conmutativs,

)

Luego (ax)y = (ay)x

o ax _ @
257 definimos =2

(Ky*,1) es un campo 0 cuerpo

Recordemos gque un cuerpo, es un anjlla conmutativo-



=i

16.
con elemento unidad en el que todo elemento distin
to de cerp tiene un inverso multiplicativo,

El elemento neutro para l1a adicifn en K es de la
forma 2 para todo x<efA, x#0.

F;
Prueba: " &+ E—= S

%.+ %.= EE%%E.= E% por la definicidn de adicidn en

K, luego hay que probar gue

X

a
x b
§§-=-% si (ax)b = albx)
fax)b = a{xb) = a(bx) por ser A dominio entero,
luego (ax)b = a(bx)

arx_ =@
de donde bx = Y

E1 elemento negativo de EES de la Torma

-2
———

b
Prueba "E-‘- (:%] = % " con b#0

2+ (P - -E.‘;;'.’Jl - .;*z como b#0, también B #0

La adicitn e asociativa en K

P rugua: "[%4‘ E—]-ﬁ %= % * (5-+—$]"

(a + §1+$_= adtbe % . (ad+be)f+bde
f+ +
& ad EE; th IIJ
a c.e g . cfide _ adf+b(cs+de)
5 gty 5w 7 A

. ad f+bef+bde
Baf (2)

De (1) ¥ (2) se ve que 1a adici6n es asociativa.
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La adicidn es conmutativa en K.
¢ @ a

1 hgs M 2 = "
Prueha: B £ . T * E
a,c . adtbec _ be*ad _ € .2
b*3° 7B T "B i Y
a = c d
foa - 4+
de donde b + E a’ F

Lo cual prueba que la adicidén es conmutativa,

Asi hemos probado gque (K,+,:) e2 un grupo conmutativo.

E1 elemento jdentidad para el producte en K es de la

ferma %. con z un elemento cualquiera en A.

Prueba: " g . ="
a z _ 32
R * 2 bz

Probhemos gue %% %

E% 3 E si, (2z)b = a(bz)

(az)b = a(zb) = albz) por ser A dominio entero
Luego (az)b = a(bz)

ksi-% es la identidad para 21 producto en K.

En K Tos eslementos diferentes de cero son de la

fnrma%—cun a#0, by¥0.

Entonces si %-EE es diferente de cero, su fnverso
multiplicativo es de Ta forma E con

a0, b#D.

PNTTINE |
Prueba: 5
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Asi g es el inverse multiplicativo en K

ET producto es asociativo en K

Prueba: % : [% . %& = {E - %l ;

< = ) c ace
~ J = E A, | = " l'll

F - df = bdr
a Cy ‘8 _ 86 g . ac
-3 766 7= far

e (1) y (2) se va gque 21 producto es asociativo,

El producto es conmutative an K

Prueba: " E - % =.§ -5
g C n"ic - ca _ C a
F+d B d T F

a [::E a
Oe donde B+ d T

Lo cual prueba que el producto en K es conmutativo,

En K ze cumplen las Teyes distributivas,

pruwbe: 2. (S S 2 .S+ 2, L

a c, ey a cf+ed _ alcf+ed) _ acf+aed
(e pe b St - dgRedl o2

a c, 2 e _ ac . se _ achf+bdae
b*d b *F ©bd bBY
- btﬂﬂf+ﬂﬂd} = acf+apd [EJ
Bldbf) bdf

De (1) y (2) se tiene que

3 14 ] a [ = 3 <]
velg*s) “gratp--F
T EN R RT

g . ;] g e _ (ad+becle _ ‘adesbce (1)
(5 4 F "Bd- °F T ba¥ T bd¥



Para 5
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a e_c¢c e _ae  ce agedf+cebf
b*F d°F B  HF

_ flade+bce) _ ade+bef (2)
bdf
f(bdf)

De (1) y (2) s= tiene que

e c 8

a , cye _ 2
il 1 T - I
Con 1o cual queda probado que (K,+,-.) es un cuerpo

?:H-——PK‘IHM;—

es un morfismo inyectivo
Debemos probar que: wlatb) = wla)+u(b),

wlab) = wla)ylb) y ademds que ¢ es inyeccién,

yla+h) = ?_{_E . [E'I':':‘x = ax:b-"l (1)

p{a)+u{b) = %-+ % = 2K, 23X .

axtbx _ ax® +hx?

. x?

Probemos gue

ax+bx _ ax?+bx?

- s1 (ax+bx)x? = (ax@ +bx@ )x

(ax+hx)2 = ax¥tbx? (3)
(ax? #+bx? Jx = ax? +bd (&)
De (3) y (#) se ve gue (ax+bx)® = (a2 +b2 )x

Luago se cumpie gue y(a+b)= w(a)+e(b)

Probemos gue w(a)pl(b) = glah)
plab) = %E = ;ﬂglﬁ (1)
b 8k WX S 6

b:é__ B e, s 0 pe—
1]{3)‘11{] i i x X 2

(ab)x _ (ab)x?
. o

Veamos que
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{ablx . (8B)X o5 (an)x J@ =[(ab)@ Jx

X Xx?2
[(ab)x ]2 = (ab)x®  (3)
[C(ab)#] x = (ab)*® (4)

De (3) y (4) se obtiene que [ab)x _ ax  bx

% X 2
Luego se cumple que ¢(ab) = y(a)i(b)
* ¢ es inyeccifiny debemos probar que $(x)=¢(y)=nx=y
#(x) =3 ¥ uly) = ¢
plx) = ply)== %-n %--u %5_, %1 con a # 0
E%-t E{--:— alax) = afay) —~ #x = £y
=> x=y de donde ¢ es inyeccidn,

Luego ¢: A —> K es un morfismo inyectivo,

Para 6§ S A es unitario (1) = 1

e(1) = £, zeA, 240
1#{1} =%=l§-§.z%= IEK

pe donde ¢(1) = 1

1

2-3 <RELACION DE DIVISIBILIDAD EN UN ANILLO ENTERO

DEFINICION 2-3.1

Sean 8 un arillo entero; x,y elementos de A, xy # 0

Se dice que x divide a y si existe acsA tal que y = ax.

Enunciados sinGnimes: x es divisor de vy,

y es multiplo de x.



Notacidn: pard indicar que x divide a y escribiremos x|y,
Si A es un anillo unitario, antonces definimos por

A = {x=A7 Xy = yx = 1 para algln y=A).

al conjunto de elementos inversibles para el producto,
Ejemplo: Si A = 7 entonces ! ge compong de

# 1.y -1, es decir, ' ='(1,-1}

DEFINICION 2-3.2

Si A es un anillo entero; a,b dos elementos de A
de A, df0, Se dice que d &5 un mEximo comln divisor de a y b
5i SE-:umpTen:
1) dla y d|b
2) si meA =5 tal que mfa y mlb
entonces m|d,
para indicar quedes un mdximo comln diviser de a y b

escribiremos d = m.c.d, (a,b)

DEFINICIUN 2-3.3

Si A a5 un anillo unitario, acsA, a#0. Se dice que

a es un elemento primo de A si cumple que:

51 m,n son dos elementos de A tales que

& = mn entonces meﬂ'lﬁ nﬁﬂrjy afh™"

DEFINICION 2-3.4

Sean A un anillo entere upitario, a,b dos elementos de A.

Se dice que a v b son Primos entre s7. Si 1 e5 un m@ximo co-

min diyisor de a y b.
Escribiramos l=m.c.d(2,b) para indicar gue a y b son.primos

entre sT.
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DEFINICION 2-3.5

Sea A un anillo entero, acsh, a#l,

I} Se dice gue a admite una factorizacidn en ele-
mentos primos aen A si:
Existen B .« Pow s P. elementos primos de A y

ueA=! tales que a = w.PpPs vooP

11) Se dice que a admite una factorizacifn finfca en
glemantos primos si:
1) a admite otra facterizacién 2 = v.q.g ...q
gn elementos primes enfonces:
12) r=s
22) para cada 7 2 r existe ueA™ tal que
Pf= g, (Luege de ci=rtas permutacio

nes de los Tndices)

Un anillo entero A es l1lamadn factorial si cada eTemel

to aeA, a3 # 0 admite una Tactorizacién 2n elementos primos

gn A,

PROPOSICION 2-3.6

Sean 12) A wn aniilo umitario conmutativo
22) TCA un ideal
Entonces las condiciones gue siguen son eguivalentes;
1) 1 #A y % es un anilio entero
2) 1 ¢#A ysix,y son elementos de A tales que

xy =1 entonces xeI 6 y:eI
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DEMOSTRACION

1) = 2) %. es up anillo entero por hipftesis y asu
miendo cierto que xy eI probemos que xel 6 yel
Xy el = xy+l = 1
= (x+I)({y+1) = 1
= ¥+l = 1 6 y+I = [
= el & yel
2) = 1} Sean x.y=A tales que (x+I)(y+I)=1
(x+1)(y+1) = I = xy+l = 1
> Xyel
= (xel 6 yel)
= x+l=1 0 y+I=I
A Tos ideales 1 de un anillo conmutative A gque cumplen
una de las des condiciones anteriores se les 1lama

IDEALES PRIMOS,

PROPOSICION 2-3.7

Sean 1) A un anillp entero unitario
2) xeA, x#0 tal que Ax es un ideal primo,

Entonces X es un elemento primo.

DEMOSTRACION

Sean m,n dos elementos de A tales gue x=mn
probemos que meA™ 6§ neAT y x£ATT
XeAx —> mngAx —> (melx 6 n=hx)

(por ser Ax un ideal primo)
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Sea mefAx; entonces; existe achA tal que m=ax
luego x=axn=anx =s l=an = neA™ |

£i es el casp gque nelAx: entonces; existe aczA
tal que n=ax,

Luego x=max=amx — l=am — megA"}

Veamos que x¢£A™  (por contradiccidn)
Supongamos xeA™! | sea bsA, entonces b=b(x" x)
b=b{x" x) = (bx~!) xeAx => AC Ax

de donde A=Ax (contradiccifn porque Ax#A)

Luege xsA™!



25,

CAPITULD 11!

ANILLOS PRINCIP/ILES

QEFINICION 3-1.1

Sea A un anillo, A es 1lamado un anillo principal si

se cumplen las condiciones siguientes:

1) A es unitario
2) A es entero

3) Todo jdeal de A es principal,

Recordemos que llamamos fdeal principal de A a un-

conjunte de la forma {abfaczA} = Ab con beh,

Ejemplo:
Los enteros Z forman un anillo principal.¥Yerifiguemos

que todo ideal de Z es principal, es decir que es de la -
forma fab/a<Z} = Ab, con belZ

Sea IC Z un ideal

Sea b = min{pei/p>0 y pel}

Probemos que I=Ib

Sea del

Si d=0 entonces d=obe Zb

S§ d»0, entoncCes; existen e,r en I tales que

d= eb+r, Oer<b; res un elemento de I,

ya que r= d-ebegl de donde r=0

(por ser b minimal entre Tos elementos de I

mayores que cero)



Por tanta delb

S1 d<0, entonces =-d»>0

~d?0) = «d = e'h w» d = (-2 JheZb

de donde delb

Luege IC Zh, y como ZHC 1, se da la

fgualdad, =5 decir I=ib.

PROPOSICION 3-1.2

Sean 1) A un anille principal
ii) aeh, beA, af0 y b#0
Entonces:
1) Existe deR tal quedes el miximo comin
divisor de a y de b,

2) Existen x,y en A tal que xatyb = d.

DEMOSTRACION

Probaremes {1} y (2) simultdneamente.
Tomemos los ideales Aa y Ab

Luego Aat+Ab es un fdeal; asi existe dgA
tal que Aat+Ab=Ad

Se debe probar que d = m.c,d(a,b)

Como Ad es un jdeal entonces

1la+0bcAd = existe megA tal que a=md -~ d|a
Oa+lbeAd —~> existe neA tal gue b=nd = d|b
Sea peA tal que pl|a y plbh luego existen
r,s en A tal que a=rp y b=sp

asi d=1d = deAd = d=Aa+Ab

entonces existen x,y en A tal que d=xa+yb

gsto prueba la parte 2)



Ahora como de=xa+yb = d=xrp+ysp
= d=(xr+ys)p

= pld,

Luego 1) queda probado yaz que se

tiene que dla y d|b y ademds pld.

RRORODSICION 3-1,3

Sean i) A un anillo principal
i1) aeh, 2 un 2lemento primo
jii} beA, b no divide a b

Entonces: a y b soen primos entre sf,

DEMOSTRACION

Demostrar que a y b son primos entre s, es equivalep
te a demostrar que su méximo comn divisor es 1,
Luego debemos demostrar que l=m.c.d{a,hb)

Por ser A anillo principal existe 1 en A, Asf

si asA, entonces a=al de donde 1|a

si '=A, entonces b=bl de donde 1]b

Sea meA tal que mla ¥y m|b probemos que m|l

Existen r,s en A tal gue a=smr, b=ms

Por ser a elemento primo, tenemos gue meA™L

6 reA”l |

Si reA™l) entonces m=arr!

Luego b=(ar= )s = a{r™! s) de donde b=a(r-s)

o sea que a|b (contradiceién) ya que a

no divide a b por hipfitesis.

Por tanto r¢A~!. Luego debe ser meA™
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Como meA™ entoncas l=mm"l esto implica que w1,
AsT el mdximo comdn dfvisor de a v hes 1.

Luego a ¥ b son primos entre s7.

PROPOSICION 3-1.2

Sean i) A un z2nilla principal
i1) a,b,c elementos de A tal que
a es primo y 2]bec

Entonces: alb @ ale

DEMOSTRACION

Supongamos que a no divide a b (8 v b primos entre sf)
entonces axisten %,y en A tal que

ax+by = 1 (por proposicidn 3.1.2)
Multiplicande por c 18 ecuacidén ax4by = 1
tenemos c(ax+by) = cl de donde

cax+coy = ¢
For hip6itesis tenemos que albc entonces
existe meR tal que be=am
Luego de c=cax+chy tenemos que

¢ = acx+heoy

c = acx+amy (por ser bc=am)

c = alcxsmy)

de donde alc
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OROPOSICION 3-1.5

"53.4 os ﬁn enﬂ'lﬁ principal, A es un anillo fagtoriall,

DEMOSTR AL TON

Probaremas primero gque todo plemento de A distinto de
cero admite una factorizacién en elementos primes.
Sea 8CA, formado por elementos distintes de cero gue no ad-
miten factorizacifn en elementos primos y probemos que Bes
vacio,
Supongamos que Bes no vacfo,
Sean ay, #2, B, c.0y B9 4., O B tales que

An C AxpC AxC ... C Ag C ..,
¢ ¥ ¥ 7 %!'

Esta cadena es fini'ta, ya que UAai ags ur ideal
&N

de A, que e5 principal,
En efecto

¥y ulﬂmi es subarupo "
&N

Sean x,¥ = u:ﬂtau,I gntonces xeﬂmk ' _‘fcﬂan
ieN
si m>k, entonces Hakl': ha = %o VuAd
= g-ysha == x-yeclA
% ity

§94) " A(URa, ) C UMa, v (upna JA € UAa, "
it en en! el

Sea JeA, xelA3, ; entonces xsnat
isN

heh ¥ kcha, == szﬂaﬁ-a zxziiﬁ
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de donde A(UHai = il.!l.;g1
el =N

En “orma similar se prucba que (UAa A 2 UAa,
eN e

St UAg, = Az (por ser anillo principal) existe
n tal que a I\an ., de donde AaC An" e que
implica Ra = A%

Entonces: Ag es el d1timo e'lemento de ja cadena
3, No es eiemento primo (s1 no admitirfa la facto-
rizacién g = 1%]

Luego existen b,c zn A tal qgue

3, = bc b ¢ AL ¢ ¢ A1

entonces haﬂf Ab vy A% # Ac

Probemos que Aa # Ab

Supongamos que A%'—* Ab, entonces existen
defA, esA fal que ! g, = db ¥ h=5an

Luego a =ea ¢ = B (egc) = 1=ec de

donde ceA”! (contradiccian) porgue ciA™.
Probemos que Aan-f Ac

supongamos que ﬁq1= Ac. entonces existen

deA, ech tal que @ =dc y c=eq,

Luego a =beg =3, (be) =>» 1=be de daonde
beA™ (contradicciGn ya que hEA~!)

51 del: d% =dbc = :fan cehAec — ﬂan C Ac
dah =dhec = dchehb — dehsﬂh

= Aahﬂ Ab
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Luego Aa' C Ac - y Aa C Ab
i :

Entonces c¢fB, bfB (porcue no pueden ponerse en la
cadena, ya que Aah es el Gltimo elemento de la ca«
dena)
Esto implica que ¢ y b admiten factorizacién en =~
elementos primos, Luego a = bc implica que & admite
una factorizacifn fnifca en elementos primos, lo que
contradice la hipftesis de que Bes no vacfo,
Luego B = ¢ , 6sea que achA, a¥0, a admite factorizacidn
en elementos primos,

"Prabemos gue la factorizacifn es fGnica"
Sean a=um p . BT VI B oGy
dos factorizaciones en elementos primos

Debemos probar gue r=t

La afirmacifin upp P2 - R, = VO @ .. .G
implica que pm I'vql G e oGy

Por ser p primo, m divide a algfn %
Supongamos que pip

5i pjm entonces existe eeA tal que p = eqg
BT eq=> el

S1i tomamos e=wy, entonces p= h

sustituyendo p en 1a afirmacién tenemos

uh 1 G2+ B V1 B2 ..« G

Aplicando 1a ley cancelativa obtenemos
U ULP2 sven o™ VG2 .000r0 8y

Luego si hacemos este mismo proceso para p tenemos:

Uy Uy Gy Py voses = VO Q8 sueans 9
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cancelando obtenemos Uy b Ps.... = Vg ..., q

si r <t y haciendo €] mismo proceso anterior
tenemos Wt Uy veilly = VQ e Qs s G

haciendo f = Uty b ,...U entonces feA™

asf de f-vqﬂ_l "lmz"“'“t se obtiene

1= v 1G,, -....5 f1 esto implica que
Gty Gz < v+ G A (contradiccion)

Luego r > t
S1 r > t se encuentran ciertus?i gque son "lnvarrlh]es es

P P

decir que P t+2 ' """ 'p  estan en AT

t+l *
Luegn tiene gque ser r=t

de donde = Ly, B= b, ... ,F = b g

Asi hemos probado que cada aech, a# D

admite uné factorizacifn dnica.

PROPOSICION 3-1,6

"E1 &nilleo Z de los enteros s factorial®

DEMOSTRACION

Es una consecuericia de que Z es un anillo

principal,

DEFINICION 3-1.7

Al cuerpo K de la propesicién 2-2,1 Te 1lamaremos

EL CUERPO DE FRACCIONES del anillo A.



PROPOSICION 3-1.8

"Sean A un anillo entero unitario
K su cuerpo de fracciones
X,y elementos de K,

Entonces las condiciones que siguen son eguivalentes:

1 x|y
2)  yeAx
3) Ay C Ax"

DEMOSTRACION

1) == 2)
x|y => y = ax con xehA
-:yi:A:

Asi x|y => yehx

2) == 3)

yefix = y = a:: aeh

Sea byeMy entonces by= bax
luego byeAx de donde Ay C Ax

3)=> 1) |

Como Ay C Ax =»byefAx =>by = cx

con beA, b#0. tomando E = 1 tenemos
ly = cx =»y= cXx con ceh

""xh' v YyekK

PROPOSICION 3-1.9

“Sean A un anillo entero unitario

K su cuerpo de fracciones

X,¥;Z elementos de K

33,
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Entonces:
12} %%
2°) (x|ly y ylz) == x|z
3°) (xly y wix) = Ay = Ax"

DEMOSTRACI ON

Para 1) Por ser A anillo entero unitario existe leh

tal gque x = lx 1luego x|x

Para 2°) x|y == y = ax , acA
ylz => z = by , beh
como z =b y = bhax entonces z = hax, baeh

de donde x|z

Para 3°) x|y = y = ax , aeA
ylx == x = by , beA
Pero A.y= Ax si y sdlo si Ay C Ax y Ax C Ay
Sea ucAy entonces u = my con meh
my = max == my = AX
de donde Ay G Ax
Sea velAx enfonces v = ax con nehl

nx = nby == nxzhy  de donde Ax C Ay.
Luego Ay= Ax,

Es importante notar el hecho de que si
#ly ¥ yl|x no se puede deducir, en genparal,

que x=y; solamenie es Ax= Ay,
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PROPOSICION 3-1.10

Sean i) A un anillo unitario
i1) K su cuerpo de fracciones

i§i) %,y en K, y#0
Entonces las condiciones que siguen sun equivalentes
1®) Ay = Ax

2%) ay YV eAt

DEMOSTRACION

1°) = 2°)
Si Ay= Ax, entonces existen acA, beA
tales que y=ax, x=by
y == yx"1= zeh
x = by = xy™ = beh
ST {xy1)(yx? )={yx! ){xys ) = 1, entonces
xy=leh™d .
(xy=3)(yx*1) = %(y"rykx~t= (xx) = 1
(yx2 )ixyT) = ylxtx)yt= (yyd) =1

AsT  xyl gA™

2°%) = 1°)
51 xy~! eA*l , entonces Ay=Ax por definicidn de A",
entonces xy-teh y (xy™! )1 eA
tales que (xy=)(xy?)1l=1
Sea a = (xy1 )" asi se tiene gue

a{xyt) = (xy?)a =1
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Luego alxy™l) =1 = %x =a7ly
(xy=}) a=1=>y = ax
Si beA, untonces by = b(ax) = (ba)x — Ay C Ax
S§ deA, entonces dx = d{a”ly) = (da~? )y == Ax C Ay

o
)

donde Ay= Ax.

3-2  DIVISISILIDAD EN LOS ANILLOS PRINCIPALES

DEFINICION 3-2.1

Sean A un anillo principal, K su cuerpo de fracciones;

X,y elementos de K. Se dice que x divide 2 y si existe ach

tal gue y = ax.
La relacidn entre los elementos de K depende esencial-
mente del anillo A; es decir se trata de Ta relacidn de divi

sibilidad en K respecto al anillo A.

DEFINICION 3-2.,2

Sean A un anille principal, K su cuerpo de fracciones;

X,yd,m elementos de K.

i) Se dice guedes un maximo comdn divisor
de x,y si:
1) dlx , d|y |
2) si hek ee tal que h|x y hly == h|d.
ii) Se dice que m es un minimo comdn multiple
de x,y si:
1) xlm o, yin
2) si beK s tal que x|b y y|b = m|b



PROPOSICION 3-2.3

“A un anillo, K su cuerpe de fracciones: x,y,m,d

elementos de K.
Entonces:
i) Las condiciones gue siquen son equivalentes:
1) des un m.c.d.(x,y)
2) si beK, entonces blx y bly <= b|d
i1) Las dos cpndiciones gque siguen son equivalan=
tes:
1) mes un m.c.mix,y)
2) si beK, entonces x|b y y|b <= m|b
DEMOSTRACION
Para 1) 1) == 2)

Como des m.c.d(x,y); entonces dlx, d]y
ademfis beK es tal que blx y bly

Luego bld.

Asi blx y bly = bld.

des m.c.d(x,y), entonces dfx y d|y
d|x = x =de', e'ch

dly =» y = de', e'¢A

si b|d, entonces d = be, ech

Luego podemos escribir:

il

x = hae' blee") de donde b|x
y = bee" = blee') de donde bly

asi b|d = blx y bly

37.
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38.

2) = 1)
(blx y bly <= bld)=>d = m.c.dlx,y)
Por hipdtesis tenemos que:

1) blx y bly= bld

2) bld=> b|x y bly
tomando b=d tenemos que d|x y dly

De 1) y 2) se tiene que d=m.c.d(x,y)

1) == 2)
Como mes m.c.m(x,y), entonces x[m, y|m
ademds bzK es tal que x|b, y[b
Luego m|b.
asi xlb y y|b =» m]b,
mes m.c.m{x,y), entonces xfm, y|m

xjm =>m=xe', e'zA

1]

yim = m=y e", A

Si m|b entonces b = me, eqA

LUEGD podemos escribir:

b =me = xele = x{e"e) de donde x|b
b =me = ye'e = y(e''e) de donde y|b

asi m|b = x|b y y|b.

2) = 1)
(x|b ¥ y|b c=m|blm> m = m.c.mlx,y)
Por hipbtesis tenemos que:
i) x|b y y|b > m|b
2) mlb =x|b ¥y ylb
Tomando m=b tenemas x{m y y|m

De 1) y 2) se tiene que m=m.c,m(x,y)



PROPOSICION 3-2.4

"Sea A unm anilio principal

K su cuerpo de fracciones

X,y an K,
Entonces existen m,d en K tal que
d = m,c.d{x,y)

m=m,c.m{x,y) !

DEMOSTRACION

Como %,y son elementos de K entonces son de la
forma x = E , ¥ = L con a,b,mynen A, a # 0, n# 0

f
por ser % = E entonces a xb

I

==

por ser y = entonces m = yn

Sea Aan + Abm un ideal defA; entopces existe
d' en A tal que Aan + Abm = Ad',

Como a=xb y m=yn tenemps que

Rbnx + Abpy = Ad' ademds b # 0 y n # 0

Luago &EEE%&QE1_= E%J. Liamemosle
d a %% s kuego tenemos Ax+Ay = Ad,
Probemos quedes m.c.dlx,y)

i) Como xgAx+Ay entonces xeAd
xchd implica que x es de la forma
x = gd con gef, Luego d|x
Como yeAx+8y entonces yef.d
yeAd implica que y es de la forma

y = pd con p=A, luego d|y.
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ii) "Si hek es tal que h|x y hly entonces h|d"
hlx implica que x=hh' h'=A
hly implica que y=nh',h"cA
Sean peA, teA y como Ax+By = Ad
entances o = pxtty.
Luego d = phh' +thh" = h{ph' +th" ) implica
gue d = h{ph' +th") de donde hld,

Probemos la existencia de m=m.c.mx,y)
Se puede comprobar notando gue 1 paso al
inverso t/ —> t=! dnvierte 1a relacidén de
divisibilidad, 1o aque nos 1leva al m,c.d,
Sea t=m.c.dlx~? ,y-1) entonces t~1% m.c.mix,y)
Debemos probar que:

iy xlet , yled
§1) si he=Kk es tal que x|h, y|h entonces t |h

Para i)

tlx v tlyt por ser tem.c.d(x- ,y)
£lxl = x1=at = tl= ax = x|t

tly=t = yT= bt = tl= by = y|t!

Para i)

% | h = i h-].
- htht—= t-1]k

ylh = h -t

a0,



PROP OSICION 3-2.5

"Sean A um anillo principal
K su cuerpo de fraccianes
X,y en K, de=m.c.d(x,y), m=m.c.m(x,y).

Entonces: xy=md',

DEMOSTRACION

Esto es equivalente 2 probar que xym™l = d,
siendo ™! = m,c.d{x"1,y™)

Como w™! = m.ec,d{x~% ,y™) entonces existen
a,b en A tal que m? = ax= +by .

Luago xym™ = xy(ax~1 +by~1 ) = ay+bx

de donde xym= = ay+bx.

Hay que probar que " u|x y uly <= u|(ay+bx)"

=>) wlx = u=pu y uly = y = tu

X = pu = bx =bpu ¥ ¥y = tu = ay = atu

Sumando miembro a miambro cobtenemos

ay+ bx = atu + bpu = ulat+bp)

de donde ay+bx = ulat+bp) = ul (ay+bx)
e= ) ul(ay+bx) = aytbx = ur, con rch,

como aythx = xym™! entonces xym== ur

xym=l = up = x = ury-tnm = ulx, ry< meh

It

xym=l = upr = y = urx~tm = uly, rx=! m=A

Probemos que ry~imsA y rx~lmeh
Sabemos que w~!= m.c.d{x=1, y-1) entonces

i S NPT el

a1,
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il |kl = xl=pdz e x*lqg = zeh

m! lyl = yl=plt = yin o= teh
y como ref Tuego rxTmeA vy ry! meh

Asi xym-t= d.

DEFINICION 3-2.6

Sean A un anille principal, K su cuerpo de fracciones;
X,¥,2,d elementos de K,

Se dice guedes el m.c, d(x,y,z) si:

1) dlx, dly, d|z

2) =i meK es tal que m|x, m|y, m|z entonces m|d.

PROPOSICION 3-2.7

"Sean A un anille prinpcipal
K su cuerpo de fracciones
Xxy¥sd,d' en K
d,d' dos m.,c.d de X,y

Enuvonces: Exfiste acA™ tal que d=ad "

DEMOSTRACION

d
dl

m.c.dl{x,y} = dlx, dly

m.c.d(x,y) = d [x, ¢ |y

dlx y dly = d|d= d = xd, x=A
dlxydly = d|d=d=yd , yeh
d' = xd = xyd = xy = 1 en tal caso yeA™
Luego tomando y=2 obtenemes d=ad ,

Si A=2, tenemos gue d=1.d

~-d=(-1)d



De lo anterior concluimos que en los entergs Z el
m.¢.d no es Onico, mientras que en los naturales N 21 -

m.c.d ez Gnico.

PROPOSICION 3-2.%

" En el anille Z; a,b enteros positivos
a par, b impar
d=m.c.d{a+b,a-b)

Entonces d=m.c.d(a,b)"”

DEMOSTRACION

Como d=mc.d{a+b,a-b) entonces dja+b y d|a-b
dlath => atb = xd con xeZ
dla~b == a-b = yd con yei
Ssumando miembre a miembro
ath = xd

a-b = yd

2a = (x+y)d
2a=(x+y)d = E:{Eil}d de donde d]a.
Restando miembro g mizmbro

a¥h = xd

a-b = yd

b = (x-y)d
2b=(x-y)d = b=(%¥)d de donde d|b.
Si meA es tal que mlatb y mja=b
entonces m|d.
En efecto,

mla+h => a+b = xm «con x=l
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mja=h = @-b = ym
Luego 2a = (x+y)m
tomo d|la = a=zd con zeh
2a = (x+y)m = 2(zd) = (x+yv)m
= (2z)d = (x+y)m
- d = E5%§]m
= m|d
Luego d=m.c.d(a,b).
En forma general no se cumple,
Ejemplo: m.c.d(7+3,7-3)=2 a,b impares
m,c.d(7,3)=1
Ejemplo: m,c.d(6+2,6-2)=4 a,b pares
m.c.d(6,2)=2
5in embargo obsérvese gque si a,b son pares entonces

d 25 par.

PROPOSICION 3-2.9

" En el anilla Z
a,b enteros positivos pares tales que
2=m.c.d(a+b,a-b)

Entonces: 2=n.c.d(a,b) "

DEMOSTRACION

Por ser a par y b par entonces 2|a y 2|b
" si mla y m|b entonces m|2 "
mia y mlb = m|a+b y mla-b =» m|2

por ser 2 = m.c.d{a+b,a-b}



BREPGSICION 3-2.10

" En al anillo Z; x,y dos entercs positivos

d=m.c.d(x,y)

p X _
}I{—a-‘.‘i”—ﬂ

Entonces x' ,y' son primos entre si °

DEMDSTRACION

Es equivalente prabar que l=m.c.d(x' .,y )
Por hipdtesis tenemos que dlx, d|y va que
d=ri.c.d(x,y) y que x=x'd, y=y'd
Supongamos que m|x', m|y , con meZ
mx = = am, 8zl
mly' = y'= bm, beZ
Como: x=x'd = dx' = dam‘ = aldm)
Luego x=aldm) de= donde dm|x
y=y'd = bmd = b(md} = bldm)
Luege y=b{dm) de donde dnly
din|x v dmly =s dml|d
dn|d = m=1 = m|l

Asi 1=m.c.d{x' ,¥' )

PROPOSICION 3-2.11

" a,b,c enteros positivos
b,c primos entresf, #= bc
entonces b y ¢ son de la forma b=w? y e=v .

u,v enteros positivos

5~



DEMDSTRALCION

S1 9 es un factor primo .de a, entonces qlbc

Luego qlb & gle

Descompongamoes a e=n sus factores primos. y

SEAN P+ Ms Pre vvv s By Tos factores primos gque
dividen a2 "b": m . B . W .. Q. los factores
primes gque dividen a "c", es decir

3 =P Poe Prees Bpo G G2eee G

S5ea p un factor primo gque divide a "b"
1 puede escribirse en la forma l=xbsyc
par que b y ¢ son primos entre 37, luego
l=m.c.d{b,c), entonces I puede expresarse
como combinacitn linsal.
De l=xb®yc se uht{ene.hﬂbhycb
plb == b = pr = K= ¢
P | b= pzlihl: => bec=sp?
entunces ocurre que b = xp?risyspf= 2 (xri-ys)
Tuego b = (xr* +ys)p® de donde p? |b.
Sean p,q dos factores primos de a que dividen
a "h" entonces p ¥ q son dos factores primos
de b es decir:
b = pgr de donde K= pPgr
g |bc == be = tp2g?
b = xb? +ybc = b = p?of xr® +p? F ty

= b = P (2 +ty)

= b
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De fgual manera se prueba que si p.q son dos face
tores primos que dividen @ "c" entoncas P2 |c

for induccidn tendremos que |

. pd... ©£ b

g B & |c

Ademds pf . B ... B < b5 of . qé@ < c

S§ pru g P <b

PR, B . R, Geboo= R

entonces b = (py . p... g F= W

¢ = (gf. Q... 8.)2= ¥

3-3 ALGUNAS ECUACIONES DIDFANTINAS

Una de las paries mds atrayentes de la teorfz de ni-

meros es el estudio de 1as ecuaciones diofantinas., S tra-

ta de ecuaciones plx;.% , ... . ﬁ‘}=u, siendo p un pelinomio
de coeficientes en Z (resp. 2n (]), de las gque se buscan las
soluciones (x, ) en ndmeros enteros (resp. en ndmercs racio-
nal). Es decir cualguier ecuacién en Ta que sus solucicnes
se restrinjan a valores enteros o, en ocaciones, racionales,

recibe el nombre de ecuacifin diofantina.

En este caso, existe 1a restrinccifn adicieonal de que
los resultados no sélo dehen ser enteros, sino gque, ademds,
no pueden ser negativos.

Existen varfedades sip fin de 13as ecuaciones diofanti

nas ¥ no se tiene un método general de solucidn.



48,

Yamos a estudiar aquf dos casos particulares de 1la
famosa ecuncifén de Fermat:

May= 2", x,y.zeN* donde W* = N- {0}

Fermat afirmf haber demostrado gque, paran2 3, esta
gcuacidn no tieme solucién en ndmeros enteres todos distin
tos de cerp: su demostracidn no he sido hallada: 3 pesar
de Tos esfuerzos de muchos matemdticos, nunca se ha proba-

do para toda entero n.

PROPOSICION 3-3.1

* Sean »,¥,Z elementos de N*. Entonces:
@2y = e pxisten un natural ds0 y u,v enteros

primps antre sT tal que;
= d{uE +v ) 6

]

x = d(u® ~v2), v = Zduv,

= d(uf+v2 )

M

y = dlu®-v2), x = 2duv,

DEMOSTRACTON

=> ) Ses d = m,c.dix,y z)

ey

Sean ¥ = %, y=3%. 2=
xrz .{_J._lz = ul?

%',y ,2' son primos entre si (porgue estdn di-

vididos entre s5¢ m.c.d); entonces son primos en-

tre si dos a dos.

" VYeamos gque ¥ ,¥' son primos entre si "
Supongames que ne son primos entre si.
Sea ¢ 1 tal gque m|x , m|¥

S§ pes un Factor primos de m ertonces
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plx' s ply', tembign se va a tener que:
pIx?, ply'®?= pl(x'2+y'2) = plz'2= p|Z
Contradiccién; porque p|x', ply' ¥ plz2

no puede ser porgue x' ¥ .2' son primos
eritre s7.

En forma similar se prueba que:

x' ¥ son primos entre s

i

y',z' son primes entre s{7

" Por ser x' ,y' .2' primos entre sf:; no pueden ser

los tres nfimeros impares "

PRUEBA
Sean ¥ = 2a+l, y'= 2b+1, z'=m Zc+l
Luego: x'?= da2+da+l; y'?= & +4b+1; 2'2= 4@ +4c+l
Asi: X2 4y2= 22
(4a% +4a+1)+(4b +4b+1) = 4 +4c+l
4(a% +a)+1+4(b* +b)+1 = 4(2 +c)*1
Ak+1+8k' 1 = 4K' 1
Ak+ak! +2= 4k" +1

d{k+k' }#2 = 4" +1 contradiccidn,

" No pueden ser los tres pares "
Por ser primos entre si.
" No puede ser que dos sean pares y el otro
impar”
FRUEBA

Sean ¥' = 2a ,y'= 2h+1, 2' = 2c



al0.

#'%= 43, y'? = 4K +abe], 2% AQ
x'?. ..I.y':!,—_ 212
42

4c

43° +40° +4b+1
af{a? +1? +h)+1
Ak+1

n

4 contradiccidn
ya que 4k+1 es impar y
dc® s par.

" No pueden ser x' .y' impar y ' par

RUEBA

— ———

Sean x'= 2a+l, y'= Zb+l, z'= Zc
x'2= GaZidasl, y'?T= 4PF+4b+1, z'%= 4@

112_1,}’-2: IJE

(g +3a+1)+ (40° +4b+1) = ac?
4{a2 sa)+14+4(12 +h)+1 = &2
(a2 +a+b® +b)+2 = &&F

4t+2 = 4

2 = 4(® -t) contradiccifn

(porque serfan multiplos de 4)
Luego tiene que ser %' impar, y' par, 2 impar
8 X par, ¥y dmpar, 2' impar,
Sea x' impar, ¥ dJmpar, ' impar

Tenemos que x'Z+y'd = z'2
- ¥ 2 = 4 2
- y'2= (2 #x )(z' <xt]

m.c.d(2z" 29" )=2 y Zz'=(z"+x' j#lz -x")
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Zxt = (20 2! J=(2' <N )
Luego tenemos gue el m.c.d(z' +x* , 2 -zl =2
po- proposicifn 2-2.9
Leego 2 #x' = 2Z¥' (=35 par)
¥ z' -x' = 22" (es par)
Pero x", 2 son primes entre sf
si no 2# m.c.diz!'+x' , 2 -x')
y'e = 2x" 22" = 4" 2 (por *}
2y = W= A eyt e ¥ D

-
"

2" es de la forma x"= &
2 es de Ja forma /= v (por proposicifn 3-2,11)
Luego J..I.{'-. S T L — r.a ALY

= y% = 2yv
2z' = Zu2 +2¢2 - Z' = u2+
2x' = Zu? -2y2 - X = U2 ey2

pero por hipdtesis tenemos que

X = 5- = X = dx' de donde x = d{uf -2}
y'= E = y = dy' de donde y = d{2uv)
2= % = 2z =dz de donde z = d{u+v2)

En este sentido solamente hay gue verificar
que x24yts= 7@
Sean: X = d{e-vZ ) = diZ2 - dv2

x2 = (du? -dv2 )2

x2= {du2)2. 2(duz)(dv2}s{dvz)2?

de donde x2= & uh ~2d2 Ul VvE 2R W -



e

y = 2duy = y2= 4dZ 2 2

z = dlu2ey?) = dy2edy?

2%= (du? +dy? )%= [du? )2 +2{du?) (dv® }+(dv< 2

de donde zZ= d2 g 4+2d% y? 2 +42 yH

Ast:

dEu* - 2@ WP I+ R V#4422 vR = @ Ut r2R W v2 442 WY
de donde d2ul+2d218v2+d2y M= d7gh+2d2 y2y24g2

Luego x'4ys= 22

PROPOSICION 3,3.2

* La ecuyacifn x4+y%= 22 no tiene solucidn en N* "

DEMOSTRACION

Procedamos por reduccifn 2l absurdo,
Supongamos gue sT existen soluciones para
Ja ecuacidn.

Sea z, = min(meli* / existen x,y en N* fal que x+yh=m?)

Existen %X,y en N* tal que x'+yh= z& donde z, es minimal ,

entonces X, ¥,z son primos entre s7 dos a dos,

" %,y son primos entre s *

En efecto:
Si d>0 tal que d|x, d|y entonces |, d'|y*
d¥x*+y* pers x¥iyt = z. entonces d"‘{'zi‘-]
oy,

— Seria
d?

par tanto l:iz|':r.tl v [%}l&+t%-}l-:{

una solucidn gue contradice Ta minimidad de 7

Forgue _”1 es menor aue zD

&



De modo semejante se prueba gue
" Ko 2, son primos entre 57 "
- ¥+2, son primes entre s§"

Luego %2 ,y2 +Z, son primos entre s,

Como nuestra ecuacifn pusde escribirse en la forma
(x2)2+(y2)2= zg podemos aplicar la proposicifn 3-2.1:
salvo permutaciones eventuales de x,y: luego existen u,v
primos entre s7 fal que 2= £ -v, ¥ = 2uv, z, = W +y?

0 hien x*= 2uv, y%= ¥ -v2 B = U +y2

Segdn como 1o hemos tomado siy®* es par, entonces
y &s par.

Sea y = 2a entonces ¥ = 4#&

Si 4a2?= 2uv entonces (u es par y v impar)

o (u impar y v par)

53,

u,v no pueden ser ambos pares, por gue son primos entre s¥,

% Ne puede ser u par, v impar "
Supongamos:

u=2b, v = 2c+l
x2= yz-v? = (2b)2 «(2c+1)2

= 4% - (Gc2+lc41)

Luego x2= §b? -8c? -d4c-1 = 4(p? -c? -c)-1
Llamdndole t & (b -c®-c) tenemos
x= 4t-1
X es par o impar
x=2d = ¥ = 4d = AF = 4t-1

x = 2d+1 = x%= 4d¥+4d+1 = 447 +4d+]l = 4%-1
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=» 4F +4d-4¢ = -2
=5 4(d>+d-t) = -2
> 4p = .2
Luego tiene que ser u impar, v par.
Supongamos que v=2v' entonces yZ=duy'
u,v' primos entre si — [%,‘f? = uv' 4, Juega u,v'
son de 1a forma u = &, Vv = B
Como x?= u? -v? entonces 2 +v2 = 2
Luego por la proposicifn 3-3.1 u es impar;
% es impar. Luego existen ¢,d primos entre sf
tal que x = c2-d?, v = Ze¢d, u?= =+d?
Como: v = 2v' = 2b%= 2¢cd = b2= cd
Luega c,d son de la forma c=h?: d=r2
a2=y = h'*4r* = h%r* = a?

" Hay gue probar gue a<z,

u = a8 = acyu => a<yl = a<u?+yl= z
> a<z, (Contradicci@n)

Luege x'+y* = 2 no tiene solucidn en N*,

PROPOSICION 3-3.3

-]

" La pcuacifn ¥ #v= 2 no tiene solucidn en N*
En efecto, esta ecuacibn puede escribirse en la forma
4yt = (22 )2 y aplicande l1a proposicién 3-3.2 queda pro-
bade 3-3.3,



3-4

INDICADORES DE EULER

Sea nel*, Llamamos indicader de Evler den, ¥ no

tamos ¢(n) el nilpero de enteros P primos consn ¥
tales que QOepen es decir
y(n) = card {pel [ D<p<n: P, n primos entre si}

También podemos escribir
#{n) = card {PeN / l<p<n-1; P, n primos entre sf}
pues O y n no son primes con n,

Ejemp lo: Sea n=12. Entre las nlimeros
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, solamente hay cuatro
primos con 12: son elles 1,5,7,11 por tante
111(12) = 4,
fonvencionaimente definimos nb'.{'ﬂtl
$i n=p es un nlmero primo, es evidente gue todos
los nfimeros de 1 a p=1 son primos con P.

luege #(p) = p«l,

PROPOSICION 3-4.1

" P un natural primo, reli®, telN* |
entonces tes primo con P e=st no es multiplo

de P W,

DEMDSTRACION

we]  Si t=mp; m>1 entonces Flt, Plp’
Plt y Plp"=> P y t no son primos entre sf

(1o cual no =5 posible)
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<= ) Supongamos que t y o no son primos entre si
y sea b>1 tal que blt. b!pr
entonces T = mb
p'-"= nb
B.p.p....0 = nb
= Plb = b = pg
Tuego & = mb =» t = mpy
‘de donde t es multiplo de P,

Pars n = p , potencias de un niimero primo, redi®; los snte-
ros primos con Fr sonf 105 enteros no multiplos d= P; conmo
by poo multiplos de P entre 1 y p" entonces ¢(p") = p" - o7~
= pr”l!p-l] en donde p - pr'ida 1a cantidad de nimeros que
no sop multiplos de P.

A partir de esto nos proponemos caicular ¢(n) utili-

zando ia descomposicifn den en factores primos,

PROPOSICTON 3-4.2

" Sean nelfi*, geN*
gntonces las condiclones que siglien son
equivaientes;

1) g y n sen primos entre s

2) g*nZ es inversible en ef anille Z_
nZ

2) q+nl es generador del grupo EE- !
n
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DEMOSTRACIDN

1) = 2) El conjunto Inx/xeZ]l = nZ es un ideal
de I, luego podemos formar el anille cocjente

'InTI en donde nZ es 12 jdentidad para la suma

y 14nZ es 1z identidad para el producto,
Existen x,y en Z tales gue l=xg+tyn
(x+nZ)lq+niZ) = xq+nZ

xq=-1 = xg~xg-yn = «yn = nl-ylenZ

= Xg=lenl = xginZ= l+n

Luego g+nZ es inversible,

2} => 3) Sea xeZ tal gue
{a+nZ)(#4nZ) = 14nZ
Sea asZ veamos que a+nZz[_ gtnZ ]
a+nZ = (a+nZ)(1+nZ) = (a+nZ}{qx+nZ)
= agx+nZ = ax{q+nZ)e [_q#nZ ]
Luege a+nZe [ _g+nZ’]

3} = 1) Existe xsZ tal que
1+nZ = x(g+nZ) = xq+nZ
Luego 14nZ = xg+ni
Existe pel tal que l=xg+np
Probemos gque el m.c.d den y g es 1.
Sea d tal que: dlg y dln
Por lo tanto g=ad, n=bd
Como I=xg+np entonces
l=xad+bdp = d(xa+hp)

Luego l=d(xathp) == d|1



PROPOSICION 3-4.3

" Sea n N*, Entonces:

. pln) es igual a l1a cantidad de elementos g+nl

tal que g+nZ es un generador del grupu‘-T'-—-

nZ
. w{n) es igual a 1a cantidad de elementos g+niZ
E L1}

tal que g+nZ es jnversible en el anillo =—
nZ

DEMOSTRAGCION

Bastard probar quepara cada gq+nZ hay un finico
xeN* tal gque O<x<n-l: x#nZ=g+nl
Sea B={zeZ/ 0 <g#nz)

z. = minB, x = g+nz

0 o

. 0 <x (por defificin de B)
: X < Rl #
Supongamos n-lex
R-lex => mnex
negenz, = 0 < g+nz, -1
) < q+n{zu-11 contradiccidn

Luego 0O=x<n-1

" w#nl = gq¥nl "

X = q+nz, => X-g = nzuez
Probemos gue ¥ es Onico
Sea peM tal gue O<pen-l y penil=q+ni
p+nl = q+nl = p=.genl

- pe-q = Ny, yel
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= p = g¥ny
0_sginy = 2, <y
si p # * entonces Z, <y
2, <Y = Z tlzy
0« q-l-nzu = -1{:]'?-112E
fn-leg#nz_ +n

n-lcq+nfzu+1]

¢ 3

n-leg+ny
= np-1l<p (contradiccidin)
Porque pueden cumplirse al mismo tiempo

las condiciones.

PROPOSICION 3-4.4

" A un anillo unitar{u conmutativo
1,0 ideales de A
I+ = A
Entonces:
1) 1y = C107]
2) Hay wun isomorfisme entre;
A

— ¥
C1ad

l—¢|:nu
Fa]

=R
:

DEMODSTRACION

Sabemos que [ 13 ] es el mds pequefio ideal que

contiene a I,J.



n
14 j:{iinx{ y; fnell*, X =1, ¥ ed]

para 1)

Para 2)

1M = T TJems TMIC 10y CI0] € 100
voipde Tt
xelMJd == xel y xed
Como A es unitario entonces 1leA
leA => lel+J ya gue I+d = A por hipdtesis
lef+d 1implica que 1 es de Ta forma aty
con ael, yed.
l=a+y = x.I=x(a+y)
=> Xx.l=xatxy
= x=xatxye[ 13
de donde xe[ 13 7]
Luego TrYJIC[ 137,
"W CIdJCIryd * Basta probar que
" IIC TrYI" Sea Ueld tal que U=xy
con xel, yed entonces xXysl ¥y Xyed
de donde xyeIf2
Luege [C13 JCINJ.

es isomorfismo

i A & |
I

b > X &
C1a] J

recordemos que

v: A ——

— |

X 5 tal que
J

% ewn—s (X+1,x+d)

gs un marfismo de anillos.

60
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xeKer(g) <=y (x)=0
= y(x)=(1,0)
e (x+1,2+¢0)=(1,4d)
> x+I=] y x+J=d
> Xel y xed
<= Xelrid

Por lo tanta Ker(q) = 1114d.

Veamos ahovra que

A A

O Ty
J

T I

%+ (I11d)vwna—s (x+1,%x+d) es un morfisme
Probemos que ¢ esta bien definida o sea que
x+(IMNd) = y+(INJ) = wlx) = 4y
x+(103) = yr(Ird) =  x-ye(THJ)

ey %-yeKer(p)
wlx-y) = 0
[x-y+I ,x-y+d) = 0
(x=y+1,%ay+d)=(1,3)
x-y+i=l y Xa-ytdzl

K=yel ¥y X=y&d

d4 4 3 4

xtl=y+l y x+J=y+d
(x+I,x+d) = (y+I,y+J)

J

= yix) = v(y)
Probemos gue ¢ e5 morfismo de anillos,

1) el (xe(Ind) )+ lyr(103d)))= wixt{ind) )+ (y+ (TrAd))"
pllxefIrna))+{y+{Ina)))= wl{xsy}+1rd)



il

((x+y)2T{x+y)+d)
({x+1)#{y+1),(x+a)+(y+3))
(x+1,x+d)#{y*l,y+d)

L]

M

$xxf103))+ply+ (101 3))
i) * pla(x+111rd) )= awixe(Ir1Q))"

glalx+1rval) [ax+1,ax+d])

n

alx+l,n+d)

ap(x#({1Trva))

[

Probemos gue 4 es inyectiva

Seany,yeA tal gque ¢(x+(I1MJ))= wly+(1r1 2))
plx+(113)) = p{y+(T620))

= (x+1,x%3) = (y+I,y+d)

= %D =yl y x4 = y&d
= x-yel ¥y X=-yei .
= x-yel

= x+11Y] = y+Ind

de donde ¢ es inyectiva.
Prebemos que ¢ es suryectivo
leA = 1g1#J = l=aty con acl, ys=d

Sea (m+I,n#Jd)e A % A , Z=my+na

alz+{1713))} = (z41,2+4d)
Probemos que (z+1,z+J)=(m+1,n+J)
Debemos probar gue m+I=z+I y z+Jd=n+d
Prueba: m-z=m-lmy+na) = m-my-na
=m(1l-y}-na = m(a+y-y)-na
=ma-na = (m-nlasl

Luego m=zel. de donde m#l = z+l,



Prueba: z-n = my+na-n =

n

my+n{a-a-y)

(m-n)yed

my+n{a-1)

= my-ny

Luego z-ned de donde z4J=n+J

PROPOSICION 3-4.5

"“A un anille unitarie conmutative

s s ous

Ir jdeales de A tales qgue

I +#1; = A, s1 1 # 3.

173

Entonces hay un isomorfismo entre

A

A

A

Chiak s ~cco L 4

DEMOSTRACTON

A

¥y o= X =K,

L

(Por induccidn)

I

Para n=2 tenemos el fisomorfismo

A
Chl ]

Estr gs cierto por proposicidn 3=4.4

» B XA
i I

Supongdmosio cierto para n=r-1

3= L L

Probemos que Iy +J = A

I]_'l']z L |

-

I!"'Ir'ﬁma-l

%

Xk ¥
H¥ Y

+
xr‘ "FI"

wiaii =

r

63r



de donde obtenemos
1= (%t Hxg+w) .....(krﬂfl,}

= e ——
1 xglg... Kr +£2j3-4..|, ‘yr

Luego L:1y+J

Xef == x,lely #0 = AC I, +J
y siempre se da I, +JCA
de donde 1Iy+#J = A

Luego Ray un Jsomorfismo

FrB g BxL
C1ya] L J
Ademas hay un isomorfismo
g:ﬂ :-Pix E‘-x-..xﬂ

J L I L

Por hipGtesis inductiva

h:B-:cE
L J

Asi tenemos

A LU S Y R S
Chal Iy ¢ h I L.

es decir (hof) es o1 isomorfismo buscado.

Apliquemos ahora las proposiciones 3-4.4

y 3=-4.5 al anillo Z.

64.
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PROPOSICION 3-4.6

" 51 myn son daos nGmeros de N* primos entre sf¥,

entonces hay un isomorfismo untre:

/4 v 4 ¥ _z i
mni mi nt
REMOSTRACION

Esta proposici6n es un caso particular de la propo-
sicion 3-4.4, Luego basta probar gue

mi+nZ = 7

Comeo m y n son primos entre s entonces

1 = mx+ny con x,v en Z

Sed z=Z entonces z = z.1l = z{mx+ny)

= mzx+nzy = mI+ni

de donde Z L mi+ni

Como es para cuzlguisr Z entonces

mi+nl = Z

PROPOSICION 3-4.7

"S§ m,n son naturales primos entre =7 entonces:

v(mn) = g(mjyln) *

DEMOSTRACION

#{mn) = card{a+mni / a+mnZ e5 inversible-
Z

en — }
mni



= card{{x+mZ,y+n)/(x+mZ,y+nl)

gs inversible en . % L ]
mZ ni

= cardlx+rZ/xn+rl es inv-arsih‘te en £ }

mi
ccardix+tZ/a+tZ &5 inversibhle en —I— }

ne

= y(m).¢(n)
PROPOSICION 3-4.8

" Sean neW*, n= prLpEZ .. ... p. su descomposicidn

en factores primos. Entonces:

K 1 ypqool .
${n) = n[l-n 1(1 Pz}"”'“ e

DEMOD STRACTON

Por la preposici6n 23-4.7 tenemos
iw(n)

e )owln® ) (m® ). .ofg,")
CRR T [T S SR IR G At

= S 1 =T :
pl-l {li--p-\_--}ﬂ:e (I'E'?.]---pr [1*'&:‘)

]

n

0 T SIS 1 LT 9 S ki
mimZ...p {lﬁliiﬁ}...tl pr]

1 _FL_.___ 3
n{l pl}(l F"z} (1 “r]

de donde obtensmos

p| 1 1
wln) = n{l-i--}{l-g) R {1-5:-}

66.
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3-5  MODULOS SOBRE ANTLLOS PRINCIPALES

Cor el fin de estudiar los mbdulos sob e un anillo
principal, son necesarios algunos preliminares,

Sea A un anillp unitario conmutative y (M,+) un grupo
copmutativo.Mes llamado un A-m@Gdule a 1a izgquierda si -
existe una apiicacidn ¥: AxM ——> N

(=, X )u—ay ¥ s )=ex (==f  xeM)

tal que los axipmas siguientes son satisfechos:
1) e(x+y) = exte=y
2) (=+g)x = =x+gy
3) (=8)x = =(8x)
4) 1x = ¥ (=,82A:%,VeM)
Si el axioma 3) es sustituidos por [=g)x= g(=x)
Se tiene sohre Murna estructura de f-mbduloa 1a derecha.
Cuando se trabaja con A-mfAdulos (a 1a jzquierda 6 a

la derecha), les elementos de A son 1lamados escalares,

SUBRMDDULQS

S9 A es un anillo y Mes un A-mGdulo, un subconjunto

E de M, diremos gque E es un submfdulo de M si:

1) E es un subgqrupo del grupo (M,+)
2) AEC E
Es decir gue £ también es un A-m&duTo con las opera=

ciones de M restrigidas a E.
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51 Mes un A-mfdulo y E es un subconjunto de M, se
denotard per [CET] al subconjunto de E, formado por la in
tersecciin de tedos los submCdulos de M que :contiemena E;

[[ET] es caracterizado por las propiedades sigufentes:

1) E¢ [ET
2) [CE Jes un submbdule de M
3) S5i HEC Mes up submfdule de M tal que EC M,

entonces [ ETJC H.

Sea M un A-mfdulo y EC M, el conjuntp-

n
{ = « x /neh*®, = ch, x cE } nos da la forma
#i 1 1 1

de los elementos de[ E 7.
EC M, M un A-mddulo, se dice que E es linealmente inde=
pendiente %1

Elﬁixi =0 = g =8 =,,.8,=0
Para todu meN, para tndn:ﬁet. para todo BieA
Seamn EC M, M un A-médulo
E es una base de M si
1) W =[CET]
2) E es linealmente independiente
Un A-m6dulo M se dice yue es de tipo Tinite si existe
EC M tal gue

E es finito y [Ej=W

Un Aemddulo M es 1lamado 1ibre si posee una base,
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Se Tlama dimensién o range de un A-mddulo libre M,
a1 mayor cardinal de los coenjuntos linealmente independien

tes.

MORFISMOS DE MODULOS

Sean M y N dos médulos sobre un mismo anillo A:
una aplicacién f:M ——-o I es 1lamada un morfismo (de «

mbéduios) si

1) Flxry) = Flx)+fly)
2) flex] = =f(x)

Para todo =zA y todo x,y=M.

PROPOSICION 3-5.1 2

"R Un 2anillo principai
M un A-mddule Tibre de dimensién finita n
0 # EC M un sub-mfdule de M.

Entonces:

1) E es libre y dim E < n
2) Existen {ey i2 3,00 e} una base de M,
un natural renne Ty % elanentos
no nulos de A tal que Tﬂh.ﬁgﬂz.....rrq.}
es una base de E y = divide a =

+1
Para todo fer=1,
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DEMOSTRAC T'ON

Denntemos por M* al coniunto Mor(M,A), es decir al
conjunto cuyos slementos son los morfismos de A médule de
M en A, ST UcM*, U(E) es un fdeal de A, y come A &s prin=-
cipal exist'ﬁjsA tal gue H{E]=Aﬁl; Tuego la familia

(U(ED),_yo

to y por tantsn admite un elemento miximal; sea t=M* tal

esta formada par submbdulos de A de tipo Ffﬁi

que t(E) es un elemento mdximal de la familia {UEE}]UEH*.

Sea {31,12'...|ﬁ1} una base de M y considerzmos Jos mor-

fismos.
n .
Pd: M — A: ¢ '==.)tg.l wiwe—> =d para todo Jeng
H] i

como E#(0), existe algdn J<n tal que
PJ(E) # (0), 1o que significa que =# 03
t{e).

como "zEAmt existe 2E tal que =%

Probemos que para todo FeM*, = divide a F(e):
si dies el mi&ximo comin divisor de m Y Fle), existen

=,b en A tales que d==ut+hF[e]. o0 sea

d= (=, +bF)(e) implica Ad C (= #bF)(E)s
como d divide a = ,A= C Ad;
A, maximal implica A== (= +bF)(E) de donde

ﬁwt = Ad; luego % divide =d implica "

divide a F(e).

En particular = divide a cada pdle), para todo

Jen; sea PJ(e)=x by : bJeR, Wsn,



n n
ST xo= Jznl I:r1 11 entonces % Xo= i!-t b_.l x= e y
t{e].=t{ut x-::i=ut t({xe), de donde " t(xa)s
ﬁtil-t[:n]]=ﬂ, mt[Iit{xu]}=U. =.fo implica 1=t(x0)

Probaremos que se cumple

1) M= Axe (@ Ker(t)
I71) E = ae () Efker(t)
donde Tas sumas son directas,
51 xgM, x se puede escribir en 1z forma
X = t(x)xo+(x-t(x).xe), v entonces tenemos
t(x-t{x).xe)=t(x)-t{x)t(xo)=t(x)-t(x)=0;
Ta suma es directa ya que t(=x0)=0,
=gfA, implica =,1=0, de donde ==0;
luego =xo0 = 0.
Si x es un elemento de E, x puede escribirse
x=tlx) . go+(x-t(x).%0);
t:E]=ﬂ-tt implica existe Befl tal que t{x).x =

B=, X0 = B.ache; x-t(x)xo= x-BecE;

t
tix=t{x).xo) = t{x)=-t{x).t{xo) = tlx)-t(xo)=t(x) = 0
implica x-t{%).xo eXer(t); luego E=ARe+EfKer(t);
la suma es directa ya que s5i existe psA tal que
t(vle))=0, entonces we=y=, .xcehAxo implica

ve=0.
Demostraremos ahora la parte 1) de 1a proposicidn

Por induccidn sobre la dimensifn r de E.

si r=0, E={o} implica E libre y dim E<pn.

Fhis



12,

Si rs0, dim(ErikKer(t))=r-1, seqgln II), v luego es libre
por induccifn inductiva; Tuego si {g ,e, cvar® g} es
una base de EnKer(t), entonces {e.q .25, ...,g 3} es
una base de E, ya que la suma II) es directa.

Probemos ahora la parte 2) por induccién sobre la
dimensién n de M. Es tribial si n=0.

Para n>0, Ker(t) es T1ibre (por parte 1) y dimensifn
(n-1), ya que 1a suma 1) es directa; podemos aplicar 1la
hip6tesis inductiva al médulo Tibre Ker(t) y al sub-mfdu-
1o (de Ker(t))

EMKer(t), es decir que existen (e ,es, ..., Eh"' ulna
base de Ker(t); r<n un entero positivo, = ,= e a®, ele-
mentos no nulos de A tales que (= & fﬂgea.....nr%,} g5 una
base de Erker(t) vy = divide a =;4q DEYE 2<i<r-1, 53 pone-
mos Xo=g , = =% entonces (e,e ,....en] es una base de M
(seglin I) vy (=15 V2 B2y e s%, E\_J’ es una base de E (segln
11) y del hecho de que e = =y g )

Falta s6lo demostrar que = divide a =
Sea VeM* definida asf:

Viey )=V(es )=1, H(Ei )=0, i>3; se tiene gue
“‘“u =\r[¢ue1 y=V(eleV(E), de donde

ﬁtu C VI(E); como Atu es maximal,

U{E}:Auu = A= 3 cOmMOD =3 =V & JeV(E),

se tiene = sA=y lo cual implica = divide a =



PROPOSICION 3-5.,2

"A un anillo principal

E un A-mfdulo de tipo finito,
Entonces:

E es isomorfo a un mbdulo de la forma:

%r X %;-x Al - %r en donde Ij ,i, ... , I son

fdeajes de A tal que L. C I .C.,. CLCL"

DEMDSTRACION

Sea {X) a% s .00 X 1 UN generador de E.

n

Existe una funcibn £: A —~—¢~E:hﬁ %EHWWF_} iq 5 %

tal que fes sobre y morfismo de mddulo de modo gue:
v

: > E tal que x+tKer(f)w—s flx)
Ker(f)

es morfismo biyectivae,
& es un A-m6dulo Tibre

{e{,e;, ""Eﬁ} es una base de A, en donde
ey = (1,0,0,...,0}
et= (0,1,0,...,0)
E’3= il 10 P SRR 5



Ker(f) es un submBdulo de A"

Existe una base (e ,e . ...,e ) de f

un natural ren.

R LR elementos no nulos de A tal que
(7 & s & , vee v, er] es una base del Ker(f)

Yy = divide ®i4y PATE todo Jer

IZH.H"-*!!na:a:.usmq‘,_l_1 E e TS 0

n
n
La funcién g: n Ag - A
1=1Eﬂ-$e1 Ker(f)
(ﬁlal"'#'ﬁﬂll 1-----ﬁn%+ﬂﬁﬂﬁ1]

n
s [ 1 g +Ker(f)
~l B 8 G ¥Rertnl)

es un morfismo biyectivo.

Probemos que "g esta bien definida"

. {BIEI+A=! E!, E!ﬁz"';q::zezg l'.IE“%+Awﬂ%} =
[TEI.FA'EE}.’ Tzezq'plltzEz' -r.-.Tn%'l‘p-.-ahen}

n n
. ilﬁﬁ+KEF{f] = Lﬁ ET'FH.EFI'H' "
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(gyey +Ay gy s <ccog 8 ¥AS & )=(yg ey thxy gy yon iy, 8 HA= o )

=~y Oy ey 8y Syy® Fhmp By o B G Ve RS 8 Y By

= B&-yheAge

- « . n
> Bye-¥y8 = 8 o€ para todo d<n y 615#;



= (o e = 6y

n n
Queremos © & e +Ker(f) = ¥ Y 8 +Ker(f)
=1 =t !

n 1]
esto es cierto si ( f B. & - E w g le Ker(f)
w1 U1 gy

n n
y esto es cierto si "f(rg.ei- 7 y,& ) = 0"

n n n
f(z 8 -z ye)=Ff(z (8 -y e )
L s IO T ey ¥ T )

1
de 1a base Ker(f).

"g g5 inyectiva"

9((Bpe; *hey & )i o ) = 9(ln & +A%5 8 din)

n
;e + Ker(f) = ilrie,l + Ker ()

n n
- ( B& -~ I 'r'-ﬁ}.}e Ker(f)
3

.=1 j=1
n n f

-— E - E Yol = F 8. =
1=Is'ie'l -1 =0 h: 1 '|ei

fil £ 8 = 93] = 0 porque 4 % son el ementos
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Para tnduiﬁi-"ri =5‘i""i

Para todo 1 (8 =y }Ei =g

Para todo 1 B ;o= Y8 s A"'-iei

Para todo i BiE1+ .ﬂ.u:i% ="'~‘JE"|+A“-'|Ei

(B & ¥Aw & hiep = (vyq *hg e dgy

" g es sobre "

n
Sea xeA" entonces x es de ila forma I v &
=1

x+Ker{f)

n
- T"lE'iJ + Ker(f)
=1

n

gffr_lﬁi )+ A“‘I ET }‘T-cn

para cada i

'F:A :.—F'E"

i A= :
i ﬂ..i ey

a+.ﬂm1 ﬁ..n.-—:-aEi +A=1 Eg,‘

fes morfismo bhiyectivo.

n n
h: 11 A , T Ae,

{Hl 1-’:21 ---nxn }’b’b_"'? {f] {x]_]!fz{xi}!lvlff"[ﬁ.l}]
es morfisme bivectivo con Xi= a¢i+ﬂ.=1

Definamos I;= Aey ,L, = Aey, ... , In = Aqn

7B



" LT

n A _h I

1T F1 e > Ker(f)
-'FDJEIh‘T %‘13 %}{ ww EI;.Il__:.E
es morfismo biyectivo.
Probemos que I C in_it ves (B € Iy

Sabemos que « lep .= [=,.0,= =

1 = A« = A0 = (0)

n
In-l - 'hn-l

= A0 = (0)
Tty = A%pay = A0 = (0) |
de donde InE In_lﬂ I Ir
“r1 |ﬂr = Re, € Atr-lﬂ" LC I!"-l

g 1%y = PRy T RS2 By ke

L]

= |lm = A5, C Axy — L C Iy
Luego 1. €I . C ... CLC G

Sea (6,+) grupe abeliane

6 es un Z mfdulo

definamos una funcién .: ZxG >

(n,x)ve—>,

G

(n,%)=nx

17,
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donde nx=x+x+x+...+x (n veces) si n>0
NX==2=%X..... -% (-n veces) si n<0
n¥=0, si n=0
(6,+), xeB, el orden de x es jgual al menor néimero
natural n tal que nx=0
(G, "), xc6, el orden de x es fgual al menor nimero

natural n tal que X =1,

PROPOSICION 3-5.3

"Si (6,+) es un grupo conmutativo finito entonces

existe xef, mel® tal gue:

m = orden de x
m = m.c.m{t/t es el orden de algdn yeG}"
DEMOSTRACIONM

Ges un Z mGdule de tipo Ffinito

Bes jsomorfo con un 7 médulo de T1a forma

Iz—lx %x I %— , en donde Iy Do, ... ,1I
]

n
son fdeales de Z tal que L C Iﬂ_IC --- & I3
Existen &) ,az ,83, ... 3, en N* tal que
In= ;yZ, Iz= 21, ... ,I =38l

ningln IIi es fgual a cero, porque si alguno 1o fuera
entonces G serfa infinito,

Existe un isomoprfismo

rd Z z
f: & .'memx-..xan-'—z

Sea x el elemento de G tal que
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flx)= (2, %7, ..., g _ 7, 143 7)

"f es un isomorfismo”

’F{an x) = anf[x] a"(a!I, a;I o vl o E, 1+ah zZ)

(22, %2, ..., 3_,7Z, 8 +3 1)
Pero un-l-anI:- ahl porgue aneanl ya que

&= 4 .IganZ.
Como (2, 212, ..., %I] es igual al cero del producto,

Entorces ahl-t=ﬂ con %3‘ Q.

Hay gque probar que a Bs el menor natural.

Supongamos gue rx=0 con reh*
Flrx) =0 = (2, %Z, ..., & _, Z, réa I)
sy r+ah1 = anz - rcanz
=> r =ap, con pel'i*
de donde & <r, Jluego a es el orden de x.
Probemos que g es m.c.m.
Sea zeG y probemos gue ar-lz=ﬂ
es decir "fla z)=0"
Flz)= (bpray.Z, bptmZs ...y b +2 7)
fla,z) = (g byt Z, g beta Z, .... 3 b +a 7)
Queremos que f(a b +a1 Z, ....., %bnﬂnn
Sea igual 2 ceroc para ello es necesario que

2 bysaiZ = ayZ, esto es cierfo si a heayZ

por T C I . C...CHCh
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%Ztaﬁﬁvql%-v%=an
luego a bh = ay oby ea1 Z
Luego a, 2 mas grande que el orden de z

si g Z = 0 = 3, s multiplo del orden de z.
ya gue 51 B qr+t, O<ter

entonces 0=3 z = grz+tz = gl{rz)+tz=

Otz = tz; O=tz =» t = 0

Como 8, = orden de un X en G y 3, es miltiplo

comiin de{ t/t es el orden de algun y G}

entonces Eln Es m.c.m,

PROPOSICIBN 3-5.4

"K es un cuerpo

HeK un subgrupo finito de EK*.EJ siendo K*=K- [
Entonces:

1) Los elementos de H son raices de 1

2) H ez ciclico”

DEMOSTRACION

Para 1, Probemos gque si yeH entonces ym=1 por ser H un grupo
conmutative finjto, existen x<H, meN* tal gue
m=orden de x ¥ m=m.c.m. {n=N/n es el orden de
alglin ¥ H} = 1

si yeH entonces yma 1

Para 2 Probemos gue para alglin acH, todo x:<H es de 1a forma

" donde meZ.
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Se sabe gue un polinomin de grado m sobre un cuer
po K tiene a lo sumo m soluciones {(x™-1)

sean x,22,x3- .. "1, x"eW y distintos

entonces H= {x,x%Z,%x3,,..,4" 1,1}

de donde H=[ x ]

Luego % es un generador de H

asi Hes cicligo.

PROPDSICION 3-5.5

1]

Kk un cuerpo
K poseen rafces de 1
H={yeK/y es rafz de 1)

Entonces:

H es un grupn ciclico

: Z
H es isomorfo al grupo > d

H posee y(n) generadores"

DEMOS TRACION

Vamos a probar que Hes subgrupo de (K*,.)
Para e21lo probaremos que si x,yeH

entonces xv ! cH.

Exizsten meN*, reN* tales gue

=1 y yr = ]

()= 1, ¥

.‘fr =1 = [y T'i

n
It Lo
=i



entonces multiplicande

(ky™ P = Myt
() 1y

=3y, M

1..1=1

H por ser subgrupo de K

E?“

Hes isomorfo a

Sea X un generador de H
. A
e

Jnmmm-—a m+ni

"f es morfismo de agrupo

x con y 1 tepemos

i 4

Tuego xy 1 =H

as ciclico.

1]

Fll o) = ¢0™T) = (mer)+nZ

= m+nl #+ r+nl

= £(«") + FOE

"fes dnyectiva”
Sean y,z=H; ¥ = £, 2

#(y)
f;f“] = f(x") = m+nZ =

I

flz) = y = 2"

== m=r = nw, wel

S L S || (o }w'
== ﬁ”" = 1= ¥ .xT"
de donde y = 2. |
"f es sobre"

7
£ +nle
Para todo ménls Yyl

£06M) = ménZ, meH.

)

=’Lr

r4nl = m-r=ni

zl"zl
= 1w ' =

existe f eH tal que
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Para 3 H posee {(n) generadores
por propesicion 3-4.3 de indicadores de

auler.

3-6 CUERPOS FINITOS

Sea K un cuerpo, Existe un f(pico morfismo de

anillos f:I — K tal que f(!}=1

DEMOSTRACTON:

Definamos:

fi I —=2 K
N oawn—s Fln)= 1+1+., .41 (n veces si n>0)
noan—> TlA)= -1-1-...-1 (-n veces si ne0)
n wvv—s Fin)=0 (s n=0)

Probemos que f(1)=1

nsD n = 1= fl{1)=1 npor definicidn.

Probemos que fes (nico

Supongamos que existe el morfismo

g:Z —— Kk tal gque g(l)=1

n

g{l+1+41...41)
g{1)+g(1)+...+g(1)

1414, ,.41

si n»D. gln)

o

= f(n)

de donde fln) = gln)



Si n<0, gln) = (=1-1-...-1)
= gqf-(1+1+.,.21))
= -gl(l+#1#...+1)
= ~{g(1)#g(1)%...+g(1))
= A(lsl+.,.+1)

= =l=1~,,.-1

i

fn)
de donde f{n)

u

a(n)
§1 n=0 entonces g(n)=0 por ser g morfismo
par hipdtesis,
Luego fF=q.
de donde fes up morfisme Gnico,

* Si fes inyectivo se dice que K e5 de
cardcterfstica cero.

* $i f no es inyectivo, su nficlep es un ideal de Z,
es decir Ker(f)=pZ con p=N*%,

Se dice entances que K es de caracteristica p.

PROPOSICION 2-6.1

"Sea pell*. Entonces %I' es un anillo entero s5i ¥

5610 si pes un nimero primo."

‘DEMOSTRACION

~> ) Supongamos que p Ao es prime
Entonces existen a=N*, beN* tales que
p =ab. p=2ab = alp con adp

= b|p con bEp
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atpZ # pl. Porque si o fuera
atrl = pl =» aepl => a = pd, deit
=> pla

alp y pla = a=p (contradicci6n)
Tuego tiene que ser a+pZ # pi

De igual forma b+pl ¢ pI

Porgue si b+pZ=pZ entonces bepZ
= b = pe, c=i*

= plb => b = p (contradiccifn)
Luggo b+pZ # pZ

(a+pZ)(b+pZ) = ab#pZ = pZ

z
Luege Ei no es entero

Sean a,b en Z tales que (a+pl) = pZ
(a+pZ)(b+pZ) = ab+pZ = pl

Luego abepl.

abepZ = ab se puede escribir en 12 Torma
ab = px, el

ab = px = plba

Pero plab = ple 6 pfb

5 pla entonces a=py, ycl

acpi » a+pl = pl

S$i plb entonces b+pZ = pi



PROPOSICION 3-6.2

"K un cuerpo, K de caracterfstica p # 0
Entonces:

p B85 primo y s un cuerpo"

'EI_JI"'J-

DEMOSTRAC 10N

Sabemos por proposicidn 3-6.1 que pes primo

si y sdlo si %I es un anille entero.

> K.

7 : L. 72
T oS isomorfo al anillo ftﬁf}' f'EI

Como K es anillo entero, todo subanillo, de K es

ol v i 7
entern, Luego F[Ezi es anille enters,

%I también es enteroc (Porgque es isomorfo)

de donde pes primo,

! %I es unp cuerpo’

Sea' ael tal que a+pIl#pl entonces agpl
de donde a no divide a p.

@& y p son primos entre s1.

1 = m.c.d[a;ﬂ] = 1 = ax+py

(a+pZ) (x+pZ)

1]

ax+pl

= (1-py)+pZ

= (1+pZ)-(py+pZ]
= l+pi-plZ

= 14pi

86,
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Luego g? es inversible porque todo elemento

di.tinte de cero tiene inverso.

PROPOSICION 3-5.3

"¥ un cuerpo, pF0 la caracteristica de K
Entonces:
1) px=0, para todo xeX

z) {x+y}p = fﬂ+yp, para todo x,y @n K"

DEMOSTRACION

E1l morfismo F:Z —= K
n ww—=>a fln)= 1+1%.. +1 (n veces)
no 8s inyectivo porgue p#F0

Ker(f) = pZ, ps0

n

Luege px = x#x+.,.+x (p veces)

1]

(I.x)*+(1.x)».,.+(2.x) (p veces, 1ck)

(1+1+,, .#+1)x

flp)x
0=z

]

0

de donde bpx =0



Para 2
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Seqiin 1la férmula del binomio tenemos que

(xtyP = 7 {?Juj P

j=o

el coeficiente binomial es un entero gue vale

P
jtlp=g)t

si J = o tenemos
(PF1PyP0 = 1.4=

si J = p tendremos

{glx”:”" =1.8.1=4

(xsy)P = fglxjyp"j = PaPe £ (B)d P
FU j:: i
(BydyPd = Bl JPd o ppd P
jtlp-3)t
= p(rd 3

0 por parte 1

; 1
Luego Ex-r-;,r]p = ? fglx')yp"j W ey e g- {?)xjyp';l
1

0

= xp+yp+u

de donde I]x+yitp = xp+)P



PROPOSICION 3-6.4

"Sea K un cuerpo Tinito, g = card(k)

Entonces:
1] La Caracterfstica de ¥ =5 un ndmero primo
2) K es un espacio vectorial de dimensidn Finita
i
m sobre YA
3} q=pﬂ]
4) E1 grupo multiplicativo (K*,:) es ciclico de
orden g-1
§) 1 = x, para tado x=K°
DEMOSTRACION
Para 1
Par ser K finite, f: 7 — KizZnn—s f(2)
no puede ser inyective., Luege la caracterfstica
de K no pusde ser cero,
Luego tiene que ser un nimere prime Ja caracte-
ristica de Kl
Para 2
Comoe K o3 finito Ta dimensifn de la base del
espacio vectorial es finito.
Para 3

SEa f.: R A af B woww v %z— f—D K ta] qUE

8s,



m

-[--ml,‘fz, "*ﬁm} fg— ——3 j.: :r_‘I E‘T

=

en donde (g .8 ,..., en'.l 25 una base

fes gn isomorfizmo.

Luego K tiene el misme

£ Z z

nfimero de elementos

gue nT o7 X ooi X o

es decir ﬂ“: Q

Para &

K* posee (g-1) elementos y es cTclico

per ser finito.

Para b

Existe z=K* tal que el
todos los elementos de

{111? Iza‘l 0 n zﬂw!]’ =

si ycK* entonces yq']

y

orden de z es multiplo de
K* y &3 un genesrador

Kt

n
=

I
=

90.
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CAPITULE 1V

ELEMENTNS ENTERGS SOBRE UN ANILLO

FLEMENTOS ALGEBRAICOS SOBRE UN CUERPO

§4-1) ELEMENTDS ENTEROS SOBRE UN ANILLO

DEFINICION &-1.1

Si x es un nlmero complejo, se dice que x es un nlmero

algebraico si x satisface una igualdad de la forma:

n =1 N
X ""“;1_1 f' “ﬁ.z‘“

24 .. #ag xida; xtag= 0
donde cadaa, es un nlmero racionzl.

Cuando los & son nidmeros enteros (a,«Z) el ndmero al-

gebrajco x es 1lamado un entero algebraico.

Por ejemplo vZ, /3, 1. son enteros algebraicos.

En efecto.

* %

vz x = vZ es complejo
2 Ts VT,

]

X2
- 2 =10
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x % '= £F £t = /T es complejo
xzza. J‘E=J-3-'I'I]'i
2= 3 = @

v i%= 1 por definicidn

Luege #- 1 =10

o es evidente, a prieri, que sumas o productos de nGmeros
algebraicos (resp. de enteros algebraicps) sean también ni
meros algabraicos (resp. enteros algehraicos) observamos

el ejemplo de

x= ¥ + V3 ;

= (/3P = 2:2/843
= 2= 5+2/%
- - 5= 28
~> [x2-5PF = 24

=3 - 102 425-24 =0
=> e ImR+I =D

de donde x es un nimero algebraice

Si tomamos ::3’5 +§"’f nos damos cuenta de que Ta ssrie de
astucias que Tieva el resultado no es generalizable facilmen-
te. .

Para superar esta dificultad, introducimos en dicho pro-
blema los mfidules, Vamos 2 hacer Ta sustitucidn ds Z (6 Q)

por un anillo conmutative cualguiera,
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PROPNSICION 4-1.2

"A un anillo unitario conmutativo

. BCA un subanillo tal gque 1eB

. xef

Entonces, B[ x ] es el subanillo cuyos elementos son
n

de la forma b +bj X+by x5 4 .. *b_ x

con r::r_i eB, neh*

GEMOSTRACION

Sea D= (bo+by x+byx¥+ .. +b X' /ncN* | b, B
para todo ‘len)
. Des un subanillo de A
. B[C %71 es subanille ;ie A generado por BU{x}
Probemos B[ x |= D
BC«1= D sj y sélo si a) B xJCOD
) pEeAaC %7

Priueba para a)

E1 anfille B[ x| tiene las siguientes propiedades:

11} Es un suhanille de 2
2) xeBCx] ¥ B L BCxT
3) si M C & es un subanilio de ? tal que

BCHM y xeM eptonces B[ x1CH
Seglin lo anterior por 1a propiedad 3 basta probar que
x«D y BCD
esto es BUIXICD



s xel entonces
X = bﬂ+b!_x+h212'+ -1-|3nf'
= =1 'y b=h=h = ... =bh =0
BCUD
beB —>> bed
b = by +by x+bpx* ... 4b
= bu = b
bystp =By = ... =b = 0
Asi B U {x} € D
entonces B[ x JC D

Brueba para b)

Sea b +4hy xthyx2+ ... +b ¥ gD

by +By 4Bz s --. b cB entonces b by ,ba, ... .0 B x ]

XeB[Tx J= @B x]
@B xT]
x":BEx]
= by x EEE:]
by x2e8x ]
by F"e8[x ]
de donde b +b x+bzxz+..,+bn!"ta[xj
Luege D € B[ x]
As{ tenemos gue B8 x J= 0

Luego se cumple que Des subanillie de A.

ol



PROPOSICION 4-1.3

"A un anillo unitario conmutativo

B C A un subanillo tal que 1leB,

xch.

95.

Entonces, las propiedades que siguen son equivalentes

1) Existen b, sby ,ba,....-i:h_l en B tales que
Lap A7ty R 2y xth, = 0
2) E1 anille 8[Cx7] es un B-mbdule de tipe finito.
3) Existe D subanillo de A tal que BU{x} C D
¥y D es un BemfBdulo de tipe finite.
SEMOSTRACION

1) == 2) Seaz M el subanillo generado por

{1 9K-K2|¢--- 1xn-1}

M= x1"

- " |
K = B 1 - Byx - by X% = L. "11_-1“n eM
X
X" 1= ab xabyx? abyx®e ... <b oA el

"B[CxT € M”
para todo m: 2 eM

para todo m, para todo subconjunto
{8 by yby, ... LB} de B
by by xtbp @4 Lo, +p e M

Luego B[ x JCM
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i) "™ C B[_x|" es equivalente a probar que
T1,x,8, vy B 130 B ]
¢ 1eB[Cx7]?
ieB y B CB[Cx7 ‘luego 1eB[ x 7]
. x%eB[Cx 7] por definjcifn de B[_x ] es cierto

x*eB[Cx 7]

K o8 x ]
Luego M C B[ x ]
de donde M = B[ xJ

Ahora probemos gue es un B-mddulo

B.B x ] C B x]. sea beB, yeB[ x 7]
Probemos que: b.yeB[ x ]
Por ser anillo tenlemn‘s que si pEE|:.::I. teB[_ x ]
entonces pteB[ x ]
como B C B[ x|, beB = bheB[_x]

Luego es B-médiule.

2) = 3) tomando D=B[ x ]
B Ufx} CB[_x] por que B C B[ x] ¥
xeB[Cx 7] por definicidn de B[Cx] ; y ya
se probd gue B[ x | es un B-médule,

3] = 1) Sea {yy:¥%, ... ¥} un generador
Finito de 0,

D = By; #By; + ., .48y,

1) "D C By+Byp # ... {"B}'n"

Basta probar gue
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{rl,y?_,...,yn} C Eyﬁﬂy_ﬁ..ﬁﬂ}rn
Yi= ly;#oyz +...40y,

Yo = oy +lyz *. ..oy,

¥, = o +byg_+...+13n

s 1B = ¥ By +E_l.rg+...+ﬁjrn
¥, e8 = , cByz #Byp +.. .48y

Luego {yy s¥2.-<s¥ 3 € By +Eyg+...+ﬂyn

y como {yy.y2....,y } es generador de ]

se %iene que D € By +E-y1+...+Byn

" Byi+By,+.. #By_ C D "
by v +hy % +...#h ¥ el cierto porgque
By iy e 0, by ¥eD;...0 by eD
Luego su suma estd em D.
También por gue Des un B-mddulo,
luego By -I-Eyz-l-----r-ﬂy_l cC D
De i) ¥y ii) se tiene que

D = Byy +Bys +._.#By

n
Como xz0, ¥y z0 y Des subanmilio de A. Se tiene

qUE’ XYy oKz 4.l XY pertenecen a D

XYy o XY2 4 -y XY, SON de 1a forma
XYy = Bpy¥p #Bya ¥ . ADy ¥
X2 = Bay fp #Bpp ¥+ DL ¥

-

-

“34-}= B Mg e t. . 4R ¥
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an donde cads hijEB

seg, Ta matriz
r R-hﬁl ‘hlﬁ"' ‘h-ln..-

L SELL IR L
M= .

- By oBg .. x=b

E1l determinante d de la matriz asociada M
es de la forma

d = 'ap T TTal 4y xebo
" d=0" para todo izn
como yd = »ud = .. =331d = 0 luego
para by «by ..., b en B tendremos
byyyd+hoysd+ ... + hnynd = U
(B #tp et ... #by ) d =0
(Byy '-B)’g-l-....*FE;,rn} d = [0

Dd= {0}
Para todo meDl : md = 0

1.d = 0 e d=0,

DEFINICION 4-1.4

ST A es un anillo unitario conmutativeo.

B CA un subanille de A tal gue 1eB, xc=A



Se dice que % es entero sobre B si upa de las condi-
cjones 1), 2), 6 3) es verdadera (de 1a proposicién ante-
rior) _

Si en esta definicifn tomamos A = C (C=complejo) ¥
B = Z entonces tendriamps la definicidn de entero alge-
braice (6 sea que todo lo que se diga de los enteros sohre

E wvale para los enteros algebraicos).

PROPOSICION 4-1.5

"Sean Aun anillo unitaric conmutativo.
. BCA un subanillo tal que 1zB
[xi]i;ﬁ una Famjtin finita de elementos de A
tales que para todo j<n x?
Bl % ,% SRR o 1

Entonces B[ % ,.,..xn:[ es un B-midulp de tipo

es entero sobre

finito".

DEMOS TR'ACT ON

Recordemos que B[ % .% ,....% 1 es el anille
generado por B U {x ,% ""‘“i-l}Eﬂ donde

% es entero sobre B[ x; 2 |

% e5 entero sobre B % ]

% €5 entero sobre B.
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Probando por induccién sobren.

Para n=1.

%, es entero sobre B, 1o que equivale a que B[ % 7]
as up B-médulo de tipo finﬁ:u-

Supongamos c¢ierto para (n-1), esto equivale 2
afirmar que B[ x LT A 1 = D es un B-mGdulo
de tipo finito.

51 es B-mfdulo de tipo finito,.

Sea Iy ., v ,...,yq'.‘ un generador finito de D.

D = By +By; +.. -+B}'q

% entero sobre U equivale a decir que l:ll:xnj es
un D-médule de tipo finito: esto implica que existe
{zy .zp_r_..._.zp} C E_l[:xﬂ 1 un generader finito.
Es decir que:
pCx 1= 07 +I:rzz+...+ﬂz'J
ﬂ[-'ln 1= Byy 3 #8y, 7 +.. .+E_'vq 71 By 2 +.,.+Eyﬂ Zn
t... 48y zp+E:f; %+...+Eyqu
{y; 2, /i20,3<p}  es un generador finito de L

Come B[ % .xz,-.-,xn_1 T-Cx = 8Cxy SERREEN i
entonces DITx = 8% . ,ocuux, |
Luego B|” Xy.%2, .., 4 T es B-médulo de tipo

finito.
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PROPOSICIDN 4-1.6

" Sean .A un anillo unitario conmutativo
.BCA un subanillo tal que 1:B
.B' = conjunto formada por Tos elementos de A
que son enteros sohbre B,
x & y elementos de A enteros sobre B
Entonces:
1) x+y, x-y, %y son entercs sobre B

2) B' es un subanille de A tal gque 8 C B'

DEMOSTRACION

Para 1)

X+y, ¥-y, %y son elementos de B[ x.,y ]
porquz B[ x,y | es un subanille
gue contiene a x,y.
% es entero sobre B y y es enterc sobre B[ x]
Luego, B[Cx.y ] es un B-mfdulo de tipo finito
Entonces B[ x.y | es un B-médule de tipo finits
tal que B U {x+#y} € 8] x.y]

B U tx-y} € B x.y

B U fxy}y € B[ x.v]
de donde x*+y, %-y, Xy son enteros sobre B
por la condicifn sguivalente 3) de 1a proposi-

cign 4-1.3

e —
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Fara 2)
Basta probay gue B C 8
Por 1a definicién de enteroc sobre B
xeh, % es rgiz del polinomioc unitario

1.x-%=0 y es por tanto enterc sobre B.

DEFINICION 4.1,7

A un anillo unitarie conmutativo

B C A un subanillo tal que 1cB

B*= {xeA/x esentero sobre B}

E1 subaniilo B' es llamado cierre integral

de Ben A.

DEFINICION 4.1.8

Si A es un anillo entero y k& es su cuerpo de
fracciones; se 1lama clausura integral de A

al cierre integral de A en k.

DEFINICTON 4-1.9

A un anillo wnitario conmutativo

B CA un subanillo tal gue 1=8

se dice gue A es entero sobre B si B'=A
(dicho de otre modop, si el cierre integral

de Ben A es 21 mismo A)
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PROPOSICION 4.1.10

" A un anillo unitario conmutative
By D subanillps de A tal que 1gB, 1D, D C B C A
A entero sobre B
B entero sobre D
Entonces:

A es entero sobre D"

DEMDSTRACION

Sea xzA. probemos gue X es entero sobre O.
como A es enteroc sobre B, % es entere sobre B;

4Lty x+b = 0

luego :w:_“+l.'ln'_l_1 X
con § eB

ademds Bes entero sobre D: lus=go caﬂabf cB

es enteroc scbre D.

Pongames E = O] be.by By ,...,B | ]: entonces
% es también entero sobre E.

bs =nterg sobre [

b, entaro sobre D[ bg |

by entero sobre D[ bo.by T

-

-

b,., entero sobre 0 bo,by R

por tanto debido a s propesicién 4-1.5



: ]ﬂﬂ:

ECx ] = D[Chogbyyacaal _y 3% 7]

es un D-mbdulo de tipe finito

por 3) de Ta proposicifn 4-1.3 se concluye
que x es enterosobre D,

es decir E es un D-mfdule de tipo finito
tal que DCE, xeE, DU %} € E

por tanto A es entera sobre D.

PROPNSICION 4-1.11

" ¥ un cuerpo
E,F dos K- e.v. de igual dimensidn finita
f: E—= F un K- morfismo

Entonces:

Si f s inyectiva, f es isomorfismo!

DEMOSTRAGTON
Hay que probar que fes sobre.
por ser T una inyeccidn entonces
£ es isomorfo a T(E)
tambign E es fsomorfo a F
Fes fsomerfo a T(E)
T(E) es un subespacic vectorial de F
isomorfo a F.
f(E) es un s.e.v. de F con igual dimensifn que F.
esto implica gue F{E}=F

de donde fecs sobre
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-PROPOSICION 4-1,12

" A un anillo entereo
BECA un subanillo tal que 1:8
A entero sobre B
Entonces:

A es un cuerpo sT y s6lo s7 B es un subcuerpo de A"

DEMOSTRACION

Supangamos que A ps un cuerpo ¥y sea beB,
b#0. Probemos gue b~ cB

Sabemos que b™' €A, por ser R un cuerpo.
b1 es entern sobre B

Existen % D ibg sl en B tal que

Ti=
(572 " ab, (671 L4 by (671 Jeb, =0

con :JT:E'.

=17 -H+I in‘.z -! B
B4 g (B )b, . (b Poodty (073 )2b =0
multiplicands por B! tenemos

=N (h-q) +b tb—n-l-lq-{n-___l} b sy (H12 et ("1 3= ¢
F1ap _y (2040 (B )+, by (872 )sp (0771 )= 0

B 1= <(b _ #h ,b+...#byb -2 +hy L)

de dopnde b™! 2B porgue B os un anilloe

y cada uno de les términes =s un products

de plementos de B.



Supongamos que Bes un subcuerpso
Sea aed, a#0
Probemds que a es inversible en A
8 25 entero sobre B
B[Ca 1l es un B-e.v. de dimensifn finita
" La funcién f: B[[a J— B[ a ]
¥ ANW—> %3

es un morfismo de B..e.v inyectivo"

" Ffeos morfismo"

fix)+fly)
=7(x)

Flety) (x+yla = xatya
fl=x)

asi fes marfismo.

(=x}a = ={xa)

f es_inyective !

“Fix) = Fy) =>x= g
flx)=F(y) = xa=ya = xa-ya = 0
= (x-y)a = 0 = x-y = 0
=> x=y
esto implica gue fes fsomorfismo.
Por tante fes sobre, Luego existe y tal que
fly) = 1. de donce ya = 1,

yva= 1= >a= _'.r" die donde adl es inversibile.
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4.2 ANILLOS INTERRAMENTE CERRAROS

PEFINICION &-2.1

31 A es un anillo entero, se dice que A es fintegra-
mente cerrado si su clausura integral es igual a A.

Bicho de otro modo, tode elemento x del cuerpo de
fracciones K de A, qgue es entero sobre A, es elemento

de A.

Ejemplo: Si A es anillo Enterc
A' = glausura integral de A
Entonces
A' es 1ntegr§mente cerrado,
ST A" es la claustura integral de A', teremos:
ACA' CA"
Al enterc sobre Ay . av antero sobre A
A" entero sobre R’

de dopde A' es integramente cerrado.

PROPOSICION 4-2.7

f si A es un anille principal, entonces A es

integramente cerrado "



En efecto, Sea X el cuerpo de fracciones de A

A' = clausura integral de A, xeh'.

Debemos probar que A = A'

ACA' se tiene siempre

"A' L A" es suficiente probar que xcA.

Existen a_,3; .ap vesesd 1oEN A tal que

o

o 4 N=1 4 .. .43y %243y xta. =
&g X veotlp X543 XHD 0

coma XeX, X es de Ta forma E. a,b en A, b#0,.

si

d = m.c.d{(a,b) y a =dm, b = dr entonces
a . m
b F
en donde m y r san primos entre si.
n =1
m_n' +a. E-pn_—+...+a2f—+a1m~+ab=ﬂ
r rol r2 r

multiplicando por /' tenemos

Mo+ orfa 0" 14472 (@22 )4 (3 m)

+ H1an = 0
- -(a,_, e 1 L W
= rlmn
r|m""1 (por ser m,r primos entre si)
¢l o'"2 (por ser m,r primos entre si)
'I"‘I m| m = rlt":' tEA
= m = LE = t =
*EF FoT" ¢

Luego x = ¢

de donde X=A,
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4,3 ELEMENTDPS ALGEBRAICOS SOBRE UN CUERPED

DEFINICION 4-3.1

A un anille unitario conmutative

K C A un subcuerpo de A

xe A .

Se dice que x es algehraico sobre K

si existen elementos 3,43y 5% ,....8  En K
no todos nulos tales gue

3ty x+a2:a’*+...+a“:t" = 0.

un elemento no algebraico sobre K se 1lama
trascendente sobre K.

51 en la definieidn £-3.1 suponemos %110;
entonces admite un inverso a;], porgue K es
un cuerpo; multiplicando por %? se obtiene
und ecuacidn de dependencia integral. Por tanto:

sghre un cuerpo, algebraico= entero.

FROPOSICION &4-3.2

" A uwn anille unitario conmutativo
K CA un subcuerpo de A
xeh.
Entonces
x es algebraico sobre K si y sAlo si x es

entero sobhre K. 7
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DEMOSTRACINN

=>} x es algebraico sobre K. Luego
1 —
anx +a, :" Fookagxda = 0
Sea men el mayor entero tal que %“fﬂ

m .-.1 - =3 . =4
e &+ k3 k
A ﬂm d Xn A am duX ""ﬂm a-ix-l-

m=1
Tk =
2. 8y 0
x"+(a” ‘am . Jel2 +-.,+{§11 3. Ji? *[q:al’.lx
+q“ 3 T D

Luege % es un entere sobre K.

<=) x es entero sobre K, jmplica gue
!'I. -T ? =
+p, A +...4by X2 4Dy x4b, = O
con b.eX y 140, el Gnico que no
puede ser cerop.

Luego % es dldebrajco sobre K.

DEFINICION 4-3.3

A un anille unitario conmutativo
# L A un subcuerpo de A
Se dice que A es algebraico sobre K

¢i todo elemento de A es Algebraico sobre K.
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4.4 EXTENSIONES ALREBRAICAS

DEFINICION &.2,1

A un cuerpo
K € A un subcuerpo de A
Se dice que A es una extensidn algebrajca

de K s1 A es algebraico sobre K.

DEFINICION 4-8.7

A un cuerpo

K € A un subcuerpo de A.

Llamaremos grado de A sobre K

a 1a dimensién de A considerado como

K- erpacio vectorial.

PROPNSICION 4-4.3

" A un cuerpop
K C A un subcuerpo de A
Entonces
Si &] grado de A sobre ¥ es finito, A es

extensidn algebraica de K °
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NEMOSTRAC ION

Debemos probar que A es algebraico sobre K.
D' sea hay que probar que.si xsA entonces
¥ es algehraico sobre K.
Bastz probar que x es entero sobre K.
(Porgue A e5 un cuerpo ¥ en un Cuerpo
algebiraico es equivalente de entero}
Para ¢110 basts que exista DC A, D subanille
D un K-mGdule de tipo finjto %al que

KW iz} ¢ b
dimA es finfta (por hipdtesis)
~> gue hay una base finita

hay wun generador F%ﬂitn

A es de tipo finito

A es un KemGdulo de tipan Ffinito.

A toda extensidn algebraica finita del cuerps de los

nfimeros racionaies §., le llamaremos cuerpo de nimercs

algehraicas fo cuerpo numérico)

FREOPOSICION 4-4.4

Ll

K un cuerpe

Lunz extensifn algebraica de K
Muna extensifn algebraica de L
Entonces

1) Mes pyna 2xtensidn aloehraica de K
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PEMOSTRACTON

Para 1)
Luna extensidon algebraica de K
implica que Les algebraico sobre K.
L algebrajco sobre K fmplica que todo
elemento de Les alygebraico sobre K.
de donde K CL.
M una extensidn algebraica de L
implica que Mas algebrajeco sobre L
M algebraico zobre L implica que todo
elemento de Mes algebrajco sohre L
de donde L C M.
Luego tenemos K CL ©M
de donde Mes una extensidn algebraica

sabre K.

Sean e .8 ....,em} una base des L
{d) .o ""'dn] ung base de M
x=M

entonces x es de la forma:

m
X =5 a d1., ET.EL-| cada 3 es de 1a forma
=

o By =K
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n m J
ws X = F (F b.,e:ld

=1 gy W i
oA %Y

esto sienifica gue la familia

{ej d_.l {iem, f<nl es un K-generadar de M

Veamos si '{ej d. fjem, i<n} ‘es K-Tnea}-

mente independiente.

T m.e..d =0,m K
ten id i3 i i b i
Jem

Hay que ver cada mij= 0

n m
Pero 1 e.d = 5 [ m,e)d.= 0
T AT fy gy g

Jem
m

Para ftodo f: 1 M, e =
- jﬂmwj 5= 0

- W= D, para todo i, para todo j

= que Ta dimensidn de

{ejd_.}fjim. i<n} es mn
con m= l:Hmk’L ¥ n= d‘tm.L"f

de donde aﬁmkrﬂl = dika. :i‘imLH
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4-5 ENTEROS DE LOS CUERPOS CUADRATICNS

DEFINICION 4-5.1

Sean K up cuerpo
M C K un subcuerpo
K una extensign algebraica de M
definamos

grado de K = dim, K

DEFINICION 4-5.2

Sean K un cuerpuL 0 el cuerpo de 105 racionzles

§ € K un subcuerpo

Se dice gue K es un cuerpo cuadrdtico

si dimhﬁ =2,

PROPOSICION 4-5.3

" K un cuerpo cuadrdtico
A el anillo formado por los elementos de K que
son enteros sobre Z.
Entonces
1) Existe dgZ, d sin factores primos cuadrados
tal que para todo x: xgK si y s6lo si x es

de 1a forma a+b/d: a,beq.
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2) 81 x = a+b+/d. a,bel entonces
xeR si y solo si 2ael y a2 -db? el

DEMOSTRA.CION

Para 1) Si K es un cuerpc cuadrdtico, tode elemento
¥ de K-0Q es de grado 2 sobre Q.
Es decir si
xeK - 0
gecofCxJCcK , x#£0
dimnl}[xjd
"Qlx) = KT
. yeKk s y = a'4+b' x ; a,bel]
R 2T = {a+bx/a,bed)
. XK = w = atbx ; a,bsl

= x?_ =h¥-a = 0O

= ?x = b % /h2+43

b2 +da = 0
B +4a = % y U, %l
P wda = L
W
- 3 pm
YBE+la = ¥=’"w u,vel
uy = pi.pi....pﬁ.ql.qz...qn

= pr.d , d sin factores primos cuadrados
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yuv = P/d

y = a4 (2 ;v pPVE )

y = [a*+-l§£l]+;l-”—2u"d'
bh' _

Hacigndo a'+ 7 -8 = b

Se obtiene y = a+b/d

Para 2) == E1 elementna /d admite un conjugade ep K,

a saber: - /d ; luego /4 ¢ Q, - /d ¢ Q
yk=0[/] = Q[-/4]
La funcifn f: Q[ /@] — Q[ -/d ]

a' +b' Vd wu—s a' -b' VE
es un isomorfisme, de cuerpos.
Supongamos que x = a+b/d =A
a,b enterpns sobre K.
Por definicidn de entero
Existen z 2122 4...43,_, &0 Z tal Que
(a+bvd@)l + 2o (a#b/@)"" L+ .4 2z (a+bVTl)2 +
71 (a+bvd) +I;_D= 0

Aplicando f a ambos miembros tenemos

(a-b/q)" bz, {a-p/d)"" L4 ., +z(a«bVd)+z = 0

Luego a-bvd A

Como A es wn anillo entonces:
(a+b/d)+la-bvd) = 2ach
(a+b¥d) (a-bv/d) = a? -b® deh
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Es decir que 2a y & -b d pertenecen a Q y

son enteros sobre Z.

Luego 2a y # -b?d pertenecen a la clausura
integral de Z.

Como Z es anillo principal, Z es integramente

cerrado. Luego 2asZ, & -b*del.

“ x entero sobre Z *

¥ -Zax+al -b2d = 0 ya que

(a+b/d)2 - 2ala+h’/d) + a2 -B2d =

gz #2aby/d + b2 d - 22 -2ab/d + &2-F¥d =0

de donde xe=A.

PROPOSICION 4-5.4

K un cuerpo cuadrdtico
A el anille formado por los elementos de K gque

son enteros sobre I,

Entonces:

1)

2)

Si d = 2{mbd.4) 6 d = 3(m6d.4), todo elemento
de A es de la forma a+bvd, con a,b en 2

Si d = 1(mdd.4) todo elemento de A es de la
forma % a + % bv¥d con a.b enteros, ambos pares

g ambos impares.
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DEMOSTRAC ION

Sea x = ath’/d en A: 2,b enQ
22 eZ, 22 -db2cZ

4(a2 -dt? ) eZ

(2a)?-d(2b)? eZ

(2a)2:Z: d(2b}2eZ:

2b = ':I-' . meZ, neZ

m i ;
d{i}z" Zel
dm® = n2z

Sesa N = g .Gz .3....0, (descomposicién en sus facto
res primog)
anf= g% .q% ....6% .2
5% %
{1 algdn qj no es factor primo de m, entonces
q;' 0 es un factor de wm' ; luego seriz un facter de d,
1o cuzl no es posible.
Por tanto n divide a my 2b =l"rr es un entero,
23 = u , 2b =venteres

] ¥
"“‘j‘{,h 7 oo Uy enteros

at -db® = z (un entero)

u?

i
W# —dvi= 4z

-:I~f=z
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v par —vZ par — dvzpar =i par =u par
si v impar, v = Zm#l
si u fuera par; u = 2Zn entonces
¢ -d(2m+ 1) = 4z
4nZ ~d{Am2 +dm+1) = 4z
d = 4(-z+n2-dmi-dm)
Lo cual no es posible (porgue 4 = 22 y supusimos
gue no tenfa factores primos)
Luego u es impar; sea u = 2n+l
uf= 4n® +4n+1
Asi A4n2+4n+l- d(4m?+4m+1) = 4z
d = 4(n® +n-dn® ~dm=-z)+1
de donde d= '._ll:mﬁd.#].
= d= E{mdd,d-}‘ -> d es par = dv es par
=s ¥ par => u par=> v par.
(u par, v par) = a,bel

d= 3(méd.4)

1

Si v fuera impar entonces d= 1(mdd.4)
es ‘contradiccidn
Luego ves par y u es par: a,bel
Para 2)
d=1(mfAd.4) a,beZ, ambos pares
6 ambos impares.

X = %a - %bf?; probar que xcA

S a,b son ambos pares, % g son nlmeros

enteros y xzA.
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Si a,b son ambos impares
tendriamos % = a+bVd, a:0, b=Q
xeA ssi 2aeZ, 8% -b2del
2. el oy (Jr-diRez v

n

L % acl

a es de la forma a=2m+l
bes de 1a forma b=2n+l
des de 1a forma d=4t+l

(32 - d(3R = 7 (2-d%)

:}r (8m2 +4m+1- 16m2 t-16mt-4t-4m2 <4n-1)

F (02 +4m-162 t-16nt-8t-4r -4n)

m2 +m=-8n2 t-4nt-t-n? -n eZ

de donde (3)2~ d(3) ez



12

i

ae

se

BIBLIOGRATIA

TEORTA ALGERRAICA DE 105 MIMERGS ...

w R EEEEE R R

A FIRST COURSE IN ABSTRACT ALGEBRA ..

INTROUOCION A LA TEORTA [E

LOS NUMERCS

TEORTA IE LOS NIMERCS

Lo ]

eow B

DRI R R R

R R R

FIERRE SAMUEL
SERGE LANG

JUHN B. FRALEIGH

NIVEN Y ZUCKERMAN

BURTON W. JONES



