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INTRODUCCTON

El preszsents trabaje pretends bacicamentes dos objetiveos:

1) Hacer ima expesicifs formhl dz lom concteptos del cilculo, wistos en
curso: anleriores,

2} Servir de inaterdal biblinprSfice, a los estudiantes que se inicdan
en &l estudis del Anflisis Matematino:

El trabaje s= desarrelis en cuatro capitules.

EL phimen capliulo, se refisre = espacios mBurices. conjuntos compacins

¥ copijuntos <onexeos.

Ef segundo rap€iulle, continuidad, propisdades de funcismes continuas y

continuidad wniforme.

EZ Tencen capiiufe, se inicia cen la revisifn de algynns coposptos wn R

se interpreta la derivada como una trensformacion lineal, =e conuncian -

ademds algunos conoeptos sobre ﬂﬁpaéinra vegtoriales, se formulap v de-

muestran los teoremas de 1z Funcifn inversa e implicita.

Ef capifufo cuatno, estudia lom concoptes basicos del integral de Rismann

Stieitjen y laz integrales impropipe (Rismann).

Aolarp. gque mi 2porte en gste trabajo copsiste primordialmwente
an la ordenacifn de proposicicoes. buspar ejemplos sdecumdos y hacer mis
comprenpible 12 mavoriza de las pruchbas.

Quisiera expresar mi gratitvds la todss aguecllas personas gque -
de alguna forme contribuyeren para 1a vealizscifin de =ste trabaie,

Finalmente, sxpreso tambifn md i_lgt‘aﬂeti.ie.p‘fﬂ #1 Liceyciadn —
Mauro Herm&n Henriquez por sus criticss y sugerencias, y a nd egposa Ama

dn los Angeles por alentarme durante el dessrrallc de este trabaje



CAPITULO 1

1.1 ESPACIOS METRICOS

DEFINICION 1.1.31
Bea E un eonjunto. Una distancia en E es una aplicaeidn

d: ExE — R, que tiene las propiedades siguientes:
i) d(x, y)

ii) dix, y)

| v

4] pars x, y de E

a gl y =8lo =i x=y

n

iii) dlx, y) = dly, =) para %, y de E
iv) dlx, y)< dlx, =z} + d(z, y) pars %, y, = de E

La propiedad iv) recibe el nombre de "Desdgualdad Tadangular'-

DEEINICION 1.1.2

Un espacic métrico es un conjunte E en el cual definimos una

Funcidn distanciz "d".

NOTACION
A un espacic métrico lo denotaremos por el par (E, d) v si no
se presta a confusifn, unicamente por E.
Ejemplo
Definamos la aplicacifn vafor absofuto de R —-rmj asi,
J x six>0

Ix| =
{-x el x< 0

Por neciones del ecdlcule elemental, sabemos que esta aplicacidn satisfa-

ce las siguientes propiedades:



Para %, v, 2zen R.

i) x| >0

ii) ]xl =0 <=3 m=0
1if)  |x| = |-x]|

iv)  |xy| =[xyl

v) [yl 2 x| o+ v

w0 eyl < lx-al + oyl

La funcifn "d" definida de RxR — R por d(x, y) = |x—5r[ es
una distancia enR, lo cusl resulta inmediate verificar a partir de las
propiedades de la funcifn valor sbsoluto. Esta distancia es llamada "ﬁ.{i
{ancia Usual" en R.
Ejemplo

La funcifn di: R° xR" =+ R definida por d, (%, y) = Ei % =¥,

i=

es una distancia en Rn.

X = {xl, Ky snvns xn}, ¥y = (yl, Vs wenns jru}
En efecto:
1) ax, y)z0 ¥(x, y) € R" xR"
n
ﬂIIX, ¥y) = .E ]“i -?il >0
i=1

ii) dlfx, j’} =0 <=2 xn=¥y

i

n
d, (x,¥) = Ixi-yi] = 0 <=3 |xi—5ri| =0 ¥i=1,2,....n

i=1

= K. = Fa Vi =1,2,..v40



iii) dlix, ¥yl = cLI[F. %)

1:11{3:, yl = F |Ki = ]ri|

n
= z |1;ri - xi| por propiedad iii) de valer ab
soluto

= dl{y. u)

iv) di(x, y) = di(x, 2z) + :11{2, y)

Il
dl[“} .?} Z Eih‘i = Fil

i

n
= ig 1Ri—zi + Zi*?i

n .
« 7 []xi—~31| + |zi-}fi|1 desigualdad trian
=1

% gular
n n
< Z |x, —=2.| + ) I“i'?a‘l Propiedades de
i=1 kR =1 *  Sumatoria

< ﬁltx. z) + dlfz, ¥)
Ejemplo
S8i tenemos los espacios métricos El, B2, ...., E, con
o

d. 4, ....,d sus respectivas distancias y E = 1 E, entonces la
Ly Ry = $=1 1
funcign d: ExXE — R definida por

% z

ax, ¥ = J4J 4 (x., y,) V(X,Y)eExE
1o i ] i

es una distancii en E.



En efecto: Las propiedades i), ii) y iii) son flcilmente veri-
ficables a partir del hecho de que cada una de las di ez una distancia.

Probaremos Gnicamente la propiedad iv), para eso probaremos pri
mero la desigualdad de Cauchy-Schierrz.

n z{fa TR
< [:I_Ei aiJ [igl bi]lfg para a,, b, @R

E
a. b,
g1+ 3

Para cealquier nfimero real x tenemos que,

i

2
I (a.x+b) >0
=t 7
s % » 2 n 2
x ) e ¥ ‘B Y a; b, + } b >0
i=1 i=i =1
n n o g
Si A = Ry B =] a b, € = } b;
i=1 ' =4 i=1
Nbtenemos,

2
Az + 28 + C = D

»lw

En particular parda A > 0 podemos tomar x = - y ohtendriamos,
2
5 =-AC <0
que &5 la desigualdad deseada.
Para gue la aplicacidn definida en nuestro ejemplo sea una dis
tancia, nos faltd mostrar que,

atx, ¥) < d(x, 7) +d(z, V)

como cada una de lasg di es una distancia tenemos gque:
di{“i’ ¥ & di{xi. z.) + di(zi, )

2 2 2
di(xi,yi] < dilx,2) + 2 d.(xp,2.) dolz, v + a2,y (D)



Por definicifin de 1= distanciad tenemas gque,

2 ot e
a7tx, ¥ = 121 d (2., yy)

.4 2
3 a(x ,~J+EZd{x 208 (e ) Edliz-;?‘?
P21 i=1 i=1

-
.

(B

par (1) v propisdades de sumatoria.
Por Cauchy-Schwarz obtenamnos,

z o o2 172
d(x,¥) < ] d.(x..z,) +2[ 3 & (%52, }:[ LE d (z. ,;,rj:[ + )j :1 (z.,5,.)

i=1
1y il 1/ Z
z z2 2
d (X,1) < I:[}: a (x;, = }J + [I dz.fz.._. :,r.}] :[
i=1 g e R ok
de donde,

X, ¥) < d(X, 3) +d(2, )

Nota que si E = B es decir que E__L.=F DEFE 1= 1424 sesny MY TEE di -
estin definidas igpal gue en el primer ejemplc abtenemos la distancia --

m
usugl m B,

EOLAS Y ESFERA
DIAMETRO DE UN CONJUNTO. DISTARCIA ENTRE DOE CONJUNTOS.

En las siguientes definiciones, ronsideraremos el espacio métri

eo (B, d) ¥ "x" uwn punto ds E.

1 'a
Sea v > 0. Llamaremos Bola abfenta de centra x y radio v, al
conjunto de puntos y 8 E, tales que dix.y) < r, 1a cual denotaremos por

B(x, r).



Asi,

Bl{x, ») = {y cE/ d(x, v)<y, p 6 20 o)

EFINICTON 1.1.8
Bea r >0.Llamaremos Bofa connada de centro x y radis r, al con
junte de puntes y € E, tales que d(x,y) < r, la cual denctaremos por
B(x, 7).
Asf.

Blx, v} = {yeg/ dlx, y) <nr, r > 0}

LEF'L 10 Al 4

Sea » > 0. Llamaremos Esfera de centro x y radio r, al conjunto
de puntos y €E, tales gue d{x,y) = r, la cual denctaremos por S(x, r).
Azi,

S(», v} = {y 2B/ dix, vy)=r, r > 0}

Nota:

El centro de una bola abierta (cerrada) siempre pertenecs z la
bola, pero sin smbargo una esfera con el mismo centro puede ser vacia,
Ejemplo

Bea B = {1,2,3,4} v & 1la distancia ustal en R, si x=3 ¥

Der <l tenomos gque,

B(3, v) = ({y @B/ a(3, yv) <»x} = {3}
B(3, v) = iyess a3, y) <rl = {3}
§5(3, ) = {y @B/ 8(3, y) =x} = ¢



Ejemplo

En la recta realR, una bola ahierta (cerrada) d= centro x y ra
ddor » 0, Bs El intarvalu']x-r, xtrl, ([x-w, x#rl). La esfera de cen

tro x v radio r > 0 estd formada por los puntos -1, N+

Es decin,
Blx, ) = dy 8RR/ dlx, v)<r]l = Jx=uw, xr|
Bz, ) = {yem/ dlx, y) <r} = [x-r, x32]
S(x, r) = {v eR/ alx, y) =3} = ix-pr, =xir}

DEFINICION 1.1.8

Ses Ae E, & % 9. Se llama Difmetro de & al nfmero sup d(x,y),
KEA

yeEA
si este existe,y se dencta por &(A). 81 no existe se dice gue el difime -

tro de A Bpto.,

Por definicifn §(#)= 0. Se dice gque A ez acofade =i &(A) < 4=

SFINTCION 1.1.7
Sean & y B dos subconjuntes no vacios de E. Llamaremos distan-

cig de A a B al nfimero inf d(x, y) y se denota por d(A, B).
®ER
yeB

Cuando A se rvedure & un purta, d(A, B) == pusde indicar como

d{x, B) = d(ix}, B) = inf d(x, y) y se dice gque d(x, B) es 1a dis -
yaE

tancia del punte x al conjunto B.



CONJUNTOS ABIERTO3 ¥ CERRADOS

DEFINICION 1.1.8

Sea (B, 4) un espacio métrdco y A ¢ E. Diremos gue A4 es abiey
{0, si para cada x B A, existe un v > 0, tg B(x, 1) ¢ A, es decir, si

todo punto de A escentra de uns bola sbierta complatamente cgontenida en

B -
EjemEic
i) E y ¢ =on ahdiertos.
ii) En B todo intervalo abierta es un abierto.
iy 2 2 2.2 :
iI) En R, A= Ux,7)ER / x +y< 4} es un abjerto.
iw) Toda bola abierta en R ez un abierto enR°"
Prudpa

Sex z & B(x, r) por defimicitn tenemes que,
dlx, z) < » = 2 - d(x, 2) > 0.
Lusgs podemos construir Blz, »-din, z)).
Sea y 8 Bz, r-d(x, 2)) == d(z, y)< r-d(x, z) ()
COMD, )
dix, ¥y) =< alx, 2) + d(z, y) por definicibn de distaneia
d(x, y) < dlx, 2} + r-d(x, z) por (=)
dlx, y) = » => y & B(x, r)
de donde,

Blz, =-a(x, =)) = Blx, r)



FROPOSICION 1.1.9

Todad peunitn de ghiertos de B ez un abiertic om E.

Demostracifn
Eea'{hal_ una Familia de shierfes de E, gquaremos mostrar que
ABL
9] ﬁh ez abierto. Sea ® B ) Hh BNTONCES 37";, BL. g x 8 P‘.l. s OO-
AEL HEL n
mo &"ﬂ es un abierto _:j >0 tg B(x, r)e Al'ﬁ, e ?LEL P‘h por 1o gue,

LI & =5 un ghierto en E.
AEL

PROPOSICION 1.1.310

Ia interseccidn finita de =hisrtes de E es un abierto.

Demostracion
i
Sean Al. A2, ...., A abisrtes de Ey A = Y A.. Bea
T = 3:
i=1
n
nEp=> x€ N A = x€a, 1=1,2, .oy
f=1 ©
Como cada A, es un shierto arirﬁ, T = %3 2y siang B

'b:! E(_x’. I‘i] [ .ﬁl-

Sea 1 = min {TI’ Yl Fesvs pn} as claro entonces que,

2

n
Blx. ) ¢ 0O ﬂi. Luecge A es un abierto.
R )

Nota:

En general, la interseccifn infinita de abierios no es un abier

et
o



Ejemplo

La: interseqrifn infinita de los intervalos a.-‘:aiﬂr'trza]— %— ,%[
de R, es el conjunto formade por un solo elemente {0} que no e un shiern
ta en K.

QEEEEIEEEH‘i.l.}%
Sea (E, d) un espacio métrico, Ac E y¥ x 6 E. El punte x se

Llama punto de ceuwnelaciin de A, ai ¥ o > 0y la B(x, r) contiene puntos

de & diferentes de x.

Ejemplo
En R, 0 ez punto de scumulacidn del conjunto,
& = {x 8RS x:%, n & M}

"Mitese" sdemSe que O § A.

DEFINICION 1.1.12

sz A subvtonjunto de vn espacio mBtrico Ei Diremos que A es

cerchiade en E, si contiene todos sus puntos de acumulacisn.

PROPOSICION 1.1.13

Sea E un espacic métrico ¥ & ¢ E. A es cerrado en E si y shlo
gi (A4 es abierta en E.

Demostracidn

1] 1::,'1‘
Bea A cerrade vy x € Chi => % no es punte de acumulacifn de
A=s Jrv>0 ty Blx, r)N A =0 => B(x, r) ¢ (& Luegoc (A =5 —-

abisrto,
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pm—

Gea [A abisrts y x punto de acumulacidn ds A, Supongsmos gue
rala = Jrs0 tg Blx, ) e (A, por ser (A abierto
== B{x, ») M A = ¢ =5 x no =5 pinto de acumulacidn, lo cual =28 una

contradiccifn a nuasstra hipBtakis.

FROPOST CTON 1. 1,14

E'w ¢ son cerrados

Demoetraciin

Inmediata a partir de proposicifnm 1.1.13,
FR%“ EE 1.1-'&5
Toda interseccitn de cerrades en E es un cerrade en E.

Tempstracifn

Sea (A.) una familis de cerrados de E. Probarsmos que M 4,
* gt gL

€3 un cexyudo. Sabemos gque,

n a3 = y Dsi
ey > iGT

por 1p gue nos bastaria mostrar qus \J {:ﬁi es wn dbierte, lo gual es evi
igl

dente a partin de la proposicifn 1.1.9. Asi, por la proposicidn 1.1.13

1 & ; 98 pelpado,
it~

EEEE;EED& l:i.iaﬁ
Toda unifn finita da cerrados =m B &5 un cerradeo en E.

Demostracibn

Ejercicio.
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i) Tode intervale ceprade en B es un cerrado en M.
$i) Toda bola cervada en ®® &= un cerrado en R .
iii) Los intervalos Ja,b] y [a,b] no son abiertes ni cerra-

Aas.

1.2 CONJUNTOS COMPACTOS

EIHIEIDH 1.2:%
Sea E un espacio métrico y X ¢ E, Llamaremos cubrimienfo abien

o de ¥, & toda familia {E’Jﬁ} fle subcomjuntos abiertos de E t8l gue:
AEL

LEEINICION 1.2.2
Se dige gue un subconjunto X de un espacio mEtrice E es compac-
fo, si todo cubrimientc abiertc de K, contieme om subcubrimiento finite.
Es decir, que =i (0X) sz un  cubrimisnto abierto de K, exis-

AcL
te un nlmere finite de Indice= X tal aus,

Ke U B
ey

2 He L y finite.-

Ejemple
Bes M = {xl R emit xm} suboonjuntc de X y £initc. Enton -
1y
ces K sz compacte.

En sfectn: Sea {ﬂﬁ]' un cubrimiente sbhisrto de K, FPsrg
AEL

* E K exriste Ay gL tg %y c D.l ., similarmente para Xy B K existe
I



13.

d, 81 19 %, €0 y asi podamos seleccignar "m" elsmentes de la fami-

21
lia (0.) de tal forma que,
n
ARL r e U Gh
A=l

Luege X os compacto.
B 1o

Sea ( ﬁn}n ey Una sucesidtn ds puntos dnkk tq .]J.m xn=£, x‘-lﬂiﬁk.

Tr+=
3 22 ; I
Entonces el conjunte 5 {Hn}nElﬁ t} £} es compacto =n R,
Fruehg
Cea (%'}I ~an oubrimisnto abisrte de 3.
ABL
Asi
Ee U 0, comof 85 entonces existe X 8L tg £ €D, , o0
A L1} M A
LEL £ 0
es nbierto,entonces existe r > 0 tq BCE ») e 0, -
1
Como 15m x = £ ertonces 3 NEBN tg X B BIE, ») e Dﬁ. siemprs
Irbe 0
gue nn > N.
BEs decir que tenemos un conjunto de puntes {xi, ) xm}
2

igue casn Foeva de O 2 ezte conjunto podemes hacerle ol mismo tratamisn-

1 2

o
to del ejemplo anterion.
Aell ,

By ﬂa 2 0y o eaeiy OI& gs un cubrimiente finito de 5. Lue-
1| 1 2 »

go 8 85 eompacto sn Rk



1.

Eﬂﬂ?ﬂg;g;ﬂﬁn 1.2.3
Todo subconijunte compacte de unm espacio mEtrice E es un cotrjun-
tn cerrado.

Tamastraciin

Bea K un subconjunto compacto de um espacio mitrica E. Mostra-
remos que el complemento de K =& gbiertc =n E.

Sea P @ CEI(. Si g B K, existen bolas abiertas B(p, r), Blg, r) con
r< é— dlp, g0 tg Blp, ) N B{g, r) = &

Sea (8 una Familia de bolas abiertas que cobren & K. COomo K ez com-

)
A xen

pacto existen uw nimerc Finits de puntos q], q, eeevy qﬂ en K tzlss gue

i |
KeU B (g,r) con r {%—'-d(-p, q.)

£
=1

$i tomamos v = Min {ﬁil i=3,2 ....q 0} 1a bola Blp, r*} =2 tal

. H n .
que B(p, ¥ ) N (U B (g 7)) = U (Blp, 2% 0 Blg,. o)) = 9

i=i il
Loege,

B(p, ¥ N K = ¢, s B(p, ©®) c (¥ de donde por definicisn
1.1,8 vesulta gue [:EK es ahiarto. Por la proposicibn 1.1.13 se aigue que

K es cerrado.
BICION 2.4
Todo subconjunto cerrade de un conijunto compacto =8 compacto.

Nemostrasifn

Sea K im conjuntc compacts v F ¢ K cerrads. S=a {'CJAJ g uma
AL



familia da abim~tos tales gua

Fe W D
aer” A

Coms F es cerradb, entonces [F es ahierto.

Luege tenemos gque (F U{y 0.) = U 0, (dende L = Ui, = CEi).
: : Jept A AL A wt
es un ‘cvhrimisiito abiertc de K, ez decir K ¢ U EA’ per ser K compacto
ARL
podenios extrasr un cubrimisnto finito,
: i
chclg'ﬂ#nh B’I e L y finite.

& (F es tm elemente dJe in-a}_ s B ew yfiuita,a_l‘ﬂﬁ? tqﬂu!f:}:‘.

81 tomamoz H = H* - {3'} =& tiene gue |} ﬂl es un cubrimiento abierto
AeH
de F, eg decip:

Fely o, ° Hel y finito

JEH
Luegn F=3 compacto.

EROPOSICION 1.2.5

8 Fes cerrado y K compacto F N XK compacto.

Demgstracifn
* Por ia proposiciSn 1.2.5 X es cerrado, luegn F N K &= cerrads
por 13 proposicidn 1.1.15 ademfs (FNK) ¢ K de donde por la proposicisn
1.2.4 FNYX e compacto. ‘
&m&bﬁ. : : 2x
€1 A o5 w subconfmte infinite de m conjuntc compacto K, & -

tHene un punto de acumulacibn.



18.

lenostracits

5i ningls punte de K'ag punto de seumulaciGn de A, pars todo
48K y >0, la bola Blyg, r) tendriz a le sumo gn pmic de A (ese pan
to ez g el so rvigne gue g B FO.
Es claroc gue en ese caso A& no podria sert recublerte por una coleceidn £1
nita de abisrtos y come A ¢ K tampoco K puede ser recubierto por una co -
leceifin finita de abiertos, 1o ous conmtradice la hipdtesis de gus K 28 —

compdcto. Lusgo A tiene al msnos un punto de scumulacibn,

SUCESIONES DE,CAUCHY, 'COMPLETITOD LDE RH.

L ON 1. Z.7
Sean &, b ER tq & < b entoacss & los conjuntos,
i} " la,pl = {xew/ Z< % < b}
z < bl

i1y la,sl fwem/ a

i}
I~

1

i1} Ja,bl {z eR/ 5 < % < b}

iv)y Japl {x @RS & < % < B}

1

se iss llama intervalos.
(Obsarvacifin

También puede dsfinirse semilsrmente los intervalos la, +=[,
Jo=, al 'y J=, 4=l

Llamaremcs longitud ds un intervale I, al nfimers b-=.

NOTACTON



3¥.

SROPDEITION 1.2.8

L2 [Iﬂ] es uns sucesifin de iptervales de 1z forma,
o

I = [an. h“i tales gue i_n-';} €I, ¥n2R yque sus longitudes IIE}

m -
tiendan a cero {es decir gue Lim {hﬂ - ani = 0) entonces [ I = {ul.

N IHe n=1
Demostracion
Como 13 sucesion {I_]j _es decyeciemte, se tiene gue ¥nu,
Y nEM
8. Z%4 © boas B8 (1)

Mostraremeos gque R bm para cuglquisr n ¥ m. Conslderarvemos dos cascs,

yo gue i n=m e} repultade se sigus inmediatamente de (1.

i) Bimen,

ii) Sino<m,

a = e

n m m
8 =& DOor Een @ € m
o=~
Bexa,

< b porr (1)
m

Luega, e B
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Yor 1) vy ii) se sigue gue a <hb () para cualguise ooy m
Fermemns a1l conjunts B con todos loe wvalones 3. a5l

8 = ix gR/ X = a, o=y Y (ks dip

Por (#} se puede noter guoe ecada hm az gota superior de B. Asl pop ser S

acotado superiormente 3 ufR tg 40 = Sup E.

Entonces,
a <u ¥ n EM, poy esr U pota supevior da 8§
tambibn,
U< bfn En RN, por sev u I3 menor cota supsrior.
Luegec,
u g ¥n EM.
n
LE
-
T
LR ngi g

Mestraremps que pava otro nlimerg diferente de u podemss =ncon-
irar un intervale, al cusd diche nlmero y2 no pertenece.

Sea x ER, = 41 entonces [x-u > o,

Como 13 longitud [Iul tiende 2 tera, tendesmeor gue existe N 2If

g |x-u[ > hn = paran®> N; por lo que = ¢ In paran> N,

Luego,

DEFINICION 1.2.10

Se dic= gu= uma sucesidn {xn]ﬁ(:‘]ﬂ es de Cauchy, ai ¥ 30,



18,

Jdn, 8N ty sip, ¢>n, entonces dlx_, xq] i

FROPOSICTION 1.2.13

Sea E imevpacio métring. Todd sucesi®n convergente o puntos

de £ e5 una sucesiSn de Cauchy.

empairaciin
Sea ¢ >0 y aG B tg Liwm x = a entonces existe N &
i n

tg sin > N implica que,

d-f:ﬁ, al < -;~

Por la propiedad dv) de distancia (desigualdad triapgular) tene

mesque sin® N y m> N entonves,

{ i | 7 E E =
d{z, x) < dlx,alrdlp,xlecz+5 e
Lu=ga,
() es de Cauchy.
T opem
N X 2,313

Se dice gue un espacic mEtrico B o es ﬂump«ﬁﬁfﬂ, 5i toda sucesitn

de Cauchy en E e5 comvergente (& un punto de ).

Toda sueesifin de Cauchy de nfimercs rTeales es convergente (R ez

gompletol

Demostracion
Sea (U ) o g Una sucesifn de Cauchy de nfimeros reales, luego

= 1/2 existe HI 8N tg ¥ mn, miwi e Cieme que |U'n--_Uw} '_:_%.

para g =
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Coma sz cumple ¥ m > Hl, se cumplird especialemnte pari H‘; vy tendremos,

i 1 -
IU.H - UHL| < 5 s5in 3_H1
1 1 _
=% < Un I.lHl < 3 1 1w1
1 , 1
Uy S7 KW, & Wy ¥5 uix W,
1 1
de-donde @ | U == g +2% st 0> N
Sl 8 A N, % =71
Bi hacsmes ¥ = (U = = o+ & tendremos que |I | <1
of | N N, E 1 ¥
Un g I1 Fa o Hl‘

Similarments exists um intervalo cervade I] eon Jrz-i <1/2 yuwmN eW

tq U, @ Ié siempre gue n > -
Tomemnos,
; r - N 1
I2 = 11 r 12 ¥ Hz mix | i Hz}
entonces,
N <Nz ademis I . e I
1 y 3
‘L“{Imhi'&'ﬂ,
1
i = g1 LEmar o
U;' <3 y B @I, siempre quen N,

For el mismo process, esiste wn intérvalo cerrado I con IIH‘E <1/5 ¢

Mi' 1 2 5 : !_‘
un EGI\I g I:J“i;I3 Hemprnqmriﬂa

Tomemos,



entoness,
v ademis I3 e I2
también,

1
|13| <z y U ez,

Siguiends el procese inductivo, podemos cbtensr sucesiones {EEJ o ﬁﬂ
kel kel

taisg fus,
<
I‘k+1 * Ik ¥ Nk Hk+1 HEES
tambi&n,
1 o ]
LT'!:J < & com U“ 8 T, siempre gue
Luego por la proposicidn 1.2.9 pesulta gue,
£
n 1 = {u}
k=t %
Mostraremegs que Iim Un = o,

T =*o0

Smas> 0. fOxisteun kK €W g [Ik| < paramn> N

u, eI, y como u € I

a[uns ﬁ) = Juu = u[ < 'IhI =
Luego,

Lim L‘Jn =1

g e
Kota:

Por 1a proposicitn anterder (R, d) (en donds "d" es la distancia

usual) =3 un espacip métrice complefo.

21.

siempre que n > NH

keXN

n E_Hﬁ

i Tenemos gue

paran> N

l



1.3 CONJUNTOS CONEXDS
DEFTNICION 1.3.4

Sea E um espacic métrice vy D e E. Diremos gue Des conexo, si
no existen subconjuntos abiertes A, 3 da E talss que:

il AND y BNT son disjuntes y no vacios.

i) (anB) U (BOD) = N

fn caso contrerio diremes que Des disconexo & mo-tonexo.

Ejemplo
El conjunto B o R =8 disconexo,
En efecta:

Podemos tomas A = 4x 2R/ x =< 3721, B =i{x B8R/ x> 3/2}

¥y ae satisface que:

i) ANE = {11, BN =42, B, 5l son dfajuntos y
o ¥v&Cios.
IE) (AAW) @ (BN = 12042, 8, ...} = W
Ejemplce
El conjuBto § = {x € R/ x es vacional positive} es disconexo.
{5 ¢R)
En efecto:

Tomemos A = {x ER/ x < W}, B=Ix8R x> B} V ‘se
satisface que:

i) AmMs

il

{x 88/ 0<% <1, x racionall

Ar1s {x BR/ T < x s $#=, x pacionall

son disjuntos vy no vacios.
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ii) (ans) v (Bns) = 8.

PROPOEICTON 1.2.2
El intervalc cerrado I = Iﬂ,i] eg un subgonjunto conexo de RB.

PDemostracibn

Haremos 1a pruebs por contrsdiceoifn, suponDgamos que A y B son -

conjuntos abiertes que forman una disconexién de I.
Entonces ANT y BNI son oo vacios, dizjuntes v la unifn de =21los as I.
Coma A y B son abiertos, lox conjuntos AMT y BNT no pueden consistin
de un solo punto, ya que si Af1I es un sclo punto "e" este debe ser cual
quiera de los extremos de I. Linego existe n 2 0 tg Ble, m) c A v ade
mas Ble, v} N I es diferente de vacioc v la intersecciSn es [e, ctnl Gue
consta avidentemente de= més del sunte e. Similarmente con B

Supongamos gue existen puntos e R A v b E B tales que
O<a<b<t. Tomemes d = Bup {x E A/ =< b}, Iusge 0cd<1, de --
agul s# sigue gque d €8 AUB. B5i d 6 A ontonees d :t: B ¢ coms A o5 shisr-
*o existe a4, e A d < %, tg el intervsls [:1, al] estg contenido eon
{x & A/ = < b}, lo que contradice la definieiGn de d.

Similarmente si @ € B, entonces coms Bas abiertc existe un pun
tob, @B, b <d tal gue el intervale [hl, dl estd contemidoen BT
contrarin a la definieidn d= 4. Entoncos la hipbtesis de gque I ma dimce-
nexo nes lleva a contradiccifn.

Luegn

[6,1] e= conexo,
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PROPOSICION 1.3.3
Un subaopfinto de Besconexo sl v s8lo 8l e un intervalo.

Demgstracidn

——

A) Sea C w subecopjunto comexo de B v supongames gque © 4 4, Mo
te que (por ser R "denso'), C satisface la propiedad de que si a, b 2 C,
a<b sentopces exista d 8R tg a<d<b vy ademis d & C, si d'# C en-
tonees los conjuntos A= (X 8RR/ x>dl yw B={x8R/ =x<d} forman
una disconexidn de C.

i) Supopgamos que Ces acotado.

Sea a = inf C y b = sup C. Probaremos qus [ debs teper cual-
quisra de las formas siguientes:

la;bl, * lawpl, ~Jabl. Ja.bl

De cierto, si a8 0 y b € C dabemos tener que [a,b] ¢ C por
A) ¥ tambigp gue C ¢ [a.B] se sigue del hecho de gua = ¥ b son el infimo
v supremo de C respectivamente.
sgiael v 3 # g, Ssad cualquisr nGmero real tg a <b' <b. Como
b= Sup C, entopces existe D" EC tq a < b' < b". TFor tal rezim b' & C
y como b' es im nlmero real arbitrario que satisface a < b' < b, deducimos

facilmente gue € = [a,bl.

Bimilaruentas si:

agl y net entonces Ja.b]

Ll

aré{.' vy @t entonces la.nl
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ii) Ahora supongamns que (e seotada inferiormente. Tomemos
a = inf €, de modo que Coc fa, +=[. 8 a8 ¥ x es uw nimerc real -~
tq a < x. Entonces como { no es acotado superiormente existe d 8 C --
tg x = d de donde se sigue gue x €& C por la misma propiedad.

Coma x es un nimero real srbitrario tenemos que [z, +o[ ¢ C por

lo que C = [a, #[. Similarmente, si a ¢ C se concluye gue C = la, +={.

ii$) Bi Ces acctado superiormente, perc ne le es infericrmente
¥ B = sup C entonces por un procsdimiento similar seguide en (ii) obten -

dramas que C = )-=, b], si b EC& C= J-», b[ sl b €L

iv) Finaiments ef C no es acstade inferisrmente ni gootado du
pericrmente, entonces obtenemcs el caso en gue C = J-= ol = m.
Por 1), ii), iii) y iv) ge obtiene gue Ces un intervalo,

Notar que el iv) ecaso nog dice gueR ez conexo.

Me—="
Esta parte dec la prusba puede serelaberada (eon las modificas -

ciones del edso), sipilarmente a Ia prueba de la proposicifin 1.3.2.
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CAPITULO 1T
2.1 PROPIEDADES LOCALES DEFUNCIONES CONTINUAS

DEFINICION 2.1.1

Sean X y Y espacios m&trices. Supongamos ademis gue E ¢ X,

£: E+ Y una funciGn y P pinto de acumulacidn de E. Diremcs que

Lim f(x)=gq (6 f(x) +q cusndo x +F) si ¥ >0, J8>0
x+P

tg dY[f{x], q) < e siempre gue 0 < ﬂxtx, p) < &.

DEEEEF&CIGEEg

1) Los aimhnlﬂsﬂY y d, indican las distancias en Y y en X respectiva

X
mente.
2) Bi X y Y son reemplazados por R, las distaneias on X y em Y serian --

reemplazadas pop valor absoluto,

3) GSe dan por conocidas las propiedades siguientes:

a) Lim (Ffix) + g(x)) = A+
®=+P

b)) Eim (F.z)(x) = A.B
x+P

¢} Lim [E]{x] = %, B$0
X+E

siempre guoe 1imite de F y g existan.
4) NGtesa gue F € X, pero P no necesariamente es punto de E y alin en el

caso de que F € E, £(P) § Lim  £(x)
waF

DEFTHNICTON 2.1.2

Segn X y ¥ espacios métrices, Ec X, PEBE y f: E+Y una



dY(f(x.}, £(P) < & siempre que dx{'x. 23 BE.

Utilizando el concepto de Bolas., podemes dar otra definicifn de continui-

dad.

DEFINICION 2.1.3

Bean X v Y espacios metricos, E o X, BEBE v f:H+=Y =
una funcifm. Diremos gue £ es continua en P, 8i ¥ & > G, E[ § =0 tal
gue F(x) 8 B{(£(P), e) siempre gue x € B(P, 4).

DESERVACIONES
1) ILas definiciones anterdores son eguivalentes ya gue desir
flx) € B(E(P), &) =23 loc mimmo que !f[x} = f{F}| < £ y esto no es mis
gue &Y[:F[x}., E(F)). Similacmente x 8 B(F, §) ez lo mismo gue ﬂxfihl-"]lc #
2} F debe estar definida m P.

3y LS (k) = F£(P)
x=*P

) Para probar la continuidad de una funeifn basta verificar 2) ¢ 3).

DEFINICTION 2.1, 4
§i Fasg dontinua en tede punte de F dirempz gue fog continua
=n E.
Ejém.Elﬂ
Soa £: R + R la Poneidn identidad. Entonces £ ez dontinua.
En efento:
Ssz £ > 0, tomemos d l= distancia usual en IR, P € R y conside-

rEmYs,



(L]

d‘R{f[xJ, F{E)) <

|E(x) = £(R)] =

1]

|# - B| < ¢ por ser £ la identidad.

Luegt bastaria hacer § = g, para gue,

Lt Elx) = E&(F)
»-+P

Ejemplo
Sea f: R + R una funcifn definida por £(x) = xz, entonces fes
cuntinua =n R,
En efecto:
Bea e >0, a€R y d la distancia usual en R,
Consideramus,
ﬂR(fEx'}, £(a)) < ¢
]f(x] —E[a]l e E

2 ag[ < e

|
x| |ta] < &
8i a=0 tendriamos gue xz < ¢ bastaria entonce# tomar § = Je
para que £ =sea continoua,
8i a$0 entonces debemos cbtener ung expresifin gque acote sups-
ricrmente a |x+al.
Hagamos EI = |la] vy tendremss gue |x-a| < |a] de donde,
| 1= = la] | <]l
~la] < [x| - la] < |a]

[+ 1::1 < E:]aI



ademae,
Ix+a] < Ix| + lal < 3la]
Entonces,

(Flx), Fla)! 3 < 2
dn (x); £(a)) < 3|a||x-a| < ¢ pare 52 el

Bastaria definir § = Min {ﬁl J;: para que %(f{ﬂ* £{x)) < & slempre

gue dR[xg a)< 6.
'EjamElﬂ
Bea £f: B - {0}] + R unz Ffimeifn definide por Fix) = 1/x enton
ces fes coptinua enk - {0},
Bn efecto:
Bez £ > 0, a8 IR~ {0}] y d la distancia usuai = R.

Consideremos,

1_3| _ Jx=s]

= la} |x|

a,((x), Fla)) = |£6x) = £2)] =

En este ca-o debemos encontrar und expresion gue acerte inferiormente |x1,
parz que el lado derechp de la menacitn gquede mayorizado., Para eso haga-

mos 4, = %lal y tendremos entonoes:

1
S

1

la| | < |x-a] < Za]

de donde,

!

1 3
Eia| =] < ,‘f]ﬁ|

EnTonces,

x-al . 2]x-a]

T
m

5] S
B

dR'E fix}. £(a))

< E araﬁ
i* . 2 2

la| |x| |a



Bagtaria definin & = Min {5, E-E] para gue %(f{x}, £(2)) < v, <eiempre

gon 8, e @) < 4.

X

DISCORTINUIDADES

DEFINIOTON 2.1.5

Sean X y ¥ espocics mtricos, B ¢ X, atfE y £ E=+Y um
funeibn. Diremos que fes disconlinmia sn "a" o gue f tiene una disconti-

nuidad en "3a" si y solamente si existe uma sucesido {:% ) de el=mentes
el

de E, que converge al valor "a" tal que la sucesidn de [mage=bes

(£(=_1) 05 converge a f(a).
% nem
Ejemplo
fea f: R+ B una funcidn definids por,
o X 29
B{x) =
n x>0

entonces fes discoptinua en "0O".
Pn efacto:

ia sucesibn X = ¥nSHM es upa sucesifn convergente a "O".

1
in}
Como 1a sicesifn f[l] 4 B

- E N, 1z sucssifn (£(x =B To converge a

nel
(o) = 0.
Luego f es discontinua em "O"-

EEH:E]JJ

Sea f: R * R una funcifn definida por,



_ i si ¥ &5 Paciona]
E(x) =
3 i ® es irraciooel
Entonces f =28 dissontinua =n el oonjents de log drraciovales.
En efecto:

Sez k un nimere irrecionzl v {Hn} mna sucesion de nimercs
Em

cignales que convergen a K. Como fhﬁ ) =1 ¥ n &N, l# sucesiGn

[f(xn )} no canverge f(k) = 0.
oETH

Luego £ es discontinua ics irracionales, 5i f y g son funeicnes ouyo do-
minio y rango es K, entcnees podemos definin, como una propisdad "Locaf™
1z suma (f+g), la diferencia (f-g), el producto (f.g) y la compesicifn (gof)
de funciones, para valores x € [D(£) N D(z)].

En lcg eursos bisicos de eflculo ze satablecs fAcilmente gue si
f.y g sen continuas en un puntc "a" tambisn lo sco: £-g, f+g, T.g, Dg.

En esta gesnibn (nicamente probaremcs la continuidad para la com

poaicifn de funcionea (Feg).

PROPOSTCTON 2.1.6

Sean X, ¥ y T espaciss m&tricos, E o X, rEwY »
gr: F{E) + & Funoiones. Sez ademfs h: B =+ 2  upa funcifn definida pon
nlx) = glEix)), % @ E
8i fes centinua en un puntd 2 € E y ged continua en F(a) € £(E), enton
ges has continea on a,

Demostracian

Sea £ > 0. Como g e2 centinua en £(g) existe &I > 0 +31 gus:
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dplely)s glf(ad) < ¢ siempre que dY(y, fla)) < 51, y & £(E).
Ademfés fes continua en &, luego para €1 > 0 exisre & > 0 tal gue:
dY(f[x}, £(a)) < £y siempre gue 'dxij a) < 6, x 8E.

&1 haecenos El = Ry tendriamcs gue,

dZ(h({x), h{a)) = d Lglelxd); glEla))) <

L ]
-

=5 ﬂY(f{x}, fla)) < £ 5i ﬂx(x, a) <

Lusgn dyep ey B(al) <& siempre que 4.(x, a)< &.

Lusgo hes continua en a.

2.2 PROPIEDADES GLOBALES DE FUNCIONES CONTINUAS

DEFINICION 2.2.1

Sean X ¥ ¥ espescios mBtrices, Eog X y £f: BE-*Y wupa funcitn

Si B o ¥, entonces la Jmagen Owesifa de B por £ =8 el conjuntec de log ==
¥ € E tales que F(x)E B.

Eimbolicamernite

¢ HB) - (x8E fitx) e B}

EjemElﬂ
N y £: A+EB una funcidn cefi

Sesn A = {1,2,3;4,5), B

2
nida por £(x) = x .

8i g = {v 8 =Y/ 15 ys 15)
f“;c” = x6AM #x)8c) = 1,2 9
si e, = {v & W/ y &5 par)

(2, 4

it

£ (e2) = {x8 A Flx)6 ﬂzl



8i e, = {y 8N v ea impar}
£ “fe.) = {1,9,5)

sic. = {3,5,7)
f_ltch} = &

PROPOSICION 2.2 2

Sean X y Y espacios mBtpricos, £: X+ Y una funcifn y V wm abier
=]
toc en Y. Entonces fesz continua en X =i y solamente =i £ (V) == un shizp-
to en ¥,

Demostracidn

T 11

Supongamos gue £ =5 continua en X y ¥V es un agbierto en ¥. Debe -

mes mostrar gue H r>0 wg BLE, 1)z f‘lf-"?? pavd P 8 f-l.{_'n?'}.

~1tv).

Para eso
supongamos que P € X y F(F) E VW, es decir que P 8 Como V 3 wm
abierto existe € * 0 tal que B(Ff(F), €) o V, por ser F continua en 2, eris-
te v > 0 tal gue Fl{x) € B(F(P). &) siempre que x & B(F, r), de donde

B{(E, ¢} ¢ f-_l (V) yaque:

x 8 B{P, r) => E(x) & B(£(F), &) y asi,
x = £HER)) & FHUBIER), &) e £
Legn f-]{?} es un abierto.

PI‘=I'I
Supongamos. que f-ltv] es un abierto =n ¥ para todo abierto V en

1fl
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fijemog F € ¥ y sea ¢ > 0, tomsmos V = B(F(P), ) entonces V -
s un abdsrts, por ser una bola zhderts, come fJ{'J} gz un abierto exizte
p >0 +al que B{(P, 1) e F‘l{ﬂ-

De donde F(x) € V = BI£(P), ) siempre gue x £ B(P, r). Lue-
go fos continua en P, como P € X es arbitraric tenemos gus fes continua

en X.

NoTa:

La proposicidn anterior #5 ung caracterizacibn de funciones con

Tinuas muy utilizada.

PROPOSICION 2.2.0

Sean X y Y espacios métricos, F: X+ ¥ una Funcidn y E un ce
rrafdo en Y. Entonees £ es continua sf y solamente si 'f_i.(E'.' &5 un CerTa-
do en XK.

Demostracion

Como E es cervado, (E es un abierto, luego f-:_EE'E'J = C{f-1 {E))
es un shierto. De donde £ '(E) es un werrado.

For la proposicifn 2.2.2 fes continua si y solo si § (E) es wn cerrade.

Hota:

Obgérvese gque con las proposiciones 2.2.2 y 2.2.3 lo que se ha
probade es que la imagen inversa de abiertos (o carvados) es un abisrto
(o cerrado) =i fes conrtinua, perc nada se dice con respecto a la imagen
directa de abiertes » verrades. En general, una funeifn continua no nece

sapiamonte erviz abisrtos (o verradesg)a abiertos (o cerradns),
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Por ejemplo, la funcifn £: R + R definida por:

(x} = —
il

es continua en R.

S8 = ]-’1,1T entonces =17 =:l%-, ] el cusl no es un abierto =m K.

I
(1]
i

= {x ER/ x > 1} que es m cervado, entonces F(H) = ]o, 1/2] el

cuAal na es W cerrado,

CONTINOIDAD ¥ COMPACTOS

FROPOSTOION 2.2.04
Sean X y Y espacies mEtricos, 81 X es compacto y £: X+ ¥ una

funcifn coptinua entonces £(X) es compacte.

Demostracifn
Ssa {Gl] una Familia de abiertos que cubren a £(X), e5 de -
AEL
& e 00 G U 0., |Cous £ b contioug EEN 0.) @ use Bawsiis de
wen 4 | AeL

ahiertos gue recubren a X, por ser X compacto existe Jd e Ly Einite ial

gue){ef—lfu 0) JeclL y Finite,
AeF A

AdemSs sabemes que F(F '(E)) o E pava E ¢ ¥, luego se obtiene que

EX) o FE(UY o) e U 0y J oL y finito
=h) AeJ

De donde f(X) es compacto.

Nota:

1) Obsérvess gue en la prusbha anterior hemes utilizado 12 relacitn
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£(sH(E)) o E que e5 valida pere £ c Y. )

2) 8i D e ¥, entonces e HE) =, Ia ipualdad no necesariaments =5

cienits en ambos cesps.

CONTINUIDAD ¥ CONEXDS

R Jah
Bea £ wna fumcifn cootinua de un espacio métrico X & un espacio
métrden ¥, 51 E o X e2 conexe entonoes F{E) es conexo.

Demostrasion

Para probarlo supongames que £(E) =8 no conexo,

Luego existen A y B sbierios en ¥ tales que:

i) ANE(E) 7 o, BAE(E) § 9
13) [ANEE] n [BosE)] = o
De donde
(AMB) M F(E) = @
f-lfﬂnﬂ? M f":'(fiﬂ}-] s ¥ aplicando =

Tenemot ademdis que ¥ (£(E)) ®E  para E e X.
Luegn,
EXans) n 8] e [£ane n e7hEEn = @
asis
£YANB) NE = ¢ )
331) [aAnE(E)] W [ansiEl = £(E)

De donde,



(AUE) A £(E) = (&)
FlAUB) N FNEE) = £ HEED) aplicandn

£ imunj M [f*‘I{:ELEJ} nE = f'l-(fu:n n e
Pero ademds £ (£(E)) D E para E ¢ X
Luego,

£auB) N B = E (2)

37.

f-l

Come Fes continua, £ (A) v £ (B) son abiertos en ¥ por 1a

proposicibn 2.2.2., Probaremos gue tsles conjuntos formsn una discons —

=ign de E.
) ENE) $e,  EnE(E) 40
ya que,
ANE(E) 4 2

lusgo, existe a3l menes un punto en 1la interseccibn, este

punto &8 de la forma f{x) con x BE.
flx) 2 AME(E) =3 flz) 2 A A flx) e £(8)
=3 %EFNA) N REE == xGENEA

tuego ENE T (A) 4 0.  Similarmente EME (8) + 0.

i) Easkm] n EBns s e lE7a)y n £ el

1

= EN f_l_(.ﬁl"'l.B}

= 9 por (1)
114) [BAFAN U Iznf"lia-}l = 5nl£Ta) Y ETIHE))

= Eng T (aus)

= E por (2)
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Luage, por 1o antevicr, £ es no conexo, de donde debamns tener

qgue £{E) 25 conaxs,

CONTTMUIDAD DE LA FURCION IHVERSA

PROPOSICION 2.2.B

Sean X v Y espacios mEtrices, X gompacto v 3 X+ Y continug e

-1 .
inyectiva. Entonces la fupcidn inversa £ : ¥+ X definida por:
oy |
E LElxl) = =g x 8 X
es una funciln continua.

Demostracifn

Fara probar que f"= g3 gontinua utilizaremos la proposicién --
2.2.%, para eso bastaria probar que £{V) ez un abierto de ¥ para todc =
abisrto V en X. Bea V e X un abisrto, (v ez un cerrado ¥ eomo- X &8 com -
pacte, por la proposieidn 1.2.4 [V es compacto. Asi #([V) =5 un subeou-
junte compasto de Y por la proposicitna 2.2.4 ¥ por Lo proposicifn 1.2.3 -
cerradoen Y.

coms £((V) = C(£(¥)) por ser £ inyectiva, se obtiene antonces

que T(V) es un abiertp. Asi £ ! a5 continma.

2.3 CONTINUIDADN UNIFORME

LEF ON 2.3.1
Bean X y Y sspacios mBtiricos y £: X = ¥ una feoeibn., Dirsmos
que fes uniformements continua en X, 51 ¥'g > 0~ existe § > 0 tal que

d“,(f[P}, £{eg)) = ¢ ¥ P, g€ X, para los cuales deF,.q] <
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OBSERVACIONES

1} N5tese que la continuidadse dafinid sobra un punte, a diferencis, la

continuidad uwniforme s= define sobre un conjunto.
2} 8i una funcifin es uniformemente continua en /A, entonces £ es rontinua

e A

QPOSICTON 2.3.2
Sean X y Y espacios mftricos, X compacto y £: X + ¥ upa funcifn
santinua. Entonces fes miformemente continua.

Pemostracion

Sem & > 0, come £ es continus, podemos asociar & .cada punto

F € X un nfimers positive 8(F) tal gue:

q & X, dX‘EP’ q) < ®(P) eﬂ?:unc:ﬁr; 1'1:,5{:‘('&’], flg)) < *-;7- (13
Tomemos  J(B) = {qe% 4. (e @ < %ﬁt#}]. (2)

Comp P & 0{P), Ia familia de Ios J(B) es un cubrimiento abisrio

de X v oome ¥ es compaets, existen E, P

. e Fn en X tal guas:
X e JtPIJ wdaE) v v J[Pn} (3)
Hagamos, &N ., .
6 = Zmin {6(P. ), P, ), ..o.p @R )} (3"}
2 1 2 "

Entonces & > 0, ya que el minime de un conjunte “Finito" de nGmeros posi
tivas es pogitivo.
Ahora tememss P gy o puntos de X, tales que EIK{E, g) = & (4]
Pap (3) existe wn Indicem, 1 < n;_i n. tal gqus P B J(?WJ. &n=-

[onces -



; ; AT
dxif, B ) =< §-¢tim} (5)
de dende por (1),
E
dY{f{F], fEJ?mf! €5 (82

Tambisn tenemos que,
ey B) = (R, q) + alp, B

2 § ¢ E'IH{F‘I“JI Per {4) v (5)

1

i 1 E ¢a)
7 0B + 5 (B = o(P ) Per (8

es decir qus,
dfq, E) < 6(P)
ée donde por (1),
= & .
ﬂ?[f{q}. f{?m} 3] (7
finalments,

d (£(). g = d_,l,_(f(P'i._f(PmH + dY{f{q},_f{Pm)l

< £ par (B) v (7)

Luego fes uniformemente continua.

FUNCIONES MONOTONAS

DEEINTICION 2.3.3
Sea ScR y f: § +R una funcibn., Diremos que Fes crecdenfo

en 5 gi pars todo par de puntes x, ¥ € 8§, x <y entoncas flx) s fly).
81 ® <y -entonces f{x) < f(y), diremes entonces que f es eAfide
tamente creciente.
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Similarmeute a la definicibn antepior, pueds definirse cusnds -
ute funcifn es decrecisnte o estrictamente decveciente.
Ejenplo .

L2 funcife lineal fx) =mxsd, m, PER, m > 0, es ustricta-
mente creciente enkR.
En efecto:

Supongamos que R SRy Y consideramos,

Ry %
mE LW E,
mx, *+b <mx, +b
ﬂxiJ < f[xz.'l
Luego £ es3 estrictamente creciente.
E‘Emylﬁ
La fupeitn £: [=5, 0 = R definida por flx} = x! es estricta=

mente decpeciente en [-3, 0Of.

En efecto:
Pars %, < %,, s Ky B [-5, ol
RE oKX, multiplicando por X
XK, > EX multiplicando popr X,
:Luegcn:
X X > x
11 2
2 2
e T
1 2

Lusgn £ eg ssgrrictamente decrecisnte.
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E CI0oN 2.3.0
Sea S ¢cR y £: 8§ +R una funcidn estrictamente crecientie en
=1 i i .
8. Entonces ¥ = existe y o8 sstvictsmente crecienteen F(S§).

Demastraeisn

Comy £ es egtrictaments creciente, F es inyectiva 5, luegn -

axcists £ 0.

Para probar gus f-l s sstrictamente creciente tumemos ¥ y < ¥, puntos de
: o 53 s e
F(3) v xl = {yiJ, Xy = £ {32},

Es claro gque no podsmos tener gue X, > X, Y3 gQUE €7 e3¢ caso

1 2

f(xl) = -_F-[:E} por ser fastrictaments crecienmte.
ey N > FE Ty )

¥ T ¥

l _

¥ 5 '_-1 2 [ =
Luego debemos te=ner gue RS X As% T es esirictamente crecisnte.



CAPITULD T1I

3.1 DERIVADA DE UNA FUNTION EEAL

DEEINICION 3.4.1
Sea f: [a. 3] =R una Funcidn y ¢ € Jabl. Entonces diremos -

que I es difenenciable en e, ouande el 1inite,

F(x) - E(e)
% - €

(1) L

x+e
gxigte. Este limite, os 1lamado Ia derivadd d2 F en ¢ y es denctado por

ETle).

Notae:

1) Chserve quc podamos Isociar a la Funedbn' €, una funeidn £' cuyo domi
nis a8 el cohjunte de puntos x, para loe cuales exists el 1fmite (1).
£' e4 llawada 3a derivada de f.
2) Otras notacisnes para £'(e),
£'(e) = D Fle) = -g:-i-{c}-

#) El proceso el cual produce F' 25 llamado Ddferenidewdfn.

Sea £: [a,b] + B uma funcidn. i f = diferenciable psra

e & la,pl, entonces Foz continua en c.

Temestracion
) — £z} - £lc)
£lx) - 5{e) i)

tomande 1imite cuande x + ¢ obtenemos,

£x) - £e)

[

Lim o [flx) - E(2)] = lLim e

e % e



(%) = 3 S . .
= g 22 HCO pen (xea)
¥ - Cc
) 3o
= fMeYg = O
fe dends,
wim  [B(x) - Fle)] = ©
& :Z.pn
5
Lim (%) = ¥(&)
xrhe

Como 1im  &(x) existe y =5 igusl = Flc). tenemos gue fes con
Xx-rC

tinua en fle).
liota:

Dhsérvese que la continuidad es uns condicién necesaris pare —-
que £ sea diferenciable, pare no basta que £ sea continua parz que sea di
Ferenciable.
En =Fectn:

ba Funcifn £:-R +E: gefinida por (%) = |x| es continua en

=0, pero no gs difepenciable en @Ee punto, ya que

g ZRI-HO) Loy oy n SR =HO) o g o decin,
%+ OF ® =4 -+ X ;

Eix) - £(0)

que no existe 1Im s

E B

0 ION 3.1.3
Bean f: la,bl R y @ [a.8] *R Fuociones diferenciables

B U pums ¢ € la, {. Entonces f4+p. f.p v ffg son diferenciables en



ele) +10

5

flx)alx) - glx)fle) + elx)fle) - Flc)zle)

+ £(e) [g(x) = glel]

o0 B2 RG] 4 gy [RO0) - giel]

£lx) - i"{c:] +

n = C

£{z)

%~ C

=e) g'le)

afe) 04 a0x)

Fled

“gre)

fle) [glxn) - z(d]

z{x)zlc)

oy adpmis,
a). (F+g)le) = £We) + gie)
B) (Fg)lec) = €'elgle) + pie)fle)
&) (Efaytey = Eieigle) = gHelfle)
g (e}
lemastracidn
a) Es inmediato 3 partir de Ia definfcidn 3.1.1.
b) Tomemes h = fg,
hix) - ale) = Flxds(x) - F(e)g(ad
= glx) [8(x) - #(e)]
hix) - hie)} .
% -
mgn AEL-BE) . e soang
x*g # = » e =+ o
h'{e} = gle) EYc) +
¢} Towemos h = -F/e,
hix) - nle) = ;%E% = %%{%.
. Elx)  Ble) . E(e)
T g2y glxd  glxf
nlc) [£2) - £(e)] _
Elxigyve
h{x) - hie) _
X =0

_—
E{xilg{c:. {%fn} {fifl_g_iﬂglj

{e)

X - ¢

v B0 -

{e)

B— ik

Sl =

XK= T

[gix: -.E{cjl.]



thmands 1Tmite euands x » ¢ obtenamos

H'lel) 2_1 lel=) T'eY = £(c) g eyl
g (e)

Frie)gle) = g la)flc)
Z
g (=)

DETINICION 3.3.%

Ses X \in espacio wEtrico, f: X 2 R une funcifn. Divemos gue
tiene wn mfixdne Locad (o mindme focal) en P, P € X, si sxiste & > D —
tal que Tfx) < £(P) (& f(x) 2 F(P)) para todo x € X. que satisface

'ﬂ{-E? %) = ‘!.

Ejemgiu

ta funcifn £: R + R,  definids por f(x) = |x| tiene wn minimo

iocal en x=(.

THOREMA DE ROLLE

FROPOSICION 8.1.9
Sea f: [a,b)l » B una Funcitn. §i £ tiene un mfximo local em -
in punte 7 £ ]a,h{ ¥ #i £'{n) existe, entouces f'isg) = 0.

Demostracion

Escojacos § como =n la d=finicifn 3.2.0) tal que,
s c=f £¢c< o <b
8 o= s xxc ENTORTESR,

£lx) = £{r)

X =g =



&7,

Tomando 1imite cudnd> x + ¢ obtenemss que,
(2} 3 N
Bi o= ¥ €« p¥d antonsss,

£lx) - £} _ .
% ~ e -

Temendo Iimite quande x + ¢ obtenemos gue
(4} £¥(e) < O

Por (2) y {(3) debepos tener gque £7(e) = D.

' 2.1.6 {Teorema de Rolis)
Sea £: [a,b] * R uma funcién continua, f diferenciable en la,bl
y ademds fla)= £(b). Entonces existe c & lachl tal que,
filg) =€

Demostracion

Supongames que E'(x) £ 0 para tedo x € Ja.bl. Come £ e= gma -
funcifin continua definida sobre un compagto, alcanza su maxime ‘M" y su =
winimo "w" en [a.bl. Ningln valer extremo [(m & M) se obtiens en puntes -
intariores de [a,b], ya que si se obtiene wn exiremo en un punto interion,
deberia obtenerse que £' es cers on ese punto, luege los valoraa m y M ==
phtienen en los extrenoe del intervalo [a.bl. come f(a) = £(b) entonces
m=M v concluimos que £ o8 constante en la,bl. Esto contredice nuestra
supesicitn de gue £' nunee es cero en La,bl, Entonces deobe oxistir

c € Ja,bf tal que £'(cli= 0.



TOUREMA WEL VALOR MERID

FROFCSICION 3.1.7

sean £: layp] =M v g [a58] + R  Funciones continuss y dife=
penciables en Jabl, entoneces existo x & la.ti para el cwal
{E(b) - Fa)) €'z} = [l wla i £

Desingtracibn

‘Hagamoz n(t) = [£(B) = Fla)lgle) - [e(p) - gladlE(t). msi, n
e continua en' [2.,b], ya gue £ 'y g son contipuds, por la misma razbn N es
Hferenciable e Ja,bl. Adem3s h{a) = E£(bjgla) ~ #£a)g(k) = Hlb)L -
Por ol Téorena de Holle, existe % '€ Ja,bl tal que W'(x) = 0. Comb,

hi(s)

[£(b) - #{a)]g'(t) - [giB) - gla)] F1{e) tondriamos gque,

h'{x)

w

fe(h) = #8)1g'{x) - [giB) = gledlf() = b da donde,
[£08) - £(allgtix) = 1gibd) - gla)]Erix)

FHeoposioroN 3 .4.8  (Teorenma del Valor Nedis)
Sea £: la,b] + R una Funcifn continua y diferenciable en fa.3(.
sntonces exists x €]a,bl spavd =1 cusl,
HB) - £(8) = (b-x)F(x)

Dempairacion

El resultado es domediats haciende glx) = x en ia propomiciBn

2.%.7-

REQLA OB L'HOSPITAL

ERQPOSICION 3.3.2
Supongamos que ©: la Bl +® y g la2,k] + R =on Fenciopes di-



feranciati=s =5 Ja,bl v g'(x) iq ars fodo =% & Ja.hl, donds
= X @%b m

SupangaEmos gus,

(2] Lim f:{"} = A
x=sg & 'F
Bi, i
vzl Flx) = 0 ¥ glx) = 0 tuapde x = a,
Entonces,
(3) iifa ;—Ei;-}r = A
Demostracifn

Congideremoy el caso =n gue —= < A < =, E=cojames un olmero res!
g tal que A < g. ComoR os dénse, existe un r 80 tal gue A <2 < g. -

Por (1) existe c € Ja,b[, #al qus a < x = ¢ entonses

8f a €<% ¢y < ¢ entonces por la proposicifp 2.1.7 existe t & la,bl =al
que.

Flx) - #ly) _ E'(%)
glx) - glyl g'{t?

s

(5)
51 se toma la hipbtesis (2) y tomames iimite cuande % + & olitensmos

(6) - %ir‘dq, B <wv<e

De §gual mapera, si = < A £ = § excogemos p de tal forma que p < A. For
1a depsidad de R, existe 5 €K tal gque p <5 < A. Por (1) existe

¢ e Ja,bf 3l guz 2 < ® = ¢, entonces



S0

. £y
(7} I £ ETTEF

5 I él entonces por 12 proposzicifn 3.1.7 existe wn t, € Ja,bl

Ttal que,

1 )
P ) -
g'ﬁtiﬂ glxd = glyd

[ 19

4:h
81 tomamms la hipBtesis (2) y tomamos 1imite cuande x = a obtenemos,

. Ely)

(2) Pfﬁ_w

_a-t}r-cﬂl

Come p y g son nimeros resles arbitrarios y cambiando x por y. d= (B) w

(2} obtenpmos gus.

£{x) . flx) _
& < E-ﬁa- < A de donde Lim m = f.

¥a* 3

Nota:

Obsérvese gus =i en la proposicifn 3.1.8 cambiamos la hipBtes'z
(2) por,
2"y glx)re cognds ®-* a

(que ez una hipdtesis mis débil).
La veracidad del teorvems se mantiene.
B efegto:
Supongamos la hipbtesis {2') y tomemos "y fijo en (5), podemes

sstioger un punts e € la,yl  tal que,

1
glx) > gly) ¥ glx) > 0 gfa<yce.
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Yeltipticands (5) por [E-{“f; - ‘?}J abtenemos,
F{x) gl¥), . ¥
(10} mcr—rw-bﬁr AR SE

tomando limite cuande x + 2 tendremos que,

= Flax)
11y Lam o
(2a) #+a X
Por (2') exicte an punte B, a <, <le, tal 'gue,
..[12) ;Ef-%i%- < q ﬂ-:jqugti

De manera -similsr, €i & < K ¢ » 'y gscogesos 'p de tal forma gque P o< A,
podemos ancantar un plitite €3 tal gque;

- Hx) , _
(13} -P‘tw &{x{La

De (13) v (12) e sigus que,

Fix

e

Lim
a

SESERNAION
Fesultadoe similaren a ia proposicibn 3.1.9 ¢ 1z nota enterdfor,

cbtendrianos =i =+ b (o s5f glx) » =)

TEOREMADE TAYLOR

_f" CToN e 1+
Si F tienie derivada F' en wn' intewalo Ja,. Bl vy si £' es diferan
ciabls ‘=n Ja,b |, denotaremor 13 derdivado de £ pﬂr £y le llamaremos se-

gunida desivada de F.



Continuanda e=ste progeso; podemos obitener funcions=s,
1, w
. f{ 1. (2} ffnl

&
I g =eelaig

Cada una de lss cuales s= la denivada de 1a anterdow. f{ni gg llamada J=

n-ezima depivads de F.

FPROPORICTON 2.7.11

=1)
sez £: [a,B] * R uma funeidn, o €N, f{” " continug en la,b] ¥

Finamos |
R LCR)

(1) Bt = J = s Y e = X
geg &

Entonces existe un punto % entre = y 151 gue,

(=) ,
{2y E(g) = E(B) + .f'_m_,‘_’.‘.l @ - "

Bemostraci&n

Sex M el nOmerc definido por,

£lay = o(p) & Mig - =7

y hagamos,
(2} glt) = o) - Bt - Mk - =), acteh
Tenemos gue demostrar gues nlM = fﬁn}(k} pare aleln x entre = y 8. Bua-

tituyende (1) =n (3) obtenemos,
-l (k)

() gt = mo - ] e - of Cwee - ”
ft=n i=

lerivande n-veces (%) obtenemps,

[Ej En{tl = ffu}tti = Hn! gtttk



(¥}
L

Por tanto, 1a demostracifn estard campleta i podemos probar que g (%) = 0

para algle x entre = y B.

Olay = £

Come P para k = 0, 1, ...., ©n=1 tenemos que,

g} = gHe) 5= o = gin_”ftl = @

La pleceitn de M demuestrs que g(E) = 0 d= mods que, por el teorema del -

valor medio, existe x, entre =y § tal gue g'(x . = 0. Cowo g'(=) = 0, -

1}
entre = y x, Aplicando.

I

dodugimos. del mismo modo qu_e.g“{xz) = papa *,

n-vecss pote procedimimeto, llegamos @ la conclusiteo de que g"rn.‘} {-:\ltj]r = 0

para algim xn =ntre = y “n—l ;oes deair, Hn entre- = vy B

{n)

Luega £ (x)} = niM para algln x ectre = y B

2.2 [DIFERENCIACION EN R

TRANGFORMACIONES LIMEALES

La seenibn de transformaciones linesles, se considerans como un =
topico. ya revisado en cupsns anteriones de ALGEBRA, por lo eual, solamente
se dardn dafiniciones y proposiciones SIN FRUEBA. &1 se guisiers profundi
zar sobpe este tema, pusde consulfrse cualguier libro de "Algebrae Linsal

o ml 1ibeo "Fpincipies of Mathemstical Analysis™ da Waltee Rudin

DEFINICION 3.2.1
a) Un conjunto X e R es um espacdo weetorial  si Ceayle ¥ v ex&X
Fara todo x'€ X; ¥ & XA y para todo sscalar e

: = ol
b} &i xl, iy xk SR ¥y c:l, Fararaty ck son 2acalarss al seoton

clxl " Ezi-{! o JHIFEFFE -t:ckxk
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se le llama combindeidn LOweal de X\ %ys covny %o ELEcR y s
E #s el conjunto de todas Ias combinaciones lineales de 5, dirvemos --
gque B génead a E, o que E == el sistems de generadores de 8.

c) Se dice gue un conjunto constituldo por los wectores {x ...i,xk}

1y Iz:
os Linesdmente {ndependiente, si 12 yelacidn s b = 0

implica que ¢, = €p S sesn =B B 0. FEn otre caso, se dice gue --

e Eineatmente dependiente.
Ohzerve que ninglin conjumte independiente contiene el wector nulo.
4] Si um espacic wecterial X contiense un  conjunto independiente de r —
veECtores, pero no contisns un conjunte independiente de r+1 vectores,
divemos que X tiene dimensidn v y escribiremos, dim X = ».
) Un subconjunto independiente de wectores de un espacio wectorial X —-
gue gene/ur & X, se dice gque ps una Base de X.
ELl =femple mis conocido de base es el conhmto 1 R E“.},
gielldn ek gl woctor e ]Rn ciya cocrderasa ke-Baima ew 1 y cuyss otres —

coovdengdas gon todag cero, & 1a base antericy go le llamd bass nafionid

& canfnica A= R".

EROERSICION 5. 2.2

Sea v un enterd positive. 81 un espacio veécteorial X estd engen

drade por un conjunto » de vectores, dim X < v,

PROPOSTCION 3.2.3

Aam W = n

FROPGSICION 3.2.4

Supongames gque X 85 un espacie vertorizsl y ghe dim X = n.
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a) Un conjiute E de n-vectores =n ¥ gemens & X si v =410 =1 T &= dndepen
diente.
B) X tieme una bass y toda base consta de n-vectores,
) Bil<p<n ¥y van-fa}ﬂlmmmﬁﬂﬁﬁ@wmﬁﬂﬁ:mx,@

t= tiene una base gue contisne a {yl, o YP}.

EFINICION 3.2.5

Se dice que una funcifn A de uh espacio vectordal X a un  espacio
vectorial ¥ es uma Taansfommacidn Lineal, si

&fxl + xii - ﬂx1 + Ax, ., ABlex) = ¢ Ax
Para todo x, %3 31 E ¥ y todo eagalar c.
8L A =5 1ineal, sscribiremos Ax =n Iugar de Alx).
A 1z= transformaciotes linealss de X =n X, gensralments == l=z llam= ﬂﬁéﬁﬂ
dones Lingakes en X.
Si & o5 un gperador lineal en ¥ tal gue:

i) EBs iayectivo

id) Aplica X sobre ¥
entonces decimos que A ss fegulak 0 Lfmuerlible, En ezte caso, podemos de-
finir un operador, tambifn lineal ﬂrl en X, tal gue:

Altasy = AT = x para todo x € X.
IROE 3

Un operador lineal A en un e=spacio vectorial de dimensidn findta.
es inyective 81 y solo si el campo de variabilidad (Rango de A) de A, e o
do X.
DEFINICION 3.9.7
2] Sea L{X,¥) el conjunto de todas las transformaciones lineales da L 3 Y.

En Jugar de L(X,X) eseribiremos L{X). & A , A, 8 Llx,y) ¥
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2. Ez B0n escslares, definiremos e:]ﬁ:. - Ez.ﬁﬂ Por,
l.'::.lﬂ.l + :,‘,-hz}(x} = eihx + cyfn, % 6 X
Es claro entonces que ¢yn, T oA, € L{X, Y
Si X, ¥, £ son espacios yectoriales, A S L(X, ¥Y) y B & LY, 2) de
finiremoz su productc BA por,
(Ba)x = BlAx), X & X
entopces BA B LiX. 2).
Para A £ L(R". R"), definiremos 1a noama de & (J[alD). coms =1 SUpremo -
de todos los nlimeros |ﬁx}. dende = tiene como campo de variabilidad
todos ios westores de B con J:-:J < 1.
Obsrvese gue la desigualdad,
|ax] < [[a]llx]
se cumplepara tode x £ =", Adem@s, si A es tal que |Ax| < kx| p=-

ra todo x @ R", entonces |[Afl < A.

FROPORTCION 3.2.8

a)

bl

o)

i A ¢ WR%, R™), antonees [[all € = y A es une funcifn uniformements
continua de R® = R
Bi A, B &2 L{Rn, R y © &8 un escalar, entonces
llaes]l < [la]l + 8]l eall = le| flalk
Com 13 distancia entve A y B, definida por [JA-B|, DLER", E") es un es

pacio mEtrico.

siAELR,R) yB&LR, BY) entoness

[1Baf] < I[e{l Il
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?RGFE}E;EIU‘H E-gég
Bea R el conjunts de todos 1oz operaderes lineai=s {mueitibles
EHEH-
a) siaega, ||.u;"I_|E = 17=, BELRYY v [[B-A|] = 8<% en
tonses B § H.
B) 0 et un subceniunto abierte de LIR™) v la Funcidn & » ﬂrl os  continua
en H.
HICION 3.2.1i8
Supongamos que {xl. ..... . xnl v Yo oeeees Fﬁﬁ gon bases de -
lgs espacics ventoriaies X y ¥ pespectivamente. Cada A 8 L(X, ¥) determi-

nard un conjunte de nlnmeros a: tales gue
3

yu- 3
u
e~ 3

Ao Vi 1 € 5 €
g g WY SIS

fis convenieute colocar astos nlmeros enm wp arreglo de m Filas y n columnis,

=& a sene B =]

11 1Z I
Etl 522 - e EEH
[l =
F et |
_all, dﬂ]i‘ mo |

g 1o eual llamaremss wolfdiz A.
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DIFERENCIACION

INTRODUCCION

Para llegat = la derivads de una Fimcifm euyo dominic =2 B (o
un suironijunto ablerto de R;}. revisaremos nusvamente el case cuande nsl,
veremos como pueds interpretarse ia der vada en ese caso y llegar de ese
medo & una extensifn naturdl para &1 caso n > 1.

i F; la,Bl +B &5 una funoidn y si x ¢ ja,b[, entonces £'(x) ez usual-
mente definida por el nfmwero real,

Flx+h) - Flx)

1) Lim T

h+0

dado por cierto gue dicho 1imite existe. Asi,

{2) flz+h) - £(x) = £'(z)h 4+ r(h)
donde el "residuc” v{h) e= pequefio en &l sentide que,

r(h)

{a) Lim T

h-*0

Wote que (2), cxprass 1z diterencia flx+h) - fl{x), come la suma de uns —
funcibn lineal gque lleva h § £'(x)h mds un pequefio residuo.

Podemos entonges considerar ia gderivads tde f en =, m0 vome un nimero real,
sing come un operador iinez) sobre B gue lleva B a £'{x)h.

Consideremos 1la fupcifn £: Ja,bl +r". En tal vaso, £'x) se define como
un veator y € R" (si existe), pars sl cual,

) i f{n+h?h— flx) = S

h=+0

e scuacidn anterior pedemns reescribirla de la siguiente forma:

(5) flx+h) - fix) = hy + =(h)
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en donde »(h)/k * D cuzndo B+ 0. EL significado del término del lado =
depecho de (5) == de nuevo una funcidn lineal de h. Todo vecter y € :Em,
infues a una transformacidn linegl de R aEm, ggoelandy a cada h 8 R Al
veetor hy €R'. Esta identificmeifin de ' ax L(R, R"), nos permite con
siderar £1(x) como un mismbro de L(R, R"). Asi, si £: Ja,bl +R" &5 di-
fergnciable y 81 % 8 Ja,bl, entonces (%) e 13 transformacifa lineal de
BaRm que satisface, I

(5) Lim flxth) - £lx) - £z _ [} fcero wector)

k=10 B

B, eguivalentemente a,

|£(x4h) — £lx) - F(x)h]
0 [ia]

(N L5m
B

PEFINICION 3.2.11

Supongames gque E 85 un c¢onjunte abierto ds= Rn, £: E+R um
Funeidn y % € . 51 existe uns tramsformacifn lineal A de BT a E'  tal

L=y,

(8 L5m |E(xen) - £(x) - anl -

h-0 [t

entonces decimos gue fes diferenciable y escribimos,
f'ix) = A.
i fes diferenciable en fodo punto x € B, diremos gue f es difsrencia-
ble en E.
En (8) se sobhresptiende gue b & Rn. g1 |h| es suficientemente pequefic,

antonces x+h € £, ya que E =5 abierto. Asi, Flxt+h) estd definide, ademds

=
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Flxth) e BT y como A € LIRS, BT, Ah 2®B™. Al

£(x+h) - £(x) - Bh & H
La norma en el numerader de (8) es is R R En el denominadon tenemos 1a

B enorma de h.

POSICION 3.2.12

Supongamos gue E y T Som como en la definicitn 3.2.11, x g E ¥ -

se cumple (B) con A = A .

¥ A= AE. Entonces P.l =

1 Z
Demostraciin
Ei B = ﬁ1 - A?. enxtonces;
|BR| = |8,h - a,h|

|Elx+h) - £{x) - Ah - (F(x+h) - F(x) - ﬂlh}i

[

|[£(x+h) - £(x) - A h| + |E(x¢h) - £(x) - & h]

Dividisndo por |h| ¥ tomando 1imite cuando h + 0 obtenemos,

|81/
| ]

(a) -+ 0 cuasnde h =+ 0

Para h 4 0 fijo, se deduve que,

|BC+R) | .
|th|

(1] 0 cuando + = 0

La linealsidad de B muestra gue (10) es independiente de . Asi, puen

Hh = 0 para todo h B ED', de donde AI = K2,
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Notas:

La scuacitn (B) puede ser reescrita de la ferma siguiente,
(11) Fix+h) - £(x) = £'lx)h + »(h)

en dende el pesiduc r(h) satisface,

R |
h-*0  |h]

Podemos interpretar (11) diciendo que para x fijc y b suficientemente
pequenic £{x+h) - £(x] == aproximadamente igual a f'(x)h, esto es, el

valor de upa transformacidn lineal asplicada a h.

2} Supcngamos que ¥ y E son como en la definicidn 3.2.11 y £ diferencia-
ble en E. Para cada x € £, f'(x) es una funcidn, esto es, una ‘trans
formacién lineal de B a R'. Perc £' es tambifn una funcifm, £' apli
ca E en LR, ®B").

3} Una cjeada a (11) muestra qua f es coptinua en todo punto, en el cual
fes diferenciable.

4) TLa derivada definida por (B) & (11) es a menude llamada la Deiivada Lo
dak de § en x 6 Dendvada de § en x, para distinguirla de la derivada
parcial, la cual definiremes mis adelante.

Ejemplo

fats E 5 n m
Hemos definido la derivada de funciones gque van de B a R, por

B . . n in
transformaciones linealss que van de® aWN. .,

éCUAL ES LA DERIVADA DE TAL TRANSFORMACION LINEAL? La respuesta

es may simple.

Si AELB,R )y x8R  entonces,
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(12) A'(x) = A
Note gue x aparece en el lade izquierdo de (12), perono aparece el la
dn devechg. Ambds lados de Ia ecuacitn (17) son miembros de L{Bn, Rm}, -
considerando gue Ax en K.
La prueba de (12) es f8cil ya que,

Alx+h) - fx = Ah
Pon l1a linealidad de A. Con f(x) = Ax, el numerador de (8) es cero para

todo h € R". En (11), »(h) = 0. De donde

A'(x) B

PROPOSICION 3.2.13 (Regla de la Cadena)

Supongamos que Eoes wun conjunto ahisrto de Rn, f: E+R" una
funcién, £ diferenciable en x, 6E, ges una funcidn definida sobre un con
jurite abierto que contiene a f{E.}l haciank y ademds g diferenciable en =~-=
f(x,y, Entonces la funcibn F: E~ R definida por,

Flx) = gl(flx))

¢5 diferencishle en %, vy ademas,

(13) Fi(x,) = gHif(xe,)) £10x,).
Demostrzcibn
Hagamos y o= £{x.), 4 =%Yx,), B = g*{yg} y definamos

U(h) = £(x,+h) - £(x,) - Ah
Vik) = gly+¥) - gly,) - Bk
para todo h @R y k ER para los cuales Hx,th) y gly,#k) estan -
bien definides. Entonces de (B) obtenemos gue,

(14) u(h) = e(B)|n|, vik) = N(k)|k]|
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en donde glh) =0 cuandg h=>=0 v Mk) =0 guande k= 0.
Dado h, hagames k = flx_ +h) - flx_) entonces,

[l = [ab+ Uth)| < [an| + =0 |n|
_ y
(15) el = [1|n[| + () fn

2

F(x,+h) - F(x,; - BAh glys+k) - gly,) - Ban

gly tk]l - gly,) - Bk + Bk — BAh

B(k-Ah) + v(k)

= B O(h) # V(k) ——
_,i"-:-|. E.:.'. __:.;-11\
Tomando valop absslute y dividisnds pov [h], b $0, VAR
Pl th) = Py = sanl [ un) 4 v | K §
[n] 1] Y Gt
< s dum !l |, v | e
- [ inl
| bl 1 :
< |isfl etm) + i NG | Par (114)
b

< Isll etn) + |[iall + :{H}]H{k}' Por (15)

Tomango 1imite cuando h + B, tenemos que &(h) - 0. Tamhifn k +'0 por (15),
asi N(k) = 0, De donde se sigus que,

Prlx,) = BA = g'(E(x,)) £'(x,)

DERIVADAS PARCTIALES

Congideremcs una funcidn F que aplica un conjunte abierto E c R
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en B, Tomempa {el, A En} ¥ {gl, TR um} gome 1as bases canind-

cas de R s R'. Las componentes de F son las Funciones E .y =iizay Fo de—

Finidas pom

{1.8) Flx) = ’f_ £.0x)u_, nEE
§=1 %

&, equivalentemente por f£.(x) = Flxl.u, 1 edcm

Fara *€E, 1%1=<m, 1 £J <n, definimos

L
Flx # £t8,) - F (%)
i 3 i
o

(17) (0, £)(x) = Lam
3 ==

con tal que lod limites existan. Escribiende fiﬁ‘l_ iy :-;n}l- en lugas
de fih_t!l vemos gle D,in_ gz Iz derivadd de fi ¢on respecto = %y conser-
vande las etras vapisbles Fijas. Ia netaeibn

af.

—

ax.
ez a manude utilizada en lugar de D -'['fi y }J,If? es llamada ia Dedfvada -
Paredok de £, con vespacto L%
Obsérvese que pueden existir todas las derivadas parciales deF en un pup
to, pero alin asi, nt existin la derivada en es= punto, Si una funeibn F
ez diferenciable entonces existen las derivadas parciales.

Ejemplo
Sea f: ® +R uns Funcifn definids per,
|z y 40
Iy = %
g ¥y =0



a af

Encuenire —, — N

%" Iy

BS,

el punto (0, 0). Musstre gue 13 derjvads da f mwo

existe con respecte al wector ¥ = (a,k), ab 1}' B

Solucidn

E.i = Lim
3% -
= T4
t+0

= Lig
L=

= = Lim
y t>0
= Lim
t+0

= TISm
t=0

£O00,0) + £ o)) - £(0,0)
T

Fl00
——

k| &
1l
=

fl(o,0) + % ez} - f(0,0)
£

£(o,t)

At e

Luege las derivadas parciales existen y son igusles a cere.

Ahors evalusmos 1z derdivada de F, la cuml de existir debe ser digusla cero.

£000,0) + t{a,b)) - £(n,0)

Lim
0
= Lim
=4
= Lim

t=40

i}

F(ta, +b)
:

e
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v este Jimite no existe, e5 decir po pxiste 13 derivada de £ en (9,0}, --
inepo en la funcifn anterior, aunque las derivadas parciales sxisten, no

existe la derivada de f.

Supongames £ aplica un conjoante abierto ¥ cR en K y F dife-—

renciable en un punto x @ E. Entonces la derivada parciai []}if_}{::{} enis-~
i

tay 3

m
(18} fTEnlej = 121 (nifiltxJui 1232m
Demostracidn

Fijemos i. Comp ¥eg difsrenciable en =,
Flust ﬂj-]' = Flx) = Pzl Ej.} + r(t ej}

en donde [r(t e ) [/t=>© cumndet+ 0.  For la linealidsd e £1(x) obte-

Temns,
Flx ¥ t2,) = £(x)
Lim t;

t+0

= Fifw] A,
5

51 rvepressntamns £ en tErmino de sus componentes comn en (16) zatances la
ecuacitn anterior se transforma en,

m fttx + ¢ e,) - £ (x)

w, = F£x)

L t i ]

t-+0 i=1

Come el limite de cada sumando sxiste cuanto t + 0, existen cada una de --
1ss derivadas parciales {njfii(x). Luego,

m
¥ otnEN=EYe, = Fllxde., 1<3<n
i i i =

=1



Algunas consecuencias de la propozicifn antevior son:

1] Tomemes l£'{x)] come la representacidn matricial de £'(x) ron Tespec
%o 2 las bases can@nicas.

ii) £(x) e, es 1a j-8sima golumna de [£'(x)], (18) muestra que el nfme

o {_ﬁ_I Ei]"[ﬂ.}_ ocupa el lugar de la i-8sima fila y j-@sima columna de

[£rxd],  Asd
- =
tlﬂll fljhﬂ - e e {ﬂﬂ EIJ[K}

[£({x)] = < a

,E'Dl fm}fx]l . {Dn fm.}fxﬁ ]

Bi k = Eh E'j e r:ua'.lquian verton t.'rn]il'n, antorces de (18) obhtenemas
" d
qus,
m g I
B = |} (D.F RN v
i=1 ‘i=1 : 4
E 1o

Sea y unz funeifn difevsnciable dul segmente Jz,b] ¢ B en un
eonjunto ghiento E g En, gn  otyrgs palabpas, y =¢ uns corva diferencizble
en E. Bea F ufa Funcibn resl diferencidble definida enm E. Asi, F =8 uma
furieign diferenciable de E en R,

Definamos ,

glt)y = Fylt)) Ecteh

L= regla de la gadeéna dice gqus,

{18} gl = ENCEY) yr(t) a<teh



come v1(t) € LR, R") ¢ F'(y()) & LR, Ry, (19} define o z'(t) como
un operaidor lineal en H. Esfo contuerda con el hecho de gue g es upa fum
cién de Ja,b] emia

Gin embarge g'{t) pueds socr considerado como un nfimerc real.

Con respecto a la hese captnica le, ...., En]' de Rq, [y'(t)] e= 12 ma-

I.
triz ds corden n por I funa matriz columna) gue contiepe a tift} en 1z i-8
sims Silay siendo ¥y wesd X las compenentes y. Fara cada x €0,
[£'(x)] &5 12 matriz de orden 1 por o (upa matriz fila) que contiene a
fﬁifllxl en la j-@sima columma. “or lo tante [g'(#)] es la matriz de oz
den 1 por %, cuyc OGnice términc es el nlimerc razl,

n
(20) gite) = ] fofiy(ed) yited

. i

i=i
Este ex un casc partiesisr de 1a tegla de la cadens que se sncuentra fre-
cusntem=nts, =l gue podemos expresar tamhign de la giguiente forma:
Podemos asc~far a cada x € B, un verter, =l pual es Llamade gradLentc? de

F en x, d=finido pot,

o
(VE)(x») = 0 4 E
i£1 2 i
Come,
1
¥ = § yiltle;
i=y

(20) pueds ser reescrito de ls safma siguiente,
(21) gty = (wENy(£).y1(t)
gue =5 el products edcalar de los vectores

(VEI(y(£D) ¥ y'(t).
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Tomemes n EE Fijo v u 2 W' un vector unfrario (es denir
fuil = 1) vy particularicemps v tal que
(22) y{t) = x4 ta - < < m
Butoneess y'(t) = u  pEre todo t. TFor lo tanto da (21) sc obtiene gue
g(B) = (WfM=xlw
Zop otpo lado de (27) obienemes gue,
glt)= gld) = Flxsto) - £ix)

Dividiende gor t lz ecuaciln aoterior y temands 1lmite cuando ¢ = 0 obte-

HEmOs
-t-ﬂ'—'ﬂ -t- X
16w f‘:’x'l"tui = Elx) & 37{53
=0

(23) ST it S R SR TR
130

BL Viwite (23] as Nlamado 1a Detdvada Dinepcgdomal de £ en x, =n 1a direc -
eifin del wector W ¢ ouede s= denotiada por [ﬂuflﬂxj-

51 Fijamos £ y ¥, pero hacemos warias U, entonnsd [28) muestrs gue !Eufllx}
logra Gy m@xdmo cuando 1 =5 obtenide al wultiplicar (¥F)(x) por un esoslar,
ez desir, cuapnde los vectorss u y (VEMx) sou pspalelos.

g = }:ui e, entorices (23) muestra que (B F)(x) pinde expressrse en -

termine de las depivadas parciales de F ed x, por la Férmula,

ﬂ.
(0, F)x) = f  OD EX=).Y

=1



Ejempla

Sea 3 :E! + R defipida por flxiy) = ::-z + E:y} "
= (428, SD ¥ 3 = oy
Enouentrs 1= derivads dirsccional de £ po & e 13 direccidn de u.

Bolungifn
Cemo para encontrar fﬂuf}{z] o necasaric evalusn,

flzrtu) - £lz2)

Lim s ’

=30

t e lverenos | poe patvbeg Bl viroliTems .

Encontremnns,

N ), 287
Flzsrn) = [n'# + 3k o+ —| |y +=
5 5| 5

f{zﬂ\ﬂ; FH2) L L e 12%y + 3?3} + :;-1 + 12x + 12y + —
5 h 5,
- Fladto) = £l{z) | W+ 12xy + 3'3'2
™ - -
t+0 /5
Luega,
2
L 2% 4 12%y + Uy
(o F)re) = (%)
u "3 '
VR o 2. _*5_

U conjunta & R ez 1lamado Comvexs, sf para tode par de pun-
tos x, y B A tenemos que,

A+ (1-X)y €A o b Ve 2 -
Ejemplo

L2 bola Blx, ) R ez convexd.

(+) Resclvesr ef prohfene wfilizande £ peuacidn (Z3].



En =Fectol

81 y,z € Blx, ») debemus probar ave Ay +(1-2)z € B(x,r) pars
3 A 2 R
Eomn,

¥ € Blx, v} = |y-x| ¢<nr

z & Blx, 1) == |z-%| <1

Consideremos,

Ay + (1=A)z-x| Iay - ax+ Ax + {(1-3)=z - :r

= faly=x) # (1-3)(z=x)|

< Myp=x| + (1-A)|z—x|
© ke (I=flmn = w
Livegn,
Ay + (f=A)z € B{x, p)
8%,

B{x, v) ez convexa.
PROPOSICION d4.2.15
Sea EeR asnvexo ¥ £ I_E""":E.m una Funeibn, £ diferenciable

as E y existe un real M tal que IlF*ExJ H_-":_I'I para todo x EF.

Entoncss
[£(b) ~ £la)] < Mib-a| gara todo a, b 8E.
Demestracibn
Fijemos 2, b @ E y definamos y(t) = (i1-t)z + th, para todo

t 28R tal que y{t) € E. Como E es convexg, v({t) 88 si 0 < t < 1.



Hagamos,
gltl = E£(y(t)
entonces por la Regla d= la Cadena,

ghe) = P{x{t)) v

= £fYy(t))b=a)
s,
(24) gt ]| < [letC el [p-al
< M|b-al

Por el Teorema del Valor Medio y (20)
lgl1) - glo)| <« wM|b-a]

|£(b) - £(a)| « M|b-a|

FROFDSICION 3.2.17

81 lashipbtesis de la proposicidn antericr se mantienen, con
f'(x) = 0 para tode x € E, entonces fes constante.

Demostraaiin

Ejeroinio:

DEFTNTCION 3.3.1'H

Sea E ¢ B abiarto . Fi B + R yna funcién diferenciable en .
Diremos que fes continummente dijerencicble en E, =i £' es uma funcidn -—-
continga.
Mas clarsmente, se necesita que para cada x @ E vy g > 0, exista un 5 > 0,
tal gue ”f'{'jr] - f'{x]” < £ silempre gue [x-ﬂ <1 paray 8 E.

81 lo anterdor ez cierto, decimes que F pertsnece a1 conjunto d= funciones
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gontinuamente diferenciables, el cual simbelimaremecs por C', == decir,

£ 8 CICE).

() LI 2.
Sea E ¢ R abierto y £ E+X®" uba funcifn. Entonces £ 8 CYE)
sl v solo si las denivadas parciales I}ll]f'_i existen y son contimuas en E -
perz 1 < i <m, 1<ien |

Demosatraciin

j P

Asimames gque £ € C'(E). Por (18) teanemus qus,

{Djfi.-] (%) = (f‘fx]ej,}.ui

para tode I, §J v todo x 8. Entoncas

(DEQ) = (DEx) = [(F10y) - F'(xDelou;
como !ui[ = IE‘_I'I =y z= aigus aus
Hﬂ.ifi){y} - [Djfi:;}{xﬂ < |y - £ |
2z Jlgvty) =£0x)]|

y como £' es continua, se sigue gue Iljf g e continua.
g —itt

Para 1 comversa es suficiente considerar el caso m=1, ya que -
toda funcitn de K a Rm., podemoy descompoucrla e m funciones iR aR.
Fijemps x €8 y seac> 0. Como E es aghierto exists una bola abierta
Blx, v)c &, tambidn !Jj*:‘ es continua, luego r puede ser esoggido de tal
manera gue,

(25) l(2.8)0y) = (B.8)x)] < = y & Blx,r), 1zis<n



Tu

n
Supongamee que h = hjej' |h] « r. Hagames ¥, =0 ¥
) =1
?k = hlﬂl + aaaa hkﬁk’ para 1 < k < n. Entonees,

n
(286) E(xth) - £lx) = § ' [EGeev ) - Flxsv, )]

1 i 3=

Como |\Fk| = n para 1 £ k < n y cowmo Blx, ») es corivexs, el segmento

ooty extremos =x#+V " ¥y ®+V, permanece en B(x, r). Como ¥1 - ?ﬁ 1 = % e1
o ' ] i o :

se sigue gue V. = ?j—l + h-’iﬂ;} el tecrema del Valor Medis (Proposicisn

- 8

3.1.18) establses gue &l j-Esimo sumando en (26) es igual a,

k13
n(D_f(x) con % e laav, L omev [
d 3 iy & 3
8 hacemos %" = X 4 ?:]—1 + Gj h 5 25 ¥ tepdriamos gue para alghn

g. e 1o, :-¢+T-fj_I + Dj h“l’ e. permanece en el intervals

=[]

]x+‘E',j_ x%?-j[, de domde el j-8simo mimsndo artericr se transFarma en,

l"

h (D F)(xt¥, + 8 L e}
i 2 s S
Caya difetencla con HB.E)(R) &5 ub BGmero pienan qus |b.|efm  per (25).
& o
Por (28) se s_i'g'uz Gue,

"

¥
Etx+h) - Elx) - h, DENxY = =
leGss) - 56y -} DA 5 2

[n_ le < |nle
J=t 2

(I s ==

=t

para todo h, 'h[ £ .

Eete prueba gque £ es diferenciable em x y gue F'(x) es la Funcidn lineal
5

gue =signa el ofinerc E H (P.EMx) &l vestor h =: Eh_e*.
1]:1 3 13



ta mateiz [E{x)] consiste de la Fila (B, E)x)s ooee,y (b_£)(x) y como

Dy€, -i-.5 D F rxon funciones continums en E, se concluye qus £ £ c'(E).

FRINCIFIZ UE CORTRACCION

En esta seccifn intreducivemos el Teorema del Punto Fife, el -
cual es vAlide en espacics mBtricos completos. Bicho teorema serd utiliza
do en ls prushs del teorema ds la funcifn inversa.

N 2.2.20

Sea X m espacic métrico, con distancia "d"., Sf ¢ X 2% e —

una funcidn y existe un afmere ¢ < 1 tal que,
(27) dlplxd. 9(y}) < e dix,y)
para tode x, vy € X, entonues dirvemos que ¢ o5 una CONTRACCION de X en X.

Neta:

Observe que toda fypsidn contraceifn  es una Funcifn continua.

GPOSILION 3.3.2
5i X es un espacio métrico completo y ¢ es uns  comtraccitn de

X en X, entonces exigte uno y sola un x € X, tal que Yx) = =.

flota:

& este punto x se le 1llama punte fifo ds la FunciGn §, ademds -
obsérvese que probar la unicidad es trivial, ya gue si x) = x vy Wyr=y
‘entonces de (27) resulta gue,

d{x; v) < adlx, ¥)
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1o cual ‘o5 wiewio selamente €1 .d(x, y) = 0, de donde x =y,
I3 existencia del punis fijo es 15 paria esencisl de Iz proposicidn, 1= -

pruebs so besard en un mitodo para lomalizar el punte £ije.

Demostracidn
Iscojamos arbitrariamente %, & X ¥ definamos la sucesifm
{xn'} de la sipuiente forma,
actd ]
X wix ) T R SR

Esnojames & < 4 tal que (27) se mantiene. Faran> 1 obtanemos,

alx. 5 xu} = ﬂ[ﬂ-xnh .\ll_txn )} £ di-x:n, x )

0L S B I
Pero,
dlas JFn_I} = ﬂm(xn‘___lh .ﬂdixnﬂﬁl'] 2 oedlx sx )
For induocoido,
n —_—
d.txnﬂ.xn! < © ﬁ(xl,xnl R TP T

51 n<'m S8 sigue gue,

1

dlx, =) < § alx,x )
n’ m S=rind 1’ Ta=l
-1
= ol = Sl S +cm"'1}ﬁtxi,nn}
. dlx; s xg) o
= I=e
Ael {;&'j o8 uny sucesifin de Caunhy. Como X = complato, existe x B X
ne W
para 8l eual, I3m x =



Adsmfs | es continus, por ser contrsccifn entonces,

vix) = Lim *{)’-n} = Ihm = = %

n+m T =e = n#

TEQREMA DE LA FONCION INVERSA

El tecyem= de 13 funcidon iInvsrsz establecs, hablando groseramsn—
te, gque una funcibn f continuamente diferencizble es invertible (tiene in-
versa), en un vecindario de un punte w, en el cusl la rransFormacitn 1ineal

Filx) ga Invertible.

TIIOREMA 3.2, 27

"Sea £ o R®  abierts ¥ F: B »H' upa funcifn continuamente @i-
ferenciahle, F'(a) es invertible para algn a € E y b = £(a). Entonces,
a) Existen conjuntos abiertos U.f V en B® tal gue 2 B U, bEV, Frg -

inyectiva en U y £(U) = V;
h) S8i gres la inverse de £ (Iz cual existe por (a)) definida en ¥ por
glf(x)) = x, X8 U
entonces g € C{V)",

Considereiones

5i escribimes 12 ecuaciln y = £(x) ensus compopsntss, llegames
a 1z siguiente interpretseifn del tegrema.
El sistema de n~ecuaciones,

¥, = Ei{"f‘-“z‘ ceees %) fxten

puede ser pesueltc par2 x1l, ... x e tErmino de ¥y Yo, *eevs ¥po si -
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restringimos a x, y suficientements cercancs de a y b, la solueifin es —
finica vy continusmente diferenciabile.

TEpos traciin

al Hagamos £'(a) = A y escojamce A de tal Forma que,
(28) 2l = 1
Come ' ez coptipua e a, existe una belz abierta U e E, con centro
en a, tal que
(29 lztix) = &l < A, x €U
Asociemos a cada y € :F.n, uns funcidp  definida por,
(30) plz) = =+ ﬁ-l{jr-ff'??”: x BT
Hotese, que Fiz) =y si y sélo si, x = wn punto fijo de .
Coma,

VG = T~ AT ENx)

a7 - Er)

i

tendriamos gus,

ol = a7 a - el
= Il - el
- i%ﬂﬁ - £x) | Pop (28)
< 5 Por (29)

Entonces por la proposicidn 5.2.16 se obticne que,

(1) g - x| <3k -x|  parax,x, €U



b)

Ta,

psi de (#1), ¢ es una contraccifn de K a P (B completo, como pro

‘ducto es espacios completos), luege pov la propesicién 3.2.21, =& de

duce cue ¢ tiene un Gnico punto fijo ea'U, pare el cual f(x) =y,
x &1
Asi f s inyectiva en U.
Ahora, Hagamos V = £(U) y escojames y, € V. Entonces y, = fx,) para
algln %, € U, Séa » >0 ¥ B(x,, r) unz boala abierta tan pequefis --
que Blx, rlo U. Mostrarsmos que y €V siempre que |y-y | < Ar Es
to probard por supueste, que Vo es un abierto.
Fijemos ¥, |y-v.| < Ax, con ¥ coms en (30),

WCxa) = %ol = [Vy-vo)| < [ e = I
81 = 2 B(x,, v}, se sigue que,

b)) = x| < [Wlx) = (xg)l + s = 2]
< --i—l:tr.xﬁl +-§ por (31)

< 1

Por lo que W(x) & Blx,, ¥) Notese ademfs, que (31) se mantiene =i
Xy % 2 Ef#u, r.

As%, 1 es ung contpacoifn de B sn B. Siendo B un sabeonjunto cerra
do en I?, T es completo. For la propesicifn 3.2.21 ' tiene un Gmi-
co punito fijo = 8 B. Para tal x, f£(x)= y. Asi, y € f(B) ¢ £{U)=V.
con 1o cual hemes probedo la parte a) del teorema.

Bscojamos ¥ g v, v+k & V. Entonces sxdisten x € U, x+h & U, wal

que y = f(x), y#k = f{x+h). Con ¥ como en (30},
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B+ &'_IEfE:r.I - £{x+hl}

gilxan} - $(x)

"
= o
]
=
I
k)

Pozs (31), lp-n”'lk] < =Inj. Luege,

¥ -1 a
E'lﬁl < |AT%]| = .2_1|1,|
De donde,
_ 5| |
(32)  |n] = 2aT k] = a7 ix]

For (283, (29) ¥y 1s proposicifm 9.2.9, £(x) tiene inversa, sea T la -
inversa.
Como,

gly+k) - gly) = Tk

g(Fx+n)) - glE(x)) ~ Tk

h - Tk

1

T {(Flu+h) - flx) -« £ (x)h)}

i

De (32) se obtiene gue,

lotyer) —gty) —md _ Holl Jeoew - s~ 2ol
x| ™ th|

Cuando k + 0, en (32), h =+ 0, Asi, taubién tiende a caro el 1ady de-
recho de la ecuacidn anterder. Por lo gue, el lade izquierde tambifn
tiends a cevp., Hemes probadeque g'{ y)= T. Paro T se escogid como -
la dinversa de £'(x) = £'(g(y)).

AsT,

(33)  gly) = [y,  yev

Puede motar qus g e85 una Funcoidn continua de V sobre U, (por ser g di-
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ferenciable) , ©'(x) e unz funcifn continua de U hacia el copjunto R
g2 toftos los slspentos dnvertibles de L{Eu.} ¥ one la dnversa =8 una -
funcign continua de § ft por da propesicita 3.2.9.

Como g es diferencizble y continus entonces

g € C'CV,

TECREMATELATUNCION IMPLICITA

Si fes una funcidnresl continuamente difervenciabls en el plano
cartesiano, entonces la ecuacidn £(x, v) = 0, pusde ser resuelta para'y
en término de "% 2P un vepindario de cualquier punto (a, b) =n el cual
Fla, b) = 0 y 3f/3y + 0. Similarmente, puede ser resuelta para x

en término de y, en un vecindarie de (a, b) si 8Ff/3x 3 0 en (&, b)L

MOTACION

8i m = {:;1, aeesy xn]'l erR” y ¥= {}*1, vy Fm] BIRT, smebi-

biremos (x, y) 2u lugar del punts (o weetor),

THE
fx].’ s=w e H-nl Fl'l LR e A ] ?m} eR -

En lo que sigue, 13 primera components en (%, y), © =n simbolos similarss,
Siempre serd un vector en " ¥ 1z ssgunds components un vactor =n R,
Toda A & Lmn*m' i) pueds dividirss en dos transformacionss lineajes Ax vy
Ay, defividas por,

(au) Axh = a(h, Q). ayk = Alo, k)

Para cuilquier b SR", k @R®. Entences Ax € LERD, Ay € LiE", R

Fn
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(25 AGL, K) = Kb+ Avk
s veraidn lineal del tecvema de 1= funcdfn {mplinifa, resulta shova mas

compressihle.

ERQFOSITION 3.2.23

Bi A E E'.EIEIJ’HH, 2N v =i Ax =5 inwvertiole, entonecas a cads Je ER,
le corvesponde un Gnico h SRS tal o, Alh, X) = Q.

Este h puede ser encontrade en Funcifn de k, por la FHrmila,

{25} h = -.E'Ax}-l.ﬁg!{

Nenostracitn

De (86) se deduce que A(h, k) = 0 =i y solamwente si,
Axh + Byk = 0O
Axh = —Ayk

= |
h = —(Ax) &yk

ZEQREMA 3.2.7)
i ) om . . ” __,&3?1 . g s
Sea Ec R gbisrtoy E E tna funnidin continusments
diferencishle, ta1 gue f(a, B) = 0 pavs algln punte (2, Bb) 2%
Hegamos A = F'(a, b) y asumamos que Ax ez invertible.

Entorices sxititer comjuntos abispteos U eR

y WeR, con (a, B)EU y
h € W, eon 1z propiedad sipufentes

A cada ¥ € W, le correspende un Gnico % tal que,

(37) (%, ¥) € E v fx, ¥) = 0.

$i ® =2 define per ely), entonces g: W+ R =5 und Funcidn centinoaments

diferenciable, glk) = a, ’



(38) figly)y, y) = 0, vENW
¥y
(39) g = (a7 A
CONSIDERACIONES
Ia funcidn g es "Unplleitamgife! definida por (28), de alif et

nomire del tectema,
Lz ecuscitn {x, v) = 0, pusde ser escrita comp un sistema den ecuascio

nes con ohm vardsbles:

I
=]

f'.l(xl’ snmay ?Fﬁ-u YI..’ sareg 1’“}
(40} .

fn{“I, L ] xnj Yip LE L N ] Fn} = ﬂ

La hipStesis gueAx es invertible sipgnifica que la watriz de orden nxzn,
ﬂ.if'.l seee ﬂnft

Ll
- w

leﬂ. & wa @ ann

evaluada =n (=, b), defins un gperador lineal invertible en In; en otres -
palabras, los vectores columma deben ser independientes © squivalentements
gl determinanta de la matriz debe ser distinto de cerc. Si ademds, (120} -
ge mantisme cuando x=a y v=b,; entonces la conclusidn del teorama a5 —

gue (40) puede sex resuelto pava Rys wasey X80 tErmino de Fye wvees Yoo
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pars todo"y“merecane "By due tales soluciones, son funolonss continusmen
te diferenciables.

Demosiracibn

Dafinamos F fur,
Cua) Flxs ¥} = (£Re ¥)s ¥)s (% ¥} 8 B
Entonces £: B =+ Iinm es una Ffuncién continuamente diferenciable. Exrigi-
mos que F'(a, b) ses un slemento invertible de RES T,
Como £(s, b) = 0, obteremos nque,

flath, hek) = £'(a,pl(h,k) + fFla,b) + »(h.k)

= Alh,kY + rlh,k)
en donde r(h, k) es el residuo gue presulte de Ia definicidn de f'(a. b).
Como, -
Flath, bk} - F{a..h] = (£(ath), bekl, k)
= (A(h,k), k) # (x(hk), ©)

se sigue gue F'(a, b) o5 o] operador Iinesl e En-{-m' gue lieva (h, k) a
(alh,%), k). Si 1s imzgen de sste vector =s cerp, entonces A(h,k) = 0 ¥
k=0, ast ACh,0)= 0 y de la proposicidn 3.2.23 se sigue gus h = 0. Be
deducs entonoes gue F'(=. b) es inyectiva, de donds s= obtispe gue tembifn
tiene inversa.
El tecremz de Iz funcitn inversa puede ser aplicada a F. Luaga, sxisten -
conjuntos abiertos U y V en Rn+m1 oon {a,h]';G g, (0, B8V, tal quu F
es inyectivg de U en V.

Sea W gl conjunto de todos loe ¥ g™ +tar que (0, y)€ V. Note qua b € W.
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Es claro que K es ahierto, por ser V abierto,
i v 8 W, entonges (0, y) = Tlx, y) para algin (x, v)e . Po (41),
flx, ¥y} = 0 parg dicho x
Supongamos, que para el mismo v, sxiste %' tal que (x', y)E U vy
fixty ¥ =0s
Entonces,
Fi{x's y) =(f(x!, ¥}, ¥ = (E(x, y), ¥} = Flx, ¥y)
Comd Fes inyectiva en U ze sigue que %' = x. Lo cualprueba I primera
parts del teorema.
Puvs la segunda pdvte, definamos g{}f}l; para y € W, de mode que (gl{yl,yle U
v (38) sa mantengd. Entonees,
(2} Flglyd, ¥) = (0, ¥), yEN
55 G es la Funcifin ds Voen U, S s F, entonces G es continusmente di
forenciable, por el teorema de la funaifn inversa y (u2)
(43) (glvy), v} = B(0, v), v B W

De dende ges continuamente diferenciable, ya gue G lo es.

Fimalmente, encontremos g'(b), haganos (gly), y) = oly). Entonces,
(o) W)k = (g'yde, k), y&W, keER"
por (38), #F(®#{y)) = 0 e&n W. Entonces por Ia vegla de la cadena cbtens
meE que, 1
sty o'ly) = o

cgande y=8, entonces #(y) = (gi{b); B) = (a, b) ¥ €£(8(y)) = £(&,b) =4,
hEl,

(145) A%'(R) = @O
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luege,
Axg' bk + Ayk = Alg'(h)k, K) per (33)
= A" (b per {4}
= 0 | pon (45)

Para todo k Eﬂm, Iuepo se satisface para Kk - Asd,

(ue) Az g'(b) + Ay = O

Og donde por ser Ax Invertible tememoz gus,
glts) = Cax) "y

le ecuosl completd la prueba.

Ej=mpla
Tomomos 0 =7, m=3 y consideremes 1z fonefén F = {fl. le' de

5 Z =
K alR definida ponr,

s
= 1
fl{ﬁlw Xa1 ?11 ?:r Fa.} = 2 e ¥ KIEY'I = 1_1‘?2 B
fg':"-“_-ll HE’ Y-L!r Fz: ?3} = :12 o0s xl - Exl &* -23.1 = 3"3
8ia=(0,1) y b=(3, 2, 7) eutonces F(a, b) = O.

Con respecte 2 1as bases canbnicas, 13 matriz d= I= transfermaciSn A = £'(a,b)

B
[ oE, 3f af BE |
: : 1/3
ﬂaxi lx, lfﬂyl 179y, fﬂys
A =
af af af aE,_ . af
27 273 278 273
N /3y, /oy, iy,
L ~{5,b)
= T =
2o ¥y Ry - a
=
“¥- gen X - Enl ses ®, 2 0 -1
L. =

{a 15']'
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b
ta
[y

=

=iz £l

Entimoes;

2 2 i =i &
Ax = . hy =
5 1 z o =3

Bl det{fix} = 20 § 0, Iuego Ax ms invertilile. Como fx es {nventible, el
Teareme de la funcidn implicita asegura la existescis de uns funcifn g con
tinuamente diferencisble, definida en un vezindarie de (3, 2, 7) tal gus
gt3,2T = (B, 1) v Fglw)y yl = O

Utilizgaremos X3 ecuacidn (289) pera evalumy p'(3, 2, 7).

z & T =3
g [ 1<% [ ]
- =6 1 6§ 2|

Pop (32),
laxl™ by

i T L
= =20 : J
5 2 lz & -1

f -l -l_ - '-Et
& E @

e T .
2 B 1B

Ep t8rmine de las derivadas parcizmles. ls conclusifn e= gue,

g'(3, 2, 7)

#i

% Y H S T
ay. By, 5 By 20

a,
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CAPITULO iV

4.1 SUMAS E INTEGRAL DE RIEMANN-CTIELTJES

En este capitule definiremos el integral de Riemann-Stisltjes, -
de funeiones ogofadas sobre intervales compactes de R: El tipe de integra
eidn que consideraremcs, es mas general gue el considerado sn oursos bisi-
cos de Cileoule. Supondremos gue las Funciones gque definamos, deadn acofa-

das, hipbtesis que no volveremes a mencionar.

DEFINTCION 4.1.1
sea J = [a,b] up intervalo finito. Un conjunte de puntos

v

n
—
£
=

A xn], que satisfacen las desigualdades
g e RU € X %o €x = B ge llama una Fatrlicddn de J. El intervalo

[J-:k_l, Hk] pe el Intervale k-Ssimo de P

DEFINTCTON DE NORMA

Llamaremos "nomma™ de Pal almerd
Bl = max fx-= . R & 25 wii ud

DEFINICTON u.1.2

= | - - T = - o W
Sea P {xn sl L .xﬂ] g P tygs ¥y s ¥y 1, dos

1
- o

particienes de J.

Diremos que F g5 mis fina que P' (o que P @i un afinemienio de P') si B' cP.

DEFTMICION 4.1.3

81 F ez una particién de J, entonces la suma de Riemann-Etielties

de £ con respecto a %, o5 gl nfimero real 5(F, T, =) definido por,



a.

pat
(P, £, =) ol M el ) - =( 11
T " 'S

en donde XS = VO

Notas:
1) £y =, son funciones definidas en &1 intervalo J vy =damfBs son acota -

diz en dicho intervalo,
Tl
T ff‘tkllxk = 3

x ]
k=1 k=

2) &1 =(x) = x, s(r, £, =)

u

que e= la ya conecida sums de Riemann.

DEFINICION L 1.4

Diremes que f es Rigmamn-Stiefifes infeghable con respects a = -
en J, si existe un nimero real 4 que posee la propiedad siguiente:
¥e>0, P, 1'-'E particifn de J, tal gque 8i Pes un afiramiento de
PE [PE ¢ F) ent:ncg_s tenemos que,

|s(e, £, =) - &| <«
OBSERVACICNES
1} Cuandoexiste A es findco y es denotado o,
b b
4 = J £Ede = j Elw] de=ln)
=3 a
Entonces decimos ql:ﬁel fes Riemann-Stieltjes integrable com respecte @
= =
2) A la funcién £ la Dlamaremcs nfegranto a 1a Funeidn = dnfegradon.
3) Algunas veces para indicar que fes Riemm-Elﬂ.El'tj'ES integrable gon -

respecte a =, escribiremes £ € R(=).
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Ejemplo
81 = es constante en [a,b], entonces f 8 R(=) y el valor del in

tegral es cero,

En efecto:
Iz'l n
A = Flr Me(y) = =(x,_ )] = e ¥[s-8] = o
k=1 k 13 k=1 =1 13
EjamElt‘J :
8 flx) =x y =(x) = %°, Trgnentde J fd=,
: (H
Solucign
| 2 = e )]
wdlx ) = £, M =( - )
0 k=1 " Ek xk-l
E i i kl i E
I i
0 I dn =
Luego,
. z
ﬂ:{x{{} = p;%) = -k—i-
- n
Z
el bR k_‘?:_} = X = Zic +1
k=1 n -2
“x) = ol ) =

|

Como X s < tk £ Rpo podemos omar tk == asi,

- ki _ k
fitk’ = f[“] =

—_—
-
[ 8
Hra
L
]
e~
e
—————
na
4
oy
i
}
d lp
=15
-
T3
A
P
I
&



3 2
4n + 3 —=n
B

cuando no=+ o

P o Ao gue,

CRITERIO DE CAUCHY PARA INTEGRABILIDAD

EH[!PE?% ICION 4.1.5

La funcion fes Riemann-Stieltjes integrable con respecto a = en

g=[a,b]l, sivy sulu- i, para cada € > 0, existe una particitn QE de J,
tal que =i P y Q@ san afihamientm? de QE y i (P, §, =), §{Q, £, %) ‘zon
lss correspondientes sumas de Riemann-Stieltjes entonces,

|sge, £, =) - 8(g, F, =)| <«

Demostracibn

 —
8i ¥ & Rl=), existe una particidn PE tal que si P y § son afina

mientos de P , cualguier suma de Riemann-Stieitijes satisface,
E

Iste, £, «) -4 < 5, [s€Q, £, =) - 4] <%

Asi,

8B, £, %) =5(Q, £, «)| < |S(P, £, =) - &| + |S(Q, £, =) - A

F
i

€
e SR
? b



¥ 2
(4% ]
a

y—

Para 1a otra implicacibn, supongamosgue el eriterio 3e sgtisfa
ce y mogtremps gue £ 8 Ri=).
S5ea Q1 una particitn de J, tal gue si P vy Q son afinamientos de QLi sntan
ces,

ISt £; =) - 5(¢; £, 3] < 4, para € =1
De digual forma, escojamos Qz un afinamiento de _!}_1 tel gua 51 Py Q@ son

¥

afinamisntos ds ﬂz, Sntonces,

For induccidn, podemos escoger qn un afinamiento de Qn-: tal ques 51 Py O

gon alfinamientos de ﬂn, gntonces,
lste, £, =) - 8(q, £, =)| <=, para & = 1/n

Consideremos la sucesidn (E(Qn, £, =)) , asil obtenida
nell

Como Qu es mn afinamiento ds Qm cuande m > W, e tendra que,

l : w - = 1 =
.sinn,-f, ) -8R £, i ~ para ¢_ = 1/n

De donde la sucesi®n {5(%, £, =) es de Cauchy, como es una suceaién
nEM

de mimercs eeales, por la proposicion 1.2.13, la sucesién converge a un ni
mero real A,

Entonces, Si £ > 0, existe un entero N tal gue -2/N < & ¥,

§ 5 £
[$€Qys £ =) - a&] <3
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As3 tendriames gue,

|sCes £, =) - A] < [s€2, £, «) - 800, £, )| + [S(Qy, £, =) - A

£
£ =% = £
2

rij@

Para cuslguier afinami=nto F de QH.

FROFIEDATES DEL TNTEGRAL R-5

PROPGSTCTON o .1.6

51 £, g 2 R(=) en J, entonces [::lf - E?E]E R{=®) v tenemos gue,

b
Jh (cIf o+ ngldm N J dn 4 e, Jh g de, ° * 0 % e

A a da

iy

Demagteacion

Sea h = = f + e,g8 ¥ Puna particién de J. Caleulemos la siuma

de Riemann-8tielitjes para h en J,
n

kgi hft’R] [“fx_k] - “[xk_l |

8(i, h, =)

n n
clkzl fttkll={xkl—w{xk_1}]+ui g; E{tk]Im{kk]-m{Tkll}]

I

cl S{P: f1 -l:ﬂ] + Ez I‘:;I:F:I' E! m}

Bea E'E': unz particisn de J tal que Fes m3s fina gue Pé b i

E

b
[EfP: f. “] — Jf ﬂ“]": —2—!'—1.
e
1

a



Sea F: papticidn de J tal gue P es un afinamiente de Fg ¥
ja}
|stPp, £, =) - I g dn] &« ==

3 ?]Cz]

Baz P = Bl U FE entences Pes wmis fina que Fs y se cumple que,

=3

#hi i b b
|5[P,f?¢].—cljf au_c;.Jg dele cls{P,f,-}--:J- de |+ czsfF,g_n*J-tzJ' g d=
E] a G a
. b b
E cl EEP,E-.EI"J £ odiee| 2.2 S[p;.g'ﬂl—J g de
2 a
<EsE -,

PROFOSICION u.1.7

Si feR(=.) y £ B R(=,) entonces f & R(%), para

1
O S y tenemos gue,
h B
= = r [ =
be g e J £ ﬂwi LA J £ ﬁtz
8 E a
Demos tracifn

Similar = la anterior.
ON .1,

Supongames e € Ja,bl. S dos de las tres integrales existen en

(1), entonces existe tambifn ls tercera y tensmos,

@ T b
(1) l Fde + [ fde = I f o=

E = a




{7

Demostracidn

S=a P uma particifn del inftevvalo Ta,h] tal que o £ P,
Definamos,

T = BN [a,e] y ' = =T n [e,B]
particiones de los intervales [a,e] y (e.b] respectivamente, La sums

ge Riematn-Btieljes para dichus particiones estin relacionadas por la ecua

cidn,
S(P, £, ®) = 8(®', ¥ a) F (P F, w)
Supongamos J f dw y Fde existen, entonces pard £ > 03
-] il

Ry

1) Bxiste Pl tal que, [S(F,£#) - | Fas 4% cvando P! ¢ B
JE : E
b

i5) fxiste P! tal que, |S(P,.€,%) - | £ &= <% cuando PY © P,

' =

Conzideremcs la particidn de [a,B]. P_o= FL U P, SiPes aSs fine

que F_, entonces se cumple gue.
|S(P,f,'=“} - r F dﬂ-r F ﬂﬂ{ =
S et

<

—_—

] b
Iscer ,fﬁ}“J o *ISI'PH’E:’E}‘J = tll

[ 2

Ir
S(P™,E, =)= J £ 'rze:‘

L B2
EI:F',f.,n}-mJ' £ do| %

el F
zc —rx= =g
- AR YRR
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DEFINICIOR M.31.9

b

"

84 a <« b, definimos rfdﬂ = -J f g= aimpmqmrfdt
I | a

enizta. Ademis definimos Ja fde = 0.
&

Is ecuacifn (1) de la proposicifn ant=rior se transforma en,

bea-: " r-ran i rfdm = 0.

a b C

INTEGRACION POR PARTES
PROPOSICION 4.1.10

Si f B R(=) en J, entonces = 8 R(£) en J y tenewos,

B
I £Fd= & r = df = f£lb)=(b) - fla)=la)

a &
Demostraciton

Eeatc?® 0, come f € R{=) entonces existe upa particidno FF da J,

tal gue para cualquier particiton P! mds fina gue PE: tenamos,

b
IS‘:P’,E,“} = J fde| <&

&

b
Consideremos la suma Rismano-Stielties para la integral J % dF;

=

o
b owle M Flx) = #(
5 P %

S{P, =, £) X311

n n
et Ye(w, ) - wft, 3P0x. -
; k£1 Rpe sk kzi S



CLF
[ ]

en donde P, ez mis fina que ?E.
Hagamos A = f£(bj=(b) - £(a)=(a}, a dicho nlmers tambifn lo podemes eRprE

Bar ‘come 130 Suma,

7 n
A= ) By Jelx ) - Fflx.  _dafx, )
I-:E‘!. T éi k=17 k-
n n n n
A-S(P,=,f) = kgi f{xklﬁthlwkgi Fixk_l}ﬂ{xk+l}+kgi #[thfExthj}-kékﬂftk!fixk}
i . .
= kgi E00 M=l )=t )] + kgi FOo,_etr) - «(x ]

Combinande las dos sumas del miembre de ls derecha podemps obtener 13 suma
de Rismann-Stieltjes, &(P".f,=), en donde P" &s la partieifn de J cbteni-

da 3l tomar juntos los pﬁntnﬁxk ¥ :k

Asl, P es mds fina que P y por consiguifente mds fina que PE_. Luego ,
b

IE{P“,E;“J - J £ d=e| = &
G

£z decir,

|H - &(P,=F) - be de! < €

a ®

ask,

b h

J = df = A - J £ =

= a
Ejgzr_rg_lﬂ

1 31 -
Bvaluar el integral J x ﬂ{xz* utilizande la propesici®n anterior.
]
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Eofucyan
! g 1
21 = =
de{u '-'1-‘!:-:1:9,:-1-5‘3— z%
i ] 1]

MODIFICACION DEL INTHGRAL (RS = R)
FROBOSTOLON 4.1 11

Congideremcs a £ 8 R{=) en J ¥ csupongampes gue * tiene darivada ='

continua =n J. En tal caso, la intsgrsl de Riemamn J £lx) = (il

egiste y tenemos, .

b
J £(x) d=(x) = J Flx) o' {x)dx

Demostragidn

Hagamos g{x) = fix)='(x), =& J y considerencs }a suma de -

Riemann,
n

S(F. g) = ) 'g(tk)ixk - xk'll

Jem=d

Tr

= kzi f':‘tk}ﬂ'l‘{tk][)‘.k = xk__I}‘ P particitn e J.

Ercribamos la suma de Rismann-Stielties, utilizando im misms particidn ¥,

y haciendo la misma eleccifim de ¢

ki
g
S(P, £, =) = fle Mmlag ) = =(x, W
e !t Wy k=1

Aplicandn el teorema del valor medio a la funci@n = obtenemos,

wx )} -l ) o= =Mudix - x T, BmatWhEn
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¥ pop 1o t=nto,
B

) - o= ! gL — w4 ! = %
S(B,£,=) - §(2.g) kE’i Ele M=t ) e b, - % )
Como § es acotada - M ER tal gea, [Flx)| < &, ¥xed
l2 contipuidad de =' en J, (I compecte) imelica ls continuidad uniforme

en 3, es decir gque ¥ € > 0, E[[E > D, tal guse,

0 < ]K-yl <= 6 —g 1“‘{!}' ""“'I.{ ".'!'}l < ﬁ{ug:g

81 tomsmos una perticitm Fé de norma ﬂ?é][ < §, entonces para cualguier
partieidn: P mis fina que F:: tendramos,

E

[wtmd = e )]« ey

Para tal particitn F tenemos entoness qus,
Istp,2,2) —8CP,0)] <5

Pon otra parte, sabemos que £ € R(¥) en &, luego, existe una particitn F
de J tal gue, si Pes nds fina gque F‘; tendremos,

=
2

b
’B{F,f,-r} -J £ ds
Tomando FE = P; W P‘;_ y P wis fina gue E_. tendremoa entonges qum,

8 d

<

A
Fafm

E
- E E
2

jin

L5

Sea £(x) = 221 y «(x) =2x, definidss en J = [1,1].
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r

Encuentre | £(x) d=(x).

Por la proposicifn %.1.31,

Iy ) b L
Ji [Ex—lld,%:‘} Jl {Ex-il;;‘cbt = E-ILK?_*{[I = 6

4.2 EXIETENCIA DEL INTEGRAL

DEFINICION &.2.1
Bea f uma funcibn definida en J y P una particibn srbitraris de

Dirvemos gque f es de vonlacifn qeefada en J, si sxiste un nfmers W > D

i
tal gue;
n
Flx, ) =Fbx, )| = M
J:;i-l | d =17 | —
B 1o
T 'fmd&n dafinida por i) = x ‘@n I[)Tﬂ ps de variasifn ﬂ‘:{ﬂﬂ
da;
En ‘efscto:
I b e r q = 1 ¥
¢ rzEk i
= H n oo
o el
ke Je=
I |st= -8t N = ] f[--} = f-'_H
Je=1 | k o | Je=1 n n
i
1
= — ] |21
o ok=l .,

< iz'tn(uﬂ:r £ 4)
4]

< o
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FEOFOSICION #.32.2

§i f os monbtona = J, shtendes f ee de variacibn acotada en J.

Demastyacioh

Supongamos f 25 nonbtona creciente en J, entonces
f{xk} - fﬁxk_lﬁ > 0. De donde tememos gue,
) | = 3 teteoen
£fx, )-flx s fla )-flx, )] = E(b)-Ffla) = N
fe=1 14 k=1 K=1 4 B-1

para cuslquien perticion P de .

CRITERIO DE RIEMANN PARA INTEGRABILIDAD
P—EUPEEIEIEIE &.2.%

Beg J = [E,h] v « monfitons oresients en J. Uns funeibn f: J+R

es inregrable oon mespecta B & on 0 #1i y solo sd, pare pada € 2 0, exisee

una partisidn FE ds J el gque, 8L F = {:-:D, Roy weeey Hn§ =g un afinamisn

to fde Fn‘ antonoss,
1}

jgi EHj = mi]Iw[xﬁ} & wExi_IJI < g
en fcnds Hj_ = Sup {f{x.” %6 [R_J_ls Hi]} ¥ _
w, = inf {Flx) xelx. ax3%t ; Fa=i D soasm D
i | g1 1
Dempsiracifn

L

S&aal > B; f 8 Rix). BSes ademis £, um particitn de J tal gue
1
2i Fes mis fina que Pi: » Bnipnoes,

i



103.

i
ls(F-fH” '_J f ﬁL’Y{ = :I

a
para cualguien suma de Riem=ann-Stieltjes correspondients & P. Escojamos

i ; 3
]T_J. ¥ c-j €n Exj_], hj,] B ques

Me=e < f{j’j}, f.f..z’-j} ¢ mgte

De donde se obtiene que,

M. = my < f{yj ) - f(zj\]. B 291

i

¥y Entonaeg,

< & ]
‘]zj {Hj - m,}]I:ij} - m{xjﬂ]] < ;E-'i ,er}_}[:[xj} = t:x-j—tn
o
= I Fle_jledun Y-e(x,. ) ¢ 2etfe=(b)-=(a)]
i=1 e | i 3-1

Puede notarse que el lado derecho de la inecuacifn tiene dos sumas de
Riempna-Stieltjes corrcspondientes & P, las cuales no pueden diferir en
mas de 2gl,
51 hacempns € = EEII{H'th'}-itaJJ tendremos gue,
n !

fléi (M; —mlele-=(x, ) < ¢
Mgt

Beae> 0, PE ung particién de J, tal cque parad cuslpuier parti-
cifn ‘méz fina gue Pe: tengamos gue,

n
igi (M, - ij[-z{ij —e ] < s



il LA

Sea Q = {*‘;E’ LA ;rm] un afinamiente de B, podemos eitoness esti-

mar Ja diferesnciz S(F,f,=) - B((Q,f,=). Como tode punta ds Pias punte de
0, podzmay eyprasar las #mna:s g la {orms,
m

8(F,£%) = T  flu)le(y ) =y, )]
k=1 * ; rl
in

s(Q,£,%) = k—gl f{vk}.[ﬂ}i];l - “(:é‘k_iﬂ

Sin embarge, pira escribir S(P,£,%) en tfminocs de Q, sp deben permitir
repeticiones de puntos &y no exigic gue W pertensacs al intervalo
[Ykﬂ 2. ¥ 1.

Mas aln, ¥ ¥ ¥ si deben peartenscer a algdn intervale [x_-‘.lﬁn xj] y em
£3589 CaL,

Ef(uk} - f(vk)l < Hﬁ = Mg Miltiplicando por -i{-yk}#{yk_l} » 0

v sumznde obtenenos,

{m
1+ 3

LI s 3= ]

is{p.f.s) = E‘[Q,f,'l_| L300 = mjlf_w{x_i = ﬂfxgl_l}] < K

b
ripalments, sean P y P' afinamientos de ?t y s2a @ vwn afinamisnto de B y P'-
Camg €1 arguments antarior se zplica a P y P!, deducimos que ﬂu:alquif:_r‘ H-
ma S(E.f.=) v 5(P' ,£,¢) pusden diferir = lo sumo Ze.

Asi, por la proposicidn %.1.5, € € R{=).

INTEGRABILIDAD DE EUNCIONWES CONTINUAS

PROPOSICION . 2.4 ‘ )

Si fes continua vy = es wopdtond crecients en J, entonces
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f & Ri=) en J.

Demostracion

Coma £ ea continua sebre un oompacte, fes uniformemerte coptd -
nua en J, parac> 0, existe un § > 0, tal qua si =x,y BJ y 0<|x-y| <2

eritopces |[F(x) - fly)| < =.

Sez P_ una particibn de J tal que Suple, -3, . < 8. 36 Pes un afinamisn
to de “Pic, entonces fambign 3@‘&% - xj_I} < § yasi, Hti - -mj < ¢, da don-

de z= sigue que,

n
jgj {H'_'I mj]'[ {‘-‘tjl {:-:j__l,'l_] < & [a8) - =ta)]

tomp € >0 es arbitrario, per 1a propesicibn 4.2.3 £ € R{«).

PROPOSICION 4.2
Se3 = monbtona mlﬂiﬂﬂtﬂl m J = [a,2].
a) 5i £f: J>R ez integrable, entonces |F| &5 integrable wom vespecte a =
£ J.
b) 5i £y g son integrables, entonces fz es integrable con respecte a 2 =
J.

‘Sean l_'l]. y o come en la proposieifn 4.2.3, cbserve gue,
¥, -m = 5u = fl¥) N e
K, =M, p {flx) = fly}/ <Y [nm %}

a) Fara probar esta parte notess gue,
let=i] = |8¢xd|| < [FGx-£3)]

¥ per la proposiciba 4.2.3 |f] es integrable, cuando £ 3o es.
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b} Para ssta pivie obéervemos gue =i [F(x]| < k ¥ x 23, entonces,
[0 - 22| < 2x]E) - K
For 1 proposicifo M.2.3, se sigus qua;fz e5 integrable. cuande T lo
£5.

Fara probar Jo que deseames, bastaria cobssrvar gue,

2 2 2
o AF+p) =Ff -@
fg = 5

de donde £g 8 Ri=),

PRCPQSICION 1.2.6

Ses = monftena ereseiente en J y £ 8 R(=). Entonces,

Ub £ an ijh]ﬂ e

a =]

Demostracicn

Qems £ 8 R(=) ae aigue de la proposicifn 12.2.5 a), |£| er(e).
8i Pes uns partieidn de= J ¥ {Ej} es un comjunte de pumtos intermedics, —

enkonces pars § = 1,2, ...., n obhtenemes,
~|E(=.)] < F(z.) < |f(2.)
reep| = 6 < Jetng)

Multiplicando por a(x_ ) - =(x, 1} > 0 y zsumande obtenemoy,
N i :

-s(2, |£], =) < s(=,£,=) < sz, [£], =)

= donde,

y asi,
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TEQREMAS DEL VALOR MEDIO

FROPOSICION W.3.7
51 ez monStona creciente en J y f contitiva de J en |, entonces

existe un nimero o &0 3l goe,

b =
J £de = F(o) J d= = £(e)M=(b) - =(a)]
a o

Lemostracifin

Sims= inf {Flx} x84l y M=suwp (Fx)/ x€ I} se tie

ue gue,
mlai(b) — =(a)] < J-b fa= < Mi=(b) - =(a)]
a
Dedonde, b
’ ! F d=
m < - < H
a{b) = «l=)
Por gl "Teorsma del Valor Intermedio de Bolsano" (ap@ndicel, existe c 8 J
b
r
tal gue, £ du
fle) = ke
a(h) - =(a)

Supengamos que £ o5 continus en J, Screciante y derivable en im
punte ¢ @ J. Entonces la funcidn P, definida para x en J pon,

%
FEX) = J f d=
a

tisne derivads en e y TF'(e) = fle)="(e).
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Demoestrasifn

Sih > 0 es t=) qua cth gevritsnece 3 J, entonces por la prope-
sicidn 4.1.8 'y 13 proposicifn 4,2,7 tenemps,

riFh e ~+h
Flesh) - Ple) = J £ d= - J £ d= = Jrﬂ' £ a=

Fle+h) = Fle) = F[ET}EEf':—?-h] - =(c)]

Papan Sl 2 cth. Dividiendo por h y tomando 1Tmite cuando b+ a" obte
DaEmD S,

F'le) = flel="(e)
in resultado similar se obtions para ho< 0, luego,

File) = f{p)=x'fa)-

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCUTO

FRUEDSEE;HH.EEE.E

Sea f und Funcifn continua en J = [a,h]. Una Ffuncidn F en J sa-

tiaface,
(2) Fz) = Fla) = [ 4 para x € J.
B yrsolo si;

8 i M. o J.

Demastrard &n

Tl—-—-}"

Suptngames ‘qus (2) #s manitiens y o £ J, por iz proposicidn ante-

wige, Fle) = Flek



J-om.

".:__..II

Sea ¥ definide para x & J por,

F!(x) e J E
=

= proposicifn anterior garantiza que F; =fend,. S5 Fes tal que F'=F¢,
entonces existe ups constants ¢ tal que,
F(z) = Fa'{x} ¥.c, x & d.

Como F_(a) = 0, entonces ¢ = F{a). D= donde,

Fix) - F(a) = fo

=
PROFQSICION 4.2.40
S5i fes creciente v « uontinua en J = la,bl, eptonces existe un

punts ¢ € J t=1 qus,

Demostrnacidn

Por la propesicifn 4.1.1.0 tenemos guse, !

Jb £Fo= = f{pi=(h) - £{a)=(a) - J‘bﬂ af

a a
= bl - fta)=la) - =(c)[£{b)-£(a)] proposicidn U.Z.%
= f(a}ele) = =(a)] + F(E)=(b) = =(e)]

£(a) r d= + £(B) Jb.au
' B

19

h
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TEOREMA DEL CAMBIO DE VARIABLE

PO S0 i
Bea ¢ una funeifn definida del intervald [e,d] d B, con dapivada
conitinua y supongames qu2 a3 = {ille) v b = ¢(d). Bi £ es continua en el
range de {, entoncss,
A
F(x)dx = J £0pCE)) 1 Ce)de
a Q

Bemostracibn

Sea I = Y([c,d]) vy F la fupcidn definida por,

Flg) = J E(x)dx, paras € [
a

y tonsideremos 1a funcibn .i.-I dafinida pern,
H(t) = Fla(t)) © para e <t < d
Cbrerve que Hle) = Fly(e)) = Fla) = 0.
Come Fi{z) - Fla) = r f{x)dx se sigue del teorema fundamental del ec3i-

a
culp gue F' = f, diferenciando H por 1a regla de 1a cadena obitensmos qie,

() = Fble)) efe) = Flude)) »'(e).

Por el tecrema fundamental del caicule, cbtensmes gue,

rf[xj.dx = FlB) = Hl@) = Ff—tw;t}} yiitldt

=] c

L.3 INTEEEALES JMPRUFLAS 'E TNFINTIAS
DEFINICION 4.3.1

84 f == una Tumcidn no acotada en [a,b], & =i los limites de in-




s S5

tagracifn son infinites, entences el simbole ff{x}ﬂx es 1lamadeo Indegral

Timphopda. -

INTEGRAL CON LIMITES INFINITOS

DEFINICTON 4.3,
Sea f una funcifn acotada y Riemanm integrable en [=2,B], b > a.

Entonces el simbolo r f(x)dx es definido asfi,

b
J f(xldx = Lim J flxldx
g a
81 diche 1imite existe, diremos gus el intsgral =z convergents y en caszo -

contraric diremoz gua es divergente.

Ejemplo
. . b e b
Zdx = mim | 2= = pgm 2k = Lim (26 - 2E] = =
3 a
Lusgo Sx divarge.
' x
E L3
Ejemplo
e
=dx . 1 W
o = I = '_2_,]' )
), e +1) b 4= -1-1.1
" ®_x ax e
Luego — 3 es eonveirgente.
_]1 ER""i)
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PRQEQSICION U.3.8

§i fes continua para x> & y Iim r]f{x} ldx existe, entonces
I
a

o=
J f(xjdx tambidn existe. La funcidn f es llanada absofiiamente conver -

g
gente en el iantervalo infinite.

DNempatraciin

Como £(x) = [Flx) + |#(x)[] - [f(x)] para x > a y por hiphte

i3

sis sabemoz gue ) |£0x) |ch converge. Entonces bastard demostrar gue 1s
a

a1
rff{x} + |f|)dx ez convergente.

a

Dudo que;,
0« £(x) + |f(x]l| < E[f{:t.'l[

integrando la desigualdad y aplicando 1imite cvanda b < o ghtenemos,

7

T
0 < ILim I (£(x) + |E(x)|)dx « 2 Lim rifcxrlldx
= B - s a

De donde 1a intsgral r (F(x) + [F(x)])dx e5 convergente. Por ser la in-

tagral de Riemann lineal, obtenemon gue r Flx)dx ez convergente
a

TEST DE CONVERGENCIA DE INTEGRALESCON LIMITES INFINITGS

PR M o 4.3.4
Bea £ una funeifn pontines para x> a2 y a > O

. N : le
31 axiste un nlmero positive A tal que [F(x)x [ <A, % >a entonces

-
—

r F(x)}dx converge absolutamente, si k > 1.
a



112

si |&(=) xhj > A y k<1 entonces, J)f(x]dx diverge.

bDemogtracidn *
Come |£(x) s-:ki < A entonces,
b b
| o .o e oy
| G Jax] < AJ = ToReT
a a 2 :
Cuande b += =1 miembro de la derecha converge al valer ——--E—-E—.L parsa
(k-1)a™

5 T I

=

Luego I |Flx)dx existe y por la proposicisn U.3.3 el J £(x)dx conver-
& A

ge abaolutamente.

Dado qus lf[?ﬂ' Mkl > A y fes continua para x > a, entonces £ no puede va

rigr de signo. Supongames que £(x) = 0, = > &, entonces,

s 1=
1 . .T:E{'h =a 3 k<1
f |£Cx) |ax = fﬂ:{]ﬁ:{ > A J—I.Eﬁ."t = 4
a a x
& Blmb = Iinal k=1

Como en ambos casos el mismbro de la derecha diverge cuanda b + =, enton-

ces, rffxﬁﬂx divenge.
a

Supengamod gque £(x) € @ para x > 8 entonass,

b b
j letx) lax = - J Blxidn
£ a
y aplicamos el razpnamiento antericr. Luego r Flx)dx diwverge.
) a

FROFOSICICN u.3.5

-
& Lim f(x) xk = 'L puddde k = 1 Ent::m::esj F{x)d=s converge

® d
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abhsplutamente,

&3, Lim Flx) xk = W30 ¥ k¥ <1 entonces Jﬂ f(x)dx diverge.
Woso0 5

Demostraciin

Por la proposicifin anterior y propisdades del walor absoluto.

Ejemplo
LB dx
E1+Ji'uj+: -
i
Evalusmos,
2
Lim X . i-ﬁ 73 = Iim -_%_1"?-5_ = 1
X0 {14z ) xo (4 42)

Coma k = 2 > 1, er converge absolutamente,
iy
0

4=
Ejl.’!ﬂEén
|" i
o+ 2%
1
Ev=luemas,
Hn —e—— = i —2—— -;‘,2.
xS st 1
L+ 2% + 2 )
v/ zi
E«Dm k=1, __i.'l:l't__ ﬂi?&rgg._
!{ + 2:2
1
ERQEQSICION b.3.5
si £(x) = PI{xJ?PEEx}, en donde, P,(x) ¥ F,(x) son pulino -

mics y Pz-('x,]_' 1 0, para = > a, entences la condicién suficients y necesaria
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para gque J fH=xddx =on gonveirgente es gue el gradec de Fz{x} gxoeda 8l gra-

=

do de Pl{x} en 0o mEnos e dos.

lemestracicon

L] ._1.1

<

#) Supongamos que el grado de F, (x) ewcede al gradc ds EICR] ex 2 & m3s.

Eg decir gue,

_ n 11-]
FIK::} = ax +ax Foaeen A, 8 ¢o0

N 2 i+l
Pil{x-,‘r = I:Ix & hzx + . + hnﬂ‘ T.ﬂI Fo
Encontremos,

n+2 Tt 2

2 ax + a,x ¥ oaees A
fﬁ.ﬂl k4 f{ﬁ: = I‘im L o] = 1141
pL AT X hlx + hzx ¥ e I’.‘lni-E.

2 o
+ +. - e +
at+a /% an.fxn

b$‘+5 e

h]+ I:-Zh: + wune ¥

1

F--'JFLN

Como el limite existe y k = 2 > 1 entonces por la proposicifn anterioe

Jﬂ flx)dx  converge.

a
e —
Supongamog gque el prado de lex} excade en 1 al grado de PI{:-:J, =
entonces,
1
_ = :-r.ﬂ+ +.az:-:n *ooenetia x EN
Lim = fix) = Lim 1 — - ‘ =
e = hlﬁ + bzx T, hn+1 1
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Come el lirdite existe v k=1 por Jla propesicifn anterior, r Flx)dx ai

a
verge, lo cual pontradice puestra hipbtesis. Luoege el grado de ??{ﬂ. de

be de exceder en 2 & mds al grado ﬁe'Fltz}.

ME?E E !EFE 14.;.?_

81 £ as una funeibn continua para x > 2y exists uvh nlmero posl
tive A tal gque,;

[ekx Flx)| < A, auande x > a
a

entonges J £(x)dx =5 absclutaments convargente s5i k * O.
a : '
84 |?nb-: ﬁ'{HJ| > A mtnnnﬁsrf[x}ﬁx diverge =i k < 0.

Demostracion, b

Cemo IEkH Flx)| < A entonces,

) b
Jb [Eix) [ax < & J |e'k“1d-x

a - 8
el 2 a“kﬂ para k » Q.
k
Luego; b ==
Ln J|f[x}=_dx DI S
b ® i
= a

Aal,

-]
J | £ | dx existe y rf‘[x}éx 23 absclutamente convergente.

a8

i

Pado gue |&°F £(x)] > A y £(x) e= continue pare x > 2, Entences £(x) v
varia de signo.

Consideremos Flx) > 0, pars x > a.
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el h }
J’ |£(x) |dx = J Flxddx » A J: P e a
a 2 a

Afb-al k= 0

Luego chfxldx diverge.ya gque el miembro de 1a derecha tiende en ambos
ol

casos) a infinito cuando b + =,

PROP ON 4.3

-

Yo

gi Lim ekx flx} = L yk>0 entoneoes J f{x)dx es absolu
=

tTamente convergernte.

B 1im ek"‘ izl = 5L # 0 y k=<0 entonces J’ﬂ* Flx)dx es divi'r-gan‘te.
K= &
Demostracitn
Ejercicio.

INTEGRALES CON INTEGRANDOS QUE SE VUELVEN INFINITOS

DEFINICION '4.3.%8
Bea f uma funcidn gque se wvuelve infinita en un punto x =g,

a < c < b Diremos,

b

-€
J flx)dx = Lim r Fxldx + Lim JJJ Flx)dx

= hal] ~ E-l-ﬂn

existe, =i existen las dos integrales de 1z derecha.

Si f es infinita en x=a, entonces diremos,

b b-£
J Flx)dx = ISm J Flz)dx
£+l

a a
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Ijemplo
1 e 1 e 1
J—-:Lim.J—:LiIn ey = =
2 2 =
® [ T . E=+0 B
& E
Lsego; :
J % diverge,
b
1]
Ejempla
o] 2-g
I == it o= = /2
) ¥2-x g+ 0 ) Vo-x )
Luego,
; JI e
COnVEREER,
=%
]
Ejemplo ’ .
—£
& = pim s o | X
= B0 ® g4 ®
-4 o | &
O . ‘e
= Lim - -—1~|~ + Lim - — diverge,
=0 2% |_3 540 2

Si f(x) es continua psra a € x < b. B5i existe un nfimero positivo

A tal que |f[x1{x-a]k| <A para 0< k <1 ¥ 828 <x<Db entonces,

r f(x)ix es absolutamente convergente.

=
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b
Bi If(xjtx~3}k| > A para k>1 § a<x<D entonces J fix)dx es di-
werpente. 3
Demostracifin

como |£(x)(x-a)"| < A entonces,

oy
1k
J1ﬂx)|dm < an Lﬁ-da = Alh-g)

o he (x-2) e
Luego,
1=K

JJJ |£(x) |[ax < Mh;";

a
asi,

r Flx)dx es shsolutaments convergenta.

a

1s segunda parte se prusba siguiende un razonamisnto similar, al de la pro

posicifn 4,3.4

ER0POESIOION 4.3.11

81 Lim+ {R—EJR f(x) = L entonces Jh F{x)dx converge absolu-
P |
tamente 21 0 < k < 1. =

Bi Lim+ (x—-alk fix) = L :I: 0 antoncses Jh Flxldx  diverge si k > 1.
&

wsa
Demostraciin
Ejercicino
Ejemple 2
ok
vy
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Evaluemos,

ftn  Ged) 2 Y = =
x+1+ (x=1)" (2" +x+1)

3

===y J *f?? gonverge absolutamente.
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APENDI CE

"CONJUNTQ 'ORDENADO

DEFINICION

Sea A wn conjunte., Un orden en A, es una relacifn, denctads por
"<", won las siguientes propiedades:
i) S8i =, y € A entonces una y solo una de las sseveraciones siguientes

as cierta:
X <y, X = ¥, v o4.X

ii) Six, y.2€ A ysife<y)l v (y< z) entonces x < z

La relacifn "x < y" se lee x es menor que y & x es anterior 3 y.

La expresitn x <y indicarB x <y & x=y.

I CI10N 2

&

Un eonfunto oxdenado s wn conjunto A en el cual e ha definido -

un orden.

REEINICION 3
Sea A un conjunto ordenado y E ¢ A. Si existe BE€ A tal que

% € B, para todo x € E, diremos entonces gue E es acodado superioameide

"

£

y 8 serd unz cofa supetrion de E.

DEDIUCION &

Sea: A wn conjunto ordemado, E e A y E acotado superiormente. -
Supcngamos gue existe un = & A con las siguientes propiedades:
i) = es pota superdior .de E.

ii) 5i yv < = entonces y no &% cota supsrior de E.
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Entonces = es llamado dupueme de E y escribimos
= = Bup E
Similarmente; podemos definir el afdm de E; el cual se denota por

« = Inf E

QBSERVACION

Hote que el "Sup E" es la méno/i de las cotas superiores y el
Inf E ez la mayok de las cotas inferniores.

i existen el inf E y el Sup E entonces son Gniceos.

AToMA 5 (Axioma del extyremo supgriurl_'.l
81 A es un conjuntonoc vacio de nfimerss reales, aoctade superior
ments antonces'A posee SUphremo.

Simitarmente, podemos definir el axioma del extremo infericr.

DEFTINICTION &

a) Bix, yE8R y x>0, esntonces suiste un entero positive o tal gus,
ng >y

B) Bix, yER y x <y, entonces exists P 8 0 13l que,

¥ «he ¥
OBSERVACIONES
La parte a) es comfmmente llamada Ja p:wp.f;n,r&:ci arxquinideana de R.

La parte b) establece la "denadidad" da 0, =9 deciy, que sntre dos niimeros

reales cualesquiera existe un nimers racional.
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FUNCIONES

DEFINICION 7

Dadeos dos conjuntos A y B, el conjuntec de pares (x, y) tales que
x CA, vy 88, =e llama products carlesigno de A y 3.
DEFINICION B

Una #efacdiln R, serd un conjunto de pares ordenades y si (x.y)E R
diremos que x esta R-relacionado con y y escribiremos

xR

DEFINICION &

Una relacitn F se llama "funefén" cuande;

(%, ¥y F ¥ (x, z2)e F implique v = =z.

Notas:

1) Uada una funcidn f; & + B diremos que A e5 el dominip de £y Bel co-
deminio de F.
2) Al conjunto de vy € B ‘tales que f(x) = v, para x'€ A, &3 llamado dmna-

gen de A y serd designado por £(A)

REEINICION 20, i
Sea f: A+ B uma Funcibn, Diremeos que Fes "dyeeiiva" en & -
si y sdle si, para :r.l *, 6 A se tiene gue,
2

ﬂ:v:” = f{sz} entonces X T X,

DEFINICION 11
Sea £: A B unz funcifin, Diremos que £ as "sobieyedfiva" en A
si £(4) = B,
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DEEINICION 12
£: A+ B e s"bigeotdlva" si es inyectiva y scbreyectiva,
EFINIC 13
5i £(A) es 1a imspen de A por £, se cumplsn las siguientes pro -
pisdadss:
1) A48 ==>fA) $0
2) Ac B =—> F[A) ¢ F{A}
3) EC(ANB) < £(4) n £(B)
4) fFlAUER) = £F(A) U £(B)

DEPINICION 14

| - - - -
§i £ e85 1a imsgen inversa, se cumplen las siguiantes propisda-

El_ea: ’
1) A3 => £n) {0
%) AeB => £ (A) c £ B)

3) £ NANB) o £NA) gl

wy £ aum)

n

£7104) g B

TEOREMA 15 '

Se= f: A+ B ung funcifn y He A conexo. Si f es gontinua en
H y k es cualguier nfimero real gus satisface,

inf {f(x)/ =€ H}< k< Sup [£f(x)/ x&H}
entoness existe un punto x® en H para ol cual

£’ = k.
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