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INTRODUCCION

Una idea de sumo interés en el Andlisis Numérico es la de utili -
zar funciones sencillas para aproximar una funcidn £ dada.

Existen varios métodos para aproximar una funcidn, dependiendo --
del interés que se tenga. Entre las varias formas de aproximar tenemos 1
llamada Aproximacidn por el Polinomic de Interpolaciln, que es muy flexible
y de construccidn sencilla.

En nuestro trabajo nos ocupamos de la construccidén de un polinomio
de interpolacidn o interpolador, ya sea a través de las diferencias de una
funcidn f o por medio de sus valores.

El polincmio inter?olador posee dos caracteristicas que son su e
Existencia y su Unicidad. La primera queda probada a través de las difer -
rentes formas de construccidn de‘dicho polinomic, mientras que la segunda
la damos a continuacidn.

Scan P y Q dos polinomios de interpolacidn d= grado no mayor que n,
los cuales interpelan a la funcidn f(xi) = fi’ i=0,1, ..., n en los --
puntos x , xl, s X o Entonces D = P-Q es un polinomio de grado menor --
o igual que n. Ademéas,

D(x) = P(&x.)-Qx.,) = £ -£f = 0

2l 2L + ok

El polinomio D tiene, por lo tanto, nt+l ceros y come es un polino -
mio de grado menor o igual que n, entonces debe ser identicamente nulo.
Por consiguiente, P = é. [

El polinomic de interpolacidn no solo es utilizado para encontrar



valores aproximados de una funcidn f en puntos donde &sta no es conocida,
sino tambidn es aplicado a la diferenciacién e inﬁegraci&n numérica.
Finalmente, queremos sefialar que nuestro aporte en este trabajo

consiste en la forma de presentar su contenido, aclarando algunos concep-
tos, formulas y la presentacidn de modelos adecuados a cada tema. Asi co
mo también, la introduccidn de programas para la comﬁaraci&n de algunos -
métodos de interpolacidn. Para todo ésto el contenido del trabajo lo he-
mos dividido en cuatro capitulos: los dos primeros refefentes a la cons-
truccidn del polinomio de interﬁolacién y tratado de la formula del error.
El terceroc es la comparacidn de algunos métodos de interpolacidn. Y el ca
pitulo cuarto es la aplicacidn del polinomio interpolador a la integral nu

mérica.
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CAPITULO I

CONSTRUCCION DEL POLINOMIO INTERPOLADOR POR METODOS QUE USAN DIFERENCIAS

1.1 INTRODUCCION

Sean los puntos Xgo X5 Xpy cees X pertenecientes al intervalo

2
I, no necesariamente equidistantes entre si, y sea f una funcidn definida
en dicho intervalo; entonces, f(xo), f(xl), f(xz),...,f(xn) son las imé-
genes de dichos puntos por f. Deseamos determinar f(x), X, < x < xj con
i < j. En este caso, podemos encontrar f(x) graficando los valores de f y
uniéndolos por medio de una curva y "leemos" f(x) sobre la grafica. Este
es el concepto intuitivo de Interpolacilén. Esto tambidn podemos realizar-
lo mediante 1la llamada {nierpolacién £ineal, usando la férmula:

f(x) = f(xi) + rh {1.1)
donde h = foj) - f(xi) y 0<r<1.
La representacidn grafica de la interpolacién lineal es al secante que une
el punto (xi, f(xi)) con el pun{o (Xj’ f(xj)) y "leemos" f(x) sobre dicha
secante y no sobre la curva de la funcidn (ver fig. 1.1), origindndose asi
un error para f(x) puesto que en el intervalo h no sabemos el comportamien

to de la funcidn. Este error podemos minimizarlo teniendo mayor informacidn

acerca de f.

Y4
f(xj) et e e e e e /\y:f(x)

£(x;) peem==r=s-o

S e e e
5

x e cmr mmar e m® e e - w e m- -
O e i e o o S

Fag. ‘1.1



Existen varias férmulas de aproximacidn de las cuales nuestro interés es
contruir ef pofinomio interpclador. Para ello trataremos dos casos: Primeé
ro, aquel en que las abscisas no estdn igualmente espaciadas y en este ca-
so haremos uso de las diferencias divididas y estudiaremos sus propiedades.
En base a &stas obtendremos la formula de interpolacidn de Newton.

Segundo, cuando el intervalo de separacidn de las abscisas es constante, -
en este caso haremos uso de las llamadas diferencias ordinarias o finitas.
Valigndonos de la férmula de interpolacidn de Newton y de las diferencias

finitas obtendremos las formulas: Newton-Gauss, Gregory-Newton, Laplace-

Everest, Stirling y Bessel.

1.2 DIFERENCIAS DIVIDIDAS

Sea la funcidn y = f£(x) dada en la forma siguiente:

X ‘ Xo X1 X

£(x) | £(x)) £(x) £lx) . . .

2 . e .

Para dos valores consecutivos de la tabla f(xi) y f(xj) con i< j & j< i,
se tendra que la razdn:

f(x.) - f(x.)
£(x, xj)= o J (1.2)

X. = X
hE

serd llamada la Primena Diferencia Dividida de §(x).
Se ve claramente que:

f(x,, x.) = f(x., x.) (1.3)
i* 73 31 4

0 sea, que son funciones simétricas de sus argumentos.



Tambigdn, si f(xi, xj) y f(xj, xk) son dos primeras diferencias de f(x)
tenemos que:

f(x., x,) - f(x., %, )
i 5l k

f(xi, xj,xk) = T, (1.4)

donde %o Xj’ X  son tres valores consecutivos cualesquiera de la tabla,

k
sera llamada la Segunda Digerencia Dividida de §{(x), la cual probaremos
que:

(. f(x,)
f(Xi) (Xj) k

N N ) (1.5)
Tki~xj)(xi-xk) (xj—xi)(xj—xk) (xk—xi)(xk—xj

1

f(xi, xj, xk)

DEMOSTRACION:

f(xi, xj) - f(xj, xk)

f(xi’ xj’ Xk) X = Xy

£(x,) - f(xj)‘ £(xy) - £0x)

_ Xi"Xj Xj—Xk

it k

Efectuando operaciones y simplificaciones en esta Gltima expresidn, obtene

mos:
f(xi) f(xj) - 'f(xk)

+ +
(xi-xj)(xi—XQ ('xj —xi)(xj -xk) (xk-xi)(xk—xj)

f(xia xjs xk) |

Por un proceso inductivo, podemos obtener las diferencias dividi
das de cualquier orden valiéndonos de la diferencia de dos diferencias di-
vididas de orden inmediato inferior las cuales tengan todos sus argumentos
comunes menos uno de ellos dividida entre la diferencia de los argumentos

no comunes. O sea, vendra dada por:




f(xo, xl""’xk~1) - f(xl, Kyoeses Xk)
k-1’ Xk) X - X
1 0 k

f(xo, xl,..., X

f(xo) f(xl)
— + +
(xo-xl)...(xo—x£7 (xl—xo)(xl-xz)...(xl-xk)

f(xk)

foe (Xk—xo)..f?xk-xk_l) (1.6)

También en las diferencias de orden superior se cumple que son funciones -
simétricas de sus argumentos, puestc que siguiendo un proceso de permuta -
ciones podemos cambiar el orden de cualquier X, de una diferencia, sin --
que por ello @sta se altere. Es decir:

f(xo,xl,...,xi,x.+1,...,xj,...,xk) = f(xo,xl,...,xj,x

5 ,...,xi,...,xk) (1.7)

i+1
Entre las propiedades de las diferencias divididas tenemos la llamada de -

Lineatlidad, la cual viene expresada por medio de los siguientes teoremas:

TEOREMA 1.2.1

Sean f y g funciones, tendremos que:
= .o 35 s ity mive
(fig)(xi’ xj, NS 0 x]<) f(xi, xj’ . > xk) g()‘(l’ x]’ s Xk)

DEMOSTRACION:

La demostracidn la haremos por induccidn.
Probemos para la primera diferencia.

(fig)(xi) - (fig)(%iz

+
(f-g)(xi, Xj) .
1 3

f(xi) + g(xi) - f(xj) + g(xj)

Xg = X,
i ]




f(xi) - f(xi) X g(xi) - g(xj)

n

(frg)(x., x.) +
1] X, = X, X. - X.
S J R ]

f(xi, xj) + g(xi, Xj)

Supongamos que se cumple para n, natural arbitrario, es decir,

£+ = +
(*—g)(xi, xj, A xn) f(xi, Xj’ Ywe s xn) + g(xi, xj, v Bk xn)

Demostraremos para n+l, o sea que,

(fig)(xi,xj,---,xn,xn 1) = f(xi,...,xn,x ) &% g(xi,...,x )

X
+ n+1 n’ n+l

Tenemos:

(fig)(xi,xj,...,xn) (fig)(xj,...,xn,x )

n+1

(L), o RaganasB 5% ) &
o non *i T *an

Y + s T &
f(xi,xj,...,xn,..g(xi,xj,...,xn) f(xj,...,xn,xn+1) T g(xj,.. ’Xn’xn+1)

- X, - X
v n+1

Fle. sB seves® ) & BlR, suves® 500 . )
1 J

£+ T - n J n- n+l
( g)(xlﬁxjs axnaxn+1) = TR
3 n+l
. g(xi,xj,...,xn) - g(xj,...,xn,xn+l)
%y xn+1

it

+
f(xi’xj""’xn’xn+1) a2 g(xi,xj,...,xn,xn+1) ]

TEOREMA 1.2.2

Sea f una funcidn y, ¢ una constante, entonces:
(cf)(xi,xj,...,xk) = Cf(xi’xj""’xk)

DEMOSTRACION:

Aqui también efectuaremos la demostracidn por induccidn.




Probemes para la primera diferencia.
(cf)(xi) - (ef)(x.)
J

Xy = X,
1 ]

cf(x.) - cf(x.)
i i

1

{ -
(ef)(x,, xj)

X, ™ X,
1 J

C[f(xi) - f(xj)]

Xe = X,
=

= cof(x., x.)
i

Supongamos que se cumple para n, natural arbitrario, o sea,
Cef R sRosusesh ) =& oflX, sX.5c0ns% )
.1., 33 5n 1! :}7 Qn

Demostrémolo para n+l, es decir,

(cf)(xi,xj,...,xn,xn+l} = Cf(xi’xj”"’xn’xn+1)
Tenemos:
- {of
) ) (cf)(xi,xj,...,xn) (cA)(xj,...,xn,xn+1)
(cf)(xi,x.q...,xn,xn+1) = =
J h al n+l
) c[f(xi,xj,...,xn) - f(xj,...,xn,xn+1)]
@ xn+1
= Cf(xi’xj""’xn’xn+1) "

Una forma muy conveniente de representar las diferencias divididas de una

funcidn es por medio de una tabkla. Cada elemento de la tabla viene dado -
por la diferencia de los elementos mas cercanos a su izquierda, dividida -
entre la diferencia de las abscisas correspondientes a las ordenadas inter
sectadas por las diagonales que pasan por el elemento calculado. Cada ele

mento se coloca de acuerdo a la tabla 1.1.




X f(X) f(x ® - e s s
i’xj) E( i,xj Xk) f(xi,“j,xkﬁxm) f(xi,xj,xk,xm,xn)
X £l )
0 0
\\\'f(xo,xl)
%) f(xl)//’ \\\\f(xo,xl,xz)
\\\ /// \\\
f(xl,xz)\ f(xo,x1 ,xz,x3)
/// N ////
X, f(xz)\\\ f(xl,xz,x3) f(XO’xl’xz’xs’Xu)
i AN
f(x ,x ) f(x .2 ,Xx ,x )
2 3\ 17727737y
X f(x )/// FOR %% )//// ______
3 3 \ / 205325, \
f(X .4 ) s 0 TS T s -
/ 3 L \\ /,’ S
%, f(xq)\\\ oo S
TABLA 1.1

EJEMPLO 1.2.1

Encontrar las primeras cuatro diferencias para la funcidn

f(x) = Sen (x),

con x = 0,

T 2 L1
57 5 3° 72"



SOLUCION:
L of(x p ) Fx.,x% ) 3
X £(x) f(xi,xj, ‘xi’hj’xk' f(xi,xj,xk,xm) f(xi,xj,xk,xm,xn)
0 0.00
0.96
1l
— G5 ~0.
= 0 0. 25
0.80 -0.0096
%- 0.58 -0.26 -0.008
0.66 -0.1500
I
3 0.86 -0.42
0.26
il
4 1
5 1.00
EJEMPLO 1.2.2

- . » L q
Construir la tabla de diferencias para la funcidn f(x) = x , con



res reales arbitrarios.

SOLUCION:
X Fx) f(xi,xj) f(xi,xj,xk) f(xi,xj,xk,xm) f(xi,xj,xk,xm,xn)
0.0 0.0000
1.000
1.0 1.0000 4,75
8,125 5.5
1.5 5.0625 2425 1
50.625 10.%
3.0} 81.0000 57.61 1
229.216 14.1
b,eiL4u7.7456 106.96
Hu3.136
5.01625.0000
EJEMPLO 1.2.3
Calcular las tres primeras diferencias de f(x) = x2, para valo-



10.

SOQLUCION:
5 F(x) Fl,.%.) 0% 05 %
3> %4 ( : j’xk) . f(xi,xj,xk,xm)
2
X b4
[0} 0
XI + %,
2
X1 % a1
i x2 + x1 0
xz X, 1
x3 = %, 0
2
x3 x3 d
, X, + xa 0
xu %, il
X + X,
x5 X

Se puede observar, en estos dos iltimos ejemplos, que la n-ésima diferen-
cia de un polinemio de grado n es una constante y las diferencias de orden
mayor que n son cero. Este resultado se puede generalizar mediante el si-

guiente teorema:

TEOREMA 1.2.3

La k-8sima diferencia de un polinomio de grado n es un polinomio
de grado n-k, si k <n y es cero, 51 k > n.

DEMOSTRACICN:

Por la naturaleza misma del problema nos veremos obligados a con

siderar dos casos: primero cuando k < n y segundo para k > n.

Sea f(x) un polinomic de grado n.
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12) Lo haremos por induccidn sobre k, con k < n. Para k=1, tenemos que:

f(xo) - f(xl)
il o 2] =
0 1 xo -~ X

Fijemos x, y dejemos variable a X,- En este caso, en el numerador obten -

1

dremos un pelinomio de grado n en x Este polinomio tiene como cero a

0

x. = X

0 ,» entonces por el teorema del factor tenemos que: (x

- X es fac
0 1) o

tor de f(xo) - f(xl) , por tanto, f(xO, Xl) es un polinomio de grado n-1.
Supongamos que se cumple para k, o sea, que la k-ésima diferencia de un po
linomio de grado n serd otrec polinomio de grado n-k.

Demostraremos para k+l; en este caso note que tenemos k+1 < n.

)

f(xo,xl,...,xk) - f(xl,x
f(xo,xl,...,x } =

1 -
e 0 T Rt

poe e Xy

Fijemos xl, Rys eees X y dejemos variable XO' Por hipstesis de induc

k+1?
cidn tenemos que f(xo, xl, se ks Xk) es un polinomio de grado n-k, luego el

numerador es un polinomio de grade n-k con cero en Xg T Ky Aplicando -
nuevamente el teorema del factor tenemos gque (xo - xk+1) es factor de
f(xo,xl,...,xk) - f(xl,xz,...,xk+1) y, por tanto, f(xo,xl,...,xk+l) es un
polinomio de grado (n-k) - 1 = n - (k+1).

22) Por la primera parte tenemos que cuando k=n, la k-&sima diferencia -
es polinomio de grado cero, es decir, una constante, luego al tomar la --

kt+l-ésima diferencia, k+1 > n, el resultado es cero, y de esta manera las

siguilentes diferencias serdn también iguales a cero. |

1.3 TORMULA DE INTERPOLACION DE NEWTON

Una de las fdrmulas de mayor importancia en la interpolacidn es
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la Fémmula de Internpolacién de Newton, la cual demostraremos que viene ---
dada por:
- £ o w = i
f(x) = *(Xo) + (x xo)f(xo,nl) + (x xo)(x xl)f(xo,xl,xz) + o
+ (x—xo)(x~x1)(x—x2)...(x-xn_l)f(xo,xl,...,xn)

+ (x—xo)(x—xl)(x—xz)...(x—xn)f(x,xo,...,xn) (1.8)

Como se ve en esta formula las diferencias divididas juegan un papel impor
tante y es en base a ellas que vamos a deducir dicha formula de interpola-

cidn.

DEMOSTRACION:

Comenzaremos por encontrarla para n=l, o sea, con la segunda di-

ferencia.
f(x,xo) - f(xo,xl)

it

f(x,xo,xl)

X - %
(x~x1)f(x,xo,x1) = f(w,xo) - f(xo,xl)
f(x,xo) = f(xo,xl) + (x-xl) f(x,xo,xl)
£f(x) - f(xo)
g = f(xo,xl) + (x-xl) f(x,xo,xl)
f(x) - f(xo) &= (x—xo)f(xo,xl) + (x-xo)(x-xl)f(x,xo,xl)
R = f(x0)+(x-xo)f(xo,x1)+(x—xd)(x—x1)f(x,xo,x1)

que es la férmula de interpolacidn de Newton para n=1.

Encontrémola para n =2, es decir, con la tercera diferencia.




f(x,xo,xl,xz)

(x—xz)f(x,x WX

0 I’XZ)

P
ero f(x,xo,xl)
f(X,XO) o= f(XO ’X‘l)
X - X
1
f(x,xo) - f(xo,xl)
f(x,xo)

También tenemos que:

f(x,xo)
luego,
f(x) - f(xo)
X - X
0
£(x)

"

i

f ) 3 =y
(x_xO xl) f(xo,xl,xz)

X--X2

f(x,xo,xl) - f(xo,xl,xz)

X )

i (o - f
(x_xo) (x0 ;

X - X
1

f(xo,x ’Xz) + (x—xz)f(x,xo,x

1

(x-xl)f(xo,xl,x2)+(x-x1)(x—xz)f(x,xo,xl,xz)

f(xo,xl) + (x—xl)f(x0

X HX
%y )

+ (x—xl)(x—xz)f(x,xo,xl,xz)

f(x) - f(xo)

X =~ X
0

f(xo,xl) + (x-xl)f(xo,xl,xz)

+ (x—xl)(x—xz)f(x,xo,xl,xz)

f(x0)+(x—xo)f(xo,x1)+(x~x0)(x—x9f(xo,xl,xz)

+ (x-xo)(x~x1)(x—xz)f(x,xo,xl,xz)

que es la formula de interpolacidn de Newton para n= 2.

Supongamos que se cumple para n, natural arbitrario, es decir,

1

,xz)

13.

» luego tenemos que:
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Ff(x) = f(xo)-f(x—xo)f(xc,xl)-+(x~xo)(x-x1)f(x0,x1,x2)3+ -
- (x—xo)(x~x1)...(x~xn~ )f(xo,x

+ (t-x M(x-x )...(x=2 Mf(x,x_,..
0 1 n 0

y demostrémola para n+l, o sea,
£ < - = - -
£z} = f(xo)~+(x xn)f(xo,xl)-+(x xo)(x xl)f(xo,xl,xz)-+ -

+ (x—xo)(x-xl)...(x~xn)f(x0,xl,...,xn+1)

+ (x-xo)(x-xl)...(x-xn+1)f(x,xo,...,xn+1)

Tenemos que empezar con la diferencia de orden n+2:

f(x,x.,...,xn) - f(xo,x yeansX )

0 1 n+1l
i e oln X =
(X’Xo’ 2¥p? n+1> X = X

*1

(x—xn+l)f(x,xo,...,xn,x ) = £f(x,x ,...,xn) - f(x

- 0 SR 5eeesX )

0 n+l

.

il 5. 5 AN
( 2%g 0 L) n) n+l

f(xo,xl,...,xn+1) +(x—xn+1)f(x,xo

Como la hemos supuesto valida para n, tenemos que:

r(x)—f(xo) —(x—xo)f(xo,xl)~--- —(x-xo)...(x—xn_l)f(xo,x ...,xn)

19

(x—xg)(x—xl)...(x—xn7

= f(xo,xl,...,xn l) + (x—xn+1)f(x,x0,...,x WX )

+ n° n+i
Luego, tenemos:

£f(x) - f(xo) - (x—xo)f(xo,xl)—...—(x—xo)...(x—xn_l)f(xo,xl,...,xn)=

(x—xo)(x—xl)...(x—xn)f(xo,xlo~--sxn+l)

o

caaX WX
R

+ (x—xo)(x—xl)--.(x—xn)(x—xn+l)f(x,x b

n?"

Hh
~
d
Nt
1}

f(x0)+(x~xo)f(x0,xl)+...+(x—x0)...(x-xn_l)f(xo,xl,...,xn)

+ (x—xO)(x—xl)...(x-xn)f(xo,xl,...,xn+l)

+ (x—xo)(x—xl)...(x-xn)(X-Xn+1)f(X,X°,--':Xn;l)
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que es la formula de interpolacidn de Newton para n+l. ¥
Observemos que el Gltimo término que aparece en la expresidn qgj
ducida tiene como factor la diferencia dividida de orden n+2, en la cual
se encuentra contenida la variable x, por lo cual este valor no lo encon -
traremos en la tabla de diferencias. A este Gltimo té&rmino le llamaremos

Témino del Enror, que vendrd expresado por:

Br(x) (x-xo)(x—xl)...(x—xn)f(x,x ,...,xn)

0

n
f(x,xo,...,xn) iEO (x—xi) (1.9)

Entonces, representaremos la formula de Newton por:

f(x)

P (x) + E (x) (1.10)
n r

donde,

i

Pn(x) f(xo) + (x~xo)f(xo,x1) * oee *

+ (x-xo)...(x—xn_l)f(xo,x ..,xn) (1.41)

32"
que es el Polinomio Interpolador o de Interpolacidn de Newifon, de grado n.
De (1.10) tenemos:

Er(x) = f(x) - Pn(x) (1.12)

EJEMPLO 1.8.1

Para la funcidn f(x) = L n(x), tenemos la siguiente tabla de va

lores:

X a510) 1.8 1.5 1.8 2.4 2.7 . 2.8

£(x) | 0.000000{0.262364 | 0.405465 | 0.587786| 0.875468}0.993251{1.064710
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Encontrar £(1.65), tomando x_ =1. Luego, variar el valor de XO ax =1.5

»

0
encontrar nuevamente £(1.65)
4

SOLUCION:

Primero haremos la tabla de diferencias de la funcidn dada.

% £y f()si,xj) f(xi,xj ""k) "F(‘KL"{_{‘xk‘xm)r(xi‘xj'xk‘xm'xn)r(xi'xj .xk,xm,xn,xs) f(xi,xj.xk,xm.xn.xﬂ.xt)
%e=1.0 [ ©.000000
1.3 0.262364 ~0.318082
0.715505 0.128180
%,71.5 | 0.405u55 -0.215536 ~0.0ukiu2
% =1.65 0.607736 0.056282 0.014182
1.8 | 0.587786% =0.142517 ) -0,020031 ~0. 004354
0.479470 0.038238 ©.005908
2.4 0,875:683 -0.096511 -0.010573
0.392610 0.023528
2.7 0.99325% ~0.070620
€.357295
2.9 | 1.06u710

Tomando X, = 1 v sustituyendo en la férmula del polinomio interpolador -

de Newton, (1.11), encontremos £(1.65):
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£(1.65) = 0.000000 + (1.65-1)(0.874546) + (1.65-1)(1.65-1.3)(-0.318082)

+ (1.65-1)(1.65-1.3)(1.65-1.8)(~0.044142)

+ (1.65-1)(1.65-1.3)(1.65-1.8)(1.65-2.4)(0.014182)

+ (1.65-1)(1.65-1.3)(1.65-1.8)(1.65 2.4)(1.65-2.7)(-0.004354)
£(1.65) = 0.568454 - 0.072363 + 0.004374 + 0.000225 + 0.000054 + 0.000017
£(1.65) = 0.500761

Ahora tomemos, X, = 1.5 y encontremos £(1.65), usando siempre la foérmula

de interpolacidén (1.11), que al sustituir en ella se nos convierte en:

£(1.65) = 0.405465 + (1.65-1.5)(0,607736)

+ (1.65-1.5)(1.65-1.8)(-0.142517)

+ (1.65-1.5)(1.65-1.8)(1.65-2.4)(0.038338)

+ (1.65-1.5)(1.65-1.8)(1.65-2.4)(1.65-2.7)(-0.0105578)
£(1.65) = 0.405465 + 0.091160 + 0.003206 + 0.000645 + 0.000187
£(1.65) = 0.500664

Notamos que para cada X el resultade es diferente, aunque es una diferen-

cia minima, del orden de 10—4, pero siempre ésta existe.

Al comparar cada uno de los resultados con el valor

£(1.65) = Ln (1.65) = 0.500775, cbservamos que el resultado mds aproximado
a esta valor es cuando tomamos xo = 1. En este caso, hemos encontrado una

mejor aproximacidn cuando se tomd un nimero mayor de diferencias.

EJEMPLO-1.3.2

La siguiente tabla nos representa valores de £(x) =

1
’x
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X Ged gas 129 .6 1.8 2.3

£(x) 3.162277 | 1.42u4213 | 1.000000 | 0.7390569 0.7u45355 | 0.659380

Encontrar £(2.2) tomando X, = 0.1 y luego, x, = 1.8.
SOLUCION:
Construyamos primero la tabla de diferencias por medio de los da

tos proporcionados por la tabla de f(x).

x £(x) f(xi.xj) f(xi"'j .xk) f(x)._,xj .xk.xm) f(xi.xj ,xk,xn.xn) E(xi,xj .xk.xm.xn.xs)
Xg¥0.1 3.162277
-4.370160
0.5 | 1.414212 3.925260.
~0.828426 -2.332976
1.0 1,000000 0.u435795 1.250846
~-0.349051 ~0.206537 -0.528577
1.6 0.790569 0.167296 0.087976
~0.245214 -0.0u8180
%=1.8 | 0745355 0.104662
x32.2 -0.171950
2.3 0.652320

Tomando X, = 0.1 y sustituyendo en la fdormula del polinomio de interpola -

cidén de Newton, (1.11), tenemos:



18,

£(2.2)

n

3.162277 + (2.2-0.1)(-4.370160) + (2:2-0.1)(2.2-0.5)(3.935260)
+ (2.2-0.1)(2.2-0.5)(2.2-1)(-2.332976)
+ (2.2-0.1)(2.2-0.5)(2.2-1)(2.2-1.6)(1.250846)

+ (2.2-0.1)(2.2-0.5)(2.2-1)(2.2-1.6)(2.2-1.8)(-0.528577)

£(2.2) = 3.1862277 9.177336 + 14.048878 - 9.994469 + 3.215174 - 0.54346

b4

F(2.2) 0.711063

Tomando ahora X, 1.8 vy calculando nuevamente £(2.2) por medio de la -

misma formula (1.11), obtenemos:

1

£(2.2) 0.7u5355 + (2.2-1.8)(-0.171950) = 0.745355 - 0.06878

R

£(2.2) = 0.676575
tra vez, al igual que en el ejemplo 1.3.1 resulta que para valores diferen

tes de x,. el valor encontrado para £(2.2) es diferente. Al comparar los -

0
dos valores encontrados con £(2.2) A 0.674199, el que mas se aproxi
¥9.2 N
ma a este valor es aquel en el cual tenemos x_ = 1.8. Es decir, en esta -

0

ocasidn obtuvimos mejor aproximacidén cuando tomamos un niimero menor de di-
ferencias.

Entonces, ¢Como podemos escoger un X conveniente para que la aproximacidn
en x sea optima?

Observemos la tabla de valores de cada ejemplo y la situacidn de los pun -

tos a interpolarse con respecto a los puntos x Xis =ees X que utiliza-
n

0.“

mos para formar el polinomic de interpolacidn. Notaremos que en los ca -

sos para los cuales la interpolacidn fué méds acertada es cuando el punto x




secisy X o=

se encuentra cercano al centro eel intervalo formado por Xgo %
' ] n

tomando para la interpolacidn, no asi cuando la aproximacidn fué menos -~
acertada el puntc a interpolarse se encontraba cerca de uno de los extre-

mos del intervalo formado por los puntos X _, X ,..-., X usados. Luego,

Q2
para que la formula del polinomio de interpolacidn de Newton nos aproxime

una funcidn f en el punto x en forma Sptima, tomaremos la siguiente:

REGLA 1.3.1

..., ¥X_ que tomaran parte de la (1.11) se-

Los valores x i
0> "1’ n

rén escogidos de tal manera que la x esté lo mas cercanc posible al centro

del intervalo formado por dichos valores.

Cabe mencionar que el criteric que nos da la regla anterior alguncs auto -

res lo han aplicado siempre con éxito. Ademés, tal parece que tomar puntos
de interpolacidn cercanos a un punto de discontinuidad malogra la aproxima

cidn.

EJEMPLO 1.3.3

Construir el polinomio de interpolacidn para la funcidn f defini

da por la siguiente tabla:

b4 =1.0 0.0 Uis 1.0 255 3.0

f(x) | 3.000 -2.000 -0.375 3.000 16,425 13.000




21.

SOLUCION:
Construyendo primero la tabla de diferencias divididas para f,
tenemos
X £(x) f(Xi,xj) f(xi’xj’xk)' f(xi,xj,xk,xm) . f(x.,x ,xk,x ,xn)
X,=-1.0 | 3.000
-5.000
0.0 | -2.000 5.500
3.250 -1.000
%S -0.375 3.500 o
6.750 -1.000
1.0 3.000 1.000 (0]
8.750 ‘ ~1.000
2.5 | 16.125 -1.500
5.750
3.0 19.000
Tomando X,y = -1, las diferencias que intervienen en la formula (1.11) para

obtener el polinomio de interpolacidén de Newton son las que aparecen sefia-
ladas en la tabla de diferencias. Asi, el polinomio buscado viene dado co

mo:

Pn(x) = f(xo) + (x—xo)f(xo,xl) + (x—xo)(x—xl)f(xo,xl,xz)

+ (x—xc)(x-xl)(x-xz)f(xo,xl,xz,xa)

+ (x—xo)(x—xl)(x—xz)(x—xs)f(xo,xl,xz,xg,xu)

e

BIBLIOTECA CENT r""‘
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Sustituyende valcres tenemos:
Pn(x) = 3 + (x+1)(-5) + (x+1)(x-0)(5.5)
+ (2+1)(x-0)(x~0.5)(~1)
+ (x+1)(%-0)(x-0.5)(x-1)(0)
Efectuando operaciones y simplificande cbtenemos:
Pn(x) s - %+ 5%° 4 x - 2
que es el polinomio que se pedia construir.
Obsérvese que para construir este polinomioc por medio de la férmula (1.11)
hemos tomado el %, de manera que intervengan el mayor nimero de diferencias
posibles. De esta forma el polinomic construido es el que aproxima la fun

cidn f.

1.4 FORMULA DEL ERROR

Como podemos observar, en los ejemplos anteriores, al aplicar la
formula de Newton para aproximar la funcién f en un punto X que no pertene
ce al conjunto de puntos {xo, X o cees xn} nada heﬁos dicho scbre el tér-
mino Er(x). Este se debe a que para ello es necesario tener una informa-
cidén més completa acerca del comportamiento de la funcidn f en el interva-
lo de trabaje. Por ejemplo, la funcién £ en un intervalo ]xi, x.. [ con

i+
R.s X. en {¥x_., ..., X }, asi como puede estar cerca del pclinomio de -
Al i+l ¢ n : a
interpolacidn encontrade, puede tambi&n tener un cambio brusco, creciendo
o decreciendo considerablemente. (Ver Fig. 1.2). Para poder evitar este
problema necesitaremos recurrir a algin medio de poder controlar el compor

tamiento de la funcidn f y lo haremos suponiendo un conocimiento cualita-

tivo de las derivadas de f y asi poder deducir una formula gue nos permita
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controlar el error de la interpolacidn. Para esta deduccidn necesitaremos
del auxilio del teorema de Rolle, el cual dice; Si f(x) es continua en el-
intervalo [a,b] y derivable en la,bf, y si £f(a) = £f(b), entonces existe ¢

que pertenece al intervalo Ja,b[ tal que f'(eg) = 0.

YA

- e e . e A e m -

e
x«}--«.—--_—--—-—

0 7 i+1

Figs 1.2
Por necesidad, partiremos del supuesto de que f(x) es continuamente diferen
ciable nt+l veces sobre el intervalo cerrado I que contenga los valores X,

X

0> e X

Notemos que en las expresicnes (1.10) y (1.12) del error, los té&rminos

n
f(x) - Pn(x) y I (x—xi) se anulan, si x = %, X

cvees X . Considere-
. n
i=0

19
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mos una combinacidn lineal de estas dos funciones en la forma siguiente:

n c
f(t) - P (t) -k T (t-x.) (1.13)
n i=0 X

s(t)

donde k = f(x,xo,...,xn) es una constante, ya que no depende de la varia-
ble t.

Cuando t =x, tenemos:
n
S(x) = f(x) - P (x) -k I (x-x.) (1.14)
n 1=0 it

Sustituyendo (1.10) en esta iltima expresidn, tenemos:

n n
S(x) = P(x)+k I (x-x,)-P(x)-k I (x-x,)=0 (1.15)
n . i n . i
i=0 1=0
sit= xj con j = 0,1,...,n, entonces:
i n
8(x.) = f(x.) ~P(x.) -~k I (x,-%.)=0 (1.16)
3 i nj j=g 3 %

luego, de (1.15) y (1.16) concluimos que (1.13) tiene n+2 ceros en el inter
valo I.
Como hemos supuesto que f£(x) es n+l veces continuamente diferenciable en I

n
y ademéas Pn(x) y I (x—xi) son polinomios, entonces S(t) es n+l veces -
i=0

continuamente diferenciable en I, y ademds encontramos que tiene n+2 ceros
en el mismo intervalo, por tanto, podemos aplicar el Teorema de Rolle y de-

cir que S$'(t) se anula al menos n+l veces en I, lo mismo S"(t) se anula al

- . +1
menos n veces en I y, asl sucesivamente, tenemos que S('n )(t) se anula al
. . (n+1)
menos una vez en I. Sea € un punto interior de I en el cual § (e) = 0.
. +1 .
La derivada S(n )(t) estd dada por:

sy _ L) e (1.17)
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y evaluando en t =e, obtenemos:

st oy = £y nrnye

:
y como S(n+ )(a) = 0, entonces:

f(n+1)(€)

k = e (1.18)

y sustituyendo (1.18) en S(t) y luego evaluando en t =x, encontramos que:

(n+1) -
3 (e) _
f(x) - Pn(X) L m—:—-— iIZIO (X—Xi) =0
(n+1) n
R R N A
n n+i)! 1=0 1

0 sea,

f(n+1)( y B
Wa—‘n (X"‘Xi) (1.19)
. i=0 ]

Er(x)

para algiin € en el interior del intervalo I.

La expresidn (1.19) nos garantiza que para cualquier x dado, existe un e -
en el interior del intervalo I tal que el error es expresado en esa forma.
.,xn) tenemos:

te) (1.20)

Flx,x e

..X):
g2y

para algin € en el interior del intervalo I. Este resultado nos interesa-
rd més adelante.

La ecuacidn (1.19) no puede usarse, desde luego, para calcular el valor
exacto de Er(x), ya que € es, en general, desconocido. Sin embargo, como

se muestra en el ejemplo 1.4.1, la formula puede usarse en muchos casos pa
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ra acotar el error del polinomio interpolador y esta manera aceptar o re-
chazar un resultado obtenido por interpolacidén, de acuerdo a la tolerancia

en aproximacidn que se ha prefijado.

EJEMPLO 1.4.1

Cuando tenemos dos puntos de interpolacidn {xo, xl}, n=1, la
formula (1.19) del error se nos convierte en:

.(x—xo)(x—xl)
21

E (x) = £itCe)
¥ 4/

con € que pertenece al interior del intervalo generado por los puntos Xys

X, .
1

iCuidl es el error mdximo que puede presentarse si sabemos que f"(x) <M vy

X estd@ entre X, ¥ xl?

SOLUCION:
Como se pide el mdximo de Br(x) tenemos que mayorizar las expre-
. (x-x )(x~-x_)
siones 02 1 v lenter].

Pero sabemos que f'"(e) < M, luego sdlo tenemos que mayorizar la funcidn

(x—xO)(x—x1 )
2

X .
entre : Y R,

(x-x )(x-x.)
Sea g(x) = 2 :

5 . Encontremos el valor de x para el cual g(x) al

canza su madximo. Por simetria tenemos que ese valor vendrd dado por:
+
Xo + X

2

1
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Sustituyendo este valor en g(x), obtendremos el valor miximc buscado que

ess

X + X
{o 1) 1 2
A T E{yl xo)
luego,
1 2
Er(X) < ~8—(x1 -Xo) M
APLICACION
Al calcular el valor de sen (x) utilizando una tabla de senos, -
1
el error estard acotado por-%(xl— xO)ZM, donde M > [Sen"(x)|, como sabe
mos Sen"(x) = -sen(x) y |-sen (x)| <1, 1luego M = 1, por tanto:

Er(X) < %-(xl—xo)

Aqui, el error se puede minimizar reduciendo el paso entre los puntos, ya

2
que de esta manera (xl-xo) sera mas pequefio.

EJEMPLO 1.4.2

Consideremos la siguiente tabla:

b4 0.00 0.20 0.30 0.50

f(x) 0.00000 0.20134 0.30452 0.52110

Encontrar el error cometido al aproximar £(0.18).

SOLUCION:

En esta caso, como en muchas otras aplicaciones de la interpola-
cidn, no conocemos la expresidn analitica de la funcidn, por tanto, no po

demos acotar el error por medio de las derivadas de la funcidn, por esta -
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razdn necesitamos recurrir a la expresidn (1.20) la cual contiene las di-

ferencias de la funcidn, y asi el error vendrd dado por:

=3

Elx) = Elxix ek (x-x.)
T 0 n i

1

i=0

Como f(x,x ..,xn) no es posible calcular, tomaremos como una aproximacidn

0"

a €sta la diferencia f(xo,xl,...,xn+1) que viene dada en la tabla de dife-

rencias.

Construyamos, por lo tanto, la tabla de diferencias.

X f(x) f(xi,xj) f(xi,xj,xk) f(xi,xj,xk,xm)
%,=0.00 | 0.00000
x=0.18 1.0067
0.20 0.20134 ) 0.08367
1.0318 0.17333
0.30 0.30452 0.17033
1.0829
0.50 { 0.52110
En base a la regla 1.3.1 tomaremos x, = 0.00, X = 0.20 ¥y X, = 0.30.

En este caso tenemos que n =2, luego debemos tomar la tercera diferencia -

de £f(x) que es f(xo,xl,x ,x3) = 0.17333, entonces:

2
£(0.18, 0.00, 0.20, 0.30) = 0.17333

Ahora, sustituyendo en la formula del error que nos dimos al inicio de es

te problema, tenemos que:

2
Er(0.18) = (0.147333) n (0.18 - xi)

-

1=0
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1

Eh(o.18) (0.17333)(0.18-0.00)(0.18-0.20)(0.18-0.30)

!

Er(0.18) = 0.00007
OBSERVACION:

Como nuestro interés al interpolar una funcidn en un punto dado
es encontrar el valor mas aproximado al valor exacto que le corresponde a
la funcidn en ese punto y, como hemos visto la fdrmula de interpolacidn de
Newton, (1.8), tiene un polinomio que permite acercarnos a ese valor; pero
que también consta de un error el cual nunca podemos calcular, aunque &ste
s5i puede ser acotado. Por este motivo al utilizar la formula (1.8) sola-
mente debe tomarse en cuenta el polinomio de interpolacidn de Newton (1.11),
haciendo caso omiso del t&rmino del error con el supuesto que &ste serd su

ficientemente pequefio como para poderlo despreciar.

1.5 DIFERENCIAS FINITAS

Anteriormente hemos trabajado con funciones para las cuales los
valores de x (abscisas) no estaban igualmente espaciados, por tanto, los de
nominadores de las diferencias tomaban diferentes valores. Pero es el caso
que en la mayoria de veces los valores de las abscisas estdn igualmente -
espaciados, luego los denominadores toman siempre un valor igual y por lo -
cual se suele prescindir de ellos. Esto da lugar a un nuevo tipo de dife -
rencias que reciben el nombre de Diferencias Ordinarias ¢ Digerencias Finl-
fas y que son las que a continuacidn trataremos.

Sea y = f(x) la funcidén dada por medio de la siguiente tabla:
X l X % % SR

0 1 2!
0 | £(x)  Hx) £(x) .




donde:
= % + h
Xl 0
x = x +h = x + 2h
Z 1 0
X = X, +h = x + ih
3 1=1 0
= = 1 41
X541 X, + h Xy + (i+1)h

con i = 0,1,...,n y siendo h el espaciamiento constante entre dos abscisas
consecutivas.

Llamaremos Praimera Diferencia de §{x} en £ a f(xi+1) - f(xi) denotada por
Afi, es decir:

Afi = f(xi+1) - f(xi)

il

F(x.+h) - f(x.) (1.21)
i i '

Al igual que con las diferencias divididas, podemos encontrar las diferen -
cias ordinarias de cualquier orden tomando como base la diferencia de orden
s - - - 2 -
inmediato inferior. Por ejemplo, la segunda diferencia & f. vendra dada -
por:

A £. = A(AF,)
1

He

= 0f,, CAf
= - - £(x.
= Blxg,) , Flrg ) = £ ) + £(x,)

= f(x.+2h) - f(x.+h) - f(x.+h) + £(x.)
1 AL 1 5N

= f(x.+2h) - 2f(x.+h) + £(x.)
& 2l i
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Y procediendo en igual forma podemos obtener A fi’ Af., ... y, en gene-~

ral, la n-é&sima diferencia vendrd dada por:

=1 =1 =]
A“fi = A" £) = AE, - 80, (1.22)

Estas diferencias también pueden disponerse en tablas de diferencias en --
forma semejante a las diferencias divididas. Cada elemento de la tabla es
t4 dado por la diferencia de los elementos mds cercanos a su izquierda, y

colocados como lo indica la tabla 1.2

x £(x) oF aE, I S

% F(x )

0 0 \\t:: Afo

%, f(xl)/ ™~ Asz
- AF T e

x, f(xz)/ HIRN Azfl/ N .
D

%, f(x3)< 2\"__// P

TABLA 1.2

El operador A cumple también con las llamadas propiedades Lineakles, tal co

mo lo enuncian los siguientes teoremas:

TEOREMA 1.5.1

Sean f y g funciones, entonces se cumple que:

n n
3 Fig) = AE. & o
A(F gl A fl A g
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DEMOSTRACION:

Esta demostracidn la haremos por induccién.

Probaremos para la primera diferencia.

Alfg); = (fig)(xi+h) - (fig)(xi)
= f(xi+h) + g(xi+h) - f(xi) ¥ g(Xi)
= If(xi+h) - f(xi)] z [g(xi+h) - g(xi)]
= Afi e Agi

Supongamos que se cumple para n, natural arbitrario, es decir:

Demostremos que se cumple n+l, o sea:
n+l .
A (fig)i = A Eo = A g

En efecto, tenemos que:

n+l
A (fig)i

i
>
~
>

=
i)
Hy
I+
0
S’
15
p—s

i}

A", + A"g))
2 & 1

ACATE) + A(A"g,)
1 ol

n+l n+l
= A e
i

Ll
o=
(1]

TEOREMA 1.5.2

o n n
Sea f una funcidn y, ¢ una constante, entonces A (cf)i = c A fi'

DEMOSTRACION:

También haremos esta demostracién por induccidn. Probaremos que

se cumple para la primera diferencia.
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i

Alef). (cf)(x.+h) - cf(x.)
i i 1

(]

£
A(X )

= cl[f(x.+h)]- .
it i

= c[f(xi+h} - f(xi)]

= ¢ Af.
1

Supongamos que se cumple para n, natural arbitrario, o sea:

A%(ef). = c A"E.
1 52

y demostremos que se cumple para n+l, es decir:

1
An+1(cf). = o An+ £,
g g
En efecto:
1
AP eE). = A(A™(eE).)
i A
= Ac A"E.)
i
= ¢ A(APEL)
i
B n+l
= [ 2/ A fi B

Ademés de estas propiedades, tenemos otras que cumple también el operador

A, tales como:

TEOREMA 1.5.3

G n
Sea f una funcidn constante, entonces A fi = 0.

DEMOSTRACION:

Como en este caso tenemos que:

f(x.+h) = £(x,)
i i
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luego:
Af. = f(x.+h) -~ f(x.) = 0O
o il i
Entonces:
2
ANf., = Af. - AE. = 0
a Xetd 1
APs. = 0 ®
i

Las diferencias divididas de una funcidn se pueden expresar en funcidn de
las diferencias ordinarias y viceversa, cuando los valores de la variable
independiente difieren igualmente entre si, entonces tenemos que:

ATE .
= (1.23)

e G
3 **i4n n
nlh

DEMOSTRACION :

Esta demostracidn la haremos por induccidm.

Probemos para n =1.

- -Af . £,
ey i f(xi) f(xi+1) i Af _ A :
R S T - X. - X, ~h h
1 Ay .
Probemos para n = 2.
Fsr . = . .
£(x., x S (Xl’ Xl+l) f<x1+1’ X1+2)
i? 7341 ? Tit2 2, - X.
i “ds2
Afi B Afi+1
_ n h
-2h
_ AT T S
- 2
~2h
9
Af




Supongamos que se cumple para n, natural arbitrario, es decir:

Anfi .
f("xﬂ aewg X ) =
5 i+n nth™
Demostrémola para n+l, o sea:
An+1f
F(X.p oves X. ) = .
+ 1
A itn+l (n+1)1hn+
En efecto:
U . e, - flx, eee o X,
£(x . 5 (xl’ ’x1+n) (x1+1’ ’x1+n+1)
47 7T Tidntl - X, - X,
i i+tn+1
n
ALE, Af .
fl B Sk ot |
_nn” n!h”
~({n+i)h
ARE. - ATE,
_ 3 1]
~(n+1)! BTE
1
AP E
o 1 |
- 1
(n+1)! hn+

En general, cuando tenemos n+l puntos equidistantes comprendidos entre
X,~ih y x,+(n-i)h, inclusive, para poder encontrar la diferencia dividi-

da de orden n, tendremos que:

flx ., x .
R S S 2

v
ot
]

(1. 2.8

5 e

ni h
En ciertas ocasiones serda necesaric trabajar con valores cercanos al fi -
nal de la tabla., para este caso es conveniente definir las diferencias or-

dinarias o finitas en forma regresiva y las cuales representaremos por me-
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dio del operador V. En relacidn a A lo definimos como:

vE, = £Gx) - £ )
. (1.25).
= f(x.) -~ £f(x.-h)
X i
2
VE., = V(VE.)
2 X
= V£, - VE,
51 2l |

= f(x.) - f(x.-h) - f(x.-h) + £(x.-2h)
i i i i

= f(x,) - 2f(x,-h) + £f(x.-2h)
S i i
En general:
n-1

VRE, = WV f.) = V' f, -V F, (1.26)
= 4 . B L 1 ==

Obsérvese que VE. = Af, .
i i-1

En analogia con (1.23), tenemos que:

(1.27)

o X, yia
f(xl’ i-1’

2z n! b°

Necesitaremos también la introduccidn de un nuevo operador, denotado por
§, ademds de los oﬁeradores de diferencia progresiva A y regresiva VY, ya -
definidos. E1 operador § recibe el nombre de operador de diferencias cen-
Lwles y el subindice que aparece en €l es el promedio de los subindices -
ya asignados a los elementos que se restan para formar esa diferencia. --

Asi, tenemos que:

§E. = flx. 1) - £x. 1) = £x. +D) - £ex, - (1.28)
1 1+3 i-% = i 2

Al igual que en los casos anteriores, podemos encontrar las diferencias --
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centrales de orden superior por medio de una de orden inmediato inferior,
por ejemplo:

2
§ £,
i

§(df.)
i

§f(x, 1) - 8£(x, 1)
it i-=

f(xi+1) - f(xi) - f(xi) + f(xi_l)

= f(xi+1)-2f(xi) + f(xi-l)

3
y procediendo en forma similar, obtenemos § fi’ 8 £ & n e

En general,

P, = &"le, - &le (1.29)
i i+= < L
2 2
Los operadores A y § estdn relacionados en la forma siguiente:
= - f( = o
Af, f(xi+1) £(x,) 6fi+?_ 5
y de i
Bfsvr = Fiap = fiyy C 5fi+§.’
se obtiene
AZ A Af é of 2
R P P e
2 2
y siguiendo un proceso inductivo se puede probar que, en general:
n _ n
AE, = §F, n (1.30)

2

Las tablas 1.3 y 1.4 nos muestran la relacidén entre las notaciones de dife

rencias finitas y diferencias centrales.



)
(o8}

N
w
o

>
Hh

F(x) Af, A f, 4 F,
ik 2 Al . &
- £ 3
AO .L\Xa)
Afo p
% f(xl} A £y
2
Afl A fO
2_ 4
%, f(xz) A £ A f0
;
AE, A
2
%, f(xs) A f2
AT
3
%, f(xu)
TABLA 1.3
2 3 4
X £(x) 8 & 3 J
s
Xy £ xb)
S
f1/2
#(x, ) N3
% % 1 ;
85372 S Fa/2
2 i
x, f(xz) § fz 3 8 fz
5f5/2 § f5/2
2
%, f(x3) § f3
6f7/2
f -
xu (xu)

TABLA 1.4



En la Tabla 1.3, los elementos con igual subindice estdn sobre las diagona

les descendentes. En la tabla 1.4, los elementos con igual subindice es -

=
L

an

n sobre lineas horizontales que van hacia el centro, conteniendo sdlo di
ferencias pares o stlo diferencias impares. Sin embargo, cada uno de es -
tos proceses da determinadas ventajas en ciertas aplicaciones, tal como lo

veremos a continuacidn.

1.6 FORMULA DE GREGORY~NEWTON

En la seccidn anterior hemos visto la relacidn que existe entre
las diferencias divididas y las diferencias ordinarias. Esa relacidn nos
permitird encontrar una expresidén mis simple de la foérmula de interpolacidn
de Newton, (1.8), para cuandc las abscisas estén igualmente espaciadas.
Para ello tomemos:

X = Xgtrh, X. = X, +ih con i = 0, 1y cowy B

s

y donde h es el espacio entre Xe ¥ Xo y 0 < r < 1i. Entonces:
X - X, = Th (1.31)
X=X = h(r-1i) (1::32)
y por (1.23) sabemos que:
n
A fo
f(xo, K yueons xn) = -
! n! h

Luego, sustituyendo (1.31), (1,32) y (1.23) en (1.8), cbtenemos:




f(x) f(x0+rh)

af rh

h(r-1)]

"

f(xo) + rh 5

— +
1th h

[
2

-

* n
n! h

Cperando y simplificando, obtenemos:

r(r-1) 2

f(x) = f(xo) + r Afo + —-'2—,—-—/3

rh[h(r-1)]...[h(r-n+1)] AP

. r{r-1)...(r-n+1) A

+ ... -
nit
donde,
{(n+1) n
o (e) .
E %) = (n+1)" igo h(r-1)

_ f(n+l)(c) hn+1 ; P
RSSO sl L-L

con € en el intervalo de trabajo.

2
A £

0

0

£
0

rh[h{r-1)][h(r=2)]

31

= Er(x)

31

+ E (®)
r

h

3

r(r-1)(r-2) A3

4o,

3
Af+ ... +
0

(1.33)

(1.34)

La expresidn (1.33) es llamada Féwula Progresiva de Gregory-Newfon.

Al tener una tabla con un nimero finito de datos ocuparemos la férmula -~

(1.33) para interpclar valores gue se encuentren proximos al extremo supe-

rior de la tabla, es decir, para el caso de los menores valores de x. La

forma en que las diferencias son tomadas se indica en la tabla 1.5
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X £(x)
|
X fx )
0 0
\
Af0
£(x ) ™%
X X ‘A
1 1 0
3
Afl o & f0
2
.F o
X, £(x,) AE =
Af2 ——
X4 f(xa) .
i
TABLA 1.5

Para el caso de valores cercanos al extremo inferior de la tabla es necesa-
rio contar con una formula que contenga las diferencias regresivas de la

funcidn, para lo cual hacemos lo siguiente:

X = % trh, X; = X,-1h con 1 =0, 1, ..., n.
Entonces:

X - X, = rh

X - X, = h(r+i) (1.385)

Ademds, en (1.8) las diferencias £(X_, X , X_ 5 =vsy xn) se convierten en

0 1 2
f(xo, X ;5 X 55 ees X n) y por la igualdad (1.27), tenemos que:
v'E,
F(X 3 X 3 X 5 eeag X ) = (1.36)
- -2 -n n



Ahora sustituyendo (1.31), (12.35) y (1.36) en (1.8), obtenemos:

f(x) = f(xo+rh)
1 2 3
= £Gx)) + i? _ve rh{h(r;_)] Ve 4 rh[h(r+1)}£h(r+2)] Ve s
. 2! h 3: h
b s rhlh(r+1)] [h(r+2) ... h(r*+n-1)]vnfo + E (x)
1 n r
n! h
Efectuando operaciones y simplificando, obtenemos:
: _ r(r+l) 2 r(r+1)(r+2) 3
f(x) = f(xo) + 1 Vf0 § et v fo + 37 v f0 +
(1.37)
- 2
P r(r+1)(r+2);..(r+n 1) VE + E (%)
n. 0 ]
donde,
(n+1)
e (e} B .

EI‘(") = W i]‘—“IO h(!"+l)

f(n"'l)(E) n+l n . (1 08)

W h iEIO (I“f’l) oA

con € en el intervalo de trabajo.
La expresién (1.37) es denominada Féwmula Regresdiva de Greaory-Newton, y -

la forma en que se toman las diferencias se indica en la tabla 1.6.
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X £(x)
X, f(xs) _____
sz _____
2
£
%, -(xz) v f1 ////
3
VE vV £
X X i
1 1 0
vE ~
0
X, f(xo)

TABLA 1.6

Las formulas (1.34) y (1.38) estdn estrictamente relacionadas con la formu-
la (1.19) y por lo cual tampoco podemos encontrar exactamente sus valores.
Con un razonamiento similar al que hicimos respecto al término del error en
la formula de interpolacidn de Newton, tomaremos el convenio que al utilizar
las expresiones (1.33) y (1.37), formulas de interpolacidn de Gregory-Newton
sdlamente trabajaremos con los polinomios de interpolacidn y omitiremos el
término de error.

Veamos ahora algunos ejemplos de aplicacidn de las formulas de interpola -

cidn de Gregory-Newton.

EJEMPLO 1.6.1

Dada la siguiente tabla de valores de y = f(x), calcular f(x)

para x = 1.02 y x = 1.75.




yy,

1.8

¥ 1.

33 1.4 1.5 1.6

=y

B

N
-
&

0 !

0.99166

0.97385 |

1 (x)

0.84147 |0.8%121

SuL5(0.9974910.99957

0.93204/0.96356(0.98

SOLUCION:

i)

x | f(x) A

Construyendo la

tabla de
N 5

2 3
A A A - A

diferencias ordinarias de f(x), tenemos:

1.0} 0.84147

1.1 0.

1.2 0O

1.3} 0.96356

0.04974
-0.00891
-0.00040

89121

0.0u4083

-0.00931 0.00008

. 93204
0.00002

0.03152 -0.00032

0.00010
0.00001

-0.00936
-0.00022
0.00011
-0.00003

0.02189

0.98°045 -0.00985

0.01204 -0.00011

-0.009%6 0.00008

0.99749
0.00004

-0.00003
0.00012

0.00208

0.99957 -0.00999

-0.00791 0.00008

0.99166 -0.009%0

-0.01781

1.8 | 0.97385
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ii) Calculemos ahora los valores pedidos, lo cual haremos por interpola-
cidn, utilizando las formulas adecuadas, segin el caso.

Para x = 1.02, en este caso x estd en el extremo superior de la ta -

bla y por lo cual conviene utilizar la formula progresiva de Gregory
Newton, (1.33), para hallar £(1.02). Los datos a usar en dicha for-

mula son los siguientes:

2 3 L 5
X f(x) A A A A A
X,=1.0 | 0.84147
x =1.02 0.04974
1.1 -0.00891
-0.00040
10er2 0.00008
0.00002
s
1l
Tenemos que X = X,+rh = 1.02, h=0.1 y x,=1.0. Asi,
. X - X - 1.02 = 1.0 -
r _— T 0.2

Luego, sustituyendo en (1.33), obtenemos:

£(1.02) = 0.84147 + (0.2)(0.04974) + (O‘Q;EO'Q'l) (-0.00891)

(0.2)(0.2-1)(0.2-2)(0.2-3),
Iy )

" (0.2)(0.2-1)(0.2-2) (-0.000u4) +

3T 0.00008)

(0.2)(0.2-1)(0.2-2)(0.2-3)(0.2-u)r0 00002)
51 o
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£(1.02) 0.84147 + 0.009948 + 0.000713 - 0.000019 - 0.000002

R

+ 0.000001

£(1.02) = 0.85211

que es un resultado corrvecto para cinco cifras decimales.

Para x = 1.75, en esta caso X se encuentra en el extremo inferior de la

tabla, luego para hallar f(1.75) nos conviene usar la formula regresiva
de Gregory-Newton, (1.37). Los datos a utilizar en la interpolacidn por

medio de dicha fdrmula son los siguientes:

0.00004

1.6 .00012
0.0000%2

1.7 : -0.00990
%=3.75 -0.01781

X,=1.8 | 0.97385

Como x = x_+rh = 1.75, h=20.1 vy X = 1.8, entonces:




u7,

Luego, sustituyendo en (1.37), obtenemos:

£(1.75)= 0.97385 + (=0.5)(=0.01781) + <=0:32€=0-5+1) 4 44990)

~0u5) 6= -
, £-0.5)¢ 0-gf17( 0-5+2) 0. 00009)

(-o.s)(—o.s+i3(-o.5+2)(—0-5+3)(o.00012)

(-o.5)(-0.5+1)(—0.5+2)(—0.5+3)(—o.5+LQ,0 00004 )
57 o

£(1.75)

R

0.97385 + 0.008905 + 0.001238 - 0.000006 — 0.000005 - 0.000001

i

£(1.75) 0.98398

que es un resultado satisfactorio para cinco cifras decimales.

1.7 FORMULA DE INTERPOLACION DE NEWTON-GAUSS

Para interpolar un punto x, es mas provechoso ocupar formulas
que tomen ordenadas correspondientes a abscisas cercanas al punto x.
Si x estd en uno de los extremos de la tabla, como ya lo hemos visto, la
formula que conviene utilizar es la de Gregory-Newton.
Por otra parte, es conveniente empezar tomendo x, cercano a x, luego in-
troduciendo:

X = Xoth, X. = X

" o™Ds x3 = Xo+2h, X, = X,-2hy ... ¥

or conveniencia tomando x. = X ;
P 1 1? 2 - *.p° 3 2° y o Tep

sustituyendo estos valores en (1.8) y utilizando (1.24), obtenemos:
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F(x)

f(xo+rh)

" r(r-1) ,2_ r(r-1)(r+1) ,3
f‘xo) + r Afo t = A r_1 + e Aaaaa A f_1 +

it

. P(r—l)(ﬁfl)(r-Q) Ahf—z +‘r(r-1)(r;%)(r—2)(r+2) Asf_; .

N r(r-i)(r+1)...grr—(m—l)][r+(m—1)](r—m) Anf-m

b ]

sines par y n = 2m.

(6]
r(r-1)(r+1)...[r-(m-1)] [ r+(m-1)] (r-m) (r+m) P
¥ n! -m?
sin es impar y n = 2m+l
+ E_(x)
r
Efectuando operaciones, obtenemos:
r(r-1) ,2 r(r?-1%) 3
: = £ 2 ——" A £ — +
£(x) L(XO) tr A+ —55 A ¥ 37 A f_1
2 2 2 2 n 22
r(r -17)(r-2) % r(r°-1")(r"-2%) 3
+ T A f_2 + 3 a f_2 P ooc
r(rz—iz)(r2-22)...[rz—(m—i)zl(r—m) D
« * T AI:
nl -m
sin es par y n = 2m.
5
r(rz—ié)(r2—22)...[ r’ - (m—l)zl(rz—mz) n
+ - AfE
n! -m
sin es impar y n = 2m+l
+ E_(x).

Introduciendo el operador ¢ de las diferencias centrales y utilizando la

equivalencia dada por (1.30), tenemos:



ug,

2 .2
- : r(r-1) 2. r(r®-1°) 3
£lx) = r(xo) + 6f1.+ —§T-~6 ro + s s § fﬁ.- +
2 2
2 2 2 2 <2
" = 4 2. - 5
. r(r ~-1"){(r-2) SE 4 r(rc-1")(r"-2°) 8°F & ...
y! 0 1
2

, xR -me)?] (rem) S,

i sinespar y n = 2m.

o

2 2 r 2. N2 2 2
. r({r -1%). .. [ = (m~1)°] (" -m") anl

= s sines impar y

2
n = 2m+l
+ E (%) (1.39)
j &

El término del error (1.19) toma la forma:

{(n+1)
E (x) = 3 n+1)§€) hrh(r-1) h(r+1) ...
M ?a?). L R ae?) (asD)
= Tor ) £ (e) (1.40)
sinesparyn = 2m.
3
n+l 2 .2 2 2
_ k(@ -1 . i ) [r=(m+1)] (n+l)
Er(x) = CTME 4 (e) (1.41)

sines impar vy n = 2m+i.

Para ambos casos ¢ pertenece al intervalo de trabajo.

La formula (1.39) recibe el nombre de Féhmula de Interpolacién Progresiva
de Newfon-Gauss. Esta formula emplea las diferencias impares que se en-
cuentran abajo de la linea de f(x,) y las diferencias pares de la linea

de f(xo),'véase tabla 1.7.
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!
X £(x,)
X_, f(x_z)
6f 3
-3 )
X, f(x_l) S f‘l 3
6f_1 § £ 1
2 2 z "
X, f(xo) 8 fo 8 fo
3 \\\\\
2 2 2
%, f(xl) 8§ f
Gfi
2
X, | f(xz)
TABEA 1.7
En forma similar podemos elegir los puntos xo = Xy X, = xo—h = x_l,

X, = x°+h = X o y utili-

2 X, = xo-2h = R

1? 3 X = Xo+2h= 4

212 4 220

zando la formula de interpolacidn de Newton y (1.2 4), tenemos:

f(x) = f(xo+rh)
r(r+l) ,2 r(r?-1%) 3
f(xo) + v Af_1 =5 AE Al A f_2 +

r(r2-12)(r+2) A“ r(r?-12)(r2-2%) Asf

+ u': f_z + 5! _3 + LI
2 .2 2 2
. pir=d )...if -(m-1)"] (r+m) Anf-m e
e}
2 2 2 2
g Me=1)...(x7-m?) ng si n es impar y n = 2m#l

n! -(m+1)?

+ Er(x)
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Aplicando diferencias centrales, obtenemos:

f(x) = f£(x _+rh)
? r(r-1) .2 r(rz 12) 3
f(xo) + v Gf—% ® S 8 f(J A §€ 1 +
3 & 4 2 ..2:0 2 .2, g
s B2 ‘i.)(r+2) A ity ‘153(r 2) £F1L # auw

r(r®1?). . [~ m-1) (otm) 2,

=1 0? sinespar y n = 2m.

(o))

2 .2 2 85, 2 2
r(r-17)...[r ;Sm-i) J(r"-m )an 1 , sinesimpar y
. "2

n = 2m+l

+ Er(x) (1.42)

E1l término Er(X) viene dado por:

hn+1r(r2—12)...(r2-m2) f(n+1)(£)

Er(X) = (n+1)! (1.43)
Sinespary n = 2m.
e}

Er(x) - hn+1r(r2—1§;;iSgrz-mz)(r+m+1) f(n+1)(€) (1.44)

Sines impary n = 2mt+l.
En ambos casos, £ pertenece al intervalo de trabajo.

La férmula (1.42) se conoce con el nombre de Fimmula de Interpola-
cLdn Regresiva de Newfon-Gauss, la cual emplea las diferencias impares -
que estdn sobre la linea de f(xo) y las diferencias pares de la linea de

f(xo), véase tabla 1.8.
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X £(x)
X_, f(x_z)
6f-3/2
X, f(x_l) 8 f-l ‘ 3
§E 1 §F 1
%, f(xo)/ ’ Szfo/ 3 N e T
6?L § ?l
%) f(xl) . szl A
*3/2
X, f(xz)
TABLA 1.8

Al hacer uso de las formulas (1.39) y (1.42) obviaremos el término del

error en base a las razones discutidas en la seccidn (1.4).

EJEMPLO 1.7.1

Usando la tabla de diferencias para y = £f(x) del ejemplo 1.6.1,

hallar £(1.22).

SOLUCION:
Aqui x = xo+rh = 1.22, que es el punto a interpolar, se encuen
tre entre x = 1.2 y x = 1.3, pero mas proximo a x = 1.2, luego la for-

mula que m@s conviene usar para hallar £(1.22) es la de interpolacidn pro
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gresiva de Newton-Gauss, (1.39), con xo = 1.2 y v = 0.2.
Las diferencias a usarse en esta interpolacidn vienen dadas en la siguien
te tabla auxiliar, obtenidas a partir de la tabla de diferencias del -

ejemplo 1.6.1.

T S
Xo=1.2 | 0.93204 ~0.008231 0.00008
0.03152 ~0.00040 0.00002
1.3 0.96356

Sustituyendo en (1.39), obtenemos:

£(1.22) = 0.93204 + (0.2)(0.03152) + 25
+ £0: 0. 04-1)e_g_poouo) - 4+ £2:2)(0-04°1)(0.2-2)(, 5990)
+(°'2)(0‘O“gﬁ)(o’ou““l{o.ooooz)
£(1.22) = 0.93204 + 0.006304 + 0.000745 + 0.000013 + 0.000001
+ 0.000000
£(1.22) = 0.93210, que es una aproximacidn correcta para cinco cifras
decimales.

1.8 FORMULA DE INTERPOLACION DE STIRLING

Cuando deseamos realizar una interpolacidn para valores de x --
cerca del punto central, ésta la podemos efectuar mediante la media arit-
mética de las fOrmulas progresiva y regresiva de Neston-Gauss. Asi, tene

mos:
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f(x) = f(x0+rh)
. r[ e 2
= £ + =I8f + &f l+-—— § £
0 2 K 2 0
1 1/2
2 2. (5%, + &°f 2, 2 2
. r(r-17) “ifz =1/2] , T (r2—1 ) GL*f
3! 2 u! 0
RIS PR
: g
o(r2-1%)(r2-2%) [ Lz ~1/2} -
% 51 2
20,2 42 2 (432
. Doiptet )QE.[P (m-1)] 6nfo’ i nes ey 8=
5] n._. ‘ n
2 .2 2 2. [§F ,, + 6F
& r(r -1 );;.(r -m") ( 1/= 5 L , sin es impar y
n = 2m+l.
+ EP(X) ' (1-45)

Esta formula recibe el nombre de Fémmula de Interpofacién de Stinling, --
donde Er(x) viene dade por la media de los términos del error (1.40) y
(1.43), si n es par:

n+l

R O L T £(n+1)

E (x) =
3 i

con € en el intervalo formado por el mds pequelic y el mds grande de los

e X

valores de las abscisas contenidas en la formula, aqui x,, X ., .-
, 07 T4i’ tm

y %, es decir, en el intervalo de trabajo.

Si n es impar, entonces el término del error para (1.45) viene dado por

la media de (1.41) y (1.u44), obteniendo entonces:
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fhnflr(rz-iz)...(rzemz)}[ (P*(m+1))f(n+;)(€1> +.(r+m+1)f<n+1)(€2))

BG) = l (n+i)? p

(1.47)
con n = 2m+l, € v, dentro del intervale de trabajo formado por

X x cee
0° 17 77T Fa(mtl)

Y X

Por la forma en que estd dado el error en (1.46) y (1.47) se puede obser-
var que si se toma un nlimero impar de diferencias en la férmula de inter-
polacidn de Stirling este resultado va a ser menos preciso que cuando se
tome un nfmeroc par de diferencias.

La fdrmula (1.45) emplea la media de las diferencias impares que se en --

cuentran sobre y debajo de la linea del centro y las diferencias pares de

dicha linea, véase tabla 1.9

be F(x)
Xy f(x_l)
2
Sf_l‘_ 8 f_,_l_ '
l 2 2 1 2 4 3
XO f(xo) r § fO ' 8 fo ?
6fl Gfl
) 7 2
X f(xl)
TABLA 1.9

Tal como en los otros casos, al usar la formula (1.45) obviaremos el tér

mino Er(X)'
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EJEMPLO 1.8.1

Hallar £(1.45), mediante la tabla de diferencias obtenida para
y = f(x) en el ejemplo 1.6.1.
SOLUCION:

Usande la formula (1.45), tenemos que las diferencias a utili -

zar son las gque siguen:

2 3 L 5
X £(x) 8 § 8 8 8
1.3 0.96356
0.0218% -0.00022 0.00001
X°=1.4 0.985u5 ~0.00985 0.00011
0.01204 -0.00011 -0.00003
1..5 0.9974¢8

Aqui x =1.4 y r = 0.5. Luego:

£(1.45) = 0.98545 + 955 (0.02189 + 0.01204)

9335 (-0.00985) +

(0.25)(0.25-1) {-0.00022 - 0.00011)
37 2

(0.25)(0.25-1) (0.0001

Iy, )

+

+

(0.5)(0.25-1)(0.25-u){o.ooooz - o.oooos)
51 { 2

£(1.45) = 0.98545 + 0.008483 - 0.00123i + 0.000005 - 0.000001 + 0.00C000

£(1.45)

n

0.99271



gue es un resultado aceptable

1.9 TORMULA DE INTERPOLACION DE B

Para interpolar un

5.

cifra decimal.

e encuentre situado en el --

punto medio de la distancia de los puntos centrales Xo ¥ % considerare

mos un arregle de las diferenc

simétricas a la linea media

entre X, y X, . Para poder cbtener este arreglo, comenzaremos consideran-

1
do la formula Progresica de
f(x) = (x0+rh)
& f(xo) + 5f1 =

u'

y también la formula regresiv

dada como:

f(x) = f(x0+rh)
= f(xc) + (r-l)Gfl +
)
" 2__"2 21 i
% ¢(r ;1‘.'}(4. 21 (S
donde »

1l LS

Promediando {1.39) vy (1.48),

&

de Newtcn-Gauss

(r-1)(r-2)

(-1 ‘(r-2)(r—3)

centrada en X 5 que vendra

3!

a sido sustituido por (r-1) ya

obtenemos:
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E(x) = (x0+rh)
St e
o BRXgE f(x1)'+ (r-Lysr 4 T(-1) ot E |
- 2 2'% 1 21 2
(e - D 2 §'¢ §'
. mEsLirsE e 4 pleT1)(ee2) o T 0EH |,
a? 1 L! 2
2
2 2
r(r -17)(r=2)(r ~.%0 5
+ 3 $ fl + e
2
), 5 ) , Gn.fo + d“fl '
¢ == e[ ~(m-1)“] (r-m) 5 > si n es par
n!
y n = 2m.
o
; r(rz-lz).;.[rg—(m—l)g](r—m)(r - %J -
- §f, ,sines impar y
d n. _1_
' 2
n = 2m+l
+ E _(x) (1.u48)
r

A esta formula se le conoce con el nombre de Firmula de Inteapolacibn de
Bessel, en la cual para determinar el término del error consideraremos
primero cuando n es par, es decir, n = 2m y sumando las expresiénes -
(1.40) y (1.43) centrada en x,, obtenemos:

W n(p2212) 0 (P -m?) (n+1),
(n+1)! = (ey)

2 Er(X) =

+ hn+1r(r2412);;;(r4m)Er+(méiﬂ['f‘(m+1)]f(n+l)(e )
2

(n+1)!

hn+1r(r2;12)‘;.(rqn)[:(r+m).fgnf;?(81);t[r—(m+1)}fgff})(éz):]

E (x) = (ati)! 3

(1.50)
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con €, y g, perteneciendo al intervalo I de trabajo.
Cuando n es impar, o sea, n = 2m+l, consideramos las expresiones (1.41) y .
(1.44) centrada en Xi» ¥ encontrando su media, obtenemos la misma expre -
sidon (1.41), o sea:

P np?212) . e2en?)l e~ (ne1)] (n+1)
(n+1)!

"

(e)

Er(x)

con £ dentro del intervalo de trabajo.

La férmula (1.49) emplea la media de las diferencias pares que se encuen-

tran en las lineas horizontales de x; y Xy, y las diferencias impares que

se encuentran en la linea media de Xo ¥ %y véase tabla 1.10.

X £(x)
’ 2 . y
Xy f(xo) 8 fo 8 f0
} } 3 }
QF g § F
{ o ! 1 A
. 2 2
%, r(xl) § f1 § f1

TABLA 1.10

Al igual que en las otras formulas, obviaremos Er(X) al hacer uso de la

formula (1.49).

EJEMPLO 1.9.1

Resolver el ejemplo 1.8.1 usando la fdérmula de interpolacidn

de Bessel.
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'SOLUCION:

Aqui, x = x +rh = 1.45 que es el punto a interpolar y se encuen

0

tra proximo a la parte media de la tabla y exactamente en el punto medio

de x = 1.4 y x = 1.5, luego podemos usar la formula (1.49), con x_ = 1.4

0
¥y = 0.5,

Las diferencias centrales que se usan en este caso son las siguientes:

L b Ry TRy P R
1.4 | 0.98545 -0.00985 0.00011

0.01204 -0.00011 -0.00003
1.5 | 0.99749 -0.00996 0.00008

las cuales han sido susbtraidas de la tabla de diferencias de la funcidn
dada en el ejemplo 1.6.1

Sustituyendo en (1.49), obtenemos:

£(1.45) = 22990 £ 0:997H9 4 (0.5 - £)(0.01204)
. (0.5)(0.5-1) [-0.00985 - 0.00936)
+
27 2 ]
1
(0.5)(0.5-1)(0.5 - 50
+ : (-0.00011)
3!
;+ £0.5)€0.25-1)(0.5-2) (0.00011 + 0.00008)
57 2 ]
_"_‘(0.‘5)(0.‘25-—15.2(0.‘5-;2)(0.'5- 0.5) (_0.00003)
£(1.45) = 0.99147 + 0.000000 + 0.001238 + 0.0000022 + 0.000000

£(1.45)

R

0.99271
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que es el mismo resultado, hasta la quinta cifra decimal, que el obtenido

cuando se usd la formula de Stirling.

1.10 FORMULA DE INTERPOLACION DE LAPLACE-EVERETT

Otra formula de gran utilidad para interpolar valores proximos
al puntoc medioc de un intervalo central en una tabla es la formula de inter
polacidn de Laplace-Everett, la cual se obtiene a partir de la fdérmula

progresiva de Newton-Gauss, terminada en una diferencia impar y que estd

dada como:
flx) = f(x0+rh)
2 2) 3
- r{r-1) .2 r(r°- 1
—f(xo)+r6f}-+—2—z—6fo+———3—!——-6f}.
2 2
2 2 2 .2 2. .2
r(r -17)(r-2) M r(r -1 )(x"<27) .S
Y =0 Eg 5T Wy * ux
2

r(r2-12)...(r24m2)
n!

n
+ § fl + Er(x)
2

Eliminando de &sta las diferencias de orden impar mediante las fdérmulas:

GfL = f(xl) - f(xo)
2
63 S 52f sz
v T 10
2
n n-1 n-1
= ¢ -
8 fl f1 8 f@
2

en base a (1.29) con n impar y n = 2m+l, obtenemos:
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v{r-1)
o

£ = £Ge) + rlEGr) - £Gx] 4 5,

2 .2
p(p°-1%) .2
BE L) (8

rr®a?)(p-2)
. 5 £

v TR 0

£
;" f0 *

. 2..2.,.2 2
r{r <17)(r"=27) , % L
+ 3 (s f1 -8 fo) +  een

2 g tam B s e B D
(=17 ) (2 =29)...(r"-m*) (Gn—lfl -

k n!

n-i .
8 fo) + Br(x)

Operando y simplificando términos, obtenemos:

f(x) = (x4trh)
M - 2 ~2_~_ 2 3 e l. *
= (A-m)E(x) - 5‘(_1:.%_).(_1.'_22. 5%, - r(r=1 >g—2>(r 3)

r(rzéiz)(rz—Zz);..(r-m)(r-m-i) Gn-lf

n! 0
2 .2 2.,200.2.,2
4 r(r--1%) 2 r(r°=17)(r722%) 4
+ rf(x) + =781 51 Sk
2 2 2. .2, ..,2 2

donde Er(X) estd dado por la expresidn (1.41) con n impar y n = 2m+l.

La expresidon (1.51) es la que se conoce con el nombre de Fé/mula -de In -
Lenpolacién de Laplace-Everett, la cual toma las diferencias pares que
se encuentran en la linea de Ko Y las que se encuentran en la linea de

xl, véase tabla 1.11
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x| F(x)

£ '62f 5e
0 | o 0 0

3 5
6?5? , 8 fl . 6_§£,
Z 2 2

x1 f1 8 f1 [ f1
’ TABLA 1.11

EJEMPLO 1.10.1

Resolver el ejemplo 1.8.1 usando la formula de Laplace-Everett.
SOLUCION:
Para hallar £(1.45), por medio de la férmula (1.51), las dife -

rencias a utilizar son las siguiéntes:

2. b
b3 | £(x) 8 § -
1.4 0.98545 -0.00985 0.00011
1.5  0.99749 -0.00996 0.00008

Las cuales han sido obtenidas a partir de la tabla de diferencias del --
ejemplo 1.6.1

Aqui, Xy = 1.4, X, = 1.5 y 1 =0.5, luego sustituyendo en (1.51),

obtenemos:

€0.5)€0.5-1)(0:5-2) (_, n0ags)

£(1.45) = (1-0.5)(0.98545) - 5

(o.5+1)(o;5)(0-:?1)(0.542)(045‘3)_(0.00011)

+ (0.5)(0.99749) 4'(0;5+1)g9;5)(o;5-1) (-0.00996)

o (0:542)(0.541)(0:5)(0.5-1)(0.5-2) (o 50008)

5!
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£(1.45) = 0.492725 + 0.000616 + 0.000001 + C.498745 + 0.000623
+ ¢.000001
£(1.45) = 0.9927

que es exactamente el mismo valor obtenido cuandec aplicamos las formulas
de Stirling y Bessel. En nuestro ejemplo, obtuvimos el mismo resultado

hasta 5 cifras significativas usando las tres fOrmulas: Stirling, Bessel
y Everett. Esto era de espararse ya que se utilizan en una forma simé -
‘“trica las diferencias centrales alrededor del punto Xoe Esto significa

que podemos usar cualesquiera de las tres formulas en cuestidn cuando --
tengamos que hacer una interpolacidn similar al problema discutido, pues
to que los resultados obtenidos son los mismos, o bien si existe diferen

] -6
cia resulta ser muy pequefia, del orden de 10 para nuestro problema.

OBSERVACION:

En las secciones de la 1.6 a la 1.10 hemos obtenido fdrmulas
de interpdlaci&n para funciones que tienen las abscisas equidistantes. -
De estas féormulas las que tienen una mayor aceptacidn son la de Stirling,
Bessel y Laplace-Everrtt, por presentar en su construccidén una forma ma3s
simétrica de tomar las diferencias Que intervienen en dichas formulas.
Cabe sefialar que es la formula de Laplace-Everett la de preferencia por
usar solo diferencias de orden ﬁar y por proporcionar un polinomio de in
terpolacidn de mayor grado que el de la mayor diferencia empleada. Por
ejemplo, con una tabla de diferencias segundas se obtiene un éolinomio

de grado tres, mientras que las otras fdrmulas necesitan tres columnas -
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diferentes. .Veamos algunos casos particulares:

EJEMPLQ 1
Dada la siguiente tabla de diferencias para la funcidn y = f(x)
I Y. S
0.1 0.003
0.064
0.3 0.067 . 0.017
0.081 0.002
0.5 0.148 0.019
0.100 0.003
0.7 0.248 '0.022
0.122 \ 0.004
0.9 0.370 : 0.026
0.148 ’ 0.005
1.1 0.518 0.031
0.179
1.3 0.697

Utilizando la férmula de interpolacidén de Bessel construir el polinomio

interpolador que termine en la tercera diferencia 0.004.

SOLUCION:
P (x) = 2288 F 0eB70 o o S3(6.490)
n 2 2
~r(e<1) [0:022 + 0.026) 'r(r*l)(r"'%°
+ 5 2 > < ] + = (0.00u)
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donde

* =0.7

r = 5

Como puede verse en esta caso Pn(x) es un polinomio de ghado Znes, o sea,

n=3 y la mayor diferencia utilizada es la ZLercera.

EJEMPLO 2
Aplicar la férmula de Stirling para hallar un polinomio de in-

terpolacidn que tome los valores de y = f(x) de la siguiente tabla.

x | ') & 8 g2 gt
1 1
-2
2 -2 i
2 -8
Ko™ 1 -4 18
-2 8
I -1 L
2
5 A
SOLUCION:

Tomando X, = 3, las diferencias requeridas aparecen sefialadas
en la tabla. Luego, sustituyendo en (1.45), con n par, obtenemos:
P(x) = 1+E2+(-2)) 4'1-‘5244) + 1“"2;1) (‘82” 8] 5 Pz(ﬁ"’-) (16)

= %-ru - g-rz 810y pero r = E:Hl = E%E = x%-3,
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luego sustituyendo, obtenemos:

Iy .
X - 8x3 + E%9~x2 - 5x + 30

win

P (%) =
n
Obsérvese que en este caso n=4 y precisamette la mayor diferencia usada

es La cuwia.

EJEMPLO 3

Aplicar la formula de Laplace-Everett para hallar un polinomio

de interpolacidn que tome los valores de f(x) de la siguiente tabla.

x lEy - 6 8 8P
0 0
-1
1 -1 10
9 108
X =2 é 118 ' 216
127 324
3 | 135 Lu2 336
569 660
Lo 704 1102
1674
5 12375
SOLUCION:
Tomando %, = 2, entonces X, = 3 y asi las diferencias requeri-

0

das son las que aparecen sefialadas en la tabla. Sustituyendo en (1.51),

obtenemos:
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B(x) = (1-x)(s) - ZEENE2) (444

U . ol
(o -l)g?-Q)(rﬂa) (216) + 1350 + ES%Tlél (uu2)

2 2
(-1 ){x"~4) (336)

* 51
X"‘XO

donde v = = x-~2, ya queh = 1.

Notese que en este caso el polinomio Pn(x) es de quinto ghado, mientras

que la mayor diferencia usada es fa cuaria.

1.11 REVERSION

Entendereﬁos por Reversidén la técnica general de incluir dife-
rencias de orden superior en diferencias de orden menor, reduciendo asi
el trabajo computacional en interpolacidn. Como una ilustracidn de este
método, tomemos la Ffoérmula de Laplace-Everett. Esta para el polinomio
de interpolacidn de grade cinco, viene dada como:

r(2<1)(r=2) 2

f(x) 3T

i1

(-r) £lxp) -

2.2
r(p 21 ;Er-Q)(rua) ﬁ“fo + v £(x)

r(r2412)_ 2 ‘r(rz—iz)(rz—zz) e
e 8 F : 8§ £
31! O 51 1

y puede escribirse de la forma:

Pplp1)(p=2) [, 2
_ rlpad)(r=-2} 8°F 4
3! 0

| | (o#1)(0-3)8E,
f(x) = (1—r)f(#0) 20 :1
{1.52)

2 .2 2,2y
»(p"=<1%) 2_ .. (p=s2%) - 4
3T R . R

+ f(x1> +
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2
(r+1)(p-3) (r%-2%) P Y 3
o 1 a e -
En f0,1], 1los factores 55 y 55 var;an de 55 a 50

Reemplacemos este valor por una constante ¢, que estd por escogerse. En-

tonces, si definimos Segundas Diferenciss Modificadas por la férmula:

2 2 b
§ £, = 6Ff, ~cé £,
m i i ;1

la (1.52) puede aproximavse por la férmula:

£.(x) = (A-r)E(x,) + r £(x,) _r(e-1)(p-2)

3!
'T‘(I"l)(r"z) sz + r_(.I_‘.z_:.jj.z. (Szf ' (1 53)
= 31 m 0 3% m 1 )

El etrton asociado con la introduccidn de esta aproximacidn viene dado por:

E (x) £(x) - £ (%)

il

r(r-1)(r-2) | (p+1)(r-3) 4
p—T 50 T le‘s e

2 2 2 .2
r{r-17) | (p"-27) 4 (1.54)
3T 55 #* %1 $ f1

4=

i 4 4
Supongamos que § f varia tan lentamente que § fo y & f1 no difieren -

apreciablemente, entonces:

B (x) = [r(r-—l)(?-—r') {u - (1=m)® c) " r(412-r2)[ @5 c):[s‘*f
. .

& 20 & 20

y simplificande, obtenemos:

_ r(i-r) - 20
Er(x) R [2 -12c + v -1 ]8 F

Los valores extremos de:




70

P(r) = é%-r(inr)(Q -d2c 4+ ~ rh)

= .2.%. [(rz-r)z + (12¢-2)(r>~p)]

. 3 2

con 0 < r <1  estén en r = %- y v ~r = 1.6c y vienen dados por
3 - 16¢c (1-6¢)°

p(r) = Eeia y(r) = - ~5—— » respectivamente.

Como deseamos que la méxima desviacidn sea minimizada y esto ocurre cuan-

do todas las desviaciones miximas son iguales (prescindiendo del signo).

3 - 16¢c _ (1-6¢)

158 = Sy @ obtener:

Esto nos lleva, al resolver la ecuacidn

3+ V2
C = =35 0.184

Luego, las segunda diferencias modificadas estén definidas por:

2 2 ) 2 ;
§ £, = § Ff, - 0.184 & £, (1.55)
mai 2 )

El error asociado con la introduccidn de esta aproximacidn estd dado por:

_r(r-1)(r-2) | (r+1)(r-3)
3! | T 20

T u
Br(X) = + 0.18%J6 fo

+

2 .2 2 :
r(r"-17) | (r"-27) 4 :
5T [: g 0.18%]6 £, - (1.56)

ycomo 0 <r <1, esta suma estard acotada, en valor absoluto, por
0.00122M con

4 b
M = max {|¢ fol, |6 fli}

EJEMPLO 1.11.1

Por medio de los datos de la siguiente tabla, encontrar el va-

lor de f(x) para x = 11.620 usando reversidn.
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‘X 1. p 0 11.S 0116 e TV AR - T3 M R 0
f(x).0.05118808.0.02793593 0.00461559.v0.01854910 ~0.04133746[-0.06353402 :
SOLUCION:

Encontrando primero las diferencias centrales hasta la cuarta

para poder formar las diferencias modificadds con Xy = 11.6, tenemos:

% f -8t} p ol 2 . s §hs s ames
11.4} 0.05118808
-0.02325215
11.5] 0.02793593 -0.00006819
| ~0.02332034 0.00022384
11.6) 0.00461559 0.00015565 -0.00000317
~0.02316469 0.00022067
11.7{-0.01854910 0.00037632 -0.00000517
-0.02278837 0.00021550
11.8|~0,04133747 0.00059182
-0.02219655
11.9{-0. 06353402
'S;fb > GZfO - 0.184 G“fb
® 0,00015565 ~ (0.184)(~0.00000317) = 0.0001562332
6’f, = %8 - o.184 S'F
m 1 1] 1

R

y como tenemos que:

0.00037632 ~ (0.184)(~0.0000057) = 0.0003772712
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p(r<1)(r-2) 2. (r+1) r(n-1) .2
fm(‘x> = (1-r)f0 +o £, - =T O fy t—mr— 6mf1

donde r =

Luego,

£(11.620)

H~¥

~—7fl . En nuestro caso:
11.620 - 11.6
r 0T 02

2

(0.8)(0.00461559) + (0.2)(-0.01854910)

- (0.048)(0.0001562332) + (-0.032)(0.0003772712)

~0.00003692



CAPITULO I1

CONSTRUCCION DEL POLINOMIO INTERPOLADOR POR METODOS QUE USAN ORDENADAS®

2.1 INTRODUCCION

En el capitulo I tratamos con formulas de interpolacidn en las
cuales la funcidn f intervenia por su valor en un punto y ademis pér dife
rencias de los valores de la funcidn. Sin embargo, para muchos propdsi ~
tos, es deseable contar con formulas para interpolacidn que sean expresa-
das explicitamente en términos de sus valorés u ordenadas contenidas en -
todos sus puntos de interpolacidn. Tales férmulas permiten una considera
cidn mds directa en los efectos en el resultado final de un cambio o error
en una o mas de las ordenadas y ademds, su uso no requiere el célculec o
tabulacidn de diferencias. Aqui nos ocuparemos del estudio de esta clase

de formulas.

2.2 FORMULA DE INTERPOLACION DE LAGRANGE

En esta seccidn consideraremes el caso donde no existen restric
ciones sobre el espaciamiento de los puntos ‘tabulares o de interpolacidn
de y = £f(x).

Cuando los puntos de interpolacidn de una funcidn y = £f(x) no estdn uni -
formemente espaciados es mds facil construir una fdérmula de interpolacidn
pasando un polinomic de grado menor o igual a n por n+l puntos de interpo

lacidn que tome la forma:

T
P_(x) kZO L, (x) £(x) (2.1)

[73]
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y que es conocida como formula del polincmioc de interpelacidn de Lagrange

y, donde los L, son llamados Coeflclentes de Intenpolacibn de lLagrange -

k

para los puntos xQ, XI’ Ginns Xn'

DEMOSTRACION:

siataly X son n+l puntos distintos del

Supongamos que Xgs Xy o

eje real y que y = f(x) es una funcidn de valor real definida sobre
I = [a,b] que contiene dichos puntos. Queremos construir un polinomio
Pn(x) de grado menor o igual que n y de la forma (2.1) que interpola a -~

f(x) en los puntos Kyo Hys coes X5 eS8 decir que satisface:

Pn(xi) = f(xi), L@ 0y 1y cong T

Esto es casi evidente en el caso especial en que £f(x) se anula en todos -
los puntos de interpolacidn, excepto uno, digamos:

Ii, si 1=k

Para el caso, buscamos un polinomio de grade menor o igual que n el cual

se anule en todos los x,., con la excepcidn de x La funcidn

3@ k*
n
gk(x) = igo (x-—xi)
itk
= (x-«xo)(x-xl)...(x-»xkﬁl)(x-xk+l)...(x-xn)

e3 el polinomic buscado. Ademas,

n
= r _— L
gk(xk) = i20 (x -x,)30

itk
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ya que las x se suponen diferentes. Luego,

_,gk(xl n .(x-sxi)

Lk(X) = . -é—]:G—J = igo -(;-(-k-—_;? (2.2)

’ itk

entences,
!
P(x) = , L &x)flx)
n k=0 k xk
& Lk(x)

es la solucidn del problema de interpolacidn en este caso particular.
Consideremos la funcidén arbitraria f(x) de la cual conocemos f(xi) con ~-
i=0,1, ..., n, en este caso tenemos que:
n

Pn(x) = kEO Lk(x) f(xk)
es una suma de polinomios de grédo menor o igual que n con factores cons-
tantes y, por consiguiente, Pn(x) es un polinomio de grado menor o igual
que n. Ademds, si hacemos x = X todos los Lk son cero, excepto aquel
en que 1=k y &ste toma el valor de 1. Encontramos asi que:

P (x.) = f£f(x,)
n i i

coni=0,1, ..., n, como se pedia. Es decir, el polinomio Pn(x) que
hemos construido es precisamente el Polinomic de Interpolacién de Lagran
ge. &

EJEMPLO 2.2.1

Consideremos el caso cuando n=1, ¢ sea, nos dan f(x) y dos pun

tos distintos, X, X, y nos piden encontrar el polinomio que interpola -

1
fix).
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SOLUCTON:

Aplicando la formula (2.2), para hallar los coeficientes de La-

grange, obtenemos:
=] N

%

- X K o=
L

Lo(x) =

y por (2.1), tenemos que:

Pn(x} £ f(xo)beix) + f(xl}Ll(x)
B o= % % = %,
8 ao - % 17 % - Xy
i f(xg)(x-xl) - f(xl)(Xm-xQ)
Xg = %
i f(xi)(x—rxc) - f(xc)(x~-x1)
X, - %y

ey % - £(xdxy - .f(xo)x.+ £(x )%,

x - X

1 0
i ,f(xl)x.- f(xl)x0 v-..f(xo)x.+ f(xo)x1 .f..f(xg)xo A+..f(x0)xo
BT % _
i} f(xx)x - f(xl)XO""' f(xc)x + f(xe)xI v._f(xo)XO‘.+..f(x0)xc
2T %
i} .f(xI)(x-xG).v.f(xu)(Xr~xo).+.f(x0)(x1eaxo)
X - %
f(xl)vv,f(xo)
= f(xo) + :_{1 . xo {x “Xg)

que es la Férmila de Anteapolocibn Lineal escrita en alguna de sus mGlti-

ples formas egquivalentes.
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EJEMPLO 2.2.2

Comstruir el polinomio de interpolacidn de Lagrange de grado --

i

tres de la funcidn y = £(x) de la cual se conocen los siguientes valores:

f(x)j 1181 2

w,

SOLUCION:

Aplicando las férmulas (2.1) y (2.2), tenemos que:

(x~1)(x-3)}(x~u4) (-0} (x-3)(x~4)

Px) = Q) ytemen T CHToaaa

(x~0)(x=1)(x~4)
(3-0)(3-1)(3-2)

: (x-0)(x%-1)(%-3)
(e S oy ey T gy

Efectuando operaciones y simplificando obtenemos:

3
_ % 17 .2 13
P3(x) 5 o 5 ¥ +—-—-3 ®x + 1

que es el polinomio pedido.

EJEMPLO 2.2.3

Considerande la siguiente tabla de valores de f(x) = x3, calcu-

lar con la férmula de Lagrange el valor de y = f(x) para % = 4.5.

FlxYl 1 1 8 | 64 § 125
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SOLUCION: '

(4.5-2)(t.5-4)(4.5-5)
(1-2)(1~-14)(1-5)

W4, 5-1) (4, 5-4)(1.5<5)

+ (8

 (8.5-1)(4.5-2)(4.5+5)

(451 )(8.5-2)(4.5=4)
+ Ty )t

(5~1)(5-2)(5-4)

+ (125)

Efectuando dperaciones, obtenemos que:

£(4.5) = 91.125

En este ejem?lo, se obtiene exactamente el valor buscado, puesto que la -
funcidn £(x) = x3 es un polinomio de gradc tres y el polinomio que, en es
te caso, define y construye la foérmula de interpolacidn de Lagrange es --
&se precisamente, lo cual puede comprobarse construyendo el polinomio in-
terpolador. Si se tratara de pares de valores que resultan de la expe --
riencia o de una funcidn y = f(x), que ne sea un polinomio, se tendria, -
para valores intermedios, cierta diferencia entre la funcidn dada y el po
linomio Pn(x) de Lagrange que interpola dicha funcifn, tal como sucedid -
con los polinomios de interpolacidn estudiados en el Capitulo I. En la
seccidn 2.4 analizaremos dicha diferencia ¢ apartamiento; pero mientras -

tante veamos un casc particular.

EJEMPLO 2.2, 4

Dada la tabla de valores:

X i 30° a0° 150°

£(x) 0 0.50000 1.00000 0.50000

de la funcidn f(x) = sen(x), calcular sen(70°) para los valores indicados

en el intervalo [0, 150].
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SOLUCION:

(70-0)(70-90)(70-150)

£(70°) = 8en(70°) = (0.8)r5573660)(35-050)

(70-0)(70-30)(70-150)

(1)
(90-0)(90-30(90-150)

+(0 5\-(70—0)(70-30)(70-90)
"~ (150-0)(150-30)(150-90)

Realizando las operaciones, obtenemos:

£(70°) = sen(70°) = 0.92u69

Ahora bien, el valor exacto calculado con seis cifras decimales es
sen(70°) = 0.93969 lo que nos permite apreciar que nuestro valor hallado
para sen(70°), por medio de la férmula de Lagrange, tiene una diferencia
de 1.5 x 10—2 respecto al valor exacto, que reafirma lo dicho en relacidn

a la funcidn y = f(x) dada y el bolincmio que la interpola.

2.3 INVARIANCIA DE LOS COEFICIENTES DE LAGRANGE

Los llamados coeficientes de interpolacidn de Lagrange Lk(x),
dependen no solamente de x, sino también de los puntos de interpolacidn -

Koo Kyooeees Xoo Esta dependencia podemos indicarla escribiendo:

Lk(X) = Lk(x; X) (2.3)

n+l

donde X = (x_., X., «--, % ) €R
0 n

%
Sea B=(b ,b, «a., b) GIRD+1. Sia# 0, demostrar que:

Lk(ax+b; aX+B) = L}(x; X) (2.4)

Esta es la llamada Propdedad de Inveriancia de los cceficientes de inter-

polacidn de Lagrange.
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DEMOSTRACION:
A probar:
Lk(ax+b ; aX+B) = LP(X; ¥X), para lo cual basta demostrar que:
Lk(ax+b) = Lk(x)'

Desarrollando la férmula (2.2), obtenemos:
n (x - =x.)
a.

(x. - x.)
k i

L, (x) I
k =0
1k
(x—xo)(x~x1)...(x-xk_l)(x—xk+1)...(x—xn)

(Xk_xo)(xk_xl)"'(kk-xk-l)(xk—xk+ly"‘(Xk_xﬁ)

Hs Hs

luego,

(ax+h - [ax0+b])(ax+h - [ax, +b))...(axsd - [ax.<_x+b})(ax+b - Iaxk+'+b])...(ax+b - (axn+b])
Llax+b) = @, ¥b = Lax tB](ax, b = [@x +h] 1. .. (ax, #5 = lax,_ ¥B] ) ax, ¥b - lax,, #b])...(ax,#b ~ lax +5])

(ax+b - axo-b)(a)wb - axl-b)...(ax-l-): - A, ~BYax+h - ay.kﬂ-b)...(ax-ﬁb - ax_-b)
= =3
Tan, #b - ax =b)(ax, +b ~ ax -b}...(ax, +b - axy -Diawn +b ~ax, | ~b).. . (ax +b - ax -b)

d(x-xo) a(x—xl)...a(xmxk_l) a(x~xk”)...a(x-xn7

a(xk-xo) aixk~x1)...a(xk - xk-lj alx, - akﬂ)...aaxk--xn)

‘.x-xo)(x-xl)...(x—xk’})(x-'xk”)...(x -xn)

- [ESEERIENERR N eS -xk_ﬁ{x}_ - xkﬂj. I ENEF)

"

Lk(x) [ |

EJEMPLO 2.3.1

Sea Pn(x) el polinomio de grado menor o igual que 4, que toma
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los valoves P“(Q.MJ =72, Pn(2.5) = 30, PP(2.7) = 18, Pn(2.8) = .24
3. = 180.
y P (3.0) 80
a) Introducir nuevos puntos de interpolacidn U, ligados a los dados xj
o
por la ecuacidn Uj = i'.(}x_T - 24. Los Uj son enteros. Para cada --
k=0,1, 2, 3, 4 determinar los coeficientes de interpolacidn de -~

Lagrange Lk(x) en funcidn de U, siendo U = 10x - 24,

b) Utilizar la propiedad de invariancia para calcular Pn(2.6).

SOLUCION:
a) Xy = 2.4 ===> UO = 10(2.4) - 24 =0
X B 0.5 ===% U1 = 10(2.5) - 24 = 1
x, = 2.7 ==> U, = 10(2.7) - 24 = 3
By = 2.8 == @ = 10(2.8) -~ 24 = 4
= s = - =
%, 3.0 > Uu 10(3.0) - 24 = 6

Por la formula (2.2) tenemos:

(U —Uo)(U —Ul). (U-U MU -U

. g} (U=U)

£
e
~
c
Nt
i

@, -0 -U)... U, -0, ), -0 ). (U -0 )
Lo(U) = &L0% <24 -1)(10% - 24 ~3)(10x - 24 - 4)(10x —'24 - 6)
e (0-1)(0-3)(0-1(0-86)
. (10x -25)(10x ~27)(10x - 28)(10x - 30)
72
L) = (10x - 24 - 0)(10x - 24 ~3)(10x = 24 - 4)(10%x - 24 = 6)
"1 (-0 -3){d -5 -6)

C(10x - 2u)(10x - 27)(10x ~ 28)(10x - 30)
-30




De manera similar obtenemos:

L,(U)

L 5(U)

Ly (U)

- (10x ~2u)(10x% - 25)(10x - 28)(10x --30)

18

= (10x - 24)(10x -"25)(10x - 27)(10x - 30)

-4

o £40x% -2u)(10x - 25)(10x -~ 27)(10x ~ 28)

180

n

b) P (x) = ) L (x) £(x)

Pn(2.6)

k=0

H

0
Y 1.(2.8) £(x.)
k=0 F .

ti

LO(U)f(xo) + LI(U)f(xl) +.L2(U)f(x2) + L3(U)f(x3) +

)
+ LM(U,f(xq)

Pero como x = 2.6, luego aplicande las expresiones obtenidas para los

Lk(U) en a), obtenemos:

Ly(0)

L;(U)
LZ(U)
La(U)

Lu(U)

i

]

(D)2 8

72 72

(2)(-1)(=2)(-4) _ 16

~30 30
(2)(1)(=2)(-4) 16
18 T 18
() -1)C=4) _ 8
-2k 2h
(2)(1)(=1)(-2) _ 4
180 T 180

Asi, obtenemos:
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16) 8

P (2.86)

2

i

30 2

-8+ 16 + 16 - 8 + 4

= 20

2.4 ERROR EN LA INTERPOLACION DE LAGRANGE

Sea y = Pn(x) un polinomio de grado n que toma para los n+l -

puntos diferences Xp» X sees Xos los mismos valores que una funcidn --

1’
cualquiera y = £f{x). Si esta funci®n no es un polinomioc, entonces f£(x)

v Pn(x), como ya lo hemos dicho, difieren para puntos que no sean los -
indicados. Sin embargo, bajo ciertas condiciones Pn(x) puede sustituir -
con &xito a la funcidn f(x). La diferencia entre la funcidn y el polino-

mio que interpola dicha funcidn.viene dada como:

E (x) = £(x) - Pn(x)

que es la va conocida expresidn del error de la aproximacidn Pn(x). Y -

que viene dado como:
E (x) = f(n+1)(€l
T (n+1)7! .

po i

([ ==

(x~x.)
0 i

que es precisamente la formula (1.19) deducida en la seccidn 1.4 y res -

pecto a la cual se discutid en esa misma seccidn.

EJEMPLO 2.4.1

Dada la tabla de valores:

= 0.40 . 0.50 0.70 0.80

fx) | -0.916291| -0.693147| -0.356675( -0.223144

m

xl 8) o | (16) , |
C72){—;—2' + (30) == + (18)}(‘1—5—} + (28} |- — +(180){I§5—)
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de la funcidn f{x) = Ln{x), estimar el valor de Ln(0.60).
SOLUCION:
Con Ry = 0.40, x. = 0.50, x_ = 0.70 vy x3 = 0.80,

ademds, x = 0.60, entonces con (2.2) calculamos:

L (0.60) (0.60-0.50)(0.60 -0.70)(0.60-0.80) _ _ 1

U ~ {0.80 -0.50)(0.40 - 0.703(0.540 - 0.80) 5
L.(0.60) = (0.60 - 0.40)(0.60 ~0.70)(0.60-0.80) _ 2
SLvEe (0.50 - 0.403(0.50 - 0.70)(0.50 - 0.80) 3
L.C0.60) = (0.60 ~0.40)(0.60 - 0.50)(0.60 -0.80) _ 2
T2kt ~ 70.70-0.40)(0.70 - 0.50)(0.70 ~0.80) 3
14(0.60) = £0:.60-0.403(0.60-0.50)(0.60~-0.70) _ 1

Eh - 70.80-0.50)(0.80~0.50)(0.80 - 0.70) 6

y con (2.1) obtenemos la aproximacidn:
1

L_(0.60) = (—0.916291){~ g) ¥ (-0.6931u7){§) + (-0.356675){2) +
{1
+ (-o.2231uu)1- E)
1 (0.60) = -0.509975

El valor exacto es Ln(0.60) = -0.510826.

Calculando Er(O.GO), con la férmula (1.192), tenemos que para nuestro caso:

ntl = 4, luego:
u
f(x) = In(x) ==> f( )(x) = - l%
K
y
= £ 0e)=-L

€
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Ademés,

== R 0>

(O.GO»xi) (0.20)(0.10)(~0.10)(-0.20) = 0.0004

~L
b x 10

Por consiguiente, sustituyendo en la formula del error, obtenemos:

- -k
E(0.60) = |-p|dx107) = - —i
ul e 10 €

por otro lado,

X < g < Xn ==> 0.40 < e < 0.80

I 4 4
==>  (0.40) < e < (0.80)

4 "
— 10 < _4'... < _ji_
’ 4096 e“ 256
Asi,
1 1
E—O—é—é-< IEP(O.GO)! << —2—5-6-

y en efecto, la diferencia entre el valor aproximado y el valor exacto --

queda dentro de este intervalc de error.

2.5 INTERPOLACION DE LAGRANGE PARA PUNTOS EQUIDISTANTES

En la seccidn 2.2 supusimos que los puntos de interpolacidn
X0 xl, ey X SE encontraban desigualmente separados; sin embargo aho-
ra supondremos que dichos puntos se encuentran igualmente separados. Es-
te es el casc de uso frecuente en interpolacidn. Por razones de simetria

y la facilidad en el cf@lculo cuando se tabulan los coeficientes de inter-

polacidn de Lagrange para diferentes valores de n, las férmulas gque con =~
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tienen un nimerc impar de ordenadas sen usadas con frecuencia. Si ese -

nimerc es n+l = 2m+l, entonces las abscisas son renumeradas asi:

@«

Ropr X paqs nees X Xoo X

17 7o T m-1

como puede verse xo resulta ser el punto central del intervalo de inter-
polacidn.

Vames ahora a encontrar la formula de los coeficientes de interpolacidn
de Lagrange para el caso gue nosg ocupa.

Sea,

X, = B+ ih (2.5)

h = =% - x . (2.8)

es el espaciado constante entre las abscisas. Ademds, si r es la varia -

ble que mide a x en unidades h, iniciandc en x_, entonces:

03

X = B, + rh (2.7)

Claramente, si r=i tenemos que x = X
Como se demostrd en la seccidn 2.3 que los ceeficientes de interpolacidn
de Lagrange son invariantes bajo cualquier cambio lineal en la variable,
entonces, si en (2.2) sustituimos X, ¥ x por (2.5) y (2.7), respectivamen
te, considerandoc que en estas expresiones XO vy h son constantes y que

i=0, *, +2, ..., *m, obtenemos:
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m (xo + vho- Xy - ih} m h{r-i)
hir) = I ormTE s oo -t W)
1=~ 0 0 1=~m :
itk i$k
m
= I (2.8)
izem

La importancia de esta vepresentacidn es la independencia de los Lk(r) de
h. Como puede verse, estos polinomios dependen solamente de r y, desde -
luego, del nlmero de puntos de interpolacidn.

Particularmente para Lo{r), desarrollando la formula (2.8), obtenemos:

(r+m) (rem=-1) o o (22X (o1 ) (-1 )X -2} . . . (r=(m~1) ) (r-m)
rlr-1)...(2)(0Y(-1)(~2). .. (-m+1)(-m)

Lﬁ(r)

(r+m) (rtm~1) . .. (140 ) (i-p) (240} (2-2). .. ({m-1) v ) (m-1)
m{m-1)...(2)(1)(1)(2). .. (m-1)(m)

. Pt (m-D)? P () 0%, B3

(m!)z

De manera similar, puede probarse que:

(~1)k+1r(r+k)
(mtk ) H{m~k)!

L (2) Ft 2 P ™ ) o e T2 ) i S RS et oy e 0]

para k (2.10)

H
i+
s

o
1+
N

£
i+
3

El
.

.

2
21
.

EJEMPLO 2.5.1

Usando la férmula de interpolacidn de Lagrange para puntos = -

equidistantes determinar J (2.4068) partiendo de los siguientes valores:
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% ol 2.8. 4. .28 ... 2.0,

*JO(X) J.O.16661 0.05584¢ -0.04838 -0.14245
L

SOLUCION:
Para JO(Z.MOGB), usando la formula para tres puntos de interpo-

lacidn,el trabajo debe ser centrado al punto tabular mis proximo a

x = 2.4068, en este caso basta tomar xo = 2.3 v como h = 0.2, entonces:
= +
X Xy rh
X - X
B 0 2.4068 ~ 2.3 _
r = 5 = 55 = 0.534
Como los puntos de interpolacidn a usar son para X, < 2.1 Ry = 2:3
\'s %, = 2.5, entonces los Lk(r) vienen dados como:
1 :
(r-1)
L (r) = I .
k i="1 (k"'l)

itk

y asi, tenemos que:

(0.534 - 0)(0.538 ~1)

= = =0, 18
L_,(0.534) TS 0.12442
(0.534 +1)(0.534 ~ 1)
5 = =
L,(0.534) R AL R 0.71484
(0.534 +1)(0.584 -0) _ (1 ,4g5a

s . B34 = o ~r
L,(0.534) A+FD(1-0)

luego,
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2

JO(Z.HOSB) (-0.124u2)(0.16661) + (0.71484)(0.05554) +

+ (0.40958)(~0.04838)

iz

~0.02073 + 0.03970 - 0.01981

= -0,0008%
Ahora bien, como hemos diche para el caso de abscisas uniformemente espa -
ciadas los polincmios Lk(x} son independientes de h, pero si dependen de r,
por lo tanto, pueden ser tabulados como una funcidn de r para diferentes -
nimeros de puntos de interpolaci®n. La tabla 2.1 es una tabulacidn corta
de los valores exactos de los coeficientes de interpolacitn de Lagrange pa

ra tres puntes de interpolacidn, correspondientes a m=1.

T L_l(r} Lb{r) Ll(r)
0.0 0.000 1.00 0.000 0.0
0.1 | ~-0.045 0.99 0.055 | -0.1
0.2 | -0.080 0.96 0.120 | -0.2
0.3 | ~0.105 0.91 0.195 | -0.3
0.4 | -0.120 0.84 0.280 | -0.4
0.5 | -0.125 0.75 0.375 | -0.5
0.6 | -0.120 0.64 0.u80 | -0.6
0.7 | ~0.105 0.51 0.595 | -0.7
0.8 | -0.080 0.36 0.720 | -0.8
0.9 | -0.0u5 0.19 0.855 | -0.9
1.0 0.000 0.00 1.000 | -1.0
Ll(r) L,(») L_l(r) r

TABLA 2.1
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De (2.10) se deduce gue Lk(»r) = Lmk(r). Por esta razdn, para valores ne

gatives de r, #stos deben ser leidos del margen de la derecha y deben ser

usadas las columnas dominadas al pie de la tabla.

EJEMPLO 2.5.2

Utilizando los datos dados para £(x) vy la tabla 2.1, interpolar

para (a) £(1.24) y (b) £(1.02)

X | 1.00 1.10 1.20 1.30

F(x)! 0.8u415{ 0.8912 | 0.9320 0.9636

SOLUCION:

a)

b)

Para £(1.24), utilizando la férmula para tres puntos de interpolacidn,
el trabajo debe ser centrado al punto tabular m&s cercano a x = 1.24,

para el caso basta tomar x0 = 1.20 y como h = 0.10, entonces:

X=X
. 0 _ 1.24-1.20 _ B
P & e = =% = 0.4, y leyendo los L, (r) en la tabla 2.1,
obtenemos:
f1.28) = (-0.12)(0.8912) + (0.84)(0.9320) + (0.28)(0.9636) = 0.945744

2

0.9u457

Para £(1.02), es decir, para x = 1.02, el trabajo debe ser centrado

en x, = 1.40 como h = 0.10, luego:

X -%
0 - -1.:
1R e E 020.i010 = ~0.8, y leyendo los Lk(r) en la tabla 2.1,

para r < 0, obtenemos:
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£(1.02) =~ (0.72)(0.8415) + (0.36)(0.8912) + (-0.08)(0.9320) = 0.852152
~ 0,8522

Como podemos apreciar, cuando los Lk(r) han sido tabulados, el cadlcu-

lo de Pn(x) = Pn(x0+rh) se reduce a una multiplicacidn de f(xk) por -

el valor tabulado Lk(r), seguida de suma. Si leos Lk(r) no estén tabu
lados, entonces para calcular Pn(xo+rh) es preferible usar las formu-

las de interpolacién de diferencia finita, ya discutidas en el Capitu
lo I, seccidn 1.5.

Ahora bien, en cuanto al error, en el caso que nos ocupa, éste viene

expresado como: .
n+l

_ h (r) (n+1),
E(r) = =5y - § (e) (2.11)
donde,
m
p{r) = T (r-i)conn+tl =2mtl y -m < g < m.
i=-m

EJEMPLO 2.5.3

Para el caso del ejemplo 2.5.2 (a), calcular Er(O.u), sabiendo
que los datos para dicho ejemplo corresponden a valores, considerados co

mo exactos, de la funcién f£(x) = sen x.

SOLUCION:
Como m=1 n+l = 2(1) +1 = 3, luego hay que calcular fcs)(x),
asi tenemos:
f{x) = sen x ==> f(s)(x) = ~CcOS X ===> f(a)(s) = -cos €
Por otra parte,
p(0.4) = % (0.4-1) = (0.4+1)(0.4~-0)(0.4~-1) = -0.336

i=-1
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y como h = 0.10, luege sustituyendo en la fdrmula .(2.11) obtenemos:

3
(0.10) ("0'336)_](~cos e)
-

-5
31 = 5.6 X 10 cos (e},

E (0.4) =
S o

pero cos (e) <1, entonces:
-5
E (0.4} < 5.6 x 10

Este resultado significa que nuestro error cometido al hacer la interpo
lacidn de £(1.24) = sen(1.24) es del orden de 10-5, es decir, que hay --
exactitud bhasta la Ua. cifra decimal, lo que estd de acuerdo con el va-
lor real obtenido para £(1.24) en el ejemplo 2.5.2(a).

A igual conclusidn se llega para el casc de calcular Eh(*O.S), para el -

ejemplo 2.5.2 (b).

2.6 METODO DE AITKEN

Discutiremos en esta seccidn un método iterativo que nos permi-
tird construir, en base de dos polinomios de interpolacidn de grado 4, un
polinomio de interpolacién de grado d+1. Asi, por medio de.dos polinomios
de interpolacidn independientes de grade 3 podemos obtener un polinomio -
de interpolacidn de grado 4. La base de esta construccidn es el llamado
Lema de Adithen, el cual antes de enunciarlo, haremos algunas consideracio

nes.:

Sean Kgo Xio weey X los puntos de interpolacidn de la funcidn y = £(x)

¥ f(xi) = f,. Ademds, consideremos un polinomio que interpola a f(x) -

en algunos puntos, perc no en todos los puntos X , X._, ccay X . 8i A es

02 71

un subconjunto de {xo, Xis woes xp}, A diferente del vacio, designando --




23.

por P, el polinomio que interpola a £(x) en x € A. Entonces, si A contie

2

ne m+l puntos, PA es el polinomic Gnico de grado menor o igual que m -~

tal que:

PA(xk} = £, X € A.
EJEMPLO 2.6.1
a) Si A contiene sdlo un punto %) » entonces PA = fk.

b) EL polinomic que interpola a f(x) en los puntos X0 Xuo X, ¥ X, s

dencta por P,
t.-.l, XB.R, Xbr, Xz

Al denotar por U el conjunto de los puntos de interpolacidtn, podemos

senunciar:

Sean A y B dos subconjuntos de U que tienen todos sus puntos en

comin, excepto los dos puntos 1o €EA ¥y Xi € B. Entonces:

(= -x)PB{x} - (xj-x)PA(x)

_ k . 4%
PAUB(X). = e . £2.12)
& 3

para todo x.

DEMOSTRACION:

Supongamos que los conjuntos A y B contienen m+l puntos cada --
uno. Asi, el conjunto AUER tiene m+2 puntos. Ambos polinomios, el PA -

y el P_ interpolan a la funcién f en m+l puntos cada unoc, luego dichos -

B
pelinomios son de grado menor o igual que m. Denotando por P el segundo

miembro de la identidad (2.12), vemos que el grado de P es menor igual --




Gk

gue m+l. Entonces, basta probar que P interpola a f en todos los puntos
de AUB, es decir, en m+2 puntos, luego por la unicidad del polinomio de
interpolacién tendremos que P = PA{)B"

Sea X € ANB, entonces:

P (x.) =
2 %) PB(xi) fi’

i

v por (2.12) tenemos que:
(%, -x.)F, - (%, -x,)f,
k 13 al i 1

P(Xi) = o
e 5
= £,
st
para los m puntos comunes a A v B.
Para x = xk, obtenemos:
i e ~{x Xy = k)PA(xk)
k x._ = X,
k 3
= e
fk’ Xk A
En forma andloga, para x = xj,
(% %y xJ)PB(xJ)
P} = g
] x Y
= fJ, XJ € B.

De esta manera hemos probado que P se interpola en los m+2 puntos que es

tan en AUB, entonces P = P en virtud de la unicidad del polinomio

AUB®

de interpolacidn. #
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EJEMPLO 2.6.2

. T ’ =) s * b Sa
a) Si A= B hl} v B = {x,, x,},  obtenemos:
2 =% )P N o
(?0 ®IPe o }(x (?4 X)P{x , fx)
p - 4 0° %
{xo, X, 5 %y} X - %,

b} Si tenemos que ANB = ¢, entonces usando el ejemplo 2.6.1 (a), obtene

mos:
(xk-x)P{xJ}(x) - (xJ-x)P{xk}(x)

P -
{ . e
Xy » xj} %, %

que es la formula de L{nferpolacdién Lineal en una de sus mlltiples for
mas.
Como hemos dicho,el lema 2.6.1 es la base para construir polinomios de -
interpolacidn de gradog mayores bartiendo de otros de grados menores. «-
Existe libertad en la escogitacidn de los conjuntos A v B para obtener el

polinomio P%'JB = PU‘ Sin embargo, para estandarizar tal escogitacidn,
£y

dos métodos son los que han llegado a tener uso frecuente:
i) Método de Aitken
ii} Método de Neville
Para ambos métodos se origina un diagrams triangular de polinomios Pi,d'
En este caso, P, q °s un polinemio de grado d que se interpola sobre un

-9

conjunte de puntos d+1, dependientes de i, generandose de acuerdo con el

siguiente:
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ALGORITMO 2.6.1 (de Aitken)

Para d = 0, 1, ..., 1, se obtiene el polinomio Pi q come si
9 .
gue:
Pi o(x) = £, 80, Ry sneg A (2.13)
. Gl '(xi.“X)Ed,d(X) - (xd-—x)Pisd(x) (2.1
1,8+1 X, - X :
1 d
donde i = d+1, d4+2, ..., n.
Los polinomios Pi a se colocan de acuerdo con la tabla 2.2.
: }
at
X 0 1 2 3 ... . J+l ... n | X, -X
i 3
%0 | Fo,0 o T
X, ~ X
%t Frop 1 3
%2 i Bz g B2y Fag ¥y T ¥
P P - -
31 3,0 To1 Fa2 o 3,0 g T
a e P -
%l Fxo B Fr2 Fxge Prod it i S
P “am a s =
xn n,0 Pn,l Pn,2 Pn,3 Pn,J Pn,J+1 Pn,n xn *

TABLA 2.2
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El elemento Pk,J+1
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» que aparece con doble subrayado en la tabla 2.2, se

puede generar por la multiplicacidn cruzada de los:elementos.con subraya-

do simple y dividiendo el resultado por (xk - XJ), es decir,
. ) (xk-x)PJ:J - (xJ -.X)Pk,J .15)
k,J+1 S .

donde J < k. Obsérvese la semejanza de

TEOREMA 2.6.1

En la notacidn del lema 2.6.1,

P. = ]
2.4 % Fu %, .

0 1 ik xd~1

donde d = @, 15 sses . ¥ 4= d, dtl,

DEMOSTRACION:

Esta la haremos por induccidn

Para d = 0, nuestra afirmacidon es valida

-

P{x.}’
i

L % Qy s cons N

esta férmula con (2.14).

tenemos:

5. Xz}

ene s M

sobre d.

en virtud de que:

es un polinomio que se interpola exactamente en un punto Ry luego

ey = By
5
y como por (2.13), tenemos que
Pi,o(x)

luego,
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Supongamos que nuestra afirmacidn es vdlida para d=m, 0<m<n, es
decir,

P =

. P{ 1
i,m Ros Xy vees X ) %,

g m-1

con i =d, d+l, ..., n y demostrémola para d = m+l, es decir, que:

By = P
i,mtl {xo, Kps eovn X 15 Xoo xi}

En efecto, tenemos que cada polinomio Pd a v Pi q se interpola sobre
* >
los conjuntos de puntos {XD’ Xys wees R xm} y
{xo, Ry eees X0 xi}, respectivamente, luego por el lema 2.6.1, tenemos

que:

{
x X e s pad X X.}
2 2 ? m ? & e

0 1 - m
(x_ -x)P (x)-(x.~x)P (x)
) m {Xgs Xy o5 xm-l’xi} i {xo, Kps eees Xy xm}
x = X
m 1
(x -x)P, (x) - (x,-x)P__(x)
- m i,m m,
o
m
- - = (
i (x. x)Pm,m(x) (xm X)Pi,m‘X)
- X, - X
i m
E Pi,m+1(x)
o sea, que:
P. - P
i,m+l {XO, Xps wnes X i ¥ xi}

donde i = m+l, m+2, ..., D. "
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Particularmente, si d = 1 = n, tenemos:

gue es el polinomio que se interpola scobre el conjunto {xg, Ryg wees xn}
de puntos y es el deseado. Ocupa la posicidn mds a la derecha en la ta -

bla 2.2.

EJEMPLO 2.6.3

3
Sea f(x) = x . Calcular f(3) por interpolacidn en los puntos

x=0, 1, &, 5.

SOLUCION:
Siguiendo el procedimiento descrito en la tabla 2.2 y sabiendo
que Pi,O = fi, tenemos:
: . P, Xe =
xi Pi,o Pl,l Pl,Z g.48 xl *

0 0 -3

1 1 3 ~2

b 64 48 33 i

5 125 75 39 27 2

En este caso, f(3) = 27 es exactamente el valor buscado, va que la funcidn
dada es un polinomioc de grado “tres, siendo &ste el polinomic interpolador

de la misma.

EJEMPLO 2.6.4

Usar el algoritmo de Aitken para determinar J0(2.4068) por in -
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terpolacidn, partiendo de los valores dados en el ejemplo 2.5.1
SOLUCION:

Usando el proceso descrito por la tabla 2.2 y sabiendo que

Pi,O = fi, tenemos:
% | Fil0 S e i £y~ &
2.0 0.16661 -0.3068
2.3 0.05554 -0.00377 -0.1068
2.5 -0.04838 0.00171 -(0.00084 0.0932
2:.7 -0.14245 0.00858 -0.00047 -0.00101 0.2932

Comparando este resultado con el obtenido en el ejemplo 2.5.1, existe en
tre los dos valores encontrados para JO(Z.HOBS) cierta diferencia, esto

es debido a que en nuestra {tlima interpolacidn para encontrar dicho va -
lor han intervenido todos los valores dados inicialmente para la f<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>