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INTRODUCCTION

El presente trabajo, ™o es im estudio exhaustivo de las
Ecuaciones Diferenciales Parciales, sino una hreve introduccifn, gue
pretende proporCionar al lector principiante on esta rama de la mate
mitica, una motivacién para gue profundice en =1 estudic de dicha

disciplina.

En el Capitulp T desarrollamos métodos para encontrar
Ecuaciones Diferenciales, las formas de sus soluciones, asi como 1a

interpretacitn geométrica v analftica de @stas.

Tanto en el Capitulo I como en el IT planteamos el Pro-
blema de Cauchy para Ecuaciones de Frimer y Segundo Orden respectiva
mente, describiendo su método de solucitn, el cual queda justificade
con el  teorema de “Fxistencia y Unicidad"; asf como una aplicaci6n
de dicho problema pars encontrar uma solucidn particylar de la Ecua-

cifin de Onda con condicienes iniciales.

En el Capftulo 11, tambifn se estudian las Fcuaciones de
Segundo Orden, introduciendo los operadores factorizables, los cuales
nos proporcionan  alpunas formas de solucidn que invelucran funcio-
nes arbitrarias; una clasificacifn de las Eocuaciones Casilineales
en Hiperb6Blicas, Parahflicas y Elfpticas, reduciéndolas a su forma
normal; asi mismo contiene un breve estudic de los Operadores Adjum-

to v Aute-Adjunto, sus propicdades y la prueba de algunos Teoremas,

—
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que permiten deducir la Identidad de Lagrange y la FGrmula de Green.

Finalmente, el Capitulo II] estf dedicado a encontrar
soluciones de Bruaciones Elfipticas, que satisfagan condiciones de
frontera; en particular, el estudio de la Bcuacin de laplace, las
propiedades de su sclucifn, manifiesta en el Teorema del '"Principio
mixime-minimo pura Funciopes AmmSnicas", come lz aplicacidn del Mg-
todo de Separacifn de Variables a dicha Ecuacign.

Deseamos expresar nuestro agradecimiento a aguellas
personas que de una u otra manera colaboraron para que este trabajo

se realizara.



CAPITULO 1

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
PARCIALES DE PRIMER ORDEN.

1.1 Clasificacidn y Notacifn.

DEFINICION 1.1.1: Una relacifn que involucra dos o més variables indg
pendientes, junto con derivadas parciales de uma o mfs varisbles depen
dientes, con respecto a las variables independientes, se llama "Ecua-

cion Diferencial Parcial". (E.D.P.).

La forma general de una E.D.P. den variables independientes

Xy seesnX Yy uDE variable dependiente u es:

Ay
FEXI,IE’-.--,Kﬂ.ﬁ,ﬂxlpuxz,...,an.uxl['x-‘_.z,--..lexn. ----- ] = D,
donde u_ = i, w. = ael, etc.

X, 0%y’ u&g Wy
DEFINICION 1.1.2: El "0Orden" de unz E.DLP. es 2] orden de 1a derivada

parcial de mayor orden que apdrece 2n la ecuscifn.

DEFINICION 1.1.3: Upa E.D.P, es

a) LINEAL, si es lineal en su variable [s) dependiente y en la deriva
das parciales que aparecen en la ecuacidm;

b) QUASILINEAL, si es lineal en, por lo menos, las derivadas parcia-
les de mayor orden que aparccen en 1a ecuacitn;

€} CASILINEAL, si es guasilineal y los coeficientes de las derivadas



de mayor orden, son funciones exclusivamente d¢ 1as variables in-

dependicntes.
EJFMPLOS 1.1.4:
al x1+}'2+34.1x+r2ﬂ?=u.
b) ui * x}rzuﬂ, + uzux‘ = xz}r;,
O g + 6 ¢ pu - ud =,

) Eum;3+un-n2='u.

a) Limeal, b) Quasilineal. c) Casilineal, d) mo c5 lineal, ni gquasili-

neal y consecuentemente ni casilineal.

1.1.5: FORMA GENERAL DE LAS BCUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES (en dos

variables independientes y una variable dependientel

Primer Orden:
Plxaylu, + Qxaydu, + RGuyu = S0oy);

LINEALES: Segundo Ordem:

[

Alwmyle ¢ + B0y, + Clxye . + Dixy)y, +
ExRMy ¢ TN = Ry

| Primer Orden:
Px,ysulu, + Qxoy,ib, = Rix,y,0);
QUASILINEALES: < Segunde Orden:

PEK;F;“,EK,UYJUH L EQ{K—,}",U,U}‘JJF]HKF +

b R{:‘l}r'u'rl:l;" = S‘I:x'y'u'Fux'% ] =

u ju
YJY}'



.
2l

[ Primer Orden:
P{x,}f]llx * Q{:{:?}u}, = Rix,y.8)%
Segunde Orden:

CASILINEALES: <

BOxy My + WO + RGN = S(xy. ).

. . Bz _ 8 . _ ¥4 _ iy -
NOTACTON: p E.q Ey’r_i?ﬁ W,t—‘i}-z--

1.2 FORMACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCTALES.

7.2.7 ELIMINACION DE CONSTANTES ARBTIVARIAS

Fn las ecuaciones diferenciales ordinariss asociamos a wna “pri
mitiva" cen n constantes esenciales arbitrarias, una ecuscifn diferen-
cial de orden n; Ssta la obtenemos eliminando las n constantss, entre
las n+l ecusciones siguientes: la primitiva v sus n primeras derivadas.
En las B.D.P., de mma relacién de la forma ¢{x,y.u.c) = 0 obtencmos,
al eliminar la conmstante, dos ecusciones diferenciales de orden 1, ¥
si gl nfmere de constantes arbitrarias excede al nfmero de variables
independientes, el orden de 1z ecuacifn que resulte, o de las que re-

sulten, serd siempre mayor que 1.
1.2.2 EBLIMINACION DE FUNCIONES ARRITRARIAS.

Una forma mis general de obtener #.0.P. es por eliminacién de
funciones arbitrdarias. Para el caso consideremos u = £(X,¥.2).
v = g(x,y.z), funciones clifvrenciables en las variables independien-

tes X, ¥, Z. FEncontremos wma H.D.P. de mifis bajo orden, que sea satis-



fecha por la clase de todas las funciones definidas por uma relacifn
de la forma F(u,v) = 0, donde Fes arbitraria y F F M SO0n cero am-
bas. o

Sed z = z[x,y).

Diferenciando la relacifin F(u,v) = 0 con respecto a x y y obtenemos:

F aF
 E@iply M, .,
aF . L E Lav By
@ wEre G rag =0
Eliminando L Y o= H'.r de (1} ¥ [2) tenemos:
U Bu a&.r av |
P az x " Pz '
= av B'.r a
Gr* P3Gyt 150 -G ¥ A 5DGE* B 5D
au u v av
ay 9% wy T9%
_fudy B ay p2e WV _ fu v, _gum-_auw] 0
®y ok Py i Tl Ew
Escribiendo:
B(u,v) _ 2 v dudv  2luv) _ ¥ fudv A(wv) _dw v du by
ey, 2 ay 9z o9z ay * dlzx] @z 3 i Az ' S,y * oy gy ox’
la ecuacitn toma la forma:
u, ¥ . 2y,v ShEaT e
—Eﬁ% [z cq = B{f}' , uma E.D.P. Iineal de primer orden.

EJEMPLO 1.2.3. Eliminar las constantes arhitrarias a y h que aparecen

en la velacibn Z = eﬁ+h?' y cbtener wma E.D.P. de mis bajo orden.



Derivande parcialmente con respecto a x y y se tiene:

= HI"‘b}' 3 Ex_. ™
Ex ae 5] A

Eyﬂhﬁ:ax*w a %ﬁﬂh;

perc ax + by= In Z; entonces xp + yq = Z In Z es la ecuacibn busca-
da.

EJEMPLOS 1.2.4. Eliminar las Funciones arbitrarias que aparecen en

las siguientes relaciones:
2 % sl
i) ze + Yiixs 4+ y&l = 0,

|ii:l F{Kz 'I")I"i + zzr z) = 0

y obtener las E.B.P. correspondientes.
. '-1{2 b
i) e + u(x® +yY) =0,
Sea u= x? + y% entoncer z-= ﬁﬂrzq:[u].

Derivando parciaimente con respecto @ X y y tenemos:

2= 2xe¥ yu) - 2™k (),
2

7, = 2ye" g (2).
dy

Eliminando y- en (1) ¥ (2) se tiene:

Z =z 2
x - -x - = -
- —-lz' e a )rz. Xz ZXRYZ.




i) Fix2 + y% + 22, 2) = 0.
Escribimos la velacién en la forma Flu,v) = 0, con

U= x-= )rﬂ-+ 74 Y. W =B

Diferenciando parcialmente con respecto a x y y tenemos:

3F du du, . BE v Iy 528 eE
Tk P Tawlx TP R T gyt ) fag e+ p) =0,
aF . Bn Bu aF 3v ik aF aF
wmiay T 3% Tyt T m@nt ) ¢ gy (or @) =0
. oaF _ oF.
Eliminando 3 T at
ix + 2zp p
= [2x + 2zp)g -~ (2y *+ 2zqlp = 2xq - &yp = 0
2y + dzg g

1.5 E[UACIONES TMFERENCTALES PARCTALES TINEALES TE PRIMER ORDEN.

DEFINICION 1.3.1: Una E.D.P. linesl de primer orden, en dos variables
independientes x,v ¥ variable dependiente 2, @3 upa ecuwacifn de Ia for-
e

Alx,y)Z, + th,}r.}zy + Olx,y)Z = Glx,y). [1)

Siempre supgndremos gue Ias funciones A, B. C y G tienen derivadas con-

tinfias en alguna regitdn del plano xv,

Para expresar la ecuacién (1), introducivemos también la nota-

cién operacional IZ = (G, con L = A ai;: + B ':T" + C. Se acostumbra referir_-

se d L como "OPERADOR DIFERENCIAL PARCIAL".

Si en la scuacifin LZ = G, se tiene G(X,y) = 0, la ecuacifn co-



rrespondients LZ = 0 se lama ecuacifn homogbnea, mientras que si

Gix,v) # 0, LZ = G(x,v) se 1lamz ecuacién no homopbnea.

TEOREMA 1.3.2:

Bl Operador Diferencizl Parcial Les lineal; es decir,

para funciones diferenciables 2y T ¥ comstantes arbitravias ¢,,c,

se verifica: -L{c.lzl tpigy T Cypay * cz-i.zz_

DEMDSTRACTON;

Llegzy + €52,) = {

DEFINICION 1.3.

Aat t “2323’ v Bt "'z“z} ey CZE"]

i

e

] d
A =2 ? B E—F* E}Eclzl + cz-zz}

. 4z
M”_,g _wm“ﬂr

-

e ayJ ¥ m:fl * &3

--.

(hey g+ Bﬁ"ﬁ?*, Coyig) * (hey 5 * Bey i + Gy z]

elzg + cyle,.

Se 1lama SOLUCIONEN R de la ecuacién (1), a una fun-

cifin 2z = ¢{x,y) definida en la regifn R del plano xy, con primeras deri-

vadas continuas, tal que sid,d. ¥ | by Sam sustituidas en (1), tul ecua-

¢cifn se transforma en una idemtidad sobre R.

TEOREMA 1.3.4:
¢ibn particular de LZ = §, entonces Z = E.ﬂ + Ep es la solucifn general

5 i_zh es la sglucifn gencral de L = 0 y EI] gs una solu-

de la ecuacifn no homogénea.

DEMOSTRACION:

L?..=L{E +Epj=lzh+I.-3ﬂ=D+G=G: luego Z

cion de 1Z =

G.

zh + ZP es una sulu-



Probemos ahora que 2 Zh * I;, es la selucifn general. Sea v

una solucién cuslquierd de L2 = G v sea w =V ~ EF: entonces:

p
1Z = 0; pero Zh gs la seclucidn general de la homogfnea, entonces w = Lh

I.M=L(1r—E.P]=Lv—i.E =06-6=10; de 21l que w g5 solucidn de

para alguna eleccién de 1a funcifn arbitrariz contenida en Zh; es detir,

= I.F = 711 Esto completa la prueba.

TEOREMA 1.3.5: Ses Z = I(x,Y), Mx,}_a'}zx + B(R.}r]E? + Cx,y)Z = 0,

8i Z = I(£,n) donde£= £(x,¥]) ¥y n = n(x,y) & una transformaciébn =n al-
gund regifn del plano xy tal que -:—%ﬁ%‘ # 0, entonces 1z splucidn gene-
yal de la ecuacifn dada es de la forma 2 = ufx,y}f(x,v).

DEMOSTRACION:

. =Lk, % Ln y Z}, - EEE"}’ + z"lﬂ}' . Sustituyendo en la ecuacisn
dada:

AGGmIZee, * Zon) * BLENNZE, + Zn) *CE&n)Z=0 6

Az e -Bzgzy} + [AZon, + BEﬂn,y__} +E=0 6

(A, + B%{]Eﬁ + (Any + Bn )z, ¢ L = 0.

Puesto que la transformacifn es arbitraria, elijamos n de tal forma que
satisfaga el requerifmiento An, + Eﬂ}r = 0. Esto se puede obtener si asumi
mosgue Alx,y) # 0 y consideramos la ecuacifn diferencial ordinaria

gi:= %&’E}' cuyz solucifin es a(x,y) = C, donde n, # 0 v Ces una cons-

tante arbitraria. la fimcién n(x,y) detetminada de esta manera satisfa-

T
¢ nuestro requerimientn. En e¢fecto nxdx + nvd:r =0 & %J};—f - @'- A



. B B. ‘A o
perﬂgz E{ luﬂgu .h_ - i '5 f.‘lnx + B‘n}_ = ”‘.

Si ademéis clegimos &{x,y) = x, resulta que

fy - Ey“x # 0; es decar ‘;}‘[i:}l’%’ # 0. &l al escribir la ecuacidn

{Mx + B{}_JZE+ Umx + B”y]zn + (I = 0 considerames las propiedades de la
transfommacidn construida. nos queda AZE +CZ=0 6 KI. =-C02 &

£
Z
—253 = _% . Fijando n ¢ integrando con respecto a £ obtenemos:

2T J%d“:* kin), de donde Z = ffn}e_f% Gon L) = Ek[ﬂ} '
f arbitracis.

"
-f% dE
Sea #(E,m) =6 N

y hagamos u(x,y) = ¥{x,n{x,y}). ZEntonces
2 = ulx,yIE(nix,¥)). Bs facil verificar que u(x,y) es um solucifn par-
tioulir & 18 ecuacifn dadz. Aun queds por demastrar que 2 = ulxyIE(n)

es 1a solucifn general en R de la ecuscifn dada. Fn efectm
= uxffnJ + I.If‘ful'!}n:,c 3 E;r = u},fin} + uf' fﬂ]'ﬂ}.-
Luego:

Az, + EEY + €2 = A1 E(n) +uE'(nn)) + B'-ft.l},.f{n} + uf! f.an}, +

+ Cuf(n) = (A, + By,

ot Culiln) + (An, *'Bn},]f‘ (n} = 0; éntonces

2 = ulx,y)ffu) es una solucifm.
Ahora verifiquemos que la soluciiin es geperaly es decir que todas las so
lucionss de la ecuacifn sstdn representadus en 2 =ulx,v)f(n(x,y]). Neos

conformaTemes con demestrar gue si ves una solucifn en R pira la eCua-

cifn dada y si P, es un punto de R, gue entonce: existe un vedindario



.0

de P sobre el cuel v = u(x,y)M{n(x.y)).

Como u y v son soluciones paraz la ecuacifn dada, alllr-.r,}E * H&.'F +v=0
W ﬁux + my +Cu= 0 se satisfacen simultineamente sobrs un vecindario
de P Multiplicando la primera ecuacin por u, la segunda por v y lue-
go restando resulta:
A{wx ~vu) + Buv, - truy] = l. Dividiendo por u®

uv. -vu

Ae——,-—} % Bf—iy—0) = 0.
Haciendo w = -ﬁ-. derivandc parcialmente con respexto a x v v, ¥ luegs sus
tituvendo en la ecuacifn anterior tenemos:

+ Bw_= 0. Tambifn sabemos Ang + Bn, = 0. Puesto que AZ B2 40
en R, se sigue gue el Jacobiane 5-%—'—% = Wy - M, = 0,10 que umndo al
heche de que n, # 0, (Ver leorema 3 - “Elements of Partial Differenttial
Equations", Tan N. Smeddon, P&g. 20-71), implica gue existe un vecindario
de P ¥ una funcitn f con derivada continua tal qus:

wix,y) = fln{x,¥)] sobre el vecindario; esto es v = ulx,y)F{nl{x.¥)).

EJEMPLO 1.5.6: Enoontrar la solucidn generzl de la siguiente gcuacitn:
Xp - X%q +yz =0,

SOLUCION:

Alxy) = x5 Blxy) = <% Cxy) =

Para encontrar n(X,y)} = ¢, consideremos la ecuncidn
.xE b8 S
—-E st Entonces ydy = -xdx, de donde

nix,y) = %% +y* = ¢,
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Sea £(x,¥) = x.
Los coeficientes C y A, en t&minos dcg y n toman la forma

Ale,n) = E(n - £2) 13’2‘ Cle,n) = vn - E%, con lo que la ecuacifn

P.E.E + CI = [ se transforma en Efn -EEJHEEE + (0 - 53}-”22 = }.

jtgq dj;:J"”_EEdE‘=J.'di=m5- Entonces

AC o g

L

C
> i AE = =1
WEm) =R =2 y pero E(xy) = x; da alll que

1n x

u(x,y)} = b(x,nlx,y)) =e - %, con lo cual z = = £ (x2 + y2).

x
I .4 ECUACIONES QUASILINEALES IE PRIMER ORDEN.

Una ecuacion gquasilineal «de primer orden en dos variahbles inde-
pendientes x,y y una variable dopendiente z es una expresitn de 1a
forma

POxya2liy * Qx,y,2i2, = R(x,7,2) (1.

lagrange Tedujo el probiema de hallar la solucin general de
(1) al de resolver un sistema auxiliar, (denominado Sistoma de Lagran-

ge) de pcuaciones diferenciales ordinarias

dx _ o g dy _@ dz._R

F-T-F & EF @

demostrando el siguiente

TEOREMA 1.4.1: F{u,v) = 0, F arbitrariz cs la solucién general de (1)
con tal g u= Ux,y,z) =ad y v = v(x,y,2) = b sean dos svluciones
funcionalmente independientes de (2). Agui a y b son constantes arbi-

trarias.
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DEMOSTRACION:
Tomende Ias diferenciales de u=a y v =b se tiene:
U dx + t:yﬂ}' tude =10, vdx+ v},dj.r + v dz = 0.
Haciendo % = % = % =}, con A un nlmere arbitrario resulta que
dx = AP, dy = 2 y dz = AR.
Entonces:
u AP + u}r?«{} tud =0y VAP + vy.l(} + v 3R = 0; especialmente
para A = 1:
up ¢ uyq tuP=0 y vps *'.ryﬂ + szt = 0.

Resolviendo para P las dos {iltimas ecuaciones:

-Qu. - Ra Qv. - Ru
P = X & - {r z;'hlégﬂ

% x

'irx[-Qu},-H.uz] =ux{-Q'v}r—Rv'z,'i G Qluyv —'_w_j,-ul) R(v, u -u v

X
o oug-agan o Red.gLud o

Similammente, al resolverlas para ( obtencmos:

dlu,v) - P 3u,v )
imy) R Ay,X (3]

Bn la Seccifn 1.2.2 demostramos gque de la relacidnm Flu,v] =0se dedu-

ce un2 ecuacibn de la fomma:
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%E;.t] p o+ aluyv) 3, v} @)

a(e,x) 17 A%y
Sustituyendo (2) y (3) en (4) sc tiene pzx - sz = R. FEsto completa

la prueba.

Una técnica Gtil para integrar un sistema de ecuaciones de pri-
mer orden es la de los multiplicadores. Del Alpgebra sabemos gue si
& _c e MEE UE B C L e N
R = o entonces R = § = g pora valeres arbitrarios de los multi
plicadores A ,p. Por consiguients, de las scuaciones (2) resulta gue

e + pdy + vdz _ dx _ dy

TS T & % para multiplicadores arbitrarios A, wu,

v. De esta manera podemos formar ecuaciones diferenciales relacionadas
entre s1, algunas de las cuales pueden ser integradas fAcilmente; en par
ticular, si A,u, v son escopidos L-ln tal forma que si 3P + u + vl = 0,
entonces Ade + pdy + vdz = 0. Ahora =i existe uma funciGnv tal que

du = pdx + udy + vdz, entonces u(x,y,z] = C es una integral del sistema

de Lagprange.

EJEMPLOS 1.4.2: Encuentra la solucifn general para cada wna de las si-

guientes eculciones:
a) yp - xq = x%y + x°
b] x*p + yiq =@y a ¥ 0 etc.

c) x(y-z)p* y(z-x)q = (x-y)

SOLUCION:

(a) yp - xg = x3y + xy°

s g Al . L dE
El sistems auxiliar es v = ':% = Cy + xy0 )
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dx _ dy : . 8 _
[E"]T = S8 Tieng u X" &y F“‘I
da dz: dz
De — = W} = - &
Y xWv+xy = x3+x}'*
dz

= = dz - =
dx = —— o o g abtiene c;x* - 2z = ¢, 6

v o= (x4 xR - 2r) = €y

Luego Ia solucifn general es F{x® + y*t x' + x%% - 2z) = 0, donde F es
arbitraria.
(Ohserve, w ¥ v son intcgrales funcionaiments independientes en cual-

quicr Tegidn que no contenga al origen; en efecto:

HL - ey - o9)

alu,v)

1655 ki

Vo=
$ar =

(b) x“p + y%q = axy a# ll, etc.

i sa dx - dy dz
Al sistema auxiliar cs =y = s
. < ¥  axy

dr X — XY=
De?-*%se_nhtmnc u 'EI =

- d _dz . TS
o a Bk 8 Hof
=k

l -
= .cly]dz

1 f :ﬂ 2L et =i
a7 se gbtivne v %y 1n {x] %= 2,
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la splucifn general es F{%, - ;% In {i;,j -32) =0, donde Fes arhi-

trazia.

€) x(y = 2)p » y(z - X)g = z(x - y)-

dy dz

Texy Sy Usando la técnica

o i dox _
El sistema de Lagrange es: XO-2T

de los multiplicadores rvesulta que:

Adx #+ wdy 4 pdz _ dx B _ ds
Ax(y-z)wwylz-xppz (x=y) x[y-z] ¥(Z-x) =(x-y] °

Paral= »w =y = 1, se obtiene gue x(y-z) + v(z-x] * z[x-y) = {, onton-

ces du = dx + dy + dz, de donde u(x,y,z) = X+ysz = g -

Parai= yz, Vv =%z, U =xy icnemos:
Xyzly-z) + anyz{z-x) + xyz(x-y) = 0, entonces dv = yz dx + %z dy + xy dz;
de dende v(x,y,z)] = xyz = €, -

Luego 1z solucidn general es Flx + ¥ + z, xy2) = 0 con F arbitraria

1.5 APLICACION DEL METODO I'E LAGRANGE PARA ENCONTRAR FACTORES THI'FI?R#.I‘_L]

TES.

Euns_idure'mnﬁ la ecuacién diferencial ordinaria no exacra

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 (1).

Supcngamos que existe w factor integrante u=u(x,y] tal gue
uP(x,y)dx + uQ(x,y)dy = 0 es exacta; es decir, tal que

afup) _ @ Ju aP _ ~3u ¥ -
) -2 s Do eull 6

%+u?’y=m:x+1qx § Qu - Pu), ==uEP}, - Q:c}'
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Esta Gltima ecuacién es quasilineal con variables independientes x,y

y variable depsndiente u; y su correspondicnte sistemea amxiliar es:

e _dy | _dn
QAP y &
T D | T -
[ _-Q- i W &5 vq S = T 7 Uh‘tlEﬂrEP
Py~ % | FECx )X
51 ~y—-u——- = f{x), funciGn s6lo de x, el factor integrante u = g ]

ﬂﬂ%w?ﬁ 5 E’:;Q—“}dy <& oo obtiene, si EH—Q—"— gy,
funcidn sblo de y, el factor integrante u = JEYIdY

Lo mismo podriamos hacer con uma ecuacidn linedl ordinaria de
primer ordem:
y' + P(x)y = Qx) & dy * POy dx = Qx)dx 6§
(P(x)y - Q(x))dx + ay = 0.

Evidentemente esta fltima ecuzcidn no es exacta; entonces si u = ufx)

es un factor integrante para ella, se cumple:

3 (ulP(x)y-Q)) =
5 (py-qed) B e w AR Q0D

& oy Beu[Eer-Q]-2 g

(P(x)y = Q(x)) :—l';* wx) = g-;}i &

(Q(x) - P{"‘]ﬂ"}r Y = uP(x). Esta dltima ocuacifn es quasilineal

¥ su sistema de lagrange =s:

dx _ i
. Qlx] - Plxly uPx) °
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du rpfx)dx

De dx W sg ohtiens u = kg’

, donde k ¢s una constante.

1.6 INTERPRETACTON GEOMETRICA PARA LA SOLUCION DE UNA ECUACION DIFE-
RENCIAL PARCTAL QUASILINEAL.

DEFINICION 1.6.1: Sea f una funcién definida en 1a regifin 2 del planc
xy. M conjunte T = {{x,¥,2)/% = f{x,¥), (xy] € R} se Dama SUPERFI-
CIE.

DEFINICION 1.6.2: Se 1llama SUPERFICIE UNIFORME S, al conjunto de pun-
tos (x,y,2) € T tal que z = 9 (x,y), donde § es 1z solucifn de una ecua

cifin cuasilineal.

DEFINICION 1.6.3: Bl vector VIx,y,z) = Plxy,2)T + Qx,7,3)0 + Rix.v.2)E
se 1lama VECTOR CARACTERISTICO asociado 2 la ecuacin P{x,y.2)l +
+ q{xl?lz}zy — R(KI}FJI}'

Se verifica ficilmente que el vector caracteristico V. en un punto de

8, estd cn el planu tangente a Semn ese punto,

DEFINICION 1.6.4: Una curva uniforme Cen T tal que el vector caracte-
ristico V en cada punto de C es tangente a C se 1lamy CURVA CARACTERIS

TICA.

TEQOREMA 1.6.5. Uny curva uniforme Ces curva paracteristica si v sblo

s1 2l sistema do Lagranee se satisface a 1o largo de C.

DEMOSTRACION:

C ps una Gurva caracteristica<=——> V = (P,Q,R) s tangente u C,
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V(x,y,7) € C <=
(dx,dy,dz) = B = K(P,Q,R) = (kP, kQ, KR)

—> dax =k, dy = kO, dz - kR

gx ... = g2 . . & dy . ds
= —13— I{’ %-—k, —R—-—kf—-—-—}v-p-—m%—-—ﬁp
¥{x,y,z) E C.

CORDLARIO 1.6.6: Si u y v son solucipn del sistema de Lagrange, enton-
ces la interseccifn de las superficies vepresentadas por u y ves um

curva caracteristica.

TEOREMA 1.6.7: 81 Secs uma superficie integral de la ecuacifn gquasili-
nedal P{x.}f,z;izx + Q[x,}r,zjz}, = R(x,y,2} v Ces una curva carscteristica
que intercepta d S en un punto {xd,}ru.:g}, entonces € mo intercepta a

5 6 C est? contenida on 5.

NEMOSTRACTON.

Sea Z = ¢{x,y) 1la cl:uam&n de la superﬁl::.e integral S y sea C unma cur.

' :
O ' U\'h‘i bfwepan 005 ;_,Lumﬁl.q ‘-__c oL --.-:rfbl.":n.-__,
va caracteristica queﬁmzmem-—é—&—e yert) Ahora,

en un vecinddrio de x = x existe un sa].uciﬁn t‘.‘u"ut.-'._.ﬂ,_j{ = }r{xl para la

ecugcién diferencial %’; - %—Ei} H:‘: }’% tal que y = }r{x‘j]-
il P »a

: "I;a—ma C' definida por las ecusciones y = y{x), z = ¢lxy(x)] pasa

por el punto (x oYorfe) ¥ ?stﬁ' en la superficie S.

También
= i a - d —_
oty i pero 28 e
Pp_ + Qb
1] b R
RN TR 9-= =P
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Asi que, las funciones que definen a €' satisfacen el sistema de La-
grange; ademis y(x) =y ¥ E[xﬂ] =%, Fero las funciones que defi-
nén @ la curva caracteristica C satisfacen exdctamente las mismas con
diciones y slo pueds haber un conjunto de funciones y(x), Z(x) con
estas propiedades. Por consiguiente, la caracteristica Cy la curva

' contendda on 5, son 1s misma.

El teorema anterior nus permite esCoger de la familia de cur-
vas caTacteristicas, ume sub-familiz que genere la superficie integral

5.

1.7 JUSTIFICACION GBOMETRICA AL METODQ TF LAGRANGE PARA RESULVER EGIA
CIONES QUASTLTNALES,

Sea § uma superficie integral de la ecuacién quasilineal y
sea € la curva uniforme que tesulta de la interseccifn de las superfi-
cies w y v del sistema de  Lagrange, Justificaramos geomtricamente
que la Cutva Ces una cutva CaTacteristica y gque €sto, junto Con ¢l he
cho de que W (p e5 la Funcibn arbitra¥ia en Ia splucifn de 14 quasi-
lineal) es perpendicular # S, en cada wo de sus puntos, implican
que la ccuacifn quasilinesl so ample. Comd C tesulta de intereeptaT
u y v, entonces paTa cada punto (x,y,2) € €, W y ¥v son dos veCto-
Tes perpendiculares a u v v respectivamente en cada munto de C; esto
significa que gl vectoT vu x 9v tiepe la direccidn de la recta tangen-
te a € en cada um de sus puntos y consecuentemente, paralels al vec
tor caracteristico V. En ofecto, =i diferenciamos las ccusciones

u=cl v v=c con vespectn a3 tensnos
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ay dz _ dz e
ttt+udx+ua¢( o, vt+u¥%+vza~€=ﬂ, 5}
g- E: g i R_ =
ux-f-uypt«uzp i 8 uxf1}r%+wz.ﬁ_:]_ &

F”I-"'E"'}r*mz':n' PVI-FQ‘-'F"?R'LI = f.

En formn vectorial:

[FT + 'l‘,ﬁ + I-L]E)u{'ux'f + u}j + uzf) =0 & Vsu=10.
En forma similar la otra ecuacién gueda Vetv = 0,

Lo anterior dice que V &5 perpendicular a % y Vv; entonces
Vu x 9 es paralelo a'Va lo largo de C. Como Yu x ¥v tiene la direc-
cifn de 1a rocta tangente 8 C en cada poto de €, entoncss 1o mismo
ocurre a V, luegn Cos curva caracteristica. Ya que V es tangente a
Cen cada punto de C y como ¥F es  perpendiciular en cada punto de S,
ademds C estd contenida en S, entonces VF es perpendicular a €; luego
VF es perpendicular 2 V; por lo tanto VavF = 06
(Pi+ Qf + Rko(2,] + z}j’ K =0 EWL L@ - R0

1.8 PROBLEMA DE CAUCHY PARA BCUACIONES QUASILINEALES I'E PRIMER ORDEN,

El problema de Cauchy consiste en encontrar, para una ecua-
©idon guasilineal dada, mma superficie integral que contenga una curva
dada. En general, puede v no puede existir solucifn al problema de
Cauchy; también existe la posibilidad de infinitas soluciones. So-
bre este particular nos pcupalemos posteriormente. Ahora describire-

mos un método para resolver tal problema, para la ecuacitn
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P(x,¥,2)2, + Qlxy,2)2, = R(X,y,2).

Sea runa curva wniforme definidy param@tricamente por
x = f(t), y = g{g), Z = h(t) pard a < t < b.
Asumamos también que Fe's una curva no caracteristica.

Para encontrar una superficic integral de P[x,'-y,z}zx + Q(x,y,z}z}r = R(x,y,2)

que vonteénga al, se procede comn sigue:

Sean u = ¢;, V = ¢, dos integrales independientes del sistema de Lagran
o e, 22
3 P q [y

8o pseriben las pooseinnes

ulf(e), g(t), h(e)l = ¢ , vIf(t), glt), h(t)] = ¢, .

Se elimina t del par de ecudciones para obtener una relacidn [uncional
F(el, €2) = 0 entre ¢l y cZ. Entonces la soluciGn al problema de Cauchy
es

Flu(x,y,2), vix,y,2)] = 0.
EJEMPLC:
Eneontrar la superficie integral para la ecuacién xp - yq = 0, que pasa

por la curva delinida por x =y = z = L.

Fl sistema de Lagrange aseociado con la ecuacion dada es:

de dy dz _
x -y* &~V
ax

5}4;:— chtenemos W{xX,¥.2) = Xy =€l

e x
Do % = 0 obtenemos v(X,y,z] = 2= Co-
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ulf(t), g(t), h(t)] = 2 =¢, ,

Eliminando t de las dos ecuaciones anteriores, resulta gue ::g =, 8
vi =u. De alli U 2 = xy es la superficie integral que contiene a

la curva dada.

1.9 TEOREMA SOBRE EXTSTENCIA Y UNICIDAD DE TA SOLUCION AL PROBLEMA DE
CAUCHY.

TEOREMA 1.9.1: Sem T una regifin del expacio xyz y R la proyeccién de T

sobre el plano xy. Asumamos gue se Clsmple:

(1) Los coeficientes P, Q, R en 1la ecuacitn
P[x,y,z]Ex + Q{x,}*,zjz}, = R(x,v,z) son funciones continuas, de x,
Yy, i ‘ademfis P, Q no son idénticamente cero en T;

(2) Tes und curva no caracteristica dada;, en T, y definida paramftrica
mente por x = {(t), ¥y = g{t), z =h(t), donde las funciones I, g,

h tienen inversas ¥ sus primeras derivadas son contInuas;
3 Bl e lg' @I 40, a<t<by
4 (%, ¥,,5) ©sun punto sobre T' que corresponde a t = ¢t .
(5) Pxg¥or%gl 8/ () ~ QoY 2 ) £1(g) # U
Entonces existe un vecindarie N de [xn,}rn} e R, un vecindario jt-t | <48
de T, ¥y una funeifn (nica Z = g(x,y) tal guey es una solocidn en N de

pz_x + QE? =Ry h(t) = ¢[f(t),g(t)] se cumple idénticamente en t para

t- tD|~c 87
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DEMOSTRACION:
Con lss hipStesis sobre P, Q v R, existe um solucién
¥ = ylxscpacy) 2 = Z(X,€q.¢5) n

del sistema

& dy dz

F 0 R
donde 1as funciones y y z sen continuas v tienen primeras derivadas par-
ciales continuas con tespecto o los parimetros el, c2 en un ranpgn de va-

lores de estos pardmetros que ineluye a ¥z, Ademds

i = O
¥XgsEys€) = €4 2xgetyaCs) = €y (2)
para cadn par de valores de €l y c2.
Ta (2} se:ohtienc
3 i — a.L: ,Ilf-..— = | ] =
_%:1,%;(3, i ”'a.c_._i 1 X = X,

— = ﬁ[ ,3} ! v Y| | ; N
Entonces el Jacobiano ?[-%'IET # 0 en alpuna vecindad de [};U,yﬂ,zn}- Es

to guiere decir que las ccuaCionos {1} pucden sor rosucltas para €1, (o)

y obtener las funciencs
Cl " uEIr}rer r EZ‘E V{x,?,t} {3]

y las funciones u y v tienen la propiedad de que

Yo = WKyr¥orZo) By = Wl geTp) -
El .Jacobiano ‘EEE%IJ. es diferente de coro on alguna vecindad de (¥.,¥0..2)
puesto gue es el recfproco de SN % Con u v v construidas do osta ma

3 'r.‘:l €y
nera, definamos las funciones <1t} y <2(t) por



¢ () = ulf{t), g}, h(t)] e (t) = vifftd, gft), h(ed].

)
o
rivadas con respectn a t continuas en alguns veclndnd de t = t'n Y. DOT
?

Ertonces clt s Pl cz'ftu] =By Adomiis €1 y <2 tiencn primeras de-

la Tegla de 1a Cadenn

dey @ W
—&‘E— = 'FLI'.E = T'V.Erf

domile g} FEYE 4+ g'(t)] + (k.

.

Es de observar que &EF es tungente a T, Abora al menos wio de los valores

es dilerente go cere. Pucs, supinoase que of (tgy = €5ty =0
d5

Y =Yg == 2, €l vector TE cs perpendicular

al vector Yu y también porpendicular al vector Vv, Pucsto que cl Jacohia-

';i{tﬂ}. r”.:‘l{'tﬂ]

Entonces en t = 't;;* X = X
sfuv] - - . : e e :

no E(ﬁ;\’?ri 0, en [xﬂ,yp,.,ﬂ} ¢l vector W x W ticne uma componente en x

distinta de cero, y consccuentementc no es ol vector core en ese punte,

o

También por la hipdtesis (3), ta'&i' m o5 ¢l vettor cero en T o® tye As1 que
+
g% tienc Ja misma direccibn que ¥u x ¥v. lero v x v ticne la misma ditec
citn que el vector caracteristico V. Entonces Nes caricteristica en
an,yn,xn} Bsto sin emburge o imposible por 1n hipftesis (5), lo cual

L3 _'- *
afirma gque V x %:,;.]{ # 0 en cse punto. Asi, ol menes we de las derivadas
Ei'{tn] - ci-[tuj dehe ser diferénte do cero. fsumemod gue o {tq.r # Q. Por
wn teorema bisice del Ciloulo la ccuucifn € =& {t] puede ser resucits on
una vecindad de t, peTa obtemer Ia funcidén jmversa t = ﬂ:l} v ademis
%E‘Fﬂ} =, Sustituyamos t{cl) por t on la ccuacién ¢2 = g2{t). ©nton-
ces

Cy = cz It(cl]] T 5’[':1}-



Cen Ia funcidn beonstrufda de exta maners comsideromos 1a ecuacidn

vixwz) - w'{u{:{?}f:;}] = 0. (4]

(laramente, si en esta relacidn' x,y,: son reomplazadas por f{t}, pltl,

h{t), Tesults wa identidad en t. En particular esto implica que 12

eciacifn o5 satislicha por x = Xo, ¥ TV 7= 2, Chstrrve ‘qur ¢l mien-
1

bro izguitrdo de [4) tiene derivada continta ¢nh wnd wvecuxksl e

-Exﬁ,.}"_};,zn}. Ahora s¢ gscoura quo
v, - ¥ (ulu, #0 (3]

n (%Y 5] Part demestrar esto consideremos que
| de _
2 gt
ﬂl"t{:j =d€j-=ﬁﬂ ""I_‘*r'di'
Vo dg Ay guds
at dt

dr i

; a 1 h = - : : ] o = N = A
3] Vi = [u]uE U en [xﬂ, ﬂ“*n}‘ entonces vz‘?u.ﬁ Gl . Usan-
do el triple producto (Yu x Ww) x ﬁ‘% , I ecuncidn precedente toma 13
forma

(vu x 9v) x gi = 0

Entonces

£t ]

Vox %_}E = 0, lo cusl contradice 1a hipdtesis [5). AsT pues (3) se
cumple: Esto guicre decir que (4) puede ser Tesuelta on wma vecindad <o
ui::'yn.‘za] para obtener una funcién £ = ¥ (x;¥) cen derivaslas parciales
continuas tal gue iﬂ = ylx v,). Hn cfecto existe wnn vecindad de t,

@l que

nie) = [0(2),g(t)] se cumple identicamente on t. o prucha de quo ¢ o8
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solucitn de la ecuacifn P(x ,}'.Ejzx * .Q[x,y,zjiv = R{xy¥,2) oen una vecin

el e (X, ¥ s3] Se sigue del Teorems 1.4.7,

Bajo la hipOtesis de que Tes no caracteristica pucde haber ol miximo
wm solucién al problema de Caschy en unat vecindad de (X1 ¥grig)« Pe-
1o 51 dos superficies integrales de la ecuacidn

F{x,}r,z}zx * Q‘(z,}r,z)z}, = R{X,¥,2) conticncn a T cerca de -{xg,yd,zb]l
tntonces en wa vecindad  sufidentemento pequefia doe [xt'}'ﬁ'zﬂ}, I'o's
la (nica curva de interseccifn de estas superficies. Pero e¢ntonces T

o umin faracteristical

1.10 ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALLS LINEALES EN n VARIARLES TNDE-
PENDIENTES .

Séan x1, Xy variables indopendiontes op una regifn R del

espacio n-dimensional y sea

n

au
E I]_ —— T u {']J
i:l 1 3‘."1

une ccuacidn lineal con cocficientes Pi los cuales tignen derivada con-
tinua y ademds no son simultinesments igual a cero on R Usa funcidn
u = -J:{xl,...,xn'} s¢ Tlama solucifn de [1) en R, =i ¢ tiene derivadas
continuas ¥ cumple idénticamenite (1) en R. El sistema de¢ ccunciones

diferenciales ordinarias

dx, dx,
=i inis = 5 2
LY Py -

es llamado ¢l "sistema subsidiario de (1)". & x s¢ tomn como variable

independiente, entonces {2) pusde escribirse cn la Torma



g _ o &'tn—l a1 (5)
a, P X P

La solucitn general del sistema (3) es de la forma = xi[ :cﬂ,-::l, R
yraey 0= donde los ¢, son constantes arbitrarias, 51 estas ecua
ciones son resueltas para los r.js, Ia solucibn general de (2) puode es-
eribirse como uiExl,“.,xn} = Cy, i=1,..., n=1, donde las n-1 funcio-
nes w, son funcionolmente independientss en' R Cada relacion - il

i
st Hama 1n “integral de las ecusciones subsidiarias"™ (2},

TEOREMA 1.10.1: Cada Funcifin uj[xl ...mﬂ] satisface (1) en R.
"
DEMOSTRACTON:

Difercnciands la ecuacidn 1u:r = . Tonemes

. pu. 8 B, P dx_ N B,
-y B« |l e 5200
S L oo b 151 N

TEOREMA 1.10.2: Si Uy eyl g SOR las n-1 integrales (funcionalmente
independientes on R) de las ecuaciones subsidiarias (2), la solucitn

generdl de (1) es u= :F[ul ""un—.ij’ f arbitraria.

DEMDSTRACION:
E E B L .;i a_.i_] ) ? ]11. :_li'_‘ =0,
iy i =gt j=1 5 h ;i=l j., =1 %)

Falta probar gue cualguder splucidn u de (1) on Res de 1la forme ya in-

dicadn.

n=1)



Sea entonces u e solucidn de {1) en R,

n

, ou
I P =1
e

n aui _
Lot

Fas n cocuaciones
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se cumplen simultincamente en R y como los Pi ticnen valores distintos

de toro en cada punto da R, =e siguc que el Jacobiung

u= f[ul,...,unJ

TEOREMA 1.10.35:

alu,u

1, Vn-1)

=n_

a{xll e "'xn}

Esto implica que, localmente 3l monos, existe una Funcidn § tal que

Sea v una solucifn particular de la scuacion lineal

n
E I .,,?E.+I’-‘.uﬂﬂ

e

donde R[xl ..-,xﬂ) tiene derivada continuz en R, Sesn u

[4)

e 1

I1as

n-1 integrales funcionalmente independientes de las ccuaciones subsidia

rias (2). Entonces la solucifn gencral de (4) es u = -l.rf[ul st

f arbitraria.
DEMOSTEACTON:

Uy =u‘I£+ufx
1 i

i}
P §E£-+ Hu
i=1 %

1

]

1

Entonceos
E‘l P .__.3"" a
2 B X5
J P 2w § OB
n B n
£ E P‘i -E-]-]"—. £V ) F_i
i=1 X i=1

£ (-Rv) *+ R{vf) = 0.

] + R{vE]

T

X.
-

I wewr)

* R{vl]

n"']-lr



Ahora probaremos que u = vf es solucifn general.

Sea uuna solucibn arbitraria de (4) y W= 2 : cntonces
Vﬂxi - 'll'i.'xi
WI = "‘T s de 3111 que
!
ul Vil = 1w
n n 8= n Xx- x-.
LA L Bann Lo ——2
=1 T L T =, v

=% (Ry) - LRy = 0.

De este modo W os upa solucidn de [1); por 1o tanto o5 W = {{u, een by gy

para algGn £ v asi u = vi.

1.11  ECUACIONES QUASILINBALES EN n VARIARLES INDEPENDIENTES.

Una ocuaciln gquasilineal de primer orden en n variables in-

dependientes X9 iR, o ¥ variable dependicnte u tiene 1a forma

If. I'—'_.._E?-"L=R
=1 '

THIREMA 1.11.1: Si uy (x4 -emgXpe2) =€ 1=1,...,0 son soluciones fur-

cionalmente independientes del sistomz

rj""1 _ dxn _ d= N

F S e TRy ¥ ZTEIXy -eeey, X
1 7l ’

entonces la relacifn i{ul .-.nn] = I, con ¢ arbitraria, cs la sojucifp gc
L]



neral de la ecuacidn

m

. 0z

i op 2w
i=1 laIi

dxl dx2 = ix!?__ = .g: =
e -P.n T :

i=1,...;n; dz =AR

Diferenciundo ultxl, i ..,x,n,:i.j' = e, se ohtiene

t

Eui “"'i
521 H‘; dxj i — dz = 0 feliina

Sustituyende (2) en (3) y tomando & = 1:

n Eu.l ':I'l.-l,l
2 Oyge B =0y Blyo
#4% %

Resolviendo las n ecudciones drnteriores pard P se tieno:

{1

(2)

(3)

(4)

30

diu ii&iiirrt-&lu
(uy, ) |
5 e RO, X B X e K i)
1 Elu\i. ........... ,ui
ﬂ{.’ll,-...........;tﬁj
Diforenciando: con respecto o X I relacibtn ¢[ul, ... .un] = (1 obrencmos:
n diz E
E—* 4_-.:[-. —l—.ai = 1=
,.Il i A%, * iz 3x. u e
: Vi J L I

o en notacifn matricial:



s a B . o - - -
Ul+ Y az L auﬂ+3un 2 ad [ 0 f
axl _ Bz 3:1 Exl ETA Elxl aul .
: : i |=| % | ;de donde
2 ' :
e o 1, My My oan || ag '
axrl : ax R EEE e R R . Hﬁl — 32 ; ;un n
b ay i
i O n, M 0z
Eﬁ 'ﬂ?ﬁ? MR AN K S E':q ki3 55:'{
. =0 &
HU’.I. *‘ﬂ_ul 3z :un{,_ T
X, 9% Fi; ax Tr‘.-"‘a
atuL, ..... ,un] zf 3n a{ul_ ................... uﬂ] . o
irl i ¢ _:l L T g -
1 md g=1 ¥y WXy st CL SIE R
Sustiruyende (5) en (G):
!{1.1'.{,,_. i ) E Ere E!. ﬂu(ul, ..,uﬂ] .
K areren v ey ) e ax. TR ML, . e '
I L 4 1 J
lusgo
n n
4% e
o+ E P. _ =4 6 [ Po === R,
fer b R

TEOREMA 1.91.2: Si #(xyeoonox yu) oS o splycién de

n
W o 3 7



tal que 5% # 0y w = 0 define implicitamente 4 u = Pprene o) COMO
fumcibn con derivadps contiopas, entonces v es um solugifn de
n .
[0 ;
I b = R, (8]
i=1 % Exi
DEMOSTRACTION:
e diferenciar w = \h[xj vone i, lll COn respecto a X tenemps:
! dw :
a._.wiu_ = - aw ﬁ ._...E - . Ej
U WYX, RS X  w
J J Ii] e
Entonces:
W ¥
n "% | LR pX
P u - E F _...H_l - -.--151- J e L]
151 T - ] 3 i
- Bu u T

Sep@in el teorems anterior, ci problema de reselver la ccua-
cifn (8) se reduce a resclver la ecuacién (7). cuya solucifn goneral es
de la forma
W= Elf.w_l_. L donde £ es arbitrarin y Wy eesWy son integrales [uncip

nalmente independientes del sistema

L
f[wi,-..,wnj- =  es la solucin general de [8).

BEIEMPLOS:

Encantrar lo solucidn genersl de las siguientes ccuaciones:

aj ux-i:ly+?ui+u=ﬂ

L

) xu + }'u? + Hi_ = nu n cte.



SOLUCTON:

(2) 1a ecuacifn es de 18 forma

[a solucidn gentral tiene la forma u = vfi{u,.u2),
Resalvames g = uy + '.?uz =0
El sistema de Lugranpge es:

d;=-dr=%1

e dx = <y obtenemps x + y = Cye
de =

e dx = = obtenemos 2 - 7X = Cqe

Definamos vlx,v,z) = v*(a,8,7)

Sea 0= X,

E: 1 rFY }v
"T' = - ?x.
Entonces:
= i % O T T
i S g h U YW SR W v

U =u;'q’.,: + u’éﬁ « Uiy = l.t*,&_.

%

u, = ufa. o+ g ¢ uh
Sl TR SRt ¥
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de donde
B g B

ux—r.s,+?uz+u={u;+u*-?u*]-L§+‘?uﬂr{+u*=ﬂ &

_uf-‘= “i

-

Integrando esta Gitima expresién obtenemos:
ut{ax,8,y) = o "eBlE) &

ule,y,z) = o BNy TN

(8] la ecuacibn es de 1z forma

Segln el Teorema 1.11.2, resolver la ecuacifn dada eos equivalente a
reselver la ecouacifn.

XW

‘-r}wya-mi-hnuﬂ-:ﬂ (%)

1]

cuyp sistema subsidiario cs

X ¥
Deﬁﬂﬂnhmnemm L= g,
x ¥ 1
e & = % ohtenemos — = Cos
k. ] X
¥ ﬂx - ﬂl] ) -u— -
e - "= obtenemos = cs-

x



la solucidn general de (#) es cntonces

- Y 2
w f[x'x’

&
X

s - - & - s E’
w = [ define implicitamente & u como una funcidn de% ¥y ¢+ en efecto

U= :"f[ i” i—] y consecuentemente es la solucidn general de (h).
Otra mancra de resolver la ecuacién (b) es la siguiente:
2
Sabomos  ya que r:lu-;{-, C, =5 -

Hagamos u(x,y,z) = u¥{a,8,vy), donde
W= X,

a=§.

=4
i
e
L]

v z -
+uffe »uty =uf - -y
ux-u?x g :rx < - ¥ T

Sustituyende en (b):



- - E ey g+ -

wk (o, B,v) = o F(B,y] 6

ulx,v,z] = xnﬂj%,

|

v



CAPITULO 11

ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN

r ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN EN DOS VARIABLES INDEPENDIEN

TES.

Definicién 2.1.1:
Se 1lama Ecuaci6n Lineal de Segundo Orden en dos Variables Inde
pendientes x,yv y variable dependiente z, a 1a ecuacitn de la forma:

Azn+EBExY+EEH+DEx-t«EEY+FE=G [n

donde los coeficientes y la funci6n 0, son funciones que toman valores
reales y tienen segundas derivadas continuas en tma regidn R del pla-
no xy.

Notacién:

S I]? ' ﬁ:t ax’ D v H:-LD}' axay
Definicitn 2.1.2:
Se 1lama Operador Diferencial Parcial Lineal de Segundo Orden,

en dos variables independientes x,y 4 la expresifn:

= ap? 3 2 :
L = ADy + ZBD.D, + CDT + DD + ED, * F

tal que LZ = G reproduce la ecuacidn (1).

Caracteristicas de L:

i) El dominio de Les el conjuntoe de todas las funciones z, con segun-
das derivadas continuas en R, tal gue ILZ = G.

ii) E1 rango de Les el conjunto de todas las funciones W, continuas

en R, tal que W = LZ.

37
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iii) Les linezl.

Definicitn 2.1.3:
Ia ecoacién IZ = € se llama E.N.P no homogénea; si G(x,v) = 0,

la correspondienté ecuacitn hombgénen es LI = 0.

Definicidn 2.1.4:

Una sbluci6n en R de L = G, es tma funcifn Z = #(x,y], con se-
gundas derivadas continuas tal gue, si ¢ v sus derivadas se sustituven
en LZ = G, resultz una identidad en x, vy sobie R. 1a funcifn

Z= p[x,y) st llama "Superficie Integral" en ¢l cspacio xvz.

Observaciones:

i) Si Ly Ly weeny zq son soluciones de 1a etuacibn
LZ =0y C. ER para i = 1,...., ¢; entonces

CIE-I LN 0Ty S SRR =+ quq es tambifn solucidn de LZ = 0.

ii) s Ep es solucifn particular de LI = [ cntonoes

5111 + CEZE e B quq + Ep s solucidn de LZ = G.

Teorema 2.7.5:
5i Zh es 1a solucidn geperal de LZ = 0y Zp &5 wa solucidn par-
ticular do 12 = G, entonces 2 = Z, + EP g5 1a solucifn general de la

ecuacidn LI = 6.

Demostracidn:

Similar a la del Teorema (1.3.6) del Capitulo 1.



OPERADORES FACTORIZABLES CON COEFICIENTES CONSTANTES,

Teorema 2.1.5:

Sea I, un operador lineal de segundo orden tal que
E=laly = D, Y B, Y508, iyl vep) &

donde los coeficientes son constantes, I?xE'}_ =D }*Dx' Lle = I‘ZLI_;_ per
tante, si Zl es solucifn de le =0y Ez e splucidn de I‘?.E = 0, anton-

Ces:
Z= Zl + ZZ
es solucifn de LZ = 0

Prueba:

Trivial.

Teorema 2.1.7:
Sex L el operador de la ccuaciGn (2) y sean f,g Funciones arbi-

trarias; entonces se cumple:

i} S 3%, Foy Ly # Ly entonces la solucifn general de LZ = 0 es
c3 - Ca
=L - X
Lo=e T Ebx-ay) re 0 glbox - ag); (3
ii) SialaZ # 0y 11 = LZ entonces la solucién gemeral de LI = O es
X
g Tl b : :
o= 0 [xEyx - ey wiglegx - e, I )

iii) Si umo de los cocficientes al,al es coro y Ly # LZ, entonces la



solucion gemeral de LZ = 0 es

1 C
= =l !'r - —2- x
G =e By f(hyx) + e "2 glbix - a.y) (3)

cuando al = fl.

Pruecha: (Paraz i)

Comz L = L1L2 y tomando a Z como sclucidn de LZ = 0, entonces
LE = L 1.2 = 0
= (a0, + bln}r + cq)(a,h + bzn}r + )T =0
peTo
[alﬂx + b]_D:,r * clj Z=20
se puede escribir:

alzx_ ¥ b] EF * 4:12 = 0 (6)

La ecuacifn anterior es E.D.F. lineal homogénea <o prmer ordenm; on-

tonces su seluciGn general tiene la formar
3, =ulxy) £n(xy)) @
1

donde f es una funcifn arbitraris, u es wa solucién particular de

(6) ¥ n es la solucién de una de las ecuaciones diferenciales ordina-
rias del sistema de Lagrange para la ecuaciGn (6). Per lo tanto si el
sistema de Lagrange de (6) es

de _dy | dz
b | F‘f -



Al

y tommndo la primera scuacitn

dx _ d
5T
resulta que

n(x,y) = byx - ay. (8]
De considerar la transfomnacibn

o= X

8 = byx - ayy

Tesulta que

T
31

La transformacién anterior petmite éncontrar una solucifn particular de

(6); en efecto:
*
Sea Z(x,¥) = Z [e,8); entonces

k4 X
= -+
2’1 Z B EEE:‘

b &
= Zu + hlzs

= '3115

Sustituyendo en la ecuacifn (6] resulta
_ # %
-E.l Eﬂ. + C-lz = U,

crya selucifn general es



A2

C
- il
Eﬁ=e alu**gilﬂ

Comp se trata de encontrar una solucidn particular, se puede hacer

glg) =0y
Cy
] = - |
Z =e &
luego <

Z(x,y) = o T % 65 una solucin particular de (6]

¥ ©o ¢ste Casg
o
- X
By, = e BT Hhyx - agy).
Do 1z misma forma se puede encontrar lz solucifn general de

EaZI}x + bzu}r_ + t:z)f._ = (0,

c
=

® )
Z.h =¢ 92 Eszx s ﬂzl".}-
2

Luege, por el teorema (2.1.6), la solucidn general de LZ = ( es

b 2
B

® i =
Fblx - ayy] + o 92 7 gbax - a7

Ty <o
Prueba: (Para ii)
Como 1‘1 = L7 entonces LI = [} sp eseribe

(a,D  + b1ny + ¢y ) (e, D+ hl.ﬂy * )z = 0. (9)
Haciendo

u = [a]_Dx + bID\r + cl]?_,



la ecuacidn (9) puede escribirse asi:

alux + bluy + cu = n (10)

de esta forma, la ecuacitn (I0) es wna E.D.F. cuasilinmeal y el corres-

porcliente sistema de Lagrange es:

e resolver ¢l sistemn anterior resulta
bix - 4y = 'rfl
“1 (12)

—_—
u=e¢ &
La ecuacién (12) resulta ser wma solucidn particular de la ecuacin

(a0).

Tomande n(x,y) = blx - aly ¥ considerando la ecuacidn (10) como uma
E.D.P. lineal de primer orden, entonces la solucidn general es de la

forma:
y-= V'Exl}'] E{HEXEF]}- {13}

donde ges una fuacibn arbitraria y ves una solucidn particular d= 1a
ecuacidn (10). Resulta entonces que

=
e
1

T glyx - ). s

u=e

Pero u = {all}x + blD + ¢1)Z, entonces (14) se transforma

C

"

X
& - ;
aizx + b‘lz.y + clz =g *1 g{'blx aly}. _ (15)
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En (15), la solucifn gencral de L2 = () es de la forma

Sy
4 =e %1 glbix - Elrj

c
_ 9y
y una solucién particular de 12 = ¢ & g(bix - aly) es
b
= g K
z = 28 g{b.x = a,¥),
P 4y 1 1

haciendo g[blx - alylfal = f{blx - aly}, entonces

*i

Z = xe- e f(b,x - a,v}
D % = Ay

por lo tante la solucifn general de LyL,Z = 0 es

Z

Z, * zp

4

Z=e¢ M [ x Eblx - aly) + glblx - aly} ]

Teorema 2.1.8:

Sea L gl operador homogéneo de la forma
Aﬂi + 20D+ w:, (16)

SiAZ0y rl, v2 son las raices del polinomio

Ar® + ZBr + C, entonces

L = A, - T3 )0, - T;p) (17)

y la solucifin genmeral de LZ = ) es
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L=frx+ ¥l + glrx +y) . (18]

Prueba:
Primerc hay que probar que la ecuscién (1) se puede expresar co

mo &n la ecuacitn (17). Como LT T2 son rafces ds Ar? + ZBr + C, en-

tonces

Arf + 2Br1 +C=0 y A £ 2Br, £ C =0 (19)

de esta Forma

Ari+21§r1*c=ﬁr§_+zﬂrzhc

Alrt - ry) + 2B(s1 - 12} = 0

de dondle

2B = r-&[—‘:‘.l +T {20)

5]
sustituyendo el resultado anterior em uma de las ecuaciones (19) se tie

ne

. z . =
Ary - A[rl + rz}x_ij c=p

luegp

C = AL r, (21
pero

A(D, - 7D (D, - Tyh) = ADY - ATy + T DD, nrlrzq;

sustituyendo las ecuaciones (20) y (21) en la ecuscifn anterior, resul-

G e



A6

. 2 .
A(D,, - rmyl(i]x - rzny] = A, + ?.Eﬂxl}}, + L'Ii}y

Ahora  hay gue probar que 2 = f(u:I] * E[HE}, Com 1)y = T,X +y
YUy =X by, es solucidn de L7 = D.

Como 12 = D y esta ecuacin se puede escribir asi

AL+ 282 +CE =10
xx x¥ 4

entonces; de £ = £{ul) + g(U2) se pucde encontrar Exx' Ex:r ¥ Zyy Y Sus
tituyendo en la E.D.P. anterior s¢ Tiene

ry f"f,ul} + 1, B"(u,) ] *

-

A Lr; £(uy) + 1:'; g"{uzj]-i- 28

c f"(ulJ + E”{u;;] 1 =0

[hf“iulhf + 2B (uy )1y + CF'(y;) _[ + [Ar%g"{uz} + 2Br,g!'(u,) + Eg"[“zﬂ =0

2 2 .
£'(uy) (Ary + 2By + ) + g'(uy) (Ar, + Zr, + €} =0 (22)

pero ¥, ¥ T, son rafces de Ar® # ZBr = C, en pste caso la ecoacitn (22)
e satisface, 1o cual significe gue Z = f[uIJ * p(ul) satisfgee Ia ecu

cidn LZ = 0.

Finglmente hay que probar gque la solucitn general de LI = 0, es de Ia

forma Z = f(rlx +y )+ glrix * v). (omp LZ =0 s.e puede factorar asl;

A, < Ty D, - D7 = 0



AT

z, -z, =0 (23)

tiene asociado el siguiente sistema de Lagrange

dy _dzZ
-ri__ﬂ_

dx
T

tomande X como variable independiente, resulta r.x + y = Kl, Z = K, en-

1
tonees la solucibn general de la ecpaecidn (23) es

Zl = F {rl'x +y).

También de 1a misma forma se puede obtener 1a solucifn general para

31 - IEZ_.Y = 0, 1a cual tendria la forma

Z, = glrx + ¥).

Luego por el Teorema (Z.1.0] resulta gue 1z solucién general de 17 = 0
es

Z = f(rx +y) +glryx + ).

METODOS SIMBOLICDS PARA OBTENER SOLUCIONES PARTICULARES PARA ECUACTONES

NO-HOMDGENEAS.

Teoremz 2.1.9:

Sea L el operador lineal de la ecuacifn (1), donde los coeficien
tes son coastantes reales v L = P[I_J{, DyJ es um polinomio en los opera-
dores D, Dy ademis G(x,y) e¢ una funcién tal que
P{D., Dy}E. = G(x,¥), de donde



A8

ax+b . :
¢ y, entonces su solucibn particular es

[

a) St Py, DT -

ﬁa}:-fb}r

EP = WE:E]- 5 Plﬂ,b} '.‘ b

b} S sen (@x+ by), entonces su solucifn particular

i

[N

2 p2
PeDog, n},)z

7 = sen (ax+ by) P(-a%, -b%) # 0;
P Pl-a% -b%

c} 51 P( I}, I]v]l’. = cos (ax+ by), entonces su soluciSn particular os

i oL (ax+by)

4  P(ia, ib)

= Re

o |

:| , P(ia, ib) # 0;

d) 51 P(Dy, D?J.'Z. = sen [(ax+ by), entonces su solucifin particular es

ol [@x+hy)
= In | 5am,

Prugba: (Para literal a)
Dado que

2
Lwani+mxuy+mr+mx+ﬂn?+1=zp{§, D)

tmtoncios
Pla,b) = Aa® + ZBab =+ Cb® +Da+ Eb + F= M

por lo tanto

ﬂaﬁhy '
Lip = L [ ™ ]

=3 1Y,
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*].1; (Aa%e®™HY MBabed VY L pZEXThY | MEHK*U}’ + BpelXtbY
Fﬂaxrrby)

G3by
= Zgr— [(Aa2 4 2Bab + Cb2 4 Da+ £ + F)

e
=ﬂ¢xb'?n

Es detcir Ip satisface ls ccuacibn P{Dx’ D'}"
Prueba: (Para literal ¢

Sea R = -Aa* - 2Bab - (2 * F v Sea I =Da+ Eb, entonces

P(ia, ib) = A(ia)2 + ZB(ia)(ib) + C(ib)Z + D(ia] + E(ib) + F
= (-Aa? - ZBab - Cb% + F) + i[Da + Eb)
= R« il.

Pero

HExrby) | o (ax + hy) + i sen {ax + by)

entonces

Ei{aﬁby} . -

Pha 35 [cos [ax+ by) * i sen (ax+ by)] /(R * iI)

'R cos (mx+ by) *+ I sen (ax + bgj] i
RE s _'[2

R * 1%

= .-.R sen (ax + by) - [ cos (ax + by) ]
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Ya que
1{3x+by]
Zp = Re T’T'i , ib)

entonces

I = [B__r:ns (aw+ byl+ I sen [ax+ bﬂ-‘

R+ 17 2
Luego
_ Recogs (ax + by) + I sen (ax + by)
2 L[ R? + 12 .

; ‘. -
- EFEF L (cos (ax+ by))+ =77 Msen(ax hy)

R® cos (ax+ h}’] +'i[2 cos (ax+ byl
R + T

1

cos (ax+ by)

FECUACIONES LINEALES DE SEGUNDD ORDEN EN "n" VARIABLES TNDEPENDIENTES.

Definicién 2.1. 10

Se llama FEcuacitn Limeal de Segundo Orden en m variables indepen-

dientes Xq. Xy exes X, 2 la expresion de la forma

Ay By

3%y % =
1301 ng Ass =, L4 ;] B st =G [24)

donde 1os coeficientos ﬁij' Bj, C son constantes reales v E‘aﬁ = Hjii

1] = Vs Cuoenadls

Notacidn:
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> | =

en este case, el operador lineal de 1a ecuacion (24) se puede escribir
asi:
n

n T
L=3 JA.Dp D +§ B.D_ +c
i=l =18 X %5 a= YN

Casos en gue Les Factorizable:

i L = * ulvsiy 2 a ll 2 elBD woapa
a) &1 I= I.LZ [alux * annx ] C]Ehlnxi * aises b D #d)

1 n T
con LI%LE, uliﬁ,hliﬂﬂmutuncas la =solucién general para LI = 0 es

1

c
X _ .
Ty = e J1 HE(Ex) - 3%, 8i%) - ayXg. X - oax ) 4

d i
- I #

b) S L= Llhﬁ. 11 =12, al £ 0, bl £ 0, entonces la solucifn general
de LZ = 0 es

C

a2
Zy=e 1["‘1 Flagxy = A4Xpreeeny 3%y - 29X) #
albyxy = ByXoseeens Bxy - byx ) 3

c) SikL-= LILE. con 2, = 0, entonces laz solucitn general de LZ = 0 e=

C
e 52 2 f(a

A Xy enany O X *

s B nel)

%'ﬂ

d
- x!
& by g{ble - hlxz Bty hnxl - blxnj-



Ejemplos:

Encontrar 12 solucién general en cada una de lis siguientes ecua
ciones:
a) 25 + 3t - g =6 cos (2x = Jy) - 30 sen [2X - 3y).

MY

h) s + ap + by + abz = _
o L o= = + :I : -z-
€) gy 2%}. b Uy Euﬂ Zu., *U, TKCOSX +yCOSYy*F zcos
. . < _
d}um*vzux}r{«uw—uu—zuz—u &4 2eosy+ ¥ 2,

Solucin:

Para a) hay que encontrar la solucifn gencral para LZ = 0 v

una particular para LZ = C.
Pero 25 + 3t - q = 0, se puede escribir asi:

D?EZEK *-EEF - 1z2=20

y la solucién general os

(o

L, = £(x) + & g3x - 2y).
Ahora,una solucifn particular para
PID,, DJZ = 6 cos (2x - 3y) es

[ oil2x-3y) l
ZFIEEEELTWJ i.,"' |

: s (2x-_  *1 se, (Zx-3y)
6 Re [Eﬂj_f.__s_ , ]
39%%
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21}2-#205 (24X = 3¥) + z_%sen (Zx - %)

De 1a misma forma se puede ohtener una solucidn particular para

P[Dx, ’DFIE = =30 sen {(2x - 3y}, tal solucifn es:

) o1(2x-3y) ]
2y = -0 | S |

= - [13 sen (2x - 3y) - cos (2x - 3y) ]
[

Por lo tante, 13 solucidn particular es

In = Ip, + o,
= oos (2x - ) - B sen (2x - Iy)

Luego, la solucién general de LZ =Ges

E=Zh+3p
x .
= f{x) + EE g(3x - 2y) + % cos (Zx - Jy) - —ggsr&n (2x - 3y)

Para b) comos+ ap + by + abz = (), se puede escribir
D, (D) + a(B+b)z = 0
.{D{b][.ﬂy‘a}z = 0

Luego la solucidn general de la ecuacidn anterior es

z = e gl-y) + o gtx)



tma solucién particular de

4 b ooy TECHIY
mxﬂy + aﬂx + nn}, ah) = ¢

es
L
% = e
= ém'.lt'h ny
RO ED

Luego la solucifn goneral de 1 = el
= +Z
%

E = ToEHTLY
G R ORET S

Para c¢) comn
' : : T
(0 + W, + u; - D, - WP, +DIJu > X 005X +y COS Y+ % €05 Z
se puede escribir asi
¥ E 3 : y y
{Dx D}_ DZJEu XCos X+ ycCosy+ ZCos
y la solucidn general de la homogénea es

uh = 'Kf.[.‘lt"}_!, “x-2) + glx-y, -xz]

entonces, si hacemos
uxdxcuﬁ My u?-z}rcns Y ¥, = -2 €S 2

e integrands con respecto a X,y ¥y 2z, se tieme la siguiente solucidn

particular
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upsxm"*m"x*!"ﬂ-ﬂ“?*mﬁr-zsan-z-::nsz

Luego, la sclucién general de la no-homogénes es

u= uh +* %
= xflx-y, -x-2) + g(x-y, -%-z)] + x50 x ¥ cos x +

y Sen y+ Cos ¥y - 2 Sen z - cos 2.

Parad) la ecuacifin se puede escribir asi:

x
[Hi+mxﬂy+ﬂi—ﬂz—m:—l]u=ez s2cosy v

reordenando y agrupando términos se tiene

[(Dx+'D))E— mt+1)""]u=ez

Kthus}rﬁ--z‘rZ

cnx-pnylm-nzaf 1](ﬂ1+n}, -0, - Nu=e2"+2cos y+z+ 2

Luege la solucifn general de la homogénea es
uh=-ehxf(x~}r. x-z) + e g(x-v, ~x-z).

Hay gque encontrar una solucidn particular da ta no-homogénea, entonces

x
e

% TV

EZI

3

e
M, =2 ® | TmEDEET

r Re{eiY}



il

-Re(cos y + 1 sen y)

-COS ¥
Se trata de encontrar tambifn wna solucidn particular de
[Dx+l]}r+I}3+ I}[Dx+u}r -DE- Nu=z + 2

haciendo v = [Ux ¥ H? . HE - 1lu , entonces

v = ——
f[fx_ + D}T $ 0, o+ T

+ 2

Z
- ) oo+ U
(01 ¢ eyt

= (D # 1) (g + 2)

(i -0, ¢ ﬂz * ceai)(m ¢ 2)

z#+1

Luego

[Dxirl}’r_-ﬂz-i]unzi-T
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La splucidn particular es

u - =u u +
PPt By P

Luego la soluciGn general de la ecuaciSn no-homogénea es

X
= -::_xf{x-y, x-z) + Bxg{x-}'_, -X-L) + 53-— -~ COS Y = 2

SOLUCIONES DE TIFQ EXPONENCIAL.

Proposicién 2.1.11:

-1

Zs= Etncﬂny es la solucién general de la ecuaciGn homogénea (1)

si y sGlo si

Ah: + ZHB +Cu® ¢+ Th + Bn# F =0

(25)



Demostracifn: ' === "
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Comg Z = EI'DW“}' es soluc'on de la homogénea (1), entonces Z sa-

tisface tal ecuacifn, es decir

(f+ ZBhm + O + Dh + Bn + Fle oW = g
entonces
(Ah? « 2Bhm + G + Dh + Em + F) = 0O

PT—
Si escogemos h y m tal que

Ah? + 2Bhm + On® + Th + Bm + F = 0

entonces

" (AR + ZBhm + G + Dh + Em + Bl - g

peroe E_hx*my = I, resulta entonces que

AZ_ + 2BZ. +0L _ +DZ +EL +FZ =0
xx ¥ Ty x Ty

luego

Z= eb'mw es la splucifn peneral de 12 homogénea (1).
Ejemplos:

Construir soluciones de tipo exponencial en las siguientes
ecuaciones:

8)Z. -8, +L ~T=0
) T v Yy

b) UH - Uﬂ, + K?U = 0, K es una constante
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Solucion:

hocsmy

Para a) supongamos que Z = o es soluci6n de (a), hay que

encontrar h y m tal gque

h? - Zhm +m - 1 = 0, en este caso

luego 1a solucidén general es

1-h2
L= eh# T—ZE}' .

Una solucidn particular es cuando h = 2, es decir:

L= ezxw.

Ty

Para h) supongamos que U = e es solucién de la ecuacifn

(b), entonces
W o+mt + K =0
= -(h? + k)
luego

m = +idhZ + K2

Por 1o tanto una solucifn general de (b) es

hxti MM+ K2
u=g :
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2.2) ECUACIONES CASILINEALES EN DOS VARIABLES INDEPENDIENTES.

Definicifin 2.2.1:
la expresifn
LL = A[x.}r]zn + EB{x,y}Zﬂ + {T{x,}f]En_ * M[x,}',z,zx, Iy‘) =0 (1)

se llama 'Ecuacidn Casilineal' en dos variables independientes x,y;
donde A, B, C son funciones con sepundas derivadas continuas, definidas
en una regién R del plano xy, y ademas, no son simultineamente iguales

3 EeTo.
iLa suma de t&rminos:

Anfc & mukn? + m::;, (2)

sg 1lama "parte principal’ del operador Len la ecuacidn (1).
la funcitn A definida en R por:
Ax,y) = B2 (x,y) - A(X,y)C(x,y) (3)
se¢ llama discriminante del operador L.
Definicidn 2.2.2:
La ecuaciGn (1) o el operador L se llama:

i) Hiperbdlico en un punto (x,y), si a{x,y) » 0.

ii) Parabflico en un punto (x,y), si AlX,y) =10
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iii) Eliptico en un punto (x.¥), si A(x,y) < 0.
El operador L (o la ecuacién (1)) se llama:

i) HiperbGlico en R, si lo es en todo punto (x,y) € R.
ii)  ParabGlico en R, si lo es en todo punto (x,y) € R.

iii) Eliptico en R,si 1o es en todo punto (x,y) € R.

Tecrema 2.2.3:

Sea L un operador hiperbSico (parabGlico, eliptico) y Tuna trans
formacifn continua e inyectiva gue toma valores reales, entonces T(L)

es hiperbolico (parabélice, eliptico).
Demostracifn:

Seant= §(x,y), n=nlxy) (4)
funciones gque toman valores reales y con segundas derivadas continuas
sobre R, de tal manera gue %%ﬂ% # 0; estas funciones transforman la re-

gitn R del plano xy en la regién R' del plano gp, entonces

o]
It

Z[E;n)

Z, =1

e EE.X_'PZH

n-x

(o]
i

[EE)‘Ex + ZEEH # tin]'nx + AR

= [ZEEE;{ * zEnﬁxJE‘x * Eznﬁgx * znn"x] I * EEF"xx. s Zn“xx



B2

2 2
zﬁﬁgx g zﬁnnxﬁx * Eg ) Eﬂﬁ"x = IEExx & zn”xx

luego

MEEJEI: Mﬁnnxgx lu"3115 x"'x 'ﬁz “* +'ﬁEEE‘xx + ﬁannn_
Similarmente:
Sy ™ CE&EEE Clenlyly + Coglom, # Eznnn; rCZE
Ahora:

Exy = (EE)'ﬁx + zggxy + (zn]'nx + zn"xy

(EEEE}' N z£l‘|“}']E nE }F nnnanx = znnx}r & zl;',txy

Eﬂuegﬁ},ﬁx EBE PSS ZB'H £y EBEm“y“x - szn"xy + ZEEEE:&Y

e
=

2BZ
Luego, sustituyendo los resultados gnteriores en

M'xx + ZEEM]Ir + sz + M{x,y,z,zx,ZyJ =

resulta gue
v 2 =
(AES + EH«EEE? + .Cz»:),lzg,; + izﬂaznx + Eﬂﬁyn? + EEa?n:‘ + EBEanJEF_n +
in 2 1 ] = =
+ [_."mjIE + 2]31!1}:1'1__'"Ir # Enijm + M {E,n.z.it,aﬂ] 0

la ecuacién anterior se puede escribir asi:
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QE)Zp+ 2QEmIZ,, + QL) + M (Ean,2,2_,2) = 0, )

Donde 1a parte principsl de Len R' es:

QE) 307 + 2Q(Em) 5=+ AN 7y

La funciéna' en R' es:
= [Qeen 1% - aEatm

pero

LR % = [ * BEA g0 + Cin T

= A2g2n’ + 2 [ Blegn, + gm0 + CEny ] (AEn) +
+ [ Bgny + &0,) + Con, i

= FLEE:T'F % zﬂBEET&n}, 3 ZABE ’? x ergy“x“y - BEEEH}_

2 2.2 2 2p2.2
HIBPEE NNy, + B2EEnE 4 20BL E},ni 2CBEZn, ny, + C2ESnS.

Por otra parte
{Aii * zﬂgxgv + Eg&_}[ﬁ_rﬁ + ZBnn, + [;;-.;_)

2 2 £
A Equ + ZJ\BE?EnxrB, + Aﬂ,ini * 4Ezgxququ -

QL£)Q(n)

2 2n2 2 2
+ZBCE € NS + ACESNT + ZBCEDn.n, + CPETnl + 2ABE £ nf .
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entonces:

[ Q(e,n) Iz - Q(E)Q(n) = (B% - AC)E?n? + 2B% Syl *

X X

> 2.2 . 4n?
+ (B ﬁC]E},nx + (2AC - 4B }Exﬂynxﬂy

= (B2 - ﬂﬂ)Ein; + (B - AC)EZnZ +

2 . 2
+ (ZB= + ZAC - 4B ]ExEynxn}_

(8% - Ac]gini, - 2(B% - ar.;t:xaynxny +

+ (B® - ac:e;ni

"

2.2 _ 2 2% M2 .
(Ex:“;,- ZExE},nxny + E},nx)EB AC)

E 2 (R -
(&, -E00% (B% - AC)

alE,n —i“
[aﬁﬁ' &

&
"

Segim el resultado anterior, el operader Les hiperb6lico (o para
bélico, o eliptico} en R', si y solamente si Les hiperbllico (o parabé-

lico, o eliptico) en H.

ECUACIONES CASILINEALES HIPERBOLICAS,

Teorema 2.2.4:

Sea L un operador hiperbflico sobre una vegién R, A 6 C son dis-
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tintos de cero en R, entonces existe wna transformacidn (4), inyectiva

¥ localmente continua, tal gue la ecuacifn (1) se transforma en:

z) =0 (7]

Z n * G(EiT'I-izw:E: n

£
y es llamada "Forma Normal™” (o Canfnica) de las ecunciones hiperbéli-

cas en dos variables independientes.

Demostracion:
Evidentemente, [7) resulta de la ecuacién (5) si la transforma-
cidn es tal gue

Q(g) = Qn) = 0.

Consideremos la scuacifn diferencial parcial de primer orden
o ? -
Q) = A2 + szxwy * Cw}r 0 (8)
1lamada "Ecuacidn Caracteristica” de L.

Asumamos que A # 0 en Ry como a > 0, entonces las raices del
polinomio
Am*+ ZBm + C = 0, som
_-B + /A _-B - VA -
Tt @G B =St ias cuales son funciones continuas

que toman valores reales v la ecuacién (8) se puede escribir asi:
Qw) = F\['I-'x - mlGJYJ [TIJI - mzﬂly_), (2]

Por lo tanto, si escogemos £,n tales que

£ -mkE =0 y n, - men_ =0 (10
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entonces

]
=

Qe = Mg, - ™80 (5, - mpE )

I
=

Qln) = Mnx - mln},}_fnx = mzn},J =

luego Q(2) = Q(n) = 0.

Ahora, las ecuaciones subsidiarias de (10), son:

E:ﬂ:ig_ ] dx:él=dﬂ
1 0 ,

m, SRl b
Yoy, €20, Lo, n =K, {11)
-la splucidén de las e¢cuaciones (11} es

u{x,}r]=l‘:1’ E=0C vix,y] = KL , n =K,

per lo tanto, podemos elegir:

ulx,y) =& vy vixy) =n (12)

las ecuaciones (12) satisfacen las ecuaciones (1] respetivamente, son

continuas, tienen segundas derivadas y

aLX,Y




= r:,’,rgf[ml - m,)

ya que m, # ml, “y #0y E}.r # 0, entonces %%Ef? # 0

Elegida la transfermacion de esta manera, se satisfacen las hipOtesis

del teorema (2.2.3) y en consecuencia la ecwacidn (5) se reduce a

2Q(em)e  + M'(E,n,2,2,, 2] = 0. (13)
Como
o' = [ Qfg,m) 17 - QEE)Qm)

[ Q(z,n) 12 : ya que Qfg) = Qn) =0,

pero
o
Baas [a%,x,:r;'] A

entonces
Lo 1= | 383 Fav o

luego Q(£,n) # 0, por lo tanto, la ecuacidn (13) sc puede dividir

por 2Q(€.n) y se obtiene:

EE“ * G[E,q,z,zg,zn] =0



Ejemplos:
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Reducir a la forme normal y encontrvar la solucidn general de la

siguiente ecuacidm
T bt ptgetx ey l=0

Solucidn:

La ecuscitn se puede escribir asi:
-1 *Ex+2}_+x+y+1=u
La ecuacidn caracteristica de Les:
2 2
l_}[ﬂ =y Uy
El discriminante de L es:
A= B - AD
= | > 0, entonces la ecuacidn (1) es hiperb6lica.

A > I entorces

_=B+ /A . B -4k

==K+ M =X

= p = -
Tuego
Q) = (¥ - BRI (b, - myp) = 0

[ = Eiyj b+ w.y} = 0.

(1)

Como A# 0y
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Pero Q[E) = Q(n) = 0, cuando

E. -8 =0, n_ +n =0. (2)

Los sistemas de Lagrange para las ecuaciones (2) son

dy  dn
T =7

de dy dx
LWL T

y sus respectivas solucicnes son

x* y=EXy) ; X-y=uxyv) (3)
por lo tanto:

L =1L.¢& +Enn:'c

X E7X
= IE + Iﬂ
e ™ Teelx T T Zpelx * Ginx
Sl t Pl v iy,
by = Byt By
=L - L,

Sustituyendo en la ecuacidn (1) se tiene

- ~ = =0
ZEE+ZZEN+Inn ZEE+ZIE11 z‘nn*zf:*znfzi Ly > -

+§L;—1'I-+T:D



y se reduce a

4ZEH+EE£+£+1={]
[45511{ EﬂEJZ = -g =1,
Resolviendso la ecuacifn homogénea primero, se tiene

31}5(3.’(1'“ +1NZ =0

2D

EI = ), entonces El = f(n)

(2D, + 1)Z = 0, entonces Z, = e ?"g(2)

por lo tanto
L
= £(n) » &2 g(E).
Ahora uma solucifn particular de
40D, * 3T = € -1
se pusde encontrar asi

: 1.1
4z = Oy + P (-6 -0

= l- {%}'1 - {1](%1‘{1‘"1] B e ]{-g -1)

=[2+40 J(£ -0

4D;Z = 28 -2



luego

7 =LA 01
Iy=-g& - F&+In)

La splucidén general es

Z=Zh+3p

£(n) + g(e)e™" + I(n) - 3¢° -

i

H{LH

fxy) + 20eryle ") s 10ey) - Joon)” - Ry,

ECUACIONES CASILINEALES PARABOLICAS.

Teorema Z2.2Z.5:

Sea L un operador parabdlico sobre unma regién R, A 6 C distin-
tos de cero en R; entonces existe una transformacidn (4), inyectiva y

localmente continua, tal gque Ia ecuacién (1) se transforma en:

EHTI + G[E, n,z,zE,zn) =0 (14)

y'es llamada "Forma Nowmal'' (o Canfnica) de las ecuaciones parabflicas

en dos variables independientes,

Demostracidn:

Consideremos la ecuacifn caracteristica de L:

2 A
Q¥) = Av_ + ZB1bx1lr}_ + ¥, =0

Como & = 0y asumiendo que A # 0 entonces las raices del polinomio
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AmZ + ZBm + C = 0

son reales e ipudles; en este casom = - ‘%—, entonces
o - <.
Q) = Ay, - mp)” =0
peTo
(B = ACE, -mE1" =0
QY = ACE, - mE ]
eés degir
Q{E) = 0 si y sBlo si B - mr;-}, = ) [15)

la ecuacifn subsidiaria correspondiente es

dx _ dy _ dE
¥=-92-%

=m

K-, -G

ux,y) =G 5 £ =0y

entonces podemos elegir:
&(x,5) = ulx,y).

Ahora la eleccifn den debe ser tal que g%%ﬂ% A0

v como & = 0, entonces siendo



'
ﬂ‘_t
Ll

NECIL

L%,Y)

resultz que &' = 0. y &n este caso

[Qte.n 1° - Qelaen = o

pero Q(E) = 0, entoncef(&,n) = 0. Luego la ecuacidn (3) se trans-
forma en
QnZ  + M (& , 2, 2, 2) = 0. (16)

Probemos ahora que Q(n) # 0.

Supongamos enronces que es jgual a cerDd, en este caso

g
e | * ¥

alx,y) o

Ty &y

Ty Ty
= 0; contradiccitn, ya gue el Jacobiano debe ser diferente de

cero, luage Qln) # 0.
Como Q(n) # 0, entonces la ecuacién (16) se puede dividir por Q(n) y re

sul ta:

Zﬂﬂ ¥ G[Er My zE L E”] =0
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Eiemplo:

Reducir a la forma normal v encontrar la solucidn gencral de la

siguiente ecuacibm
-yzzn Ul ¥ T, =T, ey (1)
Bdlucibn:

la ecuacifn caracteristica de Les
= youd o 2

QM) = ¥%, - v, v, =0
ia fimcibn discriminante de L es

s =B - AC

EIER

= 0, entonces la ecuacifn s Parabilica y

85 gdedT

2

Q) = YA(hy - S0 =0
de donde Q(Z) = 0 si y s6lo si

- = Z
Ex E'}‘ 18 (2]

< |



12 ecuacifn subsidiaria de [2) es

%oy %

v su solucidn ¢s
2x + y* = E(x, 7).
Ahora n debe ser tal gue %L[%'%% # 0; haciendo

3(E, 1)

Axy) -
6 &
= 2
I'I‘:'E ny
2
=2
x Ty

In - = 2.
Ty 2y = 2

La ecuacifn subsidiaria de [3) es

C8x _ 4. _d
= =S

tomando a x como variable independiente

la solucifn es

2x + yl = Ki

75

(3]
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la otra ecuacifn es

dig
Kil-2x

ldﬂ

y la solucifn es
Vot M= Kz

pero f(Kl, K2) = 0 es solucién de 1a ecuacifn (3), tomando a £ por

Kl - KZ = 0; entonces

nx,y) = y° -y o+ Ix

Por lo tmnto

= 23£ + 33“

by ™ 2(% Einﬂxj = z{anEx : Enn"x‘)

EEI

= d'zEE + EIEH‘ 4 Mnn

£ = E}rEE + 2y - 1)

22 _ L 1yE
Z dy~L cE * [B}r 4};}35“ + (Zy - 1) Enn + EF. + EEH
By =My Ty ¢ By - 208, ¢ 4y - 27

Sustituyendo ios resultados anteriores en la eCuacifn (1) resulta:



T

5"2{435;_ & EEEn + 4z 7 - 2yl ﬂyEEE + (By-2)2., + (dy - 333,1_,,:] -

Z : .
Uy 2 + (" -4yd2, » @y-IFE t 22, e 2, =20, v 22+ 6y

z'nn =Gy
pero y-=1E ='n, Entonces

zrm = §{E = n)

Ahora 1a soluciGn general de la ecuacifin anteérior es

Z=3§n" - n + £¢)
luego
Z(x,¥) = 3(2x + ¥)y2 - y o+ 202 - (FF -y + 2 + f(2x + y&

es la solucifn general de 1a ecpacidn (1.

ECUAGIONES CASILINEALES ELIPTICAS.

Teorema 2.2.0:
Sea L un operader r-:].i‘ptll::a con A, B, C funciones analiticas de
las variables x,y en R, entonces existe una transformacidén (4]}, tal que

12 ecuacién (1) se reduce a

Lep + Ty 7 GlEmE,2,2 ) = 0 (an

Namada “Forma Normal" para ecuaciones elipticas eon dos variables dindc

pendientes.



Demostracion:

Sed ¢ = u + 1v ung solucion de g - mly, = 0 tal que u(x,y), vy
v(x,y) son funciones que toman valores en los reales, con u, # 0,

-.ry #0yseanc= ulx,v), n=vix,y).

La pcoatifn caracteristica de Lies

z 2
QUY) = Ay, + 2864, 4 Ob, = 0

1a cual puede factorarse:

R{V} = A(V, - ml‘l‘:,J (b - myp,) = 0 (18)

¥

Como Les eliptice ontonces A = B - AU <0y e n este caso las raj-
ces de An® + 2Bm + €, son funciones gue toman vilores compleios,

donde

_ =B+ iR _-B - iR

& * M eee=e=
entonces de la ecuacién {18) se puede afirmar que

0= sz - m.l.*}'

n

{ux + iva - mJ[u}'- * ivy]_

[l

Eﬁx +i ﬂx] - !IL!(EY + i"‘j,].

[Ex = mlEyJ + Lny, - ml":.r]

(o~ 245 ] fy, - (2o ]




u+uin[ﬁ +%E +£‘ﬂ—-n “ +1an+%n -%E]

. B A
0 Ex"‘ﬁ-iyf-ﬁ n
_ B V-4
PELFRY TR &y
__ B V=i
Ex_'h—E}r+T
=8

i
[

i
=)
o |

-
s
2|
2

y como L:]Pr # 0, \r}' # 0, entonces

3(En) _ .
ae,y) - Xy T Sy

_=v-a . 2 z
- A Ef’;}, + ]
0

Porg

0

2 2
Q) = A * Eﬂwxﬂa}ﬁ Gua?

ENTONnces

i 2 y. = z z
Q-+ iv) =ﬂ’ a!;:w; 'l . Eﬂ{ a[x;;w} a;u;:v; J+C[ﬂ—f—t§;’7’ﬂ‘]ﬂ= 0



ax 3y 3y

=A[Ex+iﬂx}a +EE[fEx +inx](£}' * iﬂ}”] ] +
o [':}“&iﬂy]?:ﬂ

= I.-l- 2} + 21 3 :
= (AE; # IBE.E, #CR" $ZRREA, * BER, ¢ B, ¢ GEoL) ¢
2 2
= [Ang # EH”x"y + Cn?J =0

QCe) = QE) + 2iQ(g,n) - Qn) = 0 + Ui

{Qg) - Qfn)) + i2Q(E,n) = 0 + 0

por lo tanto Q(E) = Qn}) ¥ Q(£,n) = 0; en este caso la ecuacidn
(5] se reduce a

Q[EJE£E.+ Qtﬁ}zhn ¥ MI[ElﬂizizEl En] =0
QUEN(Z + Z) + M'(E,n,2,2.,2 ) = 0. (20)
Pero Q(£) # 0, ya que si Q[§] = Qentonces

A" = Q%(e,n) - gAY = 0

- fatsf) s -0
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luego ‘A = D, contrario a I1a hipbtesis de gque & < 0, entonces Q(E) # 0,

por lo tanto, 1a ecuacidn (20) se puede dividir por Q5] y resulta

3

e S Z““ + G{g,n,:,zg,:q] =0

Ejemplo:

Reducir a la forma normal y encontrar 1a solucifn general de

1a siguiente ecuacidn:
2 29 o
=7 +y zy}, Xy

Solucidn:

lLa ecuacién caracteristica de lL.es
are) = @20, + 5. =0
Y = 4x x T ¥y T
La funcifn discriminante de Les
=93 - n0

= vflxzyi < [, entonces la ecuacifn es Elipticd,

B AR _ -B - i¥=A
s R T Ry ===

= _zzi.i
QW) = Gy - %iq&},l{ﬂx + f;‘i“y] =0

CnLonCces

1Ir1 ) %MY = @l



la ecuacifn subsidiaria de (2) es

dx . _dy _dv
1_LT

-"%%i

=y o duw
¥ D

1n 1 .
¥+ b3 In x = Kl

entonces

O(x,y) =lny + I % In x = ulx,y) + ivix,y)

luego

ufx,y) =lny , v(x,y) = %ln X
haciendo

fHxy) =1ny , alxyy) = %— In x
eftioncas

Ex = EEEI + Innx

_ 1 &
e x Ez‘né:fx s E:mnx} 2" Z,

B i (10 - 1 T
m ~ 5
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A
Yy
- ]
Tk
Sustituyendo en la ecuacidn (1) se tiene

2 L 3ol o s a2k
o [_4#311!1 7 o Y (;IEEF; FEEJ Al

et n+ ZE

Z —31n+3 =

m £E g

@+ 5 -, - D2 -

Suponiendo una solucidn del tipo exponencial

Z= Ehnfmz-; para LZ=0 y
haciendo I]nE = h, DEE = m, entonces LI = 0 se transforma em:

h® +m? - Zh -m=0

de donde

h? - 2h + 1) =m-m? + 1

(h-1)%2=m=-n? +1

- mh F =33 |

= =
il

por 1o tanto
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zh = Ef"lﬂ‘mz‘T'T + 1) n+mE
Hay que encontrar Zp para LI = e2"*4E
be

Se sabe que si 1Z = e®" °"  entonces

Eam'hE

in = Flany

En este caszo

EEn-FEE

=z

E2n+za
= 2
La soluci6n general de [1) es
Z = *
Iy + %,

—
_ E[H’m-m +1 + T)n+mE, %Ezni-zﬁ

Ym-m ] + 1YIn x +m 1
_El s n “'":"+lelnxf2]ny'

2.3) PROBLEMA DE CAUCHY PARA BCUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN EN
D0S VARTABLES TNDEPENDIENTES.
El problema de Cauchy para uma Bcuacifn Diferencial
Parcial Lineal de Segundo (rden consiste en determinar una superficie

integral, 1a cual pase através de uma curval dada, de tal mamera gue
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la pommal a la superficie integral sea prescrita a lo largo de la cur
va.

ElL problema de Gauchy pars Bcuaciones Lineales de Segundo
Orden es como sigue:

Sea la ecuaciin:
i =AL .  + FBZ S ) + Ll AR =5 {
L2 = A+ B SRy D HEL L= 6 (21)
Asumamos que los coeficientes y O son Funciones continuas en wna re-

gion R del planc xy, Sea f, una curva uniforme en R, definida para-

métricamente por las ecuaciones
x = ffx) y = g(t), a<xebh (22)
donde £ y g tienen derivada continua y

eyl # ters)]” £0, a<v<B: 2 BER (23]

Dadas las funciones h, H con derivadas continuas, se determina uma

solucifn Z = y(x,v) ce la ecuncidn (1), tal que
w(f(1),8(7)) = hi{z) , v, (E(r) ,2(=)) = H(=) (24)
donde by denota la derivada en la direccitn normal a T

las funciones £.g.h v H constitoyen los "datos iniciales' del Proble-
ma de Cauchy.

Evidentemente la primera condicidn de (24) junto con la ecuacidn ([22),

exprisan el hecho de que la superficie integral contiene a la curva
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r; en efecto, I se puede expresar como uma curva en el espacio xyi,

definida por las ccuaciones paramétricas,

x = Efx) y = glt) z = hl} a < 4 < h, [23)

La segunda purte de la ecuacifn {24) prescribe la orientacifn de la
notmal a la superficie integral g lo largo deT. Fara ver esto, di-

ferenciando con respecto a T la primera condicidn de (24) resulta:

dy _ o dx . 3 dy 0
& - 9x dr | 8y dr
h' =¢:Kf' +¢ay§{', { 26)

relacién que se satisface a lo largo de Iy

Por otra parte, la derivada en la direccidon nommal a cada punto de
r, viene dada por:

by = X e f(-g'T + £/ + (21

por lo tanto

/2

Ho= (-ug + EN/AC-gN" ¢ (597 @7

Es de observar gue €l vector normal na Py €8 -g’f + £'5 ,

Ahora, resolviendo para v ¥ ¥, el sistema constituido por (26) vy

(27), se cuomprugha que tiene splucifn tnica va que el determinante
L f’

[(-g")? + (£721Y"7 4 0 por (23) y como Heys uma funcién dada, en-

tonces H prescribe la relacién (Z6), la cual se puede escribir asi:
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0= (4L + 03 - K)le'T + g7 + 0B

=No T
PETO T = (f',2',h") es el vectar tangente 2 la superficie integral
a lo largo de I', entonces N es el vector normal a lz superficie in-
tegral a lo larpo de T, es decir; H prescribe la orientacitn de la
normal a la superficie integral a lo largo defl.

. =* .
Observe quz N 25 realmente el vector nomal 2 la superficie integral

a lo largo de T, puesto que “"x"#}r' - 1 son los nimeros directores de

12 normal a la superficie integral a 1o large del.

En lugar de ¢ ¥ Py pucden prescribirse los valores de y,¥, ¥ '5'? a lo

large de E‘B En este caso, las ecuaciones (24) son sustituidas por

(£{zx):g(x)) = hiz) a<t<b (28)

b (£(2),8(D = p(x) 5 w}.[ffr}.girﬂ =gfx), aet<h

donde h,p,» son funCiones uniformes dadas, Ahora los datos inicid-
les del problema consisten en las funciones f£,g,h,p,0. Sin embargo
estas funciones no pucden asignarse arbitrariamente si la solucidn

existe; hay que pedirles que cumplan 2 1o largo de I .

a)  p(x)E' () +a(xdg' () = h'(x) (23)

1lamada "pondicién despejada'’.

B 0 = g’ + eECalIEEl + genHYE G
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Ejemplo:
Sea I' um segmento del eje x definido por las ecuaciones
paramétricas

x=2v,E=0 7 =~3cr«el (1]

Encontrar ung solucifn u = ¢(x,t] do

u}cx'utttﬂ (2)

el una regidn guo contenga B T tal que

w(r,0) = h(e) ¢, (7,0) = H(z) (3)
SOLUCTON:

(a} La solucidn general de Ja E:D.P. (2} en uma ropifn es
u(x,t) = Flx+t) + Glx-t). (4)
(b) Andlisis do los datos imiciales (3):

Como v y b pueden prescribirse por AT qu?_, resulta que

h'(x} = p(0)f' (3} o l)g' (1)
= p(e) (1) +o(r) (O
= of1)

]

v, (0,0 (condicidm despejada) (5)

entonces g es In derivada on la direccitn de la tangente a la cur-
va inicial y en ecste case, estd determinada por les valores de p it

lo largo de T, s decir, b, 1o puede ser escogida arbi trariament:.
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Por otra parte

H(t) = [-p(x)g'(x) +a{0)E' ) /LB D)2 + (g'())2]1/2
= [=0(x)(0) *o(x)(1)]/1
=g (1)
by = . (x,0); (&)

por lo tanto, by €S 1l derivada en la direccién normal a r,. en este

caso . se puede escoger arbitrariamente.

¢) Encontrar uma solucifin de (4) que satisfaga las condiciones ini-

ciales prescritas; s decir, que

#(c,0) = h(x) ¥ g, (+,0) = H(x)

se satisfagan a 1o largo d ¢ By

De las ecuaciones (3) y utilizando (4) resulta:

v(x,0) = Fx) + G{x)

h(z) = F(x) + G(x) )
H(x) =0 (t) = 4, (r,0)
o(t)=F(r) - G'(r)- (8)

Sea B uma primitiva de ¢ , entonces la relacidn (8) implica

F(r) - G(z) = 8(x) «C (9)
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donde Ces uma constante de integracién, de (7) y [9) se tiene:

Flx)= [h(x) + Blx) + C1/2, Glt) = [h(x) - B(x) - €1/2;
entonces

Fix+t) = [hix+t) + p(x+t) + C1/2

G(x-t) = [h(x-t) - B(x-t) - C]/2Z
Luego
ulx,t) = [h(x+t) + 8(x+t) + h(x-t) - 8{x-t)1/2;

h y 8 tienen que ser funciones continuamente diferenciables. Estas

dos funciones satisfacen todas las condiciones del problema.
Un caso particular es, si:

hi{r) = =2 , H(1) == af1);

entonces

h(xrt) = (x+£)2 , hix=t) = [x-t)* .

2
Como B{:) es la antiderivada de o(r), entonces B(r) =%
¥
7 -t72
soet) = GE pen) = 5L

por lo tanto
7 - a2
ulx,t) = [(x+t)? + Lﬂ‘{_tL + (x=t)t- (x-t) 1/2

= x¢ + xt + t2-
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ufx,t) es la superficie integral que contienc a la curva miforme

T, definida por las ccuaciones paramBtricas:

X= T, t=0, u= 72,

TEOREMA TE CAUCHY - KOWALEWSKL.

El problema de Cauchy planteado en las ecuaciones del (22)
al (24) es demasiado general y su solucifn no existe necesariamen-
te. El siguiente tegrems de Cauchy-Kowalewski, es un caso parti-
cular del problems de Cauchy antes planteado; este teorema, asegu-
rala existencia y unicidad de la soluciGn, sclamente en el vecin-

dario de algfn punto.

TEOREMA 2.3.1: (Cauchyv-Kowalewski)

Sean los coeficientes ¥y G de la ecuaciGn diferencial parcial
(21}, funciones en unz reeifn R del plano xy, el cual conticne el
origen. Sea C(x,¥] # 0 en R. Dadas las funciones arbitrariss
h{x), o(x), en €l segmento de el eje x contenido en R, entonces
existe un vecindario N de (0,0) y umz selucitn (mica z = ¥(x,y)

de la ecumcitn (1) en N, tal que
b(x,0) = hix} #,(x,0) = ofx)

en el segmento de el oje x contenido en N.

DEMOSTRACION:

ol
7
1]
ot
]
1]
ol
i
i
gl

R e e
Sea a“f h_':.: d



92

dande a,b,d,e,f y g son funciones reales de variables x,y en R, EL pro
blema de Cauchy se pueds escribir, entonces, asi:
Loy = ALy - bl -dL -6l - fL+g

i(x,0) = hix) 3},['5.'3) = o{x]. (31)

Consideremos ahora, el problema con valores inicizles para un sistema

de tres ecupacicnes diferenciales parciales lineales y de primer ordem:

upy = Ug

oy = Usx (32)

R S S

ul[x,[]] = h(x) uZ[x, 0) = h'(x) u:i[:x,U}= a(x).

Resolver el problema (32) es equivalente a resolver el problema de Cau
‘chy (31); en este sentido, existe una soluciGn Gnica de (32), si y so-

lamente si, existe uma solucifn dnica de (31).
A fin de ver esto, primero supongames que I = w(x,y) es uma solucifn
de (31). Sea

w ey) = $06y) u(6)) = 06y), ug0ny) = 4 (x.y). (33)

Ya gue Z =y (x,y) es solucifn de (31), esta ecuacifn queda

= . - - - . 34
wﬂr au, hwr;,-" d b ~ e w}, fo+g (34)
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Utilizando las ecuaciones (33), (34) se transforma en
Uge = = Sbpy = Dy, = Ay = ey = By g3
por lo tanto ul, Uy ¥ Uz son solucifn de (3Z),

Inversamente, sean Li__l1 Uy ¥ Us soluciones de (32} ysea ¢ Jdefinida por

Uix,y) = u,(x,y). (35)
Probemos gue
Vp =y T W =W (36)

Suponganmos que IJ},= Uz ¥ probemos que §_ = Uy
Como
Tﬂfiﬁx-uz} =y = Uy

= Py T Y2y

T Myx T My

= s " Usx

= 0,

entonces

v (6y) - u,(xy) = q(x) para dlgume funcidén q.

Pero
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q(x) = ﬁax[x, 0] - uz{x,0)
= ulx[-x,ﬂ} - k' (x,0)
= k' (x,0)- h'(x,0)
= 0

Luego

Wx(xsﬂ - Uz[-}t,}l’].

Ahora de la tercera ecuacitn diferencial de (32) y wtilizando (35) y

(36) se obtiens

w}-’}'=' awn—'way- d'{‘x' Ei;ry' fy + g

¥ como tambien

W060) = ulx0) , ¥, (,0) = uy(x,0)

n

h(x) = o(x)
luego, ¢ es una solucifn del problemg de Cauchy.

DEFINICION 2,3.2:

Una curva uniforme I, cuya ecuacién se puede escribir
v(x,y) = 0, can 1ﬂ}, # 0, es una curva caracteristica en el punto (xu.}ru}
51 y solamente si  satisface la ecuacion

Q) = AgZ + 2By, ¥, * Cﬁ:,f, =0 (37)

en el punto (XY .y
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TECREMA 2.3.3:

SiT, es curva no caracteristica a un punto (x_, Fn}’ entonces
existe um splucitn de la emmacion (21), la cual satisface las condicio
nes prescritas del teorema (2.3.1), un 3lginvecindario de (xu,}r o)
Prueba:

Primero eliminar t de las ecuaciones paramftricas de 1*1._.| y ob-
tener la forma rectangular

#lxy) = 0.

Seag=x-x  m=d(xy) ., Ay # 0 (38)

una transformacion en la cual
Ex "lr = E‘Y o = (1) "l}, - fﬂ]”},

20

en alglin vecindario de (x Por consiguiente el mapeo que define

0,}"'3).
la transformacidn os inyectivo en un vecindario de [xu._yﬂ], en el vecin
dario del origen en cl plane £n. Fl punto I_’xg,}r o) 8 mapeads en el
punto (0,0), vy la parte de I, perteneciente al vecindaric de Ifx_n.yﬂj

es mapeado a un segmento de el cjek.

Por 1o tanto la ecuacitn (21) es transformada en
QEIZ,, + 2QUE,n)2, + QAMIZ *+ D2, + B2 + FyZ = Gy (39)

donde los coeficientes y Gl sen funciones em un vecindario de (0,0). — -
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Pero, ya que C # 0, entonces el coeficiente de Z.,

Q) = A% + 2B o + Cof # 0 en (0,00,

entonces por definicién (2,3.2) I, es no caracteristica en [xu,}a].
Las condiciones inmiciales transformadas son

0(5,0) =R(e) , v (&,0) = o) (40)
donde i ¥y o son funcicnes def en un vecindario deg= 0,

Ahora por el teorcma (2.3.1) existe un vecindario de (0,0) y wma solu-
cifn Gnica de la ecuacifn (39) en el vecindsrio de (0,0) la cunl satis-
face las condiciones (40) en un sepmento del eje£ el cual contiene a
£=0. Como la transformmacién (38) es inyectiva y %{%’:ﬂﬂl— # 0, entonces
(38) es invertible; de esto se sigue que existe un vecindario de [13,}*{])
¥y una solucitn analitica Omica de la ecuacion (21), la cual satisface

las ecuaciones (24) en la parte do T, perteneciente al vecindario.
COROLARIO Z.3.4:

54 ru 2 uma curva caracteristica definida por las ecuaciones

(22), entonces, en general, no existe solucifn del problema de Cauchy.

Demostracifn:

Sea T definida por

x = f(1) , y = g(1) -2 <t < &

Sean
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alv) = BCOALE TR + [g'(x)121Y/2

8Cx) = g' (x)/ALE ()1 2 + [g' (x)]2}H/2
T = (8 (07 + g (TIAE (]2 + g (1))2)1/2
n= (g1 » BTV (D)2 » [g'(r)I23L/2

‘* & '* w »
donde T, es ¢l vector unitario tangente a I y n es vector unitario nor

mal a FD.

b

[t

w(x,y) es una funcifn continuamente diferenciable de x y y definida

en una Tegién que contiene a F'G entonces 1a derivada direccional ded

en la direccifin de TD, o dicho de otro modo, la derivada tangencial de

v a lo largo de FG €5
b= (1 + 0. 1) ﬁ?o]
¥ = 1 o
B v = o+ 0]
= u(t} EETﬂ X

entonces el operador tangencial D‘L s
0

urnu;;xw% (41)
o

Como % es uwme funcién de v a 1o hrgatkergydaﬂuqtﬂ
dyp _ 8y dx 9y
EE' ax dr 9y g%

- Lo+ Le@

entonces
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By v = (B (012 + (g (1?7

o]
Ahora el operador normal en la direccitn 7 estd definido por

i+ i &
= GG+ e

Ay

n

= a a -
Bax t ooy’ (42)

Por lo tanto de las ecuaciones (41) y (42) se obtiene

-3 _1 _B 3
Dy =ox=al “ady (43)
7 i
D?=TH*ET&L' (44)
Sustituysndo (44) en (43) se tiene

D

o . S I
Dx_uDTG'u{u+th'

«lpg -Blp B

“alp, c2 % o
(1#3—2-]:[} =l 4L

e &DTQ 2Z
L“E*BEJD};”“DTD‘EDN
pero a® + B% = 1, entonces
D =alb, -8D . (45)
x Ta n

De 1z misma forma

Dy=8D +aD, . (46)
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Utilizando (45) ¥ (46), el operadoer L de la ecuacidn (21) puede escri-
birse asi:

L = (Aa® + 2Bag + C82)DL + 2[(C - A)a8 + B(a® - 821D, D,
C a

+ (Ag? - ZBag + Coe")D2 + (D + EEWL + (Bs - D)o, + F; (47)
o

pero en  (x,¥ ), T = T,

D =H ¥ DTQ = (LE'(z,)1% + [g'(z,)]*}-1/2 [% £'(y) +_aa;:.r-‘5'{"aJ]
= 4

donde y = {[£'(x )] * [g'(x ]2/ .

Ahora suponiendo que I‘D es caracteristica en un punto (x n,}'ﬂ} COTTES-

pondiente a T = T Entonces ¢l cneficientes de I'l‘;tI es
AS? - ZBoB + Bf = g
en el punto. la ecuacifn (47) on el punto [xa.)roj donde t = (7 queda:
(Ax? + ZRaB + CBH)h" + (De + EB)Yh' + ¥*Fh = v%6 -
2[4C - A)eB = B(a® - 87)jyH' - (Ex - DB)y?H.

Claraments la relacifn anterior, es una relacién entre los datos inicia
les los cuales deben satisfacersc a lo largo de la caracteristica. Como
h y H mo pueden asignarse arbitrariamente, el problema de Cauchy no

tiene propiamente solucién.
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Ejemplo: UNA APLICACION DEL PROBLEMA DF CAUCHY PARA ECUACIONES DE SE-
GUNID ORDEN.

Unaecuacidn diferencial parcial lineal de segundo orden que
se estudia en matemftica aplicada, es 1a "Ecuwacion de Onda", Derivare-
mos la Feuacidn de Unda en una dimensién (la cual topresenta las vibra-
ciones transversales de una cuerda eldstica), asi como también la solu-
cidn general de dicha ecuacidn y la solucidn general para un caso parti
cular, es decir, con condigiones imiciales. Esto Gltimo constituye pre

cisamente la aplicacibn del Problema de Cauchy.

DERTVACION DE LA ECUACION DE ONDA: (psra una cuerda eldstica).

Considérese una cuerda elistica estirada bajo la accidn de una

tensidn T v sujeta por sus extremos a dos puntos del eje x. (Fig. No. 1)

_%Blﬁ\I\\)\m
v -
k]

g
a
[

R S, [P,
= XEAX i
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El peso do 1 cuprds por unidad de longitud cuando @sta se en-

cuentra estiradn es W(x).

Secbre la cuerda, ademds de las fuprzas eldsticas vde inercia
inherentes al sistema, puede actuar tambifn uma carga distribuida (fuer
zas gravitatorias, resistencia del aire, etc.) cuyo valor por unidad de
lomgitud suponemos viene dade por una funcifn conecida de x,u,t y de la

velocidad trapsversal u; supengames gue tal funcifn es £(x,u,0;t).

La cuerca es puesta en movimiento en t = 0; puls3ndola por

ejemplo, vibrard libremente en um plano vertical.

Para determinar la ecuacitn diferencial que rige este movimien
to, consideraremos un elemente infinitesimal de la cuerda (de longitud
Ax] come si fuera un cuerpe libre (Fig. 1). La masa de este elemento

es fm = E—éﬂ tx; g es la gravedad.

Supongames que 1a separacidn de la cuerda de su posicifn de
equilibrio durante el movimiento es tan pegueba, gue el alargamiento
gue sufre 8sta no ejerce ninguna influencia sobre las fuerzas de ten-

sign T v 8stas son isnales on los oxtremps:
¥ 21

Suponiends también gue Ia cuerda es perfectamente flexible, es
decir, s0lo puede transmitir la fuerza en sentido longitudinal, enton-
ces las tensiones siguen la direccifn de la tangente (em los extremos
del segumento) a la curva, curva que adopta la cuerda al deformarse.

(Fig. 2).
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flx,u,t,t3a%

R e ———

=]
Weewm ==

A+AX

Pig., No. 2



Ahora la Ley de Newton eplicada sl elemento de cuerda de longi
tud Ax, emuncia que la fucrza neta cxternza, debida z 1a tensifn en los
extremos y a £{x,u,0,t)4%, s igual al producto de la masa del elemento

por la ageleracidn de =u centro de masa.

La aceleracidn que las fuerzas de tensidn y la carga distribui
da ¢jercen sobre Am es —2%.94 siende u la posicifn transversal del cen-

tro de masa pzrz el elemento en un instante T

Aplicando 1z anterior ley al elemento en la direccitn del ede

u, resulta

2
ME E—E"’-Tﬁﬂﬂﬁ|

5 = SR T sen u]x + {(x.u,0,t)ax ; (13

como a €5 pequefio seén o = tg « 3 entonces

WEX) g 250 : 3 : .
o Ax s T tan Jllx—*g,'t T tan Lllx + Flx,u,u,t)ax ;
ahora

; l ;;Eu - {tg u:lx.!_ﬂg - 18 u]xJ

pero en el limite cuande 4x = 0, se tiene

2 i
_(_l:tizi T Etxh £(X,u,0,t). (2)

) :
Como tga = ai—%, entonces la ecuicion (2] se convierte em

%y T8 Py o |
oz T WO gz WG SR -~
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Bntonces la deformacidn ulx,t) de una cuerda tensa verifica la

ecuacidn (3).

Fero en la mayoriz de los casos, el peso W(x) de la cuerda por
unidad de longitud es una constante, ¥ no existen fuerzas exteriores,

es decir, f(x,u,u,t) es nula.

Cuando sucede lo anterior, la ecuacidn {3) se reduce a

kbl 24
A .

2 .1 g
e ax? . W 4

»
llamada "Fcuacién de Onda Unidimensional

SOLUCION DE EA ECUATION (4).
la ecuacién (4] =e puede escribir
Upy = azu,m =0 (5)
la ecuacitn caracteristica del operador Les
Qe = v - 8%E.
EI discriminante de Les

-(-a?)

=
]

1]

aZ > (), entonces la ecuscifn (5) es hiperbflica.

Como

m o= a b4 m2=—'.i

gntonces



135

QW) = Ky - mpe Mo, - myu ) = 0
= (g - ab )0, +2ag) =0
pero QE) = (g, - aglle, # ag) = 0
Qn) = (n, - anJln, * an) = 0.

Entonces escojamos n y £ de tal manera que
£, -ag_ =10 nt+ﬂnx=|'3. (6
Los sistemas de Lagrange para las ecuaciones (6) son

dx _ de dx
-a L]

t#:

de _ dt _
B i ik

-at =x + K §=K gt = x + € n=€ 6

x+at=l(.1 x-at={.'1
luego
E(x,t) = x * at y nx,t] = x - at. {7)

Utilizando las ecuaciones (7) resulta

u_ = tu
X uE,Ex nx

= L b ]
He T Yy

=q + 0 ¥ + u
Uee = Yeefx T Yn™x 0 Ymefx T Y™

1]
=

g T g, F U,
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Wp = a(ug by - uemy) - alu B+ 0 n,)

= 2 - ¥
# ["L-EE E:LIE'I'I ! u"‘IT‘l}'

Sustituyendo los resultados anteriores en la ecuacién (5) se tiene

2 = HR 5 =
a (uﬁ + Eugn + unn] a (uEE Eﬂﬁﬁ + unn] 0

=
1i

;= F(n)

i

ufg,n) = Fln) + G(£) (8

Sustituyendn (7) en (8] se tiene
ufx,t) = F(x - at) + G(x + at) (9)
La =scuacifn (9) es la solucifin general de la ecuscifn (5).

SOLUCION GENERAL CON CONDICIONES INICTALES.

Para describir completamente el movimiento de la cuerda, es ne
cesario especificar condiciones iniciales y de frontera apropiadas pa-

T2 €l desplazamiento u{x,t},

Suponpamgs gue los extremes de la cuerda permanscen fijos, en-
tonces las condiciones de frontera som

u(f,t) = u{L,t) = 0 ; t>0 (1m
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Las condiciones iniciales son: la posicidn inicial de la cuerda, es

deciren t = 0, es

ulx; 0)=h{x) ; 0 cex=f (11)

y su velocidad inicial

ut[x,{IJ = o{x) ; Deoxc (12)

Para que las ecuaciones (10) ¥ (11) sean consistentes, es necesario
exigir que

h{0) = h() = 0. (13)

Por otra parte, las condiciones inicigles son sulicicntes (ver andli-
sis de condiciones iniciales dJdel ejemplo de pdgina 88) e identificar
el problema de 1a cuerda vibrante como el problema de Cauchy exacta-

menite. Entonces de las ecuaciones (11), (12) ¥ (9) se tiene que

h{x) = F(x) + Glx] (14)

i

u{x,0)

a(x) = u.(x,0)

a@ (x) - aF'(x). (15)

Sea 8 una primitiva de o, entonces (15) implica que

alifx) - aF(x) = B(x) + C (16)

donde Ces una constante de integracidn.
De (14) ¥ (16) se tene

= --Jl:- -vE—l ={h ..l_ g_-‘z-.
F[h = B aJHE, G[+Ga+ﬂf.
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entonces

8o

}f'z
|2

F{x - at) = I:htx - at} - éﬂ{x =kl -

B

G[x + at) = [h{x + at) +%B[x + at) +
Luego
u(x,t) = [h(x-at) + h(x + 1) - L a(x - at) + L gx + atis2

donde h y 8 son continuamente diferenciables v satisfacen las condicio

nes del problema en su totalidad,

Una expresifn mis elegante para u seria:

= ; i rk-at x+at
ulx,t) = hlx - at) z_h_{:: rat) 72—3— LHES]EIS < '.;E a(S) dS
o =]

R

-at
ya gue ges la antiderivada de o.

Un caso particular para la deformacidn transversal u de la cuerda, es
cuando se conoce la ecuaciSn hi(x) gue describe la configuracifn de la

cuerda y la velocidad inicial en t = 0,

PROBLEMA DE CAUCHY PARA BOUACIONES LINEALES DE SEGUNTD ORDEN EN n
VARIABLES INDEPENDIENTES.

DEFINICION 2.3.5:
Sean X = (Ilp.-... xn] .4 Y = []rl ..... ¥ }rn] puntos
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(vectores) del espacio vectorial euclideanc R™; entonces:
a) El Producto Escalar X por Y, viene dado por:
KDY=X1F1+ ------ "'xny‘n-

b) La longitwl del vector X viene dado por:

= (%% & + 2202 = 1/2
1X] = (%] + ..o xn}f (X o X/

DEFINICION 2.3.6:

Sed X, un vector dade de B y sea r un nfmero real positivo;

entonces el conjunto de todos los X en®  tal que

X -X| =7

se 1lama "Esfera de radio r alrededor de Iu", v el conjunto de todos
los puntos tal que

X - ?{ni < T

se 1lama "Interior de la Esfcra" o "r vecindario de KG”; este conjunto

se simboliza por NT[XO].

DEFINICION 2.3.7:

Sea 5 un conjunto de puntos en R'. Un punto Iﬂ cs llamado
"punto interior' de 5, si existe un vecindario E‘J_rf}iu] el cual consiste

enteramente de puntos de S.

DEFINICION 2.3.8:

Un conjunto 5 se 1lama "abierto”, si cada punto de Ses un pun
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to interior de S.

DEFINICION 2.3.9:

Un "arco' enR” es un conjunto de puntos definidos por las fun

Clongs

xisg'iﬁ] k= o =0 o a<S5<b
donde Ses um nmero real y las funciones g; son continuas en (a,b].

El arco es '""Uniforme! si las funciones g, son continuamente diferen-

ciables en (a,h).

5i cada funcidn g tiene segunda derivada continua, el arco se llama
dos veces uniforme.

DEFINICION Z.3.10:

Una "Regién en R es un conjunto abierto tal gque, dados un par
de puntos X, ¥ en el conjunto, existe un arco dos veces umiforme el
cual pertenece al conjunto y une los puntos.

DEFINICION 2.3.11:

Se define una "Superficie en K"por la ecuzcifn:
thli‘Kzr“‘? xn} =0 (48)

donde Fes uma funcifn que toma valores reales, que tienen derivadas
parciales continuas y ademis:

T [aF)?
jEl [E;] # 0.



Tal superficie se llama "Superficie Uniforme'.

DEFINICION 2.3.7Z:

Una superficie enR" en (n - 1) parimetros reales

5; 8

1, Sg,eeees Sn—l’ se define por:

X; = 4308y siees Sy ol B , (49)

donde las funciones ¥, son continuamente diferenciables y los Jacobia-

nos

2 SRS, (50)
i 3(51, ..... - En_l}

o sen simultineamente iguales a cero.

DEFINICION 2.3.13:

Sea u = u:;[xl S xn] es una funcifn diferenciable en las n

variables x, XZ,..... X , entonces el "gradiente de u", denotado por

1,
Au, es el vector
Ju 3u .
ﬁ.u. = ['_'-‘- # saaaw - e - I:S]-._]
xy o

DEFINICION 2.5.14:

Sea S upa superficie wniforme definida por la ecuacitn (48].

"La Nommal' en el punto X de Ses el vector

VF

P E e——
|7 F|

(52)

donde ¥F y [vF| son valuados on X = X..
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"El plano tangente" a Sen Kﬁ, es la superficie uniforme de to

dos los puntos X enR" que satisfacen

(X - X)o¥F = 0. (53]

DEFINICION 2.3.15:
Sea 5 una superficie definida param€tricamente por las ecuacio

nes (48) y sea

TER G M = W (54)

donde Jl e Jn son los Jacobianos definidos en (50); entonces; si
BE es un punto en 5§ correspondiente & los valores Siﬂ,""' Sn-l,u'

de los pardmetros 5, "la normzl a xb" es el vector

¥ ysevees Yol ETR # soees iy BLia (54)

donde ¥, son evaluades en Syg ..... » Sp1,00

»

La derivada de la funcién u en la direccifn de la nommal ¥ a la super-

ficie estd definida por
%:1 =80 oY {55)
llamada frecuentemente "derivada normal®.

PROBLEMA DE CAUCHY PARA E.D.P. DE SEGUNDO ORDEN EN "n VARIABLES INDEPEN

DIENTES".

"El Problema de Cauchy'' para ecuaciones lineales de segundo or-

den en n variables independientes es como sigue:
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Sea
n n 2 n
a=u au
m=J F Ayseae— + §J B im=6 (56)
371 j=l 1j Exi ij #5) 1 ?rxi

una ecuacidn lineal de segundo orden; donde los coeficientes y G son

continuas en una regidn R

Sea S una superficie wiforme en R definida por las ecuacio-
nes (49).

Dadas las funciones arbitrarias h,H con derivadas continuas
en los parimetros 51 R e Snpl, determinar una solucin u de la ecua-
L
cién (56) tal que

= W _
= h(8 yeeersiS ) S = H(8,eees 8, 1) (57)

en 5, donde % es la derivada nomal. Las fmciﬂnuqhi, 2 O
h y H constituyen "los datos iniciales' del problema y 5, es 1lamada

"superficie inicial".

Si en lupar de la derivada normal, las n primeras derivadas
parciales de u son prescritas en S, entonces las ecuaciones (506) son

Teemplazadas por

(Syreaees 8590 1=l oyl (58)

- L
'I..I'h[s gerey anlj ] "é"fi' et

donde Py weer P son funciones continuamente diferenciables. Fn este
caso la derivada normal es conocida en virtud de las ccuaciones (51)
y (54). Sin emhargo, ahora los datos mo pueden prescribirse en forma

arhitraria, ya que
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% _ o 3
1;; ® 'El jﬁ-; <) (em— . n-1
implica que las n-1 relacicnes
n :
LY =1, 2eey 11 (59)

£ i=1 %k

deben satisfacerse entre Ios datos.

TEOREMA 2.3.76: (CAUCHY-KOWALEWSKT EN n VARIABLES) .

Sean loscoeficientes y Gen la ecuacidn (56) analiticos en
una regién R la cual contiene el origen (0,...., 0). Asumamos gue

ﬁm#nmm

Sea F‘a la proyeccion de R en el plane x, =0 (o sea el conjunto

de todos los puntos X em” tal oue X = (x1,..-, X 10 0]).

Dadas las Funciones arbitrarias h,H de Ias variables

" X 1 analiticas en RD existe un vecindario NT[D,.....{!] y

»

una fnica solucidn u de la ecuacidn [56) en Nr tal que

UKy s eeeey X g0 00 = RlKpaeeeey X ) (60)
| = HOx e % 1) (61)
n
*n =0

ert la proyeccion de N, en el plano x = 0.
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DEMOSTRACION:

Ver apéndice de Introduction to Partinl NifTerential Taguations

and Boundary Valuc Problems, de René Dennemeyer (Phgs. 321-327).

£.4] OFERADOR ADFINTD Y AUTO-ADJUNTO PARA ECUACIONES LINEALES DE SE-
GUNDO ORDEN.

TEOREMA 2.4.1:

Sea L el operador lineal de segundo orden de la forma:

Asumamos que los coeficientes en L tienen segundas derivadas conti-

NUAS CON respecte a x x_, en alguna regitn R del espacio n-di-

S
mensional.  Asumamos también que ﬂli .ﬂ i i j=1,...., n, en R. En-
tonces para cualquier par de funciones u,v ton sepundas derivadas con-

tinuas en R, la siguiente identidad se satisface:

e ij | ek X

n . con C wm us n A, .
vLu-uL®v= — |V A v I 220 | suv(B- E_"]'a:r.} (65}
=1 "% || 5% 3 %3 kL

donde:
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DEMOSTRACTON:

Come:

vA _u = vA $ [_i!l_]

vl . ..y
=7 ) Al au ij L 5
m'ij X, [ax.] [Elx.] [ ax. [ax ] [ X. ]
1 1 | 1 ] 1
< o, 2 fau by e (0] faey (Y
ij ﬂxi axjj 'axJ BX X: )\ axi

i
. 3 [ u ] w2 7
T S TV ) VO S/ ST (A, .v)
X ii 'ﬁrs e TR 3%, 3% 1]
S (V)
+ U LV
Exj axi i]
e - u {A..v) [*g=r———— [A..Vv] (66)
nx. 1) Eiij ij _ 8%, i) axj axj 13
para cada par de enteros i,j en el romgo de 1...... .
Tambifn
gu gl
vB. — = B.v <
b oax, 10 ax;
aB. af.
arl av 1 L S
"B-V‘—H"LIB,-—*I'W-—-UE_..—-—._w._I-
i Bxi 1 Em;i axi 1 axi a:r.i



R 3B
du v i Y 3
=5 Y ? ”E]“‘” ax. “[E-lr”’ﬁ‘?
1 1 1 I
ol
= J L B
g [F“"] *WaE T Y T
i i 1
= {E w) - i [E v)
i
para cada fijacifn del entero i, i=1,...., n.
Entoncesy puesto gue Ai’j = Aj‘i:
non 2 n |
2°u au
vina = v E E B E B. — +
lAPl 3=1 13 Exi ax jor 3 X
n 1 2 n
= E E vA] n"}(g .l;x— | VB -;':J-. + you
i=} =1 j S

Sustituyende (66) y [67) en [68] resulta

n n
d du ]
viam =} EJ—[A-——_—]-—1U-.-— (A, 'q.r',i| u
]_1 j=1 Lﬂxi I_'f El.‘h.j E'Kj
S a ?
+E|-§E—-[Bm}—ug l-".f'}]"‘mj
i=1- " 1
(1 1wy ] ug
= u (A..v) - u—[Ev}+u:u:|
i=1 j=1 X ax b o | j= E‘:‘-il
i'n n o n _
b hE )Rk
1=1 J=1 5 b 8By )it 3=p B i M

S g

(67)

(68)

L
"ﬁ'i""ﬁ?’ f“"ij"’-"}



E ) - |
(A..v) - —— (B.v) + cv
L_.l 551 EK Bx 1] 121 B:-ai i }

S T W Moy b 1
+ == ] A=~ 7 u= (A..¥v) +Buv
i=1 % | o M oEy o gEp o U i l

El operador lineal <e segundo orden L* estd definido por

n

A s
121321 3{ e i£1 oy By v

v es ilamado "Operador Adjunto de L'

Entonces de (69) y (70) sc tiene:

vm-um:fﬁ-}il :“—Eu—%{—[ﬁi.v}*B.w
=1 %% | 5=t & ST s '
mn -
= E —a—- \.||‘ E _.E_.g._ - F .—.E.—
i..__'.I Exl :l:.._. 17 E}Ej j_I‘l 1] 3:(
X i
- u E vV * B LN-’
=1 J =
e & B AU av
viu - ul*v = J | ¥ A, v—--u.--—J
=1 A% |50 WL WK ;s
. .
3
+ uy [El - 3 A ]
i=1 E‘;l):j 1]

1

|
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(63)

(70)

(71}
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[a ectuacién (55) es Ilamada ‘“Identidad de Lagrange'.

DEFINICION 2.4,2:
Se llama "Campo Vectorial V' sobre B al conjunto de n-uplas

ordenadas de funciones que toman valores en B, es decir:

V= {(VE(x), Vy(x)seeens V(X)) tal que Vi: K —®, i=1,2,..., 0}

DEFINICION 2.4.5:
Lla "Divergencia" del campe vectorial es la funcitn escalar

n a\.f.l
¥ e v = .
i=1 %

NEFINICION 2.4.4

Sea Runa regidn en el espacio n-dimensicnal y sea B(R) la

frontera de R. Entonces Res 1lamada una "Regifin Regular si

j ¥eVdr-= . V o a8 (Teorema de la Divergencia) (72}
R B(R)
= V = vdo
BR)
- F d 73
~ I Vv, do (73)
bR )

s satisface para cualguier campo vestorial V cuyas componentes "u’i

son funciones continuamente iferenciables en R y en la frontera b{R}.
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Agui dr = d.\“ltb{z :Ltn 25 el plemento de volumen en R, do es ol
elemento de superficie en la frontera h(R) v v = (Yqeeeees 1nj es el

vector unitario normal exterior a b(R) en do.

TEOREMA 2.4.5%:

Sea Rwna regibn regular ¥ u.v un par de funciones con segun
das derivadas centinuas en R y sobre la frontera b(R). Asumamos tam-
bifn que cada coeficiente de (64) tiene esta misma propiedad, enton-

ces se cumple

n
j (vIu = ulfv)dr = Lptj Py ¥i)do (74)
1=1
R ]
donde
n n n
: [:13] d
B.(x) =w § A, =—-=u § A, uv(B: = ] =— A:s)
1 =1 Y i!:!tj S 'u'!xj 1 s ﬂxj 1]
=T aanes a1 Yy Plx} = .[PJ[:':J:- saay [’ﬂ{x}}'
DEMOSTRACION:

SeeGn la identidad de Lagrange sobre R se tiene

viu - ulAv

1l
Pt
e
ol
=
™

- (75)

]
]
[H]
e

integrando (75) sobre R:
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L[vi,_._u - uL®v)dr = [ VaPde«. (78)
j n -

Como Res regular, se puede aplicar el teorema de 1z divergencia sobre

el miembro de la derecha en la eécuacifn (76); de 1o que resulta;

I
I (via - upfv)dr = L{i_EI Py Y5ida (77)
R (R}

la ecuacifn (77) se llama "Férmula de Green' para el operador L.

TEOREMA 2.4.6G:

Sea L el operador de la ecuacibn (64) ¥y sea M el operador

M IZI I‘f B, 2 If Bt i
= e — e
i=1 §=1 1] Exi E:tj oot T Bx-.l

donde los coeficientes de M y L tiene segundas derivadas continuass en

R. 'Entonces M = ). si ¥ sdlo si Eij (x) = 'Aij (x),
Fi(x) = By(x), 6() = C0x) en R, 4, = Tpuunee, M.

DEMOSTRACION:
Ly M tienen el mismo deminic: la clasode todas las fumcio-

nes w en R tal que Lu vy Mu son funciones bien definidas en R,

Decir que M = L significa que Mu = lu es um identidad on x

sobre R para toda u del dominio.
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Es claro que afirmar la igualdad de Ios coefitientes es5 su-

ficiente para asegurar gque M = L,

Supongamos ahorg que M = L, entonces Mu = [u s satisface pa
o cualquier polinomio en las variahles Xipenans Xy Elijamos u = 1:

ENTOnceEs

2 . .
Ea.u .:‘Eu:u,dgahl gue Mr =G y lu=~C; por lo tanto
IiBJL'j X

G=C, YXER Elijamos u= %,, entonces

M.J=F1+G:(l y lu=38 + Q¢ comoMi=In y G=C, resulta
ta gue Fl = Bl, para todo x en R. De esta wanera se puede establecer

la identidad para el resto de coeficientes de M y L.

DEFINICION 2.4.7:

El gperador L on 1p ecuacidn (64) se llama "Auto-Adjunto” si

14 = 1.
TEOREMA 2.4.8:
Fl pperador Len la ecuacion (64) es auto-adjmto si y sola-
mente si
¥ 3
¥ o =B I3l m (79)

DEMOSTRACTON:
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Supongames que L es autec-adiunte, entencés L = L* Tuego
= Ty (80
se satisface para cualquier x en B, y cualguier funcitn v del dominio

de L.

Utilizando ia identidad de Lagrange y haciendo u = v resulta

vly - ulfy = il = [Eﬂ (v 22— - v2Y3 + (B E
= Ex =1 By s | ij 1;]
(81)
Sustituyende (80) en (81) gucda
] 2 [vae - I 2
0= |: (B, - = A..) ]
i=1 7 L R
! n
v 3 3 1
= i} [[B ' Eﬁi—&.J-—-—'fvz—[B = WS )
o4 17 55 & 17 A M A T SR ]
_gg_ﬁ by [? M, __]“'? *EVZ_E_U"' rﬁ_a_
i=1 1 "ﬂxl i=1 ]_.l ax 1] 3}(1 i=1 Hl(i 1 i=1 HXJ L]
P || 3 ] av? n a [n ]
3 RVE 5 8 e B 8, v
igl ljgl axj Al] Encl 1£1 EII ,:F; axj El 1 EI $=1
( 82}
Por el teorema [2.4.6)
T3

Para que la igualdad (82) se cumpla se necesita que
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§ow [ 2 ] Ivz - (1)
i OB Gl 3N '
n In

3 3

== A.. -B.| =0,
g 8
1215‘?_ (g = Rk = 3

la otra implicacifn resulta immediata de la ecuacifn (65).

COROLARIO 2.4.9:

8i Les un operndor auto-adjunteo, entonces Les de Ia forma

-7 3 . (34)
i=1 j=1 E‘i- 1;| axj

DBEMOSTRACION:

Goma Les anto-adjunto, entonces L = L& vy lLv = L¥y,

Pero
n n n
e ] st AW - § (B ¢ Oy
i=l j=1 : =
n e ] n
= E Ha-—-- E _-3... {uﬁl \r} - E _,?_ [B -“-J + [
=% axi 52 i.lxj 1] i=1 &xi

1
1 n n
3 v £ R
= E — LE ﬁ'ij ——axi + ¥ E T ."‘l.ij J - E —Bx_ (B \r] + v
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como L es auto-adjunto, entonces

n
)
i=1

E - -
i .—{lj.— Bi i Ppor lo tanto

Ly =
i

il r—g &

Tr
i Ay ExJ 1':[ 3 121 (VB) *.Cvi3

a
X 571

: B

Lan*v=I }_ (A =) + v
i=]1 j=1 ax i a‘K;r
enmtonces
n m
= = L
L I Ex E—'&l ] + E

TEDREMA 2.4.10;

81 Les un operador auto-adjunto, entonces para cada par de
funciones u,v con las mismas propiedades de continuidad asumidas an-

teriormente, la formula de Creen toma la forma;

j (vin - ulvidx = I {igl Pi‘rinU 5 (85)
R BIR)

DEMOSTRACION:
n

Como Les auto-adjunto, entonces Lv = I*vy y jzl E‘Jﬁj_ﬂ'ij = B..
Utilizando el teorema (2.4.1), la ecuacifn (65) se transforma en:

n
vLu-uL?=_E-§'-i—[EA [vﬂ—uw}.‘.
i=l i
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Haciendo
n
A v
Pox) = I A, W -usg) , d=l i
1 j=1 1] nj T.!:!Ej
T 8
vig - ulv = } rfo] T [ n

En el teorama (2.4.5), la ecuacidn (74) gqueda

J‘ (viu - ulvir = !' tF. F Y ;du
EJTERCICIO:
Sea L el operador lineal de segundo orden

7
R PSS P W B I A (N
e axay gy ax Iy

donde los coeficientes son funciones con segundas derivadas continuas,

en una regidn R del plane xv. Entonces:

d) Escribir una expresion para el operador adiunto I* de L.

SOLUCION

Como L, escrito en forma compacta es

a
3
:r.?;l J’gl nlj &Ki ij ’ ig'l El W e (2}



AT

=y y All=A,A12=A21 =8, A22 =(C, BL =D, B2 = E

donde TR Xy -
entonces
2 p 2
: 3e 3
L* = E E —_— . ~ E — B, * F: [3"
gt TGN W g
es decir
a? a? a? ] 2
" = - ko] E e C
L A'a;}‘*maxay“'ﬂarz BE’.‘( an+F (4}

b) Probar que la identidad de Lagrange, para cualquier par de funcio

nes u,v con segundas derivadas continuas en R, se transforma en:

_ 8 P
wu - utv = 2 -2 ©)
donde
Q=Av B -u sy B -u e 0- 8- By
P=Bluge- v tCug-vEy + GRe - B

PRUEBA:
Segim la identidad de Lagrange paramn= 2

I
=

2 2 2
g au av ]
vLu-ul®v - LE Acslv =— - u==) +uv(B - } ——‘&..]]
3 ax. % . ax.
o = T j oy By H

2
3 [A ( 3u v
= e A (Vo= U oa) # AV o= - e
izl EES I & B ax, 1Y Ex, Xy
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F‘ﬂ (v Exl -
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5 EA]_I EA i
udy au U3y 12
L PR R TR e Taq]
Ay, A,
v : I 2
} Hhya v 312 ~u e V(B ot g )]

Regresando a las variables y constantes iniciales, la ecuacitn

anterior se convierte en

viu-ul®y

_ 30 _ 8P
E

=2 [ 3.
X [‘u"ﬁ'r Bx

¥ 3?;- ['B{v = -

" E?] +B(v % = 1 —]+mr{}] gi “ %g}]
u%ju-{][v - u-ﬁ] av(E - i:%- %}

c) Sea 'una curva cerrada perteneciente 2 Ry Rl 1a regitn de R

encerrada por T.

j J’[vLu - ulfv)dxdy = J Pdx + Ody

PRUEBA:

Probar gque

(6)
r

De 1a ecuacifn (5) se obtiene:

Lf[vm - ul#)dxdy = I [(Q—Q }dxd

j }r wx(PT + Qf)e dadyk .
i
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Por ¢l teorema de Stokes para um plano, se tiene

szum - ulM)lxdy = ag (Bi+ Q)eldxi + dyd)
T

35 (v + Qay). 5
T

En la ecuacibn anterier, ze 1lama "Integral de Linsa"al mismbre de la

derecha, el cuml toma valores enm €l sentido positive alrededor derl.

d) Probar directamente de la expresin para ¢l operador adjunto de
L, que el adfhunto de el adjuntoc de Les L, es decir:

L¥e =1, (8]
Inmediato.

e) Probar gue Les auteo-adjumto si y solamente si, las ecuaciones

3A , 9B _ B, € _ .
H‘rﬁ.qn 3x+3y &
FRUEBA:

Inmediato por 1 teorema (2.4.8), donde m = 2,

f) Probar que el operador auto-adjunto de segundo orden en el caso

paran= 2, tiene la foma!

(ﬁ%+3l +%(B--&-+ci}+p (9)
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PRUEBA

Inmediato del corolario (2,4.9) paran= 2

g] Sea el operador laplaciano

=20 + & 10
e e (10

Usar 1a ecuacién (7) parz obtener la relacidn

J Jriwzu - uwivldxdy = § (v % - u %}1 (1)
I

donde g,-“n—. denota I derivads diteccional de u, en la direccifn de la
nomal exterior m sobre r. la telacién (11) es llamada "Forma

Simétrica" del teoremz de Green en el plano.

SOLUCTON:

42 2
wWou - uviy = ?(—E%‘- —2;232-‘] - u(ﬁ*- : Ly

= ylo - ulwvg
pero L = L*; entonces v = L*v; por lo tanto

vi2y - uvey = vLu - ul®v.

Luzgo
I If‘ﬂiu -uylvidxdy = J J’['.rLu - ulFv)dxdy
&
= }’ (Pdx + Qdyh segiin (7). (1)

T



131

Tomando en cuenta que Les el operador Laplaciane, la ecuz-
cifn (12) gueda:

L(vﬁ-u};—)éx + (v }%-ugﬂd}r

= J _[v g%dx + v%—dﬂ—[u %d_x + u%-d_y}}

gl -.v- au * + =+
- V= ToldxT + dyj) - ufza‘—-l + 2 fa(axd + d}’ﬂ]
L x T ay

[ [T ED - u@ e BN et e oD
F
au v
II ['l.ragﬁ~u—1:15
r



CAPITULO [IT

ECUACIONES DIFERENCIALES ELTPTICAS

5.1 PROBLEMAS CON VALCRES EN LA FRONTERA PARA ECUACIONES ELIPTICAS.
DEFINICION 3.1.1:

Sea Runa regidn acotada con frontera S. Llamaremos cierre de

Rala expresibn R = R+ S que es la unidén de R con su frontera S.

3.1.2: PROBLEMA DE DIRICHLET PARA UNA REGION R,

See R una regibn acotada con fronters S, R=R + S. Sea L um
operador diferencial parcial autv-adjunto lineal de Zo. orden eliptico.
Sea g ung funcidn dada continus en S, f una funcién dada continua
eni R. El problema de Dirichlet es aguel que tonsiste en determinar una
solucifin de 1a ecuacidn

lu = f en R ()
t2l que
2) u sea continua en R.

B) u=gen S

la condicifin B) es llamada "la condicidn de fronterz de Dirich

3.1.3: PROBLEMA DE NEUMANN

Consiste en deteyminar una soluciSn de la ecuacidn (1), 1a

132



cual tenga primer derivada continua en R v satisfaga

fu
—ﬁrﬂ gen 5 {2)

en donde; denota la derivada en la direccién de la nommal exterior
a S.

(2) es Hamada la condicifn de frontera de Neumann.

3,1.4: PROBLEMA MIXTO O DE ROBIN,

Consiste en determinar una solucidn de la ecuacibn (1), 1a

cual tenga primer derivada continua en R, y satisfaga

a%ﬁ-*hu=ge-n S (3)

donde a,b v g =on funciones continuas dadas en 5, 2 v b no desaparecen

simul tineamento. (3) e= 1a condicibn de frontera mixta.

Existe otra clase de problemas, y £¢ cuando la frontera en la
cual se busca um solucibn de la ccuacidn (1), es una regidn exterior
a una superficie cerrads; en este caso el problama es llamado "'Proble-
ma Hxterior' en el ¢ual se impone una condicifn al infinito, el oual

rige el comportamiento de la solucifn a gran distencia del origen.

Los problemas descritos antorionmente, son problemas lineales
con valeres en 1a frontera. Consideremos varias combinaciones de

ellos, y notemas algunas consecusncias de la linealidad,

TEOREMA 3.1.5. (PRINCIPIO DE SUPERPOSICION). Si u,,u, sof solucicnes



de 1os problemas de Divichlet.
Lul-flen R, Uy = & sobre &

Lz = £, en R, uy = g, sobre 8

€456 constantes, entoncee 12 fumcibn u = ¢lul + r.:zui es wnn sclucion

al problema de Dirichlet:
u = -::_lfl + cof, en R, W= cy8 * CEy o S.

DEMDSTRACION.
Trivinl.

TEOREMA 3.1.6:

Dado el problema de Dirichlet; y sea v unga funcifn continua
en Ry, tal quo Lv = T em R, Sea p, = v sobre 5. Siw satisface
v =0Den Ry w=g-g enS, cntoices u = v * w es uma solucifn del

probloms de Dirichlet.

DEMOSTRACION.
Probemos que:
a) lu=f en R,

b} u es contfnua en R,

c) u=gen S.

Sea v = u + w cntonces:
v = Liv + W)

= Lv + Lw, por ser L lineal;



~.——f+[l',},ra.qzmwes splucitn de Lw =0 en R:

= f g R.

Como v es continus en R, y w os continua en R, por ser solucidn de

Iw = 0, entonces u = v+ w o5 continug en R,

Por otra parte, v =g l:a:‘.iy'wﬂg-gl en S, entonees
U=g +8 -8 =g 0o ges continua en 5, luego u es continua

en 5; por 1o tanto, u = v + wos contfnun en R

Por consiguiente:

u=v 4+ wes solucifn al problemsde Dirichlet.

TEOREMA 3.1.7. Ses el Problemy

Iu=0emR, us= g sobra 51 ¥ u = 92 gobre S, donde la fromte-
ra de Res § =8 W 8, Biu,u2son soluciones de tu =0y W= gy
SDbTE 51' L11 = [ i d) 52- v = 0 en sl u 02 = _-_'{2 sohre 51, entoncos

u= o 4+ oul satisface el problema original.

DEMOSTRACTON.

Trivigl.

TROREMA 3.1.8. Dado el problemn de Rohin v si g no o5 identicamente
cerp, elijamos una funcién v con  sopundz derivada continuan tal que,
v satisfaga la ecuacidn (3] sobre S.

Sea El = Lv. Bi w satisface lw = f - 'El an R y %% + bw = 0. entonces

u= v +w es splucidn al problema original.
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DEMOSTRACION:

Sea u = v + w entonces
u = Tiv + w)

= Iy # lw

=f1+f-flenR

= f en R.

Tambign u es continua en R ya que v y w lo som.

Por otra parte

Bw
E*lmr=ﬂ, luego

?:{u-v] +blu=-v) =0

i

&t BY
— thy= — #
én ar b

= g sobre S;

entonces u es continua sobre S, Luego o es continug en R.

Procedimientos anflogos a los descritos ¢n los teoremas ante-

riores, se usan para resolver el problema de Newmann.

3.2 ECUACION DE LAPLACE, FUNCIONES ARMONICAS Y PROPIEDADES.



137

DEFINICION 3.2.1,

Llamaremos Hcuacion de Laplace, en dos variables independien

tes, a la ecuacidn diferencial de tipo eliptico

$%u o d% _
La ecuacidn correspondiente en tres dimensiones es:
§2 &
u §%u  sfu 0 2)

5%z T ay? T Ezt

1lamada "'Ecuacidn de Laplace en el Espacio".

DEFINICION 3.2.2.

la expresidn Au, la llamaremos Laplaciano de u, en dos o

tres dimensiones.

 DEFINICION 3.2.3.

L= ecuacifn no homogenea correspondiente a (1) es 1lamada

"Bcuacidn de Poisson en el pland”, cuya forma es:

su = f(x,v) (3)

FUNCIONES ARMONICAS.

DEFINICION 3.2.4.

Llamaremos Funciones Armdnicas © Funciones Potencizles, a

las seluciones de Ia Ecuacidn de Laplace.
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DEFINICION 3.2.5

Una funcifn u es arminica en un punto P cn ¢l espacio, si
existe um esfern §, con contro cn T, tal que u tonpga segunda deri-

vada coptinua, y satisfaga la ecuacidn (Z), on cada punto de 8.
DEFINICTON 3.2.6.

Una funcidfn u es ammbnicn en una regifn K. <1 es arminica
en cada punto de R.
MEDIOS ESFERICOS.

DEFINICION 3.2.7.

Sea P(x,y,z) m punto dado en R, y sea S(P;r) ln esfora do
centro en P, v radio T contendda en R. Si ¢ es wo funcido continua

en R, el medio esférico de v os In funcidn ¢ delinida por:
30 = | [sus (5)
4t
5(P, 1)
donde Q) es un punto varishle on S(P,r)., v ds o= un clemento de super
ficie.
COMENTARIT) 3.2.8:

Introduciendo las coordenadns esféricas v, @ ¥y ¥ con origen

en P, y definiendo las transformaciones.



. 139

E=x+r Sen 8COs i, n=Yy+rsenfseny, L=2z+7Tcoso

para D <8 < 21, D<y<m

donde (£,n,z) son las ceoordenadas del punto variable Q en S(P,r).

Entonces el medic esférico puede ser reescrito asi:

2.1
Q) = 1-[ J’Q[m sen 8 cos {§, Y4r sen @ seny, 2 +r cos 0)sensdedy
aﬁ g -0
(6)
donde @S = risensdedy.

Es claro gue § es una funcifn continua de r en alglin intervalo

{}-:riFE-

Por tevrema de valores medios para integrales, la ecuacifn
(6) se transforma en:

2n .1

W(r) = ﬂiﬁ?_! Lﬁmﬁdadﬂr = (@ .M

g
donde Q es algln punto en S(P,r). Por lo tanto de (7) se tiene:

Lim I(T] = "I‘r.xr}'ia}
r+0

va que @ — P cuando v — 0,

8i definimos a § en T = 0 por 9(0) = ¢(x,y,z), entonces ¥ es conti-

ma en el intervalo cerrado [0,R]; es decir:

Lim §(r) = 9(0) = ¢ilx,¥,2)- (9)
0
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De (7) se tiene que ¢ tiene derivada continua en R, entonces

} tiene primer derivada continua en 0 < 1 < R.

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES ARMONICAS.

TEOREMA 3.2.9 (de valores Medips de Ghuss). Sea u amfnica en R.
Si Pes un punto dado en R, y S({P,r) es una esfera con centrc en P

tal que S(P,r) estf contenida en R, entonces:

u(P) = W -m—‘rrj jufm::s (10)
S(FP,r)
DEMOSTRACION:

la prueba consiste en demostrar que ufr] es constante para

< <R

Si en la ecuacifn (6) reemplazamos ¢ por u, ¥ diferenciamos

con respecto a r tenemos:

da _ 1 ude . su du , Su de)
E?’EE[ L[:ra" o & * T ) senededy
1 2 au B al
=T]TL [[ﬁa+ﬁb*ﬁfc]senﬁd@$
donde a = senscosy, b = senfcosy, c = cosd, son los cosenos di

rectores de la nmormal nen S(P.r).

Luego:
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o 21
g% = #l“ J- f{{m.u}smadﬂd&m,
T ‘o

donde
_t8u v, fu
M=l tigtk

es el vector gradiente de w.

Entonces por teorema de la divergencia

%Ef - ﬁ L:P.[r]cu.nﬂs = ﬁi{lj} dudr = 0

donde V(P,r) denota la regifin esfBrica cuya frontera es S(P,r).

Por lo Wﬂtﬂ%?—* 0, entonces u tiene un valor constante nara

D=1 < K.

Como U es continua en r = 0, se tiene:
u(r) = uf0) = ulx.y,z),

TEOREMA 3.2.10, [Principio Maximo-Minimo para Funciones Armbnicas).

Sea Runa regifn acotada con frontera S, sea u uma fimcidén que
es continua en R y armbnica en R. Si u no es constante en todas par-
tes en R; entonces el mixdmo My elminimo mde u en R, debe ser alcan
zado en la frontera 5, y lz desigualdad m < u(P) <M, debe ser vilida
para cada punto P en R,
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DEMOSTRACTION:

Asumamos que el valor maximo M se alﬁanmenmpmm?mk,
y demostremos que u tiene sl valor constante M en todos los puntos en
.

Sea R cualquier otro punto en R, v uvnamos P con R por wma 11-
nea poligonal que estd completamente en R, Ses d la distancia de esta
linea a la frontera S, y escojamos r, tal que 0 < r  <d. T denota
1a esfera alrededor de P de radio T Entonces T;;. ¥y su interior estin
dentro de R.

Por 1a ecuacifn [10) del teorema anterior, y por la hipGtesis

que u(P) = M, se tiene:

| [ oru@les - 2 [Tas - 2 [ [ues <0
o Tc. 5] 4 Tn

]
=
]
ﬂ
‘_‘_l
e
—
o]
j
u
ul
il
i

de donde

1“‘“4?[1'1-5“ J J u(Q)ds.

T

La funcién M - u es continua y M - u(Q) > 0 es vAlida en cualquier pun
to, en particular para todos los pumtos Qen T 5 El desaparecimiento

del integral implica que u tiene el valor constante Men T~ En efec-
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to v debe ser constante en todos los puntos de R tanto como en Tn

Para demostrar esto, cscojamos um radio r < 5 4 apliquemos el
mismo Tazonamiento usado por T o 3 12 esfera T alrededor de P con ra-
dio r. Entonces u tiene el *miu:r constante M en T,.. Asi ues igual a
M en todos los puntos dentro y sobre Tn_.

Sea Ql el punto de interseccidn de la linea poligonal con
la esfera T, Entonces u(Ql) = M. Sea T, la esfera de radio 1, alrede
dor de Ql: entonces Tl y su interior estin dentro de R, v por repeti-
cifin de argmentos previos tesulta que u tiene el valor constante M pa-
ra todos los puntos dentro y sobre la esfera T1. Sea Q, el punto de
interseccifn de ls 1inea poligonal con la esfera T1; entonces
u(Q2) = M, etc. Despuds de um nimero finito de pasos, el pmto R se

incluye dentro o sobre la superficie de uma esfera Tﬂ tal que u tiene

el valor constante M en todos los pumtos dentro y sobre la esfera Tn.

Por tanto w(R) = M., Esto nos prusba que u tiene el valor cons-
tante M en todos los puntes de R; como u es continua, entonces u tiene

el valor constante M en todos los pumtos de K.

Por consiguiente, si €l valor de u mo ©s constante en R, enton-
ces u(P) < M debe ser valida en R. Como m es el minimo de uen R, ¥y
notemos que -u es continig en R y armfnica en R, entonces el méximo

de <u es -m. Luego -u(P) < -m; dec donde

m < u{P) <« M
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COROLARID 3.2,11.

Sea Runa regidn acotada con frontera S. Sea u arminica en R

y continua en R.

Sea M wa constante @l que late) | £ M es vilida para todos
los puntos P en la frontera S. Entonces, ]u[F]li M es vdlida para to-

dos los puntos en R, incluyendo todos los puntos de R.

DEMOSTRACION:

Seal‘dlel valor miximo de wen S. Como u es continua en S,
Ml <M, por teorema antericr u(P) <M1 < M, de donde u{F) <Mes vé--

1ida para todo punto P en R.

Sea ml el valor minimo de w en S; por razonamiento anterior
se tiene gue m < u(P) es vdlido para tode punte P en R. Por hipbtesis
tenemos que -M < u(P)< M se cunple para tedos los puntos P en la
frontera S; tomando m = -M se sigue gque -M< u(F) <Mes vilido para

todos los puntos en K.

TEOREMA 3.2.12.

Sea R una regifn acotada con frontera S. Sean u,,ud {nciones
aménicas en R y continuas en R. Si ul = u2 en §; entonces ul = u, en

R

DEVDSTRACION:
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e sammica en R v contfnuz en B, Por tanto u toma sus valores méxi-
mos y minimos en 5. Perou =0 en 8. Asf, u= 0 en B} por consiguien-
te uy = u, en E.
TEEEMA 3.2.13.

Si el Problema de Dirichlet tiene solucifn, ess solucifin es (ni-

Gils
DEMOSTRACION:
SUpongamos que uy,u, Son soluciones al problema de Dirichlet, en
tonces
Iy = £ en R, Uy =gen S
Luy= £ en R, u, = goen S.

Pero por teorema anterior si ul = u? en 5 entonces ul = uZ en K

TEOREMA 3.2.14.

Sea f uma funcifn continua dada en R, y sean gy,82, funciones
continuas dadas en 1z frontera S, tal que, [gl(P) - g2(P)| < e es vli
da para todos los puntos de S.

5i ul,u? son soluciones a los problamas de Dirichlet
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i

1:;.11=me, glens

b |

LuZz = £ en R, u2=g2e.fn5.

Entonces |ul(P) - u2(P)| < ¢ es vilida para cada punto P en R.

DEMOSTRACTON:

Sea v = ul-ul; entences v satisface las hip6tesis del Corolario
[3.2.11) al reemplazar M por =. Luego |[v(P)| = iul[P]-uz[P}| < e,

es cierto para todo punto F en R.

En muchasaplicaciones esde importancia el "Problema de Dirichlet

Exterior para la ecuzacifin de Laplace, el cual se establece asi:

"Sea S uma superficie cerrada, y sea R la regifn exterior a S. Sea g
una funcifn contfnua dada en S. Encontrar uma funcifn u que sez arméni

¢z en R, continua en R tal que u= gen S'".

Los teoromas aateriores, ne pueden aplicarse al problemas antes

planteado, puesto que ellos consideran a R como una regidn acotada.

Como un contraejemplo para el teorema (3.2.13) consideremos el
siguiente problema.
Sea § la esfera unitaria alrededor del origen y consideremos:

g(P}) = 1 dentro de la esfera, u(P) = 1 fuera de la esfera,

v(P)} = 1 dentro de la esfera, v(P) = -}: fuera de la esfera,

donde r* = x% + y* + zZ,



147

Entonces u(P) y v(P) son funciones arménicas fuera de la esfera

unitaria.

En efecto:

Como u(P} = 1 £fuera de la esfera, entonces

tambign u(P) = g(P) dentro de 1la esfera.

v(P) = ;f- en R; entonces

v(P) = g(P) en S.

luego existen dos soluciones para el problema de Dirichlet Exte-

rior.

Es claro que un requerimiento adiciomal debe ser impuesto, an-
tes de obtener la unicidad de la solucidén para el problema de Dirichlet

Exterior.

DEFINICION 3.2.73.

Seay una funcidn definida en todos los puntos exteriores a algu-
na esfera 5, alrededor del origen. Entonces y desaparece uniformemente
en el infinito, si dado ¢ > 0, existe un nimero T, > 0 tal que si
entonces:

Iifﬂ
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[¢(P)| < ¢, es vdlido para cada punto P exteTior a S. SimbSlicamente

se escribe:

Lim ¢(P) = 0  uniformemente.
¥ ]

Con el requisito adicional que 1a solucifn desaparezca em el in-
finito, la propiedad de unicidad es vdlida parm €l problema de Dirich-
let Exterior.

TEOREMA 3.2.16.

gea 5 una superficie cerrada simple, R la regibn exterior a S y
sea g umd funcifn continua dada en R. Debe haber al menps una funcitn
n que es continua en R y arménica en R, tal que u = gen 5, vy

Lim u(P) = 0 uniformemente.
T

DEMOSTRACTION:

Supongamos que ul,u? son funciones con la2s propiedades descritas
en el teoTema y sea V = Uy U, entonces ves continua en R, amm6nica

en B, V=0 en S y v desaparece uniformemente en el infinito.

Solo falta probar que v =0 en todos 10s puntos de R. Sea P un
punto cuglquiera y fijo en R, y £ > 0. Escojamos una esfera 5, alre-

dedor del origen con radio r suficientemente grande de modo que:
a) § estf contenidz en S;.

b) P contenido dentro de 5.
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€] [v{Q)] < ¢ es vdlida para todes los puntos Q en S,

Denotemos por R_ la regitn anular acotada por las superficies 5
¥y S.. Puesto que v =0 en 8§, y [v(Q)| < ¢ es vdlido en la frontera
completa S5 + Sr de R . Luego por Corolario (3.2.11) resulta que
[W{P)| « . la (nica forma en gue la desigualdad anterior puede ser
vilida para cada alternativa de = > 0, es cuands v(P) = 0 de donde
o S &

EJERCICIO:

a) Sea y una funcidn arminica diferente de una constante. Bajo que
condiciones u = f(u) es funcidn armdnica.

SOLUCION:

Bi v es ambnica debe satisfacer Wt = 0.

Yy
En efecto:

X &p &X

. P sy by , du 8% 1
e Se &x &x By 'd.x?* &

_ #u mﬂ_]; , du [-Sﬂr] )

Y we Loy ey ®

Luego, sumando (1) y (2] se tieng
]T finl

2 2
_#2u | (s § sy . 82
e Sl - (87 8 [ 5]

Como ¢ es arminica, entonces

2 2
—6..—.9. e _——6 1" =t ﬂ :
$x2  gy2
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Luego
&4u | [y
+ = it i
Y% T Yy T HE l‘k@x]

Paraque u _ + Yoy ™ 0 debe ser

52
w2 U
fu _
Entmces-&-'r;~a
u=ap +b;

de donde u = £(y) =a ¢+ b.

b) Sea Runa regifn limitada con frontera S. Sea u uma funcifn armé-
nica en R, continua en R tal que u > 0 en S, Pruebe que u > 0 en

Ru

SOLUCION:

Como u es ammfnica en R, continua en R y u > 0 en S, entonces
por teorema (3.2.10) u alcanza su miximo y su minimo en la frontera S,

de donde

ul(P] < M cn M>0 enR,

ulP) > m con m=>0 enR

Luego u > 0 en todo punto de R.

3.3) SEPARACION UE VARIARIES BN LA ECUACION DE LAPLACH.

Un métode aplicable a un nfimero de ecuaciones homogsneas lineales
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clisicas de Fisica Matemfitica en varios sistemas coprdenados es 1lama-
do Método de Separacifn de Variables, Método de Bernoulli o Método de

Fourier.

Nuestrp objetivo primeramente es encontrar una sucesin de so
luciones particulares, las cuales satisfacen condicicnes de frontera
en una forma llmmada "Separable". Consideremos la ecuacifn de Laplace

en coordenadas polares r, @,

=E-2u+lﬂ+1 ﬁ“"l'= 1
T e T2 ae &

Supongamos una soluciGn de Ia ecuacitn (1) de la forma:
u(r,8) = R(r)ele) , (2)
llamada solucifin separable, y encontremos soluciones separables que sa

tisfagan las funciones R y @.

Sustituyendo (2) en (1) se tiene:

R"B+%-R‘B+;.!IRE!'TEG; (3)

luego

R + rR'® + R = D

2R Erw s %L: (4
dr , _ a8

donde R = a-rr g a-é'

Nétese que en la ecuacién {4) hemos separado las yariables.
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Como (4) es una identidad con variables independientes 1, 8, resulta

que cada miembro es igual a uma constante; es decir,

2R + TR

> - = ﬂ_ﬂ
3 b= T

donde la constante A es llamada 'Constante de Separacidn',

Luego, 5i (2) es wna soluciSn de la ecuacién (1), las funciones R v 8

deben de satisfacer las ecuaciones diferenciales ordinarias
IR + TR' - AR = 0 &

"+ AB = 0. [ﬁ)

La ecuaci6n (5) es del tipo de Euler; es decir, asumamos una solucitn

de 12 forma R = r", donde o« ©s una constante a determinar,

Derivands con respecto a r y sustituyendo en (5) tenemos:

1

r?afe - N ? 1™ - A% =0

(g2 - a+a=-21) =0

a? = ) entonces o = #/}

Consideremps en las ecuaciones (5) y (6) dos casos:

ler. CASO: A =10

Si A = 0, entonces (S) resulta
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R + 1R =0
" = - R!

B - e
R yr?

Luego

InR' = - Inr + In D,
¥

2o. CASD: A #0
Sia# 0, entonces una solucifbn de la ecuacidn (5) es

M+ D donde u= /X

R=E1 1

De manera similar para la ecuaciGn (6):
ler. CASQ: » = (O.

g =0,

@ = A,

8 = AGB-I-Eﬂ.
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20. CASO: a # 0.

re

Asumamos una solucidn de la forma 8 = ¢, y sustituyvendo en (6) resul

ta

1278 4 207 = 4
(r? + l}em =0 :
Luego

T = =i/}

For tanto

E=aﬁ“aciundeu=fi'.

Una solucidn de la ecuacion () es:

a= ﬁlc:ugiuaj + Elsen{ua]

Luego la solucidn general de (5) v (6) es:

1]
=2

Cﬂ ¥ Dﬂ logr , 51 A
Cyr™ o nlr*” . sip =% £ O

si x =0,
o 0

AR @o# fa,+ Bl sen uB, u=vVi£0 :
L

donde las solucicnes separables de la ecuacitn (1) son de la forma:

u(r,8)=[D, log r + C (A8 * B )*(Clr" + Dlr M)(Al cos us + Bl sen wg) (7)
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donde las letras son constantes a determinar.
3.3.1 PROBLEMA DE DIRICHLET PARA N CIRCULD.

Sea C un circulo de radic a alrededor del origen en el plamo xy
¥ R denote la regifn interior a C. Sea f(8) una funcifn continua dada

en (.

El problema es encontrar una solucifn u de la ecuacidn (1) en R,

tal que u es valuada en forma individual y continua en R y tal que:

a) uf(a,n) = £(»), 0<e<2m

a o
_ % ) :
b) u(r,g) ==+ n£1 [a] (a, cos ng + b sen no)

donde a e b nt SO los coeficientes de Fourier de f.
L

n‘l

SOLUCION:

El requisito de valorizacién individual en R, implica pedir para
u ungd condicién de periodicidad, es decir:

u(r,s + 2m = u(r,8), 0<r<a, - < B < = ; (8)

Ia ecuacisn (8) es un requisito adicionsl a la condici6n (a), la cual
se satisface si se le pide a la ecuacitn (7) que satisfaga

B(e + zm = 8(a), wm < B o< W (2)
esto es que 8 sea periddica.

8i en 13 ecuacitn (9) se sustituye @ por -N, se tiene:

e(-n) - 6(m) =0, e'(-m - o m =0, (10)
Las ecuaciones (6) y (10) constitwen el Problema Regular de Stumm-Liou-
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ville, Un par de soluciones de la ecuacifn diferencial (6) es:

u, =cos YA 8, v, =senvip, -N<6 <0

por lo tanto los valores de) e=tin restringidos a:

-h:l =ﬂz, n=nt11zviiiii

En la ecuacifn (7), para que u sea periddica debe ser _Fta = 0; tambifn
para que u sea finita debemos tomar D, = 0. Luego la ecuacifn (7) se
transforma en:

u (r,8) = '[cnr“ + ﬂnr'“J(An cos nE+ B sen ne). (113

las ecuaciones mnteriores son 1lamadas "Armdnicas Circulares™.

En €l presente problemz la regidn que nos interesa incluye el valor

r = 0; luego para conservar la continuidad de u, debe ser ﬂn = 0; luego

u (r,8) = (A cos né + B_ sen ng) T, I T (12)

Por el principio de superposicitn

u(r,8) = 7 r“[ﬁh cos nd + B sen ns) ; (13)
n=0

utilizendo la condicidn de frontera (2) =e sigue que:

u(a,e) = En a'{A cos ns+ B senmo)= () , Osoc; (14
n=k

Asumamos que fes periddica, de periedo 25, y tiene primer derivada com-

tinua a tramos para todo 8. Entonces el desarrollo en series de Fou-
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rier de fes:

fi ™
fle) = —+ [a, cos ng+ b_ sen na) , (15)
Z ngtl n n
donde:
20
&
a, =3 L f(8)de
: 20
8 =3 ; f(g)cos nads n=1,2....
1 21
By o), MOEBMBE o ...

Comparande las ecuaciones (14) y (15) resulta que:

2]
"

a
o 5}
-A il T L] A n = " B -
(& 2 non
Por lo tante, la solucifn en series pbtenidas por separaciSn de wvaria-

hies es:

a = n
u(r,0) = f+ I [E] @, cos mos b, sen no) 16)

donde los coeficientes a, &,y b, son los coeficientes de Fourier para

: |

E.
De (16) se sigue:
u(a,e) = £[8).

Probemps ahpra que la socesibn en series de Fourier es Tonvergente,
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En efacto:

Como asumimos que fes continua, con primer derivada, contfnua a tramos

y periddica con peripdo 2I; entonces la serie de Fourier

a et
=}
7+ nEI (3, cos n+ b sen nf)

converge umiformemente a f en [0, 21] .

Ahora el criterio de Cauchy establece que dado = > 0, existe un entero

I"»IE > 0 tal gue si n,m son enteros yn > m> NE entonces:

a

_g. {akmsk‘ﬂ+bk5'ﬁ*nkﬂ}<z- (18)

n
+1
k=m+
Definamos la fumcifn v sobre R por:

a n
v(r,8) = '; : kﬁ%ﬁl (Eﬂlk [i’-k cos ki + b]': sen ko) . (19)

Dado que ves continuz en R, armbnica en R, y sobre la frontera C

lv(a,x)| <&, 0 <8 <21, entonces por Corolario (3,2.11),

lv(r,8)] < £ sobre R,

Ha sido probado que dado tm e > 0, Exjﬁtemaﬂternﬁﬂnl}talquﬂpara

todos los enteros n,m, conn > m > N,

a2 T
R @k(akmkwbnmka] <
keml -
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para todos los puntes (r,8) de K. Perc esto es justamente el criterio
de Cauchy para la convergencia uniforme de la serie (16) en R. Asi la
serie definida es una funciSn continua u en R.

Ademis esta funcidn asume valores en la frontera C, en el siguiente sen

tido continuo,

Lim u(r,8) = £(8 0 <@, <21 ;:
[rle]_’ﬂrrau} °) s

de otra manera:

a m
Lim u(r,8) = u(a,8g) = —E{i ) (a?n COS ne,+ hn sen nig), 0< 68 <N
(r,B}—*{a,au] n=1

Finalmente probemos que u es armdnica en R.

Puesto gue la serie de Fourier de f converge, entonces existe
una constante M > 0 tal que

fﬂni <M, |anl < M, 1bn1 < M, n=1,2,....

Definamos la sucesidn de funciomes {u } por:
o [ -
un{r.a} - [a]n{an Cos ng+ bn sen ngj) n=1,2,

a
y ugr.8) =3 ;

observe que cada u_ es continua en R y armbnica en R. Elijamos un va-
lor T, tal que 0 < T, < 4. Entonces

fu
ik

ajia

n-1
n r -
S ——
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< ()6 [l + 1]
n rﬂ = <
[ = m ﬂ __3._- nh1'2,-'- __I' __ru 0

La serie de constantes positivas

Taf2]

n=p |3

——

n
rﬂ
a

converge y domina, témmino a término la serie:

n=i]

Por 1o tanto las series obtenidas, por diferenciacién de 1a ecuacién
(16), tErmino a témmino con respecto a T, converge umiformemente so-
bre el disco cerradeo de radio % alrededor del origen. Esto implica
que la funcifn u tisne primera derivada continua con respecto arT, ¥y

quegﬂ% puede ser calculada término a témmino por diferenciacién de

la serie para u con respecte ar, donde 0 < r < r ., Uma repeticién

— "0
. f%u $fu .
de los argumentos anteriores prueba que == v aT existen y son fun
ciones continuas. Por consiguiente:
L]
.ﬁu:E.ﬁunﬁﬂ, ﬂirirﬂ, ﬂiaf_EH.

n=0

Entooces u es ammbnica en R,
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3.4 FORMULA INTHGRAL DE POISSON PARA UN CIRCULO.

Sea u la solucifn al problema de Dirichlet dada en la ecua-

cifn (16); sustituyendo en esta ecuacién los coeficientes de Fourier

CH S bn por:

n
o I Flp)dw, %J £(¢) cos mudy ¥ %j f(w)sen mycp
0 o 0

respectivamente, u se transforma em:

2

) i i (20)
u(r,6) J;, ey £l0)d.
0
En efecto:
Sustituyvendo Ea’an’bn en la ecuacifn (16) se tiene:
| — o 201
u(r,s) = 'E1IT J' Flp)de + ) [-;-I“ [%I f(v) cos np cos nodd
o n=1 o
2n
¥ ;—J £{y) sen ny sen nadanJ
g
M G 1 5 =
B r - 3 .
= L £W)dw + 5 }i -E]n[ -[_-, £(y) (cos ny cos ne + sen nf Sen DE]E'[!L]
21 & Ty LT
= _IJ' ECu)dp + 3 [_‘:] L £(y) cos n{;p—a]:iw]
zn - {#J} 1 n=El 31 Ju
21 : 21 = n
= 'E}]” J £lo)dy + = J' £(p) [ ) [E] cos n(w-ﬂ}] dip
1] 1] n.=l
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41| oy =
1 ] 13 A
ol () [1 + 2 [—) cos nle=8) [dy [21)
AL nzl 2 J

el cambio de suma e integracifn es valido en vista de la cohwvergencia

uniforme de Ia serie,

Ahora si X es un real tal que ]'c[ < 1, entences:

1-x2
1+ .2 I T cos ny = . 22
. e T I cose + 12 (22)

A fin de probar la igualdad anterior, sea L = xelt;

entonces

TeLi-1e2 § 2" 23

n=1

51 R ¢ denota la parte real de] ndmero complejoc, entonces:

1+ Z) [ 1+ P
3 = R f—
Ret-ij EHT-)CE'.Ib
_— [1 + x cose + ix sendl]
el - x coséd - 1X send

T-x2
1 #+ Zxecosd # Xt

(24}
For otra parte:

Rﬂ[']lt_g]=ﬁe{1+2 Ezn]

n=
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il

RE[!+E 'f xn{:nsn#*imnnﬂ:|

n=1

1+ 2 f ' cos né (25)

n=1

[}

De (24) y (25) se sigue la ecuacin (22);

al intercambiar en la ecuacitn (22) x=71/a, 4 = ¢ - & , Tesulta

- {1

1 - Z{rfa]_ cr;:sEi,Lr - 8) # (r/a)?

1+2]) [%Jncus n(y - 8) =

a* -yt .
= . 2
a* - Zar cos(y- 8)+ r? (26)

Sustituyendo la ecuacifn anterior en la ecuacifn (21) gueda:

20

ule,e) = l[ ot =12

2 | P T T £(w) do. (27)

La ecuacifn (27) es llamada Integral de Poisson para un Circulo.

Asi (27) nos da la solucifn al Problema de Dirichlet.

eda.
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