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INTRODUCCIGON

El presente trabajo no ez exsctamente un estudio exclusivo -
sobre los espacios de Banach; e mds bien vna investigaciino biblio
grafiea sobre espacios métricos ¥ espacios normades, presentando -

en los capitules Il y I11, correspondiente a loz espacios normados,

algunos teoremas importantes en espacios de Banach,

En el Capitulo 1 =e presentan conceptos generales sobre espa
cios métricos, haciendo £nfasis &n los ezpacio= completos y espa--

eios compactos,

Hn el Capitulo II, ademdz de los conveptos generales =mobre -
ezpacios normados, se presentan teoremas importantes tales como: -
la caracterigacidn de funcionmes lineales continuas y la construc—-
cifn del espacio de aplicaciones lineales contipuss, Se ha inclui-
do ademds en este capitulo, en forma breve, las aplicaciones inver

sibles en los espacios de Banmach,

El Capitnlo TII se ha dedicado al estudio de tres teoremas -
importantes: el fteorema de la funeién abierta, el teorema de Banach
Steinhaus y el teorema de Hahn - Banach; les dos primeros en espa-
cios de Banach y el terceroc em un espacio normado cualguiera. FEatos
teoremas son fundamentales en el andlisis funeional, razén por la
cual, este capitulo puede ser de gran ayunda para las personas gque

ge inicien en el entpdio de e2ta rama de la matemdtica.



CAPITILD 1
ESPACIOS METRICOS

1, DisTancias., Espacios METRICOS,

DEFINICION. Sea E un conjunto no vacio. Una distancia en E es una -

aplicacifn d de E x E en R que tiene las siguientes propiedades:

P1) d(x, v¥)> 0; para todo (x, v} de E x E,
p2) d(x, y)=0 si ysolosi % =y.
Pﬁj d{x'l 3} = d[.'."r- x).

Pa) d(x, z) <d(x, y)+ diy, z) (desigualdad trian
gular),

La funcién d es tambien llamada métrica y el nlmero d(x, v¥) es 1lamado

distancia entre los puntosx e y.
PROPOSICION 1.1. Si d es una distancia en E entonces
ld(x, 2) - d(z, y)| < dix, y).
DEMOSTRACION:

12) d(x, z) <dix, y)+ dly, z) = d(x, y)+ d(z, y)
== dx, 2) -d(z, y) <d(x, y).

d(x, z) + d(x, y)
dlz, y).

22) d(z, y) <d(z, x) + dlx, y)

=== -d(x, y) <d(x, 2)

Por 1o tanto -d(x, y) < d{x, z) - d(z, y) <d(x, y).

DEFINICION, Un espacio métrico es un conjunto E provisto de una distan
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cia,

Ejemplos de distancias

12) En la recta real R o el plano complejo © la funciSnd(x,y) = |-y
es una distancia; llamaremos a esta distancia 1a mE@trica natural
deR, C; cuandoR o [ se consideren como espacios métricos sin dar
explicitamente la distancia, entenderemns que estdn provistos de la

mBtrica natural.

22) EnR la funcibn.  d(x, y) = |F(x) - Fly)| , donde F es una funci6n
real de variable real estrictamente monftona, es una distancia.
En efecto:

P1) "d(x, y) > 0" evidente.

P2) "d(x, ¥) = [F(x) = Fly)| = 0 == x = y".
3 ) V== ¥
IF(x) = Fly} = 0= F(x) - Fly) =0
= F(x) = Fly)
= X =¥,
) o

x=y = F(x) = Fly) = Flx) - Fly) =0
= [F(x) - F(y) = 0.

P3) dlx, ¥) = IF(x) - Fly)| = [Fly) = F(x)| = diy, x).

[F(x) - F{z) | = IF(x) - Fly) + F(y) - Fiz) |
< [F(x) - Fly) | + [Fly) - F(z}!
= dx, y)+ dly, 2).

pa) dix, z)
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Sea G un grupo conmutativo

P:6 -———-*'H+

x v P(x),

Una aplicaci@in con las siguientes propiedades:
a) Plx) =0+ x =0,
b) P(=-x] = P(x).
c) P(x +y)< P(x) + P(y).
Si para todo (x, y) de 6 x G definimos d(x, y)= Plx = y). des
una distancia.

En efecto: Pl y P2 eyidentes.

P [ =(x =1 , porb)
Ply = x)

dly, x).

P3) dix, y)=Plx = y)

1]

Plx = y+ y+ z)

Pa) dix, z) = FL£ - z)

1A

Plx = y)+ Ply ~ 2z), por ¢c)
= d(x, y)+ dly, z).

Sean X = (x1, x2, ... , "n‘" Y Y=y ¥, eee s y,) puntos
del espacio R" o del espacio €", La funcidn

n

%
N odix, o= (L XY )

., B85 una distancia.
Llamaremos a esta métrica la métrica natural de R" o III"; salvo
mencidn expresa de lo contrario, R" o " estarsn provistos siempre

de la mé&trica natural.



SobreR" o € las funciones:

1I1)  d(X, ¥) = sup |x, - yil
i=n
mr dlx, 1) = L% -y

son tambjen distancias.

52) Sea E un conjunto cualguiera, y definamos d{x, y)=0 si x =y,
dix, y)=1 si x#y.
Evidentemente des una métrica, y se le denomina la métrica discre

ta.

2. BoLAs, ESFERAS, DIAMETRO,

DEFINICI'ON.Sea E un espacio métrico y d su distancia, %y Un punto de

E y r>0 un niimere real. Llamaremos bola abierta de centro Ke ¥

radio r al conjunto E[:u,r} ={%x g E Idlxu x} <r}.

Bola cerrada de centro Xy ¥ radio r al conjunto

E'{xﬂ,r} = {xekE | d{xn,x] e,

Sean A y B dos subconjuntos no vacios de E; la distancia de A a B se de

fine : 'd(A, B) = inf dix, v).
%64, yeB

Cuando A se reduce & un solo punto %q

d(A, B) = d(x B) = inf df;xn,y].

¥
v yeb
-Para cada conjunto no vacio A de E, el didmetro de A se define:

§(A) = sup d(x, y).
xeh, yeh
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Un conjunto acotado en E es un conjunto no vacio cuyo didmetro es fini-
to.
- PROPOSICION 1.2. La reunidn de dos conjuntos acotados A, B es acota-
do,

DEMOSTRACION:

SiAcB o Bcg A, 1a conclusion en inmediata.

Supongamos no es ese el caso y sean a e A, b & B; entonces si x g8y
son dos puntos cualesquiera de A U B, o bien x & y pertenecen ambos a
A, en cuyo caso d(x,y)< &(A] o pertenecen ambos a B y d(x,y) < 6(8),

o por ejemplo xe A & y e B, y entonces

d(x, y) < d(x, a)+ d(a, b) + d(b, y), por To tanto:
d{x, y) < 6(A) + d{a, b) + 5(B) (1)

5{(A) + 6(B) + d(a, b) es cota superior para d(x, y); x, y puntos cuales

guiera de A U B, luego
8(A U B) < §(A) + 8(B) + d(a, b) (2)
Y puesto que (2) es cierto para cada a e A, b e B, tendremos que
S(A U B) < 6{A) + 6(B) + d(A, B). (3)

3, ConJUNTOS ABIERTOS, COMJUNTOS CERRADOS., VECINDARIOS.
CoMJUNTOS ABIERTOS,

DEFINICION. Sea E un espacic métrico. A ¢ E es abjerto si para cada
x & A, existe r >0 tal que B(x, r) c A.

PROPOSICION 1.3:. Toda bpla abierta es un conjunto abierto.
DEMOSTRACION:

Sea xl @ B{xa . ") d{xu LD



Pongamos ry =T - d{xu' xTly 1> o0,

Demostremos que B(xl,ry) ¢ B{x, » ).

En efecto: sea y s B(xl $ T

d(xﬂ,y] < d[xu,xl} * d[x],y] < d[xn,xll+ Py
por 1o tanto y & B[xﬂ rl.

PROPOSICION 1.4, Sea E un espacio mBtrico. Entonces

a) Ey¢ son abiertos.

b) La interseccifn de un nimero finito de conjuntos abiertos es abier
to.

¢) Toda reunién de una familia finita o infinita de conjuntos abiertos

eg abierto.

DEMODSTRACION:
a) Para fodo x, x & & es falso; por lo tanto podemos concluir que
existe r >0 tal que B{(x, r) c 4 y ¢ es abjerto.

Evidentemente E es abjerto.

b} Sean ﬂl . UE , 0 3. vt Dn abjertos de E.

n
Sea x & N D1 ; para cada i existe r,> 0 tal que B(x, ri)c DT‘
"‘=] 1

pongamos T = min {ry).
i=1’211-i 'n

La bola B(x, r) ¢ }{ ﬂT , por lo tanto, 1a interseccidn es un

21
abierto. !

€) Sea X un punto de una reunidn de abiertos; x pertenece al menos a



un conjunto abijerto DT’ el cual contiene una bola abierta de cen-

tro x, por lo tanto la reunibn es un abierto.

PROPOSICION 1.5. Sea E un espacio métrico, A ¢ E. Entonces A es abierto

i ¥y solo si A es reunidn de bolas abiertas.

DEMOSTRACION:

I L1]

Sea x e A; por ser A abierto existe P 0 tal que B(x, rx} ch; ¥

podemos poner A= U B(x, r

i
xef X

85 A= U Bi; H1 bolas abiertas, entonces A es abierto por proposicio
i=] -

nes 1.3 ¥ 1.4 - c).

PROPOSICION 1.6. (PROPIEDAD DE SEPARACION DE HALISDORFF).
Sea E un espacio métrico, 2 y b puntos de E, a # b, Entonces existen A,

B abiertos en E tales que: ac A, beB y An B=d.

DEMOSTRACION:

Sea r = dfa, b) y sean A = B(a, ; ), B = E{b,-ﬂl. A y B son abiertos

yademd3s A n B =03 vya que si tuvieran un punto comin ¢, tendriamos

d(a, b) < dla, ¢} + d(c, b) < ;-i-%- = r o cual es absurdo.

(oMJUNTOS CERRADOS,

DEFINICION. Sea E un espacio métrico, A c E. A es cerrado si su comple-

mento es abierto.



PROPDSICION 1.7. Una bola cerrada es un conjunto cerrado.

DEMOSTRACION:
x § 8'(a, r) = d(a, x) >r==4d(a, x) -r >0,

Pongamos r, = d(a, x) - r,

B(x, 1) n B'(a, v) =%  ya gue si existiera un c gue pertenece a
la interseccibn tendriamos:

dfa, x) <df(a, ¢) + dlc, ») <r + dlc, x) <r + ry = dla, x)

1o cual es absurdo, Por 1o tante Blx, '1} ¢c(CB8'(a, r), v B'a, r)
gs un conjunte cerrado.

PROPOSICION 1.8. Sea E un espacio métrico. Entonces

a) E y ¢ son cerrados.

b) Toda reunion de un nimero finito de conjuntos cerrados es cerrado.
¢) Toda interseccidn de una familia finita o infinita de conjuntos ce

rradps es cerrado.

DEMOSTRACION. Tomese complementes en cada ung de lps literales de la -

proposician 1.4.
VECINDAR10S.,
DEFINICION. Sea E un espacip métrico. V ¢ E es un vecindarip de up pun-

to a & E si existe un abiertp "0" tal que ae 0 y Dc V.

PROPOSICION 1.9,
a) Toda parte que contiene un vecindario de a es un vecindario de a.

b) Toda interseccidn de un nimero finito de vecindarios de a es un ve



cindario de a,
¢} "Propiedad de separacidn de Hausdorff",
Sean a ¥ b puntos de E, existe ¥, vecindario de a y Vs vecinda-

rl.t‘lll =¢|l

rio de b tal gue vl 2

DEMOSTRACION:
a) Trivial

b)  Sean U1 vE e Vo vecindarios de a; existen abiertos

1’.}-j ; DE 3w Un, tales que a & ﬂi ¥ Di C v1 (3= 1:85:0s,00

n _ n n n
f ﬂ1 es un abierto; ademds: ae N 0, y M 0. c M V. por lo

i=1 i=1 1 =1 v 421 )
n

tanto fy V. es un vecindario de a.
15

c) Por proposicidn 1.6 existen V, y V, abiertos asV, y beV,
tal gue VT i ?E =
U1 Y “E son vécindarios de a ya que ?i es abierto incluido en
V1 ¥ vE es abferto incluido en ?E, con 1o cual U1 v “2 son los
vecindarios buscados.

PROPOSICION 1.710. Sea E un espacio métrico, A c E. Entonces A es abjer-

to si y so0lo si A es vecindario de cada uno de sus puntops.

DEMOSTRACION:

" 11

—

Si A es vecindario de cada uno de sus puntos, para cada x & A existe

EIx agbierto tal que x e ﬂx_ ¥ Dx c A. De esta relacién deducimos que
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A= U {x} cUQ cA, Por Toque A= U Dx es un abierto, por
xef & xel

proposicidn 1.4 -c).

E—

Sea x e A; A es vecindario de x ya que podemos tomar A comp ] abierto

buscado gue contiene a % v que estd din¢luido en A mismo.

DEFINICION. Sea tvijiﬁl una familia de vecindarijos de X, en E. Dire-

mosque esta familia es un sistema fundamental de vecindarios de X, 51
todo vecindario de xu contiene a alguno de los ?i.

EJEMPLD. En un espacio métrico las bolas abiertas de centro a, o las bo
las Bla, %] . [ nentero> 0), forman 2 sistemas fundamentales de ve--

cindarios.

4, INTERIOR. EXTERIOR, FRONTERA Y ADHERENCIA,

INTERIOR,

DEFINICION. Sea E un espacio métrico, Ac E. Un punto % & E se dice
gue es interjor a A Si A es unvecindario de x. El conjunto de todos
los puntos interiores a A se denomina el interior de A, y 1o denotare-

mos por A.
PROPOSICION 71.77. A es el mayor conjunto abijerto de E contenido en A.

DEMOSTRACION:
Probaremos que A es abierto.

Sea X & A; existe ﬂx abierto tal que x € ﬂx ¥ Dx c A.

Para cada vy & DK, A es vecindario; por 1o tanto y & A, de donde re-
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sulta gque Dx ¢ A, To cual demuestra gue A es abierto por ser vecindario

de cada uno de sus puntos,

Sea B un abierto incluido en A. Para cada x ¢ B, A es vecindario de x,

=1 o
por lo tantsa x e A y Bec A
COROLARIO 1. Si A es abierts, A = A.

DEMOSTRACION:

a
12) Ac A por definicidn,

22) A es un abierto incluide en A por lo tanto A c A,

2 e

CORDLARIO 2. Si A c B entonces A c B.

PEMOSTRACION:

a -] a
AcAcB==A¢c B, por ser Bel mds grande de los abiertos fncluidos

en B,

PROPOSICION 1.12, Para cada par de conjuntos A, B, A(1 B=fry B .

DEMOSTRACION:
..r-""a_."‘-u o
12) AnBchA= ANB c A (1)
f-_ﬂ_-H B-_
ANBeB=> ANE ¢ B (2)
n-':--.. o ]
De (1) vy (2) :ANB ¢ ANGB
o
EJ Ach o ]
o == AN BcA N B.
BeB
-] (=3
A ™ B es upn abierto contenido en A M B, luego por proposicidn

-] o]
1.1 AaB e &MB.
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BxERIOR,

DEFINICION. Sea E un espacio métrico, A ¢ E. Llamaremos exterior de A al
interior de su complemento.

Un punto pertenaciente al exterior de A se dice que es exterior a A,

FRONTERA,

DEFINICION. S=a E un espacio métrico, A ¢ E. Llamaremos frontera de A,
y la denotaremos por Frlﬂ}, al conjunto de los puntes de E que no per-

tenecen ni a su interior, nia su exterior.
B
F{A) = C(AUCA).

PROPOSICION 1,13, Sea E un espacip.métrice, A ¢ E. Entonces x pertenece
a la frontera de A si y solo si todo vecindario de x contiene a la vez

puntos de A v de su complemecnto.

DEMOSTRACION:

—
Si todo vecindario ¥V de x tiene puntos de A y de (A, entonges V no estd
contenido en ninguno de 21los dos; Tuego x & A y % t"ER} perlo tan
to x estd sobre la frontera,

" "

| — -

Sea x & F_(A), V un vecindario de x,
Si YVnhAddp y ¥0(A=0¢ entonces x serfa interior a A,

Si VN A=8 y v N (A2 4 entonces x seria exterior a A.

Por 1o tanto V tiene puntos comunes con A y con (A.
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ADHERENCIA,

DEFINICION. Sea E un espacio métrico, A ¢ E. La adherencia
de A es el complemento del exterior de A. Denotaremos la ad
herencia de A par A. )

K= C(ChA).
Un punto perteneciente a Ta adherencia de A, se dice gue es
adherente a A.
PROPOSICION 1.14. Sea E un espacio mé@trico, A ¢ E y x & E.
Entonces x € A si y solo si pares todo Y vecindarip de x,
Vi At g
DEMOSTRACION:

=

Sea x e A, V un vecindario; si V m A = 4 entonces
Vel(A y x estarfa en €l== exterior de A, 1o cual es con
trario a la hipitesis x & A.

T—

Si x es tal que cada uno de sus vecindarios tiene puntes co
munes con A, x no puede estar en el exterior de A, puesto -
gue el exterior serfa un vecindario de x gue no tiene puntos
comunes con A. Por lo tanto x estd en [ ( Eiﬁ ) = &,
PROPOSICION 1.15. Sea E un especic métrico, A ¢ E. Entonces
A es cerradd si vy solo si A = A.

DEMOSTRACION:

) S

A cerrado ==> (A es abierto.
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o
~

== [ A= (A Por corglario 1. Proposician 1.11

= A-C(ER)=C(CA) = A

2

"e="A = C (CA)==CA = Eﬁ=’> CA es abierto = A es cerrado.

CONJUNTOS DENSGS,
DEFINICION. Sea E un espacio métrico, A c E. A se dice denso

en E si B = E.

5, Susespacios, METRICA INDUCIDA.

DEFINICION. Sea F up subconjunte no vacio de un espacio métri
co E. La restricci6n a F x F de la funcifn distancia definida
sobre E x E hace de F mismo uﬁ nueve espacio métrico. Llamarg
mos a F un subespacio métrico de £, y diremos gue e5td provis
to de la métrica inducida.

PROPOSICION 1,16, Sea E un espacio m&trico,4 $ Fc E y

A c F. Entonces A es abierto (cerrado) en el espacio métrico
Fsiysolosi A=F ry Ay donde A, es un abierto (cerrado)
en E.

DEMOSTRACION:

Designemos por B las bolas en E, por g las belas en F.

| 12) Sea A una parte de F, interseccidn de F y de un abjerto
A; de E; =1 a2 es un punto de F que estd en A, entonces

a estd en A; y existe una bola B{a, r) contenida en A,
por ser A; abferto en E; luege gz, r) = Bla, r) N F

estd contenida en A; por 1o tanto A es up abierto en F.
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Recfprocamente, sea A un abierto de F', entonces A es
ung reunidn de ung familia E[a{. ri)y 1 e 1, de bolas

phiertas, a; E A, ry ® 0

A= 1 Eta'it r'1]

U Bla,, rs) ¢y F
iel L Bi840 ¥, 1

jel

E_IJI E{a.]-t I‘,I-]:I y F
18

= F'q A F.

Ay es un abierto en E, con le cual la propiedad relati

va 2 los abiertos queda demostrada.

Z2%) Sea A, una parte cerrada de E, C; su complemento en E;

sean C=C; w F ¥y A=A N F

AlUC F v I T v ™

1]

Coma C Ciy M F e85 un abderto en F, entonces

A=A M F es cerrado en F, por ser A el complemanto
de € en F.

Reciprocamente sea A una parte cerrada de F y §ea C su
complemento en F; Ces abierto en F, entonces existe un

abierto C, de E tal que € = C; rY F.

Sea A; el complemento de C;. A; es cerrado en E, A; ¥
£, son cemplementarios en E, por Io que A, M F ¥

€C; m F serdn complementarios en F.

Comp C; M F = C, tendremos que A = &; rn F, con A,

cerrado en E, lo cual demuestra la propiedad relativa
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a los cerrados.
PROPOSICION 1.17. Sea E un espacio métrico,d # FcE ¥ YV c F. Enton-
ces ¥V es un vecindario de x e F si y solo si V=1V, n F; donde ¥, es

un vecgindario de x en E.

DEMOSTRACION:
Sea V; un vecindario en E de x & F; existe A, abierto en E tal que

xehy v AcVy

V=1V, n F contiene al] abierts A=A, M F de Fy como x g A, en--
tonces V=V, y F es un vecindario de A en F. Reciprocamente, sea V
un vecindario de x en F; existe un abiertc A de F tal que xe A ¥y

A ¢ V; ademds existe A; abierto en E tal que A = A; n F.

Bhora bien V; = A, UV =5 un vec1ndariﬁ de x en E; puesto que V, con-
tiene al abiertc A, v x ¢ A;.

Finalmente tenemogs que:

Vi N F=(A UV)nF=(A NFUVAF =AUY=V.

Lo cual demuestra la proposicién.

PROPOSICION 1.18, Sea E un espacic métricc,4 § F c E.

a) 81 Fes abierto de E, entonces todo subconjuntec A de F abierto en
el espacin métrico F, es también abiertc en el espacio métrico E.

b) Si Fes un cerrado de E, entonces todp subconjunto A de F cerrado
en el espacio métrico F, es tambidn cerrado en &1 espacio métrico
E.

c) S{ Fes un vecindaripo de x en E, entonces toda parte A de F vecin

dario de x en F, es también vecindario de x en E.
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DEMOSTRACION:
a) Si A es abierto en F, existe A; abierto en £ tal que A=A; N F;
comg A; ¥ F son abiertos en E entonces A es abierto en E.

b) v c) demostraciones andlogas.

B, APLICACIONES CONTINUAS,
DEFINCION. Sea E y E' dos espacios métricos, d y d' las distancias res-

pectivas. Una aplicacifn f de £ en E' se dice que 23 continua en I-‘.ﬂF.E

51, para cada vecindario V' de f(x existe un vecindario V de 'xn tal

o),
que: F(V) ¢ V'. Se dice que fes continua en E (o simplemente continua)

si es continua en cada punto de E.

PROPOSICION 1.19, Sea f : EF——= E', %y € E. Entonces fes continua
en Xy si y solo siparacada £ >0 existe & >0 tal que sf
d(x, Xg) < & entonces d"{f"{xﬂ}. flx)) < £ .

DEMOSTRACION:

Supangamns £ continua en X, ¥ seag> D; para la bola B{f{xﬂ £) exis

te un vecindario V de X tal que f(V) ¢ B(f(xg).E). por continuidad de

f en X,. por ser V vecindario de x, existe 5 » 0 tal que Eh‘u &l eV,

evidentemente HB{:D 5)) ¢ B{f({x £) 1o cual demuestra la proposi-

o},
cién en un sentido.

Reciprocamente, sea ¥' vecindario de f(x exister> 0 tal gue

0);
B{'fon}, E) ¢ V'; para estef existe un & > 0 tal que s5i
X & E{xu 6) entonces f{x) e Eltf[::_uj. £). Tomande V = B{HE. 6)s que-

da demostrada 1a proposicién en el otro sentido.

PROPOSICION 1.20. Sea E y E' dos espacios métricos v f una aplicacidn
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continua de E en E'. Entonces fes continua en %, & E 51 y solo si para

=1(v')

cada vecindario V' de f(x,), ¥ es un vecindario de xp,

DEMOSTRACION:
Sea f continua en %y ¥ Sea V' un vecindario de f{xnj_ existe V vecinda-

rio de % tal que f(V) ¢ V', por ser f continua en x_..  luego

Q5
ve e 10,

- I —= :
Vef ') = f v es un vecindario de X

= I
Reciprocamente, sea V' un vecindario de f{xo], por hipdtesis f Hvh)

es un vecindariode x_. Jluego tomande V = F‘”M tenemos:

B
f(V) = f{f*”v'” e V's lo cual demuestra que fes continua.
PROPOSICION 1.21. Sean E y ' espacios métricos y f una aplicacifn de
E en E'. Entonces las propiedades siguientes son eguivalentes:
a) fes continua.

—_——

b) Para cada conjunto A d2 E. f{A) ¢ 7(A).

c) Para cada conjunto cerrado A' de E', 1""”-"1":Ir es un conjunto cerra
do en E.

d) Para cada conjunto abierto A' de E', F”M Bs un conjunto abjer
to en E.

DEMOSTRACION:

a) === b

]
=1V es un vecindario de x, -

Sea x & A, V' un vecindario de f{x); f
luego f'Tl"L-"} nA+a.

f"{v'} nAtd= 1y n f&) $ 4 = F(x) e T(A) = f(R) ¢ T(A]

b}mc]
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Sea A' cerrado en E' y pongamos A = F'I{A']; demostraremos que A 85 ce-

rrado.

#E) c FAT = f(e A e B o=

flA) e At === R ¢ ‘F'1[A'} = A,
Como ademds A c A, entonces A es cerrado.

c) === d)
Sea A' abierto en E'.

A' abierto en E' == (A' es cerrado en F'
-1 )

= f ([A'Y es cerrado en E.

—_— Cf“](Dﬂl';' es abierto en E.
Pero [',f"T([:A'} = f 1(A").
d) == )
Sea x, € E, V' un vecindario de f[xn}_ existe B' abierfo en E' tal que
f(“n} e B y B' cV'.

P ; = Vpes  galar

f7(B') es abjerfo en E, ademds x e f (B') y f (8') ¢ £ "(V'),
por 1o tanto f'“w gs un vecindarip de X+ ¥ por proposicién 1.20

£ es continua.

PROPOSICION 1,22, Sean E, E' v E" espaecios métrices, £ ¢ E » E' y

g : E' ——= E" aplicaciones continuas.

Entonces la aplicacidn h =g ., f : E— E" es continua.

DEMOSTRACION:

Sea W un vecindario de hl:xr:]l = g{f{xU”_
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Por proposiciGn 1.20 y por continuidad de g y T tenemos que g—T['H} Bs

V f"T {g'i[!nl]] es un vecindario de Xy

un vecindario de F{xn]. en E'

en E; pero f"‘(g'1(t~1]} = h" (W); por 1o tanto hes continua,

ConTinuiDAD UNIFORME,

DEFINICION. Sean E y E' espacies métricos, d y d' sus distancias respec
tivas. Una aplicacifin f de E en E' se dice que es uniformemente continua
si para cadacg> 0, existe § > 0 tal que si d(x, yl< & entonces
d'(f{x), flyll< &

De 1a definicidn anterior y la proposicifn 1.19 se sigue que una funcidn

uniformemente continua &5 continua.

5 |

El reciproco, en general, no es cierto. (Por ejemplo la funcifin x +

25 continua en (0, 1) pero no es yniformemente continua yaque la dife-

; L1 h .
rencia ‘ Sk - % ‘ = J ~ RIXFRT ! puede hacerse tan grande comp se

quiera; tomando x valores cercanos a ceraos).

7. HOMEOMOREISMOS. DISTANCIAS EQUIVALENTES,

DEFINICION. Una aplicacidn ¥ de unespacio métrico E en un espacio mé-
trico £' se dice que es un homeomorfisme si: 12) Es uma biyeccifn y 22)

I =

son ambas continuas.
Dos espacios métrices E y E' son homeomorfos si existe un homeomor-

fisma de E spbre E'.

DEFINICION, Sean d; y d; dos distancias en un conjunto E, E; y E; los

espacins métricos respectivos. Si 1a aplicacidn TIdentidad x — x de
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E; sobre E; es un homegmorfismo diremos gue d, y d, son distancias -

equivalentes.

PROPOSICION 1.23. Las distancias d; v d- son equivalentes si y solo si
1a familiz de conjuntos abiertos son 10s mismos en E; y E, .
DEMOSTRACION:

Denotaremos por [ la funcidn Identidad.

Ll L]
T—

583 A; abierto en E,; por ser I continua I'Tmﬂ = A, es abierto en

Ei-

Similarmente: si A; es abierto en E; , por ser ! continua I{Ay) = Ay

e un abierfo en E; .

Por To tanto Ta familia de abiertes de E; es igual a la familia de abier
tos en E,,

* =" Sea A, un ablerto de E, ; Ay = 1" (Ay) €5 abierto en Ey, por To
tanto 1 es continua,

Sea A, abierto en E;; 1I(A;) = A; e abierto en E; , Tuego 17 es

continua.

8, PRODUCTO DE DOS ESPACIOS METRICOS,
Sean E; y E, dos espacios métricoes, d; ¥y d; sus métricas respecti-

vas, X = {.:1: 32}5 Y = {j’l, IE} puntos de E=E; x E; .
La aplicacion d' de £ x £ enR definida por: . p :
d' (X, ¥) = max [dalxys y1)s dalxzs yo) ] ST e (1)

85 yna distancia en E.
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En afecto:

Pyy Evidentemente d(X, Y)>10 .

1]
Lo

Py) 4%, ¥) =0 == max [di(%, ;). dalxzs ¥2) ]

i
=]

== d;(%, 1) =0 ¥ da(xz, ¥2)
=K = ¥y X =¥
s . ':Kh Xa) = [J’h ¥a)

—_— X x5 Y

Pa)  d'(X, ¥)

o

max Idl':x'n .:I'l.}l da(xz, :-"z]j

ma X Edl_':.‘l"t: xi}".l dI{.‘fEi :‘E}j

d'(Y, X}

Py)  Sean X = (X1, Xa)s ¥ = (¥1s ¥2)s Z = {24, Z2) puntos de E.

d' (X Z) = max Elfﬂn 2y), dafxa, 1‘:?]
< max [difxis ya) + dilyre z1)s dalxas ya) +dalye. z2) ]
< max [da{X1s ¥1)s da(X2s y2) ]+ max [dalyys 240+ daly2, 22) ]

i

d'{x, Y)# a'(y, Z).

El espacio métrico obtenido tomando d' como distancia en E=E; x E;
se denomina el producto de los espacios métricos E,, Ea.

Se puede comprobar fdcilmente que las aplicaciones 4", d'' definidas por

d" (% Y) = dilxys 2} + dalxa, ¥2) (2)

1
d' (X Y) :=VE§1Ex1. Yol # [dalxas y2)]? (@)
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son también distancias em E = E; X Es .

Abreviadamente las distancias (1). (2} y (3) pueden escribirse:
d' = max (dy, da), d" =dy+ds, d'"=df+di .

Evidentemente d', d" y d'" satisfacen la desigualdad
d'(X, V) <= "X, ¥} < d"{X,:¥) & Z4V(X,¥) ., (4)

PROPOSICION 1.24. Las distancias d', d" v d'" son eguivalentes en
E-=Ey X [Ep &

DEMOSTRACION:

Denotaremps por E'r ET. E'" lpe espacio: mBtricos correspondientes a
las métricas d'» d" y d'" respectivamente.

Demostraremos oue 1a aplicacidn iﬁantidad I de E' en E" es un homeomor
Fismp.

En afecto: seag> 0.

d"(X, ¥) < 2.d'(X, ¥); Tuego tomando & =% tanemos:
d'(X, Y)e & = d*(2(X), 1(¥)) = d™{x, Y)<§ .

Lo cual prusba que I es uniformemente continua, y por 1o tanto continua.

Asi mismo: d'(X, ¥) < d"(X, ¥}, Tuego tomando 35 = £ tenemos:

4(X, ¥)< & = a'(17UX), T°HY)) = da'(k, Y)<E .

Por 1o tanto I'1 de E" en E' o5 continua.

Con 1o anterior cueda comprobado que 1 es un homeomorfismo y por o tan

to d' yd" son equivalentes.

En forma similar se demuyestran las eguivalencias de 4" con d'" y d'"

con d'.
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Por ser d', d" y d'" equivalentes en E = Ey x E; , para cuestiones re-
ferentes a abiertos (0 sucesiones y funciones uniformemente continuas),
es equivalente tomar en E cualguiera de ellas. Si no se dice nada en --

contra, se considerard en E 1a distanciad’.

PROPOSICION 1.25. Sea E un espacio métrico, d la distancia en E. Enton-
tes la aplicacidn d de2 E x £ en Res uniformemente continua.
DEMOSTRACION:
Sea E > Q.
Probaremos primero gque |d(x, y) = d{x'» y')| < d(x, x') + d{y, y').
En efecto:
dlx, y) < dx, x') +dlx'y y') o+ dly, ¥)

== d(x, y) - d{x', y')< dlx, x") +dly, y') (1)
d{x', ¥') < d(x', x) + dix, y) + d(y, ¥')

= - [@{x", x) +dly, ¥'I] < d(x, y) - d(x’* y") (2)
Por To tante: [d(x, ¥) - d(x. ¥')| < d{x, x') +dly, y')°

Luggo tomande & = % tenemos:

dix, ®') < 4§, dly, y')<d == [d(x, y) - d{x’, ¥')| < & §

Con To tual gueda demostrado quedes uniformemente continua. N
g

9, Sucestones, LiMITES,

LIMITES DE FUMCIONES.
DEFINICION. Sean E, E' sspacios mé8tricos, d y d' sus distancias res-

pectivas, ACE, beFf, bgA, 2eE'"

f:A——=E ; ¢:AUD B} —s E' aplicaciones tales que

g(x) = ¥(x) nara;‘- xef y glb) =2.



Diremos que f(x) tiende a # cusndo x € A tiende a b si ges conti-
nua en b. Escribiremos Tim f(x) = L.

w=b

xeh
PROPOSICION 1.26. Lim f(x) = 2 si y solo si para cada vecindario V' de

o

fen E', existe un vecindaric V deben E tal que F(V n A) c ¥V'.
DEMOSTRACION:
"=—=" Sea V' vecindario da Len E'; por ser g continua en b existe V,
vecindario deben A U (b} tal que alVy) ¢ V'; perc V, es de 1a forma
Vv rt (AU {b}) con V vecindaric deben E, gor lo tante
ag(v n (AU {b})) e ¥', lo cual impiica que g(V M A) ¢ V'* Finalmerite

tenemos que (Y M A) =gV N A) c V.

" =——="{Jemnostremos que ges cantinua en h.

Sea V' *.re:indalr-fn de £ en E'; entonces existe V yecindario de ben E -
tal que g{¥V n A)=Ff{¥Y n A) ¢ V'; ademd & = g(b) e V', luego

al¥ n A) U gi{b) c v'.

gV ™ A) Uglb) ev'= g((V n A) U £b}) cV'==-g(¥ n (ARUTB}}])cV .

Como V rn (AU {h}) es un vecindario deben A U {b} concluimes que
ges continua en b; por lo tanto lim fix) = L.

%+h
wel

PROPOSICION 1.27. Lim f{x) = L si v solo si para cada £ > 0 existe un
x+b
xaf

>0 tal que para % € A se tiene d{x, b) < & implicaque

d'(f(x), 2} <E.
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DEMOSTRACION:
"= " Sea E£>0; por Ser g continua en b existe un 4 > 0 tal que

si d{x, B) < & entonces d'({glx]), &) < £, per proposicién 1.18.

En particular parz x en A tendremos que sf d{x, bB) < & entonces

d'(F(x), B = d'{glx), &) <E .

" e=="Sea £ >0; existe & >0 tal que para x en A se tiene que si
d{x, b) < & entences d'(f(x), &) = d'(g(x), &) < £ ; ademds
d'(gl{b}. 2} = 0: luego, para = & A U {b}, s§ d{x, b} < & entonces

d'(glx), &) <f:ipor lo tanto ges continia en b.

LiMITE DE UNA SUCESION.

DEFINICION. Sea E un espacio métrice, (“n}na

de E y be E Se dice gue t""nlnEH converge & "b" 51 para cada vecin

3 una sucesion de puntos

dario V de b, existe un entero M, tal que 51 n2mn, ertonces x € V.

Escribiremos 1im Xy = b: el elemento b e E se llama el 1imite de la

M

sucesién {xn}nEH :

PRDPOSICION 1.28. Sea £ un espacio métrico. txnjnsﬂ una sucesifin de pun

tos de E, b e E. Entonces limx_ =b si y solosi limd (b, :;n! = 0.
s e

DEMOSTRACION:

" == " Supongamos 1fm x =b ysea & »0; la bola B(b, £} es un
M-

vécindario de b, Tuego tendremos que existe My © N tal que

X, e B{b, §) si n>n . dicho de otra forma d{x . b) <& si n2n

o o
1o cual prueba que Hm'd[xn. h) = 0.

it



27.

" e==" Supongamas aque lim d(b, x ) = 0.
n=e n
sea V un vecindario de b; existe una bola B(b. ) tal que &(b, E)cV.

Para este £ > 0, existe n, € M tal que d(b. xn}' <E si n> Ny @S
decir, X, € B(b, E) c V si n> M, Con To cual queda probado gue

Tim x. = b.
s

PROPOSICION 1.29. Si una sucesifn de un espacio métrico E tiene limite,
este es (nico.
DEMOSTRACTON:
Supongamos que una sucesion Koo ®is Xgs sovy Xpp aen de elementos de

E admite dos Timites distintes p, q de E.

Por 1a propiedad de separacifn de Hausdorff existen V; wvecindario de
p y V¥, vecindario de g tal que Vy N Vs = ¢.
For converger la sucesion z p existe n, € N tal que x eV, si

e W tal que :-r.neki’, i on>m..

m>n, ¥y por converger a g existe m >my

(i

. mm: entonges si n > k se tendrd que Xy € Yy N Ya,

lo cual es una contradiccién.

Sea k = max {ﬂm|

PROPOSICION 1.30. Sea E un espacio métrico, A ¢ E, b e E, Entonces b g &
si y solo si existe una sucesidn de elementos de A gue convergen hacia b.
DEMOSTRACION:

" e==" 51 eyiste una sucesion de elementos de A gque convergen hacia b,
entonces todo vecindario V de b contiene al menos up punto de 13 suce--
cign y por consecuencia un punto de A, y por Ta propesicidn 1.14 conclui

mos gue bes un punto adheresnte de A,

== " S8i b e R, entonces A ny Bib, %—J + 4 para todo ne N.
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Para cada n € N tomemos Xy € A rn B(b. %-J:. X, € A para todo n.

La sucesién {xl_l} asi formada converge hacia b; en efecto

nel

dit, rn} -:Fl.iuaga Tim d(b, xn] =0 y por proposicién 1.28 tendre-
==

mosgue 1im K = b.
Mheco

COROLARIO. Sea E un espacio métrico. Entonces A ¢ E es cerrado si y S0~
lo si A contiene todos los limites de sus sucesiones convergentes en E.
DEMOSTRACION:

" == " Si A es cerrado, A=A . Sea b 19mite de una sucesidn en A con
vergente en E; entonces be A = A,

' =" Ssa b e A; entonces existe una sucesifin en A tal que b es el
1imite de dicha sucesion. Por hipfitesis se tiene que A contiene todos
los limites de sus sucesiones convergentes, por To tanto b e A.

Con lo anterigr hemos demostrado aue A c A, v como A c A, tendremos

que A=A yopor 1y tanto A es cerrado.

PROPOSICION 1.37. Una aplicacidn f de un espacio métrice E en un espacio
métrico Fes continua en b= E, si y solo s 1a imagen por ¥ de teda su
cesifn de puntos de E convergente hacid bes yna sucesifn de puntos de
F gonvergente hacia f{b).

DEMOSTRACION:

"= 83 g, X), Xp, eeey Xps ... UNA sucesifn de puntos de E con-

vergente hacia be E y sea V un vecindario de f(h) en F.

Por ser f continua, f“”i” 8% 'yn viecindarin de b.

Como Tim ™ b, existe My geN tal que Xy € f'I{'FJ 5% n > n,: por
ﬂ-nH.'l:l
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1o tanto f‘{xn} eV si n>n ., esto prueba que Tim F[xn} = f{b).

03 i
" &= " Sypongamos ahora gue para toda sucesidn txn}naﬂ tal que

Tim x_ = b, se tiene que Vim f(x,} = f(b). y supongamos gue f no es

== Moo
continua en b; luego existe V vecindario de f(b) tal gue f'1{‘l.=':l no es

vecindario de b; entonces para todo n e® 12 bola B{b, %} no estd
incluida completaments en f‘T{\rl. Para cada n =@ tomemos X € B(b, -%I-}
y X8 ).

La sucesion (x_)

n'nen 35 formada converge haciaz b, pero f‘Exn] no con

verge hacia f(b) To cual es una contradiccidn; por To tanto fes con-

tinua em b e E.

10, ESPACIOS COMPLETOS.
SucesioNeEs pE CAaucHy,
DEFINICION. Sea E un espacio métrico. Una sucesidn de Cauchy en E es

una sucesidn Exn] de puntos de E tal gue para cada £ >0, existe

nell
un n, € N tal que s p>ng ¥ q2>ny entonces d{:p. xq]' < E.
PROPOSICION 1.32. Toda sucesion convergente es yna sucesidn de Cauchy.
DEMOSTRACION:

S b =1lim x,: para cada £ >0 existe n  tal que si n>n. en-
e :

tonces d{x . b) {g :

Si p> Ny ¥ 920, se tendrique
: £+5 «
d(x xq] < dlxy, b) + dlb, x) <5 +3 E .

Por 1o tanto “h}nen es de Cauchy.
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DEFINICION. Sea £ un conjunto y ["nlne

Se 1lama subsucesion (o sucesidn parcial) de la sucesidn {xn}heﬂ‘ a

N una sucesion de puntos de E.

toda sucesion de la forma (x_ ) . donde k —— n, es una aplica-
" ke :

cion creciente de B en IN.

PROPOSICION 1.33. Toda sycesion parcial de una sucesifn de Cauchy &s ==
también una sucesidn de Cauchy. Toda sucesidn de Cauchy es acotada.
DEMOSTRACION:

Sea (x )

n'nen N2 sucesion de Cauchy: existe N el tal que si p > N

Yy a >N entonces d{xp, ::q:l < E.

Sea (%) una sucesidn parcial de (x, ) :
"k el 1reN

Para tode k, n, > k, lueao ny, > N, por Jo fanto si Ry 2 Ny > Ny

'nq > ny > N tendremos que dl[.v.n X )< £, con lo cual se demuestra
] q

la pripera parte.
Demostremos la segunda parte. Sea (%) . de Cauchy; existe n &N

tal que si p>n, v q>n, entonces r.FExp. xq] < 1.

Como n,, n, entonces para todo p > n  ‘tendremes que d[xnn. :-:p}ﬂ.

es decir X, € Blx 1) para tode p > n,, y por consiguiente la suce

“ ’
)

cién estd contenida en la bola HExn . R}, donde
vl

R =mex{:i|:)r!&, Xg1, dix ., xl]. veey G%._ . X

'3 B nu-l

DEFINICION. Sea ("n}neﬂ una sucesiin de elementos de un espacio métri-
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co E; diremos que be E es un punto adherente de ia sucesign “nlnam'

si para todo vecindario V de b existe umz infinidad de Tndices n e

tal gue X, € Y.

PROPOSICION 1.34. 51 en un espacio métrico E, una sucesidn de Cauchy
Xgo X1y X2y oo %o ... 3dMite un punto adherente b, esta sucesign es
convergente hacia b.

DEMOSTRACION:

Sea £ >0; existe y tal que si p > Ny ¥ G =iny entonces

I:I[xn_, xq} -:%— .

Comp b oS un punto adherente a la sucesifn, Ta bola B{b, -%—)_ debe conte

> r e
ner &l menos un X, para p > n_, es decir d{xp1 b) < para algiin

B L+
P> hu y deducimos que para n > g
dix,, b) < dlx, Hp] + #{xp, b) < £ .

Espacios METRICOS COMPLETOS,
DEFINICION. Decimos gue un sspacio métrico E e85 complsto, si toda suce-

sidn de Cauchy de E es convergente,

EJEMPLO: Ta recta real R es un espacio métrico completo.

FROPOSICION 1.35. Sea E un espacio métrico, F Una parte de E. S1 Fes -

completn, entonces Fes cerrado en E.

DEMOSTRACION:
Sea b un punto de F, adherente a F. Por la propesicifn 1.30, existe una
sueesion  Xgp, Xy, .-, Kpps == de puntos de F gque copverge hacia b, an-

tonces e5 una sucestdn de Cauchy en E y por consiguiente en F. Como F

es completo, Ta sucesién tieme un Timite b'e F, ademds b' e E. Por -
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proposicion 1.29 b = b', 1o cual prueba que b e F y claramente Fes

cerrado.

PROPOSICION 1.26. 57 E es un espacio métrico completo, toda parte cerra
da F de E es también completa.

DEMOSTRACION:

588 Xp, Xis X2, <eey Xpe ... UNA sucesidn de Cauchy en Fi la sucesién
es también de Cauchy en E, y como E es completo la sucesidn tiene que
converger hacia un punto b e E. Como todos los X, son elementos de F,
b es necesariamente adherente a F, (por proposicién 130), y como Fes -

cerrado, b € F. Luego tenemos que 1a& sucesion de Cauchy converge hacia

un elemento de F, por lo tanto F es completo.

PROLONGACION DE APLICACIONES UNIFORMEMENTE CONTINUAS,

PROFOSICION 1.37. Sean f y g dos aplicaciones continuas de un espacio
métrice E en un espacio métrico F. Entonces el conjunto

A={xeE | flx) =g({x)} es cerrado en E.

DEMOSTRACTON:

Probaremos que (A es abierto.

Sea 2 e [A, entonces ¥{a) $ a(a). Sea r =d{f(2), gla)), r>0.

Por ser ¥ y g continuas en a, para las bolas B(f(a), 5-) ¥

B{g(a), -;-]I existen V y W vecindarios de a8 en E tal que
F(V) ¢ B{f(a), 3 ¥ g(W) c Blofa), 5).
U=y n W es un vecindario de a. Para x e U, d{f(x). fla)) ‘:% ¥

d(gf{x}), gla)) c-%; entonces para x e 14 f(x) 3 a(x); ya que si no fue

ra asi se tendria que:
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d(fla), g(a)) < d{fla), F{x))} + d{f{x}, gix)] + d(glix), gla})
< %-I- -;- =r .
Lo cual contradice el hecho: d{f{a), gla)} = r.

Hemos encontrado U vecindario de a e (A tal que yc CA: por To tan

to (A es ablerto y A es cerrado.

COROLARID. Sean f y g dos aplicaciones continuas de un espacio métrico
E gn un espacio métrico F; si f(x) = g(x) para todos los puntos x de un
subconjunto denso A de E entonces f = g.

DEMOSTRACION:

E1 conjunto de las x tales que ¥{x) = g{x) es cerrado y ademds contie-

ne a A, por lo tanto T{x) = g(x} para x e A = E.

PROPOSICION 1.38. Sean E y F espacios métricos, £, un subespacio denso
de E, T una aplicacifn de E, en F; supongamos f uniformemente continua
sobre E; y F completo. Entonces existe una aplicacidn f ¥ solo una de
£ en F, gue es continua y gque orolonga f: ademis, ?r-zs uniformemente -
continua.
DEMOSTRACION:
12)  Unigidad. Supongamos gue existen dos funciones ; ¥ ; Que pro-
longan f y son uniformemesnte continuas,
Para x & E; , ﬁ:-‘.l = ;{xj = f{x), y como E, es denso en £ con
cluimos por el corolario anterior gue Flx) = ;{x} para todo xe E.

22)  Existencia. 52a x & E: comeoE; e5 denso en E existe uma sucesign

de elementos de £, tal 1im x, = x; la sucesifn [x

o

hl:|'1-:1nv45!"l- il n}neH
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a5 una sucesifin de Cauchy en E (por proposicién 1.32).

"La sucasidn {f(x ) _y es unasucesifn de Cauchy en F".

En efecto: sea £ > 0; como fes uniformemente continua, existe
>0 %3l que ¥ e Ey %" e Ey, dix', < 5 implica que
d{fix"), flx"))Y <z.Como lxnlnsﬂ es de Cauchy, existe n, &N
tal que si p2n, ¥ q2n, i entonces u:lh:u. xq]l < & ypor
lo tanto d{f{xu}, F[xq}J < E,con lo cual probamps que
(Flxp D pen
Como Fes completo existe L e F fal que lim F{xn} =L,

[l=o
§i “r'u)n-eﬂ es otra sucesidn de elementos de E; gue converge ha-

de Cauchy.

cia x, Ta sucesidn [F[n:;“J]II_”EN serd de Cauchy en F; Tuego existe

Ly e F tal que Tim f(x!) =1,
13 2ot R

Probemos gue. Ly = L. Sea E » 0

diLs, L) < d{Ls, F(xi)) + d(f(x), Flx,)) # dl€lx ), L)

Como ;LT- 'F[J;;!} =L, . existe n €N tal que d{‘F[x;T.},L;] {%-

g > i
n2n

Como lim flx,) =L, existe m el tal que d(f(x ), L) <%
o

X . son o siones convergan hacia
Como: | I"IJHEN y [xﬂJHEH on dos sucesin ergentes haci

x, y ¥ es uniformemente continua puede encontrarse p, el tal

, xt) <8 y ademds d{f(x ), F(x1)) <% .

que para n > p d{:n
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Por To tanto para n > max {ng, mg, pel, d{ly, L} <€, con 1o cual pro
bamos que L = L,.

Hemos demastrado que para cualquier sucesicén {xn]he
vergente hacia %, la sucesidn de Jos ‘.-'_{:nn] converge hacia um Gnico valor

y de elementos de £, con

en F, al cual lo Tamaremos E{x]; gs decir: %{x-]l = Tim #{x ), donde
n-hau

(%) p &5 una sucesifn de elementos de £, tal gue T1im X, = X

n‘ne e
-y

Se ha definido asi uma aplicacifn 7 de £ en F. Esta aplicacidn prolonga
trivialmente f; en efecto si x g £E,, podemos considerar la sucesidn
Xy %y eees ¥y ... 138 cugl copverae hacia x, Juege Fi{x) = 1im f(x) = v(x).
Nos resta probar que fes uniformemente continua.

r G ‘ n - =
Sea %> 0, § €] nimero gue le es asociade por la continuidad uniforme

de f; sean x e y dos puntos cualesguiera de E tales que d(x, y )< —3-

-~ "
Demostraremos gue d(f(x), Tly)) < £, 1 0 cual probara 1= continuidad

uniforme de f.

Sean {xn}neﬂ y {yn}ne-ﬂ dos sucesiones de E, tal que ::..T, X % 8

¥ Hrrr;.rn =Y.
i

dlxpe ) < dlge x) + dlx, y] ¢ dlys v) .

Comp Tim Ry =X ¥ Tim ¥ = ¥. existen ny el vy m 6N tal que
s [
dln.. x} < ] st n2nm ¥ dly., ¥yl< & si n>m
n'r ] 4 =) 8] ! n.l- 4 = Q=

luego para n > max { ny, my } tendremos:

df;xn. rn} < g— + dix, y) < %44—'% = § , ¥ por consiguiente
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d{fl{x,)s flyy)) <
d(F(x), Ftv!] < dUF(x), Flx D)+ dOF(x ). Fly ) + diFly ), Fladh.

‘hf.-l|-l‘r!

Goma  1im F{xn} = f{x] ¥ Tim f{yn} = ;{.ﬂ'. existen rp el y sy el

M= L e
tal que d(F(x)s flx D) <5 st n2ryy dlfly), Fly) <5 s
n>s . luego para n > max { ng. my, o, S } d(F(x), fly)) <&

CoMPLETACION DE UN ESPACID METRICO,

DEFINICION. Sean F v £' dos espacios métrices, d y d' sus distancias
respeactivas. Una biyeccidn J de E en £' se denomina una isometria si:

d' (J(x]), d(y)) = dlx, y) para todo x, y & E.

51 J es una jsometria de E en £, J'] g5 tambign una isometria de E' en
E. 57 existe una isometria de E en E°, los espacios E y E' se dicen iso
métricos o metricamente isomorfos, y desde el punto de vista de la teo-
ria de espacios métricos pueden considerarse iguales.

DEFINICION. Un espacio métrico E es und completacidn de un espacio matri

s

c0 Esi E e completo v E 5 isométrico a2 un subconjunto denso de E.

PROPOSICION 1.3%9. Todo espacio métrico E tiene una complefacidn, ia cual
es Unica en el sentido siguiente: si E; y Es son dos completaciones de E
entonces Ey y E; son isométricos.

DEMOSTRACION:

12) Existencia. Designaremos por C(E) el conjunto de las sucesiones de

Cauchy de elementos de E y sean 1a relacion dafinida en C(E) por

{x Jnel‘i (ynjnslﬂ si v splp ®i :.l: d[:f.n, yn} =
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“La relacidn~ es una relacifn de eguivalencia en C(E)"

En efecto:

) Oxg)pem ™ (%) ey Y2 ave d(x ., x ) =0, para todo nel.

h) 39 (xn}neﬂ A, [yn}mn entonces ::: d{z;l, ¥o) = 0y como

Tim d{_vn, xn} = 1im d{x

, ¥.1 =0 concluimes que (y. ) o (x )
i o n n'nei n‘neN

n

¢ ST dienw YO en ¥ dnen ™ (Z) e @ntonces

limdlx ., ¥.) =0 y limdly., z.) =0 luego,
n' 'n =Rl

= ] = a m—

lim dix . z,) tim [a(x., v ) +dly, z.)]

[ B

= Tim dlx_, ¥.) + Yim dly_, z.)
. n n - n n

D+80 = D,

Por lo tanto {’h}neﬂ n {ﬂ'ljnel‘i
Sea E el conjunto cociente de C(E) por 1a relacidn de eguivalencian ;
un elemento de E es entonces una clase de sucesiones de Cauchy de E dos

a4 dos equivalentes.

Sea o« y 2 dos puntos de E, r'xn}neln[ ¥ {yn}ne'ﬂ sucesiones de las

las clases o y respectivamente. En virtud de l1a desigualdad:

. {
ldOxs ¥ = dixps ¥ ) < dligs %) # dlyps veds {dlx, ¥ )3 g es
una sucesion de Cauchy de nomeros reales positives, entonces estas dis
tancias tienen un 1Tmite, el cual denctaremos por als . 8), es decir

elwo, B) = E d(x.. ¥,Js donde (x.) . pertensce a 1a clase a y
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Un'}neﬂ Pertenece 2 la clase §.

"e{a, B) es independiente de las sucesiones de Cauchy tomadas en las

clases a y B ".

en efecto: ST (X)) n™ (Kpdpen ¥ ()pen™ (Wplpew entonces

Tim d(x_, x') =0 y lim dly, _vr'_] = ). Tuego por la desigualdad
M- " i e

[d(xys ¥,) = dlxt, ¥p) | < e, x0) + dly.. 1), tendremos
que ;It-.rmm [@xqs ) - dlxp, ¥ )] = 05 es decir

Vim dix_, ¥.) = 1im dix*, ¥').
it n' *n i, n' “n
"La aplicacidn e de E x £ enl es una funcifn distancia”.

En efecto: sean o . 8 ¥ v puntos de E, (x.) £ a, 1}',.,'},-,55.; ER o

n'neN
(z,)epy € Y-
1) ela, 28 > 0, para todo (a, B} & ExE. yaque

Tim d(x_» ¥.) 2 0.
e

Pz] EI{L'!- ) ﬂ] = 0 o= Hm ﬁ{:‘ﬁi ,:I'n} =0

) elx,8) = :;-12 dix s Jr'n]' = :rl: diy.s %) = elB »2)
Pgl  elo. 8) = Vimdlx,. y.) < Vim Tdlx . z)) + d(z_, y )]

i paild M
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_ Yim dlx , z ) + Vim d(z . ¥ ).

o e

efa, y)* ely, g).

Por 1o tanto E provisto de la funcidn e es un espacio métrico.

Sea x e E; la sucesidn X, X,..., ¥, ... es una sucesidn de Cauchy; de
notaremgs por ; su clase de esquivalencia v por Ef = {; | x e E} .
Demostremos que E* es isométrico a E y gue E* o5 denso en E.

1) La aplicacidn x—-——» % de E en E* &s biyectiva.

a) Inyectividad: sean p y q puntos de E; p § q.

Tim d(p, q) $ 0, por 1o tanto las sucesiones: p, Py Py -ven Paese

fhico
¥ Gs 95 Gy .v-s Qs ... N0 SON equivalentes es decip ;% ;

b) La aplicacidn x —— x @8 Een E* es sohre pbr construccidn
de ¥, '

2) Para todo p y g eleMantos de § tengmos:

efs, E: = 1im d(p, a) = d{p, g).
[iwon

Por lo tanto E 'y E* son isomftricaos.
Demostremds ahora que E* es denso en E.

Sea a e E y sea {%J$mlﬂ una sucesifn de Cauchy de E pgrtensciente a

la clase «
Lim el , X 1 = Yim | 1im dfx -1 = Timdix .. x) = 0
Praco foos |t ﬁ) s D

[T

To cual defMuestra gue 1a sucesion [“n}nEW' converge a o€ E 3 por 10 -

tanto E* e< denso en E.
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Demostremos finalmente que E es completn.

Sea {a“}nsﬂ una sucesidn de Cauchy en E. Como E* es demsp en E, para
1 =] =] } 1
& o
cada o existe %, en E tal que e{an. X) <2

e}
"l.a sucesidn de los X, €S de Cauchy".

(=] =] =] 1+
: . +
En efecto:r elx ., x) < elx . o) +efa, o) +ela ,x

!

£ . |
Sea £ > 0; existe m el tal gue il %. luego para n>n; ¥y

m > ny tendremos que:
&
a E ;
elx, x ) <3+ ela,s o) +3 .

Como  (m ) es de Cauchy existe n, e tal que si n>ngy m>my

n‘nel

entonces E{un, l:t.m} -:%. por lo tantg para n y m > max (M, , nyl,

- -]
e(x, * ) < £.
Por ser Hnlne'ﬂ de Cauchy en E* tandremos que Exn]mm es de Cauchy
en E, por ser E* isométrico a E.

Sea n 12 clase de equivalencia a la cual pertensce {xn}mm ;ocomp vi-
@

mos en la demostracidn de Ta densidad de E® en E, 1im X =8,
e

"Demostremos que o3 e también convergen a a" .

e{a,, a)<ela,, ;n] + EE;,,- o).

1

Sea £ >0, existen; el tal gue i 2 %— . Para n > n; ,

E{“ﬂ";ﬂj{% .
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-}
Ademds como e existe np e tal que para n > ng

]
eExn s &)<

vy

Por lo tanto para n > max { ny, i, E(un, a) < %-+ %, £ ; 8s decir:

Tim o, =o, con lo cual hemos Jemostrado que E es completo.
Ni-sem
28)  Upicidad. Sean E, y E, dos completaciones de E, denotemess por d la

distancia en E, y por & la distancia en E, .

Podemos considerar a E comd subespacio denso de E.
Existe una isometria J de E c E; en un subconjunto denso F de Ey, J es
uniformemente continua, ya gue: e(J{x), J(y)} = d(x, y). Luego por pro

posicién 1.3B, existe J de E; en.E; extensién de J, J continua.

e
"J preserva las distancias'.
En efecto:

&(J(x), Iy

e(lim J(x ), 1im J(y_)); donde x — x ¥ y_— ¥
s e Lo " n n

Tm e(alx,). da(y,))

1-sen

Tim d{x £ .‘-"
il K

d{lim x_ , lim y.)
fae 0 fam O

dix, y)-

Por preservar la distancia se tiene gue 3 es inyectiva; luego 3 85 una
isometria de E; en J (E;); como E2 es completo S{EIJ también lo seré;

y por proposicifn 1.35 3[E;J es cerrado 2n E;: vy ademds J(E;) contiene
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a F densop en Ey, por lo tanto J(E;) = Ey, con lo cual concluimos que

.

J @5 una isometria de E; en Es .

11, ESPACIOS COMPACTOS,

Sea E un espacio métrico. Un recubrimiento de E s un conjunto de
partes de E, tal que todo punto de £ pertenece al mengs a alguna de las
partes, Un subrecubrimiento de un recubvimiento es un recubrimiento for
mado de partes pertenecientes al primer recubrimiento. Un recubrimiento
es finito si 8] estd formado de un nimero finito de partes de E. Un re-
cubrimiento de E se dice que es abiertp si todas las partes pertenecien

tes al recubrimiento son abiertos de E.

DEFINICION, Un espacio métrico E se dice compacto si todo recubrimiento
abierto de E admite un subrecubrimiente finito.

El conjunto de intervalos |n-1, nt+1[ donde n e Z forman un recubri--
miento abierto delR, y como de este recubrimiento no puede extraerse un

subrecubrimiento finito delR, concluimos gquelR no es compacto.

PROPOSICION 1.40. Un espacio métrico E es compacto si y solo si para to
do conjunto de partes cerradas de FE de interseccidn vacia, existe un n_l}_

mere finito de esas partes de intarseceidn vacia.

DEMOSTRACION:

" smemp " Spa “%}-151 una familia de cerrados de E tal que N 0y =%
= te]

nos=¢ = ((no) = U(Co = E.

el el

Co, es abierto para todo 1 € I3 por ser E compacto existe Jc I, J
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finito tal que U (0, = E. luego M 0. = ¢.
jed D)

L1 L}

=== Sea {0

1 un recubrimientn abjerto d= E, U 0. = E.

P&l iel i

U 0, <E=> (0, =¢; (0, es cerrado para todo 1 ¢ I.
iel

Existe J finito fal gque M [:D1 = ds Tuego U I:I'_i =k, y por 1p tanto E
-'i.E\.l iEIJ
es compacto,

COROLARIO 1. 5% E es un espacio compacto, vy si Fg, Fi, Fay ..y Frs -

es una sucesion decreciente de conjuntes cerrados de ipterseccifin vacia,

entonces existe un entero n, tal que F, &s vagio.

‘DEMOSTRACION:

1% B l-*i = entonces existe J finito, J cIN tal que N F-i =g :
ielN ied

-

como la sucesion de Tos :—‘r1 es decreciente, existe i, e J, fal que

F1 < Fi para todo 1 e J; por lo tanto F, cn F, = 4.
I:l fed

El corolario anterior es eguivalente gl siguiente:
COROLARIO 2. 5§ E o5 un espacio métrico compacto y 5% Fy, Fay .-, Fn‘ -
es una sucesién decreciente de conjuntos cerrados, cada uno de ellos dis

tinto de vacio, entonces su interssccifn es np vacio,

DEFINICION. Sea E un espacio métrico, A una parte de E; diremos que A es

compacto, si A provisto de 1a métrica inducida es un espacio campacto.

PROPOSICION 7.47. La unidn de un nimero finito de partes compactas de un
espacio meétrico E es también compacta.

OEMOSTRACION:
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Sean Ay, Az, ..., A, partes compactas de E y sea R un recubrimiento -
abierto de A=A, UA; U ... UA_,

Si Di € R entonces o, n Ay es un ablerto de A, , v la familia de
(0; M A;) con 0. en Res un recubrimiento abierto de A,

Cemo A, es compacto; un ndmero finjto de Ei f1 Ay seprd suficiente pa-
ra recubrir A;, y por 1o tanto un nimero Ffinito de 0. cubren A,. Lo mis
mo sucede para Az, Bay weea ﬂn.
Los n sistemas finitos de abiertos de R recubriran A, y por 1o tanto A

85 compacto.

PROPOSICION 1.42. Un intervalo cerrado acotado [ a, b] de la recta real
R es un espacin compacto.

DEMOSTRACION:

Sea R un recubrimfento abierto de [5, 6] y sea ¢ el ounto medio de
B. 5.

Si no es posible tomar un nimers finito de partes de R, que recubran to
do el intervale [a. B], tampoco serd posible para al menos aifguno de los
subintervalos [a, ¢] + [c. §l, por ejemplo [€, bB]. Llamaremes [ai. b

a este subintervalo.

Partimos [ay, by en dos y tomamos e] subintervalo J2z, by dos veces

més peguefio y con la misma propiedad da T[54 by .

Formamos asf una sucesidn infinita Taes bo] = T8 B8] + [81s bysvees
[8;s b, « «-. de subintervalos defa, bl con la misma propiedad:
"Ninguno de e1los puede ser recubierto por un niimero finito de partes -

pertenecientes a R".
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La sucesion creciente mayerada de los 3, admitird un 1imite a, la suge-
sifin decreciente minorada de los bh admitiré un Himite 8, y como la lon

. h - @
gitud de 3., b1 es o

De acuerdo 3 la definicifn de 1imite de una sucesidn. tedo intervalo -

. necesariamente o = B.

abierto que contenga al punte o = 8 contiene, paran bastante grande

3, ¥ bn, y por lo tanto coentiene al intervalo Ean’ bn:[ :

Existe necesariamente un abierto del recubrimiento R, gue contiene al -
punto , 1lamemosle ©; como O es abjerto, existe un intervalo abierto
Ja' b'[ contenide en 0 y que a su vez contiene 2 oy entonces, para n
bastante grande, el intervalo Ean, bn:[estaré contenido en TJa'* b'[
y por lo tanto en 0, llegamos asi a.una contradiccibn: ]:an, hn‘_] no de-
be ser recubrierto por un nimero finito de partes de R, y ahora tensmos

que es recubierto por una sola de ellas, 0. Esta contradiccidn pruesba -

que [a, B] =5 compacto.

FROPOSICION 1.43, Sea E un espatcio métrico, F ung parte compacta de E;
entences Fes cerrado en E.

DEMOSTRACION:

Probaremos que (F es abierto.

Sea b e (F: para todo x & F, existen dos abiertos Dx Y D.;: tales

que xe0, be 'D; y 0, M0 =¢. Los O, forman un recubrimiento abjer
to de F, luego podemos sxtrisr un sub recubrimiento finito {Uxii. Enton

ces 1a interseccion finita de los D;t correspondientes es un abierto 0'
i

quz contiene @ "b" y 0' nm F =¢. Tenemos asi que todo punto de (F
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pertenece a un abierfo incluido en CF, por 1o tanto CF es abierto y

Fes cerrado.

PROPOSICION 1.44. Toda parte cerrada de un espacio métrico compacto es
compacta.

DEMOSTRACION:

Sea E un espacio métrico compacto, F uma parte cerrada de E y sea {Fi }iel

una familia cualguiera de subconjuntes de F, cerrados en F, y Suponga-

mosque M F1 =0 .
iel

Como los F. son cerrados en F y Fes cerrado en E, los Fi serdn cerradoes
en E (por proposicion 1.18); como £ es supuesto compacto, existe un ni-
mera finito de los F; cuya interseccién es vacia; esto prueba, de acuer

do a ia propesicidn 1.40, gue Fes un compacto.

PROPOSICION 1.45. Sea E un espacic métrico, {xn}nE g una sucesion de pun
tos de E y b e E. Entonces b es adherente ala SUCESTﬁn{xn}neﬂ 5i y so
I si podemos extraer de esta sucesidn una sucesidn parcial convergente

hagia b.

DEMOSTRACION:

" == " §i bes un punto 2dherente a la Sucesion, para cada bola B{h,%-}
existe un2 infinidad de valores enteros p tales gue x_ e B(b, %}. Tome

D
ms un entero py tal que xp1 e B{b, 7). Luego tomemos p; > oy , tal -

1 : 1
que x, € B(b, ?]. en seguida un entero py > p; tal gue KF'E EE[b.-f} ;

v asi sucesivamente; de Ta sucesifn inicial se ha formado la sucesitn

parcial (x_ ) . 1a cual evidentemente converge hacia b.
k kel
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"e==" 5{ de 1a sucesidn inicial puede extrasrse una sucesiin parcial

[x'ﬁj que converge hacia b, entonce: para tedo vecindario VY de b -
(231]

existird una infinidad de k tales qgue x

n = V. luego Bes un punto ad-
k

herente & 1a sucesian inicial.

LEMA 1. Sea E un espacio métrico en el cual toda sucesidn admite al me-

nos un punto adherente: sea R un recubrimiento abierto de E. Entonces -

existe un nimero £ > 0 tal que toda bola de centro cualquier punto y

radio r < £, estd contenida toda eptera en al menos uno de los abier-

tos de R.

DEMOSTRACION:

Supongamos que no es asi. Entun:eﬁ para todo enterc n, es posible encon

trar un punte a, de E tal gue la bola S{an, %ﬂ en ninguno de los abier

tos del recubrimiento estd contenida.

Formamos asf una sucesifn ay. 82, Ays ..., 84 ... d8 elementas de E.

Esta sucesidn admite a1 menos un punto adherente b. Como Res un recu--

brimiento, existe un abierto de FL. supongames (1, aue contiens a "b": 0

contiene una bola abierta de centro b y radio a.

Por sen b un punto adherente a la sucesidn (2 ) . entonces existe una

infinidad de valores den, luego 2! menos uno, tal que se fiene a Ta vez
1 i

dfan. b) j;% y ademas % > - "La bola de centro a, ¥ radio & < >

estd toda entera contenida en 1a bolz B{b, =)"; en efecto: si

-

X E -E[an. %] entonces  d{x, b) < dix. an} + dt_'an, h] < = L 5

<

mila

o
+§-¢ﬂ;
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por consiguiente la bola E{EF. %J estard contenida en 0, abierto del
recubrimiento: este es contrario a 1a hip6tesis hecha sobre 13 sucesidn

de los 2, Con 1o cual llegamos a una contradiccidn,

LEMA 2. Ses E un espacio métrico en el cual toda sucesidn admite al me
nos un punto adherente. Entonces, para cualquier £ > 0, podemos recu-
brir E por un nimare finito de holas de radiof.

DEMOSTRACTON:

Sea ag un punto de E: si Bz, , £) = E, enfonces e lema estd demostra-
do. St no &5 asf, existird al menos un puntd a; que no pertenege a
B(ag, E).

Si akora B(ag, E) U B{a,;, £) = E; entonces el lema estd demostrado, y
asi sucesivamente. De esta forma podemos formar una Sucesian

B{ag, &)y Bla1, E)) «euy B{an, E), .... de helas abiertas de radiof.
Si este procesc fuera ilimitado, podriamps formar uma sucesidn infinita
de puntos agy FAzs +ees dps .. N donde la distancia entre dos de -
ellas cualesguiera e > E£. Esta circunstancia es imposibie de dar ya
que esta sucesifn infinita poseerd al menos un punto adherente b, y por
consigitiente existird upne infinidad de valores den; luege al menos dos

valores distintos p y g, tales que d(b, up-J 5% y dih, aq} 553
Deducimos gue d{ap, _aq} i%ﬁ , 1o cual es contradictorio a 1a hipéte

sis ﬂ{ah. aﬂ} > E. Resulta entonces que existe nel tal que

n
E= U Bfat, £).
i=0
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PROPOSICION 1.46. (Propiedad de Splzano - Wejerstrass). Sea E un espa-
cio métrice. Entonces E es compacto si y solo si toda sucesidn de ele-

mentos de E admite al menos un punto adherente.

DEMOSTRACICN:
" == " Supongamos E compacto y Sea Xo, X1, ..., Xp» ... UN2 sucesifn
de elementos de E. Llamemos A al conjunto {xn. Xnal ? vosdy Y ﬁh Su

adherencia; entonces 1los ﬁ; forman una sucesidn decraciente de conjuntos
cerrados y ninguno de ellos ss vacio, Juego su interseccitn no ss vacio.
Sea b un punto de esta interseccifn. Decir que b e Eﬁ. g5 decir que to
do vecindario de b confiene al menos un punto de ﬁn. y como 5 verdadero

‘para todo n, esto prueba nue bes un punto adherente a la sucesidn.

" =" Sea R un recubrimiento cualquiera de E; por 2l lama 1, existe
un nimere £ > 0 tal que toda bela de radie < £ estd contenida toda
entera en al menes unpo de Tos ablertos del recubrimiento R. De acuerde
al lema 2, podemos recubrir E todo entero por un nlmerp finito de bolas
Bg, Bay ...y B, de radiof . Como cade una de Tas B; estd contenida to-
da entera en un abjerto Gi del recubpimiento R, obtenemss con ello wn -

nimerce finito de abiertos 0., 0,, ....G'1dé R cop los cuales se reciy-

bre E.

PROPOSICION 1.47. Sea E un espacio métrico compacto. Entonces una suce-

sidgn {xn} de elementos de E es convergents hacia b e E s y solo

nel
= 1a sucesion admite a b como 2] dnico nuntp adherente.

DEMOSTRACION:

"= * 5§ la sucesion converge hacia b, entonces b &5 un punte adheren



50.

te a la sucesidn: supongamos existe c $ b que también e adherente a
la sucesign; existen vecindarios Yy de b v V de ¢ gue no tienen puntos -
comunes. Por ser b el 1imite de Ta sucesidn debemos tener gue X, €U

para todos los n, Salvo por un nimers finito, y por ser c adherente a -
la sucesion, existird una infinidad de Tndices n para los cuales x &V

To cual es ahsurde.

"e==" Sypongamos gue X, X1+ X3y +.es Xy -+- BS Una sucesidn de
glementos de E gue admite & "b" como el Gnice punto adherente. 51 esta
sucesidn no es convergente hacia b, existird al menos un abierto 0 gue
contiene g "™y una sucesidn parcial x”k de 1a sucesidn inicial, tal

gue todos les x . estan en el complemento de 0, Como (0 es cerrado, por

i’
proposicion 1.44, se tendrd gue e5 compacto.

La sucesién parcial de las xﬂk, deberd tener sobre (U 21 menos un punto
adherente, y por consigujente tambisn 12 sueesidn inicial. Lo cua) con-
tradice 1a hipftesis de que la sucesion adpitea "h"como 21 dnico punto
adherente.

NOTA: E1 resultado es evidentemente falso para los nimeros reales por -
ser R no compaciy. Por sjemplo: la2 sucesién 1,1, 2‘2]" S%n—}
admite D como el Gnico punto adherente, pero 1a sucesién no =5 convergen

tEe.
PROPOSICION 1.48. Sean E ¥ E, espacios métricos, f uma aplicacidn conti
nug de E en E; . Si £ es compacto entonces f(E) también 1o es.

DEMOSTRACION:

Supongamos E compacto, y sea R un recubrimiento abierto de f(E). Las -
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imagenes reciprocas ‘F']-mi} con L‘.l1 er ® forman un recubrimiento abier-

to de E.

En efecto: 87 x es un punto cualguiera de E, su imagen T(x) pertenece a
algunos de Tos abiertos, sea 0,, y por consecuencia x € F'Twi}; los
F'“Ei} son abiertos por ser f continua.

Como E se supone compacto, bastard un nimerg finito de abiertos al {D'IJ‘
por ejemplo f'1[D1}. f']{ﬂ;;, She §1 (,{ln]. para recubrir E; pero esto

significa que 1os abiertos 0, 0z ..., Elh forman un recubrimients -

n n
abiertd de £(E). En efecto: E = U f‘1{u1} == F(E) = f{ U fq{uf]'}
=1 i=] '

1

1

1]
o=

1F{F"<u{n-= 0,

Hemos demostrado que de cualquier recubrimiento abierto de f(E) puede
extraerse uy subrecubrimiento finite por 1o tanto conc uimos que f(E) es

compacto.

COROLARID. Toda funcidn continua f sobre un compacto E. con valores en
un espacio métrico Fes acotada.

En efecto: f{E) es un compacto de F; entonces 8§ acotado.

PROPOSICION 1.48. Tpda aplicacign continua de un espacio compacto no va
cio enR admite un maximp y minimo.

DEMOSTRACION:

Sea f unp aplicacidn continua 'de un espacio compacto E enR. For propo-
gicidn 1.48 F(E) ez un compacto no vacio de IR, luego f({E) es acetado;

y por proposicién 1.43 €{E) es cerrado en IR, por To tanto SUE' fix)
XE

) ' !rLi |Uﬂgﬂ 4 c f‘_l{—l—m. MI—I'I
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e inf f{x) que son puntos adherentes de f(E) pertenecen a f(E), con
xgk

1o cual se concluye gue sup f{x) es un miximo e finf f(x) es un mi-
xeE xek

nimo.

COROLARIO 1. Sea E compacto, ¥ de E en R continuo, si para todo x de E,
f(x) > 0, entonces existe un nimero fijo & >0 tal que f(x) >& , pa
ra todo x de E.

DEMOSTRACION:

Por proposicidn anterior (E) tiene un maximo y un minime, luego, si
f(x) > 0 para todo x e E, su minimo & serd un valor de la Funcién en
Un punto "¢" conveniente, entonces & » 0, y tendremes tambien que

f(x) > 8, para todo x e E.

CORDLARIO 2. Sea E un espacio métricy, f : E —R continua y sed K
un compacto de E. Entonces existe un vecindario de K sobre €] cual f es
acotada.

DEMOSTR/ACION:

F(k) =5 compacto enM v por lo tanto acotado; existe entonces un niimero

M>0 tal que f(K) e J-M, M[, Tuego K¢ £ (=M, M[).
f-]f]~]'"i. M[ ] es un abierto por ser f continua, con lo cial

f-“::]_m‘ M) es el vecindario buscado.
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CAPITULO I1
ESPACIOS NORMADOS

1. Norma, Espacio NORMADO.

DEFINICION. Sea E un espacio vectorial sobre 2l cuerpo K de los nimeros
reales o de 1os nimeros complejas. Llamaremos norma sobre el espacio vec
torfal E a toda aplicacifn de £ en R (indicada corrientemente por

x — ||x||) que tiene las sigufentes propiedades:

1) x>0 parz cada x & E.
1) [x[=0 si y solo st x = 0.
111) | axl=|[al. =l ask,

W) |x+yl<lxl=* ||y| ‘"Desigualdad triangular.

Un sspacio normado =5 un espacio vectorial E sobre el cual se ha defini

do ura norma,

PROPOSICION 2.1, 3) Ik * %z # ...+ x|l =< |[xifl + [[xal] + <.+ [lx[i

o) | f1xll = gl | < fix - vl -

a) Se demuestra facilmente por IV) e dinduccién.
Demostracidn de b): ||x|| =|lx -y *+ ¥|| < [|x - ||+ |l¥ll, por tanto
=1} = [lxll =[x - ¥l (1)

Iyl = lly = x+ x| < |ly = =] +||x]] , Tuego

I'A

Il = Mixl] < fly ~ =l (2)

| &

Multiplicando {2) por (-1) tenemos gque ||x|[ - [yl > =ly - x|| 3 pero
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ly = x[[=[]{=1{x - ¥}[|= |-1| [[x - yl| , por Jo tanto

x|l =1lyll==l1%=yl| (3)
Da (1) v (3) concluimos finalmente gue:

[ hett =t | < 1% = 1 -
PROPOSICION 2.2. 5§ x—= ||xl| es una norma en el espacin vecterial E,
entonces d{x, y) =||x = y|| es una distancia en E tal que
dix + 2z, y +z) =d(x, ¥y} y dix, dy) = [x] d(x, y).
DEMOSTRACION:
F]) "d(x, y] =07
dix, y) =|ix -yl 20  por 1)

Py} d(x.y)=0 siysolosi x=p."
dix, ¥y) =0 =k -yl=0e=— x-y=0 = x=y

P3) md(x, y) = dly, x)"
dix, ¥y)= [lx =yl = 0=y = =M = |=7]. |ly=x]| =lly=xi] = dly,x).

Pa) "d(x, z) < dlx, y)*+ dly, z)"
dix, 2) =||x-2|| = |[x-y+y-zl] 2l|x-y]| *|ly-2l| = d(x, y )+ d{y. 2).

Por To tanto: d{x, y) =|/x - y|]| = una distanpia en E,

dix + 2z, y+ 2) =||{(x+2) - {y+ 2)] = |lpez-y-2]| = |lx-y|| = dlx, ¥)

d{Ax, Ay} =[lax - ¥l Atz - ¥

Al 1% - vl
|al.dx,y).

i}
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EJEmpLOs DE Normas.

12)

22)

En R o £, la funcion x»—= |[x| es uma norma, se le denomina mor
ma natural; a partir de =21la se define la métrica natural.

Sobre el espacio vectorial R" o £", las tres funciones siguientes
20N normas: r

mn
Max 1:11 (1)
fi=1
n

A= {xh Arssues xn} = J 'ZT I.x-il (2)
Tﬂ'.

n
(L Dol )% (3); norna natural
‘.I‘I

Es evidente que (1) y (2) son normas; demostraremos que (3) tam-

bien lo as.

1) Evidentemente [[X]| = ( § 217 es > 0
i=1

- V
) Jixjl =0 o= [}:T |x,.|fz) ¢ =
J=

n
= ):1 |x,;1* =0

i=
= |x;| =0 pera todo i

e SR G (R ey xn} = W e ) s
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un i {_31 g, |2 ) 7
¥

n
(L a7y

i

)¢ L bl

=

ENRNI P

I¥) Sean X = (x1, %25 .-.» !rﬁ= V= (i yas e i) i

elementos de £ .

LEmMA. (DESIGUALDAD DE CAucHY - SCHWARZ).

n ; £
Ixs | ¥zl = ( ET LI )?E ( ]ling }¥E .

iy
=1

-

—Fa
HE=—33

DEMOSTRACTON:
8§ X=0 0 Y =0, la desigualdad se reduce a 0 < 0, To cual es ver
dadero; por 1o tanto supongamos que X + g, ¥ # 0.
Para m y n nimeros reales cualesquiera se tiene 0 < (m - n)* =m*-Zmn+n?
o eguivalantemente

2mn < w + nt (1)

Comc m y n son nidmeros reales arbitrarios, tomemos:

%l 4]

n 1 n
¢ L Ixl? y'2 (3




Entonces para cualquier k se tiene que

|| |l

n mn 1
C3 x5 (] Iyl
i=1 i=l

Sumande en (2) conm respecto a k se tiene:

n
2 bl 1y
&

[ %

R I
{fé;l]xil ) ':1;4_"..113'1]
Por lo tanto

n n '|J|r
L bl Ind € €1 xlD®
12

=

57.

;12
] V]
n n
Dokt )yl
E |Fk|2
- = = 7
T T
1¥=1
i

n
ay 7
{igT lys1%) 72

lo cual, también puede escribirse en Ta forma

iy
el vl = €3 Ixgp22

ie—Q

1=]

Demostraremos ahora Ta desigualdad triangular:

no " g 2y ¥ 4 7
(Y Ixg +wl®)7 < (8 [x: 1278 C 3 (w57
i=1 i=l =

Por la desjoualdad de Cauchy - Schwarz, tenemas:

2

TR ]
o

5

n . n
5] gl < 2 C 3 Il (3 Iyl

(2)
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n n n n . n .
2 v 2 o
= I Ilts §lvl?ee Tigllyl< 3 obglt o+ 3yl

=1 i=i

& e !.33 4 2 ?ﬁ
20 1D Iy

g 2 2 2 g 2 ?2 3 u 2 %’-1
= 1£1f|>i1-| *lygl® + 2 Ixg] lvs) < (iETlel) (1§T|b’1—1}

E 5

= § Uxl * lyh? < }E (227 & ( § |.~.r-|"'}£_‘1
RS 1 (L pA?

— —_—

—

L L nool
== -E [ X5 +‘F'i l! < ( 1 |!,]-E?j'z + ( l |y]_|;;|:.4
i=1 | =1 . i=1

g y
== ': E 1""‘1‘ +:"112) &

=]

i

; ay ¥ L 2y Y
( T£T|xi| s fi£1[fil )

Por 1o tanto queds demostrado que Ta aplicacidn (3] es una norma, y se

le denomina la norma natural deR" a ¢".

32) Sobre el espacio vectorial L1 de sucesiones complejas

A= Ry, Kas 2meh Xy ...} tales que Ta serie de modulos sea
Luey m

convergente: J |x | <+ =, la funcion X-—+ § |x | es una

n m

n=0 n=0

norma,

En efecto:
I) {|IXl] >0 trivial.

.
I1) |Ix|| =0 e== 7] |%,] =0
n=0
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= [Rnl =0, para todon el

L= —— 8 ):': '[-U- Un.ul ....}

168 DA I n:fu A x4l = nzg“*”"n'
= Jal nzﬁ E

RYR (B3

IV} Sean X'= {Xgy %is sess X S TR £ 35 0/ TH0. £ PR My cee)

[i-]

sucesiones complejas tales que:r x| ¥ ) ly; | son conver
i=0 i=0

gentes.

X +¥] = §F x5 +¥ Clxg] + lysl )
1=‘u i! 1’E

= =4

1 1'}5'.'] gl ¢ igﬂ b

=[1XH+]1¥ll .
42)  Sobre el espacio vectorial L~ de sucesiones complejas
K= IXa: Xis X2y <205 Xy -0} o acotades, Ta funcion

X —= Sup 1:-: |; es una norma; en efecto:
n:-n

1) Sup x| 20, por To tanto [[X[| > 0.
nz0

171) |IXl= 0 == 3up I:r. | = 0
I‘ﬂ?ﬂ
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= [x,| =0 opara todo neN
— G-I 4 PR N R |
I11) |[aXll = sup |[A xn| = sup || 1xn|
n>0 n>0
= A] Sup |X
al sup I
= [a} X1l .
IV) |IX +¥l| = sup Ixn + Fn|

| A

sup (Ixgl + Iy )

= sup [x | + sup |y_|
n>0 n>0

= |Ixll + [I¥I

BoLAs ABIERTAS. BoLAS CERRADAS,

En un espacio vectorial normado E, 1lamaremos boia abierta (bola cerra-
da) de radio r > 0, sin precisar el centro, 1z bola que tiene por cen-
tro el origen del espacio vectorial, y por radio r, y 1a denotaremos -

por B{r) (B'(r)).

B(r]) {xeE | dlx, 0) <r} =1xek||lx] <« rl

n

B'(r) fxeE|dix,0)<r}=1xekE|]|x] < r}.

En particular 1a bola unitaria abierta (cerrada) serd la bola abierta

(cerrada) de centro 0 y radio 1.
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DEFINICION. Sean E un espagio vectorial, a y b puntos de E. Llamaremos
seomento cerrado, o simplemente ssgmenfo de extremos a y b, ¥ To denota
vemos por [a. B] al conjunto: {ta+ (1 - t)b | 0 < t < T},

Una parte A de E se dice convexa si. para cualguier par de puntos X, ¥

de A, todo el segmento]x. y] estd contenido en A.

PROPDSICION 2.3. Toda bola es un conjunte convexo.

DEMOSTRACTON:
Si llxll <v ¥ lyll £r, tenemos:
ltx + (1 = Byl < ltxf =)0 = thy]

el Ix{l+ [v = t] ||¥l

< v+ (1 = t)e

e L

- r.

2. NormAS EQUIVALENTES,
DEFINICIDN. Sobre un espacio vectorial, dos normas se dicen equivalen

tes s Tas métrices correspondientes son eguivalentes.

PROPOSICION 2.4. (TEOREMA DE EQUIVALENCIA DE NORMAS). En un espacio vec
torial E, dos normas, denotadas || || y || |z . son equivalentes, si y
solo si existen dos nlmeros k' >0 y k" >0 tales que:

fxlla < k' |lxlls ¥ (1% <k* lix]s

DEMOSTRACION:

Denotamos por E; y E: los espacios correspondientes a las metricas,
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definidas por || |+ ¥ || |2 respectivamente. Por ser las métricas -
eguivalentes. 1a aplicacidn jdentidad I de E, en E» 85 un homeomorfismo,
es decir:

12) I es biyectiva vy

e} le I son ambas continuas.

Por ser 1 continua en €] origen, para £ =1, existe k > 0 tal que si

(B3P f% entonces |[x|z < 1.

Sea xeE, x$0

I} x]f
— “ = __1—_ < % Tuggn;
2||%f 1 k il 2 [ix]|s k

iA

1, es decir ||:-:fllz < 2k[|x]ls

‘ X
2 |Ixflak

-

Tomando k' = 2k, gueda demostrado que |\x| . < k' |{x[ .

3 o -1 F F
Similarmente se demuestra; por ser [ ° continga de E; en E,, que existe

kK" > 0 tal que: |Ixfy < k"|lxls -

CORQLARIO 1. Sobre el espacio vectorial R o {" las tres normas siguien-

tes son equivalentes:

. B \ 8 e
)L Il ) max |y 1 L Iyl

En efecto, se tienen las desigualdades:

| (1)

1

Il ~12

1 E E " | % |
=K, % <  max X -
n,1=1 -i . —a -1=1 i e

i=1
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M

n
max x| = (1; %:1%) 72 @

i=1

Tas cuales demuestran 21 cortlario,

COROLARIO 2. En un espacio E, dos normas equivalentes dan las mismas -

partes acotadas.

DEMOSTRACION:

Sean || [ v || ||z dos normas equivalentes en E, y A ¢ E acotado por
Ta norma || ||y 3 es decir, existe MeR tal gue si x e A, |ix|]|], <M
Por ser || [y ¥ || |+ équivalentes existe k' > 0 tal que

|l < k" [|xllx < k'M; por To tante A es acotado para || ||=z.
Similarmente se demuestra, gue si una parte de £ es agotado parz || ||

1o es también para || ||,

PROPOSICION 2.5. Sea E un espacio vectorial normade. La eplicacian || |

de E enR, provisto R de su méEtrica natural, es continua.

DEMOSTRACION:

Sea £ > 0: por proposiciGn 2.1 se tiene que | 1]l = |]%o]] | z ||x=-%ql| 3
lueqo basta tomar & = £ para que |[[x-xl|<8 =>[ %]} = [1xq ] | < £ con
lo cual queda demostrado que | || es continua.

5, APLICACIONES LINEALES Y CONTINUAS,

DEFINICION. Sean E v F dos espacios vectoriales normados scbre el mis
me cuerpn K, de les nimeros reales o complejos. Sea f una aplicacicn de
E en F; diremos que fes lineal s5i:

12} fx +y)= flx) + fly)

24) flAx) = Aflx)

e Ky X,y ecE
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PROPOSICION 2.6. Sean E y F espacios vectoriales normados, f una aplica
cion lineal de E en F; si E es el espacin.mp o € provisto de uma de sus
normas usuales, entonces fes unfformemente continua y por consiguiente
continua.

DEMOSTRACION:

Sex E>0, X = (X1, %2s vy !:n]. Y= (Y. ¥Y2s =0y ynl, Por el coro-
larin 1 de Ta proposicidn 2.4 Jas tres normas que hemos definido sobre
E son equivalentes; luego puede trabajarse €on cualguiera de ellas; en

nuestro caso [[X] = mix EF
i=|

S_Ea By B2y -ver B 1a base canfnica de E.

" ]
100 = FOON = (166X = I = FC T (% = wyde )l
i=i

n
= || i {31 T )’1'} Heim

n
z‘] |HK,1 = }"'.,IJ fl:E.i}”

I

i

n
= 1}:] [x-] 'Y.]I H'F{Ei]l‘

n n

< max |at;I ~ ¥l } ||f[E.i”[
i=1 i=]

= [I%=¥] K

Luego tomando 4 2% . tenemos gue:
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K=Y <8 = 1f(X)-FN] <g.
Lo cual comprueba que fes uniformemente continua,

NOTA: 51 E es de dimensidn infinita, no toda aplicacidn lineal fes con
tinua.
En efecto: Sea E el espacio vectorial, sobre =] cuerpo de los reales, -

de lgs polinomios con coeficientes reales.

Pongamos ||P|| = max [P{x)| . (1)
Dex<]

Demostremos que (1) es una norma:

1) Il >0 yaque max  [P{x)] >0
Dex<l

IT) [P =0 = max P{x)| =0
Uixﬂ

&> P{x) =0, para todo x € [0, TJ.

Si P(x) # 0 para algln » &M, entonces, el polinomio P tendria una -
infinidad de rafces, a saber, 108 x e [0, T, locual nopuede ser. Luego

P(x) =0, para todo x € [0, ] == P(x) =0, para todo 2 eR

- —— SRR U 1
1) Rl = max [aPMx)| = max  |AP(x)|
D<x<] Qex<]

= max || |P{x)]
Oex<l

4] max [P(x)]
Dex<]
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= | Al lirll -
W (P+qgll = max (P +QMx)l = max |P{x) + q(x)|
0<xe] D<xe]
< max (|P(x)]+|Q(x)])

'IJEx_E'I

max JP{x)| + max |Q(x}|
Dex<1 D=x<]

| A

el -+ fall .

+[R tal que f(P) = P(3)." f es 1ineal sobre E‘

Definamos F; E

+ En Bfecto:
12)  £(P + Q) = (P +0Q)(3) = P(3) +0(3) = £(p) + #(q)
22) F(AP) = (AP)(3) = AP(3) = AF(P)

P.0eE, 1elR.

Demostremos que fes discontinua. Para ello consideremos Iz sucesidn de
polinomios definida por:

Pafx) =(3)"

Evidentemente [Pyl = ln . luego la sucesitn de los Pn converge
2

hacia 0 en E; por otra parte: Pn(3) = (%}n ; con lo cual tenemos que
1a sucasidn de valores Ff(Py) = (%]" tiende hacia + = , 1o cual prue

bague fes discontinua.

PROPOSICION 2.7. Sean E y F espacios vectoriales normados, f : E—=F

una aplicacion lineal. Entonces los siguientes enunciados son equivalen
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tes.

a) fes continua en &1 origen.

b) Existe una constante k > 0 tal que [If{x)[l < k[[x]| ; para todo
x g E,

c) f es uniformemente continua sobre E.

d) fes continua en E.

DEMOSTRACION:

"a) == b)" Si fes continua en el origen, existe una constante k' > D

tal que si |[x]] <L entonces Ielx)] < 1.
kr

‘Sea xeE xF0.

% ” =] 1
2kt ||xl

. luego:
2r" x|l !

2 < 1; es decir [[F(x)] < 2¢' |ix]] .

il !

=
2 el |
Tomando k = 2k', queda demostrado bj.

"h) === ¢)" Supongamos existe k >0 tal gue

[[€(x))l <k |lx|]| para todo xeE, y sea E>0

| flx) = Fly) ) = |Iflx -y} | <k |lx -yl -

Tomande & = ﬁ—f tenamos que:

| - yl| <& = |[Iflx) - f(y)l| <&
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lo cual prueba gue f 25 uniformemente continue.
"¢} == d} " (Obvio.

"d) == a) " Dbyio.

NicLEo E IMAGEN DE UNA APLICACION LINEAL CONTINUA,

DEFINICION. Sean F y F dos espacios vectoriales sobre yn cuerpo K, f
una aplicacién lineal de £ en F. Llamaremos niiclec de f al conjunto de

las x de E tal que f(x) = 0. Es entonces la imagen reciproca g0
Llamaremos IMAGEN de f, al conjunio F(E) = {f(x) e F | x e E} .

'E1 nidcleoc de fes un subespacic vectorial de E".

En efecto: si x € y pertenscen al niicleo tenemos gue:

12} Fx +y)= Ff(x) # f{y) = 0, luego x +# y estd en el nicleo.

28)  Si A e K, flax) = af(x) = 0, Tuego Ax estd en el nicleon.

"8i E y F son normados, y fes continua, el nicleo de fes un subespacio
vectorial cerrado'.

En efecto {0} es un cerrado de F, luego por proposicién 1.21 £ {{on

Bs un cerrado de E.

4, ESPACIO DE APLICACIONES LINEALES CONTINUAS.

DEFINICION. Sean E y F espacios vectoriales normedes, f: E——+ F 11
neal y continua. Por propesicidn 2.7, existe una constante k > 0 tal

que: ||f(x}]| < kllxl] , parz todo x & E.

Sea A={keR | |[f(x)]] <kllx|, ¥ xecEL
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Llamaremps norma de f, y 1a denotaremes por |[f|| , al infimo del conjun-

to A.

En particular se tjene gue

IEIE3

En efecto: sea X ¢ 0

< IF (i

para todo x e E "

() |
_“_Hi[—i k s para tode k e A.
I F{x) |
W es una cota inferior de A
f' i
—_— J.Ell_ < inf A = |H’H
||
== [If(x)l] < Il Iix] .
PROPOSICION 2.8,
" 111 n
ien = sup ERM s el L osup Qe
Ixfi0  lx]] |1%]|=1 Ixlf=1
DEMOSTRALION:
: 1R8]
1) Nl =gl
) 1= 1t x|
_ () |l : -
Sea [|%|#0; —— < [[f]| === [If]| e cota superior de

[E1 —



| £{x) |
. para [[x]| 40
x|l
Hetx) 1
=— SlUp —— < £l
ix|ig0 I
[ F{x) ]
Supongamos que M= sup ——— , entonces
xijgo [l
|| (=] |

W.i M, para todo xe E, [|x]| $0.
X

== ||f(x)] < M [|x| , ¥xeE [x|| $0.
Para ||x|| =0, es evidente que ||F(x)] < ™ |x]|
Por lo tanto: |[[f(x)]| < ™ [lx|| , para todo x e E.
== NghA = |f] <M
1#]] = m.

70D |
= osup  J[F(x]]]

zg) " sUp = —
[|x[{£0 ||| %=1

X
Sea x| +0, y-= , entonces  ||yf| =1

[[xl]

70.
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1£0x) EELIRA L
¥ EUD) r————— T sup =
Ixigo [l g0 ]
Il (1) |
= sup

[x[1#0 (x|l ¥l

[1#{x) |
yll

= SUD
|ly]l=1

= sup | f{y) |
lyl=1

32) " |I]l] = sup |If(x])]] ™

x(|<1

HECx) < €N Nl < JIFl]l , para |lxl| <1

= sup [[F(x)]| < [If[] (a)
xli<1
Por atra parte, ya demostramos que |[If{| = | sup |[|f(x)]| » ¥y coma
% =1
sup [ F(x)|| < sup ||[f{x)]| ., concluimos que
[1%[f=1 |1x]]< 1

| Fll < |;ﬁ'f"§1 1| £x) | (b)
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De las desigualdades (a) y (b) concluimos:

el = sup  []F(x) |
2]l < 1

DEFINICION. Sean E y F espatios vectoriales normados. Llamaremds

L (E; F) al conjunto de aplicaciones lineales continuas de E en F.

PROPOSICION 2.9. El conjunto | (E; F), admite una estructura de espacioc
vectorial normado, con la norme dada por:

IEll = inf (k>0 | If(x)] < klx|l, para todo x e E} , fe L(Es F).

Ademds, si Ges un tercer espacio vectorial normade. y si
fel(Bs F) 'y gelLlF 6,
sabemos que g o f e L(E; 6) ¥ se tiene la desigualdad

llg o £l < Ilall IIF]l .

DEMOSTRACION:

Mostremos primeramente que | (E; F) posee una estructura de espacio vec
turial sobre K. Sean f1 y f: dos aplicacipnes lineales continuas de
E en F, definiremos f, + f» por la relacion:

(f1 + f2)(x) = falx) + F2lx).

Yerifiquemos que esta nueva aplicaciones lineal y continua. Evidentemente

es 1ineal, y por proposicidn 2.7, 1@ desigualdad

H{(Fy = £2)0) L = |1Falx) + Falx) ]l < |IF2(x)) + MIF2(x)]l
<(I1F [1+1F=0D) Nl

Muestra que f, + f; es contipua, dicho de otra forma:
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fy + f2 & L(E; F): ademds, por definicidn de norma de una funcidn se
tiene que: |[fy + faf] < [[fal +[l#2]] (a)

Tenemos scbre | {E; F) una estructura de adicidn.

Esta adicidgn hace de | (E: F} un grupo abeliano. El elemento neutro de

ese grupo es lo que 1lamamos Ta aplicacifn nula o aplicacidn "0", es de

cir la aplicacion gue hace corresponder a todo elemento de E, el valor

Den F.

Sea A um escalar; para f & [(E; F), definiremos Af por

(AF)(x) = A(F(x)).

Evidentemente esta gplicacion es T1ineal; verifiguemos gue es continga,
es decir que Af € [ (E: F).

En efecto, la desigualdad:

AR = [EACEQN] = |x] [IECxA] < & A[Fl] []=]]

nos indica gue Af es continua.
Ademas, tenepns gue:

rll = sup J[(AF)CN| = sup  [ALJIFEx)|| = || sup_|IF{x}]|
lix]] =1 lixll =1 B

Es decir: IAgl = [x] £ (b)

Hemos definido asf sobpe [(E; F) una multiplicacidn por Jos escalares;
facilmente se ve que esta multiplicagidn posee, unido a la adicidn de
elementos de | (E; F), todas las propjedades requeridas para hacer de

L(E; F) un espacio vectorial sobre K.

Mostremos ahora que la aplicacion f —— ||| es una norma.
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1)  Evidentemente |/f]|| > 0.

11)  Por la relacién |[F{x)]| < !l llxll . para todo x € E tene
mos:
IFll = B == lIf(x}ll= 0.,
= flx) = 0,
= = 0.
fF=0= [If(x)l] = I0ll= 6 < k ||x||. para todo k20
para todo % e E.
= |[|f||] = 0.

Las propiedades IT1) |[[afl| = |xl [|fll ¥ IV¥) {|f1 + fall <||F2ll 1%l
ya estdn demostradas, y son las relaciones (b y (a) respactivamente.
Tenemos asi que [ (E; F) es un espacio vectorial normade.

Si tomamos ahora f e [(E5 F) ¥y ge [{F, G), la composicion g & f

es trivialmente lineal vy continua, es decir q , f € [ {E; G).

Por otra parte |[{g o £)(x)[| = [la(f(x)|| < llgll [|£(x)| <llali |F]l - ]| xis

de donde concluimos que |lg o fl| < |[lall . |{f]l .

PROPOSICION 2.10. Sea E un espacio vectorial normado y sea v e L(E: E);

entonces las aplicaciones:

P, (E; E) ——— [[E; E), tal que F'_?EUF UaVs ¥

H
=

9, * (E, E) ——— | (E; E), tal que qv{u} T

son Tingales y continuas.
DEMOSTRACION:

Mostremos primeramente que p, € Tineal.
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plus +up) = (u #wz) v = uyovtussv=plu)+p(us)

p, (Au) = (Au) » v AMues v} = 2ap (u)

Verifiquemos azhora que p, 8 continua.
En efecto, Ta desigualdad
e, (u} ] = [fwavl] < |lull vl

nos indica que p, es continua y ademds

eyl < livll -

En forma similar se demuestra que g, 55 lineal y continua,

DuaL pE E.

DEFINICION, Sea E un espacio vectorial normado; Tlamaremos dual de E
y 1o denotaremos por E* al conjunto de formas lineales continuas sobre
E, es decir a las aplicaciones lineales continuas de E en el cuerpo de
los escalares.

NOTA: Salve menciin expresa de 16 contrarie, | (E: F) y E* estardn siem-
pre provistos de la estructura de espacio vectorial normado obtenida de

la proposicin 2.9,

5, PROLONGACION DE APLICACIONES LINEALES CONTINUAS,

PROPOSICION 2.11. S1 E es un espacio vectorial normado, sobre el cuerpo

K de los nimeros reales o complejos, entonces Tas funciones siguientes:
+: ExE——= E : (¥, y) vwwanns+s x +y

Lt Kx E————= E :[), 2) vvnanns Ax

son continuas.
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DEMOSTRACION:
Sea E > 0.
12) |Hx+y) - (atb)]] = llx-a)+ (y-0b)l| < |lx~al|+|y - b

tomando & =-§ tenemos:

||x-a'i <8, |ly-b|l «8 == |I{x+y)-(asb)]] < £

Por To tanto la funcién+ (suma) es continua.

22) ||ax - el = |[Ax - ex + ox - ca |
= [l(0 = adx + alx - a)l
< Jl{a = adx|| + |la(x - a) |
= |x = al 1l + Jal fix - a] -
Tomande &; = E_{|_5|T-1-] , tenamos:
% - all <8 == Ja|llx-a] <%. (1)

Adends: | (x| - [fall | = |lx - afl <8 == |Ix]| < |la]| * & -

(3
Tomande &; = . , tenemos:
2 ||‘3” + §1)

3

—_— 4+ 81 ni
2( |la]|+84) ALERRN g et

A -a|l <82 = A -a] [Ix]| <

Luego, con & = min {&,;, &} , tenemos:
| -al<8, [A-a] <8 = [|ax - sa] < £ ; (3)

Con 1o cual queda probado que Ta funcidn """ (producto) es continua.



PROPOSICION 2.12. Sean E y F espacios vectoriales normados, E; un subes
paciovectorial denso de E, y f, una aplicacifin Tineal continua de E; en F.

51 Fas completo, existe una aplicacifn y solo una, f, de E en F, que
prolonaa f; y gue es continua; estz aplicacion es lineal, y la norma de
fen | (E; F) es {gual a 1a norma de £, en | (E;: F).

DEMOSTRACION:

Como f, es lineal y continua, también serd uniformemerte continua (pro-
posician 2.7); entonces, de acuerdo a la proposicidn 1.38, existe una -
aplicacidn continua f y s0lo upa de £ en F, que prolonga f,,

Mostremds en principio que fes lineal. Sean x e y dos elementos de E, A
un escalar: 588 Ko, X1y Kzo eses X vee ¥ Yoo Vi Y2 seen Vi

dos sucesiones de elementos de £, cOnvergentes hacia x e y respectivamen

te.

Como las aplicaciones+ de Ex Een Ey . do K x Een E son continuas,
la sucesidn de los I cnnuérge hacia x + y, y 1a sucesion de los
A%, converge hacia Ax.

Por o tanto tenemos:

12) flx + y) = Tip Falx, + yn.} (por x +y —+ x+y, yfesia

T :
prolongacifn continua de ;).

L

Tim [Fy(x, ) + f(y (porque f, es lineal)
Al n n) ]

= Tim fy(x, ) + 1im fily ) (porque en F 1a operacibn*
e Ppace ‘
{suma) es continua).
= 7(x) + fly) (por ser f la prolongaciGn continua de fy).

28)  f(Ax) = lim ﬂ{lxnj = Tim Afy(x_) = Alim filx,) = AE(x)
= N [irboe

18) y 28) prueban que fes lineal.
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Mastremos ahora que la norma de £ en L(E: F) es 1gual ¢ la norma de f
en (E4sF).

EeC)l = NFG ) < [IEl [xdl & para tade 1 ¢ Eu

= [If.ll < [Ifll .

5§ x e E es el Wmite de una sucesidn E“n}nelﬂ

en Ey . entonces F(x)
es el 1imite de Tos fi(x, ). De Ta desigualead
Eslx M < [Ifall llxpll, ¥ de 1a continuidad de T narma (proposi

cidn 2.5), deducimos entonces, aplicando 1imites:

E(x) | < |Ifall  [lxll, to cual prueba que ||fll < I, | ., por 1o tan
to 1€l = lfall -

COROLARID. En las condiciones enunciadas del teorema, es deacir si E es
denso en £, y F completo, podemos identificar 1os espacics vectoriales
normados | (E; F) y LI(E;s F).

En efecto: a toda aplicacidn lineal continua f de £ en F, hacenos corres
pander sy restriccitn f; a E;, el teorema nos dice precisanente que Ta
correspondencia asi definida f — £, de [ (& F) en [(E 3 IF), es una -
biyeccifn, conservando la estructura de espatio vectorial, y conservan-
do 1as normas.

Esto significa claramente gue los dos espacios vectoriales rormados

| (E;s F) ¥ L(Es; F) pueden ser identificados.

B. Espacios DE BANACH,
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DEFINICION. Llamaremos Espacio de Banach a un espacio vectorial norma

do completo, sobre el cuarpo K de los reales o complajns.
n n _ -
R° y € , con sus normas uswiafns, son de Hanech.

PROPIDSICION 2.13. 51 E v F son espacios vectoriaies normados y si Fes
g2 Banach, entonces IL{E; F) es de Banach.

DEMO'STRACION:

SBE8 To, Fiy Tos hais fn' ... una sucesifn de Cauchy en [(E; F). Esto

significa que para todo E » 0, existe un n, W tal que n2mn, vy

m=2nmn
=0

—_— ”fn - fm|] < E.

Para x Tijo en E, ‘tenemos:

”fn{:'!g - ‘Fmt“'::i I < “fn g Fm“ l|x]l + 1o cval prueba, gue Ta sucesidn de
Tos 'ffnfﬂ es de Cauchy en F. Comp F es complefo, ssta sucesiin conver-
ge hacia un elemento de F, gus nosotros 1lamaremos (x).

Tenemos asi la aplicacidn:

f:E—+ F:x = flx) = 1in f
oo

[x).

n
Demostremos que T es Tineal. Sean X e y elementos de E, A un escalar;:
tenemos !

12) fx =y )= lim fix +y) (Por defimicitn de f)
faes

1]

Hm JF (x) # -Fn{yjj [Poy ser T, Tinaal)
Ti=boa

W

vim (%) # Vim £ (y) (Por ser + contirael.
me fi-503

f{x) + Fly).
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28)  f(Ax) = lim £ (Ax) = lim afn{x] = Alim f (x) = AF(x).
[ ] frvoe s

Con To cual probamos: gue fes lineal.
Demostremos que fes continua.

Para n>my m>n, se tiene que ||1“'ﬂ - fm|| < £, de donde deducimaos:

el < Nfgll + (1)
tenemos tambien:
IF (x) = £ (00 <lIf, = £l Nxll <5 |ix] (2)
e, <l + &) ] (3)

Fijando m > ny en (3] tenemos:

Hm (1T () < ClIF0 + £} [Ix]] 5 es decir
e

IE0N < UIF !l + &) [lx[l+ 1o cual prueba que fes continua,
por lo tanto fe | (E; F).

Finalmente demostraremos que

Tim -Fn e F
[trom

En efecto; para n>np ¥ M2 g

F(x) - f.{x) < € |

Para m>n, , y x fijos:

11 f - f _ B - .
Hn [[f(x) - Fylx) 1
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Es decir: ||f(x) - f (x)]| <& []x|| ; por consiguiente:

If - fll < & .
Lo cual muestra que: Tim = f.
T

Por 1o tanto concluimos gue | (E: F) es completo.

7. PRODUCTO DE ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS.

Sean E; y Ez dos espacios vectoriales normadoes, || [l ¥ || | 2
sus normas respectivas. Sobre el producto E; x E; definimos las tres

normas siguientes, las cuales son equivalentes.

1) [Ix1s %2 = max (1x2]]2.n [1x2]]2)
2) [[(x1s %2)l| = [I=alls + [|%z2]]2
3)  (xs %)l = Alxall2 # 122

Salvo mencifn expresa de 1o contrario, E; x E; estard siempre provisto
de una de las tres normas precedentes, y el mismo simbolo || || designa-

rdé las normas en Ey, Ez ¥y E; x E,.

PROPOSICION 2.14. Sean E, F,, F; espacips vectoriales normados.

'F] s B
f: i . E—%Fa
f : E——F; xFz; flx)=(f1(x), falx)) .

Entonces:

12) fes lineal si y solo §i f; y f: son lineales.
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22) fes continug si y solo 8§ f; y f, son continuas.

DEMOSTRACION

12) " == " Sypongamos f lineal.

fx) + f(y)
(Falx)y Falx)) + (Fuly), F2ly))
= (filx) + fily)s Falx) + faly))

(Filx+y), Fa(x+y))=Ff(x+y)

Por 10 tanto;
Filxty) = fulx) + fuly) y falxty) = falx) + Faly) .
(FulAx), f2(Ax)) = f (ax)= af(x) = A(F.(x), Falx))
= (Afi(x), Af2(x))
Luego: fi(Ax) = Afy(x) y  FaAx) = A¥a(x).
" &=, Supongamos f; y f: lineales.
flx+y) = (falx+y), Falx+y)) = (Fix) + Fily)s F2lx) + Foly))

= (filx), Falx)) + (Fuly)s F2(y))
= f(x) + fy).

Flax) = (F1{ax), f2(0x)) = (afi(x), Afz(x))
= a(Fa(x), Falx))
= Af(x)
2%) " === " Supongamos f continua, y Sea £ >0
| Falx) = Falxodll < IH(Falx) - Fulxods Falx) - Falxed |l

= J[(Falx) , Falx)) = (Filxg)y Falxo))l]
= |If(x) - Flxa)ll.
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Por ser f continua, existe un & > 0 tal que:
Ix - xoll <8 = |If(x) - flx)ll <& .

Luego, también tendremos:
l1x - xoll < 8 == |[|[felx) - falxo)ll <E,

1o cual prueba que fi1 es continua; en forma similar se demuestra que

f. también es continua.

" e==" Supongamos ¥ y Tz continuas, y sea £ > 0O

[IF{x) = Flxodll = [I[{Fulx)s Falx}) = (Falxa)s Falxo))l|
= [[{Falx) - filxa)s Falx) = Falxo)) |l
< Mfalx) = Falxod | + [if2lx) - Falxa) |
por ser fy y f2 continuas existen &, >0 y 62 > 0 tal que:

lix = xoll < 82 == [Ifs(x) - Fulxo)]| < 5

lIx - %ol < 82 == [If2(x) - Falxo)]l < 3
Tomanda & = min {f, , 8z} , tendremos:

[Ix = xgf] < § == ||f{x) - Flxe)|] <€ .
Lo cual prueba que fes continua.

PROPOSICION 2.15. Sean E, F; y F:; espacios vectoriales normados.

f : F1 xFp, —— E lineal

n

f1 : Fi —_— E : f],{ﬂ] f{?h D:i

(0, v) .

fs : Fa —_— E 'FE{J"}

Entonces:
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12) fi y f: son lineales.

22) fes continuas=—— f, y f, son continuas.

I~

f continua == |[|f|| < [|F.]| *[|F2l] ¥ [Ifal| £

IF2ll < lIfIl -

IA

DEMOSTRACION:

Mostremos primero que f; y . son lineales.

filx+y) = f(x + y, 0)= f{(x, 0)+ (y, 0))

f(x, 0)+ f(y, 0)

1]

filx) + fi(y).

I

Filax) = f(xx, 0) F{ax, 20)

Af(x, 0)

AFa(x).

Por 1o tanto f; o5 lineal. Similarmente se demuestra la linealidad de fg,
Mostremes ahora, que: "f es continua = f, y fz son continuas”.
"ot IR = N1E(xs O = [IFND T1Cx, O] = IF1 Il .

Por 1o tanto f es continua y ademds |[[fill < [[fll .

Similarmente se demuestra que f» es continua y que ||fz]| < [|Fl| .

"'e===" Supongames f,; y ¢, continuas.

If(x, ¥) 1 = lIfl(x, 0) + (0, ¥)) || = |if{x, 0) + F(0, ¥)|

= [[fa(x) + faly) |
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20| + 120y )]

| A

| A

Fadl [lell + lif2d] vl
()] +][£21) max O[] x| |+ Iyl

.

| A

| A

ClFal =+l €2 D]1(xs ¥)

Por lo tantoe fes continua, y ademis
HEl < Il + |IF2]l .

8. APLICACIONES BILINEALES CONTINUAS,

DEFINICION. Sean E, F, G, espacios vectoriales normados. La aplicacidn
f:Ex F—— G se dice bilineal si, siemMpre que se fije una de las -
variables, e1la es lineal con respecto a 1a otra.
Es decir, s1 fes bilineal tendremos:
1) Fijando zen F.

fix +y, 2) = flx, z) + fly, z)

flx x, z) =2 f(x, z).

22]) Fijando x en E.
flx, y + 2) = f(x, y)+ Flx, 2)

flx, xz) = flx, z) .
Si f es bilineal, fiacilmerte se demuestran las fdérmulas siguientes:
fxy + X2, ¥1 + ¥y2) = fxa, y1) + f(x1, y2) + Flxz, 1) + Fx2, ¥32)
flax, py) = 2 u fix, y).

El prototipo de aplicaciones bilineales es el producto usual de nimeros

reales o complejos, aplicacion bilineal delR xR en R 6 [ x C en L.
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Entre otros ejemplos tenemos:

12) El producte escalar de vectores en R*+ aplicacibn bilineal de
R* x R* enRR.

22) La multiplicacidn por los escalares (A, x) ~nan+ A x, aplicacidn

biTineal de K % E en E.

PROPOSICION 2.16. Sean E, F, G, espacios vectoriales normados,
f:EXF—6G una aplicacién bilineal; entonces los siguientes enun
ciados son eguivalentes:

a) fes continua en el origen.

B) Existe k >0 tal que ||f(x, ¥)[ < k& [|x]| [l¥]| .

e) fes continua.

DEMOSTRACION:

"a) == h}" Por ser f continua en el origen, para # = 1 existe un

5>0 tal que |[x] <&, |ly| <8 == |[f(x, ¥} <1.

| &

Seam % %0, y$0; xeE, yefF.

§ x ”= &llx]

5 y ,]: slivll . 5,

2 |ixl] 2 || 2 |lyll 21Ty
Tuego ” f( 4% . s ¥ ) ’I < 1, es decir:
2|l 2yl

E(x 9 < ff- %l Iyl

Tomande k = -%— queda demostrado b).
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"b) == ¢c)" Sea (a, b) eExF, ysea £ >0.

flx - a, y)+ fla, y - b) = f(x, y)+ f(-a, y)+ f(a, y)+ f(a, -b)

flx, y) - fla, y)+ fla, y) - fla, b)

fix, y¥) - f(a, b) .

Luego |[|f(x, y) - f(a, b)||=[|f(x - a, y) + fla, y-b)|
<||f{x -a, y) | +[If(a, y - b)|

<kllx - all liyl+klal lly - bf

Tomando §; = T tenemos

2(kl)a]|+1)
ly - bl <8 == k [la]l |ly-bl <3

ademds [llyll - IIlll < [ly - b <82 == [lyl < |b]l+ &

Tomando §; = .3 tenemos:
2k ( ||b]] +82)

= < §; == - < — +dz2] = :
Ix =3l <6 = kllx=all ] < k gk (bllesn) - §

Finalmente tomando & = min (&; , §;), tenemos:
Ix - all <&, [ly-bll <& = [If{x, y) - f(a, b)|| <.

Lo cual prueba que fes continua en (a, b).

"t) == a)" Obvio.

Notemos por el contrario, que una aplicacidn bilineal distinta a la apli
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cacidn nula, no es uniformemente continua.
En efecto: existe un punto (a1, b) e Ex F tal que (e, b) $ 0.

Consideremos entonces en £ x F llas sucesiones de puntos

X, = (na, nb); ¥ = ((n = %h. (n %-]bh

[IXq = Yoll = [l{nas ab) - ((n + Ja, (n + Lyp|

[l(nay mb) - (na+2, nb + %}1!

b
"["" % e ‘r'.l‘:'”

I -3 B
< 2 (Ilall + 1101

Luego, cuando n -»der H“n ] (R )

Consideremos ahora la diferenciz

FX,) - #(¥) = flna, nb) - # (0« Lya, (n+ Lyb)

= n? fla, b) - (n +-nl+_}* fla, b)
=T8% - (n + 3T #(a, b)

= (2 + El;l (s, b) .

Vemos que cuandp n =+ =, || ‘F{m - f{rn}]] + 2||f{a, B}|| £ 0 Yo cuaml

nas indica que T ro e uniformemente cantinua.

DEFINICION. Sean E, F, G, espacios vectoriales normados, § : Ex F—* G

bitineal y continua. Por proposicifn 2.15, existe umn constante K >0
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tal gue:
|IF{xy )| < k ||xl| [lylls para todo x e E, para todo y € F.

Llamaremos norma de f, y la denotaremos por ||f||, al infimo de las
k > D, que satisfacen 1a desigualdad anterior.

Si fes bilineal tenemos también que:

1) Iflx w) < €I xl] [ivll -

) el o osp PO IT s ek, p)pmsup 1F0x 9]
xl#0 (=l vl lxl=1 Ixl < 1
iyl 40 llyl| = 1 ¥l <1

DEFINICION, Sean E, F y G espacios vectoriales normados, Llamaremos
LE[E. F; G) al conjunto de aplicaciones bilineales continuas del produc

to ExF #n E.
PROPDSICION 2.17, E1 conjunto L2{£ F; G), admite una estructura de es-
pacio vectorial nermado, con la norma dada por:

IF|l = inf {k 20 | [[f(x, ¥)[ < k[[x]l [l¥]l, para tedo xeE, para todo yeFl,
fe LE{E' F; G).
Si ademds Ges un espacio de Banach; LE{E F: G) es también de Banach.

La demostracién es idéntica a las dadas en las proposiciones 2.9 y 2,13,

9, SERIES EN ESPACIDS VECTORIALES NORMADOS.

DEFINICION. Sea Xg, X1, Xgz. ---3 X.» ... Uuna sucesidn de elementos de

n

un espacio vectorial no™mado E.



90.

n
S ™ Ko bXpd soobx, = TZDxi » S eE.

5n se llama la suma parcial de Tndice n de la serie.
0

Decimos que 1a serie Z X, €5 convergente, y de suma 5, si la sucesién
i=

de las Sn es convergente, y de limite S.

o
Escribimos 1im S = ] x, =8,
IR0 i=0

Si la serie es convergente, la suma ] x. se 1lama residuo de Tndice
i=n+1

m, y lo denotaremos por R ; de donde 5=35_ +R .

o0
PROPOSICION 2.718. Sea E un espacio de Banmach, y ) x; una serie; si la

i=0

o =]
serie ] ||x. ]| es convergente, entonces ] x, es convergente.

i=0 i=0
DEMOSTRACION:

n
Verificaremos que Ta sucesifin de Tos S = ) X, es de Cauchy en E.
i=0

S5ea E>0.
Por ser la sucesin ||Xolls [|Xal] +|1%4[lo--e ofixol] * [Ixa]] * [[xef|F#llx [[5e

Convergente enlR, existe n; €IN tal gque:

n m :
m>MNg 4 M> Ny —bi};||!iilvz||xi.’,|<£ no>m,
= = i=0
n n
— | Tl lege = Tl <s
f=m+] j=mt]
0
= || § xl <&

i=m]



= Esn]ne}l es de Cauchy; y por ser E completo

decir
i

I3

b X, =

j=1 !
” Sn N Sm

z Xy 85 convergente,
=0

| <%

31.

Tim §_ existe, s
it

DEFINICION. Decimos que una serie de elementos de un espacio de Banach

es normalmente convergente, © absolutamente convergente, si la serie de

normas es convergente.

' Decimbs gue una serie es semi-convergente, si ella es convergente, sin

ser normalmente convergente.

PROPDSICION 2.19, Sea E un espacio vectorial normado. Si para toda serie

E x; de elementos de E, ) Hx1ﬂ convergente implica ] x; convergente,

entonces E es completo.

DEMOSTRACION:

Sea Koy X1, Kay .-

Existen

X

m

Pe< Py < Py € ouns

=1 e s 3

b3

Iv

[ v

| v

Fe

Pz

Pa

C L

m=

=
| %

E |
|v

Py

P:

una sucesidn de Cauchy en E.

Py <

1%, = %1
1% = %yl
%y = %4l
lxg = Xl

.-y 2lementos de N tal que:



92.

Formemos 1a sucesidn

Yog= X v Yi =X = E 5 Yz =R =X 5 oeeq, ¥, =X =X
i pu ' P Pa > Dz p1 f pl'l pn-i
Tenemos: lys |l = lix_ |
Py
= = 1
yall = [ix = %5 I <
_ 3
lyell = Iy =%, 1 < 3
i
Iy Il = Jlx, =x | <
n Py Pn-1 i
n 1 1
Luego: ¥ + 1 4+ 24 + z |lx + 2.
g 1;:,I:]Ilzrill < || I‘.J';}II 7 T I I:.“H

n i
== lim J |F:,r1. | existe, y por hipétesis 1im |} y; también exis-
nem §=0 ne= =0

te, es decir Tlim x existe.
1T

Tenemos que {xﬂ} 8s Una sucesidn de Cauchy, que admite uma sucesidn

nell

parcial (xp ) convergente, digamos a un punto x e E, Este x es un
k kel

punto adherente a la sucesidn E’h]neﬂ y por proposicidn 1.34 se tiene

gque: x = lim X+ con 1o cual gueda demostrado que E es completo.
[ pais
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CAMBIO DE ORDEN DE LOS TERMINOS DE UNA SERIE. SERIES CONMUTA-
TIVAMENTE CONVERGENTES,

Sea X +X g+ Xz + ... #x + ... una serie de vectores de E.
Cambiar el orden de los términos de la serie, es considerar una biyeccidn
R=—=p, delN sobrel, y reemplazar la serie dada por la nueya serig:

I 4 + X oaa. *X o

pu Pt pz pﬂ

PROPOSICION 2.20. Si 1a serie Xp # Xy + X2 % .... + Xy * oo Emiel es-
pacio vectorial normado E es convergente asi como la serie de normas
el + [lxal] # [|xal] + ... + Han + ....entonces un cambio de orden
en los términos no altera Ja convergencia de la serie y no altera susuy
ma.

DEMOSTRACION:

Sea § 1a suma de 1a serie dada, y sea £ > 0, existen n, elN y n; elN

=

tal que
E £
n>n —_— 3 -5[ ¢
Ii=u ' 2
n>nz, m>n, = |E|lx-||- rFnll:'=~[|| <x ; n>m
- - j=0 1 §=0 ¢

Sea np = max {ny, nalt .

Existe m'" el tal que {0, 1, 2, ... np} € {Pps Pis Pas vy gm.}.

Entonces para n' > m' tenemos:

) s =13 : T 5 |
X - = x - X + X =
i=0 P i=0 Pi i=0 ' =0 '
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n

) I ||
< * - )l X + . = 5§
isc P s=0 ' 40

P c
= P %l # 5 s donde p=max {p;} ,0<i<n

i=“.|:|'-"T
Ny

= ] E Ixs I = 3 Tlxyll | + 2 3 ngen <p

-I:ﬂ i 'i':ﬂ 1- E ) —

< —% ‘l‘% = E

Lo cual prusba claramente gue la serie modificada es convergente y de 1a

misma syma S,

COROLARIO, 51 uma serie de términos reales positivos es convergente, alla
continuard siendo convergente y conservard su suma si modificamos el or-

den de Jos términds.

=)
DEFINICION. Decimos que la serie ] x, es conmutativamente convergente
=0

y de suma 5, si cudlguiera que se2 el orden dado a sus términos, es decir
o

para toda biyeccidn p: n——p del enN, 1a serie T x e5 con-
n=0 Pn
veargente, y sy suma es 3.

Serd conveniente adoptar la notacidn siguiente.

Para toda parte Finita J dell, §, designard Yo%
ied

Esto pareceria ser contradictorio con la notacion

Sn = Xy E Xy EXa + L.+ X pero no es asi ya que Sﬂ es una abreviacidn
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de 6 S, con J = Hh Ta & cosq B .

By T B e g

PROPOSICION 2.21. En un espacio vectaorial normado E, la serie [ xi
§=0

es conmutativamente cofvergente, y de suma S, si y solo si, para cual--
guier £ > 0, existe J finito, J cIN tal que, para todo X finito,
KelN y Ko d, se tiene:

s -5l < ¢ .

DEMOSTRACION:

" === "Sypongamos gye la conclusiGn no es cierta. Entonces existe un
E >0 tal que, para todo J finito, J ¢, existe K finito, K el v
K24d tal que [[S, - 5] > E .

Sea Jy = (0}, existe K, f-in"it1u. Ko eIN y Ky 2 dv , tal gue

HSK); - 8| > £, Tomemos ensequida J; = Ky U {1] , existe K; finito,

Ky eB y Xy 2dq, tal que [|S, -S| >& .

Y asi, paso a paso, construimos para n > 1, *]n = }Enj F{n), existien
do para cada Jgpe un K finitos Kn cl vy LS "]n con la propiedad

l[SF( =~ Sl =

n

Tenemos que: Ko £ K; ¢ Kie ...cK ¢ ..., y ademds

Kl'l :F{D-r 11 21 e n.j'

Sea r_ el niimero de elementos de K- Tenemos gue
Fg SP3 ST S veu SP < e, Podemgs entonces construir, paso a paso,
biyecciones de {0, 1, 2, ..., Faa1) N Kn‘ prolongando cada unz Ta bi-

yeccion precedente, Definimos asi uma biyeccidn pdell en U K, =N.
neN
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Esta biyeccién p define entonces un nuevo aorden en los. elementos de la

serie; v ”S}{ - S|l » £ es equivalente a escribir
n

IIs - 8| » £, entonces Ta serie no es convergente

.F‘"{ui 1|l Ell aw g rn"T}

para este orden de los términes, 1o cual demuestra la implicacidn.

=" 8a p:n—=p_  uUna biyeccion de™ en N, vy sea £ > 0.

il
Por hipftesis existe J finito, J ¢ N , £al que para todo K finito, K el

y K3J, se tiene HSK - §]] <£.
Tomando np e tal gue J ¢ {pys Pis vova Priad tendremos;

: n
no>m == || § Xy, - Sl <% . Lo cual demuestra que la serie es
=0 9
conmutativamente convergente y de suma S.

DEFINICION. Sea E un espscio vectorial normado, y Sea J:x‘r‘]iEI una fami
1ia de elementos de E. Esta familia se dice sumable (o qua 1a serie

}‘_ X, 8 sumable) y de suma S, si para cualquisr £ > 0, existe una
i€l

parte finita J de I tal aue, para toda parte finita K2 4J, |5, - S]|< &.
NOTA: S% I es numerable, "sumable" es entonces egquivalente a "conmutati-

vamente convergente'™ Perg 1 puade ser no numerable.

De hecho si § Xy s simable, los % 0o pueden ser distintos de cero,
iel

més que para uma infinidad numerable de 1os indices i de 1.
En efecto para n > 1 , existe unma parte finita Jﬂ de 1 tal que, si Kﬁ

finito contiene 3 J,, se tiene: “SH - Sfli% .
n
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Sea J 1a reunidn de los Jn’ J es una parte numerable de I.

Sea i ¢ J. Para ftodo n, se tiene a la vez que:

1 { 1
§; =8§j] « = ¥ |IS - 5|| <« &  entonces
Jl'l = I J” Ufi} me=
% ll = 1S5 yesy =S5 | = IS =S #§ =55 |
i JnU{1} Jn Jnu{i} Jn

| &

I|5Jnu{q} - 5“ +]f5 = SJHH

: para todo n.

| A&

n
=-5-Hx_i” =ﬂ=x_= 0.

PROPOSICION 2.22. (CRITERID DE CAUCHY PARA LA SUMABILIDAD).
Sea E un espacio de Banach, [xiliel una familia deelementos de E. Enton

ces x; s sumable, si y solo si, para todo £ >0, existe un sub-
iel

conjunte finita J de I tal que, para toda parte finita H de I disjunta
de J, se tenga aque |[[Sl[< £ .

DEMOSTRACION:

== " Supongamos que E X s sumable, Para £ > 0 dadp, existe
jel

J finite, J c I, tal que para todo K finito, K 2 J, se tiene que

15 - sll <%

Sea H finito, Hel ¥ Hn Jd=4, tenemos:

1F5j -5 = %‘ ¥ 1[SJUH -S|l = '%
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Por To tantoz [[Syll = [IS; - Syll = ISy = 5 # S - 54]
< ISy = I+ |Is - s,
< gty ocE

Y e V) Dempstremos primero gue los Xy son distintos de cero Gni

camente para una cantidad infinita numerable de valores de i e 1.

En efecto: paran eptero > 1, denotemos por u]“ el subconjunto finito de

I tal que, [|Syll < % para H finito, Hecl y Hn J = s, 8npacti

colar tepemos qoe para 1 ¢ o v 1% | .‘E% .

51 § no pertenece a Ja reyniGn de los J. la cual es numerabie entonces,
Ifx !|5% para tode n, Ta cual implica gue x, = 0. Suprimiendo todos
los Xy = 0, podemes suponer I squipotente a N y aln més, para simplifi-

car sypondremos T =M.

Sea £ > 0; por hipGtesis existe J finite, d ¢ [ tal gue, para todo H

finito, Hel y H N J=¢,se tiene que [[S,] < %

Demostramos ahora que la sucesion de los Sn = E Xy 85 de Cauchy en

E,

En efecto: sea p = max {n | neJl, entonces n > p,

mip===p”5“-5 i%(.ﬁ,n.‘:m.

m"

Ya gue diyim+1, m+2, ..., 0} = ¢ .

Por ser fSn} de Cauchy en E completo, existe Sen E £al que

nelN

1im Sn = S.
et
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Existe no e N tal que ||S; - S| < para n > ng ; sea ahorz K un

subconjunto finito de I que contiene a J; existe un n >n, tal que
Ke {0, 1, 2, ..., n} , entonces [f0, 1,2, ..., 0k -f] i 1= ¢.
Luego:

IS¢ - SlI = IS¢ = Ser,2,...m * Sa,2,.0,m = S

2 I8¢ = Seqio, .l ISy, - Sl

<3*3
=: ]

Concluimos con ello que § X, es sumable y de suma S.
fel

10, EFECTU, SOBRE UNA SERIE. DE UNA APLICACION LINEAL CONTI-
NUA,
PROPOSICION 2.23. Sean E y F espacios vectoriales normados, y f una apli

o
cacifin lineal continua d= Een F. S § xi es upa serie convergente de
i=0

-~
E. entonces 1a serie I f{xi} es convergente en F; ademds
=0

E Flx;) = ft_inm-

=0 N
El mismo enunciado para la cofvergencia cohmutativa, y 1a convergencia

absoluta si E y F son de Banach; ademis
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13*9 I £{x) ] < [[f] 1£n[!“i .

DEMOSTRACION:

12)  Por ser f lineal tensmos gue para tode nelN

n n
LY ») = - Flx.) .
1~?—-Ea \ 12:: %
n
Cuando n tiende hacia + =, 7} X5 tiende hacia la suma 5, enton
i=0

n
ces por ser f continua £( | xiJ tenderd hacia F(S), y por con-
i=0

n
siguiente, tambien J f(x;) tenderd hacia f(S), lo cual signifi-

i=0
ca gue la serie | F{xi} ‘es convergente y que tiene por suma
i=0
f(S).
22)  Tenemos que
n n n
D L €9 1 S Y | 13 R | £ Y|
=() i=0 j=

Entonces, si ] x, es absolutamente convergente, también
i=0

)

f[!$J serd absolutamente convergente.
i=0

11. APLICACIONES INVERSIBLES EN LOS ESPACIOS DE BANACH.

PROPOSICION 2.24. Sean E y F espacios vectoriales normados, f una aplica
¢idn lineal biyectiva de E en F. Entonces £ s um aplicacién lineal,
DEMOSTRACION:

Sean m, n puntos de F, A un escalar; comofes sobre existen x ey en
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E tales que: T(x) =m y fly) = n.
12)  fim o n) = £ 4 opyy) = R e =x ey
= £ im) + £ ).

22) £V m) = £ = £ HEER)) = Kx= AF m).

DEFINICION. Sea f una aplicacidn lineal continua de un espacio vectorial
normado E en un espacio vectorial normado F; decimos gue fes jnversible
si es uma biyeccidn, y si Ta biyeccidn reciproca 'F_T. que es evidentemen
te lineal, es también continua. Tensmos ademds antre las dos biyecciones

reciprocas  la relacion

o= Il o= UEe s HED NEY . 6
f|f'.|||'1 < |If]] (I = ideptidad).

PROPDSICION 2.25. Sea f una aplicacion lineal continua inversible de un
espacio de Banach E en un espacio de Banach F, y sea g una aplicacién 1i

neal continua de E en F gue verifica la relacidn

=14=1
gl < 111
Entonces Ta aplicacidn lineal continua T + g de E en Fes también in-

versible, ademés:

s a) ' & ——a——
R TP T T

DEMOSTRACION:

Mostremos primerc el caso particular en el cual F=E y f=1.

Entonces ges una aplicacidn lineal continua de E en E, que verifica
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[ET IR L
Demostremos que I + g es biyectiva y que:
(1 + Ig]f'I = [ =gtgb-g'# ... % (5 DAL L . B5 sy inversa.
Donde g’f es la compesicion den aplicaciones identicas ag.

"La serie 1 -g+g®-g*+ ...+ {-1}" g" + ..., &5 absolutamente

convergente en el espacio de Banach | (E; E)'".
en efecto:  ||g®ll =llg o qll < llall llail =[lali®* asimismo lig"ll <|l g ||".

y como por hipftesis |lg]l < 1. entonces

NEl +1-gll + g2l +11-g®l + ... + 11" + ...

|

o< V+llgll+gl2+ el o+ llg)™+ i = ——
1 -igll

lo cual prusba que 1a serie es absolutamente convergente.

Entonces de acuerdo a la proposicién 2.18, la serie serd también conver-

gente en | (E; E): es decir existe w e |{E; E) tal que
n
w:[-g+g2-g’+,..+[-1]ng ¥ iz

Por proposicion 2.10 tenemos que la aplicacién p. de L(E; E) en L(E; E)

tal que pf[g} =g o f es lineal continua, y como ademds la serie

I -g+g® =g+ ... +{-1N"g" 4+ ..., es convergente, tenemos enton-

ces por la proposicién 2.23.

Woll #g) = pp (W) =pp (1) - pp(9) + Py (%) - Pr(g%) + ...
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1 ofl+g) -0 (T+q)+9®(I4+a)-9"c(Isg)+...

]

I1+g-(g*g%) +(g® +9g) - {g" +¢") + ...

= I #
El mismo razonamiento muestra gue (T 4 a) o w = 1. Entonces I + g es una
biyeccifn, ¥y w=1-g+g® -g° %+ ... + {-l}" gn + ... ; e85 su biyeccidn
reciproca; como ademds w e [ (E; E), T + g es inversible, y el teorema
estd demostrado en este caso. AsT mismo, tenemos que:
_.‘| o .

Mwll =1€T + @711 <1+ Jlgll +1all? # wen + flg" + oo 2 —— .
1 = gl|
Demostremos ahora el caso general, E v F cualesguiera, f inversibie, y

llall < ||’F'1|]'.E . Como fes inversihle, podemos escribir

fq‘.g:quI-’l-‘F‘]n Q}

aqui F] s y 1% £ o @ son aplicaciones lineales continuas

1

de Een B IIF7 oalle NIF70 Nall < NF e 7t 0. Entonces de acuer

do al caso particular que hemos demostrado, I + f_] » § B85 jnversible,

¥y su inversa esta dada por:
= . < = = 5 | 4

{I+F “g}.l =I"Flug+fnf?ng}u_{f?ug}‘{f1ugnﬂ{F ugra{f 1u§}+n-

Tenamos entences que f + g aparece, como la composicidn de las aplica-

ciones inversibles f y (I + F'i . a), entonces f + g es inversible,

y su aplicacifin reciproca es:

[f + g}-1 = E e {I + f-1 o gﬂ-]
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1 =1 =1

[T+

o) "o F

T eg) o (5o g) o (F g o F 7 = () 0) o (57D g)olf hg)of 4.,

f

Tenemos ademds gue:

NeFeg)™ = s £ @70 L #71
<oy e
=1
i
1- 11F s al
[Eal 1
E -
V-0 el HE - gl

COROLARIO. Sea M el conjunto de elementos inversibles de | (E; F), y ses

N el conjunto de elementos inversibles de L (F: E). entonces:
128) My N son abiertos de | (E; F) y |{F; E) respectivamente.

22) Lla aplicacion % : M —— N , tal que y(f) = 7! es un homeomor

Tismo.

DEMDSTRACION:
12) Sea f e M, demostremos gue 1a bola abjerta B(f, Hf'1|l'l} estd

contenida =n M.

U Tl

En efecto, si g & B(Ff. [[F7V||"")* entonces ||g- f]| < I

luegp, por el teorema anterior tendremos gue:
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f+(g-fFf) =g, es inversible, por 1o tanto
g, (1£77171) e m.

Con igual razonamiento se demuestra que N es abierto.

28)  Es evidente que la aplicacidn v estd bien definida, y as biyecti=-
va. Demostremos que es continua. Sea fe M, y E£>0. Tenemos:

-1 -1

- SR * o (g = F) o ghl ; Tuego

lefg) - (e = fla™ = € =1 oo - ) o g7

& 4
<IE ) Ng=f) llg™ Il -

=1 =1
7]
Tomemos ||lg = fll €« ————— , entonces por el teorema ante-

rigr

1

e =N+ ta-77 1

&
=3 -1
I 1T = g1
]
: 1=l
eyt L I
2
2
- —
ety

I

21171
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Luego:
lela) - (A< 21E 12 g - €]

Finalmente, tomando

E
& = min { . }
2|72 ¢

tendremos:
llg - fl]l « 6 == |lulg) - ¢(F)] < ¢£

Lo cual demuestra que y es continua en f & M. Con igual razona
miento se demuestra que w_.i es continua, por lo tanto ¢ es un ho

meomorfisma.
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CAPITULD IIT
ALGUNOS TEOREMAS EN ESPACIOS NORMADOS

1. TeoreMA DE BANACH - STEINHAUS,

DEFINICION. Sea E un espacio métrico. Liamamos G4 (G delta), a toda in

terseccion numerable de conjuntos abiertos de E.

PROPDSICION 3.7. (TEOREMA DE BAIRE). Si E es un espacio métrico comple-
to, la interseccidn de toda coleccidn numerable de abiertos densos de E
es denso en E.
DEMOSTRACTON:

Sean Vi, Vo. Vas --.p V. . ... abiertos densos de E, V=n ¥
n n
ne N
Sea W ¥ & un abierto cualgquiera de E, dehemos demostrar que Y n W § ¢.
Como Vy es denso, V. M W es un abierto distinto de vacio, existe en-
tonces una bola cerrada B'(%:, ri} tal gque

B'(X1. r1) © Vy NV W 3 0<cry <l (1)

Como V. es denso, V> N B(xy, ry) es abierto distinto de vacip, exis-

te entonces una bula cerrada B'(x,, rp) tal gue:
B'(Xzs r2) € V2 1 Blxay rads 0 < ra c% (2)
AsT sucesivamente para n > 3, Vo n B{xn_1 » Tn.q) ©S un abierto dis-

tinto de vacio., luego existira B'Exn, rnJ tal que:

. 1
B'(xpe v ) €V, N B{x v ) Os<r <o (3)

——
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Este proceso produce una sucesidn {xn} en E. (x_ ., centro

nel n

de las bolas).
S8 i>n y 3j>n, la construccidn demuestra gue Xg ¥ % pertene-
cen ambos a B*[xn, rn}, entonces:

d{xge %5) < dlxpy %)) +d (g, %) < 2rp < ‘ﬂg‘ » por o tanto {x )y ©s

de Cauchy.- Como E es completo, existe x € E tal que x = lim X e
e+ o

Puestogue xi & B'(x rn], s 1 > n, necesariamente

n,
X B B'fxn' rn} y por (3) xeV . Esto es verdadero para todo n, Tuego

x € V; ademés B'Exn, rnJ c W, por 1o tanto x & W, lo cual completa 1a

prusba.

COROLARIO 1, En un espacio métrico completo, la interseccitn de cualquier
coleccidn numerable de 66 densos es también un G5 denso.

DEMOSTRACION:

Todo G& es interseccidn numerable de abiertos, por lo tanto podemos es-

eribir G, = N ﬂ{-i §) , donde D“ 5) es abierto.

% den
Luego: 1 6, = n (N 0 4] n 0,.
jen %5 gem qem (-9 (i,5)enNxn ()

como 2] conjunte N XM es numerable, tendremos que  GS 25 un Gé&.

jelN
Como Gﬁ es densp para todo j el, GH 1) es ablerto densp para to
d »
do (1. j) el xMN, por 1o tanto ny ﬂ[i ) denso.

(3,3) e x N

Tomando complemento, 1a proposicisn 3.1 es eguivalente el siguiente co-
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rolario.

CORDLARIO 2. S E es un espacio métrico completo, 13 reunién de toda co
leccidn numerable de cerrados sin interior es también sin interior.

DEMDSTRACION:

Sean Fi, Fza ssis Fn, ... cerrados sin interior [Fi s sin interior, si

Demostremos primero que "Fes sip interior si y soio si (F es denso™
" == " §i [F no fuera denso, existiria un abierto W % ¢ tal que

WN{F=¢, por lo tanto Wc F y F{hﬁ.

" —===" §j F contiene un abferto A % ¢, entonces A f [F = ¢, luego
(F no es denso.

[:Fi es abierto denso para todo i e IN; lusgo

i l:F'i es denso = (( ﬂtF.;} = | Fi es sin interior
felN el ieN
—
== UFE, = by
jel’

PROPOSICION 3.2. (TEOREMA DE BAMACH - STEINHAUS).

Sean E y F espacios vectoriales normados, E de Banach. Sea {fi}‘iel una
coleccidn de aplicaciones lineales continuas de E en F.

Entonces:

12)  Existe M < tal que ||fi|| < M para todo § e I. ®

22) Existe T c E, T un G6 denso en E. tal gue para todo

xe T, sup II‘F.i{x}||=== a
jel
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DEMOSTRACION:
Pongamos: ¥(x) = sup [ifi{x)i] (x e E)
iel
ysea V= {x | o{x) > n} feoe Tl & ca) :
 Puesto que cada apTicacidn f, es continua y ademés | | : F — R"
es continua, entonces cada aplicacidn hy = || || fi 1 E—— R tal

que hy(x) = |[fi(x)]l es continua.
Luege, B ={x||[f.(x)[[>n} (n=1,2, ...), esabiertoporser
i

1a imagen reciproca mediante una funcifn continua del abierto |n, + =[,

Demostremos ahora que

Vo= |sup [f.0d]l>mp = U B = U ix |[[fyx)] > n}
1el jel iel

con 1o cu?l quedard probado que cida V. es abierto,
En efecto:
18) Sea xeV ; xeV, == sup IF 00 >

iel

=== Jig eI, tal que [|f, (x)] >n

_ er“
ia
—_— x{—:ﬂl’:“ -
jel i

22) Sea xe U B ; xe U B = 3 ipel tal que xeB;
iel i iel L] Tg

= [|f; (x| >
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Como ademds sup IIFi{xJH > IFffa{x]H > ny entonces x eV .
iel

Si alguno de los \I'n, digamos \’m no es denso en £, entonces existe un
%y € E yun v>0 tal que B'{xo , 7} n ?ﬂu s 4.

Sea x tal que ||x|| <vr; % #+ x & B'(xs, r) ya que

[Ifxn + x} - xuﬂ <r; Tuego xp + X ¢ ‘-""c, lo cual significa que
Wixy + x)<ng , G

[1f50x + %) || < mo (1)

Para todo i e 1 y para todo x con ||x| < r. Puesto que

x = (x * %) - X , tenemos:
IFg N < [Ifg(x + xod ]| + [If5(%e)]| = 21 . (2)

Sea x tal que |[x]| = T; [[ex|| < r , Tuego por (2)

I1F;(rx)| < 2n5 . para todo § eI

es decir:
Z fp
Hfi[x]][ < , para todo 1el, |[|x] =1
r
E g
por lo tanto  sup [|‘Fi'[xl|| < . para todo i g !
[Ix =1 i
2 ng

con 1o cual concluimos que ![fiﬂ < =M, para todo i e I.

r
La otra posibilidad es que todo ?n sea denso en E; en tal caso r1vh es

un G& denso en E, y ademds para todo x e 1 V¥, w(x) > n, para todo n,
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entonces §(x) = = 3 es decir sup Hfi(x} | = = lo cual complata
iel

la prueba.

2, TEOREMA DE LA FUNCIGN ABIERTA.

PROPOSICION 3.3, (TEOREMA DE LA FUNCION ABIERTA).
Sean Uy V las bolas unitarias abiertas de los espacios de Banach E y F
respectivamente. Para cada aplicacign lineal continua f de E sobre F co
rresponde un § > 0 tal que:

Vv c flu) (1)
(otra forma de establecer (1) es: para todo y con ||lyl| < & correspon-
de x3 con x|l <1 tal que f£{x) =y).
DEMOSTRACION:
Por ser f sobre, dado y € F, existe un x ¢ E tal aque flx) = y; si
< 1.

||x]l < k. entonces y e flkUk ya que x = ki'.%l y ”f
Por lo tanto F = E flkU ), (k =1, 2, 3, ...). Tenemos tambiédn que

F=0UTKku), (k=1,2, 3, ...) ycomo Fes completo, por el corolario
2 al teorema de Baire, existe un abjerto W 4 4 en la adherencia de al-

gin f(kU); ya que si F{kU) = ¢, para todo k,

; =F=¢. MWcT(kg)., para algidn k, significa que todo punto de W
es el 1imite de alguna sucesidn {f{xi}} donde %5 ekl; consideraremos

de ahora en adelante k y W fijuos.

Sea yp & W; existe n >0 tal que Blye, n) ¢ Wy si y es tal que

ll¥y]l <n se tiene que y + ys € W: luego para cualguiera de tales "y"
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existirdn sucesiones {x:} ¥ {x:;] en kU tal que

lim f(x}) = yo Yy oHm f(xp) =y +y (2)
J=+00 -+

Poniendo x = xi - x; tenemos que Ifxill <2 y lim ‘F{xi} =¥; e de
{2

cir, dadoy, con ||yl < n., existe una sucesidn {xi}ieﬂ en £ tal que

|Ix;“ <& y lim ffxi) =y,

Demostremos que:

"Para todo y e Fy para cada £ > 0 existe un x € E tal que

Ixl <6yl ¥y lly-f <6 on s=E (3)
En efecto: sea D3ye F; ” ”“yn <n : luego existe una sucesidn
2|y
{x;bigq enE tal que [Ix;f < 2k y lim flx,) =
o0 2 [yl
Por lo tanto existe z e ':“:'}ieﬂ tal gue:
Izl < 2 y [0 - f(z)ff « =D —
2 |lxll 2 [lyll
2 |lyll =
lzll <2y D= |ly-f(— < =
2 lyll 2 [lyll
2 |lyll 2
Izl < 2y ‘ly - F (— < £
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2 ”3"” Z Ak =)
lz]] < 2k = < — vl = & ||yl
n
2 ||yl z
Luego, haciendo % = —— |, tlenemos:
n

-1
Ixll <8 Jlyl ¥ lly-fx))] <k
Fijemos yy & 6V y fijemos £ > 0. Por (3) existe x, con

Iall < 67 llyell <1,

llye = Flxadll « Ls¢ (4)
SUPONgamas Xy, Xz, ..., X, . Sonescogidos tal que
llye = £ (%) = F{x2) = ... - F(x )] < 276 ¢ (5)
Usando (3) con y = yo - flxi) - Flxz) - ... - f[xﬂ]. obtenemos un

-n-1 .

%o tal que iy - Flx I <2 85, ¥

] -n

Xl <e fivl<s 2Pse=2"¢. (n=1,23 ...) (6)

Sea 5n=x=+x,+x,+...+x

n
"Demostremos que {51 es de Cauchy™
En efecto: sean n>m

IS5 = Spll =Hl Xuq + %o *+ - F 5l

Moty q I # 1ol e+ 11
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lo cual prueba que {s,)} es de Cauchy.

Puesto que E es completo, existe un x e E tal que lim Sn = X.

[
IS, < lxall +lxell + <o #1lx | (Para todo n e M),
n
Luego:  lim ”5n|] < Tim ] |lx|
f-sco nee= i=]
- n i}
6 |lxl = |[Vim S [l< Tim § fixgll <1 #3im T [[xgfls ([]xa]l < 1)
o [ Rl =t
i=1 i=2
& i+
<1 +1im Y 2 E=14+E.
ne<e {=2
Puesto que fes continua lim f{%} = f(x), y ademds por (5)
1im F[_Sn} =y, . Por lo tanto y.= f(x).
e
De donde deducimos que: F{(1 +EJu) a &V, 6
flu) s (1 + e}‘] &V, para todo E>0. (7)

Demostremos que: " U (1 + i;]"1 E§V=g8YV", con lo cual quedard proba
E=0

do (1).

1) vy 1+ svens v,
£>0
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Sea ye U (1+ 51"1 5 Y
£=0

ye U “-I-E}-.EE\I':EJ-:'EEE Eo>0 y xeV tal gque:
20

y=i + EuJ‘? sx; (0 + o) < 1, por le tanto

vl =1 +.6a0™ &xll <& [kl <& & dectr yesW,

22) "sye U (1+EV gy,
Ex0

Sea yed V.5 y=20, evidentemente ye U (1 + E}'I g V.
£x0

Supongamos y + 0. entonces existe x, eV, xo #0, tal que

J|'=6Kn-
THNT (¢ U= G, S e
I|3u" f]xnﬂ
1

-7y £ >0, tendremps que

51 tomamos wun £ €
1%

(1+¢&) < T:l-ﬂ_; es decir (1 +&) llxll < 1.
Ko

Lusgo podemos escribir y = (1 + E}*1 &{(1 +£) x¢ )5 con

] - 1s con 1o cugl se demuestra que y e U (T + s}'IE ¥.

g
lIxa £

Demostraremos en el siguients corolario gue bajo las hipotesis de la pro
posicion anterior, la imagen por T de todo abierto en E es un abisrto en

F. To cual explica e1 nombre del teorema.
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COROLARID 1. Sean E y F espacios de Banach, f una aplicacidn lineal con
tinua de E sobre F, A un abierto de E. Entonces f(A) es abierto en F.
DEMDSTRACION:

Sea y; & f(A); existe x; € A tal que flxy) = yo .

Por ser A abierto, existe r >0 tal que B8(xy, r) c A, luego
f(B(xe. r)) ¢ F(A) (1)

Por 1a propesicidn anterior sabemos que existe un & > 0 tal que

§ ¥V ¢ f(U); en dondel, V¥ son dos bolas unitarias abiertas en E y F res-

pectivamente.

Demostremos que: By rd) c f(A), con To cual quedard probado que

F(A) es abierto.

En efecto:  f(B(xo: )} = flxo + rU)

oni + I"‘ﬂ:Uj
fizs) + a8V

LA ]

B8(Ff(xg), r &)

Blyos ™ 8).
Luego, por (1); B(y,, r&) c f(A).

COROLARID 2. Si E y F son espacios de Banach y si fes uma aplicacidn 1i
neal continua bivectiva de E en F, entonces F“.I es5 una aplicacidn lineal
continua de F en E.

DEMOSTRACION:

Sea 0 un abjertp de E, por el corolario anterior f{0) es abierto en F,

luego por proposicion 1.21 1"'.l es continua.
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1

La linealidad de f ' va fue demostrada (ver proposicifin 2.24).

3, TeoREMA DE HAHN - BANACH.

Recordemas gue una formz lineal sebre un espacio vectorial V es una apli
cacidn Tineal f de V en el campn "K" de Tos escalares,

51 K = [, decimos gue V &5 un espacio vectorial complejo vy que fes una
forma lineal compleja.

Sea V un espacio vectorial complejo y T una forma lineal compleja sobre
Vi decimos que Ta aplicacidn g de V en R o5 la parte real de T, si g(x)
es 1a parte real del ndmero complejo f{x) para todo x & V: Fficilmente

se demuestra que ges lineal.

PROPOSICION 3.4. Sea V un espacio vectorial complejo.
a) 5i ges Ta parte real de 1a forma lineal compieja f sobre V, enton
CEes:
fix) = glx) - 1 glix) (xeV) (1)
{b) SigdeVenRes lineal y si T estd definida por (1) entonces f
es una Torma lineal compleja sobre V.

(e) 57 V es un espacio vectorial normado y f y g estdn relacionadas

all .

como en (a). entonces ||f]]

DEMOSTRACIDN:

Si ay £ son nlmeros reales y 2z =o + i 8, 1a parte real de i z es

-8 . Esto nos da la identidad

z = Re(z) - 1 Re(iz) : (2)

para todo nimera complejo z: pussto que
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Re(i f(x)) = Re f(ix) = g(ix), (3)
entonces, haciendo =z = f(x) en (2) tendremos:

Fx)

Re f(x) - 1 Re [§ F(x))

g{x) - ¥ gix).

Con las hipfitesis de (b) es evidente que fx +y )= f(x) + fly) demos.

tremos que F[ (s + 1 8)x] =(a+ 1 B)f(x), donde a.2eR .
En efecto:

fl (o + 4 B}:IE:[

gl (e +iB)x J-1a [ile+islx]

= glax+ipx)-iglaix-Bx)
= glox) +g(i Bx) - 1g(aix)+iglsx)
= oglx) +8a(i x) - iaagll x) +81a)
= (a+ 8 ilgx) - i« + 1 8) oli x)
= (a+pi) [alx) - ig(i x)]
= fa + 8 1i) Flx)

Puesto que [g{x)| < |f(x)|. tendremos que |[g]l< [If]

Ademds para cada complejo z=a+ i 84+0, (o, BeR), existe el

compledo 6 =— (a-i8), tal que

|z]
sz=1Jz] ¥ |[8] =1
haclende =z = f(x), tenemos:

|f{x)=6F(x)=F(ax)=gl(ax)=|g(sx)] < |lall ll&xil = llall 1=l .
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Lo cual prueba que [|fi] < [lg]] .

PROPOSICION 3.5. (TEOREMA DE HAHN - BANACH).

Si Mes un subespacio de un espacio vectorial normado Ey si Tes una
forma lineal continua sobre M, entonces f puede ser extendida a una for
m lineal continua f sobre E tal que ||F] = [|F] .

DEMOSTRACION:

Asumiremos primero que E es un espacio vectorial normado real y, conse-
cugntemente f es una forma lineal continua real sobre M. 5i ||f| = 0,
la extensiGn buscads es f =0.51 I|fl] # 0, demostraremos dos casos:

12) Jiffl =1y 22 ifll £ 0.

12} |if] = 1.
Sea xo € E, xo €M, y sea M, el espacio vectorial generado por
M ¥y X ,entonces M, ={ X +2A X |xeM +eR }.

Para todo X e M, para todo y € M, se tiene:

Flx)-Fly)=Flx-y)=< [Flx-y)l< |[x-yll< [Ix = xol|*[]y= x4l
i

Fx) - 1% = xoll2 fly) +1ly = %ol (1)
Tenemos que, para cualquier y e M, fly] + ||y - %o es cota su-

perior de los nimeros fx) - ||x - xp|| para todo x & M; luego

sup Af(x) = |lx = x|} < f(y) +lly - %] (y eM) (2)
xeM
Hagamos

a=sup {f(x) - [|x - xafl} (3)

xeM
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y definamos f, de M; enIR tal gque F.(x + Axg) = f(x) + da .
Trivialmente se demuestra gque f; es Jineal; ademds para X € M,

X =X+0% , luego
Filx) = Folx + 0 2g) = F{x) = 0 a= f{x) - (4)

Demostremos ahora, gque f, es continua y que |[[f,[ = 1.
En efecto:

flx) - llx - %l o< flx) + [|x - x| (x & M)

[Flx} = al < [|x = xll (x & M) (5)

Reemplazando x por - % y multiplicando ambos miembros de (5)

por %] . X #0, se tiene que:
|- #(x) =2 al< [l- x - & x| (x e M (0%2AeR)
&

[Falx *+ & xo)| = [Flx) # Al < [[x + & xol| (xeM). (OfreR) (6)

De (6) concluimos que fy es continua y que ademds ||f.]/< 1.

Por otra parte tenemos:

_ [Fe(x)]] I Fex) |
Ifall =sup —— > sup —— =1,
xeM:  |1x]] xeM  |[x|]
x$0
con To cual tenemos que |[fil] = 1.
Hemos probado que existe una forma Tineal continua f, sobre M, la
cual es una extensidn de £, y ademds [|fi]l = [|f]].

Sea P la coleccién de todos los pares ordenados (M', '), donde
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M' es un subespacio de E, M' 2 M, y donde f' es una extensidn
Tineal real de fa M',con [[f']|=1.

Ordenaremos P parcialmente estableciendo gue: (M', f') < (M", f"),
si M e M y f'(x) = f'(x) para tode x & M'. Evidentemente
los axiomas del orden parcial son satisfechos; Pes no vacio pues-
® que contiene a (M, ).

Sea fic Py, f totalmente ordenado, probaremos que {} tiene cota su
perior.

Sea M, = UM', donde (M', f') &3 .

"M; 25 un subespacio de E".
En efecto: sean x, y elementos de M,; existen M' y M" tal que
xeM y yeN; porser i totalmente ordenado, § bien:
1) (MG FY) el . 6
i1) (MY ) < (M, f').

| A

|

En 1 primer caso x, y pertenecen ambos a M", luego
x+yeM ¥y oxeM', aelR.
En el segundo caso x e y pertenecen a M', luego

a+yeM' y omxeM', neR.

En ambos casos X+ ye M . wxeM ., onelR.

Lo cual prueba que M. o5 un subespacio de E.

Definamos f» : My ——=R : x s fo(x) = F'(x), para x e M’
y donde T' estd en el par (M', f').
f, estd bien definida; ya que si x e M y x e M". por ser i

totalmente ordenado, o bien
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(W= £1) < (we, £ 6 (MM, £ o< (M, F).
En ambos casos f"(x) = f'(x) = €(x).

Asi mismo, por ser @ totdlmente ordenado, se demuestra trivialmen
te gque f; es lineal.
Por otra parte si % e My, exjste M', M' en el par (M', f') ta)
que x e M', luego

[E2(xNl = [IE0I = [lx]]
de donde concluimos que ||fz]l = 1.
(Mz, T2) es cota superior de G: luego por &1 lema de Zorn existe
{ﬁ. ;] en P, tal que {ﬁ-, ;] g5 maximal; |[F|| =1, ya que
(M, F) e P.
51 Fﬂr E, existe Xo € E, X ¢ M. Y por la primera parte de es
te caso existe f; extensidn de f a M=1x + Axy | ::EH A e R}
con ||fyll = 1: Jo cual contradice el hecho que [H. ‘F} sea maximal.
Por lo tanto M= E, ¥ 1a prueba estd completa para el caso, en el

cual los escalares son reales y ||l = 1.

IIF1 4 1.

Definamos F = = i

8
lIF]] = 1: luego por el caso 12) existe Ede EenR tal que:

Flx) = Flx) para todo x e M y ||| =|IF|| =

“§= ||f| F es 1a extensidn buscada”.

En efecto:
n - |1l £(x)
a) flx) = |Ifl Flx) = |if]l F{x) = —m———-—= f(x) para todo xeM.
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) 171 = luen® b o= e wfn = nen

Consideremos ahora que fes una forma lineal compleja en el subespacio M
del espacio vectorial normado complejo E; sea g la parte real de f; usan
do el teorema de Hahn - Banach, parte real, puede entenderse g a una for

md lineal real g en E, con ||g|| = [lgll .

Y definamos F(x) = E{x} -1 a{i x) (x & E):
Por propesicidn anterior, Fas una forma lineal compleja; ademds si
x e M F(x)=glx)-1ag(ix)=gx)-1g(ix)=r=(x), vy

IIFIl = ||g|| = l|al] = |Ifll. Lo cual completa 1a prueba.

PROPOSICION 3.6. Sea M un subespacio vectorial de un espacio vectorial -
normado E, v sea xy € E. Entuncés Xxg € M si v solo si no existe una -
forma lineal continua T sobre £ tal gue f(x) = 0 para todo x e M, ¥y

fixq) ¢ 0.

DEMOSTRACION:

"e=aH 5] xp & M y f es una forma lineal continua, y si f(x) = O pa
ra todo x € M, entonces la continuidad de f demuestra que también debe-

mos tener F(xy) = 0.

"e==" Inversamente supongamos gqueé Xg ¢ M . Entonces existe un § > 0

tal que ||x - xp|| > 8, para todo x e M.

- ﬁ_1 x e M, para todo x € M y para todo escalar A ¥ 0., Tuego
H-A'1 x = x|l »&. para todo x € M y para todo escalar A % 0, es

decir || 3*1 x + %5 > &, para todo x € M y para todo escalar ) % 0.

Sea M' el espacio generado por M y x; . y definamos fl(x + Axp) = A, don
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de xeM y Xes un escalar.
Trivialmente se demuestra que fes lineal, ademas

6 [1F(x + Axolll = 6|A] < [A] [lxa + 3 Xl =% %o + x|[» A #0;

es decir ||f(x + A xy)| <% l|A xo +x||. o cual demuestra que fes

continua en M' y que |[|f]] < También f(x) = 0, para xe M y

Ol

f(xo) = 1. Finalmente el teorema de Hahn - Banach nos permite extender

fde M' a E, 1o cual completa la prueba.

PROPOSICION 3.7. Si E es un espacio vectorial normado y si %y € E,

xo # 0. existe una forma lineal continua f sobre E, de norma 1, tal que
flxa) = l|xaf .

DEMOSTRACION:

Sea M= {) xo} , y definamos F{A x) =2 [[xa] .

“f es lineal" .

En efecto:

12} F [T # A2dxe] = (Ax + 22) (%ol = Ax [Ixoll + 22 ||l

22) fla(xx)]=floxx) =ad [[xef] =a (d]lxell ) = af(a xq) .

Ademds ||F(x xo) | =”h 10 [ ” = ||a %o |ls 10 cual prueba que f es con
tinua y ademds |[|f]| = 1. También tenemos que f(xo) = ||xoll s Finalmente
el teorema de Hahn - Banach nos permite extender f de M a E, 1o cual com

pleta l1a prueba.



1)
2)
3)
)

5)

126

BIBLIOGRAFTIA

Sehwarts, Laurent. ANALYSE, DECUXIEME PARTIE, TOPOLOGIA GENERA-
ILE ET ANALYSE FUNCTIONNELLE, Editorial Hermann, Paris, 1970.

Dieudonne, Jean, FUNDAMENTOS DE ANALISIS MODERNO, Editorial Re
verte, Barcelonma. 1966.

Rudin, W. REAL AND COMPLEX ANALISIS, Editorial Mc Graw - Hill,
New York, 1966.

Cotlar, Mischa y (igmoli, Boberto. NOCIONES DE ESPACIOS NOBMA-
DOS, Editorial Universitaria de Buenos Aires, 1967.

‘Lipschutzy, Seymounr, TOFOLDGIA GENERAL, Editorial Mc Graw = Hill.

Versidn Latinoamericana de Editerial Norma, 1970.



