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INTRODUCCICN

la idea de investigan sobre fLa TEORTA DE APROXIMACION, y, Lo mis im-
portante, ef deseo de hacerfo, sungil de fa motivaci6n preducida por una-
pldtica sostenida con wr grupo de conpaieros en fa cual comentdbamos que-
edfe Lopico esid poco explorado hasfa hoy, en nuestro medio y en nuestra-
carrena; no obstante su ghan {mportancia en fa resolucifin de cientos pao-
blemas prdeticos de fa computacidn,

Es aproplado consdidenan alguncs efemplos concretos de tales proble--
mas, En estos efenplos se obseavand wna simifitud bdsica en que cada wno
involucha La seleccifn de una clase phescaita de furciones de un elemento
que es, en algdh sentido, prlixdmo a una cienta funcifn fifa.

1] Detenminar un polinomic p de grado minimo tal que, sobne el inteavalo
[osn/2]  tendnemos |p{x) - sen x| < 1078,

2] Mfs general, dada una funcifn f y wi nlmero posditive = , deteuminar un
polinomic p fal que [p(x) - £(x)| < e en algln {ntervalo [ a,b ]

3] Deteaminan un vector x = txj. cevs X)) que sea fa mejor solucifin aproxi
mada |en el sentido de Los minimos cuadrados), al sisiema de ecuaciones

Lineales: -
E ﬂij Rj = bi{i = 1! wEw g m}.

j=1
Esio es, defeminan x que mindmize la expresidns
1« :
( si Ki = Da)
i=1 j=1 M3 % T

4] Como una varniante de (3], podemos pedine a x que mindmize:

Max |E&;. % - b.
1iiimlii:'x:' 3



5| como variante de (Z) podemos requerir que

- 2
[ Iptx) - £()|° ax < ¢
=

Estos son problemas tlpicos de computacidn en fa TEORTA DE APROXIMA
CION. Gran cantidad de preguntas de intexés matemftico mds profurdo sur-
gen en wna forma natural a pantin de Los problemas citados. Por ejfemplo,
podemos preguntar: jPuede wr polinomio ser enconthrado siempre en fa solu
cifn de un problema [1]F, jCufl es exactomente Ea clase de funciones f -
para Lo cual ef publema (2] puede sen siempre hesuelto (esto es para o
do e > 0]f. Para wna funcidn fifa en el problema (2], iClmo 42 componta
ef grado def polinomio cuando el ¢ tiende a ceno?, ;Quf relacifn existe-
entre Los polinomios que hesueluen [2) y [5). Si el pacblema (2) se vuel
ve extremadamente fabordioso, ;Exdisten othas aproxdimaciones que permifan-
resoluento mds facibmente aunque no sean muy GpLimas?

EE presente thabajo de fnves Ligacifn contesfa adecuadamente esias -
cues Liones tefricas a Lo Large de su desarrollo, con Lo cual ha aido sa-
LA fecha mé mofdvacifn, y pienso ademds, que al menos en La forma mis -
sencllla, sinva de incentivo pana que ofros mds experdmentados dirdfan -
su atencifn a €sta drea del estudic de La matemdiica en beneficio del de
sarapllo de nuestro departamento,
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1.

CAPITULOD 1

LAS SOLUCIONES TCHEBYCHEFF I[E ECUACIONES LINEALES
INCONSISTENTES

INTROTCUCCTI CN
En este capituls consideraremcs alpuncs problemas de aprosims-

cifn, la eual proviens de un sistema de scuaciones lineales,

n

(1) Alx. =b,  (d=1,...m
j£1 3 ] 1

Vamoz a3 suponer que los datos A].i y b; son conocides, ¥y que -
las incogni tas :»:j deben der determinadas. Asf, un sistems @1 como-
(1) nos presenta un problema de apresamacifne  para determinar sus-
scluciones aproximadas o sxactas, Un sistema de ecuaciones lineales
pueda gue no tenga solucifn, exactamente una solucidn o infinitamen
t= muchas scluciones, dependiendo de los datos. En primer lugar, -~
une podria creer que el caso, tuando no exdiste solucitn, es el menos
irteresants d= los tres y excento de sipnificado prictico. Pero re-
sulta que 1o opussto es verdadero: El cflouls de una solucifn aproxi
mada para (1) cuando no exdste solucifn exacta es un problema no trd
vizl e importante. Muchos problemss priacticos d& aproxdmacifn se re-
ducen a uno de este tipo, o algunas veces a una sucesifn de tales -
problemas,

Empezaremcs con un teorema que indica como los datos de (1) de-



terminan la natiralera de las soluciones. Para cada j = 1,..., n =

2

sea A; el vector [A%‘, Absess A’;] También sea b el vector

[Bys Byseevs By
El sistema (1) puede ahora ser escrito en la forma
n
jEI XAy = b.
Si esta ecuacifn es consistente (es decir, posee una solucifn), en-

tonces b estd situada en el espacio lineal generado por los vectores

Ay oo

n !
TEOREMA: E1 sistema ce ecuaciones lineales ) Ajlxj = by (i=1,...,m)
421

es consistente gi y e8lo si b estd situado en el espacio lineal gene-
radn por los vectores A:l 51 el sistema es oonesistents, tiens exacta-

mtewsulud&iaiysﬁlosilmhjamﬁneﬂmteindependiantes.

Si el sistema (1) es inconsistente (es decir, que no posee solu-
cifin exacta) , entonces podemos, sin ermbargs, buscar minimizar las dis
crepancias u‘ﬂ:mlnanﬁmn:ishiylmn&mrm zﬁjixj. Viendo esto -
dmd&mupmtnduvista,padmpmgmmsialmmzxjhj - b
(el cual no puede zer cere), estars en algin sentido del cero,
Diche todavia en otra forma, el problema es datemﬁnarlaﬁxjtal-
qmelmmzxjéjﬁtﬁtanmmsaapnsihlec}eb.

Del tecrems 4 1s existencis general, (ver Apéndice T.1) resul-

ta que para cualquier norma definida en B existe una solucifn para-



este problema, En otras palabras, existe un vector x = [xh... X
para el cual la expresifn []zxjAj - b||] es un mindimo, Tal vector-
puede ser llamado una solucifn mejor aproximada del sistema (1), Ge
neralmente habri diferentes solucicnes mefjor aprowimadas para dife-
rentes selecciones de 1la normma, v aun para una norma particular pue
de gue haya un conjunto grande de scluciones mejar aproximadas. En
este capitule paemcs especial &nfasis en el preblema ascciado con-

1a norma:

Iyl | = max |y,
T 1<iam 1|

Cuando esta narma es empleada, una solucifn mejor aproximada -
de (1) da a la expresitn
(2) a) = max | ? AFx. - b, |

ldem §51 31 7

mn minimo, Tal x es par lo tanto algunas veces llamada una solu-—
cifn minimax, Ya que P. L Tchebycheff fue el primerc en realizar -
una investigacitn sistemitica ¢& las aproximaciones minimax, X es
también llamada una aproximacign Tchebycheff y la norma, la norma -
Tchebycheff. Esto explica el sumcrito T.

La presente discusifn serd simplificada algunas wveces conside-
rando un problema liperamente diferente, el cual abarca el problema
Tchebycheff antericrmente descrito.

En lugsr de minimizar la expresifn (2), minimizamos la expre--

n
(3 §{x) = mexx {_E A% = b



La manera en la cual el problems Tchebycheff es inolufde par (3)

es oomo sipue; Doblamce el nlmerc de datos colocando

ATy By Ty
A=Y, =i ponemos
p; = E! A_lx: = by, entoncss Py T - Ty
:.r, ]
max vyl = max b
lei<m 1cielm

Por supussto, 1s funcifn  6(x) dsfinida en (3) no podrls ssr ace-
tada inferiormente, Pero si esta funcifn surge de un problama Tche-
bycheff en 1a forma justamente indicada, entonces seré acotada infe
riormente y obtendrf su minimo. Serd conveniente considerar las fun
clones de la forma & las cuales son infericrmente acotadas poroe

.



2. SISTEMAS [E ECUACIONES CON UNA INCOSMITA

En esta seccidn discutimos varios procedimientos para resolven el -

problema Tchebycheff conectados con un sistema de ecuaciones:

a;x = bl.(i r Ao

siendoc este el caso n = 1 del sistema (1) considerado antericrmente. -
La razdn para emplear este casc simple es que nuestros algoritmes pusden
ser usados como componentes de algoritmes mSs sofisticades, Ademds la fa
miliaridad con el pase més simple hard més transparente el caso general.

Comenzamce con un 2jemplo idealizado perc concreto, el cual ilustra
cimo un problema Tchebycheff puede surgir en la prictica.

Supenga que se desea estimar la asi llamada "Constante M&vil" de un
movil, midiendo la prolongacién producida por vardas fuerzas, Digames que
lee resultados de 13 experimentacidn son como sSigue

x (fuerza) | 2.0 | 4.0 l 3.0 l 6.0

v (prolongacidn) | 2.2 | 2.1 | 2.8 | 3.4
Por la lsy de Hock, vy = ox. Asi, cada observacidn es capaz d& pro
ducir un valer de ¢, perc a causa de los errores en la medicidn, estos -
valores de ¢ no estin de acuerdo. Tenemos en realidad el siguiente =sis-

tema inconsistente de ecuaciones lineales para la determinacitn de o

2.0 c= 1.2
40 c = 2.1
5.0 ¢ = 2.B
6.0 ¢ = 3.1

Estames de acuerdo entonces que ¢ Serd seleccionado como Una so-



lucifn Tehebycheff de este sistema. Entonces buscamos minimizar la expre
sidm.
ae) smax(|2c-1.2], |4c=-2.1|, |5e=-2.6], |fe=3.1]}
Camenzame graficando las ocho 1lfneas rectas, v = 2o - 1.2 , v = =
-2c # 1.2, v = ko =21, v=-le+ 2.1, ete. Despues gque esto ha si-

do hecho, la linea quebrada que aleanza la altura mixima es el grafioo -

de

alel.

El resultado se muestra en la figura.

ad . 6e- 5.1
Oulk Se-2.6
o3 , o2
ol

de=11
Li-2e
= Cal

-2

- 03 21-%e

-al sk Sg

=0:5 31 be



Del bosqueic podemos estimar que el minimo ocurre para c = (.54 y
es aprodmadsmente 0.11. En efecto, el minime oocurre en la interseccidn
de dos rectas y es cbtenible exactamente resclviends la ecuacifn

6c -~ 3,1 =12 - 2¢

De egta forma el valor correcto de ¢ es 0,5375 y el valar corres-
pendiente de A es 0.125.

Antes de dejar este ejemple observamcs el gréfico de 4 su mo dife-
renciabilidad y su convexidad. Una prueba de la convexidad de tal funcifin
se da mostrando que

Alac + pd) < AAle) + pald). Tambifn es notable gue
en la solucdén o = 0,5375, dos de las ecuaciones tenian errores que -
eren iguales en magnitud (es decir 0.125) mientras que las ecuaciones -
que quedaran tenian errores menares.

Una reflexdfn de momento nos muestra que esto se esperearia en cual-
gquier problema similapr, sin importar cuantas ecuaciones hubieran. En el
problema general, con N incognitas, esperaremos N+ 1 errcres iguales
en magnitud en la solueifn,

Ahora volvames al problems de la construccifn de los algoritmos pa-
ra estos problemas. El método préfico sugeride mediante el ejemplo ante
ror, es un algoritmo que es Seguro; perc no es capaz de ser automatiza-
do. Ademis, una extensifn para n variahles parece ser bastante difieil.
Camo fue sefialado en la seccifn 1, es un problema mas general huscar el

punto minimo para una funcitn & la forma

8(x) = max {a;x - b}
1<i<m



Ejemplo:Encuentre la solucién Tchebycheff para el siguiente sistema:

pilx) = -3 + 8,
ry(x) = - g x + 3,
ro{x) = -0.79% + 4.8,
r,(x) = %- %

SOLUCION: Ver grafico siguiente.
Sea X, = 0.2%
Definamcs M = {i/r.(0.25) = £(0.25)). Entonoss M = {1}

Como al = -3 < 0, disminwimos r;(x) hacia la derecha hasta en-



10

contran un vértice

rmtxy) = ralxy)

=3x + B = ~0.79% + L.6
entonees x = 0.63.

0.63.

Sea X

M= {ifrifﬂ.ﬁ’ﬂ = §(0.63)} = {1,3)

Como =y -3 <0 y as= -0.79, aja; <0.Por ser
min {|z;]|, |a3|) =|as|, seleccionamos § = 3.

Comg a3 < 0, disminuimos ri3l{x) hacia la derecha hasta encon-
trar un virtics

ralxs) = ralxs)

S0.79% + 4.6 = - -&x*- %,
entonoes x = 3,09,
Bea x2 = 3.09

M= {i/r;(3.09) = §(3.09)}= {2,3}

ﬂmaz’-g%fﬂYa3=-ﬂ-'f'2¢ﬂ,agu.3>0.?ﬂraer
min {]ﬂz!, |33|} = |uﬂ.2| ' selecoioniamos j =2
Comn a2 <« 0, disminuimos p2(x) hacia la derecha hasta encontrar
un vartice
ry(x3) = 1y(x3)

y Entonoes x = W4,2

£z

3 b4
- + W ot
et i=;

Bea 3. = U.2

M= {ifri.fli.il a(y.2)} = {2,u4)
Dado que a, = _aﬁ-<uy = =%>D, aza, <0, lo cual implica

que x = 4.2 ez la sclucifn.



11
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ALGORTIMG 2, (Ascense de vértice a vErtics),
Enﬂadapam:haﬂmalgépihnctanemsmpmt{}xnj?mgarﬁainﬂi
ces 7y k tal gue
rjfxc'i =rlx). a; 2 Oza ¥y 3 ?oa
Es f3cil ver gue bao estas circunstancias x, & un punto minimo de
la funcién

max {rj{x}, rk{xll.

La grafica de 4 sugiere gue por 1o menes uno de los puntos mindmos de &
tendrs, 1s mism= propiedad para un par apropiadc de Indices. Ahore sslec-
cione 1 tal que

Y= &=

r..{x
18 o).

i &. < 0, avanzamos = la intersecciZn de ry ¥ Tpe

PI

5i > 0, avanzamos a la interseccifin de s ¥ Dy

v

§i ay = 0, entonces avanzamos a la interseccifn de r; oon cualquiera de

lesg Ty 8 T, que tengs un coeficients no cero de X.

Cuendo 2. < 0 el nueve punto que sustituye a . tiene la forma

fb]{ - hi)‘
= & fak - aiﬁ

Tambifn sustitudimes i por 1 v comenzamos de nuevo.



Edemplo: Encuentre la solucidn Tchebycheff para el siguiente
sistema:

ri{x) =

ri(x) = -3-1 x

...13]:.}1?

rd(x) 5

11

i) ik + 11

il
1

rhlx)

1—%-:-:+5

SOLUCION: Sea x_ = =z y el par de fndices 1y 3 donde

bg, _ _ 48
]‘1‘3(3}

vy (5

a, =020, a5= - 2%<0,a, <0 2, a # a,

Es clarc que X es punto minime de max {r1(x), rE{x]}

13



g
Selsccionamos el indice 5 porgue rﬁ{iﬁ-} = E(H-%}.

Como as= -ﬁ-:ﬂ,avmmalaint&rﬁecci&de
s ¥ 3 rsixl) = ri(xl).

—3§-K+E=% entonees x = 10.

Sea x; = 10 y =l par de indices 1y §, donde
1"1{153 = 1"5-{10).

a, =0 03 a5=--f§~<r.'!. d; s0<a,a #a;.
Selecoionancs =1 Indice 2 porque r2{10} = 410

Comn e?=%:-ﬂ,aumzmalaintmemiﬁnch

TP ¥ Ty rz{xzi = rshcz:,

s g ,
E“"‘i’z’“+9' entonces x = 8.3

Sea :-cz=5.3 y el par de Indices 2 v 5 donde

r,(8.3) = r (8.3)

Como ya no es posible encontrar otro Indice 1 tal que

!‘i{KE] = :Sfxﬂ 3 J:z

ez la solucidn.

ik



-

&
I, (=3
r3lx)
ru(x}

rbix]
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e o
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ALGORITMD 3. (Investigacifn)

En cada pasc de este alguritmo tenemcs dog puntos x A y, estando si-
tuadcs en lados cpuestos del purnto mindimo, Sea x < y. Este estadc da -
cogas serd evidenciade como sigue:

Sea

r;(x) = 6(x) y r'j{y} = §(y).

entonces &, <0 <

|

5i a, = O, entonces X es tna sclueifn y =i a= 0, y es una solucidn
Ponga =z = 1/2{x+y). Suponga que
:nktz} = d(z).

=3 akfﬂ sustituya X par 2 & 1 par K. Si & >0, sus-
tituya v por & v 1 por K. Comience de nuevoe. En n pasos la -

exactitud con la cual el punto minimo es localizado serd mejorade median

=T
ﬁ "

te un factor de

)

e




Ejemplo: Investigue la localizacidn del punto minimo del siguients

gistema;

_ 2
rlix]- Ex-u
r'zfx]= %x*'l

- 2
naim--gx{-u

3
THEJEJ=-E:¢+E

g
rEEx}=--5-x+B

Sean x =1 ¥y y = 13 dos puntos situados en lados opues

tes del punto minimo =

1< 15, Con estas condiciones, tenemcs:

(1) = 4(1) y =r(15) = §(15)

ﬂ5=-'gr_‘ﬂ al=%1ﬂ

Como & 7 0 e=ntonces 1 no es solucidn,

Camo a, # 0 entonces 15 no es soluaidn
Pongamos

A 1{15]:-—1%:3

Mil.,t

T, (8) = &(8)
Camo
%7 §20
sustituimos 15 por 8 vy el Iindice 1 por 2
Ast
rg(1) = 8(1) vy mn(B) = 4(8)



Entarnoes

a5=—-g-iﬂ a,= %_;_D
Come a; # 0 entonces 1 no es solucidn
Como &, # 0 entonces B no es solucidn,
Pongames

-l-l -g.-l-
m--:a-{1+3}~2-*4-5

rlfﬂ.S} = §(4,5)

Coene

a3=-€-¢ﬂ sustituimos 1 por 4.5 y el Indice § por 3

Azi:
ratu.EJ = &{H8) Wy :-EEEJ = &(8)
Intonoss
. A
a3 = 5 <0 az = > d
Camo a, # 0 entonces 4.5 mo es solucifn

a: #£0 entonoces 8 no es solucifn

Pongamos

5 =_§-t4.5 +8) = 122-'-5-= 5, o

thera t=nemos los punitoe B6.25 v B, Camo ya no podemcs sustituir
valores ni Indices, se deduce que 1= solucidn 1 estd entre 5,28

vy 8, yentre los residugles 1. ¥ T

2 3"
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PROBLEMAS
1, localizar loe puntos minimos para las esiguientes funciones:
(Cada una ilustra un fenfmens diferente).

a}m{z-zx,1-%~x}
: 1
B) max (|12 - 2%, |1 - ix|]
- . 1

. 1 :
d) max {|2 - 2x|, |1 - EH[’ 1, =}

3. CARACTERTZACTON IE LA SOLICIGN
Consideremos nusvaments un sisteme de scuacionss linsalss

I-I v
o i £ B L
ritx} - j£1 Fl.j Kj-’ bi = ﬂ {l = 1,..-3\]1!}

y dos funedones que dependsn de £1:

8(x) = max r.(x)
3

Alx) = max [r;(x)]
1

Nuestre meta es desarrollar métodos para lopalizar puntos minimos
de las funciones § y A. Primerc es nepesario descubrir qué propisdades
distinguen a las soluciones de todos locs otros puntos X. Denotemocs 1a
primera fila de la matriz (Aji}pur Ai' Entonces

rihﬂ_ S (Ai, x'>‘ by



el
iy

Teorema de Caracterizacian, (A)

Un punto 2 es un punto minimo de 1a fimeidn § si v s8lo =i sl origen

estd situado en la capsula convexa del conjurto
m*fri{z:; = 8(2))

FRUEBA:
"=" Supongamos que z no es punto minimo de . Entonces para algin vec-

tor h, &(z - h) < &§(z). Siponga que

M= [i!ri-{zj = f(a))

Entonoes para i ¢ M tenemes:

rylz = ) < &z - h) < 8z) = rylz) y

(Ai, Z-h)=by < {Ai, z)- b,
AsT

(ah, nYy>0 e M.

Por el tecrema de las desigualdades lineales (T.3 del Apéndice) el
origen no estd situado =n la cipsula convexa del confunto

[AM/i e M)

"e=!! Suponga gque cero no esti situsdo en la efpsula convexa de
{ﬂifi e M} .

For el citado tecorema existe un h tal que <£i,h)}E para 1 e M.

For consiguiente el nimero

o= min(al, n)
ieM



22

positive. los residuales r;(z) para i e M, decrecerén en la direc-
cién -h, porque para i > 0O,

ri{z - ah) = r*i[z} - X {Fsi, > < 6lz) - ko

Les residuales ri[E}, pare 1 ¢ M, son menores gue 4&(z) v por la -
continuidad permanecen asi en un vecindaric de z. De esta forma hay pun
tos cerca de Z produciendo valores inferiores de §. Los detalles de es
te argumento pueden ser ordenades como siguer Supengamos gue

E’-=masxrpfz} Vi Y = min {ﬁl’ h>
ieM lciam

Entonces para 1 ¢ M

2 (% = AR) = 13(2) - A <AL, B> < B - Ay

Podemeos hacer todes los residuales meneres gue

c=%[8+sn],

digamos, seleccicnandoil > 0 en tal ferma que
B—x «C w 8{z) =xa<C
Fara la fimcidn A se tlene un tecrems similar:
Nesotros lo damos sin prusha. Es conveniente usar 1a funcidn Sgn, la cual
es definida por
1 Bl % > 0
Sen x=4{0 &gl x=20

-1 st x <0



Teorema e Caractepizacitn (B)

Dads un pumto 2 € Rn, SUDOTE Smos
d; = Sgn nlz) oy M= {i/|n(2)] = M2))

El punto gminimﬁ_zaaﬁﬁiyﬁlﬂﬂielnrig&nfelnaatﬁsitgﬂdnmla
capsula convexa de=l conjumto
Lps
{ﬂiﬁ'ﬁl EH}

Llegamos ahord & la formulaciGn n-dimensional de un caso gue ya ha
gido percibido para n = 1 . Si volvemos al bosgueje d&  MC), obser-
varemos que en &1 punto minime, wn cierto par d& funciones residuales -
determina el préfico de A& EHl resultado precisc para un espacio n-dimen
sional es como sigue:

TEOREMA;

Si ze§ wn punto minimo de la fimcitn

§(x) = max ritxl,
14
entonces z &5 un punto minime de
max r*i{x}
iaf
donde J es un clerto subconjunto d&  {1,.... m} abarcando al méximo

n+ 1 indices.

PRUEBA:

Mediante =] tecrema de carsct=rizacion (&), sabemos que =1 arigen -
deR estd situade en la cipsula convexa del conjunto i oe M,
donds

M= ﬁfﬂile =8 (z) }.



S1 Mcontiene n + 1 6 nmencs elementos, hagames J = M. De oira forma,
por el tegrema de Carathebdory (T.4 del Apéndies), seleccicnamos un sub-
conjunto J de M temiends al mdximo n + 1 elementos, tal que
0 eJC A i ¢ Oy .
Por el teorema de Caracterizacidn, 2 es tambifn un punto minimo de-

max 1. (x).
; 4
agJ

Para 1la fimeifng, un resultads similar es vAlido y toma la forma -
siguiente:
TEOREMA:

Tode solurddn minimax del sistems

E Adxe by (=m0 W

=1
25 una Bolucitn minimax de un subsistems apruplado comprendiendo n 4+ 1
eruaciones,

Unz wez que tal "subsistema apropiads" e5 conocido, es relativamen
te ficil obtener su solucifn minimax. En varics métodos pricticos, pars
camputar las solucicnes minimax de sistemas de ecuaciones el consumo -
principal del esfusrzmo est3 en localizar estesubsistema apropiade. Pos
pandremos 1s discusian de este problema pare ver primero como cbitener -

la solucidn minimax & n + 1 ecuaciones con n  incogni tas.

24



PROBLEMAS

1.— Determinar si el punte z = (1,1) s wn punte minime de la funcién

§{x) = max {Ex,l + X2 - 4), {—x1 + 2x2 - 3);

{-x -ﬂ+1},lx1-x2-1l}.

1

1 ne lp es, determinar wn h tal que
i{z - h) < 4@
2.- Determinar si el punto z = (2,1) es un punte minimp de la funcién
alx) = max {[3xy + %2 - 4], [Bxy - 2 +5],
|}<1 + %y 4 E|.. |-—H_1 + w2 - 5|}

8i ne le es, determinar un h tal que
afz - R) = alz).

Erntonites haga el misme problema para el punte z = (-1, 3).
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k. EL CASQO ESPECIAL, m = n+l

En esta seccifn consideramos el problema de computar la solucisn (o -
solucionss) minimax de un sistema de n+l ecuacicnes oon N oincognitas:

In

_ 1 o T | ?
r(x) = 4;1 S T <A™ x> = by = 0(i=1,...,.n4)

Probablemente 14 forma m8s satisfactoris d= resolver tal sidstemns es -
el método de la VallBe Poussin. Suponga que mediante alpuncs medics somos-

capaces de descubrir un punto %, Signos o, =+1, yun nimerc ¢ tal gue-

(1) ri{x) = oge (i = 4, ey B#l)

n+1}

(2) ] aﬂf{ulmi,. 2 A

1 Pniq

Entonces afirmamcs que x es una solucidn minimax del sistems. En efec

t2, por (1) tenemcs |ri(x}| = e |,

Entonces mediante el teovema de Caracterdzacifin (B) ¢ por ls propie-
dad (2) anterdor, x es una golucidn. Por lo tanto nos pondremss a garantl
zar las condiciones (1) y (2) anteriores.

Primere encontraremes una solucidn no trivial de las ecuacionss linea

les
n+l 1
igi A AT = 0.
Esto es pogsible porque los n+l vectores hl,... , Anﬂ, siendo elemen-
tos de un espacic n-dimensicnal, son necesardamente linealmente dependien-

tes, 31 definimos 9; =l cuando A >0 ¥ ui:uimarﬂh A <0, enton-

o= la condicidn (2) ya esta asegurada porgque
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Para camletar la discusifn asumimes que la matriz es de rango n.
Asi alpiin conjunto de n de sus filas es linealmente independiente, v mu-

merando de nuevo las filas si es necesario, podemos ‘tomar este conjunto-

para sep {ﬂl,...,ﬁn} : Ahora =i la condicidn (1) debe ser encontrada
entonces
3, +
<A :-c)ubi-zui
Multiplicando esta ecuacitn por A; y sumando pamra i = 1,...,n -

i’ Ly -
LI A AT x>- EADb, = e lad..

En vista de lo que ys conocemss, esto s redus= a

- AN. =& 2|
f B 1

vy esta egcuscién puede ser tomads como la definicidn d& £ yva que
by [1i| > 0

Queda ser demcetrada que con esta definicién de € la ecuacién (1) es real
mente consistente. S1 nosotros dedjamos fuere la ecuacifn correspondisnte
a 1=n+1 el sistema resultante puede ser resuelto para una ¥ imica-
debido a nuestra presuncién de que {A%...,A" }es linealmente indepen-
diente. En esta forma tenemos 1ri(x) = ¢ € para 1= 1,...,n. Pero -
nosotros ya hemos visto que

n+l n+l

izi Ari(x) = ¢ ig dihg

For 1o tanio

(=) = €

J-'“m.ﬂ, Tt | anﬂ
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gi A4l =0, entonces, la ecuacifn
% .
Ehiﬂ =0
represantarfs una dependencia lineal entre Aisenes Als lo cual es impo
sibkle.
Consscusntemente

:l.n+1ftl yrmi{x}=eum1

Esencialments el mismo método puede ser descrito con =1 uso de deter
minantes. Supcnga, para tamar un ejemplo concreto que estamos confrontan-

do om el sigtems

T
Zxl #3x2 = §
Doy ¥ = =t

Las condicieness (1) en sste caso se l=eran

Xy - % -oge =7
Ex1+3ﬂ-aze=5
By ¢ By o =

For la regla d= Cramer,
1 =1 7 1 <1 ~a,

- 74
Tal + Wo? - 3o4

E = |2 3 g i i 3-|:|'E =

i 1 -1 i 1 ~fg

Fara que ¢ tenga valor positiveo minimo, debemos tomar
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:
5
|

Ceneciends O45 Ops O3 ¥ £, fapilmente

-3 = 7
58 SR ANECEEE &

los dos métodos que acsbamos de describir para cbtener los sipnos -
g; no son necesariamente los mismos desde el punto de vista computacio-—
nzl perc tecricamente son los mismos. En efecte, en el sepmndo métode -
los o, fueron seleccionados como los signos de los nfmeres -7, -4, &,
y Bstos (ltimos pueden servir como los nimercs A; del primer m3todo,

Asi, si los A; son tomados igual a sus propics cofdctores en el
determinante
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) % 2. 3. - B
entonces .1:1[_1} + }.2(31 + -13{11 = (EIJ

ya gue 51 los slementos d& une colums de un determinante son multapli-
cados por los cofactores d& une columa diferente y sumados, el resulta
e 85 CRI. :

Un hecho notable gue emerge de la discusidn precedente es gue pars
wn (ntl)n sistems de ecusciones oon rengo n, wia vez los SIgNOS oy -
son conecides, la sclucifn minimex puede ser obtenida resolviendo un con
junte congistente dent 1 ecuaciones lineaiss con n + 1 incognitas.
En problemas de este tipo que surgen de 12 aproxamecifn de finciones oon
tinuas en un intervalo, los signos pueden ser ususlmente determinados f3
cilmente sin resolver ninguna ecuscifn lineal. En el caso general que es
tamoe discutiendo agul, sin embarge, 10s sSignos nNecesitan ung Conputa-—
cién separada de aguel parm 1as x; ¥ €.

Es interesante que los signos & los residuales son los mismos paras
las soiuci.anas de cuadrados minimos ¥ la selucifn minimax cuando msnt 1.
(Nosotres continuames asumiendo que nuestya matriz es de rango n). Pues-
to que esto es verdaderc para una clase amplis de normas, ademds de la -
norma de cusdrados minimos, nosotros nos quedaremos Drevemente en  esta-
asercién. la discusifn necesita de la nocién de wn hiperplano, in hiper-
plano en un espacio vectorial £ es wn conjunto de puntos de l= forma

H= {x e E/f{x) = ¢}
donde ¢ es una constante y f es una funcidn lineal no cero de valores -
reales. (En el caso d@ un espacio de Banach requemmes tambifn que f =

gez continual. Asi en el espacio le un hiperplano consiste de todas
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las (n + 1)-uplas u para las cuales ( u,f »= e, siendo f una (n+l)-upla -
fija y o una constante, Ahora cuando resclvemns aproximadamente un siste-
ma de ecuaciones

nooy :
jgl Aj xj = b:i. (i=1,..., n+1)

sctamos intentandn harer el vector

Pr=Ix. A, = b
s

tan pequefio oomo sea posible en ]2 norma. les puntos de la formar, estan

situados en un hiperplano, un hecho que establecenos formalmente como si-

2401=8

LEMA
51 =l conjunto de vectores {Aj.-.., An} es independiente en R

y 51 bes wn elamento Fijo de Rn+1’ sntonces =21 —conjunte & puntos

||
{ ] =A - b/x; real]

s2q 33
es un hiperplanc
FRUEBA:
Por el tecrema Cram-Schmidt (T.5 del Apéndice) podemps seleccionar
un vector no cero u ortogenal para Ay,..., A Ponga © = - {ub>
Bi

r=ExjAj-b

entonces claramente {u,r > = c. Por otra parte, suponga que

{u, v = c
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Puestc que  {Al,..i, A, ul es una base para E 4qp wa ecyacidn

b = pa. AL+ 0
3 J o

es posible al tomar el producto interno de ambos lades de esta ecuaciGn

ten U produce
D:xu<u,u}, g donde . =0

Otre prucha de este tecrems puede ser basadc en la sigulente ideat
For el teorems de existencis de 125 mejores apraximaciones (T.1 -
Apéndicg)existe allf un vector y para el cual la fiorma euclidiana
| inty) ||
es in minims, Fodamcs mestrar que rly) es ortogonal a cada vector A,
En realidad, de la definirifn d&e ;
¥y [lety) - g [|# 2 [lety)[]?
de donds
-z, st}+ A% ]ﬂ!_.-.j[[z >
81 esto es verdadero para todes losd reales entonces
{nly) . A D> = 6.
A=t para toda =,
{rly)y oixd> = - {rlyl), B
5i r{y) # 0, entonces esto muestra oue todes los vectores nix) es
tin situados en un eierto hiperplano, prebando 1s mitad del teorems. -
Pussto que la ecuacifn anterior es verdaders cuando ® = ¢ encontramcs
que

-{rlyd. b = ||ety)]]2



En el siguiente tecrema necesitamos el concepto de una Norme monGto
naﬂnin. Tal norma tiene la propiedad gque
l1xl1 < |1l
siempre que los vectares

X = [’&:“-1 7:n‘_| ¥ y = B'-l:“':- :‘r’n]
estan relacionados por las desigualdades

{%] < ly;] pawa i=1,...,n
Todas las normas

Il | = % P 4 cp <=

tiene esta propiedad. Fero la norma en R,

x| | = max 2] + %505 |% - %5])
es un ejemplo simple de la norma que no es monStona,

TEOREMA:
SeaHmhipE:plarmEan. Los puntos de H que minimizan dos nor-
mas monbtonas diferentes tiene componentes que cancuerdan en gignos (9
pueden ser geleccionados en el caso de la no undcidad).
PRUEBA:
Si0 e H, el tecrema e trivial, y por consiguiente asumimos lo con
trario.
Sea H={xeX/{xud=cl
Cambiando u @ - u 81 es necesario, podemos asumir que e > 0, Sea x

un punto de H que minimiza una norma mondtona | [x|] . Pondendo

' -
% = Il s vy

#H
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gbtenemcs un puntc %' cuyas componentes concuerdan en signo con aguelles -
de u, Asf
Cx'y Uy > £ R,ud =020,
y el nimero
B=of ¢ x"y u)
estd situado en el intervalc (0,1] . Por la monotonicidad de 1a norma,
ex'[| < [[x"[] < []x]|
Puesto que
{ax', u» = e, @§x' estd situada en H y minimiza la -
norma,

Del tegrema precedente vemos que los signos o necesitados para re-
solver el prohlema minimax para n+l ecuaciones con n incognitas pueden -
ser obtenidos resolviendo el sistema en el sentido de los cuadrades mind
mos ¥ usando para oy el sipgno del primer residual de los cuadrados mini-
mos. (Esta afirmacrifn permanece verdadera para otras normas mondtonas -
ademis de la Euclidiana, pero es de mencs significancia practica). Llevan
do esta idea 1n paso mSs lejos, encontramps gque el nimero £ en el sistema
(1) puede también ser determinado. Nosotros resumimos nuestros descubri--
mientos como sigus:

TEOREMA

Sea y la solucifn de cuadrados minimos de un sistema de ntl ecuacio-
nes lineales con n incognitas, r‘ifx} = D.

Asuma gue el sistema es de rango n. Entonces la sclucifn minimax es-
la solucifn exacta del sistema

ry(x) = g;e, donde o; = Sgn ry(y) y e = Bri (y)/E lri(yll
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FRUEBA:
Por el lema anterigr los puntos
{x) = & :H:jAj. -b
completa un hiperplanc H en E ,q Realmente las chservaciones que siguie
ron 3l lema mostraron gue _
H = {z/{ z, vly)) ={rly), oy}

Si definimos un puntc 2 con camponentes zi=uie,errbunmsz£H
porque

< Zs Pf?}) =7 Elrl(yj =g E ulr*ll:}'] =g E [I"‘].(YJI = K I‘Efﬂ

For otra parte, ningin punto de H estd mSs cerca de cero que Z =n
lz norma Tchebycheff. Ya que si

[laf lp < ||zl |4s entonces {uyr(y)? =  ujeiy) <max |uglt fro(y) |

A

max |z:| £ gy |

il

£ L |ri£:-,r]|

Er'f[yl,
de tal modo que u no estd situada en H.

Cono ma ilustracién de este tegrema consideramos el sistema

Xg =% = 1
2x1+3x2=5
3‘1*“;=-1

el cual fue resuelto antericrmente, usando el método de La Vallée Fou-
ssin. Para obtener la solucifn de cuadradeos minimos podemos minimizar

la funecifin



” 2 : e . 2
ﬁ(xi,x?)-{xi—x_?-ﬂ +r;z;.r_1+3x?_5) +(3Hi+x2+13

Haciendo las derivadas parciales de ¢ igual a cero, tenemcs
1l+x1+3x2=11i
Bxl 411x2 = 7
da donrle xl:-i&g— v "2:_'-75?" El vector residual correspondiente
a esta solucidn ¢ cuadradcos minimeoe 1lega a ser

258 iug 185

t_"‘a‘!:_Tﬁh‘: _ﬁ's‘}
yelnfwerﬂsuegaas&rg%- la selucidn minimax de nuestre sistems

es por consigujente la solucidn exacta del sistema.

Xp= X=T=-=3
2):1 B 312 S = 3—;
37
B

3:-:1-1" x2+1

Fer supuesto, el vector residual minimax serd

37 37 37,
TR 'T R B

La selucifin minimax misma es
+3
{27 T )
PROBLEMA.
1. Un purrto Tchebycheff en el hiperplane (x/ {u,x» = ¢} es cualgui=r
punto para el cual HxHT es un minime.

Mu&tteqmdpmtnpu}-asmmtﬁsmxi=nﬁgnuim

£ = < es tal punte .

E [ux'l

36



37

5. ALGORITMD IE POLYA
En esta seccidn consideramos el primero de vardics metodos pars rescl

ver al sistema inconsistente general de ecuaciones

I
F3
1]
o
~—
-
1]

L1yeesm
j=1

en la minimax o sentido Tchebycheff. Se sefialf en la sec . 3 que para es-
1e propdsito podemcs descartar todes excepto n + 1 de las ecuscionss da-
das, las n + 1 que son retenidas generalmente no son conocidas al princi
pic. Ahora el algoritmo a ser descrito descansa sobre una ides de Pélya
y puede ser usado para determinar este conjunto crucial den+ 1 ecuacic
nes,

Recordemos la familia de normas que fueron definidas por ls ecua—
cibn

m
iy = €T (v 2
1=1

para cualguier vector v = (vi o vml de Em . Para un vector fio v,
los nimeros HVHP convergen a
vl lp = max |v;| cuando p + =
Fealmente la convergencia es monotonamente hacis abajo. Denctemos

(p)

ahora por v ©° el punto de la forma E %Ay - b paraelcual|iv_|pes

un minimo v similarmente v{n. Mediante esta definicitn y la monotoni

cidad justamente mencicnada tenemos
(T
@ (P <P 2 IP L, < IV -

Dejando p 4 =, tenemos



(T) (T)
I, + V™1

v consscuentemente

I T
92|+ VP -

|
4

(p) {T)

es un buen sustitute para v 7. Ob-

® L o' sin alguna aclaracidn -

Asi para valores prandes de p, v
Zerve que no estamcs diciendo que v

posterior, esta afirmacidn seria sin significade de cualquisr modo, por

T
que v no necesita ger Onica. Faodlmente podemos wver que 51 Ry es -

() | [T

nico, sentonces v'© . En efecto, los puntos v(p] son acotados yva

qaue, por eiemplo,
() (T
17 | PR it | PR

Asi de 1la familia {v{P]Hp > 1} podemos extrasr una sucesion convergen
te de purtos v{HJ,v{HJ,...(pk-F-J. Ahora, para el punto limite v
de tal sumsi&ntmmns,mandnlamntinﬁiﬂadcb ||.||Ty1ade.sigual—
dad (1) anterior,

||V[|T = || im vikaHT = llm“"f{Pk}HT = ||‘J<T}||.T.
k : k T

(T) (1

Puesto que v es {mico, v = v ", va que esto es verdadero para

cualguier sucesifn convergents de {vtp;} , tenemos lim v{PJ = V{T}-

Es verdadere, perc no nos detenemos a probarle, gue ,_,Ip}

(T

CONVEDgE a8 WD

de los puntos v, aun =51 el Oltimo no es fnice.

Un algoritmo que es sugerido por estas observaciones, consiste sim
plemente en calcular para valores sucesivamente mayores de p, los pun-

(p)

tos v, v extrapolar nunéricamente para el vector Timite. En la pric-

tica podemos hacerls mucho mejor usando los puntos v{p] solaments para-

el



determinar alguna infermacién cualitativa acerca de v{TJ, y entonces -

{T]. En realidad, para p grande, podemos

(p)

resplviendo precisament= para v
mpem(dtbjdnalm:u;ulﬁ&mdalamc.a}m:v excibiTd n+l
companemntes aproxiradaments ipuales vy de magnitudes miximas. Esto nes
dice ciales mtl ecuaciones vamos a retensr del conhunto ordginal de m

. de los regsiduales. Neso—

y tamhifn cuales deberian ser los =ignos a5

tros entonces estariames en una posicidn para wmar 1os métodes de Ia -
seccitn precedentes. El método falla, si por accidents hay mas de n+l -
residuales miximes ipuales en magnitud an la solucidn Teohebycheff,

A través de la disouwsibn nos hemos referdde a los vectores residua
les v e R mas bien que a los vectares coeficiente x ¢ R . S lama
triz de los coeficientss ﬁji es d= rango total (range n), entonces x -

es (micamente determinada mediants v por via de las ecuacicnss

e i
V. = E A7 x =D,
j=1

z 5 5| 1
Para €l trabajo mumérico es convenients minimizar la funcifn
m N )
ox) = ] ‘ § Ak -b.|%P
£ R 2 T T T

ya que los minims de ||v||, v ||\r||% ocurren en el msmo lugar. -
El exponente se usa para facilitar la diferenciacifn. El minimo puede -
ser buscado por =1 método del descenso mds inclinado, D.resulviendo_ las
ecuaciones algebréicas

38 -0  pop elmétodo de Newton.

I

Como wna ilustrecion damos un sistems de 6 ecuaciones con dos in-



cognitas y mostrames las soluciones aproximadas para

p=12, & B, ¥, 100, 400

y la solucifn Tchebycheff, p = =

de n+l fila=s no puede ser disponible para los valores muy baifsimos

El ejemplo ha sido construido para indicar que el conjunto critico

-

de p.
X b g 8
¥~ WL
x4+ ‘2)»:2 = oy
2x1 + My, = 11.1
21+ %, = 6.8
Wy b ox = 1.2
p =2 D=4 |p=B p= 41 |p =100 |p = 100 p==
Xy | 2.0741 | 2.0466 | 2.0330 | 2.0141 | 2.0085 | 2.0014 | 2.0000
xz 1. 8078 i.E‘ZIIJ_? 1._3:493_-“_1.9533 1.4977 | 1.9594 | 2,0000
Ty 0.88196| 0.96730| 0.98BB7| 1.0078 | 1.0032 | 1.0008 | 1.0000
r, |-0.,73373|-0.87411}-0.91082|-0.97955|-0.93214)-0,398035 | -1.0000
ry |-1.3102 |-31.1120 |-1.0613 [-0.99855)|-0.99311 -0.959577|-1.0000
T, 0.27961| 0.67601| 0.77742| 0.30290| 0,90178| 0.80045| 0.90000
ve |-0.94352|-0.88610|-0.87211-0.87810)-0.89125)-0.89786 -0.30000
rE U.EEDED-_ 0.86049| 0.86692 _E.BEED? 0,81428| 0,80349| 0.80000
! 2,1659 | 21,4452 | 1.2610 | 1.0257 | 1.0402 | 1,0025 | 1.0000




FROBLEMAS

da

Teorema de Jensen. Para v = (vl ..., vmﬁ fido, la funoifn

/ m
— ] B
I|V”P‘ i'-I'I j‘-'ii

=5 una uneidn decrecients de p.

Sugerencia:

gi |lv|| = 1, entonces |vi| < 1 y consecuentemente
~n.ri|‘:i = |vi|? cuando g > p.

Use la homogeneidad de la norma para remover 1z restriceidn

= 1.
|]v|1F

para v £ido, ||v|| + [|u|IT=max lv;| cvando p 4 =
Sugerencia:

8i ||vl|p = 1 entonees 1 < ﬁﬂ’"’i'Pi E/F+1

Uss =1 problema 1 y la homopeneidad de la norma.

LS
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6, EL ALEORTTMOD [E ASCENSO

En esta seccifn consideramos el métode general de ascenso, el cual
fue ilustrado am n=1 en la seccidn 2 (pag. 12). Con el propisite de -
hacer gue loe cileoulos continuen sin ningln problems, vamos a suponer—
acerca de la matriz {Aji} gue sus filas sati=facen un requerimiento a1l
go fuerte de no degensracifn llamads l= condicifn de Hasr: Se dice que
un conjunto de vectores en un espacio n dimensional satisface la condi
cifn de Haar, =i todo conjunto den de ellos es linealmente independien
te. Expresado de otre forma, cada seleccidn de n vectores de tal conjun

to & una base pars un espacio n-dimensimal.

Tecrema de Cambio;

* 13 d *
Sea {An,... " A 1} un confunto de vectores en un espacic n-dimen-

sicnal satisfaciendo la condicién de Haar.
81 0 estd situado en la capsula convexa de {ﬁu,... . A7) . -entonces
existe un Indice j <n tal que esta condiciSn permanece verdadera -

cuando .&j €5 resmplazada por .ﬁnﬂ.

PRUEBA:

Por hipotesis existen constantes 8. > [ tal que
n r n
o= ] 84& y ] 8 =1
i=0 =0
la condicitn de Haar seria viclada si malquierui fuera cero, por con
siguiente 8; > 0. Nosotros pedemos, por lo tanto, vesolver pars cual-

guier A, , cbteniendo
- i 2 gi i
A= J - =28



gl i
0=8" = T K
i=o
n
<A oapdic § gl
] izg
i
- n ‘
_ .ntl s git, Ao i
AT -y T =g8- T 2w
isg 7 i=o
1E9
n A8 .
S S
i=o 7
i#]

Ahore 51 7 e5 selecclonadade tal forma que

entonces mestra ecuacidn final anterior expresard al cero como W= -
combinacifn lineal no negativa de Aul..‘. hmi, donde ﬁj no apaErece
1o cual seria suficiente pare probar que cerc estd en la capsuls con—

vexa e estos puntos. Nuestro requerimiento d= ] es gue

A: A:
Elg_%,anamaﬁpﬂ.ahmmﬂutmﬁdebamag
i i
seleccionar j de tal forma que
A )
i_&l sea la mAs grande de aestas proporcio
3

nes. (Este Indice j &5 (nico, porque =3 hubleran dos proporciones mayo-

43
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:Il-l

res 31, sntonces uw de los coeficisntes en la scuacifn anterior desa-
i

pareceria, mntradiciends la condicién de Haar),

Ahore propedemcs a una descripeién del algoritmo. Buscemcs un punto
donde la funcitn

alx) = max [ri(x}'. = max |<ﬁis %3 =~ bl-l
lciem 1<i<m

obtisne su valor mi'n:um_ ;E asume gue la r;.’..;nd_‘lmén de Haar se satisface
medfante el conjunto de vectores {al,..., A™ . la fdea bisica de es-
te algopitmo es caloular las solucionss minimax de uma eolucidn de sub-
sistemas, cada uno abareando n+l ecuaciones. For el {ecrema en pag. 23,
la solucién de uno de estos subsistemss es el punts buscado. For ofro -
lado, pusde haber no obstante un nfmero finitp de estos subsistemas v -
esta simple observacidn serfl 1a base para una prueba de que el alsorit-
mo es Bfectiveo.

En cada eiclo computads, tendremos un conjuntn de n+l Indices

=i ey i)
¥ oun veotor de siorios 2 = (o aees “n.} Tal que
(1) 0 edC o AT o, A7)

Entonces resolvemos el sipuiente sistema de n+l ecuacionss lines-

les para determinar un veotor y = (yy ..., v.) v un nimero e:

(2) % r..{y)=e (§=0,..,n

Para asegurar gue e » 0, podemcs cambiar los signos de todos los -

a5 gin perder la propiedad (1), Como ya hemos visto er la pdg. 23, las
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condicianes (1) y (2) implican que y es wna solucifn minimax del siste-

ma.

i :
<‘ﬁ“ T2 }’>=bij (G=0,000,

S1i & = A(y), entonces por' el tecrema de oaracterizacifn (B), y es una
solucién minimesx del sistems opiginal de m ecusciones. En el caso contra
ric, existe ahi por lo menos un Indice & (no en J) tal que ErnElei > e.
Ordinarigments tomariams o de mxlo que trniyﬂ = a(y), peroc esto no -
es necesario. Supongamss shore que = Sgn r-u{y]. Usando el tecrem= &8 -
cambio, sustituimes o & los vectorss

wﬂﬂiﬂ,... ; Unﬂin
por y A en tal farma que el origen permanezos en la cipsila convexa
del gonjunto, [propietad [ﬂj . la situacidn presentada shora es la mis
mague aquella en el principic y procedemos camo antes.

La necesidad de caloular y A e nos obliga a hacer algma presuncidn

acerca de los datos dades, una presunclin ponvenients esgue la matriz

i io
9 A:l P"n

LE R E R R EREEE S ENE R R

- —

in ain
“n P’i e l‘!"Ln

— -

sea no singular. Encontraremcs cases, mis tarde, cuando esta condicién

pueda ger verificada por consideraciones apriari
las computaciones del algoritmo termnan solamente cuande e = 4Alyl,
y esta ecuacifn significa que y es una sclucibn. Ya hemce observado gue

solamente 1n nimero findto de conjuntos J existen. Tode lo gue falta por
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sep demos trado entonces, 5 que las computaciones no "forman ciclos', es
decir, que no regresan infinitamente muchas veces al mismo subeonjunto J
Esta prueba serd realizada mostrando que el nimere e e85 una funcifn d
J el cual surenta estyictamente de paso 3 paso. Pira este fin supongames
pur simplicidad de notamifn que =n un cierto paso J es {1,..., n+l) y
que xes n+2, Subongamos , ademas, gue en 2] préodmo paso, J 1legs & zer
% LS [ PR o . 55 1A
Sea y' A e' los valores de y A e correspendientes 3l nueve comfunto

J'. Por la seleccifn & o,

)| < oy,
mientras gue

le, | = oty

Por econsipuients vy - y' ¥ 0. Pussto gue
<_ﬂiﬁ¢l: Y - }rf>"-— ﬂlr'l(y:l " ﬂ'lr‘lty'}
'-"E-E' m izzguntﬂ"’i,

las condiciones de Haar implican que e - e' # 0. Ahore

n+?

<7n+? AT, y-y'D= 049 I'n+2{}'3 L z‘n+?fj,r"l >se -a' .,

Sie-e'> 0, entonces { aiﬁi, y-9¥> > Dpmaic=2,,..  m2
cantradicsendo &l hecho que
0 edRigA /2 <1 <n+2)
[Recuerde el teorems de las desipualdades lineales 7.3 de Apéndice].
FPor' 1o tanto podemos concluir que e - &' < 0, como debid ser probads.
Un punte pequefio pusde necesitar clasificacifin: ((Sme son determina
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des €]l conhmto inigial Jy el vector o 7 J puade sep tomado arhitraria-
mente, y entonoss podemcs encontrar wma solucifn mo trivial 2 lz ecusaifn

n i
8.4 = ¢
=0 9

paniendo entonoes

ﬂ__-" = Eg} g_il

<

Un arreglo conveniente de las conputaciones es como sigue. Observe
primero que l1as ecuaciones (7)), 25 decir,
§ . ij
E.= Ujrij ty] = U§<H ljir}- hij },
pueden ser escritas oomo

1]
_g;e+<ﬂ',y>:bij

vy por eso en notacién matricial com

=
B io io ] L il
0o 8 v 87 || vy b,
s in m 'l
”n‘ﬁ‘i 7 ‘ﬁn hin
il }rn = p

Si asumimos gue la matriz A,

C= [le}, entances podemos eseribir

ge la izguierda tiene un inverso

-
GEL. s G2 b
Yy . ;
a Q|
Yn - - 2 -
LTy \
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Puesto que Ces el inverso de A, tenemos
L¥

e 10 10
r::.m. 'Lln HB Hj Il - # E
in in
S <4 a  Ag e o A 0 1
De esto esevidents gue
n n i3
7 eff=1 y § @ma® =o
420 J 3 4=0 |
£s3 los nimeros a5 CF son los ooeficientes necesitados para expresan
el hecho de gue cero estd situado en la c3psula convexa de los puntos
5. A*9, Estos voeficientss entren en los cileulps relacionades alteo-

3
rema de Cambio. De ls prusba de ese tebrema vemos gue debemos expresan
u A" como una combinacidn lineal de

i i
nbﬁ RO A

81 ponemos
n .
A% = Wi
g &
entonces 1os coefisisntes J.j puedeén ger obtenidos mesnlviendo la matriz
BT - im
0 Bq - AL 'l
: e a
{J,n,,..-q-l- 11'1} B R w R mE oW RREEEE W R W "{IJ-'IAl'I""!E

]

in in |
™ o ]

a
n]

de 1a cual la solusifn es

{Jl.c,--t, :'in} = ('F.I. A:?;-l-: 'Hn 1 ---------



4

T =
Puesto quew A" = [ Eu::i:v.jJ I!aj- A™Y), 145 proporciones & ser = 18
170
putadas en el teorems de cambic son
of B = w8,
ok e e
El nimero g es seleccionado como el Indice del mayor e estas propor
Antes de resumir el algoritmo en un diagrams de flujo, deberiamos o
servar que avanzando de un ciclo del cileulo al siguients, solaments una
fila de la matriz A5 cambia,

El sfecto en C pueds ser predecido por el uso del siguiente teorema.

TEDEEMA.

Saa A una matriz no singular y CL”' . Cn las columnas de su Inver—
so. Sea A la matriz obtenida mediante el reemplazo de la fila g-esima -
de A por un vector ¥, B

LE €, Cﬁ > #£0,
enfonces A es no eingular v 1as columas de su inverso son dadas tor las

reglas

1

C = l—iﬂ y G, Cj—<u,ﬂj>ﬁa (3 # 8)

ERLEEA
Para verificar que AZ = I, computames el products interno de A
(la i-esims fils de A) a:nE;j . Hay cuatrc cascs, Enel casg 1, L =B v

i = B . Entonees
By G >

Brioal case 2, 148y 9

1]

vy W2 C>= 3¢ v, > ® 1.

g . Entencas
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(R, BY=¢at, 77 @)= a7, w0
Enal easo 3, i=8gy 4§ #8 . Entonces

GFE B >eCv, el eI =€ v e <V, &) 1Ky, ey =6,
Ensl Casc 4, i #8'y i#8. DEntoness

AL, o> ={at, e =¥ C TS

(R, 0y =Kva gy WA, > =, 6> = 6y,
En el presante slgoritme reemplazamos la £ila |
i8

fo, Al

A . P%J'E ) por unanueva fila

(y ﬂ:{, ...,A: )

Necesitaremes 2l nlmere ) 2] cusl 25 2l producto interme de la nue-
va fila con g-#sima oluma e C, es decinp,

n s
wee+ §J AR ﬂg
=0

Fero este es el nimerc \;  previamente computade. En el diagrama de -
fluje = Cuestidn de simplicidad denctar oom vy, & nimero  -e. Tambifn,
no hemos dade los detalles para los pasos (2) y (W) en la primera caja,
siendo estos problemas standar en 2] algebra linegl. Finalmente, la escri
ture corta ¥ -+ w denota que la cantidad % sustituye la cantidad w o que
1z cantidad d& x estd almacenada en la pemorda en la celda marcada w.

El diagrema de flujo paras minimzar la fmcidn

A(x) = max ](ﬂi’ x>~ b, | mediante el métode del
1<i<m *

ASCENS0 28 mostrado asi:



Corerzando

=0 =g 4
H}Sgr.xé‘tj-a-u (3 =8 ¢ )
4 10 -1 { C
O 2 oete: I R headh:.
an in n an
O Al ] F:n C;] C
t
(1) T c}"-;:ql vy O Oy A
= =T '
¢ a4
' A = b=, (=10 pmd
(2] p:gj AV = b=y i ] )
(3) Seleccione u de tal modoique |r | sea middmo,
{u} m'?a-’q--= yﬂ: :-1,-1-‘ ng iugvttg in: a
2
Prushe : ]Pu| =|yil 2 Pare
i
o I v
(2) uCn+ 7 A" If“_'_|‘1‘+ A fs = 0w
. 324 3 S s
(3) Beleccione § de tal modo qus uJ.BIL'ED sea un madmo,
() ¢/ > (k = 0,000y D)
(563 C_._k - :&j-.?ak -> C.,k G =0 ..l Fi=20,...,05 & 8)
(6) o +ig

&1
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7, EL ALGORITMO [ESCNIENTE,

En esta seccifn consideramos el método descendente general, el -
cual fue ilustrado con n=l en la p&g. 8 . Por variedad, la discusifn -
es dirigida hacia la mimimizamsn de la funcidn

§(x) = max {(Ai. * > = h.}
lelem 3

La manera en la cual esto incluye el problema Tchebycheff =ze dis-
cutis en la pag. 4. La idea general del métudo es avanzar hacia abajo
de vértice a vértics en la hiper-superficie del espacio (n+l) dimensicnal
Cuya eouacitn es

%= &0%)

Una témica especial es usada para llegar a un primer vértice.
Sez ¥ cuaslgquier vector inicial, Numerando de nuevo los residud—
leg, pur conveniencia en la desoripeidn podemss asumir gue
8(x0) = vy (®) = pu®)i= ... = 0 (%) > 1 (x0) (1> 1}
Busmames uns direccifn & mover destde ®° en la cual los residuales
7 o RN I“k
hasta que una fuincitn residual (k+1)-&zimo surjs para encontrar el primer

disminuyan con una velocidad igual. Avanzamos en esta direccifn

K.

Aplicands de nuevo esta téonica en 4 Io =umo n pasos llegamcs a un
vértice, donde ocurren ntl residuales iguales al méximo, Ahora la veloci-
dad de cambio en r; a medida que nos movemes & 3¢ en la direceifn v se -
ve Fhcilmente que es el nlmero (A%, y ). Bn efecto



a A, i i
aritx“f:.yl-a[(a,xﬂv«w)-bi:[ (A, vy

For consiguiente una diveccifin v &n la cual los residuales
Ty e ¥y pETmanscen iguales dieminuyendo a una velocidad com@n pue-
de ser determinads resolviende las ecuaciones

() A,y ye-1  (f= ey R

Sl asumimos las condiciones de Haar (es decir, cads conjunto de n
vectores A ez independientel, entorices esta condicidn sobre y es fdcil
mente enconthada siempre que k < .

tn realidad, podemcss tomar v de la Toma

y= § g, Al
=1
siendo entonces las ecuaciones
E Ci KA MY 21 s fees M
I=% =

Mo nos detendremos a probar la no sincularddad de la matrmz de -
Gram; (:A'l Ai':,‘». pero la prusba se da en el apéncdice T.B

Habiendo determinade un vector v oon las propiedades (1), tomamce
nuestre siguiente punto que es de la forma

w1l =z 4 A
donde A es el menor coeficiente pesitive para el cual oeurren k+l resi-
duales iguales al maxime.

Asumgmes ahora gue un punto ¢ es conocido donde los residuales -

iguales al miximo cecurren, digamos,
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§({x?) = 1"1(}!°] = yan 2 rnﬂtx"'] > rmi{x"}, (i > 1)

Es concebible que ®° es una soluciSn, Este serd el caso si v s8lo -
si el sistema de desigualdades linealss
<AL, y> <0 (= 1,..., n#l)
es inoconsistente. 51 este sistema es consistente entonces mediante =1 -
tecrema de las desigualdades lineales, (7.3 de Apéndice) cero no estd en

la chpsula omvexa de

1 ]

(A eaey BT %)

Consecuentementesi resclvemos las siguientes ecuacicnes pars

g , 8

nt+1?

n+l : n+l
B. A = 0 7 8,.=1

=1 - 1=1
mtmnasp:rbmmmafidmtaﬂiaer&nagatimﬁhmsaﬁmdow

qr00

desde el virtice asoclade oan el punto x° hay un nlmerc de "&nguloe" los
cuales san variedades lineales de uns dimensifn a lo largo de los cuales
los n residuales permanecen iguales entre si. 2in embargo no todos estos
angules estan situados realmentes en la superficie
z = 6lx)

Pava cada conjunto de n indices seleccionados de {1,..., n+l} hay-
m &ngulo & lolargo del cual aguellos n residuales son iguales. El1 resi
dual que queda, digamos r., generalmente cambiard en una velocidad dife-
I‘Elﬁte.

la direccifn de &ste &ngulo serd por lo tanto obtenide resclviendo-

un sistems tal come la siguiente pare el vector yj.
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A yips 1 (i=1,..,n4, 17 )

ﬁhﬁ:ﬁcﬂény:,alrﬁlidualrj cambiard en una proporoion
{ad, yj), y este puede ser mayor o menor que -1. Ei(ﬁ], 5?]>< -1, et~
tonees el Sngulo correspondiente estd situado en la superficie, Para com
putar {AJ, y35 esaribimes

. tl 3 4 ol . o
0= <0y >= ] 8, (A yiy= 1 -8; + 8, (a9
f=1 =1 ]
i#3
Asi

1 3 1

i 1= 3
Clertamente una de estas proporcionss serd menor que -1 porgue al -
nm_mmchlcsﬂjesnﬁgaﬁm 81 § es tal Indice el sipuiente punto-
eedelafommf+ﬁyi,mm1mmﬂmmfidemepmi
tivo para el cual ocurren n#l residuales iguales al miximo, Desde esta -
etapa, la computacifn pusde ser simplificada usando el teorema de la pag.
8.
El diagrama de flujo para minimizar la funcifn
8(x) = max {<A%, x) - by}

i<i<m
por el métede descendente se muesira agui:



2k

i Fu._i ; .

ima 5 By 5 xj

Seleccamne M = (i0,... ,i-k]-' tal que
Pitx} = f(x) para 1 e M, v

ri{xJ < §(x) para 1 #é M.

ig s | 0 . 0=
QT T G SeaGy
|k1n? = Sl (BN e :
1A e By Gy vir/ G
nc
& ip ,i 0
Remmlva | C<APA™>= 2> 002 st
p=0 ° F20 s x5 0x)
k z rif H.PEI‘E
I c Alqar',r
g=0 q no
Sea § el fndice de 1a proparcifn Seleccicne p de tal mods que C
mas pecuefid g3 un minimo o e
CA/E" >y,
500 — v, () g 1 ,?&Ph : y
Jlj= ] t:;.:i‘;.vanﬁspaqmﬁa preperEe
SA.y2 1 T Ex) - r
t. = z
e 301 -
A > A%, y>H1
j*lk*i =+t + X
Y
E+1+k 2 a 3 =
I ACCF »a, (s20,....0)

By | =
J=0
Seleccione B de tal modo que
.x-BfCEﬂ sea un maximc

k

k :
CE ”"El - Cﬂ (k=0,000 30
K Kk " ~
Ej e Jl.jcﬁ +Cj '|: ':k-r],iln ,ﬂ|
130,500 a3
¢ 8)
u+ia




CAPITULO I

APROXIMACION TCHEBYCHEFF POR  POLINOMI 0S

1. INTRODOCCICN
En este capitulo considerancs el problems de sproximar una funeidn
continua £ definida en un intervale [ab]| por un polinamio
n n-1

Fix) =ex %+ o tonu ¥ & &
n T~1x (o}

Nuestro infterés se cenmtra en las aproximaciones que minimizan las expre

sicnes de la forma

(1) max | flx) - Blx)|
acxd

{2) max | flx;) - Plxy)|
leiam

Algo de la discusifn pusde ser dado, sin embargo, pare el problems
de aproximacitn més general en el cual les monomios 1, X, xz,...,xn-
san reemplazados por otras finciones fijas Ho, Byoeees g. En canexidn
oo ésta podemcs hablar de polinomios generalizados, entendiendo como -

tales, fincmes de la fooma

A=l trataremos de sbarcar en nuestra teorda un problema de aproximaciin
de 1a forma extravagante

- » L an=d
£x) c, logx + o, cos x4 ¢y e + o lx - 2)

Un case muy especial de la teoria oourre cuande en la expresitn (2)
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anterior el nmero de puntos se tuma igual a n+l. En &ste caso el pro-
blema de aproximacién tene una sclucifn explicita inmediata, Discuti-
mos este t6pico, la interpolacifn, primerc; las tBonicas desarvolladas-

aquf serdn (tiles en ctros tipos de aprodmacién.

2. INTERPOLACION.
Sasbemos que una lines recta que tHene la ecuacin y = ax + b pue-
de trazarss a través de cualquier par de puntos con abscisas distintas.
y=ax2+bx+c puede trazarse a través da

cualquier tripleta de puntos con abscisas distintas.

/”"
./’/

El resultado peneral a 1o largo de &stas lineas f3cilments supuesto,

toma 13 siguiente forma.

TEOFEMA [E INTERPOLACION
Bxdste un palinamic Gnico de grado menor o igual que n el oual to-
ma valores dados en n+l puntoes distintos,
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PRLEEA 1.

Sean Xosiees Xy lee puntos v ¥

tos. Euscmusmpuh'nmﬁp?'ﬁlqmﬂxi] =y (23 Qs ) YA gos

5

seevs Yy lee valores presori-

el polinomic es de grado < n, pusde ser expresado como
n :
Plx) = ) e ). Por consiguiente nuestro reque-

rmmientn se lee ahora

1 Y
L o e A

En esta ecuacién por supuesto, las e san las inoognitas, mientras-
que la mstriz x y =] lado derecho son conocides. Ests ecuacifn tiene -
una solucidn fnica porque 1a matrdiz coeficiente 25 no singular. E1 &=
terminante de ssta matriz, conocide comp detsymnante de Vandermonde,-
fiene el valor

D= i (o - =30)
ocjda *

El lado derecho de &sta formula denota el producto de todes les -
factores fxi-xﬁlp@alnsmaies el par (i, j) satisface 0 < j < i< n.
Beésta.fﬁrmla;a:ﬁﬂ,Eﬁcﬂmqmﬂ#ﬂsiysﬁlnailnspmxiu
son distintos.



PRIERA 2,
Nusstre polinomic podia ser escrito inmediatamente =i exdistieran
polinamics L. de pra’n < n o la propiedad .E-lEx].} = iij' En efecto -
Plx) = ¢ yiii(xl. de donde
P(le = Eyif.i{xji = Eyi iij = Y5

Una reflexifn de momento muestra que £, es

ni W o—- .

&(x) = 1 —;:l
=
i

Otra fama de definir 4. es oomenzar con

n
Wx) = 10 (x-x)
i=o
Entaness
= W)
-Ei{x} S iy e L X
Ahora el requerimiento £,(x.) = 1 conduce, via regla de L'Hospital
¥, T aiW'(xiJ

La ffrmula gue resulta se conoce camo la formula de interpolacifn de
lagrange:

gt ] X=Xy Wia)
Plx) = igm ?iti{x?. JE-]-_{K} = jfﬂ Kj_" xj = tx_..}il_}wlfxl_]
i#i

Falta por probar la unicidad de P. Suponga entonces que Py § =son
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des polinomics demdninlcscuﬂaatimmlaprcpiadadmxil=F{xiJ

=yi.Entmoersr-ﬁeampulinmia&gmdoinelmldasapammen-

los n+l puntos distintos x.. Por lo tanto F - Q = 0.

il-
FRUEBA 2.
Intentemos determinar =l polinomio dessade en la forme tal

Fle) = 2 +oag(x-g) ¢ ale-x J0e-xDi*, *a (x-%) o0 Gex gy

Hacdendo x = X, encontramos que Flx , = a_ Ya que PE";;J es prescrito,
ig'l.talyg debmatanaraa=yo ::maaahnramo::idc-, progedemcs = po-

3 .
Ner X = Xy, obteriendos P(x1) = a, + a.ifxi =% A Resclviendo para los cos

ficientes uno por uno de esta maEnere produce:

8 7 Yg
___Yi_ao
24 X - X

Yo = ﬂa = altxz - HDJ

= Gy - % 0 - %)

¥z = &y - aiixa-xﬁ} - aﬁtxa-xn}{xg-xlir
EHE = xn}[xa = xiltxa - “25

=8
eto,

La existencia de F entences, resulta del hecho gue en esta forma les
denaminadores no desaparecen. No nos detenemos a dar una prueba de&  uni-
cidad basada en la férmula anterior.

Cada unas de las tres pruebas acsbadas de dar sugieren un procedimisn
to mmérico diferente para cbtener el pelinomic de interpolacifin.  Para-



ilustrar esto determinemos el cuadrdtico

P(x) = o, toegx ¢ 22}:2

pasando a través de los 3 puntos (1.2), (2,-1), (3,1), usando cads mé-
todo en turno.
En el primer método resolvemos las ecuacicnes
= + n:l + e, = Z
c, * Eci + i-l.c,2 = =1
C, * 301 + BCE = 1
cbteniendo como resultado
P(x) = 10 - %—x-* %xg
Usando laformula de lagrange, F tiene la forma

P(x) = (% - 2)(x = 3) % (% = 1){x - 3) +%—(x—1][x- 27,

Finalmente, usando el mEtodo de la 3a. pyueba, cbtememcs P en la for
et

P{x]=2-3{‘x-1]'+%(x~:l]l:x—2]

Volvemos shora a2 la pregunta de fidar 2l proceso de interpolacifn -
como un instrumento de aproximaci@n, Al principio de este capitiilo, dos
medidas relacigiadas de 13 discrepancia emtre dos funcianes © y P fue
ron introducidas, a sabern,

max [F(x) - PCx) | vy max [Elx;) - Blx) |
asksh A5

El polingmic F de grados n el cual interpcla a f en n+l puntos Hey
claraments resyelve el problema de minimizar la 2a. expresian cusndp -



m=n + 1. Preguntamos, iserd también peguena la la. expresifn cusndo se
selsociona P en esta forma? la respuesta clertament= es "NO" si Ja con—
ducta de f entre los puntes de interpolaciin no es de algln modo contro-
lado. Resulta gue 1tal confrol es posible pare las funciones gque poseen -

n + 1 derivadas eontinuas.

TEQREMA.
Si  posee n derivadas continuas en [ a,b | , =i P es el polino-
mic de grade < n el cual interpola @ f en n nodos X, en [ab], y si-

Wix) = nfx - xiJ, sntances, en térmings de la norma Tchebycheff,

i ) (n)
£ - Bl| <5 11£2]] [[w]]

FRUEBA
Probaremos algo MEs, =5 decir que a cada X =n [i..}:-] corresponde

m £ e (a,b) tal que

1

(1 filx) - Plx) = a7

£ 0 wen

Esta f6rmuls es cbvia si x es uno de los nodos, De otra forma, to
nemos ¢ = f - P - AW donde ) ze selscciona pare hacer $(x) = 0. Estd cla
mque¢rd&$apuecetmﬂ:i£nentodnslusnudosxi.ﬂsi¢fesapa:emm-
al menos n + 1 puntos ds [ a,b . Mediante el tecrema de Rolle, §' desa-
parecs por lo menos una vez entre cualquier par de cercs de § y asi desa
parece en por lo mencs n puntos, Continuando este argumento vemos gque -
¢Em tiens por lc menos una rafz en el interwalo, digamo: &n el pinto £,

Pm'cgr{n]=f(n:umlyaquasmanimm'.nﬁm<n



BH

y Wz) = L.
As1 ftn}f-:-;] = ' Fueste gue el valaor de 4 es
[£=) = Blx)] /Witx),
ls prueba es completa.

Respondamos ahora a la prepunta surgida en una forma natural per el
tecrema anterior, ;COmo podemos gituar ins nodos para cpiimizar el errow
de acotacifn? Ya gue los nodes entran en ésta formula solaments en ls -

funcifn W, debemos intentar minimizar la norma de W.

TEOFEMA
n
La norms unifarme de W(x) = T (x - x.) es minimizada en [-1,1]
i=1
cuando x; = cos[ (2; - 1) w/2n].

FRUEBA

Sa gabe gque cos n 8 pueds ser expresado en la forma
n
ke
¥ cos 8
k=0 *
oo coeficientes a.pmpiadge o donde el coeficiente a es dade por
i Fordendo Tn{xl = I &, xk, tenemos T(cos B) = oos n 8. las
k=0
n raices da 717'1_1 sor par 1o tants los puntes '1-:'_i dades anteriorments. E)
pelinams W = EiF“'In ez de la forma anterdorments contemplada ya que
su coeficiente a, e la unidad. El méximo de  [W(x)| en [-1,1] ocourre

enfonces en los puntos y, = cos ivw / n ya gue Tniyi] = cosiy =(-1)".

Ahora, si es posible, sea V otro polinomic de la mi=ma forma oomo W pa-



=k

ra el eual ||¥|]| < |IW||. Entonees E‘(yc'} < wfg.rnir. "Jﬂyﬂ > Wh"lj: ett.
de Ios cuales resulta que W - V debe desaparecer por Io mencs una vez
en cada intervalo (y, Y &) lys, Yqy-++ para un total den veces. Fero
esto no es posible porque ambos V y W tienen coeficiente a_ unitario,-

vy la diferencis de sllos es por lo tanto de prade < n.

TECREMA(Interpolacifin de Hermite)
Exaste un pelinomie fnice F de grado < 7n-1 tal que P y su deri-

vada P' toma los valores prescritos en n puntos.

FRUERA

Ieie que Ias condicicnes en P ssan talss gue PtxiJ =¥ ¥
P'x;) =y'; para i1 = 1,..., n. Como en el casa de inferpolacidn ordi-
naria muestro polinomic puede ser secrito en una forma explicits (f&r-
mula de interpolacitn de Hermits)

Flx)

1]

I
E [ y.A.(x) + y‘iﬂi{x}] donde A; ¥ B:l son po

1=
linomios de grado < 2n-1 con las propiedades Aitxj} = a9 Ei(xj} =

1 - I = ) - * " b, i v
F.iij}—l: v Eif.xj}— ﬁij' Ente‘rmnm:ialarmmm-ﬂltx},hly

Bitnmiafmﬁ

A = [1 - 2x - %) Li(x.) ] -t_EL_{:-:J

1l

< 2
Eli{}t.'l {x Kiji itx}-

Se dedja al lector el verificar wsando la ecuacifn J._.Iixil = & iy o=

el polinomic P as{ definido tiene las propiedades interpclares deseadas,

LEs]



A fin de probar la unicidad de P, nosotros suponemos lo contraris, gus -
existe otro polincmio (), de grado < 2n-1 teniendo las propiedades
Q) =y; ¥y Qxd =y,
luege F - Q es un pelinamio gue Tiene raices de al menos, multiplici
dad 2 en cada punto x;, puesto que (P - Q) '(x;) = 0. Debido a F- Qes

de grado < 2n - 1 deberd ser cero.

FROELEMAS

Polinamiocs de Tchebycheff,

1. a) Prusbe que Cos(n+l) 0 = 2 Coe 8 Cos n @ - Cos (n - 1)8. la fir
mila Cos (A+ B) = Cos A Cos B+ A sen B serd de gran -
utilidad.

b) Probar por induccifn que el Ccs n 8 se puede expresar en la for

0
ma T (Cos @) = ] %&Ekﬂ,yque el Cos™ es expresable -
= k=0
n
en 1a forms [ b Cos k G,
=

2. Probar la siguiente propiedad de T

2 =
(1 - xz} T"n{x] - X T‘n{x) +n Tn{x.'l =0



3. EL TEQREMA IE WETERSTRASE,

En la seccifn precedents vimos oomo oonstruir un polinemio P de
grado < n el cual concordd con una funcifn dada T en ciertos ntl  pun-
tos. Queda una cuestifn de especulacién; si Pﬂ!x} + (%) candon +=
para todoe log puntos x. Parecerias razonable, en vista del teorema de
pag. 63, gue para f, funcifn niforme (digamos una gue pesee derivadas

de todos los Grdenes), ||Pn—f||--ﬂ. Sin embarso estoc o debe ser —

esperade en general. Especificamente si tamamos f(x) = o s ¥y -

mnmutmlgﬁpmﬁnﬂmiesfeintgmnlaniénlamgimPn,pmmﬂnﬁ

igualmente espaciados =n [ =5, 5 ], encontremce que ||Pn - f|| Tlega

ser arbitrariamente grande. Bsta situacidn es algo sorprendente, ya

que la funcién f es regular en todos los puntos ademds de + 1. Este

ejemplo es debidc a Runge.

Otro ejemplo es debido a Bermstein: Los polinomios P, e grado
n que interpolan la funcifn f(x) = |x| en n+1 puntos igualmente ee-

paciados en [-1, 1] convergen a f(x) solamente en +1, 0y -1

Podria sospecharse gue el espaciamientc igual de los nodos fue en
pierto mods culpable e egte estado desafortunado de cosas. En efecto-
veremos despuSs gue un agrupamiento de los nodos cerca de las extremi-
dades del interwalo es umualmente acconsejable, Sin embargo, Faber mos-
tré que no importa como son presoritos los nodos para la interpelacion,
habrd alpuma funcifn continua cuyos polinemiss de intsypolacifn fallen
pare la convergencia uniforme.

Contra el findamento de estos resultadeos "negativos', €l teorema-



de Weierstrass parece el mas notable. De acuerdo a dicho tecrema, existe,
slpuns sucesidn de tolinomics gue convergen uniformemsnte 2 una funcifn-
continua prescrita, en un intervalo acotado cerrads. Log ejemplcos ante-
rigres indican que tales Sucesiones de polinomics no pueden ser obtenidos
per la interpolacifn en un conjunte fijo de nodes. Por otra parte, necs-
sitz gev apenas sefialado qua las series de Taylor no estén disponibles-
tampooo para este propésito, excepto para una clase muy pequefia de funcic
nes continuas, Esta clase no incluye am la funcién elemental [x| . Para
apreciar lag dificultades involucradas, congideremos esta fmcifn «n =1
intervalo [ -1,1 7, Comenzamos con las series de Taylor pare v 1 - z ,
i3 ocual converge uniformemente pare C <z < 1,

2 3 1.3+ 5 L

1.3
-E; u-Ez -ﬁili.r:.EoEz‘_l.'

1 1
A-z3 1-'2'3-3—‘_—53

E“ntmnaazuﬁ‘tituim:ﬁzpnrl-xzparam

[ =1 - x®

L]

x|

i

DL | 2,2 123 2,3
l-f{;-x -ﬁ(i-x} b o) 1 (1 - x")"-...
Iebe ser especialments notado gue esta no es una serie de Taylar

en ¥. la prueba de lebesgue del teorema Welerstrass usa esta seris en -

una manerda esenmial,

TEOFEMA IE AFROXIMACION E WEIERSTRASS,
Sea f una funcidn continua definida en [ab] . Pare cada e > 0 oo

rrespande 1m polinamic P tal que ||f - P|| <«



Asi
| £{x) - P(x)| < ¢ para todo x ¢ [ab]

Vamce a derivar este tecrema canc una consecuencia de otro tecrema
més podercsc, Por la forma de introducir este tegrema consideremcs en -
2]l bosguejo la prueba dada mediante Bermstein del Tecrema de Weierstrass
Bernstein construy®, para una funcidn dada £ e C[ '..'I,.l:] , Wna sucesifn-
de polinomios (llamades ahora polinamos de Bermstein) an por medio -
de la formila

ke

0
(1) (B = ) £ K (1 -0
T k=g D k

1

Aquf () es el coeficiente bﬁmﬁalﬁq—g-. la formla (1) -
también define pare cada n un operador lineal B . Queremos decir median
te esto que a cada elemento f en C[ 0,1] correspande otro elemento E'nf
de C[ 0,17 en tal forma que la condicifn de linealidad es encontrada.
(2) B(af +bg) =aB f+bBg

Se ve facilmente gue log operadores En tienen otre propiedad expre-
sada por la implicacidn
(3) fsg= aniﬂng

Nosotros pretendemcs por una desigualdad £ > g que £(x) » glx) pars
todo x (en el dominic de f). Un operador para el cual (3) es verdaderc,-
se dice gu= es un operador monStono. Un examen de la prueba de Bermstein
revels que el enigma de la cuestifn es la verificacifn de gque estos ope-

radores tienen las propiedades de convergencia



(4 BE+ £ para £x) = 1, %, *,

la conclusiSn de 1a prusha ==, por supuests, que Bf + £ pard to-
da fe C[0,1], 12 convergencia aquf estd en el sentido de la norma -
uniforme.

Una corrects generalizacidn de este tegrema de Bermstein ha side -
dada recientemente por Bohman vy par Koroviin

Este resultado es que las propisdades (2), (3) vy (W) son suficien-
tes pard que cualguier sucesifn de operadores L, ‘tenga la propiedad

LE+f pmetod feC[0,1].

TEOREMA [E OFERADCREES MONOTONCS
Para wna sucesifn de operadores lineales mondtonos L en cl ab ]

las condicicnes siguientes son eguivalentes:
1) Lf + £ (niformemente) pars toda £ & C[ ab ]
fi) Lf+ £ para las tres fincimes £00) = 1, x, %t
1i1) Li=1y (L ¢0(8) » 0 wniformemente en t, donde

(t = x)2

1h

ttf.x}

FRUEBA
La inplicacidn (1) = (ii) es trivial
Fara la prueha que (ii) = (iii)
defina f.(x) = x> Ya que itix] = t7 - 2Hx + xz, tenemcs

a2 _ gl _ ”
»lz,c-tft,--::‘tfliirf2 y L =t tho—ztlhf1+1_hf2. Asi

it



(13,0000 = t2[ (L £a)00) - 1] - 2t[ (g £(t) - £ ]+[ (1111:2}“::, = £5)

< I Fa - Bl |+ (28] [[g8g - £41 # L g, - 5]

Puesto que 2 y |2t| son acotados en [a,b]; vemcs que (L 9,08
converge uniformemente a4 cero, probando asi (1id),

Para la prueba que (iii) = (i)

Sea f un elemento arbitrario de C [ad] . Dado e » O, cbtendremos -
la desigualdad ||L f - £ || <% para todo n suficientemente grende. Co
mience seleccianando ¢ » 0 tal que

|2 -y <& = |[flx) - Fly)| <«
Ahare ponga
a = 2||f|| 672, y sea t arbitrerio pero punto fijo de
[ab]. Si |t-x < &, entonces |f(t) - £(x)| ¢ ¢, mientras que -
si |t -x| > &, entonces  |f(t) - £(x)| < 2| |f]|
< 2| |£] |(t=-30/8°
— mpttx;l.
Asi para todo x, se satisface la siguiente desigualdad:
~e -, 00 ¢ £(t) - f(x) < e + o (%)

Para escribir una desigualdad en las funcicnes . sea f. (%) = I.
Entonces tenemos
-ef; - ol < F(t) £, -F < efg*+ad
Pnrlaunaalidadymmatmiddad:blhtmmns

-E EI.hant} E uELh¢t]Etl if{t}(thnJ(t} - EI..nf]{tJ
< elly £2(8) + ally, ()



Esto produce |F(£)(L £)(1) = (LEY(B)] <& ||L, fof| + allp)(2).

Yaque L £, + £ ¥ U‘h ﬁt}{t} + 0, Bst3 clare gie esta desigualdad fis
liza esencialmente la prueba., Para wer exactaments cuan grande debe ser
n, escriba

|£0£) - (L_£Xt)| < [£01) — FOENL, EMEN+ [FCENL F(1) ~ (I ()]
< |[£(8)|| 1 - (L Eo)(t) + e [[Lifol [+ olly$,.2(1)
= I#El] ||Eam Lol | + e(@ # [[fo- L£] ) + ally 4000

Asl deberiames seleccionar N de tal forma que siempre que n > N re-
sultard que (| [£]] + &) | |fs- I.han <E Yy u{that}Eﬂ* E

Vamos & prebar el teorema pars el intervalo [0,1], dejando la mxten-
sidn a un intarvalo arbitrario pare los problemas. Se mostrere gue para -
cualquier f = C[0,1] los polinomiocs de Bermstein an (definidcs en la
pdg. 69) convergen a f.

la linealidad v monotonicidad de B, ya han sido mencionadas. Median
t= =l tecrera de los operadores monotonos, seré suficiente mostrar gue -
an+ f para fl{x) = 1, x v x2.

Que En 1 = 1 resuita del teorema binaomial:

n '
(B, 1)x) = | r."]g 1= e Q-0 =1
k=0

Para la funcitn fix) = x tenemcs

n
- k It k ]'I_l—k
(BHG) = ] =) x (1-x

k=0



n

It ] k n-k
= - ® (1 - %)
}cgl nln-K) 7T k!

jai
sx ] @h Kl o oK
k=1

n=1 .
x ] Ol g cpPries
k=0

n

x [x + (1-%] a1

Pa:alafm:ﬁ&‘:ﬂx]=xztmm
n
k.2.n ni-k

I & Fa-w

(B_8)(x)
M k=0

Il
= kK -1y K n-k

k

-
-

— n
Bl ) EL D Kt

n-1 n-k
- ¢ R @- 0

o s
ﬁ'm::
(WY

1 T 2
L 4 = e
n = n = o

Fue ohservade anteriormente gue el procedimiento de interpolacién -
de lagrange, para un arreglo fijo de nodos, falla para proporcianar aproxi
macicnes ce precisidn arvbd trarviamente aitas para todas las funciones con-
tinuas. Asi el Teorema Weierstrass no 85 1na simple oonsecuencia de ia -
formula de interpolacifn de Lagrange. Deberfamce esperar que esto sea ver
daderc en ia totalidad para la férmula de interpglacidn de Hermite puesto
gue en su aplicarifn usual este involucra a las derdvadas de Ia funcién,
En 1930 Fejér hizo el descubrimiento sorprendente gue el procedimiefito de

la interpclacién de Hermite puede ser arregladc de tal forma pare producir



T

ra prushba del tecrems Weisrstrass,
T
En la formula de Hermite (pSg 55) tomemos y. = f(x) y y; = 0. Al
operador resultante lo llamaremos =1 opsrador Fejér - Hermite; sste ope-

radcr toma la forms

n
T ) A

=1

(5) (L£) (x)

n '
E f{:&} [1 - Efx—-xi:i 'Ei Exi,'!] L;? (x)

Para el propdsitc del teorema de Feiér serd convanients sypresar al
operador (5) =n términos de la funcidn Wlx) = nlx - xi!. Tenemos, como #n
la seccign previa,

_ Wixd
S e o

81 diferenciamps y luepgo usamos la regla d= L'Hespital pars svaluar
la forma indetmrminada obtensmos:

_E__;-{}t:. }: -.i W"Exi”w!fxi:'

Asi (5) toma la forma altermativa

(%= 0W" () g 2
= L £ Wix)
tE} ELf]Cx} =L ﬂ'xll [1 = W’{X-J }[ (H-H-:’Wifﬁ-:}
o 1 i
TEOREMA [FEJER ]

Denota Ly el operador Fejfr - Hermite con nodos en los ceros del n-
esimo polinomic Tchebycheff Tn .
Entences L f + f para toda fe C[-1,1]



FRIEBA. Korovkin 1959

Comenzanos sstablsciende una FSrmula pare L, =n este caso sspecial)

1 ? S M
(M 1L =) = T2 (%) Tin) ——
L W2 P g exn)?

dmdalcs?mtcsx:mnﬁmée'rn,esdedr,
X5 = cas(2i - 1M0/2n
Una comparacifn & esta fomula ocon 1a fSrmula general (6) muestra g &

semos establecer 15 dlmusldad,

q ™l
{s: '_2- Ei - ‘H.,-:’ = -1 = !H-Hl} T-ll-l: i:;l j 2
n > ngl [T txg]

Puesto que T (x) = o8 (n cos %), tenemcs

T' () = n sentn cos™ (1 - ¥9)™H2 y

[T (x) ]2 =nsen® [(2i-2 m2] ¢4- xz.la‘i N 32.11‘1.

For otro lado empezando ocon la ecuacidn diferencial
2y i ! T =
(1-x7) T (%} - xT 2% +n n(xJ =0

{Froblema 2, sec. 2}, podemos colocar % = X; para deducir que

2. .
1

Y

I-x
( 1

L] - ol — ¥ H i ; = o —
T nfxi] = ¥:T n[.-ti} y T nf:-:i]fT n(xl‘.! :-:1.-’.(1 b

i

Con estas sustitucicnes es facil verificar la ecuacifn (8). Fara com
pletar la prusba usamos el teorema ¢e los operadores mondtonce. Que L es
monGtono es inmediato de (7) ya que 1 - s 2 0. Mediante 1a parte de uni

cidad del tecrema ce interpolacifn de Hermite (sec, 2) resulta que L1 =1

De conformidad con el teorema de los operadore: mondtonos, solaments necs-



e

sitamos mostrar que “"r- :ﬁxlt}:} + [ uniformements en x, donde d:x{‘t}l = (x-t)Z
Tenemos
n

1 Z
(L ¢ )x) = =T (x} [ (x-x)
T pt B i=1 % (x - xi}E

[a suma no puede exceder & 2nva que 0 <1 -x % <2,
Por lo tanto, la sxpresifn complets converge a cerc uniformemsnte -
cuando n + =

FROELEMAS

2,- Pruebe que si feC[a,b] yvélx) = f[a+ xb-a) ], entonces
$ e [ 0;1]. Emplee este hecho para establecer el tecrema Weiers-
trass para un intervalo cerrado arbitrario.

Si fes cmtinua en (- =i + =) entonces los polinomios P existen -

tal que para cada X, Pn'fx:r- fix).



CAPITULO I

APROXIMACION DE CLADRADOS MINIMOS ¥ TOPICDS RELACIONADOS

1.  SISTEMAS QRTOGONALES TE POLINOMIOS

Dada una sucesitn lineaimente independients de vectores {f,,f =

2,°"
en cualquier espacio con producto interng, =1 proceso Sram-Schmidt (7.5 -
de Apéndice) puede ser aplicado pare gensrer un sistema ortonormal {gi, -
£ ,...} oon la propledad que para cada n los subespacics generadcs pop -
{I"l!..., £} ypor {gly,..., g} son idénticos,

En =sta secoifn investigamos loe casos especiales que surgen cuando-
las fumeciones fn son polinamics, en particular fntx} = w,

Camenzameos oon un criterio gimple para la indegendencia lineal de un

conjunte de polinomios.

TEOFEM2 1

Cualguisr sucesifn oo polinamics {Qa, Q1,...} ., en la cual (para -
cada n) Q_ es un polinomic de grado exacto n, e linsalmente independien-
te. Un polinomin arbitraric de grado < n es expresable unicamente oomo Una

combinacsisn lineal de Gﬂ:,.., Q.

PRUEEA
la gegunda afirmacién implica la primera, porgue s5i =1 polinomis oe-
e pusde ser escrito solament= en 1a forma C = ch + 0Q,, *+..., entonces-

1z sucesidén {Q_ 91,...} es independiente. Si ia segnda afirmacifn =s-



8e

falsa, sea n el primer Indice pars =1 oual falla. Clertamente n » 0, va -
que toda oonstante es un miltiple (nico de 1a constante ne cerc () Sea

ahord P un polinomio arbitrario de gedo <n, es decir

n
Plx) = E ei%. .
1=0
Esto debe ser expresadc en la foma
n
= S I V.
iz * 3
El término ¥’ courre & 1z derecha solamente en Qnytiane, digamos, el @

sfisjente e Entmoes A estd determinada unicamente por el reguerdimien
tﬁd!:{im%xn= ,‘qnan x™, Por 1z minimalidad &8 n y oor el hechs gue-

P~ . Qn gs e grade<n resulta que P - Zi“ Qn & uuicaments simre-
sable en la forma
n-1
B Y
En 14 #plicacién del proceso Gram-Schmidt a una suceeidn {f1,f2...])
cada mientro g del conjuntc ortonormal e definido como wna combinacian
lineal d& f_ vy todos precedisndo a B Una simplificacién ocurre en £l -
caso de 13 sucesifn {1, %, x2,...} de scusrdo o el siguientes resultado
importante. En este teorema, el intsrvalo [ab] vy Iz funcifn peso w han-
sido prescritos, y el producto intemo es definide como
(f,g) = Ib £ix) glx) wix) .
a

TEOREMA 2
1a sucesifn de polinomics definida inductivamente de 1= manera sigul
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=nta =25 ortegmmal:

g =l '1-;'-,} Uyt~ bn Th-2
an G, T ARy T X -3 g TR g0 U g> KO e Qg
¥ L—'n =<xQn—1’ :'ﬂ—?;%’{I"-‘.ﬁ—'-’t %—E:}

FRUEBA

Observamcs de las formulas que para cada n, G, == wm polinomio mend
oo (25 decir su cosfitienta principal =5 1a unidad) y no 2= por lo tanto -
cere. Por consiguiente los dencminadores =n las foymulas pars &, ¥ b mo -

Mostramos ahora por induccifn ennoque {Q., §; D= 0 para £ <.
Para n = [ no hay nada que probar, Pare n = 1 t=nems {Qh fE'-c}:{KQp v
- a3 Qs Q) * <s Qg <8y Qg Q) = Cxs 00 = G QY = 0. s
asumEmos que nuestra afirmacifn es verdaders para n - 1. Entmess tenemcs
o128 g A %o™ Bplnpo@ > = (400 02 = 8, <% 00Ty
= 0.
Sismtlarmente <3, 5 25 % (0 1% 5 = 3 12 ~ 5 g g 0
Ahcra 81 1 < 5o, tEnERDS(q_thj) =<Kﬁ'n‘_1}fii> - inq&m_j_*:i}‘ = hn'{zn—f’
&> = Qx> =0 iQipq? By & ¥ bips G D= 0. Aguf hemos em-
pleado la ffrmula e recurrencia para obtener una expresiSn pama x ;.

cIEMPLO

Si =21 proceso antenior =5 empleado en el inteyvale | -1,1 | oo

wix) = 1,



le= polinomics resultantes son llamados poelinomics [ependre y san dencta-
dos p’ur-}_{u, }:1... Computamces loe primeroe de &stos, para ilustrar e1 uso
ge la relacitn de recurrencia.

3

i) Kﬂ

L1

i) ay =K xa-}f(qu Koy = 0

i) Xy o= x

iv) gy =, XD /KKy XD
W b2 =Ry kS (R XD

vi?l.‘{2=xzr%

11

i
L
3

L[]

Lasprﬁudrnsd:apolinunioahgan:ﬁusmxa=x3»§x y
e I - R 3
Ay~ R = X
CORCLARTO
n -
g fs 7T ¢ Qs entonces f(x) puede ser evaluada con 2n-1 mulfipli
k=0
: i o ; = 3 -
cacianes por medio de la formulas de recurrencia dmj = dm_:l o, dk & +

& = a1 = Bz Geape T 2 4

PHRUEBA

00 = 1 6 Q00 = ) [& - g duy * Bagdar 14O

n

= d Q0 + d;[ 0 (0-(x-a )0 (0 ] + ki;z a [ g (0-0e-a g 00 +
bkf;kqfxil:k d.

Fara contar el nimero de multiplicacimes requeridas observe gue dn=|:n y
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# -

n1 - Shaa

reqiiiere cada una dos multiplisaciones,

= fu — anldn, mientras que la computacidn de ﬂn_z,..h, l:iDr

Por lo tantoc el total =5 1 + 2(n-1) & 2n-1.

Antericrmente cuando s= consideraron los errores en la interpolacion
de Lagrange, probames gue =1 polinanic Tohebycheff Eun*lTn tenia la nor-
ma Tehebycheff minima en [-1,1] sntre todos les polinomies miricoe ds -
grado n. Ahore vame a ver gue a] mismo polinamic minimiza tambien la nNor
ma cuadratica

' = 1/2
U |f[xJ|E{1—xE}U2dﬁ:]
1

Adamis, mste hecho emergerd como un caso especial de wna afirmscifn

mis general come sipgue:

TEOREMA 3
lmmﬁnmﬁmqndadmmcltMZEmlmpqﬁnmﬁmm&ﬁmﬁ—

que hacen a la expresifn {+,+> umn minims,

PRUEBA

Ya que cada G es minico, un polinamic minico arbitreric Ses expre-
sable en la forma £=0Q a4 Q 4 -0 -8, Q

De conformidad amn el teorema 7 dal ApSndice, la cantidad ||#]|? =
CE.ED sﬂﬁmﬁmimaiyﬁﬁlmsihmfic:imtﬁaksmlcﬁcmfi{:iﬂw—
tes de Fourier de J_ con respecto al sistema ortogonal { Q_ .. Q 4}
Asia = Q. QD / <Qk=%> =0,y f=0Q, comose afimd,
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Una de las aplicaciones lmpartantes de 1los peolinamios ortogonales =&
2l problema de integracitn numérica. Nos alejaremes brevements de nuestro
owreo principal para dar una explicacifn de esta aplicacién.

la integracifn numérica ez el proceso de suponer gl valor de ma in-
tegral definida fbf(xl dx de un nimerc finito de valores o muestras & -
la fimeidn f. Lagafininﬁénfﬂ la integral como un limite de las sumas &

Riemann, © FOE,;)(x xi] » Sugiere que 8sto deberia ser posible, Mirare

i*1 "
me los procesos lineales de este tipo. Ellos deben tomar la forme

Iy n
(1) [ G ax & ] A F(x)
k=1

=&

Fealmente podemos mansjar el proceso de integracifn om una funeifn-
peso wix) &in ninguna dificultad. 51 log puntos de mestra %, Son fijos,-
los coeficientes A, pueden ger determinades e acuerds a diversos crite—
vice de error, siendo el oriterdio wsual gque la fHrmils serd exacta para -
todos los polinomics de gradoe n. Es posible arregalr esto integrande la
farmula de interpolacién de Lagrange (pdg. 60) con nodosx, :

(2) [ F) wix) dx ~ [ Plx) wix) dx

a =]

11

n b
7 f(xk} [ lk(xll wix) dx
k=1 a
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g (%)
oy A T

81 f es polinomio de grado < n, entonces P = f, y la fomula de inte
gracifin e5 exacta,

Nesotros debemcs & Gauss el descubrimiento que mediante ma ocoloca—
d.&diaﬁtmﬁelcsnoﬁnﬁxklaﬁrmﬂa(iipmdeaerheuhaexact&para-
todes los polinanios de grado < 2m: Les % deben ser los cercs del poling
Im'.uurtagaﬁlQndEgradmn. Las formulas resultantes son llamadas "f&emu

las (o cuadraturas) de integracifn Gaussianas".

TEOREMA U4
b

n
Sea exacta la férmula de integracién [ flx) wix) dx & ] A flx)
a

k=1
para todos los polinamios de grado < n. Serd exacta para todos los poline
Wiﬂﬁthg[ﬂdﬂilﬂﬁi?ﬁﬁ]ﬂﬁi]ﬁﬂﬂd}&&ﬂl[ﬁﬂﬂ!ﬂﬁﬂﬂ.pﬂlﬁﬂ&ﬁo-

Qndefiniﬂnmﬂltemmzi

FRUEBA

'Plﬁmuﬁamxl,...,xnlmmrmda%.Sifaﬁmpnb'.nﬂnﬁﬂdegrg
do< n, entonees por el algoritmo de la divisifn podemps encontrar los-
polinomics Py R tal que £ = QP + R, slendo los grados de Ry P <n. la
f&mmlﬂ:hcuadrammmctapmﬂﬂ,yqneaartngmalaﬂﬁrmn&;
guiente

faa= [o Po+ [Rw= [Re =fA Rx)=tLa flie).

Para =1 inverso, sea exacta la fOrmila pare todos los polinomios de
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grado< 2n. Entonces es exacts pare
n
flw) = Qk[x} I (% - x%.) =1 k < n. Consecuentemente
i=1 i

[fuw = IA fL':::j.] =0, y Nfx - x.) es ortogonal & ca-

da Q para k = Dy...y n=1. Asi T tx-xi}asmm{ﬂﬁpludeqn.

Hemos dejade una brecha lfgica en el desarrollo de la teoria de la -
cuadrature Gaussiana. Si el dominio de la fumcibn f es el intervalo [ab]
la férmila de integracifn puede ser aplicada a f sdlo si les puntes de -
muestra % estan situados en [ah] los teoremas siguientes llenan &sta -

brecha.

TEOREMA 5.
Sea [QE: 01,...} una sucesifn de polinomios (sub-indices denotando
gradog) la cudl =5 ortogonal con respecto a un producto intermio
(Epy = fbﬂx] glx) wix) dx. 5i f es cualguier fun-
eifn continua en [ab] nrtngl:uial a Qg s Qg Sntoces £ debs cambiar-

signo per lo mencs n veces en (a;b) o desaparecer identicamente.

PEUERA
b
Puesto que £] Q. yQ =1, [ flx) wix) dx=0. Asi, si F70, -
a

entonees £ debe cambiar signo por lo mencs wna vez en (a,b). §8i f cambis

signo menos gue n veces, sean 1l Ty < .. <E los puntos < (a,b) don

de f cambia signo. Entonees en cada intsrvalo (a,rl), (#1,72),..., Erk,bi,

f mo canbia signo perc tiene signos opuestos en intervalos adyacentes. Ya
k

gque esta propiedad es compartida por el polinomieo PFix) = I (x - ) -
§u1
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b
resulta que [ £(x) Plx) wix) dx #0.Perg estc es una contradiccifn ya -
&

que P (siendo un polinomio de grado k < n) es una combinaci@n lineal de -

[.".ID ..,Qﬂ_lyespolﬂlﬂtmtuurftcgmalaf.

COROLARTO 1.
Sea ({Q, -..) un sistems crtogonal de polincmios (sub-fndices derc-
3
tando grados) en el interalo [a‘b] can la funcifn peso w. Entonces las

raices de Q, san simples v estan situadas en (a,b).

FELEBA

Esto resultas del teorema 5, porque Q, es ortogonal & QG,.... Q1.

CORDLARIO 2.
Sea 1{Q;--.] wm sistemsa ortogonal como en el cnmlarii 1. Sea F -
la aproximacifn mejor de cuadrados minimos de la forma F = | ¢ C, a
i=0

alpuna funcifn continua f. Entoneces P interpola a f en por lo mencs n + 1

puntes de {(a,b).

FRUEEA,
Este results del teorema 5 porgue P - f es :::rtagu‘:alaqm..., Qﬂy

debe par 1o tante cambiar signos per 1o menos n + 1 veces.

En la discusifn anterdor, el valor & n ha side estatico, y la nota-

cifn no ha mostradc la dependsncia-de los coeficientes A v los nodos en n.



B

Para diseutir la conducta de los errores cumdo n + =, escribamos la n-8si
ma fOrmula Gaussiana en la forma

b

(3) [ flx) wix) dx & ﬁ"n]-: f{xnk}
3

Te=as

1

TEOREMA TE STTELTJES
Log errores en las fGrmulas de cuadratura Gaussiana (3) convergen a
cero (cusndo n » « ) pars toda fimcidn continua f en [ a,b ]

FRUERA
Comenzamos mostrando que A, »>0.8ea P el polinamio =1 cual results
cuando 2] factmx-xnkes:mvidadﬂqn. Yamr?zeaﬁegmdnf mn; =
n
la férmula (3) seria exacta para 1. Asi O< IP2w= ¥ A Pe (x 1) =
i=1 -
2 s i !
'ﬁ‘n]-c P (xnkJ. Ya que X, es una rafz simple de Qs PE'xnkJ# 9, For congi-
Fulente A >0
n
También necesitamos el hecho que I 'Arﬂ-: es independients de n. Esto
k=1

resulta de la cbservacitn que (3) es exacta para la funcdién f(x) = 1, de -
b

n
tal modo gque wix) ot = .
: Ly

Para la prueba correcta, sea f una funcifn continua arbitrearia en -
[ab ], ¥y sea ¢ un nimero positivo dado. Mediante =1 teorema de Weiers-
trass (Cdp.2, sec . 3), podenos determinar un polinomic P tal gue
|flx) - P(x)| < efc N

en [a;b 7], donde c denota la constante 7 [ w(x) d¢. Si el grado de F es
a
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menor gque 2n, la formula (3) es exacta para P, Consecuentenente mediante-
la desigualdad trianguiar
[~ 2 Ay £x 3| < |f8¢ - [Bwl

+ |z '“‘nthxnk}' - I Pn-nkf(xakﬂ

< JIE-Bl wt n ALl Plx ) - )|
< S(wrrA ) =e
El cdleulo de los nimerc A, en la formula de cuadratura Gaussiana -

puede ser efectuada directamente de la definicidn

J'b j'b %{xl
A E 0e) wix) = ’r""—_'T-f‘—t"Tﬂ{ ) o
R 5 R Q a1 >

Siri embargo, existe unz altermativa mas convenlente, la cual discutinos a
oontinumcifn, Permitassnos definir una nueva sucesifn de polinomics ¢

51

'D’

e ve p utilizando hmm&mdamm%,

# (0 = (x - a) *n—lﬁx} - b, ¢n“2fx}

B
Pero omi valores iniciales diferentes putx} =0y ¢1{x] = hl = [wix)ax.
El

Es clarc que ¢ serd un polinamio de grads n-1. La ferma altemativa pars

Ai 8= antonoss
n#nixi}

Sl

Yy esto &5 una omsecuenmia directa del siguiente teorema, puesto gue

Qnix_;} = 0.
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TECREMA
Con 141_] y Qﬂ oomo anterdormente, teremos

b Q.8 - Q.(x)
. n rl
# (%) = g — wlt) dt.

PRUEBA
La prueba serd por induccin, Nesotros camenzamos con el paso indug-
tivo. Suponga que nuestra scuaciin s verdadera paras la= integrales 0, 1,

.y 0=l 81 n > 2, entonces nosciros tenemes por las relaciones de recu-

Trencia
b g (t) - Q.x)
% ——— wit) at
3
b (t-a_) (t) - b (t) - (e-a) (x) + b (x)
- I 1 Qﬂ'—l nqn“'z -an Qﬁ"‘l 1'1%—3 W{t} d.t
a T =X
bQ st -q 400 bQ, (8 = Q 500 _
‘-‘{x'—anlf e W[t]dt-bni pe—— wlt) gt
>
+ [ g 1w wit) at
a

()

(% - anJ ¢n_1£xl' - bn d’n—?

¢n ()

Puesto gue el argumento anterior reguiere gue n > 2, se hace necesa-
rio una verificacifn separada para n = 0 y n = 1. Paran = 0 nosotros

observamos que ambos lados de la ecuzcifn afirmada se reducen a cero. Pa-
b

ran = 1 el lade derecho se reduce a [ wlt) dt, v esto es ¢1(x) por de
a

Fimieifrn.



PROBLEMAS
1.~ La sucesifm {1/v2, cos x, sen %, cos 2x, sen 2%, ...} es ortmonml
con respecto al producte intermc

1
= [0 fle) glx) dx.

=T

part= de la verificacién es como sigue. D& las identidades cos(A+E)=
oos A cos B ¥ sen A sen B obtenemos

?2 cos A cos B,

1]

cos(A+B) + cos(A-B)

For lo tanto

*1 f"cxasnxumnmdx
“vn

= 51 ["[costntmlx + costn-mdx] dx.

o =n

£in # m, entonees Ssto se convierts en

=0

nl sen(iesmlx . sen(n-mx .2
n Hm n-m
=f

8 n=m> 1, este llega a ser

H

)

L5 ]

e grinnormal con respecto 4l producto interno

dx

= [ma

1
{F.,g> = | £x) glx)
-1

1-x

[a vearifisacifn consiste en efectuar un cambio de variable ® = cpg 8



er, la integral y usando el problema 1;

ML

1
Ij Tn fx}TthJ

=

1-x2

2

m

[Tovs B cos @ dB =
0

B
i

2

(ri#m)
(n=m#0)

{n=m=0)
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2. CONVERSENCIA TE EXPANSIONES DORTOGIMNALES
En el espacic lineal de las funciones contfnuas en [ a,b ] sea un pro

dusts intemc definide por ls ecuacién

b
(F,gr= [ flx) glx) wix) dx
a

Y S8 {'Q'D‘ El,"'} el sistema ovtonormal de lee polinemics obtenides me-
diante la aplicacifn del proceso Grem-Schmidt a {1, x, xg,...} . El teore
ma 7 del Apdndice nos dice que si una funeifn dada f debe ser aproximada -
par una copbinacifn lineal % ciﬁi en la riorma d& los cuadrados mini--
mos, entonoes los cﬁefiﬂimt::;ﬂci debent ser los moeficdentes de Fourder de
fioey = F ,ﬁi} . Una carmscteriztica extraordinaria de esta aproximacifn-
es que los coeficientes optimos o son independientes den. Esto contrasta
marcadamente con las aproximaciones Tohebycheff &ptimas, en las cuales lcs
ooeficentes generalmente dependsn den.

As L a eada funcifin continua f corresponds una expansifn critogonal for
mal, _Eﬂ Zr, ﬁl.;> ﬁi, la cuml tiens ls propisdad e gue sus sumas parcia-
1 sk Lis mitorus spveiseiiE B £ B L HebiE B8 Yos | cuties Hifnie
mos . No estd elare por el momento si 1a seris converge en cualguier punto,
o =l representa flx) en los puntos donde oomverpge. 51 f es un polinecmic de
gradc n, entances la seris converge uniformemente a2 £ en virtud del hecho-
gue

n
-3 kED s E}_} Ry ¥ <& Qi> = para i = n.
Para discutir las cuesticnes de convergentis, definamos

5 f = Eu <E Ty Q-
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AdemSs, denote Snf €l polinomio de prado < n el cual se sprexima mejor
a f en el sentide Tchebycheff. L2 norma de cuadrados minimos oon DRSC W
la norma Tchebycheff serdn distinguidaes por loe sub-indices w y T. Ahora.
para las funciones continuas f peneralments tenemos
|1£= s £llg+ 0
fste resultado es un corolario de un teorema mis profundo del woual -
7o nos ocuparemos agui. Fara los otros tipos de convergsnola prevalscs, -

sin embapgo, una situacidn mis favorahle.

TEOREMA
Para tode £ e €[ a,b ] tenemes
1) ||£ -3 1|, =0
i4) || £ -3 ]|, =0

144) ||f -5 f|| =0

FRUEBA
El teorema Weierstrass (Cap, ? sec . 3) implica (i), El enunciade, -

(ii) se sigue de (i) y d& la sipuiente deaigualdad
b 2 g B _
[ |60 - @ 060" whd ax < [[f -.anf]|T iw{xl et

=1
Finalrents el enunciado (1i1) se sigue d2 (i1) y del hecho que S5 F -
es la mejor aproximacion a f en la norma de Ios cuadrados minimos, de tal

forma que || £ -5 £][, < |[£ -3 ][ -

las swnas parciales S f de la expansidn artogenal I<F, §O> § no
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£

pueden solamente fallar pare converger uniformemente para una funcitn con-

tinus particular £ sino ellas pueden fallar para converger punto por purto.
Es decir pueda que existan puntos £ tal que lim (S f)(€) no exista. Hay -

n=+m

aqui una cierta analogia on los peolinamios de interpolacién d= lagrange:
usualmente imponiendo ciertas condiciones de uniformidsd en £ podemos pro-
bar que ||f - Snf| |T + 0. El siguients tecrema ilustra ests observacidn,-

aun cuando esta ledos de ser la mejor posible,

TEOFEMA
Si f posse una segunda derdvada contfnua en [-1,1] , entonces la ex-

pansifn de f en los polinomios Tohebycheff converge uniformemente z f.

PRUERA

-5 pevisid 1 T
Ls expansibn referida es A, + kgiﬁzk,m

cx

'I-xE

P.jc:

1
Ii fix) Tk(xl

= {ma

Haciendo €l cambic de variabls x + cos B, obtenemos

Pk= -EF- f“gfﬂ}mskﬁcﬂ

o
donde g(8) = floos 8). Integrando por partes dos veces en sucesidn da;

b= g Mo e g @
Tk (o]

De 1a hipStesis en f resulfa entonces que A, satisface ima desigual-

dad e la fooma | A | < M2, Asi la serde I | A | converge y la serie-



46

Techebycheff para { converge uniformemente por la prueba M de Welerstrass
T.8 de fpéndice. Por otro tecorema de Welerstrass, o por el tecrema 9 del

Apéndice, 1z fimcifn F 2 1la cusl 1a serde converge es comtinua. Queda -

probar gue F = £, Dejemos gue Snf dencte la n-fsima sums parcial de 1a
expansian de f. Entonces

LI£= ¥, =]lf -85

o Hl| 8 8= H].

El primer t8rmino de 1a derecha convergs a3 cero, por el tecrema an
terior, El segundo tfrmino también llega a cero, porque §_f converge uni-

formemente a . For 1o tante [|F - Fl| =0y f=F

Como ura ilustreicifn de este teorsma, considere a 1z fimeifn

flx) = a™®,

los coeficientes de la expansidén f = %ﬁﬂ + LA T son dados por

J'1T Ei:-:ﬁﬂ
o

F..=§ cos nd 48
n

H
En témminos de 1a funcifn de Bessel, esta intepral vuelve a ser
An = 731 Jn(u} 3 ZIEHJ.

los primeros de estos coeficientes son como sigue cuands A = 1.

12 A = 1.2660658778 A5 = 0.0005429263
Al = 1.1303182080 A, = 0.0000uY8773
Ay = 0,2714953395 A7 = 0.000003198Y4
A, = 00443368438 A8 = 0.0000001892
A4 = O.0054THZ40Y Aq = D.00000D0110

Para dar una discusifn generel de expansiones en polinomics ortogo
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nales, es conveniente interpretar el operador S _, definide por la ecua-

aaan

Snf =

| o 5 |

i=0

com 1 operador integral. En verdad nosotros tenemos

(1) (8,500 = E jﬂft‘tl ﬁit‘t! wit) dt G‘itx:
120 a
b 1 OO Y.
= £f{t} iga Q;(8) Q00 wlt) at
b
= £f£t1 K (£:x) w(t) dt

b

donde tenemos el conjunto, K (t,x) = I B:(t) Q.(x). Esta funcifn == le

i=0

llama el nficlen del sistema ortonormal. lo que acabamos de escribir no es
t8 para nada limitado a los sistemas ortonormales de polinamics, sine gus
para los teoremas posterigres supondremcs gue ltﬁa“ se obtisnmen aplican-
do el proceso de Gram-Schmidt a {1, x, x2,...} . lLos polinamios Q = ME,
son los polinomdos ménicos discutidos en la seccifin anterior. En otras pa

labras, lni e8 =1 coeficients de ¥ en Q_n
[EMA (Tdentidad de Choistoffel - Darboux)

Fl niicles toma la forma

no_ i1 Q0T (- 6T (1)
ign Q0 Qe® = Ay Ky X =T
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PRUEBA

e la relacidn de recurrencia de tres términcs {Teorems ? sec. 1),

tenamoe lag spuacicones

Q44 () Q ()

(x - an+1] EJnl::-:] Q_nl:‘t] - hn-i-iqnui{x] %f‘ti

Qe (1) Q060 = (t - g .0 Q(0) QG - b .0 400 0 6o
Si nosotros restames la segunda de estas ecuaciones de'la primera,
OO TEnENOE
(2} Qg0 Q (8 - Q (8] Q ()

= (x-1) Q(4) QG0 + b [ Q 0 g (0-Q () Q0]
Note que A, = vRQ_, T > puesto que Q = xn'q‘n. De 1 férmula & -
recurrencia escrita en la forma bn ﬂqn_i = % Qn- a_ ﬂqn = (;'“_I_:1 nesotros -

obtenemos, tomando producto intermo con Qn_i.

ot Mag T O G Qugd = QX Q)
2

Cr % * 3% * 2,000 = % R, =0

I

b

Bor 1o tanto si la ecuseidn (2) se divide por )2 el resultado es

(3 2 Q40 Q08 = Qg (1) Q (0]

= fx- 8 G0 Gt + A2 Q00 Q (1) - QD) Q0]
Ahora reaplicamos 13 formula de recmrencia (3) a fin de simplifi-
car &1 ltime téwmino, Eventualmente nosotroe dbtenemos

Ne [ QO Q) - 0L (8 Q40 ]

=-v ] T Tyl Ko [l g o-a1te) Q60 ]
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Ii
-1 ) Qi) Qo)
i=9 :

la prusba s= completa esceribiendo knan por Q. , etc.

DESIGUALDAD [E BESSEL

En un espacic con producto intemno, seafg | odlquier suoesidn or-
toncrmal, v sea f cualquier elemento, Entonces I {{ ,gn>2 < & FD.,
En particular, log coeficientes de Fourder de f convergen a cersc.

PRUEBA

=)

Pma_rrn=

H.l“v-‘.l

<f,gi} g;+ Zscribiremps tl g omndo (Fg D=0

-
.-

0
y decimos que "f ez crtogonal a gV, asi T - T:‘nl I‘n. En realidad, puestc

gue T es una combinacién lineal ce Bottee 1 By necesitamos unicaments oh
n

servar (para j <n) que (f - Fn, g:y = (f, g_l:) e 'EU {f,gi> <gi,gj>
] i iz

= 0. Consecuentemente por la ley de Pitdgoras (ver T.10 de Apéndice), te

ENTES

n
2
el = [1E 12+ e -5 12 5 (I5][2 = I &g

Puesto que esto es verdadero para todo n, resulta cierto en el 1fmite.

TEQOREMA
51 los valores de lce polinomios En quedan acotados en un glerto -
punto de x_ ¢ [a,b], si fes continua, y si f satisface en x la condi

cifn de Lipschitz |[f(x , - f(x)| < a [x - x| , entonces en ese punto -

gy = 1CE G Qlxg,



100
PRUEBA

Nosotros observamcs primerc gue los nimercs Jtn "1:31 san  acotados.
En realidad,

2 n = 4"
T (G 8> G Gy s a0y - Bg >t KGRy
b
< I Ixl 1R, G | _qbxd] wee dax < e Q] 12 4>
(-

<ellgll 11g,_,ll = o 2

n n-1
max x| .
acxed

Entonces A :-;il <ec

Ahcra de la observacian que
EEniltt? = 1, resulta que el

ETTOL €11 ?fﬁ a5
€ = f[’f:,J - Esnf”)éj = f[qul{SniHJa] - ESnf][xD

)
e la forma integral de § [ ecuacién (1) ] tenemcs

E =
n

b n
i [ flx,y ~£x0] ig,'n Q) T 0x) wix) ax
Por la identidad de Christoffel - Darboux esto se vielve

L i 1_1 b f{qu' - (%)
n ntl n

x_ =X
Q

[En-l-i':xo} En()r.l - ﬁ,n{xu} q1+1{x} ] wie) dx
M1 1;1 Kh’ﬁn> a;ﬂ-i(xa} ) < h‘an-l-i b ﬁ'n{xuﬂ

donde h(x) = [flx ) - £(x) J/(x, - x). Mediante la condicifn de Lips-

chitz en f, [h(x)| < o. También tenemos A ,1 31 <c.

Finalmente nosotres observamos que de la desipualdad de Bessel los

coeficientes de Fourder de h, (Hh, ‘Q-n} , Henden a ceroc. Puesto que los-
nimeros Enixuj permanecen acotados, £+ 0.
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Concluirvemos esta seceidn con dos teoremas celebres relacionados -
cont 1a convergencia de las series ordinarias de Fourier, e nueve ciertos
operadores inteprales juegan un papel. Denotemcs la n-&Ssima suma pareial-

de 15 serie de Fourdier de f por =1 simbolo Enf:
d 2]

(5 8x) = 5 + ] (& oos kx + b sen kx)
k=1
donde
I qF
s = = f(t) cos kt dt
%= 51
y
1
b = = [ £(t) sen kt dt

=1
e acuerdo con nuestras observaciones primarias acerca de los sis-
temas ortonormales generales este operador En puede tolocarse en forma -

integral, EL nlcleo que ocurre aci se conoce como el nficlen Dirichlet.

LEMA
£l cperador Sﬂ de 1a serie de Fourier tiene la siguiente forma in-
tegral para las funcicnes T continuas y periodicas, con periodo 2s

senln + _‘%}t

(4 (.06 = = [Tt s — = dt
T Ly 2 cen [E']
PRUEBA

En la definicién de 5 sustituya loe integrales mediante los cus-

les a ¥ bk son definides. El resultads es

1 1 &
s [TEo[F+ ] (cos kot cos kt + sen kx sen k)] et
-1 k=1

La aplicacifn de la identidad trigonométrica cos(A - B) = oocsA ocs B

ESnf}Ex} =
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+ sen A sen B produce

=t||.—L

' 1 n
fEnﬂ(xJ * J-r:f[‘tj |:~E-,-+ E cos kix - ‘tJ} dt

k=1
Ya gue el integral es periddico nosotros podemcs integrar en cambio sabre
el interwalo [-11 - A, -.x:] . Entonces el cambic de la variable t x-t
nos da
Rl 1 T
(5. 5)x) = = [" flt=x)+ | cos kt) at
T =, k=1

la prueba continfia ahcra con uma verificacidn de la ecuacidn

1 & t 1
(5) (7 + éicmktlism?=sﬁn(n+g}t
Esto es verdadero porque o la ayuda de la identidad 2 oo Asen B
=sen (A + B) - sen (A - B), el miembro de 1z izquierda de (5) llega a -
sar
n

I [senlk + %—_?T - san (% —%}'{: = sen (n+-%~]t:]
k=l

3E81 -‘-g- +
La ecuacifn (5) establece la forma correcta del nficles en (4) an -
todos lew puntos donde 3&1’1{%} # 0. En dos pintos donde BE.II{;J =0, un va
lor que limita debe ser tamade, siendo la existencia del limite una conse

cuencia de la continuidad de las funciones en (3).

TEOREMA
Si T es 2n - periédica continua en cualquier parte, y diferenciakble

en x, entonces su serie de Fourdier converge en x a fix).
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FRUEBA

t
"

Puesto gue Enl 1, tenemos del lems,

sen(n + %-}1:

flt - x) - fl) | ————— 4t
Ll [y £

[f{t L' f{xJ] (2 sen% t). Esta

e = (5 D) - £

EN I

n

Sea x fijo, v oologue g(t)

funcifn es eontinua excepto en t = 0, donde no estS definida. Pero

lim g(t) = lp EOSR - FG) T . gy
t= © T+ B 2 sen 7 t

A=l que simplemente definiendo g(0) = f'(x) hacemos continua a g.

Puesto que

=1 ||

[T glt) sen (n + %Jt at

=T

J“g(‘t}ms%tsmntﬂt+% [T g(+) sen =t cos it at

- 2
i |1 bl 1}

i
=]

tenemos agul los ooeficientes de Fourdsr de las funciones p(t) o8 %—1: y
glt) sen% t. Estos coeficientes van hacia csro cuande n + = por la desi-

gualdad de Bessel. Por lo tanio =_ =+ 0.

41

Un tecrema similar al anterior fue probade alld per 1 afo 1829 par
Dirichlet, Su resultade fue que la serie Fourier d& una funcidn que == -
continua y mondtona en secciones converge en cada punto ® a f(x) a condi-

cifn de gue en un punio de discontinuidad, f(x) fuera definida com

1 [ftxs + £x - 0 ]
Por casi 50 afios después de esto == congetimd que toda funcidn continua -
estaba representada por su sepie de Fourdier, Sin embargo, en 1876 Tu Bois
-Reymond tuvo Exitc en construir un ejemplo de wna funcifn continua cuya-
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serie de Fourder divergis en un punto. Todaviz es una pregunta abierta =1

una funcifn continua puede existir pare lo cual la serie de Fourier diver
g8 en todos los puntos de  un intervalo. A pesar de estos resultados nega-
tivos; mna trensformacién muy simple de la serie de Fourier puede ser uti-
lizada para suministrar aproximacicnes "uniformes" de precisifn arbitraria
para todas las funciones continuas. Este descubrimiento por Feijér en 1800

puede ser enunciado facilmente: los primeros medios Cesaro de la serie de

Fourier de una funeifn continua convergen uniformemente 3 la funcidn. los

medics Cesiro de una sucesifn ign}smlmpmuedim{a‘n:% k]ilgk.

Los medics Cesdro de una serie son entonces los promedice de sus su
mas parciales. En el casc de la seris de Fourder, =i retenemes el simbolo
Enf para denotar las sumae parciales, entonces los medios Ces@ro son las-
funcianes

SE#8f+ .0 *8 f]

Podemrs poner' este operader en la forma de un operador integral oo-

mo sigue, el nicleo pare &l cual oouwrre conocido come el nfieles Feiér.

LEMA,

El cperador Feiér G, tiene la forma alternativa

5er

1 i R
(€ £)x) = g 7 EtRN—7—)" at
-7 sen 3 :

FRUEBA
Usando la forma integral de los operadores S_ (pag. 101), tenemcs
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WL Sen(k + )t
(8 £)(x) = = kg_g = IF £t + % 2_;%_? dt
1
_ ﬁ? !ﬂ o nfi 55’1“: 3 5}1:&1:
-7 k=o sen 5 t

Para tompletar la prusba debemos mostrar que

n=1 sen[k+%j-t sen%ntg
= { J
ko ssn%t sen%t

Serd suficiente establecer que

n-1
E EEn{k‘r%JtEEﬂ%t: lIsrm%n‘cl2
=o :

Usande la identidad 7 sen A sen B = cos (A - B) - eos (A + B), po-
demcs escribir el miembro izquierds de esta ecuacidn oomo
n=1

7 [eos kt - cos(k+idt ] - %’{1 - cos nt)

1
2 k=a

e la formila del"semi-angule", el Itimo es (EEﬂ%' nt)z.

Para probar el teorema Feiér necesitamos el anflogo trigonoméirico
del teorema operedor-monStono (Cap, 2 sec. 3). Nosotros lo establecemos-

sin prueba.

TEOFEMA TE KORDVEIN
Dejemos que {L } dencte una sucesldn de operadores lineales mondto

nos en C, Para que L f + f (uniformemente) pars toda fe C,
b d

n' b

rio y suficiente que tal convergencia ocurra para f = 1, y Sen.

23 HEE}E‘.EE
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TEOFEMA TE FEIER
los primercs medics Cesfro de la serie de Fourder de una funcidn oo

tihua vy 2n-periddica convergen uniformemente a la funcidn,

PRUEBA

Observamcs del lema anterior que los operadores Feiér Gn 80N Opera-
dores monStonos; es deeir, =i f > g, entonces 8 f>Eg Por el teorema-
de Korovkin, podemos completar la prueba verificando que G.f + £ cuande -
f =1, cos & sen. Caloulams entoness,

B1=2(14 .. 41 =1=1
n n

{GHDI:EHJ:J =%{ﬂ+msx+...*msx]=g-ﬁlmsx+tmx
{Gnﬁm}tx} =%{D+smx+...+salx] =r—1-l?llsenx-haenx



3. LA APROXIMACICN MEDTANTE DE POLINOMIOS [E TCHEBYCHEFT

12 posibilidad de representar las fimcianes de la forma f = ! aka
k=0

e omsiderd brevemsnte en la seccifn precedente, junto om los elemplos -
de las expansicnes =n otros sistemas ortogonales. Se verd en hreve que los
palinamios de Tchebycheff tienen ventajas decisivas sobre otros sistemas -
artoganales si es nuesivo proposito provesr de buenas aproximaciones en la
norma uniforme. En realidad para muchas funciones f, una expansifn Tcheby-

ni

cheff truncada E,_Hf - I & Tk &5 mUY cereane a una mejor aproximacidn -
) =0

k=
polinamial en la norma '[chebycheff. For supuesto, Snf ez la mejor aprowima
citnt de £ en la norma de lee cuadradcs minimos: z

£ - 5.£]|° = fi G0 -5 £)x)] (1- x92/2 ax
| =: f W- X - n = =

Para las funciones gue son altamente "repulares” (poseen muchas deri
vadas) la norma Tchebycheff,

|JE -8 8 |lp=  max | £ ~ (5, 5) (x|

~texel

esta generalmente demtre de un pequefio porcentaje de su minimo abso-
luto. Cuando tomsmos en cuenta el hecho de que un polinomio de mejor aproxi
macién es a menude dificil de obtener, mientras que 5.1 es relativarents -
ficil de obtener, reconocemos gque las expansiones Tchebycheff son un instru
mento importante en las aproximaciones uniformes. Realmente, aln si =e asu-
me que f es solamente continua (y 1 n < 400), mmea podenos obtenser mis -
e wma cifra decimal extra de exactitud al pasar de S,fael pelinanio de -
mejor aproximacidn (Problema 1, sec. 5)

Para hacer comparaciones del tipe gque se acaba de mencionar, emplez-

moE nuevarente la notacidn EnEfJ paxa la distancia (en la norma wmiformel-
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de f al subespacio de polinomics gque tienen gradoc < n. Asi

En{f] = mn M ]flxl - E 0%

Con esta notacidn, el teorema de Welsrstrass establece simplemente-
que E (f) + 0 para toda £ ¢ C [-1,1]. Despuds estableceremos algunos teo
remas de Jackson les m.:alesafinmquln(f} canverge a cero todo 1o mEs
répido posible cuando f es uniforme. En el momento gue emplesamcs las expan
siones Tchebycheff para establecer un teorema de "aletargamiento™ E (f)

puede converger s cero muy despacicsamentes para algunas funciones continuas,

TEOFEMA 1
g1 {Enj es cualquier sueesién convergiends hacia abajo a cero, enton

ces, existe un elemento f = C[ -1,1] tal que En'(f} > e, pam todo n.

PRUEBA

Defina nk==k_1~—=k‘_-;f=k§ﬂukT3i . Por hipdtesis, a2 0. -
Puesto que ||Tn]| = 1, 1a serie para f es mayorizada por la serie Lo y -
consecuentemente converge unifarmemente por la prebas M de Welerstrass (7.
B de Apéndice) Resulta gue f e C[ -1,1 ]. Mostramce ahora que la mejor -
aproximacifn de grado < 3 a f es simplemente la suma parcial

I
P= ] Tx
k:ﬂ"ka

Serd suficiente mostrar que la funcibn de error r = £ - P = ] h Tox



108

ditiene su desviacitn maxima desde cero o signos que alternan en gl me-

ne 3 + 2 puntos del intervale [ -1,1]. Considere los puntos

Xy = f.::ﬁfim’i‘"ﬂ} ot ¥ = Qawany 3”1.

Sik >n+ 1, entonces T3 (%) = cos(3® in/a™h) = (D% Asi nx) =
(-‘.Hli E = [-—1}i £.. Fuesto que
Kentt X =
m

e = Ietxd < )ell = T fof = e s
n b k=n+iuk st
hemes probado en realidad que r altema por 1o mencs 3n+1 + 1 weces entre

les valores ¢ €, For consiguiente, En{ﬂ » E3n (f) = £

Deberds cbservarse que la pruebe permanece vAlids s1 la sueesifin
{3} es reemplazads por cualquier sucesifn creciente de nfmeros enteros
impares.

Ya que == conoce un tecrema mas general del mismo tipo, lo estable
ceremcs aquf pero referimos al lector a [Timan 1360] &8 [Golamb, 1960] pa

ra 8u prueba.

TEOREMA 2

Sea {gl, g51---) una sucesifn linealmente independierte en un espa-
cig de Banach B, S (e} es cualguier sucesifn de nimercs que convergen ha
cia abajo a cero, entonees existe una f ¢ B tal que, pare tods n,

n
En=i1::f|!f" E ':iEiH

i=1
En 1a prueha del tecrems 1, se excibid una clase de funciores

fe € [-1,1] que tienen la propiedad B f = § f
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para tods o, Pnf y Snf siendo respectivamente las mejores aproximaciones
an la norme uniforme y en la norma de los cuadrades minimes con peso -

@ - ¥ 2

. Seria un estado muy deseable de asuntoce 52 muchas funcic-
nes comanes que requieren aproximacidn poseyeran esta propiedad. Desafon
tunadamente este o es el caso. Adems, las finciones consitderadas eq el
tecrema ! pusden ssr altamente irregulares. Bl ejemplo clisico & &sto -

{en términcs de las series trigonométricas) es la funcién de Welerstrass,

(1) flx) = ] 2 cos b5

k=o
E.nlal:ualﬂcaci,ybeamnfmﬂumtﬂninparma}mqma-l.Esrﬂ{i_

ro que esta funcitn es continua en todas partes. Pero no es diferenciable
en ningln punto sea cano sea. Una prueba de esto (en una forma ligeramen-

te dsbilitada) es incluida aguf & causa de su interés general.

TEOREMA 3
51 0 ca«<1ysibes n niero entero impar mayor gue 5a”' entcn

ces la funcidn Welerstrass (1) no es diferenciable en ningin lugar.

FRUEBA (Titchmarsh)
Bea ¥ un punto arbitrario. S= probard el teorems mostrando como ha-
cer que h + 0 en tal forma que h'l |£(eth) - f(x)| + =

Primerc escriba, ocon abreviaciones cbvias,

£l + h]:_.] =f0a) - ) h“lak[ cosb (x+h) - cmsl‘:kk] l
k=g

DAt L A

ks Icin
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LA

Con n fijo, selsccions un nimero entero v tal gue &l nlmero h = -x +
v 57" estd situado en el intervalo

t'%' T E'ﬂl! ;“h_‘n}l
Para k > n tenems oos B(x + h) =a:sbk""hn{x+hl =cx:shk'n vi = (=1)
fsi los términos A . pare k > 7, todos tienen el mismo signo, a saber (13",

For consiguiente

> A

LA L A A,

ya due - coe b% = = cosluyn - hn‘h] s - I,'—:nvms b'h ¥ t'h e [% . 1;-} Tesul
ta que - cos b'x tiene el signo E—llu. For consiguiente

& | =h7a" oo BMeth) - cos Hx|

}ﬁ.lan!—z Elnbn
- —3n
Por otra parte, para k < n podemos usar el tegrema del valor medio
para escribip |

3k
Jlal = 1 h 1 |n* sen b gl = ] akbkianb
k=n k<n

k<n -

Combinando las desigualdades antermorses produce

1 n
R
Estd clara gue para ab grandes el tfrming entre paréntssic =5 posi-

tive, y 13 expresifn complsta llegard a sep infinita cuando n -+ = , Espe-
cificaments, uno pueds chequiar que b > 5t es una condicifn suficiente,
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las series de Tchebycheff gque hemos considerade hasta ahora en ests
seteidn han tenido un comportamients de convergencia muy simple: la serie
f£=Ia T ha convergido parque I |ak[ convergif, v la prueba M Weiers-
trass fue aplicable. Los oriterics de convergencia m3s sofisticados, invoe
lucrando a ls funcifn f, son disponibles. Es adecuado establecer unc ds -
sstog aqui, afm cuando por razones de economia la prueha == remitida a la
sepcifn 5.

Como se dilc antes, w dencta al midule de continuidad de 1a fmcidn

£: wW(8) = max FE(x) = Fly) | .
|-yl <5

THREMA TE DINI-LIPSCHITZ
Si la funcidn f satisface la condicifn de Dini-Lipschitz en [-1,1],

1im w($) log & = 0 entonees el desarrcllo en polinomice Tchebycheff conver
ér0

ge uniformemente en &1,

Nosotros concluimos esta seccifn con alguncs teoremas, los cuales -
nog caparitsn pare estimar E (£) d& una expansién famal de f en los poli-
numics ortogenales . Supcnemcs por lo tanto ql..'e tenemos una sucesidn de poli
nomios {Qmu Q:!.,'“}- (los sub-Indices indican =l grado) la cual es ortogo-

nal pon respecto al producto interno

b
(f.E> = ff{xl glx) wix) =
&

Cualquier fmcién f e C[ a,b] entonces poses uns expansibn formal

£ Q
v b %%
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dende los coeficientes ectan dades por 2 = (f,Qk') a’(Qk, Q. la serie

pede o no converger a f.

TECFEMA 4
Sea T formalmente expandida en uns serie & polinomios ortogonales ,

fﬂ..Ecka. Entoness

1) B > max o [ouqls 05 loglsed
.':.iJ {f} ?‘ /E +,1 n+.u + En+2 cf,ﬂ-_.a

Ba(E) = vpe [9ea] * T loeal * oo

dongde
b b
ot [ Gems S 1ol w
b? b
B = ;Q‘k“”é“‘
 f =

v = max | Q. (x)|
k7 e K

FELEEA
Sea P el polinamio de gﬁdcqﬂ&lﬂmsememqurfm
a f en la norma wniforme. 51 K > n, entonces las relaciones de ortogomali

dad implican



1iu

ol [we | fen)

b

Jaf{f-P'}ka‘
b

< ilf-?l Q| w

b
s Ei(D £|Qk[ W

n
Esto prueba (i). Para probar (ii) sea S = k; G @ También pan
' =0

32
ga (E.g> =[fgw ysea {"q:} el conjunto ortonormal de polinamics.
a

Ahora aplique la desigualdad de Bessel a f - S, notando que
£-8 1Q .y q)

v
S, L @ qreen)
entoioss
I el = I (-5,8)7
k=n+1 k=o
S CE-8p f-8)
<« £-P, £-P)
b
< E; (£) [w
a
1/2

Puesto que § = Q/ Qo Q> nesotros tenemos

£ Ek}’ s G, Qk>2 7 {Qer QP = c:i Qs > - Esto prueba (ii)

Para la prueba (iii), cbserve que es trivial a menocs que I‘rk| ek| gea -
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convergente. En el caso Gl'Himo, las series [ g Q, convergen uniformemente

y represents f. Asf

I F el

k=n+l

E(F) < ||£-8]]

1 lad lladl = T led v

=T

|~

la aplicacién principal del teorema precedente es para expander las
fimciones en las seriec Tchebycheff, £ o I a T, donde queremcs decir me-

diante el simbolov unicamente gue

akr-% 1 flcos B) cos k@@ para k > 1, v ac=-11; (T fleos 8) do
g 0

no es del tods necesaric que en &stas estimaciones la serie represente a

£.

TECFEMA 5

s fec-1,1] y si £+ a Ty, entonces

i ED 1% mex{ [anﬂj’ Ian+2],... }

iii) E(f) = |qn+1] + ]%+2] ¥ wes

PRLEBA
Debemcs calcular las oconstantes & Bk" qummmelteorg

ma anteriaor:

I 2ot - %) Y2 ax = [Toos’ ke = 7
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-lf?dx

n

1
ji |7 0] (1 - ) £"|ms k8| ds

n/ Tk
=2k [ ocos ko d =2

1
(i1t 12

Por 1o tanto. 8 = %, Bk=%' Por supussto gue,

TEOREMA 6. [Rivlin, 13962 a |

Si fnig T, entonces lEn_iif} - lg4ll = Ic:E» En
n
PRUEEA
La mitad d& 15 desigusldad afirmada resulta del teorema anterior:

E B -Jal< [ lal-lal= 1 lal

K>n k>n

Para la otrd mitad nesotros debemos mostrar gue

E L&) > |ah| - lc-,;n ]E'kl = e

Esto 5 trivial si ¢ < 0, podemos por lo tanto asumir lo contrario.
Entonces se da que

Ilkgnakall < L Il < gyl = 1lg, T,

kan

Consecuentemente la Amcién £ - kLaka=an T * kgn a, T, posee

n+ 1 puntos en loe cuales toma alternativamente valores positives v ne-
gativos, siendo estos pm‘tcslnsext:mnns_de!’n. Estos valores son al me-
nos ¢ =n magnitud, y por lo tanto mediants ¢l tecrema de la Vallfe Poussin

(T. 11 de Apéndice) E_, (£) > ¢.
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i, APROXIMACICN [E CUADRAIOS MINIMOS DISCRETA

(onsideramos ahora un "ssudo producto intsmo”

m
(£, 8> = igi Flxp) gOx) win)

en el cual los puntos X ¥ lnepesasw{xi} son prescritos y mantenidos fi
jos. Asumimos que f y g pertenscen a Cf ab] Y que X € [ab ]. Liamamos
a ésto un seudo producte intemo porgue alli existen funciones o cero f
satisfaciendo {f, f> = 0, Correspondiente a este seudo producto inter-
no hay una seudo norma © sSemMinorma.

]| = &g £

y es razonable pregungar scerca de los problemss de aproximacidn relati-
ves a ella, Resultzs quE alguncs sistemas & funciones gque hueeren ortogo-
nales con un producto interno integral son tambi®n ortoponales con respec

to 2 un producto intemo "discreto”.

TEOFEMA 1
Sea {Q_D, ﬁ'i o+ } 2l sistema de polinomics (los sub-indices denctan

sus grados) el oual es ortonormal con respecto al producto intemco:
b
E gy = [ fx) gx) wix) dx,
a
Entonces el sistema {ﬁﬂ, 51 ...} es también ortonormal con respec

to al seudo producto intermo
|
(L g} z 1'231 Ay f(ij g()&]

dmd&ﬂ:n,lasximlasmims:bf%,ylasﬁisan]x:ﬁﬂcﬁfidentes
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de muadratinrss Capesianas,

PRUEBA
Pare cada N hay una formida d& intepracidn Gaussiana (pag. 85),

e v )
Flx) wlx) ¥ A, £0x)
a i=1 =

1a cual es exacta cuando f es un polinamic de grado < 2N, Agui los x; =m
‘iasraic&s-:hq.ﬂ.ylmeneficimtessmﬂaﬂ:ﬁpwlaﬁf&mﬂaﬁthlap&g.
ga: .

dyl) 1 b Qyfx)
- = ) dx
Ny e [ R

p

La positividad de los coeficientes A fue observada en el curso de
probar el tecrema de Stielties (sec. 1). Asi el seudo producto intemmo -
tiene la propiedad (f, g» > 0, Tomando k + m < N en la formula Gaussia-

na, ten=mos

b N _
e = i" Q'kl':x} Em(:{:l wlx) dx = iz:l Ay q(“‘i:' Qb xy)

COROLARTD
los polinomiocs de Tchebycheff tienen lz siguiente propiedad; cuando
X; ¥ cos [(2i - 1) w2N] vy n+m< 2N,

LLE par =4
Wi
=]
v
=

2 n
oL T () Tolkd = 1 (n

P
L]
e
"
8
L]
=]
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FPRUEEA
La formuls de cuadrature Gaussiana para este caso tene los ooefi—
cientes P’i = o/N. Cono se cbservf en el problema 1, sec. 1, los polinomios
Tchebycheff tienen la propiedad
0 (n#m

1

2 .= 1/2
= {1 Tnlix} Tm(x}ii-x ) v =

1 (n=m>0D)
2 (nh=m=10)
de la cual resulta la ecuacifn deseada, scbre muestra sustitucidn de la -

suma Gaussisna para la integral.

TEOFEMA 2
El polinomio P de grad <n - 1 que interpola a f en los ceros xl,

.,xn:;bﬁnmdaﬁ]pm"
n-1

P(x) = k;_oach a

L1l

n
iEJ, ﬁi Q. (%) £ix)

FRLIERA
las ecuaciones mediante las cuales se det=ymina P sean

n-1
'_.t lJ = f{x_'] Ei 1."'" n}
LW Glxg) = £y

Ahare multplique ambos lados de esta ecuacidn por P‘iﬁj bci} Y Sume

pard 1 = 1,..., N, Por el tecrema anterior, cobtenemos

n _—
2y = igi Ay qj(xii ﬂx;.}



COROLARIO
El polinamic P de grado <n - 1 €l cual interpola & f en las ralces
xiﬁg‘mdadnpurl_asfﬁzmﬂm

n-1

_e_3 .
Pa=zial+ k:£1 a. T, 5 =5 f(:-.:i:l T (x)

#H~13

5% §

En realidad, los polinamics de Tchebycheff tienen varias propisdades
andlogas del senc, coseno y funciones exponenciales. Una de las mis impor-
tantes de astas propiedades estd incluida en el siguients teorema.

TEOREMA 3
Los polinamics Tchebycheff tienmen la propiedad de ortogonalidad

H [ H
igc an:x].} l'mf.':c:-} = AN, my m 3

donde x; = oo8 (in/N), la doble prima significa que el primero y iltimo -
término deben ser reducidos a la mitad y, A(N, n, m) denota &l nimerc de

enteros en el conjunto {(n+m)/2N, (n-m)/2N}

PRLERA

Puesto que X = cos{iw/N) = cos[ (MN-f)v N ] = XoN-gy TERSIOS

‘lﬂ 1 1 EN“I*I
T e JT Oed = T (%) T (%)
& noogome g 3 45 n'Y m™

S
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Una aplicacién de la identidad cos A cos B = 7 cos(A + B) + Foos(A-8)

2N-1
% H {em—nﬁ-m—jn+ucsn—ﬁﬂjv1
3=0
lamwlianausafelaf'mmlaeig=mﬂ+i5enﬂ}pmﬂesermmnnmi—
da como la parte real de

2N=-1 ] - .
% jzﬂ { [E(n'l’mJ:L'lr.-’N]j 4 [E{n—mJlan]J}

Estas serdes peom@tricas son facilments sumadas usando la fGrmula

spgm e (1-39a-01 Gz
3.
3 =

J=0 X (A = 1)
En efecto, &1 ni n=-m, ni n+m es un miltiplo de 2N, la suma es

1 - E?tn+m}in 1. Eﬂn—m}i'n

T (nf)in /W m Eey A
_I_En Iin I_E{nmhrﬂ

Siwune de n-m & mm es un miltiplo de 2N, la suma es 2N, y &i ambos

son miltiplos de 2N, la suma es UN.

TEOREMA 4

S1 fe €[ -1,1 ], entonces, con %, = coslin/n,

1
E . [f) ol

i, 4
- 2 17 ) ‘

i1=0

(Las primas indican que =] primero vy (ltimo término en la suma debe

rén partirse)
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PRLEBA
Dencts P el polinomio d& grano < n el cual representa 13 mejor aprog
macidn de f en lcs N+l puntos d& X ..., X

Medisnte el tecrema de alternacifn (T.12 del Apéndice) P =atisface -

las siguientes ecuscignes

(1) DM+ Pix) = £ix)
Puesto que P es la medor aproxdmaciin en {xi} , tendremcs

E__1(f) 3_5?: [Elx) - P(x)| =[a]

Nos queda entonoes probar que
11“ i
(2) nA = E (=1)" flx;)
i=o
Pare hacer esto multipligue la ecuacién (1) por Tnl!xl.}, v luegp -
apligue el operador I" 2 ambes ladeos , asi:

) Ny 4 Ty Tln
(3} A (-1)" T (x,) # P(x,) T (x.) = T (%) filx.)
ign n' % iza . i . izn n L i

#hora P puede ser expresada com ura combinacifn lineal de los peli
nomos de Tchebycheff Tﬂ’... ; 'I'n_l. For lo tanto mediante el tecorema ante
rior, =1 término IHP(:{iJ T (%;) desaparece. Para los otros témincs es -
necesario unicamente obserwvar gue Tn(xij = | fno= {_,1]5-_

Es ahora una oosa ficil de establecer un teorema d& [Bernstein, 1920]
el cual provee una acotacién infericr para En_iifl en aquellos casos cuan-

do la serie de Tchebycheff para f converge absolutamente.
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TEOFEMA 5
51 Efanl <w yi=za T, entonees en [-1, 1

E (D) > |a +ay +a_ +...|

FRUEBA

For el teorema anterder E_ (f) > [)| donde

i,

a i i
s = {=1)" Flx.)

n izo 1
1 {

S — (-1) T, Cies)
2 igo k:za o S

-1 7o 7 ()T (x;) (%, = coe=D)
TR i B i 1 rn

Hmtnﬁutﬂizadnaﬂie_lhﬂmcqunfxil =f-11iymtanmam
del cambio del orden de la zumatorda. Ahora mediante el teorema 3,
L
] T (el T, (x;) = n donde k es un miltiplo impar de n y de ctra manera-

dﬁaparum.h‘llntmtnh=%*am*,..

Hemos observado anterdormente que los polinomics de interpolacifnm -
de lagrange con nodss gque han side fijados con anticipacién no proveen -
apraxdimacicnes uniformes de precisifn arbitrards a todas las funcicnes con
tinuas, ¢Cudl es la situacidn parse las normas que son diferentes 5 1a nor
ma uniforme? Un resultado positivo es =l siguiente,
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TEOREMA TE ERDOS - TURAN
Sea {}ﬂ1 Q1,... el sisteme de polinomios el cual =5 ortogonal en
[2.b] con funcién peso w. Pare cada f ¢ C[ ab] sea Lf laque denote el
pﬂlhmtindegtahinelmaljntemlaafenlnsnemschqmi_ Enton-
ces ||L f - £|| +0. Es decin
b
[l £ - £ % wix) ax » 0
a
FRUEBA
la férmula de interpolacitn de lagrange puede escribirse en la for-

ma

(000 = ] fx) 4,60 e
filx) = Fia | L.l(x) =
Lh s - il i {Hﬂ&-] Q‘nﬂfxifﬁ
De este se da que .E,l l L‘_‘| para 1 ¥ i; nosotros simplements escri-

bimos

b Q (%)

1 n+l
vy dad = (%) wix) dx
& !j:‘ qlnﬂt“ij ﬁln-l-ihjj é{qnﬂ (x-xi}(:t-le

y cbservamos que la fraccifn bajo el signo integral es un polinomio de -
gradc n - 1. Necesitaremos tambifn la identidad

z_f'é{xl wix) dx = [ wix) du
Para probar esto, empezar por la ecuacifn [:.zihd J2 = 1. 51 nesotres -
multiplicames por wix) e integramos, 21 miembro izquierdo se simplifica -

(a través del uso de la propiedad de ortogonalidad Z 1 rj:r a

8 () wix) ax.
Ahcra para probar el teorema, dejemos que Fn denote el polinomic de
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grradn:n.elualaeaprmdmmjurafmlamawﬁfma [ +]] g Com=
forme a algin teorema de la pigina 94, ||Fn- f||w+D. Asi serd suficien
te para €l propdsitoc presente probar que I|I.hf- Fn”w + 0. Ya que LP =
Pn,tenams,mlaayudadelcshechnammriums,

i 2
Il = L =200

[|L £ -P

n

2
[ ELf(x) - P (x)]L 6D 1 wix)

1]

2,2
E[fx) - P ()] [E00 wix) ax

2
[1£ -2 |lg [ wx) ax + 0

A



S, LOS TEOREMAS JACKSMN

En la seocd&n 3, nosotyos derdvamcs algunce estimados de la cantidad

T :
E (f) = inf sw |fG) - ] o x*|
N S -1<u<1 i=0
bajo el supuesto que f podrfa ser representada por una serie Trchebycheff,
y e s La Gnica acotacifn superior en E (f) obtenida fue dada por la
=0
desigualdad elemental
E(ED) < la 4| * fa,l + o
Esto podria ser usado indirectamente en el caso de una fimcién £ -
dos veces diferenciable para acotar E (f) en témincs e ||£"]
remas de tal naturaleza, rﬁla:ﬁ.mmdn?hiﬂ & las propiedades de uniformi

'me-

dad de £, primero fueron dadas par Jackson en 1911, En los afios interme—
dios los aspectos cuantitativos (pero no los cualitativos) de estos teore
mas habfan sid mejorados, por otros investigadores. En esta seccifn deri
varemos un nimero de estos teoremas , sefialando (pero no slempre probando)
los resultados mds posibles corrientemente conocidoes.

Nuestrc plan es obtener los estimadcs iﬂn(ﬂprﬂmrﬂparala -
aproximacion por los polinamiocs trigonamétricos. [ejemos que CE!T represen
te &l espacio de las fimciones continuas 2w - peribdicas con la norma -

suprema, Para f ¢ Czﬂusc:.r-ibinm

I
E(f) = inf max |[f(8) - ] (akms kB8 + by sen k@) |
k=o

aehy ¢

El primep tecorema de Jackson, en la forma mejorada debide a Favard



127

y Achieser - Krein, sstablece que E_(f) < t%'-)(ml]n"l] |£'|| siendo 1a cons

tante (D)(n+1)™" la mejor posible. La prusba necesita 3 lemas,

LEMA 1

S k < n, entonces |"(sen kx) sgn sen nx dx = 0
0
PRUEBA ‘e

Ya que el integrando es una funcifn par, serd suficiente probar

/" {sen ¥x) sgn sen nx dx = 0
= —— : e -dkex .
Puesto gque sen kx e una combinacifn lineal de e ¥ e , Serda -

suficiente probar gue cusndo |m| < n,
I e™™ sgn sen nx ax = 0
=T
Denots ahora la integral por I, v haga el cambio de la variable

=1/
Iz =

-m=7/11

m{w“mjsgn sen(ny +n) dvy

Ya que el integrando tiene perfodo 2v, el intervalo de integracidn
puede ser sustituido por [ -m,v]. Por eomsiguiente

S Eium!n f" Eiuy imr/n 1.
-

SEn sen ny dy = - &

.'Lmnr’n‘ -

Ya que |m| <n, m/n no e= un miltiplo impar de v , y &

For consiguiente I = 0
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LEMA 2

El valor minimo de
n-1
M= 1§ sen kx| dx

0 k=1 e

(para todas las posibles seleccionss de n,cfl es g-

PRUEBA
No importa la forma en gque nosotros escojemos By weey B nosotros
podenos escribir uiilizando la propiedad de ortogonalidad del lema 1,

n=1 n-1
"= - Euksmkxldx_:-_ [Mx - Iukaenkxlag;nsennxdx
a k=1 0 k=1

7 g":-rsgn seri nx dx

n-1 X (k+1) n/n
: | ] X [ xax
kS Sl
2 | Pgh . ok 2
5 (=1)7(Zk + 1) = —
3 |ids 2

En =1 Oltimo paso nosotros hemos empleado una formula simple la -
cual puede probarse por induccifn (ver prob. 2). Queda shora ver si la -
acotacifn inferdor +2/2n puede ser lograda para una escogitacifn particu
lar de oyaeeesy ay- Notando como 1as desigualdades se dan en el cdleulo-
anterior, nosotros vemos gque deberfamos hacer que la funcifn ¢(x) = x -
-Euksm]-:c cambie =igno precisaments en los puntos de (0, n) donde -

el sen nx cambia signo. For 1o tanto las ecuaciones, siguientes se satis
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facerén para i = 1, ..., n-1.
n-1 .
= g 2%
kgi m sen k x, = % (x; n}

ue esto pueda hacerse es una consecuencia del hecho que
{sen %, ... , sen (n=1) =}
satisface la condicifn de Haar en (0, =). Que la fmcifn resultante ¢ real
mente cambie de signo en los puntos serd probadoc asumiendo lo cantrario.
Entonces ¢' desaparece en cada intervalo (xi, Xi4q), WA VEZ en {0, x1)
ymmﬂmnﬁﬁdﬂlmwmmxi,pﬂﬂmtntalﬂenmcﬁ cono minimo, Fe-

n-1
o ¢'es cela forma 1+ ] 8, cos oty puede desaparecer en no mis de
=1

n-1 puntos de (0, =).

Fijando n, definamose un operador L de la forma siguiente. Dedo f una
funcidn contfnua y 2 -periddica, colocar

a n
(LE)x) = — ¢ kzi A (& cos kx + by sen kx)

en €l oual lo: cceficientes Ay quedan a nuestra disposicitn y el 3 ¥ by
sa los coefigientes ordinarios de Fourder de f. La prueba del tecrema de
Jackson dependerd sobre una clerta seleccidn de A la cual hace 1f una -

buena asproximacidn a f. Nosotros requerdmee una férmula integral pare LT,

LEMA 3

Si f es 2n-perdbdica y =i f' es continua, entonces

- | il 3 t"ijk T
(f - 8Xx) == [[zt+ ]| z7—A senkt] fi(x+ o -tidt
-1

k=1
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FRIEBA
Si nosotres denctamos la expresifn en corchetes por $(t) v luego inte
gramos =1 mienbro derecho de 13 scuacidn, por partss el resultado es

- plt) Flu + 7 - 1)

1 1,31 o :
= 4 1’“ 'E)F (et -t)dt

=T

Utilizando las ecuaciones §(iq) = ¢ -%— my f(x) = f{x + 2¢), noso—
tros obtenemos
-f{xl+l f’i;, ?E-ﬂk cos kt | f(x + 5 - 1) dt
m = 2 }L_=1 ﬁ}( ] g

Cambiando la vardable t + x + 7 - 5, y wando coski(x + 7 - 8) =
cosk (x + 7) cos ks + sen KO n)sen ks = (~1)%(coskox cosks + senkx senks)
nosctroe llegamos =

bp]
) + 2 [Ii_af ] & (coskx cosks + serdx serks ] £(s) da.

¢ k=1
Puesto que
= | . ! .
& == E:f{slmsksdﬁybk—-}- ﬂfta}sm}mds,

esta (ltima sxpresifn s= welve inmediatament= -flx) + (Lf)(x).

TEDREMA T IE JACSON.
Para toda funcifn f & -perifdica y con derivada continua,

B0 < g 1]
y la constante #/2(n+1) es la mejor posiblse.

FRUEBA

Del lema 3, no importa como seleccionemos Ay s« A s
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En{fliHL.f*fH
n k
1 £ -l
slell 2 M1+ § S a senkx | @
= k=1
— o -1k
= ||t < g | £+ kEI =k=A senkt | dt

Por el lems 2, existe unzs ssleceifin de los A, para 1z cual esta Ql-
tima acotacifin superior se vuelve aquells del tecrema.

Para probar que la constante es 1a mejor posible tenemps que exci-
bir funeiones para las cusles 1z acotacifin supeprior e casi aleanzada. A-
fin de ver gque propiedades deben tener tales funciones chserve la fErmula
en el lema 3. les caefidmtaaﬁk estén seleccionados de tal forma que 1a
expresifn en corchete cambia de signo o €l sen(n+1)t, Entoncss el inte-
gral alcanza su magnitud méxima cuando f' cambia & signo ocon sen(n+1)t,
For lo tanto nosotros consideraremcs funciones con derdvadas continuas -

las cusles Son ocercanas a 1a Ameifn no dferencishie

X
£, = [ sgn sen(nt)t dt
0

En el siguiente gré&fico nosotros hemos trazado el integrando (con -
linea cortada) y su integral £ (con linea cntinua)

-k e e e = =
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1/(n+1)
La norma de f_ es clavemente [ 1 & = r/(n+1). E1 polinemio -
0
trigonométrica de grade < n el cual mejor se aprowdma 2 £ en [0,22) es 1a
constante %—Hfoj |, puesto e el error tisme entonces Zn+? puntos de altep
nacifn, es decir, los purcos kn/(n+l) para k=0,..., Zn+l, Entonces E (£ )=

Hig = 3 @et) = [wvztrn)] || £

Pussto que esta funcifn £ es el limite de otras funcicnes las cua-
les tisnen derdvadas continuas de norma 1, nosotros concluimeos que ls ome
tante n/2(n+1) e la mejor posible.

C, €l cual satisface [f(x) - fly) < Alx-v|

. LA
WO < me Ty
v la canstants /2 &5 la mejor posible.

PRUEBA
xS _
Fijando § » 0, definir ¢(x) = 1. [ £(t) dt. Entonces
8§ X=b
l¢'tx)| = ,2%: | flx+8) - flx=4)] <1

Cansecuentemente , mediante el primer teorema de Jamkson,
E () < m/2(ntl)

Ademés,
w+E
460 - £ | < 2—1 [ ]£0) - £ | at
8 XA
¥+5
i _ R
<5 J liw-xat=5t

X=d
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Si P denota €l polinamio trigonométrico de grede < n el mual se aproxd
M mejor a §, entoness
E(H < [[f-pl|
<[I£~ sl + [I¢ - Pl

A

g 4 e
Ya que esto e verdadero para todo 6> 0, es verdaderc pare 8 = 0, v

ETEE

=

esta es la desigualdad a ser probadas. la oonstante v /2 es agul la mejor
posible porque es 13 mejor posible en 1a glase mencor de las fimciones om
derdvada continua, v para tales fimcicnes, A < ||f'||. [En realidad pars
la fimcifn especial £ ooneiderada en el teoremaanterior, se cbtiens 1la

cota m /2(n+1) ]

TEOREMA TTT TF JACKEN
Para toda f ¢ {32“,
E (£) <w(=3)
donde w es el mbdulo de continuidad de f. El coeficiente 1 de wln/(n+1]
es el coeficiente mejor posible independiente de £ y n.
En esta forme precisa del teorems de Jadkson se debe a Komeicuk.
Ya gue la prueba es algy tEonica, probaremos &n cambio un resultado facdl
pero débil, es decir,
E () < 5wl

FRUEEA

Empleando la funcifn ¢ definida en la prueba del tecrema anterior,
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tEnemos

6760 | = 5r | £Oet8) - £(x-8)| < 25 w(28)

Procediendo como Jo hicimos anteriormente, cbtenenos
|6Cx) = fix)| < wil8)
Y entonees
1
E_(f) < w(d) + . w(28)
Bt = Bty 2
<w(28) [ 1+ mgm]

Si se toma 2§ para ser w/(n+l), ésto Gltimc se convierte en

24 [o/tni)]

EJEMPLD

Mediante la excibicidn de una funcifn especial, podemos mostrar que
la desigualdad E_(f) <u[ 1/(n+1)Jes la mejor posible. Sea 0 <& < 1/2, ¥
pongamos h = w/(n*l). Seleccians f & (03 2e/(n+1)2), v ponga
; =dh - (0 -4 + :‘u'JE parai = 1,..., ntl
Asi,

41

-%x;=h+8>0 ¥ xnﬂ=!n+11h=17.

Defina shora f por =l gréfice siguients, (oloque f-x) = Fix). Del grafi-

co cbservamos que wih) = 1.



261

la preba estard completa si podemos mostrar que
EnlfJ > (2n + 1)/(2n + 2} - ¢

Sea P(x) = [1/(m+1)] (5 + coe x + ... + @8 n %)

Esta funcifn (similar al nlclec de Dirichlet) se mostrd en 13 pig.

102 que == 13 mi=sma cam

sen(n + %}x
P(x) = T
2{n+1‘.!se.na- %
Sbservamos Gue P(D) = (n + %:.u.r:.mu y Pm = <05 Y 0n + 2.
AdemSs, ||P'|| < [1/n+1)] (1 + 2 +...4n) = n/2. For lo tanto

[PCx.) - PO | = |P*(E) | |xi -ih| <« (n/2%n -1+ 108 <«
FTinalments,
Fix;) - Blxg) = [£x) - PEWY] + [POB) - Peen)] = (-0

i+
- 0 n 4 ) 4 8, en 8] <

451 £ - P tam en los 2n#2 puntos  [-n,n) valores los cusles alternan en

signo ¥ son por lo mencs (2n + 1)/(2n + 2) - e en magnitud, siendo el pun
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to cero uno de &stos. For el tearema de la Vallfe Poussin,
E(f) > (2n + 1)/(n + 2) - ¢

TEOREMA IV TE JACKSON

S1feC_ ¥ si f posee una k-ésima derivada continua, entonces pa-
ran >k,

E () = 320 |54

y el coeficiente /2 es el coeficiente mejor posible independiente de f,
kK yn.

No daremcs la prueba de este tecrema, el cual depende de un andlisis
similar a aguel que conduce al teorema I, pero estaremos satisfechos con -
wna prueba de la designaldad mis d8bil.

(1) E (D) < Gt £

FRUEBA

Denotemos por e () el minimo de [|f - P|| cuando P se extiende so-

bre todos los polinamios trigonamStricos de grado < n con el periodo cons
tante cero. La prusba de (1) consiste en establecer la sucesidn de las de

sigualdades.

(2) E (D) € sier e (£) < ()’ e (£

< < < & ;k—l {k-l:l}

| A
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Pare verificar 12 primera de Sstas, sea p la mejor aproxdimacitn a f'
libre de un té€mino constante, Sea Puna integral indefinida de p. Enton-
ces ||(f - B)|| = [|[f - p|| = 2 (f'). Por consiguiente por el tecrems -
1 de Jacksan,

- W R :
E(f) =E(f-P) coes |[(f = P)|| =25 & (FY)

Ahora en este argumento abtendriamos realmente

e, (£) < = e (£1)
gl las series de Fourder de f estinderan libres de un t&mmino constante,
va que el operador L usads en la prueba del teorema 1 de Jackson produce
un polinamio trigonamétrico con la misma constante oomo en las series Fou
rier. En el caso de f' y todas lae derdvadas mds altas 13 constante en las
seriez Fourier es cero, debido a 1a periodicidad:
2 [fee e [Re) - fn] =0
m n

—-=

A =
&}

Az1 siempre tenemos evifm] < [w/(2n + 2)] enl:f(“q'n}, para
v=1, 2,,., ladesigmmldad final en (2) resulta del tecrema I de Jack-
san, junto oon la chservacifn hecha acabada. de hacer acerca del operador L.

Entre los corclarics a ser repetidos de los tecremas de Jackson es
18 el teorema [Mni-lipschitz citada en ls sec, 3. Nosotros lo establece-

mos agqui en t8ymince de las series Fourder,

TEOREMA DINT-LIPSHITZ
Sifach woei wld) log § » 0 cuando § + 0, entonces las series -

Fourder de f converge unifornmements a f.
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FRLEBA
la (n+1)-Esima suma parcial de la serie de Fourder de f fue moetra-

da en la pag. 101 que es de la forma
1

W) = = [TC J—T—Emn il L
(5 £)x) = = £+ % at
- i -7 2 gen =t

[2 estg obtenemos inmediataments

senin :_E‘_}E

-

r.EIEn:,?-Jt

gt

[15.511 < [1£]] af“

La integracion de la derecha produce un nGrero ocoocide come la
"n—£sima constante lebesgue". Estf acotada anterdiarmente por 3 + log n, -

tal com veremcs integrandc separadamente [ 0, %:l y [-:'T o7 ] cam sigue:

1
/n| sen{n + )t 1/
2 3 2 ny
= —— dt = = | 5+ cos t+ ... +cosnt]| dt
T8 2senz t L qu
T 5y

Aquf hemos usado una identidad trigonomftrica de la pdg. 101
En el otro intervalo usamos el hecho que sen(x, > = [ 1o cual es eviden
te del gréfico del sen (3) ] para obtener
sen(n+ )t

T

T 4/n

i
el [0 Gdrslen - log
1/n —

sen 5 t
Ahora sea P el polinomio trigonométrico de gradof n €l cual mejor
se aproxima a f. Entonces mediante las cbeservaciones antericres y mediante

el teoyrema TIT de Jaokson,



)
[xe
oo

|18, £-£|] = [[SLE-PY - (£-P)

| ™

[8,¢e - B|| + || £ - Pl

(3+logn)||£-P| #]||£f-F|

|~

L]

(4 + log n) En{f]

A

(4 + log n) wimmy =0 cuandd n + =

TEORFEMA V [E JACKSON

%aaharaaﬂtﬂ lz gue denote el error minimax a2l aproximar
fe C[ -1,1 ] mediante polinomics algebrfices de grade < n.
Entonces

D E () < wle/(n41))

i1} E(f) = [m/2n+d)] si £ - (9| <2 |x - v

| ]

351 E (8 < (/2 [ £/ ) tneki2)] i

£X)_ o [-1, 1] yn>k

PRUEBA

la funcién g(8) = flcos 8) es par continua y 2r-peribdica.
Sus mejores aproxdmaciones mediante polinomics trigonomStricos deberd@ ser
por lo tantc par. Para ver esto sea F una mejor aproximacitn y sea Q(8)=P(-8)
Entonoes

Q- F|| = max | Q@) - F(B)| = max [Q(-8) - F(-B)|=|[P - £|]

—pB<n —1<B <

de donde se da (por la unicidad de las mejores aproxdmaciones) que P = Q.

. emranutem = €1 wesa P = fp .. Entoncss
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Nosotros recordamos que todo polinomic trigonométricoe par puede ex-
presarse come un polinomic algebrdico en la vardable oos 8, e inversamen-
te. Por lo tanto el errcr en la mejor aproximacifn de g mediante polino--
me triponamétriccs es el mismo que el error en la mejor aproximacidn de
f por polinomics algebréicos:

max |£(x) - P(x)| = max |f(cos 8) - Plcos 8)]
-laxe<l -n<B<ny

L= aseveracifn (i) se daré shore directamente mediante el teorema
IHdEJaﬁwmsimwtrmpudm:mestablemrqmwgiwf Que este es el
caso puede verse utilizandec £l teorema del valor medio pare cobtener

|cos €y - cos 8y = | -sen By [0y -0,] < |8 - 8]
y escrihiende

wEfﬁ} = max |g(B1) - 2(82)

|91'Gg|‘_5

< =+ |£(cos 81) - floos B82)| = W (8)
loosB1-cos82| <&

La afirmacifn (1i) se prueba en una forma similar segln el teorema
II de Jackson, Es unicamente necesario observar que si | £(x)-£ly) [< Az |

entonces  [g(@1) - g(82)| < A | cos 01 - cos 82| < A8y - 8] .
La prueba de la aseveracidn (iii) empieza con la desigualdad general
3 n
(1) E]'t{ﬂ imﬁn_l (f")

A fin de verificar esto tome F_q que sea el polinomio de grado

<n-1tlei mmlmjmrsaa;tﬂdmaf*,yaea?n= an—il' Entoneces
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[[C£ = BO'|| = E__4pp1y, Consecuentemente, £ - P satisface una condi-
cién de Lipschitz con una constante A = B, £'). Mediante la afirmacifn
(id) sa::lal:[uEEn{f-—Pnl < 7w A /(2n + 2), y esto es equivalente a la de
sigualdad (1).
Ahora apligue la desigualdad (1) k veces y luepo use €1 hecho obwvic
E(f) < [[£]]| « El resultado es
BB momy  Ep_q(E) 1175-}%; E__o(EM < ...

{Tfk i

< (X (x)
B T Bkt

(5K |1 ££%))
2 (n+1)X(n)...(n=k+2)

I~

PROBLEMAS
1. 88 fFe€ [-41 ¥ fnEa T entonces los polinamics

n
Snfz h -:-lklch no son malos sustitutos para los polinomics de nejor
k=o

aproximacién a f. Especificamente, E_(f) > (4 + log n!l_‘l”f-sn-f“ . Faor
lo tanto para todo n arriba de 400, nosotros podemos obtener a lo sumo
una cifra decimal exira de seguridad al reemplazar S f mediante el poli
nomio de mejor aproximacidn.

n

2. Probar que paran= 0, 1, 2,..., J (-05@Kk + 1) = ) (n*1).
k=0
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CAPITULD IV

APROXIMACION RACIONAL

1. LA EXISTENCIA [E 1AS MEJORES APROXTMACTONES RACIONAIES:

Consideramos &1 siguiente problema de aproximacidn Nos son dadas -

una funcitn f ¢ C[ &b ] y un par de enteros n > 0, m > 0. Nosotros husca

mos el aproximar f mediante una funcidn de la forma R = P/, donde
n
3 = + B enial
P(x) a+ax +ax
- mn
(] -b0+b1:4:+ +hm:-:

Nosotree podemos sienpre tomar parda nuestra fincifén R una representa
cidn en la forma P/Q la cual es irreducible, es decirP ¥ { mo tenen fac
tores comunes mas gue constantes, Entenced, para que B o= P/ sea acotada-
en [ a,b ] es necssardo y suficients que ( mo ‘tenga rafz en [ a,b]. Por-
lo tamto, pars aproximar funciones continuss en 13 norma uniforme, no -
existe pérdida de generalidad al requerir que Q(x) > 0 en [ &b ]. la fa-

milia resultante d= funciones yacionales se dencta por Rmn]:a,b]:
Ry L 267 = {%f P <n, i} <m, Qx) >0en [a,b]}

Aouf 3P denota =l grado de P, con =1 convenio que 0 = - = , Noso-
tros adoptamos el convenio adicional que la representacion iyreducible de

f =8

Faf e
-

Hosotros enfrentamos inmediatamente €l problema de ls existencia de
la mejor aproximacidn en nmn. Una téonica general que sirvid para esta-
blecer los primercs problemas de existencia consistié en probar primero -



que el punto el cusl nosotros encontrames partenecid & wn conjunto com-—
pacte, el ouwl podris ser prescriteo schre razonamientod apricri. Por -
ejemplo, en el casc de ios polinomics de grado < n, la mejor aproxima—
cidn & f sepuramente deberd descansar en el comjunto compacto
(®/ 3P < ny |1E=P|l< ||£]]]
puesto que P debe proveer una aproximacifn a f, al mencs tan buena como-
aquella proporcicnada por cero,
la misma téonica rio es efectiva en la presents circunstancia,
En efecte, el conimto
(e R IR = £l] < ||£])
no es generalmente compacto. (La norma acd es la norma wmiforme). Un ejem
plo simple para sostener esta sseveracifn se da mediante la sucesitn de -

funciores racinales.

Rk{x}

Schre al intervals [ 0,1 | 8stas tisnen la propiedad de IRl = 1.

U
Fg]
1
=y
-
P
-
sy
-
o

81 fuese posible extraer de elles una subsucesifn convergente, entonces -
la funcifn limite tendria gue ser continua, Fero esto no es posible ya -
que R, (0) = 1 mientras que R (x) + 0 cuando x > 0. A pesar de estas obeer

vaciones la compactacifén juega wn rol crucial en el tecrema de existencia.

TEOREMA: TE EXTSTENCTA
Para cada funcién f ¢ C[ &,b ] corresponde a2l mencs wna mejor aprod

macitn raciondl proveniente de la clase %ﬂn[a.b s
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FRUEBA

Bea § = dist(f, Rmn] , ¥y sea B una sucesidn de elementos en Rmn tal
que ||R - £|| » 6. Nosotros podemcs escwibin R, = P, /Q donde 3P, < n,
30 < m, ||Qk|| =1y Q) >0 en [ab] . Pasando a uma subsucesifn si es
necesario nosotros podemos asumir que ||R - f]|[ < § + 1 para todo k. Con
secuentemente [|R 1| < ||[R - £f| # ||f || <8+ 1+ ||f]| = 8 Pussto
que [Pl | = |Q )| RG] < []Qy]] IR [] <8 los pares (P, Q)
estdn en el conjunto compacto definido mediante las desigualdades

IIB]] <& v ilal| =1

Pasando a una subsucesiSn si es necesardo podemos asumirique P, + Py
Q. + Q. Claramente ||| = 1; por lo tanto pueden haber al mBdmo m pun-
tos x; donde Q(x;) =0.En todos los otros puntes P(x)/Q(x) estd bisn de
finido v nesotros tenemcs Pk(xl.qu[:-:] + P(x)/0(x). Consscuentemerits para
estos puntos, |P(x)/Q(x)] <8, & |[P(x)| < 8]0(x)|. For continuidad, esta
(tima desipualdad es vAlida pava todo x en [ a,b |, Consscuentemente -
cualquier cero d&& Qen [ a,b] es tambi®n wn cexo de P, y 21 factor li--
neal correspandiente a €1 puede sepr canceladp de P y Q. Al quitar dicho
factor linsal rno hay molestia de 1a desigualdad previa y asi nosotrespo
demos repetir sste proceso & cancelacién hasta que ( == encuentre libre
de ceros =n [ a,b |. Bea R el cusl denote el elemento resultante de Rmn
Puesto que R, + B, |[[R- || = ¢ .

81 uno intenta extendsr el tecrema de existencia a las "funciones ra

cionales generalizadas" de la forma
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ag:gD{xJ L . | ang-nlx}
hnhc{xl % Tareis i bmhm(x]

entonces alpunas dificultades s= encontraran debido a que la técnica de -
factomzacidn ya no estd disponible. Uno puede sin embarge proceder de la
siguiente forma.
&

[EFINICION

Sean todas 1as funciones g, y h; analfticas en [a,b ]. For lo tam-
10 en cualguwier punto x ¢ [ a,b ] cada funci@n poses wna expansitn ce Tay
lor 1a cusl representa a aguella funcidn en un vecindardo de .

Denote R la familia de todas las funciones continuas Ren [a,b ] -

las cuales satisfacen un= ecuacifn d= la forma

Rix) 1 b; hi{xl = ay gl..hd (3 |bi| 20

TEOREMA

Cada funcidn en C [a,b | posee una mejor aproximacifn en R .

FHIEEA

Nosotros podemes asumir gue =] eonjunto {ho‘”" hm} es linealmen
te independiente, debido & que en &l caso contrardio R = Clab], y el teo-
rema es trivial. Seleccionemes elementos Ry ¢ R de tal forms que ||F-R ||
+ & = dist(f, R). Mediants la definicifn de R, exdiste para todo X, una -
fun=idn kaElEEpﬂ.ﬁﬂlanEllgEm&ﬂDPDr {gﬂ!l..,gn} ¥ una funeifn
q(mﬂe@aeinlimalgmﬁradapur 1hc:...,hm }tal que RQ, = F ¥
G # 0. No hay pérdids de gensralidad al supomer que |[Q]] = 1. Puesto -
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que ||£ - R || +4, ||[R ]| es acotads, For Io tanto HP}{H es acotads, -
Pmmr@aeta:iﬁn,podamasmﬁrmzqk+ayFk+P. Claraments || Q] |= 1
Nosotroe debemce @hora detenermos para probar que () puede tener a lo sumo
un nimere finitc de cercs en [ a,b . El lector pare quiBn este hecho es-
familiar deberf procsder al pirrafo sipuiente, SupSngase primere que § de
saparece idénticamente en un sub-intervale [a,] . Nosotros podemcs asumir
Jue £ - o &5 un mEximo, Fuesto que o es cera a través de [ a,b ], nues-
tro sub-intervalo est® propiaments contenido en [ a,b ], PermitScencs de-
cir por ejemplo que o » a. Sea entonees la expansién de Taylor e § en o,
Glx) = EC—KCJ{—u}k,}’E&E esta ecuacitn vilida en un vecindario N de .
Puesto gue B - a eyR maximal, existe un punto de Nen el cual Q(x) # O; -
par 1o tanto no desaparecen todos lcs coeficientes o Sea g, el primer-
coeficiente distinto de cero. Entonces

{x - o) + :| }

Q) = (% - a)"{ c, * (x - u}[faﬁ_i + € 0

De esta ecuacitn vemos que para Todo x cereano a ¢ , pero diferente
& a , x) 20.En realidad, sea B wna cota superior pare =1 mbdulo de -
la expresifn en corchete, asi como x varian en N. Si

J< |x=-alB < e, yx eN,
entonces Q(x) # 0. Por lo tante nosotros lleganos a 1a contradiceifn que-
para alguos pantos e (a,g), Q(x) # 0. Ahora supbngase gque ] poses un
nimerc infinito de cercs en [ a,b |. Mediante la compactacifn podemos an-
contrEr una sucesibn convergente de ceros, &8 decirn, Z, " Fuesto que 0
no desaparece g través de ningln intervalo, la serie de Tavlop de Q em 2

ng 25 idénticamente cerc. Procediende como hicimps en el punto a , vemos -
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‘gue J no pusde desaparecer en todos los z Ahora en cualquier punto x

"
donde Q(w) # 0 podemos definirR(x) = F(x)/Q(x), y Res contfnua allf.
AdemSs R(x) = lim R (x) por lo tante |[R(x) - f(x)| < & En cualguier -
burite 2 donde Q(z) = 0 nosctros escribimos las serie de Tayler

0 = [ g2y P = | a2,

k>v K>y
donds C'l..idl.l # 0. Puesto que |R(x)| e5 acotada por 6 + ||£|| para todos

los % cercanos a z pere diferentes de z, nosotros concluimos que w > v
Por lo tanto P(x)/Q(x) estS bien definida =n un vecindaric de z por la -
expresifan

g -2V 4 a ez Vs L

= = _phl
Rix) = —

g, ¥ °u+1{x'3} = cuﬂ_{x-z? ¥ v

Claramentz Res comtinua en 2 y &5 un elemento de R . Fuesto que
|R(x) - F(x)| < & cuando Q(x) # 0, v R es continua, esta desigualdad es-

verdadera tambifn en los puntos donde Q(x) = 0. Por Io tanto ||R - £||< &

Nosotros concluimos esta seccifn con un teorema el cual garantiza -
la existencia de las mejores aproximaciones mediante funciones trigonomé-

tricas recionales

. Ly 2
Eajma;m bjae.njﬂll

ke
LLE s

.
[ ne |

(1) R(8) =

1l g
i =
=
il

jmﬁjﬂ+dj:isnjﬂ}

ds

Si el intervalo se toma que sea [-v,1] Nesotres podsmos siempre -
encentrar una mejor aproximecifn en la cual el denominador es estricta-—-

mente positive. Esto es lo fundamental del asunto. Nosofros necesitamos-
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un lema,

LEMA

Sean P y Q dos polinomios trigonométrices diferentes de cero omn coe
ficiente reales tal que |P(8)| < |Q(8)| para todo @ real. Si Q tiene un-
cero real, entonces existen 2111 polinomics trigonomEtricos distintes de-
ceros PR oy OF on coeficientes peales 51 que PR < 3P, 80% < aQ® v

PRQ = PQH,

FRUEBA

Es clare gue el lems es verdadero para los polingmics algebraicos.
La prueba para los polinomics trigonométricos serd efectuada mapeande ha
cia y d8sde el dominio de los polinomics algebrficos, Definimos mediante
la siguiente ecuacifn una trensformacifn ]..nl del espacic & los polinamics
trigmnanetricos reales de grado < n en el espacio de los pelinomios alge-
bré&icoe reales de grado < 2m:

(2) (L O = (1 + ) £02 tan"T %)

Que L‘nf es un polinomio algebr&ico de grado < 2n, siempre que f sea

un polinomic trigonométrico de gredo < n, puede ser cbservado comenzandc

1

2 tan © %, & tal manera gus

con 8

1]

zen B8 = 2x(1 + s i vyos x= (1- xz}{l + :-:2}"1.
(1 + x2)7 T, (cos 8)

(4T, [(1-xD D7) , el cual es m-

Entonces (1 + x2)" cos ko

1]
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polinomio algebrfico de grado <Zn. Aquf T, denota el k-&simo polinomio -
Tchebycheff. Similarmente, usando los polinamios Tchebycheff U, , tenemos
1+ M enig: 14 x) N sen oy ;9

2]”11

[}

(1 +x2)7 2%(1 + x2)71 Uy, [(1-x2)(1+x

El cual es un polinomio algebrdico de grado < 2n-1. Es verdadero, pero-
su verificacién es dejada a los problemas, gus ]'h tiene un inverso dado
por la fHrmula

8

2y%0 #lean >

(1 1£)(8)= (cos 3

dhora sean Py O como en el lems. Podemos asumir =in pérdida de -
generalidad que Q(y) # 0, ya que de otrs manera hacemos un cambio de va
riable, @ + 8 + a. Suponga que § tiene una raiz 8, & (-m,m). Puesto que
0 es periddica v continua, tiene otra raiz en este mismo intervalo o He
ne ED como una rafz doble. B8 facil de chservar entonces, que LmQ tiene-
también dos raices reales. Ya que [P(8)| < | Q(B)| , cbtenemos

It PYGo| < €2 + 3A™™ [(L_Q)x))
Esto muestra que cualesquiera de las raices reales de L0 estan presen—
tes, con multiplicidades al mencs tan grande oo, en L P. Asi Loy LP
comparten un factor cuadritico correspondientss a dos raices reales. los
polinamios que resultan de remover este factor cuadrético pueden ser de-
notados por I, ,P* y L ,Q%, donde P* y Q* son polinamios trigonométricos
de grados < n y < my respectivamente.

Este argumento reguiere la invertibilidad de los operadores L4 ¥
L 1 Que PQ* = PAQ resulta del hecho que L P/AQ = Ln_:T.P*fLm_iQ*

y de la ecuacidn (2)
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4 cada f e C[ -7,7] corresponde una funeifn trigonométrics racianal
de la forma anteriocr (1) la cual se aproxims mejor a £, Con ninguna pér-
dida de generalidad puede asumirse gue esta funcifn tene un denominador-

positivo.

PRUEBA

For el teorema que precede al lema, existe unz funcifn trigonomé—
trica racional, P/0, de mejor aproximacifn, pero en puntos donde el deno
minador desaparece debe ser definido camo un limite. Si esto ocurre, una
desigualdad |[2(8)| < |k Q(8)| es claraments vAlida. D= esta forma pode
mee aplicar el lema (tal vez repetidamente) para obtener otros polinomi-
os trigonomftricos F* y QF tal que aP* < 3P, aQf < 3Q, B/Q = PR/QR,
Q*8) > D en [ -myr ]

PROBLEMA
1, Verifiear la fﬁrmulnparul.;i'talmfmdadamlapxmbade] le-
ma, Probar tambidn que aLhP =2n - k, donde k es la multiplicidad -

de n como una rafz ée P. Probar que [ es Iineal
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2. LA CARACTERTZACTION TE LAS MEJORES APROMIMACIONES

Nuestro objetivo inmediato es establecer para las aproximaciones re-
cionales generalizadas el andlogo del tecrema de caracterizaciin, dado en
el teorema 13 del Apéndice, Esto a su vez conducird a una caracterizacifn
de las mejores aproxamacianes por medio de las altermaciones en 1a curva-
de eyror. En esta seccidn adoptamos un ajuste el cual es mucho m8s generdl
que el ajuste que fue requerido par el teorema de existencia de la seccitn
anterior. Supongamos ahorda que dos subespacios de dimensién finita R v @
han sido prescritos en C[ ¥ . El conjunto X puede ser cualguier espacio-
métrico camacto, aun cuando mi3s tarde requerdiremos gque X sea un intervalo
Se asume que Q contiene por lo mencs una funcidn la cual es positiva a tra
viés de X. Nuestra familia de aproximecifn es entonces la clase R de todas
las funcioneg R = P/Q, donde FeP , Qe@ , y Q(x) » oen X. Tales funcio
nes R serdn llamadas fimciones racionales generalizadas, L

Si f es un elerento dado de C[ X ], pusda que exista o puede mo -
existir en R un elemento de mejor apreximacién a f. Un easo en el ecual la
existencia ya ha sido probada es aguel en el cual P congiste de todos los
polinomios de grado < n, Q consiste de todos los polinomios de grado < m,
y ¥ 2= un imtervalo, Otro caso es aguel en @l cual  Hens dimensidn 1y
Pes arbitraria, sisndo Este el problema puramente lineal, Am en el caso
general, donds un teorema de existencia estd faltando, sevemce capaces de
caracterizar las medores aproximaciones desde R . Dado un elemento fijo R
en R , escribiremcs

P+RQ=1{P+ Ry/PeP yqe @}
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Este es un subespacio lineal de C[ ab ]. 8i { yse00y &) €5 uma ba-
e para P y =i {h‘i,-..,hm} es una base para Q@ , entonoes P + R Q es gene
rads por
{Bg3-201 By Pigaeesy By
&m ouando RE0, 1 (ltimo no 2= una baze, En efecto, =i
R=ta.g/ ihh,
entonces tenemos 1= dependenciz linsal

Eaigi - Ebi Rhi =0

Asi P + R Q puede tener dimensién al miximo de n + m - 1.

TEOFEMA IE CARACTERIZACICN

Un elemento R e R es una mejor aproximacién 2 £ ¢ R s1 v 5810 51 ndn
gln elemento ¢ ¢ P 4 R @ tiene log mismos signos camo f - R en el conjun-
to de los puntos criticcs

Y = { w/|f(y) - Rty = ||f - Rl |}

PRUEBA

Si R no es una mejor aproximacion a f, seleccicne una mejor,
R% = P#/0%* ¢ R . Fongas=s O*R#* - R). Este es un elemento e P+ R Q.
Ademd3s, si ve Y y 51 o (y)= Smn(f - RMy), entonces ol(yMf = R¥)My) <
|| €~ R#*| < ||£-Rl| = ofw) (£ - RMy) de donde aly)R* - RXy) >0 ¥y
alvlely) » 0

Para el inverso, dejemos que ¢ concuerde en signo con f - R en Y.

Esanibag= B+ RQC}, E=PQ ¥
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P+ P
R, = 2
A @-Aﬁ@
El resto de 1la prusba estd dedicado a mestrar camo selecoionar ) de-

tal forma que |[£- R|[| < [|f- R|| . Defina

§ = inf olx)plx)
el

Por la continuidad v compactacién, § > 0. Dejamos que e = £ - R, ¥
defina los comjumtos

X = Do Xobog) > 6y [et)| > 3 |le[]}

= XX

Es dﬂﬂqlm?.imntiﬂmﬂYquxJE un conjuntc compacto gue no
tiene puntos de Y. Por Io tante exdste un nmevoc y que satisface las desl
gualdades

|lelx)| <u<||e] (x € X,)

A fin de determinar las restricoicnes adecuadas scbre A , debemos rea

lizar alguncs cilculos. Primero, pare x e X, tenemos
|Flx) - R, ()| < [£(x) = R(x)| + [R(x) - R,(x)|
sut|[|[R=-R]]

Puesto que ||H'R}\|] + 0 cuando » = 0, este (ltimo thrmino es menor
que ||e|| para todos los A suficientemente peguefics. Ahora nosotros toms-
mos un A tan pequefio que f(x) - R () tenga el mismo signo que f(x) - Rx)
en}{i. 'Pﬂr'lutmttoparaxzxi

(Fix) - Rliﬂl = p{xMf = R)(x) + olxXR - Rllix}

() ¢(x)
< llel] - B35E,
o
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En este apgumento gs necesaric restringir A a valores positivos pe-

quefios tales que 7 - A 0 es positivo a través de X.

©
El tecrema de caracterizacifn recien probado puade ser enunciade en

otras formas equivalentes. Por ejemplo:

TEOREMA
Un elemento R ¢ R es una mejor aproximacifn a £ gi y sélo ai exdisten

puntos X ¢ Xy sscalares A £ 0 tal que
33 f(xi] - F{-}Li] = (Spn 1.1.] || £ - RH

i) paglxg) = 0 pera cada ¢ P+ RQ

TEOREMA
Un elemerito R ¢ R ez ina mejor aprowimacidn a £ 5 vy s8lo =i el ord-
gen del espacio n estd situadd en la cApRula convexa del confumto
(eBOR|E) ~R(x)| = [[£-8(|)
donde 5(x) = San[ (%) - R(x) ], ¥ s Lig (20500, %(u}'_] o
H:L,..., "n}@ qualgitier hase para P + R Q.

Hablarems de un sibespacic de Haar de C[ a,b] come un subespacio d&i
menaional-finito el cugl tiene una base que saticface la condicifin de
Haar. Por lo tanto M es un sibespacio de Haar =i existe una base
- = LT gn} para M tal que cada determinanta
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rrrrrrrrrrrrrrrrr

By (X)) oer By%)
(formada cun puntos diferentes a < x; < b) es diferente a cero.

(ue esta propiedad de Mes independiente de 1z base se sigue inme—
diatamente: M es un subespacic de Haar de dimensifin n si v sdlo si caro -
es 12 (mica fincidn en M la cual Hene n o mS rafces en [ab)]

g1 el subespacic M es o no un subespacic & Haar, el nlmero & can
hics en el signo el cual pueden poseer sus miembros tiene al mencs una -
acotacifn superior ls cual depende unicamente de M,

Sea esto denotado por w(M) - 1. Nosotros admitimos ls posibilidad
que para algunos subespacios M, V(M) puede ser + = . Luego denotemos por
5(M) la dimensifm de M. Se sigue que todo subespacio de Haar M satisface-
la ecuacién 6(M) = w(M). Finalmente, en cualguier subespacic M nosotros
podemos buscar subsspacics de Haar. Sea n(M) la dimensifn mfodma entre -
estos. Entonces M por si mismo es un Subespacic de Haar si y sflo si -

§(M) = n(M). En resumen,

§(M) = dimensign de M

wM) = 1 + el nimero méximo de variacionss en SiENos
poseidos por miembros de M.

n(M) = max {6(H)/H e5 un subespacio Haar de M)

Dado un elemento R de R formamps de nuevo el subsspacic P+ R Q .
los indices w(P + R@ vy n(P + R @ dependen shora unicamente de R. -

Fecalcamos que se dice que una funcidn & tiene k altemaciones 51 existen



puntos x1 < ... < ¥ talgue elx,;) = (-1)*3, con |%] = ||e]].

TECREMA IE ALTERNACION

S la funcidn error e = £ - R tiens al menos 1 + o(P + B Q) alter
naciones , entonces R es Una mejor aproximacidn a £ desde R . 51 R &5 una
mejor aproximaciin a f, entonces e tiene al mencs 1 + n(P + K @) altema-

ciones.

PRUEEA
51 R no es uns mejor aproximacitn a £, entoices mediante el tecrema
de caracterizacifn, podemcs encontrar ¢ £ P + R @ tal que

lelx)| = llg|| = #x) 26) >0

Ecto muestra que =1 e altema cads k veces, entonees  tiene k - 1
vardiaciones en signo. For lo tanto e ne puede zlternar mas que v(p + B @)
vebDas.,

Supongs ahora que R es una mejor aproximacidn 2 £, En P + R @ pode-
mos seleccicnar un subespacio de Haar M de dimensitn n = n(P + R Q). Deje
mos que ¥ = {x/|elx)| = ||e]|]|}

Por el tecrema de caracterizacidn, no hay ningm¢ ¢ M tal que
6() elx) >0 en ¥. S (81, «ouss q:nj e una base para M, entonces el sis
tema de desigualdades

e(x) E ciq:i(x} >0 (x £ Y)

es inconsistents, v asf el origen del sspacio n-dimensional estd situade -
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en la ocipsula convexa del conjunto establecido

fe(x)x/x & ¥}
donde x denota [2,(x),..., ¢_(0] . Mediante el teorema de Carathéodory,
vy por la condicifn de Haar el corigen estd situdde en la capsula oconvexa -
de algln coniuntc de precisamente den+ 1 de tales puntos, e{:er::i:l;i. Por—
el lema 1 del Apéndice, log nimercs e(x.) deben altermar en signo =i

®y < :-c,z < .... Por lo tantoc e altamant 1 veoes,

El tecrema antericr da una caracterizacitn completz & las mejores -
aproximacionss racicnales generalizadas sclaments cuando los dos Indices -
ny v son los mismos para el subespacio P + R @. Afortunadamente esto se -
vuelve verdadero pare las aproximaciones racionales ordinarias, d= confor-
midad al siguiente lema.

joayy

Sean P v @ los espacios de los polinamios de grade <n v <m, Des-
pectivamente. Dejemos que R = P/ADs con P e P . Qe @ , Q> 0 en [ad]
P/Q irreducible. Entonces P + R @ es un subsspacio de Haar en C[ a,b] de
dimensifn 1 + max{ n + 3G, m + 3PL

PRUEBA
Comenzamos por moStran que la dimensidn de P + R @ es
k =14+ mx {h + 5], m+ 3aF).
Si R = 0, entonces por nuestras conventiones,P= 0, 0 =1,y 8F = = de
tal forma que k = 1 + n, y esta es 1a dimensidn de P. En el obre caso -

(R # 0), usamos la ecuacidn
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BP + P @ = 6(P) + (R @ - &P M RQ)

La dimensidin de Pes n + 1, v la dimereifin d= R Q@ es = + 1,
Ahora R @ = {(P/O)0,, 301 <m} , y un =lemento (F/Q)QL pertenscerd tembisn
a P iy sblo si ¢ divide a 1, dejendo un cocients de grado <n - 8P, En
este caso, Ci debe ser da la forma Qf:z s uig} BQE-;gn - 3P. Puesto que E{Jlim,
debemos tawbifn tepsr 30, sm - 3Q Asi (P N R@ =t + min{ m - 32, n-2P)
=m+n+ 2 -k, & donde S(P+RQ =k

Mhora para crobsr gue P+ B @ ez un subespacic de Hasr solaments nece-
sitamoe establecer cue sus elsmentos no trivialss puedan tensr a Io sume -
k-1 rafces en [ a,b 1. 5i uno de sus elementos, digamos F1 + R 01, tiens k
raices, entances F_]_’._ + P Qi tamki&n tene k ralces. Perc esto no e posible
ya que ests polinomio es & gradc a o sumo

max n + 3@, m+ 8P} = k - 1

CORGLARTD
Para que la fimcifn racional irreducible P/Q sea una mejor aproxima-
cidn a f &= la clase Rmn Ea R _'1 . 25 necesario y suficisnte que el =rror -

tenga por lo mencs 2 + max{ n + 3Q, m + 3P| altemacionss.
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3. UNICIDAD; CONTINUIDAD IE 10S OPERATORES TE MEJOR APRONIMACION
Retenemce la formacifn de conjuntos de la seccidn previa, Asi nuestra
familia de aproximacifn es el conjunto R de todas las funciones R = P/Q, -
donde P varfa en un subespacio dimensicnal-finito P de C[ ab |, v Q varia
en otro subespacio dimensional - finito @ , perc sujetc a 14 restriccifnm -
QAx} >0 en [a,b]. Dado R e R, formamos el subespacio P + R @ consistien
do de todes los P1 + R Q, con Pl ¢ F:.faizﬂ.m&indinesmdyvdﬁla
pag. 155 jugaran d= nuevo un papel. El primer resultado =5 un lema el cual
fortalece =l teorema de caracterizacién en el caso que P+ R @ sea un sub-

espacio de Haar,

IFMA 1
Sea R una mejor aproximacifn en Pa uma funcifn £ 4 R. 51 P4 R Qes
un subespacio de Haar emtonces cero es el (nico elemento ¢ de P+ R @ te—

niendo la propiedad ¢{y)(f-R)(y)> 0 para todo y en el conjunto de puntos -

criticos, ¥ = {y/|fly) = R(y)| = ||Ff = R||}

FRUEBA

Sean (g1, ...y %}unahasepara P+ R A Asl como en el teorema de-
alternacifn (sec. 2) inferimoe que el origen del espacio n estd situado en
la cipsula convexa del conjunto

felx)x/x £ Y)

donde % = [#4(2)y.00y 4 ()] ye=f~ R Escribamos f_::"r',\;v
k - = o
0 = I 8ol %,  MATERENTICA

1=0 —
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-:::nxiz‘f,ygi': 0. Mediante la condieifn de Haar, k > n. Si | es cual-
quier elemento distinto de cero d& P + R Q, entances
kK
g= § 8.e(x)plx,).
i=0
Mediante las condicicnes ¢ Haar, a 1o sum n - 1 de los nimeros e_{xiJiHﬁ:i}
pueden desaparecer. Por lo tantoc al menos unc de estos es positivo y al me

nos uno es negative,

TEOREMA [E 1A INICIDAD
Sea R una mejor aproximacién de R a la fumcién f. 51 P+ R@es un -

subespacio Haar, entonces R inico.

PRIERA
Suponga al contraric que R, = P/Q, e= otra mejor aproximacifn. la -
funcién 4 = Q,(R, - R) pertenece a P + R Q, y de identidad
$= QulR; - B = Q. [{f - B - (£ - Ry]
se da para todos los puntes criticos y (de la fumcién f - R) debemos tener
#(y)(f - R)y) > 0. Puesto que f £R, &l lema 1 pusde ser aplicado, con la

conelusifn que $= 0y E = R,.

COROLARIO (Unicidad para la apreximacifn racional ordinaria)
Las meiores .aprmd.t:acimes en Rm“[a,h ] son siempre {(nicas.

PRUEBA
En la seccién precedente, hemos establecido gue en el caso de aproxi
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macidn racional ordinaria, P + R Q es siempre un subespacio de Haar. la -

unicidad se da entonces mo resultade del tecrema,

Deberéd notarse que aln si una mejor aproximacién en R es (nica, su re
presentacidn P/Q nunca es (mica. Podemcs por ejemplo multiplicar el nurera
dor vy el dencminador por cualquier escalar positivo. En algunos casos exds
t= la posibilidad de multiplicar numerador y dencminador por una funcidn -
diferente & una oonstante. Por ejemplo, si B/0 e Rmn[a,h Jisi#®<n, v
3 < m, entonces P y [ pueden multiplicarse por cualguler factor x - ¢ con
€ < a, Antes de dar el teorema fuerte de unicidad en el caso do aproxims--
cién racional, es convenients extraer un lema el cual incorpore ciertos -

argumentos de dimensidn.

LEMA 2

Sea B = BW/Q un slemento de R tal gue &(P + B @ = &(P) + &(@)-1.
SiPeP,Qe@, |[[B]| +[laf] = |[P%|] + [|o*]], P = R%Q, y Q(x) >0 en

| ;b |, entonces P = PR y Q = Q*,

PRUEBA

Si F* = 0, entonices P* = 0 vy P =0,Ademas &(Q)

[1af] = |lard
i RY # 0, entorices lag ecuaciones P = RV Q y Pt = B Q% muestre que

1. Por 1o tanto -

y Q(x) Q%(x) > 0, se da que Q = Q,

Py P® gon elementos diferentes de ocero de P N R* Q. Sin embargs la desi-

gualdad
8P+ R" @ < &(P) + 8@ - &P NP+ Q
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mestra que §(F N R*Q) < 1, For lo tanto P es un escalar miltiplo de P#

Mediante las condiciones restantes vemos que P = PR y Q = %,

TECFEMA FUERTE I[E UNICIDAD
Sea R* una mejor aproximaciSn en R a £. Si n(P + R @) = &(P) + &@)
-1, entonces existe una constante y » 0 tal gue para tode Re R ,
[1£ - BI| > ||£ - Re|| +y [|R - B8]

PRUEBA
El tegrema es trivial en el caso que f ¢ R, Nosotros asumimos lo cone

trardo, Para R ¢R v R # RY definamcs

= lE=-Rll ~ |- R
i |

Nuestra tarea es probar que y(R) es acotada lejos del cero. Supdnga

se al contrario que es posible encontrerse una sucesién K ¢ R tal que -
F](#R*].r ﬂ}?k}-rl'.}.ngaRk=kaQkoka:Pyt§(sﬂ.Pad=mﬁasmir
que ||Pp|| + [[Q|| = 1. De igual manera, si R* = PX/Q#, nosotros podemos-
asumir que [|P*[| + ||Q%|| = 1. Por compactacién podemos asumir que P + P
¥ Q. + Q. Puesto que y(R) =0, ||R || v ||R, - R%|| permanecen acotados.
Nosotros mostramos primerc que P = R¥ Q. Dejemos que
a(x) = Sgn(f - R#)(x),
y dencte y un pumto critico arbityario de f - R%; es decir,
ve¥= {x/|(£-RNMx)| = ||F - R[]
Luego se da que
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n

€ =Rl = [1£=R#¥|
a(y)E = R(y) - oly)(f - R¥)(y)

(1) v(R)|[R* - R ||

| v

aly}R* - Rk}{},?]
uf}?]fﬁ*ﬁk = PR]{Y]

l‘;lk Ly)

Pasando al limite nosotros abtensmos

aly)(P - R*QXy) > O (v e ¥)
Mediante el lema 1, esto implica gue P = R*]. (Observe gue P+ R#Q es -
un subespacio de Haar puesto que los dos Indices n y & son lo mismo para

ello), Mediante el lema 2, se daque P = P& y Q = Q%.

Pueste que Q#(x) > 0 en [ a,b ], podemos pasar a una subsucesién tal
que para algin ¢ > 0 y para todo k y %, Q (%) > ¢ . Ahora definamos

g= _inf max olylely)
$EP+E*g yveY i
[l#]]=1
El lema 1 implica que e > 0. De la definicifn de ¢ y de la deslgual-
dad (1) se da que existe w\n y = ¥ oon la propiedad
n{y]{R*Qk - Pk](yl
V(R [Ry - R¥|| >
Bl 1By 0.
> oly)(R¥*Q - Pk_)fy']
> ol [Rhg - P[]

>ce ||Ré - R[]

Hemee llegads a2 uma amtradiccisn, puesto que Ry Rty T(Rkl + 0.
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CORDLARID
Sea R* = PR/Q* la mejor aproximacién a f de la clase Rm“[ a,b .
8imn {(n - 3", m~ 3Q* = 0, entonoes existe un y > 0 tal que para todo
Re R
[[£ = R[] 2 || £~ R*|| + y][|R- R¥||
Camo en la teoria lineal, somos guiados & introducir en esta coyuntu
ra, un operador de mejor aproximaciin, =5 decir, un operador ] la cual se
lecciona de una clase R de finciones racionales generalizadas el elamento
de la mejor aproximacifn a e funcifn dada. Puesto que la existencia vy -
la unicidad de mejores aproximacioies estan aseguradas Unicamente par hi-
pbtesis bastantes rigidas, nosotros adoptamos una aproximacifn ligeramente
diferente, Dado R , nosotres definimos J de la siguiente forma., Para todo-
f, 3 f es el conjunto de todas las mejores apraximaciones a f en la clase
R
3f= (R e R/||f - R|| = min}

Este conjunto puede ser vacio. En el caso de aproximacifn recional ar
dinaria, g = Rmn]:a,]:l ], Of nunca es vacfo, y en verdad siempre contiene-
exactamente un elementce. Sin embargo aln en este caso ideal el operador §
es discantinfic en algunos puntos de C[ a,b ]. Este descubrimiento se debe
a Maehly y Witzgall.

Permitanoe hacer una pausa acd para dar un sjemplo de este fen@meno.
Uno puede comenzar om las finciones racionales

o LN =
R}.{)ﬂ = mfl > 0) Ru(x) =0



165

eonsideradas coro elamentos de R:LGEZ],:L]. Estos tienen I3 propiledad gue
||R1 = i.-:":r|| = 1

para A » 0, pueste qus R:‘EU} = 1, Ahora determinemos wna funcifn contima

f, para la cual R, es la mejor aproximacifn en la clase considerada. -

Por =1 teorema de altemacifn sers suficiente dar £, =R, tres pintes -

de altemacifn, Por ejempleo, sea fh definida par laz linea puntsada =n el

dibujo, siendo ¢ cualquier constante en €l intervalo (1/2, 1), Puesto que
Ao+ 0 f:n. converge niformemente a wna funcifn continus £, cuys mejor -
aproximacién es R, # 0. Perc como hemos notado, R, no converge a R,, For
1o tanto el operador de mejor aproximacién Jes discontinuoc en f,, Obser
ve que para que R, sea la mejor aproximacién de f_, solamente dos puntos
de altermacifn son regueridos,

Para las aprowximaciones racionales generalizadas, incluyendo el caso
racional ordinaric, la continuidad de 3 es gobermada por el siguiente teg

Yems.,
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TEOFEMA [E CONTINUIDAD
Si Roedf, yei n(F + B Q) = &(P) + 6(Q) - 1, entonces Jf es no va-
cic para toda f en un vecindario de fo, ¥ J 5 "oontinue" en £, hay un

B >0 tal que ||Ry- Rl| < 8||£f, - f]| siempre que R ¢ J 1.

FRIEBA
La blEqueda para una mejor aproximacién a f claremente puede ser can-
finada a aquellos ReR para loe cuales ||R - £]| < ||R, - £

+ Por el teo

rema fuerte de unicidad tal R satisface las desigualdades.

vI|R =Rl = ||fa - RI| = || %6 - Rol|
<[ - £l] + |[£-R[| = ||f - Rel|
<||% = £[| * ||£ - Roll= |[fs = Roll
< |1 = €[] + ||£ - %]

For consiguiente una mejor aproximacifn de f, si es que existe, debe

satisfacer ||R - Ry|| ih_i”f - £,

. Asi B en el teorema puede ser to-
maduigm_‘l.ai-r'l, Queda por probarse que Jf =s no vacio.
Escriba R = PoRQe, v asums que ||P,||+ ||Qu||= 1. EL nmero 2e1 =
inf Q, (=) es positive. Ahore seleccime gy > 0 tal que
Bl + [fQll = 1
R=PQeR = ||Q = Q|| < g4
R = Ro|] < g

Para ver gque esto es posible, suponga por el contrardo que existe wna

sucesifn R = R/Q ¢ Rtal que |[R || + ||Q ]| = 1, Ry + Rq, ¥
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[|q{-qn|| > €,. Por la compactacién podemos asumir que P, + Py Q - Q.
Ya que R+ R, F=RQ Parel lema 2, P= P, y Q = Q,, una contradiccidn,
Ahore pare completar la prueba, supongamos que || £ - £.]] < %TEE.
Entonces 1a mejor aproximacidn R de flsi es gue existe) debe satisfacer -

||R - Rgl| <&, 5i normalizamos R = P/Q pondendo ||P|| + ||Q]] = 1, entm

2.
ces resultarf que ||0- Qol| < £y Ta que Qul=)> 2e1, Qx) > By Ast? nues-
ira bisqueda pare R es confinadz a
(P/Q / Pe P, Qe s [[P]] + [lal] = 1, Qx) 25, en[ a,b])
Es elemental probar gue este es un conjunte compacto, y debe contener

por lo tantc una mejor aproximaciin a f.
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4,  ALGORITMDS

Consideremos mevamente el problems ce aprodmer wna funcitn dada, -
feC[ ah ] mediante wa funcifin recional generalizada de la forma

S R .

"= =
] thD+ vaa +bmhm

en la cual Qx) > 0 en [a,b ], la clase de todos los R tales, dbtenidos
mediante la variacifn de los parémetros a; v by, se denota como es usual-
por R

Uno de los algoritmos mds simples puede estar basado en el uso de -
Eistemas de desiguslcades lineales. Supingase gue para un cierto valer po
sitivo de £ nosotros preguntamos par un R = P/Q que satisfaga |f(x) - R(x)|
< €. Nosotros podemos hacer arreglos que Q(x) > 1 en [ a,b ] multiplican-
do el numerador y el denominador por un nimero positivo apropiade. la de-
sigualdad - ¢ ¢« filx) - R(x) < £ puede escribirse en la forma equivalente-

- eQ(x) < £(x) Q(x) - P(x) <& Q(x)
v por lo tanto las condiciones a ser impuestas sobre P y Q son justamente-
las siguientes:
-0x) < -1

(1) (x) Q(x) - P(x) < = Q) (a <% < b)

- f(x) Q(x) + P(x) < e Q(x)
Este sistema de desigimldades lineales en el vector cceficiente
[ac_, veey By By oeeey B ]

ez consistente o inoonsistente, En 21 primer caso cuslquier solucifn del
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sistema proporciona la aproximacifn buscada, En el Oltimo case, £ es tan-
pequefio que no existe elsmento de R defitre de una distancia ¢ desde f. Si-
e desea wna Mmejor aproximacifn, esntoness £l valar de ¢ debe ser ajustado-
hasta que se encuentre un ¢ minimo para el cual el sistema (1) s=a consisten
te. La prusba pars consistendia de (1) puede hacerse buscando el minimo de-
la funcifn convexal

¢=max max {1 -Q, £ - F - eQ, P - £ - £Q}
=<

Agul § 25 wna Amci&n del vector coeficiente ¢ = [ﬁh"”‘an‘bm"“huﬂ
mientras que P, f y Q san funciones de x en el rango [ a,b . El métoedo del
capftulo 1 puede utilizarsse pare encontrar ese valor de c pard el cual -
§(e) es un minimo, Si é(0) < 0, entonces c es una soluci@n del sistema (1),
§i §(c) > 0, entoness (1) es Inconsistente y ¢ se escogif demasiado peque-

fio, Este algoritmo et conocido como el "MEtodo de la Desigualdad lineal'.

Otro procedimients en el cual es facilmente explicado puede ser llama
do el "Algoritmo Minimax de Pesc". La fimcifn cuyo minimo buscamos se es-—-
cribe en la foma

Plx)
A= max |flw) -
agieh {2

1
= max | £0x)Q(x) - P(x) |
e fo[€72)

la cual inmediatamente sugiere aplicar el método de iteracifén. Por lo tan
to nesotros Introducimes iIndices en la expresifn que aparece arriba y mi-

nimizamos a cambic la fimcifn

1
§ = max = | £ () - B0
X ackd EE _1115 X X
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En el k—Ssimo paso del proceso 1!‘:1,‘_1{::} se mantiens fijo en el valor
determinade del paso precedents misntras que Qk Y Pk son variados para ha-
5 un minime, A fin de evitar una solucifn trivial, uno de los coefi-
cientes en P & () se hace igual 4 una constante. la minimizacién de § se -
realiza mediante ics métodes del capftulo 1. Afm cuando este método se pro
grama facilmente y trabaja muy bien en la préctica, hace falta para ello -
un teorema de convergendcia.

El préximo algoritmo a ser considerado es similar en espiritu pero 1i
geramente mas dificil a realizar, sin embargo poses un teorema de oconver—
gencia. En el paso k-2simo de este algoritmo wna aproximaciin deR = Pk/Qk

sera disponible de el paso precedente, Computamos entonces el nimero
4 = I1£ - Rl
Ahora definimos una fimcidn awdliar

§ (R) = m;:sc {|E(x)Q(x) - P(x)| - b, Q(x)}

Sejecoimenos Ry = F]ci-imkﬂ oo pars minimizan §, bajo la res.
triccifn que [[Q,,/| = 1. Es claro gue si la ||P|| es grende, entonces -
akIR} es grande, asi gue en la minimizacién de § no sea necesario res--
tringir [[P, ., ||. Al principio, R, puede ser arbitvario excepto que su de
nominador deberfa ser pesitivo en [a,b ]. 81 &§.(R_,,) >0, entonces no-
sotros nos detenemos y R es una mejor aproxdmaciin ce f, Este procedimien
to es conocido cono el "Algoritmo de Correccifn Diferencial". Probamoe -

ahora gque ello es efectivo.

TEOREMA
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En el algoritme de correccifn diferencial, ﬁk ¢ A% =3Inf p , 81 -
existe una mejor aproximacifn, entonces la convergencia es al menos 11—

neal: & ., - o% < B(4 - 2% cn B < L

PRUEBA
Si el denominador @, de Res positivo en todo [ a,b ], entances
6, (R) puede ser escrito en la forma siguiente:

(2) 5 (R) = m;?:x ([| ftx) - R(x)| - .r_x.k_‘j QCa)}

Ahora supongamos gue existe un Indice k tal gque inf Qg () 2 0.
Fodemos tomar k como el primero de tal indice. PLESTUE?LEEQQ[K}?D,R?J_-D.
TE!!:IbiEi'leEE.

Probarmquei?kﬁmmjuraprmﬂhmci&af.malcﬂmmﬂrm
existe R= P/Q & R tal que [[Q|| =1 y AR) < a(R). For lo tanto

[£G) = Rix)| <« &

para todo %, v consecuentemente de (27, ﬁk(RkﬂJ < .ik[R} < 0., Perg 81

Qk-f-i(x“'l < 0, nesotros cbtenemss la desigualdad eontradictoria

SR ) 2 [Flxg) @ (x) - PG| - 40, 4(x) >0,

For 1o tanto a mencs que =l algoritmo produzea una solucifn en un nl
mero finito de pasos, nosotros podemos asumir gue Q) » 0 para todo k y
%x. Shora nescotros podemos probar que ékmkl-'ij <0, 1a igualdad ccurre -
uricamente aiﬂk es ura mejor aproximacién. En realidad ocurre unicaments

si By es une mejor aproximacifn. Bn realidad §(R ) < §.(R) =0 de -



172

(2), mientras gue siftk no 8 una mejor aproximacitn, entonces como ante-
rioymente nosotros podemcs mostrar gue &k[,Rk*:LJ <0, Luego nosgtros esta-
blecemps qué A, > 4l » ... . En realidsd,

i ﬁk{l{kﬂl g_n‘gxﬂf(x] - Fkﬂ{xﬂ - ﬁk} = Bgg ~ g
dmde nosotros hemos usade el hecho que ||Qk+1|| = 1 en la ecuacitn (2),
Entonces la sucesifn {_ak} converge en direccifn hacia abajo en un limite-
ln Sea A% = inf 4(R). Queda a ser mostrado gue A* = L, Si no es asi, -
entongces :}:iﬂtaggm R=P e R tal que alR) « Liak, d&& dmde &k{ﬁ!HiII
< 6,(R) <= m;-’:x {|£(x) -~ RG)| - a4 = a[ &(R) - 4 T ¢ 4. Ahora permi
tiendo que k + = , nosotros obtenemos L < g [A(R) - L7 + L, lo cual es -
ma contradiccitn, |2 aseveracifn scerca e 13 oconvergencia lineal se prues
ba de la siguiente memera. Sea R una mejor aproximacitn a f. Entanoes me-
diante el argumento precedente nosotros tememos A1 - & € ofa” - 8).
Por lo tanto & .4 = 4% = (& —a%) + (4 1 = &) < A =88 + alsd = &) =
(1 = a)a, - a#), Luege [0]]i= %0 et =ae X

COROLARIU

Sea B una mejor aproximacidn en Ra f, Si nlp + R g) =n + m+ 1,
entonees lag funciones racionales producidas por el algoritmo de correc-
cifn diferencial convergen al mencs linealmente en R

[[R - Ro|| < a8 (@ < D
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Medignte =l teoreme fuerte dé unicidsd (sec, 3),

I8 - wol < a7a[l1e - Rell - 11 - mol1] = v Yg - o
Mediante el tecrema precedente esto es mayorizado par

Tt LT T

En la aplicacifn prictica del algeritmo de correccifn diferencial, -

restriccifn de | |0]| = 1 es mencs conveniente que |b:| < 1, donde
rEn
q = b. he.
=g * *
prueba de canergencia se mentiene valida si nosctros esaribimos

0> 6, (R 1) > 84 5 - 4.0 con 8 "= Hall .
gis

constante 1 - a es reemgplazads por 1 - a8t al final y esto tambYenes

nimerc en el intervalo [D,l]. Ia minimizacifn en 4§, e5 un problema-

K
"Programacifn Convexa", o su extensifn al caso d= una gren cantidad de

furieiones ¥y

También se concce un algorftmo on el cusl las aproximaciones racions

l=s sucesivas convergen cuadrdticamente (bajo ciertas condiciones) a la -

mejor aproximacifn, El lsctor interesado puede tomar como referencis el -

anflisis de H. Weyner publicado en una serie de artfoulos [ 1862, a, 1963]
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APENDICE

TEDREMA [E EXISTENCIA (de las mejores Sproximaciones) 1.
Un sub-espacie lineal dimensional finito de un espacic lineal norma
do cantisne por lomenos un puntc de distancia mindma desde un punto fi-

jo.

PROPIEDAD

la funcidn 4 es cavexo

)
N EEGJ = fh{ﬂl;--.,c_nj = ||i£1 cifi - Ejh

PRUEBA de gue 4 es canvexo.

aldc + 1d) = ||r1:m:i + ud)f; - g| |
A |£cifi -gll+ 4 Izdifi = EH
= asle) + wald)
TEOREMA 2.

Un minimo local de wna funcifn oconvexa es necesariamente wn minimo
global,

DBSERVACION
Correspandiente a cada conjntc A en un espacic lineal hay wn con-
jnto convexo JE(A) llamado su chpsula convexa, el cual se define como-
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el conjunto de los puntos g los cuales son expresables como sumas fini-

tas e la forma g = 6. f. on f;

;e A, 0 > 0yrEd =1 Tales conbinacic

nes lineales gon convenientements llamddas sorbiinaciemes linesles convexsas,

TECREMA [E LAS [ESIGUALDATES LINEAIES 3,
Sea U i subcenjunte compacto de En. Unz condicin suficiante y ne-
cesaria para que el sistema de desigualdades lineales
Cu,z > 0 (ue )

sea Inconsistente es que 0 = 30 (U).

TECREMA [E CARATHEDDORY 4,

Sea A un subcanfunto d& un espacio lineal n-dimensianal. Cada puntc
de la cdpsulzs convexe de A puede ser expresado como una combinacifn 1i--
neal convexa den+ 1 (o menos) selementos de A.

TEQREMA [E GRAM-SCHMIDT &,

Sea {f1, f2,...1 W coniunto de vectares linealmente independien-
te en un espacis con preducto intemo. Pare cada n es posible definir -
n vectorg como una combinacifn lineal de f1,... f, en tal forma que-

(g148) -+ } es ortonormal.

TEOFEMA &,
En un espacio eon producto intemoe, si wn canjunto {gl,... ,gn} es -
independiente entonces la matriz (Gram) que tiene los elementos -

Aij = <51'3-_| » €8 no singular.



FRUEBA
21 el proceso Gram-Schmidt (7.5 de ApSndice) se aplica a {gi,...,gn}
obtenemos I conjunto ortonormal {fl ...,fn} en 2l cual cads fi es5 de 1a

n
Forma fi z -15;1 Eijgj (En realidad Eij =Degl 45 1), A5i

S33 "< Ep £50= CFBuR, FBug b By, (gD By
Esta Mﬂmamdﬁtpﬂdaséraﬁ@iﬁmhmﬂemtrizl=ﬂﬂﬂT
de 1a cual s= deduce gue A 25 no singular,

TEOEEMA 7.
Denotemcs om {E':L"”’gn] un canjmnto ortonormal en un espacio -
o producte intemc om la norme definida por ||h|| = VJI,ED .

la expresitn ||re;g; - f]| es wn minimo si y s8lo sl ¢ = <f,g;>

TEDREMA H.
la prueba M de Weierstrass, 81 |fn{x:'| < 1‘% y oM <=, entoces -

if n Sanverge umniformemente,

TEOREMA 8.

El espacic C [ab] es campleto

TEOREMA 10.

En cualguier espacic con producto intermo, definida

[£]] = + RED

Entonees los siguientes son verdadercs:
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i) |<E.g> < |Iff]| |lg]| (desigualdad de Cauchy Schwarz)

ii) 1€+ gl| <||£l] # ||gl| tdesigualdad triangular).

8 |le+ g2+ |1£-gll2=2][8]2 + 2]lgl]® (ley el para
lelogramo),

iv) CE,g> =0 = ||£-gll2=]|I£][2+ |lg]|® ttey pitagoriana)

TEOREMA [E 1A VALLEE POUGSIN 11,
Si P es tn polinomio generalizado tal que f - P asume valores alter
nadaments positivos vy negatives en n + 1 puntos congecutives x; de [an]s

entences E(f) > min|£(x,) - P(x.)
i

TEOREMA IE ALTERNACIOH 12,

Sea {gl,...,gA un sistema de elementcs de C [a.,b] satisfaciendo -
la condicifn de Haar, vy sea X cualquier subconjunto cerrado de [ ab ] .
Para que wn clerto pnljmrrdﬂl generalizado P - Io,g, sea una mejor aproxd
macién en X para wn f ¢ C[ X ] dado es necesario y suficiente que la fn
cifn de sxrror v = £ - P exhiba en X por lo menos n + 1 "altemacianes" -
asi: r'(x_j:f z - *1':*{:-::'.__1:I =1 |Ir|], N XS ...% X Y X E X, Aqul

[=]

|lp|| = max [o(x) |
xeX
TEOREMA TE CARACTERTZACTON 13,
Para gue los coeficientes Cq veesy puedan representar la norma -
L]
(miforme) d& r = fcg. - fun minimo, es necesario y suficients gue el-

origen del espacioc n-dimensional esté situado en la cipsula convexa del-
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canjinto del punto {ntxdx / lelx) = ||x||}, donde % denota la n-upla
(84 (xdy 0, ,gnl?xl]

LEMA 1
Sea {g4 ...y8 )} un sistema de elementos de ¢[ ab] satisfaciendo -

la condicidn de Haan SEﬂaixaixl c.”i%ib,yaem ln'“"hn -

constantes no cercs, Fara que 0 estd situado en la cfipsula convexa de -

las n-uplas AR eees A X &8 necesario y suficisnte que los A alter—-

i e i i S
nen en signos Aghy o g Parais 1, P o)
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