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PROLOQGD

Unz de las estructuras fils importantes en Metemdtica es 1a
estructura topoldgica. Se pretendes que eSte trabajo pusda

sepvir ds jpotivacifin para Hacer estudios mwds avanzados & -
investigacidn en =s5te campo.

Log objerivos especificos del presente trabajo son:

1)} Estudiar copndiciones s=quivalentes para gue un espacio =
topologico sea irreducible.

2} Demostrer que la irreducibilidad se preserva per conti
nuidad.

i) Probar qus un =spacio topulfgivo ez unibn de sus wompo-
nentes Irreducililes. |

%) Conocer condicicones eguivalentes para gus un aspacio to
polégice s2a noetheriano.

5) Demostrar gue =n un espacic topoldgiecc npetvheriano =l -

conjunto de componentes drreducibles es finito,

Espesrande que =l presente trabajo cumpla con los oblstivos
planteados, deseo expresar mi gratitud & todas las perso--
nas gue contribuyeron para que esta publiegcifn =e realiza

ra.
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CAPITULO 1

DEFINICIONES ¥ PROFPOSICIONES BASICAS,

DEFINICIONES 1.1

Sean I, A vonjuntos no vaeios ¥y f1 I +Auna funcidon ral —
que f£(i) = a;, bard todo itT,

Se dice que # €& ung familia de efementos de A, con fudioes
én el confunts 1,

92 eseribe :ﬂfjiﬂl

DEFINICION 1.2

Sean 1, A conjuntos ng vacfos. Se 11ama famiiia de partes -
o subconjuntos de A, a la funcidn £ T = P(A) tal gue —=--
£fl1) = ﬁl. para todo 1=71.

Yo ecsgpipe Eﬂl Jit‘.l

DEFINICION 1.3

Sea U\J. -J.J-_EI ung Familia de subeoniuntos de un ooniunto X.

Suponamos gue 1 # &,

&) Se ylama ALUnidn de 1a Famiiia tﬁl'}ieI y se dénota por -

U a a1l conjuntm A tar que xeA si y #bio si existe iel

it &'
tal gue x‘zﬂi,

AsT,

U A. = { xe%X / existe isI tal que xeA)
1] 2



b) Se llama {rfenseccdbn de 1a fumilia’t&rﬂihl y se dencta

por ) A, al conjunto A tal que xeA si y s€lo si xza, -
Y el
para tode iEeT,
Asi,

jjiﬁi = { =eX / HEHE‘ para todo iel)
T -

CONVENCTON:

Si 1 = ¢, entonces sze fiene:

b = § k.= X
il 3 ¥ el 4

DEFINICION 1.u

Se diece gue una fFamilis da conjuntos Eﬂiliﬁ es lng pusti-

1
eildy de un conjunto E, g§i:

1) ﬁi # 4., para cada iel.

23 WA, =1E
igl 1

a) A1r1ﬂj =& , oon 41 ¢ 4.

DEFINICION 1.5

Se 11ams ecokfunts ortdenads a un par (A,R), donde A s un -
conjunte v Runa relacicn de orden en A.
DEFINICION 1.8

Sea (4,<) un ceénjunte ordensde y ¥ un subconjunto de A. Un
slemento kel es citd supesidon de X s5i, para todo xeX, w& -

tiene k > x, -fﬁ-



DEFINICION 1.7

Se dice que un conjunto ordenado (A;<) estd Lotalmente ocnde
rado por la welaeifin " < " si, para todc par a, b de elemen
tes de A, se cumple a < b & b<a.

DEFINICION 1.8

Sea (A,<) un conjunto ordénddo. Un glemento & de A se llafa
elemento maximal de (A,<) si, para todp xEA tal que x > a,
se tiene x = a; y se llama elemento mindimal de (A,<) si, pa

ra todo x€A tal que x < a, s& tiene X = a.
PROFOSICION 1.8 '{Lema de Zorn)

81 an un coajunto orderado fﬁtgl todo subconjunto Totalmen-
te ordesnado tiene cota superior;, existe un elemento maximal

de A.
DEFINICION 1.10

Sea E un conjunto y T c FLE_J. Se dice que T €4 unra tdpulo--
gia e E si:
i) beT y EgT
44) Yodd reunidn de elementos de T =3 un elanehte de 1.
iii) Tode interseccifn ﬁ@ﬁifﬂ de elsmentos de T peprtensce &
i
NOTAS:

1) §i Tas una topologia en E,; =2l par (E,T) se 1llama dapd--

edo fopolbgdicu, v E conjunto subyacente sl espacic (E,7)



Se¢ acostumbra designar ul egpacio topoldgico por su res-

pective conjunte subyacente.

2) 81 (E,T) es un espacio topolfigicoy los elemsntus de T se
1laman conjuntods abientaos & simplements abieates para la
topolegia T.

DEFPINICTION 1.11

Sea (E,T) un espacic topelégico., Un conjunte F ¢ B, sella-

ma ceasrads si EEF a5 abisvta.

PROFOSICION 1.12

Sea (E,T) un espaciy fopoldgice, antonces:

i) E y ¢ son cervadus
1d) Y¢da Interseccidn de geprrados es ‘un cerirado.

i1i) Veda reunidn féndita de conjuntus cerrades =2: un canjun

to cerrado.

DEFINICION 1.13

Sea (E,T) un espacio topeldgicce y xeE. Se dice gue V o [ es
url vecindaris de x, s1 existe un conjunto Oel, D abierio,

tal que ®ed o V.

NOTA

Todo ablerto gque contiene a x &5 un vecindarioc de x.
NOTACTON;

Denctamos por N(x) al conjuntc de todos los vecindarics de



x, en el espacio (E£,T).
DEFINICION 1.4

Un espacio topoldgice (E,T) se llama Sepasade & de Hausderlf,
si para tode x,yeB. x # y, existen V_elN(x) y ﬂyﬂﬂty} Tales -

que vxﬁivy = &,
NOTA

En 1a delinieidn antericr les vecindarios pusden puponspse
abisrtos.
FROPUSICION 1.15
En un espacio topeld@gice separade, tods parte redueida 3 un
pPUnts es un conjunto cerrado.
DEFINTCION 1.16
Un espacio topolBgico X ss llama compacto si:
i) X es ssparado
11) 51 de tode cubrimiento abierto de X, se puesde extrasr -

url eubrimiento Finito de X.
NOTA

Un espacio topelgico gue cumple Gnlecamente la candicify --
ii), se 1llama g-compacto.

DEFINICION 1.17

Sea E uyn espacio topolfgico y Ac E. Url punto xEE se dice -

gue es adherente a A, 31 tedb vecindaric de ¥ centispe al -



menos un punte de A (que puede ser x mismcl.
El conjunto de todos leos puntos adherentes a A, se llama fa
adherepedia de A (A la cepradura de A) y se denota pon A.

FROPUSICION 1.18

-

A es la intTerseccifn de todos los cerrados que contienen a

A, es decir, ai B es perrado tal gue Ac B entonces Ac B .

PROPOSICION 1.189

Sea E un sspacio topolégico y Ac E, Entonceés:
2) Ae A

b) A es cerrado si y s8lo si A = A.
PROPUSICION 1.20 :

Sea E un espacic topoldgico y A,8eP(E). Entonces:

— —

AUB  funidén finita)

0

|

m
il

ay v= ¢
DEEINTICION 1.72%

Sea E un espacio topoldgico y A,BePlE). Se dice que A =5 --

dense en B si Ho & . En particular, A es denso en E si A =B,
DEFINTEION 1.23

Sea E un espacio topolbgice. Una sepanacddn de E en un pap

0

4305 de abiertos no vacios, tales gue:

L4



DEFINTCION 1.23

Un espacic topoldgico E se llama conexo, si ko existe una -

separacibn de E. En caso contraric se llama disconexo.

PROPOSICION 1.24 -

Sea E un espadic topelégico. Defindmos una pelacifn " A " -
en E de la giguilente fopnma: L
1L

® "y =i emaste un conjunto comexe gue contiene a ambos -

elementes "¢ |la relacaidn " A" es de eguivalenDid en E.
DEFINICTON 1.25

Las clases des =guivalencia inducidas por la relacién de ——
eguivalancigd; defainida en la prﬂpbalciﬁﬁ anterior, sella--

man componentes cenexas del espacio topolégico E.
EROPOSICTION 1.26

Sea E un espacic topolfgico. Entonces:

1) Las componentes conexas de E forman dna particidn de L.

i1) 51 para =EE, Ct«x) denota 1a componente conexa gque con—
tiene a x, Entoncoes Cf:_lﬂ :ité'lﬁi' donde los "E'l‘i got Jtudoa

lps conjuntes conexos que contiensn a x.

ii1) Cix) es conexa, para cada xcE.

av) Cix) es cepnrade, para cada AeE,



PROPDSICION 1.727

ez (E,T) uri espacic topoldgico y Se¢ E . Entuncées:

TS = { 018 ¢ UeT) es una topolcgia en S.

DEFINICION 1.2 4

la topologla T de la propesicibn anterior se lLlama topolo-
gia dnducida en 5 por la topolopfa T.

El espacio topolSgico (8,T:) se llama subespacio del espu—-
eie topoldgice (E,T).

NOTA

Se acostumbra decir "el subespacic § de EY, en Iugar de '"el

subsspacio LS,TEJ de (E,T}).

DEFINTCTION 1.728

Sea E un espaciv topolbgico y 8¢ E un subespacio ds E, en-
tonges Ue S es abierfe;, en § si existe un abierto 02 E, -
tal que U = 0ME,

PROPOSICION 1.30

Sea E un espacic topoldgicao y S un suhcspacic de E. Un con-
junto Ae § es ccrrado en § si y sBlo §i, sxiste un ponjun-
to corrado Fe E |, tal que A = EMS.

NOTAS

Sepa Ao 5§ . Entanoes:

a) 51 A e8 mbierto en E, entonccs es tambien abisrto en 5.



(A= ANS).
b) 81 Ses abierfo de B, y A es ahierte de S, entonces A =5

abiertd de E, comd intepseceifini de dos abisrtos de E.
c) Si A es cerrado en E, entohces e cerrado en S.

( & = AMS )
d) 81 S=s5 cervado en E y A es cerrado an S, entonces A es

cerrado en E, coma interssccibn de dos cerrados de E.
PROPOSICION 1.31

Sea £ un espacio topoldgice y S un subespacio de E. Enton--

ces para Ac S se Tisne:

EE= KHE-, donde ES gg la adherencia de A para la topolo—

gfa inducida y A =5 la adbeprencia de A en pelacién a E.
PROPOSICION 2.32

Sea X un espacioc topolégico.
Sa X un subespaciec. Entonces A &s cerrado en 8 < 8 = A5

A 28 la =dherancia de A con velacidn a X.

PROPOSICION 1.33

Sean X, Y espacios topelfgicos y f£i X =+ ¥ una fungife. Ene-
tonoes las condiciones Siguientes scn eguivalsntes:

a) fes eantinua en X.

B) 81 De ¥ e= abierto, entonces f_i[EH as abierto.

e) 81 Fe Y =8 czrradc, entonces f ' {F) es cervado.
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DEFINICION 1.34

Sean+ y . leyes de composicién irdterna definidas schre un
conjunte A. Diremos gue las mismas determinan sobre A una -
edtructura de anilleo & tambi&n que A es (respecto de + y - )
un andfls si existe osA tal gue:
i} {A, + . o) es um grupoceenmutative.
11) (A, +) es un semigrupo.

1ii) « es digtributiva ecn respecte a3 +

Diremos tambifn gue:

a) A es un aniffo conwutdaf.cvo si (A, - ) &8 un semigrupo con
mutativoe,
b) A es un andilly con Ldemtidad (UNTTARIO) si existe 1EA - -

tal que 1 £ 0 y (A, +, 1) es un semigrupo con identidad.
DEFINICICHN 1.3§

Diremos que un subftonjunto C de un anillo A e3;
a) Un 4dead a ta izguienda de A si satisface:
iy o # @
11) xely yel 2 xne=y=C
ii1) xeA, ceC =+ x.cel
b) Un ideal a la derecha de A §i satisface 1) vy ii) y ade—
mas:
iwv) cel, wEA ¥ w.xsC
e¢) Un ideal de A,si &3 idesl a la izquierda y & la derecha

de A.



iy

DEFINICION 1.38

Sea A un anille unitario y comnmutative y Ec A . Denctaremocs

por E' al mencr ideal que contiene a B, es decir;

El = M., com B My, M ideal, para todo 1.
iel -
OBSERVACTON

De acuerde & la definiecifn, =i I es un ideal tal que Ecl -

g2 tiene entonces gue E! g L.
DEFINICION 1.37

Sea A un anillo unitario y conmutative. Un idesl 1l de A as
prime 5i:
iy T £ A

ii) Para tode %, y tal gue xyeI, entoneces xel & yel.
RETINICION 1.38

Gea llama nilradical de &, & la interseccidn de todos les -

jdeales primos de A. Lo denotaremos N .
PROPOBICION 1.39

Si My N son idealss an un anille A, su suma M + N =3 el --
coniuntoe de todog los x+y donde xeM , yeN. Es el menor -——

ideal gue contiene a M y HN.
PROPUSICION 1.40

La interseccidn de una familis cualquiera fﬁil de idesa-—-

iel

les es un ideal.
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LEMA 1.41

Sean M,N ideales, I ideal prime, rales que MriNel. Entonces

MeI & Nel.

PRUEBA

Supongamus que M2 1y Ng¢ T, entonces existen xeM, yelN ta-
les que x§ I, yg I, luego por sev [ primo %y § 1.
Tenemos entonces xy e MIAN v =y g 1, es decir, MON g 1, lo que

contradice 1a hipGtesis. De donde MeI & Nel.




CAPITULOD 11
EspPAclos IRREDUCIELES
DEFINIETON 2.1
Se dice que un etspuacic fopolbgice es Laneduedible si toda ip
terseceién finita de abiertos no vacios &5 no vacion.
PROPOSICION 2.2
Un espacio topoldgico irreducible es no vacio,
DEMOSTRACION
Sea X un espacic topolfgico irreducible, Sea (A:), | la fa-

milia de abiertos no vacios de X tal gqua I = ©; luege por

la convencidn de 1s definicién 1.3 teremos:

PROPODSICTON 2.3

Sea X un espanio topolbgico. Entonces X es irreducible si vy
ableo =i ¥ es no wvacio y ﬁj}ﬁﬂz # & pars todo par de abier--

tos no vavios AL A, de X,

2

DEMOSTHRACION
W o M
X e ivreducible, luego X # ¢ por la propesicibn 2.2

¥ es irreducible, luego alru.z ¢ & por la definiecign 2.1

W

Sea I.'H,I- Vieqs I findte, una Familia de ablertes no vacios de X, Praobe



1y

n
YA
mesgue HAL# ¢
FRUEBA
a) Si n = 2, entonces ALMNA, # ¢, pon hipéresis.
le
B) Sin = Kk, Eﬁraneaﬁ'fgﬁi 2 ¢ (hipbtesis inductiva).
1 klff'li I'k‘l it fﬁl
Sin= ktl, antoneces i hj —-jtﬁi  Hk+ﬂ £ #; ya que : ﬂi

es abierte nc vacic de X, lo mismc que A, ,,. Hemos proba

. . _ i ket
do entonces que 4 n = k+l se tiene N # U,
1

FROPOSTCION 2.4

Sea ¥ un espaciec topoldgico. Entonces X es irreducible si y
sblo s3 X es no vacic y Clﬂﬂz # X para todo par C,,C, de ce
rrados distintgs de X

DEMOSI'RACION

oy M

% es irreducible, entonces X es no vacio pon la propesicidn
2.2

Senr c1 v ﬂi dos cerpados distintos de X, BHTOnoEs Ef W Eg
son abiertos no vaclos de X. Luoege, por ser X irrveducible,
TRRemcs E?f1tg £ b,

De dende C1UC? F X

m 4 n

Sean Al y A2 yn par de abiertos no vacies de X¥. Basta pprobsr



por la proposicidn 2,3, gue 51F1&2 ¢,
PRUERA
Sa &1 ) ﬁi son abiertss no vacios de X, entolces ﬁ% W f@ -—

san cernados distintos de Mo

Utilizando la hipBresis tenemos AiUﬁ;.i X

De donde ﬂlfﬁﬁ 2 .

2

FROPDSICION 2.5

S§i X em un espacio topoldgivo, X # § . Entonves las condicio
hed que siguen son aguivalentes:

1) X es irvreducible.

2) Tedo agbierto no vacic de X es denso en XA.

3} Todo abierto de ¥ £8 conexo.

DEMOSTRACION

1) = .2)

Sea 0 un abierto no vaoio de N. Probemos gue Bo= X: foefini
cifn 1.21)

PRUEHA

Saa weX. Lusgol

Si xe0, entences xe0. Por a) de la propesicifn 4,19

53 =xgl. Sea Ex gn abierto de X tal que xEDH. Pera por la —-
propesicion 2.3, por ser X irpeducible, resulta que 0 MY0 -

es no vacio. Luego, aplicando la defipaci8n 1.17, tenemos -
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que =0,
2] = 1)
Sean El y D? abiertos no vacios de ¥. Probemos que ﬂjﬂﬂq ]

(Froposicn 2.4)
FRUEBA

Sea xe01, lusgo xe02. Ya que por hipbtesis X = 0

E.
Entonces uifwﬂ? ¥ '@, por ser i:l1 vecindario de » (DeFinicidn
1.17)
3} + 1)

Bupengamos gue X no &s irreducible, entoness existen Uy ¥ -
N2 abiertos no vacios de X tales que 0,MV02 = ¢. Pero enton
ces resulta qgue ﬂiUGE es un abierto noe conexe de X (Defini-
cibn 1.23)

) = 8)

SBupongamos qus 0 25 un abierto no conexa de ¥, entonces ---
existen 0, y 02 abiertss no vaclos de O tal que D1'1uz = M.
Pero ﬂl y DE son abierteos no vacios de X, por b) de la prec-

posicidn 1.30. Lusgo X no es ivreducible.

FROFDSICION 2.6

Un 'espacic separade =25 irreducible sfle si se reduce 3 un -
o ts.

DEMOSTRACION

Supongamos que X &8s un gspacio topoldgico szeparadec quefo--

ses mas de un punto.
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Sen ¥, yeX, % # y. Entonces, por la defimicion 1.1, ewigten a, v E!”.
ahiﬂ*tfnsmmﬁusdex'talasqueuxrm}luﬁ. Lugge X no es irreduni—
ble (Proposicidn 2.3)

DEFINICION 2.7

Sea ¥ un espacio topalbgice,

FeX es Ulamado frreducible si el subespacio B de ¥ es irreducible.
PROPOSICTON 2.8

Eck, E# 0, es irreducible si y sble sl psra todo per de abisrtos U, V
de ¥ ogue encuantean a E; UNV intersscta tambign a E.

DEMOSTRACTON

TURE < (1

Sed Uy V' dos abiertos d2 X tales que UNE y VNE son abdertcs no va-
plos de E (Refinicibn 1.29)

Entonces (UNE)Y T (VOIE) £ ¢, por ser F irreducible.

Es decir, (UNyY) NE 2 ¢,

W .

Sean Ay y A? abiertos o vacfos o= B. Probemos qus A, (42 # 4.

PRUERA

o mer Al y A? ablertos de E existen U y ¥V sblertos de X talss gue:
A, =UNE y A, = VOIE.

Entonces alrm? = LUNEINUYTIED

RIHHJ

(UIMVINE # @, Por hipdresis
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Luego, EJ_”AE 2 0.

PROPOSICION 2.8

Todo subespacio irrvedurible es conexo:

DEMOETRACTUN

Sea X un espacio topolfpiced, Eec X, E irpreducible, Supsnga—
mosgue E no es conexo, entonces existen 0y ¥ 0y abiertos -
de E tales que ﬂif1ﬂ2 =4y ﬂiUs’J:‘, = E,

Entoneces, aplicande la definieifn 2.1, resulta que £ no es
irpeducihle,

ERQOPCEICICH .10

Sea X un espacic topoldpgice.

EcX, B 2 ¢, a8 irreducible si y s8lo si para Todo par de -

serrados: F, @ de X talea que F o FUE,se tenga que EecF & Ec G

DEMOSTRACION

o i

EeFug = EN(FPUE)T = ¢
+ Brar=ne® = ¢

- (EMVES) 1 (ENES) = 9

s g FE = ¢ & EMGT = @. Por ser E ipreducible --
(Proposicifn 2.3)

<« EgF & EaG

L= ||

Supongamos que E no es iprreducible, es decir, existen Ay Y



&E abiertos no vaclos de B tales que A11MAZ = ¢,

Fero &1 = Ef‘lﬂl con Gj abierta pe vacioc de X.

7

A Enpz, con O, dbierto po vacio e X.

It

d

Eritonces ﬁl Fa

= |[FHFfA
9 Ef{a

1f102} = &

. | , ¢
EN(0,M0,) = & = Ee(0, N0,)
By S
Pero Gi W {}g son cerrades de X que cunplen can la hipbtesis,

-

V=g ey - c
lusgo Ec(}1 o Ecﬂ?
+ B0y =9 & ENO2 = 0, es decir,

A @ & A, =4 (+ *)

1 2

PROFPOSICION Z.11

Sea Ec X, E irregucibls. Bi {Fijifﬂ 25 una Familia Finita
T

de cervados an ¥ tal gue _i:cu}.‘l., existe un Indice & tal s
1

Eek,.

UEMOSTRACION

a) 81 o = 1, egtonces Eu oy
B) i n # k, aenfonpes existe L<k tal que
E;:Fi (hiptesis inductiva)
Probemos gue i n = ktl, entonces existe 1< k#l tal que

HE.Fio
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FRUEBA
" kai
o : ¥
I
E ol Fi u F1+1
1
¥
Poy la proposicién 2.10 € ¢ U Fi & E e Fk+1
k 1 |
Si E ¢ u Ti‘ entonces por la hipbtesis inductiva enjste
1
i < K tal que E @ 3
| k
Ei E g U Fis entopoes B ¢ Fy .
1

PEODPOSICION Z2.12

Ef un espacio topolBgico X, para que un conjunto E sea lppe
ducible sy pecesario y sufibisfite gue du adherencia [ 1o --

Hed,
DEMGSTRACION
i

e h

Sean 'y 6 dos ceyprados de X 13les gue Ec P UE. Poablemos,

i |

por la proposiciBn 2.10, que E o F & ¢ G,

PRULBA

EcfuG vy EeE (Propesieidn 1.12 al)). Luego £ ¢ F U G,
Pero E es irreducible;, eantonces por la proposicifn 2.10.
EeF & E e B. Aplivando ahora la proposicién 1.18 se tig

ne que E o E & E o @, por ser I y 6 cerracos.
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e H

Sean Iy G dos cervados de X tales que EcF UG ., Peva FUBQ
es ceprvado, luego Ec FUG. Entonces per hipbtesis s= tiene
EcfF § Fof. De donde Eof 6 Ecb

W9 1 (Oftra Farma)

Sean G] y o) abiertos de X talas que Dﬂf\E ¢ & y O2{YE £ 4.

Probemos que (0,7102) ME # ¢ (Proposicién 2.8)

1
PRUEBA

0, ME # ¢ y0,NECO, NE 5 0,NE # ¢

0,NE # ¢ y 0,NEc0,NE » 0,0E ¢ &

Luego por hipStesis (0,M0,)NE # 4

De donde {ﬂlfiﬁzlf‘E # 0, ya que si xa(ﬂjf\ﬂiifif, entonces
0,00, es un vecindaric de % y x es un punto adhersnte de
E.

FROPCSICION 2.13

a) 81 X es un espacio irreducible, todo ablerto no vacio O

e ¥ es imeedupible,

p) Sea (0,) un recubrimiente no vacic de un espacia tcpo

wER
1égico X Formado por abiertos tal gue Uﬁf\ﬂa # ¢ para to

do u,f. Si los 0, sen irreducibles, X es irreducible.
DEMOSTRACTUN

a) Sea 0 un abierto no vacio de X, Por 2] de la proposicién
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2.8 pesulta que 0 = X. Luego, por la propesicién 2.1%7, -
tenemos gue 0 es lrreducible.
B) For la preposicibn 2.6 bagta probar que para todo sbier-

to Vde X, V #4¢,Ves denso en X.
PRUEBA

Sed V un abierto de X, V # 9. Existe al mencs un indice y
tal gue Uf\U& E

Camo Unfﬂ}.T # § para tedo o .tpur hip&tesis).

¥ acdemis 'I.':’H.‘.*T es denso en O

eg depirn, EJ1IIr = ?r'l_ﬂ,f.

Se tiene entonces que si xEDuI"!{]T, todo vecindario de x po-

= (Por ser los 0, irrveducibles),

see al menos un punto de ."FHU-Y'
De donde {ﬂnﬂ.DT]rw # ¢ para tode n. Luego mnrw £ 4 para
Toda .

DuEW- &5 denso an Uu*' para todo o.

=

—_— =
+ O,c ﬂnfly o Qﬂﬁ\U

. 4 g Ny
LHI:.F.UuI‘ .Eﬁ I:LIJ vl
» Bge 40,0V

+ YoV, &3 decir, ¥ e5 danso en X,



PROPOSICION 2.14

Sean ¥, Y dos espacios tupolfgiceos,
f: & + Y una Fumeidn continus.
Entonces para toda parte daseducdble £ de X, F(E) e2 irvedu

eible an Y.
DEMOSTRACION

Sgan D y V dos abisprtos de Y que intersectan a £IE). Frobe
mes por la preposicidn 2.8 que DMV intersecta también a -

TLED.

PRUEBA

55 0 y V son abiértus de ¥ que intersectam a £(E), por la
propesicidn 1.83 7201y £y} san dos abiertns cp A
Que esncuentran a B, Por ser £ irpsducitle F-L(0}A\F-L4v) -
anouentra a E. Lusge FOE=d¢oane-L(vIney £ o,
Pers FOFTL0)ME~3(v) ME) & FCET100)) MVECE~ (V)Y M5 0E:)

= QIYVIVELE)
Entonces (QIYWINYFLE) 2 4.
DEFINICION 2.%8
Se 1lams componente ipradocible de un sspagio topoldgivo ¥
toda parte irreducible maximal de X. Es deeir, Ec X lrredu
cible es Una componenfe ivrsducable si para todoe A 1rredu-

cible 'de X que wcumple Ec A se tiene A = E.



PROPOSICION Z:18

Sea X un egpacio topolépico. Toda componente

Eo X as rerridda en ¥,
DEMOETRACTON

Sea Ee X una componente irreducible,

Sabemus que Ho E luego, por hipbtesis, E = E.

cerrado Bn K.
PROPOGICTION 2.17

Ses ¥ un espsvio topoligico.

irveducible =

Entonges E =5

4) Toda parte irreducible de X estd contenida en una oonpo-

neirs drpeducibile,

b) X &= unifn de sus compunantes ipreducibles.

DEMOSTRACION

a) Sea Mc ¥ una parte irreducilile,
Sea I = {FeX /F es irreducible v Mo F}

I 2 9., ya que Mel.

Sez B c I totalmente ordepads por inclusin.

Sea B = Ul Lluepo Mo E
Fei

Probemcs gue E es ireeducible,

PRUESA

Sean U y V dos abiertos de X gue encuentran & B, entonces exdsten Fy y

Fy en G tales que Fy encuentra a Uy 7, encuentra a V. Pero ocom Ges
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totalnpente ordenade, supongamos qus Fl-cFE" cntonces P2 Eri-
cuentra a Uy a¥V; como F, es irraducible UNV encusntra g ¥,
lucgoe UfYV encuentra a E.

Por la propesicién 2.8, hemos preobado que E es ivreducible.
Observemos que E es una cota superior de &, luago por el le
mas de Zorh (Proposicién 1.9) esxiste M maximal de 1 tal que

Hi:ﬂ

Prcbemes ahora gue Misis maximal deo X.

FRUEBA

Sea T en X irraducibie tal que MeT. Resulta entonces MeT,

es deeir, T el. Luego por ser M maxinal de I tencmos W= g

b) Probemon que XelUF , F cemponente lvreducible de X.
PRUEBA

Sabemos gue ¥ = EL%( {%}, pere por ld proposicifn 2.8 {x] es
irreducible para cada xeX. Entonces [xleF, T componente lrre

ducilkle, per la parte a). Lu=go xux{x]mu_-f‘, P componente ---
- E

irpeducible de X. D€ donde X UFE.
CORODLARID

Toda componente conexa de un espacio topoldgico X es unidn

de componentes irreducibles de X.
DEMOSTRACION

Sea Cuna componente conexa de X.

Szbemos que C = I:lc{x]; pere {x] =5 irredurcible, lusgo por a)
¥E



de la proposicidn antericr se tiene [x] e F_ componente iore
duecible de ¥. Lusgo Ce¢ UF .

el X
For otre lads sabemus que tody subespaciy irreducible es 20
nexo (Prepesicifn 2,9), luegs F o €, para cada xeC, ya que
Ces=s bonexo maximal gue contiene a ¥,
PROPOSICION 2.18
Sea X un espacic topoldgico; {F'.l.'lif_n un recubrimiento fini-
to de X formads por ponjuntos ceprados irreducibles. Enton-
ces las componentes irreducibles de X son elementos maxims-

laes del conjunto de los ..
DEMOSTRACION

Pedemes limitarncs al casc en gue low Pi son talss que
P ¢y, ¥i,] <n, 1 # J. Ya que s1 P; e Py, para todo Ac X
gue gunple Ao Pi’ se tiene Avc Pj. :

Si E es una parte drreducible d= ¥, ge tiene gue EuliFf,
luego Ee F, para alglin i. Por la proposieién 2.11. En par-
ticular @i E es componente irveudeible entonves E = P, al

ghn 1.

CORODLARID

fea X un espacic topeldgivo, E up subespacio de ¥ con sblo
un nﬁmerg finits de componentes iryeducibles diferentes Qf,
i < n; entonces ias componentas irreducibles de E an ¥ =on

las adherencias Ei y s& tiene ﬁi 7 35! i # 3.



DEMOBTRACION
n
E = %Qi‘ Q; cedponente irreducible, Q; ¥ Qj si i # 3, En—
[ S | s D-_ J..i y =t
tonces, por &) de la proposiciton 1.Z20 E = E Qi. Ademas Q1

25 drpedugible por la proposieifn 2.12.
Lueggo en virtud de la proposicidn Z.18 las compenentes -—
ivreducibles da E son los Ei'

Probemss ahora gue Ei # ﬁﬁ, 1 # 9.

FRUERA

Qi es cerrddt en E entonces, por la proposicién 1.332,
ﬁif\ﬂ = Q. zon ﬁi adhierancia de Gy en L,

SUDGNEAMOS Que Ei z ﬁjl i # . Entornces ﬁifﬁﬂ z EerE. Lue
g6 Q=0 A2 F v+

PROPOSICION 2.3149

Sea X un =apacio tOpoldgico que Tiene sdle un nimero Tipi-
to de componenftes irreducibles A. distintas, 1 < n.

Sea 0, =0 1 A
i iy

Entances, los 0, son abiertos no vacios de X, irreducibles,

i

2 3 2 disjuntos, y tales gue su reunifn es denso en X.

EMOETRACION
a) 0, = Cua. = n Ca, es un abierto de X, ya gus, per la
1 iz 4 dpj J '

propesicién 2.16, toda componente ippedugible #s cevradd.

b) Probemos gue Oja A
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PRUERA

Supdngamos gue Ui [ Ei, entontes existex tdl que,

s

0. ¥y HFA;

1 1

xe0. v xe U A,

iy 1

xEQ; Y xrtigjﬁj

xeQy, ¥y xelQ (+ =)

o) probemes que Ui es no vacio.

i

FRUERA
For hipBtesis A.'ﬂ.g_ﬂ., luego existe x tal gue:
To1f3

XA ¥ =i A,

B iyj J
xEA., ¥ Jt._'_'E U A-

3 ig§
HEﬂi v xEﬂi
d) Por a) y b) tenemes que Oy cA, y 0, es dblerto des X,

e)

luego eg abierto de A.. For &) de la propesicidn 1.30,
Por d) y c©) sabenios que Ui ez un abigrto no vacfio de ﬂi.

Luego O, es densc en A., pur ser Ay irpreducible (Propo-

il'

sieidn 2.5), &5 decir ﬂi = 0,. Entonces By es irpreduci-

.‘I.
ble per la proposicién 2.12,

f) Supongamos Que ﬂjfiﬁj ? ¢, i £ j, entonces existe XeX -

-3

tal gue:

. A
2 Y A
S [ ey

Hﬁﬁi y KE'LJj r* .
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xeL ﬁ& y xch., por b)
i#k 4
®E I A y MEA
il X 2

xﬂﬂk, i#k vy xLHj
En particylar x.p.&j.. ya que 1 # 3 y xeh (= <)

De donde O, 10, = &, 1 # 3.
4

Por e} tenemos gus Ai = Gi, para £ €nq

!_’ w
£

n
Ub., por a) de la proposicibn 1.20
i

PROPOSICION 2,20

Bea D un abierto de un sspacio Ttopoligico X. La aplicacidn

Vs V¥ 25 una hiyeesidn del conjunto de lag partes irraduol

bles de 0, cerrudas el 0, schre gl conjuntd de 1as pertes

ippeduecibles de X, cepradaz en X y que iIntersectan a U.

DEMOSTRACION

Sed X un espacic topolgivo y 0 un abierte de X.

Ses

U s Ve GV = irrsducibie y carrads =n G}

Frobemos qyue si Y0, entonces:

iy ¥ &5 ipreducinle de X

11) V &3 cerradoc =n X

iii) V dintersects a O
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FRUERA

i) Sean &j y 0, dos abiertos no wvacics dc V. Hntonces --

4y

B33

exiaten #1 y BZ abiertos de X tales gue ﬂl.; EI‘HI y

EE = 'u’f'll?;:.

Luego, por definicidn de adherencis, vraai by
'Jl‘“'nB.z = ¢

Adem3s VB, y VAB, son ablertos de V, pero WV es Irce
ducible; entonces (v El‘.l”WHEE'-] Pow.

S tiene tambidn que

# 7 (VOVBL) (VY ABR2) e (VABL) MEVAB2), os decit,
Y0, Mo,

Aplicando entonces la proposicidn 2.3 se tiens gue v
es irpedueible,

V ¢s cerpade en X, por definicidn de adherencia.

Coma ¥V us ecerrado ¢n O, aplicando l4 propesicitn 1.32,
tamenos que ¥ = VIV,

Como V es irveducible, por la propesicidn 2.2, se tie

ne que ¥ # ¢. Luego VINO# &.

51 hacemos J = |Z=X/ 2 es jrreducible, cervado, v 200 2 o), wsn-

tonces hemos probado que £ 0 = Z estd bien definide:

Vowr V

Probemos ahera que g: £ =+ () estda bien definida, es decir,

Zus Z010

et ZEZ, Britonces:



i1

) Z110 =5 irreducible en O

ii) 2010 s ceprads sn 0.
FRUEMSA

i) Sean 31 y 2, dos abiertes no wacics de Z710. Entonces

existen Bl y B2 abiertos de X tales que

(Zry0dME?2

4y = (ZNO)NB1  y %y

21 Zr(oMnBL) y ZE ZOWIDMEBEZ)

1
i

Bapo (O0M#B1) v (0MBZ) son ahiertos de X (Intersec——
glbn finlta de abiertos). Lusgo Z, ¥y 2, son abiartos -
de Z.
Entances, por ser Z ivreducible, EEFWK? 2 b,
e donde %000 es drreducible.

31} fomn 7 == cerr-=de en X, antances ZIW0 vs un cerradn de
0.

Frobemps yue ges la tuncidn dnversa de [, es decir;

-Euf = fog = [

i) {gaf) = glEdv)) =.g(§) = Vo = ¥ (Propesieién 1.3%)

(vl
Luego iguf]{v} =¥

i1y (fegl cleler) = LAY = ZNo

L
Probemos e ZiAg = 2

FRUEBA

Z es irreducible v %7110 es un abierto no vacic de 2 (For -

ger 0 un abierto de X) sntonces, por la proposicidn «. b, -

ZIN0 es denso en 2 es decin & = ZIMD
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Un efemplyu de espacdu topuldgice inneducdbbe,
PROPOSICION 2.21

Sea A un anille unitario y conpmutative, X el cenjunto de -
ideales primos de A, Fayra zada subconjurto E de A deripi--
mes V(E) = {leX/Eecl). Entonces F = (V(E)EgA) satistace =-
log axiomas de los conjuntos cerrados en un espacio topolé

gico. (Proposicién 1.12)

DEMUSTRACION
i) Probemos qued, XeF [ 4) de proposicién 1.127)

ViAY = [TeXfAcI) = o
Wie)r = {TeX/decI) = X

11 ) Sea iUtLj]1JEj una Familia de elementos de F, Llcﬁ.
Proliemos gua [ MlEijeF [rii} de proposicié 1_11:

1E
FRUERA
Sea Te 1 *V(E.) « *  LEV(E.), pard tods iel
i E'j + e
~ 3 E.oT

2
Ll U E.ed
igj 4
+ + Je{Sex/ U E.c5)
ied +

+ * x4 Aol | e

fgd *

114) Sean €1, F?2 e A, PFraobemos que-?(ﬁilﬂﬂlﬂzﬁtF

[T3ii) de la proposicidn 1.12 |
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']

Con ests pbljeto necesitamns probar antes 1 slgulsnie

lema.
LEMA .22

Sea Heca y E' el menop ideal que coptiene & E (Definicidn

1,36). Entonces YC(E) = VOE'S.

BEMOSTRACION

Ilﬂl'l

Sea IeV(H), entonces por definicitn EcI; perc per ser E'
el menop ideal gue contiene & E tenemos gque E' o I. Luggo -
Tev e

il o u

Sea IeVI(E'), entonces Efel. AdemSs. por definiciédn EcE';
luega Ecl, &5 decir, TEVIE].

FRUEHA DPE 1149

a) Por el lema 2.77? se tiene gue si ?.'1, E2 ¢ A entorices

C VIEDUVEZ) = WEDUVES)

1) Probemes ahlora gue ?fE,’iJU"."{Iit = \n’{Hi‘-l’"’lEEJ

PRUERA "

Isvtﬂijuvgzﬁa It Ei::l &) Eé el
+ Ei__f'r‘f.,:,al
=, | SR
IE‘u’(E._.LI"'IEH

TR

TeviE] f‘IE_:!}' + gl'r‘rm,z‘ gl
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Aplicando el lema 1.40 tensmos gue Ein I 8 Ejcl. Enton-

: Y i - i
ceg IEU{EiJ ¢] IEH{EEL
De &) y b) concluimos que V(ELIUV(EZ) =\I(E£IT£é;
DEFINTICION 2.29
‘Con la topologia definida en 2.21, A ey llamado "egpectro
prime" de A y se depncta Specli).
NOTA
Observemes que si Ec A, antences V(E) es un cervade de F.

Luege, por la defipnicitn 1,11, fos abdeatos de la topolo--

gia espectral son de la forma ?CEE].
PROPOSICION Z. 24

Hpec (A) es irreéducible 51 y sblo #{ el pilpadical de A es
un ideal primo.

DEMOSTRACTON

N

sea N el nilradical d& A. Probemos que si zyel, entonces
xeN A weN. que es equivalente a probar gue, =i xeN v el
ghnrances :-:‘y-v::H.

FRUEBA

Sean x, yeA tales que xéN y yeN, Entonces existen J, T -
ideales primos talss que x¢gd vy yEl.

- o )
Lusgo J Evﬁt{x}l y Ie Vct{yll. Sahemos qgue V ({xl) v -

¥o(ly}) som abiertos no varios, perc por hipfresis Specla)
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25 irnpeducibile, entonces por la proposicibn 2.3,
UCHxHI’WmHy;H £ ¥, Entonces exista ‘I’E‘Ju{{x}ifwc{-{yll -
tal gue xgl v yEl. Lusgo xygl, por ser 1' ideal primo.

De donde xygN, por ser N la interseccién de todes los ddea
Tes primos '‘d= A.

W owge T

Searn "l.-'1 U;: dbiertos no vacivs de F Entdnces existen El y
'Ezcﬁ tales yue
e
v, = V&)
c
Vi = VWV {E2}
Sean eV, vy 12eV,, entonces Ele 1y ¥ 1"5291'}.2.
Lhuegw, por definicidn de N, Erdél v E?'ftﬂ 1o gue es ggud
valente a Nevi iy NEUE, BS de.c.imﬂe:i""l.f‘h.‘:h".i_ Aplicandn L

proposicifn 2.1 se Liene entonoes gue SpeclA) es irrveduci-

Lile,



CAPITULO 111

Espaclos ToroLOeicos NOETHERIANOS
DEFINICION 3.2

Un espacic topelégico X es llamado noetherianc si todo gon
junto no vacio de eerpadeos de X, ordenade por inelusiBn, -

poses un elemento winimal.
PROPDSICION 3.7

Ssa X un espacic topolégico. Entonces:

a) X es noetherianc si y s6lo si todo conjunts o vacic de
abigrtod, drdenads por inelusidn, pogee un mWaximal.

BH) X es pogtherlanu s1 y s8lu si toda sucesidn devrecilente
de cerrados zs estacionaria. :

¢) % es npetherdano =% y sble si toda sucesidn cpeciente -

de abliertos es estacionaria.

DEMOSTRACION

L] (i

a)l *

Sea £ = i“iflﬂl un eoniunta no vacio de abiertos de a2,
ordenato por inelusidn. Entonces el conjunte iﬁ'=ﬂﬂﬁh$j
g no vacio decerrados de X, ondenado por inclusidn. -
Lugga. por hipbtesis, existe NeES tal que N ﬂ; pama to
do iel, lo gue implics Ditzﬂm, para todo iel.

De donde HD su Meximal de E.
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m =% N
Similair a la anterigl.
I T
Sea '('::".ir;ﬂ."m“ sucesidn decrecicnte de cerrados de X.
Por hipdtesis exisl= Cpo tal que si Cpmay, aleln idN -
s¢ tiene entonces (ue € = {'.*k. Adem@s como la sucesiin
g5 duerecisnle se Tiene que, para Todo 3 > k, EI\: = C.‘i'
Ii..'.-uﬂgr_l {'Ul_Jim &S esraclonarisa)
W oam
Supongamos gue X no es roetherianc, entonees existe --
't e — { Ei]i__l:Lu“ Conjunhto ho vaiin de cerrvados de X, ocvde
nado por inelusidn, que po posee elediento mindmal. Lue-
BEO:
Qe + existe Ced tal gue CyeCy, ya que G o & minimal.

+ exintC Cied tal que ﬁccl. ya que Gy 1o 6 manEl.

~exaste g ed Tak que G eCyy ya que Cy Mo es mariimal.

+ exigha L‘iE-.! rEl g E‘T ﬂcj—‘.'- Wa gue ﬁi—'f e e5 winamal,
TenEmaE unltences que

oy E.Liﬂ Ei"‘ Oaierd C{J_?Q.Lj

1

. @s una sueesidén depreciente de cerrados no estacignaria

@)

w0
Sed mijxew afa sueesidn ereciente de abdertos d= X. Poro

hipfrusia existe i, €M tal gue para todo Ifil se Tiene =
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ﬂ:i ( “iu' Como la sutesidn =5 creciente se tiene gque pa-

ra todo 1 2 i ﬂi.,= 0. Luepo miaiﬂﬂ #8 estacionaria
I
HSupongdmos gue X no '@s rioetheeridno, entonces exisre -
M = IUJ.IEI Un conyunto ho vaeio de ablsctos de X, oride
nade poy inelusifn, gue no poses 2lamento maximal,
Luepe:
U'.ir:H -+ Bxiste u?;::l'l cal que Gl-c-ﬂz, ya gue IJI no es maxiial,

- Briste r"‘_‘-FiH' tal que Q? f"wﬂa: b= A (W= UE' NG &5 mexiial .

-+ Bists Dq.EH tal que 7% E.‘.ﬂq:_ Vi L "-';‘:3|L NG es meExdmnsl.
¥

-+ [Euisee ﬂiEM tEl qm.ﬂiﬂln ﬂi-' V- ElE Di—l rio e el
Tetenes  antunees gue
ﬂIED?EUEG..-{:Gi_lﬂuiE.¢-
&3 una sucesién cregients de abiertos o estaciohavia,

PRUPLESICTION 3.3

d) Todo subsspacio de un noetheriano =s nostheariana.

by Sda (A )-.,, v decibrinisntn Slnite de 45 capaci TPl
légico X. 81 les A, son noetherianos, X es nostheriano.

DEMOSTRACLON

a) Sea X un #spacio topeldgico noethariano y Ao X un subeb
pacio de X.

Sea (A} . p un conjunts no vacio de cerpados de A orde-
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nado por ineclusifmn. Entnnc&ﬁ-ni = Cifiﬂ, donde cada C;

B85 un cerrado d= X, Para tode diel.,

Tenemes entonces que {lei¢1 es un conjunto no vacio de

cerradoe d= ¥, luegc por ser X noetheriane exists ﬂk -

tal que Bi ui::ck, glglin i€l, entonces ¢, = ﬂk.

Por otyo lade A, &, , algin el

= [.',IHEI.‘!C]L_HE

- Eicuk

O "

- Cif1H = EEI\B

+ Ai = ﬁk' dalgin 1=T1.

De donde A, &8 minimal de (A, l;. ;. Luego A es ncetheria
ne.

Sea (8.) una sucesidn decreciente de cerpados de X.

n1EN
Por hipOiessis X = inAi, 1 fimatos ﬁi c= wwetherianc.
: :
i . —_— " -
agd L:l: - tﬁnriﬁi}”d‘n .Lﬁ-['-
Luege para cada iel, Ei eg una sucesidn decreciente de
oprrados O ﬂi, paDa ﬁj 25 noatheriano; entonces cada

Ei &5 estacionario.

Lusgo para cada 1 existe nul tal gue para todo: m > N
+

G A, = B fVA;
Llamando n,= max {n, | se tiene gue para todo n 2Tl
ieX 1
G A, = B  MA, para todo 1.
T d .11“

ez > = 1
Pepgo & iEI{Enfﬁ lJ
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Luego {Eﬂ} es estacionarisa.

e
De dantle X =3 nostheriano.

FROPOSICION 3.4

Sea X un espacio topolétice, entonces las proposiciones -—-
gue siguen sor squivalentes:
i) ¥ o5 noetlieriang
4i) Tode abierto de X ez g- compacte.
i11) Todo subespacio de ¥ es g- compacio.
DEMOSTRACION
i)+ 1id)
Rasta probar gque todo noetherianp £s g- compacto ya qus, -

per a) de la proposicidn 3.3, todo subespacio de un noethe

plans 885 noetheriano.
PRUEBA

Baral 1UT]iLT . racubrimiento abierin de X, es decir,

A= U 0., Dabiapresn.
167 1 d;
Sea U ={u ﬂjFHr-E, H finmitel un confonto de ablepros e
{EFI

no vaels, ordengdd por inelusibn.
Entontes, por hipdregis, D ddmite un &lsmento maximal,
V= b

Tgn *
Por defipicidn YUD; = V, parg todo i. Ademds si xeX, antoy
ces existe Ek abierte de X tal que xEDk, lugge xeVUD, = V.

Es deciy, V = X.
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De donde X es g-culipacto

Hemos probade sokences gue todo noetherianc es g-oompasto,
1) = i1)

[tmadiate

i} = i)

Sea {ﬂiliﬂﬂ und sucesidp ar;gien;a de abiertos de XK. Luego
¥ = i%ﬂui es abierto, entonces (-compavte (Por hipdtesis),
Lusgo existe L UM, T Finito tal gue V = iEIﬂi' Pere por —
FET fﬂiliau_ﬁrEEiantE,_ﬁxi&tﬁ ngel tal gae W= ﬂ” « BOEGH=

o

cet para fodo I > ng; ﬂﬁ = ﬂnb' es Jecim, ‘ui’idw es mslds=
CIONAaTia.

Pe donde X es noethernianoc.
LEMA 3.%

"Principio de recurventid noEthepidnc

dea 1T oun comjuite opdlenado Tal que toda parte po ovacia ad-
mitz un elemento midnimal. Sea Fe B o con la propleganl sigladen
tes:

8% ael &s tal que la relacidn x < a implicue =&F, entoncey

ael. S5¢ taense envengen IF = Ik,

BEMOSTRACLON

Supongames E # F. Luego H = IxeE/xgPl 2 0.

Entonnes, por hfgﬁTeaih, exigte asl, a2 minimal. Luego
x £ & = xghre ek

Adends, por hipétesis, se rjene también gue para todo x:



2

Lx € a + WeF) + J4eF. De donds acsF (= +}),
FRUPOSICION 3.8

81 X es poethspianp, entoncas X es unidn finita de cerra-—
dos jrreducibles.
DEMOSTRACTON
tear E = (A ¢ X/A es cervadoel ordenado por inclusidn.
F = [AeX/A es uradn finita de partes cevradss iorechicibles)
Tenemas entonees gus Fo E.
Bea JeB tal que Aed entonces AcF, Probemos gue Jel. [(lamy
3. 5%
) Si ) =3 drreduzibls =ntoness JeF.
B Si & ne &s drrcdueibls entonces, por la prepesicidn 7.4,
existen l‘.".l L,? carrados distintos de J tales que L‘,iULd_—' i
T a4 e
Tenemos pues gue €y Ly el luego Cy ¥ €, son upidn, fi-
*: 3 r
nita ce paptes cerradas irredupibles. Entonges | es Ve
Bifn unibu finita de cerrados irveduesibles. Ls dande Jeb.

e Ie=nde = leme 200 tEnEnps =nTomces gue £ o= OB

Adenfs Xel, luega XeF,
PROFOSIETION 3.7
Si ¥ es nostheriano; sntoncss el cenjunte de componantes —

itrpedueihles =5 finita.
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BEMOSTRALTON

Por la proposicidn 3.6 sabemcs gue 81 X es poetlieriane en-
fonceg X = WA, F Finito, comn A: cerpadn ipvetlucilile.
_1'::_ € A

Tenawos entonces gue IaiilEI-as un pecubrimiento finito de
X tormade perr copiuntos serrados iveeducibles. Luego, Al
cundo la propesiciGn 2.18, 82 tiene que las coppanentes -
fpreducibles de X son los elegentos paximiles del vounjuhto
de Log AL .

i
De dende el conjunte de las copponsptes Irveducilbiles de X

as ftindbte.
PROPOSICION 3.H

S1 X es nestherisano, entonces el conjunto de compounentes

oEneExEs ef T Inin.,
DEMOSTRASION

Bor la patte bl de la proposicion 2,17 y por ld prapis-—
cibr 3.7 se tieme que X = Iglgi' I finito, cof A colipiole
te Irreducille, |

Adamds, per =l Jorvolaric dels proposiclén 2,17, cada cop-
ponente conexd de un c¢updeio topoldpicc a5 unidn de compo-
nentes irvedusibles. Luego £l ctinjubto de l4s componentes
canexas es ‘tambidn tinito, ya gue ¢l conjunto 'de unignes -

posibles de un conjupnta de pértes finito es tampign Tinite.
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PROFOSICTON 3.8
Un espacio noetherianc separade es finito necesariamente,
DEMOSTRACION

Sea X un espacie noetheriano separado.
Sean E = {A e X/iA es cerradol
Fo= {8 o X0 ks Fipniral
Tenewos entonces que Fo Lk, ya que en un eupacia separado -
tode cenjurite finite A ¢ unidn Finita de cerrades, asi

A U ix

iE:I 1-[1l|
citn 1.15).

1]

I Finito. honde nadad [Xil e5 cerrado (Proposi

Sea B E tal que (AcB - AcF). Probemos entonces por el le-
ma 3.5 gue Hel.

Sea M = B-|x}t, xeB. Luege (Me B + MeF) es decir M es fini-
To. Entonces B = MUixl. Ge donde BeF. Luega B es fininme.
Aplicande entences el lema 3.5 tenemos que E = F.

De donde X es finito.

Un ejempto de ecapocco Lopuligecoe mogtherdano
DEFINICION 3,10

un' anillo A se dice gue =3 noetherianc sl cada sucesibn --

creciapts de idesles l]ﬂ I1%p... =5 egtsclonarid, eg decip,
existe un n Tal gue I =1 . = 1 ., = ...y & srjulvalsnte-

mente, cada subconjunitc no vacio de ideales de A, ordens-

dos pop inclusibn, tiens un elemente maximal
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PROPOSICTON 3.11

81 A s un anille uneetheriang; enteness Spec(Al) =5 un espa

ecip topoldgico noelherigho,
DEMDSTRACION

De gcuerdo 4 18 proposicidn 2,24, s8I Ee A entonciés V(E) es
un cerracdo de F.

Sea {ﬂﬁﬂiﬂiﬁhq utja sucesidn decreciente de elémsntos de F,
Prohemos que {H{Eiii{ﬂ“ es estacicnania, B8 deqir. existe

T Tal gue "pava todo i 2 pi MIE ) = V(E"
PRUENA

For el lema 2.22 podemos asumin (ue cdda By as un ideal. -

Formemus entonees 1a siguiente sucesifng

Ml
'y

"P? = Ej + E':? = l':-:i * Hgfﬂiﬂui; 32552}.

By

Tq. = Ei L

Tensiine entonces gusE:
L] ™ L] L] o
Tin‘-{?lridl plihri+1ﬁ]-.-
Luggo, por hipbresss, existe 1 {al que para totdo n > v s=

tiens T = T



ui

AL 2 r Tepsmos gue "WUE.) e VIE W Prabemos entonies que
"para totle 1 > mi U{-Erlnﬁ{:f.i}"

Sea JEF_,{EPJ, entoness EP__E J. También V{EI_J () 'JIFLE}; para 1o
g9 i € 1, es decdr, .'Epﬂd + Ei ew] pare todo 1 € p. Lusgo -
T, =@ J. For sexn T el menor ideal que contiene 4 Todos los
E.‘l., mon 1 % p.  Ademfs si i >r, T, =T, De donde T, e d; =
para todo i 2w, [ #)

Por otra lade E; el para todo i, (&)

Comparanda (#5) g (M) tepsmpos que E_:iﬂ J, para todo i 2 by

&g depir, JEVIE-).
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