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CAPITULO I

GENERALIDADES SOBRE INTERPOLACION

1.1 DEFINICION:

La interpolacidn consiste en aproximar el valor que una fun-
cién f toma en el punto x conociendo los valores de f en los

argumentos X4 Nl Bl xn; es decir, conociendo

f&i} ¥ =By Touusg R

La notacidn utilizada es f{xi} = ¥ = fi ¥ 4 = I Isaa m

Decimos que P(x) interpola a f(x) en los argumentos

X s X

. X 51 P{xi} = f{xi] SR R T SR )

LASURTR S

1.2 INTERPOLACION DIRECTA,

Dadeo los argumentos en un cierto intervalo I encontramos el

valor de la funcidn en un punto x, x € I.

1.3 INTERPDLACION INVERSA.

S5e trata de encontrar el valor de x correspondiente a un va-
lor conocido de y = f(x) gue se encuentra entre dos tabula -
dos. En conclusidn, la interpolacidon inversa no es mMds que

la interpoiacifn ordinaria aplicada a la funcidn inversa -

x = g(y).



Generalmente, la interpolacidn inversa es utilizada en la de-
terminacidn de las raices de unma funcidn dada; es decir, para

determinar el valor de x cuando f(x) = 0.

1.4 USOS DE LA INTERPOLACION:

1.4.1 En las Tablas Matemdticas para hacer su uso mds efi -

ciente.

A principio de nuestro siglo las tablas matemdticas eran has-
ta veinte veces mds grande gue 1o necesario; pero con el uso
de 1a interpolacidn éstas son mucho mds peguefias y por tanto
mids baratas de obtener. £l uso de las computadoras electrd-
nicas reduce la necesidad de las tablas, pero siguen siendo

itiles en &1 comercio y en probabilidades y estadistica.

1.4.2 En Investigacidn Cientifica.

En muchas ocaciones al realizar un experimentp obtenemos da-
tos correspandientes a una funcion la cual desconocemos o no
puede Ser expresada mediante una fdrmula. La aplicacidn de

la interpolacidn nos permite trabajar con tales funciones.

1.4.3 Para la Resolucifn Mumérica de las LEcuaciones Diferen-

ciales.

Cuando usamos métodos numéricos en la solucidn de ecuaciones

diferenciales, conociendo los valores de 1a solucifin en laos



puntos X4 . 3l Bl xn los métodos de solucidn proveen el va -
L]

lor en el préximo punto x de esta manera se extiende la -

n+l’

solucidén punto por punto. E1 punto x e encuentra afuera

n+l
del intervalo que contiene los valores anteriores, por lo -
cual se 1lamaria con mds precisidn una extrapolacidn. La in-
terpolacion y la extrapolacién son matemdticamente el mismo -

proceso y no haremos distincifin alguna entre ellas.

1.5 ALGUNAS DE LAS FORMULAS QUE SE USAN EN LA INTERPOLACION.

1.5.1 Las Férmulas de Diferencia Central de Stirling, Bessel

y Everett.

Para ellas se requieren datos de ambos lados del argumento de
interpolacion en cantidades m&s o menos iguales, por esta ra-
z6n no se aplican a argumentos que estan muy cercanos al prin
cipio o al final de l1a tabla, Para estas férmulas no es nece

sario determinar de antemano el grado del polinomio.

1.5.2 F6rmula Progresiva de Newton.

Se aplica para interpolaciones cercanas al principio de la ta
bla; por que los datos utilizados estdn colocados adelante -

del argumento de interpolacidn.

1.5.3 Férmula Regresiva de Newton.

Es para interpolaciones cercanas al final de la tabla; los da



tos estan colocados después del argumento de interpolacibn -

sobre la linea con pendiente hacia arriba y hacia la derecha.

1.5.4 Férmula de Lagrange.

No reguiere de cdlculos previos en la tabla de diferencias;
pero tiene la desventaja de determinar desde el comienzo el

grado del polinomio aproximante,

1.5.5 E1 Mé&todo de Aitken y el de Neville.

Son muy usados en la interpolacidn inversa, donde los wvalores
y; son casi siempre espaciados desigualmente y no requiere de

antemano el grado del polinomio aproximante.



CAPITULO 11
EL POLINOMIO INTERPOLADOR

2.1 INTRODUCCION:

El método mds comin para aproximar el valor de una funcidn
es usando polinomies. Hay varias formas para lograr este
proposito, pero el mas flexible y de construccibn mas facil
es el polinomio de interpolacifn, aunque no siempre es el -

mas efectivo.

Existen polinomios interpoladores que usan diferencias y o-

tros gue usan ordenadas.

Los que usan diferencias se basan en el valor de la funcifn
en un punto y en las diferencias de la sucesidn de valores
de la funcidn. Entre ellos tenemos: Newton, Gregory-Newton,

Newton-Gauss, Sterling, Bessel, etc.

Los gue usan ordenadas se basan directamente en los valores
de la funcidn interpolada. Entre ellos tenemos: Taylor, La

grange, Neville y Aitken.

Aqui nos ocuparemos del estudio de polinomios interpoladores

gue usan ordenadas.

El polinomio de Taylor es de poco uso por gue tiene la propie



dad de que toda la informacidn estd concentrada en un punto,
esto es en X Para propdsitos computacionales es mas efi -
ciente usar métodos que ifncluyan informacidn en varios puntaos

como el polinomio de Lagrange.

2.2 POLINODMIC INTERPOLADOR DE LAGRANGE.

Determinemos un polinomio de grade uno gue pase por los dos
puntos diferentes {:n, Y1 ¥ ixl‘ yl}_ El problema es el =
mismo que el de. aproximar una funcion f, en la cual f{xD} =

¥ y f{xlj = ¥i1» POr medio de un polinomio interpolador de

0
primer grado que coincida con los valores de f en Tos ountos

dados (Ver figura 2.1).

Figura 2.1



Como el polinomio gque buscamos es lineal debe tener 1a fTorma

P(x) = a  + alx y debe satisfacer:
jlrn - P{xn] - an ¥ alxn
¥y F{x]] =a, + a;x

Resolviendo estas ecuaciones para a y al, obtenemos:

o
P |
By " xﬂ = xl
0 1
Como 8, % ¥y = By X5

Tenemos ague:

80 T Yo

Vi, =N
xn = xl X0
o 1

sustituyendo los wvalores de . ¥ al en el polinomio tene-

mos:
Yo ™= ¥ S
PIx} = ¥y, - xu = xl Ao xu a xl %
0 1 0 1
_ Yo (X - X5 - X1 + x) P (x5 - x}
(xy - %) (xg = %4
"3 (x - x;) . Y (x - xnl_
(x, - xq) (xy - %,)

Podemos observar que el polinomio obtenido, satisface

P(x,) = yg ¥ Plxq) =y,



Esta t&cnica puede ser usada para aproximar valores de una -
funcién entre dos valores tabuladeos. Este es un método de -
interpolacidn usado frecuentemente en trigonometria o tablas

logaritmicas; 1lamada Interpolacién Lineal.

Determinemos ahora un polinomio de 5&gﬂndd grado pasando por

tres puntos distintes (x Yoy, (Xls yqy ¥ (x2, Ya). (Ver -
figura 2.2).

7 N

P e s o o e e e = e =

Figura 2.2

2 . I
Sea P(x) = a, + a;x + asx" el polinomio donde dgs 31 ¥ 8

deben satisfacer:



]
[=1]
+
o

2
P[xn} o 1xn * azxu

e
o
]

n
=1}
+
=1

¥p = Plxq) 0 1%1 T %%

_ _ 2
Yo = Plx;) = ag + a;x, + ayx;

Resolviendo estas ecuaciones para ag al y a? tenemos:
k]

[ Yo*i%a(xa-%y) + ¥oXplxg-Xp) + yoxgXy(x3-%4)]

a =
’ (Rg=xy Mixp =o)Xy =24)
2 .2 2 2 .
R [Yol%3-%p) + yylxy-xg) * yolx;-x7)]
: (xp=% )% g=xp)(x1-%)
a, = L ¥o(%am%9) * ¥ (x5-%p) + yp(xg-%4) ]

(xg=%1) (xg=%p) (X%,

sustituyendo estos valores en el polinomio tenemos:

[yﬂ[x2-xl]{x-xlnxaxE]+y1{xﬂ-x2][x~xn}{x~xE}+yE[xl+xD]{x-xu}[x-xlﬁ

P(x) = -
(xgxy) Oxgxg) (3o

(x=%1) (x=x,) . Y (x=%,) (x-x,) . Y (x-x ) (x-x;)
{xu-xlj[xn-le {xl-xu}{xlhxz} {xz-xﬂ]{xz-xll

P[?’-} = J"ﬂ
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Se observa también que el polinomic asi obtenido, cumple con

P[ND} ix .'.'!"u,! P{Kl) ™ .3"1 Y F{xz} = .]II"E-

Para generalizar este concepto busquemos un polinomio de gra-
don a lo sumo que pase por (n+l) puntos dados, Si esto es -
posible, tendremos gque dada una funcién f, podemos enpcontrar
un polinomio P que coincida copn los valores de 1a funcidn en
ciertos puntos especificados, y el polinomio P se usa para a-
proximar a f en otros puntos del intervalo que contiene a los

argumentos dados,

Este procedimiento de interpolacidn se describe en el siguien
te teorema y el polinomio obtenido se 1lama POLINOMIO INTER -
POLADOR DE LA FORMA DE LAGRANGE. (Ver figura 2.3)

Figura 2.3
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TEOREMA 2.1

Si x

6y, Pap ®

5 veeaX, SON (n+1) puntos distintos y fes una -
funcifn cuyos valores se dan en estos puntos, entonces existe

un polinomia Gnico P de grado n, a lo sumo, con la propiedad

que f{xk! = F{xk} para cada kB @ 0y Tawaws Bs

Este polinomio se determina por:

pw)im F Lo () # Fobalm) et L),
Es decir,
n
P(x) = RED fby(x)
donde
y s (r=x M x=xgy won (=2 g MX=% 0g) wan (X2 )

{xk-xﬂuxk'—xlj . {xk"xk—lﬂxkpxk‘l“l} --;[Hl{":ﬁn}

R - xﬂ

= I et para cada k =0, 1, 2,
i=0  (x,-x_.)
itk <
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Demoestracidn:

La existencia del polinomio P guedard probada si podemos es-
tablecer que existe el polinomio L (k =0, 1, 2, ... , n) -

can las siguientes propiedades:

1) Cada Lk es un polinomio de grado< n;

2) Para x Xies Lk tiene un valor especial que es

n

Lk{xk] 1; pero si i # k entonces Lk{xi] = 0,

Para demostrar la existencia de los Lk‘ obsérvese que en la

expresion

[x-xi} _ [x-xcl...[x-xk_l}{x-xk+1}...{x-x"]

[ P
ol
=

(X =%5)  (xp=xg) oo (= ) (%= q) e e (Xp=xp)

E1l numerador es el producto den factores lineales y repre -
senta un polinomio de grado n. Ademds si x = xk,1a expresion
tiene el valor de 1. Por otra parte si x = X3 donde i # k.,
entonces el numerador que contiene a {x-xi] es cero, y el pro-

ducto se anula. Luego los polinomios
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{x-xil

n
L,(x) = T  +——x
k '=[} (xk_xi}
Fk

i
i
tienen Tas propiedades requeridas.

n
Como P{x) = ¥ kak{xl
k=D

tenemos qgue:

Il =323

FI:IT'} = f(}lk} Lk{xf} = f{}{_‘-]L_I-tx_F] = 'F{K_F}

k=0

Ademas, cada Lk es un polinomio de grado n, luego Pes un -

polinomio de grado n a lo sumo y se satisface que

f{xk} = P(x ¥ k= O X s s MG

k)
Para prabar la unicidad del polinomio de interpolacidn, su-
pongamos gue existe P(x) y 0O(x) polinomios gue interpolan
atTen Tos argumentos X 4 e X de grado menor o figual

gue n.

Su diferencia D(x) = P(x) = Q(x) es también un polinomio de

grado menor 0 Jgual gque n,.
Pero:

D{xi}

i 1]
- i)
-
ez
i ery
T
I-I-l‘
i
&=
Ty
e
-
—
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E1 polinomio D(x) tiene (n+l) ceros y, por lo tanto, como es
un polinomio de grado< n debe ser idénticamente nulo. Es -

decir gue:

D(x) = O para todo x
De donde:

P{x) = Q(x) = 0 ¥x
Entonces:

P(x) = Q(x) ¥x

2.3 INTERPOLACION ITERADA.

La interpolacidn iterada es adecuada para la aplicacién en -
las computadoras digitales y es también conveniente para Ja
computacidn manual, ya gue, se utilizan los célculos previos

hasta obtener los resultados apropiados.
Los métodos que han llegado a tener uso frecuente son:

1) MEtodo de Newille.

2) Método de Aitken.

DEFINICION 2.1

Sea f una funcién definida en los puntos Koo Xqweves X 50

sea D = {xﬂ 1 [ xn}. Consideremos polinomics que in -
|

terpolen a f en algunos de los puntos en D, pero no en todos.
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Sea A un subconjunto cualquiera, no vacio, de D y denotemos

por Pﬂ al polinomio que interpola a f en los puntos X; E A,

51 A contiene (k+1) punto, P, es el (nico polinomic de grado

< k qgue cumple

PH{xi} = fy » para todo x, & A.

TEDREMA, 2.2
Sea f una funcitn definida en los puntos xu o e X ¥
b= {xu 0 [T xk}. Sean A y B dos subconjuntos de D y con

k-1 elementos gue tienen todos sus puntos en comin, excepto

los dos puntos X; € Ay xj e By 51

{x-xj}PA{x} - {x-xijFE{x)
{xi B xi}

p(x) = , para todo x.

Entonces Pes el polinomio de Lagrange de grado< k qgue inter

pola a f en Xgo Xqaeens X

Demostracifin:

Py ¥ Pp son polinomios de grado< (k-1) por lo tanto P(x)

es un polinomio de grado< k. S5i 0<r <k y r# i,j] te-

e (. ~x:) Pylx.) - 6o
-x.) P o (om0 P
P{xr] - A xJ A{:r_‘x :r %5 B xr
i J
i (xr—le f[xr} = {xr—xi] f[xr}

Exi = xj}
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{Ri ~ xj} T4 ﬁ}
(% -%x.]

J
= fExr]
para )(r = Ki tenemos:
(x:-%:) Palx:) - (x:-%:) Pp(x:)
_ 3 s ol I B0
F{Hi}

[xi = KJ}

{xsl = xjj f{x.l*:]

[x-i = K‘}J‘

= f(x,

1} s X. £ A

i

¥y similarmente para e F xj tenemos que:

P{xj} = f(xj] - xj £ B.

L

P interpola a f en Xgr X101 Xos ooea Xy

Este teorema nos permite generar polinomics de interpolacidn
de grado mds alto partiendo de polinomios de interpolacidn de

grados mas bajos.

2.4 METODO DE NEVILLE.

Mediante este método se genera un diagrama triangular de poli

nomios de donde se obtiene el polinomio interpolador.

Denotemos por O, con i > j al polinomio interpolador de gra

2]
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do j que interpola a la funcifn f en los (j+1) puntos,
xi—j’ xi-j+1""'“i' Es decir que ni,j = FH donde A = {xi-i'
Xike

Xiagereor Xy

Para construir la tabla 2.1 se coloca al principio del diagra
mala columna de los X3 los polinomios se colocan en colum-
nas sucesivas de izquierda a derecha, el Gltimo polinomio es

el polinomio de interpolacidn que buscamos.

Tabla 2.1

Esta tabla se obtiene basada en el Teorema 2.2, y adicional =~

mente Qi T f[xi} para cada i = 0, 1, 2,..., n;que son los
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polinomios de grado cero, de los cuales partimos para obtener

los de grado uno, usando la siguiente fdrmula:

5 = (=X 00y 3 i-10k) = %0579 d-11x) (2.1)
1.J [xT_j - xi}

Por ejemplo ﬂl 1{%) seé obtiene asi:

(x-x1)0q glx) - {XPKD} 0, D{x}
Bg,alxd = 4 :
’ {KD = xl]
partiendo de Tos de grado uno se obtienen los de grado dos,

por ejemplo Qa 2(x) Se obtiene asi:

= {x”xS}qE lix] L= {x_xl}DE ltxj
o a{xl a 33] g

Q3 o(x)

De esta manera se obtienen todas las columnas formadas por -

los polinomios indicados en la Tabla 2.1.

Si por ejemplo, después de haber computado 3 filas, el poli-
nomio de interpolacidn no es tan exacto como se desea, se a-
grega otro nodo x4, 1o cual da origen a una nueva fila que -

contiene:

xg Qg0 Q4,1 Qap U3 Q4.4

Si no damos un ndmero determinado de nodos, 1a Tabla 2.1 se
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obtiene fila por fila y son los polinomios de la diagonal su-
perior los que sirven como aproximaciones sucesivas al resul-

tado, de modo gue debemos de parar cuando tengamos Ta exacti-

tud prevista.

Ejemplo 2.1

Aproximar /3 usando el método de Neville en la funcién

- a% - e o =
f(x) = 3" para Jlos valores Ry 2’*1=-L xEnﬂ,xa—L x4-3

Solucidn:

Por el proceso descrito para obteper la Tabla 2.1 y con la -

formula 2.1 obtenemos la Tabla 2.2.

0 1 4/3 3/2
1 3 2 11/6 16/5
2 8 0 3/2 5/3 41/24

Tabla 2.7
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Donde el valor aproximado es 1.7083333 y su verdadero valor es

1.7320508.

ALGORITMO 2.1

Algoritmo de interpolacifn iterada de Neville. Para evaluar
en ¥ al polinomio P que interpola a la funcidn f en los (n+1)

puntos distintos, Xq 1 L

1l

Paso 1 hacer Qy o(x) = f(x,)

Paso 2 tomar 1 = 1

e

Paso hacer ﬂi 0lx) = f{xi}

;) = e s =5 5 (03 Ml 5 LA - BST0%

Excl_j = x.i}

Paso & calcular Di

para cada J = 1, 2,..45 1,

-

m

Paso agregar uno a i

Paso 6 si i < n pasar a pasoc 3

Paso 7 P(x) = ﬂn "Ex} y el procedimiento termina.

E1l algoritmo puede ser modificadoe para permitir la suma de -
nuevos nodos interpoladores,o sea el paso 5 puede ser reem -

plazado por IG1’ - qi_l,i_1| < g£. Donde € es la tolerancia

i
dada del error. Si la desigualdad es verdadera entonces

Qi ; @s una aproximacién razonable para f(x). Si la desi -
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gualdad es falsa, entonces 7 se incrementa para permitir un nusvo

punto de interpolacidn Ky antes de regresar al paso 3.

2.5 METODO DE AITKEN.

Para generar su diagrama triangular, igual al de la Tabla 2.1,
5@ procede de la misma manera que &1 de Neville, Denotemos

par 4. con i > j el polinomio interpolador de grado j gue

i3

interpola a la funcidn f en los ( i+1) punto X s xl,,,,,xj_,,xi,

es decir que O, i Py donde A = {x_ X1y .o oaXg g

siguiente fdrmula;

4 x# y usamos la

G el s {K'Hj&]_‘] Ui’j_lfﬂ i [:}{-Xf:] ﬂ]—],]—lr:x} (2.2)
; '
J (%, - X5.1)
para 1 = Xy Eiuni ¥ =0 i oo Al

Por ejeman.ql lfx} se obtiene asf{:

(x-x45) By glx) - (x-%x3) Qg g(x)
} ,

0 b)) = ;
1.1 -
[xl X
partiendo de los de grado uno se obtienen los de grado dos -
por ejemplo Q. E{x} se pbtiene asi:
(x-x1) Qg q(y) = (%-%3) Qq 4y

QE.E(K} =

Ejemplo 2.2

Resolver el ejemplo 2.1 usando el método de Aitken.
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Solucidn:

Por el proceso descrito para obtener la Tabla 2.1 y con la fér

mula 2.2 obtenemos la Tabla 2.3

-1 1/3 2/3

0 1 11/9 3/2

1 3 EB/27 37/18 16/9

2 9 17/3 19 /6 23/12 41/24
Tabla 2.3

E1 valor aprdximadu resulta ser 1.7083333 y el verdadero va-

lor sabemos que es 1.7320508.

ALGORITMO 2.2

Algoritmo de interpolacidn iterada de Aitken. Para evaluar
en x al polinomio P que interpola a la funcidn f en los (n+l)

puntos distintos, x Xlsnnae BE
D, n
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Paso 1 hacer Q, D[x) = fExD}
Paso 2 hacer £ = a la tolerancia reguerida
Paso 3 hacer i = 1

Paso 4 hacer ﬂi,ﬂtx] = F(xi}
{x'xj_ljﬁ.i ..]-ll:x] i {x-ﬁ'}ﬂj-l,j-ltx}

Paso 5 calcular C; j{xj =

pira cada j = 1, 2,..., 1.

Paso 6 opreguntar si |[Q.

. = 0, < € i -
i 51_1’1_1| entonces ir al pa

so 8.
Paso 7 acregar uno a i e ir al paso 4.

Paso 8 E] proceso se ha completado.

Ejemplo 2.3

Calcdlese un valor aproximade de la serie infinita

1 # # + ... del siguiente modo: Hégase
Z AL
2 3
F('1—1=1+L2+l2+...+3§, (h = % 25 Fiuns)
H 2 3 fl

usando a1 Alaoritmo de Neville.

Usando el algoritmo 2.1 para cinco nodos obtenemos los datos
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de 1a Tabla 2.4.

X5 | 9,0 05 .1 Qi 5 Q.3 Q5 4
1 |1
12| 1.25 1.50

1/3 | 1.3611111 1.5833334 1.6250003
1/4 | 1.4236111 1.611111 1.63 88884 1.6435177

1/5 | 1.4636111 1.62361 1.64 23587 1.644672  1.6449609

Tabla 2.4

$i calculamps la serie hasta paran= €34 se obtiene un valor
de 1,6435182 y si observamos el dato obtenido para cuatro no-
dos con el algoritmo de Neville vemos que es 1.6435177, es de
cir, se han logrado cinco cifras decimales significativas. -
Queda de esta manera clara la utilidad de l1a interpolacidn.

$i queremos obtener a partir de la serie infinita unm valor a-
proximado de 1.6449609 tendrfamos que sumar hasta el término
¢on n = 1789 aproximadamente, mientras que con el algoritmo

se logra con cinc0 nodos.

Ejercicios:

1) Sea f(x) = x4 calcular f(3) por interpolacifn en 105 pun
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tos x = -4, -2, 0, 2, 4, usando el método de Newille ¥

después el de Aitken.

2) Use el método de Neville y luego el Método de Aitken para

aproximarf(-0.78) para la funcién f(x) = xzex cos X usan

do x. = =] ¥

. 1 = -D.9, %2 = -0.8, %3 = -0.7, x4 = -0,6.

3) Encontrar un valor aproximado de v2 por interpolacidn,
usande el Método de Neville, Tuego el Método de Aitken

para los valores de la funcifn f(x) = 2" en los puntos

% B o= =T By To 25 3

2.6 INTERPOLACION INVERSA ITERADA.

Supongamos que f ¢ c' [a,b] (se lee f pertenece al conjunto
de funciones diferenciables continuas ern el intervalo cerra

do [ab]), £ (x) 20 ¥ x ¢ [a.b] y f tiene un cero r en [a,b].

Sean Xgr Xpa Xgaeean X (n+1) puntos distintos en [a,b]
con f{xk] = yk . para cada k =0, 1,..., n. Para aproximar
r, construya el polinomio interpolador de grado nen los no-
dos Yor ¥qv--vs ¥, para 1a funcidn inversa f'L{SE ha pedido
que fl{x] # 0 VX e [a,hl, para que f(x) sea solamente cre-
ciente o decreeiente y de esta manera asegurar Ja existencia

1 de ).

de la inversa f
Emm:yk = f{xk} y Tflr) = 0, entonces f"i{yk} = Ry ¥

f71(0)

i

r. Cuando usamos la interpolacidn iterada para -
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apraximar f 1{(0) = r le 1lamamos Interpolacifn Inversa Itera-

da.

Ejemple 2.4

Use la interpolacidn inversa iterada para encontrar una apro

X

ximacidn a la solucidn de x - e © = 0 usande los siguientes
datos:

% g.3 0.4 0.5 0.6

E-x 0.740818 0.670320 0.606531 0.548812
Spolucibn:

Obtendremos primero x-e * con Tos datos dados y encontrare-

mos el siguiente resultado:

-8 -0.440818 -0.270320 -0.106531 0.051188

Usando la férmula 2.1 obtenemos Jos datos de la tabla 2.5.



Donde la aproximacién a la solucién es 0.5671552. 5i

la farmula 2.2 ohtenemos

0.3

0.4 0.5581544

0.5 0.5650416 0.5672362

0.6 D.5675448 0.5671460 0.567156572
Tabla 2.5

usamos

los datos de la Tabla 2.6

0.3

0.4 0.5585473

0.5 0.5637362 0.5671107

0.6 0.5687881 0.5671575 0.5671422
Tabla 2.6

Donde la aproximacién a 1a solucién es 0.5671422,

2.7

VENTAJA Y DESVENTAJA DE LA INTERPOLACION LAGRANGIANA.

La ventaja del Método de Lagrange es su flexibilidad ya que

no es necesario que los puntos estén igualmente espaciados.

Esta propiedad nos permite realizar 12 "interpolaciGn invep

5all

21 -
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La interpolacidn Lagrangiana también es conveniente cuandg -
hay muchas funciopes diferentes a interpolarse, todas defini

das en los mismos puntos X By ey o0

a para evaluarse to-
3

n?
dos en el mismo x. En este caso los Lk{x] se encuentran una

spla vez.

Las desventajas de este método es que puede involucrar mucho
trabajo de cdmputo, si se desea calcular los polinamias -
Li[x]. (tra de las desventajas es gue si por alguna razdn -
después de haber construide un pelinomio de grade n nos da-
mes cuenta que la aproximacidn no es adecuada y Se reguiere
un polinomio de mayor grado, todo el trabaje previo no puede
ser utilizadeo y se debe repetir completamente el proceso, -
Las técnicas de la interpolacién iterada (Newille, Aitken) su

peran esta (Gltima desventaja.

2.8 INTERPOLACION LAGRANGIANA A INTERVALOS IGUALES,

Consideremos el caso donde los puntos Xgq %1 xE,...,xn ES-
1 -

tdn distribuidos a intervales jguales, es decir, xk+1—xk=h Yoo
donde hes una constante., Cuando esto ocurre, no se puede
realizar la interppolacifn inversa; pero se puede simplifi-
car los cdlculos de Ta interpolacidn Lagrangiana. Para es

to es conveniente que los puntos X4 : 4 Xgaeowa Xy se cambien
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a 0, 1, 2, ..., n por medio de un cambio de variable de la

Este cambio introduceun nuevo polinomio Q definido por:
Qfs) = P(x)

10s valores de Q son iguales a Tos de P, en los puntos corres

pondientes. (Ver figura 2.4 y 2.5).

Y
|

1 2 3 "

Figura 2.5
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Generalmente cuesta bastante trabajo evaluar los polinomios
de Lagrange Lk{x} numéricamente, Si hacemos lkﬂs} - Lk{x} -

tenemos que:
P(x) = Q(s) = y 2 (s) + ya (s) +.ot y 2 (s)

los wvalores de Ak{sj se pueden encontrar en tablas especiales
para ia interpolacifn, Esto se hace posible porque ahora de-
penden solamente des mientras gque Lk{xj depende de

Xo e s X, Asi el cdlculo se reduce a una sencilla -
combinacigén lineal de Y 311..., ¥
Se puede utilizar cualquier punto X, como "punto base''' defi-

nienda

si % = X entonces s = 0 Cuando el nimerc de puntos es im
par se puede tomar como punto base el punto central. Esta -
forma conviene por que minimiza el valor absoluto de s nece

saric oara alcanzar todo el intervalo X < X < ¥

(o] ne

Mostraremos en el siguiente ejemplo cObmo se hacen los cdlculos

Lon }Lk{ﬁ}a

Ejemplo 2.5

Aproximar f(x)inediante un polinomio P(x) gque pasa por tres ountos

egquidistantes.
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Suponiendo que estos tres valores de la variable independien-

te sop 5 = =), 0, .

Luego 1a f6rmula de fnterpolacién de Lagrange es:

. {s-0)(s-1) . (s-(-1))(s=1) . ¥, (s-(-1)){s-0)
Qs = Y1 gy T oo ¢ Y (o)

s{s-~1) . v, (1_52} + ¥ s{s+1)

=J.1 T2

De donde se obtiene gue:

|

3 l'l:sj _ 5[5-1)

n
i

1
%]

rgls)

A(s) = '—2—)-5{“1

E1l polinomio interpolador de Lagrange puede escribirse de -
una gran varisdad de formas, y en algunas de ellas se elimina
la necesidad de trabajar con los pelinomios Lk{x} de Lagrange

explicitamente, comp lo veremos a continuacidn.
Utilicemos solamente tres puntos Xq x1, %2 y escribamos:

+ h = xu + Z2h

donde h es una constanie. Evaluemos el polinomio interpolador



en un punto x, donde:

El primer polinomio de Lagrange

Ln(x} =

(x - xl} (x - xz]

(Rp = %3] (xg = X5]

se puede escribir como:

L, (x)

[]]

comos = Ehi

Lo (x)

(Ax-h){Ax=-2h)

(=h)(-2h)

Ax2 - 3hAx + ZhZ

ohe
tenemos:
% 52 - % 5 + 1

De 1a misma forma tenemos

L, (x)

y también

L2(x)

(H - KD] lx o xz]
{xl 'xn} {xl -le

Ax (ax - 2h)
EELD

78 = 52

fae xn] (x - %ll
(%5-%g) LKE'xl}

32
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Para verificar estos c&lculos basta con que s tome los valores

0, 1, 2. 0 :sea

_ (s - 1) (s - 2)
Lo(x) = 6 = 17 @ = 2}
i sE =35 % 7
2

De igual manera tenemos:

T
R

(s - 0) (s -
Eyl8) = 2 pi—1—

g s = 2)
m B

y L2(x)
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El polinemio interpolador se puede escribir como:

1]

P(x) = yolo(x) + yilq(x) + yyl,(x)

o [§ g =% §# 1] =# ¥q (25 - SE] + ¥, {% s - %s}

-3y +4y, -y Y. -2y, + ¥
(1] o 2 4] 1 2. 2
¥o + 5 ]5 + [ 5 s

Podriamps tomar como punto base a 9 de donde:

2 =%} + Ax

y los polinomios de Lagrange se convierten en:

o) = P

Ly(x) = (Ax + h){ax - h)

H
i

1
LT

! +
Lo(x) ="/

E1 polinomic interpolador lo escribiremaos asi:
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pix) = YololX) + ¥iL (x) + yyl,(x)

R

el [f 5= = % s) + yl[l-sz} + yz{% s 5 S

1]

b
it

+

Yy - xu] . {yz - 2y, + rn] 2
' 2

Podriamos utilizar el X, como punto base, el cual produce un
tercer polinomio. La fdrmula mds conveniente es la gue uti-
liza como base el X, que sea el mds cercano al valor de x., -

as1 s se hace lo mds pequefa posible.

5i se desea agregar um nuevo punto X.4+1 Para efectuar una in-
terpolacidn mds precisa, basta con agregar un solo término al
polinomio en s. Los términos de menor grado quedan iguales,
por 1o que no habrd qgue repetir todo el trabajo para incluir

el nuevo punto,

Estos polinomios son algunos de una clase muy extensa de poli
nomios, que se describirdn mds convenientemente en términos -

de las diferencias finitas.



CAPITULD III

LA INTERPOLACION CON LAS DIFERENCIAS FINITAS

3.1 DEFINICION:

En este capitulo trataremos con funciones donde los valores

ap w1l % veen - estdn equidistantes, como se usd en 2.8,

La teoria de las diferencias finitas se basa en la observa

¢idn de que la diferencia ¥ de dos valores conseclu

i*1 T Y
tivos ocurre muy a menudo en las férmulas, ¥ por lo tanto,
se padria simplificar la forma de escribirlas, introducien-

do un simbolo especial para las diferencias.

Las primeras diferencias ordinarias o diferencias finitas de

1a sucesidn Vi, ¥s y2, ... se definen asi: Yy - ¥

O

}’2".3"]! Yig = ¥aa'e

Las segundas diferencias finitas se definen como la diferen
cia de las primeras diferencias o sea (y?2 - yl) - {yl = Waf™
ye - 2yl - L A Este proceso se continda de la misma manera

para definir las demds diferencias.

Para formar la tabla 3.1 de diferencias finitas se colocan -
Tas valores de yj en 1a primera columna, donde j puede ser ne
gativa para permitir mds flexibilidad en la notacibn, y las
primeras diferencias en otra columna a la derecha de é&sta ¥

asi sucesivamente.

36
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50 5 52 53

Y_2

¥ 1 = .]"_2
Y3 You2¥_1 * ¥

Yo = ¥3 ¥y = gt H 4 = ¥
Yo ¥i ~2¥s * ¥ 4

31 = Fu
Y3

Tabla 3.1

Hay varias notaciones para poder referirse a una diferen
cia en particular. Por ejemplg las diferencias progresivas -
se denotan por el operador A; las diferencias regresivas mediante

operador v y las diferencias centrales que tiene como operador

a ﬁl

Las difererencias finitas en forma progresiva se defi -
nen asi:

ﬂn_}"j _— _'fj, pﬂr‘ﬂ .j T e '2, "11- uj 1& 2:|lli

la primera diferencia es:

A¥g =R~ U
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la k~&sima diferencia estd dada por:

k _ k-1 k-1 _
ﬂ-.j.-’jnﬂ yj_'_l-ﬂ Y3 para k Y Ay

Las diferencias finitas en forma regresiva son:

Al igual gue en los casos anteriores, podemos encontrar las
diferencias centrales de orden superior por medio de las de

orden inmediateo inferior o sea gue 1a k-£sima diferencia es:
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3.2 METODO GENERAL PARA GENERAR FORMULAS DE INTERPOLACION.

El diagrama de Frazer permite construir una gran variedad de

formulas de interpolacidn polinomiales.

Este diagrama estd formado por la tabla de diferencias finitas

con sus elementos reunidos de la sigquiente manera,. (Ver tabla

Ji2)s
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Donde los '"coeficientes binomiales" se definen como:

51
|
DJ
r '
5
o 5{s-1) (s-2} ... (s - k#l) para k > 1
k | k ! -

S 5 - k+1
k-1 k

"s'" no es necesario que sea un ndmero entero. Esta es lage

neralizacién del concepto de nUmero combinatorio paras eR.

Al lado izquierde de cada paralelogramo que se forma en el -
diagrama,se han colocado estos coeficientes gque indican qde
estdn asociades con las dos aristas fzquierdas, como Se mues

tra a continuacidn

k+l

también se asocia con cada segmento la diferencia finita que
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se encuentra a 1a derecha de este segmento.

Para construir una férmula de interpolaci6n,mediante el dia

grama de Frazer, se procede de 1a Siguiente manera:

Se comienza por el extremo izquierdo, escogiendo cualquier

Yj

quier trayectoria en el diagrama, siguiendo las aristas y -

que se encuentre en la primera columna y se toma cual -

terminando en cualquier diferencia.
Para determinar la férmula se hace asf:

1) Se escribe el valor de la funci6n donde la trayectoria

se inicia.

2) Por cada segmento recorrido de izguierda a derecha en la
trayectoria, se suma un término compuesto por la diferen
cia gue se encuentra donde termina el segmento multipli-
cado por el coeficiente asociado con dicha arista. 5i los
segmentos se toman de derecha a izquierda los términos se

restan en vez de sumarlos,

Cualquier fdérmula derivada de este procedimiento que termina
en la n-ésima diferencia, es algebrdicamente equivalente a u-
na f6rmula Lagrangiana que use los puntos tabuladores involu-
crados en la diferencia final; come quedard demostrado préxi-

mamente.
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Obtengamos algunas de Jlas fOrmulas méis importantes. Tomemos

la trayectoria indicada por las flechas.

Obtenemos la férmula (3.1) la cual es conocida como férmula

avanzada de Newton-Gregory.

s 5] 5 s] 1
f{}:n+5h] = ¥5 + '5.}’1!2 + |4 ¥4 + 9 }"3;.-2 , P
) 2 3
RN L (3.1)
= ) ¥ dad
o |k k/2

La férmula (3.1) sirve para extrapolar al principio

de la tabla, bastz con darlie &2 s valores negativos.
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Tomemos otra trayectoria

5°Y=3/2 ﬁ’
- 1f#,ff”FEE] ﬂhﬁ““““uﬁ
hhﬁh‘“ﬁ“uh

Yﬂﬂ,fffﬁxﬁr h‘“‘~mﬁﬁﬁ
*hhﬁﬁihhﬁq

Se obtiene 1a férmula (3.2) 1lamada Fdrmula retardada de New-

ton-Gregory

; } 5] s+1) s+2) 4
Tl x + sh) = + o 8 &
g ¥a ﬂ F_E EJ ¥ 3 r_3!24-...
E stk-1 k { ]
= & v 3,2
k=0 k -kl

De las dos trayectorias que daremos a continuacidn obtenemos
las fdrmulas (3.3) y (3.4) llamadas progresiva y regresiva -
de Gauss respectivamente, la primera s6lo comprende diferen-

cias Ek y ¥ Ek yl/2, mientras que la segunda solamente

0
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comprende 1 dif i k k
prende las diferencias & Yo X8

Y.172
2 .4
52y sy
Tn\ / °\ / ”\
3 5
54 /5 e &Yy /5
5Y-1/2 §3y-1/2 §7Y-1/2
X 62y &%
5 sl 4 5+1 3
flx, + sh) = yo + Syt LSy ® | NE Mg b R
5 541 2 s+l 3
f{xn +sh) =y, + < 63_1!2 + ) |6 Yo K Y_q72 *--- (3.4)

51 tomamos el promedio de las f6Grmulas (3.3) y (3.4) obtenemos

la féirmula (3.5), conocida como la fdrmula de Stirling.

Para obtener la férmula (3.5) sumemos la férmula (3.3) y -
(3.4).

2% ( h) = 2 Fs [a ] 5] 5+1] 52
X + & + + 8 + +
> Yo i Yire T 9Yoyy2 5 - Yo

L

3 + 23 +
+ 3*3'1][5 Y1/2 Ej'_”?]
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BE 1 5 s+1 2
flx + sh) = Yo ¥ 3 1 [53112 * y-l!E] *3 5 * 2 § ¥

1 s+1 9 3
3 [3 ]ES Yy 5-"21;2] T e

Definamos:

1 =
72' {5.}!"1;2 * 63’_1’;2} = tiﬁ.‘fu

3 3
1/2 (6 yl!E + & y-lfz} = uﬁayﬂ etc.

sustituyendo tenemos:

5 s |8 7 5+1 3
f(x + sh) = ¥ ¥ ; Suy, + 3 : Foy, & 3 uE Yy ¥ ovas (3.5)

: | ;i k k-1, k-1
Si en la férmula (3.3), sustituimos & Yysg POT 87 "yy-8 Y,

donde k es impar, después de simplificar gbtenemos una Tor-
mula donde aparecen unicamente las diferencias de orden par.
como.puede verse en la fdérmula (3,6); llamada fdrmula de Eve

rett-Laplace.

f(x + sh) = {1 n B}, +

2 S
2-51 8"y, b syq §°y1 +... {3.6)
3 3

3.3 QPERADORES SIMBOLICOS RELACIONADDS CON LAS BIFERENCIAS

FINITAS.

Las formulas obtenidas con diferencias finitas pueden repre-
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sentarse por medio de "operadores'-:

El operador desplazador es el operador fundamental entre to-
dos Jos operadores, 8ste se representa simhélicamente caon E

¥ se define de la sigquiente manera:
(Ef)(x) = F(x + h)

donde Efes una funcion que toma los mismos valores de f; pe
ro con los valores de x trasladados una distancia h., (Ver -

grafica 3.1).

Grafica 3.1

3i se aplica E repetidamente k veces se forma el operador -

jterado Ek. Se puede generalizar el concepte para cualquier
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exponentes e R mediante la siguiente definicidn
(E¥ f)(x) = f(x + sh) , ¥seR

Ejemplo 3.1

S ses un nimero positivo tenemos

(E2F)(x) = f(x + 2h)

31 ses un namero negativo tenemos
-2
(E""f){x) = f(x-2h}
Si ses fraccionario tenemaos:
(Elfzf](;:] = f(x + %- h)
esto puede realizarse con todos e R.

3.3.1 Relacifn de Ta diferencia central con el operador des-

plazadaor.

DEFINICION:

La definicidn general de T1a diferencia central es:

(6F)(x) = f(x + % h) - f(x - 1/2 )
En términos del poerador desplazador se define asi:
(8F)(x) = (E1/2 }(x) - (E"172 £)(x)

(e _ 1% e x)
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de donde:

s L U

Todas las f8@rmulas cldsicas de interpolacifin obtenidas en -
la seccifin 3.2 se pueden escribir en términos de los opera-
dores de diferencia central (8) y del operador desplazador

(E). Por ejemplo el término [E] ﬁk Yer2 de la férmula a-

vanzada de MNewton-Gregory se puede escribir asfi:

[SJ sk E¥2 £(x,)
k

Como puede verse, 1os sub-Tndices de las yj son los exponen

tes del operador desplazador.

Propiedades de los operadaores

k S

¢ y; = 8° £ flx,) (3.7)
E§ = GEF (3.8)
EH28 = £ = 45 (3.9)

donde 1 es el operador identidad o sea que 1{f) = f.
Demostracifin de estas propiedades:

Para (3.7), es decir
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k =
G}Fj“a

K Ed f(x,)

su demostracion es realizada por induccifn en k,
Para K = 1 probaremos que:
= spd
Eyj SE f{xn}

Tenemos por definicidn:

6y = 8f(x, + ih)

f{xn + 3h <+ YfE h) - f[xu + jh - 1/2 h)

= f[xﬂ + (i + 1/2)h) - f{xﬂ + (3 = 1f2)h)

j+1/2

- j-1/2
= E f[xnj - E f{xu}

1/2 -1/2

n

J J
E ) flxgy - E ) flxg,

_ el/2 -1/2y (]
= (E - E 1 - f{xuj

- &pd
= &E f{xn}
Asumamps que es cierto para k, es decir:

5k ¥, = Gk Ej flx,)

ProbeMposS que es cierto para k + 1, o sea que:

k+1 Y o
& y; = & E f{xu}

tenemnos
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Gk & E'j f[}'rﬂ:I

k+1 -]
8 E f{xu]

n

k k

queda demostrado que §° y; = & gY f(x,)

Como caso particular tenemos gue:
k = kE okif2
] .‘ll"'k‘(E = & E f{ﬁﬂ}
Para (3.8), es decir
E§ = BE

gt demostracidn eBS:

Ed E{Elfz _ E-IKE}

. g32 _ 1y2

= Ele r - £'1f2 £

n

= §E

ES

6E

Finalmente, para (3.9), o sea

E”2 & = E - 1, donde 1 es el cperador identidad o sea

que 1[(f) = f, su demostracion es:



.Y

E]fE 5 = EI!E {EIIE < E—]!EJ
= F - E°
.='E_1

3.3.2 Relacifin de la Diferencia Avanzada caon el Operador

Desplazador.

DEFINICION.

La diferencia avanzada es igual al operador desplazador me-
nos el operador jdentidad; simb6licamente la denotaremons -
porA, es decir

A = E -1

0 5ed gue:

Af(x) = (E - 1) F(x)
= Ef(x) - 1f(x)
= f(x + h) - f(x)
e AFf(x) = Tlx *+ h) = F(x)

En términos dela diferencia central (&), tenemos que:
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A o= EIHE § , coma fué probado en (3.9) {3.00)

La fdrmula avanzada de NKewton-Gregory se puede escribir en

términos de los operadores 6 y E como sigue:

L
f{xu + s5h) = [

o hien

« (s .
flxg + sh) = T || Al AL
=0k

sahemos que:

f(x, + sh) = ES flx.)

0
Tuego
£S5 f(x. ) = y r} sk eR2 £(x )
o' & %5
k=0 ¥
de donde
& 5
ES e E l::k Ek E
k=0 |k
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Por definicifén de diferencia avanzada sabemos que

luego podemos escribir

E =14 A
de donde

ES = (1 + 4)%

par el teorema del binomio tenemos:

(1 + A)° = nf [1 ak
0

s
.ﬂ.k {4.11)
‘b

La fdérmula (3.11) corresponde a la férmula de Gregory-New
ton. Esta representacifn E° en términos de la diferencia
avanzada (A) no puede aplicarse a cualquier funcién f, por
que posiblemente no convergerd la suma. Para estos casos
tenemos que verificar gue la formula es correcta cuando f
es un polinomio interpelador. Para hacer esto, es necesa
rio el siguiente lema, el cual describe el efecto del ope-

rador de diferencia avanzada sobre los polinomios.
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LEMA 3.1

51 fe

mente

s un polinomio de grado n, entonces ﬂkf es idéntica -

cero cuando k es mayor que n.

Demostracidn:

51 el

f(x) = a_ x" + a

polinomio de grado n es:

n-1
N 1
X EIH au

hagamos actuar el operadorA, sobre este polinomio,

Sabemos que Af(x) = f(x + h) - f(x)

Tuego tenemos:

- n n-1 n n-1
ﬂf{x} " En [K‘H'I} + +_ ..+t a]l:x-i-—h} + aﬂ_ anx “an_lx R

fn-1{x+h)

s BIX -ﬂn

desarrollando el primer término tenemos:

n -1 n n-1
a (x' + ' 4.4+ R+ a_;(x+h) +...+ a,(x+h) + a,

n n-1 . n
d X d X PR . ﬂlx Eﬂ.

n n-1
los a“x" se anulan y obtenemos un nuevo polinomio de (n-1) gra
do.
Si el operadorA actla sobre Af(x) tenemos: y

A(Af(x)) = a2f(x) del cual obtenemos un polinomioc de gra
do ( n-2).
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Si de nuevo el operador & actla sobre A2f(x) tenemos:

A(A2F(x)) = A3f(x) y se obtiene un polinomio de grado
[n=3Y.

Cuando el operador A actla sobhre ﬁn'lf{x] tenemos:

ﬁ[ﬂﬂ_lf{x}] = A"f(x) = C, donde Ces una constante, o

sea que. la n-&sima diferencia de un polinomio de grado n es

una constante.

Podemos observar que

A" lEx)) = ala"f(x)
= AC
hagamos g(x) = C
Ag(x) = glxth) - g(x)
= £ = &
= 0
de donde

A™ (£(x)) = 0
o sea que la ( n+l)-ésima diferencia es idénticamente cero.

Lo que podemos escribir como ﬂkf[x] = 0; ¥ k > n.
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Por el Tema 3.1 se tiene gque:

5
[ ] ﬂk f = 0 cuando k es mayor gque el grado de f y pode-
k

s
mos definir {E [ ] ﬁk]{f} como la suma de Ta coleccidn fini
k

ta de los términos que no son cero. Es decir como

af r] ak] (f) = ﬁ £° f # H AVE 4+, ..+ [5] A" + [S] APtle
k=0 |k 0 1 n n+l

S
+ AT gy
n+2

entonces los términos subsiguientes al (n+l) término son cero y

tenemos:

o g o
k=0 [k k=0 |k k

donde n es el grado del palinomio f.

I M~

La férmula avanzada de MNewton-Gregory es correcta cuando 5 es
un entero. S5i ses un nidmero racional denotemos a2 s = p/ag
donde p,g son nimeros enterops, luego Ta férmula serd:

= p/q
k=0 K

Ta cual es eguivalente con:
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sustituyendo a E por su igual (1+4) y aplicado a f tenemos:

[ ] [wq] fﬁ"]q ()
k=0 | k

o n (p/a] n pra] )
Lgﬂ kzn[k}ﬁ ] [kzﬂ[k}& JE‘F}

— -

(1+8)P(F)

8

g Vveces.

siempre que f sea un polinomio de grade menor o igual que n.

Con el miembro izquierdo obtenemos el siguiente resultado

[= =} .p‘
(1+8)P(F) = § Ak ()
k=0 |k
n p]
= 7 Ak ()
k=0 |k|

5i efectuamos las multiplicaciones indicadas en el mienbro -

derecho obtenemos el mismo resultado.

La relacian

Pix) = Pln, * sh)
n (s
k
i kgu [k] ? yka

= 0 s)
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estd establecida entre el polinomio P(x) que toma los valores

de ¥ = Yoo Yys ¥ps Ygs o eees ¥ BOOX S Xou Xgy Xgy o caay Xp
con el polinomio Q(s) que toma los valores vy = yj en -
s =0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., n. Queda: demostrado que la fﬁL

mula de Newtan-Gregory es algebrdicamente equivalente al po-
linomio interpolador de Lagrange y también queda justificado

el uso del diagrama de Frazer para generar otras formulas.

El polinomio interpolador P(x) evaluado en Xq €S igual a ¥

0 sea P{xﬂ} B yﬂ.Si evaluamos Q{s) en cero serf igual a ¥a

En efecto, como

wie b ] o
Qls) = Yy 8T ¥y
k=0 |k, ki
tenemos:
= § Pl
Qo) = 6 Y
k=0 |k k/2
U'l
0 0 ol
= 8y Rl S 2
0) LR [TJ & Vi * L, AT A
0
0
= 4 i
n.ﬂ.a ﬂ
= L3 & 3,
0
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El polinomic interpolader P(x) evaluado en Xy es igual a yl

luege Q(s) evaluado en 1 es igual a yl

a1y = § [1] 5%
: Y1/2

1]
S ara——
[
-
(=21
[ |
e
L=
II‘-"'-.
™
{0
W T T
|t
o
Ch
-
e
i
T
2]
+
—
3% ] i
e
Ch
ra
b
e
b
™
+

3.3.3 Operador de Diferencia Retardada.

El operador de diferencia retardada se simboliza con ¥, y se

define asi:

E1 efecto gue produce este operador en la funcidn es el si-

guiente:

gf{x)

(1 - ET1) Fix)

1 f{x) - E71 f(x)

11

£lx) = Flx = k)
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$Si le aplicamos el operador desplazador tenemos:

pligiy «gWR (5 - Y
I R VY
- §

En tE&rminos de diferencia central tenemns
1;; > ﬁ E‘le
de donde

ok = gk prhee

La formula retardada de Newton-Gregory puede escribirse asi:

o 5+ Kk = 1
ES = vk (3.12§
k=0 k

Dempstracifin de la formula (3.12)

Como

(E°) flxg) fx, + sh)

S+k.
0 | k

[ B

it
118
I
—
]
e
1
-
e
ra

k

I
=18
i
—
Co
[
=
rm
]
o
b
™
o
—
o
—

D % k & D
(& + k

k

i
ne=-18
1
[
]
=]
_~
]
—
=

0 |« %)

(s + k

k

|
=
-

I'I“1
6w
i

1B s
=]
5

k=0 k

(3.13}
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Demostracidn de la Férmula (3.13).

Coma
s+ k -1
_ s+k-1) [s+k-2) ...k55+k-1-k+21 (s+k-1-k+1)
" .
_ {s+k-1) (s+k-2) ... (s+1} (s)
ki
o SEEFL) s £§+k-21 (s+k-1)

Multipliquemas cada factor por (-1) y todo el miembro multi-

pliquemeslo paor {hl}k para que no se altere ya que tiene k tér

minos

o
k

(1)K (-8 {~s~11]|£ o (o5-k+2) (-5-k+1)

de donde

3.3.4 Efectos de los Errores en las Tablas de Diferencias

Finitas.

En la prdctica, los valores de la funcidn Fj son conocidos -

dentro de una cierta precisidn det €. Cada término de la -
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primera diferencia tendrd, por el efecto de la propagacifn
del error, una precisién de + 2 e; cada término de la segun
da diferencia tendrd una precisidn de = EE e y asT sucesiva

mente, la k-&sima diferencia tendrd una precisién de + Ek E.

En 1a tabla 3.2 podemos observar el efecto causado por -

el error en un solo dato, Veamos cémo el valor de & en -
la primera columna influye en la porcitin triangular mostrada
en la tabla de diferencias 3.1, Como puede apreciarse, ele

rror crece con el orden de las diferencias y en cada columna

los coeficientes binomiales son factores del mismo,

Como los valores de estos errores son proporcionales a los -
coeficientes binomiales, es fécil detectar y corregir un va -
lor incorrecto causado por un error de cdlculo; como lo vere

mos en el ejemplo 3.2.

0

0 E
0 £

0 £ ~be
E -3e

£ -2E be
-E 3e

0 E =4e
0 -E

0 E
0

Tabia 3.2
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Ejemplo 3.2

Determinar el erraor en la tabla de diferencias 3.2 si y= xE.

X Y sy 8%y 63y sty
0 0
1
1 1 2 -1
3 =3
2 4 1 i
4 3
3 8 4 -6
H =3
4 16 1 4
9 1
5 25 2 -1
11
6 36
Tabla 3.2
Como el polinomio f(x) = x2 es de segundo grado la columna

correspondiente a las terceras diferencias deberia estar -
formada dnicamente por ceros, si no existiera ningdn error
de cdlculo; los coeficientes binomiales -1, 3, -3, 1 de 1a
tercera columna indjcan que el error estd en x = 3 y que tie

ne una magnitud igual a uno.



CAPITULD IV

DIFERENCIACION E INTEGRACION NUMERICA

4.1 DIFERENCIACION NUMERICA:

Interpretacién geométrica del concepto de derivada en un pun
to. Recordemos que la derivada de la funci6n y = f{x), eva-

Jluada en el punto x_ es interpretada geomé&tricamente como

0,
la pendiente de 1a recta tangente a la grdfica de f en el -

punto {xu’ f{xn}}. Tal como se muestra en la figura 4.1

¥
mﬂf'[xn)
Y1 :
______ L]
f{xu} E
' | =1
: :
: |
il e e T .
| ' |
: G B | 1
: : ! —
X X X -
= op—o oy Y
Figura 4.1

64
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La pendiente de la recta tangente M, es el 1imite de 1a pen
diente de la secante que corta la grafica en los puntos gue
corresponden a Xq + h, cuando h tiende a cero., Tenemos asi

que

PR 5 )
%o/ T TR

Ta expresifn anterior seria exacta si l1a funcifn fuera 11 -

neal.

Desde el punto de vista del andlisic numérico, la aproxima-
cidn anterior Liene una desventaja; involucra la sustraccifn
de dos cantidades cercanas y un pequefioc error relativo en -
los nameraos y—l, ¥1 puede convertirse en un error muy grande
en su diferencia, Por otro lado, 5i para evitar en parte el
problema anterior se decide tomar h no tan peguefio, Ta aproxi
macifn lineal a f no estd muy relacionada con los valores de
f cerca de Xa si tomamos h muy pequefio se pierde mucha pre-

cisidn por restar nimeros cercanos.

Hay que buscar un valor de h Gptimo para reducir el error -

que puede presentarse por las dos situaciones anteriores.

El operador de 1a derivada se representa simbd&licamente por

Dy se define asfi:

(DF)(x) = f'(x)
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Para poder aplicar el operador de la derivada & una funcifin

es necesario gque la funcifn sea diferenciable.

k

La k-&sima derivada de la funci6n f se denota por DT,

Obtengamos fdérmulas generales para la derivada haciendo uso -

de los operadores. Sabemos que la Fdrmula de Taylor es:

1

flx, + h) = o bR x)

== g

k=0

esta puede abreviarse utilizando operadores de la siguiente -

manera:
¥ 3 ok sk
£ = h® D (4.1)
Lo KT
E = Eh'EI (4. 2)

Las formulas (4.1) y (4.2) fueron obtenidas de la manera si-

guiente:
fix, * h) = kEU E? KK fk{xn]
= Flx o hofix ) + 2—2. Fr{x,) + .
tenemos que
(") (xqy = F™Mixgy o m=0, 1, 2,
con f{D]{xu] = f{xﬂj
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sustituyendo por su igual tenemos

(Ef)(x,) = EDﬂf}(xn'J + h(Df)(x,) + 2—2 iDEfJ[Kﬂl +
= kzﬂ %; {Dkf} (xn}
de donde
E = iﬂ E—k pk
D sea
E = E ﬁ%—hk ﬂk queda demostrada de esta manera la
<=0 formula (4.1)
Tenemos
p- ] L)
k=0 <
la serie de potencias de Et,dnnde t e R es:
ab = 5 f% » %i + Ei #
L ow g
ko K

De manera semejante, podemos escribir:
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E = EhD queda justificada de esta manera la férmula

(4.2)

La representacidn de Den términos de diferencia avanzada es

(=1)"
1

L]
=

-
g h

il ~18

(4.3)
k

la formula (4.3) se obtiene asi:

E = EhD

sustituyendo E por su dgual

hD
e

1 +A

aplicando Tn a ambos miembros

hD

In {3 + A)

D= ¢ In (1 +4)

a 3
- t b &
Bivm s g% o s g @

4

como In (1

siempre gue |t]| < 1

entonces
- ok o - ]
n=-%[.n+%az_%ﬁ3+éa4_ ]
R A CILE Y
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Queda demostrada de esta manera la f6rmula (4.3).

La representacién de la derivada en términos de diferencia

retardada es:

ne=18
i
=

¥V (4.4)

la férmula (4.4) se obtiene asfi:

£ = ghD

1 hD
I E
E-l

aplicando In a ambes miembros tenemos

sustituyendo g1 por su igual tenemos

1 5
In [T:'rcy] = hD

In 1 - In{1-%) = hD
“In (1-V
Bis R
= X )
= =5 Tn (1-v)

]
i
=
i
=]
i
ra
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de esta manera queda demostrada la fdrmula (4.4).

Las férmulas (4.3) y (4.4) pueden emplearse para encontrar de
rivadas al principio o al final de una tabla de valores, res-

pectivamente.

La derivada en términos del operador de la diferencia central

es
D = % (6 - é%—ﬁa + Egﬁ 5° = TE%F 5" + — (4.5)
o bien:
D =%l- (us - ?1!"‘“53 # %2!_1,55 = 22;:_ 3% u; + ...) [(4.86)

1/2 e

g-1/2

como & = AE

yh=E-1



sustituyendo tenemos

(E - I} E””E

(o}
1

6 = El.l"z . E-IJ’Z

sustituyendo cada término por su igual tenemos

hD _hD
5=EE -EE

[ _EE 1

%3=1 EthEHEE

)

El serc  hiperbdlice de t se representa simbélicamente por

sen hit) y se define asi;

sen h{t) n% (e - B

de donde
A h Ol
o SENn h -.-EHJ'
E = sen k™! [g-}
N2 -1 8
= psen h o {3 (4.7)
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La inversa del seno hiperbflico estd dada por:

2

2 Z
sen h™ () = u - %T-ua + !——§%£i+ o - l__ﬁ?%__jLJi_ o+ ...
de donde
u;gi_ﬁ{§}3+12x32{§}5 12 x 32 x 52 8,7 ,
h|Z°30 'z 5T \g) - T g+ wes
Rl T L B 8 B g
Ol ISR T 2 . 5! 2. 7!

L 1 .3 3 5 5 )
" |1°-22% *ea0 ¢ -7ie8 © *]

La farmula (4.5) no es satisfactoria porgue kaj no se en -
cuentran en las tablas de diferencias finitas cuando k es -
impar y j es un niimero entero, Por esta razfin es necesario

introducir un nuevo operador, el cual se usd en la foérmula

(4.6). Este nuevo operador es 1lamado operador promedio, se

representa simbdélicamente pory y se define asfy:

p o= g BYC ST VE

Demostraremos las siguientes expresiones, las cuales ocupare



mos para demostrar la formula (4.6)

us = 5 (€ - 71
we ds = g2
I 1
p- 56 =E
7 1/2
M= 1+T

Dempstracidn del (4,a)

(4.

(4.

(4

(4.

i 2 % [EIIE . E1;E][ e1/2 _ p-1/2
=4 -1
=z [E= E"

Demostracidn del (4.b)

Z 2

R I - R S 1

=3 E + 7 E + 5
1/2

Demostracifin del {4.c)

b)

v

d)

713



1/2 , 1 ¢-1/2 _ 1 ;1/2

E +

i
o=

E-lfﬁ

Demostracidn del (4.d)

Multipliquemos (4.b) con (4.c) y obtenemos

(u + g) (b - gj = g2 g-1/2

Efectuando ambos miembros tenemos:

2 8 _
Vil il
2
2 . &
G R o
62 1/ 2
H=1+T

La formula (4.6) se obtiene asi:
D = 1D

por (4.d) tenemos que

21-1/2
- 8
1= u[l ¥ i ]

sustituyendo en (4.8) obtenemos

21-1/2
D=ul1+5TJ D

1(-1/2

2

(4.8)

14
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sustituyendo D por (4.7) tenemos

E "1{2
D = % u[l + %T] [sen h'1 [%}]

-1/2
2
Bulie ] le-B @z o]
-1/2
2 2 2

1 1 322 .5 22 % T % 5
" h I:”ﬁ‘?“ﬁ S i I -‘

En ciertos casos se requieren f6rmulas con mds flexibilidad,
g sea para poder calcular la derivada de una funcifin en un

punto que no se encuentra en medio ni en los extremos de 1los
puntos dados y queremos hacer uso de todos los datos disponi

bles. Para estos casos se usa la siguiente flrmula

D= qoln E (4.9)
de donde
DE5=%—['In E) E°

B ﬁ- (1n (1 + A)) (1 + A)S (4.10)
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la formula (4.10) se puede expander y multiplicar las series

de potencias correspondientes; para valores des= 1, 2, 3,...

Dbtendremos DES para los cinco puntos siguientes

Xgr Xq1s Xps X3, X

Por (4.10) tenemos:

pE®=} (1n (2 +2)) (1 +2)°

= 5 iR (1 + &)

=%[n—%—a2+%aa-¢lﬁq+.“] (4.11)
oE! = ¢ [ﬁ+%ﬂ2-éﬂ3+-l—1§ﬁq-...: (4.12)
DEZ =ﬁ- }+%ﬂ2+%ﬂ3—%fﬂﬂ'+,__: (4.13)
oe> =1 }+%a2+lﬁ—1a3+%ﬁﬂ-...: (4.14)
DE4 = ;+%a2+%§53+§—§-a‘”+ (4.15)

De mapera similar se puede obtener pes para cualguier name-

ro de puntos y para cualguier valor de s,

Estas férmulas se pueden aplicar a f en x, y si sustitui -

mnos ﬁk y; por su valor en términos de los Yy obtenemos o-
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tras ffirmulas gue son mds faciles de usar. Tenemos que

DE® flxg) = £'(x)

Las f&rmulas de derivacifin, en té&rminos de los valores de -

la funcifin son:

¥ ° T%H (- 25 y, + 48 y, - 36 y, + 16 y3 - 3 y,) (4.16)
H‘1=1—%rh—{-3rn-lﬂyl+15y2-ﬁr3+yﬂ1 (4.17)
Y = T%F (¥, ~ 8 ¥; +8ys = y,) (4.18)
¥y = I%ﬁ-[- Yo + 6 ¥y - 18 y, + 10 y; + 3 yyy (4.19)
ya T%F (3 y5 - 16 y; + 36 y, - 48 yy + 25 y,, (4.20)

La dificultad que presentan estas férmulas es que cada una

de ellas se aplica {nicamente a un punto determinado.

La formula (4.16) se obtiene as{y:
0 1 LB 1,3 1,4
DE™ flx,) = F[ﬁyn -~ Ayt gy, -7 A Fn]

Obtengamos por separado cada uno de sus términos

Y,

Y1 = Yo

(=3
L
(

ala y,)
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ﬂ[.}'rl T f[})

=¥y -2t Y,

luego
788y, gy -yt 7Y,
ﬂa ¥y = ﬁE (4 Yo)
=8 (A% y,)
= ¥y v Sy R Ay v B
luego
% p* Yo © % ¥g by ¥y = %'yu
2%y, = 8% (8 yy,
= (8% y )
= g & YE ok = ARY Ry
luego

1 . | 3 1
TR Yo T g Yy Y3tz ¥ -1 Y g Y

Sustituyendo cada uno de sus té&rminos por su igual y reali-

zando las opperaciones indicadas en la flrmula tenemos:
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o 1 25 .

DE f{xn:l-h— ['—1 J’n+q}’1'3}'2+33'3 11'-1"4]
. - ,
_m[~253u+4831—3532+15}3"3.‘!’4]

De una manera semejante se pueden obtener las férmulas (4.17)

al (4.18),

4.2 INTEGRACION NUMERICA.

La integral definida de una funcidn continua f(x), positiva en el in
tervalo cerrado [a,b] , siendo a < b, se puede interpretar
como el drea bajo la curva de f(x) y por encima del eje de
las abscisas y comprendida entre dos rectas verticales que -
corresponden & los valores de x = a y x = b. Ver figura

4.2.

T =

fx)

Figura 4.2
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Simbblicamente se escribe asi:

b
BT J fix] dx

d

que se lee '"“integral de f respecto a x, entre a y b'"

En andlisis numérico la integral se calcula cubriendo el -
rea por rectdngulos angostos. La altura de cada rectdngulo

corresponde aproximadamente a un valor de f(x).

Cuando el nfimero de rectdngulos es suficientemente grande,
la suma de sus dreas sirve como una proximacidn para I, -

Ver figura 4.3,

Cuando los 1imites de integracidn a,b son fijos se dice

gue 1 es una integral definida,

b
J flx) dx
a

Cuando el 1imite superior de la integral no es fijo o sea

0 sea

[
n

que se representa por x gue se considera como una variable,
la funcion F{x) que asi se define se llama integral indefi-

nida de f; o sea
X

F(x) = J f(t) dt
d
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f(x)
/

\\}‘Qx
NN

N

A

¥
=

b=

Figura 4.3

El tecrema fundamental del cdlculo dice:

Toda jntegral de una funcifn continua fes una primitiva de

f. En otras palabras, si

x
Fix) = J f(t) dt »

da

entofces
Flix) = F(x)

Este teorema se utiliza cominmente para calcular integraleas

buscando antiderivadas.
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El operador de la integral indefinjda se reprgsenta simbé-

licamente por I ¥ se define como: |

x+h
J f{t) dt

X

(17)(x)

F {x +h)] = Flx)

AF(x)
luego If = AF

donde F es una integral indefinida de f.

Una manera de expresar el teorema fundamental del cdlculo en

término de lus operadores simbOlicos es

DI = A (4.21)

Demostracidn del (4.21)

If = AF

apliquemos D a ambos miembros

DIF = DAF
= ADF
= pf

luego DI = 4
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Escribamos el teorema de una forma gque serd Gtil para los

calculos. Seas un nidmero entero.

Xq * sh Xg ¥ h Xy t 2h X, * sh
= + “i‘_'.‘l‘

!
X, X X, * h X, + {5=1)h
= [ #+ IE + ... + IES'1
1 (1e 4+ ...+ e8P

COmD
1%s £S5 & L1SE) [1 +E+E2+ .., +ESY

despejando tenemos

5 S
1™ - E7 Z 5=1
ﬁ—i‘*'E‘PE . oo B E
de donde
xn + sh : ES
= 1 :
"1 = E
o

multipliguemos por (-1) el numerador y el denominador

5

= | E - 11 b

1 [TTTJ et Bk
comg O = Tn E

:-'Il—l |

In f1 # &)
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entonces

hA
Tn (1 + &) (4.23)

n

al sustituir esta Gltima relacidén con (4.22) tenemos que

xn + sh g
J - hd : BT e §
®

Tn (1+A) E = 1
D

sustituyendo E tenemos

X +:sh
0 _ ha T A a ¥
In(1l + A) (I + 4) -1
%o
ow lE 2 R) -2
= h Wil 7 3 (4.24)

Es bastante trabajoso calcular la serie de potencia de es-
te operador para un valor general de s, Alternativamente
podemcs tomar s como un grupo pequefio de rectdngulos contiguos,
para calcular parte del drea; se repite el cdlculo grupo -

por gruﬁn,rdespués se suman y se obtiene el resultado.

Calcularemps a continuacidn para s =1 y s = 2,

Cuando s = 1 tenemos
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rxﬂ'i'h
- A2 8] e 14
In(l + A)
xﬂ
= h A .
InlI:FE}
_ h
1 WaE = N
A (l=gbt3h -7 48" 4 )
1 .
= h (4.25)
1 Ui e
].-'é'ﬂ""g-ﬂa—ﬁﬁ'F

xﬂ + h
5 b T N
J —h{1+2ﬂ-12ﬁ+ Rl
X

cuando 5 = 2 tenemos

I
4 2
{ w (14 8)° -1
nil +

X

n

0
; a2 + A)
=0 maF
= R + A
ol 1 T . 2 1 .3

1-?ﬂ+§ﬂ-‘a‘fh+-—

_ ' 1,2 ., 7 .4
h[2+2ﬂ+3ﬂ t 1g b LI

Los simbolos 1,2 son operadores que significan

Afx) = f{x) y (2f)(x) = 2f(x)
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REGLA DE SIMPSON.

Esta regla es muy usada en la integracidn numérica, se re -
quiere gue n sea un nimero entero par. La expresifn corres
- eyl TR

pondiente a la férmuia de la Regla de Simpson viene dada -

por:

X
Zn
——
J FL)dt =3 Yo + 4 ¥y + 20 + A yy et 235 pHYpn 1%y
X
o

(4.26)

Las formulas (4.27) y (4.28) dadas a continuacidn son 1ama

das Regla de Simpson para tres y cinco puntos respectivamen

te
[ %2 ;
flt)dr = 3 (y, + 4 y; + y,) (4.27)
JRG
X3
=
fltydt =35 (y, 4y + 2y, +4y5+Y,) (4.28)
<X
0

Demostracifn de la formula (4.27)

X o2h
J F(t)dt = h (2 + 25 + 2> 22) 5 (x)

x
0

h (2 y, + 28y, + %ﬂ.z Yo!

I

B [Ejrn-bz"’r]_zyu+%{fl'231+3cﬂ



de donde

J X2
flt)dt =
e

0

Demostracidon de 1a
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h
¥ (¥, 4 91+ 95)

férmula (4.28)

Hay

den

For

nos

1]

flt)dt
X

0

1"

otras formulas

deducir de los

J':E }{4
J f(t)dt + [ fit)dt
X X

o 2

h
{J’D+431+32}+‘3‘(32+q}'3+)’4}

w|=r

W=

(¥, *+ 4 ¥, + 2y, + 4 y3 + y,)

para 12 integracidn numérica gue se pue-

operadores simbélicos.

ejemplo la férmula (4.22) se puede expresar en térmi-

de 1a diferencia retardada como lo veremos a continua-

cién:

tenemos:
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sabemos que:

¢ =1 =gt
S (4.29)
.
E =y (4.30)
como E =] + A
tenemos 1 + A = 1 (4.31)
1-V '
de donde A = —— (4.32)
1~V '

En la formula (4.22) hagamos s = 1

Por (4.23) tenemos

hi
In {1 + A)

I =

Sustituyendo (4.31) y (4.32) tenemos

hv
1
(1 - ¢) 1In {T:E

3

5 =hy
(I - 9) In(1 - ¥)




-hV

; e
bl k, 5 i
(AR S L T S
= h? —
P £ 3
V.V V v
{34t gpdias) B WomgpSe ] ]
= h a
P A - .
(1<3¥«z¥ -7 ~ug¥ = i)

de donde ohbhtenemos

wpi Iy o 80 38 250 A
1—h[1+§v+12v tE Vot ey v +:[ (4.33)
8 5 = - 1 tenemos

—
m
1
[
]
—
-
=3
il
1
ey
b4
=
=}
!
=5



por (4.23) y E= 1 + A tenemos

ha

= = '[h: (T + &)

ey

s _p a8t g

Tn (T &)

despejando y sustituyende por (4.31) tenemos

=-|-h1-1|?-l

1n itﬁ-

operando tenemos

- hv
=11 2
= h¥
_{_?_ﬁ_ﬂ-
2 3
L h¥
o .
; v 7
V(1 * 7o gk
1 h
v
1 4 % ® o
de donde
-2 % 1 2 1
= 1 = - S =
h (1=5v 7 V-

(4.34)



CAPITULD V¥

METODOS NUMERICOS PARA LA SOLUCION
DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

5.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN.

ET estudio de 1a determinacién de 1as soluciones de las ecua-
cijones diferenciales es de gran importancia en fisjca, en in-

genieria y en muchas ramas de la Matemdtica pura.

DEFINICION 5.1

Se denominan ecuaciones diferenciales aguellas ecuaciones cu-
yas incégnitas son funciones de una o varias variables; estas
ecuaciones incluyen no sélo dichas funciones, sino también sus

derivadas.

DEFINICION 5.2

Si las funciones desconopcidas en una ecuacifn diferencial de-
penden de una sola variable independiente, las ecuaciones re-

ciben &1 nombre de ecuaciones diferenciales ordinarias.

DEFINICION 5.3

Una ecuacidon diferencial es de orden n si la n-€sima deriva-
da ocurre; pero no efectla ninguna otra derivada de orden -
mas alto.

91
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Existen diversas clases de ecuaciones diferenciales, de gran
importancia y amplitud cuyas scluciones pueden determinarse

con facilidad, como por ejemplo:

n
aiy .
=L = g{x)
dx
La solucidén se puede encontrar efectuando n integraciones
sucesivas, La mayor parte de las ecuaciones diferenzia
les que se presentan en la prdctica son demasiado complica-

das para gue admitan una solucidn explicita.

Existen muchos métodos numéricos para aproximar la solucidn de ecua-

ciones diferenciales ordinarias., Entre estos métodos tenemos:

Método de Euler, Método de Runge-Kutta, Método de los Isocli
nos, Método de Adams, MEtodo Predictor-Corrector, etc., Algu

no de los cuales serdn tratados en este Capitulo,

Introducimos la siguiente notacidn:

y (%) = G{x, y(x))
¥lrg) = ¥,
[ .= [a.b]

5.2 METODO DE EULER.

La jdea ilustrada en una descripcidn grdfica de la solucidn
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de una ecuacidon diferencial de primer orden sugiere una mane
ra de resolverla numéricamente, "flecha por flecha" (Ver Fi-
gura 5.1)., Si hes tan pequefia que f'(x) no cambia mucho en

el intervalo %5 € X € X1 = Xy = h, tenemos aproXimadamente

¥y =¥y T h f'[xu]
=¥, *h G (%50 %)

Esto define el ME&todo de Euler, con el cual se calcula el va

lor de ¥ en cada punto en base de su valor en el punto ante-

rior.

Youn = ¥ B &ML M)

1

Figura 5.1
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El valor de ¥y tendrd un error causado por la aproxima -

cifin 1ineal a la soluci@n en el intervalo Ky S X 2 Xy Yy

¥
tendrd un error causado en parte por la aproximacifin lineal
sobre Xy £ % £ Xp ¥y en parte por el error que ya tiene ¥y
Asi, el error se acumulard de punto en punto, originando una

solucidn numérica mds y mas lejos de la verdadera solucifin,

Para yue este método sea valide se debe aplicar en un inter
valo corto,el cual se puede dividir en pocos subintervalos

de longitud h,

La férmula para este método es:

."r’.i_|_1 = ."f'.i + h G{-’:i: :'!"i} [5.1]
E1 procedimiento para obtener 5.1 es:

Si la funcidn que buscamos y(x) es continua y dos veces di-

ferenciable en el intervalo 1

por el Teorema de Taylor te

nemos que la funcidn en X4 85:

ik

2
Yipp = ¥lx) 4+ h ¥y (xy) +hT:.r“ (€;)

donda Xy < E.

<
= j_x

it

la primera derivada de x, es y'(xi} = G(x

sustituyende tenemos

Popy =¥ )+ B Blx., yle ) ¥ S yU6E;)
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si hes sumamente pequefia y como la segqunda derivada es con-

tinua en I entonces, despreciando el término

hE
7T'F“EEi} tenemos:
F‘]+1 E }".I =4 Etxil ll"i}

ALGORITHMO DE EULER 5.1

Este Algoritmo es para establecer una aproximacidn a Ta su1£

cién del problema de valores iniciales y'(x) = G(x,y),
y[xu} By, en el intervalo cerrado I = [a,b]
Paso 1 tomar h = E%E
X, = @
Yo = ¥(x,)
Paso 2 hacer i = 1
Paso 3  hacer Xg = %, * ih

b
—
1

Yiop ¥ Bk ¥i)
Paso 4 Si i < n aumentar una unidad a i y regresar al paso 3

Paso 5 Si i = n el proceso se ha completado y ¥s aproxima a

y{xi} para cada 1 = 1, 2, ...y D

Ejemplo 5.1

Aplicar el Método de Euler a y' = y-x con y(e) = 2 en el in-
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. o & o 3
tervalo [D,l] cuando h = T ¥ f) = 5
.:"r-i.|.1 = }'r-{ h E{xi: :}".I.] o bien
¥i =¥ *h Glx, q: yi-lj en este ejemplo

Yo = Yyt h Ly - %)

=0, x1 = h , x2 = 2 ] ;
como X, % Xz h ¥ en general “i—1={1-1}h, sustituyendo

cuando h = % tenemos:

para 1 = 1, 2, 3, &4 tenemos

= 2.5
= 5 1
Y71 -1 (2°1)
= 3.0625
L

_ 5
¥3 = % ¥p - 3¢ 1321

= 3,7031
B 1

Yg =g ¥3 - 15 (41
= 4,441¢



Para h = % obtenemos la Tabla 5.1

x Usando: Euler Verdadero lError|
) Valor
0.00 2.0000 2.0000 0.0000
0.25 2.5000 2.5340 0.0340
0.50 3.0625 3.1487 0.086¢
0.75 3.7031 3.6251 0.1220
1.00 4.4414 4.7183 0.27680
Tabla 5.1
Cuando h = 1 tenemos
1 1
By =¥t F By 3 USIR
3 &
Yi T3 Y1 "1 (i-1)
1
T £ A
= 3
_ 1
Y = 5 ¥ - g (2-1)
= 4 25
Para h = % ver Tabla 5.2
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% Euler Verdadero | |Error |
L Valor
0.0 Z, 2 =
0.5 3. 3.1487 D.1487
1.0 4,25 4.7183 0.4683
Tabla 5.2

Conclusifin los
miés espaciados

puede observar en las Tablas 5.1 y 5.2,

5,3 METODD DE

TAYLOR.

Este método se

dica en el cédlcujo de las derivadas.

El Método de Taylor de primer orden es e] mismo Método de Eu

ler yisto

El Método

siguiente:

Yi+1

anteriormente.

o sea cuando el valor de hes mayor;

98

grrores son mayores cuando los puntos estdn -

comp se

basa en la serie de Taylor y su desventaja ra

de Tavlor de segundo orden se expresa de la manera

hE

=y; th 6(xss yy) 5 6N {x5, vy)

La expresiagn (5.2) se obtiene asT:

Yiep = ¥ 0 Yy

+ U{hS}

(5.2)

(5.3)
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donde el términog 0(h3) es considerado como el error de trun-
camiento y que simb6licamente podemos escribir D{hT+1] donde

v indica el orden del métndo.

G(x,¥)

1
como Yy

L EEa{:,g} i 35{;};.?} tai%

n

G (x,y) + Gy{x,y} B(x,y)

sustituyendo en (5.3) tenemos:

Vie = ¥pt 080 v ) T o500+ 806D 8 (%03

la cual se denota de la manera siguiente:

; + he @
31'4_1 - :l'r-i‘ h E{x_I'l :I'I.":]'[_ #G {x-l"l j".i:]

El Método de Taylor de n-E&zimo orden se expresa asfi:

—_— + ho + K" el
Yiqp =¥ hBlxuyy) 7 RE xpydte” T8 (xuyy). (6.4)

Ejemplo 5.2

Resolver el problema de valores iniciales y =1 % ylo)=0
3
& P
de Taylor de segundo y cuarto orden.

tomando h = en el intervale I = [[0,1] por el MEtodo

Para Taylor de segundo orden tenemaos:

’ i
_ h )
:'l"-] = F"I-I +h G{x'i-l’ ‘v‘i-]j + T G {x'i-l’ ..‘p".i_l} (5.5)
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como y' = 1- y tenemos:
E':x:l_ll }"4:_1} = 1- _1,’1_1
i x! e
Rk g iy g =
si h = % tenemos:

n 1 1 -
CRR TR R SIS B LR

Yig (0.625) + D.3175

y; = ¥, (0.625) + 0.375

= 0.375
Yo = ¥ (0.625) + 0,375
= 0,60938
S1 h = % tenemos:
Vi = Yy v g - yyg) +gp vy - )

¥y = ¥y_q (0.78125) + 0.21875

e
v
I

= Y5 (0.78125) + 0.21875

0.21875

I& = Wighiranasy t AR

0.38965

i



Fara

= yz (D.78125) + 0.21875

= 0,52316

= ¥q (0.78125) + D.21875

= 0.62747

h = % ver Tabla 5.3, para h = % ver Tabhla 5.4.
X Método Verdadero |[Error|
! Taylor Valor

0.0 0, 0. 0,

0.s 0.37500 D.38347 D.01847

1.0 0.60838 D.63212 D.02274

Tabla 5,3
Xn Método Verdadero |Error|
Taylor Valor

0.0D 0. 3. 0.

0.256 0.21B75 D.22120 D.00245

0.50 0.38965 D.39347 D.00382

8. 15 0.52316 0.52763 D.00447

1.00 0D.62747 0.632172 D.00465

Tabla 5.4

101
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Para Taylor de cuarto orden tenemos:

hz | h3 1 I"|'ql P
¥i = Y5t 0 G0ays) + 5 G 0 pg) 5 6 (k) + o5 G

1 |:3.|-.F1}

(5.6)

donde tenemos gue:
Blxi32 F5.00 = T~ ¥a
I
& (Ry.10 ¥qog)= ¥4 -2
Gll A

(X Figd = 1= Wi

i _
O (X Vi) = V5o -

Fara h = % tenemos;

— }ri_

1 1 1 1 1 1
Yiey U -s*tg-gmtan * 58" 3

1 1 1 1
1P e -y gl -V g -y) Y g Wy -

n

233 151
¥i-1 [ﬁﬁ.] * 3en

(0.60677) + 0.39323

Yi-1

yl ¥, (0.60677) + 0.39323

0.38373

B (0.60677) + 0.3%9323

L
Ma
I

(0.39323) (0.60677) + 0.39323

0.63183



Para h =%tenemus:

Y; =
=Y 1‘%*%“%*@] ¥ [‘},“;_z*ié?r‘ 114]
=y, , (0.77881) + 0.22119

yy =¥, (0.77881) + 0.22119
= 0.2211¢0

y2=y, (0.77881) * 0.22119
= (0,22119) (0,77881) * p,22110
= 0.39345

y3 = y2 (0.77881) + 0.22110
= (0.39345) (0.77881) + D.22119
= 0.52761

yd = y3 (0.77881) * 0.22119

(0.52761) (0.77881) + p.2211¢9

H

0.6321

Para h = % ver Tabla 5.5, para h = 7 ver Tabla 5.6.

1 1 1 1
Yiog v ey v vy - 1) *ggp O-yi ) * o
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X MEtodo Verdadero [Error|
- Taylor Valor
0.00 0.00000 0.00000 0.00000
0.50 0.39323 0.35347 0.00024
1.00 0.63183 0.63212 p.opogzs
Tabla 5.5
Xg Mé&tode Verdadero lError|
Taylor Valor
0.00 0.a0000 g.0acon 0.00000
0.25 0.22119 0,22120 0.00001
0.50 0.39345 0.39347 D.o0002
0.75 0.52761 0.52763 g.o00o0Q02
1.00 0.63210 0.63212 0.00002
Tabla 5.6
Como paodemaos observar , en cualquier orden del

104

de Taylor los errores son mayores cuando el valor de hes

mayor, por lo tanto si queremos obtener un valor mds exac-

to, el valor de h debe ser 1¢ mds pequefio posible.

Si comparamos el método de segundo orden con el de cuarto -

arden teniendo h el

orden da mayor exactitud.

mismo valor se observa que el de cuarto
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5.4 METODO DE RUNGE KUTTA.

Este mBtodo se aplica a las ecuaciones diferenciales de pri
mer orden, se puede usar también para resclver ecuaciones -

diferenciales ordinarias de cualquier orden.

E1l mé&todo presenta las siquientes caracteristicas: Es un -
método de auto-iniciacitn o sea que no utiliza la informa -
cibn de puntos previamente calculados por otros métodos; es
un método directo o sea gue no reguiere iteraciones para lle
gar @ un valor suficientemente preciso; es un método de un
paso, porque para encontrar yi+l necesitamos sclamente la in

formacidn del punto precedente, (x1, yij_

Este método tiene la ventaja de no evaluar ninguna derivada,
sblo regquiere varias evaluaciones de la funcifin G(x,y). Es

un método de alta precisidn.
Interpretacifn Geométrica:

SupBngase que tenemos una solucifin y; en x, podemos entonces

i
dibujar la recta L1 que pasa por el punto {xi, yi} y que tie

ne como pendiente a

ﬁ. - E{xf' yi]

la solucibn exacta es la curva y = y(x), la cual se descono

ce. VYer Figura 5.2.
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¥y = y(x)

b, e s S S S e -

Mia1

=

Figurz 5.2

La ecuacidn de la linea Ly es
rﬂ:-',l-"'.v% {x - x;)
pero
yo = G{x:, yy)
¥ Kyjp1p = X5 = h
de donde

J"-H.] = J"-i + h G{xl‘: J"i] {5-?]
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E1l error en Kipq SE denota por e.

La formula (5.7) pertenece al Mé&todo de Euler, y el cual de-

cimos que es un Mé&todo de Runge-Kutta de primer orden.

E1" método de Runge-Kutta de primer orden puede mejorarse de
muchas maneras, veremos a continuacidn dos de ellas. EI Mé-

#
todo de Euler y el Método Modificado de Euler.

5.5 METODO MEJORADO DE EULER O METODO DE HEUN.

Su formula es:

Yiep = ¥5 0 d (x4, ¥y) (5.8)
de donde
6 (Kis ¥s) = = GlXoy ¥o) # S G(x, #h 5 Yot b yo)
il 7 Tl 2 i ¥ e i

La férmula (5.8) se obtiene geométricamente de la manera si-

guiente: (Ver Figura 5.3).

1. Usemos la Figura 5.2 para determinar el punto

(x. + iy W

; g N y:) que se encuentra en Ta recta ;.

2. En ese punto, calculemos la pendiente de la curva y=y(x]},

G[xi il i T

¥ h y;], lo que nos iieva a la linea LE‘
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3. Promediemos las dos pendientes de las rectas L1 y L? y

obtenemos la recta L.

4., Tracemos la recta L, paralela a E, gue pase por el punto
{xi, yi}. ET punto en que la recta L intersecta a la or

denada levantada en x;,; es el punto (x,.q, ¥i.q).

5. La pendiente de 1a recta L que es la misma pendiente de

la recta L, es
¢l{}(_i. yi} 7 %‘ [Gi:x.ii .}"'1) + E‘{le + Rk, .‘:".i + h .}"-})_[

6. La ecuacifn de Ta recta L es
1'|'=.'_H'1 + {x "v“q_] B (?'51. .3"1}
de donde

.F.H_l = .?-I + h ¢[I1, y-i}

L
A iy
(xs+hs ys+h yi) \\ =
L
1= B O . el 2
Yit1 e

-.Fi =

Figura 5.3
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Veremos que el MEtodo mejoradpo de Euler coincide con la Se-

rie de Taylor,

La expansifn de la funcidn G(x,y) mediante la Serie de Tay-

lor se puede escribir asi:
' aG 3G
Glx,y) = E(Ki, 5"1‘,] +[x-x,1} 'é';'i' {.."1" = }"1'} e TR (5.9)

donde las derivadas parciales son evaluadas en x = Xs ¥

¥y o= oy, +h:1"_-;

i3 al tomar x = Tl . R £

1

— -3 - ' ' —
tenemos que h = x - xi, y -y, = hy; , y; = G{xi, yi]
sustituyendo en (5.9) obtenemos

Glx. + hy, ¥. 2)

- v * h yi} =6 +h Gx + h G Gy + 0(h

6 y todos sus derivados son evaluados en Xy Fi‘

Sustituyendo este resultado en

obtenemos
1
cb(xi, yi:) = 5 [E t 6+ hG o+ hGGy i ﬂ(hzi]

= G + E- {Ex + GEy] + 0(h2)
systituyendo este resultado en (5.8) obtenemos

Yigp =¥; *h [G + B (6, + 66,) + u:ngz]

n

h® 3
y; + hG + 5 (6 + EEY} + 0(h~)
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Este resultado coincide con la Serie de Taylor hasta los tér
minos en h2, luego el MEétodo mejorado de Euler es un MEtodo
de EHHQE—KUttE.ﬂE segundo orden. En este método se valila
G(x,y) dos veces, una en {xi. yi} y 1a otra en {xi + h,

¥5 + h y;); mientras gue en la Serie de Tayior requiere tres

evaluaciones de funciones: G, Gx. Ey.

5.6 METODO MODIFICADO DE EULER O METODO MEJORADO DEL POLI-

GOND.

Hemos visto gue en el método mejorado de Euler se promedian
pendientes. Otra alternativa para mejorar el Mgtodo de Eu-
ler podria ser el de promediar puntos. Este nuevo enfuogue

nos conduce al método modificado de Euler, cuya fOrmula es:

ll"=|+1 = 3’1 + h th:xf’ .'.'r"i] (5.10)
de donde
dlxgs yy) = Glxy + 3 vy + 395

vy = Blx;, y.)

La férmula {5.10) se obtiene geométricamente de la siguiente

manera: (Ver Figura 5.4)

1. Tracemos la recta L, que pase por el punto (%is ¥3) ¥ =

tiene una pendiente dada por G[xi, yii.
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Levantemos una ordenada en X + % hasta intersectar a la
recta L1, el punto de interseccidn lo 1lamaremos P, cuya

segunda componente es y = y. + % y

Calculemos la pendiente de l1a recta LZ gue pasa por P,
gesta es

h

| =

E.']'l:xi: .:'!"T] = E“i 4
donde

.'.'I"".l = E{x-r: .I."-I:I

Tracemes la recta Ln paralela a L2 que pase por &l punto

(X0 ¥5).

Levantemos una ordenada en %ipq Que se intersecta caon la

recta L, la interseccifn serd el punto (%, 4. ¥Yy4q)

; i+1

La ecuacidn de la recta Lﬂ g5
¥ = y.|'+ f?ﬁ = xi] ¢ Ex.l*s 'YT:I

de donde

Yisr = Yien ¢ O ¥4)
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Figura 5.4

Veremos a continuacifn que el MEtodo Modificado de Euler coin

cide con la Serie de Taylor hasta los té&rminos en h2.
La expansién de G{x,y) mediante la Serie de Taylor es

Blxay) = Blxpo ) b Ux =) BE 4y -y BE 4L (5.10)

donde las derivadas parciales estdn evaluadas en x = Xy ¥
y y =y ¢+ % y; obtenemas

™| =

¥ =¥y 51 tomamos x = x% -

T I A

§ fi = E{ET, fi}

sustituyendo en {5.11) obtenemos:
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h
?Ex'l'

at, + 0 P%%

G y todos sus derivados son evaluados en xj. Y.

ra| =

h hory
Blxpvg vy tpyl =G4

Pero

dlxgs ¥:) = Glxy + 5.y + 3yl

Tuego,

$lxn ¥;) = 6 4 % 6, + ; 66, + O [%ﬁE
=G+%{Ex+ﬁﬂyj+u[%‘?.]

sustituyendo este resultado en (5.10) obtenemaos

|
(5
=
=
e
=
1=
i
e LRI,
p——

Yiey T ¥ g (6, + 6B + 0 |5 |

h? 1,3
=y.+I1E+—2-—EGx+GEy]+{I-—£—

Este resultado coincide con l1a Serie de Taylor hasta los =
términos en h2, Tuego el Método modificado de Euler es un -

método de Runge-Kutta de sequndoc orden,

Al comparar estos dos métodos de segundo orden de Runge-Kutta,
el mejorado y el medificade de Euler, se observa que 1o0S dos

estdn dados por una expresifn de la miswa forma que es:

Yipg =¥ 5t halxs, ¥y) (5.12)
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y gue la expresidng en ambos casos es de la forma
¢ (x50 ¥5) = ag Glxg, oy) +ap G{x; + by h,y, +by hyy)  (5.13)
¥ Que
l -
.F.'. E(X‘P J".E:] {5-14}

Por ejemplo, para el Método mejorado de Euler

|
] bt

8y Ti%s

b

i
j—b

by 2

mientras que para el Método modificado de Euler tenemos gue

a1 = [
2y = 1

= o
by = by z

Las ecuaciones (5.12), (5.13) y (5.14) constituyen una fGr-

mula del tipo Runge-Kutta.

Veamos cudl es el orden mé&ximo gue pueden tener Tos Métodos
de Runge - Kutta y cudles son los valores gque permiten Tos

parédmetros al, a2, bhl, b2,

Para que coincida con 1a Serie de Taylor hasta los té€rminos

en h, sélo necesitamos de un pardmetro.
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Para que coincida hasta los té&rminos en h? necesitamos tres
parimetros, considerando les términos hG, hEGx y ‘h2RG
Como tenemos cuatro pardmetros lo mejor gue podemos obtener

es una ffrmula de segundo orden.

Comg tenemos cuatro pardmetros vy s6lo necesitamos satisfa-
cer tres condiciones, se pueden derivar muchas férmulas di-

ferentes de segundo orden,

En el desarrollo en series para G(x,y) con respecto a Xis ¥

dado en (5.9) hagamos

% = X 4 blh

Y= Y + bzhﬁ

de donde
R Hyom blh
! S i hth
entonces

E{xi + bih, y, 4 bzhE} = 6 + byh G, *+b

2
g G G, + O(h®)

donde las funciones del segundo miembro se vallan en Xi0 ¥ye

Entences (5.12) se expresa de la siguiente forma:

Yigq =¥, +h ae t a6 (x v by h,y. +bph G}]

[}

=
T
=

alt + a2 (6 + b1 h G, + b2 h my t D{hE]]

=y. +h [al + a2 + h Iaz b1 & + agbz EGy{] + 0(h3)
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Comparando este resultado con la Serie de Taylor de segundo

orden escrita de la manera siguiente:
¥ =y, + h |G + h (G + G& f_ + u{h3}
i+l i ' 2 iy y

como queremos gue coincidan sus términes, hagamos:

al + aE = 1
1

3, by =3
1

a, by 7

de esta manera tenemos tres ecuaciones con cuatro parametros;

para reselverlas hagamos:

Hi
=
g
o
=
-3

i
=

ag

entonces a1 = l-w

y las ecuvaciones (5.12), (5.13), (5.14) se reducen a
_15"1.{.1 2 J.'F1 + h |:f-1'w} Gl:x.i: yi}

=i % s ¥y F %5(11-, 5’1”} + 0(h%) (535} -

Este es el método méds general de Runge-Kutta de segundo or-

Maaf =

den. 51 hacemos w = & obtenemos el MEtodo mejorade de Eulery
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si w = 1 obtenemos el Método modificado de Euler. De la ex-
presién (5.15) puede inferirse que en case que las derivadas
subsiguientes no tengan mayor variacidn y dedo que el térmi-
no dominante en la expresifin del error es el que corresponde
g2 h3, podemos asumir que el error por truncamiento es propor
cional a h3, es decir podemos asumir gue el error por trunca

miento es |Et| = K h3 donde K es una constante.

El Método de Punge-Kutta de cuarto orden se expresa de la si

guiente forma:

_ h
Yaeg * ¥ * 5 {Rl + 2k, + 2kg + ky} (5.16)
donde
ky = Blx5, ¥;) (5.17)
[ h h k, : 2
kz = G k.H.F -+ ? ,.,]I".I + ’_T'_"J [EI._S}
' h k‘l
~ h 2
ky = & Xy 30 8y F = k8131
r 3
kq = G L){.i + h ) ]";I + h kEJ EE'ED}

Hemos Encﬁﬁtradu que la expresidén general de las formulas de

Funge-Kutta de 2° orden es

]
Yis1 = ¥ 4+ h [%1 EExT, yi} ta, G{xi + hlh s ¥y + blh yif]
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Por analogia podemos esperar que la expresifn general para

las fOrmulas de Runge-Kutta de cuarto orden es:

]

Yisp =¥ 40 [%1 6(x;.9;) * 85 Glx; + by hy vy + by hyg)
LI | i

+a, G{xi +byh, y; +byhy )+ a, E{xiﬁ-baku yitbyy i]

Veamds como se Obtuvo la f6rmula (5.16), Pongamos esta fdrmu-

la de la manera siguiente:

Yixth) = ¥(x) * %—{a ky + bk, + ¢ kg +d kq} (5.21)
ky = G(x,y)
RE = G{x + mh , y + mh kI}
ko = Gix ¥ ah , ¥ + nh kE}
kq = G(x + ph , y + pPh ka}
Encontremos los coeficientes a, b, ¢, d, my n ¥ p. Para es

to reproduzcamos la Serie de Taylor hasta hd
Yixehy = Yy * MY # 308y )+ 07y (x) # g nt Y1)+ 0(h°)

G{x,y)

7]
—
"

[}]

y = ﬁx + Ejr y

Gx-fﬁy G

1

et
n

Gy * 266, + GG, + 6 (6, + GG)
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" 2 3
# dEGxx 38 + 6 6

1'||’=E
¥ X y Xy yyy

BA

+ GJr tix

2
+ GG + +
+3 (6, +66,) (5 8,,) + G, (6, + 66,)

+
ZEExy + B2 Eyy}

Expresemos la Serie de Taylor de una forma que facilite las

comparaciones, Para esto hagamos

1 X
F. =G _ + 2 GG + 6% @
2 N Xy Yy
F. = G + 3 GG +3626. +6°¢
3 KX XXy Xy Y yyy

lo gue permite escribir la Serie de Taylor como

1.2

- 1.3 "
y{l"‘h) - _';"'(x:l + hG + ?]’I Fl +E'h “:2 + G_'}"' F].}

1 4 |
+ 5 h El"ﬂ - E}' FE ¥ B{Exy + EE}I’}']F].

4 68

- Fl} + 0(hs) (8522)

51 calculamos los valeres de K por un procedimiento simi-

Jar obtenemnos:

~
1]

1.2 2
6 +mh Fy + 50 he F, + é.m3 h3 Fs
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kg = @ #nh Fy # %. h? {n2 Fo + Zinn Gy =
+ %— b3 {n3 Fy #3 nn ;F Fp + 6imn’ {ny + Gny]Fl
ky = G +PhFy+ 5 h2 (PP F, + 20p G F)
+% h3 [F3F3 + 3n2p EyFE + Ean (G” + Eﬁyy}Fl + 6mn F‘E[i Fl}]

Combinando éstos colMo se sugiere en la Fédrmula de Runge-Kutta

tenemos:

Y(x#n) ~ y(x) #(a+b+c+d) IG+ (bm+cn+ dph’ F

7 (bm2 + cn2 + dp2)h3 F2 + & (bm3 + cnd + dp3)hd F3

e

(em?® + dn2p)hd G F2

m

i
(emn + dnp)h 8, Fp #

P =
b

4

™

+ (emn2 + dnp®)n® (6, + 6B, )F, + dmnph + o(h®

G
xy Yy

Fy

s

Al campararlo con la Serie de Taylor expresada en (5.22) oh-

tenemos las siguientes ecuaciones:

g ¥ O +ig #d = 1 bm3+cn3+dp3=%

P o 1

bm +en t dp = 1/2 cmn t* dnZp = 17

= 2 _ 1

bmZ * en2 + dp2 = 1/3 cmn- + dnp? = %
ghn + dnp = 1/3 dimnp = 1/724

Estas ocho ecuaciones y sfiete incégnitas al resolverlas pre
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sentan una infinidad de soluciones y de ellas se escoge cld

sicamente la solucidn:

m=n-= 1/2
a=>hb=1/6
b=¢e=1/3
p = 1

de donde al sustituir estos wvalores obtenemos (5.17), (5.18),

(65.18). (5.20) w (5.16).

Ejemplo 5.3
Resolver y' = 1-y, y{o) = 0 por el Método de Runge-Kutta -
de cuarto orden tomando h = % : % para el intervalo I = [0,1]
Fi+1=-"’i+%{k1+2k2+2k3+kq}
ky = h Glxy, ¥y)
= h {1 =.u3)
=h—!'|1|,r'1

"
=
-
st
i
T
b
]
P et
—_
==
L
=
b
—a
—
R
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) 1 1
by = ' Bl o Hoodly ¥ gk

= 1 1
-hil-yi-fih-hyihgh 5 b yi}]
S gl R e ;U .
= Ny e AT X Ry Fgp M 0 2y
kg = h G(xy + b, y, * ki)
= h(1 -y, ~hthy + 508 - S0y by e phayy)
_ 2 2 | Ll 1.4 1 .4
*h =By s b Eh Y Ag b - gy gt gy,
Sumando k1, 2k2, 2k3, k4 tenemos:
h - h ¥4
zhnEhyi—hziLhzyi
th - 2h ¥ = hE + hz ¥ ¥ %—ha - % h3 Y
2 " i I 1 4 1 .4
h - h Yi = h= + B ¥: ¥ 5 h™ - 7 h Y5 = F h™ # T h ¥y
2 2 3 3 Loy I ;4
Eh - Eh:p'i - 3h® + 3h Y3 0 | R i » E'h + T h Y;
multiplicando la suma porg tenemos:
1.7 g L3 1408 1 .4 1 .4
B=bdy -gh S b oy *ph = Sp=gp™ @™ %

= ' 1.2 1.3, 1 .4 102 b3 L o4

Yinp =¥y [hrgh -gh *zq“]*[“"z“ R g ) 45.231
b = § :
ara h = 5 tenemos:

Partamos de la expresidn (5.23)
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T 1 4 s RO 1 .4
J"_I[l'-h‘F";E'h--E—h +—h]+[h--2—h +Eh _E_’th

Yis1 7 24
“yih‘%+%'%*§%]+%'%+%~ﬁ%
= ¥ (0.60677) + 0.39323
yl = ¥, (0.60677) + 0.39323

It

0.38323

Yp = y; (0.60677) + 0.39323

= 0.63183
Cuando h = % tenemos:
NSRS S8 B E%E'*'ﬁlqu } [i" ﬁ%’* - - ET%E}
= Vs (0.77881) + 0.22119
y; = ¥, (0.77881) + 0.22119
= 0.22119
yz = y; (0.77881) + 0.22119
= 0.39345
¥y = y2 (0.77881) + 0.22119
= 0.52761
vh = y, (0.77881) + 0.22119

n

0.6321
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Para h = % ver la Tabla 5.7 y para h = % ver Tabla 5.B.

X Método Runge- Verdadero |Errﬂr|
Kutta 4° Orden Valor

*a g.00000 0.00000 0.00000

*q 0.39323 0.39347 0.00024

X 0.63183 0.63212 0.00029

Tabla 5.7

Xn Método Runge- Verdadero | |Error|
kKutta &° Orden Valor

Xo 0.00000 0.00000 g.00000

Xy 0.22118 0.22120 0.00001

% g 0.39345 0.39347 0.00002

Xq 0.52761 0.52763 o.00002

Xa 0.63210 0.63212 g.00002

Tabla 5.8

i comparamos las tablas 5.5 c¢on la 5.7 y la 5.6 con la 5.8

vemos gque el ME&todo de Runge-Kutta de cuarto orden coincide

con el Método de Tayler del mismo orden.

La ventaja que en
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contramos en el Método do Rungo-Kutta es gue no requiere el

cdlcule de derivadas s8lo reguiere el cédlcule de G(x,y).

ALGORITMO 5.2 DEL METODO DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN -

PARA LA SOLUCION APROXIMADA AL PROBLEMA CON VALORES INICIA-

LES,
Dado

y' = G(x,y) ,a<x<b ; yla) =a

escogor un nimero entero positive N

Paso 1 Hacer h = Eﬁi » Xg = 8 Y ?n = Q.
Paso 2 Hacer i = 0
Paso 3 Hacer Ky = G(x,, yfi
Ko = By #3 4 ¥y + 3 1))
Kg = 6(x; + 34 ¥y + 7 Kp)
Kq = G{xi + F , Y1 + h KE}
Vipq = Y5 + & (Kj + 2K2 + 2K3 & K,)
Xigg = @ * (i + 1)h

Paseg 4 Si i =N - 1, ir al paso 6.

Paso 5 Agregar unc a i e ir al paso 3.

Paso & El1 procedimientc se ha completado, ¥ vi Se aproxima

a y{xi} para cada i =1, 2, ..., N.



126

5.7 METODOS DEL PREDICTOR-CORRECTOR.

Estos métodos reguieren de otros métodos para iniciarse, o
sea que los primeros valores de la solucidn son obtenidos -
por medio de cualguier otro método y luego comienza a fun-

cionar el MEtodo Predictor-Corrector.

Como su nombre lo indica primero "predecimos" un valor de

¥ Después usamos una fOrmula diferente para "corregir"

(i 8
este valor, La férmula del Corrector se usa cuantas veces
sea necesario para lograr la telerancia dada, aungue vere-
mosque existen consideraciones de eficiencia que sugieren

seleccionar un tamafic de intervalc gue evite tener que ha-

cer muchas iteraciones.

Hay muchas férmulas para €1 predictor y el corrector. Vere

mos para el predictor un método de segundp orden:

(o)

?T+1 = ?1_1 + 2h E[xi, yij (5.24)

El simbolo (o) colocado en la parte superior derecha de -

¥ indica que esta es nuestra primera 'aproximacidgn'' a

i+l

?1+1.

: D
Geométricamente el predictor ?1+1 sg encuentra asi: (Ver

Figqura 5.5).
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determina la pendiente de la tangente en Xqs ¥y

traza la recta L1 con esa pendiente y que pase por -
punto (xi. yi}.

traza la recta L paralela a L1 y que pase por el pun
(5.1, ¥35-1).

levanta una ordenada en X341 hasta intersectar a la

ta L. En esta interseccifn se encuentra el valor de)

o
predictor para *i+1'

y
i
Ly
S inj
e W 31*11
I
I
]
]
]
| [
] I
] i
i ]
f + T
%51 % i1
‘ h k h ‘

Figura 5.5
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Comp ya tenemos nuestro valor del predictor, necesjtamos -

ahora un método para mejorarlo (Ver Figura 5.6).

1. 5e conoce aproximadamente yi+1’
f

una pendiente aproximada en {x1+1,

luego podemos calcular

(o)
Yisl

recta L2 con esa pendiente y en ese punto,

J ¥ trazar la -

2. La recta L1 de esta figura es la misma recta L, de la -

1
figupra 5.5 y tiene la pendiente dada por Gixi, yi].

3. Obtengamos la recta L promediando las pendijentes de las

rectas L1 y LE. La pendiente de Les:

7 ’:‘3{“1- ¥yl * l7"["1‘+1= *523]}

4. Tracemos T1a recta L, que pase por el puntao {xi, yi} y

que sea paralela a L. La ecuaci6n de la recta Les:

y =yt g (x-xg) L‘G{"i* yil * G["iﬂ’ yEﬂH

5. Levantemos una ordenada en x donde se intersecta con

80
L se encuentra una nueva aproXimacidn a Yis1 Llamamos
a 6ste el valor corregido yfl} que estd dado por la foér

i+l
mula:

(1) _ h [ (0))
Voo "Y1t 7 S0 g 4 G{"iﬂ* Yin



Podemos obtener otro valor supuestamente mejor de

128

\
E{xi+1’ Y1+1} usando Y[l* y siguiendo el mismo procedimiento

i+l

para obtener un nuevo valor de Yi41-

aproximacidn a Yis1 estd dada por

y =X .+ 1 e o) o PO |
 E [ i Y5 [1+1 i+
donde j = 1, 2z, 3,

Las iteracigones se terminan cuando

(k+1) (k)
Y Y

< E

i+l j+1

(3-1)

En general, la j-ésima

J

1+1

Figura 5.6

1

(6.25)
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Las formulas (5.24) y (5.25) definen uno de Tos muchos méto-

dos conocidos como Predictor-Corrector.

CONVERGENCIA DEL PROCESO.

51 tenempos

(41 ,
1|,{J ) ) T{J] ) % [5

i+l i+l

v(j]l'IL . ¥[i-1]]
e 1+1J i _K"”’ i1

J

por el teorema del valer medie tenemos

Y o = E* - ]"III - ¥ {J-EE}
i+1 i+1 e Lisl 41 |

() (j+1)
donde Nyep ©S el valor intermedio entre Y s Uf

i+l i+1

Supcngamos que %% estd acotada, ss decir, que hay algin va-

lor M tal que
a6
5% < »

Entonces (5.26) puede ser escrito en la forma

(J+1)  (3) (3} (j-1)
Y oy c% ¥y ooy (5.27)
i+1 1l = i+l j+1
Andlogamente
(3) & oo ol (3-1) (j-2)
y -y <h‘2‘1 Ly I
i+1 i1 | T | i+l i+l
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sustituyendo en (5.27) tenemos
EJ'+IJ {;I fi-l} U-Z?]
Y Y

i+l 1+1

[hH

1+l i+l

continuando de esta manera, llegamos finalmente a

(G+1) ()] e | (D) (o)
O A I 2 R
i+l i+l i+l i+l

tenemos que
] G (4) _
Lim |Y - ¥ = 0 551
je i+l i+

hM ; ; 2
L <
0 5 1 es decir si h T
Se ha demostrado que el método converge a algln valor defi-
nido, pero no necesariamente a la solucién verdadera. La -
diferencia entre estos valores es el error por truncamiento
lo cuagl veremos posteriormente, Primero veamecs con mayor de

talle 1a f6rmula de correccifn (5.25).

Consideremos el problema Y (x) = F(x); es dscir, que la Tun-
cidn G depende {nicamente de una sola variable, o sea

G(x,y) = F(x)., Claramente, la solucién del problema es
X

Y(x) = f Fix)dx (5.28)

X
1]

Entonces tenemos la siguiente fdrmula para este caso parti-

cular donde G depende de unz variable.
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5i i = 0 tenemos

n

vy = ¥ ¢ B [Flrg) + Fixg)] (5.29)

si 1 = 1 tenemos

Yau= ¥y = % [Fixl} + F““z}} (5.30)
si 1 = 2 tenemos

Yg - ¥y = % EWXE} + F{KEJ} (5.31)
ci 1 = n-1 tenemos

n - Yp-1 7 % [kixn-lj * F{xnjw (5.22)

sumando (5.29), (5.30), (5.21), (5.22) y teniendo cuidado

con las cancelaciones en el primer miembro, cbtenemos:

n

Esta es la f&rmula trapecial para evaluar (5.28). Por lo
tanto la formula de correccidn es una generalizaciGn de la

regla trapecial; la cual tieme un error de truncamiento que

8§ 8= - %% ¥ (n} donde (n) indica un wvalor intermedio

en el intervalo.
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ANALISIS DEL ERROR EN LOS METODOS DEL PREDICTOR-CORRECTOR.

Obtengamos el error por truncamiento del predictor,

Sabemos que la Serie de Taylor para y(x) con respecto al -

punto x = x, es

| {:': T x,:.}E 1 ':x . }{_1}3 LN
JI"(K] =i y'l- + [K ] x'i}y'i + “_'T'_""_':"' (x'l} + o ¥ I:'ET]
donde Xy € E5 <X
Haciendo x = X:i1 obtenemos
i hz i1 h3 [
‘?'i-l-l z.}'r-i T hj'l +_E'_'!|".'I 'l'—&‘_.'!l'r {‘El} {5321
dopde X 3-51 < X541
Similarmente sji x = xi+l obtenemos:
I h?: i h3 1
Yi g 2y =R Yook s yi = = (,) (5.33)

donde x%. . 5 &

j-1= 2= %y

Restando las ecuaciones (5.32) y (5.33) obtenemos
1 h3 P T
.il"i_l_l 3 ."."ri_l = 2h J!r-; * - I:y {E.-]) 2y EEEI’l

gue es igual a

_ ) ey
Vi1 = ¥i T RN Y YT 5
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Por el tegrema del wvalor intermedio tenemos

jl'llI{E -} + :IIFIII-{E} —_
[ i, 2}=J’ (&)
i h3 [
Tuego ¥ uq = ¥y * 2h y, + 5y (£)
donde X, _; < £ < %i44

Hemos encontradoe entonces, gque el error por truncamiento del

predictor es

3
P _h P

donde x; ; < £ < X:.4

Si la tercera derivada es razonablemente constante, entonces

podemos asumir gque el error por truncamiento es Kh3,

El error por truncamiento del corrector es el mismo gue el

de la Regla Trapecial, luego tenemos

3
c = h [T

donde x; 1 < (n) £ x5,.q.

Como los errores por truncamiento del predictor y del co -
rrector son del mismo orden, nos permiten desarrollar un -
]

método simple para estimar y''  por lo tanto eg.

Sea y{xf} el valor verdadern de la solucidn en x = X s



Entonces

{D} h3 P
vix) =y 4 B v
¥
; 3
ylxg) =yt By

i

restando tenemos:

3 =
0 = FE‘”* g e b hyE) .v"'{n}]

1 1

. L
Si suponemos que Yy es razonablemente constante en

< < ; tenemo
Xy.1 S % < x5, tenemos

{j} {D} 5h3 100
0 = - -
¥ Y, 15 Y
de donde
(3) (o) _ &h3 i
.‘.i"__} .‘r’i q7 ¥
(o) (3)
Yoo T yiJ v
luego E X sy &

E1 error de truncamiento para el corrector es
c _1| (o) (3)
Et = [y_ -y (5.35)

1 1

Otras fOrmulas de Predictor-Corrector.



Podemos obtenper nuevos flrmulas del método Predictor-Correc

tor usando las férmulas (4.33) y (4.34).

Inicialmente obtencamos una fdrmula del predictor aplicando

la férmula (4.33) a y (xi),.
Recordemos que
I yilx) = oy + &) - yix)

Tenemos entaonces que

2

= 1 5 '
yix; +h) - y(x;) =h (1+57+ 357+ ..0) ¥y (x)
de donde
. T Ly . o R,
r1+1—yi+hiri+-§?ri+ﬁv ""i+"'} (5.36)

La fédrmula (5.36) es la fhrmula del predictor. Cada vky%

depende de los (k + 1) valores siguientes:

I i i

7 Z % " os cuales pueden ser cal-
Tkt e F Mg Y P

culados por medio de la relacifn

3 . F o= ARk, FREYYl, s T

La formula para el Predictor, usando (nicamente tres puntos

es
Til .E 1 |I'_ i 1-1 'in-E .
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Esta fdormula se obtiene asf:

i

1 5 E. ]
Wit ® 3’1]

e

(o) '
y v R |y, +
i+1 1 [1

_ = 1 [ i 5 i I
y. + h Fi + ?'{yi - yi—l] t iy {Eyi - ﬂyi_l]}

e 1 1 ] 5 ] }I'I. ]
Y *h|yty [Fi it TP [1"1‘ = 8504 & 31-2“

IS

B 16 ! 5o
=¥ 0 yi'ﬁyi—1+ﬁyi—2]

i i I
=y + —Pg- [233'1'-1 - 16%5-1 + 531-_2]

Para obtener la fdérmula del Corrector se aplica la férmula

(4.34) a y (x;,,)

comao

(T EY) v ilmgq) = T (B0 3 0xyyy)

Iy (xg)

yixs4) = ylxy)

Yi¢1 ~ ¥4

; S O '
Yigp ¥ 3% h [Ym TV m Y Vi - ] (5.38)
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La f6érmula( 5.38) es la que se emplea para el Corrector.

La formula

para el corrector, con tres puntos es

(5) i el —

31+1 =y; + g [5 Vi ¥ By = ri-l] (5.39)
donde

e (5)

Yis1 T %410 Yin

]
:l’l =1 G(x.l'! :!'r-i]
Vi1 ™ B ¥yq)

La f6rmula

Yir1 T Y5

+h

(5.39) se obtiene asi:

>

e 3 i 2 !
Yisr 7V Y m12 Y J"i+1]

Presentamos a continuacifn una breve descripcifn de la forma



en que debe usarse el método Predictor-Corrector.

Para obtener la mdxima eficiencia debemos de iniciar la so0-
Tucién mediante el Método de Runge-Kuita de cuarto orden, lug
gn usar el Método Predictor-Corrector con tres o cuatro pun
tos para los ¥ subsecuentes. Esto se hace de la manera si
guiente: Se aplica primero la fdrmula del predictor para -

obtener una aproximacifn para Yigpd @ este valor se le apli

ca la férmula del corrector, lo que da una nueva aproxima-
ci6bn., Se continfa la aplicacidén del correctcr hasta obte-
ner una precisidn deseada. Si &sta se obtiene con mds de -

dos iteraciones entonces se reduce el tamafio del intervalo.

Eiemplo:
Resnlver y‘ = 1-y con y({o) =0 , h = % en a1 intervala -

cerrado I = [0,1] usando el método Predictor-Correctcr con
3 puntos e iniciarlo con el Método de Runge-Kutta de cuarto

orden., (Ver Tabla 10.11)

Cuando usamos el MEtodo de Runge-Kutta de cuarto orden obtu

vimos los siguientes resultados:

}in:[]' Fnzl_ynzl_ﬂﬁl
y; = 0.22119 yi = 1-y, = 1 - 0.22119 = 0.77881
¥, = 0.39345 ¥p = 1-y, = 1 - 0.39345 = 0.60655
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Para obtener y3 y y4 usaremos el Método Predictor-Correc

tor con 3 puntos.

La férmula para el Predictor con 3 puntos es:

(o) i 1 1
yﬂ_l = .—hz |:23 ¥y = 16 Yy +5 }'1_2]

La formula para el Corrector con 3 puntos es:

G Co
Yi * 37 [5 Yisp ¥ B Y5 - J"1-1]

b
fl

(3-1)
Yirr = € (X410 Yin1

o
]

Gixes ¥s)

Yio1 = 680X 45 ¥5y)

[u] L] ] ]
y =y +_.|:235.|_153 +5}":|
, 2t 2 N 2l
= 0.39345 + g [23 (0.60655) - 16 (0.77881) + 5 (1)]
- 0.52865
(o) i
si y = 0.5¢865 , yy3=1- 0.52B65 = 0.47135
3

Usando el Corrector tenemos:
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£ N S
. ThRTE [53"3*33"2 '*""1}
= 0.39345 + 7 [5 (0.47135) + 8 (0.60655) - 0.77881]
= 0.52742
(1) |
y = 052742 , y; = 1 - 052742 = 0.47258
3
(2) ;
y ~ =0.39345 * 7o [5 (0.47258) * 4.07359]
3
= 0.52754
(2) .
y = =052754 , y, = 1 - 0.52754 = 0.47246
3
Aot [5 (0.47246) + 4.07359]
y =0. + : + 4,
3 ag
(3) :
sy =052753 , y, = 1 - 052753 = 0,47247
3
(4) :
y ~ =0.39345 + 5= [5 (0.47247 + 4.07359]
3
i yy = 052753, y, = 0.47247
(o) 1
y = 0.52753 + g [23(0.47247) - 16(0.60655) + 5 (0.77881)]
4
= 0.63286
(o) 1
siy =06328 , y, = 0.36714



(1)

= 0.52753 + g [5 (0.36714) + 8 (0.47247) - 0.60655]

= 0,63188

(1)
siy
4

(2)
Yy
4

n

Y
(4)
(3)

y
(4)

n

3’ =

Yo * B Y3 '1"?_]

0.63188 , y, = 0.36812

0.52753 + gk [5 (0.36812) * 3.17321]

0.63128

0.63198

0.52753

0.63197

0.63197

0.52753

0.63188

0.63198

0.52753

0.63197

+

+

y, = 0.36802

a5 [5 (0.36802) + 3.17321]
! £an3

Y 0.35803

a5 (0.36203) + 3.17321]

|
vd = 0.36802

f.; [5 (0.36802) + 3.17321]

142
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Método del Predictor-Corrector Verdadero |Error|
*n Predictor 3,1 Valor
0.00 0.00000 0.00000 0.00000
0.25 0.2211% 0.22120 0.00001
0.50 0.39345 0.39347 0.00002
0.75 0.52865 0.52753 0.52763 0.00010
1,00 0.63286 0.63198 0.63212 0.00014
Tabla 5.9
Cuando h = 0.1 ver Tabla 5.10,
Método Predictor-Corrector | .
. Verdadero I[Error,
*n Predictor -"'J Valor
0 0.00000 0.00000 0,00000 |
0.1 0.08517 0.09516 0.000C1 ;
0.2 0.18128 0.18127 0.00C02 |
3.2 0.25819 0.25916 0.25918 0.00022 !
0.4 0.32966 0.32963 0.32968 0.00055
0.5 0.39343 0.39340 0.39347 0.00237
0.6 0.45113 0.45110 0.45119 0.0000¢2 1
0.7 0.50334 0.50331 0.50341 0.20C010
0.8 0.55058 0.55056 0.55067 0.00011
0.9 0.58333 0.59331 0.59343 0.00012
1.0 0.63201 0.63200 0.63212 0.00012

Tabla 5.10
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Conclusidn al comparar los métodos:

El Método de Runge-Kuita tiene la ventaja sobre el Método de

Taylor de no usar derivadas; s6lo evalGa la funcifn G.

Estos dos mé&todos permiten cambiar el tamano del intervalo

con facilidad,por ser métodos que se inician por si solos,

En el MEtodo Predictor-Corrector el cambio del tamafo del -
intervalo no es muy fdcil, porque requiere de otro método pa
ra iniciarse., La precisi6n deseada debe de obtenerse con -
dos ifteraciones y esto se logra al reducir el tamaio del in

tervalo, cOmo se puede observar en los resultados de los -

programas dados a continuacibn.



PROGRAMAS
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ALIST
T

> 10 REM CORRIDA 1

20 REM PROGRAMA PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS CON VALORES INICIALES
30 REM DOMNDE LA PRIMERA DERIVADA DE ¥ ES ICUAL A X=Y+l, Y(O)wi,OwX{m]l

40 REM USANDO EL METODO DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN
50 REM X ES LA VARIABLE INDEPENDIENTE
&0 REM ¥ ES LA VARIABLE DEPENDIENTE. -

70 REMA. B LOS EXTREMOS DEL INTERVALO CERRADO .Cﬂl;l_ﬂ-{ﬁ

B0 HEM M EL NUMERO DE PUNTOS DONDE SE DESEA CALCULAR LA SOLLCTON DE WA

70 REM H EL INCREMENTO CONSTANTE DE LA VARIABLE INDEPENDIENT= .. .

100 REM W EL VALOR DE YD)
110 REM WV EL VERDADERO VALGR

120 REM_E_E|__ERROR
130 PRINT
lagp PRINT SPAISIL
"SOLUCION USANDOEL METODO DE RUNGE-=KUTTA DE CUARTOOROEN =
150 PRINT
140 PRINT USIND "#.S0A"IE

170 PRINT USINO =45Aa/7™1 " —_————

180 PRINT
170 PRINT TAB{46&)% "VERODADERDO"

200 PRINT USING 2105"X"."¥","VALOR*."ERRDOR"™
210 IMAGE 3X-As18%.A.25X. 50,231,534
220 PRINT

230 PRINT USING =#.S0A Ik

-
290 PRInT USING "45A/"* ; —— —— - m——
250 LONG H:XC.YQ.KI.KZ2:K3:K4:¥Y1.VE
2460 DEF FHNGIXeYimi=Y¥+l
270 READ A.B.N.U . _
280 H=(B-=a)/N
290 XO=f
e Le L n k- f 3 [
310 FOR I=0 TOM
F=0 KilmFNOIX0.Y0)
330 K2=FNGIXO+H/ 2. Y OrKIeHI A2
340 KI3=FNGIX0+H/ 2.Y 0O+ K20 HI/2)
350 KAsFNGIXO+H . YO+HeK3)
340 Yi=YO+(KI+ 2o K2+ 20 KB+ KA UL, o A
370 Vail+1/EXPIX0)
380 E=ABSIV-Y0)
320 PRINT USING 4001XD.¥OME .
ang IMAGE 2ZX.0.D:,10X.3(D.100E13X)
410 PRIMNT
420 YO=Y1
430 KOmA+(I+ileH
440 NEXT 1
nm’!‘hl'l'
450 PRINT USING "#.50R™1&
1] — L]
- 470 PRINT USING "458/71% —— ——_—e————— =

480 DATA 0O.1.,10,.1
470 ENG

- S - e L
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LO-3¥1901960E9 E DO+34LELBZESLET "L 00+3910c6zZE402 Y |
L0—-3TLENZIOBTV"E " 00+38ZBZEREsT 1 DO+354Z95859471°F L”
LO-ILYEORYAETIE E 00+300ZF11BBET"Y oo+3klcattaerr 9"
LO-3SLLVIYOIN0E 00+3CE¥FOERTOL * T __bo+3levéocsvorl 0 &°
L0-3y48891GEET"Z 00+3ZBE00ZEDL0" T 0O+3DZOE0ZEDLO T | v
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ADRZ
— 10 REM COSRIDA 1 -
« 20 REHM FROGRNMA PARM LA SOLUCION DE PROCLEMAS CON VALODRES INICIALALEES
20 REM DOMDE LA FRIMEAA DERIVADA DE ¥ ES IGUAL A X=-Y+DI1i¥i{0li=sl,0{m)i{m]
-~ A0 REM INICIANDO CONEL HETODO DE KUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEM Y -
50 REM CONTINUANDID CON L METOLD FREDICTDR-CORRECTOR CON TRES PUNTOS
&0 REHM ¥ ES LA VARIAELE INDEPENDIENTE
= 70 REH ¥ ES LN VoRINELE DEFENDIENIE
80 BEM A.B LDS EXTREMUZ BEL INTERVALD CERRADD CON A<LB
20 FEHM N NUMERD TE PUNTOS DOMDE SE DESEA CALCULAR LA SOLUCION DEL
—400 REH PROELEMA DE VALORES IMICIALES.
110 REM U EL. VALOR OE Y(O)
170 REM P WALDR APROXIHADG DE Y (PREDICTOR!
—130 REM C1 WVALDR CORREGCIDO DE YICORRECTOR) o
140 REM J EL MHUMERD DE ITERACIONES PAR OBTENER EL CORRECTOR
150 REM T LA TOLERANCIA DADA PARNA DBTENER EL NUMERD DE ITERNACIOMER
— 140 PRIMT -
170 PAINT SPA{ION"SOLUCION USANDO EL METODO PREDICTOR-CORARECTOR™

180 FRINT SPA(lON"CON TRES PUNTDS. INICIANDD CON RUNGE-KUTAR®
— 190 PRINT ool ol et g b B i

200 PRINT USING “#.534%1k

—210 PRINT USIHG "17A/“1 ™ U ) =

220 PRIMT
Z30 PRINT USING Z40I"XI®"P " "Y "« "Jd"
—2-0 IHAOE IXPAdTXZ5KR2R200——

250 PRINT
260 PRINT USING "6.53A4% 14

IT0 PRINT USINO "17A7F71% =

280 LONO H.T.X0.¥1. xz,xa.'s'c.'rl Y2y Y3, DWCo KL K2 K3 K4 P i
— 290 OcF FNOUXLY)mY=Y4-f-—-—

300 READ AB.NMNUT
10 H={B—-A}/N
..-_320 Kl}"ﬂ-ﬂ —r m—— e W

330 YOo=D=U
340 PRINT USING 3501X0,"=" Y 0. ="
e BTG IHAGE ZX+D. Ds 17 X1 A 17X D HODE 12Xt

350 1»D
370 Ki=FNG(C.O)
—— 280 K2=FNG(C+H/2, D+ (K1 #H) /2 )

SP0 Ki. FNGIC+H/ 2. D+HIKI®H)I 2}
. 400 A=FNOI(C+H.D+K3+H)
m—=Gi0 IF I=0 THEN DO

420 ¥iwD4 H AR+ 2 0K 2+ 24K 34K 4)
430 | X1l=p+(I1+1)4H
— 4823 | PRINT USING 4S01 Kly =", ¥lyt—w o ___ _ __  _
450 IMAGE 22X .D.D.17%:A.17%.D.10DE.12%.A
SLO =]
— A A

380 || E=ivl - = i T

£70 GOTD 370
— 500 DOEND '
S0 YI=DrHAE#UKI+ 2% K2+ 2 #K3+K4)
520 EZ=fwll+1) &H ;
= 530 F'iTIHT USING S401 X2 "= Y2, "=
£50 INMGE 2R, D.D2 175 Al 7 XD 10DEI2 XA
50 DaAV2 |
— Z&0 Cuxz - i e | ——
s70 I=1#
:ﬂigg F'-| 2‘-erI2tl'zEIiFHﬂtIZy\"il-lﬁfFHBtll.\'lJ*SlFHﬂ(ID-YDH



&00
| &10
— 820
| &30
| &40
— &S0
| sz0
| 670
'— &AD
| 90
700
-= 710
720
730
—740
=0
F&0
-—770
780
790
— 800

810
—-820

2RUN

¥d=p+{ I+1)eH
HeBsFMNGIX2,¥2)=FNO(X1.¥1)

Ya=Y24+H/ 120 (SeFHNO{ X3P 4H)
Cl=¥2+H/ L2 {TaFNO(X3.YI)+H)
IF ABSHICI=-¥3)/¥31C=T THEM &BO
d=ds g N ,

¥3=Cl
GOTO &30
PRINT USING &F00 X3,PClvd-—

IMAGE ZX+0.D,10%:0.100E:¥X«D.I0DE«11X.2D
I=1+1
IF [>H=-1 THEN 790.——-—0— ..

Xo=X1
¥=" 1
WERNTE & ovcrometiivoimssiomts s g

Yi=YZ
12=43
¥2=01 P e c—

GaTo 580

PRINT

FRINT USINO-"#. 05— t—— — — — e e e
-

PRINT LISINO "17A/ 1™ "
BATA QalelCals 000001

END
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