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INTRODUCCTION

En el presente trabajo, se cumple una de mi mas grandes aspira-
ciones de estudiante, la cual era trabajar en la parte aplicada
de la Matemdtica, habiendo escogido por tal motivo la rama de -
Estadistica, especificamente el tema de Andlisis de Superficies
de Respuesta, que es de gran utilidad en el campo de la investl

gacibén, industria, ciencilas sociales etc.

Es de hacer notar que en andlisis de regresidén el problema fun-
damental es la solucidn de un sistema de ecuaciones, las cuales
son llamadas ecuaciones normales. las respuestas obtenidas po--
dran variar (por errores de redondeo), dependiendo del método -
utilizado para resolverlas o del equipo de computacidén utiliza-

do.

En el capitulo I, se estudia el ajuste de una recta por minimos -
cuadrados a un conjunto de datos, calculando los estimadores de
la ecuacidn verdadera. Examinando la precisidén de la ecuacidn -
en cuadros de andlisis de varianza (ANAVA), definiendo pruebas

para significancia de los estimadores encontrados, y errores -

cuando hay datos repetidos.

En el capitulo I1, se estudia la utilizacidén de matrices para en--
contrar los estimadores, como su utilizacidén en tablas de andli
sis de varianza, ensayos de hipdtesis, asignar pesos y se en---

cuentran sesgos en los estimadores.

En el capitulo I11I, estudio de la normalidad o anormalidad, de los
residuos, que son errores de las diferencias entre los valores

observados y ajustados, en sucesién de tiempo en forma grafica



y una medida de esas anormalidades.

En el capitulc IV, se estudia la regresidn mGltiple con dos va-
riables, primero una ecuacidn con una variable, luego 1ingresan-
do la segunda, es decir, como una sucesidén de lineas, dando pro
cedimientos para examinar la contribucidén de cada una de ellas

en la ecuacidn.

En el capitulo V, se estudia la regresidén con modelos exponen--
ciales, polinomiales, potenciales y también se hace un pequefio

estudio de la utilizacidn de variables falsas.

En el capitulo VI, se estudia la parte medular de este trabajo,
encontrar la mejor ecuacidn de regresidn, describiendo varios -
procedimientos siendo: 1) todas las regresiones; 2) procedimien
to de eliminacién hacia atras; 3) procedimiento de seleccidn -
hacia adelante; 4) procedimiento de regresidn paso a paso. Se -

analiza la conveniencila de unos y de otros.

Finalmente quiero dejar constancia de la colaboracidén a las per
sonas que ayudaron a la elaboracidén de este trabajo: especial--
mente al Lic, Daniel Flores De Paz, asesor; Sra. Miriam de Ya--
nez, parte mecanografica; Sr. Mauricio Garcia, grdaficos y a la
Universidad Politécnica por permitirme el uso de su computador
HP 3000, para obtener las ecuaciones que van en el apéndice de -

este trabajo.
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CAPITULO 1

AJUSTANDO UNA RECTA DE MINIMOS CUADRADOS

1.0 INTRODUCCION

En la industria de hoy se encuentran procesos grandes o peque--
nos, en los cuales se pueden hacer mediciones de sus diferentes
estados (etapas) y se recopilan esos datos en tablas, no se es-
ta interesado en como recolectar esos datos, sino las relacio--
nes que se pueden dar en las variables de la tabla de datos, y

poder observar que un cambio en una de esas variables, puede -
afectar a las otras, por lo que es necesario examinar sus efec-
tos, de alli que pueden hacer relaciones simples entre los estg'
dos (etapas) fisicas consideradas. Pudiendo a menudo existir "
una relacidén funcional entre las variables, la cual puede ser -
complicada determinar o descubrir en términos simples, pudiendo
se aproximar, por ejemplo con un polinomio, el cual puede'contg
ner la variable apropiada, y puede ajustarse o graduarse a la -
funcidn verdadera, para luego poder apreciar la separacidén y -
efectos producidos en los cambios hechos en las variables al -

examinar la funcidén aproximada con la funcidén verdadera.

Un ejemplo simple de este proceso implica la construccidén de una
linea recta con pardmetros desconocidos que se obtiene, a par--
tir del conjunto de observaciones (Xi1,y1),(X2,y2),..., (X ,¥.),
donde su construccidn se verd mds adelante. O un modelo mds com
plicado, es cuando se tiene una variable Y y dos variables x;,

Xz que nos da una ecuacidén de un plano. Dentro de 1oslconocﬁﬂeg

tos bédsicos de analisis de regresidn que utilizaremos estan alge-



bra de matrices, ideas de parimetros, estimadores, distribucio-
nes especialmente la normal, media y varianza de un rango varia
ble, covarianza entre dos variables, hipbtesis simples, pregun-

tas de uno o dos lados de prueba t 6 prueba F.

Lo que se pretende es resolver problemas prdcticos de regresion.
Asi aquil vemos observaciones tomadas con intervalos de una plan

ta de vapor de una industria. Donde se han obtenido los datos de:

1. Depbésito de vapor usado mensualmente
2. Depdsito de glicerina cruda hecha

3. Dias de calendario por mes

4. Dias operados por mes

5. Dias debajo de 32°F

6. Promedio de temperatura atmdésferica (°F).

Podemos distinguir dos clases de variables en una tabla de datos.
Las variables seradan llamadas independientes y dependientes, que
son valores observados, a diferencia de que cuando se hacen cam
bios en la variable independiente, producen cambios en la varia
ble dependiente (0. de respuesta). En general estamos interesa--
dos en encontrar como los cambios en las variables independien-
tes afecta los valores en la variable de respuesta. Si podemos

descubrir una relacidén simple entre las variables.
1.1 DOS ILUSTRACIONES

Asi en muchos trabajos se desea inyestigar como el cambio en -
una yariable afecta a otra variable, algunas veces dos variables
son alcanzadas por una relacidén lineal exacta. Por ejemplo, si

la resistencia R de un circuito simple es considerada constante,

la variable I varia directamente con el voltaje, por aplicacidn
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de la ley de Ohm; I = % , S1 no estamos seguros de la ley de Ohm;
podriamos obtener la relacién empirica, haciendo cambios en v y
observando I, al mismo tiempo que R es fijo y entonces se ten--
dria el diagrama de dispersidén de I contra v, que es mids O menos

una linea recta cerca del origen.

Decimos '"mds o menos'", porque aunque si bien la relacidén lineal
no es exacta, nuestras medidas pueden estar sujetas a errores in-
significantes y entonces el diagrama de los puntos no caeria -
exactamente en la linea verdadera y deberian variar alrededor -

de ella.

Para obtener un resultado de la prediccién de I para un valor -
particular de v, usariamos la linea recta que pasa por el ori--
gen. Algunas veces la linea recta no es exacta (debido a los -

errores), pero todavia no podemos significarla bastante. <

Otro ejemplo cuando queremos considerar peso y altura de varo--
nes adultos en una poblacién dada. Si ploteamos el par (X;,X;)

(alturas, pesos). El diagrama viene dado en la figura 1.1

Note que para alguna altura dada hay un rango de pesos y vice--
versa . Esta variacidn en los rangos, serd parcialmente debido

a los errores en las medidas. Pero podemos notar que el prome--
dio observado de peso para una altura dada incrementa cuando su
altura incrementa. Este valor promedio observado de peso para -
un valor observado de altura (cuando la altura varia) es llama-
da la cturva de regresidén de peso en altura la que se denota por
X2 = f(x1). Pudiendose definir tambien una curva de regresibn -
por x; = g(x,). Asumiendo que en general son las mismas, ademis

que ambas son lineas rectas. La utilidad de una ecuacidén es por



ejemplo, si desconocemos peso, lo podemos estimar a partir de -
la linea de regresidn de peso en altura. Cuando una variable X
se relaciona con una variable y es usualmente llamada una ecua-
cién de regresidén, la cual es estimada cuando la relacidn entre

ellas es desconocida.

FIGURA 1.1
X2
]\'gSJ—- e ¢
2 B L [
&
= 'Y ® ®
oA e e [

Consideremos el grafico en la figura 1.2, es obviamente no 1i--
neal en el rango 0 < x < 100, sin embargo si se esta interesado
en el rango de 0 < x < 45, la relacibn es una linea recta, en -
ese rango de observaciones, pero no podrian estimarse valores -
mayores de 45, aunque es posible ajustar una linea recta en ese

intervalo.



FIGURA 1.2
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Similares observaciones pueden hacerse cuando tenemos mis de una
variable independiente. Supongamos que queremos examinar una -

respuesta Y que depende de las variables X3 5Xz s e X -

Determinamos una ecuacién de regresién con los datos los cuales

cubren una regidén del espacio y yamos a suponer que:

Xg = (Xxo:xzo:---,XK ) cae fuera de la regidén cubierta por los
- O

datos originales, entonces podemos obtener un valor estimado de

A ;i -

x (x;) [representado, asi el valor estimado de x_, | para la res-

puesta de x,, pero alguna vez puede suceder que el punto caiga

mads alla de la regién, como se puede ver en la figura 1.3, don-

de hay puntos de la regidén para los cuales 1 < x; < 9 y para -

los cuales 2.4 < x, < 6.3.

Para un punto p, esta fuera de la regidén, y se complica mids cuan



do aumenta el nGmero de dimensiones; lo que haria mids dificulto

so hacer predicciones.

FIGURA 1.3

X2 |

2.4

1.2 REGRESION LINEAL: AJUSTANDO UNA LINEA RECTA

Para ajustar una ecuacién de una linea recta, podrd ser obteni-
da por el método de minimos cuadrados cuando los datos son pre-

cisos.

Consideremos las siguientes 25 obseryaciones de datos Y (vapor

encerrado usado por mes) y Xg= (temperatura atmosférica en °F).
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Ver grafico en figura 1.4

TABLA 1.1
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De donde asumiremos que quien mejor la representa una linea recC
ta de regresidn de Y en la variable X, que tiene la forma

Bo *+ B1X, la cual podemos escribir como

Y = Bo + B1X + € 121

que esta ecuacidén de primer orden(T). Donde X es la variable in
dependiente que le corresponde un valor Y de la forma R, + BiX,
mas un valor e, que seria la diferencia entre cada observacidn

de Y y el valor de Y de la linea verdadera o la linea media, --

pudiendose llamarsele desviacidn.

Esta ecuacidn seri nuestro modelo matemidtico, en donde Bo Yy Ba1

son parametros del modelo.

(1) Nota. Cuando decimos que un modelo es lineal o no lineal, -
nos estaremos refiriendo a la linealidad o no linealidad en los
pardmetros. E1 valor mds alto del exponente de una variable in-

dependiente en el modelo es llamado orden del modelo Ej.
Y = Bo + B1X + B2X? + €
es de segundo orden en X, y es lineal en los betas.

De la ecuacidn 1.2.1, Bo, B1 y € son desconocidos, y el més -
dificultoso de obtener es e ya que tendria que encontrarse para
cada una de las observaciones Y, mientras que Bo y Bi1 quedan fi
jos, aunque no es posible encontrarlos exactamente; podemos uti
lizar la informacién de la tabla para encontrar bo y b: estima-
dores de B, y Bi1, respectivamente, entonces podemos escribir la

ecuaciodn

Y = bo+ b1X 1.2.2
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donde Y es el valor estimado y denota la prediccién del valor -
de Y para un X dado, cuando los b, y b1 son determinados. La --

ecuacidén 1.2.2 es usada para predecir.

El procedimiento utilizado serd por minimos cuadrados para esco

ger el método de estimacidn de los pardmetros.

Supongamos que tenemos n pares de observaciones (X;,Y;), (X2,Y2),.

o (&YYh),entmxfs para la ecuacién 1.2.1, podemos escribir

Y/(, = Bo + BIXL + E/(:, 1.2.3

tq. la suma de los cuadrados de las desviaciones de la linea --

verdadera es

2 _ _ 2
2 Bo - B1X,) 1.2.4

Como ya se menciond antes no es posible calcular exactamente a
Bo ¥ B1, por lo que se necesitaridn estimadores bo ¥y bi respectl

vamente, que se sustituirdn en 1.2.4, de tal manera que produz-

can el menor valor posible de S.

Note que los valores Xi y Yi son valores fijos en la tabla pode
mos determinar b, y b; diferenciando parcialmente primero con -

respecto a b, y luego respecto a b; e igualandolos a cero.

35 . 27 (Y, - be - b.X) 3 25 = <27 (Y,-be-bsX,) X, 1.2.5
R L 2 b Hgmhemhaig) 2p dets
n n

LZI(YL—bO—bIXi) = 0 ; iZI(Yi-bo—blxi) X, =0 1.2.6

Aplicando sumatoria, tenemos.

n n n
z Y/é_ nbo’bl Z XA, = 0 ; z X»Y-‘boi ‘X/("- X 'X
i=1 i=1 i=1 i=1 t i
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Estas son llamadas ecuaciones normales, que al resolverlas para
b; y bo, encontramos el valor de b;, que es

e . )XY, e s
=Z)\/{:/_.Y/L.' nIX Y, inYx; G TX-X)(Y;- V) 1.2.9

27 - '2-_ N N _
(in) | nzX{i ry? (Zki) Z(XL = X)Z
L

bi
n
donde las sumatorias son desde £ = 1 hasta n.

Observese que hay dos expresiones ligeramente diferente de bi,

por lo que definiendo. Para su comprobacidén, tenemos:

O L ST o A T - T, = ny 1.2.10
n n n

— Y, == ” —_—

Y=Y1+Y2+ Y = z»{. : Y-_—.Z__Y’(- - ZYi=nY 1.2.11
3 | n n

tenemos que:

a) J(X; - ) (Yg - Y)

Z(XLYL Xi§ = iYi + i?j

IX Y - YIX; - XJY; + JXY

por 1.2.10 y 1.2.11 tenemos

= ZXLYL = ni?i = HSZY + nSEY
= JXiY4 - n YX
Y. X.
2Xi Y4

= Bile - =5
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‘de donde

1X4)Y4

T(Xg - X)(Ye-Y) = JXeYg- :

J(X3 - 2XX - (X)P]

b) J(X¢ - X)?

= IX3 - 2X]X; - (X)?

por 1.2.10 tenemos

IX2 - 2n(X)2 - n(X)?

JXZ - n(X)?

12 - n(didy:

Ixy - L2

n

de donde

(IX4) 2

n

Y(X¢ - X)? = yX2% - . Asi de a y b queda comprobado,

La primera forma de la ecuacidén 1.2.9 es normalmente usada cuan
do computamos el valor de bi, la solucidén para bo. es obtenida -

de la primera ecuacidén normal de 1.2.8 que es:

nbe + biJX, = JY,
nb, =AZY£ - blzxi , dividiendo por n
...Y, <X-
be = ¥ - By X 1.2.12

La cantidad Y X? es llamada suma no corregida de los cuadrados
g

i
i 2 X )2 A
de las equis y £zﬁ4l es la correccidén para la media de las -

equis. Su diferencia es llamada la suma corregida de los cuadra
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dos de las equis.

Similarmente )X;Y; es llamada suma no corregida de productos y

v
Ix iy,
——ﬁ——i es llamada la suma corregida para la media.

La diferencia es llamada la suma corregida del producto XY.
Ahora sustituyendo 1.2.12 en la ecuacidn 1.2.2 tenemos
Y = Y - biX + biX

T=Y +b,(X - X) 1.2.13

donde b, esta dado por la ecuacidén 1.2.9
Ahora se ejecutardn cidlculos para determinar la ecuacibén de pre

diccidn de la tabla 1.1

JY, = 235.60 ] X2 = 76323.42 X = 1222 = 52.60
- = _ 235.60 _
JXi = 1315.0 Y = 25:00 2 9,424
IX,Y = 11821.432
cuando b,
IXi)Yi (235.60) (1315)

Txoy, - L

b= X¢Yi - n _ 11811.432 - Do - -o71.128  _ 5 079829
in-—-izlél? 76323.42 - (319)* HiBsAs
n . 25

La ecuacibén ajustada serd entonces

~ — T
Y =Y + by (X - X)

$ = 9.424 + (-0.079829)(Xe- 52.60)

Y = 13.623005 - 0.079829 X 1.2.14

La ecuacibn ajustada esta ploteada en la figura 1.3

Ahora se va a tabular, para cada valor de los X dados en el -
o~

orden de la tabla anterior, los valores de YL y ademas los Yi -
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A

para encontrar Yi = YL’ que les llamaremos residuos.

TABLA 1.2 valores ajustados, observaciones y residuos, en el or

den de la tabla 1.1

NUMERO DE
OBSERVACIONES Y ?4 Yi - ?4
1 10.98 10.81 0.17
2 11.13 11.25 -0.12
3 12.51 11.17 1.34
4 8.40 8.93 -0'53
5 9.27 8.72 0.55
6 8.73 7.93 0.80
7 6.36 7.68 -1.32
8 8.50 7.50 1.00
9 7.82 7.98 -0.16
10 9.14 9.03 0.11
11 8.24 9.92 -1.68
12 12.19 11.32 0.87
13 11.88 11.38 0.50
14 9.57 10.50 -0.93
15 10.94 9.89 1.05
16 9.58 9.75 -0.17
17 10.09 8.89 1.20
18 8.11 8.04 0.07
19 6.83 8.04 -1.21
20 8.88 7.68 1.20
21 7.68 7.87 -0.19
22 8.47 8.98 -0.51
23 8.86 10.06 -1.20
24 10.36 10.96 -0.60
25 . ‘ 11.08 11.34 -0.26

NOTA: los Y, son valores ajustados aproximados.

Note que si
» — o
Y =Y +bi(X; - X), y utilizando su opuesto
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X = =X -by(X; - i), sumandole Y , tenemos

¥p = Yy = Qg = ) - bufXy - X
Aplicando sumatoria de £ = 1an. tenemos
10 = ¥ = X[IYi - Y) - ba(X, - X) ]

= 1Y - Y) - bif (X - X)

= JX; - nY - by (JX; - nX)

Aplicando 1.2.10 y 1.2.11
= nY - nY - bl(ni - ni)
A

Z(YL -Y) =0

Entonces la suma de residuos deberia ser cero.
Al sumarlos en la tabla 1.2 nos da -0.02 es un error de redon--
deo. La suma de residuos en un problema de regresidn es siempre

cero.

Cuando hay un término B, en el modelo es consecuencia de la pri

mera ecuacidn normal. >:Puedeztenerse su omisidén en el modelo -

es decir; hemos perdido un pardmetro,- pero-hay una correspondien
te perdida en los datos puesto que las cantidades YLJY,JF],“.,n,
representa solamente n-1 datos separados de informacidén, debido
al hecho que su suma es cero, mientras que Y;, Yo2,..., Yn repre
senta n datos de informacién. Efectivamente el dato de informa-
cidén ha sido usado,para permitir el propio ajuste a ser hecho -

al modelo talque el intercepto puede ser removido.
1.3 LA PRECISION DE LA REGRESION ESTIMADA

La pregunta es ;De que medida de precisibén, puede ser unida a -

nuestra estimacién de la linea de regresidn?.



Consideremos la siguiente identidad.

N — A —
Y. - Y. =Y. -Y - (Y -Y) 1.3.1
A A A4

elevando al cuadrado y luego aplicando sumatoria de £ = 1 a

E(Y,-Y)? = Z[1Y -Y) - (Y-Y]]*
=Z[})&—Y)Z—Z(Yi—f)(?—Y)+(§—Y)f]
Z(Yi—§i)2 = Z(YL—Y)2+Z(§-?)Z—ZZ(YL-Y)(?—?) 1.3.2

el tercer término se puede reescribir

]

~25(Y ~Y) (¥, -¥) = -ZB(Y ~T).by (X -X) pox 1.2.13

-2b12(Yi-?)(xL-i) .

de 1.2.9 tenemos _ _
(Y .-Y) (X .-X) _ _ _
b1 = == - = EY .-T1(X.-%)] = hyI(X,=%)>
Z(X,{:‘X)z A A A

Asi

) V(Y -Y) = w2 X2
2 T(Y,-V)(Y,-Y) = -2b25(X,-X)

pero por 1.2.13

Y - Y bl(XL-i)

T(Y-Y)2 = zb%(xi—i)z b%z(xi-i)z 1.3.3

por lo que continuando, se temia

-2b}E (X -X)?

-25(Y -Y)? al sustituir 1.3.3

tenemos:

—2E(Y WI(Y V) = -2E(Y Ty

Asi al sustituir en 1.3.2 esta Gltima expresidn tenemos:

Lo — A —_ Fa) —
- 2 - - 2 — 2 - 2
z(Y,-Y) DY -Y)® + Z(Y, -Y) 21(Y,;-Y)

n

16
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Lo —_— A —
z(Y&._-Y,)2 = Z(Yé—Y)z - Z(Y-Y)?2 1.3:4
que se puede escribir asi

-— ~ A

- 2 _ - 2 V)2
Z(Yi Y) Z(Yi YLJ + E(Yi Y) 1555

Ahora YL—Y’ es la i-esima desviacibén respecto a la media, del -
lado izquierdo de 1.3.3, es la suma de los cuadrados de las
desviaciones respecto a la media y que representaremos poTr SC Yy

es tambien la suma corregida de cuadrados de las y es

o)
Entonces Yi_Y’ es el i1-ésimo residuo (es la desviacibn de la -
-~ f—
i-ésima observacién con respecto al valor ajustado), y YL-Y’ es

la i-ésima observacion del valor ajustado respecto a la media.

La ecuacidén 1.3.5 en palabras es como sigue.

SUMA DE CUADRADOS SUMA DE CUADRADOS . SUMA DE CUADRADOS

RESPECTO A LA MEDIA ACERCA DE LA REGRESION DEBIDO A LA REGRESION

Esto demuestra que la variacién de los Y's alrededor de la me--
dia, puede ser debido a la regresibén y a algln, Z(Yi—Yi)z, al -

hecho que las actuales observaciones no todas se mantuvieran,

CUADRO DE ANALISIS DE VARIANZA

FUENTE SUMA DE CUADRADOS gl CUADRADOS
(sc) , A , - MEDIOS (cm)
[ X IY |

DEBIDO A LA < b
REGRESION ~ °* | XX Y - —5—) ! MSg
ACERCA DE LA sc
REGRESIOM Por diferencia ni-2 S =no2
(RESIDUOS) _

ACERCA DE LA
MEDIA (EY)
(TOTAL, CORRE IY, -

GIDO PARA LA

MEDIA)

n
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La columna de "cuadrados-medios" es obtenida dividiendo cada su
ma de cuadrados por el correspondiente niGmero de grados de 1i--

bertad.

Una forma mids general de la tabla de andlisis de varianza, la -
~cual no utilizaremos aqui, es obtenida por incorporacién del -
factor de correccidén para la media de los yes, el cual denota-

remos por sc(bo). La tabla toma la forma.

CUADRO DE ANALISIS DE VARIANZA

FUENTE ~~  SUMA DE CUADRADOS =~~~ gl ~ CUADRADOS MEDIOS
REGRESION {2y )2

(bo) sc(bs) = —== 1
BRI -, L

(b, /bo) T edl °R
RESIDUOS por sustraccién ~ n-2  8? 5ﬁ¥i

TOTAL, ~NO CORRE

GIDO PARA LA ME 1y: n

DIA. o

La notacién sc(b;/bo) es leido " la suma de cuadrados para b; -
despues de la asignacidén hecha para b, ". La media de cuadrados
acerca de la regresidén, s?, es un estimador en la linea de re--
gresidén. (Si todos los puntos permanecieran en ella, la suma de

cuadrados acerca de la regresidn seria cero).

De este procedimiento podemos ver que un camino de indicar la -

utilidad de la linea de regresidn como predictor es ver como la

sc acerca de la media se relacdonascon la sc acerca de la re--
gresién. Estaremos complacidos si la suma de cuadrados debido -

a la regresidén es mucho mds grande que la sc acerca de la regre
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sién o que el valor R® = (sc debido a la regresién)/(sc acerca
de la media) no es demasiado lejos de la unidad.

Alguna suma de cuadrados tiene asociada un ntmero llamado gra--
dos de libertad. Este nimero indica cuantos datos son indepen--

dientes, al implicar los nfimeros Y;, Y2,...,Y SOn necesita--

n-’

dos para obtener la suma de cuadrados.

Por ejemplo, la sc acerca de la media necesita (n-1) datos inde
pendientes (para los nlimeros Y1-§,Y2,—Y,...,Yn—§, solamente ---
(n-1) son independientes puesto que los n nGmeros sumados dan -
cero, por propiedad de la media). Podemos calcular sc debido a
la regresién de una funcién sencilla de Yl,Yz,---,Yn nombrando-
la b, (puesto que Z(§1—§) = bz (X —i)z por 1.3.3) y esta suma --
tiene un grado de libertad, ya que la finica cantidad independien

te es b;.

Por diferencia la sc¢ acerca de la regresibén tiene n-Z grados de

libertad. Esto se explica asi
(n -1)=(n - 2) +1 1.3.6

Usando las ecuaciones 1.3.5 y 1.3.6 empleando una forma alterna
tiva para la expresién 71.3.5 ﬁodemos construir una tabla de ana
lisis de varianza en la siguiente forma basado en n-2 grados de
libertad de la varianza sobre la regresidn que denotaremos por

oZYX, que nos representaria una medida del error con el cual un
valor observado de Y, deberia ser predecido de un valor de X de

una ecuacidn determinada.

Haremos ahora en nuestro ejemplo que traemos y discutir un niime

ro de caminos la ecuacidén de regresidén puede ser examinada.
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La sc debido a la regresibn es

_ 2
j IX 1Y | {EX,Y - IX/IY /n)

bl LZXY_ —"—n—">
Ot J {ZX2 - (£X.)2/n}
A A
- (-571.128)2= 45 59
7154 .42
(ZY .)?
La sc del total (corregido) = ZYi - nL

2284,1102 - (235.6)2/25
63.82

TABLA 1.3 TABLA DE ANALISIS DE VARIANZA PARA EL EJEMPLO.

FUENTE : g1 . sC .......cm . F valor calculado
total (corregido 24 . 6382 .
Regresién (b,) 1 45.59 45.59 45.59 - 57.52
0.7920
Residuos 23 18.23 $%=0.7926

Note que las entradas en esta tabla, no estan en el mismo orden
como la correspondiente tabla tebrica, lo que no hace una dife-
rencia. En muchos casos el orden depende del camino en el cual
el programa es escrito. Una inspeccidén cuidadosa de analisis de
varianza deberia siempre ser hecho y no se podria asumir que al
gin orden particular es el mismo. Nuestro estimador de OZYX o5

s? = 0.7926 basada en 23 grados de libertad.
1.4 EXAMINANDO LA ECUACION DE REGRESION

Haremos las suposiciones bdsicas que en el modelo

Y = Bo sixi + € = 1,2,...,N.

(1). e, es una yariable aleatoria con media cero y yarianza
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o? (desconocida)

(2). €Y €j son no correlacionados, £ # §, se tiene cov(e£¢7)=0

- - 2
entonces E(Yi) Be + lei’ V(Yi) o}

y Yi y Yj’ 4 # 4§, son no correlacionados. Una suposicién adicio
nal, la cual no es inmediatamente necesaria y seri llamada cuan

do sea usada, es la siguiente.

(3). €, s una variable aleatoria, normalmente distribuida, con
media cero y varianza o? por (1), esto, es
' 2
e; v N(0,0°)
bajo esta condicidén adicional, e,y gjno son unicamente no co--

rrelacionados, pero necesariamente independientes.

OBSERVACIONES

(1) Anteriormente hemos encontrado o¢?YX en el cual, si.ohxfyx
tenemos que el modelo encontrado es el verdadero, si no lo

es, entonces o2 < GZYX

(2) Cuando se hacen mediciones, cdlculos, se tienen errores €rs
tq. una suma de errores que tenderd a ser normal cuando el -
nimero de componentes aumenta mds y mas, por el teorema del

l1imite central.

Ahora usaremos esas suposiciones en examinar la ecuacibén de re-

gresibn.

ERROR ESTANDAR DEL SESGO b;: INTERVALO DE CONFIANZA DE Ba

z(xi-i)(yi-i)
sabemos que b; = — =
(X -X)*

L(X -X)Y,

Z(X,-X) l
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- DX XY,
1 - =
_ 2
Z(X;-X)

(puesto que el segundo término del numerador es Z(XL-X)Y =

?E(Xi—i) = 0). esto es porque Z(Xi-i) 0)
(X1-X)Y1 + (X2-X)Y2 + .o+ (X_-X)Y
b, = _ : n n

Y2
Z(XL X)
Ahora la varianza de la funcibn.

F = a;Yi+asY+ ... + a
1Y1+a2Y» nYn

donde cada a;, son constantes y para cada par de Yi son no co-

rrelacionados, ademds V(Y,) = o?, ¥;.

Entonces su varianza seria.

V (F) = V(a;Yi+aYo+ ... + a, Yn)
= V(a1 +V(a ¥+ ... + V(a ¥ )
= aly(N1) + afV(¥2) + ... + a2V(Y)
= a% g%+ a% g%+ ', + aﬁ o*

V (F) = (a} + a2 + ... # a;) "

Ahora encontraremos la varianza de b, si

S X.-X)Y . L (XLEX)
by = ——=— &0 Neon g et
I(X -X)? * L(X;-X)?

donde cada Xi puede ser considerado constante

[z(x -X)Y,

V(b,) =V = V[?ZYL] , £ =1 an

Tk =X 2
A

asi tenemos:
= = XX e
[ i -%92 L Xeexyz (XX ]>

TEZ(X,L"Y)] 2 [:E(XI(:'S{)Z] 2 E(Xi—i) 2;]2J

Yiby) =
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J(Xl‘i)z + (X,-X)2 + ... o+ ,(Xn_i)zl
= l [Z(X'C_'i)zjz J o

2

vy 2
_ Z(X&, X) N o2
— > - —
[Z(X&.—X)Z:] z(x&,-X)2
02
de donde V(b;) = ———— 1.4.1
(X -X)*

La desviacidn tipica para b;, es la raiz cuadrada de la varian

za.

dete(b,) = o
{B(X -X)2)y2 2

y si o es desconocida, entonces toma s como su estimador, que-
dando la desviacidn tipica asi:

detees(by) = —2 1.4.2

{Z(X -X)2}/2

Ahora se encontrard un intervalo de confianza para B;, asumien
do que los e;, forman un solo conjunto con distribucidén normal
N(o,0?), pero es necesario definir una variable que contenga -

ai estimador, definiendola asi:
. .(b1.- Bio). »UDL*Bro)fz(Xi“XJZ}J/Z'
t = =

—'{d-t-e-(bl)} S

143

donde B;o es un valor especifico, que podria ser g, 6 cero, t
se usard con (n-2) grados de libertad que corresponden al esti

mador s? .

Para encontrar los limites de confianza, se asigna un 100(1-«)%
de nivel de confianza, donde los limites vienen dados por

t(n-2,1-5).s
b, * 2

{Z(X.-X]|2}2/?
AL
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donde t(n-2, 1 = ; ), el valor de una distribucién t con n-2 -

grados de libertad y 1 - % de nivel de confianza.

Ejemplo. Calcule el intervalo de cofianza para B;, con los da-
tos del ejemplo continuado.

s?2 = 0.7926 ; z(x&.—i)2 = 7154.42, n = 25, b; = -0.0798

.0,2

V(bl) = -
Z(X&.-X)2

2 N . .
V.e.(by) = s” - _0.7926 _ ( 00011078
I(X;-X)2  7154.42

d.t.e.(b;) = N.e.(b;) = Y0.00011078 = 0.0705

Supongamos ahora que tenemos un nivel de confianza del 95%, 1lo

que da « = 0.05, al aplicarlo en la distribucidn t, y por ta--

blas de t(23,0.975) 2.069 como valor. Entonces los limites -

de confianza al 95% son
by & SLZ30-9I5).5 . ¢ £(25,0.975]) 4.t e(ba)
{Z(X -X)2)1/2

sustituyendo los valores correspondientes tenemos
-0.0798 + (2.069)(0.0105)

entonces los limites para B1 son:
-0.1015 < B1< -0.058]

lo que significa que el valor verdadero de B, estard entre esos

dos valores, con una probabilidad de 0.95.

Igualmente la prueba de la hipotesis nula que el valor de B; es -
cero o que no hay relacidén entre temperatura atmosférica y la -
cantidad de vapor usado. Como notamos anteriormente, escribimos
(usando B;o = 0)

Ho: 81=O ’ HJ:BJ#O
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y evaluamos

£ = b, _ ~0.079 _ ~7.60

d.t.e(b1) 0.0105

puesto que |t| = 7.60 excede al valor critico dado por
t(23,0975) = 2.069 Ho: B1 = 0 es rechazada. (con este valor |t| excede -
también a t(23,0.995)), elegimos un nivel de la prueba 95% a dos la

dos, como quiera que sea, de tal manera el intervalo de cofianza

y la prueba ‘t ambos harian uso:sdel mismo nivel de probabilidad.

Al observar los datos puede causarnos la idea de rechazar que -

podria existir una relacidén lineal entre Y y X.

Si se ha llegado, al caso de que el valor observado |t|, es mas
pequefio que el valor critico, tendriamos que haber dicho que no

» . 4 -
rechazariamos la hipotesis.

Note que no usamos la palabra aceptar .
Puesto que normalmente no podemos aceptar una hipotesis, lo mis
que podemos decir, es que en base a ciertos datos obseryados no

podemos rechazarla.

Una vez tengamos el intervalo de confianza para B;, podemos no
computar el valor de |t| para una pruebat particular, Es simple -
examinar el intervalo de confianza para B1 Yy ver si contiene el
valor de Bio, si esta, entonces la hipotesis Bi1 = Bio no puede
ser rechazada, sino estd, la hipotesis es rechazada, en el ni--
vel 1 - « si

t| > t(n-2, 1- 1 «) lo que implica que
2

|b1 - 510| > t(n-2,1- % «).s/{Z(X _i)Z}l/Z
esto es, que Bi, esta fuera de los limites dados en la ecuacibn

1.4.3
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En conclusidén decimos que hay relacidn entre X e Y.

DESVIACION TIPICA DEL INTERCEPTO: INTERVALO DE CONFIANZA PARA B

De manera similar, que se encontrd un intervalo de confianza para B,

se demostrarid mds adelante que

1/2
[ 2]
d.t.(bo) = <-————4£f:-2> .
[ nZ(Xi-X) J
si o es desconocida, entonces es sustituida por s, su estimador.,

asi.

i/z
f. S IXZ ]
. d.t.e(bo) =<————'L—_—2> oS 1.4..5
l nZ(Xi-X) J
Entonces los limites de confianza al 100 (1 - «)% para Bo Vienen
dados por 1/2
Co e )
bo * t(n-2,1 - 7—«) <o > .S 1:4.6
an(X —X)ZJ
Una pruebat para hipotesis nula Ho: B, = Boo coOntra la alternati

va H;: Bo # Boo, donde Boo €S un valor especifico, serd rechaza-
do al nivel de (1-«) si Boo cae fuera del intervalo de confian-
za, o0 no rechazado si B,, cae dentro, o puede ser manejado sepa-

radamente al encontrar la cantidad

i [nE(X,-X)?2
t = (b: B°°)1/2 = (bo—Boe)-<<———;i————L- % 1.4.7
<[ . X% ]> . { X2 J
X2 :
(2 X -X)* )
1

y comparandolos con el porcentaje de puntos t(n-2, 1-7 «). Pues-

to que (n-2) es el nfimero de grados de libertad de s? estimador

de o?%, es basado.

~
Desviacidén tipica de Y
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Hemos demostrado que la ecuacibén de regresidén es
Y=Y + b(X - X).

donde ambos Y y b; son sujetos de error, los cuales influencia-
A
ran a Y. Ahora si a,y c, son constantes y

a = a;Y; + azY,+ ... + ayY
111 .22 n n

C Ci1Y; + CoYo+ ... + Cc Y

T Ik

se ha visto que YL y Yj son no correlacionados, cuando L # §, Yy

si V(Yi) = o%, para todo 4.
cov(a,c) = (a;c; + ... + ancn) feta ' 1.4.8
se sigue que haciendo a = Y, lo que implica que a; = % y hacien
- X.-X
do ¢ = b; , implica que c, = WL TR tq
T(X;-X)?
cov(Y,b1) = cov 3 — aplicando 1.4.8
g I(X.-X)2
L
" 1 s ey Xk 1 XX
cov(Y,b) = | o x —=1-2 = ¥ — =+ ..+ = . o2
Y2 _Y) 2 _vY2
Z(X;-X) Z(X,-X) Z(X,-X)
(Xy=X) # [Xz-X) % .o # (X_-X)
= = o
Y12
n I(X;-X)
$(X.-X) |
= e : o? = ————g—:—; 02 =0.02 =0
nz (X ;-X) nz (X, -X)
de donde cov(?,bl) = 0, lo que nos implica que Y y bi1, son varia

bles aleatorias no correlacionadas. Encontraremos la varianza de

Y (varianza del valor medio predictado Y).

N

Yk para un valor especifico Xk’ de X es



28

V(Y) = V(Y + (X - X)by)

= V(Y)+'V(cxk-i),b1)

= V(D) + (X - X)2V(b,)
V(§k) -9 (X, - e, _9° 1.4.9

- (X -X)
A
_ NG 2 —

[v® = v [54] - dvarp - & rvop = Jeror - £

de donde la desviacién tipica estimada es la raiz cuadrada de -
V(Y) y al sustituir o® por s?, su estimador, tenemos
(Xk'i) 1 e

>

(X,-%)2|

Sl=

d.t.e (§k) = s<l

Esta Gilltima ecuacidén es un minimo cuando Xk = X, y aumenta su -
valor al ir tomando valores diferentes alejados de €l en ambas
direcciones, aumentando por lo tanto el error, por lo que no se

podrian hacer buenas predicciones para valores alejados de X.

EJEMPLO. Calcular d.t.e(Yk). con los datos del ejemplo.que trae
mos
n =25, (X -X)? = 7154.42, s? = 0.7926, X = 52.60

V.e.(Yk) = varianza estimada de §k'

- ] (X, - X
V.e.(Yk) = s? [% + ——E————lj

(X -X)?
1 .(Xk - 52.60)
= 0.7926 5z * YY) i
de qui se puede obtener el minimo cuando Xk = X = 52.60

V.e.(Y) = 0.7926,[£§ +,0] = 0.031704., que al encontrar
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1}

d.t.e.(Y) =/ V.e.(§k) /0.031704 = 0.1781

para un valor cualquiera Xk = 28.6 tenemos

A i ¥ 2
V.e.(Y,) = 0.7926 [J_ + (28.6 - 52.6)

25 715442 } = ARkl

siendo su d.t.e.(Yk) = y0.095516 = 0.3091 que es un valor
mucho mids grande que el que corresponde a i., resultando el mis
mo valor de 0.3097 cuando Xk = 76.60 ya que estd a la misma -

distancia que 28.60, respecto a X = 52.60

Los 1limites de confianza al 95% para el valor medio de Y para -

(2.069)d.t.e.(Y).

I+

un Xk dado, son entonces dados por Yk

Si solamente una prediccidén es hecha, §k’ digamos para X = Xk,
entonces la probabilidad que el intervalo calculado contendrad -

a este punto el valor medio de Y,es 0.95.

Ejemplos de intervalos al 95% para diferentes valores de Xk,con

la respectiva longitud (1) de los intervalos:

A

52.60; Yk = 9.424, obtenido de

9.424 - 0.0798 (X, - X); d.t.e(Yy) = 0.1781
(2.069).(d.t.e.(Yy))

a) Xk =X

j

k
Asi el intervalo es 9.424

I+

9.424

I+

(2.069)(0.1781)

estando Y entre

9.055511 < Y < 9.7924889 , Y = Y medio

la longitud 1 = 0.7369779 0.74

b) Para Xk = 76.60 y Xk = 28.60 que tienen el mismo valor de -

= 0.3091

= 76.60, Y

d.t.e.(Yk)

i) si Xk kK = 9.424 - 0.0798(76.60 - 52.60)=7.5088

donde 7.5088 * (2.069)(0.3091), asi Y estd entre
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6.8685761 < Y < 8.7476319

siendo 1 = 1.279

A

ii) si Xk = 28.60; Yk = 9.424 - 0.0798(28.60-52.60) = 17.3392
de donde 11.3292 + (2.069)(0.3091), asi Y estd entre

10.699673 < ¥ < 11.978727

asi 1 = 1.279

Como puede apreciarse para este caso, para los valores simétri-
cos, sobre la recta ajustada, la longitud es la misma, entre -
esos limites y mayor que el que corresponde a X, lo que se pue-

de.observar en la figura 1.5, que se forman hiperbdlas.

13

1 L] T T 1 1 I T T T |
Y
¢ Y = £(Xs)
12 | -
1 b ~ -
Y = 13.623 - 0.0798X,
10 o v
9 -
8 |- -
7 = -
[ ]
6 1 | 1 1 1 1 1 1 1 |
30 L0 50 60 70 80 XB
Figura 1.5

La varianza y error estandar pueden aplicarse para un valor me-
dio proyectado de Y para un Xk dado. Puesto que el valor obser-

vado de Y varia acerca del valor medio verdadero con varianza -
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o? (que es independiente de V(Y)), asi para un valor proyectado

~
de una observacién individual estard dada por Y, pero tendrid va

rianza.

o? + V(Y) = ¢? [1 ¥ % * 1.4.130
si el valor de o? es desconocido, se utiliza su estimador s?, -
asi
-X) 2
_(Xk.X) }

>

s? + V(?) = s2 <[] ¥ % =
£(X,-X)?]

pudiendose, ahora encontrar un intervalo de confianza al 95%,
-
para una nueva observacidén la cual serd centrada eank Yy cuya -
longitud dependerd de la nueva varianza.
-Xy211/2
(X -X) 1> ;

Y, + t(Vv,0.975). <1 + L +

k l n z(yL_)_()ZJ =

donde V es el nfimero de grados de libertad basados ens? (es --

igual a n - 2)

Un intervalo de confianza para la media de q nueyas obseryacio-

el
nes cerda de Yk’ es obtenido similarmente como sigue:

Sea ?q la media de las q observaciones futuras de Xy (donde q -
podria ser igual a uno como en el caso anterior).
Entonces:

e nv N(Bo +81 X, 02q)

tal que



— -_ 2 "~
YooY v N(O, of + V(Y)))

y [(Yq - Yk)/d.t.e(Yq - Yk)] es distribuida como una variable

t(v), donde v es el nimero de grados de libertad en el cual es

td basado s?, estimador de o?.

Ahora

2

% q

I
<
o=
=
L —
n
<
&~
\
I
o)

1 q
5 2 V(¥ ) = =

1 2 _ o? . 2 3 o
=" — .0 A= .o ; = V(Y = =
qz = 4 q 9 = Vi) = 3
. — _ A 2 A
La varianza de Yq Yk es oq * V(Yk)
A 2 2 (X -Y)z
_0'2 + V(Yk) = 0_ + %— ot —k___ AO'Z
q 4 St )"
4
_Y)2
= 02(_1_ + l + _(X_k _X__)_ —
T rx-0

siendo la desviacién tipica estimada igual a

1 (Xk"X)zl 3 .
7t ———tr:J / , donde s? es estimador
Z(Xi—X)

-+

s(

Q=

Entonces

A

Y 1
prob {|Y, - Y| < t(v,0.975). [52(5 + 1

1 (Xy

= e } =
z(xi- Xpe

- de o2

-X)* 1/2

de donde podemos obtener los limites de confianza al 95%

~
Y alrededor de Y, de
q k

~ . X, -X)2 T/
: 1 1 ( k
Y]( + t(v,0.975). [a + - + '———'——J

Z(XL—X)2

Estos limites nos dan un rango amplio para la media de Y

un Xy dado, dentro de los cuales se espera que el 95% de

2
s

95

para

para

las -
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futuras observaciones de Xk (o futuras medias de q observacio-

nes de Xk como el caso puede ser). son esperadas que esten.
PRUEBA F PARA SIGNIFICACION DE REGRESION.

Los Yi son variables aleatorias, cualquier funcidén de ellas es
también una variable aleatoria, dos funciones particulares son
MSp, media de cuadrados debida a la regresibén y s?, la media -
de cuadrados debido a la variacién residual, las cuales surgen
en el analisis de varianza. Esas funciones entonces tienen su
propia distribucién, con media, varianza y momentos, donde la

media de esas variables vienen dadas por

E(MS 02 + BIZ(X -X)2?

L}

R)

E(s?) o? 1.4.11

]

donde, si z es una varidble aleatoria, E(z) denota el valor me
dio o valor esperado. Supongamos que los errores €, son varia-
bles independientes con distribucion N(0,0?). Entonces puede -
ser demostrado que si R; = 0, la variable MSR multiplicado por
sus grados de libertad (aqui uno) y dividido por o? sigue una -
distribucién X? con el mismo .nimero de grados de libertad (1).
En resumen, (n-2) s?/c? tiene una distribucidn X?, con (n-2) -

grados de libertad.

La razbén

R 1.4.12
s?

tiene una F distribucidén con 1 y n-2 grados de libertad, a con

dicidn que B; = 0. Por lo que buede ser utilizado como prueba
MS

de B; = 0. comparamos el valor de F = — con el 100(1-=)% -
s
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del valor tabulado por la distribucién F(1,n-2). Para determi-
nar si B; puede ser diferente de cero en base a los datos obte

nidos.
EJEMPLO

Con los datos del ejemplo continuado.

De la tabla 1.3 podemos ver que MS, = 45.59 y s? = 0.7926 pbr

R
lo que F = %553%3 = 57.52, donde el porcentaje de puntos al --

1

95% para F(1,23,0.95) 4.28, por lo que el F calculado excede
el valor critico, asi F = 57.52 > 4.28, por lo que rechazamos
la hipbtesis Ho: B; = 0, corriendo el riesgo de menos del 5% -

de estar equivocados.
OBSERVACION:

En el caso de ajustar una linea recta, esta prueba F para regre-
sidén es el mismo que la prueba t, para el B; = 0, dado anterior-

mente. Esto es porque,

MR _ bz (x-X)(¥-Y) _ biz(x-X)
- DIECY

=z 52 por 1.3.3.y 1.4.12

. : c_y211 /2 2
=Eb1{z(xg LR :l = t? por 1.4.3
donde la variable F(1,n-2) es el cuadrado de la variable t, =-
con n-2 grados de libertad, da exacatamente el mismo resultado,
cuando se trata de un valor individual. Asi el valor de F=57.52

y el valor de t? es (-7.60)% = 57.56, donde pudo haber un error

de redondeo, de lo contrario seria igual al valor de F.
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PORCENTAJE DE VARIACION EXPLICADA

Para ello definimos R? = (sc debido a la regresién)/(total sc,
corregido para la media). Entonces R?* mide la " proporcién de
variacién total acerca de la media Y explicada por la regre---
sién ". Implica que la respuesta es cero, cuando todas las va-
riables independientes son cero, Esta es una suposicibén muy -

fuerte la cual es injustificada. En un modelo de linea recta.

Y = Bo + B1;X + ¢, la omisidn de B, implica que la linea pasa

]

a traves de (X,Y) (0,0)., esto es que su intercepto- es cero

0. Puede desaparecer también siempre que -

0 Bo = 0 cuando X
sea posible centrar los datos, como se hard en capitulo 5, pe-

TOo esto es enteramente diferente de colocar B. = 0.
Por ejemplo si escribimos

Y = Bo + B1X + ¢ y restando Y_tenemos
Y"Y=8°+BIX+€"Y
=Bo + B1X + e - Y + g, X - £:1X

<
T

=
|

sumando y restando R;X, agrupando términos tenemos

Bo + Bxi - Y 4 B1X - Bli + €

Y - ¥
= (Bo + B1X - Y) + B (X -X) + ¢

=

Y -

6 Bo + B1X *+ €

]

donde vy Y - ?, Bl = Bo + B1X - Y y x =X - i;

o - 1 i
entonces los mejores estimadores de Bo y B1 por minimos cuadra

dos estan dados por
Z(x~X).(y ;-¥) - E(X ~X)X -Y)
-x) 2 vy 2
Z(x -x). Z(X;-X)

b1 =

que es identica a 1.2.9, donde



36

be = Y - bli = 0, por X = Y = 0
entonces podemos escribir nuestro modelo
Y - Y = B, (X - i) + g, ya que Be = 0.

EJEMPLO (continuado)

de la tabla 1.3

Asi, la ecuacidn obtenida explica el 71.44% de la variacidén to

tal.
1.5 FUERA DE AJUSTE Y ERROR PURO

Tenemos que recordar que la 1fnea de regresi6én ajustada estd -
basada en un modelo supuesto, el problema se reduce a revisar
si el modelo-es -0 ndé correcto, entonces se puede examinar las
consecuencias de un modelo incorrecto, para ello llamaremos -

A

€, = YL—YL’ que.ces..el residuo de Xi, se ha probado anteriormen
te que Zei = 0o 195 r?sidups contienen informacidén disponible
sobre 1la forma en las cuales el modelo ajustado falla propia--
mente en la explicacién de la variacidén de los valores observa
dos de Y.

Sea ni = E(YL)’ el valor dado por el modelo verdadero, para un
X = X,. Entonces podemos escribir.

Y, ¥, = (YY) - E(Y;- ¥ * Bz~ ¥

(Y,-¥,) - (BY) - BE(Y)) + (E(Y,) - E(YQ)
(Y;-Y) - (ng- E(Y)) + (ng-E(Y))

(Y ) - (B D)) + (ng-E(Y)

<
!

<
I

. . = . + B.
L & q& A

donde
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(YIC-Y:(\:) - (,ni'E(Y((:))
n.-E(Y.)
A L

9

B.
L

La cantidad B. es el error de sesgo de X = X si el m6édulo es

A
correcto, entonces E(YL) = n. por lo que

B.=n.-E(Y.) =n.n.=0 .. B,=0.
A A A A A A

Si el modelo es incorrecto, entonces B/é # 0, ya que E(Yé) # ni,

pero tiene un valor que depende de XL’

La cantidad q; €s una variable aleatoria que tiene media cero.

q; * (Y£-§L) - (ni-E(§£)), aplicando esperanza
Ba) = BT - (B )]
= E(Y, - Y) - E(n, - E(Y)))
= E(Y) - E(Y) - (n; - E(Y))
=n, - E(Y) - n, + E(?ij
"t E(@) =0

siendo verdadero este valor, sea correcto o né el modelo, los
q; son corelacionados y la cantidad qf +q2 + [0+ qﬁ tiene -
valor esperado (n-2) g2?., donde V(Yi) = V(eé) = g%,es el error

de la varianza.

Pufebé
zqz = ZE(Yi_fz) - (nL-EEYL))jz
= (Y,-Y) - E(Y -Y )P
Zqi = zT(YL-YL)Z - 2(Y-Y ) .E(Y;-Y,) + [E(YL-YZIJZ}

Aplicando esperanza y propiedades tenemos

E(2a3) = E(Z(Y,-Y )% 20¥,-Y).B(Y,-¥) + [BOY YT

~ ~ _ A . _ ~ 2
Z{E(Yi'YL)Z = ZE(XL'YL)'E(YL Yi) + EE(X& Yi)] }

Z{E(YL-§L)2 -'ZEE(YL-QL)]Z * [E(YL'§£)]2}



38

]

I{E(Y ;-Y ) - [EQY-Y ) ]*)

ZV(YL'YL) por definicidén de varianza

ZV(Y) - V(Y )

B :  (X,-X)%0°
2 (0] pe
= ZLE S e V(Yi) = o2?, y por 1.4.9
(X -X)

Z(X .-X)?

= Ig® - % Io? - o L 5

= no? - Mo% _ 2

n
= nog? - o?- g?

= (n-1-1) g2
= (n =2 ) ©°
de donde E (2Zq2?) = (n - 2)c? 1.5.1
£

De esto puede demostrarse ademds que la media de los cuadrados

de los residuos, es decir el valor

1 th 2 . . s .
i {LZ1(Y4_ Yé)z} tiene como media o¢?, si el modelo postu-
lado es correcto. Prueba.

Se sabe que Y. Y = q. + B., si el modelo es correcto B. = 0,
£ £ L L L
por lo tanto Y Y& = q;, asi
Y12 = g2
Z(Y ~Y )2 = 1q%
L

2 2
Z(Y& Y&) XqL
n-2 n-2

Aplicando esperanza tenemos.

z(Y YLI ] ~EQi] s TP € o Y- LA
n-2 n-z “ 24 n - 2

asi se tiene lo afirmado, habiendo aplicado 1.5.1
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Ahora si el modglo es incorrecto, entonces su esperanza viene -
ZBL
dad por o? + —— » Ppor lo que BL# 0,

PRUEBA

. ) _ .
Se tiene que Yi YL q, BL

elevando al cuadrado y aplicando sumatoria tenemos

% a2 o 2 _ 2 e m2Y = 2 2
Z(YL YL) Z(qL+B£) Z(qi + ZquL + Bi) Zqi + 22q£B£+ ZB&
dividiendo por (n-2), asi

-A 2 2 2
(YY) - Iqy 2IqB,  IB?

= + —a

n-2 n-2 n-2 n-2

Aplicando la esperanza y propiedades tenemos

a2 2 o 2
. Z(YL YLJ § E(Eqi) , Z'XBiE(qi) X EBL
n-2 n-2 n-2 n-2
sabemos que E(qi) = E(YL—YL) = 0. vy
por 1.5.1
2
_ g, P
(n-2) n-2
2 EBi
=9 ta2

T(Y.-Y.)? IB2
de donde E —_ﬁé7—i*_ = g% + ﬁt%

Si el modelo es correcto, los residuos son (correlacionados) --
desviaciones aleatorias ;.Y la media de los cuadrados de los -
residuos puede ser usado como un estimador de la varianza. Sin
embargo si el modelo no es correcto, esto es BL # 0. Entonces -
;os residuos contienen a a; v B, siendo error de varianza y -
sesgo de error para los residuos, debiendo tener cuidado que no

sea grande la media de cuadrados de residuos debido al sesgo.
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Con el caso simple de ajustar una linea recta, el error de ses-
go puede ser detectado en un diagrama de los datos, pero cuando
el modelo es mds complicado o implica mis variables no es posi-
ble hacer eso. Si se dispone de un estimador de o? (obtenido de
experiencias anteriores) podemos ver si o no la media de cuadra
dos es significante, mds grande que el estimador anterior, si -
es significativamente grande, decimos que estd fuera de ajuste

y deberiamos reconsiderar el modelo, el cual es inadecuado para
este caso. Si no hay estimador previo de o? disponible, pero re
petidas medidas de Y ({.e. dos o mis), han sido hechas al mismo -
valor de X, podemos usar esas repeticiones para obtener un esti

mador de o?2.

Tal estimador decimos representar " el error puro ' porque, si
el valor de X es identico para dos observaciones, solamente la
variacién aleatoria puede influenciar los resultados y proveer
diferencia entre ellos. Tales diferencias usualmente proveeréan
un estimador de o?, el cual es mucho mds confiable que podemos

obtener de alguna otra fuente.

El error puro del estimador de g?, es encontrado como sigue (la
misma férmula es aplicada cuando hay méds de una variable inde--

pendiente ). Supongamos
Y{11,Y21,..., Yin son n; observaciones repetidas de Xi

Y21,Y22,..., Y2n son n, observaciones repetidas de X:

L son ny observaciones repetidas de Xy

Yk Y.l(z’."’ Ykn



41

La contribucidn al error puro a la suma de cuadrados de X; lecturas es.

entonces

n, ‘ iy I, o _ N, — N, -
z (YLu'YIJZ = 2 (Yﬁu'ZYluY1+(Y1)2) = z Y%U'ZYI z Y1u+Z(Y)2
u=1 L=

= u=1 A=1
n; = — — n, -
= Y{yu-2Y; niYi+n; (Y1)? = Yiy - n1(Y1)?
u=1 u=1

de donde

n, — n,; —

Y (Yqu - Y102 = § Yiu - n;(Y1)?2. To5.2

_u=1 u=1]

con Y; = (Y;, + Yy, + ... #+ Y;n;)/n,. Esta suma de cuadrados -

tiene (n;-1) grados de libertad. Similares cantidades pueden -

ser encontrados para los otros conjuntos de yes 6 el total sc -

k 4 i . .
(error puro) = ) ) (Y. -Y.)?, con el total de grados de li--
d=uefl
k k :
bertad = § (ni—1) = ) ni—k = n_, decimos entonces que la media

£=1 4=
de los cuadrados para el error puro es
n.

k i - ,
,.L21u§1(¥4ufyi)
n

2 =
Se 1.5:35

2 n,- k
£=1
y es un estimador de o?. Esta cantidad es el total de la suma -

de cuadrados " dentro de repeticiones " dividido por el total -

de grados de libertad.

(Nota: si hay solamente dos obseryaciones Y,,, Y,, para el pun-

to X,, entonces
o

2 -
) Ay =X JE = % (Yi1-Yi2)2. Esta suma tiene 1 grado de liber-
{u 4

PRUEBA

2 _ _ _
uz1(Y£u-%92 = (Y, Y+ (V,,-Y)°
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LTy e

= el 2N 2 A1 A2N2

Vo= ) U~
2, Y Y, W, Y, Y,

= ( 1 5 .2)2 * ( .22 1 2)2

Y. =Y. .Y,
= ( 412 &232 + &é &1)2
(Y. -X. )2 Y. =Y. )2
- ( A1 YLZJ + (Y&1 Y&z)
4 4
-1y, -y, )2
2 L1 A2
. 2 2 1
) - 2 = _ 2 c
UZ1(YLU YL) (Y/C1 Yiz) , 1.5.4 lo que hace ficil el

cdlculo, para dos observaciones.

La suma de cuadrados del error puro, puede ser introducido en -

una tabla de analisis de varianza como se muestra en la siguien

te figura

estinador de .o?

SC error puro de lleyarlo a .sé ‘________;]
puntos repetidos media de cuadrados | ' A
sc de resi| | con ng grad. de ~debido al error pe fe COmparar estos
duos con -}/ 1ib. = . JEB 2055 nmmoruesss { resultados. .
ny grados
de 1ib. se
pazte ©H sc por falta de llevarlo a MS . =
ajuste obtenido media de los Cua-- estimador de -
poTr sustraccién drados debido a la 0%, si el mode
grad. de 1ib. | falta de ajuste lo es correcto,
T ' o%+sesgo si el
- modelo es inade
.cuado .
MS,
donde el procedimiento usual es comparar la razén F = > 5 COn
Se
el valor de 100 (1 - «) % de una distribucidén F con (ny - ne) y

ne grados de libertad. Si la razdn es
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1. Significante. Esto indica que el modelo parece ser inadecua-
dos 1a prueba deberia ser hecha para descubrir donde y como -

ocurre lo inadecuado.

2. No significante. Esto indica que alli parece ser no razonable
dudar del modelo adecuado y ambos, media de cuadrados de --
error puro y falta de ajuste pueden ser usados como estimado

res de o?.

Un nuevo estimador de o? puede ser obtenido combinando el error-:
puro y la suma de cuadrados por falta de ajuste dentro de la su .
ma de residuos y dividiendola por el niGmero de grados de liber-
tad, es decir.

g2 - SC _error puro * sc _por falta de ajuste _ sc residuos
‘ nr Nr

EJEMPLO

Para los siguientes datos se ilustrard la falta de ajuste y el

€rTOY puro.

OBSERV. X Y OBSERV. X Y OBSERV. X Y
1 1.3 2.5 9 2.7 et 17 5.3 3.5
2 g 19 1.8 10 4.0 2.8 18 5.3 2.8
5 2.0 2-8 11 4.0 2.8 19 5.3 2.1
4 2.0 1.5 12 4.0 2.2 20 5.7 3.4
5 R 2.2 15 4.7 5.4 21 0.0 3.2
6 3.3 3.8 14 4.7 5.2 22 6.0 3.0
F 33 1.8 15 4.7 1.9 23 6.5 3.4
8 ek 5.7 16 5.0 1.8 24 6.7 = 5.9

cuya linea de regresibén se encuentra asi

Y = 686, X = 101, XY = 307.41, X% = 480.44, n 24 .
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o B LR R
L = = 0.3379  0.338

IX?2-(zX)?*/n  480.44 - (101)2%2/24

cialculo de la recta

Y + b, (X-X), con Y ='9%j9 - 2.858, X = 22l - 4.208

>
1

=
1l
[§8)

.858 + 0.338(X - 4.208), por lo que la recta es

A

Y = 1.436 + 0.338X .
Ahora se construird la tabla de analisis de varianza, donde se

utilizard IY? = 223.6

- TABLA ANALISIS DE VARIANZA

.. FUENTE ... .. Grad. de Lib. . . sc ... . me . ... .. Razén F
Total (corregido) 23 ©27.518
Regresidn 1 6.326 6.326 6.569 signi-
ficante al -
‘Residuos : 22 .. ..21.192 5%=0.963 . .nivel «=0.05
cdlculo por filas 24
24 _ 24 (LZ Youd® i 3 5
_ 2 _ 2 _ L=] A = (68.6) =
a) 421(Y£ Y) LZ1Yi 57 223.6 77 27,518 scC
U EREY _(101)(68.6)+ _
b) b, (ZIXL,Y,é __H—) 0.338 (307.41 54 ) 6.326
_ 6.326 _ _ 6.326 _
mc = ] = 6.326 , F = 0963 6.569

F(1,22,0.95) = 4.30
c) sc residuos = a) - b) = 27.518 - 6.326 = 21.192
L .
s% =mc = ——55>— 0.963

Ahora encontraremos el error puro y por lo tanto la falta de -

ajuste
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1. La sc del erro puro de datos repetidos de X = 1.3 es

1
> (2.3 -1.8)

0.125, con 1 grado de libertad, por 1+5.4

2. La sc del error puro de datos repetidos de X = 4.7 es

(5.4)2 + (3.2)%+ (1.9)2 - 3(

con 2 grados de libertad.

5.4 +

Dab 1-9) = 6.26, por 1.5.3

3

De manera similar se calculan para los otros datos repetidos y

se obtiene la siguiente tabla.

n.
NIVEL DE X UZZ(Y£U_§¥JZ ~grados de libertad
33 0.125 1
2.0 0.845 1
5 e 2.000 ]
5 P 2.000 1
4.0 0.240 Z
4.7 6.260 2
5.3 0.980 2
6.0 MB20 o e
k 4 —
TOTALES ¢Z1UZ1(YLu—Yi) = 12.470 neg = 11

Vamos ahora a reescribir el cuadro de analisis de varianza para

encontrar MSl y

2
.Se

TABLA ANAVA - (mostrando la falta de ajuste)

FUENTE . Grados de Lib.. sC mc . razbn F
. TOTAL 25 27..518
REGRESION 1 6.326 6.326 6.569
significante
« = 0.05
RESIDUOS 22 Z1.192 .s*=0.963
ERROR PURO 11 12.470 sa=1.134
8.722

FALTA DE AJUSTE

11

MS.=0.793 0.699 no sifni
1 A ficante,
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donde los datos agregados de la nueva tabla son:

n

12( Z/: Y
(Y. -Y.)
sz 4=wi=1 P 12,470 | 444,
& Te 11 : ’

para la falta de ajuste sc residuos - SC error puro

21,192 - 12.470 = 8,722

. ='EC'fa1fa‘ﬁe'éju§te ="éi7é2 = 0 '
asi MS; Y —— 7377 “0.78928 . 10.783
| CMS, ,
la razon F = o, 70 0.699, siendo este no significante,
sé -1.134

ademds es menor que la unidad. Entonces en base a esta prueba -
de minimo, no tenemos razén de dudar adecuadamente de nuestro -

modelo y.podemos usar s? = 0.963 como ‘un estimador de o?.

Los siguientes diagramas i1lustran .algunas situaciones que pue--
den presentarse, cuando una linea recta es encontrada de 1os da

tos y la accibén consecuente ha sido tomada.

Caso 1

1) Ensayando Y = B, + BiX + €
2) No hay falta de ajuste
© 3) Regresidén lineal significan
te.

4) Use modelo Y = bo+b;X
Caso 1 X
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donde los datos agregados de la nueva tabla son:

x By
b T
o2 A== _ 12.470 _ X
e~ e 17 1.134,
para la falta de ajuste = sc residuos - sc error puro
= 23.192 - 12.470 = 8.722
asi M. = B¢ falta de ajuste _ 8.722 _ 0.7929 0.793
1 Ny - ne 22-11 '
MS; 4 -qx
la razon F = 2l'= S‘Zgz = 0.699, siendo este no significante,
.Se

ademds es menor que la unidad. Entonces en base a esta prueba -
de minimo, no tenemos razbén de dudar adecuadamente de nuestro -

modelo y podemos usar s® = 0.963 como ‘un estimador de o?.

Los siguientes diagramas ilustran algunas situaciones que pue--
den presentarse, cuando una linea recta -es encontrada de los da

tos y la accidén consecuente ha sido tomada.

Caso 1

1) Ensayando Y = B, + g1X + €
2) No hay falta de ajuste
3) Regresidn lineal significan

te.

4) Use modelo Y = bo+b;X

Caso 1 X
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W
- . Caso 2
. . * 1) Ensayo Y = Bo + B1X + €
L C ° -~ 2) No hay falta de ajuste
® ¢ 3) Regresidén lineal no signifi
cante
4) Use el modelo ; =Y
Caso 2 X
Y
Caso 3
1) Ensayo Y = B, + B1X + ¢
2) Significante la falta de - -
ajuste
3) Regresidn lineal significan
te.
4) Use el modelo Y = Bo+B)1X+B; X%+e
Caso 3 ‘X
Y
Caso 4
1) Ensayo Y = B, + B1X + €
o é . 2) Significante la falta de a-
e " - > juste
he 3) Regresién lineal no signifi
cante.
4) Ensaye el modelo
Y = Bo + B1X + B11X® + ¢
Caso 4 X

1.6 CORRELACION ENTRE XeY.

Si X e Y son ambas variables aleatorias siguiendo una distribu-
cidén (desconocida) bivariante, entonces podemos definir el coe-

ficiente de correlacidén entre X e Y como sigue:
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_ covarianza (X,Y) 1.6.1
{V(X).V(Y)}/2

Pxy

En donde, si f(X,Y) es una distribucidén de probabilidad continua

de X e Y:

(o0}

covar (X,Y) = J J {Y-E(Y) X - E(X)}(X,Y) d x dY

(o0}

yar (YY) = J Jm (Y - E(Y))2£f(X,Y) dydy, donde

- o

La)Y £(X,Y)d,dy 1.6.2

o

E(Y) = J

- 00

de manera similar se define V(X), E(X). (Si las distribuciones

son discretas " J " se cambia por " I ").

Esta cantidad pXY es una medida de asociacibn de las variables

X e Y, siendo su valor - 1 < Pyy < 1., asi si Pxy

tan correladas perfectamente por una linea recta de pendiente posi

= 1, X e X es

tiva; si pXY = 0, entonces no hay correlacidén de linea recta pa

ra X e Y; si pXY = -1, X e Y estan correlacionadas correctamen-

te en una linea recta de pendiente negativa.

En una muestra de tamafio n, (X;,Y;), (Xz2,Y2), «.., [Xn,Yn).

son evaluados en la distribucién, la cantidad

ne~—m3

T (XX (YY)
Xy = b 1.6.3

n — n —
{ (X-'X)2}1 2{ (Y‘_Y)2}172
121 * 421 *

llamando coeficiente de correlacibén simple entre X e Y y es un
estimador de pXY y provee una medida empirica de la asociacién

entre X e Y.
(S1 el factor»;%T es colocado antes de todas las sumas de Txy

se convierte en Pyy com varianza y covarianza, reemplazados por
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valores muestrales). Cuando los Xi e YL’ L Bl yvasy Nsy SON tO--
dos constantes, mds bien que valores de una muestra de alguna -
distribucién, deben ser considerados como datos problacionales

entonces, fXY puede ser utilizado como una medida de su asocia-
cibén, donde el conjunto de valores (XL’YL)’ L=1,2,. n., pue-
de ser considerado como una distribucién finita, Yyy> €S efects
vamente un pardmetro poblacional, mds que un valor muestral, es

to es, Pyy €n este caso.

Xy =
Si y es una variable aleatoria y X1,X2,..., X, Tepresenta los -
valores de uha distribucidén X finita. El1 coeficiente de correla
cibn Pyy ©S definido por 1.6.1 y la expresidén 1.6.3 puede ser -
usada coﬁo un estimador de pXY,‘por Tyy si disponemos de una --
muestra de observaciones YJ,YZ,..., Yh y sus correspondientes -
valores X;,Yz, “ sy Xn.
CORRELACION Y REGRESION.

Supongamos que tenemos los datos (X;,Y,;), (Xz,_Yz),...,(Xn,Yn).

Podemos obtener r por aplicacibén de 1.6.3, si propone-

¥X T Xy’
mos un modelo Y = B, + B3;X + £, podemos obtener un coeficiente
de regresidn estimado de b, dado por p (e
Al comparar las dos expresiones vemos que:

z(XL-X)(YLsY) :,{ZCYL-{)?}J/?.z(xi-X)(Yi-y)
D(X,-X)* {Z(YL—YJZ}J/Z {(X,-X)*}' 2 A{Z(X -X)2}2/2

b, =

'{Z(YLfY)Z}?/Z (X -X) (Y -Y)

XXy

{Z(Xi‘x.)2}1/2{Z(YL‘Y,)2}1./2

_{z(Y£<§)2}1/2
{Z(X-X)2}2/2




de donde las sumas son de 4

En otras palabras b:i es una versidn a

forma
) chi-Y)z
SY = ——h—_——]'— =D (n‘])_s
(X .-X) 2
2 - _—/{'—_ —_— - 2
X m - 7 = (ad)ey
Asi en 1.6.4
A =./n-1 Sy i _ EX
1 ' TTXY
vn-1 sX SX

=1 a n.

Z(Y'L.—Y)2

Yy 2
Z(XL X)

escala de .

1
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de otra -

/Z(YL-Y)Z

/Z(XL—X)Z

Entonces b; y Tyy estan cercanamente relacionados, pero nos pro

porcionarad diferentes interpretaciones. La correlacibn Tyy mide

la asociacién entre X e Y, mientras que b; mide la cantidad del

cambio en Y, el cual puede ser predicho cuando una unidad de -

cambio es hecha en X.



CAPITULDO

I1

LA MATRIZ DE APROXIMACION DE LA LINEA DE REGRESION

Presentaremos ahora el ejemplo utilizado en el capitulo ante---

rior utilizando el algebra de matrices, tenemos ventajas, ya

que una vez que el problema es escrito y resuelto en términos -

matriciales, la solucidn puede ser aplicada al problema de re--

gresién no importando cuantos términos haya en la ecuacibn de

regresiodn.

2.1 AJUSTANDO UNA LINEA RECTA EN TERMINOS MATRICIALES:

LOS ESTIMADORES DE Bo Y B,

Nuestro objeto es encontrar B, y B;, del modelo Y'?Bg%hx+gépor

lo que se define Y como el rector de observaciones Y, X es la

matriz de variables independientes, B es el vector de los pari-

metros a ser estimados y € el vector de errores utilizando la -

tabla 1.1, con n = 25 observaciones, tenemos que para

Yo = Bo + BLX € L =1,..
[10.98 | 1 35,3
11.13 1 29.7
12.51 1.30.8
Y: x:
10.36 1.33.4
| 11.08_ 1 28.6

Se sabe observ.ir que

Y es un 25 x 1 vector fila; X es una matriz 25 x 2;

B es un vector fila; 2 x 1; € es un vector fila 25 x 1

L

25

€S

Bo
B1

] -

€1

€2

€24

€25 |
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Puediendose realizarse las distintas operaciones entre ellas, -

realizando el producto de X, tenemos

1 35.37) B, + 35.3B:
XB = |1 29.7 . Bo + 29.78:
Bo
&)
|1 28.6 | Lge + 28.68:1 |

podemos ahora realizar la suma

XB +€ =[Bo + 35.381| [e1 | [Bo + 35.3 B1 + €1 |
Bo + 29.78B1 €2 Bo + 29.7 B1 *+ €2
+ =
| Bo *+ 28.68, | _525; | Bo * 28.6 By + €25 |
Asi para
Yi = Bo + BIXL + €., £ =1,..., 25 tenemos
10.8 = Bo ES 5005 Bl + €3
11.13 = By + 29.7 By + €2
11.08 = B, + 28.6 B1 + ¢

que en forma matricial es:
Y = XB+e 2 002

Ahora encontraremos b,, b, estimadores de B, y B3 respectivamen
te a partir de las ecuaciones normales

LY

bon + b;IX;

]

T XY boZX + b;zX,

que para nuestro ejemplo nos resultd
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235.60

25bo + 1315b,
2.1.4

11821.432 1315b, + 76323.43Db,

Se necesitard para ello, la traspuesta de una matriz que aplica

da a las matrices 2.1.1 tenemos

Y' = (10.98, 11.13, 12.51,..., 10.36, 11.08)
X' = 1 1 1 1 1
353 29,7 30.8 33.4 28.6 2.1.5
B'" = (Bo, Bi)
€' = (€1, €55 «ons ;25)

Para bo, b, estimadores de Bo y B;, hacemos

o] Bo
= [EIJ estimador de = = [BIJ , siendo su traspuesta --

b' = (bo, by)

o
I

Pueden realizarse operaciones con 2.]1.1 y 2.1.5 por ejemplo

‘€'e = (e1,€2, ...y g ). [E27] = el + e} + .. 4el
€2
_€n]
XX = (Y5 Yol seey 1) Y, | = Y2 + Y2 + Swr oy
YZ
Y
—n—-
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ademis. r1 35 3]

1 1 1 1 29.7 25 1515

=
bed
1
i
3]

1315 76323.42

Que al comparar con 2.1.4, es la matriz de coeficientes del la-

do derecho, siendo de manera general, al compararla con 2.1.3 -

n X
X'X = 2.1.8
EX yi
en suma., 10.987]
1 . 1 11.13 235.60
X'Y = | 253 29.7 28.6 = | 18821.432
11.08
L =

que al compararla con 2.1.4 es la parte izquierda, siendo de ma

nera general

X
X'X = Zad o9
| ZXY

Asi el sistema 2.1.3 puede ser escrito
X'y = X'XB. 2+1.10

Para conocer el vector b, (estimador de B, que se obtiene por -
minimos cuadrados). Hay necesidad de conocer matrices inversas,
que se obtienen de matrices cuadradas y su determinante es dife

rente de cero, denominidndolas singulares.

Deseamos invertir la matriz X'X, que es 2 x 2, por lo que prime

ro encontramos su determinante,



n X

IxX'x| = =  (nIX2? - (£X)2

IX IX*

luego podemos encontrar su inversa

— —

X2 ) X
nz(X-X)? nI(X-X)?
xx)" 1=
2 X n
L n(zX-X)? nI(X-X)?2_|
2.1.11
o de otra forma
|- £X* -X
ax) - L
nz(X-X)?2
= -IX n_|

que de aplicarla 2.1.11 a

tamos conocer |X!X| =

tenemos
7632542 - 0 sys
778860.5 7788605
xx)! - _
1375 -5 oy
" 178860.5 7788605 |
Asi para aplicarlo al 2.1.170
X'Y = X'Xb 5 (X'X)
aplicando (X!)()—1 tenemos
xx) 'x) b = x0T lxy
b = (X'X) 1 (x'Y)

nL(X-X)2 = 25 (7154.42) =

b

-0.007352098

T TXe
ng (X-X)?2

| D (X-X)?2

2+ 102

0.4267203

= (X'Y)

x'x) 1=

¥ TG

39

ny (X-X) 240

X
I(X-X)?2

e
D(X-X)% |

la matriz de 2.1.7, solamente, necesi

178860.5 ahora

-0.007352098

0.000137973

x'X) =X

De aqui, cualquier, problema de regresidén puede ser resuelto.
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Aplicando 2.1.14, siempre que X'X es no singular.

Usandola para nuestro problema tenemos

0.4267203 -0.007352098 235,60 13.63414
b= =

-0.007352098 0.000139773 11821.432 -0.0806772

Al comparar estos resultados con los obtenidos en 1.2.14 hay -
discrepancia que ocurren frecuentemente por los redondeos de -
las cifras hechas en los cdlculos, pudiendo causar serios erro-
res, dependiendo de los ntGmeros involucrados, pudiendose tomar

como un descﬁido, o podria ser debido a las calculadoras que --
pueden dar discrepancias al realizar el procedimjento de las di
ferentes operaciones asi por ejemplo si se utiliza la férmula -

2.1.12,es decir,por Gltimo la divisidén al realizar al producto,

tenemos
76323.42 -1315
-1 1
(X'X) *
178860.5 | _zi¢ 25

y aplicando 2.1.712 tenemos:

1 [776323.42 -1315 235.60
b = I788605
| -1315 25 11821.432
1 2436614.672
= 778860.5
B ~$4278.2
13.622989
b =
-0.079829

Haciendo las comparaciones de los tres valores obtenidos tene--

mos.
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FORMULAS MATRIZ MATRIZ INVERSA
. .SECCION 1.2.14 . .INVERSA (DIVISION DE ULTIMO)
bo 13.623005 13.62414 13.622989
b, -0.079829 -0.0806772 -0.079829

Al observar el cuadro vemos que el método Giltimo nos resulta -
mds preciso. Pero se daridn errores cuando diferentes personas -

trabajen en el mismo problema con diferentes calculadoras.
RESUMEN

Podemos expresar el modelo de linea recta de los datos de nues-

tro ejemplo en la forma
Y = XB + €
los estimadores de minimos cuadrados de (B., B;) esto es, de B
son dados por
bo
1

b = = (X'X) X'Y
by

Se debe obervar que el valor ajustado YL = bo + b;Xipuede ser -
obtenido por Y = Xb
2.2 ANALISIS DE VARIANZA EN TERMINOS MATRICIALES

Como debemos recordar de la tabla de analisis de varianza escri

bimos
IX .IY Sooit
st(bi/be) = b;(zxiYL-———H————) = bl(ZXiYi - nXY)
2% .37 -
sc(bo) = correccibn para la media = ——Hi—— = nY?, 2.2.1

donde ambos tienen un grado de libertad.
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Total no corregido = ZYE en forma matricial Y'Y

b1n§§F-n72

Ahora sc(b;/bo) + sc(b,) = blzxLYi

nY(Y - b X)

-+

= bJZXY
L 4

|
n
o'
o]
.
(=)
[
!
I
1
o
oy
"
o
o]

+

= b,IX.Y. + nYbo
A

=<~
I
N
!
™M
o
~
"
=)
|

+

= b,IX.Y. + borY,
A A4 A
= borY. + b,IX.Y.
A A A
= (bo, b1) [TV,

b (%) g
L4

b'X'Y

en términos matriciales, con 2 grados de libertad. El cuadro de

analisis de varianza puede ser escrito asi:

FUENTE. = .SUMA DE CUADRADOS... GRADOS .DE LIBERTAD... . CUADRADOS MEDIOS
b'(bo,b;) b'X*'Y 2
Residuos Y'Y - b'X'Y . . n-2 Si*
TOTAL
(No corregido) Y'Yy n

De esta manera podemos partir la yariacién total Y'Y en dos par

tes, uno debido a la recta que hemos estimado, nominandolo

b'X'Y y en un residuo, el cual muestra la variacidén de los pun-

tos alrededor de la recta de regresidn, con el fin de encontrar

que parte de la variacidén total puede ser atribuida a la adicidn

del término BLXL al modelo simple YL = Bo + EL; deberiamos de -
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justificar la sustraccidn del factor de correccidn nY? de la su
ma de cuadrados de b'X'Y con el fin de obtener ss(b,/b,) como -
antes. La cantidad n Y2 seria sc(bo,) si el modelo Yi = Bo + €/

fue ajustado. El resto de b'X'Y mide la suma extra de cuadrados

removidos por b,, cuando el modelo YL = Bo * BIYL + €, €s usado.
EJEMPLO

Para nuestro ejemplo tuvimos

13.62 235.60

b = ;XY =
-0.0798 ©111821.432
235,60
entonces sc(b) = b'X'Y = (13.62 -0.0798) = 2265.5217
| 11827.432
(ZX)* (235.60)2
seibe) = —— = I = 2220.2944
s¢(b1/bo) = sc(by, después de asignado para b,)
= b'X'Y - sc(b,)
= 2265.5217 - 2220.2944
sc(by/bos) = 45.2273

Habiendo obtenido anteriormente 45,59 para la suma de cuadrados
debido a la regresibn,que al compararlos se obtiene una discre-
pancia de 0.36 que es muy grande y que se puede deber al redon-

deo de ntmeros cuando se hacen los calculos.

2.3 LA VARIANZA Y COVARIANZA DE b, y b; DE LA MATRIZ CALCULADA

.0_2.

—————— . Ademias
z(x&,—x)2

Recordemos que V(bi) =
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o — = — — = g2 X2g2
V(bo) = V(Y - baX) = V(Y) + V ((-X)bi1) = V(Y)+X2V(b )=t ——
B X -3
S
: X e S
- ot(g - —) = o2 PR XY
£X2-nX2+nX>2 X2
= 02( = = ) = .02+_2 , de donde
nZ(Xi—X) nZ(Xi—X)
o*IX%
V(bo) = —
nZ(Xi—X)
Anteriormente se demostrd que cov(?}b ) = 0, considerando las -

squis:constantes. En resumen

cov(bo,b;)

cov(Y -b;X, b;)

n

n

cov(?, b,) - cov(blf, bi)

=0 - X v(by)
- F R iyt
-X) 2 vy 2
L(X,.-X) Z(X;-X)

entonces podemos escribir la matriz de varianza-covarianza del

vector b de la forma siguiente

V(b)

V(bo) cov(bo,b;)
Vo) -
: cov(bo,b;) V(b,)
B g*Xx* Xo?2 ]
nz(X -X)? B(X ;%)
- 2.3.1
) Xo? o?
(X -X)?2 z(X-X)2 ]
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= 0.
L

%
~
nZ(Xi X) Z(Xi X)
= B g2
; X 1
vy 2 Y2
Z(X/; X) Z(XL X)? |

V(b) = ()(')()'102 2.3.2

Cuando o? es desconocido, usamos s? estimador de o?, obtenido -

del cuadro de analisis de varianza, si no hay falta de'ajuste,

o sé, la media de cuadrados del error puro si hay desajuste.

2.4 VARIANZA DE Y USANDO LA MATRIZ DE APROXIMACION

Sea X, un valor seleccionado de X. El valor medio predictado de

Y para este valor de X es

Yk = bo + lek

Definimos el vector Xk como Xk = (1, Xk)

Podemos entonces escribir

“ bo
Yk = (1’“Xk) [ ] = Xib = b'Xk
b
donde Yk es una combinacién lineal de las variables aleatorias
boybl

vn?k) = V(Xjb) = (X])2V(b) = X{ X} V(b)

pero [ V(b)]" = V(b)

ademds - [Xl;-V(b)j' = [V(b)'] X, = V(b).Xy
Asi, V(Y) = X].X{.V(b) = X{.V(b) X,
= XJ(X'X) a2 X,

1

xl'{(x:)()‘ xk.oz
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Otra forma alternativa seria

V(Y,) = X'k.(X'.X)_1.02.Xk

X', .V(b).X,
V(bo) cov(b,,by)

—

(1 Xk)lxz

cov(bo,b;) V(b,) Xk o
X

V(bo) + X, cov(bo,b;) cov(beb;) + X, V(b,
k k "
’ 1x2 k | 2x1
= V(bo) + XF cov(bo,b1) X cov(bo,b1) + Xg V(by)
V(Yk) = V(bo) + 2Xy cov(bo,bl) + XiV(bl)

2.5 SUMARIO DE LA MATRIZ DE APROXIMACION PARA AJUSTAR UNA LINEA

RECTA.

1. Expresar el modelo en la forma Y = X,B + ¢

2. Encontrar b = (X!X)-1(X'Y) obtener por minimos cuadrados b -
estimador de B, obtenido de los datos. |

3. Construir b'X'Y la suma de cuadrados debido a coeficientes y

ademéds obtener el analisis bédsico de analisis de varianza co

mo sigue:
FUENTE . . SUMA DE -CUADRADOS - .GRADOS-DE LIB. - - - . .CUADRADOS MEDIOS -
REGRESION b'X'Y 2
RESIDUOS Y'Y-b'X'Y n-2 s2(estimador de

o? si el modelo
. es. correcto)

TOTAL Y'Y n
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Una subdivisién adicional de la suma de cuadrados, es llevada a
cabo para encontrar sc(bi/bo), la suma extra de cuadrados debi-
do a b;, e introduciendo el error puro, lo cual se da en la si-

gulente tabla

FUENTE SUMA DE .CUADRADOS GRADOS DE LIB. CUADRADOS MEDIOS
[Media (bo) nY? 1
sc(b) < = :
lSC(b1/b°) b'X'Y - nY? 1
[Falta de
Resi- 'ajuste Y'Y - b'X'Y - sc(e.p) mn-2-n MS l)
< - 7 g € € 2
duos S
[Error puro sc(e.p) . s s . PRLLR : 5 J
TOTAL Y'Y n

Una medida adicional de la regresibén es dada por la razdn:

XY - nY?

RZ
Y'Y - nY?

4. Si no hay evidencia de falta de ajuste (X'X)’lsz proveerad un
un estimador de V(b,), V(bi) y cov(bo,b:) y facilita la prue

ba de los coeficientes individuales.

5. Las siguientes cantidades pueden ser encontradas.
El vector de valores fijos: Y =X Db
¥

Una prediccidén de Y de Xyt = X&b = b'X

k

1 x o2

con varianza 2 V(Y = XiCX'X)— 1O

2.6 CASO GENERAL DE REGRESION

El uso de matrices para ajustar una linea de regresidén, nos per
mite encontrar algln modelo con paridmetros Bo, Bi,.--» Bp,porﬂdni
mos cuadrados, siendo los cdlculos similares como cuando en la

linea recta hay que encontrar solamente a B Y Bai-
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Supongamos que tenemos un modelo bajo consideracién, el cual -

puede ser escrito en la forma:
Y =XB + €

donde Y es un vector de observaciones n x 1

X es una matriz de forma conocida n X p

B es un vector de pardmetros p x 1

€ es un vector de errores n x 1
y donde E(€) = 0 , V(e) = I 0% tq. los elementos de € son no co-
rrelacionados. Puesto que E(e) = 0, una alternativa de escribir -

el modelo es
E(Y) = XB 2.6.1
La suma de cuadrados del error es entonces

(Y - XB)'(Y - XB)
O - (XB)') (Y - XB)
= (Y' - BX')(Y - XB)
= Y'Y - B'X'Y - Y'XB + B'X'XB

m
m
]

]

Pero B'X'Y es una matriz 1 x 1, lo que la hace un escalar , cu
ya traspuesta tiene el mismo valor, asi

B'X'Y = (B'X'Y)' = Y'(B'X') = Y'XB , asi podemos obtener de 2.6.2

= Y'Y - 2B'X'Y + B'X'XB
El estimador de B es el valor b, el cual cuando es substituido
en la ecuacién 2.6.2 minimiza €'€e. Puede ser determinado dife--
renciando la ecuacidén 2.6.2 con respecto a B e igualando la ecu
acién matricial a cero, y al mismo tiempo reemplazando B por b
€'e = Y'Y - B'XY - Y'XB + B'X'XB

derivando tenemos
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0=0-0-Y'X+B'X'X de aqui

B'X'X = Y'X aplicando traspuesta a ambos lados tenemos

XV(RYX'}' = X' (X' )

X'(XB) = X'Y reemplazando B por b tenemos las ecuaciones
normales

X'Xb = X'Y 256035
De aqui se pueden presentar dos casos: la ecuacidén anterior con
siste de p ecuaciones independientesconj)parémetros, desconoci-
dos; o estas ecuaciones normales pueden depender unas de otras,

por lo que X'X es singular, es decir xx)”)

no existe; por lo
que el modelo tendrian que hacerse restricciones en los parame-
tros o ser expresado en términos de pocos pardmetros. Pero si -
las p ecuaciones son independientes, X'X es no singular, es de-

cir que (X'X)—1 existe y la solucidn para las ecuaciones norma-

les viene dada por

b = (x'X)”x"Y_“ 2.6.4

La solucidén anterior cumple las siguientes propiedades:

7. Es un estimador de B el cual minimiza la suma de cuadrados -
de el error €'e., independiente de alguna propiedad de los -

errores.

2. Los elementos de b son funciones lineales de las observacio-

nes Y;,Y,, ..., Y y nos proporcionan estimadores insesgado

n’
de los elementos de B los cuales tienen varianza minima, indepen

:diente de las propiedades de la distribucidén de errores.

3. Si los errores son independientes y A N(0,0%), entonces b es el estima

dor de mixima verosimilitud de B (en términos vectoriales podemos
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escribir € ~ N(0,Ic?), significando que € sigue una distribu---
cidén normal n - dimensional multivariante con E(e) = 0 (donde O,
es el vector 0,donde sus componentes son todas ceros) y V(g)=Io?,
esto es, € tiene una matriz varianza-covarianza cuyos elementos
diagonales son V(ei), 4 = 1,2,..,, N, son tqdos o? y cuyos elemen

tos fuera de la diagonal, covarianza (E&’é})’ £ F 5= 1,000 Do

son todos ceros).

La funcidén de verosimilitud para la muestra Y;, Yo,..., Yrl esta

definido en este caso como el producto.

= 1 e S/20% _ 1 e IE2/20% _ 1 e €'€/207
: / - N, an/2
=1 o(2m)* /2 o (2m)™/ 2 M2 M, s
€'e = Ie?
A

asi ya que para un valor fijo de o¢,maximizando la funcidén de ve-
rosimilitud es equivalente a minimizar la cantidad €'e, lo que -
nos provee una justificacidén para el procedimiento de minimos --
cuadrados, ya que en muchas situaciones fisicas 1la suposicién de
que los errores son distribuidos normalmente es bastante razona-

ble.

Supongamos que hemos usado el método de minimos cuadrados para -
estimar B por b. Podemos proceder con los siguientes pasos ya -

sea que los errores sean o no distribuidos mormalmente.

1. Los valores ajustados son obtenidos de Y = Xb

2. E1 vector de residuos es dado por e =Y - Y. (E1 cual examina

A

n
remos en el siguiente capitulo). Es verdad que ) e'Yi = {0 -
. A
=1

cualquiera sea el modelo. Esto puede ser visto multiplicando
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la j-esima ecuacidn normal por el j-esima B y sumando los re-
sultados si hay un término B, en el modelo, es también cierto

n

que 121 é&. = 0. (E1 e .V Y&,, L= 1,2,..., n son los i-esimos
elementos de los vectores e y Y, respectivamente)

. V(b) = (X'X)'102 proporciona las varianzas (en la diagonal) Yy
covarianzas (fuera de la diagonal) del estimador.(Un estima--

dor de 0% es obtenido como se describe abajo).

Supongamos que X{ es un vector 1 x p es especificado cuyos -
elementos son de la misma forma como una fila de X tq.

? = X¢b' = b'Xo es el valor ajustado de un punto especifico -
X, por ejemplo, si el modelo fue Y = B,+B;X+R;,X%+e entonces

Xy = (1, Xo, X3) para un valor dado X,.

Entonces Y, es el valor predicho de X, por la ecuacidén de re-
gresibén y tiene varianza.

1

V(§o) = X V(D) .Xo = XE(X'X) 'Xoo? 2.6.8

Si usamos s; como un estimador de o?, limites de confianza de
1 - « para el valor medio de ¥ en X, es obtenido de la forma

siguiente:
Yot t(v, 1 - 3) s/X30X8X) X

. Un andlisis bédsico de varianza puede ser construido como si--

«
N

gue:
FUENTE = SUMA DE CUADRADOS GRADOS DE LIBERTAD = = CUADRADOS MEDIOS
REGRESION  b'X'Y p MSp
RESIDUOS = Y'Y - b'X'Y  n-p MSp

TOTAL Y'Y n
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Una subdivisién de las partes de esta tabla puede ser lleva

da a cabo como sigue

5a) Si un término B, estd en el modelo podemos subdividir la su

ma de regresibén en

s¢(bo) = £ = ny?

sc (Regresién /bo,) = sc(R/bo,) = b'X'Y - nii 24610
Esas sumas de cuadrados tienen 1 y p-1 grados de liberttad
respectivamente (una subdivisién mds extensiva de la suma

de cuadrados serid discutida mids adelante.

5b) Si se tienen observaciones repetidas, entonces la suma de -
cuadrados de residuos se puede dividir en sc(error puro) --

2 y sc(falta -

con n grados de libertad el cual estima = o
de ajuste) con n-p-n, grados de libertad, cuando todas las
coordenadas X;,X2,..., X} tengan repeticiones, nos propor--

ciona el cuadro de analisis de varianza siguiente:

FUENTE . . . SUMA DE CUADRADOS. . . GRADOS. DE LIBERTAD CUADRADOS MEDIOS

bs sc(b,) 1 M

> S

REGRESION sc(R/bo) p-1 MS(R/bo) ] R

FALTA DE

AJUSTE sc(f.d.a) n-p-n_ ‘MS(f.d.a)} M

> S

ERROR PURO  sc(e.p) e MS(e.p) J E
TOTAL Y'Y n
La razdén A=,
R? = SG'(YR/Ybo) - Z_(Y/(_-Y)
Y'Y-ss(bo) Z(Yi-Y)?2

es una extensién de la cantidad definida para la linea recta de
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regresidon y es el cuadrado del coeficiente de correlacibén mlti

ple o llamado también coeficiente de determinacidn mtGltiple.

Si ¥i = YL es decir si la predicciones son perfectas, entonces
R? = 1
Si §i = Y, esto es'b; = by, = ... = bp.1 = 0.(Es decir, que el -

modelo Y = go+¢ ha sido ajustado), entonces R? = 0. Entonces R?
es una medida de la utilidad de los términos, mas que B, en el
modelo. Es importante observar que R? puede ser hecho uno, sim-
plemente seleccionando n coeficientes propiamente en el modelo,
de manera que ajuste a todos los datos exactamente. (Por ejem--
plo, si tenemos una observacidén de Y de cuatro valores diferen-
tes de X un polinomio cfibico Y = B, + B1X + B2X?* + B3X® pasa -

exactamente a través de los cuatro puntos).

R2 es usado como una medida conveniente, de buen éxito explicando
la variacidén de los datos en la ecuacibén de regresidn,, y el va
lor de R? puede ser mejorado cuando no lo sea, adicionando un --
término extra al modelo para dar un mejor ajuste de los datos y

no es debido al ntimero de observaciones.
La particidén del cuadro de analisis de varianza es una igualdad

algebraica solamente y:.no-depende.de .1as propiedades de la dis-

tribucidn de los errores.

Sin embargo si se asume que €; - N(0,0%) y que los son inde-

pendientes, esto es que € ~ N(0,Ic?) podemos hacer lo siguiente

1. La prueba de falta de ajuste para tratar la razdn

sc(fda)/(n - p - n.)

sc(error puro)/ne Zobtd
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Como una variable F[(n—p-ne), ne] , Y comparando su valor con

F[(n—p—ne), ng, 1 - <] Si no hay falta .de ajuste,

ss(Residuos)/(n-p) = MSE usualmente llamando s? es un estimador

ensayado de 0% si la falta de ajuste no puede ser probada, usar

s? en el modelo, como estimador de ¢? implica que este es correc

€O

2. Prueba de la ecuacidén de regresidn con todos los parametros

(mds especificamente Ho: B; = B, = ... = B = 0, contra H;:

p-1
no todos BL = 0) tratando la razén de los cuadrados medios.,

[sc (R/bo)/(p - 1)7]

s2

2.6.,13

Como una variable F(p-1,V), donde Vv =n - p

Para un nivel «., Se observa que si la razén de cuadrados medios
excede a F(p-1,Vv,1-«), significa que la regresidén obtenida es -
" estadisticamente significante "; en otras palabras la propor-
cidén de variacibn observada en los datos, los cuales han sido -
computarizados por la ecuacibén, es tan grande que seria espera-
da una probabilidad de 100(1-«=)% en conjuntos similares de da--

tos con los mismos valores de n y X.
3. Establecido que b -~ N(B,(X'X)—]oz)
4. Obtener una regidén de confianza 100(1-«)% para todos 1los pa
rimetros de la ecuacidn.
(B - B)'X'X (B8 - b) < ps® F(p,v, 1 -=)
donde F(p,v,1-«) es el 1 - « puntos (« puntos altos) de la dis--

tribucién F(p,v), y donde s? tiene el mismo significado,que en
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(1) anterior y si el modelo asumido es el correcto. En general
esto serd Gitil solamente cuando p es pequefio, digamos 2,3 & 4,
a menos que la informacidén sea presentada cuidadosamente que -
pueda ser entendida facilmente. La Gltima desigualdad nés da -
una regidén cuyo entorno da una '"figura eliptica'., de muchas -

dimensiones, p, como paridmetros B haya.

Podemos obtener intervalos de confianza para los pardmetros se
paradamente por

1 . .
bi s t(v,,1—7 <) (estimacidn d't'(bi)?

donde el "estimados d.t.(b;)"es la raiz cuadrada del término -
-1

iésimo de la diagonal de la matriz (X'X) 's?2.

Por ejemplo cuando hay dos pardmetros Ro .y B; se utiliza la ma

triz (2.3.1) asi para { = 0, tenemos

b i di
o £
boit(V,1—7‘x).S. =
nx (X .-X)?
L
habiendo sustituido s? por o? ya que V(bo) es

g4IX*
L

ro_v) 2
nZ(ki X)

Cuando dos pardmetros son considerados la fig. 2.1, ilustra la
situacidén si la regidn es considerada al 95% de confianza, los
pardmetros verdaderos B; y B2, como puntos, estardn dentro de

la elipse, en 1lo cual los datos estiman convenientemente a los

parametros.
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— ‘Bl'
Figura 2.1

Si tomamos en cuenta la correlacidén entre los estimadores b; y
bz. El 95% de los intervalos de confianza individuales para -
Bi ¥y B2 separadamente, son apropiados para especificar rangos,

para los pardmetros individuales independiente del valor de -

los otros pariametros.
Los intervalos definen un rectidngulo que se ve en la figura, 2.1

Se podria considerar las coordenadas del punto E como razona--
bles para (B;,B2), pero no cae en la regidén de confianza, por

lo que no es razonable tomarlo. Cuando se tienen dos paréme---
tross no es dificil dibujar la elipse de confianza, una forma -
seria encontrar las coordenadas de los puntos al final al eje

mayor de la regidén., en la figura 2.1 serian A,B,C y D. Pero -
para cada intervalo, si se debe tener la medida de V(bi) y la -
medida de la covarianza de b’é y bj' Cuando bL y bj tienen dife
rentes medidas en sus varianzas, la correlacidn entre bi y b.

J
viene dada por
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cov(b -b)

P.:
[V‘(b&.)V(bL.)]I 2

4]

Si este valor no es pequefio, entonces ocurre la situacidn ilus-

trada en la figura 2.1

81 pLj es cercano a cero, entonces la regidén rectangular defi-
nida por los intervalos de confianza individuales, aproximarid a

la correcta regidn de confianza.

La elongacidén de la regidn depende de los valores de V(bi) y -

V(b4) como se muestra en la figura 2.2

\
B2
> V(b2)
=0
A
Bo
——————— = V(b,)
=‘0
—> g,
Figura 2.2

Nota: Una forma equivalente de escribir el modelo original es

de la forma

E(Y - Y) = g1(X1-X1) + Bz(Xz—gz) tae By (X - ik)z

donde ?} i1, iz,..., Xk son las medias observadas de los datos

actuales, entonces los intervalos de confianza no involucran a
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Bo, €1 cual algunas veces es de poco interés.
2.7 EL PRINCIPIO DE LA " SUMA EXTRA DE CUADRADOS "

Ahora surge la siguiente pregunta, cudn vidlido seria ser con--
testada, examinando la correspondiente suma de cuadrados de 1la

porcibén correspondiente al té€rmino agregado, entonces la media
de cuadrados derivada puede ser comparadé con s?, estimador de
o?, si es pequefia, el término serd removido; si no, queda en el
modelo. Por ejemplo cuando se ajusta, la linea recta, al agru-
par el término B,X, la suma de cuadrados de ese término se re-

presentd por sc(b,;/bs)
Exponemos ahora el procedimiento mds general.

Supongamos las funciones zi, Z2, ..., zp son funciones conoci-
das de las variables basicas X;, X, ..., Y supongamos que se
dispone de los valores de las equis y la correspondiente res--

puesta Y.
Consideraremos los modelos siguientes
1. Y = Bo + B12 + B2z2 + ..... + Bz + €

Supongamos que obtenemos los siguientes estimadores por mini--
mos cuadrados: bo(1), bil(1), «+us bP(1) y supongamos que

sclboe 1), by (1), sy bp(I))= s; Yy no hay fuera de ajuste, tome
mos como estimador de g? a s?, obtenido de los residuos del mo

delo (1).
2. Y = Bo + B1z1 + 5222 £ e s e + Bz + g (q < P)

Las zetas en el modelo (2) son las mismas que en el modelo (1),

En este segundo modelo hay pocos términos y supongamos que ob-
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tenemos los estimadores por minimos cuadrados

bo(2), b2(2), ..., bq(Z)

Nota. Estos estimadores pueden ser o no los mismos que

b1}, Bal1); w5, bp(1) anteriores. Si ellos son identicos en-
tonces b£(1) y bj(1) son funciones lineales ortoonales para -
1X4<qyq+1<4<p. Esto sucede en el modelo ] cuando -
las q columnas de la X matriz son todas ortogonales a las Gl-

timas p - q columnas.

Supongamos que sc(bo(2), bi(2), ..., bq(Z))= S,.; hagamos

s1 - Sz es la suma extra de cuadrados debido a la inclusidn de
Bq + 1 zq * ] * L. * Bp Zp' Puesto que s; Fiéne p + 1 gra-
dos de libertad y s, tiene q + 1, s; - s, tiene p - q grados de
libertad.

Puede ser demostrado que si Bq + 1 = Bq + 2= .., = Bp = 0 en-
tonces E{(s; - s2)/(p - q)}= o%. En resumen si los errores son
normalmente distribuidos, s; - s, serdn distribuidos como
ozxp_q independientemente de s?. Esto significa que si compara

mos s; - s,/p - q con s? por una prueba F(p - q, v), donde v -
es el nfimero de grados de libertad en el cual se basa s?, para

probar la hipdtesis:

Ho : + 1 = + 2 = e, = =0
Bq Bq Bp

Podemos escribir s; - s, convenientemente como

sc:(bq ] s bp/bo,b v bq) que se debe leer como la su-
ma de cuadrados bq o B bq dados Boy, Diy wwas bq; debien-
do siempre tener en cuenta que son dos modelos involucrados. -

asi para un modelo de regresidn, podemos obtener en forma conti
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nuada sc(bo), sc(b;/bs), sc(bz,/bo, b1),..., SC(bp/boL"‘,bp'1)

todas esas sumas de cuadrados se distribuyen independientemen-
te de s?, teniendo cada una un grado de libertad, pudiendose -
comparar sus cuadrados medios, con s? por una prueba F, para cada

caso.

Cuando los términos ocurren en grupos naturales, como en los -
polinomios, por ejemplo a) B, b) término de primer 6rden c) --
término de segundo 6rden, se puede construir la‘suma de cuadra
dos asi, sc(bo,), sc(b de primer orden/b,), sc(b segundo orden/ -

bo, b de primer oden) y comparar estos con s?.

El nGmero de grados de libertad,es el nlGmero de pardametros en

la suma de cuadrados antes del signo de divisidn, excepto cuan-
do los estimadores son linealmente dependientes, tomandose en-
tonces el nGmero de ecuaciones lineales independientes, obte--
nidos sus cuadrados medios asi (suma de cuadrados)/(grados de

libertad), pudiendose obtener una prueba-F dividiendola entre

s2.

Este principio es un caso especial de la prueba de hipofesis -
general lineal. En el tratamiento mds general, la suma extra de
cuadrados es calculada de la suma de cuadrados residuales y no
de la suma de cuadrados de la regresidén, puesto que la suma -

Y'Y es el mismo para ambos cdlculos de regresidn.
2.8 COLUMNAS ORTOGONALES EN LA MATRIZ X

Supongamos que tenemos un problema de regresidn, involucrado pa
Tdmetros Bo, Bi1 Y B2. Usando el principio de suma extra de cua

drados podemos calcular el nimero de cantidades tales como
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sc(by) de el modelo Y

]

B2X, + €

sc(b2/bs) de el modelo Y Bo *+ B2Xy + €

sc(b,/bo,b1) de el modelo Y = B, + B1X; + R2X2 + €

Estos usualmente tendrdn, completamente valores numéricos di
ferentes, excepto cuando la columna " B, " de la X matriz es -
ortogonal a las columnas " B, " y " B; " cuando esto sucede se

puede hablar de sc(b2).

Ahora examinaremos la situacion con mids detalle.
Supongamos que en el modelo Y = XB + g, dividimos la matriz X

en un conjunto de t columnas en forma de matriz:
X = (Xoy Xop oony X0

Una corespondiente divisidén para B puede ser hecha

—

B
Bz

Bt

— =

donde el ntmero de columnas de Xi es igual al nGmero de filas

en B., £ =1, ..., Y. Entonces el modelo puede ser escrito.’
L A

E(Y) = XB = (X1,X2, ..., X.) [B1] = X;B; * X282 + <. X By
B2

Supongamos que [ bi |

b =
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es el vector estimador de B para este modelo, obtenido de las

ecuaciones normales.
X'Xb = X'Y
RESULTADO. Si las columnas de Xi son ortogonales a las colum--

nas Xj para todo £, § = 1,2, ..., t(4 # §), esto es, XLXJ =0,

se sigue entonces que

sc(b)

sc(b;) + SC(.bZ) i e e s + sc(bg)

b'XiY + boXoY * ........ + Db XY
y bi es el estimador de minimos cuadrados de 3£, y sc(bi)ﬂﬁg%Yr

ya sea que algunos de los otros términos esten en el modelo o

no, Entonces
sc(b;/ algin conjunto bj's,j # L)

(Note que no es necesario para las columnas de XL sean ortogo-

nales a todas las otras de X.)

Considerando el caso t = 2.

X (X, Xz)

donde XX, = XX, 0 (esto significa que todas las columnas -
de X; son ortogonales en todas las columnas de X,). El1 modelo
se escribe asi. p
Y =XB + e = (X;,X3) [ B te = X;B, + XpB, t+ €

B2

Las ecuaciones normales con: X'Xb = X'Y

X'Xb = X'Y , Xt = | Xq

Xz |
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X) (X1,X2) b, X
= Y
X, b, X,
1 1 r !
X X X\ X, b, X! Y
X'z X, X'z X2 b2 X’Z Y

Puesto que los términos fuera de la diagonal son ceros.

(X; X, = 0 = X, X;), tenemos

X, X, 0 b, XY

0 X, X, b, | X, Y
X} X; b; D ¢
X} X, b Xt Y

Tenemos las ecuaciones normales
Xi X;b; = X3 Y
X2 X2 by, = X, Y

con soluciones

1

b, = (X; X;) X)) Y
1

Xz X2) X2 Y

1

b,
Asumiendo que las matrices invertidas son no singulares.

Entonces b; es el estimador de B;, ya sea que B, este en el mo-
delo o no. Ahora

sc(b;) = b; Xi Y sc(by) = b; X;VY_
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Entonces

se{(b) = sc(b;,bs) b'X'Y

]

(by, bh) (X1, X1)'Y

= (bi, by) (X1) Y
X2
= (b}, b)) |XiY
1
XY

bIX]Y + biX5Y

sc(b) = sc(by) + sc(bz)
se sigue que
Se(blsz) = SC(bJ,bz) = Sc(bz) = sc(bi)
asi
SCC_bszl) = sG(by,by) - sc(by) = sc(bz)

Y esto solamente depende de la ortogonalidad de X; y X,, para

casos mayores que t = 2 es similar.
2.9 PRUEBA-F PARCIAL Y PRUEBA-F SECUENCIAS

Anteriormente hemos obtenido la suma extra de cuadrados para -
uno o mads coeficientes de un modelo dados otros coeficiente de
otro modelo. Si tenemos varios términos en un modelo, de regre-
sién, podemos pensar si cada uno de ellos ingresa. a alguna -
ecuacidén deseada, entonces

ss(bilbo,bl, NP bi-]’ b£+], ey bk), L=1,2, ..., k

tendremos un grado de libertad, la contribucidén de cada bé, a

la suma de cuadrados, cuando ingresa al nuevo modelo que no -
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contiene B&" es decir la medida del valor de adicionar un tér

mino B;sal modelo que no lo tiene, su cuadrado medio es. igual

a la suma de cuadrados con un grado de libertad, puede ser com-
parada con s? por una prueba-F. Este tipo de prueba es llamado

prueba-F parcial para BL'

Asi por ejemplo,si el término a considerar es X;, podemos ha-
blar de una prueba-F parcial en la variable Xt’ aunque sepamos
que la prueba-F actua sobre el coeficiente Bt‘ Cuando un mode-
lo conveniente estd siendo " construido " la prueba-F,es un --
criterio Gtil para adicionar o remover términos en el modelo.

El efecto de_una sola variable (digamos Xq),en una determinada
respuesta puede ser muy grande si solo incluye a Xq en la ecua
cién de regresidn, pero puede afectar muy poco a la respuesta,
si se agrega luego que se hayan agregado otras variables ante-
riormente y se debe a que Xq estd altamente correlacionada con-

ellas en la ecuacidén de regresidn.

La prueba—F parcial puede ser hecha para todos los coeficien--
tes de regresibén,como si cada Variable'correspondiente'fué la

Gltima en entrar a la ecuacidén, para ver los efectos relativos
filtimos al entrar en la ecuacibén. Esta informacidén puede ser -
combinada por otra informacidn,si una seleccidn de variables -
se necesita, supongamos que X;, o X, (una u otra) serd usada -
para obtener una respuesta Y de la ecuacidén de regresidn, y su
pongamos que el uso de X, proporciona un pequefio error de pre-
diccién que el uso de X,, Usariamos por lo tanto X,; -como valor

predictivo.
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Sin embargo,si X2 fuera una variable a través de la cual el ni
vel de respuesta es controlado, mientras que X; no. Y si el -
control fuera importante, seria mejor utilizar X, mds bién que

X;, como una variable independiente en trabajos futuros.

Cuando unas variables son adicionadas,una por una en etapas a
una ecuacidn de regresidn, podemos hablar de la prueba-F secuen

cra e
2.70 ENSAYANDO UNA HIPOTESIS LINEAL GENERAL'EN REGRESION

Cuando estamos haciendo un trabajo de regresién es a menudo ne -
cesario una prueba estadistica de una hipdtesis Ho, el cual im-
plica funciones lineales de los verdaderos coeficientes de re-

~gresidn Bo» Byy wsss Bk
EJEMPLO. 1

Modelo 1: E(Y) = Bo *+ B X1 + B,X,

Ho: :,8y =0, B, = 0 (dos)funciones lineales, independien
' tes

Ejemplo 2:
Modelos 2: E(Y) = B, +B1Xy +'32X2 * seas *+ kak

Ho: By = 0, B, =0, ..., By = 0 (k funciones lineales in-
' dependientes)

Ejemplo 3:

Modelo: E(Y) Bo + B1X; + ... + kak

g =0
HO: BI - .BZ o 0’ ABZ - 83 = 0, ’ Bk ]Bk
(k-1 funciones lineales independientes)

Note que esto expresa la hipbtesis

Ho:B,l:‘BZ:"':Bk:B
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Ejemplo 4 (Caso general)

Modelo: E(Y) = Bo + R1X; + + Bka

Ho : CllBl Py Clksk =0
C21 B]_”‘... + Cszk =0

cm;81 + o0 T cmksk =0

En esta hip6tesis hay m ecuaciones lineales de Bi, Bz, .., Bk’
todos los cuales no pueden ser independientes. H, puede ser ex

presado en forma matricial asi:

Ho: CB
Donde
C1a Ciy | B17]
E C21 Cox g = B2
c C R
| m1 mk_ B k|

Supondremos en lo que sigue que las m ecuaciones son dependien
tes, y que si tuviese ecuaciones independientes, las otras m-q

se tomarian como combinaciones lineales de las otras q.

Explicacidén del caso general.

Ensayando una hipotesis general lineal, CB = 0

Supongamos que el modelo bajo consideracibn, es correcto y es
E(Y) = XB

donde Y es n x 1, X esnxp, ¥y 8 es p x 1. 5i X'X es inversi-
ble podemos estimar B asi.

1

b = (X'X) X'Y



84

La suma de cuadrados de residuos para este analisis es
scr = Y'Y - b'X'Y -

esta suma de cuadrados tiene n-p grados de libertad,.

La hip6tesis lineal al ser ensayada es Ho: CB = Q. que propor
ciona q ecuaciones independientes en los parametros

Boy; Bly -eny Bx y m-q ecuaciones dependientes, (combinacio--
nes lineales de las q primeras) utilizando las q ecuaciones in
dependientes para encontrar las q betas,en términos de las --

otras p-q de ellas, sustituyendo esas ecuaciones en el modelo -

original obtenemos el modelo reducido
E(Y) =2«
donde « es un vector de parametros a ser estimados.

Hay p-q pardmetros. El1 lado derecho de 1la igualdad Z es nx(p-q)
y = (p-q)x7, representa el resultado de sustitucidén X para -

las betas dependientes.

Podemos ahora estimar el vector pardmetro =« en el nuevo modelo

por
a = (Z'Z)—]Z}Yb, si Z'Z es no singular,
La suma de cuadrados de residuos se obtiene asi
scw = Y'Y - a'Z'Y
esta suma tiene n-p+q grados de libertad.

Puesto que menos pardmetros son involucrados, en este segundo
analisis, la scw serid mayor a scr. La diferencia scw - sScTr es
llamada la suma de cuadrados de residuos debido a la hipdtesis

CB = 0 y tiene q grados de libertad [n-p+q - (n-p) =,Q] ‘
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Una prueba de la hipdtesis Ho: CB = 0, es obtenido consideran-

do la razdn

SCW - Scr SCT
—_— _ .10.
: = 2109

refiriendose a la distribucidén F(q,m-p) de la manera usual. Si
los errores son distribuidos normalmente y son independientes,

la prueba exacta.

La prueba apropiada para los ejemplos 1 y 2 estd dada por

[sc(R/bo) /p-1] / s* dado por 2.6.13 con k = p-1 con

F(p—T,V),

donde q = p-1 y v = n-p. El modelo reducido en ambos casos -

es, (puesto que B; =0, £ =1, ..., n)

E(Y) = J'Bo
donde J' = (1,1, ..., 1). Otra manera de escribir este modelo
es

E(Y;) = Bops.esws £ =1, ...y

puesto que bo= Y, scw

1

XYy ¢ n?é, con n-1 grados de libertad;
mientras que scr = Y'Y - b'X'Y con (n-k-1) grados de libertad
tal que la razdén para la prueba B; =Bz = ... = Bk = 0 (para -
ejemplo 2, k = 2) es simplemente

b‘X'i'- ny? / Y;Y_—kth;Y» 2.10.2

(Para el numerador por aplicacién de 2.10.7, tenemos

('Y - n¥2) - (Y'Y - b'X'Y) _ b'X'Y - nY,
(n -1) -(-%k-1) k
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esto referido a la distribucidén F(k,n-k-71). Este es exactamente
el procedimiento de la ecuacidén 2.6.13 con,k = p-1, v = n-k-1y

s? = MSp = scr./v

Procedimiento en un simple, pero no tipico caso.
Ejemplo

Dado el modelo E(Y) = XB, probar la hipbtesis
Ho: CB = 0 .donde

Y = (1,4,8,9,3,8,9)

B' = (B:;Bi,ﬁ2,811)

1 X: X Xi

] 1 0 0 0 1T
1 -1 1 1 y c= |0 1 -1 0
17 1 1 1o 1 -1 1
X = |
1 0 0 0 0 2 -2 93|
1 0 1 0
1 0 2 0|
Solucidn

Encontraremos scr para el modelo original, cuando es ajustado

el modelo

E(Y) = Bo + B1X; + BzXz + Blle

7 0 3 471 10 e -172]
=
xx) "= (0400 0 ;0 0
3 0 9 0
1 1
-—= 0 - 1/6
(4 0 0 4] 6 6
1 ]
e e
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42
X'Y = 4
38
1173
_'] 1
b = (X'X) 'X-Y =
3
L1176 |
b'X'Y = 312.33 , Y'Y = 316.

scr = Y'Y - b'X'Y = 316 - 312.33 = 3.67

Ecuaciones para la hipbtesis nula Ho: CB = 0
Bip1 = 0
B - B =0
B - B2 + B3 =0

281 - 282 + 93811 =0
Estas hipdtesis pueden ser expresadas simplemente como ::

H: By, = 0, B1 = B2 = B., ya que la tercera y cuarta ecuaciones

son combinaciones de las dos primeras.

Sustituyendo estas ecuaciones en el modelo, da el modelo reduci

do.
E(Y) = Bo + B(X; *+ X3) = «o + «Z
donde «, = Bo, « = B X Z =X; + X

entonces.
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—_— - —_

1T (-1-1) 1 -2

1T (1-1) 10

1 (-1+1) 1 0

Z = [1 (+1D|=11 2
1 (0+0) 1 0

1 (0+1) 1 1
1 +2) | 1 2]

Ahora encontremos

_-1 7 3 - 13 -3
Al - P e
(2 52
3 13 -3 7

42 -1 21 10
Z:'Y) = ; a= Q') 7Y = =7

42 4
a'Z’Y = 301.17
sew = Y'Y - a'z'Y = 316 - 301.17 = 14.83

Ahora p =4, n=17, q = 2, n—ﬁ =3 vy
scw - scr = 14.83-3.67 = 11.36 = sc debido a la hipotesis

El estadistico apropiado para H.,es entonces

11.16/2 + 3.67/3 = 4.56. Puesto que F(2,3,0.95) = 9,55

no rechazamos H,; puesto que el modelo original fue

E(Y) = Bo + B:1Xa+ B2Xz + B11X%* 1y 1la hipdtesis no rechazada im-
plica que B;; = 0, B, = B2 = B, un modelo mds apropiado seria

E(Y) = Bo + B(X; + Xz).
2.11 ASIGNANDO PESOS EN MINIMOS CUADRADOS

Algunas veces sucede que algunas de las observaciones usadas en



89

analisis de regresién son " menos confiables " que otras, lo -
que usualmente significa es que la varianza de las observacio--
nes no son iguales, en otras palabras la matriz V(€) no es igual
a To?, teniendo elementos diferentes en su diagonal. Puede suce
der, en algunos problemas, que los elementos fuera de la diago-
nal de V(e) no ser cero, esto es, que las observaciones son coO-

rrelacionadas.

Cuando uno u otro o ambas de esos eventos ocurre, la estimacidn
ordinaria por minimos cuadrados, es decir, para b = (X'X)_JX'Y no
es aplicabie y es necesario corregir el procedimiento, de la --
siguiente manera, transformando las observaciones Y a otras va-
riables Z, la cual debe satisfacer las suposiciones de la regre
si6én [es decir Z = QB + f,.con E(f) = 0 V(£f) = I¢?, para la prue
ba-F, intervalos de confianza, debe ser vdlido que £ ~ N(0,Ic?)

y aplicar el andlisis usado anteriormente para encontrar el es-
timador, pudiendose posteriormente expreSarlo'en'términos deY

se descubrird como transformar el procedimiento usual.
Supongamos que el modelo en consideracidn es:
Y =XB + € 2.11.1

donde
E(e) =0, V(e) = Vo2 y e~ N(O,Vg?) 2,11,2

Es posible encontrar una matriz simétrica no singular p,
tq.
P'P = PP =P = V 2.11.3

Escribamos

f = p .¢€ , tq E(£) = 0 2.11.4
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[E(f) = E(p 'e) = p ! Ee) = 0, por 2.11.2]

Ahora si se tiene que, si £ es un vector de variable aleatoria
tq E(f) = 0, entonces E(££f') = V(£f), donde la esperanza es -
tomada separadamente para cada término en la matriz cuadrada -

n X n. Entonces.

V(f) = E(£.£') = E( 'e.e'p’)), yaque (ple) = e'p’”
puesto que (pfj)' = p—]
= p 'E(e.e)p”! - [por E(e) + 0—=E(ee')=VE]
- p v(ep!
o o 2. -
=p . Ya°p por 2.11.2
= p ]Vp'1oz
I R
=p PPP QO por 2.11..5
V(f) = Io? : 2.11.5

f es distribuida normalmente, es decir, £ n N(0,I0%), puesto --
que £ consiste de combinaciones lineales de los elementos €,10sS

.cuales si son distribuidos normalmente.

1

Si premultiplicamos la ecuacién 2.11.7 por p = obtenemos un nue

vo modelo.

p—1Y = p-TXI@ + p—]e 2.71.6

(@)

1

Z QB + f 2.0 7

Al comparar las dos Giltimas ecuaciones se tiene que
~ -] -1
z = p Y y Q = p X.

Ahora es posible aplicar la teoria bdsica de minimos cuadrados



a 2.11.7. La suma de cuadrados de residuos es

f'f = e'p .p . = s‘(p.p)—1e - eV k

1

£1£ evi'le = xxg)'v'(y-xs) 2.11.8

i

A partir de la Gltima igualdad se obtienen las ecuaciones norma
les, diferenciando con respecto a B, e igualando a cero, y por-

teriormente sustituyendo B por b.

££' = (Y -XB)' V(Y - XB)
= (' -g'X) V(Y - x8)
= -1 1y yry-d a1
=YV 'Y - Y'V 'Xg - B'X'V 'Y + B'X'V X8
Derivando con respecto a B
_ -1 -1
0 = -Y'V X + g'X'yV X
B'X‘V_1X = Y'VfiX aplicando traspuesta.
x'(a'x'v_'1)' = x'or'v’1) , puesto que '(v-")' =y)
tenemos
yar= |
X'v (g'xX') =X'V 'Y
xv xg = xv Y de aqui x'v'x» = xvIy  2,11.9
o sea propiamente Q'Qb = Q'.z
Puesto que Q = p-1X y z = p_JY
Tenemos Q'Qb = Q'z
xtp lpIxb = xplp Ty
X'(p.p) 'Xb = X(p.p) ' ¥
xvix = xvly por 2.11.3
A - _ ,fﬂx—1 ——
donde 2.11.9 tiene como solucién b = (X'V ) ' X'Y Y 2.311.30

siempre que la matriz invertida sea no singular.
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La suma de cuadrados de la regresidn es

1 1

’ XV Yy 2.11.11

b'Q'z = YW xxX'Wx)

Prueba por sustitucién de b', Q' y z , ya que

1

b = (X‘V~]b)_1.X'V— Y y su traspuesta es
A R N N S, I

b' = EXV X) . X'V Y] = (X'v ') E(X'V X) :l =Y'V XX'V X
y Q = p—1X su traspuesta es Q' = X'p |, y z = p Y
Ahora
b'Qz =YV xav i xpTlply

T e | e e -1
b'Q'z =YV xx'v 'x) Txrvly

La suma de cuadrados es

- _ ve=1 -1 _ T
z'z = Y'p p Y = Y'V Y 2:11:.12

La diferencia entre las ecuaciones 2.11.11 y 2.711.12 nos da la -
suma de cuadrados de residuos. La suma de cuadrados debido a 1la

media es (Zzi)z/n, donde a . son los n elementos del vector z

La matriz de varianza-covarianza de b es.

Vb) = (Q'Q lo2 = v x) g2 2.11.13

o

Una regib6n de confianza para todos los parametros puede ser obte

nido de

(b-8) Q'Qb-8) = [FE] (2'z-b'Qz) F(p,n-p,I-=)  2.17.14
tras de sustiuir de ecuaciones 2.31.11 y 2.31.12 y establecien
do que Q = p—]X si se desea.

Una aplicacidén simple de " asignar pesos en minimos cuadrados "

ocurre cuando las observaciones son independientes, pero tienen
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diferentes varianzas tq.

donde algunas de 1as.oz .pueden ser 1lguales.

En problemas prédcticos es a menudo dificultoso obtener informa-

cidén especifica de la forma de V primero.

Por esta razdn muchas yveces se toma ¥V = I (sabiendo ser erroneo)
y entonces se ensaya descubrir algo de V examinando los residuos.

del analisis de regresidn.

Si una asignacidn de pesos de minimos cuadrados deberia reali--
zarce, pero se hace un analisis ordinario de minimos cuadrados -
el estimador obtenido podria ser insesgado pero no tendria va--
rianza minima, ya que estimadores de minima ‘varian:za se obtie--

nen al asignar correctamente los pesos, en minimos cuadrados.

Si el modelo de minimos cuadrados es usado, entonces los estima

dores son obtenidos de

bo = (X'X) IX'Y y
E(bo) = (X'X) IX'E(Y) = (X'X) )X'XB = B peros
V(bo) = X'X) X' V(CYIX X'X)"!
- @) T Tx vxxt-x) g2
Recordamos de 2.11.13 que si el analisis correcto es lleva

do a cabo

V(b) = (X'VX) Jg?

cuya matriz nos proporciona las mds pequefias varianzas, ambas -

para coeficientes individuales y para funciones lineales de los



coeficientes.

Un ejemplo de asignacidén de pesos en minimos cuadrados,

Es para el modelo E(y) =

Por lo que supongamos que

Vo? = V(y) =

1/w;

—

1/w>

W

n

—

Vamos ahora a encontrar b de

xv Ixp =xvly
(xi,xz ® ’xn) r_w.
. 0
0 '.
W
(X1Wy, XoWa 5 > X Wo X
X
(%2w, + §W2 ¥ =

+ szn) b =

n
() wx%)-b =
. L
£=1

7

N8

]

(wex:¥;)

Bx el cual deseamos ajustar

2.11.35
F—‘X'l
. b=(x~1 » X2, ’Xn)
.
| N
b=(g§1w1, ey X W )

(Xaw ¥y + Xowo ¥, +

94

* xnwnyn)

.41.176
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y se llega a n
) WXy
RIS o A0
b _/L'-]
n
w2
Lot AL
L=1
Caso 1
Supongamos que oi = V(yi) = kxi, esto es, la varianza de los -

Y; es proporcional a la media de los correspondientes X - En~=

tonces
g° d
W S v ~que resulta de
L
o 1 | [o? g
Va2 = ' , 0 Wi w1
2 L] = = 1 . 2 = _U_
L Viy) = 0 o w2, 0
2 2 .
Io] =2
0 g =
] w
LI L n |
w
— n—

Al comparar la primera matriz en el término a,; con el de la -
Gltima matriz tenemos

. ,0,2 02

r == W3y = kx1

o o .
o} = -—, pero 0% = kX; => kXi1=

=

y asi para todos los términos de la diagonal. Entonces

yloz Xy o? ' 27{
ol AERSOE W, W, 5y
+ 2 o4 2 S L2 Y
Il L w5 T Ix; b, lx; X
n

Entonces, si la varianza de y; €s proporcional a xz , el mejor
estimador de los coeficientes de regresidén es la media de 1los

yidividhkipmr la medida de 1los x ;. En resumen

-1

_ - 2 . .
V) = (XVIRTTe? = (Jwad) et = T V(b)) = 7
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ademis
V(b) = g _ xt _ _o? _ X
' 2 2 2
- Qw XA o% y Cill) 1X;
kx; 4 X
Caso 2
Supongamos oi = V(yi) = kxi, esto es, la varianza de y; €s pro-

cional al cuadrado del correspondiente X ;o entonces w,. = cz/kxi

por lo que

Z .02 .\O‘2 : ya(:
: I S Ed &
. =;Zwixiy4 _ kx{2 L4 ) l("xi 3 YL/XL
o 2 n
LW X, &x. X& 271
L k

Entonces si la varianza de los Y; €s proporcional a xi, el -ma-
yor estimador de los coeficientes de regresidén es el promedio
de las n pendientes obtenidas de cada par de observaciones =

yL/XL’ también

_ 2 2 2
V) = -9 = 9 - ¢ - X
2 o 2 o n
IW X% e — 11
kx4 k
A

2.12 SESGO EN LOS ESTIMADORES DE REGRESION

Anteriormente afirmabamos que el estimador de minimos cuadrados

1

b = (X'X) 'X'Y de B en el modelo E(Y) = XB es un estimador in-

sesgado esto significa que
E(b) =8

Esto es si se considera la distribucidén de b (tomando diferen--
tes muestra de Y, con los X fijos y estimando B por cada mues--

tra) entonces la media de esa distribucidn es B.

Ahora si el modelo postulado no es correcto; esto es E(b) # B.
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es decir el estimador es sesgado, donde el sesgo no solamente

depende del modelo planteado y el modelo verdadero, sino tam--
bién en los valores de las variables X que entran en los cdlcu
los. Cuando un experimento proyectado g5 empleado, el sesgo de

pende del proyecto experimental, como del modelo.

El modelo tratado serd no singular, para trabajarlo en forma -

matricial.
Supongamos el modelo planteado.
E(Y) = X1B: 2021
esto nos lleva a los estimadores de minimos cuadrados

b, = (X;X)']XY._ 2.72.2

1

donde X; es una matriz de constantes, podemos aplicar la espe-
ranza a by y a Y que son variables aleatorias.

~] 1

E(b,) = (X1X;) X!E(Y) = (X{ X;) ' X} X;.B1 = B 2.12.3
por lo que b; es un estimador insesgado de B;

Ahora vamos a portular de nuevo el modelo 2.12.1

tq b como definido en 2.12.2, es el vector de estimadores de

los coeficientes de regresidn.

Supongamos ahora sin embargo, que la verdadera respuesta no es

la ecuacidén 2.72.1 sino que
E(Y) = X481 + X2B2 2.12.2

Esto es, existe un término X282, el cual no tomamos en cuenta

en nuestro procedimiento de estimacidn.

Ahora sigue que
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E(b,:)

1]

(X{X;)X}] E(Y) = (XjX,) 'Xj(X;8, + X;82)

]

Cxixl)_1xixl Lt (X(X,) X[ X;8B

B1 + ABZ
donde A = (X!X;) 'X!X,

Se debe ovservar que el sesgo no depende solamente del modelo -
planteado y del modelo verdadero, si no también de las matrices

X, vy XZ

Ejemplo 1 Supongamos postulamos el modelo

E(Y) = Bo +'81X, pero el modelo E(Y) = Bo + B1X + B1:1X? es ac—-
tualmente la verdadera funcidn respuesta; desconoscamosla. Use-

mos las observaciones de Y de X = =7, 0 y 1 a estimar Bo y B1 -

en el modelo postulado, cudl serd el sesgo introducido? esto es,
serd el estimador bo y b; actualmente estimado?. E1 modelo ver-

dadero, en términos de las observaciones es.

i x x?
Y, 1 -1 ] Bo |
E(Y) = E Xz | = 1 0 Q B1
Y, 1 1 1 | Bi1
1 X X2
1 -1 Bo 1
=11 0 + 0 Bi1
_B1
1 1 1
= X181 + X282 d

de esa forma se tiene de la ecuacidén 2.12.4 con ecuacibn 2.12.1

el modelo postulado, se sigue que
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11 17 1 -1 3 0 ;— 0
(X1%,) " _ 1
10 1 1 0 1o 2 0 3
1
L = )
1011 1 2
XX, = -
10 1] |o 0
K
» 173 0 2 2/3
Entonces A = (X|X,) XX,
0 1/2 0 0

Aplicando 2.12.5 obtenemos

| bo Bo [2/3 Bo + % B1)
E(b,) = E = B + AB2 = + Bii1 =
' b1 81 ) 0 81

De donde
2
E(bo) = Bo + 3 P12
E(b1) = B:1 entonces b, es sesgado pof % Bi1, Y B1 es insesgado.

Ejemplo 2

Supongamos que el modelo postulado es E(Y) = Bo + B;X, pero el

modelo real es

E(Y) = Bo + B1X + B11X? + By11X°?
Que sesgos son introducidos tomanda las observaciones de
X = -3, -2, =1, 0, 1, 2, ‘3.

Encontramos



E(Y) = E

Por lo que

X1=

I

0 B1

w

27

0 |

Bi1

Bi11

B1

Bi11

Bi11

= Xi1B1

+ X2B2

100



Encontremos

xXx)]

([ 1 1 1 1 1
=5 =2 =

3 0

“Txix /
A = (X!X)) = |
o i 0 1/28

Entonces

E(bi)

0 E(bo)

111 -3
3} 1 -2
1 -1
1 0
11
1 2
1 3
9 -277
s -8 |
1 -1
1 0
1 1
4 8
9 27

80 4811 BO + 481
+ =
B1 7B111 | B1 + 7Bi1a

= Bo + 4B, P E(b)

B1 + 7B111

28
’ 0

196

107

o =
3= ©
[ .
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Usando la férmula general 2.72.5 podemos encontrar el sesgo en

algin estimador una vez postulado el modelo.
EL EFECTO DE SESGO EN EL ANALISIS DE MINIMOS CUADRADOS

Nota. Para esta parte llamaremos X a la matriz X,;, y B al vec-
tor llamado B;, a X,B> serd el término extra del modelo verda-
dero. Ahora resumiremos el efecto del sesgo en el analisis --

usual de minimos cuadrados.
Supongamos que

1. E1 modelo ?ostulado E(Y) = XB conteniendo p paridmetros;

VYY) = 1o2.

2. El1 modelo verdadero es E(Y) = XB + X:B,, donde B, puede ser

0,si el modelo es correcto.

3. E1 nGmero total de observaciones es n y hay f grados de 1i-
bertad disponible por falta de ajuste y e grados de liber--
tad para ernn'puro, tq n = p+f+e. Esto significa que hay -

p + f puntos distintos en el disefio.

N

4. El1 estimador b = (X'X)—&TY)rel valor ajustado Y = XB son -
obtenidos de manera usual.

1

5. A = (X'X) 'X'X,

Entonces el nimero de resultados son verdaderos como

* FUENTE SUMA DE GRADOS DE

CUADRADOS  LIBERTAD . VALOR ESPERADO DE CUADRADOS MEDIOS

Estimadores b'X'Y p o? + (B + ABz) 'XX(B + AB2)/p
Falta de ajuste por diferencia f o2 + By (X2 -‘XAJ'CXz - XA)B2/f
_ Error puto .esé.v. SRR T

TOTAL Y'Y n
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5. Cuando B, = 0, esto es, cuando el modelo postulado es correc

to, los anteriores se reducen a lo siguiente:

E(b) = B : E(Y) = X8

3 | 1
E(cuadrados medios debido a estimadores) = o? + Lt e -
p

(Esto es por que la media de cuadrados debido al estimador es
comparado con un estimador de c? a la prueba Ho: Bo = 0, tiene
esperanza 0%, si B = 0)

E(cuadrados medios por falta de ajuste) = o?

(Esto es porque el modelo es correcto, lo que nos proporciona
un estimador valido de o?. Si la falta de ajuste existe, el --
cuadrado medio de falta de ajuste tiene una esperanza mids gran

de que 02)



CAPITULO 111
RECIDUOS
3.0 INTRODUCCION

Nota. El trabajo de este capitulo es Gtil y no vdlido solamen-
te para modelos de regresidén lineal, sino también para modelos
no lineales y analisis de varianza. Se trabajard siempre que -
un modelo sea ajustado y presente variacidén inexplicada (en -

forma de residuos).

Los residuos son definidos por las n diferencias
~ ~

e;=¥; = Y 4=1,2,..., n.; donde Y, es una observacién y”xées el valor
encontrado por la ecuacidn ajustada., Es decir, lo que la ecuaci6n de
regresidén no ha sido capaz de explicar. Asi podemos decir, que

los e ; son errores, para elrmbdelo~plantéado; anteriormente a -
los e ; se les ha hecho ciertas suposiciones generales, que son

independientes, tienen media cero, una varianza constate o2, -
una distribucidén normal y una para hacer una prueba F. Asi, si

el modelp es correcto los residuos mostrarian tendencias a ¢on--
firmar esas supociciones planteadas, o al mejor no exhibir una

negativa a ellas. Podriamos preguntarnos ;pueden los residuos

hacer aparecer nuestras suposiciones como equivocadas?.

Después de examinar los residuos seremos capaces de responder -
Si:

1. Las suposiciones parecen ser violadas

2. Las suposiciones parecen no ser violadas

Es de observar 2, no significa que estemos aceptando que las su
> g q 2
posiciones son correctas, sino que en base a los datos, no se

tiene razdén para decir que son incorrectas.
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Para examinar los residuos, se hard por medio de graficos, fa-
ciles de hacer, pero son reveladores cuando las suposiciones -
son violadas. Los principales métodos para plotear los residuos

€. son:
AL

1. Plotearlos todos
2. Plotear una sucesidén de tiempo, si el 6rden es conocido.
3. Plotear contra los valores ajustado YL

4. Plotear contra las varialbes X, ; para j = 1,2,..., k.
ic

En adicidn a ese ploteo bdsico, los residuos deberian también

ploteados.

5. En alguna forma razonalbe, para problemas particulares bajo

consideracidn.
Explicacidén de los ploteos mediante el siguiente ejemplo
Ejemplo. Un andlisis-de regresién proporciona once residuos, -
€33 €24y sasy By, LON Yalores 5, =2, =4, 4, 0, «6, 9, -2,-5,3,-2.

respectivamente.
3.1 PLOTEARLOS TODOS.

Cuando los residuos del ejemplo son ploteados todos obtenemos

el diagrama en la figura 3.1

Illlthl’lflltfngLTl
=5 0 1

-10 o

Figura 3.1
Si nuestro modelo es correcto, el diagrama de esos once resi--

duos deberian asemejarse a una distribucidén normal con media

cero ;contradice nuestra idea plotear todos los residuos?.

Primero, notamos que la media de los residuos es cero, que se

obtiene de la primera ecuacidn normal,1.2.8, derivdndola con -
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respecto a Bo,, cuando el modelo es ajustado,asi si
E(Y) = Bo + BaXa *+ B2Xz + ..., # B1 Xk
la ecuacidén normal, puede ser escrita

—ZZ(YL = bo = blxli =~ sew = bk X = 0

ki)

donde la suma es tomada de ( = 1 a n, la cual se reduce a

Z(Yi - Yi) = 0; asi Zei =0

I ™M

€L
Asi. =% =%T =0
n

Mientras que el ploteo exhibe pequefias irregularidades, no pa-

rece anormal para una muestra de once observaciones de una dis

tribucidén normal ;como podria justificarse?.

Comparandola con diagramas obtenidos de varias muestra de tama

fio once, de una tabla de desviacidén normal aleatoria.

Asi una pequefla prictica de estas ordenaciones, nos proporciona
una excelente " forma " de como un grafico anormal podria ver-
se antes y poder asegurar que contradice la suposicidén de nor-

malidad.
Las " desviaciones normales unitarias " forma de los residuos,
Usualmente asumimos que €, * N(0,0%) tq — v N(0,1)

Ahora si el modelo es correcto los cuadrados medios de los re-

siduos

n
Y (e,-€)? .} €2
s2 = £=1 < - L=] <

n-p n-p

es un estimador de g?. (Nota: si ignoramos el error de redon--
deo € = 0). La cantidad ei/s es llamada a menudo forma de las

" desviaciones normales unitarias " de los residuos e&.
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Los e(c/s, £ =1,2,..., n; puede ser examinados en un ploteo de
todos, para ver si ellos muestran que la suposicidn

ei/a v N(0,1) es equivocada. Puesto que un 95% de la distribu-
cién N(0,1) da como limites (-1.96, 1.96), podriamos esperar -
aproximadamente el 95% de 1los ei/s esten entre los limites -
(-2,2). Si n-p es pequefio, los limites al 95% pueden ser usa--

dos en una distribucidn t(n-p)
3.2 PLOTEO DE UNA SUCESION DE TIEMPO

Asumimos que los residuos en el ejemplo anterior ocurieron en
el drden en un tiempo dado. El ploteo seria como se muestra en

la figura 3.2.

B L
5 o
L 4 ®
1 1 1 1 4 1 L 1 1 1 1 1 -
1 . 3 4 5 6 7 e . 9 10 2} 12 Orden de
tiempo
L J
-5 °
L
-10 L Figura 3.2

Si luego de ploteado '" damos pasos atrds ", de este diagrama -
obtenemos la impresidén de una " banda " de residuos tal como

se muestra en la figura 3.3.

=

Figura 3.3
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Esto indica que en un té€rmino largo de tiempo no hay efectos
sobre los datos. Sin embargo al ' dar pasos atras " se pueden

asemejar a las siguientes graficas de la figura 3.4

(M

(2)

)

Figura 3.4

donde se hace constar el efecto del tiempo, como sigue

~ 1) La varianza no es constante, pero se incrementa con el tiem
po, indicado con esto que una asignacibén de pesos por mini-

mos cuadrados podia haberse realizado.

2) Un término lineal en el tiempo tendria que ser incluido en

el modelo

3) Términos lineales y cuadrdticos en el tiempo tendrian que -

ser incluidos en el modelo.

Se pueden dar combinaciones o variaciones (como en el caso (2).
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donde la inclinacidn podria ser opuesta)

Mencionamos anteriormente que los residuos revelan tendencias

no aparentes, en periodos largos de tiempo.

Una observacién mds cercana del ploteo en el tiempo demuestra
que la observacién no puede ser extendida a periodos cortos de

direccidén de tiempo.
Si tomamos los residuos en grupos de tres, es decir,

(1,2,3), (4,5,6), (7,8,9), (10,11).; podemos obseryar una 1i--
nea de tendencia hacia abajo en cada grupo, revelando una cla-
se de ordenamiento por zonas , las cuales pueden ser introduci
das en el modelo revisado. Si tentativamente asumimos una in--
clinacién general, para la tendencia lineal pudieradmos, por -
ejemplo, adicionar un término de la forma &§{(t-J)modulo 3} al-
modelo, donde § es un coeficiente de regresién a ser estimado

y (t-1) médulo 3 es la variable obtenida por el residuo que re

sulta despues de dividir el valor de t-1 por 3.
Los valores de las nuevas variables son como siguen

Variable vieja t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 13

(t-1) Modulo 3 . 0 1 2 0. 1 2 .0 -1 2 0 1
(Otra alternativa es usar {(t-1) modulo 3-1} como una variable
esta nos da los valores -1,0 y 1 en lugar de Q,1 y 2.).

3.3. PLOTEO CONTRA YL

Asumimos que 1los §é, los cuales corresponden a los e, dados --
anteriormente fueron 44, 8, 10, 62, 22, 48, 56, 30, 24, 16, 34,

Entonces al plotearlos obtenemos la siguiente figura. 3.5
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10

Figura 3.5

La banda horizontal indica la no anormalidad y nuestro anali--

sis de minimos cuadrados no pareceria ser invalidado.

La anormalidad seria indicada por &1 ploteo de las formas mos-
tradas en la Figura 3.4 para (1), (2) y (3); aqui el ploteo in

dicaria:

1) Varianza no constante, como se asumid: necesitamos una asig
nacién de pesos por minimos cuadrados o una transformacidn
en las observaciones Yi’ antes de hacer un analisis de re--

gresiodn.

2) Error en el analisis; la desviacidn de la ecuacidn ajustada
A

en residuos negativos, corresponde a los Y bajos, residuos -
A :

positivos para valores altos de Y. El efecto puede ser causa

do por la omisidén equivocada del término B, en el modelo.

3) Modelo inadecuado: necesita términos extra en el modelo -
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(es decir, un cuadrado o producto mezclados) o la necesidad
de una transformacidén en las observaciones YL’ antes del a-

nalisis.
3.4 PLOTEO CONTRA LAS VARIABLES INDEPENDIENTES in; £ = J2, a1,

La forma de ese ploteo es el mismo que contra los YL’ excepto
~

que usamos (en lugar de los correspondientes valores de Yi) --

los valores de los correspondientes in; llamandolas le, X.»

J

“ 3 Xjn‘ El grédfico correspondiente de una banda horizontal -
de residuos, es considerado como satisfactoria. Las anomalias -

en la figura 3.4 indican aqui.

1) Varianza no constante, necesidad de una asignacidén de pesos
por minimos cuadrados o una fransformacién prelimirar en -
las yes.

2) Error en cédlculos, efecto lineal de Xj no ha sido removido

3) Necesidad de términos extras, por ejemplo, un término cua--

drdtico Xj en el modelo o una transformacidn en los yes.

En problemas pequefios de regresién, es decir 2 & 3 variables -
es posible hacer un diagrama del modelo ya sea en 2 6 3 dimen-
ciones colocando cerca de los puntos, los residuos correspon--

dientes, siempre que sea posible.
3.5 PLOTEO DE OTROS RESIDUOS

Con un buen conocimiento sobre el problema, pueden plantearse

otros tipos de diagramas., como por ejemplo, sugongamos que las
once observaciones las cuales nos llevardén a los once residuos
anteriores, provienen de tres miaquinas A, B, C tq. los residuos

agrupados por mdquina fueron:
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A: -1, -4, -6; B: -2, -5, -2; C: 5, 4, 0, 9, 3

que se muestran en el diagrama contra madquinas

1 1 | I 1
-10 = 5 0 5 10
A o a o |
B . :4[
C + e e »

Figura 3.6
que sugilere que hay una diferencia badsica en el nivel de res--

puesta Y de la mdquina C con las midquinas A y B.

Tal diferencia podria introducirse dentro del modelo con una -

variable falsa (se vera posteriormente).
3.6 ESTADISTICOS PARA EXAMINAR RESIDUOS

En las secciones anteriores, mediante diagramas se han utiliza
do técnicas visuales para poder determinar las violaciones a -
las suposiciones hechas a la regresidén, pero no se tenia una -
medida ntmerica del defecto y lo cual es necesario, ya que se
tuvieron tres tipos de discrepancias, pudiéndose medir esos de
fectos por uﬁ estadistico apropiado, por lo que se define

n

= P vy
Tpa = 2.5 Y4

entonces

N~

1) Ta21 = ei?i provee una medida para el tipo de defecto de

A71

la figura 3.4 (1)

n
2) T1:5 Z

A

~
eLYi esto siempre seria cero. Esto provee una medi
1

da para el defecto de la figura 3.4 (2)
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=)

3) Typ = Z eLYz provee una medida para el defecto de la figura
£=1

3.4 (3)
3.7 CORRELACION ENTRE RESIDUOS

En una situacién general de regresidén, cuando p pardmetros son
estimados de n observaciones, los n residuos son asociados con
n-p grados de libertad. Entonces los residuos pueden no ser in
dependientes y existir correlacidén entre ellos. Si el modelo -
postulado es Y = XB + €, Yy si X'X es no singular, entonces

los residuos pueden ser escritos en forma matricial asi.

e=Y-Y=Y -Xb =Y - XQX'X)X'Y

]

[T - x@x'x) x]v

O -x]Yy '

donde R = X(X'X)_1X', la cual es importante en regresidn.

Puesto que E(Y) = XB, tenemos que

[I-K] Y-E[C-R]Y
I-%] Y- (I-R EX

e - E(e)

(I -R)Y - (I - R)XB
(I - R)(Y - XB)
(I - R) €, ¢ del modelo postulado.

y la matriz de varianza-covarianza de e es definida por

V(e) Bf e - E(e) ] [e - E(e)]'}

n

E{([(X - B €] [T - ®e])

E{(;I - Ree'[(I - T

Pero E(ee') = V(e) = Io?%, si E(e) = 0, como se menciond anterior
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ormente. Ademis
(X -R)'=1I"-R" = I-R = 1I-R

puesto que

R' = [Xx'X) 'x7]° @ CX.@Ex ]

X.(X'X) "]

]

X)' X!

]

X.(X'X) 'x'

= R

es decir es' simétrica.

Asi
V(e) = (I - R) E(ee')(I - R)!
= (I -R) Ic?® (I -R)
= (I -R) (I -R)g?
= (I.I - IR - RI + RR) o?
de aqui
I.I =12 =1 - I.R =R 3 R.I =R y

R.R =R* = [X.(X'X)7 1 x'] [X.xx):'x']
- XL (X' TXX. (X)) DX

= x.(x'X)ﬂ(x'x).(x'X)?]x'

1

= X.I.(X'X) ‘X!

= X.(X'X)")

X!
=R , por definicién de R

aplicando estas igualdades tenemos
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V(e) = (I - R +R +R) g2

V(e)

]

(I - R) ¢

Entonces la V(ei) es dado por el iésimo elemento de la diagonal,
y cov(ei,ej) es dado por el («£,f) -€ésimo elemento de la matriz

(I - R) o%. la correlacidn de e. e. es dada por
Ve P

covar(e., e.
_ C i J)

P..
Y {V(e;) Ve /2

El valor de esta correlacién depende solamente de los elemen--

tos de la matriz X.

En el analisis de regresidén, el efecto de correlacidn entre re-
siduos no necesita ser considerado, cuando el diagrama esta he-
cho, excepto cuando la razén (n-p)/n es bastante pequeifia. (don-
de (n-p) es ntmero de grados de libertad de los residuos y n es

el nGmero de grados de libertad)
3.8 PUNTOS RAROS

Un punto raro entre residuos, es aquel cuyo valor absoluto es ma
yor que el resto de los residuos, es muy peculiar, e indica un

punto que no es tipico del resto de los datos, asi un punto ra-
ro debe ser sometido particualrmente a un examen cuidadoso, pa-

ra ver si la razdn de su peculiaridad puede ser determinada.

Se han propuesto reglas para rechazar puntos raros (es decir, -
para remover las correspondientes observaciones de los datos, -
despues de lo cual los datos son reanalizados sin esas observa-
ciones), pero rechazarlos no siempre es un proceso correcto, -
puesto que algunas veces -esta proporcionando informacidén que no

pueden dar otros puntos, debido al hecho que pueden originarse
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de una combinacidn de circunstancias inusuales, que pueden ser
de vital interés y requieren una investigacidén especial, mis -

que un rechazo.

Como regla general, un punto raro de que son errores en las ob
servaciones 0 manejo en una maquina.

3.9 EXAMINADO CORRIDAS EN UN DIAGRMA-DE UNA SUCESION DE TIEMPO

DE RESIDUOS.

Cuando la sucesidn de tiempo de un conjunto de residuos es co-
nocida, pudiendo ser un patrdn inusual que se presente en gru-
pos de residuos positivos y negativos, por ejemplo, tomando un
caso extremo, si se tienen 30 residuos en sucesidn de tiempo,
que consiste de 10 negativos, seguidos de veinte residuos posi-
tivos, podemos sospechar que una variable no considerada ha --
cambiado los niveles entre el décimo y undécimo dato. Buscaria
mos una causa razonable para este comportamiento. Cuando hay -
una sucesidén de tiempo de tales datos, es Gitil tener un método,

para hacer posible una discusidén de la anormalidad del patrén.
Supongamos que tenemos una sucesidn de signos como sigue
I T T L T I

donde esos signos representan a los residuos en sucesidn de -
tiempo, pero " el mds o menos " podrian denotar '"macho y hembra"
" mejor y peor ", "tratamiento A y tratamiento B " o dos nive-

les de una clasificacidn dicotdmica.

Supongamos que hay n signos por todos, de los cuales n; son sig
nos mids y n, son signos menos y hay u corridas. En el ejemplo

anterior n; = 8, ni1 = 8 y hay 7 corridas, indicadas en los pa--
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entesis de abajo
(4] (=J(+) (- =~ = =)Je+ (- )(%*++ ],
Sera este arreglo fGnico?

Para esto plantiemos el siguiente ejemplo, si hay 6 signos dos

de los cuales son positivos, cuantos arreglos son posibles,

ARREGLOS NUMEROS DE CORRIDAS

+
1
1
+
]
1
~ ~ B

1
1
&
4
)
1
-~ w w ~

1

1

1
+
+

]
w

- - - 4+ - 4+ 4
- - - - 4 2

La distribucidén de corridas es como sigue

u 2 3 4 5
Frecuencia 2 4 6 3 total 15
P(u) 2/315 4/15 6/15 3/15
Prob. Acumula

da 0.135 0.400 0.800 1.000 ’
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Asi cuando u = 5 ocurren 3/15 6 20% de los casos poribles,co con una proba
bilidad de 0.2. Si obervamos u = 2 en un conjunto de seis residuos, de los
cuales dos fueron positivos, entonces al ser observado el even-

to ocurre con una probabilidad de 0.133.

Para alguna sucesidn dada de signos, podemos encontrar la proba-

bilidad que el valor observado u (o un valor mads peyuefio) ocu--

rrird ejemplo , cuando n; = 2, n, =4 y u = 3); prob (u<3) =
prob(u = 2) + prob(u = 3) = {%—= 0.4, y un evento no raro, ocu-

rrird en un 40% de las veces. En base a tal nivel de probabili-
dad, podemos decir si el arreglo ha ocurrido o no ha ocurrido.
Podriamos por ejemplo, comparar la probabilidad con un valor -
preasignado, es decir « = 0.05 y rechazar la idea de un arreglo
aleatorio si prob(u < u observado) < 0.5). Cuando n, > 10 y -
n, > 10 valores exactos no se necesitan, puesto que una distri-
bucién normal (aproximada) la cual proporciona una precisibn

satisfactoria.

haciendo

- _2mnp, ] 2 ;'2n1nz(2n1n2-n1-ng) 3.9.19
_— ’ i o1 = 2} . .
nl+p2 (ny1#n,)%(n;+n,-1)

Entonces se define aproximadamente

2=M 3.9.2

o

Es una desviacidén normal unitaria, donde 1/2 es la correccidn -

para_la continuidad de la variable discreta.

Nota. Cuando n; < 10 y n; < np < 10 es posible obtener su dis--

tribucién de la misma forma del Gltimo ejemplo.

Ejemplo. Examinado un conjunto de 27 residuos, 15 de los cuales
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tienen un signo y 12 signo opuesto, arreglados en sucesién de -
tiempo, revela u = 7.

¢Cuidntos arreglos parecen ser aleatorios?

ny = 15, n, =12, u =17
w = 20s8)@ . 43
15 + 12 S5

2 _ 2(15)(32)(2x15x12-15-12) _ 740
(12+315)2(15+12-1) 117

obtenidos al aplicar 3.9.]

el valor de z a partir de 3.9.,2 es

(7 - %? + 1/2)
z = = -2.713

(740/116)1/2

La probalidad de obtener una desviacién normal unitaria de va-
lor -2.713 6 mas pequeﬁa;es 0.0033 (6 0.33%) de modo que un nf-

mero bajo de corridas inusuales parecen haber ocurrido.

Rechazamos la idea que el arreglo de signos es aleatoria. El mo
delo seria sospechoso y se tendria que examinar el patrdn de re

siduos para yer la causa.

Nota. La prueba anterior es aplicable cuando las ocurrencias =-
producen el patrdén de corridas son independientes. Para el cidl-

culo de la probabilidad es por la tabla normal.



CAPITULO 1V

DOS VARIABLES INDEPENDIENTES
4.0 INTRODUCCION

Anteriormente se ha tratado el modelo de regresidén lineal de -

primer 6rden en una variable X
Y=BO+B'1X+€

y demostramos como el andlisis de linea recta puede ser expre-
sado en forma matricial. Pudiéndose extender a mids variables -
por medio de la matriz de aproximacidn, asi, podemos aplicarlo

al modelo de primer O6rden:
Y = Bo + B1X; + B2X2 + €

Para lo cual seguiremos con el ejemﬁlo del capitulo 1, aplican
do una nueva variable Xg, al modelo que tenia la variable X,;

por lo que el modelo serd escrito
Y = BoXo + BgXg * BeXg *+ € 4,0.1
donde

Y = respuesta 6 ntmeros de libras de vapor por mes
Xo= variable falsa, cuyo valor es siempre 1
Xg= promedio de temperatura atmosférica por mes (°F)

X¢= ntimero de dias operados en el mes.

Las siguientes matrices pueden ser construidas asi
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710.98 1 35.3 20 Te
11.13 1 29.7 20 &,
12.51 ] 30.8 25 g €3

Y = 8.40 = 1 58.8 20
X . B =|Bo| =%
: Be
10.36 1 33.4 20 €21

[ 11.08 | 1 28.6 22| lezs |

donde

Y es un vector 25 x 1
X es una matriz 25 x 3
B es un vector 3 x 1

€ es un vector 25 x 1

Usando resultados anteriores, por minimos cuadrados obtenemos

a b estimador de B dado por

b = (X'X)*1X‘Y_ ’ con X'X es matriz no singular

entoncés
‘ | ] |
bo 1 1 1 17771 35.3 257
b=|bs| = 35.3 29.7 30.8 28.6 1 29.7 20
b J1 20 20 23 22
|1 28.6 22
1 B 1 —10.987]
35.3  29.7 28.6 11.13
20 20 20 )
| 11.08 ]
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Multiplicando matricialmente

be 25.00  1315.00 506.007T 1 1 1 710.98~
bs | =] 1315.00 76323.42 26353.30 35.3 29.7 28.6 11.13
e 506.00  26353.30  10460.00 20 20 22 :

[ 11.08_
b T 2.778747  -0.011242 -0.106098 23560
be | = | 0.011242  0.146207x10-3  0.175467x 10-3 | | 11821.432 | 4.0.2
be| |-0.106008  0.175467x10-3  0.478509x 10-2 | | 4831.86

i p—

by [~ 9.1266
bs | = | -0.0724

be | | 0.2029

entonces la ecuacibn ajustada por minimos cuadrados
Y = 9.7266 - 0.0724Xg + 0.2029Xs

Recordemos la forma algebraica de las ecuaciones normales para

dos variables independientes:
bon + blle(é + ‘bzz—X2(C = ZYL
B 2
bsIXyg + biZXy; + baZXy Xog = IX; Y4
2

bOzXZ,{_ + blzszXIL & bZZXZL = ZXZ,(_Y,(:
Para la ecuacibén ajustada Y = by * b1X3; + byXy .
La ecuacidn anterior ajustada, actualmente es posible obtener -

la misma ecuacidén a traves de una serie simple de lineas. rectas,

lo cual es lo que se hari.

4.1 REGRESION MULTIPLE CON DOS VARIABLES INDEPENDIENTES COMO UNA
SUCESION DE LINEAS RECTAS DE REGRESION,
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Pasos para poderlo realizar

Plotear Y (cantidad de vapor) contra Xg (promedio de tempera

tura atmosférica)

Que se obtiene como resultado: si la temperatura sube, enton

ces la necesidad de vapor disminuye.

Regresidn de Y contra Xg. Estd linea fué ajustada en el cap.

1, (1.2.74) nos didé como ecuacidn
Y = 13.6275 - 0.0798 X,

Esta ecuacidén no es buena predictora de Y. Adicionando una -
nueva variable, Xg (# de dias operados) la ecuacibén de pre--
diccidbn podria mejorar significativamente la prediccidn., asi
se podria relacionar, el nGmero de dias operados con la va--
riacién no explicada de los datos, después de que los efectos

de la temperatura atmosférica hayan sido removidos.

~
Regresién de Xg contra Xg; calculando los residuos Xegf - Xe4,

L = 1,2, ..., Nnsel ploteo de X¢ contra Xg estd en figura 4.1

13
12 - -

11 - -

10

Figura 4.1
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Calcularemos b por el método matricial que viene dado por

:

o

8

|

[%2J68

?

-0.036

1

<
35.3 29.7

A

1

1
28.6 |

1 35.3]

T 29.7

y-1

L L

1 28.6 ] |

1

5.3

]
28.6_

20|
20

| 22 |

y la ecuacibén ajustada es ie = 22.1685 -~ 0.0367 Xy ¥y los resi-~

duos se muestran en la siguiente tabla.

TABLA 4 1
OBSERVACIONES
24 X6 is{ : Xeyg -~ iéé
1 20 20.87 -0.87
2 20 21.08 -1.08
3 23 21.04 196
4 20 20.01 -0.01
5 21 19.92 1.08
6 22 18,55 2.45
7 11 19.44 -8.44
8 23 19,36 3.64
9 21 19.58 1.42
10 20 20.06 -0.06
11 20 20,47 -0.47
12 21 21.11 =011
13 21 21.14 -0.14
14 19 20.75 o I
15 23 20.45 2.<558
16 20 20 .39 -0 .39

Pasa.
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17 22 18 .99 2.01
18 22 19,60 2.40
19 11 19.60 -8.60
20 23 19.44 L
21 20 19.53 0.47
22 2] 20.04 0.96
23 20 20.53 -0.53
24 20 20.94 =0 .94
25 22 21.32 0.88

Notamos que hay dos residuos, cuyos valores absolutos son consi
derablemente mayores que el resto de los residuos. Esto resulta,’
cuando el ntmero de dias oﬁerados es.pequeﬁo (11), considerdndo
los como puntos Taros y bodria pensarse en no utilizar esos da-
tos en el andlisis. Pero si se desea ajustar una ecuacidén con -
una prediccibén satisfactoria, deberd tomarse en cuentra todos -
los datos, para desarrollar una ecuacién que haga uso de la in-
formacidén que ellas contienen. Si esos meses particulares no fue
ren tomados en cuenta, el efecto que se produciria en su respu—
esta seria pequefio y no es porque la variable no afecte la res-
puesta, sino en un descuido al creer que la variacién observada
en la variable no podria'ejercer un efecto apreciable en la res

puesta.

A

4. Hacer la regresién Y - Y contra Xg - Xg, para ajustar el mo-

delo.

YL = Y(L = B(XGL = XGL) + E’(:

Se debe observar que B, no es utilizado, ya que se trata especi
ficamente de residuos, cuyas sumas son ceros. Es decir al estil-

mar B, b, = 0., solamente se estimard b = b,



usando las tablas 1.2 y 4.1, se obtiene:

~

CI0 - YO (X - X))

b el 420821 _ g j01s
Z(Xe; - Xg4) 208.8523
entonces la ecuacidn ajustada es
A A
Y - Y = O-ZO]S(XG - Xs)
cuyo grdfico se muestra en la figura 4.2
+ 4 ) e e B B S e B e e e (s e s
A A L v =
g Y - Y = £(Xs - Xe) donde Y = f(Xg)
A ~ XG = f(Xa)
Y
+2 ® ..
F1

h{

N

6

-

7

Figura 4.2
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En la Gltima ecuacidén obtenida podemos sustituir Y y X como --

funciones de Xg asi

EY - (13.6215 - 0.0798 Xa)] = 0.2015 [Xe - (22.1685 - 0.0367 Xs) ]

6

Y = 9.1545 - 0.0724 Xs + 0.2015 X

nuestro resultado anterior fué

Y = 9.1266 - 0.0724 Xg + 0.2029 X

Al comparar las ecuaciones. anteriores, practicamente

son 1dénti-
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cas, las discrepancias observadas son debido a errores de redon

deo.
4.2 EXAMINANDO LA ECUACION DE REGRESION
Que tan Gtil es la ecuacibn, Y = f(Xg, Xg)?

Los residuos de la ecuacién ajustada Y en funcidn de Xg y X6 ¥y
los puntos observados estan dados en la siguiente tabla,

TABLA 4.3

— -
e

OBSERVACION
Ne Xs X6 Y § RESIDUOS
1 35.3 20 10.98 10.63 0.35
2 29.7 20 11.13 11.03 0.10
3 30.8 23 12.51 11.56 0.95
4 58.8 20 8.40 8.93 -0,53
5 61.4 21 9.27 .8.94 ©0.33
6 - 71.3 22 8.73 8.43 0.30
7 74 .4 11 6.36 5.97 0.39
8 76.7 23 8.50 8.24 0,26
9 70.7 21 7.82 8.27 -0.45
10 - 57.5 20 9.14 9.02 0.12
46 .4 20 8.24 9.82 -1.58
12 28.9 21 12.19 11.29 0.90
13 28.1 21 11.88 11.35 0.53
14 39.1 . 19 9.57 10.15. -0.58
15 46.8 23 10.94 10.40 0.54
16 48.5 20 9.58 9.67 -0.09
17 59.3 22 10.09 9.30 0.79
18 70.0 22 8.11 8.52 -0.41
19 70.0 11 6.83 6.29 0.54
20 74.5 23 8.88 8.40 0,48
21 72.1 20 7.68 7.96 -0.28
22 58.1 21 8.47 9.18 -0.71
23 44 .6 20 8.86 9.96 1.1

pasa
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24 33.4 20 10.36 16.77 -0.41
25 28.6 22 11.08 ) -0.44
1315 506 235.60 I(Y;-Y)=0

Y=9.424 Z(Y;-Y)?=9.643:

Un grafico de los valores de Y y el valor ajustado Y es mostra-
do en la figura 4.3. El1 grdafico indica que el modelo ajustado -
es un buen predictor del vapor usado mensualmente, sin embargo

la adicidn de X¢ al modelo ha sido Gtil?

El analisis de varianza de la regresidn es como sigue:

FUENTE DE- GRADOS DE SUMA DE CUADRADOS

VARIACION . . LIBERTAD . . .. CUADRADOS . MEDIOS S
Total (no co--
rregido) 25 2284.1102
Media (bo) 1 2220,2944
Total (corre-
gido) 24 63.8158
Regresidn (bo) 2 54.1871 27.0936 61.8999

Residuos 22 9.6287 0.4377

En base de un nivel de confianza « de 0.05, la ecuacidén de mini

mos cuadrados es
Y = 9.1266 - 0.0724 Xg + 0.2029 X

es un buen predictor, el valor calculado F = 61.8999 es mads --

grande que el de tablas F(2,22,0.95) = 3.44.

QUE HA PASADO POR LA ADICION DE UNA SEGUNDA VARIABLE INDEPEN---

DIENTE (NOMBRANDOLA Xg)?

Hay varios criterios fitiles para responder esta pregunta de los

cuales veremos los mds importantes.
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1. EL CUADRADO DEL COEFICIENTE DE CORRELACION MULTIPLE, R®.

El cuadrado del coeficiente de correlacidén mGltiple R? es defi-

nido como sigue

R2 - Suma de cuadrados debido'é'la regresién [be

total (corregido) suma .de cuadrados.

Es expresado a veces en porcentaje, 100 R?, mientras mids grande
es el valor, mejor es la ecuacién ajustada, es decir el modelo
explica mejor la variacidén de los datos. Vamos a comparar el va

lor de R2? en cada paso del problema de regresidn.

PASO 1. Y = f(Xs)

ECUACION DE REGRESION : 100 R?
s i 2 _ 45.59 _ .
Y = 13.6215 0.0798 Xs 100 R? = 100 x zx"g7 = 71.44%

PASO 2. Y = £(Xs, X¢)

ECUACION DE REGRESION 100 R?

- | o B2 o 54.1871 _
Y = 9.1266 - 0.0724 Xg + 0.2029 Xg 100 R? = 100 X—g="grrg = 84.91%

Entonces hay un incremento sustancial en R?. Sin embargo este -
estadistico debe ser usado con precaucidn, puesto .que uno siem-
pre puede tomar R?> = 1. Tal como se menciond anteriormente cuan

do la regresion es perfecta

En resumen, dado que el nimero de observaciones es mucho mds -
grande que el nimero de variables X potenciales bajo considera-
cién , la adicidén de una nueva variable incrementaria el valor
de R2?, pero no incrementaria necesariamente, la precisidn esti-

mada de la respuesta.
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Esto es porque la reduccidn en la suma de cuadrados de residuos
puede ser mds bajo que la original, ya que un grado de libertad

es removido de los grados de libertad de los residuos.

Veamos el siguiente cuadro.

R? VARIABLES SUMA CUADRADOS GRADOS LIB. C.M
29,718 X, 1922459 15 128163.92
42.23 Xz, X3 - 1844400 14 131742.85

Vemos que aunque una variable extra ha sido incluida en el mode
lo de regregién, la media de cuadrados residuales la ha incre—--
mentado puesto que la variable extra produce una reduccidén en -
la suma de cuadrados 1922459 - 1844400 = 78059 < 12816392, por
la pérdida de un grado de 1ibertad; El valor de Rz ha -incremen-
tado un poco, sin embargo, los cuadrados medios han aumentado,

esos resultados los encuentra en el apéndice.
2. EL ERROR ESTANDAR DEL ESTIMADOR S.

Los cuadrados medios de residuos s?, es un estimador de o§x, la
varianza acercarde la regresidén. Adicionando una variable antes y

despues al modelo, podemos comprobar

El andlisis s = +Ycuadrados medios de residuos

Este estadistico indica que mientras mids pequeflo sea s, es me--
jor como estimador. Puesto que s puede ser cero, ‘incluyendo bas
tantes pardmetros en el modelo (asi como R? puede ser la unidad),
este criterio puede ser también usado teniendo mucho ciudado, -
puesto que hay pocas repeticiones y muchos grados de libertad -

para el error, las reducciones de s son convenientes. -
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En nuestro ejemplo

PASO 1 s = y0.7926 = Q.89
PASO 2 s = J/0.4377 =

0.66

es decir, la adicidn de X , disminuye el valor de s y se ha me-

jorado la precisidén de estimacién.

3. EL ERROR ESTANDAR DEL ESTIMADOR s, COMO UN PORCENTAJE DE LA
RESPUESTA MEDIA

Otra manera de ver el decrecimiento de s, es considerarlo en -

relacibén a ia respuesta. En nuestro ejemﬁlo

PASO 1. s como un porcentaje de la media Y_es
0.89/9.424 = 9.44 %

PASO 2. s como un porcentaje de la media Y es
0.66/9.424 = 7.00 %

Entonces la adicién de Xg¢ ha reducido el error estandar del es-
timador cerca del 7%, del centro de la respuesta media, para de
cidir si el nivel de precisidén es satisfactorio es necesario te

ner un conocimiento previo y ademds tacto personal.

EL CRITERIO DE LA PRUEBA F-SECUENCIAS (DEMOSTRANDO LA CONTRIBU-
CION ADICIONAL DE X¢ DADO QUE X ESTA YA EN LA ECUACION

Este método de evaluar el valor de X¢ como una variable adicio-
nada a Y = f(Xg) consiste en dividir la suma de cuadrados debi-

do a la regresibén en dos partes como silgue;
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CUADRO DE ANALISIS DE VARIANZA

FUENTE DE GRADOS SUMA DE CUADRADOS

VARIACION ~ LIBERTAD . CUADRADOS MEDIOS F-
Total (no co

rregido) 25 2284.1102

Media (bo) 1 2220.2944

Total (corre

gido) 24 63.8158

Regresidn 2 54.1871 27.0936 61.8999
Debida bg/b, 1 45.5924 45.5924 '104.1636A
Debida bg/bo,bs 1 8.5947 8.5947 19.6361
Residuos 22 9.6287 0.4377=s%

4,30 la adicidn de -

Puesto que 19.6361 excede a F(1,22,0.95)
X¢ ha sido significativa. Esta prueba-F es llamada prueba-F se-

cuencial.

EL CRITERIO DE LA PRUEBA-F PARCIAL

Otra manera de evaluar el valor de X; , es considerar el 6rden
de las dos variables en el procedimiento de minimos cuadrados -

por ejemplo, podemos preguntarnos

1. Si hubimos introducido X, primero en la ecuacidn, que contri
bucién habria hecho?
2. Dado que Xe fué introducida primero, cudl es la contribucidn

de Xy luego de ser adicionada a la ecuacidén de regresidn?

Esas preguntas son contestada mediante, cdlculos hechos en la -

siguiente tabla.
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CUADRADO DE ANALISIS DE VARIANZA

FUENTE DE GRADOS DE SUMA DE CUADRADOS F
VARIACION . LIBERTAD .= . CUADRADOS . MEDIOS

Total (no

corregido) 25 2284.7102

Media (bo) 1 2220.2944

Total (co

rregido 24 63.8158

Regresidn/b, 2 54.1871 27.0936 61.8999
Debida

be/bo 1 18.3424 18.3424 ~41:9063
Debida

bg/bo, bs 1 35.8447 35.8447 81.8933
Residuos 22 9.6287 0.4377

Note que la contribucidn del X¢ anterior es mids importante, que
o 7
su contribucidén después de que Xg ha sido introducida. Esto es

observado mediante el valor de F para Xg asi

PASO 1 - 104.1636
PASO 2 81.8933

Sin embargo Xg, es todavia la variable mids importante en ambos
casos, puesto que su contribucidén en la reduccidén de la suma de
cuadrados de residuos es el mds significativo, sin tomar en cuen

ta el orden de introduccidn de las variables.
ERROR ESTANDAR DE b'é

Usando los resultados dados en la seccidén 2.6, la matriz de va-

rianza-covarianza de b es (X!X)'j L o

Entonces la varianza de b, = V(b.) = C.. o?, donde C,, es el -
L i AL L4
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elemento de la diagonal, en ()('}()—1 correspondiente a la i-ési-

ma variable.

. - = 2 ,
La covarianza de b&’ bj = cov(bé,bj) Cij'c , donde Cij es el

elemento fuera de la diagonal correspondiente a la i-ésima fila
con la j-é&sima columna, puesto que (X‘X)_1 es simétrica;

C/(:j=cj‘((:.

La desviacién estandar de b es o)fﬁ;l, asi por ejemplo para -
las variables X,, Xs, Xg, el error estandar estimado de bs es ob

tenido asi:-

Valor estimado de la var bg S5%Cg s

3

(0.4377)(0.146207 x 10"
4

)
0.639948 x 10

n

(donde Cgg se obtiene de la primera matriz del lado derecho, co
rrespondiendo a la posicién (2,2), por ser Xs, la primera varia

ble en la ecuacidn, matriz de la ecuacidén 4.0.2)

Entonces la desviacidn tipica -estimada de bs es

Aar b = /0.639948 x 10°% = 0.008

LIMITES DE CONFIANZA PARA EL VALOR MEDIO VERDADERO DE Y, -DADO -

UN CONJUNTO ESPECIFICO DE EQUIS.

El valor predictado §A= bo- # biX; * suo #* prp es un estimador

de E = X O X .
e E(Y) Bo * Bi1X; * + p’p

La varianza de ?, V(bo + byX; + (oa bp’Xp =

V(bo) + X2V(b,) + ... + X;V(bp) + 2X; covar(be,by) * (.. *

b_).

2X p-1° "p

p-1Xp cov(b

Esta expresibén puede ser escrita convenientemente como sigue



135

en notacidén matricial, donde C = (X')()'1
V(Y) = ,OZCXACXO
= 02 E1 Xl e ij rCoo Col... C0p = r1 ]
C}o C:.ll."' C]lp Xl
C.. C....°C ihx
| pe Tpi 122 I
entonces, los limites de confianza de 1 - « sobre el valor me--.

dio verdadero de Y en X, son dados por

Y st {ap-1), 1 - 3 «) .5./XCKs

ejemplo, la varianza de Y para el punto X en el espacio
(Xg = 32, Xg = 22) es obtenido, como sigue:

var (?) = 52 (XiCXo)

2.778747 -0.011242 - -0.106098 1

3 3

=(0.4377)(1,32,22) | -0.011242  0.146207x10"> -0.175467x10"" || 32

-0.706098 0.175467)(10—3 O.478999x]0f2‘ 122
= 0.4377 x 0.704140 = 0.0045582

Los 1limites de confianza al 95% del yalor medio verdadero de Y

de X¢ = 22 y Xe = 22 son dados por
Y £+t (22,0975). s.¥ XiCXo,
11.2736 =+ (2.074) v0.045582

= 11.2736 * 0.4418
=> [[10.8318, 11.7154]

Entonces todos los intervalos al 95% de confianza construidos
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para el valor medio de Y para Xs = 32, X¢ = 22, el 95% de esos

intervalos contendridn el valor medio verdadero de Y.

De otra manera, podemos decir que hay una probabilidad de 0.95
que el valor medio verdadero de Y de Xg = 32 y X¢ = 22 estd en-
tre 10.8338 y 11.7154.

LIMITES DE CONFIANZA PARA LA MEDIA DE g OBSERVACIONES DADAS A -

UN CONJUNTO ESPECIFICO DE EQUIS;

Los limites son calculados de

Yd t .V, 1 - 3 «).s./ 3/g + XiCXe
donde, ‘g = # observaciones dadsas,

Por ejemplo, los limites de confianza al 95%, para una observa-

cién individual para el punto (Xg = 32, Xg = 22) son

Yt (22,0.975). 5. #1 + . XICX..

11.2736

i+

(2.074)(0.661589) /1 + 0.7047398]

11.2736 (2.074)(0.663589)(3.05078)

I+

11.2736 + 1.4418
=> '[3,8318, 12.7154]

+

13 T T T T T
Figura 4.3 A% B
g 13 o
I
- 10 -
g c
o
™ 9 o
o !
3
D
o—---o Vvalor predictado El .
. valor actual 0
: ” _
£

310

mes



CAPfTULO V

MODELOS MAS COMPLICADOS
5.0

Hasta ahora se ha tratado, regresidén lineal, con una variable --
independiente, la cual fué representada posteriormente en forma
matricial, pudiéndose trabajar en esta forma cuando se tienen -
mids variables independientes, teniendo en cuenta que los paridme
tros a ser estimados eran lineales encontrandoles intervalos de.

confianza, lo mismo para los Y estimados.

Luego se trabaj6é algebraicamente, con criterios para examinar -
una ecuacidén con dos variables independientes. En este capitulo
se veran modelos mids complicados, donde algunas de ellas, impli
can transformaciones en las variables y el uso de variables fal

sas.

Podemos escribir el tipo mids general de modelo lineal de las va

riables Xi, X,; a3y Xy en la forma

Y = Bolo *+ B1Z; + + B + £ 854043

Z
PP
Zo = 1 es una yvariable falsa, sin embargo algunas veces es con-

veniente matemidticamente tener Z, en el modelo, por ejemplo.

(Zy ;o Zygr woon Zp) 0 &7 1,2, oiu,y D

]

S—
-

.

»

»
~

.

Son n subindices de las variables'Zj, 5

1}
="
-

correspondientes a observaciones Y(é P ., N3 entonces -

cuando J # 0 y Zo; = 1
) )
Z . = z-.Zo ;>
¢ L
i=1 3% =1 9t
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y entonces puede ser representado por la expresidn general del

producto cruz

n
¢Z1Zf‘23‘

n
Si fueran escritas las ecuaciones normales. Note que . ) Z%i = T
i=1

cada Zj’ =1, ..., pes una funcién de X:, Xz, ..., Xk, es de
cir ,

Zj = Zj(X1, Xz, . vy Xk)
y puede tomar cualquier forma, en algln ejemplo Z; puede ser --

funcién de una variable.

Haciendo reareglos en la ecuacidén 5.0.1 pueden ser analizados -

por los métodos dados en las secciones 2.6. a 2.12

5.1 MODELOS POLINOMIALES DE VARIOS ORDENES EN Xj'
MODELOS DE PRIMER ORDEN.

7. Sip=1, y Z, = X en ecuacidén 5.0.7 obtenemos el modelo sim

ple de primer 6rden en una variable independiente.
Y = Bo + B1X + € Bl al

2. Sip=k, vy Zj = Xgobtenemos un modelo con k varialbes inde-

pendientes.
Y"': VBQ + lel + .BZ.XZ h e T kak 5.1.2
MODELOS DE SEGUNDO ORDEN

1. Sip=2, Z, = X1,2, = X* y B, = B11, Obtenemos el modelo de

segundo 6rden con una variable independiente

Y=Bo.+ 81X+811X2+€ 5.1.3
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2. Sip=25,2; =X, Zp = Xo, Z3 = X, Zy = _x%, Zs = XiXaz,

Bs = B11, By = Bz, Bs = B;,, obtenemos un modelo de segundo
o0rden en dos variables.

Y = Bo t+ B1Xy *_ngz + By X% + Bzgxg + B12X;X; + € 3.1.4

Modelos de segundo 6rden son usados en estudios de superficies de respuesta
donde se desea aproximar, las caracteristicas de algunas super-
ficies de respuesta desconocidas. Puede en algunos casos omitir
se algunos términos del modelo, cuando se tiene un conocimiento

de ciertos tipos de superficie.
MODELOS DE TERCER ORDEN
1. Sip =3, Z; =X, Z, = X*, Z; = X*, B, = B11, Bs = Bi1yobte-

nemos el modelo de tercer 6rden con una variable independien-

te
Y = Bo + B2 X + B11X?% + By11X® + € 5.1.5

2. Sup =9, el modelo de tercer 6rden se puede representar con

dos variables de la siguiente manera.
¥ = Bo * B;X1 + B2Xz BriX}i + ﬁgzxg + B12XhX2 + B111Xi +
B;gzxg + B};2X1X§ + 81}2X§X2+ € 5.1.6
La forma que se obtienen las betas es de acuerdo al subindice -
de las variables asi 34?2 es obtenido de’X;X% =_X1X2X2.
Un modelo general para k-factores X;, X2, ..;, Xk puede’ser ob-
tenido de manera similar. Estos modelos pueden ser usados en su

perficies de respuesta, aunque menos frecuentemente que los mo-

delos de segundo 6rden.
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Si se quiere utilizar mds variables puede hacerce de manera si-

milar a los modelos mostrados.

5.2 MODELOS QUE ENVUELVEN TRANSFORMACIONES DIFERENTES A POTEN--

CIAS DE ENTEROS.

Trataremos aqui modelos no vistos en la seccidén anterior, pero

siempre Gtiles en regresidn.
MODELOS OBTENIDOS POR LA TRANSFORMACION DE Xj

a) TRANSFORMACION RECIPROCA. Si en la ecuacidén 5.0.71 tomamos -

p =2, Z, = %; ,'Zz = %; , se obtiene el modelo
Y = Bo + Big— + Bap— + € 5.2.1
(o] lxl ZXZ e Lo

b) TRANSFORMACION LOGARITMICA. Usando p-¥ 2, Z = LnX, Z, = £nX,
de 5.0.7 obtenemos

Y = Bo * 81£”X1 + BZKnXZ + C 5.2.2

c) TRANSFORMACION RAIZ CUADRADA. Usando p = 2, Z; = X3/?, Z, = X3/?

de 5.0.1 obtenemos
Y = Bo + le’}-lz + BzX%./z + € Sl

Claramente se pueden hacer muchas transformaciones, teniéndose
de esta manera muchos modelos postulados, los cuales contienen
nuchos o pocos términos. La seleccidén de alguna transformacidén
puede ser hecha a partir de un conocimiento previo de las varia
bles en el modelo, para poderlas llevar en un momento.determing
do a un modelo simple, teniéndose después que llevarlas a las -

variables originales,haciendo la transformacién correspondiente,
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MODELOS NO LINEALES QUE SON LLEVADOS A UNA FORMA LINEAL

Podemos dividir los modelos no lineales (es decir no lineales -
en los pardmetros) en dos tipos esencialmente lineales y esen--

cialmente no lineales.

Un modelo esencialmente lineal, puede ser expresado, por conve-
niencia al transformar las variables, en el modelo lineal nor--

mal de Ec. 5.0.1

Si un modelo no lineal no puede ser expresado en esta forma, en

tonces es esencialmente no lineal.

Nosotros veremos, modelos esencialmente lineales y asi poderlos
expresar en forma matricial, donde habrid que utilizar transfor-

maciones sobre las variables dependientes e independientes,
Ejemplos
MODELO MULTIPLICATIVO
Y = «xBxIx§ e 5.2.4
donde «, B, y, 8§, son-pardmetros desconocidos, € es el error -

multiplicativo aleatorio, aplicando logaritmos naturales se con

vierte 5.2.4 en forma lineal.

B S
In Y = £n(«X1 XZ X3 €), por propiedades de logaritmo se llega -
as

£n Y = ne + BLnX; + yinX, + 8&nX; + Lne Bk s

siendo éste de la forma 5.0.1 y puede ser resuelto utilizando -
los procedimientos usuales de regresidén., Puede observar que pa-

ra obtener pruebas de significacién vidlidas e intervalos de con
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fianza para los estimadores, es necesario que £n € v N(o,Ic?),
lo cual se verificard al examinar los residuos de la ecuacidn -

ajustada.
MODELO EXPONENCIAL
Yy = eBo t B1Xy1 + B2Xz . 5.2.6
tomando logaritmo natural a ambos lados se llega a
2nY = Bo + B1X; *+ ByX, *+ Lne 5.2.7

MODELO RECIPROCO

..... ] .. =0
Y=g+ B1X; + B2Xz + € >+Es8
tomando reciproco a ambos lados tenemos
L I Bo + B1X1 + BoX, + € 52,9

Y

Para este caso la respuesta vendrd dada por el reciproco de la

variable dependiente.
OTRA FORMA DEL MODELO EXPONENCIAL

1

L= 1 + eBo + BJX; + ﬁzXz + € Sl

transformada a la forma lineal tenemos

=1 + eBo t B1X1 + Ba2X, + €

| —

1] = gfe * BaXa * BoXo + € aplicando logaritmos se

<

llega a

‘en(%’ S J) = Bo b BJXl ot VBZ'XZ + € 5.2.11
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Para poder aplicar minimos cuadrados en los modelos anteriores
se tiene la necesidad de transformarlos a la Ec. 5.0.1, para -
que los coeficientes asi estimados " sean estimadores de mini--
mos cuadrados " en la forma normal y encontrar su valor equiva-

lente en la ecuacidn original.

Ejemplos de esencialmente no lineales son:

- BoX

a) Y = Bo *+ Ba€ + €

b) Y = Bo + BiX + By + ¢

]

para a) tenemos

B2X

LnY = £n(Bo *+ Bi€~ He]

no pudiéndose transformar, es decir, no es posible ponerlo en -

la forma de la Ec. S.QQJ
5.3 EL USO DE VARIABLES FALSAS EN REGRESION MULTIPLE,
CONCEPTO GENERAL DE UNA VARIABLE FALSA

Las variables consideradas.en regresioén pueden tomar valores -
dentro de rangos continﬁos. Ocasionalmente es posible introdu--
cir un factor (término) el cual puede.tener'dos 6 mids variables,
En tal caso se puede introducir un factor el cual tenga dos ©
mids niveles por ejemplo los datos pueden provenir'de‘tres'méqui
nas 6 dos fabricas 6 seis operadores,'no pudiéndose establecer
una escala continua para la yvariable ' madquina " ' operador "
" fédbrica " ., Se asignan niveles a esas variables debido al he-
cho de que las mdquinas 6 fdbricas u operadores puedan tener

efectos deterministicos en la respuesta, los niveles usualmen--

te (pero no siempre) no tienen relacidén a-alglin nivel fisico --
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que podria existir entre ellas. Un ejEmplo de variable falsa -
se encuentra en la asignacién de la variable X, del término B,

en el modelo de regresién cuyo valor es la unidad. E1 uso de -
una variable falsa es pura conveniéncia, asi supongamos que de-
seamos introducir dentro del modelo la idea de que hay dos ti--
pos de mdquinas (A y B), que broducen diferentes niveles de rEé

puesta.

Una manera de hacer €sto es adicionar una yariable falsa Z y un
coeficiente de regresidn «, tal que aparece en el modelo un tér
mino «Z, Teniéndose que estimar « al mismo tiempo que los betas.

Los valores de Z pueden Ser.

Z

0 si la obseryvacibn es de la mdquina A

7 1 si la obseryvacién es de la madquina B.

o

Algunos valores distintos de Z ﬁodrian4ser convenientes, aunque
lo anterior es usualmente mejor. Otro ejemplo de asignacibn pa-
ra este caso. Supongamos que de un total de n observaciones mn; -
viene de la midquina A y n, = n - n; viene de la midquina B. Si -
se selecciona los niveles,

e o
Z = : - para mdquina A

' Eﬁlnz(ﬁl+ pz)]ljz
7 = N1 » para midquina B.

[min,(ny + 'nz'l:ll-/ ‘

Se encontrard que la columna correspondiente de la matriz X es

ortogonal a la " columna B, " y tiene suma de cuadrados unidad,

\
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NOTA

Si fué deseado tomar en cuenta tres midquinas distintas dos va--

riables falsas serian requeridas. Entonces tendriamos

(Z1, Z2) = (1, 0) para miquina A

(0, 1) para mdquina B

(o, 0) para,méquina C

y al modelo se:le incluirian los términos «;Z, + «,Z, con coe
ficientes =; y «, a ser estimados. Si deseamos, columnas las -
cuales sean ortogonales a la " columna B, " Yy que tienen suma

de cuadrados unidad.

(21, Z2) {na =
' [(ninz(ny + na)] /

, O} para miquina A

_’0 B P

[ﬁzns(nz + ns)jlfz

J para midquina B

_ (. n] < n2 : 2
= | para mé-

| [mins(n; + na)] npns(nz + ns)|

quina C

donde n;, n,, n3; son respectivamente, los niimeros de observacio

nes de miquinas A, B, C.

Asi de manera general cuando se tienen Y niveles, el nfimero de

variables falsas requeridas son Y - 1.
EJEMPLO DEL USO DE VARIABLES
EJEMPLO DE BLOQUES,

Tres plantas manufactureras hacen productos idénticos, pero di-

fiere marcadamente en la cantidad de agua usada en cada planta,
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La matriz de datos X es la siguiente

Xo X, X, X, X, Xs Y
1 0 X3,11 Xy,11 Xs,11 rAaE
1 0 X3,12 Ku,12 Xs,12 _ Y}z ‘
1 0 X3y13 Xyp28 " KXo yra Y313 -
1 0 Xa,14 X 10 : T Fay -
1 0 Xgvas Xu,15 Xs5415 | Yis
0 ] Xsfzi Xuy21 Xs,21 Y2,
0 1 X3,22 Xu,22 Xs5,22 szz
0 1 Xs;zs Xu}za' Xs}éa ,yza
0 1 Xs;zu A Xy 2 Xs,2u .qu‘
0 1 Xs;zs | PR Xs,25 Yo
0 0 X331 .Xk;314' Xs;sl Y31 -
0 0 Xs,32 Xu,32 Xs5,32 Ys2
0 0 X3,33 Xy,33 Xs5,383 - Y33
0 0 X3,34 Xy, 3 Xs,34 REY
0 0 X3y35 Xu,35 Xs5,35 Y3

e T T e T e SN VS Ny U N WO (W G VA G G W it WU §

En esta tabla por ejemplo Xs,12 representa el valor observado -
de la variable Xs en la primera planta cuandO'la'segunda.reqimg

ta Y;, es registrada. Note que para valores dados,

Xs0, Xuo ¥y Xso de X3, X4 y X5 la respuesta estimada Y;, en la -
planta N2 3 es

Y3 = bo + b3sXso + buXuo *+ bsXsg

La respuesta estimada en la planta N2 1 es

»N

x
Yo1 = Yos '+ by -

Y la respuesta estimada en la planta N2 2 es
X

la)
Yo2 = Yo3 + by

tq bi y bz estiman la diferencia en los niveles en la planta, -
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las cuales no dependen de X3, X, Xs.
TENDENCIAS DE TIEMPO LINEALES

Hay muchas situaciones donde las predicciones son hechas para -

un periodo futuro de tiempo.

Cuando se hace un estudio a menudo se encuentra tendencias 1li--
neales a través del tiempo y puede removerse tales tendencias -
usando variables falsas, Se ilustrarian dos casos 1) datos en -
los cuales hay una tendencia lineal simple, 2) datos en los cua

les hay dos tendencias lineales distintas.
CASO 1
Datos en los cuales hay una tendencia lineal simple

Los datos proporcionan los precios en centavos por libra de pe-
so vivo de pollos en intervalos iguales de tiempo, dados en la

tabla 5.1

Dos variables falsas son usadas, para remover la tendencia li--

neal de tiempo y son mostradas en la columna X y X' de la tabla

5.1
TABLA 5.1
PRECIOS (¢) POR LIBRA DE POLLOS VIVOS

et PRECIOS POR LIBRA X X
Enero 1955 29.1 1 ~-10
Mayo 1955 29.,0 2 -9
Sept. 1955 28.6 3 - 8
Enero 1956 28.1 4 -7
Mayo = 1956 28.6 !5 - 6
Sept., 1956 287 6 - 5
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Enero 1957 28,2 7 - 4
Mayo 1957 28.6 8 - 3
Sept. 1957 28.6 9 - 2
Enero 1958 28.1 10 . % 3
Mayo 1958 28.7 11 0
Sept. 1958 28.6 12 1
Enero 1959 26.9 13 2
Mayo 1959 _ 27.0 14 3
Sept. 1959 26.8 15 4
Enero 1960 25 16 5
Mayo 1960 25,9 17 6
Sept. 1960 25.6 18 7
Enero 1961 25.1 19 8
Mayo 1961 25 2 20 9
Sept. 1961 | 25.1 21 10

Aunque la columna centrada X' es la mejor puesto que es ortogo-
nal a la columna de unos en la matriz X, los modelos apropiados

en los dos casos son:

Y = Bo + B1X + (otros términos con variables independiente) + €

T T

552
- N . ' : = .=
Haciendo Xi = Xi - X, £ 51, vy n; de donde X& =X, + Xy sus
tituyendo en 5.3.2, obtenemos,
= Be BJ(XL + i) + (otros términos) + €
= Bo * 31Xi + B1X + (otros términos) + €
= Bo *+ B;i + Blii + (otros términos) + €
= By + B;Xi,+'(otros términos) + & , 5.3.3, donde
BL = Bo + B1X
Nota. Aqui, puesto que n = 21 es impar, la cantidad X: =X, - X

son todos enteros. Cuando n es par podemos usar en lugar de --

ello X! = Z(XL - X) para evitar fracciones ejemplo



X y 2 3 s, X=21

ya 2
= 1 1 1 1
o & e 7 I3
2(X, - %) =3 =t 1 3

CASO 2

Datos en los cuales hay dos tendencias lineales distintas.

Los datos econdémicos a menudo aparecen tener dos 6 mds tenden--
cias lineales. Supongamos, por ejemplo, que un grafico de envi-
os de un producto particular aﬁarecefen'la Figura 5,1 los datos
aqui ploteados son imaginarios y sin error, y son elegidos sola

mente para el uso de las variables falsas.

| | | | | 1 I i |
1 | o
12 |- -
2
v 10 p— -
3
2 8 [ N
a.
A ]
3 WL J
n
\91 2 - -
2 %
i N 1 1 ! 1 ! ! 1 I
1956 1957 1958 1959 1960
’ Afnos
Figura 5.1 ventas de producto A(1956-1960)
Figura 5.1

Deseamos determinar la pendiente, de las dos rectas y el punto

de interseccidén de las dos tendencias lineales, cuando este es
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desconocido.

EJEMPLO 1. EL PUNTO DE INTERSECCION ES CONOCIDO, PERO LAS DOS -

PENDIENTES SON DESCONOCIDAS.

Los yvalores de Y ploteados son sucesivamente 2, 4, 6, 8, 10, 11,

12, 13, 14, vy es conocido el buntO'de interseccidén siendo Y=10.

Para tomar en cuenta las dos pendientes; serdn necesarias dos -
variables falsas X; y X,, X; tomard valores igualmente espaéia—
dos para todos los puntos en la primera linea, siendo constante
en todos los puntos de la segunda linea. Hagamos X, en forma .-
opuesta. Entonces la matriz que toma en cuenta las dos tenden--

cias lineales estd dada por

NUMERO DE

Xo Xy - X2 Y
OBSERVACION ’

1 | 3 -4 0 2
2 1 =35 0 4
3 1 -2 0 6
4 1 -1 0 8
5 1 0. 0 .10
6 1 0 ] A1
7 1 0 2 12
8 1 0 3 13
9 1 0 4 14

Note que en la 5 observacidén en la columnas de X; y X,
(X3, X2) = (0, 0) que es el punto de interseccidén conocido. Con

sideremos el modelo
Y = Bo *+ B1X3 + B2X2 + € 5.3.4

donde by, representa la pendiente de la primera linea de tenden-

cia y b, la de la segunda, la cual comienza en la observacidn -
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a
cinco y termina en la nueve. El estimador de b, es, Y cuando

A :
X; = X, = 0, esto es, Y en el punto de interseccidén. Las ecua--

ciones normales para la Ec. 5.3.4 son

9b, - 10b; + 10b, = 80
-10bo + 30b; = =40
10b, + 30b, = 130

resolviendo esas ecuaciones, tenemos

A 3
1. E1 valor de Y en los puntos de interseccién‘'es dada por

b, = 10

2, La pendiente en la primera linea es dada por b

I
™~

|
(U}

3., La pendiente en la segunda linea es dada por b, =

EJEMPLO 2. UN METODO ALTERNATIVO CUANDO EL PUNTO DE INTERSEC---
CION ES CONOCIDO, PERO NO LAS PENDIENTES.

Usando los mismos datos como el ejemplo anterior, la matriz de

datos puede ser construida como sigue:

N2 DE OBSERVACIONES Xo X1 - X2 Y
] 1 1 0 2
2 1 2 0 4
3 1 3 0 6
4 1 4 0 8
5 1 5 0 s 1
6 1. 5 2 211
7 1 9 2 12
8 1 5 3 1.5
9 1 > 4 14

Esto proporciona estimadores de las pendientes como antes, pero

el término constante boserd el yvalor de Y cuando X; = X, = 0, -
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esto es el intersecto de la primera linea de tendencia,
EJEMPLO 3

EL PUNTO DE INTERSECCION Y LAS PENDIENTES SON DESCONOCIDAS.

Otra variable falsa X es necesaria, tomar para conocer el pun-

to desconocido de interseccidn.

(Se debe observar que se estan usando nuevos datos)

N2 DE OBSERVACIONES Xo X1 X2 X3 Y
1 . 1 1 0 0 2
2 1 2 0 0. 4
3 1 3 0 0. 6
4 1 4 0 Q 8
5 1 5 0 1 9.5
6 1 5 1 1 10.5
7 1 5 -2 1 11,5
8 1 5 3 1 12,5
9 1 5 4 1 13.5

Consideremos el modelo

Y = BoXo + B1X1i + B2Xo + B3X3 + € 5.0 D

El valor de B3 representa un cambio de ?aso el cual viene, a --
partir del grafico de la quinta observacién y es la distancia -
vertical de la segunda linea a la primera en ese punto, cuando
la segunda linea estd por encima (si estd situada debajo Bs ‘es

negativo).

Las ecuaciones normales para el modelo de la ecuacidén 5.3.5 son

9b, + 35b; + 10bo + Sbs - 77 .5

35bo + 155b; + 50bs + 25bs 347.5
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10bo + 50b; + 30b, + 10bs 12.5

5bo + 25b; + 10b, + 5bj WA

Resolviendo esas ecuaciones tenemos.

b, = 0 intersecto de linea N2 1
by = 2 pendiente de linea N2 1
b, =1 pendiente de linea N©¢ 2
bs | distancia vertical entre linea 1 y 2 en el quinto punto

2

de obseryacidén y segunda linea debajo de la primera.
Lo cual se muestra en la figura 5.2 el signo de bz (negativo) y
el hecho b, > b; indica que el punto de interseccidn estda a la

izquierda del quinto punto de obseryacibén. Esto ocurre cuando

o
X = 45
'e T | | T T T | | T T
16 p= —
14 | _
w12 |- linea N2 1 , n
o linea N®°
ol (b))
= 1 (b2) -
= ! s ) ;
o e ! b = - 5 (distancia de 1inea —
- | N2 2, antes de linea
o °F 4 -0 | N2 1) -
o o |
0 ol ! —
(@] |
At |
> 2 p- o
e |
Ha 1 I | 1 1 1 | I I 1
o 1 2 3 L 5 6 7 8 9 10 11
(1956) (1957) (1958) (1959) (1960) (1961)
anos

Figura 5.2 Uso de variables falsas; dos lineas, punto de interseccidn

desconocida.



CAPITULO VI

SELECCIONANDO LA MEJOR ECUACION DE REGRESIéN

6.0 INTRODUCCION

En este capitulo se utilizaridn solo procedimientos especificos

para seleccionar variables que forman parte de una ecuacidn de

regresidn.

Supdéngase que deseamos establecer una ecuacidén lineal para una

respuesta particular Y, en términos de las variables predicto--

ras X3, X2, ..., X,. Siendo estas un conjunto de variables de
s » Ak J

las cuales la ecuacidén va a ser elegida, incluyendo algunas fun

ciones tales como cuadrados y productos de ellas, siempre que -

fuese necesario. Dos criterios opuestos pueden usarse al selec-

cionar una ecuacidn, los cuales son:

1. Para
vos,
como
bien

2. Para

seleccionar una ecuacidén Gtil, con propdsitos predicti-

seria necesario que nuestro modelo incluyera tantas equis

sea posible, para que los valores ajustados puedan ser

determinados,

obtener informacién para un nimero grande de equis, im-

plicaria un gran costo, por lo que se buscaria una ecuacibn

’

con pocas equis.

En ambos casos se trata de seleccionar la mejor ecuacidn de re-

gresién, para lo cual no hay procedimiento Ginico. Lo que se hard

en este

capitulo es describir algunos procedimientos, aunque pa

ra algunos puede obtenerse la misma respuesta. Los procedimien-

tos son: 1) todas las regresiones posibles; 2) eliminacidn ha--
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cia atrds; 3) seleccibén hacia adelante; 4) regresidn paso a pa-

so.
6.1 TODAS LAS REGRESIONES POSIBLES

Este procedimiento es demasiado largo y no es posible realizar-
lo sin utilizar una computadora de alta velocidad. E1l procedi--
miento requiere ajustar todas las posibles regresiones, el cual
involucra X,, mids algGn nimero de variables X, Xz, T Xk‘
(Donde al conjunto usual se le ha aumentado X, = 1). Lo que nos
da un gran nGmero de ecuaciones, ya que cada variable tiene 1la
oportunidad de estar o no en una ecuacién, ya que para un niime-.
ro K de variables, en total seria Zk ecuaciones, asi para K = 4,
se tendria 2% = 16 ecuaciones las que tendrian que ser examina-
das. Pero este total de ecuaciones se ordena de acuerdo a algfin
criterio, por ejemplo el valor de R? obtenido por minimos cua--
drados, para poder tomar una decisibén acerca de la mejor ecua--
cidén, debemos comparar los valores de R?, por ejmplo, para aclé
rar esta situacidén usaremos los datos de cuatro variables (K=4).
Los datos y el ajuste de las diferentes ecuaciones, estan dados

en el apéndice .al final de este trabajo.

Las variables independientes son Xi, X2, X3, X4 y la variable -

respuesta Xs (Y), incluyendose‘siemﬁre'a Bo.
PROCEDIMIENTO

1. Diyidir las corridas en cinco conjuntos
Conjunto A, consiste de la ecuacibén con solamente el valor -
medio (modelo E(Y) = B.)

Conjunto B, consiste de cuatro ecuaciones con una variable
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(Modelo E(Y) = B, + Bixi)
Conjunto C, consiste de seis ecuaciones con dos variables --
(Modelo E(Y) = Bo + BLXL + Bij)

Conjunto D, consiste de cuatro ecuaciones con tres variables
(Modelo E(Y) = Bo + BLXL + Bij + Bka)

Conjunto E, consiste de la ecuacidn con todas las variables

(Modelo E(Y) = Bo t+ Bi1X: + 82X2 + B3Xs + BuXy)

2. Ordenar las ecuaciones de cada conjunto por el valor del cua
drado del coeficiente de correlacién méltiple, R?

3. Al examinar los valores y ver si hay un patrén consistente -
de las variables en las ecuaciones de cada conjunto, escogien-
do la que tenga, el mayor valor de R?*, del apéndice obtendre
mos:

CONJUNTO VARIABLES EN LA ECUACION 2

»

B X = £(X2) 39.8%

C Y = £(X2, Xu) 57.42%
AN < ]

D Y = £(X3, X2, X4) 63.19%
A . N

E T = f(xls Xz, XS’ X#) 76.70%

Puede suceder que un conjunto de los cinco, puede haber dos ecua

ciones con prédcticamente el mismo valor de R?. Hay necesidad de

examinar los resultados, luego que las variables de ese conjun-

to han sido introducidas y verificar cual R? proporciona mids -

ventajas, pudiendose para ello examinar la matriz de correla---

cién, para ver cuales son las mids altamente correlacionadas y -

atn asi, podria haber una inconsistencia de seleccionar una de

las dos ecuaciones, que dependerd para seleccionarla del esta--
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distico que efectfia el trabajo.

El analisis de todas las ecuaciones posibles no porporciona una
respuesta clara del problema. Si todas las regresiones son da--
das en un problema grande; una revisién de los cuadrados medios
residuales, como el incremento del niimero de variables en la re
gresidén, indica el mejor punto de corte para el nGmero de varia

bles en la regresidn.

Por ejemplo, el problema de los cuadrados medios residuales, pg
ra todos los conjuntos de " r "  variables, puede ser calculado

y ploteado contra r. Asi tenemos

r - CUADRADOS MEDIOS RESIDUALES PROMEDIO S2(r)
1 195460, 128166.67, 211160, 176493.33 177820
2 116650, 196521.43, 165642.85, 131742.86,
97100, 186728.57. ' 149064 .28
3 99984.62, 90400, 160238.46, 9166154 110571.15
4 61983.1 61983, 1

Al plotearlo queda asi

SZ (I‘) T T T =
2005000 . i
“\
1505000 f e
" .
\'\
100,000 } ~a, A
S,
.
50,000 [ pans -
] 1 (]
1 2 3 4

r = N2 de variables

Figura 6.1



Para este caso las cuatro variables deberian ser incluidas, sin
embargo este procedimiento admite solo una guia a seleccionar -
variables a entrar en la ecuacifén de regresidén, no eligiendo al
conjunto especifico de variables y el procedimiento no garanti-

za, que no hay un mejor conjunto de k variables (k < r).

Para ajustar la ecuacibén de regresién el nimero de variables po
tenciales y éste nimero es grande, es decir, mds grande que --
k = 10 y el nGmero de datos, mids grande que k, digamos 5k 6 10k,
el ploteo de S?*(r) es muy importante cuando se hacen todas las

regresiones.

La ecuacién de regresidn que inyolucra mis variables independien
tes de las que son necesarias para ajustar satisfactoriamente -
los datos, es llamada sobreajustada. Cuando mds y mds variables
vayan siendo adicionadas a la ecuacidén y ajustadas, los cuadra-
dos medios de los residuos tendridn a aproximar y estabilizar el
verdadero valor de o?, cuando el ntmero de variables es incre--
mentado, provocando que todas las variables importantes han si-

do incluidas.

Esta situacidén es ilustrada en la figura 6.2

s2(r) ¢

el nmjor*\\’
estimador

2.
de o©

Figura 6.2
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Nota. En general, el andlisis de todas las regresiones, es qui-
z4 incierto. El1 estadistico ha visto todas 1las probabilidades 4
significa que ha examinado muchas ecuaciones de regresiones, --
consumiendo mucho tiempo, siendo preferible, procedimientos que

llevan menos tiempo.
6.2 PROCEDIMIENTO DE ELIMINACION HACIA ATRAS.

Este procedimiento es una mejora del método " todas las regre--
siones ". Este método no permite el andlisis de todas las regre
siones, solamente de la " mejor " regresidn, conteniendo un -

cierto nimero de yariables,
Los pasos badsicos en el procedimiento son estos:

1. La ecuacidn de regresidn conteniendo todas las yvariables es

obtenida.

2. El1 valor de la prueba F parcial es calculado, para cada ya--
riable, tratada como si fuera la Gltima variable a entrar en

la ecuacidén de regresidn.

3. El1 valor de la prueba F parcial mds bajo, digamos F,, es com
parado con un valor preseleccionado, de nivel de significa--
cidén F,

a) Si F, < F,, removeriamos la yariable X;, la cual sale debido

1
F y se recalcula la ecuacidén de regresidén con las wvariables

1’
restantes.
b) Si Fl > Fo,, adoptamos la ecuacidn de regresidn calculada.

Se utilizardn los mismos datos que el procedimiento anterior,

Primero, encontramos la regresidén completa con todas las varia-
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bles independientes. La ecuaci6én encontrada es
Y = £(X,, X2, X3, Xy) = 6360.4 + 13.07X; + 0.21X; - 126.69X3 - 21.82X,

Estejnocedhﬂento forza un ordenamiento de las variables hacia la
regresién. El1 modelo asi obtenido ajustado primero a X; -, énton
ces Xz, entonces X3, y finalmente X,. Para poder eliminar varia
bles debe tener en cuenta, la contribucién de cada una de las -
variables XJ; X2, X3 y X4, @ la suma de cuadrados en la regre--
sidén, como si cada una estuvo en la filtima posicidén. Los valo--
res F parciales mostrados en el apéndice proporcionan medidas ~ -

de esas contribuciones.

Usando la prueba F parcial, elegimos el mds pequefio valor y lo

comparamos a algunos valores criticos de F, basados en un niyel

predeterminado, «. En este caso el valor critico para « = 0,05,
es F(1, 12, 0.95) = 4,75. El mas pequefio F parcial, es para la
variable X3, siendo su valor calculado F = 6.96, siendo su va--
lor mayor que el valor critico 4;75, por lo que la ecuacidn da-

da se adopta, es decir

o :
Y = 6360.4 + 13.87X; + Q,21X2 ~ 126,69X3 - 21.82X,

Nota. Este es un procedimiento satisfactorio, en general, esbe«
cialmente para quienes les gustaria ver todas las variables en

la ecuacibén. Es mds corto el tiembo para hacerlo y mds potente

que el método." todas las regresiones '". Sin embargo, si los da
tos provienen de una matriz X'X, la cual estd mal condicionada,
es decir, es casi singular, entonces este procedimiento puede -
darnos errores de redondeo. Creemos que este procedimiento es -

ligeramente inferior, que el que va ser dado, aunque es un exce
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lente procedimiento. Pudiendose utilizar t® en lugar de F
6.3 PROCEDIMIENTO DE SELECCION HACIA ADELANTE.

Este procedimiento de seleccidn, se llega a una conclusidn simi
lar, trabajando en otra direccién, esto es, introduciendo Varii
bles, hasta que la ecuacién es satisfactoria. El orden de inser
cién es determinado, por el uso del coeficiente de correlacidn

parcial, como una medida de importancia de las variables, que -

no estan todavia en la ecuacifn.
El procedimiento bdsico es como sigue:

Primero; seleccionamos la X mds correlacionada con Y (suponga--
mos que es X3) y encontramos la ecuacién lineal de primer Orden
§ = f(X;). Encontramos el proximo coeficiente de correlacidén --
parcial de Xj(j # 1) y Y (después de la asignacién de X;). Matg

miticamente esto es equivalente a encontrar la correlacidn en--

tres
a) Los residuos de la regresidn ?.# £f(X1) vy
R T
b) Los residuos de otra regreSién.Xj ='fj(X1) (;a cual actual--

mente no estid calculada). El Xj con el mas alto coeficiente -
de correlacidén parcial con Y, es ahora seleccionado, digamos
X2, ¥ Si,§,= £(X1, X2) es ajustada. Este proceso continfa -
asi, si X3, X2y ..., X, estdn ya en la ecuacibdn de regresidn

q
los coeficientes de correlacidn parcial son entre:

B
a) los residuos de la regresién Y = f(X,, X2, ..., Xq) b4
b) los residuos de otra regresiénvxj = fj(Xl, Koy «sxa Xq)

(§ > q). Para la entrada de cada variable en la regresidn --

los siguientes yalores son examinados:
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R2?, el coeficiente de correlacién mdltiple.

El valor de 1la prueba F barcial, ﬁara la variable mas recien
temente ingresada; la cual muestra, si suma una cantidad sig
nificante de yariacién, sobre las variables removidas previa

mente en la regresiodn.

Tan pronto como el yalor F parcial, relacionado con la vyariable

que ha ‘ingresado recientemente, parece no ser significante el -

proceso finaliza.

Usaremos los datos de los procedimientas anteriores.

El andlisis es como sigue:

1

‘Calcular la correlacidn de todas las yariables'independien--

tes, con la respuesta, seleccionar como primera variable de
entrada a la regresidén, la mids alta correlacionada con la -
resbuesfa;-Al,examinar“la-matrizAdéfcorrelaciénieﬁ%él’apendi
ce;.demUestra.que X2 es la mids alta correlacidnéda con'Y = ~-
(Xs) -

Tzs = 0.63074956 - 8 T25 = 0.631

Hacer la regresidén Y con X» y obtenemos la ecuacidn de mini-

mos cuadrados, cuya ecuacidn es -
N _ 1
Y = 2273.7 + 0.0799X,

El valor. del recubrimiento de .la pruebafF es .  significante

para « = 0.05 ya que, el valor calculado de F = 991 es ma--

- yor que F(3,15,0.95) = 4.54,

Calcular'el.cqeficienteIde correlacidn parcial, de todas las

- variables que no estidn en la ecuacidn, con la respuesta.
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Elegimos como la pr6xima variable a entrar en la ecuacibn, -
la que tenga el mids alto coeficiente de correlacidn parcial.
Esta es la variable X4, ver apéndice donde el cuadrado de --
coeficiente de correlacidén parcial de Xy con Y(Xs), dado que

X2, estd en la regresidn, su valor es
2 -
Ths~2 = 0,2928

Con X4, asi como X», ya en la ecuacidn de regresidn de mini-

mos ‘cuadrados Y = f(Xp, Xu), = Y = 4600.8 + 1.6061X> - 1.062Xy

Esta ecuacién tiene un porcentaje de R? de 57.42% (ver apén-
dice) el cual es significante, ademds tenemos un valor F=9.44,
el cual excede a F(2, 14, 0.95) = 3.74 (excediendo también a

F(2, 14, 0.99)

6.51), por lo que el proceso continGa, es -

decir X, queda en la ecuacidn de regresidn.

Ahbra se encontrard el cuadrado de los coeficientes de corre
lacidén parcial de todas las variables, que no estan en la re
gresidn con la variable respuesta (ver apéndice). La varia--
ble a ingresar es X;, cuyo valor de correlacidén parcial, cuan

do X, y X4 estan ya en la regresibén es
2
Xl 5ol = 0.0522897

La nueva ecuacién es Y = f(X1, X2, X4) = 3865.9 - 0.2431X,

+ 1.5265X, - 0.9688X4, el porcentaje del coeficiente de éo—-
rrelacidén mGltiple, R?, 57.42%, se incrementa a 63.]9%,.sieg
do la adicidén de X,, estadisticamente poco significante, el
valor F parcial de X; es 2.04, (ver apéndice, 1la ecuacidn -
que tiene esas variables), el cual no excede a

F(1, 13, 0.95) = 4.67, ni a F(1, 13, 0.99) = 9.07, entonces
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X, seria rechazado y el proceso terminado.

El andlisis completo de la tabla de varianza es asi:

FUENTE gl -ad cm
Total 12 3192631
Debido a la
regresidn 4 2448834
Debido a X; 1 1270172 1270172
Debido a Xu/X, B 563099 563099
Debido a X;/Xz, Xy 1 1454341 1454341

La tabla llega, hasta aqui, pudiendose observar que cuando una
variable, pasa a formar parte de la ecuacidén la suma de cuadra-
dos disminuye, mientras que si queda en la ecuacidn, la suma -

aumenta, por lo que la ecuacidn es
A
Y = 4600.8 + 1.6061X,; - 1.0062X,4

Nota, Este procedimiento es bdsicamente una buena idea, lleva -
menos -tiempo de computadora, que los procedimientos anteriores.
Una desventaja es que si hacemos un esfuerzo de explorar el --
efecto de una nueva variable, es dificil hacerlo, esta dificul-

tad es superada por el procedimiento paso a paso.

6.4 PROCEDIMIENTO DE REGRESION PASO A PASO

Este procedimiento es wuna versidén mejorada del procedimiento -
" hacia adelante '". Mejora en el re-andlisis, en cada etapa de
la regresién de las variables incorporadas en el modelo en eta

pas previas.

Al revisar, el criterio F parcial, para cada variable en la re-

gresién es calculado y comparado, con un valor apropiado de la
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distribucidn F.

Esto proporciona un juicio de la contribucidén hecha por cada va
riable, como si ha sido la variable recientemente ingresada, in

dependiente de la posicidn de ingreso en el modelo.

Alguna variable, que no da una contribucidén significante, es re
movida del modelo. Este proceso contintia, hasta que no haya méis

variables que ingresen y no mds sean rechazadas.

Paso 1. Comienza con la matriz de correlacidén simple y entra en

la ecuacidén, la mds altamente correlacionada con la respuesta.-
Aqui X, como en el procedimiento de seleccidén ' hacia adelante',

Paso 2. Usando el coeficiente de correlacidn parcial como antes,
ahora se selecciona como la prdxima variable a ingresar en la -
regresidén, ~ 1la variable X, cuya correlacidén parcial con la -
respuesta es mds alto. Para este caso Xy, como en el procedi---

miento " hacia adelante ",

Paso 3., Dada la ecuacidén de regresidn § =Af(Xq, X2), el método

examina ahora la contribucidén que X, tendria, si X, ha ingresado
12 y de 2da. a X,. (El procedimiento " hacia adelante " no hace
esto). Puesto que el valor de F parcial es 13.27, el cual es sig
nificante para « = 0.05, puesto que F(1, 14, 0.95) = 4.60 por -
lo que X4 es retenida, los valores de F pueden verse en el apén

dice, siendo el valor de F,como F secuencial.

El método selecciona la prdxima variable a ingresar, la mds al-
tamente correlacionada parcialmente con la respuesta, Esta es -
la variable X;, donde el cuadrado de su coeficiente de correla-

cidn parcial es 0.0522, Puede verse al final en el apéndice.
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Paso 4. Una ecuacibén de regresidén de la formévY = f£(X,,X,,X;)
es ahora determinada por minimos cuadrados; la variable X; in--
gresa con un valor F secuencial de 2.04 (coincide F parcial) el

cual no excede a F(1, 13, 0.95) = 4.67.(Ver apéndice)

Por lo que X,; es rechazado y termina el proceso, quedando la --

ecuacion.

Y = 4600.81 + 0.203431X2 - 21.56737X,

OPINION. Hasta ahora es el mayor procedimiento estudiado, pero
puede ser mal utilizado facilmente por un estadistico princi--—-
piante, requiriendo una opinidén sensata en la seleccidn inicial
de las variables y un andlisis critico del modelo a través de -

la observacidn de los residuos,
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Para el uso de este apéndice, al inicio se encuentran la tabla

de

datos, la matriz de correlacidn [donde cada columna corres--

ponde, al 6rden que llevan las variables en la tabla de datos,

asi el valor 0.4362975 corresponde a'r;. {1 de la fila ¥y 5 sub-

indice de la variable en esa columna) ], los coeficientes de co-

rrelacidén parcial.

Luego las tablas de cada una de las ecuaciones, donde encontra-

mos:

a)

b)
c)

d)
e)

f)

g)
h)
i)

La

yariables independiente(s) y dependiente, el niGmero indica --
el subindice de la variable en la ecuacidn.
BETA: son los coeficientes de la ecuacidn de regresidn
T-DIST: es la distribucién t, para el uso en este trabajo, -
se utiliza como t? = F, llamédndosele F parcial o F secuencial.
Y INTERCEPT: es el intercepto de la ecuacidn
MULTIPLE-R: es la raiz cuadrada de R? (coeficiente de corre-
lacidn maltiple)
SSR: regresidn
SSE: residuos

F: valor F

S: desviacibn estandar

suma total se obtiene sumando f) con e)



una industria se tuvierdn las sigulentes variables:

promedio mensual de temperatura (°F)

costo total de produccién (M libras)

nimero de dias operados en planta por mes

nimero de personas mensualmente pagadas

Xs = es el uso del agua mensualmente (en galones)

Datos originales

TABLA
X3 X2 - X3 Xy Xs =
1 58,8 7107 21 129 3067
2 65.2 6373 22 147 2828
3 70.9 6796 22 153 2891
4 77 .4 9208 20 166 2994
5 79.35 14792 25 193 3082
6 81.0 14564 23 189 3898
7 71 .9 11964 20 175 3502
8 63.9 13526 23 186 3060
9 54.5 12656 20 190 3217
10 39.5 14119 20 187 3286
11 44 .5 16691 22 185 3542
12 43.6 14571 & 206 5125
15 56.0 13619 22 198 3022
14 64.7 14575 22 192 2922
15 73.0 14556 21 191 3950
16 78.9 18573 21 200 4488
17 18 .4 15618 2.2 200 3295




L & O

1.00000000
-0.02410741
0.43762975
-0.08205777
0.28575758

MATRIZ DE CORRELACION

-0,02410741
1.00000000
0.70573055
0.91847987
0.63074956

0.43762975
0.70573055
1.00000000
0.03188120
-0.08882581

-0.08205777
0.91847987
0.03188120
1.00000000
0.41324613

COEFICIENTES DE CORRELACION PARCIAL

s

Coeficientes de correlacidén parcial al cuadrado para

A
cién Y = f(X2), para las variables no en la ecuacidn

sidén.

VARIABLE N@ COEFICIENTE (r?)

0.1505109
0.0406178
0.2928

Coeficientes de correlacidén parcial al cuadrado para
cién Y = f(X,, Xu4), para variables no en la ecuacidn
sidn.

VARIABLE N2 COEFICIENTE (r?)

1 0.0522897

3 2.7547x10°4

0.28575758
0.63074956
-0.08882581
0.41324613
1.00000000

la ecua-

de regre

la ecua-

de regre
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