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J N T R O D U e C IÓ N 

En el presente trahajo s e : l1 l1pl una de ffil más grrtndes a plra 

ciones de estudi ante, la cual era trabajar en la par t e aplicada 

de la Matemáti ca, habi endo escogi do por tal motivo la rama de -

Estadística, específicamente e l tema de Análisis de Superficies 

de Respues ta, que es de gran utilidad e n el campo de l a investi 

ga ci6n, industria, ciencias sociales et c. 

Es de h ace r no tar que e n análisis de regr sión el prob l ma f un

damental es la solución de u n sist ema de ecuac iones, las cuales 

son ll amadas ecuaci on es normales . Las r espuestas obtenida po - 

drán variar (por er ror es de redon deo), dependi endo del método -

utili zado pa ra r eso lverlas o del e quipo de computación util iza 

do. 

En e1. capítulo 1, se e studia el ajuste de una recta por mínimos 

cuadrados a un conjunto de datos, calculando los estimadores de 

la ecuación verdadera. Examina ndo la precisión de la ecuación -

en cuadros de análisis de varianza (ANAVA ), definiendo pruebas 

para significancia de los estimadores encontrados , y erro res -

cuando hay datos repetidos . 

En el s:apítulo II, s e estudia la utilización de matrices para en-

contrar los estimadores, como su utili zación en tablas de análi 

sis de varianza, ensayos de hipótesis, asignar pesos y se en--

cuentran sesgos en los estimadores. 

En el ,=apítulo III , est ud i o de la normalidad o anormalidad, de los 

residuos, que son e rr or es de la s diferencias entre los valores 

observados y aju stados, en sucesión de ti empo en forma gráfica 
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y una medi da de esas anormaljdad es . 

En e l capitulo IV, s es t udia]a r e oresión mGltiple co n dos va

riabl es , primero una ecuación con una va riable, luego ingr es an

do l a segunda, es deci r , como una sucesión de lineas, dando pro 

ced imientos para examinar l a contr ib ució n de cada una de ellas 

en la e cu aci ón . 

En e l capítulo V, se es t udia la r egresjón con modelos exponen -

ci a l e s , polinom i ales, potencia l es y también se hace un pequeño 

estudio de l a ut ilización de va r iables f alsas . 

En e l capí tu lo VI , se estud i a l a parte medular de este trabajo, 

en c on tra r l a me jor ecuación de regresi ón , des cr i bi endo var i o s -

p r oc edimient os s i en do : 1 ) todas las r egresion es; 2) p ro ce dimie~ 

t o de el iminación ha cia a tr ás; 3) pr oce d i miento de se l e cción -

hacia ade lante; 4 ) procedimiento de r e gresión paso a paso , Se -

analiza la convenIenCIa de unos y de o t ro s . 

Finalmente qui e ro d e jar constanci a de la co l abo r a ción a l a s p e~ 

son as que a yudaron a la e laboración d e est e tr abajo: es pecial -

mente al Lic. Dan i el Flores De Paz , a se sor; Sra . Miriam de Yá-

nez , part e mecano gráfi ca ; Sr . Mauricio García, g r áfi c os y a la 

Univ e r s idad Polit écnica por pe rm i t i rm e e l uso de s u c omput a dor 

HP 3000, p a ra ob t ener las ecu a cione s qu e van en e l apén d i ce de -

este trab a jo, 
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CAP TUL O 

AJUSTANDO UNA RECTA DE MÍN IMO S CUADRADOS 

1. 0 INTRODUCCION 

En la industria d e ho y s e e ncu entr a n pr oc es os gra nd e s o pe qu e -

ño s , en los cuales se pue den hacer mediciones de sus dife rentes 

estados ( e t a pas) y se reco p ilan esos datos en t a blas, no se es

ta int e r e s a do en como r e col e ctar esos datos, sino las relacio-

nes que se pue den dar en las variables de la tabla de datos, y 

poder observar que un cambio en una de esas variables, puede 

a fectar a las otras, por lo que es necesario exa minar sus efec

tos, de alli que pueden hac e r relaciones simples entre los esta 

dos (etapas) fi s icas consideradas . Pudiendo a menudo existir 

una relación funcional entre las variables, la cual puede ser -

complicada determinar o descubrir e n términos simples, pudiend~ 

se aproximar, por ejemplo con un polinomio, el cual puede conte 

ner la variable apropiada, y puede ajustarse o graduarse a la -

función verdadera, para luego poder apreciar la separación y 

efectos producidos en los c ambios hechos en las variables al 

e x aminar la función aproximada con la función verdadera. 

Un ejemplo s imp l e de este proceso imPlica la construcción de una 

linea recta con parámetros desconocidos que se obtiene, a par- 

tir del conjunto de observaciones (Xl,Yl),(xz,yz), ... , (xn'Yn)' 

donde su construcción se verá más ade l ante . O un modelo más com 

plicado, es cuando se tiene una vari able Y y dos variables Xl, 

X z que nos da una ecuación de un plano . Dentro de los conoclinien 

tos básicos de analisis de regresión que utili zar emos estan alge-



bra de matrices, ideas de parámetros, estimadores, distribucio

nes especialmente la normal, media y varianza de un rango vari~ 

ble, covari a nza ent r e dos variables, hipótesis simples, pregun

tas de uno o dos lados de prueba t ó prueba F. 

Lo que se pr e tende es resolver problemas prácticos de regresión. 

Así aquí v emos ob s ervacione s tomad as con intervalos de una pla~ 

ta de vapor de una industria. Donde se nan obtenido los datos de: 

1. Depósito de vapor usado mensualmente 

2. Depósito de glicerina cruda hecha 

3. Días de calendario por mes 

4. Días operados por mes 

5. Días debajo de 32°F 

6. Promedio de tempera tura atmósferica (0 F) . 

Podemos distinguir dos clases .de variables en una tabla de datos. 

Las variables serán llamadas independientes y de~eridientes, que 

son valores observados, a diferencia de que cuando .se ·nacen cam 

bios en la variable independiente, producen cambios en la varia 

ble dependiente (o de respuesta). En general estamosinteresa-

dos en encontrar como los cambios en las variables ind~pendien

tes afecta los valores en la variable de respuesta. Si podemos 

descubrir una relación simple entre las variables. 

1.J DOS ILUSTRACIONES 

Así en muchos trabaj os se desea inyesti.gar como el cambio en 

una variable afecta a otra variable, algunas veces dos vari~les 

son alcanzadas por una relación lin eal exacta. Por ejemplo, si 

la resistencia R de un circuito simple es considerada constante, 

1 a variable 1 varía direc tamente con el vol taj e, por apl-icación 
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v 
de la ley de Ohm; 1 = R ' Sl no estamos seguros de la ley de Ohm; 

podriamos obtener la relación emp1r1ca, haciendo cambios en v y 

observando 1, al mismo tiempo que R es fijo y entonc e s se ten--

dría_~ diagrama de dispersión de 1 contra v, que es más o menos 

una linea recta cerca del origen. 

Decimos "más o menos", porque aunque si bien la relación lineal 

no es exacta, nuestras medidas pueden estar suj etas a errores in-

significantes y entonces el diagrama de los puntos no caería 

exactamente en la linea verdadera y deberían variar alrededor -

de ella. 

Para obtener un resultado de la predicción de 1 para un valor -

particular de v, usariamos la linea recta que pasa por el ori--

gen. Algunas veces la linea recta no es exacta (debido a los 

errores), pero todavia no podemos significarla bastante. 

Otro ejemplo cuando queremos considerar peso y altura de varo-~ 

nes adultos en una población dada. Si plateamos el par (x_Jl ,x2) = 

(alturas, pesos). El diagrama yiene dado en la figura 1.1 

Note que para alguna altura dada hay un rango de pesos y vice--

versa. Esta variación en los rangos, será parcial~ente debido 

a los errores en las medidas. Pero podemos notar que el prome--

dio observado de peso para una altura dada incrementa cuando su 

altura incrementa. Este valor promedio observado de peso para -

un valor observado de altura (cuando la altura varía) es llama~ 

da la curva de regresión de peso en altura la que se denota por 

X2 = f(Xl). PudiendQse definir tambien una curva de regresión -

por Xl = g(X2)' Asumiendo que en general son las mismas, además 

que ambas son lineas rectas. La utilidad de una ecuación es por 



4 

ejemplo, si desconocemos peso, lo podemos estimar a partir de -

la linea de regresión de peso en altura. Cuando una variable x 

se relaciona con una variable y es usualmente llamada una ecua-

ción de regresión, la cual es estimada cuando la relación entre 

ellas es desconocida. 

FIGURA 1.1 

• • 
• • 

• 

• • • 
• 

• • • 

Consideremos el gráfico en la figura 1.2 1 es obviamente no li--

neal en el rango O < x ~ 100, sin embargo Sl se esta interesado 

en el rango de O < x < 45, la relación es una linea recta 1 en -

ese rango de observaciones, pero no podrian estimarse valores -

mayores de 45, aunque es posible ajustar una linea recta en ese 

intervalo. 
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FIGURA 1.2 

y 

35 - _____ _ 

45 100X 

Similares observaciones pueden hacerse cuando tenemos más de una 

variable independiente. Supongamos que queremos e~aminar una 

respuesta Y que depende de las variables Xl'~2'" "xk ' 

Determinamos una ecuaci6n de regresi6n con los datos los cuales 

cubren una regi6n del espacio y vamos a suponer que: 

X - = (XlO,x ZO ' ... ,X . ) cae fuera de la región cubierta por los ° . K o 

datos originales, entonces podemos obtener un valor estimado de 
A 
x (x o) rrepresentado, asi el valor estimado de x o ] para la res-

puesta de Xc, pero alguna vez puede suceder que el punto caiga 

más alla de la región, como se puede ver en la figura J .3, don-

de hay puntos de la regi6n para los cuales 1 < Xl ~ 9 Y para 

los cuales 2.4 < x 2 < 6.3. 

Para un punto p, esta fuera de la región~ y se complica más cuan 
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do aumenta el número de dimensiones; lo que haría más dificulto 

so hacer predicciones . 

FIGURA 1.3 

I 
X2 I 

I 
. P 

6.3 

2.4~ ____ ~ __________________________________________ ~ 

9 Xl 

1.2 REGRESION LINEAL: AJUSTANDO UNA LINEA RECTA 

Para ajustar una ecuaci6n de una linea recta, podrá ser obteni -

da por el método de mínimos cuadrados cuando los datos son pre-

cisos. 

Consideremos las siguientes 25 observaciones de datos Y Lvapor 

encerrado usado por mes) y Xs = (temperatura atmosféiica en °F). 
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TABLA 1 . 1 

NUMERO DE 

OBSERVACIONES Y Xe 

" 1 10 . 98 35.3 

2 11. 13 29. 7 

3 1 2 . 51 30.8 

4 8 . 40 58 . 8 

5 9 . 27 61 .4 

6 8 . 73 71.3 

7 6 . 36 74 . 4 

8 8. 50 76.7 

9 7 . 82 70.7 

10 9 . 14 57.5 

11 8 . 24 46.4 

1 2 12. 19 28.9 

13 11 . 88 28.J 

14 9 .57 39. J 

1 5 J,O • 94 46.8 

16 9. 58 48.5 

1 7 10.09 59 . 3 

18 8 .11 70 .0 

19 6.83 70 . 0 

20 8 . 88 74.5 

21 7.68 72. J 

22 8.47 58. J 

23 8.86 44 . 6 

24 10.36 33.4 

25 11 . 08 28.6 

Ver gráfico en figura J.4 
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FIGURA 1.4 

y 

1 3 

• 
• 

12 

• 
y = 13.623005 - 0.079829X s 

• 
1 1 • 

• • 
1 O • 

• 

9 • .-
• 

• • • 

• s 

• 
• 

7 

• 

• 

6 

1 O 20 3 O 40 50 6 O 7 O .80 

X = Xa E 
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De donde asumiremos que qUlen mejor la representa una linea rec 

ta de regresión de Y en la variable X, que tiene la forma 

So + SIX, la cual podernos escribir corno 

1 . 2 . 1 

que esta ecuación de prlmer orden(1). Donde X es la variable in 

dependiente que le corresponde un valor Y de la forma So + BIX, 

más un valor E, que seria la diferencia entre cada observación 

de Y Y el valor de Y de la linea verdadera o la linea media, --

pudiendose llamarsele desviación. 

Esta ecuación será nuestro modelo matemático, en donde So y SI 

son parámetros del modelo. 

(1) Nota. Cuando decirnos que un modelo es lineal o no lineal, -

nos estaremos refiriendo a la linealidad o no linealidad en los 

parámetros. El valor más alto del exponente de una variable ln-

dependiente en el modelo es llamado orden del modelo Ej. 

es de segundo orden en X, y es lineal en los betas. 

De la ecuación 1.2.1, So, SI Y E son desconocidos, y el más -

dificultoso de obtener es E ya que tendría que encontrarse para 

cada una de las observaciones Y, mientras que So y Sl quedan fi 

jos, aunque no es posible encontrarlos exactamente, podernos ~t! 

lizar la información de la tabla para encontrar b o y b J estima-

dores de So y SI, respectivamente, entonces podernos escribir la 

ecuación 

A 

Y 1 .'2 • 2 
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,. 
donde Y es el valor estimado y denota la predicción del valor -

de Y para un X dado , cuando los b o y bl son determinados. La --

ecuación 1.2.2 es usada para predecir. 

El procedimiento utilizado será por minimos cuadrados para esco 

ger el método de estimación de los parámetros. 

Supongamos que tenemos n pares de observaciones (X 1 ,Yl), (X2 , Y2 ), • 

... , (~'Yn)' entonces para la ecuación 1.2.1, podemos escribir 

1 .2.3 

tq. la suma de los cuadrados de las desviaciones de la linea 

verdadera es 

n n 
S = L E: ~ = 

-<.. 
.1:. (Y.¿ - So - SI X.¿)2 

-<"=1 

1 .2.4 

Como ya se mencionó antes no es posible calcular exactamente a 

So Y SI, por lo que se necesitarán estimadores b o y b . respecti 
-<.. -

vamente, que se sustituirán en 1.2.4, de tal manera que produz-

can el menor valor posible de S. 

Note que los valores X. y Y. son valores fijos en la tabla pod~ 
-<.. -<.. 

mas determinar b o y b I diferenciando parcialmente primero con -

respecto a b o y lu~go respecto a b I e igualandolos a cero. 

n as 
abo 

- 2 L (Y . 
• -<.. 

b o - b .X. ) 
-<.. -<.. 

-<..=1 

Aplicando sumatoria, tenemos. 

n n 
L Y.- nbo-b I L X. = O 

'¿=l -<.. '¿=1 -<.. 

n n n 
L X.Y.- b.o LX. - L )\2. = O 

'¿=1 -<.. -<.. '¿=1 -<.. '¿';l -<.. 

1.2.6 

1 ·2.7 



n 
L 

i=l 
Y . 

.{. 

n 
nb e + b L 

i=J 

ó 

n n n 
L X.Y.= be L X. + b l L X~ 

i=l .{..{. i=l.{. i=l .{. 

1 1 

1 .2.8 

Estas son ll amadas ecuaciones normales, que al resolverlas para 

b 1 Y be, encontramos el valor de b~, 

L:X .L:Y. "- HI X ,Y . \X.Y . - ).x iIY¿ .{. .{. . .{. . .{. L ~ .(. n 

, ( L:OC .. ) 2 

d.. 

,n 

que es 

L eX . - X) (Y.- Y) 
.{. ..{ 

donde las sumatorias son desde i = 1 hasta n. 

1 • 2 . 9 

Observese que hay dos expresiones ligeramente diferente de b 1 , 

por 10 que definiendo. Para su comprobación, tenemos: 

+ Xn = ¿Xi nX 1.2.10 
n n 

+ y ¿Yi 
nY ' 1.2.11 

n n 

tenemos que: 

a) ¿(Xi - X)(Yi Y) = ICXiYi - x ·y XY· + X Y) .{. .{. 

= ¿X·y· - YIX¡ XI.Y · + ¿XY .{. .{. . .{. 

por 1.2.10 y 1.2.11 tenemos 

= ¿X.y . nYX - nXY + nXY .{. .{. 

= ¿XiYi n YX 

Ix·Y· 
LY¡ L'Xi 

n--.{. .{. n n 

= ¿X·Y· -
¿Xi Y ¡ 

.{. .{. n 
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·de donde 

(xl] 

= Lxi - 2X I Xi - (X) 2 

por 1.2.10 tenemos 

2n(X)2 - n(X)2 

n(X)2 

de donde 

-(Ix ,) 2 L (Xi - X) 2 = ¿xi - - n ..(.. As í de a y b queda comprobado. 

La primera forma de la ecuaci6n J.2.9 es normalmente usada cuan 

do computamos el valor de bJ, la soluci6n para bo es obtenida -

de la primera ecuaci6n normal de 1 ,2.8 que es: 

nb o = Iy , bJIXi . ,{. 
dividiendo por n 

l.y ", LXi 
b o = 

. .{. 
b l - --

n n 

b o = y - b 1 X J ,2.J2 

La cantidad ¿X~ es llamada suma no corregida de los cu~drados 
.{. " 

de las equis y "{IXi1
2 

es la correcci6n para la media de las 
n 

equlS. Su diferencia es llamada la suma corregida de los cuadra 
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dos de las equls. 

Similarmente ¿XiYi es llamada suma no corregida de productos y 

LX .I y . 
~ ~ es llamada la suma corregida para la media. 

La diferencia es llamada la suma corregida del producto XY. 

Ahora sustituyendo 1.2.12 en la ecuación 1.2.2 tenemos 

1.2.13 

donde b l esta dado por la ecuación 1.2.9 

Ahora se ejecutarán cálculos para determinar la ecuación de pr~ 

dicción de la tabla 1.1 

¿Y. = 235.60 ¿ X~ = 76323.42 X = 13J5 = 
~ ~ 25 

¿Xi = 1315.0 Y = 235.60 = 9.424 25 

¿X.Y.= 
~ ~ . 

11821.432 

cuando b l 

. IULYi 
¿XiYi ~ n 

(235 ~60) (1315) 

b = \ = 
¿X~ - (LXi) 2 
~ n 

.11811.432 - . 25 

76323.42 _ (1315)2 
25 

La ecuación ajustada será entonces 

~ = 9.424 + (-0.079829)(Xa- 52.60J 

13.623005 - 0.079829Xa 

-571.128 = 
7154.42 

1.2.14 

La ecuación ajustada esta ploteada en la figura 1.4 

52.60 

- 0.079829 

Ahora se va a tabular, para cada valor de los X., dados en el -
~ 

orden de la tabla anterior, los valores de Yi y adema s los. Yi 
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para encontrar Y. - Y., que les llamaremos residuos . 
.{. .{. 

TABLA 1.2 valores ajustados, observaciones y residuos, en el or 

den de la tabla 1.1 

NUMERO DE 
A '" OBSERVACIONES y' . .{. y.¿ y.¿ - y.¿ 

1 10.98 10.81 O. 1 7 
2 11.13 11 .25 -0.12 

3 12.51 11. 17 1 .34 
4 8.40 8.93 -0'53 
5 9.27 8.72 0.55 
6 8.73 7.93 0.80 

7 6.36 7.68 -1 .32 

8 8.50 7.50 1 .00 

9 7.82 7.98 -0.16 

10 9.14 9.03 O . 11 

11 8.24 9.92 -] .68 

12 12.19 1 J .32 0.87 

13 1 J •. 88 j 1 .38 0.50 

14 9.57 10.50 -0.93 

15 10.94 9.89 J • O S 

J6 9.58 9.75 -0.17 

17 10.09 8.89 J .2Q 

18 8. 11 8.04 0.07 

19 6.83 8.04 -1 .2 J 

20 8.88 7.68 'J .20 

21 7.68 7.87 -0.J9 

22 8.47 8.98 -O.SJ 

23 8.86 JO.06 _.J . 2 O 

24 10.36 10.96 ": 0 .6 0 

. 25 1 J .08 11. 34 ~· O. 26 

'" 
NOTA: los y . 

.(. 
son valores ajustados aproximados. 

Note que si ,... 
y. = y +b 1 CX.¿ - ~), y utilizando su opuesto .{. 



A 

-Yi -y -b1(Xi - X), sumandole Y , tenemos 

'" 
Y~ - Y~ = (Y~ - y) - bl(X~ X) 

Aplicando sumatoria de ~ = 1 a n. tenemos 

'" L(Y~ - Yi ) = l.QYi - Y) - b¡(Xi - X)] 

= ¿(Y~ - y) - b1¿(Xi X) 

= ¿X~ - nY - bl(¿X~ nX) 

Aplicando 1.2.10 y 1.2.11 

= nY - nY - b 1 (nX - _nX) 

Entonces la suma de residuos debería ser cero. 

1 5 

Al sumarlos en la tabla 1.2 nos da -0.02 es un error de redon--

deo. La suma de residuos en un problema de regresi6n es siempre 

cero. 

Cuando hay un término So en el modelo es consecuencia de la pri 

mera ecuaci6n normal. ~ ~Puede ~tenerse~su l ómisi6n en el modelo -

es decir;- hemos perdido un parámetrG , -- pero -hay·-una-· correspondien 

te pérdida en los da tos pues to que las cantidades Y ~-Y, i=1, ... ,n, 

representa solamente n-1 datos separados de informaci6n, debido 

al hecho que su suma es cero, mientras que Yl, Y .repre n -

senta n datos de informaci6n. Efectivamente el dato de informa-

ci6n ha sido usado,para permitir el prqpio ajuste a ser hecho -

al modelo talque el intercepto puede ser removido. 

• 1.3 LA PRECISION DE LA REGRESION ESTIMADA 

La pregunta es ¿De que medida de precisi6n, puede ser unida a -

nuestra estimaci6n de la linea de regresi6n? 



Consideremos la siguiente identidad. 
,. ,. 

Y. - Y. = Y. - y - (Y 
.{.. .{.. .(.. 

Y) 

elevando al cuadrado y luego aplicando sumatoria de i 

... 
L: (Y . - Y .) 2 = 

.{.. .(.. 

- - ,. - ./\-

= L:[cy.-y)2-2(Y .-Y) (y-y)+(y-y)2l 
.(...{.. -

el tercer término se puede reescribir 

" -2L:(Y .-Y) (Y .-Y) 
.{.. .(.. . 

-2L:(Y .-Y) .b! (X .-X) por 1.2.13 
.{.. .(.. 

de 1.2.9 tenemos 
L:(Y . - Y) (X . -X) 

.{.. .{.. 

Así 

L: (X . - X) 2 
.(.. 

" -2 L:(Y .-Y)(Y .-Y) = -2b 2
1 L:(X.-X)2 

.{.. .{.. . . .{.. 

pero por 1.2.13 

,.. -
L:(y-y)2 = L:bf (X .-X) 2 

.{.. 
= bfL:(X.-x)2 

.(.. 

por 10 que continuando, se te~ía 

-2bfL:(X .-X) 2 
.(.. 

.... 
-2L:(Y _y)2 al sustituir 1.3.3 

tenemos: 
A A 

-2L:(Y .-Y) (Y .-Y) 
.{.. .{.. 

- 2 L: (Y . - Y) 2 
.{.. 

1 .3.3 

1 . 3 . 1 

1 a n 

1. 3.2 

Así al sustituir en 1.3.2 esta ~ltima expresi6n tenemos; 

1 6 
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.... .... -
E (Y ,¿- y) 2 = E(Y,¿ -Y) 2 l:(y_y)2 1 .3.4 

que se puede escribir asi 

A ", 

E (Y . - Y) 2 ;:: E (Y . _ Y . .) 2 + E (Y . _ Y) 2 
~ ~ ~ ~ 

1 .3.5 

Ahora Y.-Y, es la i-esima desviación respecto a la media, del -
~ 

lado izquierdo de 1.3.3, es la suma de los cuadrados de las 

desviaciones respecto a la media y que representaremos por sc y 

es tambien la suma corregida de cuadrados de las y es 

.... 
Entonces Y.-Y, es el i-ésimo residuo (es la desviación de la 

~ ... 
i-ésima observación con respecto al valor ajustado), y Y.-Y, es 

~ 

la i-ésima observacion del valor ajustado respecto a la media. 

La ecuación 1.3.5 en palabras es como sigue. 

SUMA DE CUADRADOS 

RESPECTO A LA MEDIA 
= 

SUMA DE CUADRADOS 

ACERCA DE LA REGRESION 
+ 

SUN~ DE CUADRADOS 

DEBIro A LA REGRESION 

Esto demuestra que la variación de los Y's alrededor de la me--
.... 

dia, puede ser debido a la regresión y a algGn, ICY¡-Y¡)2, al -

hecho que las actuales observaciones no todas se mantuvieran. 

FUENTE 

DEBIDO A LA 
REGRESION 

ACERCA DE LA 

CUADRO DE ANALISIS DE VARIANZA 

SUMA DE CUADRADOS 
(se.) 

LX .EY .t 
n J 

gl 

J 

REGRESIOM Por diferencia n}-2 
.(RESIDUOS) 

ACERCA DE LA 
MEDIA 
(TOTAL, CORRE 
GIDO PARA LA
MEDIA) 

EY. -
~ 

.(EY .) 
~ n-l 

n 

CUADRADOS 
MEDI o.S . ( en) 

S 
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La col urnna de I-1. cua dr.ado s ':;rne d io s " es ob tenida dividiendo cada su 

rna de cuadrados por e l corre spondi ente número de grados de li--

bertad. 

Una forma más general de la tabla de análisis de v arianza, la -

. cual no utili za r emos aquí, es obtenida por incorpora ción del 

factor de corrección para la ~edia de los ' yes, el cual denota-

remos por sc(b o ). La tabla toma la forma. 

FUENTE 

REGRESION 
(b o) 

DEBIDO A LA 
REGRESION 

(b1/b o ) 

RESIDUOS 

TOTAL, ,< NO CORRE 
GIDO PARA LA ME 
DIA. 

CUADRO DE ANALISIS DE VARIANZA 

SUMA .DECUADRADOS ·· 

sc(b o ) = 
(l:Y .. ) 2 

-<.. 
n 

, r ' l:X :l:y:l 
< -<.. -<.. > = b11l:X.Y.- '1 
{-<.. -<.. n ) 

por sustracción 

. gl. 

1 

n-2 

n 

,CUADRAIDS. MEDIOS 

La notación sc(b1/b o ) es leido" la suma de cuadrados para b¡ -

despues de la asignación hecha para b o ". La media de cuadrados 

acerca de la regresión, 52, es un estimador en la linea de re--

gresi6n. (Si todos los puntos permanecieran en ella, la suma de 

cuadrados acerca de la regresión sería cero). 

De este procedimiento podemos ver que un camino de indicar la 7 

utilidad de la linea de regresión como predictor es yer como la 

sc acerca de la media ~ e r e lac~ona8 con l~ sc acerca de la re--

gresión. Estaremos complacidos si la suma de cuadrados debido -

a la regresión es mucho más grande que la sc acerca de la regr~ 
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si6n o que el valor R2 = (sc debido a la regresi6n)/(sc acerca 

de la media) no es demasiado lejos de la unidad. 

Alguna suma de cuadrados tiene asociada un número llamado gra-

dos de libertad. Este número indica cuantos datos son indepen--

dientes, al implicar los números YI , Y2 , ••• ,Y ., son necesita-
n 

dos para obtener la suma de cuadrados. 

Por ejemplo, la sc acerca de la media necesita (n-J) datos i~d~ 

pendientes (para los números YI -Y,Y 2 ,-Y, ... ,Y -Y, solamente ---
" n 

(n-l) son independientes puesto que los n números sumados dan -

cero, por propiedad de la media). Podemos calcular sc debido a 

la regresi6n de una funci6n sencilla de Y1 'Y2""'Yn nombrando-
" la bl(puesto que ¿(YI-Y) = by¿(X -X)2 por 1.3.3) Y esta suma --

tiene un grado de libertad, ya que la única cantidad independie~ 

te es b l . 

Por diferencia la ss acerca de la regresi6n tiene n-l o grados de 

libertad. Esto se explica así 

(n - " 1) = (n - 2) + J 1 .3.6 

Usando las ecuaciones 1.3.5 y J.3.6 empleando una forma alterna 

tiva para la expresi6n 1.3.5 podemos construir una tabla de ana 

lisis de varianza en la siguiente forma basado en n-2 grados de 

libertad de la varianza sobre la regresi6n que denotaremos por 

D2y~ " , que nos representaría una medida del error con el cual un 

valor observado de Y, debería ser predecido de un valor de X de 

una ecuaci6n determinada. 

Haremos ahora en nues tro ej emplo que traemos y "discutir ~n~ núm.:, 

"ro de "C::amino~Ta" ecüaci6n" dp. regr~ s"j6~ 'pUede :sereje'anüna"da. 



La sc debido a la regre s ión es 

jL:X .L:Y ·1 
J L:X . y . - A.. A..

J
> 

\ A.. A.. n 

= (-571.128.)2= 45.59 
7154.42 

La sc del total (corregido) L:Y~ 
(L:Y .) 2 

A.. 

A.. n 

= 2284,1102 - (235.6)2/25 

= 63.82 

TABLA 1.3 TABLA DE ANALISIS DE VARIANZA PARA EL EJEMPLO. 

20 

FUENTE . g il se cm Fva lar ·calculado 

total (corregido 24 

Regresión (b ¡) 1 

Residuos 23 

63.82 

45.59 

18.23 

45.59 4S.59 

0.7920 
= 57.52 

Note que las entradas en esta tabla, no estan en el· mismo orden 

corno la correspondiente tabla teórica, lo que no hace una dife-

rencia. En muchos casos el orden depende del carnina en el cual 

el programa es escrito. Una inspección cuidadosa de analisis de 

varianza debería siempre ser hecho y no se podría asumir que al 

gún orden particular es el mismo. Nuestro estimador de D2y~ es 

52 = 0.7926 basada en 23 . grados de libertad. 

1.4 EXAMINANDO LA ECUACION D~ REGRESION 

Haremos las suposiciones básicas que en el modelo 

y 

(J) • 

Q +Q · X.+c-
¡JO ¡Jl -i. '-J..' i= J,2, ... ,n. 

E. es una variable aleatoria con media cero y varianza 
A.. 
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a2 (desconocida) 

(2). E. Y E. son no correlacionados, i.. 1- j, se tiene CO V (E.,E .)=O 
~ j ~ j 

entonces E(Y.) = So + S¡X., 
~ ~ 

y Y. y Y., i.. 1 j, son no correlacionados. Una suposici6n adici~ 
~ j 

nal, la cual no es inmediatamente necesaria y será llamada cuan 

do sea usada, es la siguiente. 

(3). E. es una variable aleatoria, normalmente distribuida, con 
~ 

media cero y varianza 0 2 por (1), esto, es 

~ 

bajo esta condición adicional, E. y E . no son unicamente no co--
~ j 

rrelacionados, pero necesariamente independientes. 

OBSERVACIONES 

( 1) A · h d 2 Y 1 1 . 2_ 2 nterlormente emos encontra o a X en ecua , sl .a -:a yx. 

(2) 

tenemos que el modelo encontrado es el yerdadero, si no 10 

Cuando se hacen mediciones, cálculos, se tienen errores E .. , 
<l 

tq. una suma de errores · que tenderá a ser normal cuando el -

número de componentes aumenta más y ' más, por el teorema del 

límite central. 

Ahora usaremos esas suposiciones en examinar ;la ecuación de re-

gresión. 

ERROR ESTANDAR DEL SESGO b¡: INTERVALO DE CONFIANZA DE Sl 

E (X .- X).(Y .. -Y) 
~ ~ sabemos que b¡ = 

EeX _X)2 

E·eX .-X)Y . 
~ . ~ 

= 
E (X . - X) 2 

~ 

= 

BIBLlOTEC,," CE TR 
EL'" 

IJNIVERe lDAD 0_ 



.. ¿;.(X .. -X) y . 
-t -t 

¿; (X . -X) 2 
-t 

(puesto que el segundo término del numerador es ¿;(X . -X)Y = 
-t 

¿;(X.-X) 2 
-t 

Ahora la varianza de la funci6n, 

22 

donde cada a . , son constantes y para cada par de Y. son no co-
-t -t 

rrelacionados, además V(Y.) 
-t 

Entonces su varianza sería. 

2 = .0 , 

+ a Y) 
n n 

v- . . 
-t 

V(al Yi) +V(a2 Y2)+ ... + Vean Yn) 

aiVCY¡) + a~V (Y 2) + . .•• +a~VC.Yn) 

... 
V (F) = (af + • •• + 

. + .a 2 .0 2 

n 

Ahora encontraremos la varianza de bi 1 si 

t(X :-:X)Y . 
.{; -t 

I(X -X)2 
con a. 

-t 

. eX ~:':X) · . -t . 

donde cada X-ipuede ser considerado constante 

["ex , -X)Y 'j 
V(b 1) = V -t J.. .. = v I3 ~ Y .J -i = 1 a n 

I (X . -X) 2 
-t .-<; 

-t 

asi tenemos: 

fCxt-X)2 (X 2-X)2 
{X _X )2 

+ + n = 
1 

V(bd 
l[I(X-i-X)] 2 Q:(X-i- XlJ2 []: eX -i - X) 2~2 J 

> .0
2 
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_J (Xl -X)2 + (X 2 -X)2 + + .(X -X) 21 
n . > 

.0
2 = 

l J o: (X . - X)2 ] 2 
,(. 

o .0 2 = 
L:(X.-X)2 

,(. 

de donde V(b 1 ) = 1 .4. 1 
¿(X -X)2 

La desviación típica para b 1 , es la raiz cuadrada de la varian 

za. 

o 

y si o es desconocida, entonces toma s como su estimador, que-

dando la desviación tipica asi: 

s 1 .4.2 

Ahora se encontrará un intervalo de confianza para 81, asumien 

do que los Ei, forman un solo conjunto con distribución normal 

N(0,02), pero es necesario definir una variable que contenga -

al estimador, definiendola asi: 

t = 
. . ehl -: .(3 1 o) 

{dotoeo(b¡)} s 

donde 810 es un valor específico, que podría ser 61 ó cero, t 

se usará con (n-2) grados de libertad que corresponden al es~i 

mador .s 2 • 

Para encontrar los límites de confianza, se asigna un 10QO-~)% 

de nivel de confianza, donde los límites vienen dados por 

( 

. . a; 

.t . n-2, 1-.,.. -J. s 
b 1 ± 2 

{ ¿ eX i -x 1 2 
} 1/ 2 

J .4.4 
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ex: 
donde t(n-2, 1 - 7 ), el valor de una disttibuci6n t con n-2 -

ex: 
grados de libertad y 1 - 2 de nivel de confianza. 

Ejemplo. Calcule el intervalo de cofianza para SI, con los da-

tos del ejemplo continuado . 

.s2 = 0.7926 ; r(x.-X)2 = 7154.42, n = 25, b 1 = -0.0798 
.(. 

.. ·.cr 2 . 
V(b 1 ) = 

¿; (X .-X) 2 
.(. 

V.e.(b 1 ) = .S2 

¿; (X .-X) 2 
.(. 

= 

d.t.e.(bd = IV.e.(b¡) 

0.7926 = 0.00011078 
}154.42 

:: /0.00011078 = 0.0105 

Supongamos ahora que tenernos un nivel de confianza del 95%, lo 

que da ex: = 0.05, al aplicarlo en la distribuci6n t, y por ta--

bIas de t(23,0.975) = 2.069 corno valor. Entonces los limites ~ 

de confianza al 95% son 

b
l 

± tl23,0.975}.s 
{L (X - X) 2 } 1/ 2 

=> t(23,0.975) .d.t.e(bJ) 

sustituyendo los valores correspondientes tenernos 

-' O . 0798 ± (2. 069) (O . O 1 05) 

entonces los límites para Sl son: 

-0.1015 ~ 6J< ~ 0.058J 

10 que significa que el valor verdadero de 6J es~ará entre esos 

dos valores, con una probabilidad de 0.95. 

Igualmente la prueba de la hipotesis nula que el valor de 6J. es _. 

cero o que no hay relaci6n entre temperatura at~os.féTica y la -

cantidad de vapor usado. Corno notamos anteriormente 1 escribimos 

(usando S10 O) 



y evaluamos 

t = = 
d.t.e(bd 

-0.079 

0.0105 
= -7.60 

7.60 excede al valor crítico dado por 
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puesto que Itl 

t(23,Q975) = 2.069 Ho: SI = O es rechazada. (con este valor I ti excede -

también a t(23,0.995)), elegimos un nivel \de la prueba 95 % a dos la 

dos, como quiera que sea, de tal manera el intervalo de cofianza 

y ·la ·prueba '.1; ambos harían uso :; del mismo nivel de probabilidad. 

Al observar los datos puede causarnos la idea de rechazar que -

podría existir una relaci6n lineal entre Y y x. 

Si se ha llega,do, al caso de que el valor observado Itl, es más 

pequeño que el valor crítico, tendríamos que haber dicho que no 

rechazaríamos la hipótesis. 

Note que no usamos la palabra aceptar . 

Puesto que normalmente no podemos aceptar una hipotesis, lo más 

que podemos decir, es que en base a ciertos datos observados no 

podemos rechazarla. 

Una vez tengamos el intervalo de confianza para 61' pode~os no 

computar el valor de I t I para ·una prueba t particular. Es símple -

examinar el intervalo de confianza para 81 y ver si contiene el 

valor de 810, si esta, entonces la hipotesis fh = 6:HJ.. no puede 

ser rechazada, sino está, la hipotesis es rechazada, en el ni-

vel 1 - a: si 

Itl > t(n-2, 1- t a:) lo que implica que 

Ib 1 - 8101 > t(n-2,1- i a:).s/O::(X _X)2}1/2 . 

esto es, que 81 0 esta fuera de los limites dados en la ecuaci6n 

1 .4.3 
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En conclusi6n decimos que hay relaci6n entre X e Y. 

DESVIACION TIPICA DEL INTERCEPTO: INTERVALO DE CONFIANZA PARA So 

De manera similar, que se encontr6 un intervalo de confianza para SI, 

se demostrará más adelante que 

r L:X~ r/ 2 

d.t.(b o ) = < -<.. > (J . 
l nL:(x-i.- X)2J 

si (J es desconocida, entonces es sustituida por s, su estimador., 

asi. 

" d.t.e(b o ) . s 1 .4. S 

Entonces los límites de confianza al 100 (1 - «)% para 80 vienen 

dados por 

1 
b o ± t(n-2,1 - 2«) 1 .4.6 

Una pruebat para hipotesis nula Ho: Bo = Soo contra la alternati 

va H1 : So t- 800 ., donde 800 es un valor específico, será Techaza-

do al nivel de (1-«) si 8o~ cae fuera del intervalo de confian-

za, o no rechazado si Soo cae dentro, o puede ser manejado sepa-

radamente al encontrar la cantidad 

(bo-s oo ) " .rnL:(x-i.-X) 21 1 1 .4. 7 t = (b 0--80-0-) ,;. -< > -
r L:X~ 11/2 l IX~ J s 

-<.. -<.. < "t .s lnL:(X.-X)2 
-<.. 

1 
Y comparandolos con el porcentaje de puntos t(n-2, 1-2 «). Pues-

to que (n-2) es el número de grados de libertad de S2 estimador 

de 0 2 , es basado. 

" Desviación tipica de Y 
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Hemos demostrado que la ecuaci6n de regresi6n es 

y = y + b 1 (X - X). 

donde ambos Y y b 1 son sujetos de error, los cuales influencia-
A 

r an a Y. Ahora si a. y c. son constantes y 
..{. ..{. 

+ a Y n n 

c = C1Y1 + C2Y2+ ... + c Y 
n n 

se ha visto que Y. Y Y . son no correlacionados, cuando i ~ j, y 
..(. j 

SI V(Y.) = D 2 , para todo i . 
..(. 

cov(a,c) 1. 4.8 

se sigue que haciendo a = Y, lo que implica que a . 
X .-X ..{. 

do c = b l , implica que c
l 

=..{. tq 
¿; (Xi -X) 2 

= 1 Y hacien 
n 

[

¿;y . 
cov(Y,b 1 ) = cov n..{. 

..{. ..{. .¿;.(X .. -X) Y 'J 
aplicando 1 .4.8 

cov(Y,bd :: 

:: 

= 

¿;(X.-X)2 
..{. 

(Xl -X) + (X 2 -X) 

¿;(X . -X) 
..{. 

n¿;(X . -X)2 
..{. 

n ¿; (X . - X) 2 
..{. 

o 
n¿; (X .-X) 2 

..(. 

o 

de donde cov(Y,b 1) = O, lo que nos implica que Y y b 1 , son varia 

bIes aleatorias no correlacionadas. Encontraremos la varianza de 
A 

Y (varian za del valor medio predictado Y). 
A 

Yk para un valor específico Xk ' de X es 
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A 

V(Yk ) = V(Y + (Xk - X)b J ) 

V(Y) + V( (.Xk -X) .. b d 

= V(Y)+ (Xk X) 2V (b 1) 

A a 2 . .. 0'2 
V(Yk ) = - + (X

k 
- X)2. 1 .4 .9 

n L:(X .-X) 
.-(. 

= n 2 
1 1 V(L:Y.) = - • L: V(Y . ) .= 

.-{. n 2 .-(. 

de donde la desviación típica estimada es la ralZ cuadrada de -

V(Y) y al sustituir 0 2 por 52, su estimador, tenemos 

r 1 
s < - + 

(X
k 

-X) 11 / 2 

---- > 
l n (X . - X) 2 J 

.-(. 

Esta última ecuación es un mínimo cuando X
k 

= X, Y aumenta su -

valor al ir tomando valores diferentes alejados de él en ambas 

direcciones, aumentando por lo tanto el error, por lo que no se 

podrían hacer buenas predicciones para valores alejados de ·X~ 

A 

EJEMPLO. Calcular d.t.e(Yk). con los datos del ejemplo . que t~ae 

mas 

n = 2 5 , L: ( X - X) 2 7J54.42, 52 = 0.7926, X = 52.60 
A 

varianza estimada de Yk . 

+ .(Xk -. X)] 

eX -X) 2 

[
1 = 0.7926 25 + 

(Xk - 52 .. 6.0)l 

7154.42 

de qUl se puede obtener el· mínimo cuando Xk = X = 52.60 

V.e. (Y) = 0.7926. [2\ + .0J 0.031704., que al encontrar 
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= 10.031704 = 0.]78] 

para un valor cualquiera Xk = 28.6 tenemos 

Á [1 (28 .·6 -5?~2J V.e.(Yk ) = 0.7926 2S + 7154.42 . = 0.095516. 

siendo su d.t.e.(Yk ) /0.095516 = 0.3091 que es un valor 

mucho más grande que el que corresponde a X., resultando el mi~ 

mo valor de 0.3091 cuando X
k 

= 76.60 ya que está a la misma 

distancia que 28.60, respecto a X = 52.60 

Los límites de confianza al 95% para el valor medio de Y para 

un Xk dado, son entonces dados por Yk ± (2.069)d.t.e.(Y). 

Á 

Si solamente una predicción es hecha, Yk , digamos para X = Xk , 

entonces la probabilidad que el intervalo calculado contendrá -

a este punto el valor medio de Y~es 0.95. 

Ejemplos de intervalos al 95% para diferentes valores de Xk , con 

la respectiva longitud (1) de los intervalos: 

a) v = X = Ak 52.60; Yk = 9.424, obtenidG de 

'" '" Yk = 9.424 - 0.0798 (Xk - X); d.t.e(Yk ) = 0.1781 
Á 

Así el intervalo es 9.424 ± (2.069) .Ld.t.e . .CYk )) 

9 . 4 2 4 ± e 2 . 069) (O . J 781 ) 

estando Y entre 

9.055511 < y <9.7924889 . ) Y = Y medio 

la longitud 1 = 0.7369779 0.74 

b) Para X
k 

= 76.60 Y Xk = 28.60 que tienen el mismo valor de 

1\ 

d.t.e.(Yk ) = 0.3091 

'" i) si X
k 

= 76.60, Y
k 

= 9.424 - 0.0798(76.60 - 52 . 60)=7.5088 

donde 7.5088 ± (2.069)(0.3091), asi Y está entre 



6.8685761 < Y " < 8.1476~J9 

siendo 1 = 1.279 

ii) si Xk = 28.60; Yk = 9.424 - 0.0798(28.60-52.60) = 11.3392 

de donde 11.3~92 ± (2.069)(0.3091), asi Y está entre 

10 . 699673 < Y < 11.978727 

así 1 = 1.279 

30 

Corno puede apreciarse para este caso, para los valores simétri-

cos, sobre la recta ajustada, la longitud es la misma, entre 

esos limites y mayor que el que corresponde a X,lo que se pue

de.observar en la figura " 1.5, que se forman hiperbólas. 

1 3 

y 
• y = f(X a ) 

12 

1 i ' 
• y 13.623 - 0.0798X a 

i o • 

• 
9 • • 

• 
a • 

ex, Y) 

7 • 
• 

6 

30 1+0 50 60 70 ao Xa 

Figura 1.5 

La varianza y error estandar pueden aplicarse para un valor me

dio proyectado de Y para un Xk dado. Puesto que el" valor obser

vado de Y varía acerca del valor medio verdadero con varianza -
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"-
0 2 (que es independiente de V(Y)), así para un valor proyectado 

"-

de una observación individual estará dada por Y, pero tendrá va 

rianza. 

A 

.0 2 + V(Y) =0 2 [1 + 1 + 
< n 

l 

(Xk-X) 2 1 
r ex i -X) 2 r 1 .4. J ° 

si el valor de .0 2 es desconocido, .se utiliza su estimadors 2
, -

así 

A )1 1 exk -X) 2 1 
52 + VeY) = .s 2 + .... > 

l n r{xi-x) 2 J 

pudiéndose, ahora encontrar un intervalo de confianza al 95%, -
f'> 

para una nueva observaci6n la cual será centrada en. Yk y cuya -

longitud dependerá de la nueva varianza. 

A r 1 
eXk 

-X) 211/2 

Y
k 

± teV,O.975). < 1 + + > s. 
l n rey . -X) 2 J 

..(.. 

donde v es el número de grados de libertad basados en .s 2 les 

igual a n - 2) 

Un intervalo de confianza para la media de .q nuevas observacio-
A 

nes cerda de Y
k

' es obtenido similarmente como sigue: 

Sea Yq la media de las q observaciones futuras de .1k ldonde q. -

podría ser igual a uno como en el caso anterior). 

Entonces: 

A 

N e 8 o + 8 1 Xk ' ve y k) ) 

tal que 
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.... 
Yq-Yk ~ N(O, D~ + V(Yk)) 

Á _ A 

Y [(Yq - Yk)/d.t.e(Y q - Yk)] es distribuida corno una variable 

t(v), donde v es el número de grados de libertad en el cual es 

tá basado 52, estimador de 0 2 . 

Ahora 
[ q L Y. 

V .¿= ~ .{. 
q 

1 
q 

.0
2 = V(Y ) = = 

~ L V(Y.¿) = q2- L q q 
i=1 ,(=1 

1 2 = 
0 .2 

.0
2 = V(Y ) .0

2 
= q2 q . . 0 

" q q q q 

f" '" La varianza de Yq - Yk es 0 2 + V(Yk) q 

A . . 2 .0 2 (Xk -X)2 
.0

2 + V(Yk) .0 + + .0
2 = q q n r (X . - X) 2 

.{. 

2( 1 + 1 + 
(Xk -X)2 

) = o - -q n r (X . - X) 2 
.{. . 

siendo la desviación típica estimada igual a 

1 1 s(- + - + 
q n 

(X
k

-X)2 
_-=-c ___ ) 1/2, donde S2 es estimaddr . de 0 2 

r (X . - X) 2 
.{. 

Entonces 

pro b {I y - Yk I < t ( v, ° . 9 7 5). rs 2 (1. + 1. + 
q - l q n 

.0
2 

de donde podernos obtener los límites de confianza al 95% para 
f" 

Yq alrededor de. Yk de 

Yk ± t(V,O.975). [1. 
. q 

(Xk -X)2 J1/2 
+ 1. + .s 

n r(x.-X)2 
.{. 

Estos límites nos dan un rango amplio para la media de Y para 

un X
k 

dado, dentro de los cuales se espera que el 95% de las -
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futuras observaciones de Xk (o futuras medias de q observacio

nes de Xk como el caso puede ser). son esperadas que esten. 

PRUEBA F PARA SIGNIFICACION DE REGRESION. 

Los Y. son variables aleatorias, cualquier función de ellas es 
,(. 

también una variable aleatoria, dos funciones particulares son 

MSR, media de cuadrados debida a la regresión y 52, la media -

de cuadrados debido a la variaci6n residual, las cuales surgen 

en el analisis de varianza. Esas funciones entonces tienen su 

propia distribució~, con media, varianza y momentos, donde la 

media de esas variables vienen dadas por 

1.4.11 

donde, si z es una variable aleatoria, E(z) denota el valor m~ 

dio o valor esperado. Supongamos que los errores E . son varia-
,(. 

bIes independientes con distribucion N(O,D 2 ). Entonces puede -

ser demostrado que si 61 = O, la variable MS R multiplicado por 

sus grados de libertad (aqui uno) y dividido por .0 2 sigue 'una 

distribución X2 con el mismo .número de grados de libertad .U1. 

En resumen, (n-2) 5 2 10 2 tiene una distribución X2
, con (J1-2) -

grados de libertad. 

La raz6n 
_ MSR 

F 
.S2 

1.4.12 

tiene una F .distribución con 1 y n-2 grados de libertad, a co~ 

dición que 61 = O. Por lo que puede ser utilizado como prueba 

de 61 = O. comparamos el valor de F = 
MS

R con el JOQCJ-<;:}% 
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del valor tabulado por la distribución F(1,n-2). Para determi-

nar si SI puede ser diferente de cero en base a los datos obte 

nidos. 

EJEMPLO 

Con los datos del ejemplo continuado. 

De la tabla 1.3 podemos ver que MS
R 

= 45.59 Y 52 = Q.7926 por 

45.59 
lo que F = 0.7926 = 57.52, donde el porcentaje de puntos al --

95% para F(1,23,0.95) = 4.28, por lo que el F calculado excede 

el valor critico, asf F = 57.52 > 4.28, por lo que re¿haz~mos 

la hipótesis Ha: SI = 0, corriendo el riesgo de menos del 5% -

de estar equivocados. 

OBSERVACION: 

En el caso de ajustar una linea recta 1 esta prueba F para regre-

sión es el mismo que la prueba ·t, para el SI = 0, dado anterior-

mente. Esto es porque, 

b1l:(X-X)(Y -Y) _ 
S2 

bll:(X-X) 
S2 

por 1.3.3 Y 1.4. 12 

= 1 J . = t2 
[

b U: (X ;- X) 2} 1/2 J2 
s . por 1.4.3 

donde la variable F(1,n-2) es el cuadrado de la variable t, e -

con n-2 grados de libertad, da exacatamente el mismo resultado, 

cuando se trata de un valor individual. Asi el valor de F=57.52 

y el valor de .t 2 es (-7.60)2 = 57.56, donde pudo haber un error 

de redondeo, de 10 contrario seria igual al valor de F. 
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PORCENTAJE DE VARIACION EXPLICADA 

Para ello definimos R2 = (sc debido a la regresión)/(total sc, 

corregido para la media). Entonces R2 mide la 11 proporción de 

variación total acerca de la media Y explicada por la regre---

sión ". Implica que la respuesta es cero, cuando todas las va-

riaoles independientes son cero, Esta es una suposici6n muy 

fuerte la cual es injustificada. En un modelo de linea recta. 

Y= Bo + SIX + E, la omisión ~e ' So implica que la linea pasa 

a traves de (X,Y) = (0,0)., esto es que su intercepto· es cero 

ó B o = O cuando X =0. Puede desaparecer Lamb ién s iempre que ~ 

sea posible centrar los datos, como se hará en capitulo 5, pe-

ro esto es enteramente diferente de colocar So = O. 

Por ejemplo si escribimos 

y restando Y tenemos 

y 

sumando y restando BIX, agrupando .términos tenemos 

y y = Bo + BI X - y + BI X - BIX + E 

y - y 

ó 

donde y = y Y, S ~ .= S o + !h X y y x = X - JC; 

entonces los mejores estimadores de S~ .y 6J 'por mínimos cuadra 

dos estan dados por 

¿ (x . -.x). ey :-,y). 
,{. .{. b 1 = 
¿ex .-x} 2 

.{. 

= 
¿·ex ,¿ -X).{Y ¡ -Y) 

¿. (X,¿-X) 2 

que es idéntica a 1.2.9, donde 
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, 
b o = y b1X = O, por X = Y = O 

entonces podemos esc r ibir nuestro modelo 

y - y = 81(X - X) + E, ya que 8¿ O. 

EJEMPLO (continuado) 

de la tabla 1.3 

4S.59 
63.82 x 100 = 71.44 % 

Asi, la ecuaci6n obtenida explica el )J.44% rle la variaci6n to 

tal. 

,» '1.5 FUERA DE AJUSTE Y ERROR PURO 

. . ' 

Tenemos que recordar que la' l'íÍ1eá ' de regresi6n ajusta.da está -

basada en un modelo supuesto, el problema se reduce a revisar 

si el modelo · es ·Q n6 correcto, entonces se pue de examinar las 

consecuencias de un modelo incorrecto ~ para ello llamaremos 
,\ A 

.e,,¿ = Y"¿-Y"¿' que.,.es .. el residuo de X,U se ha probado anteriormen 

te que re. = 0 0 los resiauos contienen informaci6ndi sponible 
.<.. .), ' 

¡ ' .' 
sobre la forma en las cuales el modelo ajustado falla propia--, ' 

mente en la explicaci6n de la variaci6n de los valore~ observa 

dos de Y. 

Sea n . = E(Y,), el valor dado por el modelo verdadero, para un 
.<.. .{. 

X = X,,¿. Entonces podemos escribir. 
A A A 

y , -y, 
..{. .<.. 

(y , -y . ) 
.<.. .<.. E (Y,¿- y ,) + ElY ' -. .<.. Y,¿) 

r, r, A 

= (Y ,-y,) (E()',) - EeY,J) + (E(Y,¿) E (Y,,¿) ) - ..{. .<.. 
A A A 

= (y , - y .) (n .- E(Y,J) + (n , -E(Y ,)) 
.{. .{. .<.. .{. . .<.. 

A ,., A 

= {(y , -y.) - (p i - E (Y ,¿ )) } + (p..¿ - E CY,,¿) ) 
.{. .{. 

donde 
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'" '" q. = (Y . -Y.) en ¡-E(Y ¡)) 
,{. -<.. .(; 

A, 

B. = n.-E(Y.) 
-<.. -<.. - ,{. 

La cantidad B . es el error de sesgo de X = X., si el módulo es 
,{. ,(. 

.... 
correcto, entonces E(Y.) = n., por lo que 

,{. ,{. 

'" B. = n. - E (Y .) = n . - n. = Q 
~ ~ - ~ ~,(. 

• B. = O. 
~ ..., 

Si el modelo es incorrecto, entonces B i 1- O ~ ya que E(},¿) t-

pero tiene un valor que depende de X .. 
~ 

n ., 
~ 

La cantidad qi es una variable aleatoria que tiene media cero. 

(', (', 

q . = (Y .-Y.) - (ni -E{Y ,) ) , aplicando esperanza 
,(. , ~ ~ 

.... '" 
E(qi) = E [(y . -y.) - (n .-E(Y .))] 

~ ,{. ~ ,(. 

" ,A, 

= E(Y. - Y .) - E(n. - E(Y.)) 
- ~ ,{. ,{. ,(. 

A, " E(Y.) - E(Y.) - (n . - E(Y .)) 
~ ,(. ~ ~ 

" .... 
= n. - ECY,) - n. ,f- E(Y.) 

~ ~ ,(; . .. ECqi) = O 

siendo veidadero este valor, sei correcto o nó el ~odelo, los 

qi son corelacionados y li cantidad qf +' q~ ~ +' q2. tiene -
' n 

valor esperado (n-2) 0'2 ., donde Vey ¡) ::; VCEi) = ,0'2, es el error 

de la varianza. 

' Pureba 

"" 
(n .-E(Y .))J2 

~ ~ 
A, 

E(Y.-Y:)J, 2 
.{; .(; 

A A f'\ A 

¿:q~ =¿"r(y .-Y . .)2 - 2(Y .-Y .) .E(Y .-Y.) +' [E(Y/-Y>)] 2} 
~ ~ ~ ~ ~ ,{.,{. "- <'-

Aplicando esperanza y propiedades tenemos 

'" = ¿:{E(Y .-Y . .) 2. 
~ --<..: 

'" '" '" 2 E (Y . - Y .) . E (Y . - Y. ) + [E CY . - Y .) J2 } 
- --<..: --<..: - - ~ ~ ' ,{.--<..: 

'" '" '" = ¿:{E(Y .-Y .,) 2 
- -<.. ~ 

- '2[E-CY .-Y :)J2 +' [Bey .-Y : )-J2} 
~ ~ .,,{;' ,{. 
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A A 

::: t{E(Y..¿-Y..¿.)2 - [E(Y..¿_Y..¿)J2} 
.... 

::: IV(Y .-Y.) por definición de varian za 
-<.. -<.. 

.... 
::: I(V(Y,.¿) - V(Y,.¿)) 

r 0 2 (X .-X) 20'] 
::: 

IL0
2

-
-<.: V(Y .) 2 Y por 1 .4.9 n , .0 , 

¿eX ~ - X ) 2 . -<.. 
,{. 

I0 2 1 I0 2 
0 2 • 

.r .(X .<:-X) 2 
::: - -n I (X . -X) 2 

,(. 

::: n0 2 n.o 2 
0

2 -
n 

::: no 2 0 2
- 0

2 

::: en 1 1) 0
2 

(n 2 ) .0 2 

de donde E (L.q ~J ::: (n -. 2)0 2 1 • 5 . 1 
-<.. 

De esto puede demostrarse además que la media de los cuadrados 

de los residuos, es decir el valor 

1 n .... 
n _ 2 {L (Y.- Y . .) 2} tiene como media .0 2

, si el Jl1odelo postu-
. 1 -<.. .{; -<..::: 

lado es correcto. Prueba. 
A 

Se sabe que Y.-Y. ::: q. + B., si el modelo es correcto B. ::: 0, 
-<.. -<.. ,{. -<.. .<.. 

A 

por lo tanto Y . -Y. ::: q., as! 
.<..,{. ,(. 

A 

E [L CY,.¿-Y,.¿,1
2
] 

TI - 2 

A 

ey·-y ·)2 ::: 
.<.. .<.. 

A 

¿ CY . -.y • .) 2 ~ 
- .<.. «.; -

.... 
. L.(Y .-y ~,) 2 

- k .{; 

n-2 

:::Cn-2) ,02 
'n - 2 

así se tiene lo afirmado, habiendo aplicado 1.5.1 

::: 
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Ahora SI el modelo es incorrecto, entonces su esperanza viene -
2 

L:B . 
dad por ,0 2 + -<.. por lo B .# O, n-Z que 

-<.. 

PRUEBA 

A 

Se tiene que Y .- Y . = q . + B . 
-<.. -<.. -<.. ..(. 

elevando al cuadrado y aplicando sumatoria tenemos 
A 

L:(y.-y.)2= L:(q.+B.)2= L:Cq~ + Zq.B .' + B~) = L:q~ + ZL:q.B.+ L:B~ 
-<.. -<.. -<.. -<.. . -<.. -<.. -<.. -<.. -<.. ..{. ,{. ,(. 

dividiendo por (n-2), así 
A 

,L:(Y ._Y .) 2 
-<.. -<.. 
n-Z 

:::; 

. 2 L:q. 
-<.. + 

n- Z 

2Tq.B. 
-<.. -<.. 

n-Z 

Aplicando la esperanza y propiedades tenernos 

'" 

[
L: (Y . - Y .. ) 2J 

E -<..-<.. 
n- Z = 

E(Lq ~) 
-<.. 

n- Z + Z 
,l:B .E (q -. ) 

-<.. - -<.. 
n-Z 

'" sabernos que E(q.) = E(Y .-Y.) = O. y 
-<.. -<...{; 

por 1.5. 1 

'(n-'Z) .a 2 

(n- Z) 

,., 

+ 

de donde [L: (Y,¡ -Y,¡') 2J 
E n-2 ' 

+ 

Si el modelo es correcto, los residuos son (correlacionados) --

desviaciones aleatorias q . y la media de los cuadrados de los -
-<.. 

residuos puede ser usado como un estimador de la varianza. Sin 

embargo si el modelo no es correcto, esto es B. # O. Entonces -
-<.. 

los residuos contienen a q . y B., siendo error de varianza y 
, -<.. -<.. 

sesgo de error para los residuos, debiendo tener cuidado que no 

sea grande la media de cuadrados de residuos debido al sesgo. 
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Con el caso simple de ajustar una línea recta, el error de ses

go puede ser detectado en un diagrama de los datos, pero cuando 

el modelo es más complicado o implica más variables no es POS1-

ble hacer eso. Si se di sponede un estimador de .0 2 - (obtenido de 

experiencias anteriores) podemos ver si o no la media de cuadra 

dos es significante, más grande que el estimador anterior 1 si -

es significativamente grande, decimos que está fuera de ajuste 

y deberíamos reconsiderar el modelo, el cual es ·inadecuado para 

este caso. Si no hay estimador previo de D 2 disponible, pero r~ 

petidas medidas de Y eL e. dos o más), han sido .he·chas al mismo -

valor de X, podemos usar esas repeticiones para obtener un esti 

mador de .0 2 . 

Tal estimador decÍmos representar" el error puro" porque, .si 

el valor de X es identico para dos observaciones, solamente la 

variaci6n aleatoria puede influenciar los resultados y proveer 

diferencia entre ellos. Tales diferencias usualmente proveerán 

un estimador de .0
2

, el cual es mucho más confiable que ·podemos 

obtener de alguna otra fuente. 

El error puro del estima.dor de .0 2 , es encontrado como si.gue (la 

misma f6rmula es aplicada cuando hay más de una variable inde-

pendiente ). Supongamos 

Yl1,Y21, ... , Yln son n} observaciones repetidas de Xl 

Y21 ,Y 22 , ... , Y2n son n2 observaciones re~etidas de X2 
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La contribución al error puro a l a suma de cuadrados de Xl l ecturas. es . 

entonces 
nI nI nI _ nI 
¿ CY1U- y ¡)2 = L (YIu- 2Y 1U Y1+(y¡)2) L y I u - 2 Y 1 L y 1 U + ¿ (Y) 2 

u=1 _ u=1 u= 1 i= 1 

de donde 
nI 
I CY 1 u 

ir= 1 

nI 
= L y I u - 2 Y 1 :n 1 Y 1 + n 1 (Y 1 ) 2 = 

u=1 

nI 
L Yfu n1(y¡)2. 

u=l 

nI 
L YIu - nl(y¡)2 

u=1 

1. 5.2 

con y 1_ =- (Y 1 -1 + ... + Y1n¡)/n10 Esta suma de cuadrados 

tiene (nl-1) grados de libert~d. Similares cantidades pueden 

ser encontrados para los otros conjuntos de je s 6 el total sc -
. k n:· - • . ..{. " -

(error puro) = L L (Y. - y .) 2, con el total de grados de 1 i --
..i:=1u=1 «-u..{. 

k k 
bertad = L (n .-1) = L n.-k = ne , decirnos entonces que la media 

i=1..{. i=l ..{. 

de los cuadrados para el error puro es 

k n . 
..{. -

L L (Y. -Y .. ) 2 
= -i=1 u=1 - --<-u - -..{. -

n 
-I TI.- k 
. 1 ..{. ..{.= 

1. 5.3 

y es un estimador de 0 2
• Esta cantidad es el total de la suma -

de cuadrados " dentro de repeticiones " divi 'dido por el total -

de grados de libertad. 

(Nota: si hay solamente dos observaciones Y11 , Y12 para el pun-

to X., entonces 
..{. 

2 
L (Y. _Y.)2 = ¡ (Yil-Yi2)· 2. Esta suma tiene 1 grado de liber-

..tu «- t.. u=1 

tad. 

PRUEBA 
2 
'i' (Y. - y".)2 = (Y. _ Y Y + (Y. - Y .) 2 
L ..tU..{. ..{. l,{; -<; 2 «-u=1 · 
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y .+Y. Y. +Y. 
= (Y. - ~l ~2)2 + (Y _ ~l ~2)2 

~l 2 i 2 2 · · 

y . -y. y .-Y. 
= ( ~ 1 2 .~ 2) 2 + ( ~ ~ .<.. l .) 2 

(Y . -Y. J 2 
~l ~2 

4 
+ 

(Y. -Y. ) 2 
~l ~2 

4 

1 = .,., (Y . -Y. ) 2 
L. ~l ~2 

2 
I (Y·

U
-Y.)2 = 

u=1 ~ ~ 2
1 (Y. - Y. ) 2 , 

~l ~2 
1 .5.4 lo que hace fácil el 

cálculo, para dos observaciones. 

La suma de cuadrados del error puro, puede ser introducido en -

una tabla de analisis de varianza corno se muestra en la siguien 

te figura 

iestinador .de .a2 

J sc error puro de llevarlo as~ 
puntos repetidos r- media de cuadrados 

sc de resi 
l,I. 

con ne grado de debido al error ·pe ¡.c--:- comparar estos 
duos con ~ lib . . ro · ... resul tados. . 
nr grados 

J de lib. se~ parte .en sc por falta de llevarlo a MSl ~ 
ajuste obtenido media de los cua-- estimador de -
por sustracción ~ drados debido a la ~ .0

2
, si el mode 

grado de lib. . . . faltadeajuste 10 es correcto, 
nr .-, .ne · a 2+sesgo si el 

modelo es imi.de -. . cuado . . . . 

donde el procedimiepto usual es comparar la razón F = 
MS l 
--2 , con 

Se 

el valor de 100 (1 - ~) % de una distribución F con (nr - ne) y 

ne : grados de libertad. Si la razón es 
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1. Significante. Esto indica que el modelo parece .ser inadecua-

do, la prueba debería ser hecha para descubrir donde y como -

ocurre lo inadecuado. 

2. No !rignificante,. Esto indica que allí parece ser no razonable 

dudar del modelo adecuado y ambos, media de cuadrados de 

error puro y falta de ajuste pueden ser usados como estimado 

res de .0 2
• 

Un nuevo estimador de 0 2 puede ser obtenido combinando el error 

puro y la suma de cuadrados por falta de ajuste dentro de la su 

ma de residuos y dividiendola por el número de grados de liber-

tad, es decir . 

.5 2 =scerror pUro + sc por faltáde ajuste = s~residÜos 
nr nr 

EJEMPLO 

Para los siguientes datos se ilustrará la falta de ajuste y el 

error pUTO. 

OBSERVo X y OBSERVo X y OBSERVo X y 

1 1.3 2.3 9 3.7 1 . 7 17 5.3 3.5 

2 1 .3 1.8 JO 4.0 2.8 J 8 5.3 2.8 

3 2. O 2.8 J 1 4.Q 2.8 J9 5.3 2. J 

4 2.0 1.5 12 4.0 2.2 20 5.7 ·3.4 

5 2.7 2.2 13 4.7 5.4 21 6.0 3.2 

6 3.3 3.8 J 4 4.7 3.2 22 6.0 3.0 

7 3.3 1 .8 15 4.7 1 .9 23 6.3 ·3. Q 

8 3.7 3.7 16 5.0 1 .8 24 6.7 5.9 

cuya línea de regresi6n se encuentra así 

r.Y = 686, r.X = 101 , r.XY = 307.41, r.X 2 480.44, n = 24. 

-- -

I u B 
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= 0.3379 0.338 
rX2_(rX)2/n 

cálculo de la recta 

A 

Y = Y + b d X - X) , con Y · 68.6 
= --z4 = 2.858, X =1

2
°41 = 4.208 

y = 2.858 + 0.338(X - 4.208), por lo que la recta es 
A 

Y = 1.436 + 0.338X. 

Ahora se construirá la tabla de analisis de varianza, donde se 

utilizará ry2 = 223.6 

TABLA ANALISIS DE VARIANZA 

. FUENTE . . . . . . .G ya d . . deLi b. . . . . . se. .. me . . ... . ·Razón .F . 

'total (corregido) 23 27.518 

Regresión 1 6.326 6.326 

. Residuos . . 22. . . 21. 192. .' . . 52 =;:0.963 .. 

cálculo por filas 24 

24 _ 
a) I (Y. - Y) 2 = 

. 1 .{. 

24 .C .L
1

y. . .) 2 

1. Y~-.{.= .{. = 
;(,,; 1..(. 24 

(68. '6:) 2 
223.6 - 24 = 

.{.= 

b) b l (rx .Y. - l:Xl:Y) = 0.338 (307.41 
..{. ..(. n 

me = 6. ·~26 = 6.326 

F(1,22,0.95) = 4.30 

F = 6.326 
0.963 = 6.569 

e) se residuos = a) - b) = 27.~18 - 6.326 

· 21.192 
52 = me = =0.963 

22 

21.192 

6.569 signi-
ficante al -

, nivel a:~0.05 

27.518 = se 

Ahora encontraremos el error puro y por lo tanto la falta de 

ajuste 



1. La se del erro puro de datos repetidos de X = J.3 es 

1 2 (2.3 -1.8) = 0.125, con 1 grado de libertad, por 1.5.4 

2. La se del error puro de datos repetidos de X = 4.7 es 
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_ 
3 ( 5.4+3.2 +1.9) (5.4) 2 + (3.2) 2 + (1.9) 2 --~3:;--'----'-"":"""":: = 6.26,por J.5.3 

con 2 grados de libertad. 

De manera similar se calculan para los otros datos repetidos y 

se obtiene la siguiente tabla. 

n . 
.{. 

NIVEL DE X L (Y. -Y .. ) 2 
u=1 .{.u .{. 

1.3 0.125 

2. O 0.845 

3.3 2.000 
3.7 2.000 

4.0 0.240 

4.7 6.260 
5.3 0.980 

. 6.0 .. 0.020 

k n. 
.{. -

TOTALES L L (Y. -Y.) = 
. 1 1 .{.u .{; 

.{.= u= 
12.470 

. grados rlelibertad 

, 

1 

1 

1 

J 

2 

2 

2 
... .. 1 

n = 1 J e .. 

Vamos ahora a reescribir el cuadro de analisis de varianza para 

encontrar MS l y 

TABLA ANAVA - (mostrando la falta de ajuste) 

FUENTE Grados .de Lib . . ... .se me 

TOTAL 

REGRESION· 

RESIDUOS 

ERROR PURO 

FALTA DE AJUSTE 

.... 23 

1 

.22 

11 

11 

27.518. · .... . . . . . 

6.326 6.326 

2J . 192 .s2;:::;0.963 

12.470 2 se:'] . J 34 

8.722 MS , ::;0 •. 793 1 .... 

.r.azónF . 

6.569 
significante 
ex: = 0 .. 05 

0.699 no !? ifni 
. .fican t .e.. .. 



, 
, I 

donde los datos agregados de la nueva tabla son: 

k n¡ 
··I Iey .-y .) 

' 2 . '¡=lü=T . ..{;U . ..{; 
.se= = 

'12.470 
11 = 1. 134 ; .ne 

para la falta de ajuste = sc residuos - sc error puro 

asi 

= 21.192 - 12.470 = '8.722 

= 's 'cfaTta' Be' 'ajuste = 
nr - ne 

"8".722 
22.-.11 

0 .• .7 929 0 .. 793 
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la razon F = MSl.O·.793 
:::; . 

·1 . J 34 
0.699, s.iendo este no significante, 

además es menor que la unidad. Entoncei en ·ba.se a esta ~rueba -

de minimo, no tenemos raz6nde dudar adecuadamente ~e nuestro -

2 - 2 modelo y podemos usar '-5 = 0.963 como 'un es'timador de .0 • 

Los siguientes diagramas ilustran .algunas .si·tuaciones que pue -

den presentarse, cuando ' una 'linea .rec·ta ·es encontrada de los 'da 

tos y ~a acci6n consecuente hisido t~mada. 

y 

Caso 1 x 

Caso 1 

1) Ensayando. ·~ = 60 + ~lX ·~ E 

2) No hiy 'f ,aTta ' .de .c;juste 

3) Regresi6n J.ineal signific'an 

-te. 

4) Use moaeln Y = bo+b1X 
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donde los datos a g regados de la nue v a tab la son: 

k ni 
I I (Y. -Y. ) 

. .. ·1 .. ·1· . -<-u . ..(. -<..= u= = 12. 470 = 1.134; 1 1 

para la falta de ajuste = sc residuos - sc error puro 

s ·c falta 
n r -

la razon F 
MSl:. 

2 
se 

== 21.192 - 12. 470 = 8.722 

de ajuste 
ne 

0.79 3 
== 

1 . J 34 

8. 72 2 
22 -11 = 0.7929 0.793 

0 . 699, siendo este no significante, 

además es menor que la unidad. Entonces en base a e sta prueba -

de mínimo, no tenemos razón d e dudar adecuadamente de nuestro -

modelo y podemos usar 52 = 0.96 3 como ·un estimador de 0 2
• 

Los siguientes diagrama s ilustran alguna s situaciones que pue--

den presentarse, cuando una línea recta es encontrada de los da 

tos y la acción consecuente ha sido tomada. 

y 

Caso 1 x 

Caso 1 

1) Ensayando. y= 60 + 61 X + E 
2) No hiy falta .de ajuste 

3) Regre~i6n linea l significan 

te. 

4) Use modelo Y 



y 

• • 
~ • • • • 
i • • • 

• • 

Caso 2 X 

y 

Caso 3 ' X 

y 

• 
• • • 
• .. 

• • 
• • • 

Caso 4 X 

1 .6 CORRELACION ENTRE X e Y. 

Caso 2 

1 ) Ensayo Y = So + 

2) No hay falta de 

3) Regresión lineal 

cante 
" 4) Use el modelo Y 

Caso 3 
1) Ensayo Y = So + 

2 ) Significante la 

ajuste 

3) Regresión lineal 

te. 

Caso 4 

1 ) Ensayo Y = 60 + 

2) Significante la 

juste 

3) Regresión lineal 

cante. 

4) Ensaye el mo.delo 
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SI X + E: 

ajuste 

no signifi 

Y 

SlX + E: 

falta de 

significa!!. 

61 X + E: 

falta de a-

no sj.gnifi 

y = So + S IX + S11 X2 + E: 

Si X e Y son ambas variables aleatorias siguiendo una distribu-

ción (desconocida) bivariante, entonces podernos rlefinir el coe-

ficiente de correl ación entre X e Y corno sigue: 



(jXY 
= covarianza(X,Y) 

{V(X) . V(Y)} 1/2 
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1 . 6 . 1 

En donde, si f(X,Y) es una distribución de probabilidad contínua 

de X e Y: 

covar (X,Y) = l:-1: {Y-E(Y)}{X - E(X)}f(X,Y) d x dy 

var (Y) = L: 1: (Y - E (Y).) 2f(X, Y) dydX' donde 

E(Y) = L: fXl
OO 

Y f(X, Y) dydX 1 .6.2 

de manera similar se define V(X), E(X). (Si las distribuciones 

son discre.tas 11 f 11 se cambia por" ¿ "). 

Esta cantidad PXY es una medida de asociación de las variables 

X e Y, siendo su valor - 1 < P-XY < 1., así si Px.y = 1, X e Y es 

tan corre ladas perfectamente por una línea 'recta de pendiente posi 

tiva; si PXY = 0, entonces no hay correlación de línea recta pa 

ra X e Y; si PXY = -1, X e Y estan correlacionadas correctamen

te en una línea recta de pendiente negativa. 

En una muestra de tamaño n, (Xl ., Y1), (X 2 , Y2), "', (Xn ' Y ). n 

son evaluados en la distribución, la cantidad 

n 
, .\' , eX . -X) (Y .-Y) 
, L -1· . .{. . .{. 

.{.= 
1. 6.3 

llamando coeficiente de correlación simple entre X e Y y es un 

estimador de PXY y provee una medida empirica de la asociación 

entre X e Y. 

1 (Si el factor n-1 es colocado antes de todas las sumas de rx.y 

se convierte en PXY con varianza y covarianza, reemplazados por 
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valores muestrales). Cuando los X , e y" ~ =J, .. • , n., son to--
-<.. -<.. 

dos constantes, más bien que valores de una muestra de alguna -

distribución, deben ser considerados como datos problacionales 

entonces, ~XY puede ser utilizado como una medida de su asocia

ción, donde el conjunto de valores eX"Y ,), ~ = 1,2, . . n., pue-
-<.. -<.. 

de ser considerado como una distribución finita, YXy' es efecti 

vamente un parámetro poblacional, más que un valor muestral, es 

to es, f XY = PXY en este caso. 

Si y es una variable aleatoria y X 1 ,X 2 , ••• , X
n 

representa los -

valores de una distribución X finita. El coeficiente de 'correla 

ción PXy es definido por 1 ; 6.1 y la expresión 1.6.3 puede ser -

usada como un estimador de PXY ' por TXY si disponemos de una -

muestra de observaciones Yl,Y 2 , .. " y . Y sus correspondientes -n 

valores Xl,Y 2 , ... , X . . n 

CORRELACION y REGRESION. 

Supongamos que tenemos 10s datos (Il,Yi) , (X2,Y2), ... ,CXn.'Yn) ' 

Podemos obtener ryX = ¡ XY' por aplicaci6n de 1.·6.3, si propone

mos un modelo Y = Bo + SIX + E, podemos obtener un coeficiente 

de regresión estimado de b 1 dado por 1.2.9. 

Al comparar las dos expresiones vemos que: 

b · 1 

b 1 = 

¿;eX .-X)(Y .. -Y) . { .¿;.(Y ._y')2 .}J/2 .L:.(X .-X).(Y .-Y) 
-<.. -<.. = - -<: - -<... -<... . 

· {¿; (Y ,-Y) 2} 1 / 2 
-<.. 

· {L: (X , - X) :z } 1 / 2 
-<.. 

{¿;ey . _y).2}1/ 2 
- ;(.. 

· {L: eX • - X) 2 } 1/2 
. -<.. 

¿;(X .-X) (Y ,.-Y) 
-<.. . -<.. 

. rXY , 1 .6.4, por J .6.3 



de donde las sumas son de ~ = 1 a n. 

En otras palabras bl es una versión a escala de rXY' de otra 

forma 

S 2 = 
· X 

L: (Y . - Y) 2 
~ 

n - 1 

¿:(X.¿-X) 2 

n - 1 

Asi en 1.6.4 

In--=T . Sy 
b 1 

rn:T . sX 

= > 

=> 

.rXY 

(n-1)s~ 

(n-1) s x 

Sy Sy 
r XY . b 1 = - r XY Sx Sx 
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Entonces b 1 Y r XY estan cercanamente relacionados~ pero nos pr~ 

porcionarA diferentes interpretaciones. L~ correlación r XY mide 

la asociación entre X e Y, mientras que b 1 mide la cantidad del 

cambio en Y, el cual puede ser predicho cuando una unidad de 

cambio es hecha en X. 



CAP I TUL O I I 

LA MATRIZ DE APROXIMACIÓN DE LA LÍNEA DE REGRESIÓN 

Presentaremos ahora el ejemplo utilizado en el capítulo ante---

rior utilizando el algebra de matrices, tenemos ventajas, ya 

que una vez que el problema es escrito y resuelto en términos -

matriciales, la solución puede ser aplicada al problema de re--

gres ión no importando cuantos términos haya en la ecuación de -

regresión. 

2.1 AJUSTANDO UNA LINEA RECTA EN TERt.lINOS MATRICIALES: 

LOS ESTIM.ADORESDE So '· y 131 

Nuestro objeto es encontrar (30 y 131, del modelo Y =So+SlX+E. por -
. ,{.. 

lo que se define Y como el rector de observaciones Y, X es la -

matriz de variables independientes, a es el vector de los pará-

metros a ser estimados y E el vector de errores utilizando la -

tabla 1~1, con n = 25 observaciones, tenemos que para 

y. = 6.0 + 
,{.. 

y= 

S .X + 
,{.. 

10.98 

11. 13 

.1 2 . 51 

10.36 
11. 08 

E ., 
,{, 

x= 

Se sabe observ.l.i~ que 

.<. = 1 , . • . , 

1 35.3 

1 29.7 

1 30.8 

1. . 33.4 
1 28.6 

25 es: 

El 

E2 

6= [::] e= 

y es un 25 x 1 vector fila; X es una matriz 25 x 2; 

2.1.1 

a es un vector fila; 2 x 1; e es un vector fila 25 x 1 
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Puediendose realizarse las distintas operaciones entre ellas, -

realizando el producto de X, tenemos 

1 35.3 
XB = 1 29.7 

[::] 
1 28 .. 6 

podemos ahora realizar la 

X6 + E = 

Así para 

10.8 

11 .13 

11 . 08 

.So + 35.3~1 

So + 29.7S1 

+ 

~o + 28.6~1 

= So + 35.3 t31 

= So + 28.6 fh 

que en forma matricial es: 

y = XB + E 

= 

suma 

El 

E2 

E 2. 5 

+ E2 

+ E n 

2.J.2 

= 

So + 35.3S 1 

So + 29.7131 

So + 28.661 

So + 35.3 SI + El 

So + 29.7 SI + E2 

So + 28.6 SI + E25 

~ = 1, ... , 25 tenemos 

Ahora encontraremos Do, b l estimadores de So y SI respectivamen 

te a partir de las ecuaciones normales 

r.y = bon + bl¿XJ 

r.XY = bor.X + blr.X2 

que para nuestro ejemplo nos resultó 

2.1.3 
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235.60 = 25b o + 1315bl 
2. 1 .4 

11821.432 = 1315b o + 76323.43b 1 

Se necesitará para ello, la traspuesta de una matriz que aplic~ 

da a las matrices 2.1.1 tenemos 

y' = (10.98, 11.13, 12.51, ... , 10.36, 11.08) 

1 1 1 

29.7 30.8 33.4 2.1.5 

Para bo, b 1 estimadores de 80 y 81' hacemos 

b = G:J estimador de = [::] , siendo su traspuesta --

b' = eb o, b 1) 

Pueden realizarse operaciones con2~].1 ~ 2.1.5 por ejemplo 

, ' f;: "E - (E E E ) 1, 2, ••• , • . n 

y'y = (Y 1 , Y2~ ••• , Y ) 
. n 

. 
E~ 

= yr + Y~ + ... + y2 
n 

2. 1 .6 
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además. 1 35.3 

X '..x 
1 1 29.7 

[

25 

= 1315 

1315 J 
76323.42 

2 • 1 • 7 

29.7 

1 28.6 

Que al comparar con 2.1.4, es la matriz de coeficientes del la

do derecho, siendo de manera general, al compararla con 2.1.3 -

XIX = [ 
en suma, 

X'Y = [35:3 

LXJ 
X2 

1 

28:6J 29.7 

10.98 

11. 13 

11 . 08 

2. 1 .8 

= [ 

235.60 ] 

18821.432 

que al compararla con 2.1.4 es la parte izquierda, siendo de ma 

nera general 

2.1.9 

Asi el sistema 2.1.3 puede ser escrito 

X'Y =X'XEJ· 2.1.JO 

Para conocer el vector b, (estimador de S, que se obtiene por -

mínimos cuadrados). Hay necesidad de conocer matrices inversas, 

que se obtienen de matrices cuadradas y su determinante es dife 

rente de cero, denominándolas singulares. 

Deseamos invertir la matriz XIX, que es 2 x 2, por lo que prim~ 

ro encontramos su determinante, 



n l:X 

Ix'xl = = 
L:X 

luego podemos encontrar 

IX2 
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su inversa 

L:X x 
nL:(X-X) 2 nL:(X-X)2 nL:(X-X)2 L:(X-X)2 

(X' X) -1 = = 
- IX n 1 

n(L:X-X) 2 nL: ex· X)2 L:(X-X) 2 

2.1.11 

o de otra fo-rma 

(X' X) -1 = 2.1.12 
nL:(X-X) 2 

-L:X n 

que de aplicarla 2.1.11 a la matriz de 2.1.7, solamente, necesi 

tamos conocer IX!XI = nL:(X-X)2 ;: 25 (7~54.42) = 178860.5 ahora 

tenemos 

(X'X) -1 = 

- 7632"3.42 
178860-.5 

- '1315 
178860.5 

- 3J5 
178860.5 

" 25 
178860 :5 

Así para apl icarIo al 2. 1 .10 

= [ 0.4267203 

-0.007352098 

X'Y = X'X b --> (X I X) b = ex. t Y) 

-1 aplicando (X!X) tenemos 

-o. 007352098] 

0.000137973 

(X'X)-l(X'X) b = .c~'X)-JlX_'Y} 

b = (X'X)-l(~tY) 

(X IX) - J = ex' X) ;: 1 

2 -.1.13 

De aquí, cualquier, problema de regresión puede ser resuelto. 



Aplicando 2.1.14, siempre queX'X es no singular. 

Usándola para nuestro problema tenemos 

b = I 0.4267203 

L-0.007352098 

-0.007352098J l 235.60 J [J3.63414 l 
0.000139773 11821 . 432 = -0.0806772J 

Al comparar estos resultados con los obtenidos en ].2 .• ]4 hay 

discrepancia que ocurren frecuentemente por los redondeos rle . 
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las cifras hechas en los cálculos, pudiendo causar serios erro-

res, dependiendo de los números involucrados, pudiendose tomar 

como un descuido, o podría ser debido a las calculadoras que 

pueden dar discrepancias al realizar el procedimiento de las di 

ferentes operaciones así por ejemplo si se utiliza la f6rmula -

2.1.12?es decir?por último la divisi6n al realizar al producto~ 

tenemos 

176323.42 
(XI.X) -1 = 1 

178860.5 . -315 

Y aplicando 2.1.12 tenemos: 

1 [6323.42 
b = 

178860.5 
-1315 

1 [2436614.672J 
178860 . 5 

-14278.2 

b = [13.622989] 

-0.079829 

-1315J 
25· 

-1315J 
25 

L 235.60 J 
11821 . 432 

Haciendo las comparaciones de los ~res valores ob~eriidos tene--

mos. 
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FORMULAS MATRIZ MATRIZ INVERSA 
. SECC ION 1.2 . . 14 . .INVERSA (DIVISIO.N DE ULTIMO) 

b o 13.623005 13.62414 13.622989 

b 1 -0.079829 -0.0806772 -0.079829 

Al observar el cuadro vemos que el método último nos resulta 

más preciso. Pero se darán errores cuando diferentes personas -

trabajen en el mismo problema con diferentes calculadoras. 

RESUMEN 

Podemos expresar el modelo de línea recta de los datos de nues-

tro ejemplo en la forma 

y = XB + e: 

los estimadores de mínimos cuadrados de (So, SI) esto es, de B 

son dados por 

b = ¡bbo1] = -L (X~X)-1X!Y . 

~ 

Se debe obervar que el valor ajustado Y¡ = b o + bjX¡.puede ser -

'" obtenido por. Y _= X b 

2.2 ANALISIS ,DE VARIANZA EN TERMINOS MATRICIALES 

Como debemos recordar de la tabla de analisis de varianza escri 

bimos 

b 1 (L:X.Y. - nXY) 
-<.. -<.. 

sc(b o ) = corrección para la media = 

o:x .. ) 2 
-<.. 

n 

donde ambos tienen un grado de libertad. 

= 2.2. J 



Total no corregido = ~y ~ en forma matricial y'y 
,(. 

= b1¿X.Y . + nY(Y - b X) 
,{. ,{. 

b1¿X.Y . + nYb o 
.{; ,{. ¿Y . 

y = ~-> n ¿Y-i 

= b 1 ¿X .Y . + b o ¿y . 
,{. ,{. ,{. 

= bo¿Y. + b1¿X.Y . 
,{. ,{. ,(. 

= eb o, bI) [n. ] 
EX:Y.¿ 

= b'X'Y 
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= nY 

en términos matriciales, con 2 grados de libertad. El cuadro de 

ana1isis de varianza puede ser escrito asi: 

. _FUENTE . . . SUMA .DE .QJADRAOOS . .. . GRAJX)S .DELIBERTAD ... CUADRAOOSMEDIOS 

b' eb o, b 1) b'X'Y 2 

Residuos y'y - b'X'Y n-2 ... _ . ,S 2 . 

TOTAL 

(No corregido) Y'Y n 

De esta manera podemos partir la variaci6n total Y 'Y en dos paE 

tes, uno debido a la recta que hemos estimado, nominándo10 

b'X'Y y en un residuo, el cual muestra la variaci6n de los pun-

tos alrededor de la recta de regresi6n, con el fin de encontrar 

que parte de la variaci6n total puede ser atribuida a la adici6n 

del término 6 .X . al modelo simple Y. = 60 + E.; deberíamos de -
,{. ,{. .{;,{. 
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justificar la sustracción del factor de corrección n.12 de la su 

ma de cuadrados de b'X'Y con el fin de obtener ss(b1/b o ) como -

antes. La cantidad n .1 2 seria sECb o) si el modelo Y. = So + E . 
..{. ..{. 

fue ajustado. El resto de b'X'Y mide la suma extra de cuadrados 

removidos por b 1, cuando el modelo Y. = So + SIY. + E . es usado . 
..{. ..{...{. 

EJEMPLO 

Para nuestro ejemplo tuvimos 

~
13.62 J 

b = . 
-0.0798 ' 

X'Y r 235.60 ] 

'=G182J .432 

entonces sc(b) = b'X'Y = (13.62 -0.0798) 1235.60 ] ::; 2265.5217 

U1821.432 

(LX .. ) 2 
..{. 

n 
(235.60.)2 

25 

= b 'X'Y - sC(b o ) 

= 2265.5217 - 2220.2944 

s e (b I lb o) = 45.2273 

= 2220.2944 

Habiendo obtenido anteriormente 45.59 para la suma de cuadrados 

debido a la regresión, que al compararlos se obtiene una discre

pancia deO. 36 que es muy grande y que se puede .deber al redon-

deo de números cuando se hacen los cálculos. 

2.3 LA VARIANZA Y COVARIANZA DE b o Y b1 ·DE LA MATRIZ CALCULADA 

Recordemos que V(b 1 ) = 
L(X.-X)2 

- ..{. 

Además 



2 
yebo) = Vey = Vey) + v ((-X)bI) = V(y)+X 2 V(b )=~+ 

n 

. 1 
= 0 2

(- -
n 

X ----:::::--) 
E(X.-x)2 

.(. 

nE (X. - X) 2 
,(. 

,02IX~ 
.{. ---

nE (X .-X) 2 
.(. 

) 

= 02(E(X-i)2+ni2) 
nE(X.-X)2 

.{. -

. EX~ 
= 0 2 .{. 

nE (X . - X) 2 
.{. 

, de donde 
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X2 0 2 

(X . -X)2 
.(. 

Anteriormente se demostró que covCY? b ) = O, considerando las - . 

;eqúis·.,uQnStantes .. En resumen 

cov(bo,b¡) = cov(Y -b1X, bd 

= cov(Y, b¡) - covCb1X, (31) 

= O - X v(b 1 ) 

· 2 . . 
X 2 

= - X. . 0 o = 
r(X , ~X)2 

.{. 
E eX . -X) 2 

- .(. 

entonces podemos escribir la matriz de varianza-covarianza del 

vector b de la forma siguiente 

rCbO

) 

cov(b o, b ¡)J 
V(b) = V (::) = 

cov(bo,b¡) V(b 1) 

02X2 X02 

nE(X .-X) 2 
.{. 

E(X.¿-X)2 

= 2.3.1 
X02 .0 2 

¿(X[X)2 E (X.¿-X)2 
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rx~ x .{. 

nreX.-X)2 
.{. 

reX.-X)2 
.(. 

= a 2 

X 1 

reX.-X)2 
.(. 

r ex..¿ -X) 2 J 

V(b) = (X,x)-l a2 2.3.2 

Cuando 0 2 es desconocido, usamos 52 estimador de 0
2

, obtenido -

del cuadro de analisis de varianza, si no hay falta de ajuste, 

o 5~, la media de cuadrados del error puro si hay desajuste. 

'" 2.4 VARIANZA DE Y USANDO LA ~~TRIZ DE APROXI~CION 

Sea X
k 

un valor seleccionado de X. El valor medio predictado de 

y para este valor de X es 

Definimos el vector Xk como X~ =(J, Xk ) 

Podemos entonces escribir 

Yk = C1,Xk) [::] 

'" 

= X'b = b'X kk 

donde Y
k 

es una combinación lineal de las variables aleatorias 

b o y bl 

A 

V(Yk ) = VeXkb) = exk.) 2V{b) = X' X' V(b) 
k k 

pero [Veb)J'= V(b) 

además · [Xk. V(b)] , = [V(b) '] .Xk ;:: V(b) .Xk 
A 

Así, V(Y) ;:: Xk.Xk.V(b) Xk. V(b) Xk 

= xkex!x) -1a 2 .Xk 

XkCX!X) -Jxk ·a 2 

I L 



Otra forma alternativa sería 

A 

cov(b o , b l)J 
V(l) 1) 

V(Yk) = yebo) + 2Xk cov(bo,b
1

) + X~V(bl) 
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r 

2.5 SUMARIO DE LA MATRIZ DE APROXIMACION PARA AJUSTAR UNA LINEA 

RECTA. 

1. Expresar el modelo en la forma Y = x.a + ~ 

~1 
2. Encontrar b = eX! X) . ex 'y) obtener por mínimos cuadrados b -

estimador de 8, obtenido de los ,datos. 

3. Construir b'X'Y la suma de cuadrados debido a coeficientes y 

además obtener el analisis básico de analisis de varianza ca 

mo sigue: 

·FUENTE 

REGRESJON 
RESIDUOS 

TOTAL 

SUMADECUADRAOOS · 

b'X.'Y 
Y'Y-b 'X.'Y 

y'y 

. ·GRAIX)'S. DE '·i.IB.· 

2 

n-2 

n 

. CUADRAroS MEDIOS ; 

.s2 .(estimador de 
0

2 si el modelo 
es .coTr.e.cto.) . 
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Una subdivisión adicional de la suma de cuadrados, es llevada a 

cabo para encontrar sc(b1/b o), la suma extra de cuadrados debi-

do a b l , e introduciendo el error puro, lo cual se da en la si-

guiente tabla 

SUMA .DECUADRADOS 

rMedia (b o) ny2 
sc(b) < 

lsc(b 1 lbo) b1X'Y - ny2 

rFalta de 
Resi- ajuste < . 
duo s 

lError puro 

TOTAL 

Y'Y ;.. b '~'Y .- se(e .p) 

sc(e.p) 

y'y 

GRADOS DE LIB. 

1 

1 

'n-2-n 
e 

n 

CUADRADOS MEDIOS 

Una medida adicional de la regresión es dada por la razón: 

b 'X 'y -' ny2 
y'y _ ny2 

4. Si no hay evidencia de fal ta de ajuste eX 'X) -;.S2 proveerá un 

un estimador de V(bo), V(b 1) y cov(b o ,b 1 ) y facilita la prue 

ba de los coeficientes individuales. 

5. Las siguientes cantidades pueden ser encontradas. 

El vector de valores fijos: Y = X b 
A 

Una predicción de Y de Xk : Yk = Xkb = b I.X 

con varianza V(Yk) = XkCX'X) -1 .Xko 2 

2.6 CASO GENERAL DE REGRESION 

El uso de matrices para ajustar una línea de regresión, nos per 

mite encontrar algún modelo con parámetros 60, 61, ... , Bp" ·PQr ,mini 

mas cuadrados, siendo los cálculos similares como cuando en la 

línea recta hay que encontrar solamente a 6:> y 61' 



Supongamos que tenemos un modelo bajo consideración, el cual 

puede ser escrito en la forma: 

y = X 8 + E 

donde Y es un vector de observaciones n x 1 

X es una matriz de forma conocida n x p 

8 es un vector de parámetros p x 1 

E es un vector de errores TI ~ 1 
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y donde E(~) = O , V(E) 1 .0 2 tq. los elementos de E son no co-

rrelacionados. Puesto que E(E) = 0, una alternativa de escribir ' 

el modelo es 

E(Y} = X6 2.6. J 

La suma de cuadrados del error es entonces 

E'E = (Y - XB) , (Y - XB) 

= (y' (XW) ') (Y - XB~ ) 

= (y' B'X')(Y - :x B ) 

~ Y'Y B'X'Y - Y'X ·~ + JJ'X'X a 

Pero B'X'Y es una matriz 1 x J, 'lo que la hice un escalar cu 

ya traspuesta tiene el mismo valor, así 

S' X'I = (B'X,'Y)' =, y'.c,B'X') =. Y',X6 , así podemos obtener de 2.6.2 

= Y'Y - 26' X'Y + 6'X'X 8 

El estimador de B es el valor b, el cual cuando es substituido 

en la ecuación 2.6.2 minimiza E'~. Puede ser determinado dife-

renciando la ecuación 2.6.2 con respecto a B e igualando la ecu 

ación matricial a cero, y al mismo tiempo reemplazando $ por b 

E'E = Y'Y - .8'XY _ ·Y'rB + :6'X'Xa 

derivando tenemos 
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o = O - O - y'X + 8'X'X de aquí 

B'X'X = Y'X aplicando traspuesta a ambos lados tenemos 

x I eS ' x ' ) I = 'X' (Y I ) . I 

XI CXS) = X'Y reemplazando B por b tenemos las ecuaciones 

normales 

.x 'Xb = X ,y 2.6.3 

De aquf .se pueden presentar dos casos: la ecuación ante~ior con 

siste de p ecuaciones independientes con]) parámetros, desconoci-

dos; o estas ecuaciones normales pueden depender unas de otras, 

por 10 que X',~ es singular, es decir (X 1X)-1 no e~iste; por 10 

que el modelo tendrian que hacerse restricciones en ' los paráme-

tros o ser expresado en ~Erminos de pocos parámetros. 'Pero si -

las p ecuaciones son independientes, XIX ~s no singular, es de

cir que (X'X)-1 existe y la solución para las ecuaciones norma-

les viene dada por 

b = (X ' X)-1x.,y . 2.6.4 

La solución anterior cumple las siguientes propiedades~ 

1. Es un estimador de B el cual minimiza la suma de cuadrados 

de el errorEI .E., independiente de alguna propiedad ~e los -

errores. 

2. Los elementos de b son funciones' lineales de las observacio-

nes Y1 ,Y 2 , ••• , y , y nos proporcionan estimadores insesgado 
n 

de los ~ elementos deS los cuales tienen varianza minima, indepen 

~ diente de las propiedades de la distribución de errores. 

3. Si los errores son independientes y E . ~ N(O,a2 ), entonces b es el estima 
«-

dor de máxima verosimilitud de B (en tErminos vectoriales podemos 
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escribir E ~ N(O,Io 2 ) , significando que E slgue una distribu---

ción normal n-dimens i onal multivariante con E(E) = O (donde O, 

es el vector O~donde sus componentes son todas ceros) y V(E)=Io 2
, 

esto es, E tiene una matriz varianza-covarianza cuyos elementos . 

diagonales son V(€ .), i = 
,{. 

. 2 
1,2, ... , n,son t~dos D y cuyos eleme~ 

I 
tos fuera de la diagonal, covarianza (€i,€j), i =1 j =. 1, .•. , n. 

son todos ceros). 

La función de verosimilitud para la muestra Yl, Y2, ... ~ y está · 
n 

definido en este caso como el producto. 

n
rr 

1 -€~/202 
---- e,{. = 

i=l o(2rr) 1/2 

1 

2.6.5 

así ya que para un valor fijo de o,maximizando la función de ve-

rosimilitud es equivalente a minimizar la cantid~d ElE, 10 que -

nos provee una justificación para el procedimiento de · ~inimos 

cuadrados, ya que en muchas situaciones físicas ~a suposi¿i6n de 

que los errores son d istribuidos normalmente es bastante razona-

ble. 

Supongamos que hemos usado el método de mínimos cuadrados para 

estimar 6 por b. Podemos proceder con los siguientes pasos ya 

sea que los errores sean o no distribuidos normalmente. 

A 

1. Los valores ajustados son obtenidos de Y = X b 
A 

2. El vector de res·iduos es dado por e = , y .- Y'. CEl cual examina 

remos en el siguiente capítulo) . . Es verdad que 

cualquiera sea el modelo. Esto puede ser visto 

n A 

L e .Y. = O -
,i=1 ,{.,{. 
multiplicando 



67 

la j -.esima ecuación normal por el j -.esima S y sumando los re-

sultados si hay un término Bo en el modelo, es también cierto 
n " 

que ·I e. = O. (El e. y Y., i = 1,2, ... , n son los i-esimos 
-<. -<. -<. . i=1 

elementos de los vectores e y Y, respectivamente) 

3. V(b) = (X'X)-1 02 proporciona las varianzas (en la diagonal) y 

covarianzas (fuera de la diagonal) del estimador. (Un estima-

dar de .0
2 e S obtenido como se describe abaj o) . 

4. Supongamos que Xb es un vector 1 x p es especificado cuyos 

elementos ?on de la misma forma como una fila de X tq. 

y = Xbb' = b'Xo es el valor ajustado de un punto específico -

Xo por ejemplo, si el modelo fue Y = Bo+B 1 X+B 11 X2 +E entonces 

Xb = (1, Xo, X~) para un valor dado Xo' 

" Entonces Yo es el valor predicho de X o por · 1a ecuación de re-

gresión y tiene varianza. 

2.6.8 

Si usamos s~ como un estimador de 0 2 , limites de confianza de 

1 - ~ para el valor medio de Y en Xo es obtenido de la forma 

siguiente: 

5. Un análisis básico de varianza puede ser construido como si--

gue: 

RJENrE SUMA DE CUADRAroS GRAOOS DE LIBERTAD . . . CUADRAOOSMEDIOS 

REGRESION b'X'Y 

RESIDUOS Y'Y .- ··b 'X'Y 

TOTAL y'y n 
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Una subdivisión de las partes de esta tabla puede ser lleva 

da ' a cabo como sigue 

Sa) Si un término So está en el modelo podemos subdividir la su 

ma de regresión en 

(L:Y.) 2 
.(. 

= 
n 

(l:Y .. ) 2 
- .{. 

sc(Regresi6n Ib o ) = sc(R/b o ) = b'X'Y -
n 2 • 6 .• 1 O 

Esas sumas de cuadrados tienen 1 y p-1 grados de liberttad 

respectivamente (una subdivisión más extensiva de la suma 

de cuadrados será discutida más adelante. 

Sb) Si se tienen observaciones repetidas, entonces la suma de -

cuadrados de residuos se puede dividir en sc(error puro) --

con n grados de libertad el cual estima e 
,0 2, y s e ( fa 1 t a -

de ajuste) con n-p-ne grados de libertad, cuando todas las 

coordenadas Xl,X2, ... , Xk tengan repeticiones, nos propor-

ciona el cuadro de analisis de ~arianza siguiente: 

. FUENTE · 

REGRESION 

FALTA DE 
AJUSTE 

ERROR PURO 

TOTAL 

La razón 

SlMA DE ClJADRAOOS . 

s«(f.d.a) 

.sc.(e . . p) 

y'y 

s~r (R/b o) 

y , y -: s s (b o ) 

GRAOOS bE LIBERTAD 

A 

1 

P -1 

n-p-n e 

n 

¿;(Y . _ Y) 2 

. - .{. 

¿; (Yi - Y) 2 

CUADRAroS .MEDIOS 

MS(f .d.a) 1 M 
> S 

MSCe .p) . j E 

es una extensión de la cantidad definida para la línea recta de 
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regresión y es el cuadrado del coeficiente de correlación múlt~ 

pIe o llamado también coeficiente de determinación múltiple. 

A 

Si Y. = Y. es decir si la predicciones son perfectas, entonces 
,{. ,{. 

R2 = 1 
A 

Si Y. = Y, esto eS ' b 1 = b 2 = ... = b = O .. (Es deci~ que el -,(. p-1 

modelo Y = Bo+E ha sido ajustado), entonces .R2 = O. Entonces .R2 

es una medida de la utilidad de los términos, más que So en el 

modelo. Es importante observar que .R2 puede ser h~cho uno, sim-

plemente seleccionando n coeficientes propiamente en el modelo, 

de manera que ajuste a todos los datos exactamente. (Por ejem--

plo, si tenemos una observación de Y de cuatro valores diferen

tes de X un polinomio cúbico Y = So + SlX +S2X2 + BaX 3 pasa 

exactamente a través de los cuatro puntos). 

R2 -e"S usado como una medida conveniente, de buen éxito explicando 

la variación de los datos en la ecuación de regresi'ón" y el va 

lor de R 2 puede ser mejorado cuando no lo sea, adicionando un 

término extra al modelo para dar un mejor ajuste de los datos y 

no es debido al número de observaciones. 

La partición del cuadro de análisis de varianza es una igualdad 

algebraica sol~mente y : . no · . deperide .- de . _ la~ :~ropiedades de la dis-

tribución de los errores. 

Sin embargo si se asume que E¿ _ N(O,02) y que.los son inde-

pendientes, esto es que E _ N(O,Io 2 ) podemos hacer lo siguiente 

1. La prueba de falta de ajuste para tratar la razón 

[

S e (f.da) 1 (n -p -n e) J 
sc(error puro)/ne . 

2.6. 1 2 



Como una variable ~Cn-p-nej, neJ ' y comparando su valor con 

F[Cn-p-ne ), n e , 1 - ;;;] Si no hay falta .de ajuste, 
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ss(Residuos)/(n-p) = MSE usualmente llamando 52 es un estimador 

ensayado de D~ si la falta de ajuste no puede ser probada, usar 

52 en el modelo, como estimador de 0 2 implica que este es correc 

too 

2. Prueba de la ecuaci6n de regresi6n con todos los parimetros 

Cmis específicamente He: Bl = B2 = ••• = B = O contra H1 : p -1 . t 

no todos B. =0) tratando la raz6n de los cuadrados medios . 
.{. 

[se (Rlb e }1(p-1)] 
2.6.13 

Como una variable F(p-l,V), donde v = n - p 

Para un nivel ~. Se observa que si la raz6n de cuadrados medios 

excede a F(p-1,v,1-~), significa que la regres~6n obtenida es -

" estadísticamente significante "; en otras palabras la propor-

ci6n de variaci6n observada en los datos, los cuales han sido -

computarizados por la ecuaci6n, es tin grande que seria espera-

da una probabilidad de JOOC1-~) % en conjuntos similares de da--

tos con los mismos valores de n y X. 

3. Establecido que b _ N(J,(X'X)-l D2 ) 

4. Obtener unaregi6n de confianza 100C1-~)% para todos . los p~ 

rimetros de la ecuaci6n. 

(1J - b)' X 'X (;6 - b) ~ p.s 2 F (p , V, 1 - ~ } 

donde F(p,v,l-~) es el 1 - ~ puntos (a: puntos altos) de la dis-

tribuci6n F(p,v), y donde 52 tiene el mismo significado,que en 
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.(1) anterior y si el modelo asumido es el correcto. En general 

esto será útil solamente cuando p es p~queño, digamos 2,3 ó 4, 

a menos que la información sea presentada cuidadosamente que -

pueda ser entendida fácilmente. La última desigualdad nos da -

una región cuyo entorno da una "figura elíptica"., de muchas -

dimensiones, p, como parámetros B haya. 

Podemos obtener intervalos de confianza para los parámetros se 

paradamente por 

b,¿ ± tCv, 1-} 0:) (estimación d.t.Cb,¿)) 

donde el "estimados d.t.Cb:)"es la raiz cuadrada del término
.(. 

iésimo de la diagonal de la matriz C'x 1i)-1 s2 • 

Por ejemplo cuando hay dos parámetros Bo .Y Bl se utiliza la ma 

triz (2.3.1) así para ,¿ =O? ten·emos 

b o ± t(y,1 - i 0:), S. 
nL:(X.-X)2 

- .(. 

habiendo sustituido 52 por 0 2 ya que yebo) es 

02L:X~ 
.(. 

nL: eX .-X) 2 
.{. 

Cuando dos parámetros son considerados la fig. 2.1, ilustra la 

situación si la región es considerada al 95% de confianza, los 

parámetros verdaderos 81 y 62, como puntos, estarán dentro de 

la elipse, en lo cual los datos estiman convenientemente a los 

parámetros. 
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Figura 2.1 
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Si tomamos en cuenta la correlación entre los estimadores b l y 

b 2 • El 95% de los intervalos de confianza individuales para 

Sl y S2 separadamente, son apropiados para especificar rangos, 

para los parámetros individuales independiente rlel valor de 

los otros parámetros. 

Los intervalos definen un rectángulo que . se ve en la f;igura, 2.1 

Se podría considerar las coordenadas del punto E como razona--

bIes para CS1,Bz), pero no cae en la región de confianza, por 

lo que no es razonable tomarlo. Cuando se tienen dos paráme---

tros, no es difícil dibujar la elipse de confianza, una forma -

~ería encontrar las coordenadas de los .puntos al fin~l al eje 

mayor rle la región., en la figura 2.1 Serian A,B,C y D. Pero· 

para cada intervalo, si se debe tener la medida de V(b.) y la -
.{. 

medida de la cov~rianza de b. y b .. Cuando b. Y b. tienen dife 
.{. j ,{. j 

rentes medidas en sus varianzas, la correlación entre b. Y b . 
.{. j 

viene dada por 



p .. 
-tj = 
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cov(b -b) 

[V(b .)V(b .)J1 2 
-t ,e 

Si este valor no es pequefio, entonces ócurre la situaci6n i1us-

trada en la figura 2.1 

Si p .. es cercano a cero, entonces la región rectangular defi
-tj 

nida por los intervalos de confianza individuales, aproximará a 

la correcta regi6n de confianza. 

La e10ngaci6n de la región depende de los valores de V(b.) y -
-t 

V(bj) como se muestra en la figura 2.2 

~----~--------------------~------~ S l 

P12 = O 

Figura 2.2 

Nota: Una forma equivalente de escribir el modelo original es 

de la forma 

E(Y - Y) = fh (X}-XIJ o+- S2(X2-X2) + .•. + Sk(Xk - Xk )2 

donde Y, Xl, X2 , .•• , X
k 

son las medias observadas de los datos 

actuales, entonces los intervalos de confianza no involucran a 
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So, el cual algunas veces es de poco interés. 

2. 7 EL PRINCIPIO DE LA " SUMA EXTRA DE' CUADRADOS " 

Ahora surge la siguiente pregunta, cuán válido seri2 ser con--

testada, examinando la correspondiente suma de cuadrados de la 

porci6n correspondiente al término agregado, entonces la media 

de cuadrados derivada puede ser comparada con 52, estimador de 

a 2 , si es pequeña, el término será removido; si no, queda en el 

modelo. Por ejemplo cuando se ajusta, la linea recta, al agru-

par el término 81X, la suma de cuadrados de ese término se re-

present6 por sc(b 1/b o) 

Exponemos ahora el procedimiento más general, 

Supongamos las funciones Zl, Z2, ... , zp ' son funciones conoci

das de las variables básicas Xl' X2, ... , y supongamos que se 

dispone de los valores de las equis y la correspondiente res--

puesta Y. 

Consideraremos los modelos siguientes 

1. Y = So + SlZ + + E 

Supongamos que obtenemos los siguientes estimadores por míni--

mos cuadrados: b o(1), b 1 (1), ... , bp (1) Y supongamos que 

sC()oU), b 1 (1), ... , bp CJ ))= SI y no hay fuera de ajuste, tome 

mos como estimador de 0 2 a ~2, obteriido de los residuos del mo 

delo ,(1). 

2. Y = Bo + SlZ1 + S,2Z2 + ......... + B Z + e: q q lq < p) 

Las .zetas en el modelo (2) son las mIsmas que en el modelo (1). 

En este segundo modelo hiy pocos términos y supongamos que ob-
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tenemos los estimadores por mínimos cuadrados 

bo(Z), b2 (2), ... , b (2) . q 

Nota. Estos estimadores pueden ser o no los mismos que 

b ~(l) o. . , b I (1), ... , b p (1) anteriores. Si ellos son idénticos en-

tonces b~(1) Y b j (1) son funciones lineales ortoonales para 

1 ~ . ~ ~ q y q + 1 ~ j ~ p. Esto sucede en el modelo J cuando -

las q columnas de la X matriz son todas ortogonales a las úl-

timas p - q columnas. 

Supongamos que sc(b o (2), b l (2), •.. , b
q

( 2));:: S2.; hagamos 

SI - S2 es la suma extra de cuadrados debido a la inclusión de 

Sq + 1 Zq + 1 + .•• , + Sp zp' Puesto que SI tiene .p + 1 gra

dos de libertad y S2 tiene. q + 1, S 1 - S2 tiene p - q grados de 

libertad. 

Puede ser demostrado que si Bq + 1 ;:: Sq + 2 = = S· = O enp 

tonces E{ (s 1 - S 2) I (p - q)} =0 2 , En resumen si los errores son 

normalmente distribuidos, S1 - S2 serán distribuidos com~ 

02X independientemente de 52. Esto significa que si compar_a 
p-q 

mos S1 - s 2 /p - q con 52 por una prueba F(p - q, v), donde v -

es el número de grados de libertad en el cual se basa S2, para 

probar la hipótesis: 

Ho: Q + 1 = Q + 2 = •• • = S · = O "'q . "'q p 

Podernos escribir S1 ~ S2 convenientemente como 

sc (b q + 1, ... , 

ma de cuadrados 

b lb o, b p 

b + 1, q . 

, ... , b q ) que 

... , b q dados 

se debe leer como la su-

. . . , b ; debien
q 

do siempre tener en cuenta que son dos modelos involucrados. -

así para un modelo de regresió~ podemos obtener en forma con~i 
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nuada sc(b o ), sc(b1/b o ), sc(p2,/b o , bd, ... , sc(b
p

/b o , . ••• ,b p -1) 

todas esas sumas de cuadrados se disfribuyen independientemen

te de 52, teniendo cada una un grado de libertad, pudiendose -

compar ar sus cuadrados medios, con 52 por una prueba F, para cada 

caso. 

Cuando los términos ocurren en grupos naturales 1 como en los -

polinomios, por ejemplo a) 60 b) término de primer 6rden c) -

término de segundo 6rden, se puede construir la suma de cuadra 

dos así, s~ (b o), sc eb de primer orden/b o), sc (b segundo orden/ · 

b o , b ,de primer oden) y comparar estos con .S2. 

El nGmero de grados de libertad,es el nGmero de parámetros en 

la suma de cuadrados antes del signo de divisi6n, excepto cuan

do los estimadores son linealmente dependientes, tomandose en

tonces el nGmero de ecuaciones lineiles indeperidierites 1 obte-

nidos sus cuadrados medios así (suma de cuadrados)/(grados de 

libertad), pudiendose obtener una prueba-F dividiendola entre 

.s 2. 

Este principio es un caso especial de la prueba de hipo tesis -

general lineal. En el tratamiento más general, la suma extra de 

cuadrados es calculada de la suma de cuadrados residuales y no 

de la suma de cuadrados de la regresi6n, puesto que la suma 

Y'Y es el mismo para ambos cálculos de ~egresi6n . 

2.8 COLUMNAS ORTOGONALES EN LA MATRIZ X 

Supongamos que tenemos un problema de regresi6~ involucrado ~a 

rámetros 60, 131 Y S. 2. Usando el principio de suma extra .de cua 

drados podemos calcular el nGmero de cantidades ~alei como 
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de el modelo y = S2X2 + E 

scCb 2 /b o ) de el modelo y = So + S2X2 + E 

Estos usualmente tendrán, completamente valores numéricos di 

ferentes, excepto cuando la columna ti 132 ti de la X matriz es -

ortogonal a las columnas ti So ti y ti SI ti cuando esto sucede se 

puede hablar de s c (b 2 ). 

Ahora examinaremos la situacion con más detalle. 

Supongamos . 4ue en el modelo Y = Xa +E, dividimos la matriz X 

en un conjunto de t columnas en forma de matriz: 

x = eX 1, X 2, ..., X t ) 

Una corespondiente división para B puede ser hecha 

132 
• 

B 

~t 

donde el número de columnas de I. es igual al número de filas 
,( 

en B., -<- . = 1, ... , Y. Entonces el modelo puede ser escrito. · 
,( 

ECY) = Xa = (Xl,X2, ... , X
t

) al 
~h 

Supongamos que 1 

b = 

b t 
1 -r ,..., 
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es el vector estimador de ~ para este modelo, obtenido de las 

ecuaciones normales. 

X'Xb ::: :x'y 
I 

RESULTADO. Si las columnas de X. son ortogonales a las colum-
Á. 

nasX. para todo i, j == 1,2, ... , t(i # j), esto es, X'.X . ::: 0, 
j Á. j 

se sigue entonces que 

s c eb ) ::: S c eb 1) + S c (b 2 ) + •••••• 

. . . -. .... 

Y b. es el estimador de mínimos cuadrados de Q .. , Y sc (h .)=b ~X'.Y 
Á. ~ ;(. - Á. Á. Á. -

ya sea que algunos de los -otros términos esten en el modelo o 

no, Entonces 

scCJ:>j/ algún conjunto b/s,j # .i) 

(Not.e que no es necesario para las columnas de X. sean ortogo~ 
Á. 

nales a todas las otras de X.) 

Considerando el caso t ::: 2. 

donde XrX 2 ::: X~Xl ::: O (esto significa que todas las columnas -

de Xl son ortogonales en todas las columnas de X2 ). El modelo 

se escribe así. 

y ::: Xa + E + E ::: + E 

Las ecuaciones normales con: X'Xb ::: X'Y 

X'Xb ::: X'Y X' ::: F X1l 
. L X~J 
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[::] = [::J y 

Puesto que los términos fuera de la diagonal son ceros. 

(X~ X2 = O = X~ Xl), tenemos 

. O ,, 

b
1

] 

X~ y 

= 

b 2 X~ .. y 

Tenemos las ecuaciones normales 

, , 
Xi Xl b l = Xl Y 

X~ X2 b 2 = x1 y 

con soluciones 

b l (X~ 
:"'1 

= Xl) . Xl Y . 

b 2 (X~ 
-1 

= X 2) X2 y 

Asumiendo que las matrices invertidas son no singulares. 

Entonces b l es el estimador de 61' ya sea que 62 este en el mo~ 

delo o no. Ahora 
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Entonces 

sE(b) = sC(b l ,b 2 ) = b'X'Y 

= (b ~ , bk) (Xl, Xl)' y 

= (bj, b~) r::l y 

= (b' b~t~Yl 1 , 

X 2 Y 

J t 1 " 

= b IX.iY + b 2X2Y 

sc(b) = se (bl) + S c(b 2) 

se sigue que 

s e (b 1-/b2) ::; sc(b.l,b 2 } s c(b i) = S!; (p d 

así 

y esto solamente depende de la ortogonalidad de Xl y X2 , para 

casos mayores que t = 2 es similar o 

2.9 PRUEBA-F PARCIAL y PRUEBA-F SECUENCIAS 

Anteriormente hemos obteni.do la suma extra de cuadrados para -

uno o más coeficientes de un modelo dados otros coeficiente de 

otro modelo o Si tenemos varios términos en un modelo, de regre-

sión, podernos pensar si cada uno de ellos ingresa. a alguna 

ecuación deseada, entonces 

.. " , b.-1. b.+1. 
..<.. ' ..<..' , . " . ~ ,¿ ;:: J, 2, o •• , k 

tendremos un grado de libertad, la contribuci6n de cada b . , a «-
la suma ,de cuadrados, cuando ingresa al nuevo modelo q.ue no 
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contiene B . . , es decir la ~edida del valor de adic~onar un tér 
..(. . 

mino Bi,al modelo que no 10 tiene, su cuadrado medio es . igual 

a la suma de cuadrados con un grado de libertad, puede ser com

parada con S2 por una prueba~F. Este tipo de prueba es llamado 

prueba-F parcial para S . . 
-<-

Así por ejemplo, si el término a considerar es Xt , podeJJios ha

blar de una prueba·F parcial en la variable Xt ~ aunquesep'amos 

que la prueba-F actua sobre el coeficiente St. Cuando un mo.d·e

lo conveniente está siendo l' construido " la Frueba-F, es un --

criterio fitil para adicionar o xemoyei términos eri el modelo. 

El efecto de una sola variable Cdigamos X ), en q una determinada 

respuesta puede ser muy grande si solo incluye a .x en la ec'ua q 
ción de xegxesión, pero puede afectar muy poco a la xespuesta~ 

si se agrega luego que se hayan agregado otras variables ante

riormente y se debe a que X está al tamentecorrelacionada con
q 

ellas en la ecuación de regresión. 

La prueba-¡ parcial puede ser hecha para todos los coeficien-

tes de xegresi6n,como si cada yariablecorrespondientefué la 

fil tima en entrar a la ecuación~ para vei los .efectos xelativos 

filtimos al entrar en la ecuación. Esta informaci6n puede ser -

combinada por otra información, si una selección de variables· -

se neceiita, supongamos que X~, b X2 (una u .otra) será usada 

para obtener una respuesta Y .de la ecuación de regresión~ ysu 
, 

pongamos que el uso de X~ proporciona un ' pequefio error de pre-

dicción que el uso de -X 2 • Usaríamos por lo tanto Je l ·COlUO valor 

predictivo. 
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Sin embargo, si X2 fuera una variable a través de la cual el n~ 

yel de respuesta es controlado, mientras que Xl no. Y si el 

control fuera importante, sería mejor utilizar X2,más bién que 

Xl' como una variable independiente en trabajos futuros. 

Cuando unas variables son adicionadas,una por una en etapas a 

una ecuación de regresión, podernos hablar de la prueba-F secuen 

cial. 

2.1Q ENSAYANDO UNA HIPOTESIS LINEAL GENERAL EN REGRESrON 

Cuando estarnos haciendo un trabajo de regresión es a menudo ne 

cesario una .prueba estadi$tica rle una hipótesis Ro, el cual im-

plica funciones lineales de los verdaderos coeficientes de re-

EJEMPLO · 1 

Ho: ~ l B¡ = O, 62 = O (ftos ~unciones lineales, independien 
tes) 

Ejemplo 2: 

Modelos 2: E(Y) = So +S¡X1 + 62 X2 + 

Ejemplo 3: 

= O (k funciones lineales ~n
dependientes) 

Modelo: E(Y) = So + SlX1 + ... + 6kXk 

Ho: Sl - 62 = O, B2 - 63 = 0, 

(k-1 funciones lineales independientes) 

Note que esto expresa la hipótesis 

Ho: fh = S 2 = ••• = B = B - k . 
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Ejemplo 4 (Caso gen eral) 

Modelo: E(Y) = 80 + 81 X1 + + 6kXk 

Ha . C 1 1 SI + ••• + C1k 6k ~ O . 

C2.J 81 + . • • + C z k 6k 
= O 

En esta hipótesis hay m ecuaciones lineales de ~l, 82., •.• , 6k , 

todos los cuales no pueden ser independientes. Ha puede ~eT ex 

presado en forma matricial así: 

Ha: t (3 

Donde 

cJ 1 • •• C1k 61 
E 6 = C 2. 1 ••• C2k B.2 

. . . . . . . . 
Cm1 •.• c mk 8k 

Supondremos en lo que sigue que las m ecuaciones son dependien 

tes, y que si tuviese ecuaciones independientes, las otras m-q 

se tomarían como combinaciones lineales de las otras q. 

Explicación del caso general. 

Ensayando una hipotesis general lineal, :C B = O 

Supongamos que el modelo bajo consideraci6n, es correcto y es 

E.CY} = XB 

donde_ y es n x 1, .x es n x p., y ~ es p :x 1. Si XIX es inversi-

ble podemos estimar (3 así. 

b = eX' X) - 1.x' y 
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La suma de cuadrados de residuos para este analisis es 

scr = Y'Y - b'X'T ' 
- - - -

esta suma de cuadrados tiene n-p grados de libertad, 

La hip6tesis lineal al ser ensayada es He: e f3 = Q. que prop0E. 

ciona q ecuaciones independientes en los parámetros 

s e, S 1, ••• , I3 k y m-q ecuaciones dependientes, (combinacio- ~ 

nes lineales de las q primeras) utilizando las q ecuaciones in 

dependientes para encontrar las q betas, en términes rle 'las - ~ 

otras p-qd,e ellas, sustituyendo esas, ecuaciones en el' modelo -

original obtenemos el modelo reducido 

E (Y} = Z ex: 

donde « es un vector de parámetros a ser estimadbs. 

Hay p-q parámetros. El lado derecho de la igualdad Z es nx(p-ql 

y ,ex: (p-q)x1,. rep,resenta el .resul tadode sustituci'ón X para ,

las betas dependientes. 

Podemos ahora estimar el vector parámetro ex: en "el nueyo modelo 

por 

a = CZIZJ-J Z.1Y . , si Z'Z es no singular, 

La suma de cuadrados de residuos :se obtiene así 

scw Y'Y - a'Z'Y 

esta suma tiene n-p+q grados de libert~d. 

Puesto que menos parámetresson inVOlucrados ? en este segUndo 

analisis, lascw :será mayor a ser . La diferencia scw ~ sc~ es 

llamada la suma ,de cuadrados de residuos debido a la hipótesis 

ca = o y tiene q grados de libertad [n-p-hq - (n-p") = 'q] 
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Una prueba de la hipótesis Ho: es = 0, es obteriido consideran-

do la razón 

scw - scr 
q 1 , scr 

n - p 2. 1 O. 1 

refiriendose a la distribución F(q,m-p) de la manera usual. Si 

los errores son distribuidos normalmente y son independientes~ 

la prueba exacta. 

La prueba apropiada para los ejemplos 1 y 2 está dada por 

[sc(R/b o ) jp-l] I S2 dado por 2.6.13 con k = p-l con 

F(p-1,v), 

donde q = p-l Y v = n-p. El modelo reducido en ambos casos -

es, (puesto que S-i. = O, -i. = 1, ... , n) 

E(Y) = J' So 

donde J' =(1,1, .•. , 1). Otra ~anera de escribir este modelo 

es 

E (Y -i.) = S o p" • ~ ,' . , 1. = 1, •.• , n 

puesto que b o = Y, $CW .;:; ',:Y'Y : nY2 , con n ~ l grados de libertad; 

mientras que scr = Y'Y - b'X'Y con (n-~-l) grados de libertad 

tal que la raz6n para la prueba SI =132 = ••• = Sk = O (para -

ejemplo 2, k = 2) es simplemente 

b'X'Y - ny2 
k / 

, Y" Y '- b'X'Y 
n-k - 1 

2. 1 O . 2 

(Para el numerador por aplicación de 2.10.1, tenemos 

:cY'.Y- :n:Y2) - ~ (Y~.Y- - b'.x~ ~Y) = b'X'Y - :n'Y2. 

(n - 1) - ( n-k - 1) k 
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esto referido a la distribución F(k,n-k-1). Este es exactamente 

el procedimiento de la ecuación 2.6.13 con, k = p-1, v = n-k-1 y 

52 = MSE = sc~/v 

Procedimiento en un simple, pero no típico caso. 

Ejemplo 

Dado el m0delo E(Y) = X~, probar la hipótesis 

Ho: .Ca = O .donde 

y, = (1.4,8,9,3,8,9) 

1 Xl X2 
2 

Xl 

-, -1 -1 O O O 1 

1 - 1 1 1 Y C = O J -J O 

1 .J 1 1 O 1 -1 J 
X = 

1 Q O O O 2 -2 93 

J O 1 O 

1 O 2 '0 

Solución 

Encontraremos sct para el modelo original, cuando es ajustado 

el modelo 

EeY) ;:: So + SlX 1 + S2X2 + 
2 

SllX 1 

"1 iO 3 4 -J 1 O -1/6 -1/2 2 
(X 'X) -1 = O 4 O O 1 O O ;:: Q 4" 

3 O 9 D 
1 1 

-6 O 6 1/6 
4 O O 4 

1 O J 3/4 -Z 6 



X'Y 

b = ex,x)-l X-Y = 

b'X'Y = 312.33 

42 

4 

38 

2'2 

,11/3 

1 

3 

11/6 

scr = y'Y - b'X'Y = 316 

Y'Y ;:: 316. 

312.33 = 3.67 

Ecuaciones para la hipótesis nula Ho: CB 

SI 1 ;:: O 

SI 82 = O 

61 S2 + SIl = O 

2 SJ 282 + 93S 11 = O 

= O 

Estas hipótesis pueden ser expresadas simplemente como;: 
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H: SJl = O, SI = S2 = 6., ya que la tercera y cuarta ecuáciones 

son combinaciones de las dos primeras. 

Sustituyendo estas ecuaciones en el modelo, da el modelo .redüci 

do. 

E (Y) ;::; S o + 6 ex 1 + X 2 ) ;::; o: o + o: Z 

donde 0: 0 = 80' o: = 6 

entonces. 



1 (-1 -1) 1 -2 

1 (1-, 1) 1 O 

1 (-1+1) 1 O 

Z = 1 (1 + 1 ) = 1 2 

1 (O + O) 1 O 

1 e o + 1) 1 1 

1 (O + 2) 1 2 

Ahora encontremos 

[: II [13 -:] ( ~2' Z) - 1 ,: 1 = = 82 -3 

(Z: 'y) = t:l a = (~ ' _,Z) - 1 :z; 1 Y 21 [l:l = lIT 

a' Z' y = 3 01 . 1 7 

scw = Y'Y - a'z'Y = 316 - 301.17 = 14.83 

Ahora p = 4, n = 7, q = 2, n-p = 3 Y 

scw - sc'r = 14.83-3.67 = 11.J6 = sc deb.ido a la hlpotesis 

El estadístico apropiado para Ho.,es entonces 

11 . 16/2, 3.67/3 = 4.56. Puesto que F(2,3,O.95} 9. , 55 

no rechazarnos Ho; puesto que el modelo original fue 

E (Y) = So + Sl X1+ $2 X2 + Sll X2 y la hipótesis no rec'hazada 
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im-

plica que SI 1 = O, B1 = 132 = S, un modelo más apropiado sería 

E (Y) = 60 + (3 ex 1 + .x2) • 

2.J1 ASIGNANDO PESOS EN MINIMOS ,CUADRADOS 

Algunas veces sucede que algunas de las observaciones usadas en 
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análisis de regresión son 11 menos confiables 11 que otras, 10-

que usualmente s'ignifica es que la varianza de las observacio --

nes no son iguales, en otras palabras la matriz V(~} no es igual 

a 10 2
, teniendo elementos diferentes en su diagonal. puede su~e 

der, en algunos problemas, que los elementos fuera de la diago-

nal de Y(E) no ser cero, esto es, que las ob~erYaciones 50n co-

rrelacionadas. 

Cuando uno u otro o ambas de esos eventos ocurre, la estimación 

ordinaria por mínimos cuadrados, es decir, parab ~ (~'X)-.1.x'Y ,no 

es aplicable y es necesario corregir el procedimierito, de la --

siguiente manera, transformando las observaciones y a otras va-

riables Z, la cual debe satisfacer las suposiciones de la regr~ 

si.ón [es decirZ ;:: Q~ + f, con E(j) ;:: a V(f) ;:: .10 2 ~ para la píue 

ba - F , intervalos de confianza, debe ser vál ido quef ~ . N {a ,I02
} 

y aplicar el anilisis usado anteriormente para encontrar el es

timador, pudiendose posteriormente expresarlo: en . términos .de Y 

se descubrirá como transfonnar el procedimiento usual. 

Supongamos que el modelo eri cons'ideración es: 

2.11.1 

donde 

E CE) ;:: a, V(E) V ,a 2 y 2 • .J J ,2 

Es posible encontrar una matriz simétrica no singular p, 

tq. 

p!p ;:: p.p ;:: p2 ;:: V 2. J 1 .3 

Escribamos 

f 
-1 tq Elf) ;:: a 2.1J .,4 ;:: p .E 
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, [E(f) = 
, -1 

= P . E CE) = o, por 2 ~ 1 J • 2J 

Ahora si se tiene que, si f es un vector de variable aleatorig 

tq E(f) = 0, entonces E(ff') = V(f), donde la esperanza es-

tomada separadamente para cada término en la matri z cuadrada 

n x n. Entonces. 

V(f) = E(f .f') = 

= 

= 

= 

= 

= 

V(f) = 

- J ' -1 
Eep ' E.E'p ), ya que (p - J E'l ' = 

, ("",-1) ,' puest'o que \...Y ' 

p~, 1EeE.El)p-1 

~ 1 ' - J 
P V(E)p 

- 1 P . y.0 2p -1 por 2. 11 . 2 

-J . -1 2 
P Vp ,a 

-1 -1 
,0 2 

P ppp por 2,.11.3 

1.0 2 2. 11 .5 

. - J 
E'p 

- J = p 

:f es distribuida normalmente, es decir, f '\¡ NeO ,1,0'2) 1 puesto -

que f consiste de combinaciones lineales de los elementos '{:,los 

,cuales si son distribuidos normalmente. 

Si premultiplicamos la ecuaci6n2.]J~J por p-J obteriemos un nue 

va modelo. 

6 

- 1 
P Y 

z 

= 2. ,11 . 6 

= Q 6 + J 2.1J . 7 

Al comparar las dos últimas ecuaciones se tiene que 

z = 
, -1 
p , Y y Q 

, -1 
P X. 

Ahora es posible aplicar la ,teoría básica de mínimos cuadrados 



a 2.11.7. La suma de cuadrados de residuos es 

f'f = 

f'f = 

-1 -1 
E'p .p .E 

- J E'Y E = 

= 
. . -1 

E' (p .p) E = , V-JE E . 

2 .• J 1 • 8 
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A partir de la última igualdad se obtienen las ecuaciones norma 

les, diferenciando con respecto a e, e igualando a cero, y pOY-

teriormente sustituyendo ~ por b. 

ff' =(Y . -X6)' v- 1cr- X6) 

= :CY'. _··f}'X') v- 1.cy .- X6) 

Derivando con res~ecto a ~ 

o. = _y'y- 1X ,., 6'x'y- 1.x 

a' x 'y- 1X = y 'Y-]X apl icando tra5pue~ta . 

X' C¡¡'X'y- 1), = X,.Cy ,.y- 1) pues·to que :Cy-J), = 

tenemos 

o sea propiamente Q'Qb 

Puesto que Q = p-1X Y 

Tenemos Q'Qb = Q'z 

= O' . '," . z 

z = 

X' (p.p) -lXb 
. .. -1 

= X(p.p) 

= 2 .• .1 J. 9 

y 

por 2.11.3 

-J V 

-1 -1 -1 
donde 2 . . 11.9 tiene como solución b =(X 'V .'X) . .:x: 'V .. Y . 2 .• J 1.. Jo. 

siempre que la matriz invertida sea no singu1aT. 
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La suma de cuadrados de la regresión es 

2.1J.11 

Prueba por sustitución de h'1 Q' i z ' , ya que 

y su traspuesta es 

y Q - 1 1 = P X su traspuesta es Q' = X'p- y z 

Ahora 

b'Q'z Y'V-1X(X'V-:-1X)-1X'p-~p-1y 

b'Q'z = y'y-1 X(X'V- 1X)-1 X 'y-1 y 

La suma de cuadrados es 

z'z = = 2 . . 11 .12 

La diferencia entre las ecuaciones 2.11.11 Y 2.11.12 nos da la -

suma de cuadrados de residuos. La suma de cuadrados debido a la 

media esCI.Z.)2/n, donde a . son los n elementos rlel vector z 
-<. -<. 

La matriz de varianza-covarianza de bes. 

V(b) = (Q'Q)-1 a2 2 • 1 J • 13 

Una región de confianza para todos los parámetros p.uede ser obte 

nido de 

Cb- B) Q'Q(b-a) = . [nYp] lz ' z -b 'Q' z) F LP , n - p , 1 - ex: ) 2 .• J 1 .• J 4 

tras de sustiuir de ecuaciones 2.1J.11 y 2.J1.J2 Y establecien 

do que Q = - 1 P X si se desea. 

Una aplicación simple .de " asignar pesos en mínimos cuadrados " 

ocurre cuando las observaciones son independientes, pero tienen 



diferentes varianzas tq. 

donde algunas de las D~ pueden ser iguales . 
..t 

93 

En problemas prácticos es a menudo dificultoso obtener informa-

ción específica de la forma de V primero. 

Por esta raz6n muchas veces se toma V 1 (sabiendo .ser erroneo) 

y entonces · se ensaya descubrir algo de V ex·aminando -los Tes·iduos 

del analisis de regresión. 

Si una asignación de pesos rle mínimos cuadrados debería reali--

zarcerpero se hace un analisis ordinaria de mínimos cuadrados -

el estimador obtenido podría ser insesgado pen) no tendría va--· 

rlanza mínima, ya .que ·estimadores de mínima 'varianza: · se 'obtie - -

nen al asignar correctamente los pesos, en· mínimos cuadrados . 

Si el modelo de mínimos cua,drados es usado, entonces los estilDa 

dores son ohtenidos de 

ha = (X'X) -JX'y y 

E(h o ) ;::; (X'X)-1.x'.E.CY} ~(X'.x}-]X'X~ r- ~ pero, 

V(J>o) = (X'X}-lX ' V([YJX ~'X):" l 

Cx'.xJ- 1.x' V.xCX' -X) -J .0 2 

Recordamos ·de 2.1J .• 13 ~ue si el analisis correcto es lleVa 

do a cabo 

cuya matriz nos proporciona las más pequeñas varianzas, ambas -

para coeficientes individuales y para funciones lineales de los 



coeficientes. 

Un ejemplo de asignación de pesos en minimos cuadrados. 

Es para el modelo Eey) = Bx el cual deseamos ajustar 

Por lo que supongamos que 

l/w.l O · 
Vo 2 == V(y) "" 1 /W.2 

0 2 

. J lw .. 
O TI 

donde w's son los pesos a .ser encontrados. Esto significa que 

Vamos ahora a 

X'Y-1 X b 

( Xi,X2 ... ,xn ) 

O 

encontrar 

= .:X'V- 1Y 

W 

O 

Q 

b 

O 

w 
n 

de 

""n 

(5(1 Wl, XzWz; ... , X nWn Xl 

Z 
2 W 2 + ..• + x 2 w ) b . n n 

n 
.e¿ W • .:x~) - b 
. 1 .{. .{. .{.== 

2.11.J5 

,. 
Xl Wl 

O 

b==(Xl ,X2, ... ,Xn ) 
O 

x 
Wn 

n 

Yl 

Yn 

n 
¿ (w'-x. y .) 

. J .{.:,{..{. 
.{.= 

2.11.16 

94 

Yl 
12 

Yn · 



y se llega a 

b 

Caso 1 

n 
I W.x .y. 

i=l .{. .{. .{. 
n 
L w .x~ 

i=1 .{. -<-

95 

Supongamos qué 01 = V(Yi) = kx¡, esto es, la varianza de los -

y . es proporcional a la media de los correspondientes x .. En--
-<- -<-

tonces 

w · -<-

V0 2 = 
2 

.01 

que resulta de 

2 O 
.0 2 0 = V(y ) 
O 

0
2 

1 
W1 

= 1 
W2 · 

O 

0 2 

l Wl 

00 2 = .0 2 

O W2 O 

o 

0 2 

J . O 
J W n 
W n 

Al comparar la primera matriz en el término all con el de la -

Gltima matriz tenemos 

2 = 0
2 

.01 
W1 

pero ".2 = k 'Y 
.V 1 A l 

y asi para todos 

¿w.x .y. 1. 
b 

. .{. .{. .{. 
= = 

los términos de la 
0 2 , 

K.i . ~-i.Y ..{ 
-<- = 

diagonal. Entonces 

Iy ¿Yi -
¡ n Y 

= = 
¿w . X 2. I .{. .{. 

Ix. LX. 
-<- -<-

x 
n 

Entonces, si la varian z a de y. es proporcional a ~. , el mejor 
.{. -<-

estimador de los coeficientes de re gresión e s la me dia de los 

y . _dividi.do por la medida de los x.. En resume n 
.(. -<-

V(b) = 
(52 

I - 2 
W .X 

-<- i 



además 

Caso 2 

'.(J2 

L . . 0 2 

kXi 
X. 

-<.. 

= 

96 

= 

Supongamos Di = V(Yi) ;:; kx~, esto es, la varian za de Yi es pro-

cional al cuadrado del correspondiente X . . , 
-<.. 

entonces w . = 02/kx ~ 
-<.. -<.. 

por lo que . . . 2 
,0 2 Yi 

L:w ':x L .a . x .y. ~ y ./x . . y . . kJ( ~ . -<.. -<.. J( . 

b = -<.. -<.. -<.. ;:; 
,.{. 

= 
,.{. -<.. ,.{. 

. 2 ;:; 

L:w.x .0 . 2 n 
i KX~ ' x 'º--I 1 -<.. -<.. 

,.{. k . 

Entonces si la varian za de los y. es proporcional 
-<.. 

2 a x . , 
-<.. 

elma-

yor estimador de los coeficientes de r e gresión es el promedio 

de las n pendientes obtenidas de cada par de observaciones 

y ./x " también 
,.(. -<.. 

.0 2 ·2 · 2 'k V(b) = = .0 .0 
;:; = - . . 'cy 2 n 2 i 2 x~ n w .x . ¿-' - -- 1:1 -<.. -<.. kx~ -<.. 

-<.. k 

2.12 SESGO EN LOS ESTIMADORES DE REGRESION 

Anteriormente afirmabamos que el estimador de mínimos cuadrados 

b = (X 'X)-l XIY de a en el modelo E(Y) = Xa es un e stimador i n-

sesgado esto significa que 

E(b) = a 

Esto es si se consideri la distribución de b (tomando diferen- -

tes muestra de Y, con los X fijos y estimando S por cada mues--

tra) entonces la media de esa distribución es a. 

Ahora si el modelo postulado no es correcto; esto es E(b) # a. 
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es .decir el estimador es sesgado, donde el sesgo no solamente 

depende del Eodelo planteado y el modelo verdadero, sino tam--

bi~n en los valores de las variables X que entran en los cá1cu 

los. Cuando un experimento proyectado es empleado, el sesgo ~e 

pende del proyecto experimental, como del modelo. 

El modelo tratado será no singular, para trabajarlo en forma -

matricial. 

Supongamos el modelo planteado. 

E(Y) = Xdh 2 .• 12. 1 

esto nos lleva a los estimadore~ de minimos cuadrados 

2.12.2 

donde Xl es una matriz de constantes, podemos aplicar la espe-

ranza a bl y a Y que son variables aleatorias. 

E eb 1) 2.12.3 

por lo que b 1 es un estimador ~nsesgado de 61 

Ahora vamos a portular de nuevo el modelo 2 .. 12.1 

tq b como definido en 2.12.2, es el vector de estimadores .de 

los coeficientes de regresión. 

Supongamos ahora sin embargo, que la verdadera respuesta no es 

la ecuación 2.12.1 sino que 

2.12.2 

Esto es, existe un t§rmino ~2~2, el cual no to~amos en cuenta 

en nuestro procedimiento de estiEación. 

AhOra sigue que 
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E(b 1) (XrXdXi E(Y) -1 
+ X26d = = (XIX 1 ) Xl (~161 

= CX~Xl) -1 x1x1 + (XiXl) -1XiX282 1 

= a.l + A82 

donde A = (X~Xl)-1XiX2 

Se debe oyservar que el sesgo no depende solamente del modelo -

planteado y del modelo verdadero, si no también de las matrices 

Ejemplo. 1 Supongamos postulamos el modelo 

E(Y) = ao + BIX, pero el modelo E(Y) = Bo + B1X + BI1X2 es ac-

tualmente la verdadera funci6n Iespuesta, desconoscamosla. Use-

mos las observaciones de Y de X ~ ~ 1, O Y 1 a estimar Bo y al -
en el modelo postulado, cuál será el sesgo introducido? esto es, 

será el estimador b o y b l actualmente estimado? El modelo ver-

dadero, en términos -de las observaciones es. 

1 X 'X2 
-

Y1 J -1 J 

E(Y) = E Y2 = 1 O O 

Y3 1 1 1 

1 X X2 

1 - 1 

r::l 
1 

= 1 O + O 

1 1 1 

= Xd~ 1 + X 2a.2 

de esa forma se tiene de la ecuaci6n 2.12.4 con ecuaci6n 2.12.1 

el modelo postulado, se sigue que 
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-J -1 

[: ~] [: 
1 

J 1 - 1 [: :J (XjX 1 )-1= = 
O 1 O 

1 J 

L- ~ 
1 :l 1 l:J X~X2 
O Q 

1 

Entonces A (X~XI) -lX~X2 [1/3 O ] 
O 1/2 [~J e~3J 

Aplicando 2.12.5 obtenemos 

De donde 

E COo) 2 
= f30 + "3 SIl 

2 = SI entonces b o es sesgado por '3 1311, ySles insesgado. 

Ejemplo 2 

Supongamos que el modelo postulado es E(Y) = So + 131X1 pero el 

modelo real es 

Que sesgos son introducidos ~omanda las observaciones rle 

x = -3, -2, ~1, O, 1, 2,3. 

Encontramos 

8 



JOO 

1 X .x 2 X3 

Y1 1 -3 9. -27 S 

Y2 1 - 2 4 - 6 
8 1 

Y3 1 - '1 1 -, J 

E(Y) = E YI¡ = 1 Q O O SI 1 

Y5 1 1 J J 
~ l 11 

Y6 1 2 4 - 8 

Y7 1 3 9 ~ 27 

1 , -3 9 -27 

1 -2 

[:~l 
4 - 8 

[" ] = 1 - 1 1 - 1 = X d~1 + X28 2 

1 O 1 Q 8 l 1,1 

1 1 1 1 

1 2 4 8 

1 '3 9 -27 

Por 10 que 

1 -3 9 ~ 27-

J - 2 4 · - 8 

1 - 1 1 - 1 

.:xl = 1 O X2 = O O 

J 1 1 1 

J 2 4 8 

1 3 9 9 
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En contremos 

[ 1 
1 1 J 1 1 :] J - 3 -1 

"G °T~ r ~J (~ ~) -1 = 

- 3 - 2 - 1 O 1 2 J - 2 28 O 

1 - 1 

1 O 

1 1 

J 2 

1 3 

G 
1 1 1 J J :l 9 -27- [28 

19:J XiX2 = 
-2 - 1 Q 1 2 4 - 8 . O 

1 - 1 

1 O 

1 1 

4 8 

9 27 

(X ~X 1) -lX ~X2 U 1/2:J 
[28 

19:J " [4 ~J A = = 
. O . O 

Entonces 

. G:J " ~ J + Aa , " eoJ +[: ~J e"J E (h ¡) = E 
. S·1 S 1 1 

= [::l + [ S11 ] ro + 4S , l 
7 S 1 11 ;::. f3 1 + 7 f3 1 11 _ 

ó E eb o ) = 8 o + 4 S 1 E(b ) = 81 + 7 81 11 
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Usando la fórmula general 2.12.5 podernos encontrar el sesgo en 

algún estimador una vez postulado el modelo. 

EL EFECTO DE SESGO EN EL ANALISIS DE MINIMOS CUADRADOS 

Nota. Para esta parte llamaremos X a la matriz Xl, y 6 al vec-

tor llamado ~1, a X2 B2 será el término extra del modelo verda-

dero. Ahora resumiremos el ~fecto del sesgo en el analisis 

usual de mínimos cuadrados. 

Supongamos que 

1. El modelo postulado E(Y} =X6 tonteniendop parámetros; 

2. El modelo verdadero es E(Y) = X ~ + X2~2, donde 62 puede ser 

0,S1 el modelo es correcto. 

3. El número total de observaciones es n y hay f grados de li

bertad disponible por ' falta rle ajuste y e grados de liber-

tad para error puro, tq n = p+f+e. Esto significa que hay 

p + f puntos distintos en el diseño. 

4. El estimador b = (I'I)-~'Y _y el valor ajustado i = _~~ son -

obtenidos rle manera usual. 

Entonces el número de resultados son verdaderos como 

Estimadores 

SUivIA DE GRAOOS DE 
-CUADRAroS , , . LIBERTAD ' 

b'.x'Y p 

Falta de ajuste por diferencia f 

Error puto 

TOTAL y'y n 

VALOR ESPERADO DE CUADRAOOS MEDIOS 

02 + (S + A(2) l"xx(6 + Aa2) Ip 

,0 2 + e~ (X2 - XA) '(X2 - XA)B2/f 
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5. Cuando ~2 = O, esto es, cuando el ~odelo postulado es corree 

to, los anteriores se reducen a lo siguiente: 

.... 
E(b) = a E(Y) = Xa 

E(cuadrados medios debido a estimadores) = .a 2 8'X'X8 + 
p 

[Esto es por que la media de cuadrados debido al estimador es 

comparado con un estimador de 0 2 a la prueba Ho: 80 = O, tiene 

esperanza 0 2 , si a = O) 

E[cuadrados medios por falta de ajuste) = 0
2 

[Esto es porque el modelo es correcto, 10 que nos proporciona 

un estimador valido de 0 2 • Si la falta de ajuste existe, el --

cuadrado medio de falta de ajuste tiene una esperanza más gra~ 

de que .a 2 
) 

, , 



CAP f TUL O 111 

RECIDUOS 

3.0 INTRODUCCION 

Nota. El trabajo de este capítulo es útil y no válido solamen-

te para modelos de regresión lineal, Slno también para modelos 

no lineales y analisis de varianza. Se trabajará siempre que -

un modelo sea ajustado y presente variación inexplicada (en 

forma de resid~os). 

Los residuos son definidos por las n diferencias 

e· = y. - y. i = 1 2 n . donde Y . es una observación y Y . es el valor A.. A.. A.. , " ••• ,., A... A.. . 

encontrado por la ecuación ajpstada, Es decir, lo que la ecuación de 

regresión no ha sido capaz de explicar. Así podemos decir, que 

los e i son errores, pi:;na - el ·model-o-· planteado; anteriormente a -

los qi~e les ha hecho ciertas suposiciones generales, que ~on 

independientes, tienen media cero, una vaiianza constate a 2
, 

una distribución normal y una para hicer una pruebaF. Así, ~i 

el modelD es correcto los .residuos mostrarían tendencias a c·on--

firmar esas supociciones planteadas , : 0 al mejor no ex-hibir una 

negativa a ellas. Podríamos preg~ntarnos ¿pueden los T~siduos 

hacer aparecer nuestras suposiciones como equivocadas? 

Después de examinar los residuos seremos capaces de responder -

si: 

1. Las suposiciones parecen ser violadas 

2. Las suposiciones parecen no seT violadas 

Es de observar 2, no significa que estemos aceptando que las su 

posiciones son correctas, sino que ~n base a los datos, ho se 

tiene razón para decir que son incorrectas, 
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Para exa~inar los residuos~ se hará por medio de gráficos~ fá-

ciles de hacer, pero son reveladores cuando las suposiciones -

son violadas. Los principales métodos para plotear los residuos 

e. son: 
.{. 

J. Plotearlos todos 

2. Plotear una sucesi6n de tiempo, si el 6rden es conocido. 
A 

3. Plotear contra los valores ajustado Y . 
.{. 

4. Plotear contra las varialbes X .. ; para j = 1,2, ... , k . 
j,(. . 

En adici6n a ese ploteo básico, los residuos debe·rían también· 

ploteados. 

5. En alguna forma razonalbe, para problemas particulares bajo 

consideraci6n. 

Explicaci6n de los ploteos mediante el siguiente ejemplo 

Ejemplo. Un análisis - de regresi6n proporciona once residuos, -

respectivamente. 

3.1 PLOTEARLOS TODOS. 

Cuando los residuos del ej emplo son plo.teados ·todos obtenemos 

el diagrama en la figura 3.1 

t t ! 
, 

t 1 t . y t t 
-1 o -5 o & 

Figura 3 ·. 1 
lo 

Si nuestro modelo es correcto, el diagrama de esos once resi--

duos deberían asemejarse a una distribuci6n normal con media 

cero ¿contradice nuestra idea plotear todos los residuos? 

Primero, notamos que la media de los residuos es cero, que se 

obtiene de la primera ecuaci6n normal, 1.2.8, derivándola con -
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respecto a 60' cuando el ~odelo es ajustado,así si 

la ecuación normal, puede ser escrita 

donde la suma es tomada de ,¿ 1 a n, la cual se reduce a 

Á 

¿ (Y . 
-<.: 

Y.) =0; asi Le. = O 
-<.: -<.: 

Así. 
-e o 

Mientras que el ploteo exhibe pequeñas irregularidades, no pa

rece anormal para una muestra de once observaciones de una dis 

tribución normal ¿como podría justificarse? 

Comparandola con diagramas obtenidos de varias muestra de tama 

ño once, de una tabla de desviación normal aleatoria. 

Así una pequeña práctica 'de estas ord~naciones,nos proporciona 

una excelente " forma " de como un gráfico anormal podría ver'" 

se antes y poder asegurar que contradice la suposición de nor-

malidad. 

Las" desviaciones normales unitarias" forma de los residuos. 

EL 
Usualmente asumimos que E. 'V N(O , ,0 2 ) tq 'V NCO~ , J) 

.<. q 

Ahora si el modelo es correcto los cuadrados medios de los re_' 

siduos n 
\' - 2 , L Ce. - e) 

,¿= 1 . .,{. , 
= If-P 

n 
, L ,e~ 
,(;=J ' --<.: 

n-p 

es un estimador de ~2. (~ota: si ignoramos el error de ~edon-

deo e = O). La cantidad e ,¿/s es llamada a menúdo forJ.Ila ,de las 

" desviaciones normales unitarias" de los residuos e .• 
,t 
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Los e ./5 1 ~ =_ 1 1 2, .. " n; puede ser examinados en un plateo de 
A.. 

todos, para ver si ellos muestran que la suposición 

E ./a ~ N(0,1) es ·equivocada. Puesto que un 95% de la distribu
.(.. 

ción N(0,1) da como límites (-1.96, 1.96), podríamos esperar -

aproximadamente el 95 % de los e . /s esten entre los límites 
~ 

(-2,2) . Si n-p es pequefio, los limites al 95% pueden $e~ usa--

dos en una distribución t(n-p) 

3.2 PLOTEO DE UNA SUCESION DE TIEMPO 

Asumimos qu_e los residuos en el ej emplo anterior ocurieron en 

el órden en un tiempo dado. El plateo sería como ' se ~ueitTa en 

la figura 3.2 . 

.-
5 • • • 

• 3 4 5 6 7 • 9 10 12 Orden de 
tiempo 

• _5 • 
• 

-10 Figura 3.2 

Si luego de plateado" damos paso'S atrás ", de este diagrama -

obtenemos la impresión de una" banda" de residuos tal como 

se muest~a en la figura 3.3. 

Figura 3.3 . 

B 
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Esto indica que en un téxmino largo de tiempo no hay efectos 

sobre los datos. Sin embargo al " dar pasos atrás" se pueden 

asemejar a las siguientes gráficas de la figura 3.4 

(1) 

(2) 

(3) 

Figura 3.4 

donde se hace constar el efecto del tiempo, como sigue 

1) La varianza no ei constante, pero se incrementa con el ti~m 

po, indicado con esto que una asignación de .pesos por -JlJíni

mas cuadrados podía haberse ~eiliz~do. 

2) Un t~rmino lineal en el tiempo teridrla que $er incluido en 

el modelo 

3) T~rmi.nos lineales y cuadráticos en el tiempo tendrían que

ser incluidos en el modelo . 

Se pueden dar combinaciones. o variaciones (como en el caso (2) . 
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donde la inclinación podría ser opuesta) 

Mencionamos anteriormente que los residuos revelan tendencias 

no aparentes, en períodos largos de tiempo. 

Una observación más cercana del ploteo en el tiempo demuestra 

que la nbseryación no puede ser extendida a períodos cortos de 

dirección de tiempo. 

Si tomamos los residuos en grupos de tres, es decir, 

(1,2,3), (4,5,6), (7,8,9),CJO,.11).; podemos observar una lí--

nea de tendencia hicia abajo en cada grupo, revelando una cla-

se de ordenamiento por zonas , las cuales pueden ser introduci 

das en el modelo revisado. Si tentativamente asumimos una in--

clinación general, para la tendencia lineal pudierámos, por 

ejemplo, adicionar un término de la forma 6{(t-1)modulo :3} ~l ' 

modelo, donde 6 es un coeficiente de regresión a ser estímado 

yC-t:"l) módulo 3 es la variable obtenida por 'el residuo que re 

sulta despues de dividir el valor de ~-1 por 3. 

Los valores de las nuevas variables son como siguen 

Variable vieja t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 JO JJ 

Ct -1) Modulo 3 o 1 2 O ' 1 2 ~ O 1 2 o 1 

(Otra alternativa es usar {(t-l) modulo 3-1} como una variable 

esta nos da los valores -1,0 y 1 en lugar de 0,1 y 2.). 

f' 

3.3. PLaTEO CONTRA y " 
.{; 

t\ 

Asumimos que los Y
k

, los cuales corresponden a los e~ dados 

anteTiormentefueron 44,8,10,62,22,48,56,30,24, J6, 34. 

Entonce~ al plotearlos obtenemos la siguiente figura. 3.5 
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2 • 

o 
10 20 30 

- 2 • • 
- 4 • 
- 6 • 

- 8 

-10 

• 

• 

40 50 

• 

• 

60 A 

Y . 
..(. 

Figura 3.5 
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La banda horizontal indica la no anormalidad y nuestro anali--

sis de mínimos cuadrados no parecería ser invalidado. 

La anormalidad sería indicada por el ploteo de las formas mos-

tradas en la Figura 3.4 para (1), (2) Y (3); aquí el ploteo in 

dicaría: 

1) Varianza no constante, como 'se ' asumi6: hecesi tamos una as'ia 

naci6n ~e ~esos por mínimos cuadrados o una transformaci6n 

en las observaciones Y., antes de hicer un analisis de re-
..(. 

gresi6n. 

2) Error en el analisis¡ la ~esviaci6h de la ecuaci6n ajustada 

en residuos negativo~ corresponde a los Y bajos, ' re~iduos -

posi tivos para valores al tos de Y. El efecto .puede .ser causa 

do por la omisi6n equivocada del término So en el modelo. 

3) Modelo inadecuado: necesita términos extra en el modelo 
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Ces decir 1 un cuadrado o producto mezclados) o la necesidad 

de una transformaci6n en las observaciones Y i , antes del a

nalisis. 

3.4 PLOTEO CONTRA LAS VARIABLES INDEPENDIENTES~, , ; ~ = 1 1 2, . • . n, 
j,t 

La forma de ese ploteo es el mismo que contra los y" excepto . .{; 

" que usamos (en lugar de los correspondientes valores de Y¡) --

los valores de los correipondientes X, , ; llamandolas X ' 1' X'2 
j~ j j 

... , X, . El gráfico correspondiente ~e una banda hririzontal -
jn 

de residuos, es considerado como satisfactoria. Las anomalías -

en la figura 3.4 indican aquí. 

1) Varianza no constante, necesidad de una asignaci6n rle pesos 

por mínimos cuadrados o una fransformación prelimirar en 

las yeso 

2) Error en cálculos, efecto lineal de Xj no hi Sido removido 

3) Necesidad de términos extras, por eJemplo, . un .término cua-

drático X, en el modelo o una transformación en los yes·, 
j 

En problemas pequefios de regresión, es .decir ·2 ó 3 variab1~i -

es posible hacer un diagrama del mo.delo ya sea en 2 ó 3 dimen-

ciones colocando cerca de los ·puntos, los Teiiduos correspon--

dientes, siempre que :sea posible. 

3.5 PLOTEO DE OTROS RESIDUOS 

Con un buen conocimiento sobre el problema; pueden plantearse 

otros típos de diagramas" como ·por ej emp10, sugongamos que las 

once observaciones las cuales nos llevarón a los once ~~iiduos 

anteriores, provienen de ·trei máquinas A,B, e tq . los residuos 

agrupados por máquina ·fueron: 
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A: .- J, - 4, - 6 ; B: - 2 -5 -2' 1 1 ~ c: 5, 4, O, 9, 3 

que se muestran en el diagrama contra máquinas 

_ 10 _ 5 o 5 10 

A • • • 

B • • • 

C + ••• • 
Figura 3.6 

que sugiere que _hay una diferencia básica en el nivel de res--

puesta Y d~ la máquina C con las máquinas A y B. 

Tal diferencia podría introducirse dentro del modelo con una -

variable falsa (se verá posteriormente). 

3.6 ESTADISTICOS PARA EXAMINAR RESIDUOS 

En las secciones anteriores, mediante diagramas se han utiliza 

do técnicas visuales para poder determinar las violaciones a 

las suposiciones hechas a la regre~i6n, pero no se teriia una -

medida númerica del defecto y lo cual es necesario, ya que se 

tuvieron tres tipos rle discrepancias, pudiéndose medir esos ~e 

fe¿tos por un estadistico apropiado, por lo que se define . 

n p ~q 
= . Le. Y. 

i = 1 -<-. ,(, 

entonces 

1) TZJ ::; 
TI " 
Le~Y. p:rovee una medida pa:ra el tipo de defecto de 

. J A... ,{; .{.;:::. 

la figura 3.4 (J) 

n Á 

I e .Y. esto siempre sería cero. Esto provee una medi 
. 1 -<- -<--<-:::: 

da para el defecto de la figura 3.4 (2) 
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n A 

3) T12 = I e.Y~ provee una ~edida para el defecto .de la figura 
..[=J .{. ,(. 

3.4 (3) 

3.7 CORRELACION ENTRE RESIDUOS 

En una situación general de regresión, cuando p parámetros son 

estimados de n observaciones, los n residuos son asociados con 

n-p . grados de libertad. Entonces los residuos pueden no ser in 

dependientes y existir correlación entre ellos. Si el· ~odelo -

postulado es Y = X6 + E, y si X'X es no singular, entonces 

los residuos pueden ser escritos en forma matricial asi. 

= [1 .X(I ''x) -1X] y .. 

= [I R] Y . 

donde R = X(X 1X)-1 X', la cual ei importante en - regreiión. 

Puesto que E (Y). = .x ~, tenemos que 

e - E(e) = [1 RJ . Y E [el R] fY 

= [I ·RJ Y - (1 - R) EeY) -

= (1 R)Y (1 - R).x~ 

(1 R) .eY X~) 

(1 R) e: , e: del modelo ~ostulado. 

y la matriz de varianza-covarianza de e es definida por 

V(e) ::; E{r- e 

= E{ [( 1 

E(e)l 

R) E] · 

[e - E ( e·) ] I } 

I 
[(J -. R)e:J } 

. I 

= lH(l -R)e: E' [(1 - R)l 1. 

Pero E(EE') = V(E) = 10 2
, si ECE) = .o,. como .se lJlenci.onó anterior 



onnente. Además 

(1 - R) I ;::: I I - R I ;::: I - RI ;::: I - R 

puesto que 

NI ;: [X(XIX) -lX] I ;::: (X') I [X. (XIX) -lJ' 

= X.((X'X) -1X) , X' 

;::: X.CX'X)-J.x l 

;: R 

es decir es ' simétrica. 

Asi 

V(e) ;::: (1 R) E (€€ 1) (1 - R)' 

;: (1 R) 10 2 (1 - R) 

;: (1 R) (I - R) .02 

;::: (1.1 - IR - RI + AA) .0 2 

de aquí 

1.1 ;: 1 2 ;::: I I.R ;: R R.I ;::: R 

R.R ;: R 2 ;::: [X. CX'.X)-~ XI] 

;::: X . (X I X) ~ lX l.x. (X l.x) : 1)( I 

;::: x. (XIX) ~l (i X'..x). (,x IX) :1,X' 

;: X. I . (X' X) - J..x ' 

;: .x. (XIX) -lX ' 

;: R , por definici6n rle R 

aplicando estas igualdades teriemos 

y 

11 4 
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Y(e) ;::¡ (1 R + R + R) ,q2 

V(e) = el - R) 0 2 

Entonces la V(e.J es dado por el iésimo elemento de la diagonal, 
,(. 

y cov(e,Cej) es dado por el (1.,J) -ésimo elemento de la matriz 

(1 - ~) 0 2 . la correlación de e. y e. es dada por 
,(. j ' 

p ~. = 
,{.j 

covar(e., e.) . 
. , ,{. j 

El valor de esta correlación depende solamente de los elemen-

tos de la m~triz x. 

En el analisis de regresión, el efecto de correlación entre re-

siduos no necesita ser considerado, cuando el diagrama esta he-

cho, excepto cuando la razón (n-p)/n es bastante pequeña. (don

de (n-p) es número de , grados de libertad de los residuos yn es 

el número de , grados de libertad) 

3.8 PUNTOS RAROS 

Un punto raro entre residuo~ es aquel cuyo valor absoluto es ma 

yor que el resto de los residuos, es muy peculiar, e indica un 

punto que no es Lípico del resto de los datos, asi un punto ra-

ro debe ser sometido particualrmente ,a 'un examen cuidadoso, pa-

ra ver si la razón de su peculiaridad puede .ser '.determinada. 

Se han propuesto reglas para rechazar puntos raros Ces decir, -

para remover las correspondientes observaciones ' de los datos, -

despues .de lo cual los dato.s son reanalizados sin esas observa-

ciones), pero rechazarlos ' no siempre 'es un proceso correcto, 

puesto .que algunas veces -'esta proporcionando información que no 

pueden dar otros puntos, debido al hecho que pueden originarse 
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de una combinación de circunstancias inusuales, que pueden .ser 

de vi tal inteTés y requieren una investigación especial~ ' más -

que un rechazo. 

Como regla general, un punto raro de que son errOTes en las ob 

servaciones o manejo en una máquina. 

3.9 EXAMINADO CORRIDAS EN UN DIAGRMA ·DE UNA SUCESION DE TIEMrO 
DE RESIDUOS. 

Cuando la sucesión rle tiempo de un conjunto de residuos es co

nocida, pu~iendo ser un patrón inusual que se presente en gru

pos de residuos positivos y . negativos, por ej ·emp10, tomando un 

caso extremo, si se tienen 30 r~s ·iduos en suceii6n rle ·tiempo, 

que consiste de 10 negativos, seguidos de veinte .residuos posi

tivos, podemos sospechar que una variable no considerada ha -

cambiado los niveles entre el décimo y undéc·imo dato. Buscaria 

mos una causa razonable para este compo~tamiento. Cuando hay -

una sucesión de tiempo de tales datos, es fiti1 ~ener un método, 

para hacer posible una discusi6n .de la anormalidad del patrón. 

Supongamos que tenemos una súcesi6n de signos como sigue 

+ + - rt - - + + - + + + 

donde esos signos Tepresentan a los residuos en sucesi6n rle 

tiempo, pero " el más o ménos" podrían denotar "macho y hembral' 

" mejor y .peor ID "tratamiento A y tratamiento B " o dós nive

les de una clasificaci6n dicot6mica. 

Supongamos que hay n signos por todos, de los cuales n)son siR 

nos más y n2 son signos menos y hay u corridas. · En el. ejemplo 

anterior nI = 8, nI ~ 8 Y hay 7 .corridas, indicadas en los pa--
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entesis de abajo 

(++) (-)(+) (- - - -)(++)(-)(++++). 

Será este arreglo único? 

Para esto plantiemos el siguiente ejempl01 si hay 6 s~gnos dos 

de los cuales son positivos, cuantos arreglos son posibles . 

ARREGLOS NUMEROS DE CORRIDAS 

+ + - - 2 

+ - + - 4 

+ - - + - - 4 

+ - - - + - 4 

+ - - + 3 

- + + - 3 

- + - + 5 

- t - - + - 5 

- + - - - + 4 

- - + + 3 

+ - + - 5 .. 
- - + - - + 4 

+ + 
., - - .) 

- + - + 4 

- - - - + + 2 

La distribución .de corridas es como sigue 

u 2 3 4 5 

Frecuencia 2 4 6 3 total J5 

peu) 2/J .5 4/15 6/J5 3/15 

Prob, AcLrnJUla 
da 0..133 0.400 0.800. J.DaD , 
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Así cuando u ;::; 5 ocurren 3/J5 Ó 20% de los casos .po:tibJes, l1 0Co.n"..1IDa prob~ 

bilidad de 0.2. Si obervamos u = 2 en un conjunto de seis residuos, de los 

cuales dos fueron positivos, entonces al ser observado el even-

to ocurre con una probabilidad de 0.133. 

Para alguna sucesión dada de signos, podemos encontrar la proba

bilidad que el valor observado u (o un valor más pequeño) ocu--

rrirá ejemplo, cuando nI ;::; 2, n2 = 4 Y u;::; 3); prob (u.::.3) ::: 

prob(u = 4 2) + prob(u = 3) = 15 ;::; 0.4,. Y un evento no raro, ocu-

rrirá en un 40% de las veces. En base a tal nivel de probabili-

dad, podemos decir si el arreglo ha ocurrido o no ha ocurrido . 

. Podríamos por ejemplo, comparar la probabilidad con un valor -

preasignado, es decir ~ = 0.05 Y rechazar la idea de un arreglo 

aleatorio si prob(u .::. u observado) < 0.5). Cuando n l > JO Y 

n2 > JO valores exactos no se necesitan, puesto que una distri-

bución normal (aproximada) la cual proporciona una precisión 

satisfactoria. 

haciendo 

u = 

Entonces .se define apro~imadamente 

z ;::;' (ti -].1 +11:"2) 

cr 

3.9.J 

3.9.2 

Es una desviación normal unitaria, d{)nde 1/2 es la corrección -

para . la con±ínúidad de .la variable discreta. 

Nota. Cuando nI ~ JO Y n] ~ n2 ~ JO es posible obtener su di~-

tr.ibución de la JTlisma fOTJTla del último ejemplo. 

Ejemplo. Examinado un conjunto de 27 residuos, . 15 de los cuales 
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tienen un slgno y 12 signo opuesto, arreglados en sucesión rle -

tiempo, revela u = 7. 

¿Cuántos arreglos parecen ser aleatorios? 

n} = J5, n2 = 12, u = 7 

u :::; (2J( S )(2) 

15 + 12 
+. 1 = 43 

3 

.0'2 = 2 (15) C12 rC2x] 5.:x12-T5-l2) :::; 740 

el 2 + 1 5.) 2.c 1 5 + 12 - J ) .11 7 

obtenidos al aplicar 3.9.1 

el valor de z a partir de 3.9.2 es 

43 
(7- T + 1/.2) 

z = = -2.713 e 7 4 o / 1 J 6) 1/ 2 

La probalidad de obtener una .desviaci6n normal unitaria de va-

IOT -2.7J3 ó más pequefi~ es 0.0033 (ó 0.33%) de modo que un nfi

mero bajo rle corridas inusuales parecen hiber ocurrido. 

Rechazamos la idea que el arreglo de signos es aleatoria. El mo 

delo sería sospech"oso y se tendría que examinar el patrón de re 

siduos para ver la causa . 

Nota. La prueba anterior es aplicable cuando las ocurrencias ~ -

producen el patrón .de corridas son independientes. Para el cál-. 

culo de la probabilidad es por la tabla normal. 
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DOS VARIABLES INDEPENDIENTES 

4.0 INTRODUCCION 

Anteriormente se ha tratado el modelo de regresión lineal de -

primer órden en una variable X 

y = 6 0 + ~JX + E 

Y demostramos como el análisis de línea recta puede ser expre

sado en forma matricial. Pudi€ndose extender a más variables -

por medio de la matriz de aproximación, así 1 podemos aplicarlo 

al modelo de primer 6rden: 

y = So + SlXj + ~2X2 + E 

Para lo cual seguiremos con el ejemplo del capítulo 1, aplica~ 

do una nueva variable X6 , al modelo que tenía la variable Xa; 

por lo que el modelo será escrito 

donde 

y = respuesta 6 números de libras de vapor por mes 

Xo = variable falsa, cuyo valor es siempre 1 

4.Q.J 

Xa= promedio de temperatura atmosférica por mes COF) 

X6 = número de días operados en el ~es. 

Las siguientes matrices pueden ser construidas así 
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10.98 1 35.3 20 El 

1 J • 13 1 29 . 7 20 E2 

12.51 J 30.8 23 SO E3 

y = 8.40 X = ] 58.8 20 €1¡ e = Se € = 

136 

10.36 1 33.4 20 

11 . 08 1 28.6 22 Ei5 

donde 

y es un vector 25 x 1 

X es una matriz 25 x 3 

B es un vector 3 x J 

E es un vector 25 x 1 

Usando resultados anteriores, por mínimos cuadrados obtenemos 

a b estimador de 6 dado por 

b = (X'X) -1X~ly con X'X es ma tr-iz no singular 

entonces 
- J 

[:] [ 1 1 J 

1J 
1 35.3 25 

b = ;35.3 29.7 30.8 28.6 ' •. 1 29.7 20 

<l 20 
20 23 22 

1 28.6 22 

[35~3 
1 1 10.98 

29.7 28 . 6 1 1 .13 

. 20 20 20 . 
11 .08 
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Multiplicando matricialmente 

b o 25.00 1315.00 506.00 -J 1 1 J 10.98-

b a J315.00 76323.42 26353.30 35.3 29.7 28.6 11.13 

b 6 506.00 26353.30 10460.00 20 20 22 

11.08 

b] 2.778747 -0.011242 ,O 106098 ] 235.60 ] 

0. ~. 175467 x 10-3 

e:: 
= 0.Q11242 O .146207 x 10-3 . . 1J82J ,432 4.0.2 

-0.106098 0.175467x 10-3 0.478599x 10-2 . 483J.86 

entonces la ecuación ajustada por mínimos cuadrados 

'" y =9.1266 - 0.Q724X a + 0.2029X 6 

Recordemos la forma algebr.aica de las ecuaciones normales para 

dos variables independientes: 

bon + b1IX 1¡ ·+ bzI~2i ~ 
2 

b-oI-XJi + b1IX 1 ¡ + b 2IX 1¡ -X2¡ 
2 

bo¿X z¡ +. b 1 ¿X 2¡X 1¡ + b 2 ¿X 2¡ 

'" 

.IX1¡Y¡ 

¿X 2 .y. 
. ..<....<.. 

Para la ecuación ajustada Y= b o + b1X 1¡ + b 2X2¡. 

La ecuación anterior ajustada, actualmente es posible obtener -

la misma ecuación a traves de una serie simple de - lineas . rectas, 

lo cual es lo que se hará. 

4.1 REGRESION MULTIPLE CON DOS VARIABLES INDEPENDIENTES COMO UNA 
SUCESION DE LINEAS RECTAS DE REGRESION. 
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Pasos para poderlo realizar 

1. Plotear Y (cantidad de vapor) contra XB (promedio de temper~ 

tura atmosférica) 

Que se obtiene como resultado: si la temperatura sube, enton 

ces la necesidad . de vapor disminuye. 

2. Regresión de Y contra XB • Está linea fué ajustada en el cap. 

1,(1 .2.14) nos dió como ecuación 

y = 13.62J5 - 0.0798 XB 

Esta ecuación no es buena predictora de Y. Adicionando una -

nueva variable, X6 (# de dfas operados) la ecuación de pre--

dicción podrfa mejorar significativamente la predicción, así 

se podrfa relacionar, el número de dfas operados con la va--

riación no expl icada de los da tos ~ después de .que los efectos

de la temperatura atmosférica hayan sido ·removidos. 

,... 
3. Regresión de X6 contra Xa; calculando los residuos X6i - X6i~ 

i =1,2, ... , n ~ :el p~oteo de X6 contra Xa está en figura 4. 1 

2 ·4 

23 • 
22 • • • • 
21 •• ., • • 
20 • •• . .... 
19 • 

X6 1 a A 

17 X6 22.1685 - 0.0367Xa 

1 6 A 

15 X6 = f(X a) 
1 '+ 

13 

12 

1 1 

1 o 
Xa 

f!: 
UI , Figura 4.1 
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Calcularemos b por el método matricial que Vlene dado por 

1 35.3 -1 
20 

G:J 
1 

28~6J 
1 29.7 

I35
1

3 
1 20 

= 
29.7 28 ~ 6 

1 28.6 22 

fbo] [22.1685J 
Lbs = -o. Q367 

"-y la ecuación ajustada es X6 = 22.1685 - 0.0367 Xs y los reSl--

duos se muestran en la siguiente tabla. 

T A B L A 4 • 1 · 

OBSERVACIONES 
;, A 

i . X 6 :,¿ X 6 i · X6i .- . )C~ i 

1 20 20.87 "-0,8] 

2 20 21. 08 -1. 08 

3 23 21 .04 1 ,9.6 

4 20 20,01 - 0 . . 0] 

5 21 J 9.92 J.08 

6 22 J9.55 2.,45 

7 1 1 19.44 - 8.44 

8 23 19.36 3.64 

9 21 19.58 J ,.42 

10 20 20.06 -·0,06 

1 1 20 20.47 -0.47 

12 21 21 • J 1 - O , 1 J 

13 21 2 J • J 4 - 0.,.14 

14 19 20.73 -1 .73 

J5 23 20.45 2.55 

16 20 20.39 -0.39 
pasa. 
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1 7 22 19.99 2.0J 

18 22 19.60 2 .. 40 

19 11 19 . 60 ~8.60 

20 23 19.44 3.56 

21 20 J9,53 0.47 

22 2J 20.04 0 . 96 

23 20 20.53 - 0., 53 

24 20 20.94 -.0.94 

25 22 21 ,12 0.88 

Notamos que hay dos residuos ~ cuyos valores absolutos son consi 

derablemente mayQres ~ue el resto de los residuos , Esto resulta, 

cuando el nfimero de días operados .es pequefio () JJ~ considerá~do 

los corno puntos raros y podría pensarse en no utili z ~r esos da-

tos en el análisis . . Pero si se desea ajustar una ecuaci6n con -

una predicci6n satisfactoria 1 deberá . tomarse en cuen·tra todos -

los da.tos, para desarrollar una ecuaci6n que haga ··uso .de la in-

formaci6n que ellas contiene.n . Si es·os meses particulares .no fue 

ren tomados en cuenta, el efecto que .se produciría en ~h res~u

esta sería pequefio y no es porque la variable no afe¿tela res-

puesta 1 sino en un descuido al cr.eer que la vaTiaci6n .observada 

en la variable no podría ejercer un efe¿to apre¿iableen la res 

puesta . 

l' ~ 

4. Hacer la regresión Y .- Y contra X6 - X6~ para aju~tar el mo-

delo. 

Se debe observar que So no es utili.zado, ya que .se trata especf 

ficall)ente de residuos 1 cuyas su;nas son ceros. Es decir al es·tj.-· 

mar 6, b o = O .. , solamente se. estimará b = b I 
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usando ' las tablas J.2 y 4 .1, se obtiene: 
A. 

b = 
[cy~- Y~)(X6¡ -

= '4'2.0821 

208.8523 

entonces la ecuación ajustada es 

~ A. 

Y - Y= ~.2015(X6 - X6) 

= 0.2015 

cuyo gráfico se muestra en la figura 4.2 

+ I¡ 

+ 3 y -. y = f(X6 - . X6) 
A. 

Y 

+ 2 

:j: 1 A. A. 

(Y - Y) = 0.2015(X6-X6) 

o 

-1 

-2 

, -.7 - 6 - 5 -I¡ -3 -2 - 1 

• • • • 

• 

• 

• • • 
o 

• 

A. 

• !- donde Y = f(X 6 ) 

X6 = f(X a) 

• 

• 

• 

2 3 I¡ ' 5 6 7 

Figura 4.2 

En la última ecuación obtenida podemos sustituir Yy X6 como 

funciones de Xeasi 
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[y - (13.62.15 -0.0.798 Xa)]:- 0.2015 [X 6 - (22.1685 - 0.036] Xa)] 

ó 
A. 

Y = 9.1545 - 0.0724 ~a + D.2015 X6 

nuestro resultado anterior fué 

A. 

Y = 9 .~J266 - 0.0~24 ~a + 0.2029 ~6 

Al comparar las ecuaciones ... 'anteriores, prácticamente son idénti-
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cas, las discrepancias observadas son debido a errores de redon 

deo. 

4.2 EXAMINANDO LA ECUACION DE REGRESION 

Que tan útil es la ecuación,. Y = fCX a , X6 ) ? 

"'-

Los residuos de la ecuación ajustada Y en función de :Xay .:X 6 y 

los puntos observados estan dados en la siguiente tabla·, 

T A B L A 4 3 

OBSERVACION 
A 

w~ Xa X6 y y RESIDUOS · 

1 35.3 20 JO.98 10.63 0.35 

2 29.7 20 " j 1 . J 3 1] .03 0 • .1 O 

3 30.8 23 12.51 1 J .56 0.95 

4 58.8 20 8.40. 8,93 -0.53 

5 6J .4 2J 9.27 - 8 ,9.4 0,33 

6 . 7 J .3 22 8.73 ·8.43 0.30 

7 74.4 1 1 . . 6.36 5.9.7 0.39 

8 76.7 23 8.50 8,24 0.26 

9 . 70 .• 7 .2 J 7.82 8.27 -0.45 

." ·10 57.5 20 . 9. 14 9,02 0. .•. 12 

11 46.4 20 8.24 9.82 .-J • 58 

1 2 28.9 21 . 12. J 9 . J J .29 0 .90 

13 28 .. 1 21 J 1 .88 J J .. 35 0.53 

14 39.1 J9 9 . • 57 J 0. .• J S. -0.58 

J5 46.8 23 JO .. 9.4 10 .40 .. 0,54 

16 48.5 20 9,. 5 8. 9.67 -0,0.9 

·17 59.3 22 JO..0.9 9 .• 30, "O . • 79 

18 70.0 22 8 .. 11 8.52 -0 .• 4 J 

J 9 70.0 JJ 6.83 6.29 0 .• 54 

20 74.5 23 8,88 8.40 0 . • 48 

2J 72.1 20 7.68 7.96 -"0 . • 28 

22 58.1 2J 8.47 9. 18 -Q.71 

23 44 , 6 20 8,86 9.96 . - J • JO 

pasa 
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24 33.4 20 10.36 ] 6 . 77 ., 0.41 

25 · 28.6 2 2 11.08 T 1.52 ~ O,44 

'" 1315 506 235.60 l:(Y'-Y)=O 
.{.'" 

Y=9.424 l:(Y¡ -Y) 2=9.6432 

'" Un gráfico de los valores de Y y el valor ajustado Y es mostra-

do en la figura 4.3. El gráfico indica que el modelo ajustado -

es un buen predictor de.! vapor usado mensualmente, sin embargo 

la adición de X6 al modelo ha sido útil? 

El análisis de varianza de la regresión es corno sigue: 

FUENTE DE · 
. VARIACION 

Total (no co- 
rregido) 

Total (corre
gidQ} 

Regresión (b o ) 

Residuos 

GRADOS DE 
. LIBERTAD 

25 

J 

24 

2 

22 

SUMA DE 
CUADRADOS 

2284 . . 11 02 

2220,2944 

63 . 8158 

54.1871 

9.6287 

CUADRADOS F . 
MEDIOS . .. . . .. . . 

27.0936 : 6J.8999 

·0.4377 

En base de un nivel de confianza ~ de 0.05, la ecuación de mini 

mas cuadrados es 

'" y = 9. J 266 - O ... O 72·4 .x B "+0 .2 ° 2 9 X 6 

es un btien predictor ~ el valor calculado F = 61.8999 es· más 

grande que el de tablas F(2,22,0.95) ~3.44. 

QUE HA PASADO POR LA ADIClON DE UNA SEGUNDA VARIABLE INDEPEN--

DIENTE (NOMBRANDOLA X6 .)? 

Hay varios criterios útiles para responder esta pregunta rle los 

cuales veremos los más importantes. 
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1. EL CUADRADO DEL COEFICIENTE DE CORRELACION MULTIPLE 1 R2
• 

El cuadrado del coeficiente de correlación múltiple ~2 es defi-

nido como slgue 

R2 suma de cuadYados debido al~ ~~gYe~ióti Ib e 

total (corregido) suma de cuadrados. 

Es expresado a veces en porcentaje, 100 R2 , mientras más grande 

es el valor, mejor es la ecuación ajustada, es decir el modelo 

explica mejor la variación de los datos. Vamos a comparar el Ya 

lar de R2 en cada paso del problema .de regresión. 

PASO 1. Y .= f(X a ) 

ECUACION DE REGRESION 

y = 13.6215 0.0798 Xa 
4·5.59 

= 100 x 63.82 = 71.44% 

A 

PASO 2. Y = f(X a , X6 ) 

ECUACION DE REGRESION 

A 

Y = 9.1266 - 0.0724 Xa >+- 0.2029 X6; ·10QR2 

Entonces hay un incremento sustancial en ~2. Sin embargo este -

estadístico debe ser usado con precaución, puesto .. que Uno siem'~ 

pre puede tomar R2 = 1. Tal como se mencionó .anteriormente cuán 

do la regresión es perfecta . 

En xesumen, dado que el número de ~bservaciones es much6 más 

grande que el número de variables X potenciales bajo considera-

. ción , la adición de una nueva variable incrementarí·a el valor 

de R2 , pero no incrementaría nece~ariamente, la precisión esti-

mada de la respuesta. 
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Esto es porque la reducción en la suma de cuadrados de residuos 

puede ser más bajo que la original, ya que ~n grado de libertad 

es removido de los grados de libertad de los residuos . 

Veamos el siguiente cuadro. 

39.78 

42.23 

VARIABLES SUMA CUADRADOS 

1922459 

1844400 

GRADOS LIB. C.M 

15 128163.92 

14 131742.85 

Vemos que aunque una variable extra ha sido incluida en el mode 

lo de regresión, la media de cuadrados residuales la ha incre-

mentado puesto que la variable extra produce una reducción en -

la suma de cuadrados 1922459 - 1844400 = 78059 < 12816392, por 

la pérdida de un grado de libertad. El valor de R2 ha -incremen

tado un poco, sin embargo, los cuadrados medios han aumentado, 

esos resultados los encuentra en el apéndice. 

2. EL "ERROR ESTANDAR DEL ESTIMADOR S. 

Los cuadrados medios de residuos 52, es un estimador de ~~X' la 

varianza ,acerca (-de la regresión. Adicionando una variable 'antes y 

despues al modelo, podemos comprobar 

El análisis s ~ ¡cuadrados medios de residuos 

Este estadfstico indica que mientras más pequefio sea s, es me-

jor como estimador. Puesto que s puede ser cero, ' incluyendo b~~ 

tantes parámetros en el modelo (así como ,R2 puede ser la unidad), 

este criterio puede ser también usado teniendo mucho ciudado, -

puesto que hay pocas repeticiones y muchos grados de libertad 

para el error, las reducciones de s son convenientes. 

U I L 
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En nuestro ejemplo 

PASO 1 s = IQ.7926 = 0 . 89 

PASO 2 s = /0.4377 ' = 0.66 

es decir, la adición de X , disminuye el valor de s y se ha me-

jorado la precisión de estimación. 

3. EL ERROR ESTANDAR DEL ESTI~~DOR s, COMO UN PORCENTAJE DE LA 

RESPUESTA MEDIA 

Otra manera de ver el decrecImiento de s? es .cons-iderarlo e.n -

relación a la respuesta. En nuestro ej~mp~o 

PASO 1. s como un porcentaje de la media Y es 

0.89/9.424 = 9.44 % 

PASO 2. s como un porcentaje de la media Y es 

0.66/9.424 = 7.00 % 

Entonces la adición .de X6 ha reducido el error es·tandar. del es-

timador cerca del 7%, del centro ' de la respuesta 'media, para de 

cidir si el nivel de 'precisi6n es satisfactorio es necesario te 

ner un conocimiento previo y además tacto personal. 

EL CRITERIO DE LA PRUEBA 'F -SECUENC lAS (DEMOSTRANDO LA CONTRIBU
CION ADICIONAL DE X6 DADO QUE AsESTA YA EN LA ECUACION 

Este método de evaluar el valor de X6 como una variable adicio-

nada a Y = f(X e ) consiste en dividir la suma de cuadrados deb~

do a la regresión en dos partes como sigue: 
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CUADRO DE ANALISIS DE VARIANZA 

FUENTE DE GRADOS SUMA DE CUADRA.DOS 

VARIACION LIBERTAD . CUADRADOS·· .. . MEDIOS F 

Total (no co . 
rregido) 25 2284 .. 110.2 

Media (bo) 1 22Z0 . 29A4 

Total (corre 
gido) 24 63.8158 

Regresión 2 54,1871 27.0.936 .61 .8999 

Debida ba/b o 1 45.5924 45.5924 1Q4.1636 

Debida b 6 /b o, ba 1 8.5947 8.5947 19.63.61 

Residuos 22 9 . 6287 o..4377:::;.S2 

Puesto que 19.6361 excede a F(),22 1 0 .. 9.5) = 4.30 la adición de -

X6 ha sido significativa. Esta prueba -F es llamada prue~~-F se-

cuencial. 

EL CRITERIO DE LA PRUEBA~F rARCIAL 

Otra manera de e~aluar el valor de X6 , es considerar el órden 

de las dos variables eri el procedimierito ·de mínimos ~uadrados -

por ejemplo, podemos preguntarnos 

1. Si hubimos introducido X6 primero eri l~ ecuación? que contri 

buci6n habría hechri? 

2. Dado que X6 fué introducida _primero, cuál es la contribución 

de Xa luego de ser adicionada a la ecuación de regresión? 

Esas preguntas son contestada mediante, cálculos hechris en la -

siguiente tabla. 
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CUADRADO DE ANALISIS DE VARIANZA 

FUENTE DE GRADOS DE SUMA DE CUADRADOS F 
VARIACrON LIBERTAD CUADRADOS' . .MEDIOS 

Total (no 
corregido) 25 2284.1102 

Media (bo) J 2220.2944 

Total CcS?. 
rregido 24 63.8158 

Regresión/b o 2 54.18.11 27.0936 61.8999 

Debida 
b 6 /b o 1 .] 8 .3424 . ~1 8 .3424 '· 4] , 9063 

Debida 
be/b o , b s 1 35 .. 8447 35.8447 81.8933 

Residuos 22 9.6287 0.4377 

Note que la contribución del 'X6 anter.ior es más importante, que 
./ 

su contribución después de que ~e h~ sido introducida. Esto es 

observado mediante el 'valor de F para Xe 

PASO. 1 

PASO 2 

104.1636 

.81 .• 8933 

así . 

Sin embargo Xe , estodavia la varia.ble más importante en ambos 

casos, puesto que su contribución en la reducción .de la suma de 

cuadrados de residuos es el más significativo, sin ·tomar en cuen 

ta el orden de introducción de las variables. 

ERROR ESTANDAR DE b. 
;(.. 

Usando los resultados dados en la sección 2.6, la matriz de va-

rianza-covarianza de b es (X!X) ~. J 2 
.C] • 

Entonces la varianza de b. = V(b.) = c .. . 0 2 , donde ·C .. e~. el 
;{.. .{. . .{. .{. .{..{. 
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elemento de la diagonal, en (1IX) ·-1 correspondiente a la i-ési-

ma variable. 

La covarianza de b/, b
j
. ;:: cov(b .,b.) ;:: C .. . 0 2 , donde C .. es el 

<'- «- j . «-j A..j 

elemento fuera de la diagonal correspondiente a la i-ésima fila 

con la j-ésima columna, puesto que (X1 X) - 1 es simétrica; 

C .' ;:: C", 
,(. j j «-

La desviación estandar de b es o ~" así por ej emplo para 
jA.. 

las variables Xo, Xa, X6 ,el error estandar estimado -de ba es ~b 

tenido as í: -

Valor estimado de la yal b a ;:: S2Caa 

= eO. 4377) (O • 1462 O 7 x JO - 3) 

;:: 0,639948 x 10 - 4 

(donde Ca a se obtiene de la primera matriz del lado .derecho~ co 

rrespondiendo a la posici6n (2,2), por ser Xa, la ~rimera va~ia 

ble en la ecuaci6n, matriz de la ecuaci6n 4.0.2) 

Entonces la desviaci6n tfpica -estimada de ba es 

. O ,.0 O 8 

LIMITES DE CONFIANZA PARA EL VALOR MEDIO VERDADERO DE Y, -DADO -

UN CONJUNTO ESPECIFICO DE EQUIS. 

" El valor predictado y;:: b o + b;X] 

" 

-+ 411". + b X es un estimador 
p p 

La varianza de Y, yebo + b1X] + o •• + b X F 

P P 
V (b o ) + X f y eb ¡) + ••• + X; V (bp ) . + 2 X 1 C o va r (b o 1 b¡) + • •• . + 

2Xp _1Xp cov(bp _1 ' bp)' 

Esta expresi6n puede .ser escrita convenientemente como sigue 



en notación matricial, donde e = (X 1 X)-1 

A 

V(Y) = .02eXbCX o 

= 0 2 [1 Xl X ] eoo e o 1 ... ... p 

e lo e l1 ..• . . 
~ . • 

eop 

e 11 

e pp 

p 

1 

.x p 
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entonces, los límites de confianza de 1 - ~ sobre el valor me-- . 

dio verdadero de Y en Xo son dados por 

. y ± t {(n -p.-J ), 1 - i ~) . s .IX I CX o 

A 

ejemplo, la varianza de Y para el punto X en el espacio 

(X a = 32, X6 = 22) es obtenido, como sigue: 
A 

var (Y) = .s 2 (X:'CX o ) 

=(0.4377)(1,32,22) 
[ 

2.778747 -0.011242 

-0 ,01J242 Q.146207xl0-3 

-0.106098 0.175467x10-3 

= 0.4377 x 0 .. 104140 = 0.0045582 

-0.106098 [1J 
-0.175467x10-3 32 

O.478999xJO -: 2. : 22 

Los límites de confianza al 95% del valor medio verdadero rle Y 

de Xa = 22 Y X6 22 son dados por 

Y ± t ( 2 2 , 09 7 5). s. / ~ b ex o 

11.2736 ± (2.074) 10.045582 

= 11.2736 ± 0.4418 

=> [10.8318, 11.71S4J 

Entonces todos los intervalos al 95\ de confianza construidos 
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para el valor medio de Y para Xa =32? X6 = 22, el 95% de esos 

intervalos contendrán el valor med io ' ve~dade ro de Y. 

De otra manera, podemos decir que hay una probibilidad rle 0.95 

que el va lor me di o verda dero de Y de Xa = 32 Y X6 =22 eitá eri

tre 10 . 83 J 8 Y .11 . 71 S4 . 

LIMITES .DE CO N.FIANZA PARA LA .MEDIA DE g OBSERVACIONE S DADAS A -

UN CONJUNTO ESPECIFICO DE EQUIS. 

Los 'limites son calculados rle 

A1 . 
Y+ t .(\1, 1 - ¿cc) . "5.1 J/g + '.X6CX o 

donde, 'g = # observaciones dad as, 

Por ejemplo, los limites de confianza al 95%, para una ob~erva -

ción individual para el punto eXa = 32, X6 ~ 22) son 

y ± t (22,0.975). s. 11 +X~CX o . 

11. 27.3 6 .± ( 2 . 074) (O . 66 J S 8 9) /1 + O. 1 04 J 398 J 

1 J • 2736 ± ( 2 • 074) e O • 661 589) eJ . O 5 O 78 ) 

11.2736 ± . 1.4418 

=> '. [9 .. 8 31 8, 12. 715'4] 

Figura 4 .3 

~----~ valor predictado 
valor actual 

12 

5 1 ' 0 1S .20 " 25 3'0 

ines 



CAP Í TUL O Y 

MÓDELOS .MÁS COMPLICADOS 

5.0 

Hasta ahora se ha tratado, regresi6n lineal, con una variable 

independiente, la cual 'fué representada posteriormente en forma 

matricial, pudiéndose trabajar en esta forma cuando 'se tienen -

más variables independientes; .teniendo en cuenta que los parám~ 

tros a ser estimados eran lineales encontrando1es intervalos de . 

confianza, lo mismo para los. Y estimados. 

Luego se trabajó algebraicamente, con criterios para examinar -

una ecuaci6n con dos variables inde.pendientes. En este capítulo 

se verán modelos más complicados, donde algunas de ellas, im~li 

can transformaciones en las variables y el uso de variables fal 

sas. 

Podemos escribir el tipo más .general de modelo lineal de las Ya 

riables Xi, X2 , o •• , Xk en la forma 

+8 ' z ' +E 
-p P 5. O ~ 1 

Zo = 1 es una variab.le falsa, sin embargo algunas veces es con

veniente matemáticamente ~ener Zo en el modelo, por ej~m~10. 

ez 1 . , Z"., - ,(. . ...-t 
... , Z .) p«-

Son TI subindices de las variablei 

correspondientes a observaciones 

cuando j ~O y Zo/.. = 1 

n 
L Z .. = 

.¿= 1 j-t 

n 
L z . . Zo.¿ 

/,,=1 j-t 

i.. 

Z j' 
Y ~ 

,t 

;:: 1 , 2, · ~ " , n. 

j = J , p. • ~ ~ 1 

i.. = 1 , n' entonces -· .. , , 
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y entonces puede ser representado por la expresión general del 

producto cruz 

n 
I z· .z o . 

i::; 1 j,{. ,c,{. 

n 
Si fueran escritas las ecuaciones normales. Note que I Z~i = n. 

,[=J 

cada Zj' j = 1, ... , P es una funci6n de Xl, Xz, o." Xk~ es de 

cir , 

y puede tomar cualquier forma, en algún ejemplo Z; puede ser -- . 

funci6n de una variable. 

Haciendo reareglos en la ecuación S,O.l pueden ser analizados -

por los métodos dados en las secciones 2 . 6. a 2.12 

5.1 MODELOS POLINOMIALES DE YARIOS ORDENES EN X' o 
j 

MODELOS DE PRIMER ORDEN. 

1. Si P =1,. Y Z} = X en ecuaci6n ·S .0.1 obtenemos el modelo s·im 

pIe de primer 6rden en~na variableindependienfe. 

y = 80 + 8;X + E 5.1 ,. 1 

2. Si P = k, Y Z. ~ X.obtenemos un modelo con k varialbes inde-
j j 

pendientes. 

5 . 1 .2 

MODELOS DE SEGUNDO ORDEN 

1. Si P = 2, Zl = X1 ,Z2 · = X2 y .ar ·= SIl, obtenemos el modelo de 

segundo 6rden con una variable· independiente 

5.1.3 



13 9 

órden en dos variables. 

MOdelos de segundo 6rden son usados en estudios de superficies de respuesta 

donde se desea aproximar, las características 'de algunas super

ficies de respuesta desconocidas. Puede en algunos casas omitir 

se algunos términos del modelo, cuando se tiene 'un conocimiento 

de ciertos típos de superficie. 

MODELOS DE TERCER ORDEN 

nemos el modelo de tercer órden con una variable independien'

te 

S,. J .5 

2. Su P = ~, el modelo de tercer órden se puede re~resen~ar con 

dos variables de la siguiente manera. 

5. J .6 

La forma que se obtienen las betas es de acue~do al subíndice -

de las variables así S.l22 es obtenido de XIX~ =·X1X2X2. 

Un modelo general para k-factores Xl, X2 , ".1 Xk puede ser ob-

tenido de manera similar. Estos modelos pueden ser ,usados en ~u 

perficies de respuesta, aunque menos ~recuente~erite ~tie ~os mo

delos de segundo 6rden . 
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Si se quiere utilizar ~ás variables puede hacerce de manera si-

milar a los modelos mostrados. 

5.2 MODELOS QUE ENVUELVEN TRANSFORMACIONES DIFERENTES A POTEN-

CIAS DE ENTEROS. 

Trataremos aquí modelos no vistos en la sección anterior, pero 

siempre fitiles en regresión. 

MODELOS OBTENIDOS POR LA TRANSFORMACrON DE Xj 

a) TRANSFORMACION 

' 1 p ::; 2, Z1 ::; -

RECIPROCA. Si ,en la ecuación 5.0,.1 ,tomamos 
, , 1 

Z2 ::; ' - se obtiene el modelo X2 ' Xl 

5 .2. 1 

b) TRANSFORMACION LOGARITMICA.. Usando p::; 2 1 Z 1 ,::; 'inX 
, ? 

de 5.0.J obtenemos 

5.2.2 

c) TRANSFORMACION RAIZ CUADRADA. Usando p ::; 2~ Z1 

de 5.0,.1 obtenemos 

5 .. 2.3 

Claramente se pueden hacer muchas transformaciones, teniéridose 

de esta manera muchos modelos postulados, los cua1~s c6ntierien , 

nuchos o pocos términos. La selección de alguna ' transformaci6n 

puede ser hecha a partir ' de un conociJJJiento prev'io de 'las yar'ia 

bIes en el modelo, para poder~as llevar en un 'momen'to ,determina 

do a un modelo simple, teniéndose después 4uellevarla~ a las -

variables originales, hacien'do la .transformación corresp'ondiente. 
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MODELOS NO LINEALES QUE SON LLEVADOS A UNA FORMA LINEAL 

Podemos dividir los modelos no lineales (es decir no lineales -

en los par§metros) en dos tipos esencialmente lineilei y eieri-

cialmente no lineales. 

Un modelo esencialmente lineal, puede ser expresado, por conve-

niencia al transformar las variables, eri el modelo · lin~ál nor--

mal de E~. 5. O . J 

Si un modelo no lineal no puede ser e.xpresado en esta forma,en 

tonces es eSencialmente no lineal. 

Nosotros veremos, modelos esencialmente lineales y asi poderlos 

expresar en forma matricial, donde habr§ que util'Lzar transfor-

maciones sobre las variables dependientes e ·independientes. 

Ejemplos 

MODELO MULTIPLICATIVO 

8 y o y ;:; a:X 1 X2 X3 -€ 5.2.4 

donde a:, B, y, 6, son - par§metros desconocidos, € es el error 

mul tiplica ti vo alea torio, aplicando logari tmos naturales se c'on 

vierte 5.2.4 en forma lineal. 

ln Y = lnl (a:x~ xl x~ €) ; ,por pro~iedades de logaritmo se llega -

a: 

5.2.5 

siendo éste de la forma 5.0 , 1 y puede ser resuelto utilizando -

los procedimientos usuales de regresión. Puede observar que pa~ 

ra obtener pruebas de significación v§lidas e intervalos de ~on 
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fianza para los estimadores, es necesario que in E ~ N(01Io2), 

lo cual se verificará al examinar los residuos de la ecuación -

ajustada. 

MODELO EXPONENCIAL 

y ::; e S o -+ S 1 X 1 + S 2 X2. E 5.2.6 

tomando logaritmo natural a ambos lados .se llega a 

MODELO RECIPROCO 

y = l' 
+ E 

tomando recíproco a ambos lados tenemos 

1 
Y = 

5.2.7 

5.2.8 

5.2.9 

Para este caso la respuesta vendrá dada por el recíproco "de la 

variable dependiente. 

OTRA FORMA DEL MODELO EXPONENCIAL 

5.2.10 

transformada a la forma lineal tenemos 

1 Bo + B.lX~+ B2X2 + E Y - J = e - - aplicando logaritmos .se 

llega a. 

.in"e} ~ " j) = 60 +S~x~ + B2X2 ... E 5.2".11 
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Para poder aplicar miriimos cuadrados en los modelos anteiiores 

se t i ene la necesidad de transformarlos a la Ec. 5 , 0 . .:1 ; para 

que los coeficientes así estimados " sean estimadore s de iníni - -

mos cuadrados " en la forma normal y encontrar su ·valor. eqUiva-

lente en la ecuaci6n original. 

Ejemplos .de esencialmente no lineales~on~ 

a) 

para a) tenernos 

no pudi€n~ose transformar, es decir; ' ho es posible ponerlo en -

la forma de la Ec. 5.Q.J 

5.3 EL USO DE VARIABLES FALSAS EN REGRESION MULTI:rLE . 

CONCEPTO GENERAL DE UNA VARIABLE FALSA 

Las variab.les consideradas. en .regresi6n pueden tO.1llar valores' 

dentro .de rangos continuos. Ocasionalmente es posib.leintrodu--· 

cir un factor Ct€rmino} el cual pueae .tener dos 6.1ll~s variable·s. 

En tal caso sepue.de introducir un .factor .el .cual .ten·ga .dos6 

más niveles .por eJemplo -los datospuederi proven:ir ' de 'tres' llláqüi 

nas 6 dos fábricas ·ó .seis operadores ~ . h o pudi€ndose es tab.l'ecer 

una escala continua para la variab.lef.l . .máquina. " "operador II 

\! fábr.ica " • Se asignan niveles a esas variablesdehidoal he-

cho de que las ~áquinas 6 fábricas u operadores puedan ten~r 

efectos .deterministicos en la .. respuesta ~ los nivele.s usualmen-

teCpero no s.iempre) no ' tien'en relac.i6n a " algún ' nivel'fisi:co 
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que podría .existir entre ellas. Un ej 'emplo ,de variable, falsa -

se encuentra en la asignaci6n de la variable Xo del tErmino So 

en el modelo de .regresión cuyo valor es la unidad. El uso de 

una variable falsa es pura conveniencia, así supongamos que de -

seamos introducir dentro del modelo la idea de que ha'y dos ti--

pos de miquinas CA y B), que producen diferentes niveles' de ~es 

puesta. 

Una J!)anera de hacer Esto, es ,adicionar una variable :falsa Z y un 

coeficiente, .de 'regresión ex: , tal queapa,receen ' el modelo un ,t 'ér 

mino ex:Z. TeniEndo,se :que estimar ex: al mismo tiempo que 10s betas. 

Los valo.res de Z pueden ser: 

Z = Q si la obseryaci6n es de la máquina A 

Z = J si la observación es de la máquina -B. 

Algunos valores distintos deZ podrían ser' conveni,entes ~ aunque 

lo anterior es usualmente .mejor. Otro ejemplo ,de 'asignación pa

ra este ca'so. ,Supongamos que ,de un to'tal 'den 0bser'vaciones' nI 

viene, ,de la máquina A y n2 :; n-ni viene de 1 a,' máquina B. Si -

se selecciona los nivel~i, 

Z F . para .máquina A 

Z = para máquinaB. 

Se encontrará que la colUJ!lna correspondiente de la .roa triz ..x -es 

ortogonal a la " columna 1:30" y tiene suma ,de cuadrados unidad, 
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NOTA 

Si .fué deseado tOJ1)ar. en cuenta tres-máquinas distintas dos va - -

riables -falsas serían requeridas. Entoncestendría.mos 

ez 1 ~ Z 2) =(J ~ O.} para lJláquina A 

= C0 1 1) para -máquina B 

= CGt O) para .máquina C 

ficientes 0;1 Y 0;2 a ser estimados. Si deseamos ~ - columnas las ~ 

cuales sean ortogonales a la " columna ' Bo " y que tien-en ~uma 

de cuadrados unidad. 

(. n¡ 
2 , má-2) para 

quina C 

donde ni, n2, n3 son respectivamente, los números de observacio 

nes de máquinas A, B, C. 

Asi de manera general cuando se tienen y niveles, el nÚJ!lero de 

variables falsas requeridas son Y - l. 

EJEMPLO DEL USO DE VARIABLES 

EJEMPLO DE BLOQUES. 

Tres plantas -manufactureras _ hacen productos idéntico~ 1 -pero di .,. 

fiere marcadamente en 'la cantidad _de agua- us-ada -en: cada planta 7 

t. 
I UN 



147 

L~~atriz de datos X es la siguierite 

X o Xl Xz X 3 X 4 X s 
y 

J 1 O X 3 ,11 X t¡ ,J.~ JCS, .l 1 . y 1 . .1 

1 J O X3,lZ Xt¡".l2 XS,12 Y 1 .2 

1 J O X 3,1 3 Xt¡ ,l 3 .:xS,J3 ' YJ. , 3 

1 1 Q X 3 , '.J. .. X .. ,l .. JCS,.l4 Y:1 .. 

J 1 O X3 , 1 5 JC4,lS XS,lS Y.l 5 

1 O J JC",2 1 Xt¡,2 ,l X s , zi Y 2l 

1 O 1 X3,22 X4,22 X 5,22 Y 22 

J Q J .:x 3 , 23 .:x4,23 'X S,23 Y 23 

J O 1 .:x 3 ,24 JC 4,24 X S ,24 Y 24 

J O 1 X 3 ,2S :X4 , 2 5 JCs, 25 y.2S 

1 O O X 3 ;3.l .:x4,3.l X 5' ,3 J Yn 

1 O O , X 3 ,32 .:x 4 ' ,3 2 XS,32 Y 32 

1 O O X3,33 X 4 ,33 X S ,S ,3 y 33 

1 O O X3,34 X t¡" 3 4 Xs, 34: Y 34 

1 O O X~,.3S Xt¡, 3 5 X 5, ,35 Y3S 

En esta tabla por ejemplo .:xS,12 representa el valor nbiervado ~ 

,d'e la yariable .:xs en la primera J)lanta ,cuando ' 1a.segUnda .resptie~' 

ta YJ2 es registrada. Note que para ya10rei dadds, 

X 3 o, .:x 4 o y..:x: s ode X 3 , .x 4 y X s la respuesta estimada Y 1,2' en la -

planta N~ 3 es 
A 

Y 3= b o + b 3.:x 3 o + b .. :X 4 o + b sX 5 O, 

La respuesta estimada en la plantaW~ J es 

A ... ' 

y o 1 = Y o, 3 ,+ b l ' ' 

y la respuesta estimada en la planta Ng, 2 es 

,.. .,.. 

y o 2 = , y o , 3 '+ b 2 

tq b.l yb 2 estiman la dife.rencia en los nive,les' en la planta, 
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las cuales no dependen de ~3, X4 , Xs • 

TENDENCIAS DE TIEMPO LINEALES 

Hay muchas situaciones donde las predicciones son bechis para -

un período futuro de tieEpo. 

Cuando se hace un estudio a menudo se encuentra .tendencias li--

neales a través del tiempo y puede removerse tales :tenden'cias -

usando variables fals~s. Se ilustrarán dos casos 1) datos en' 

los cuales hay una ten'dencia lineil simple, 2) . datos en los eua 

les hay dos tendencias lineales distintas. 

CASO. j 

Datos en los cuales hay una tendencia lineal simple 

Los datos proporcionan los precios en centavos por libra de pe-

so vivo de pollos en intervalos iguales .de tiempo·, dados en la 

tabla 5 • .1 

Dos variables falsas son ~sadas, para removei la ten'den'cia li-

.nealde tiempo y son mostradas ·en la columna-·X -y X' · .de la tabla 

5. J 

TABLA 5 .• ] 

PRECIOS Cll. pOR LIBRA DE POLLOS VIYOS 

DATOS PRECIOS POR LIBRA X X' 

Enero 1955 29,1 J ~ -J Q 

Mayo J955 29_. O 2 - 9 

Sept. ]955 28.6 3 - 8 

Enero .1 .956 28 , 1 4 - 7 

Mayo J ,956 28.·6 5 ~. 6 

Sept . . 1956 28.7 6 .. 5 
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Enero 1957 28.2 7 - 4 

Mayo J957 28.6 8 - 3 

Sept. J 957 28.6 9 ~ 2 

Enero 1.958 28 .. 1 JO J 

Mayo 1958 28.7 1.1 o_ 

Sept. ]958 28.6. J 2 J 

Enero 1959 26 .. 9_ J3 2 

Mayo 1959 2] ~ . o. J4 3 

Sept. 1959 26.8 15 4 

Enero J96Q 25.] 16 5 

Mayo 1960 25 . 9 J] 6 

Sept. 1960 25.6 18 ] 

Enero 196J .2 5 . 1 19 8 

Mayo J 96J 25 2 20 9 

Sept. 196J 25. . 1 21 JO 

Aunque la columna centrada X~ . es la mejor puesto que es ortogo

nal a la columna .de unos en la matriz ·X t los modelos ·apropiados 

en los. dos casos son: 

Y=So ... SIX + Lotrostérminos con variables ·independien·tel + e: 

·5,·3.2 

Haciendo X. ñ .x. - X) i = .. J ., 
.<.. ,(. n ;de donde xi = X Á... + .x y !;¡US 

tituyendoen 5 .. 3.2, .obten·emos, 

Y60 + S.l(Xi + X} ... Lotros térl1linos) + e: 

y = 60 ... SIX', ,., Bl.x ... Lotros .términos} + e: .. .{. .. 

y = So + S.lX ... 61.xl + '(otros términos) ... e: 

y = 66 + 61Xl+ ' (otros .térJIlinosl + e: 5.3 . . 3, donde 

S b = .6 o + 61 X 

Nota. Aquí.., puesto que n = 21es iJl1par? la cantidad J( '. = J(. - X 
,{,. ,(,. 

son todos enteros. Cuando n es par podemos usar - en lugar de 

ello X~. = 2 ex í - X) paraevi tar fracc iones e j emplo 
.<.. "-



150 

X. J 2 3 4 X 
. J 

= 2-
A.. 2 

X. X 
. 1 1 ., 1 . 1 

- - J- -I I 1I -t 2 

2 (X . - X) -3 :"1 1 3 
- -t 

CASO 2 

Datos en los cuales hay: dos tendencias lineales distin.tas .. 

Los datos econ6micos a menudo apareceri teriei dos 6 más tenderi--

cias linea~es. Supongamos, por ej~~plo, que un gráfico de envi- _ 

os de un producto particular apare¿~ en la Figura S i l -los datos 

aquf ploteados son imaginarios y sin error, y son eleiidossola 

mente para el uso de las variabl~~ falsas. 

o 
~ 
U .g 
o 
H 
o-
§ 

~ 
ti) 

o 
'r-i :> 
~ 

14 

12 

1 o 

8 

6 

4, 

2 -

1959 

Figura 5.1 ventas de producto A(1956-1960) 

1960 

Años 

Figura 5.1 

Deseamos determinar la pendiente, de las dos rectas y el punto 

de intersec·c'16n de las dos -tendericias lineales, cuando este es 
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desconocido. 

EJEMPLO 1. EL PUNTO DE INTERSECCION ES CONOCIDO, PERO LAS DOS -

PENDIENTES SON DESCONOCIDAS. 

Los yalares de Y plateados son sucesivamente 2~ 4~ 6, 8, JQ7J]? 

12, . 1"3, . J4, Y es conocido el .punto ' deintersec'cT6n sien'do Y=JO. 

Para tornar en cuenta las dos .pendientes, .serán necesarias dos -

variables falsas Xl .. y .x 2 , X.1tomará valores igualmente espacia

dos para todos los .puntos en la priT[lera 'línea, siendo con~tante 

en todos los puntos .de la .segunda -línea. Hagamos X2 en forma :'" 

opuesta. Entonces la matriz que toma en cuenta -las dos ~enden-

cias lineales está dada por 

NUMERO DE 

OBSERVACION 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9. 

Xo 

1 

J 

1 

J 

1 

J 

J 

1 

J 

-4 O 

-3 O 

-·2 O 

~ l ' o. 
O, O, 

O J 

O 2 

O .3 

o. 4 

Note que. en la 5 observación en la columnas .de Xl .y .x 2 , 

y 

2' 

4 

6 

8 

j Q. 

,.11 

j2 

13 

J4 

eXl , X2 ) = LO, Q) que es. el. punto .de intersección''' conocido. Con. 

sideremosel modelo 

5,3.4 

donde b l repre.senta laperidien.tede la primera línea .de :ten'den

cia y b 2 'la de la .se·gunda, la cu"al .comi,en.za .en la .obs.ervación -
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A 

cinco y termina en la nueve. El estimador de bo. ei, ' Y cuando 
A . 

Xl = X2 = O, esto es, Y en el punto de intersección. Lasecua-

ciones normales para la Ec. 5.3.4 son 

::; 80 

-lObo + 3Gbl -40 

lOb o + 3Qb 2 r= J.3n 

reso1viendQ esas ecuaciones, tene~os 

... 
J . El valor de Yen los puntos de intersección'es dada por 

ho = 10 ' 

2. La pendiente en la primera linea es dada por bJ 2 

3. La pendiente en la ~egunda linea ei dada 'por bi = J 

EJEMPLO 2. UN METODO ALTERNATIVO CUANDO EL PUNTO .DE JNTERSEC- ~ ~. 

CION ES CONOCIDO, PERO NO LAS PENDIENTES . . 

Usando los mismos datos como el ejemplo anterior, la matri.z 'de 

datos puede.ser construida como sigue: 

N2 DE .OBSERVACIONES X o ·X.1 X 2 
.y 

J J '1 O 2 

2 1 2 O 4 

.3 J 3 O 6 

4 J 4 O 8 

5 J 5 0_ . .1 O 

6 J 5 J . Jl 
7 1 5 2 12 

8 j 5 .3 .1.3 

9 1 5 4 j4 

Esto proporciona estiJl)adores .de las pendientes' 'como ante.s, pero 

el tér.I9ino constante b o.se·Yá el valor de, y cuando Al ' .= 'X2 .= O, 
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esto es el intersecto de la primera linea de tendencia. 

EJEMPLO 3 

EL PUNTO DE INTERSECCION y LAS PENDIENTES SO N DESCONOCIDAS. 

Otra variable falsa ~ es necesaria~ tomar para conocer el pun-

to desconocido de intersecci6n. 

(Se debe observar que se estan usando nuevos datos} . 
N~ DE OBSERVACIONES X¿ Xl X2 X3 y 

1 J J O Q 2 

2 .1 2 O o. 4 

3 J 3 O o. 6 

4 J 4 O Q 8 

5 J 5 O J 9',5 

6 J 5 1 ] JO.,5 

7 ] 5 2 1 . j] ,5 

8 J 5 3 J . J 2,5 
9 1 5 4 ] J 3.5 

ConsidereJI.los el modelo 

5,3,5 

El valor de 63 representa un cambio .. de paso el cual viene ~ a -

partir del gráfico .de la quinta observaci6n y es 'la distancia -

vertical de la segunda linea .a la pri~era en ese punto 1 ~uando 

la segunda línea está por encima Csi está si'tuada debajo B3es 

negativo) . 

Las ecuac~Qnes nor.J!lales pa;ra el model.o de la ecuaci6n 5 , 3,5 son 

9b o + 35bl+ JOb 2 + Sb3 - 77.5 

3Sbp + J55b 1·.+ SOb2·. + 2Sb3 - 347.5 
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1000 + 50b 1 + 30b 2 + JOb 3 = J2 . 5 

5b o + 25b¡ + 10b 2 + 5b 3 = 57.5 

Res olviendo esas ecuaci ones teriemos. 

b o = O intersecto de linea N2 ] 

b¡ = 2 pendiente de línea N~ j 

b 2 J pendiente de línea N2. 2 

b 3 
1 'd i s tancia vertical entre linea ,... -I 1 y 2 en el quinto punto 

de observación y s egunda línea debajo de la primera . 

Lo cual .se muestra en la figura 5.2 el signo de b 3 (pegativo) y 

el hecho b 2 > bJ indica que el punto de intersección está a la 

izquierda de l quinto punto de obse~vaci 6n . Esto ocurre cuando 

x 

¡ 8 

16 

14 

C/) 12 
o 
~ 

U 1 0 
;j 
"d 
o 

8 1-< 
Po. 

6 
a.l 

"d 

C/) 

o 
\.-; 

> 2 
s::: 

¡..q 

línea N2 1 

'-o 2 3 5 

(1956) (1957) ( 1958) 

años 

2 

(b 2 ) 

b = - i (distancia de línea 
N2 2, antes de línea 
N2 1) 

6 7 8 9 10 1 1 

(1959) (1960) (1961) 

Figura 5.2 Uso de variables falsas; dos líneas, punto de intersección 

desconocida . 
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SELECCIONANDO LA MEJOR ECUACIÓN DE REGRESIÓN 

6.0 INTRODUCCION 

En este capítulo se utilizarán solo procedimientos específicos 

para seleccionar variables que forman parte de una ecuación de 

regresión. 

Supóngase que deseamos establecer una ecuación lineal para una 

respuesta particular Y, en .términos .de las variables predicto-

ras Xl, X2; ... , Xk . Siendo estas un conjunto de ~ariab1ei de 

las cuales la ecuación va a ser elegida, incluyendo algunas fu!!. 

ciones tales como cuadrados y productos de ellas, siempre 4ue -

fuese necesario. Dos criterios opuestos pueden· usarse al selec ~ 

cionar una ecuaciÓn, los cuales s'on: 

1. Para seleccionar una ecuación fitil~ con propósitos predicti

vos, .sería necesario que nuestro modelo incluyera tantas equis 

como sea posible, para que los valores ajustados puedan ser 

bien determinados. 

2. Para obtener información para un nfimero grande de equis? im

plicaría un gran costo, por lo que .se buscaría una ectiación 

con pocas equis. 

En ambos casos .se trata de seleccionar la mejor ecuación .de .re

gresión, para lo cual no hay procedimiento finico . .Lo que .sé hará 

en este capítulo es describir algunos procedimiento's, .aunque :p~ 

ra algunos puede obtenerse la misma respuesta. Los procedimien

tos son; J) todas las .regresiones posibles; 2) eYiminación ha--

, I 
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cia atrás; 3) selecci6n hacia adel~nte; 4) iegresi6n paso a pa-

so. 

6.] TODAS LAS REGRESIONES POSIBLES 

Este procedimiento es rlemasiado largo y no es posible realizar

lo sin utilizar una computadora ,de al ta velocidad. El procedi-

miento requiere ajustar todas la~ posibles regresiones ~ -el cual 

involucra Xc, más algGn nGmero de variables Xl, ~2,~ .. , ' Xk , 

(Donde al conjunto usual se le ha aumentado Xo = ' 1). Lo que nos 

da un gran número de ecuaciones, ya que cada variable t i ene la 

oportunidad de estar o no en una ecuaci6n, ya que para un nú.me ~. 

ro K de variables, en total seria Zk e¿uacionei, asi para K =4, 

se tendria Z4 = 16 ecuaciones las quetendrian quesei ' ex'amina

das, Pero este total ,de ecuaciones seor,dena de 'acuerdo a algún 

criterio, por ejemplo el valor de R2 obtenido por minimoscua ~ .. , 

drados, para poder tomar una decisión acerca de la mej~r ectia-

ción,dehemos comparar los valores ,de R 2
, por ejmpl'o, ' para acTa 

rar e,sta situación usa,remos los datos de cuatro, variabl.es (K;::Al, 

Los datos y el ajuste ,de las dife,rentes 'ectiaciones, estan '-dados 

en el apéndice ,al ;final de, este trabajo. 

Las variahles independientes son .1.1,' X2, X3~ XI¡ y la variable' -

respuesta Xs ,CY) , incluyendose sie~pre ~ So. 

PROCEDIMIENTO 

J. Diyidir las corridas en cinco conjuntos 

Conjunto A, consiste de la ecuación con solamente el 'valor -

'medio (modelo E (Y) = S'~) 

Conjunto B, consis,te rle cuatro ecuacitines con una variable 
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(Modela E(Y) = Bo +B.X.) , 
, - .{. .{. 

Conjunto C, consiste ~e seis ecuaCIones ~on dos variables 

(Modelo E(Y) = Bo + B .X. + S·X.) 
, .{. .(. j j 

Conjunto D, consiste de cuatro ecuaciones con tres variables 

Conjunto E, consiste ~ela ecuaci6n con todas las variablei 

2. Ordenar las ecuacionei de cada conjunto por el valor del cua 

drado del coeficiente ~e correlaci6n múltiple, R2 

3. Al examinar los valores y ver si hay un patr6n consistente -

de las variables en las ecuaciones de cada conj unto ,escogien-

do la que tenga ', el mayor valor de R2
, del apéndice 'obtendre 

mas: 

CONJUNTO VARIABLES EN LA ECUACION ' R2 

h 

B Y = f(X2) 39,8% 
"., 

C y f(X2, XI+) 57 . 42% 
A 

D Y = f(Xl, X 2 , XI+) 6.3 , 19 % 
A 

E Y = f(X 1 , X 2 , X 3 , XI+) 76. TO % 

Puede suceder que un conj unto de los cinco, puede ha'ber dos ecua 

ciones con prácticamente el mismo valor de R 2 • Hay ne¿esidad rle 

examinar los resultados, luego que las variables de ese conjun

to han sido introducidas y verificar cual R 2 ' proporciona más 

ventajas, pudiendose para ello examinar la matriz de correla---

ci6n, para ver cuales son las más altamente correlacionadas y ~ 

aún así, podría haber una inconsistencia de seleccionar una de 

las dos ecuaciones, que dependerá para seleccionarla del esta--
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distico que efectGa el ~rabajo. 

El analisis de todas las ecuaciones posibles no porporciona una 

respuesta clara del problema. Si todas las regresiones son da--

das en un problema grande; una re~isi6n de los cuadrados ~edios 

residuales 1 como el incremento del número de variables· ·en la· re 

gresi6n, indica el mejor punto de corte para el·- número ·cfevar·ia 

bIes en la regresi6n. 

Por ejempl01 el problema de los cuadrados ~edios residua1es 1 ~a 

ra todos loS conjuntos de " r" variables, puede ser calculado 

y ploteado contra r. ASl tenemos 

r 

1 

2 

3 

4 

CUADRADOS MEDIOS RESIDUALES 

J95460, 128166.67, 21]J60, J76493.33 

11665° 1 J96521.43, J65642 . 85, J3J742.86, 

97J no, 186728.57. 

99,984.62 1 9040° 1 ]60238.46 1 9J66J , 54 

61983.J 

Al plotearlo queda así 

200,000 ~ 

1 5 o , o o o _ · 
100,000 - · 

5 o , o o ° · 

• I 

2 3 4 

PROMEDIO .S2 Cr) 

177820 

149064.28 

] J 0.571 • J 5 

6J983,J 

r = N~ de variables 

Figura 6.1 
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Para este caso l as cuatro variables deberían ser incluidas, SIn 

emb a rgo este procedimiento admite s olo una guía a se l eccionar -

variables a entrar e n la e cuación de regresión, no eligiendo al 

conjunto específico de variables y el p rocedimiento no garan ti-

za, que no hay un mejor conjunto de k variab les (k < r) . 

Para aj u star la ecuación de regresión el nGmero de variables p~ 

tenciales y éste nlÍmero es grande, es decir, má s grande que 

k = 10 Y el nGmero de datos, más grande que k~ digamos Sk Ó. JOk, 

e l ploteo de S2( r ) es muy importante cu an do se hacen todas las 

regreSIones. 

La ecuación de regr e sión que involucra más variables indepen d ie~ 

tes de las que s on necesarias para ajustar satisfactoriamente -

los datos, es llamada sobreajustada. Cuando más y más variable s 

vayan siendo adicionadas a l a e cuación y ajustadas, los cuadra -

dos medios de los residuos tendrán a aproximar y estabili zar el 

verdadero valor de a 2
, cuando el nGmero de variables es incre- -

mentado, provocando que todas la s variables importantes han si-

do incluidas. 

Esta situación es ilustrada en la f igura 6 . 2 

el mejor~ 
es timador '+ 

2 , 
de (J 

1 '" 

I , 

Fi gura 6 . 2 

k + 1 
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Nota. En general, el an~lisis de todas las regreslones, es qui

zá incierto. El estadístico ha visto todas las prob~bilidades y 

significa que ha examinado muchas ecuaciones de~egreiiDnes, -

consumiendo mucho tiempo, siendo preferible, procedimientos que 

llevan menos tiempo. 

6.2 PROCEDIMIENTO DE ELIMINACION HACIA ATRAS. 

Es te procedimiento es una mej ora del método " todas las regre--· 

siones ". Este método no permi te el análisis de todas las Teg'r~ . 

siones, solámente de la " mejor" :regresión, conteniendo un 

cierto nÚ111ero de. yariables. 

Los pasos básicos en el procedimierito son estos: 

J. La ecuaci6n de regresi6n conteriierido todas las variables es 

obtenida. 

2. El valor de la Pxueba f parcial es calculado, para cada ya-

riabl~, tratada como si. fuera la Gltima variable a entrar eri 

la ecuaci6n de regresi6n. 

3. El valor de la prueba F parcial más bajo, digamos f l ., es co~. 

parado con un valor preseleccionado, de nivel de ·significa-

ci6n Fo 

a) Si Fl < F o , removeríamos la variab.le .xl' la cual sale .dehido 

F
l

, y se recalcula la ecuaci6n de regreii6n con las vari~les 

restantes. 

b) Si Fl > Fo, adoptamos la ecuaci6n de ~egresi6n calculada. 

Se utiliz~rán los mismos datos que el procedimiento anteri6r. 

Primero, encontramos la regresión completa con todas las varia-
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bIes independientes. La ecuaci6n encontrada es 

,.. 
y = f(X~, X2~ X3? .xl¡) = 6360 .. 4 + 13.07Xl + 0 .. .21X2 - 126.69X3 - 2J.8ZXl¡ 

Este procedimiento forza un ordenamiento de las variables ha,'cia la 

regresi6n. El modelo así obtenido ajustado primero a X.l ·1 ent'o'n 

ces Xz, entonces X3, y finalmente Xl¡, Para pode~ eliminar vatia 

bIes debe tener en' cuenta, la contribuci6n de 'cada' una .de 'las . ~. 

variables 1.1 1 Xz, 1.3 ' Y XI¡, a la suma .de 'cuadradosen la' reg:re-

si6n, como si cada una estuvo en la última posici6n. Los valo·-·

Tes F parciales' mostrados en el apéndice proporcionan medidas '. 

de 'esas con~ribucion~s. 

Usando la prueba F parcial, elegimos el más pequeño valor y lo 

cO.mparamos a algunos valores críticos de "F l ' basados. en un nivel 

predetermin.ado, oc. En este caso el valor crítico' para oc = '0 '- 05 1 

es F(J, 12,0.95) = 4. ,75. El JIlás peque;ñ.o F parcial, es para la 

variable X3, siendo su valor calculado , F = · 6.96~ siendo su va - 

lor mayor que el valor critico 4 . . 75, por lo que la ecuaci6n da

da se adopta 1 es de¿ir 
1\ 

y = 6360.4 + J3.87Xl+ 0.. .,2JX2 - J2.6.69..X3-2J.82XIt 

Nota .Es te es un procedirnien to satisfactorio, en .general, espe

cia1mente para quienes .1es gustaria Ye~ tddas ~as variabl~~ en 
, 

la ecuaci6n. 'Es más corto el tiempo para -hacerlo y más potente 

que el método , l' todas las regresione~". Sin . embarge.>, !:;'i los 'da 

tos provienen de una matriz J'X 1 li cu~l está 'ma1 cOhdicionada, 

es .dec·ir, es casi singular 1 entonces: este procedimiento puede 

darnos erro.res de redondeo. Creernos que este procedimiento. es -

ligeramente inferior , . que el que va ser dado ~ aunque. es' un exce 
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lente procedimiento. Pudiendose utilizart 2 en lugar de P 

6.3 PROCEDIMIENTO DE SELECCION HACIA ADELANTE. 

Este procedimiento de selección, se llega a una conclusi,ón s~ml 

lar, trabajando en otra dirección, esto es, introduciendo varia 

bIes, hasta que la ecuación es satisfactoria. El orden .de 'ius'er 

ción es determinado, por el uso rlel coeficierite rle corielación 

parcia1 1 como una medida de 'importancia de las variables, que -

no estan todavía en la ecuación. 

El procedim¡ento básico es como sigue~ 

Primero 1 seleccionamos la X más corTelacionada con Y ,Lsuponga--, 

mos que es Xl)- Y encontramos la ecUación lineal de 'pr-i.me'r órden 
,., 
y = f(X l ). Encontramos el próximo coeficiente' de correl'aciÓn __ o 

parcial de XJ(j t- J) y , y (después ,de la asignación de Xl"}., .Ma't~ 

máticaJ!}ente esto es equivalente a encontrar - la correlación en~-

tre: 

a) 

b) 

Te~iduos _de -. ~ ,. 
Los la ,regreSlon Y = ;fCX l l y 

A 

Los residuos de otra .re gre sÍ"6n _ 'X • 
- j 

~ f . (Xl ) (..la cUal actual-,-
. j -

mente no está calculad~. El X. con el más -alto coeficierite
j 

,de correlación parcial con -y 1_ es . 'ah,o"ra .seleccionado? digaJ!}os 
" 

X2, y si, Y=f(Xi 1 ~2) es ajustada, Este ~ioce~~' continúa 

así, si X.l, ~2; ... , Xq están ya en la ecUación ,de :reg"res'i:ón 

los coeficientes de correlación parcial son entre: 
,. 

a) los residuos de la .regresión Y = f ex.l , X2 , Xq) , y ... , 
b) 10s residuos _de otra .regresión X. = f . (Xl, X2, .x ) 

j j 
. . , ~ q 

(j > ~). Para la entrada de cada variable en la .regreitón~-

los siguientes valores son e.xa.minados: 



J 63 

1. R2 ,e1 coeficiente de correlaci6n mGltiple. 

2. El ya10r .de la prueba F .parcia1, para .1a· variable más recTen 

temente ingresada ., la cual muestra, si suma una" 'can-tidad .s'iR 

nificante de variación, sobre 1asvaíiab1es Temoyidas preVia 

mente en .1a regre~ión. 

Tan pronto como el valor F parci~11 relacionado con la variable 

que ha ingresado recienteniente.1· parece no ser signifi.car{teel -

proces~ finaliia. 

.' . 
Usaremo~ 10s . dato.s :de .:105 procedi.l!lien·to$ ·anteT·iore!?·. · 

El aná1i.sises .COJlJO sigue: 

.' 1 . . Ca1cu1ar la correlación .de todas las. yariab1es· indep·endien·--· 

tes; con la respuesta, selec·cionar. como primera yariab1:ede 

entrada .a .1a .reg:res·ión., 1a -mas 'a1-ta correlacionada 'con:' la 

respues:ta. : ·A1 e.xaminar - laJ1lat·riz .de ·correlaci·ón~': .en, ceT ' apen-di . 

ce,: deniues:tra .que X;¿" es ' la: Jllas ::al ta correlacionada .con:· y 
l. " • 

T .25 = ' Q .6307.49.56 r.2 5 ~o. 6.3.1 

2. Ha.cer la regres'ión, X con .x2 y obtenemos :la ecuación ' .de JDin·:j..,-

mas cu~draaoS' 1 cuyaecUaci.6n es 

A 

Y' .;:::; 2273 .• T -:+ ;0 •. .0 7 9.92:: 2 

El va10r . de1 .recUbr:imiento .de .1a prueha ·F .es . si.gnificante 

para o; = O .05 ya .que .~ · e1 valor calculado de F = ·9 ·:'91" ,.es' ma'--

yor ' queF(J .,J 5 .~- 0. 95) r= 4 ~.s4 • 

. 3. Calcular .e1· .co.ef:j..cien te :decor;rela.ción parci'a1, ' .det.o.das Ja:s 

variab.1.es· queno. eS.tán en la ecUaci6n~ con la ;.res':pUe·s·ta ... 

u 
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Elegirnos como la próxima variahle a entrar en la ecuación? -

la que tenga el más alto coeficierite ~e correlación parcial. 

Esta es la variable X4, ver apéridice donde el cuadrado de -

c.oeficiente de correlación parcial .de X4 con Y(X s ), dado que 

~2, está en la regresión, su valor es 

r 2 = 0.2928 , 4. s ... 2 

4. Con.x 4, así como X~ , ya en la ecuación de regresión .de míni~ 
,. 

mos ·cuadrados Y = f(X2 ~ X 4), = y ~ 460Q.8 + 1.606JXz ~- 1.0·62X4 

Esta ecu~ción tiene un porcentaje de RZ de 57.42% (ver apén-

dice) el cual es significante, además tenernos un valor F=9.44, 

el cual excede a F(2, 14, 0.95) = 3.74 (excediendo también a 

F(2, 14, 0.99) = 6.51), por lo que el proceso continúa, es 

decir X4 queda en la ecuación de regresión. 

5. Ahora se encontrará el cuadrado de los coeficientes de corre 

lación parcial de todas las variables~ que no estan en la re 

gresión con la variable respuesta (ver apéndice). La varia-

ble a ingresar es Xl, cuyo valor de correlación parcial, cuan 

do Xz y X4 estan ya en la regresión es 

2 
TlS.24 = 0.0522897 

,. 
6. La nueva ecuación es Y = f(X l , X2 , X4) = 3865.9 -O.2431X~ 

+ 1.5265X 2 - 0.9688X 4, el porcentaje .del coeficiente .de co--

rrelación múltiple, R2 ,57.42%, se incrementa a 63.J .9%, sien 

do la adición de Xl, estadisticamente poco significante, el 

valor F parcial de Xl es 2.04, (ver apéndice, la ecuación -

que tiene . esas variables), el cual no excede a 

F () , . 1 3, . O .9 5) = 4. 6 7, ni aF( J , : 1 3 , o. • 9. 9.) = .9.. O 7 , entonces 



Xl 
..- rechazado y el serIa 

El análisis completo de 

FUENTE 

Total 

Debido a la 
regresión 

Debido a Xz 

Debido a X,+/X z 
Debido a J(l/XZ , X,+ 

proceso 

la tabla 

gl 

12 

4 

J 

1 

J 

terminado. 

de varianza es 

sc 

319263J 

2448834 

J270172 

563099 

J 454341 

así: 
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cm 

1270172 

563099 

145434J 

La tabla llega? hasta aquí, pudiendose obser'var que cuando una 

variable, pasa a formar parte de la ecuación la suma de cuadra-

dos disminuye, mientras que si queda en la ecuación, la suma 

aumenta, por lo que la ecuación es 

~ 

y = 4600.8 + 1.6061Xz - 1.062X,+ 

Nota. Este procedimiento es básica~ente una buena idea? lleva -

menos ,tiempo de computadora, que los proce'd'imien'tos anteriores. 

Una desventaja es que ~i hicemos un eifue~zd de explorar el 

efecto de una nueva variable, es dificil hacerlo, esta dificul· 

tad es $uperada por el procedimiento paso a paso. 

6.4 PROCEDIMIENTO DE REGRESION PASO A PASO 

Este procedimiento es unayersión mejorada del procedimiento -

" hacia adelante ". Mejora en el re - análisis, en cada etapa de 

la regresión de las variables incorporadas en el modelo en eta 

pas previas. 

Al revisar, el criterio F parcial, para cada variable eri la re

gresión es calculado y comparado, ton un valor apropi~do rle la 
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distribución F. 

Esto proporciona un juicio de la contribución hecha por cada va 

riable, como si ha sido la variable recientemente ingreiada, in 

dependiente de la posición de ingreso en el modelo. 

Alguna variable, que no da una contribtición significante, es ~e 

movida del modelo. Este proceso continúa, hasta que no haya más 

variables que ingresen y no más sean re¿hizadas. 

Paso. 1. Comienza con la matriz de correlación simple y entra en 

la ecuación; la más altamente correlacionada con la respuesta . ··' 

Aquí X2 como en el procedimiento de selecci6n " hacia adelante". 

Paso 2. Usando el coeficiente de correlación parcial como antes, 

ahora se selecciona como la próxima variable a ingresar ~n la 

regresión, la variable X, cuya correlaci6n parcial con la 

respuesta es más alto. Para este caso X~, como en el procedi-~-

miento " 'hacia adelante", 

~ 

Paso 3. Dada la ecuación de regresión Y=f(~~p X2 ), el m€todo 

examina ah.ora la contribución que . .X 4 tendría, si XI¡ ha' ingresado 

1!:! Y de 2da. a X2 • (El procedimiento" hicia adelante" no hace 

esto}. Puesto que el -valor de P parcial es 13.27, el cual es si&. 

nificante para ce :::; 0.05, puesto que FU, J 4, 0.95) = 4.60 por -

10 que X~ es retenida, los valores de F pueden verse en el ap~n 

dice, sien~o el valor de p,como P secuencial. 

El m€todo selecciona la próxima variable a ingresar, la más al

tamente co~re1acionada parcialmente con la respuesta. Esta es • 

la variable 'xl, donde el cuadrado de su coeficiente de corre1a-

ción parcial es Q.0522. Puede verse. al ~inal en el ap€ndice. 
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Paso 4. Una ecuación de regresión de la forma Y = f(X 2~X4~Xl) -

es ahora determinada por minimos cuadrados, la "variab1e X1in--

gresa con un valor F secuencial de 2.0.4 (coincide F parcial) el 

cual no excede a ,F(1, 13,0..95) = 4.67.(Ver apéridicej 

Por lo que ~l es rechazado y termina e1 " proceso~ quedando la --

ecuación . 

... 
y = 460.0..81 + o..203431X 2 - 2J .56737X't 

OPINION. Hasta ahora es el mayor procedimiento estudiado, pero 

puede ser mál utilizado fácilmente por un estadístico princi---

piante, requiriendo una opinión sensata en la selección initia1 

de las variables y un análisis critico del modelo a través de -

la observación de los residuos. 



A P E N DIe E 



Para el uso di este apéndice 1 al inicio se encuentran la tabla 

de datos 1 la matriz de correlación [donde cada columna corres-

ponde, al órden que llevan las variables en la tabla de datos 1 

así el valor Q.4362975 corresponde a ri3(1 de la fila y 3 sub

indice de la variable en esa columna)], los coeficientes de co

rrelación parcial. 

Luego las tablas de cada una de las ecuaciones, donde encontra

mos: 

a) variab1e~ independiente(s) ·y dependient~, el nGmero indica - . 

el subindice de la variable en la ecuación. 

b) BETA: son los coeficientes de la ecuación de regresión 

~) T-DIST: es la distribución t 1 para .el uso en este trabaj01 -

se utiliza como t 2 ~ F, llamAndose1e F parcial o ~ secueocial. 

d) y INTERCEPT: es el intercepto de la ecuación 

e) MULTIPLE-R: es . la raíz cuadiada de R2 ~oeficiente de corre-

lación múltiple) 

f) SSR: regresi6n 

g) SSE: residuos 

h) F: valor F 

i) S: desviaci6n estandar 

La suma total se obtiene sumando j) con e) 



En una industria se tuvierón las siguientes variables: 

Xl promedio mensual de temperatura (OF) 

X2 = costo total de producción (M libras) 

X3 = número de días operados en planta por mes 

X4 número de personas mensualmente pagadas 

y = Xs = es e l uso del agua mensualmente (en galones) 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 J 

1 2 

13 

14 

15 

1 6 

1 7 

Datos originales 

58.8 

6 5. 2 

70.9 

77 . 4 

79.3 

8 1 . O 

7J .9 

63 .9 

54.5 

39.5 

44.5 

43.6 

56.0 

64.7 

73 . 0 

78.9 

79 . 4 

T A B L A 

7107 

6373 

6796 

9208 

14792 

14564 

119 64 

.135 26 

12656 

14119 

16691 

14571 

13 6 19 

J4575 

14556 

18573 

15618 

21 

22 

22 

20 

25 

23 

20 

23 

20 

20 

22 

19 

22 

22 

21 

21 

22 

129 

J 41 

153 

166 

193 

189 

1.75 

186 

J90 

187 

195 

206 

J98 

19 2 

1 91 

200 

200 

)::5 = y 

3067 

2828 

2891 

2994 

3082 

3898 

3502 

3060 

321 J 

3286 

3542 

3 125 

3022 

2922 

3950 

4488 

3.295 



MATRIZ DE CORRELAC¡ON 

1 1,00000000 -0.02410741 0.43762975 -0.08205777 0.28575758 

2 -O. 024J 0]41 J .00000000 0.10573055 0.91847987 0.63074956 

3 0.43762975 0.10573055 1.00000000 0.03188120 -0.0888258J 

4 -0_. Q82057JJ 0.91847987 0.03J88120 1.00000000 0.41324613 

5 0.28575758 0.63074956 -0.08882581 0.41324613 1.00QOOOOO 

COEFICIENTES DE CORRELACION PARCIAL 

1. Coeficientes de correlación parcial al cuadrado para la ecua-

ción Y = f(Xz), para las variables no en la ecuación de regr~ 

sión. 

VARIABLE N2 

1 

3 

4 

COEFICIENTE CrZ) 

0.1505109 

' 0.0406178 

0 .. 2928 

2. Coeficientes de correlación parcial al cuadrado para la ecua-

" ción Y . . f(Xz, .X 4 ) 1 para variables no en la ecuación de regr~ 

sión. 

VARIABLE N~· 

1 

3 

COEFICIENTE Cr2) 

0.0522897 

2.7547.x10- 4 
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