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INTRODUCCTION

Este trabajo tiene como objetivo aportar cierto material
de apoyo a los estudiantes de licenciatura en Matematica en
el area de la Geometria. Se pretende con ello promover la en-
senanza de la geometria estudiando las aplicaciones en el pla-
no: traslaciones, proyecciones, homotecias; simetrias, simili-
tudes.

El trabajo se desarrolla basicamente1en cuatro capitulos:
En el capitulo I se desarrollan los temas de espacios wvecto-
riales, espacinos euelidens y espacins afines, necesarins estns
para desarrollar los aspectos geometricos gue este enfogue re-
guiere. ,

En los capitules II y III se desarrollan las transforma-
ciones en el plano y en el espacio, dandole un tratamiento
geometrico - algehraico.

En el ultimo capitule se desarreolla aspectos elementales
de la geometria descriptiva, cuyo objeto es el de representar
gn el plano las formas espaciales: y la resoclucion de proble-
mas en =]l espacioc por medio de construcciones en el plano.

Este tema sera importante gue se continue desarrollando,
pues a pesar de su importancia en el area de las ingenierias
en la licenciatura en Matematica ha gozade de ningun espacio
para su desarrollo.

Finalmente me complace la oportinidad de expresar mis a-

gradecimientos al Ing. CARLOS MAURICIO CANJURA por su valio-

sa asesoria en la elaboracion de este trabajo.



CAPITULO I
ESPACIOS VECTORIALES

DEFINICION

Sea E un conjunto dotado de una ley de compoesicifin interna y
una externa. La primera se llama adicifin (+) y la sequnda mul
tiplicacifin por un real denotada (.). Esta Gltima asociada a
toda pareda [l,;} de TRx E un elemento de E denctado por

s
.

Se dice que (E,4,.) e un IR-espacio vectorial (se dice tam-

bien espacio vectorial sobre IR) si y solamente si:
i) (E,+) es un grupo conmutativo.

a) La suma es una ley de composiciSn interna en E.
definida asi:
+:t Ex E——=> E

{E,-}‘] o i’;; donde % ¢ E b4 ; e E

h) La suma es asociativa en E.
W E,;,E e E se cumple {§-+§ I zZ = x + [; + E}-

) Existe un vector neautro ﬁ para la suma en E. Es decir:

] 0 c®tal que Vx ¢ E se cumple ¥ + 0 = 0 + % = X.

d) Todo elemento % £ E admite inverso aditive u opuesto

; de E.



VX oc E, 1 ; e E tal gue %+ ; = ; + % = 0.

- -+ -+ -+
o mos (= =X sea = =X.
Al esto d= % lo denotaremos con -x%, o sea, ¥ 3

e}l La suma es conmutativa en E.

Y ;,; = E se cumple gue ¥ o+ ; = ; ¥ X.

ii) Seanl y p dos reales cualesguiera y §,§ elementos de E:
se tiene gue:

a) A.%X & E

b) alp.x) = (ay).%
g) (atp)X = Ax + px
d) alx+y) = A% + Ay

el 1.% = *.

Los slementos de E se llaman vectores. Los elementos de IR

son escalares u Dperadnres.

€1 en la definicifn de espacio vectorial, IR lo sustituimos
por otro cuerpe conmutative K(Q,T,...), se define un EK-espa-

cioc wectorial (o espacio vectorial sobre K),
Ejemplo 1

sea IR el conjunto de n-uplas de IR, dotado de la adieiln de

finida.

Para ¥ = (%) ,%5,X3,.--%,) ¥ § = (¥Y1,¥Y2,---Y,) de E por

x +

{xlfx?i'xflf -..Xn] + {YIFYZIY:!r'--r?n}

L T =

+ ¥ = (X14Y1, X2 + ¥Y2r X3 + ¥Y3r +evyp Xn + ¥nl.

™+

Y de la multiplicacifin definida:



para » e IR y;sm por:
Ax = (AX),p AX5,A%3p0e0 A ﬁﬂ . Verificar gque (IR" ,4,.) es un

egpacio vectorial.
1.1.3 Ejemplo 2)

Sea F{p, IR) el conjunto de funciones numéricas definidosohre

un conjunte D, dotade de la adicibn:

Cualesguiera gue sea f y g de F{D, IR), (f+g) estd definida asi:
¥ x =« D. (f+q) + gl(x)

y de la multiplicacidén por un nmerc real: cualguiera gue sea

e IR y £ de F(D,IR), Af estd definido por:

Ve D (Af)bxl = Afix].

También podemos verificar gue (F(D,IR},+,.) &5 un espacio vec-

torial.

En partiecular si D = N, el conjunte F{N,IR] gue es el conjunto
de sucesiones numéricas definido sohre N y (F(N, IR),+,.) es un

espacio vectorial.
1.1.4 Reglas de Cdlculo en un Espacio Vectorial

Existen ciertas reglas de uso constante y ligadas a la multi-

plicacidn externa, asi como:

e
1) Para todo x £ E, se cumple:

Dx= 0.



Prueba:

Cualguiera sea a2 £ IR,
-
tenemos (A+0)x = )
A% 4+ 0% = )
-+ -+ =
v como el opuesto de Ax es -{ix) se tiene
* -B - -+ -
={3x) + Ax + 0x = =)ix + Ax

0% = 0 luego 0x = 8
2) Para todo A £ IR, Be Liene: 1.ﬁ ] E

Pruehbha:s

Cualguiera sea x = E,
tenemos A% = l[; -+ ﬁ}
Ax = A% + AD

“AX F A% = —Ax 4+ Ak + A0

6 = 20.

luego 30 = 0.

3) En forma reciproca si )%= 3, entonces A = 0 6 x = 0

i) 's1 \ % = ﬁ, se presentan dos casos:
Cuando % = 0 y la igualdad rx= 0 se verifica para cual-
guier X £ E.

if) Cuando A # 0, siendo 3! el inverso multiplicativo de

i, =& tiene:

Alax) =1
(" hax = 0
’ -+

Yoao= B

=% ; = ﬁ



4 ¥ x e E -~ W ) ¢ TR, se cumple:

Il

- " =
{—a)= AM=x) = =Ax

Prueba:

I

1) Como Ax+ (=1)%x = [a + (-2)]%

=[x = alx
= O
-+ = -
luego (=3)x = —-ix, que es el opuesto de ix.
i1} tenemos ix + 1/-%) = l[ﬁ + [-ﬁ]]
= a[x - %]
-
= 3D
=0
-+ -
entonees A (-x] = —{(ix).
De los resultados i) y 1ii) tenemos: {-Hl§
tambign -(Ax) = -AX.

B (£ 8 o A= 8) = ix = Bx.

i

]

X #D - 2=p8 = (X#0 ~ 1 -48=0)

b
= AX = BX.



¥) = (3% = Ay)

R
il

B] (A #0 -

(A #0 - y) = (A #0 -

™+
L}

-  Ax + l{-;] i)

= AX = Ay = 0 = XX = AV.

1.2 SUR-ESPACTIOS VECTORTALES

1.2.1) Definicidn:

Sea E un espacio vectorial sobre IR,
Sea w un conjunto distinto de vacfo, WeE. Se dice gque W es

sub-espacio vectorial de E si cumple ser un espacio vectorial

con las operacionesdefinidas en E.
2) Caracterizacidn de sub-espacios

51 E es un espacio vectorial sobre el cuerpo k, A ¢ E

A es un sub-espacioc vectorial si:

a) A es un subgrupo en w2

b) ¥ w e B ~ ¥ xzc A, ax = A.
3) Bjemplo 1

Ssea A = {{x,y) e M2/y = x); donde A # 4

Probar gque A es sub-espacio de IR?



Solocifbn:

19) Probar que A es subgrupo de IR?

2°) ax e A, ¥x ¢ A, Vo & I

a) VX, % = (%;,%) ¥y, ¥ = (¥1:¥2)
X +¥ = (xy, %) + (y1.¥2)
como (xy,x3) € A =* X1 = X
~ (y1,¥2) e A=y =¥
sumando gueda Xy + ¥ = Xa 4+ ¥

=> (xy + ¥, X3 + y3) & A,

Sea (x),x2) & A => %] = %3

=>—{xy,%;) £ A
A ez un subgrupo. (1)
Probande la 2a condicifn

Sea (x; xp) un elemento cualguiera de A; ) ¢ IR .

Probar que A(x;,X;) e A.
Como (xy,Xz) e A => %, = X3
AX)p = AXp
=> {(Ax;,A%p) & A

=> AdRy.%3) e A (2)

De acuerdo a los resultades (1) -~ (2) podemos afirmar que

A es un subespacio de 1IR?



1.2.4 Proposicitn:

Sea A £ E, A # 0; donde E es un espacic vectorial scobre IR,

entonces: A es un sub-espacio de E si y sBlo si:

i) (x +y) £ A; ¥%, v EA
ii) lox £ A; ¥ X ¢ A, ¥ clIR.
Prueba:
a) Como AcV, sus slementos son vectores:
= B E e
Sean x,¥y £ A=* X + y = ¢ ya que la suma de vectores el re
sultado es un wvector, luego ¢ e A.
-

b) Sea x ¢ A, a & IR la operacifn ux = b, ya que el producta

o)

de un escalar por un vector el resultado es otro vector asi

E e A, luego u; e A, ¥ ) e IR.

Como ¥ ;,§,E e E (% + ;} +Z =% + E§'+ E}, en particular
se cumple para los elementos del conjunto A, luego los ele-

mentos de A son asociativos.

Asi, A es un sub-espacioc de E yva que todas las propiedades
de E se cumplen en & bajo las cvondiciones i) e ii).

-

. De (#) y (=*) A es un sub-espacio de E.



5) Ejemplos:

El conjunto T = {(x,y) ¢ IR%/y = x, % ¢ IR}

del espacio E = {(x, v}/ e IR, vy e IR]}.

Forma Geométrica

k|

¥=X

Flig. 1.1

es un sub-espacio
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Todo espacio vectorial tiene como sub-espacic a (0} y a &1

migmo.

Cualguier sub-espacioc de E gue cumple A # (0] . A # E se di

ce gue es sub-espacio propio de E,

1.3 SUMA DE SUB-ESPACIOS

1.31.1 DEFINICION:

Sean A,B dos sub-espacios de E. Se define la suma de sub-espa

cipos como: ;

A

A+B=lE/fE=%x4+y, X A, y £ B}
1.3.2 PROPIEDADES:

1) (A 4 B} ¢ E

2) (A+ B) es un sub-espacio de E.
Demostracifin para 2)

i) Sean (x;+xs) vy (y +yy) dos elementos de A + B.
A probar gue: (x;+x;) + [y +ys) £ (A + B)
tenemos:

X, < ¥y e A=? (%) +y,;) € A

X3 =~ ¥a € B ™ (%3 +y3) B

ya gque A y B son sub-espacios
sumande los elementos:

(x+x2) + (y1+y2) = x; + %3 + ¥y + ¥2

(®1+y1) + (x24yz) asociande
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come (x; + yi)e A ~ (xz2+yz) £ B
=> (x1+y1) + (xa+y2) (A + B)

=>A+ Bes cerrada para la suma.

ii} A praobar:
h(Xy+X2) €A+ B)
+ =
Sea (xy+yx2) elA+ B) ~ ¥ae IR con x! e A -~ %z & B.
52 kiene:
+
pl{x1¥+xa] = a¥; + aXs
= - -
si X £ A = ox; e A ya gue A es sub-espacio (1)
51 5:}1 & B = uﬁ; g B ya gue B es sub-espacio {2)
Sumando (1) y (2) tenemos:
u;i + n::t;'tg e A+ B
= m{;-l_]_ ;21 = I!ll';l + ﬂ-ﬁg e{d + B)

luego A + B es sub-espacio de E.

1.3.3 INTERSECCION DE SUB-ESPACIOS

1.2.2.1 Definicibn:

Sean ¥ y W sub-espacics de E. Se define la interseccidn de sub-es
pacios como el conjunto:

vV W=1zeB2eV - zenl

comentario:

¥ N WE D yaqueelvectorﬁavn W.

1.3.3.2 Proposici6n:

5i ¥ y W son subespacios de E entonces V N W es sub-espacio de E.



DEMOSTRACTION:

A probar que ¥ ;|, ;2 EV N W y ¥oelIR

se cumple:

1) ¥y + %y £ V N W
2) uil eV N W
Pruebha para 1)
Sean ﬁirgg eV 1 W

+
Xy E VN W= % gV = 1

-+
=
E?EU”W=:";7EU-§

. =+ =}
=+

luego la suma es cerrada en V M W.
Prueba para 2)

Sean Ei e VI W - aoelIlR a probar gue

ax £ ¥ M W.

Six;, eV oy W= ¢V -~ % €W

EEW

=> m%l eV ~ax) £ Wyagque VyW son sub-espa

cios
-2 “il e VvV N W,
Luego de 1} y 2] tenemos:
X+ Kp E VI Wi WXy, % eV N W

n::.;': EVY 0O R O3

.. el conjunto V (% W es un sub-espacio



1.4 SUMA DIRECTA DE SUB-FESPACIOS

1.4.1 DEFINICION

Sean V y n dos sub-espacios de E; se dice gque E es la suma di-

13

recta de V y n si las siguientes proposiciones son equivalen-

tes:

Ly % v n = {0}

.
todo vector v & E se esgribse como

2) Todo vector v E s& escribe de una forma finica:

-+ -* -+ - -+
v=Ew''$n vorv' eV ¥y nl =¥
Prueba:

{1) = (2) con:

. -+ - -+ =
Siv=w"+n', conv' £V - n' e n. Supongamosgue

- - - - *
V=V +n geenv; eV ~ npy e
- > *, - .-
luego v = v' + pn' = v + ny
- - - -
asf ¥' - vy = np - 0
2 -, -+
la diferencia v' = vy £ V 1o mismo a n =
= - -
y como Vi - v, =17 - n' significa
— -
= M = e N M n
] - - = bt
= v' =wy =n =-n' =0 ya que el finico

la interseccifin es el elemento E.

-

-* -+ * -+
=> ¢! =v; .« ny =n' luego el vectorv

forma finica como la suma de los wvectores.

-
v

- -+
guea mny — M

P
= eV N N

Ev”

elemento gue posee

sg esoribe

de una

m
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e [2) = 1)

= .
Sea v « V N n entonges lo podemaos definir como la suma de

dos veotores:

- -+ .y -+ =
v=wv+BD ,oconv &V -~ 0en
s - - -

Eambi&n v = 0 + vt con D E YV . %' B on.

Como v se escribe de manera finica entonces

-+

+l
+ 0 =0+

=%

J
Sk
¢ I
= = o

1 n

I

v
- O

"

- ¥V n n=1{p} *k
luego de (*) y (**) se concluye gue E se puede escribir como
la suma de dos sub-espacios E=V@n y ee llama suma direc-

ta, la ocual es Gnica.
1.5 DEPENDENCIA LINEATL

1.5.1 DEFINICION:

Sea E un espacio vectorial, se dice que el conjunte de wvecto-
res iﬁj}: i=1,2,...,n de E g3 linealmente dependiente si
existe un escalar g # 0 tal gque la combinacidén lineal de los

vectores es el vector nulec, es decir:

- - e -* = >4 :
a1X; + @32X2 +* ... t BREKk * Gk+3Xk+) tee.nixy =0 1 =1,2,...1n
2 EJEMPLO:

Sea IR un espacio vectorial definido como:
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v = l{x,yl/x £ IR -y e IR}. Con las operaciones usuales
(xy,¥1) + (x5,v2) = (xy+xz,y14yn) ¥y alxy,yy) = (ex;,nyy).

¥ (X, v1)7 (x2,y¥2) eV v ¥ ace IR

tomandas (1,-2), {(2,1), (-2,2) como elementos de IR?, mostrar

gue son linealmente dependientes.
Soluci6n:

Aprobar que existen escalares a; a2, ai ¢ IR tales gque:
oy 41,-2) + @a(2,1) + a4(-2,2) = (0,0)

(@y,=2a1) +(203,23) + (-2a3,2a3) = (0,0)

(e + 207 = 2ay3, =2a; + a9 + 2a3) = (0,0)

wy + 2ap; - 2a3 =0 . -2ay +ap + 203 =0
Sumando las dos ecuaciones tenemos:

zy + 205 — 209 =0

—-2ay + @y + 2“3 =0

-ay + 3u2 =0
3o = ay
Sustituyendo oy = 3a2, en oy 4+ 2a; - 2a3 =0

332 + 2oz - zug = {
Sn2 = 204

luego o, = gﬂg.

5i tomanos, por ejemplo o = 1, resulta oq = é A @y = g

y asi se concluye gque (1,-2), (2,1), (-2,2) son linealmente

dependientes.
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1.5.3 INDEPENDENCIA LINEAL

1.5.3.1 DEFINICION

El conjunto de vectores (xy,%;5,...,%X,} de un espacioc vecto-

rial E es linealmente independiente si ¥ a; & IR; y S M [T, 1
n

ayxy = ﬁ, necesariamente los es
=1

1

calares a; son cero, es decir a, = a2 = By = +se = @, = 0.
1.5.3.2 PROPOSICION:

Sea A = [x%,,%2,...,%n} un conjunto de vectores del espacio
vectorial E. Estos son linealmente dependientes si y s€6lo si,
existe x, e A gue se puede escribir como la combinacidn 1i-

neal de los restantes. Es decir:

X = By¥xy + foxo + ... + Bp¥y ¢ para algunes B £ IR
DEMOSTRACION:
" =¥ " Ademostrar gque si {x,,%xj5,...xX,;) son linealmente depen-

dientes entonces al menos uno de ellos se puede escribir como

una combinacidn lineal del resto.

Sea oy, # 0 entonces tenemos:

G Ki ¥ 05Xa # .o F O Kig ¥ esn F Gy = D

oy Xy = =51X) =~ ay¥a = (o0 = 0 Xy . ()

Como uy # 0 entonces podemos multiplicar (%) por el real Gi

= 14 ] IIn
luego Xg = —X; - —Hz... =X ;

.. Bl vector X; es el gue se ha escrito como combinacidn li-

neal de los restantes.
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Supongamos gue el vector X, lo podemos escribir en forma de
combinacibtn lineal del restoc de vectores,

Xk = B181 + Bo¥Xg + .0 + Bk-1¥k-1 + - 4 Bk+1Xk+1 +...+Bp¥n.

=> BiXy o+ BaXg 4 . b B 1Xp g F (-1)0XL b B X Fe.FBX, = il
donde ap, = -1

luego los vectores {X,,X;, .,..,Xy) son linealmente dependien-

tasg,

1.6 ESPACIOS GENERADOS

1.6.1 DEFINICION

Sean [(X1,Xz,...,%¥5] un conjunte de wvectores del espacio vectg
rial E. Se dice que los n-vectores son generadores del espa-
cic veectorial E si cnalguier vector % de E se puede escribir
comg una comhbhinacidén lineal de los n vectores, es decir exis-
ten 2y, @2,...,85 tal gue

+ + » -
21X + e e B + auw H ﬂ"xn =
1,6.2 EJEMPLO

Sea (({1,0),(1,1),(0,1)) un conjunto de vectores
Mostrar gue son genseradores del espacio vectorial Mz, donde

WE = {bx, 1%,V e IR} .
SOLUCTON:

Sea (x,y) £ IR2. A mostrar gue existen escalares 2l,z,,03 tq.



ay (1,0) + apn(l,1) + a3(0,1) = (X,¥Y)
(0y,0) + {ag,e2) + (0,a3) = (X,Y)
(ay + aps + 0,0 + ag + agz) = (X,¥)
=> 0y + 03 =X . @3+ oy =X
= o = X — o3 - xp = ¥ = g
81 @y, = 1
g =X =1 . @3 =% -1
Cemprobacidn:
(¥=-1) (1,0} + 1{1.1} =+ (¥-1)(0,1) = [¥X,¥)
(X=-1,0) + (1,1) + (0,¥-1) = [X,Y)
(%,1] + (0,%=1) = (X,¥)
(X,Y) = (X,¥)

14

luego los vectores ((1,0),(1,),(0,1)} son generadores del es-

pacie vectorial IR

1.7 BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL

1.7.1 DEFINICION:

El conjunto 1%1,%2,...§n} de veckteres del espacic E es una ba

a)

b)

g1 v solamente si:

El conjuntoc es generador del espacio

- -
Los vectores (x1,%3; ...

a
.%n) son linealmente independientes

1.7.2 PROPOSICION:

- _'- L) ¥ 5 s
51 ¥ £ E, donde E es espacio vectorial, entonces x tiene una

escritura finica para cada base R de E.



18

Frueba:

Sea B = {biy,by ...,bh,] una base de E entonces en particular
es un conjuntd de generadores luego cualgquier vector de E pue
de ser escrito como combinacifn lineal de los vectores b,

y=1,2,...,n,

Supongamos que el vector x £ E puede ser escrito de la forma

siguiente:
1y “lbl + ﬂgbz g T ﬂnbn =;
2) Byby + foby + ... + Bpby = X

Hestando (2) de (1) ocbtenemos:

-+

—

x = ® = ayby + oebs + ... + opgby - Byby = Byby - ... = Bpbp.
0 = (x3=Ry)b; + (az=bs)bs + ... + ( p= o)bp (%)

come Bes una base de E entonces el conjunto [bl,bzl....bnl

es linealmente independiente y los coeficientes de la combina

eifin lineal (++) deben ser nulos es decir:

a3=By = ay=Ry = ... = ap= By= 0
luego «y = By, 8y = Ba,; ... , 8, = Bq.
.. 5i B= (bi,b2,...,by] es una baze de E, el vector X & E ge

puede escribir en forma fGnica comc combinacifn lineal de los
vectores de la base,

8i x = a;b, + #vzbs + ... # ayb,, los coeficientes

a;, i =1, 2, ..., n son llamados coordenadas de x con rela-

citn a la base.

En forma particular podemos tomar come base B = {(1,0),(0,1)}
en IR’ y en ®Y , B = {{1,0,0),(0,1,0),1(0,0,1)] gque son las
bases denominadas canfinicas de los espacios IR? vy IR? rea-

pectivamente,



1.2 ESPACIOS VECTORIALES EUCLIDEANOS

Producto Escalar. (Producto punto).

1.2.1 DEFINICION:

Sea E un espacio wvectorial, se define en E la funcifin produc-

to escalar como E % E
-- - -+
x r }F P x . }.‘
condiclones:

[
Y 2.yv,2 B, ¥ azg IR:

i) X.(y+2) = X.y + X.z
i1) Xla.y) = &{xy)

ili) ¥.% > 0

iv) X.% =0 <= x =0

V) §§ = ;

> IR que satisface las siguientes

El espacio E, dotado de la funcidn producto es un espacio vec

torial Euclidiano.

1.2.2 EJEMPLO:

n

En IR se¢ define el producto escalar como el real.

n
+
Pi= g = 0y X, ses sBn o AP s Yo v i¥g) = E Xi{¥i, donde

i=]

I

-
x {x]rxzr--rxn]r '.IF = i}'lrl"!r*"r}fnl € m"
Prueba para 1)

Sea x = 3 . W, [ § = (¥1:¥210022e¥0)3



+
g = {zl,zz,...,z“} E IR.".

AFHZ) = (xyoXas oo Xn) [ Uy1ev2s e oyn) H (21022000 002,) ]

R

= (%] ,X270.¢%p) -[{YI‘!'zlr}'E"“zEr ---;Yn'l'in]]

E
e e B
gaf = & 1

mn n

1I xyyy + L %y3y
=1 =

w4
g e

-+
=x_j,r +

b 3 -+ - = -
luego x. (y+2z) = X.y + X.3

Para ii) seax-= X e RpresnrBali §= (¥1s¥2ieees¥nl) € m®" ;
Yoe IR .
Xlay)= (XyyXpeeeei®gle[alyyi¥asconyy )]

= (%) ,Xg,ecn X} layy,o0¥0, .. ,0¥,)

]
= x . (ay.)
:[=1 1 1
n
=a] i¥q
i=1
T
= nX.y
Para iii).
Sea X = (X|,Xz,...,%,) & R"

-1
1
]

(2, X5 peses X dalX )y Xgpaaapxy)
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? =0, «uvy ®2 > 0, tenemos gue

Para iv) como &5 bicondicional se prueba en dos partes

a) " = M X ¥ =0= %= (0,0,...,6) =0
.l oy, o, s
XeXm D=0 XX = [ xf=0, Wi=l,2,3  ....n
f=1 *
-_— XE =D ‘i?]._= 1’21 -..,n
=> x =0 ¥ i=~1,F,...;B
i

= x = (D8 a.c70) = 0 ; donde 6« m"

- - > e
B} " = " gi % = 0 entonces x.% = 0
= = - n
§i x = 0 = 0 = (0,0,...,0) ¢ IR
- % = (0,0,...,8)
= x.% = (0,0,...,00.00,0,...,0)
n
= x.Xx = ) (0) (D)
i=1
= x.% =0 ¢ IR
Prueba para v} %.y = v.%
' n
nea ; = ‘xllxzf"'lxﬂil‘ 3: = {yliyﬂf"*iyn} € IR
5 =¥
Koy = (XyeXpo-eoaXp) oy ¥ayreoan¥y)
n
= I x5y
i=1
]
- V.X.
fag

(Yye¥ao o ¥ o) (X peXps X))

+ b
= ¥.X
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1.2.3 DEFINICION:

%
El producte escalar de un vector x por el mismo se representa

+ = “* o
comp el cuadrade del vector x.x = x%x°.

1.2.4 PROPOSICION:

En todo espacio euclideano el producto escalar, de cualguier

vector y el vector nulo es cero.
1.2.5 DEFINICION:

Si E 25 un espacic vectorial een preducteo escalar se define
la funecién Q: E——> IR por QE;J = ;.;, llamada la forma tua

dritica asociada al preducto escalar en E,
1.2.6 PROPOSICION:

Sea (0 la forma cuadrftica asociada al producto interno.

= §,§ £ B, ¥as TR, tenemos:



a)
b)
c)
d)

e)

24

Olx) = 0 <= x = O,
O(x) > 0
Qlax) = a2Q(x)

-+ —+

QIX4Y) = O(X) + 2%.¥ + O(y)

& < arZraldy.

Prueba: para las propiedades anteriores

a)

b)

c)

d)

Q(x) » 0

Como %.x > 0 por propiedadde producto interno
luego (%) > 0 ya que por definicifn Qlx) = X.X.
O(¥) =0 «<=> x =0

tenemos que X =0c=s %X =10 por el producte interno

= ¥ g
luego Qix)] =0<=> x = 0,

Olax) = a2Q(x).

se tiene Qlax) = (ax). (ex) por definicisn
= v x(ax)]

nfa(x.%)]

a? '.'I. x)

Il

Il

= a?Q(x)

luege Nlax) = a?n(x).

Ol=+¥) = Oi%) + 2%.v + Al¥)

tenemos O(X+¥)

= +9) 4+ yoiE )

= XX 4+ XY VX F Y.y
= RR Ry 4+ Y vy
= ol¥) + 2%.y + DY)
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luego Df;+§} = Q{ﬁl 4 Eﬁ.y + q[%].

3

)5 < Q(X).0(¥)
A E, ¥ o,k e IR, o x4+ B; e E

ok
Wi R}

g) |
si
(e + BY). (wx+ BY) > 0

o B e e
a{%-%) 4+ 2up(x.y) + B2(y.y) > 0

haciendo a = §.§ y B = -i.;, tenemos:
(v-3) 2(%.%) = 2{y.y) (x.9) 2 + (%.9)2(y.y) > O
(7.9) 2 (%.%) = (§.¥) (X.9)% > O
entonces (v.y)? (%.X) > (y.¥) (%.9)2
= (§.¥)(X.%X) > (%.9)2
% . % y) 2

= (%.%) (y.9) > (x.

'Rl
'S
Eh
o
—
¥
'
|"-"
S,
*y
b+
—
[0 ]

1.2.7 NORMA DE UN VECTOR

1.2.7.1 DEFINICION:

Sea E un espacic vectorial dotado del producto interior, ﬂefj__

niremos norma ¢ longitud del vector % ¢ E al nfimero

|%]| = +7olx)

g
= +/%.%

1.2.7.2 PROPDSICION:

El cuadrado de la norma de todo vector es igual al producto

escalar de dicho vector consigo mismo es decir



| %] “

1
=
1"5‘1'
"t

- %" =+ ZR°

1]
-
b

luego |5:}||f

1.2.7.3 PROPOSICION:

26

fea E un espacico wectorial con producto internco la norma 'r.rerl

fica que 1;,§| < [|;||||§[- (Desigualdad de Schwarz).

ga tiene:

S
(XY
A

< o(x)o(y)

(%.%) (y.¥)

?R

ey My ey
&
| &

.= ey 2
(x.9)% < [[x]["lyll
oy D N 2
%31 < A%y
%9 < %Y

1.2.7.4 PROPOSICION:

En un espacio vectorial E, se define la funcifn norma
| |+ E — IR que verifica:
x s | x|

‘r';,fsE,?uEm
1) |x| > 0

ii) %] = 0 <=> % = 0

Il

ot
Estas dos consecuencias son inmediatas ya que x.x > 0 ¥
- - =* ’

Xx.X =0c=2> x = 0 respectivamente.

L T b | -+

iii) lexll = |alll

ivl  Ix+y] < |®l + |¥]).
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Prueba por iii) y iwv)

Se tiene por definicién:

I

lax| = + /Q(ax)

+ Vn?Q(x)

1]

+ a2/ nix)

]

- + da2]3)

= |u|l%l por definicién de valor absoluto || = + Jo 2
luego |x] = |af|X].
Para |i+y] < HIEREP

tenemos:
- g2 o
|x+y | = alx+y)

Q%) + 2%.¥y + Q%)

< 01%) + 20| [I¥] + o)
2 . -+ ']
= %" & 20%|1¥] + ¥

-+ - 2
= {|xl| + |¥D

I%+yl < (J%l + 1¥Dh°

|~

x4+l

I A

|x[| + lyl; ya gue las bases son positivas.

1.2.8 ANGULO EHTRE VECTORES

Saan ;,; dos vectores no nulos en un espacip con producto in-



terno. A partir de la desigualdad de Schwarz.

tenemns:
%.v] < 1%117]

se deduce, gue -1%11¥] < |%.v]| < l;“ﬂ

. % 7] 1

Th S oemmee—— % ke ¥R/GME

Ix11¥]
Ix1 #0 - I¥] #0

DEFINICION:

-+ =
Sean x,v dos vectores distintes delvector nulo se define

sl dngulo entre dos vectores al nfimero real a e [D,a]

Tal que
-+ ¥

X.
® = et
Fxllvl]

De agqul se deduce la expresidn del productc escalar en fun-—

cifn del Sngulo entre vectores y de sus normas.

Asf x.y = |;|];I cos o.

28
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1.2.8.3 DISTANCTA ENTRE DOS VECTORES

En un espacio vectorial con producto escalar se define como
& r - - r.-
distancia entre dos vectores u y v @ la norma de su diferen-

e
7 ¥V ua,v g Eu

cia es decir: diﬁ,$1 = |Eﬁ$
1.2.08.4 PROPOSICION:

Cea "d" la funcifn distancia definida como:

d: K %8B *» TR

(G,v] ~oe dld,v).

en un espacio vectorial E dotade de producto escalar.

1.2.B.5 PROPIEDADES:

1) d(u,v) > O ¥u,v c E
2} d!u"'i.lt] = [} c=> 15 = 1:1
s o I
1) dtua,v) = d{v,u)
s e L bk b
4) dlu,v) < d{u,w) + dl{w,v) ¥ u,v,w £ E.
Pruebas:
i) Para la propiedad 1) es inmediata ya gue por definici&n

de distancia &[ﬁ,;] = 0.

ii} Para N® 2 se demuestra asi:
dﬁlgl = Hﬁ-ﬁl = ) ey e mo per propiedad de norma
- =
o[ = A
fii) Para 1la N® 3, ¥ ﬁ,& £ E ge tiene:
datu,v) = |u=v| = |=(v-m)|

= (<al1%8] =3 =8
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iv] Prueba para 4)

i, v = |u-v|
5 Iﬁ =W W - 3]
< |4-w| + |w-v| peor propiedad de norma

luege d(d,V) < a(d,w) + d(w,v).
2.3 ORTOCONALIDAD
2.3.1 DEFINICION:

Sea E un espacio vectorial con producto escalar. Dos vectores

,; ¢ E son ortogonales si y sclamente si el producto escalar
3
¥

X4 M4

es cero.
2,3.2 TROREMA DE PITAGORAS

= = L
€1 x,y ¢ E son dos vectores ortogonales entonces

- 2_ >’ ¥
| x+y| “= |x|| + 1¥]

Pruehasz

H

34
s
s

el
<

S w2
Tenemos |[x+y|

N
251

= |%° + ¥ ya que X.¥ = 0
i x ?
luego [F+y|® = [XII" + 15]
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Forma Geomé&trica

2.3.4 DEFINICION:

En un espacio vectorial dotade de producto escalar; un conjun
-+

to de vectores {31,;2,...,;n} es ortogonal si y solamente si

dos vectores cualesguiera x,y vy distintos de cero son ortogo

nales, es decir ;.; = 0.
2.3.5 ORTOGONALIDAD ER TR"
2.3.5.1 DEFINICION:

In conjunto de wvectores {§1,§2,...,xn} en un espacio wvecto-
rial E, dotado de la operacifin producto escalar, se dice que
: he
es una base ortonormal si es ortogonal vy ademés ||x,|| = 1
&

¥ 1 < n; es decir que ;i;j =6, para 1 < i, j = n.

Una base ortogonal es tal gue T

I
-y
e
.

Il

L}
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EJEMPIO:

Tomando a IR' como espacio vectorial con producto escalar, la

hase ocanfinica {51,§9r..,$n] es aortogonal.
2.3.5.2 PROPOSICION:

Todo espacio euclidiano de dimensifin finita admite una base

ortogonal.
DEMOSTRACTION:

. S -F .
Sea A = {a;,ap,...,a,] vna base cualquiera.
De donde:

i) @ # 3, ¢ A. Por lo tanto |a,] # 0,

4
=

El wvector él = , B5 unitario

e

- S .
ii) Suppngamos gue s = {5,,5, ...,E"} es un conjunto ortonor-

mal.
+* =+
Se trata de obtener s_,, talgue (s;,83, ...,5,,4} Sea orto-
normal.
-+ - - -
Sea el wvector én+1 = @541 T y (a,41+81) <S¢

i=1

El cual al desarrollarle gueda:
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-+ -+ = -+ ¥ # &+ =+ -+
dn’f“l = anT1 - {ﬂniisllsi — {an+1152153 '--r;—:an-l-'lsn]sn
Se cumple gue d,,1 es ortogonal a s4, ¥ j =1, ..., n.

es decir:

dptq 89 = 0
3 - >
En efecto: dn+1 a-;_,r = Lan+1 - ii1{3n+|.;1]§1]3j
? {5 - - - -0
= Ay E] o2 n+¥l1.51)81 E_'T -
2 -
= A - a = D
EL Bj 121[ ntl.51) 514
d g =a =] IE =0, ¥1i=
ntl 1 T n+l B n+leasz). 1 ok =13
luego '
= 0
an-T Ej

Definamos 21 elementos Ak de l1la forma
HH

=+
d
ni+1

n+1 ]a

i+

:r|~1-1I

de donde I§n+1| = 1 por definicifn de vector unitario.
y en consecuencia el conjunto de vectores

- - -
8 = {5y,52,-++48n+1) 8 ortonormal
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2.3.5.4 EJEMPLO:

En el IR -espacio vectorial (IR E, +, .} s considera la bhase

formada por:

ay = [1,0) , & = {1,1).
Por 1)
“;1| =l =1
- 2y
%, = (2.9 - 1,0
iﬂ1!
éz = EE = {;2.;|]g1
= (1,1) - {(1,1). ¢1,00] (1,09
= (1,1) - [(1.1) + (1.0)](1,0)
= (1,11 = [1] (2,0}
= tlrl] = [11'[]}
5
d; = (0,1)
luego 3
E? = fri‘ = igiiL = (0, 1)
d

P

«+ la base (s,s;] es ortonormal.

2.3.5.5 EJEMPLO:

Se considera la base en el espacio vectorial TR? formada por:

ap = (0,1,1)y ., &z = (1,0,1), ay = (1,1,00,
tomemos:
a
+ 1 J vz,
Sl =0k = {D'l.‘.l] = {D, —22' -.-.i.?.l



|4, |

luego

145

: = &z - lazs1) .81
= (0,1,1) - [(1,0,1).40, ig«. %l]m, "% i %
= (0,31 - [ﬁ+[l+'i§-']{ﬂ, f—i— ‘ f—g!
= {Dlll]-} = [%]tnk'f_g L] J_"!E'j
1 1
= “:l,l,l] = 4, 'i # E]
1 1
=0 g
Y S N
B R B
- JI. 2
T2 2
- I
B3P _ o2 A
,r"f r 5> ! _2"
2
ay = (33.8;).8;
Il,l,D} - [{lrlrﬂ}-{-ﬂf _gl' Eg}]{[]‘ Lé? ' g}
(1,1,0) - [0 + L:‘E + 0] (0, L;. %l
T V2 2
(1,1,0} - ["E]{ﬂr'jir'jﬁ
5 I
(1,103 = (0, L
1 1
{1, ot i'}
e b= 1
.+ T F
T
/E._-I- -2- = /;

35



36

Luego 1 1
I ':J-J W = E‘j
By ‘=
¥3/2

]_ 1 = 1 }

A7T 27 A

{.r‘m V3/2 vij2
372 =3 T T3

s _ WIFZ VITZT - V373
853 T { T T ——T4

-+ -
=« la base [EI,EE,EE} es5 ortonormal.

2.4 PROYECCION DE UN VECTOR SOBRE OTRO

- -+ - "
Sea x y y dos vectores de un espacic con producto escalar, e
Entonces existe un escalar g, tal gue.

(x - 8y) | v.

o3
b
=R

en efecto:

= ¥.y - Byy = 0
- s
=> X.y = Gyy
.
= XY w8 *h
-
vy
x-By g — = e
- -
=
ol Fig. 1.3
."r-.'
L = 2 oy 3
By ¥
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8i multiplicamos la expresién (**) por ; el vector

. _ %Y s %33
E}r = +.:|_ - ¥ = -.-__;—_I - —.*L
y.y vl Iyl
Se llama proyeccifin ortogonal de % sobre ; el cual lc identi-
B e
fipamos como el nlmero real Efx y lo escribimos p;i = Eix
1] ¥l

En forma particular si ; es un vector de mfdule 1, se tiene:

£ = %75,
Py y

2.5 VECTORES COLINEALES O PARALELDS
2.5.1 DEFINICION:

-+ ==
Sean x,y dos vectores del espacio vectorial E
Ee dice gue dos wvectores son colineales si y solamente si per

tenecen a una misma recta.
2.5.2 PROPOSICION-

- -
Sea x un vector no nulo y y un vector cualguiera
12 gi % e ﬁ son colineales, entonces existe un Gnico real t,
- s
tal gue y = t=x.
A . 2 - - .
28 5i existe un real t tal gque y = tx, entonces x & y son co-

lineales.
Prueba:

wh A
12 8ea t £ IR, ¥ X # 0, y dos vectores tal que ; = £%.

=

Supongamos gue ] t' & IR talgue ; = t'x.

Se tiene t'¥ = tx
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0 ya gue x #£0

[l
v
P
I
o
I

luego t es finico y debe ser ; = tx.

2.6 SEGMENTO, DIVISION DE UN SEGMENTD EN UNA RAZON DADA.

-+ I
Tomando cualguier u,? e IR" y considerando el conjunto de wvec

Eores.

N
Ww=ocuau+ yv ; a,y > 0, + = 1. (1)

delerminados por los reales o,y cuya suma es 1 se tiene:

w = (1-Y)u + Yv
=1 + ylv=u) 3 o=1-y y 0 <y <1 (2)
o sea
W= au + (l-a)v
= - -
= Qu + ¥ - av
-+ -
=w +afu-v) , 0 <ao=1l (3)

De (2) en el espacio ' los vectores w completan el segmen

= L
toc gue une u y v.

o’ e
Esto es debide a gque el vector w es la suma del wector u econ

o - 2 & =k
el vector w(v—u); asi w es colineal con (v—u).



En forma Geom&trica

_ Fr—
¥ (V-1)
0
Fig. 1.4
-+ o+ -
Asf, el conjunto de vectores w = su + yv, f{o,y 2 0,
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a + v = 1]

representan el seagmento [ﬁ,v] que es el vector formadocon

>
las partes terminales de laos vectores 1,v.

Consecuencias:
128) Si a = 0 se tiene w = v ya gue y = 1.
28) §i y = 0 se tiene w = 1 ya gue n© = 1.

38) o > 0, {y =1 - a>0)w es un vector cualguiera de [u,v]

7.6.2 DEFINICION:

ge llama segmentno [u,v] gue une los puntes n,v e w

junto de todos los wvectores w de la forma

; = gu + YV g b,y » 0, B +9y=1]).

al con-
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2.7 SISTEMA DFE COORDENADAS CARTESIANAS

a) Bspacio (IR 3)

Un sistema de coordenadas cartesianas del espacio TR? es el
conjunto por una base ortonormal [I, ?, k) y un puntc "0"
(llamado origen) gue se puede indicar por (0, i, 3, ¥). Las

rectas orientadas gue pasan por 1 origen dindoles la direc-

- -+ -
cién i, i, k, se denominan: eje de las abscigas, eje de las

ordenadas Y y eje de las cotas z respectivamente-

B
[ '"
=)

= Figt 1.5

b} Plano (IR*)

En el plano IR ¢ el sistema de coordenadas cartesianas es el
-
conjunto formade por una base ortonormal (i,§) y un punta "0,

-
dicho sistema se indica por (0, i, §).
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Las rectas orientadas gue pasan por el punto "0" (u origen)

g *
gue tiene como direceifn a los vectores i, j se denominan

respectivamente: eje de la=z abscisas x y eje de las coordena-

dasg ¥.
Graficamente
' ¥
iy
T
4 s
i b 4
Fig. 1.6

2.8 ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA

Z2.B.1 EN EL ESPACIO 1R

Sea Duna recta gue pasa por el punto x cuya direccifn esti

=
dada por el vector no nulo v.

Para que un punto Y de IR? pertenezca a la recta Des necesa-
rio y suficiente gue exigte un nfimero real # tal gue:

— *

®y = fu, B ¢ IR . Asf tenemos la ecuacidn

0% = Oy + (i, (1)

8= denomina scuacifin vectorial de la recta.
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P \\
Ko
“*-.H‘E:u
X
f””'r Hx\x
fé— —_— — ¥
A
p
5 Fig. 1.7

8i D paesa por dos puntos distintos P y Q, la dirececifin de la
recta serd dada por el vector Eﬁ} v la eguacifin vectorial de
la recta es:

— — —
O0x =0F + gpg, (BeIR) . (1i)
2, En el plano IRr?

Sea D una recta, que pasa por el punto %, que tiene como direc-

cién el vector u # [l del plano, la ecuacisn vectorial de D«
serS de la forma x = y + B0 (B & TR).
En el caso de gque recta D estd definida por dos puntos distin

tos P,Q la ecuacitn vectorial de D serd:

X=P + filpg; , B e IR
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£+

2.9 ECUACIONES PARAMETRICAS DE LA RECTA
1. En el Espacio IR 3

a) Sea {ﬂ,f,'j’,ﬁ} el sistema de coordenada de 3 ,
Sea p = {(x,v.,z), D{=g,y¥prXp) ¥ E{a*ﬂ,?], respectivamente p
es un punto fijo, ¢ ¢ D ¥ E # _5 un vector director gque

es paraleloc a la recta D,

De la ecuacidn vecltorial de la recta D: E;:=E; - Ei.'l. (B ¢ IR)
tenemos:

(%,v,2) = (%g,¥Vps2g) + tla,8,v)

txﬂ+tﬂ*yu+tﬂ,2n+t¥]
2.10 ECUOACION CARTESIANA DE UNA RECTA

2.10.1 DEFINICIORN:

Sea p un plano de sistema [D,i,'f}. Consideremos la recta D
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gue pasa por el punto uy(xg,ys) y tiene como vector director

e, 8).

Un punto u{x,y) pertenece a la recta D si y solamente s8i los
vactores EE:kx-xﬂ,y-yn] ¥ EI&,E} son colineales es deecir s5i ¥y
s6lo si su determinante es nulo.
s =a tiene:

X — Xg o

¥ — ¥y B

Significa gue 8{x-xgj)l-aly-yqg) = 0 (1)
la expresifn (1) es una ecnacifin cartesiana de la recta.

En forma geométrica se tiene:

s L

Fig. 1.9

x=lx|]+tﬂ.

luego: 1y ¥Yp + t8 t £ IR iidi)

Z = Zpn + Ey
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&
En el cual u«,f,y no son todos nulos, ya que u # 0.

As1 las ecuaciones iii) se denominan escuaciones parametricas
de la recta D, en relacifin con el sistema de coordenadas

(0,1,3,%).

El proceso anterior se puede plantear en forma inversa. En el

caso gque la recta D sea definida por dos puntos & = (al,ajz,a;)
y B= (b;,b2,b3) las ecuaciones parametricas de la recta en
R serdn:

x = a; + tibi-a;)

as; + t(by-ajz) e M.,

-
Il

2 = a5 + f{ha—ﬂ.‘j}

* - a
En 21 plano IR ' de sistema {ﬂ,i,iﬁ, las ecuaciones parametri

cas de la recta D gue pasa por 2l punto x = (X;,yg) y con di-

reccifin del veeturﬁ # i a-= {a, 8) son:
K=Hu+ttﬂ
F] “‘-EIR:I
¥ = y¥pt+ t8

En &l caso gue la reckta pasa por dos puntos distintos A,B

A = (ay,a2) vy B = (by,b2), las ecuaciones parametricas son:

b3 a; + t[b1-a1]

t & IR

¥ da = tsz*‘ﬂ.z} ;

2.11 ECUACION GENERAL DE LA RECTA EN EL PLARD

2.11.1 Sea p el plano. El conjunte de puntos ulx,y) y un veg-
tor directoer GE—E;Ri verifican la ecuacifin Ax+By+C = 0
con (A,B] # (0,0) donde A ,B,C € IR no simultaneamente

nulos,
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2.11.2 BECTAS PARALELAS

Sean L,L,; dos rectas de ecuaciones Ax+ By+ C= 0 vy

A'x + B'y 4+ €' = 0 respectivamente.

L tiene direcgifn al-8,A) vy L' tiene u' |-B',A') . Las rectas
I. ¥ L' son paralelas si y solamente si 0 v u' son colineales
es decir, si y solamente si,

-5 =B
= 0 gignifica gue AB' - BA' = (0

A A

2.11.3 RECTAS PERPENDICULARES U ORTOGONALES

Sean las ecuaciones Ax+ By+ C =0 vy A'x + B'x + €' = 0 de

las rectas L y L' respectivamente en un sistema ortogonal.

Se dice que L v L' son ortogonales si y solamente si n.u'= 0
e

es decir AA' + BB' = 0; donde 1 y u' son les vectores direc-

tores.

PROFPIEDADES

1) Una recta en el espacioc estd contenida en una infinidad de
planos.

2} Dos rectas paralelas determinan un plano.

J) Una recta es paralela a un planc si y sflo si la recta es
paralela a una recta contenida en el plano.

4) Una recta es perpendicular a un plang si y sdlo si la rec-
ta es perpendicular a una recta cantenida en el plano.

5) Dos planos son perpendiculares si y sflo si existe una rec

ta contenida en uno de los planos gue es perpendicular al
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otro plano.

CARACTERISTICAS DE LA PROPIEDAD 5

1) Dos planos perpendiculares son secantes,

Fig. 1.10

A es un punto P y D' una recta gue pasa por A y crtogonal

a P'. Mostremos que D' ¢ P.

b i_P y pasa por A; lasrectas D y D' son ortogonales lue-
go ellas son secantes en A y determinan un plasnoc { gue
corta a P segfin una recta D" gue pasa por A y es perpendi--

cular a D.

Las rectas D' y D" estan en Q y son ortogonales a D y pa-

gau por el mismo punto, luego D' c P.

Reciprocamente si considerames dos planos P y P' tales gue

uno de ellos gontiene una recta o sea D' e P, ella es orto



a4

gonal al plano P'.

2)

3}

P y P" gson secantes, seqfin una recta 4 ortogonal a D'. Or-

tegonales y ceoplanares, 4 y D' son secanteg en A.

/ Fig. 1.11

Como Des la recta de P' gue pasa por A y es ortogenal a

4; de esto resulta D' | D y &4 | D luego D | P.

. P | P'" ya que D | D' las cuales son las rectas conteni-

das en cada uno.

Sean P' y P" dos planos secantes perpendiculares a un pla-
no P. A un punteo de la recta & gque es8 la interseccidn de
P' v P" y e3 ortogonal a2 P. De acuerdo a la propiedad 2)
A estd inecluida en P' y B" luego 4 | P. Ya gue A 2s perpen

dieular a cualguier recta contenida en P.
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-
B Dla
Pll
A
™~
P —
Fig, 1,12

4) gi dos planos son perpendiculares, todo plano ortogonal a
su recta de interseccifn A los corta segfin donde son secan

tes en un punto de A las rectas D y D' que son ortogonales.

VA

Pi‘ D' J

A — Fig. 1.13
4
' =

0 es un plano ortogonal a 4, 0 | P y o | B

D y D' rectas de interseccifn de los planos P y P" con el
planoc Q. Los planos secantes P y Q son ortogonales a B"
.. Des ortogonal a P' y D' ¢ P'., D y D' son coplanares y

artogonales y tambifn son secantes en A con A.

5) Bea Duna recta gue no es ortogonal a P; existe un planc
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P' v uno saolo, qgue contiene a D v es perpendicular a P.

ﬂl
A
B
o ¥
,.f'/
.'-"'-df
-
.r. .-"-'f/r
/P B~ Fig. 1.14

2.12 ECUACION VECTORIAL DEL PLANO

2,12.1 Sea A un punto de p, i,; dos vectores linealmente in&E
pendientes a p. En estas condiciones los vectores EE,:}T
y 2B con B ¢ P, =2on linealmente dependientes y asfi,
para cada B £ P existen siempre dos nfimeros reales ®y,
1 tales gue:

i —_—

AR = El,i-lr +ﬂ2§ H

Fig. 1.15
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luego tenemas la ecuacidn
—p — - -+
0B =0A + a ¥ + asy tﬂlrﬂz e IR)

gue ez la ecuacifin vectorial del plano p.

En forma reciproca, el cenjunto de puntos B del espacic IR?
tales gue

— - -+
0B =0A+ oyx + apy (@y,0, € IR)

= L
con ¥,y linealmente independientes, es un plano gue pasa por

el punto A y es paralele a las direccicnes de los vectores

= =

X, V.

En el caso cuando son tres puntos A,B,C no colineales que per

tenecen al plano de direccifn del plano p serf§ dada por los

vectores AD v AC gue son linealmente independientes, y la

ecuacidn vectorial del planc pes:

—

ﬁ; =0a + ﬂ.;fﬁ] + ﬂzfﬁ] I:L'tl,ﬂz e IR)
2.13 ECUACIONES PARAMETRICAS DE UN PLANO

2.13.1 DEFINICTION

Ssean (U,i,4,k) un sistema de coordenadas del espacio IR° y p
un plano gue pasa por el punte x = (Xg,¥n,2p) ¥ de direccifn
dada por los vectores vi = (aj;,by,c1) v Vo = (az,bz,¢a).

I%i,?z son linealmente independientes).

Ty T ol -+
Siendo ﬂ§=ﬁﬂ = I:ll‘u"r]_ + @zVa, my,dg E R

gn relacién al sistema de coordenadas se tiene:
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(x,¥.2) = (%g.¥0.,20) + aylay.byscy) + aslas,by,czl.
= (xpteja@1,votaiby,2g+0109) + npfaz,bz,cz)
(x,¥.,2) = (xptayay+azan,yo+aibitusby, 2gtacitascy) .
X = Xg + ma;p + opaz
luego: y = yg + ayb; 4 woby ®y,mp E IR ball
4= &p * @8y + waCa

gue se denominan ecuaciones paramftricas del plano p.

En forma reciproca, si se tiene un sistema de ecuaciones 1i-
neales (**) se encuentra el plano p en el espacio IR gue con
tisne un punto de coordenadas y tiene comp direccifin a los
vectores ;1,52 gue son linealmente independientes en relacidn

al zistema {ﬂ,},i,ﬁ}.

Cuando el plane estd determinado por tres puntos A = (xq,y1,21)
— —

B= (®%z,¥2,23) ¥ C = (®x3,y3,23), no celineales, siendo AB, AC

sus vectores directores del plano, se tienen

Lo

AB = (%X2-%1, Y2-V¥i, E2-21}, ﬁ = (RK3—=Z1r, ¥Y3-¥i: Z23—Z1)-

Luego tenemos:

s
O=0A + m|ﬂﬁ + uziﬁ

—
U= (x),¥1s21)+ a1 (%=%1, ¥Yo~¥1: Zp—-2()taz(X3=%X;, ¥Ya-¥i1: 23-%;)

Jx

De aguf gue:

Xy + mp{xs=xy) + asi{xg—x)

* yi + mydyz—yy) + azlys-yy) ay,nz £ IR

et
[

[~
I

zy + oy lya=yy) + aplzy—2z,)

El sistema (%) son ecuaciones parametricas del plano p.
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2.13.2 EJEMPLO

1] Se considera e1 sistema th,§1,$21, determinar la ecuacidn
paramétrica del plano P para el oual se da

A= (1,-1,3), dr2,1,-1), a'(0,2,1).
SOLUOCTION:

Tenemos a partir de (%%) el sistema de ecuaciones paramBtri-

cas ¥ o;,0; € IR.

:-:=1+m12+|:12{ﬂl = 1"'231
y ==1+ a; + a2 = =1+ a; + 2a, aj,a; £ IR
2 =3 — a1 + @y = 3 = ap + as.
21
it i
h'%,—/——ﬂ—l_;_l ‘{
T et
- f A 2
I___u{( |l ka b
m | s
+ 7B T ¥
| ,‘;’ J
/

Fig. 1.16
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2.14 ECUACION GENERAL DKL PLANO EN TR?

Todo planoc posee una ecuacifn de forma Ax+ By+ Cz + D =0
gue es la ecuacifin de primer grado en tres dimensiones con

A,B vy C no tedas nulas.

Esta ecuacifn se obtiene dade un punto fije p(a,b,c}) y un pun
to cualgquiera M(x,y,z) gue pertenece al plane, luego se obtie

ne el vector ﬁ = (x-a, y-b, z-cJl.

* B -+
Todo vector gue sea normal al plano, digamos, Ai + Bj + Ck

serd tal que el producto escalar de &ste con pﬁ serd nulo.

Reciprocamente el wvector P es perpendicular a v(A,B,C).
— 3
¥ por tanto PM.v = 0
es deicr:
a(x=a) + B(y=h) + Ciz=p) =10
=> AX+ By+ Cz +D=0 ; D= -Aa - Bb - Cc.

Ceomftricamente s tiene:

X Fig. 117
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En el caso del sistema (%) si eliminamos a; y o, resulta la

ecuacifn Ax4+ By 4+ Cz + D = 0.
Z. S APLICACIONES LINEALES

2.15.1 Sea E y P des espacios vectoriales. Se llama apliea-
cidn lineal de E a F a toda aplicacién ¢ de E a F gue

posee las dos propiedades lineales:

1) ¥(x,y) = E PEEY) = (X)) 4 ()

2) WL oz IR, ¥x £ E §lix) = Adlx)

La conjuncifén de las propiedades 1) y 2) es eguivalente a:

Vo (d,a) & IR?Z), $UX,¥) & B2 ylax+ay) = Ap(x) + culy) (3)
2.15,2 EJEMPLO

Sea k # 0 an real y F un espacio vectorial scbre IR

la aplicacifn hk: E——> E es lineal pues cualesquiera

-
® v lear.

gue sea A £ IR vy ﬁ,; de E se tiene:

i) hkr£+§1 = hk{E} + hki}}
; i _ &

ii) hkt:hx} = Ahklx]
PRUEBA:

1) h (X+y) = k(X + §)

= kX + ky
-
= hk“” [ hk{yl



ii) hk{aﬁi K (2%)

A (Je3)

=
lhk[x]

La aplicacidén h

k

torial E, de razén k.
21503 EJEMPLO 2

La aplicaci&n 4§: IR 3 > IR  cumple linealidsq

{x,v,2) > 2% + 3y 2

¥ i e IR v ix.w.2) & IR3I,
PRUERA:

gea la,bB,e), (la',B ;') ¢ IR3 ¥ X £ IR a prohar

i) ¢((a,b,c) + (a',b',c")) = wlla,b,c) + Ypla',b',a").

ii) e(xrta,b,c)) = apla,h,el.
Prueba para 1i).

vila,b,e) + (a',b',e"])

pla+a', b+b!', c+a")

2la+a') + b+b") + c+a'

I

= Za+2a' + 3b4+3bh' + e+

=(Za + 3b + c)+(2a' + 3b' + )

= ¢la,b,e) + ypla',b',c")

lusgo 4${{a,b,ec) + (a', b, ")) = pla,b,ec) + p(a',b',e").

56

se llama homotecia wvectorial del espacio vec
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Prueba para ii)

p(rla,b,e)) = plra, ib, Aic)

2{xa) + 3ab) + ac
= x2a + A3k + ae

r(2a + 3b + £)

A la,b,e)

luego Y(x(a,b,c)) = Mila,b,c).
De acuerdo a 1) y 1i) la aplicacibn 4§ es lineal.
2.15.4 FORMA LINEAL

Se llama forma lineal a toda aplicacifin lineal de unlR -espa-

cio vectorial E al espacio vectorial IR .
2.15.5 EJEMPLO

La aplicacidn d, gue a todo polinomio p le ascocia el polino-
mic derivado p' es una aplicacifin lineal ya que ¥ A ¢ IR vy

p,0 £ E s cumple:

il dip +QF =pg' +Q°

£1) dfrp) = ip!'

Nota: Una aplicacidn lineal definida de un espacio vectorial

E a &l mismo sa llama endomorfismo de E.
PROPIEDADES:
Seay: E——» ¥ una aplicacién lineal.

Denotemos por ﬁ,E- los wectores nulos de E v F respectivamen-—
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te. Be tiene entonces gue:
a) wtﬁ} = ﬁ', gy decir Yt E ——s F
ﬁ PG 51
51 ¢ es lineal, wfa} = B

b) ¥ (%) = =i ()
ol BIR-¥) = #(x) - ¥ , V Xy EE

n i n =
a) wi( ) Aixg) = ¥ Ay k(%) ; si § es una combinacidén lineal.

i=1 i=1
PRUEBAS:
Para a) .
Se tiene ¢[;} = ﬁ{; + 0)

(X)) = pix) + (@) 7 p(x) + 0 = () + ¢(O)

simplificando w[;}:

i v (D) .

Para h)

3 -
Cualguiera que sea % ¢ L@

(%) + =%

luego ¥ (%) + ¢(-X)

= ﬁE; + E-i]l

bi% - X)

v (0)

fl

B3
D ]

il

donde | (-%) = —§ (%) .

Nota:

=1 an la econdicifn

g 2

cifn lineal.

Las dos propiedades se obtienen tambi&n haciendo )

0

(2}

de la definieitin de aplica
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Para c)
Bix - y) = w(x + (-y))

= (X)) + ¢(-3)

Il

b ix) = Uiy)
e (X)) = ()

- luego w(§ - ;]

parad)

Esta demostracifin se realiza recurriende a la ayuda de
la igualdad (3) de la definicifin de aplicacién lineal, enton-
ces se tiene:

1{3{115\{*1 + 12;2 + 13;3 +...+ln;n}

a -
¢{i£1lixil
= B (A Xy )P (Ao Xp 4y (A g%g)+o o ot (AnXp)

Ay (g ) A0 (X5) Fh 30 (X3) +u s o bhnp (%n)

I

=
Ao ()

f e
__..

| e - BT E . |

n
luego¥( | A3%;)

. AELIHEf]
i=1

futa
i

Esta prueba también se puede realizar por induccidén para "a"
*2.15.5 IMAGEN Y NUCLEO DE UNA APLICACION LINEAL
Imagen de un sub-espacio vectorial de Y en W.

2 diB i F DEFINICTON

Sea U un sub-espacio vectorial de { v ¢ una aplicacifin lineal

de V en W.

A demostrar gue $(U) es un sub-espaclo vectorial de W.

i) #(U) es una' partenc vacfa de W va que U # ¢ ;



&0

ii} y(U) es estable por combinaciones lineales para cuales-
gquiera gue sean i,oc de IR vy ntv' de w{ll) mostremos gue

' +av' £ @fd).

ﬁ‘,$’ £ w{ﬁ} -2 3 E,; tal gue
W) =u' ;W) =V

A () + ay(¥)

)

&
-+
=]

<+
Il

fl

b (A0) + 4 (av)

e
lp[111+cf%}

luego A4 4+ av & ¢EG}.

¥ - - - ¥
¥Ya gue iun' + av' admite un antecedente ju+ av pory,
donde iu' + av' e Gid).

Entonces tenemos el sigulente resultado:
La imagende un sub-espacio vectorial de V por una aplica
cifn lineal de V en W es un sub-espacio vectorial de W.
2.15.8 IMAGEN DE UNA APLICACION LINEAL
DEFINICION:

e llama Imagen de una aplicacifn lineal ¢ de V' en W a la ima
gen (V) de U por¢y. Se nota por Im ¢ gue &s un sub-espacio

vectorial del conjunto de llegada de [f.
2.1%h.8 NUCLEO DE ONA APLICACION LINEAL

DEFINICION:

= Wy al con-

Se llama nficleo de una aplicacifn lineali: v

junto de vectores de v tuya Imagen por {§ es el vector nuleo de
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W, El nficlec se denota por ker .
2.15.10 PROPOSICIOMN:

El kery es un subespacic vectorial de V.
PRUEBA:=

Denctemos 6,6* los vectores nulos de V v W respectivamente

x kery ©s una parte no vacfa de U ya que y(0) = 0", 0 « v.

* keryr es estable por combinaciones lineales ya que cuales-
quiera gque sean A,y & IR ¥y ;T; e kery se tiene:

Y(x) = 0" , yty) = B

PlA% + uy) = 0 OE) + b tuy)
ML) 4w ()
35' + p0!
=0 + O

b
- 0

luego !A?c+ u}h i kerij.
.+ el nficleo de una aplicacifin lineal es un subespacio

veckterial de V.
2.15.11 DEFINICTON:

i it ¥V —— W es tal gue kery = 45} entonces ¢ es inyectiva

g5 decir:

Sea izl > W una aplicacidn lineal talque

kerw = [Ei:

W 0

Cualesquiera gue scan x,y o U, tales gue ptx) = 1]1[}:} se tienc:



bi%) - @

> -
bix = v

Il
b,
#

|
W

"
I

luego | es

1.3 APLICACIORES

1.3.1 APLICACION
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(y) = o

y =0

ﬁ kery

y = 0 (puesto gue kery = {0}
2

inyectiva.

ESPACIOS  AFINES

AFTINES

AFIN DE % en x

1.3.1.1 DEFINICION:

Se dice gue una a

*

" - i - o T
plicacién £ de x en x es afin sii existe un

endomorfismo |, de X y un vector b de x tales gue:
(¥ v e x) Flvl = (V) + b
Nota: Fara una aplicacifin afin £ dada dex ax, b = £(0)

donde 15 ==t

I?G?gl

se llama

finico y también el endomorfismo ya que
(v) = £(v) = b.

el endomorfismo asociado a2 f o aun mas la

parte lineal de f.

i o 12 EJEMPLODS:

- Todo endomorfis
-~ Teda aplicacién

morfismo nula),

i - e | r L. r
mo dex e una aplicacion afin (b = ﬁj

constante de % en % es afin (¥ es el endo-
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- - -+
» v + b, donde se da b, es5 afin

- Toda aplicacifn t: v

{y = rﬂ;].

Nota: Una aplicacifin afin de % en x es la compesicifn de un

endomorfismo de ¥ y de una traslacifn vectorial.

v—o F —> (u)+b
\, E
\ /
iy “'/I
/ s Fig. 1.18
¥ (V)
1.3.2 APLICACION AFTN DF x ENW x:
1.3.2.1 DEFINICION:
Sea f una aplicacifin de x en %, Y sean O0'M',N'... 185 imfge-
nes por f de los puntos 0,M,N,... .

Se llama parejas de puntos homflogos (m,m') a toda pareja for

mada por un punte M de X y su imigen M' por E.

> M' de X en X es afin si y

Se dice gue una aplicacibn: M

solamente si existe un punto 0 de X tal gue la aplicacifin

Om

—— -+ - =
-~ Om' de x a x sea afin.

3.2.2 OTRA FORMA:

> % 25 afin sii existe uan

Se dice gque la aplicacifn f: x
punto 0 de x, un endomorfismo ¥ de * ¥ un wector b de % tales
gque cualguiera gue sea la pareja de puntos homSlogos (M,M’']:

Om' = (0m) + b.



S1 0' es la imagen de 0, se tiene que M = 0 en la relacifn

procedente 00' = b

p—— —p -
donde OM' = ¥(O0M) + 00 (1)

La igualdad (1) es eguivalente a:
oM' - 00' = v (OM)
0'M" = y([0M) (2)

Entonces sz puede enunciar el siguiente tecrema:

1.2.3 TEOREMA:

b4

Una aplicacifn de x a x es afin sii existe una pareja de pun-

tos hombSlogos (0,0') y un endomorfismo Y de % tales que, cual

gquiera que sea la pareja de puntos homfloges (M, M'):

pYRt = W{PIR),

sea (N,N') otra pareja de puntos homSlogos para una de las

aplicaciones afin:

E

(0N
donde M'N' = O'N' - B'M'

= w(dN) - v(TH)

-

= ¥(0N - OM)

luego MIN' = ¥(HN)
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1.3.3 DETERMINACION DE UNA APLICACION AFIN

Sea ¢ otro endomorfismo asociado a £, para el cual se tiene
cualguiera gue sean las parejas de puntos homSlogos (M,M') y
(N, N"}s
—— it
M'M' = ¥ (MN)
3>

cualguiera que sea v ex, sea (M,N) un bipunto talgue MN = ¥

y M',M' las imSgenes de M y N respectivamente por f:

Mv) = T(IN) = MM
W(¥) = u(aN) = M
donde ¥ v £ X T{G] = w{ﬁ] luego ¥ = §.

Este endomorfismo finico se llama endomerfismg asgeiado a £ o

afin la parte lineal de E.
1-3.1.3‘1-3. an:

Sean 0 y 0' dos puntos de X y ¥ un endomorfismo de ¥. Existe
una aplicacisn afin f Gnica de X =n X tal que 0' = £(0) y de

endomroefismo asaciado a Y.

Reciprocamente a un endomorfismo ¥ de X, se puede asociar va-

rias aplicaciones afines.
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1.3.3.4.1 DEFINICION:

Sea (Ay,Az,...,B8;) un sistema afin de X donde nes 2, 6 3 6 4

segiin si X 8 una recta, un planc 2n el espacio.

En forma igual se dan les puntos A},A; ...A; de X. Existe un
r

endomorfismo Gnico® de X tal gue las imdgenes de los vecto-

g de la b N A, DR Tal oA T3
res de la base (AA;,A;A3,...,AA,) son AJA), AJA,,...AJAL.

Donde existe una aplicacifén afin f£f: X——> X gque es finica tal
gque A} = f(A,, y un endomorfismo asociado ¢,
Las imAgenss por f de los puntes A, A., ... Ay son los puntos
Ag,hg'..., Hﬁ tales gue:
R'RY = ®(A,A,) = A&, donde A} = A!
TR o N Tl 2T
ATAp = ®(&,A,) = AJAL donde Aj = A}

1.3.3.4.2 TEOREMA:

Sea (A(,A:,...,An) un sistema afin de X y de los puntos
A T
Existe una aplicacidn afin f (nica de x en X tal gue las imi-

genes por f de los puntos A1,Aj,...,A; son respectivamente

los puntos Ei,Aé}...,AE .
1.3.3.4.3 PROPIEDADES DE LAS APLICACIONES AFINES
1) Conservacidn de baricentro

Se dice gue una aplicacién f de x en X conserva los baricen-

= E [l,n] de puntos ponde-

A ! .
tro si, para toda familia :{hi'ai}ll
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b7

n

rados de baricentro G, | E @, # 0), la familia EE{,ui} don
i=1

de i £ [1,n] tiene por baricentro G'. (Se denota siempre

ﬂ; - flﬂi" G! = £(G)).

Sea f una aplieaci6n afin y G = Bar ((A ,a ))i « [1,n]. Se

tiene:

Api rando el endomorfismo 4 ascociado a f a los dos miem-

bros de esta igualdad, se cbtiene:

n n
. ] — -
of | w,GA,) = ] a.e(GA,) =0
Fo=3 =1
n ——
= L «@'R,
i=1
2 e——
luego | a,G'AL = il
= i
i=1
16 gue expresa gque G' = Bar [({(A',a })i & [l;nl: toda apli

cacifin afin conserva el baricentro.

Reciprocamente, sea f una aplicacifin de % en % conservandeo

el baricentro.

Sea "0" un punto de x y ¢ la aplicacién de % en x gue a un

-—--f- "
vector om asocia el vector O'm'.

Sea u,v dos vectores de x, P,Q v B los puntos de x tales gue

= E, ﬁﬁ = 5 ¥ Of = 1 + V. Se tiene las eguivalencias:
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Fﬁ=@+ﬂ_ﬁt=?ﬂ_ﬁ

T= B

- 00 + ™5 + 0Q

Bar {:Uf"ljr {Pa l}rl:Qr 1)

Como £ conserva el baricentro, se deduce:

~
i

Bax ((0',-1), (P',1), (0 ,1), (Q*,1]). Se tiene
OR'= - 0'0* + G'B' + ﬁTﬁ' cm> GBI+ ETa'
e=> glutv] = o(u) + 0(V) (*)
Ahora supongamos un real 3 y sel punto de x tal gue 0 = Au
se tiene:
Os = A0p <= 08 = (1-1)00 + A0p
<=» 8 = Bar ((0,1=3), (p,%.))
se deduces' = Bar((0',1=2),{p"',2));, se tiene las
equivalencias:

—

G's' = (1=-2)0'0* + AD'p' <= 0's*' = A0'p' =

<= o(u) = 9(w) [%%)
De acuerdoa (*) y (**) se tiene gue la aplicacidéni es afin.

1.3.3.4.4 TEOREMA:

Una aplicacién f de % a % es afin si vy sclamente si ella con-

serva el baricentro.
b) Conservacifin de la convexidad.
1.3.3.4.5 DEFINICION:

Ona parte c de x se dice gue es convexo si y solamente si

¥ (M,N)] ¢ ¢ [MN] cC
1.3.3.4.6 EJEMPLOS:

Un segmento, una semirecta, un abierto ¢ compacto, una recta;
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un semi-planc abierteo o cerrado, un disco, un plano.

51 ¢; y €2 son dos partes convexas de x. Cualesgquiera gque
sean los puntos M vy N de su interseccifn, el segmento [H,ﬂ],
estd por hipftesis a la vez en g y ¢ , luego en su intersec

cién.
1.3.3.4.7 TEOREMA:
La interseccidn de dos partes convexas es Convexd.

Nota: La unidn de dos partes convexas no necesariamente es

convexa.
1.3.3.5 IMAGEN DE UNA PARTE CONVEXA POR UNA APLICACION AFIN f

1,3.3.5,1 Bea [M,HJ un seqmento, donde [M,N] es el conjunto
de baricentros p de ((M,s), (N,8)), & >0 -~ 82> 0.
Como toda aplicacifn afin conserva los baricentros,
la imagen de [M,N] es el conjunto de baricentros p'
de ((M",a), (N*',B)) con =a > 0 ~ B > 0 es decir el

segmento [M,N]. Donde la imagen de un segmento

[M,N] por una aplicacifin afines el segmento

[w,N'].

Fig, 1.19
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En tal caso la figura anterior ([es una parte convexa de x.
Cualesqguiera gue sean los puntos M' y N' de flc), existe M y

N de ¢ tales gue £(M) = M', y £(N} = N'. Se tiene:

[M,8] ¢ € entonces f([M,N]) ¢ £ (c) es decir [M',N'] e flc)

b

luego tenemas:
TEOREMA:

La imagen de una parte convexa por una aplicacidén afines con

vexa.

1.3.3.6 APLICACIONES AFTNES INYECTIVAS, S0BREYECTIVAS, RTIYEC

TIVAS.

1.3.3.6.1 Sea f una aplicacifn afin de x en x definida por:

———

OVA' = (@),

Donde ¢ es el endomorfismo asociado a £ y 0' = F(0).
¥ 581 fes inyectiva, mostremos gue ¢des Inyectiva. Mostremos

que ker¢ = (Gl .

s -
Sea OM = v £ kert, se tiene entonces:
—

; e kerdt = 4i(OM) = E
- T -
=> M' = 0O
- M =0 (por que f es inyectiva)
= o =0 = v =0

* Reciprocamente =i ¢ es inyectiva, mostremos gque fes inyec-
tiva. Para esto;, mostremos gue si f(M) = f{N) entonces

M = N.
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tenemps:
E(M) = E(N) = 0(0M) = 7(ON)
= 2(0M) - O (0N) = 0O
= (0N - OM) = @
= 4(MN) = ©
- ﬁﬁ = ﬁ (ya gue es inyectiva)
= M =N

1.3.3.6.2 PROPOSICION:
5i fes sobreyectiva, a mostrar gue ¢ es sobreyectiva.
DEMOSTRACION:

s - K
Fara este, mostremos que tode vectorv' e x es imagen por
e -I-I ﬁr 5
de almenos un vector dex. Tomemosv' = 0° , BExiste almenos

un puntoc M de imagen M' por ¥ (ya que fes sobreyectiva) se

tiene:
ﬁr = DlM’l
v!' = #(0M); donde V' es imagen de v por ¢

* Reciprocamente s1i ¢ es sobreyectiva, probar gque fes sobre-
yectiva. Para esto hay que demostrar gue todo punto M' de %

es la imigen por f de almencs un punto de x.

Si se da M', sea v' = D'M', existe v de x tal gue v' = ®(¥)
(va que ¢ es sobreyectiva), zea M tal gue oM = 3, se bkiene

0'M' = 4(0M) donde M' es la imagen de M.

* Qomo % es espacio vectorial de dimensi6n finfta y ¢ un endo

e 3=
morfismo dh x, se dice gue:



tes inyectivas==>0 es sobreyectiva === 0 biyectiva.

1.3.4 TSOMETRIAS DEL PLANO:

1.3.4.1 DEFINICION:

Se llama isometria a la aplicacidn f: p
M wwner MY

> P Qgue conserva

las distancias; es decgir:

dgim' ,N'}) = d[M,N), M,N & p.
|[ETMTECN) || =[]

1.3.4.2 EJEMPLOS:

a) Simetrfa Ortogonal

D
Y
\
M I
N
™,
%
Hl
b) Bimetria Central
Hl
] &,;ff"rf !
i !
' -
e
wl="

72
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1.32.4.3 PROPOSICION:
Toda isometria es inyectiva.
PRUEBA:

51 E(M) = ffN]l == M =N

si £(M) = £(N) = d(f(M),f(N) = O
=> d(M,N) = 0 vya gue conserva las distancias.
di{M,N}) = 0
e=> M = N

. fes inyectiva,

1.3.4.4 PROPOSICION:

i f y g son isometrfas, entonces la composicifin ge¢f es una

isometria,
PRUEBA:

Como fes una isometrfa, se tiene:

> B ; entonces d(f(M),E(N)} = d(M,N), MHN P

£r P

M £(M) = M

¥

En forma similar se tiene para g.

g: p > p : entonces, dlg(M'), g(N')) = d{M' ,N"'}.

MI — q{m'r]

lugego: Eesg = p > P

M wviiwer [Fog) (M)
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antonces d(g«f(M, ge«f(N)) dlg(fim), glelim)
dig(m'}, gi(nN'}))

aiM , N

afe(Mm, £(mN)

d (M, N) M, NP

]

r

luego la composicién geof conserva la distancia

.. geof es una isometrfia.
1.3.4.4 ISOMETRTAS VECTORIALES:
1.3.4.4_.1 DEFINICTION:

Se llama isometria vectorial a todo endomorfismo de E que con

serva la norma.

e
Sea F: p «—-—wﬁllna aplicacifin, Mostremos gue las proposicio-

nes siguientes son equivalentes:

1°) Ees un endomorfismo que conserva la norma (es decir una
isometrfa vetcterial de E}
—_— — —_— ——t
29) f conserva el producto escalar: (MN.PQ = M'N'.P'Q'
i) fes un endomorfismo tal gue existe una base ortonormal

gue tiene una base ortonormal.

Es suficiente demostrar gue se cumplen las implicaciones:

1) = &) 2) = 3}, 3} = 1ll.
DEMOSTRACTON:

» -+
Sea f: p ——-puna isometria vectorial gue conserva la norma.

{r LT PR [i;]-
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Es decir (¥v ¢ p) [ec) | = |¥].
-

T
Sean u,v E E, a probar gue G.v = ¢[ﬁ].¢!$].

Por proposicifn demostracién tenemos:

2 q ;
]E + ;] = <0 4 J, u o+ v
= cﬁ,ﬁ‘ + 20V + c$,3> por def. de producto
escalar.
&+ B2 = 1817 + 200 + 197
luego:
¥ g 2 o o - 5
lua + v]™ - Ju]” - |¥]*= 2u.v.

i 2 2 2
Ast U.¥ = > [[E+¥]° = [4]° = |¥}7].
ii) Como f{ﬁ) ¥ f!ﬁ! son wveclkores entonces tenemos

<f(a) + £{v), F(u) + £(v)>.

If

@)+ ()]
<E(O),E(D)> + 2E(RNE(T) + <£(V),£(V)>.

-+ 2 -y - -+ 2
[Eta)l]  + 2F(n).Elv) + |£(v)].

I

e+ £

peroc comao £ conserva la norma,

@+ 90 = JEE o+ 2 8@ LB+ 1R
luego:

2+ %12 - 512 - IS1? = 2000, 8090,
asi

1T+ 917 - 1817 - 191%] = s e

De acuerdo al resultado i) y ii) se tiene:

-+ f conserva el producto escalar:

2k == F)

Sea £ la aplicacifin gue conserva el producte escalar. A

i
probar gque fes un endomorfismo de pes decir que, cuales
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: - "
guiera gue sea u,v e p ¥y A ¢ IR ge cumple:

1) Ea+v) = E(1) + F(V)

i1) E(N0) = Aftu).

Para esto mostraremos que

(Flu+v) - £(0) - Flun~ =0 a)
(EGd) - JE(@n” =0 b)
En &fecto;
<E(u+v) - £(u) - £(v), flo+v) - £(a) - £(v)s = 0

<E(0+V)-£(0)-£(V), B0 +7) - E()-E(V)>=<F(0+v), Elu+v) >+ < (), ~£([@)-£(V)> +

o= F ) =F(V), E(A+V )+ = E[1)=F (), = £ ()= F (V)5

=IE(utv] | -EH) (- V) (V- ET )
~E (V) , £ (G+0) +<£ (T) , £ (3 >+E () LE (V)
FE(T) FLT)+< (W), ELV )5,

=|ftﬁ+$}H1+hffﬁiHZ+|EE;1H?-EEL;+¢I.£{51
~2F(0H) LE(V)+2E03) E(V)

e i [ TR i TR B xR

=(u+v) “404 =207 -2vu-2uv-2v 2 +20v

=(14+v) 20272 -2uv

=(u+v) 2 (uZ420vET)

=7 - @)

0
Luego cE(R+W)I=E()=E(V), FT+T ) =E(M)=£(V)> = O

st Fla+v) = £(u) + £(v).

Y de esta forma se prueba el literal a)
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b) <f(Au)=if(Q), E(AU) A (Q) >=<E(40), E(AW)>=<Af (U), E(A0)>~
—~eXE(U),F (M) >+<A (1), AE(T) >
=l e 2+i!1f{1—5]|' 2o 2aE(0).£(10)
=|L3HE+12IE|2-2AEE.E

=0
1.3.3.7.6 BJEMPLO:

Sea {i,f} una base ortonnrmal de p. Ya gque f conserva el pro-

ducln esgcalar,

£(1).£(1) = 1.7 = 1, de donde [£(1)] =1
£(5)-613) = 3.3 = 1, de donde |f(§)] =1
£(1) . £(5) = 1.3 =07 ast (£(d), £(3)) cs una basc or

tonormal.
Demostracian de 3) = 1)

¥
Sea f un endomorfismo de p tal que existe una base ortonormal
{Ifﬁj teniendo por imagen una base ortonormal (£(i),f(5).
Cualguiera gue sca v =x14 y%, sc tiene:

E(v) = x£(T) + yE(§)

| £} V%2 + yi

vl

i

lucgo la norma de todo vecbtor se conserva.
Nota:

* La imagen de toda base ortonormal por una isometria vecto-

rial es una base prtenormal.

* Ya quc la imagon de una base ortonormal es una base ortonor
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mal por una isometrfa wectorial £, esta aplicacién es biyecti

va. Asf pues da un automorfisme de p.

DRSERVACTON

- -+
Una aplicacién f: p > p gue conserva la norma nc necesaria

mente es un endomorfismo de p.
1.4.5 ISOMETRIA AFINES
DEFINICION. PROPIEDADES
. DEFINICION:

Se llama isometrfa de p toda aplicacifin de p en p gue conser-

va lag distancias.

Sea f: p ——>puna aplicacifn. Las propesiciones siguientes

son eguivalentes:

1) fes una aplidacifin gque conserva las distancias (es decir
una isometrfa de p).
2) fes una aplicacifén afin donde el endomorfismo asociado es

una isometria vectorial de E.

DEMOSTRACION:

Sea f: p ——:puna aplicacidn gue conserva las distancias lo
gque dice gue cualesguiera gue sean las pareijas de puntos homo
logos (M,M') y (N,N'),

[N | = R

Sea 0 un punto de p, de imagen 0'. Consideremos la aplicacién
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oM — o7 H

Mostremos gue ¢ conserva el producto escalar:

tenemos:
(MN) ? = (ON - DM)?
= ON? + OM? - 20M.0N
(MTN")2 = (O'R' - O°M") 2

- T2 4+ OTR'Z - 207N LOTH
ya gque las distancias se conservan:
MN'2 = ﬁﬁ?, D' ME = ﬁﬁg, avm? = ﬁﬁz, de donde:
0'm.0'n' = OM.ON
luege la aplicacidin ¢ conserva el producto escalar, siendod

una isometria vectorial de ﬁ. La apliecacitn fes una aplica-

cifin afin de endomorfismos asociado a 9.

1.3.4.5.3 Reciprocamente, sea f: p — —~>Puna aplicacién afin
de endomorfismo asociado a una isometria vectorial
# . Cualesguiera gue sean las parejas de puntos ho-

m&logos (M,m') y (N,nN') se tiene:

]

M = | E (|

| i |

Il

Asilas distancias se conservan, luego fes una isometria de

P'

La isometria tiene las propiedades de una aplicacién afin y,
adem8s, las propiedades gue se derivan del endomorfismo aso-
ciade a una isometrfa vectorial.

En particular:
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* Una isometrfa de P se da apartir de dos puntos homélogos y
de la isometria wvectorial asmnciada:

* Una isometrfa conserva el baricentro, la convexidad.

* Conserva alineamiento de puntos, el paralelisme y la ortogo
nalidad.

* Es biyectiva ya que la isometria vectorial asociada es bi-

yectiva.
1.3.5 EFECTO DE UNA ISOMETRIA SORRE LAS LONGITUDES Y LAS AREAS
1.3.5.1 SEA f DNA ISOMETRTA DE P,

Consideremos el cfrculo C; € = [M & 2/ 0N = r)
: eentro del girculo

r: radio de C

Me Q<= |OM| =

el Srea de Ces A = ar’ y la longitud L = 297,

Sea 0' = £(0) imagen del centro; 0': centro de C!
MY £ C" < JO'M"] =z' , r' radio de C'
<=3 ]Eﬁl = ¥
= r = E
luego en irea de C' es A' = n¢'?
= 7ur’
= A
la longitud de C' es L' = Z2ur'
L' = I
= L

.. la aplicacién [ conserva la langitud y el drea de C.
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S5i tomamos tres puntos no alineados A,B,C de imdgenes A',B',C!
respectivamente, ¥ H la proyeccién ortogonal de A sobre BC,
su imdgen H' es proyeccifn ortogonal de A' sobre B'C' ya gue
f conserva la ortogonalidad.
| BC| . | AH|
El 8rea es A[ABC) = ————
Is'c'].|arn |
) 2
|Bc] . |an]
= —
luego el A(A'B'C') = A(ABC).

el Srea de A(A'B'C')

ﬂfﬁ'E‘CW

51 tenemos AlA2...A, un polfgono de P. Su imSgen
AL A; ...A] por fes convexo ya gue conserva la convexidad.

El 8rea de AjAz...A, es:

.H‘ﬂlrnz; --..”in:' = -ﬁ{ﬁ];ﬂ?rﬂ3} + ﬁ{hlh]hh]'*‘.-.'l‘{h]ﬁn—-iﬂﬂ} .
obteniendo el 8re del polfgono ﬁihi,""ﬂﬁ'
A(R{AL...A; ) = AIAJASAY + A(AYALAL+...+ AlAIA, A,)

= AlAByhz) + A{AA3A N+, ..+ AlAjAn-1An)

== {HJAE...ﬁ“]+

En general tenemos que Ses subconjunto de P de longitud L y

drea A, su imdgen por una isometria tiene longitud L y frea A.

1.3.6 GRUPD DE ISOMETRIAS DE P.

El conjunto de isometrias de P bajo la operacifn composicifn

2s un grupo.
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12) Mostremos gue "0" es cerrada.

Sea f y g dos izometrfas y cnalesquiera A,B e P,

s tiene:

A f}h| —g—-}ﬂ"

B —ts g 9, gr

ge Eisne:

I&78 | = |&B| . [&"B"| = |&B'|
asi |[BA"B"| = | A3 |

loego geof es una isometrfa de P.

Probaremos gue la funcidn identidad fes una isometria

existe la funcifin f: P > P,
A wui+ £{R) = A.

entonoes:
d{f{a), f£(B)) = dla,R)
d(A,B) = d(A,B) , A,B e P

la identidad de Pes Iﬂp‘

Inversos: como fes una isometria de P, también su reciproco
es isometrfa gue es f~!

probar asociatividad

Definamos:
A s A' =25 a" -—E—J T E—fa_:: Bt -2 .5 gn h = Rl
A probar:

fulgnh} = {fug}uh

s&@ tiene:
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KBl = IRl , 158 = & . (ame = [aver]
' i i
£ a h
a7 & | = |JA"B" aplicacifn h
= HETE‘I aplicacién g, g isometrfa
= ﬁiﬂ aplicacifin f.
|lA"Be| = |A"B|
= | 28| (a)
también [[AT B"'| = [|ATE"| (b)

luego: de (a) y (b) se tiene
|ZE = | &S|

v La aplicacifin composicifin es asociativa y se concluo-

LR

ye gue es un grupo.

DESPLAZAMIENTY)

1.2.7.1 DEFINICION:

Se llama desplazamiento de p a toda isometrfa cuyo endomorfis

mo @ésociado es una rotacifén vectorial, el dngulo de un des-

plazamiento es el Angulo de la reotacién asociada.

1.3.7.2 FEJEMPLOS:

1)

Una traslacifin de pes un desplazamiento cuyo endomorfismo
agociadeo es la Idp gue eg la rotaeifin vectorial de dngulo

nulo.
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2) Una rotacidn de centro I y dngulo @ es un desplazamiente
con endomorfismo ascociado es la rotacidn vectoriai de angun

lo B.
1.3.7.3 TEOREMA:

El conjunto de desplazamiento es un sub-grupe del grupo de

isometrias de p. Bajo la operacifin composicidn.

PRUEBA:
1) Cierre:

La composicién de dos desplazamientos es un desplazamiento.
Sea f v g dos desplazamientos. Se dice gue fog es una isome-
tria de p ya gue la composicifin de isometrfas es una isome-
tria. Y el endomorfismo es la composicifn de rotaciones vecto
rial ya gue 8; es el 8ngulo de r y 8, el &ngulo de r' luego

Loip: 2 By = Fgyee;

luego cumple cierre,

2) La composici@in de dezplazamiento es ascoiativa ya gue la

composicifn de aplicacifin es asociativa.

3) El elemento neutrao es la Idp gue es un desplazamiento ecuyo

endomorfisme asociado es r .

4} 5i £ pertenece al conjunteo de desplazamiento de p entonces
f=! es una isometrfa de p. ¥ su endomorfismo asociado es

la rotacifin vectorial X _p = KX d

.+ f=g es un subgrupg.
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4. NUMERDS COMPLEJOS

4.1 TEOREMA Y DEFINICION 1:

El conjunto de IR’ dadas las operaciones adicifin y multiplica
cidn:

(a,b) + (a',b") {(a+a', b+b')

(a,b) (a',b') faa'-bhk', ah' + ba')
es un cuerpo conmutativo, de elemento unidad (1,0), se llama

cuerpo de Nimeros Complejos y se denotafl.

El cuerpol contiene un subcuerpo isemorfo a IR; ademds el

elemente (0,1) denotade peor i, es tal gue 1i? = -(1,0).
Notacidn (a,b) = a + ib.

Sea IR,; el conjunte de Nimeros Complejos de la forma (a,0),
donde a es un real, La biyeccifn & de IRy a IR es tal gue
v 3 IRy — IR
{(a,0) wuwi—s a.
es decir para toda pareda (a,b) se tiene:
(a,B) = (a,0) + (0,1)(b,0}, es decir utilizando la identifica

cifn precedente y la notacifin £ = (0,1): [a,b) = a + ib.

Todo NGmero Complejo se escribe de la forma a + ib, donde a y
b son reales, Esta escritura es evidentemente finica yva gue la
igualdad a + ib = a' + ibk', con a,a', b, b' reales significa

que (a,b) = [a',bh"'), es decir queea=a' y b= k',
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1.4.2 TYEOREMA Y DEFINICION 2:

Para todo Nimere Complejo 2 existe una paredja (a,b) de reales

y una scla tal cque z = a+ib.

Los reales a y b se llaman parte real e imaginaria respectiva

mente de z. ¥ se denotan IRe(z] y Im(z).
El Nimero Complejo a+ib es nulo si v solamente si, a = b = 0.

Los Nfimercs Complejos no nulos de la forma ib, dende bes

real distinto de cero se llaman imaginarios puros.

La igualdad (ib)?2 = -b?* muestra que el cuadrado de un nfimero

imaginario purc es un real estrictamente negativo.

4.3 ESTRUCTURA DEL CUERFPOT

-~ La adicidn definida en los nmercs complejos cumple ser:

e | Asociativa,

ii) Conmutativa

iii) Para toda pareja (a,b) se cumple:
ta,b) + (0,0) = (0,0) + (a,b) = (a,b), asi (0,0) es
el elemento neutro para la suma.

iv) Para toda pareja (a,b) existe una pareja (-a,—-b) tal
que:

(a,b) + (~a;=b) = (-a,-b) + (a,b) = (0,0)

any (-a,-b) es el opuestec aditivo de (a,b).

- La multiplicacifn egs evidentemente conmutativa, y la pareja
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(1,0) es el elemento neutrn para el producto.

Resta verificar i) asociatividad, para cualgquiera gue sean
las parejas (a,b),(a’,b'),(a",b").
ii) Distributividad de la multiplicacién
con respecton a la suma.
iii) Inverso multiplicativeo para toda pareja

(a,b).
SOLUCTON:

i) Para cualesguiera gue sean (a,b),(a',b'),(a",b") se cum-
ple:
o) [(a,b)(a’,b")](a",b"") = (aa'-bb',ab'+ba')(a",b"
= [{aa'-bb‘}a"ﬁtabwba' b (aa'-bhb') b"
+({ah'+ba' )a" |
= f(aa'a"-bBb'b"-ab'b"-kba'b'r

aa'b"-bb'b"+ab'a+ba'a"

8) (a,p)] ta',b") (a",b™)] = {a,b) a*a"-b'b",a'b"+ a"b']
= (ala'a"-b'b")-bla'b"+a"b'),
a{a'h'+a"h'}+h[ﬂ'a"—b'b"]}
= (aa'a"-ab'b"-a'bb"-a"bb' ¥y
aa'b'+aa"b'+a'a"b=bb'b")
De los resultados (a) y (8) podemos concluir gue:
[ta,b) (a',b")] (a",b*! = (a,b)[(a',b')(a",b")] ya
a,a',a",b,b' . b" son reales podemos utilizar la conmutati-

vidad para el producto en IR.
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Para cualquiera gue sean (a,b),f(a',b"), (a",b") & probar:
(a,b) {a',b']+{a“,b“] = (a,b) (a',b")+(a, k) (a",b")
tenemos:

(a,b) [ (a*,b")+(a",b")] = (a,b)[(at+a",b'+b") ]

= (afa'+a")-b(b'+b"),bla'+ta"}+(a'+h"))

= faa'+aa"—hh'—bh“,ba'+ha“+ab'+ah"}

{aa'-bb'+aa'-bh",abh'+ba'+ah"+ha")
= (aa'-bh',ab'+ba'")+laa"-kEb'",abh"+ha")

= {a,b) (a',b') + (a,b) (a",b") (#)

De acuerdo a la conmutatividad para la multiplicacién se

tiena:
[(a*,p")+(a",b")] (a,b) = (a',b') (a,b)+(a",b") (a,b); (&+)

luego:

De los resultados (%) v (+#%) podemos decir gue el produc—
to de complejos se distribuye sobre la sumz tanto por la

derecha como por la izguierda.

Aprobar gque para todo elemente (a,b) # (0,0), existe
(a',b') tal gue:
(a,b) (a',b') = (a',b') (a,b) = (1,0)
es decir:
(a,b) (a',b') = (1,0}
(aa'-bhk',ab'+ha'}) = (1,0)

luego:
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Jaa' - bb' = 1

lah' + ba' =0
Resolviendo para a' y b' se tisne:

at = & y bB' = __:E___r ya gque (a,b) # (0,0), az+bz#0

a? + b? a? + b?

de donde el inverso multiplicativo de (a,b) # (0,0) es

a =b
r
a? + p?  a? + b?)

De los resultados anteriores gl conjuntof de los Nfimeros Com
plejos es un cuerpo conmutativa bajo las coperaciones suma y

producto de complejos. El cual se denota por (€, +, .).
1.4.2 REPRESENTACTON GEOMETRICA DE UN HUMERD COMPLEJD.

1.4.2.1 Censideremos =] plano p g un plano vectaorial P gue
es Bl conjunto de vectores de P, donde B posee una base
ortonormal (2y,22) v Pes el sistema otonormal

{ﬂ,&],E;].
#4) Representacifn por un Vector.

Se define la aplicacifn f£:
£ ¢ —- P
z=atib v V= ad; + be,
Donde fes una biyeceién tal gue, cualesquisra gue sean z y z'
en T v 4 en IR :

Flz+z") = Flz)+F(2') v E(22) = Milz).



90

Sg dice gue el vector V= aEl + bgg es la imagen del nfimero

compledo a + ib.
Se dice gue z es el afijo del wvector V.

Observemos gue la imagen z depende de la base gue se escoge

en P,

b} Representacidn por un punto.

La aplicacién g: D > P

V wencs M tal que oM = ¥; g e 8 biyectiva.

Donde la aplicacidn gs«f gue a todo complejo z = a+ib asocia
el punte M de P tal que oM = HEJ + hEE es hiyectiva (ya gue

es la composicifn de dos biyectivas).

Se diee afin que Mes la imagen de 2z, 0 gue z es la preimagen

de M.

En este caso la imagen de 7 depende del sistema gue se escoge

en PF.

Es facil indicar, en el plano, junto de cada punte, la preima

gen de ese punto.
4.2.2 EJEMPLO:

Sean A,B,C las preimagense respectivasg de 1,1i,i42, las cuales

g2 pueden representar en el plano asf:



YJ a

Biiyfpm ———— - 7 t2+4)

— o  An 2

4.2.3 EJEMPLO:

Sean los puntes M,M' de preimagenes z y z',

Ce tiene:

flz) = oM
Flz') = OM'

oL 1, T |

y luege: flz + z') = UM + OM'

= on".

La imagen de (z+z'}l es el punto M" tal que oM" = OM + DM,
Se obtiene asi el punto M" con la ayuda de la construccidn

clasica del paralelogramao.

21
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ek

DHIT ;

raf =

El punte I es el puntc medio de 0M", wverificar gue 07 =

: - 1
I tiene por preimagen i!z e el

, 1 . Y
La imagen de i{z + 2') es el medio de la pareja (M,M') de ima

gen z y 27,

Solucidn:

Como Slz+z') = (3z + 32')
1 ol
B3 uugy = Elzz + 32"

= f{%z} + ft%z‘]

= 3£(2) + 2E(2")

1 Y=
= E{]M + -E-UH
- %:Eﬁ + 0M")
= Loy .



93

- Bgan los puntos M(z) y M{=z), el medio de (M,M') de una

preimagen:
%{2—2} =0gue es el origen "0". Los puntos M y M' son simg

tricos respecto al origen:

Solucifn:
—i,ll_tz—z'} = 0
f{%fz—z'}} = 0
Yoo Low o
f{:zz—jz] =0

:Fr:%z] +£ [-'_12.31' Y =0

1 1 .
Efizl-if{z} =

%D_'M-%Eﬁ' =0
%(ﬁﬁt~'ﬂ'ﬁ'1 -
Y gy
() = 0

luego 0 es el punto modio de (M, M')

v P
& M=}
4
EE /,
- = c
Ll
x* A gl X
-
Pig. 1.23
M (—£) 9
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1.4.3 CONJUGADO DE UN NUMERO COMPLEJO

4.3.1 El nfmerc complejo z = a - ib es el conjugado del nfime-

ro complejo 2 = a + 1ib.

vl
E M=)
3 /
s
-I'I? b -
—_— — = - + ol —
\-\
-
y Fig, 1.24
¥ M{Z}

4.3,2 TEOREMA:

Cualquiera gque sean 2z y su conjugado z se tiene:
z+§=2maiz];z"i=21miz]
z = —z = z es lmaginaric puro; z = Z ¢<=> 7 B5
real.

tenemos 2 = a + ib y 8u conjugado 2 =a — ih.

Z+2=a+ib +a-1ib

B
14,
o]
[}

2a; donde "a"™ es la parte real.
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z-z=4#+1ib - # + ih,

2ib; donde ib parte imaginaria.

Il

Consideremos en forma matemftica la aplicacifin r: =z
asiz:
r: © —a €

e F

Para cualguiera que sea zen [t

fraxyiliz)] = ; = 7
Prueba:
Sea z = a + ib; y z = a-ib = r(z)
(rer) (2) = x({r{z))
= rla-ib)
=a + ib
= &
Tiego (rer) (#) = 2z = z.

La aplicacion ror= Idm, vy en consecuencia res inveolutiva, de

donde la biyeccisdn r-! = r,

1.4.3.3 PROPIEDADES:

Para cualgquiera gue sean 2z y z' en O
donde z =a + ib y 2' = a' + ib' se tiene:

i) ri{g+z') = rlatib+a'+ib")

Il

ria+a'+i(b+b'))
=a +a' - 1i(b*h')
=a + a' - ih - ib'

= (a=ib) + {(aT'-ib'")



luego r{z+z') = r(z) + riz')

+ 2

Il
N

ii) =xl=zz') = riz).r(2"')

tenemos:

rizz') = r({aa'-phb', ab' + a'h))
= rl{aa‘'-bb'+ilab'+a'b))
= aa' - bb' - itab' + a'b)
= aa' - bb' - iabh' - ia'b
= (a-ib)a' - i(b+ialb’
=a(a-ibla' = ib'la=ib);
= (a = ibila* - ib")
= rf{zlrlz")
= z.z'

lweqo rlzz') = rizlr(z') = z.z2°

R S
iii) ri;1 ® =y i donde r(z)

il
bl

Para la prueba de esta propiedad basta prebar que

r{z"1}) = r(z)~!}
Solucidn:
Sea z = a + ib = 2=l = 2 = ib

aZ+b?  a?+b?

a _ [(-ib)
a?4b?  a%+bh?

=% r{z_” =

toege! weTW = o & = P oy e

aZ+b?  a®+b?
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tambi&n tenemos rlz) = a — ib

Il

riz)~! (a - ib)
a _ (“ib)

aZ+h?  a’sb?

a ib
= *
a’+b%  a+b®
luego rf{z)™! = + i b ok
a’?+b? aZ4p?

.. De los resultados (%) v (+#) tenemos

r(z=1) = g(z)~}

entonces
L 1
A )
TEOREMA =
La aplicacifn r: €T — —+>Ces un automorfismo

¥ e Z

involutiva de® (€, +, v) gue deja invariantes los elementos

de IR .

En conclusidn el conjugado de un nfimerc complejo cumple:

i) Z + £’ = Z + ZT
i1y =zt = %.3
iii) (=) = é

. z
iv)] =2 4+ & = 2Relz)
v) z —z = 2 Im(z)
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i) z g8 realzes z = 2

vii) z = -2 <=> 2 es imaginario pure.
1.4.4 MODULO DE UN WUMERO COMPLEJC:

Para todo complejo z = a + ib donde a y b son reales se tiene:

=)

zE:la + ib) (a - ib) = a* + b? g5 un niimero real positivo.
1.4.4.1 DEFINICION:

Se llama mddulo de un niimero complejo z , al nfimero real posi

tivo |z| definido por: |z| = Vz=z.

Se observa gue |z| es la distancia del origen de coordenadas

"0" a la imagen M de z: |z| = OM.
:Propiedades:
il |Re(2z) | < |z| ¥ | Im(z) | < |z]
ii) || =8 <=> z = 0
i11)  |z| = [-=z| , |z] = |2
iv) jzzt| = |=]] 2"
Wz ra| < |z| + |2
vi) = ‘ _ lz] . z' # 0
* 7" |
1 z
wiil el
A |Z|E
e - 1, 1 1| _ 1
yiit) 1 = |= E' = |=z]. = de donde ‘z T;T



Pruehas

para algunas propiedades:

- Para ii)

Sea =z

lz| =

= a + 1ibh

0 => vzz = 0

= Va?+b? =

|
=]

=> a?4ph? =0 <=» a

I
o
ti
=

- Para 1iv)
Sema z = a + ib y 2z! = a' + ib'
tenemos zz'.zz' = zz.z'z'
lz2'| = Vzz'.z2'
= Vzz.z'z'
= Jzz . Jz'z!
= |E||z'|
luego |zz'| = |z||=z'|
Para v) aprobar gue |z + 2'| < |z| + [z']|

tenemns:

I

2 g 4
lz+z" | (z+2') {z+2") def. de médulo

il

(z+2z') (242") propiedad del conjugado

2z + zZ' + z'z + z'z"

99
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- -
2Re(zz'] + |zT|

|}

N
Pa3

ofa

2
EIzle + |zt

+

= (lz| + |z'|}2

2 . z
= |z+z'| i_i|z| + |z1|}
= |z+2'| < |z| + |z'|

v |z#zt| < |z| + 2"

1.4.5 ARGUMENTO DE UN COMPLEJO
4.5.1 NUMERO COMPLEJO DE MODULO 1.

gea 2z de mdGdulo 1, y P un sistema ortonormal directo

10,51,321, designemos por M la imagen de =z.

Fig. 1.25

Sea (a,b) las coordenadas de M, donde a, y b se pueden expre-
sar en funcidn de 1la medida @ en radianes del dngulo de los

=+ _—
vectores (By,UM] por:

I

a ]5ﬁ”cns B = cos 9; ya gue el mbdulo es I,

—_—
b |OM| sen 9 = sen 8;
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luego 2 = a + 1ib puede expresarse como 2 = cos 0 + 1 sen B

4.5.2 DEFINICIORN:

Se llama argumente de un nlmerc complejo z de mfduleo 1, al

real 0 'que pertenece al intervalo |D,2n i 0 £ 8 < 2v tal gus:

F=gapg=zB+ 1 5an' 8.

El conjunto de argumentos de 2 es el conjunto de medidas en
3 = o -
radianes del &nguloc (e,,0M), donde Mes la imagen de zen =l

sistema ertonormal !D,EI,EQ}_

11}

5i & es un argumento de 2, sSe expresa arg 2 g(2w) lo gue

significa gue todo argumentc de z, denotades por arg zZ, es5 con

gruente a ¢ mdulo 2w.

4.5.3 PROPIEDADES:

a) 81 dos complejos 2 y z' son de mfBdulo 1 entonces zz' y

= z son de mSdulo 1.

0| b

luago tenemos:

El conjonte U de nimeros complejos de mSdule 1 es un grupo

con la operacifin multiplicacién de coamplejos.

bh) La aplicacifin que a todo nfimers complejo de mGdula 1 aso-
cia sus imagenes en el plano p dado un sistema ortonormal

directa e&s una biyeccifn de U sobre el circuleo trigonomé-
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trico, de centro en el origen y de radio 1.

51 arg z = (0(2w) y arg z' = 6'(27), donde z = cos@+isend
vy 2' = cos 8" 4+ 1 sen A' se tiene:

i)  arg zz' = arg z + arg z' [2n],

e o

ii) arg[m = —arg Z [E:r]

m

iii) arg(z) ~arglz) [2n]

i) arg[z—} = arg(z) - arglz") {Zn]
-zl
v) arg(z") = n aralz) [24]
1
wi) arg— = - n arglz) [211]
Z
v 1
Pi{zz'
/ . )
’ ! 5
' Fig. 1.26
y
El punto pes la imagen de M por la reotacién de centre 0 y an
gula '
e S
0A, OM' = OM, OP [2u]



103

Representacitn Ceométrica

Fig. 1.28

La igualdad (cosfd+i zent) (cosf-1i send) = 1 se escribe:

- - 1
east = isenll = —moprreT

1

cOal=AHLEBn (=0 = somprrry

Esto demuestra gque para todo compledjo z de médulo 1, se tiene:

arg % = —arglz).

1.4.6 COMPORTAMIENTO EXPONENCTAL DE CIS A

el e
Como un compleijo z lo podemos expresar z—=|| OM| (cos04+isenn).

haciende n = |OM| tenemos z = pleos 0+ isenn).

La exXpresidén cosf+ isend se designa como cispg. Luego

2 = ploagl 4+ i1senn) = peisn



4.6.1 DEFINICION:

Fara todo nmero real @ se tiene: EiE =pgoef+ isene

ls cual se define comod: IR

3 Mite=s = ig

de complejos mddulo 1.

1®) Esta aplicacifin tiene las sigulentes propiesdades:

41 Ei[e+ra'} = Eitaeiu'

Ik en 4.
o8 &im = 1; en forma precisa, Bie =1 <> @ =0 [Zn].
c) r:i;— = i
2) Ei" = -1
£) Ei{—ﬂ} _ =40
gl &% = 1% 5 g 2 @ [24]
2°) Ftrmula de Euler.
De eia =.c0si+ isenfd y eniﬂ = gosf — iseng, resulta:
EiD+E_iBZCﬂEB+iEEnﬂ+ﬂEEﬂ—iEEﬂﬂ ¥ EiB-ﬂqiﬁ:mxmﬂ+isenﬂfcﬂﬁﬂ+iﬂEnB
Eiﬂi—e_iEI = 2cos B y ei@ - Eui@ = 2Zisent
Eiigi:ii = pgog 0O, W Eigig:ii = BEen £.
o560, ~1e oo e

luego cos8 = ——— Yy senl = —r——
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> 1; donde U es el conjunto

: tes un morfismo de grupo aditivo



o

4°)
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Formula de DE MOIVRE

Esta fdrmula se escribe {elﬂlp = Eip? para toda p = IR

Derivada de la funoifn § —— ElH
Una aplicacidén F de un intervalo I de IR en(€ se escrihe
F(a) = Fy(8) 4+ iF, (8) donde FI(0) = IReF(d) vy

Falf) Im(Fs,(0})) en este gaso la derivada gueda

Rl

]

Fi(0) + FL(0),

Aplicando esta definicidn a la funoidn

[ -
t: B —a Ei] =gos0+ 1 sen H.
' {B) = = sen O + I ©os @
sen 0
= f{cos B - 1 )

= fleéps + 1 gen ): donde

-sen 2 =41 isen O .
T = Sen B =& ——= 1 sen 0.
131' iH
= ¥} Elﬂ
p 1)

luege ' (0) = ie

En forma Geomftrica de la Derivada.

Y

i@
b (@y=ie’

Fig. 1.28
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5°) En la escritura trigonom&trica de todo nfimero complejo

z # 0 v de argumentg 6, se utiliza la notacifin Eiﬁ luego

z se esoribe z = [z!eiﬂ:

5i o= UEiH' donde n y 0 son reales, se tiene:
a) Cuando p = 0: 2 = 0;

by Cuande pn > 0: |2| =p y argz = 0 [2n]

c) Cuando o <0: |z]| = -p y argz z8 + o [2n].



CAPITULO 11
TRANSFORMACIONES EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO

2.1 TRASLACIONES

1.1 DEFINICIDHN:

-
a) Sea u un vector de p

La aplicacidn tﬁ‘ P > P gue a tocdo punto M le asccia
M e MY
b = 3
M' ¢ P tal que M' = wvs e llama traslacifn ty de vector
o
u.

En forma geométrica se tiene:

b} 5i el plano 5 estd en el sistema ortonormal (0,1,3) y M
tiene coordenadas (x,v]), n = (e, B); M'[x',y') entonces

-« P

tﬁ= P

t’xlE?] L [H.fyll

donde (%',y’') (%,5) + {a,8)

(x + o, ¥ + 8)

il
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Fig. 2.2

24

La aplicacifn tﬁ es una aplicacifn afin cuyo endomorfisma aso

cliado es Iﬂﬁ.

2.1.2 GRUPFD DE TRASLACTONES:

El conjunto (7,0) es un grupc conmutativo o sea el conjunto de

traslaciones posee la estructura de grupo conmutativo.

1} Prueba: Cierre

cea M £ p definamos tﬁ: P > P

M s M' = ta{l"ﬂ'}

¥
ti;: p > P

M' s MY = t;!!“!"}

Se tiene:
Wi - WH =V

asi



109

luego la composicidp de traslacién es una traslacidn.

2) §1i de la expresifin t=+ot=s = £+ <+ hacemos v ==
v u udv

entonces t sets = E=» 3
-u u u+i=u)
= Td _,
F
luego t_i’i es la traslacifn opuesta de la traslacifn de vec

. -+
B o,

3) Conmutatividad.

@ tiene que t-» i = Ebia
B L aes 55 ¢ utv
= b

= & 5+ = £ o =
v u W W

luego es conmutativa.

4} Asociatividad

Sea M,M'\M", M3 & P tal gue:

i

M anes MY tE{M} } I'T'.-I'T'!1 = E

MY anae MT o= k2 (M') ; MM = ©
tis p— P
MY o My = b2 (MY) = Mg MMy = W
ce tiene:

M'm!'= u, I‘FEF“ =% M'M31 = w

3
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Sumande

— = 3 =
MM' + MM" + M"M; =0 + v + W

MM 4 (MM ML) = ) 4 v 4w
MMC o (M'M3) = 0+ +ow
e - — -

I

=
+
<
+
£

MM
81 tomo:

i) MM o+ (MY o+ MMy = U+ (v o+ W)

= [t" i t-*] =] t—F
W v 1

ii) Agrupando

:ﬁ' r" ﬂlll " ﬁwﬁj

(v + v) + w

(MM") + M"My = t. o (ty o t3)
L

De 1ns resultados i) y i1l) se concluye la propiedad de

asociatividad.

.+ el conjunte (7,0} es un grupo conmutativo.
2.1.3 PUNTOS INVARIANTES

Fl punto Mes invariante por ta = tgﬂ”? =Mes decir
—— -
<w=>MM= 1.
-+
- Si1J?!E. ningfin punto es invariante.
* Si u=10 ta es la identidad de P y todes los puntas son

invariantes.



2.2 HOMOTECIAS

2.2.1 DEFINICION:

Sea 0 un punto del plane P y k un real, k # 0.

Se llama homotecia de centro I y de razén k a la aplicacidén

gue a todo punto M asocia un fGinico punto M' definido por:
aM' = kam.

es decir:

» P

H 3
tn, %) B
M s M! tal que Eﬁ' = kﬁ+

psf los puntes 0,M,M' estan alineados.

Esta aplicacifn se dennta por HEE kit 0 simplemente h.
i

Fn forma geométrica se tiene:

— e
0M' = kOM

2.2 EJEMPLOS:

Cuando k = -1 la expresidn nM' = kil resulta  UM' = =DM
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el centro B de la hometecias e85 el punto medio del bipunto

(M.M")

Fig: 2.3

La homotecia Hfr 1) es la simetrfa central de centro 0.
LY

Cuando k = + 1 la imagen homotéteica M' de todo punto Mes
tal que OM' = UM, Asi M = M' y se deduce que toda homotecia de
razon k = 1 es la aplicacifn identidad del planoc Ip vy todo

panto Mes su propia imagen.

2.2.3 PRIMERAS PROPIEDADES:

—

12) La igualdad iM' = kiM evidencia gue los puntos ,M,M' es-

tan alineados, ya sea gue k > 0 6 k < 0.

Fig. 2.4

al Cuando @ # M, la pareia (0,0M) es un sistema de la rec
ka (om) y TN = koM significa que M' es el punto de ab

cisa k en el sistema.
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B) 81 M = [l s tiene aM' = 0 donde M = 0 = M'; 21 punto #

resulta ser invariante por h.

Investiguemos el econjunto de puntos invariantes por h:
Los puntos M invariantes por h son tales gue h(M) = M,
es decir oM = kﬁﬁ, afin més

(L-k)aM = 8 (% )

a) 81 k = 1, todo punte del planc cumple (+#):hes la
aplicacién identidad del plano p, Ip.
—F
b) §i k # 1, la igualdad (#x) implica oM = 0 lo gue signi

fica gue M = f. Se dedure entonces gue s6lo el punto

es invariante por h.

£) 8i k = 0, la expresifin (#«) implica-ﬁﬁ = 0 entonces
fl = M gue también significa que el centro Il es inva-

riante por h y la aplicacidn es la constante.

2.2.4 BIYECCION RECIPROCA:

Toda homotecia es una funcifn biyectiva; es decir: h cumple

inyectividad y sobreyectividad.

a)

Nrobemos gue la aplicacién homotética H

(0, k)r ©on k # 0,

cumple ser inyectiva.

81 MWy 1 (M) = B' = IR = k&N (1)
- M = kM (2}

Hia. k) M) = M

debemos probar gue:
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9% H{ﬂ,k: (M) = H{ﬂ,k} (N) entonces M = N.

Tomando encuenta (1) y (2) telemos:

]

i oM' = GN' = koM = k&N

> kaM - kah = 8

=» k(MM-7N) = 0

— g

— k(™) = 0
== NM = G : oya gque k #£ 0

=3 N =M

H{n,k} es inyectiva.

Probar gue H es scbreyectiva.

(2,k)
Si k¥ = 1 entonces tenemos la aplicacidén identidad del pla-

no y €sta es biyectiva.

si k 4 [0,1}:

Sea M un punto del plalec entonces:

M = k[%ﬁﬁ}
aM = k(nN)

entonces Mes imagen de N definido en forma tal ague

— l_..

N = o,

81 probamos gue H"'l” k) = n{” E} agtarfamos en condlcio-
r rk

nes de aplicar la funcidn homoté&tica inversa para encon-

trar la preimagen de cualguier punto.



SOLUCION:

Definamaos Hm k) la homotecia de centro 0 y razén k.
'3

y H 1 la homotecia de centro 0 y razon e
Eni“'}z} '

A probar gue:

-1 H = Ip. tEl

a,k) m,%}

Sea p un punto del plang, tal gue H 1 [p) = p' ==
[E'EJ‘_]
k

—_ ——

Y Hip gy (B = p" = 0p" = kap’

Aplicando (8) al punto p tenemos:

H o H
(k) !_ﬂ,i-}

H{n,k][p.] =p

—
b 1

: Hﬁ' = kilp

—
=% EEP n

K (1)
> Wp" = p
= p" =p

entonces: Hiﬂrk] e H [p} = B = p

!
(R,5)

- : ;
= Ip. pe agui gue H H (a2, k)

luego H,, o | =
Bkl T (2, 2)

luego pes preimagen de p" por la homotecia H{n k)
L
H{ﬂ,ki es sohreyectiva,

De los resultados a) y bl H[n k| es hivectiva.

3

[
!
I'ﬂ_

s

|



2.2.5 REPRESENTACION GEOMETRICA DE LA APLICACION:

Homotética HEH k) de centro o y razén k.

51 deseames dilatar won tridngule ABC.
Caso 1: k 1

a) El ecentro L es cualguier puntoc en el plano.

Fig. 2.6

i}

Encontrande las imdgenes de la figura anterior

Hip ) (B) = &' = oA' = kA

H[n,k}fB} = B' = 08 = kil

L

B0y 001 O Gt = R

b} Si tomameos el centro en el origen, o = (0,0}

¥

k
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Caso Z: 81 0 <« k < 1.

a) El centro cualguier punte del plano.

=Y

Fig. 2.8
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k) El centro es el origen o = (0,0)

0 o

Fig. 2.9

Cago 3: 81 k < 0

a) El centro cualguier punto del plano.

B’ A
Fig. 2.10

El



b) El centro estd en el origen 1 =

(0,0)

Fig. 2.11

2.2.6 IMAGEN DE UN BIPUNTO:

=W

119

Se considera una homotecia H{” x) Y dos puntos M,N de imige-
r

nes M' N' respectivamente.
Se tiene:
(1) oM = knM vy ON' =

restando 1 de 2 tenemos

(AN' = oM = koN - koM

MN' = k[N - aM)
ﬁ' = k{ﬁ = Hﬁj
MTN' = XMN
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De estos resultados tenemos el slguiente teorema:

2.6.1 TEOREMA:

La imagen de un bipunto (M,N) por una homotecia de centro @ y

razén k es el bipunto (M',N') tal gue M'N' = kM.

En forma geométrica se tiene:

N
M L}
H L]
Mt i
“::’ M N
81 k = 0 gi k > 0
Mt 0
7D UE 7 3
Flg. 2.012 .(‘_T._': ¥ ] 'tl,.:::'.l-u_l

2.6.2 CONSECUENCIAS:

a) 8i M vy N son distintos, los vectores ﬂﬁ, M'N' son distin-
tos del vector nulo y de la misma direccifin. Luego las rec

tas (MN) v (M'N') son paralelas.

b) De la igualdad M'N' = kMN, resulta [M'N'| = [k||mn].

Este resultado s& expresa por el sigulente enunciados
Una homotecia de centro # y razdn k, multiplica las distan

cias por [kl.
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2.2.7 IMAGEN DE UNA RECTA:

2.7.1 Sean A,B dos puntos gue pertenecen a la recta D y sea M
el canjunte de puntos gue estidn en D, €5 decir, ltales

e AM = tAB donde t deseribe IR .

S8i A',B8",M" son las imégenes respectivas de A,B,M se

tiene:
(1) A'H' = kaM y A'B' = kAB (2), ya gue la imagen de

un bipunto es un bipunto formado por las imigenes.

e (1) tenemos ﬁTﬁ' = kiﬁ

A'M! = k{tﬂ%}; va gque AM = tAB
A = t(kAB)
_—

A'M' = £t A'B': de acuerdo a (2)

luege A'M' = tA'B' lo que significa gue cuanto "t" tome
todos los reales el punto M describe la recta D y la
imagen M' describird la recta D' gue pasa por A4',B"
cuande t tome todos los reales.

la recta D', es el conjunto de imagenes M' de los pun-—
tos M ¢ D. El vector director AR de la recta Des coli-
neal con el vector director A'R' de D {ETﬁ' = kiﬁl lue

golas rectas D y D' son paralelas.

2.2.7.2 TEOREMA:

La imagen de una recta por una homotecia es una recta D' para

lela a D.
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Representacién Ceométrica.

2,2.7.3 CONSECUENCIAS:

Eean D y & dos rectas, D',4' sus imagenes respectivas por una
homotecia. Donde D y D' son paralelas, lo mismo &4 y A'* POIX

consiguiente:

1°) sSi Dfs entonces D' A’

2°) i D | A entonces D' | A'

[#) En este caso se btrata de aplicar una homotecia a dos Iec

tas por perpendiculares.
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En forma Geomftrica se tiene:

B {

P At

Fig. 2.14

Una homotecia transforma dos rectas paralelas en dos rectas
paralelas, lo mismo sucede s5i las rectas son perpendiculares,
las transforma en rectas perpendicualres.

2.8 TMAGEN DE UN CIRCULO POR UINA HOMOTECTA:

2.8.1 TEOREMA:

La imagen homotética de un circulo "{" de radioc res un circu

lo de radio |klr.
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¢’

Fig. 2.17

.__F._,,/P

ip e PfEﬁEH =r}, 0, centro del cfrculeo; r = radio de

r

3
(1]

€, pe € <= |0p|] = r.

Sea H{n.k} la homotecia tal gue:

Hio gy (00 =07 = a0" = k0

i g

H{ﬂ,k]fpl = p = §ip' = kip

tenemos que 0'p' = 0@ + 0p' por Chasles

I

k00 + kip

i

kDl + kop

k(05 + fp)

0'p' = kip
Sacando nonmas tenemos |0°p'| = [k[[[0B]

lo'pr] = [klx.
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2.9 FORMA GENERAL DE LA APLICACION HOMOTETICA:

2.9.1 Sea M{x,y} un punto cualguiera, M'(x',y') la imagen por
h da centre fi = (a,f) ¥y raztn k. Encontrar las coordena

das x',y' en forma general:
SOLUCTION:

Por definicidén tenemos:

Hoojy (M) = M' = ' = k(aH)
= (x'=o;y'=8) = klx—o,y~§)
= (x'=a,y'-8) = (k(x-a), kly-£})
=> x'=p = ki{x-a) «+ y'-B = k(y-B)
=> x' = ki(x-a)+ a » y'" = k(y-8)+8
=> x' = kx = ka+t 3 ~ y' =ky - kf + 8B
x'" = kx + (1-k)a ~ y*' = ky + {(1-Kk)B
luego:
x' = kx + a; ; donde a; = (l-k)a
y' = ky + a; ; donde ap, = (L-kJ@

2.9.2 FORMA ANALITICA:

Sea M{x,y) en el planc tﬂ,l,fl y M'{x',y¥"') su imagen por la

homotecia de centro @ = (-2,3) v de razfn k = -2.
Determinar las coordenadas x',v'.
SOLUCION:

Utilizando la definicidn



H{

luegn

1-2;33-2?

{21)

tenemas:

= M = OM' = ki

== [(mteds pr=3) =
=> (x'+2, y'-3) =
=> x'h2 = -F(x+2)
=> R' = =J{HH2)-2
mdog! = Py - 4-=2
= X' = =2%x - &

¥' = =Jx -~ B

¥y' = =dy %+ 9
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kix+2, v-3)

(ke (x+2), k(y-3))

~ Yty = <g=3)
"oy = -2)y-3) + 3
~ y!' = -2y +' 6 + 3
~ ¥y = -2y + 9

En Forma Geomé&trica Tenemos:

Yll.-
]
]ll\l?l
|
I I
| 1 }r!_, e e e r'MI
| | |
| +| !
| i B |
| | » -'I >
—a of T %
Fig. 2.18
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EJEMPLOD:

Estudiar la aplicacién f: P

= P, gue a tode punto Mix,y)
asoecia el punto M' (%' ,y¢') euyas ccordenadas estan dadas en
forma analitica.

R =

e
=
+
L

L"".‘_
il
L
et
I
PRy

SOLUCION:

Fn forma general tonemos:

¥' = kx + al; donde a; = (1-k)ecl
y' = ky + ap; donde a; = (l1-k)cp
2
pintonces k = 3 7
[I-k}el = 1 (1)
(l-k)&, = -1 {2)
e (1) (1-k)e; = 1 - be {2) (1-kley = -1
) 2
% ﬂ| = 1 %— EE = =1
luego €l centro es (3,-3). vy k = % , @5 deeir n = (3,-3)

Ejemplo 2.

4} Definir analiticamente la homotecia h de centro f(-1,-3)

y de razén k = 5 -
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SOLUCTON:

= M' => M = koM . . MY x',y?
H‘ﬂrk}{ﬁ} M 1! kM ; Mix,y) (%", v")

= (a'-cp,¥'-€p) = klx-cpy-ca) i 2 = [Cpec2)
— ] i . 3
= (x'4l, y'43) =35 (x+1, y+3)
1 3 ; _ 3
=» wl&] = f I_x'l'l} - ¥ + 3 = j{}'"':sh
3 3 e 3 8 _
- “" = -2--!{ + i— 1 ~ d = iy A= i 3
3 1 3 2
= xl = iﬂ' + E - yl = i—? 1 E

k) Deducir de los resultados anteriores un sistema de ecuacio
nes parametricas de la imagen D' de D. Tomandoe en cuenta

gue D' es paralela a D.
SOLUCION:

Sea M(x,y) & D gue tiene coordenadas (2,1).

b 3 1 . .3 3
== X *—:‘!—{2} +:1_T ¥ —?{11 +2
3 3
1 | ama
= = ¥y =
£ 5 3 7
e g om

LL'lEgD pyplxtyw'y = Pll:% ¥ 3}

tomando M, (%,y;) cuyas coordenadas son (3,0) ¢ D.

3, 1 3 3

- He=f . W= =

L Gl flii by y AED} * 5
5 1 3

B gk o hOE =g

noo 20

3{'=.£
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Asi p, [(x",y"] = FEIE,%}

. ! . —F 73
Bl vector director de la recta D' es pyjpz = 5 - 50 3 3)

—

3
pipz = {3+ -3

tomando p1{% 1) como punto fijo tensmos:
¥

e

7
] = E +

maf

®¥ = wg + btz = ; + k|

cr

e IR

i

3
3+t{‘§}—3"‘

b Lad
L

luego el sistema de ecoaciones parametricas de D' imagen de D

por h es:

I
B =t
+
#A

pol| al B

x*
1
%

1]

Lad
]
F

}f*
2,10 COMPOSIUION DE DOS HOMOTECIAS

Sea P el plano con respecto al sistema {D,T,}]. ge considera

el punto ©, (1,1) y las homotecias hy(R,,7, ¥ h,(0,2).

Sea M1 (x,,yv!) la imagen de un punto M(x,y) por la homotecia

hy, Mpixy,yp) la imagen de M por la homotecia de hj;.

1°} Calecular %x,,¥; en funcifn de %,y vy luego %;,¥vz &n fun-

cifin de x;,¥i.

S5OT,0CTON:

— J—

al hy(u,k) (M) = M; = GM; = ki y B '0).1) - k

Il
Lt |

k(x-€;,y-C5)

= {Kl“clpfk‘ﬂz}

> %=1 @ -1d %{xﬂl,y-lﬁ
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= qxy-l,y-10 = (Bx-1), Foy-1n)

I | I 1
=iyl g o ¥ o=l wog vy

= e | oo B
H| —ix :i+1 a ?l—j‘}' 3""'1
1 2 1
R fa- s IR Al
Iuegoe tenemos:

1 2
Xy = =x + =
* ! 3 3
1 2
|Y| = ¥ + 3

gue son las imagenes de h[[ﬂ1r§]

b)Y hy (9,k) (M) = Mp => aM, = k@M, ; 0= (0,00 ; k =2

=> (xp=2|,¥z~cy) = ki(x;-x,,¥;-C3)

I
i

(xX2-0,y3-0) = 2(x;-0,y,-0

== ¥, = 2¥; - Y2 = 2y

[}

luego {xa = 2u, imagen por hs (0,2).
2¥

¥z

2°) Expresar xs,yy en funcifn de x,y ¥y demostrar gue haiohg

M

» My, s una homotecia y determinar el centro Q y la

razén k., Ademds demostrar gue 0,/1,9%; estan alineados.

SOLUCTON:

1 2 .
= Ey + &1 y sustituir en ®xo, ¥2

L] B
m

1
Tomando x; = L

58 tiene:
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Xy = 2%1 ~  yy = 2y
= 2[%2 + %] Ay = 2[%y + %}
¥a = %H + = - Yy = §¥ -+ %
De forma general tenemos k = %
y a; = (l-klei==» %—= (1 - %101 (1)
a, = (I-kle = 3 = (L=3)c,.  (2)
b= (1) kenemos % = {1 - %:cl - de (2) % = 1 *%1c2
% = {%JG] % - % Co
4 = ¢ 4 =g,
luege lilci,cy) = 4,4) vy k = %_ gque son el centro y razén de

hyeh; respectivamente.

Para demostrar que 0,1),%,; estan alineados se prueba que exis-

te £t & IR tal que ﬁ?ﬁ = £0%

== (4-1, 4-1) = £(1-0, 1-0), @, (1,1) ni{4,4)
= (3,3 = £1i; 1)
= 3(1,1) = £0;1)

luego £ = 3 - 0,2,2, estan alineados.
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2.3 PROYECCIONES

2.3.1 PROYECCIONES FN EL PLANO

DEFINICION:

Sean D y D' dos rectas &n gl plano. Se define la aplicacién

i: P > P talgue a todo punto M ¢ D le asocia un punto

M amwis M!

M! £ D'. Segln la direcci6n §.

A esta aplicacidn se le llama proyeccién de la recta D sobre
la reeta D'; es decir M' eg la proyeccifn de M con direeceifin

5.

Forma Ceomé&trica

Fig. 2.18
Propiedades:

1°) Sean A y B dos puntos de la recta D y sean A',B' dos pun-

tos que pertenecen a D' sus respectivas proyecciones.
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Y Me D, y todo M' £ D' =e cumple:

i T ! |
a) 81 M' es la proyeccién de M, ... g = = h
AR ATB"
. AM _ ATM! _ ,
b) Reciprocamente, si — = —— , entonces ¥' es la proyec-
ﬂB Iﬁ‘El

cifn de M.

El snunciado anterior se trata del teorema de THALES,

Fig. 2.20

PRUERA: Para 1) " <= "

Primero hay gue probar gue para todo punto M e D distintos de
Ay B con imagen M' distinta de A',B' bajo la aplicacién o,

MM' es paralela a AA' & BB'.

Por hipdtesis tenemos: AA' 4/ BB' y gue AA', BB' / &.
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A probar que MM' J/AA' 6 MM' //BB' ya gque MM' // &.
Supongamos gue MM' no es paralela a AA' entonces existe un
punto S kal que 5 £ AA' y 8 ¢ MM' esto significa que por S po
demos trazar dos paralelas a BB' lo cual es5 contradicterio ya
que por un punto exterior a una recta s6lo podemos trazar una

v solamente una paralela a dicha recta.

Luego MM' // AA' y por lo tanto a BB' ya gue por hipftesis
AN'// BB

.+ M es la proyeccifn de M.

Te—

Como AA'// EB' , BAA* /4 MM' - BB' 4/ MM

Si tomamos como unidad de medida (m) para leos puntos de Des
decir: para AR v BM. En forma similar para A', B', M' tene-
mos a m' ast

— P — —

AB = rm; =8m ~ A'B' =rm' ; B'M' = sn’

m

Como tiene la misma unidad de medida, la razdn de los dos seg

mentos es:

AB _r . A'B' _x

BM B'M" =
i i I
luego i@ =08
BM BMm?

M' es la proyeccitn de M, baje la aplicaciin 1.

El teorema de "THALES" también se puede generalizar para cual
quier nfimerc de paralelas y para cualguier posicidn de las

reckas ya ge D, y D' son Eransversales.
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3.2 PROYECCIONES VECTORIALES

3.2.1 DEFINICION:

Se consideran dos rectas vectoriales distintas ?a y V3, y dos
rectas D y A de direcciones "d" y "4" respectivamente. Las

dos rectas son secantes en A,

Para todo vector u del plano wvectorial V existe uno y sélamen
te un punto M del plano, tal gue AM =u.Sea M' la proyeccién
de M sobre D seqgfin la direccifin é§ y M" la proyeccitn de M so-

bre & seg@n la direccién d.

B
/ :
Fig. 2.19
/
/
D-\.—
LOS vectores u' = AM' y 4" = AM" pertenecen a las rectas wvec-

toriales V, ¥ Vs respectivamente,

> —t =
Ademds u' + a" = AM" = AM = 1

e
Demostraremos gue, para todo vector u, existe una fnica pare-=

O - G
jade vectores (u',u") verificando las condiciones:

3

u=1u" +u", 0" &€ Vg, 0" e V

da’ 6
PRUEBA:

Supongamos que existe otra pareja E$',$"} que cumple las mis-
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mas condiciones:

+ =3 - s B
u=wv' + v", v & Vs, v" g V
d &
“ =¥ o -+ - A - e i a3
entonces se tiener o' + u" = »' + %", es decir u'-y¢' = v*-u",
- - 1 :
El vector u' = w', ss la difereneia de dos wyectorss de la ree

ta vectorial Vg con respecto a V4- Lo mismo el vector v'-u"

con respecto a vﬁ.

Como las direcciones de las rectas d y & son distintas, el
Gnico wvector comn a las rectas vectoriales Vi ¥ Vﬁ es el vec

tor nulo.

For consiguiente:
- -+ Ly
Ul-w! = ¥ - " = ﬁ, es deciru'=y' y u'"=v"

luego (0,u") = (v',¥") . la pareja (u',u") es Ginica
TEOREMA:

Fn el plano vectorial v, dadas dos rectas vectorialez distin-=

tas, vd ¥ vﬁ, para tode vector u, existe una parsja de: veoto-

res ﬁ,ﬂ"}, y una sopla, tal gue:

- = gy - = , 200

u=mu" + u"y donde u' e ?a Yy ou E vﬁ.
-+ -+ 2

Los vectores u' y u" son respectivamente las proyecciones de

u sobre V praralelamente a V

q g ¥ de u sochre vﬁ paralelamente

a ?ﬂ.

En forma general:

= -
La aplicacifin de ven v gue, a todo vector u de v, asceia su
-
proyeccidnu' sobre Vg

€3 la proyeccidn sobre v

q paralelamente a v

5
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3.2.2 PROPIEDADES DE UNA PROYECCION VECTORIAL

1°) Designemos por 1 la proyeccifin sobre v4//vé y considere-
mos dos rectas D y A, de direcciones respectivas d y 6, v

su punto de interseceidn A,

1°) Para obtener la proyeccién H[ﬂi de un vector 3, s
- +
construye el punto M tal gue AM = u, luego el punto
M' proyeccitn de M sobre D paraielamente a &4 tal gue

fifu) = AM'.

Figq. 2.2%8

2°) Cuandou & Vg el punto M pertenece a D y M = M' lue-

go n{ﬁ] =u.Todo vector u de vy s invariante por 1.

-
Reciprocamente, si u es invariante por 7, entonces

= + -+ -+
w = T(u) y luego u & vg ya gue Ii(u) € Vi

La recta vectorial vy ©s el conjunto de los vectores inva

riantes por I.



118

Fig. 2.27
3.3 PROYECCIONES FN EL ESPACIO
3.3.1 DEFINICTON:

Sea Dt;nalrecta. de direccidén d, y un plano P, de direccidn
P, secantes en A. Se define la aplicacifn proyeccin.
Proy: P — P
Mo MY
gue es la proyeccifn sobre el plano P seqgfin la direccifn 4 y

la proyeccifin sobre D segfin la direccifin de P.
i.3.1.1 PROYECCIONES PUNTUALES

Para todo punto M del espacio:

a) La recta DM de direccifn de pasando por M corta a P en un
puntao M' se llama proyeccifin de M sobre P paralelamente a

D, & segfin la direccitin d. D es la proyececiSn del punto M.

M
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b) El planao PM de direccifin P pasa por M corta a D en un pun-
to M" se llama proyeccifn de M sobre D paralelamente a P,

o segfin la direcocifin P. P es el plano proyectado de M,

M

[
Py
LR

Fig. 2.28

Las aplicaciones f: M — M' y.gi: M —— M" son respectiva-—
mente las proyecciones sobre P seglin la direceidin d y la pro-

yeccidn sobre D seqglin la direcci6n P

El cuadrilatera AM'MM" es un paralelogramo, este resultado es

evidente ya gue M perténece a D 6 a P. 51 M no pertenece ni a
"0" ni a P los planos P y PM son estrictamente paralelos asi

como las rectas D y D Estas dos rectas determinan un plano

M

gque corta a P y P segun las dos rectas paralelas (AM') y

M
{M"MJ.

3.3.1.2 PROYECCTONES VECTORIALES

Sea vd v ?p una recta ¥y un plano vectarial senante, de direc-
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ciones d y p respectivamente.

Toda recta D de direccifin d y todo plano P de direcci6n P son
secantes en A. Para tedo vector u del espacic vecterial W,
existe un punto M del espacio £, y uno soclo tal gue AM = ﬁ.
Sea M' y M" las proyecdicnes respectivas del punto M, sobre
el planc P paralelamente a D, y sobre la recta D paralelamen-

te a P.

0
| xliiﬁﬁff’%!f ///K
|
& 1
| \
1 i

=

B

Fig. 2.29

Como AM'MM" es un paralelocgramo, se tiene:
AM = AM' + AM"
si escribimos u' = AN y a"= AM", se obtiene:
-+ -+

> - -
n=q' +a" ot s ¥V, a* £ V.
P d

Supongamos gue existen otros dos vectores v y v" tales gue:

. -+ - e
E - 1.:;' e B T LS - | (Tl -
2] d
’ - - =+ .- - -
Se tiene entonces: u' + 0" = v' + ¥, es docir u' - v' = u" - y"
- -
El vector u' - v', es la diferencia de dos vectores del plano

vectorial Vﬁ gue pertenece a vﬁ y lo mismc, el wector v o=

L]
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pertenece a V4.
Como el Gnico vector comln a UP ¥ a Ua es el veotor nulo:

¥

- -k ¥
' - v =" -y = ﬁ, entonces: u' = v' v LT = gt
3.3.1.3 TEOREMA:

En el espacio vectorial [, se dan una recta y un plane vecto-
-
rial secantes, V5 ¥ vp para tode vector u de W existe una pa-
*
reja de vectores (u',u"), y uno solo, tal gue:
4 = 4* + 4" u' eV, W eV
] P! d
Los vectores u' ¥ u" son respectivamente las proyecciones de
u sobre ﬁp paralelamente a Uﬂ y de U sobre Vﬁ paralelamente

a V..
=

3.3.1.4 DEFINICION:

S5e definen las preoyecciones vectoriales como sigue:

I3 G e 1 v Vs g——> " gue scn las proyecciones so-
v v o,

bre UP ff?d y sobre dff -

Estas preyscciones H{ﬁ] e ﬂ‘{ﬁ} se obtienen apartir de una

recta D y de un plano P de direcciones respectivas d y p.

1.3.7 LINEALIDAD DE LAS PROYECCIONES VECTORILALES

Estudiaremos la linealidad de las proyecciones vectoriales |l
y N'. 1°) sea 4,V =« W, donde W es el espacio vectorial. Exis-

te una pareja de wvectores iﬁ',E“]* Gnica, tal gue:
- -+ - ¥ =
(Y o= ' # 8%, @' e ?p. ! ¢ Vg



142

y una pareqja de vectores {ﬂ'ta"J, iinica tal gue:

(2) v =%' + v', V' ¢ Vo V' oE Vg

Como Up W vd son estables para la suma de vectores, rTesul

ta de (1} y (2):

. L -

=i e 3 —I-I
mE 7 o= gt rut oyt = e

= = =

= {u'4+v') + (Q"+v) , 0'+v' s Vo inegt & V

a mestrar gue:

N(uev) = u' + v' y B (@sv) = 0" + 9"
ahora bien: u' = f{u), v' = 0{v), 9" = 0'(u), v" = m(¥).
donde: Tu+v) = MWI#N(V) y 0! (G+v) = 7' (3) + 0' (¥)

2°) Sea.a = IR ¥ 0 de W, existe una pareja de vectores
(1',u"), dnicos, tal fue:

U=a% ay B eV oy utoe Vg (1)

Como ?ﬂ y Vp son estables por el producte por un real,

. —F -0 = ¥
resulta de (1) aun = an'+an”, an' & vP, an” E'Vd,
de agui se muestra gue:

H[aﬁj = an' v Hffaﬁ] - aﬁ",

ahora bien: u' = H{ﬁ} ¥ a"r = me{ud .

donde H{aﬁ] = aH{G] v M*{aﬁ} = an'fﬁ].
3.3.2.1 TEOREMA:

En el espacio vectorial W, toda proyeccifin vectorial es una

aplicacién lineal.



3.4 IMAGEN DE UN BIPUNTO POR UNA PROYECCION F
3.4.1 DEFINTCION:

Sea Duna recta, P un plano gue son secantes en A y gque tie-

nen direccifn d v p respectivamente.

Pefinames f y £' la proyeccidn sobre p paralela a D y la pro-

yeccidn sobre D paralela a p, respectivamente.

La proyeccidn vectorial I sobre el plano vecterial Up parale-
lamente a la recta vectorial Ud' es deeir la proyeccidn vecto

rial asociada a f.

De la misma forma la proyecci6n 0I' sobre V; paralalemente a

?p 25 decir, la proyeccifn vectorial asociada a f'.

Para todo bipunte (M,¥) de imagen (M',N') por £, y de imagen

(M",N"] por f'.

S8 Elanaot

N{aM) = AN' , u(AN) = AN' (1)
y T'(AM') = AM" , T'(AN) = AN" (2)
be (1) se tiano:
N(AN) - N(AM) = AN' — AM'

1( AN-AM) = AN' - AM' ; yva gue I es lineal
0N = BTN
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De (2) se tiene:
nl{i‘ﬂ'] = i‘[l{ﬂ_ﬁ} — Iﬁ. (1] o, ITIE‘H‘
I (AN —AM} = AN" + M"A . 1" ps lineal

— e
D' (MN) = M"N"

Representacidn Geométrica

2.30

3.4.2 TMAGEN DE TRES PUNTOS ALINEADOS POR LA APLICACION £

Sea £ una proyeccifin puntual y sea I su proyeccifén vectorial

asaciada,

Se dan tres puntos A,B,C tal gey AC = tAB los cuales tienen
por imagenes A',B',C' por la aplicacitn f.

Se tiene A'C' = II(AC)

nt.AR)

n
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y como 1l es lineal nos gueda

AC! = til (AR)
A'C! =t A'R'

El resultadeo anterior lo entenderemos asi:

Tres puntas A,B,C tales que AC = tAB, tienen por imagenes res

pectivas por una proyeccifin puntual f, tres puntes A',B',C'
— D

tales gue A'C' = tA'B'.

Representacifn Geométrica

'-_‘_,-I"
B~

-
I
|
1
I
!
|

R

|
| Fig, 2.31

i B

-

c

:
|
|
|
4
|
I
*

En forma particular si t = %, Ces el punto medic del bipunto
(A,B) y C' el punto medio del bipunta (A',B'),

luege podemos decir:

rara todo bipunto (A,B) de iImagen (A',B']) por una proyeccifn

puntual £, la proyeccifin del punto medio de (A,B) es el punto

medio de (A',B').
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3.4.3 TEOREMA DE THALES EN EL ESPACTIO

Sean P,Q,R tres planos estrictamente paralelos gue cortan a
dos rectes no coplanares D y D' emn A,B,C y A',B',C' respec-

tivamente. Demostrar gue

5B KT
AaC AT

Existen dos formas para demostrar esta relacidn

1°) usando la proyeccidn puntual

2°) utilizando la preyeecifn vectorial [ asociada a la proyes

gifn puntunal f.

Forma Geomdtrica

R =]
%,;ﬂfﬂt
|

i 7’1___1#__‘
/

Fig. 2.32
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I JEBA:
F probar gque BBI y CClI son paralelas.

La recta A pasa por el punto A corta a Q en Bl vy a R en (C1.Co
mz A es comln a las rectas A y D entonces se puede obtener

las ecuaciones siguientes:

il (1)

CCi + Cyh + AC

i

BB; + BjA + AB = 0 (2)
también se tiene que A,B,C son alineados luego

_— —

a) AC = t AB; de la misma forma A ,B1,C, asi

—

b) AC; = t!

m

Restando (2) de (1) se tiene:
(3) CC, + C,A + AC - BBy - ByjA - BB = O
CC, + C;A + AC + BB + AB, + BA = 0
sustituyendo AC = ¢ AR - EE, = t'ﬁ§1 en [(3)
E&; —tlﬁ_ﬁ] +tﬂ+m+ﬁ_.ﬁ] +E‘§=U
(1=¢")AB, + (E-1)AB = BR, + C,C
(1-£') [AB+BB)) +[t-1)AB = BB | + C;
' (ABFBE) + KBHBBEAB-KE = FF, + C,C
~L'AB - L'BB, + £ AB = 0,0
¢ C

si t = t! = -t'Bby = CCy

(t—t)AB - t'BEB,

=> BBy} CC,

luenge come ACC, eg un bridngulo y como ya se ha demostrado
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que la proyeccifén es un tridngulo cualguiera es // a la base

entonces. se cumple

A B1
r=ame—
AC ACy
A probar que las rectas (AA"), (B3B') y (CyC') sun paralelas

les puntos A,B,C estan alineados asi, AC = t AR entonces por

teorema (x%) se tiene P{IIE] = Bt E‘ﬁj
= £t B[AB)
ANCY = = ATH)? (&)

luege las imagenes A',B',C' estan alineadas.

Tambigén por hipStesis se tiene:

il P/ Q entonces PN Q=4 y la recta (AAR']) gue estd& conte
nida en Pes paralela a Q.
ii) Q4 R=> Q0 N R = § y la recta (BB') gue estd en Q es pa

ralela a BR.

iii) P /R = P 0N R $ ¥ la reeta (AA') gue estd en P es pa
ralela a R.

luego AA' /J/ 8y
A probar que RA' jfee' 65 BR' 4 e
Supongamos gue AA' y CC' son secantes entonees las rectas AAY
y €C' estarfan en el mismo plano es decir CC' estarfa en P lo

cual es una contradiccién ya gue CC' estd en R luego

Ap' 4 co' y por lo tanta BR' // cC'

AB,
entonces - (y)
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De los resultades (a) y (Y) se concluye

AB,
= — {8)

)
AC AC

AC)

Heciproco del Teorema de THALES.

sean D y D' dos rectas no coplanares, A,B,C tres puntos de D

v AU,B',C" en D' tales que EE = —_—
EE AT

a) Demostrar gue las rectas AR' ¥ (CC' son no coplanares.
PRIJEBA:

Supongamos gue AA', CO' son coplanares entonces o son seEcans-

tesd paralelas gue estdn contenidas en 8] misme plano.

§i son secantes entonces existe un punte comin a la recta
AR' vy CC' lo cual es una contadiceitn ya que por hip6Gtesis
AM' & P y CC' £ Ry ellos son paralelos lugeoego AR' /j/ CC'

.. AA' wy CC' son no coplanares.

b} Demopstrar gue existe un planc 0, Gnico, que pasa por el
punto B y es paralelo a las rectas (AA'l y (CC'), Q corta

a D' en B". Demostrar el teorema de THALES en el espacio:

BB _ A'B" - S == ;
— = xreT ¥ deducir gue A" = B', ya gue las rectas (AA'),
AC

(BB') y (CC') son paralelas a un mismo plano.

SOLUCTON:

A probar que D es lnico.



Supongamos que existe =1 plano Q°

es paralelo a las rectas (aB")

es paralelo a los planocs P y R,

tonces corta a & en B',

a) si pr P

b) 81 @'/ R

De a) ¥ b} se

tiene gue las

b

1530

gue pasgsa por £l1 punto B ¥y

(ce')

or A P= @
ml‘l}{( BR"
D' N R = %
e S/ BR"
rectas

paralelas a un mismo planc.

coma ' ‘corta a I

luego se tiene:

(aA'), (BB") ¥y

Utilizando la expresion (B8) se tiene que

Al &l

Elr

Ell

Ll

AIEH

luego
A'C!
B i B!
0 luege Q'

AE _ KB’

e 0

= A

AC

AC!

. Oes fGnico.

en B"

)

esto signifieca gue Q'

2=

s50n
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SIMETRIAS
2.4.1 SIMETRIAS AXIALES
4.1.1 DEFINICION:

Sea Duna recta de direcci@n "d" y una direccitn & distinta

da "d".

A todo punto M del plano, se le puede asociar el punto M;
proyeccifin de M sobre D segfin la direccidn 6§, luego el punto
M!' tal gue MM' = MM! es decir tal gua M, sea el punto medio

del bipuntoc (M,M').

kFn forma geométrica ftenemos:

4.1.2 DEFINICTION:

Se dice gue M' es el simé&trico de M con respecto a la recta D
seglin la direccifn 4.

La aplicacién del planc P en el mismo, gque a todo punto M ha-

ce corresponder £l punte M', se llama simetria de eje D y de
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direccifin 4.

Dada un punto M del planc P, su simftrico M' con respecto a D
seglin la direccifin § se caracteriza por las dos propiedades

siguientes:

a) M' pertenece a la recta que contiene a M y de direccifn §;

b) El punto medic del bipuntoc (M,M') pertenece a la recta D.

EJEMPTI.O:

El plano P est8 representado por un sistema ED,E*E}. Sea D la
recta de ecuacidn 3x + y - 3 = 0 y U el vector de coordenadas

(2,1).

Definir analiticamente la simetrfa respectc a D segln la di-

reccidn & del vector u.
SOLUCION:
Sea Mix,y] un puntoc del planc y M'(x',v') su imagen por 5.

El puntc M' pertenece a la reecta AM pasando por M y de vector

u. Existe un real t tal que Mm' = tu, es decir:
(x'=-%, y'-y) = t(2,1)
donde X' =X =2t ay' ~y=+¢t
entonces X' = x + 2t ~ ¥' = ¥y + L.

El punto medio M1 del bhipunto {ﬁ:ﬁ'] tiene por coordenadas

Ly 'y
My [x—-di ’ L -}F—:'.

Luego:
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sustituyendo x' y y' en el punto medic tenemos:

b _ 1 yity _ 1
— -5 Sinigtiw) * y——-= gy 'k Lok 3
1 1
= F(2x428) = G )
Xx'+x 2 b s, o £
T 2(x+t) R~ ¥F 3

entonces las coordenadas del punto medio M; son Hltx+t,y+%tl.
Como M; pertenece a la recta D: 3x + y = 3 = 0 se tiene:
b _
3(x+t) + (v + Tq -=3=20
1
Ix + 3t +y+at -3 =0
multiplicando por 2 tenemos:

bx + 6t + 2y + £ - 6 =0
Te + 6x + 2y — 6 =0
Tt =6 = 6x = 2y

1

Si sustituimos ten %' = x + 2t y y' =y + £

obtenemos:

x' = x + 2[-%-[!?3 = X - Ejg*}] v y' =y + ]:%—{'E - bx - Zyj:[.

x1=x+§{ﬁ-ax-2y} ¥ y‘=3+%{5"5={'3ﬂ
12 2 4 6 6 2

SR B ol Y = Yok = S gy

'—-x—:q -i—lz o) i ﬂ-ﬁ—x+i

iy s i Bt ¥ I SEETF 7

. , o % -

b "7(—5:{—4\;+12} ¥ ¥ —T[-Etx + 5y + §)

luego:
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despejando x' queda:

, . 2ay - faz - l)lx - 2ab
gt + 1

Para encontrar las ccordenadas de y' sumamos (1] con (2)

1
¥l =igs = E{x’ - x)

B e ey T

Zal 7

s A O

2y = - éfx' - %) + alx' + x) + 2b

multiplicande por "a" tenemos

2ay" = x — x" + ailx' + agx + 2ab

2ay"' (a2 — L1ix" + (a2 + Llx F Zab

Despejando y' resulta

= I 1 iy
g = (a2 1)x éa(di + 1)x + 2ab . donde a0

Luego tenemos las coordenadas de M' (%' ,v").

) Zay - {(a® - 1l)x - 2ab
az + 1
, _ f(a? + 1)x + (a® - 1l)x' + 2ab
= 2a
Ejemplo 1
Sea D: y = ¥ la recta gue es el eje de simetria, encontrar

las cocrdenadas del punto H'{x'.y’].

SOLUCTON:

Como y = x @5 la ecuacidn de la recta de la forma y = ax+ b;

donde a = 1, b = 0
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las coordenadas de M'(x',y') sont
poideley =4y @« 120, X(<6x + By +8))

Representacién Geométrica dsl Problema.

¥ A
M
4- -
42 g
M1
-y (2, 1)

_H'

5 =T

1] - '
_____ 2t f——————— &
1] 2 X

D:2x+y-3 = ()

Fig. 2.34

4.) BIMETRIAS AXIALES ORTOGONALES:
F.2.1 DEFINICION:

Las simetrfas ortogonales son un caso particular de las sime-
trfas awxiales con direccidn 6. Es decir:
si la direccifin § es ortogonal a "d", la simetria de eje D y

de direccifn 6§ es la simetria ortogonal de eje D.
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Representacifin  teombkbrica

IIY
®
\-
\
\\
.
X
7 >
Fig. 2.35
Fropiedades:
i) B eg el aje de simetria

ii) mMM' | D

iii) El punto medio M; € D, y al segmento MM
4_ 7.7 TORMA ANALTITICA:

Supenganos gue la recta D tiens como ecuacifin D: ¢ = axtb,
a0

Sea M' (x',y'] la imagen de M(x,y) por ia simetrfa orteogonal
El vector Mi' = {x"=2,y'-y) es perpendicular a Var fdonde ?é

es el wvepcbor direckor de la recta D.

Comn la pendiente de la rects Des "a"; donde a # 0, entonces

la peneliente del seqmwento MM' es m = - % ya que D l_MH' tam-
bifn se kiene gue la pendiente de MM' ge obtiene a partir de

las coordenadas de los punktos M y M
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m=4L — 4
x' — R
¥ = ¥ 1
igualando las pendienktes m = S ¥ B= ==
tenemos:
A0 S
Gog--1 &
efectuando operaciones gueda:
aly' — y) = -1(x' = x)
aly' = y) = x = x'
y ay' = ay - = k' = 0 es la ecydcifn del segmento MM .,
Cotmo
X' + x '+
P, = g ki 5%} pertenece a D.

entonces lo sustituimos en vy = ax+ b y resulta la ecuagién
4 -5 e S 5 -

luego tenzmos deos scuaclones (1) y (2)

(1) ay' - ay - x 4+ x' = ()

(2 .‘_f.'_',j'F'._I = E.{.l‘_'._iti‘.'p + b.

y' + ¢y =alzx" + %) + 2b (wultiplicando por 2 ambos miem-
bros) .

Restande (1) de (2)

¥y oW

[

alx' + x) + 2b

-y oy %{x' - x)

2y = alx' + x) + 2b + %Ix‘ - %)
multiplicande per "a" obtenemos:
Zay = a?(x" + %) + 2ab + (x' - %)

aZx' 4 a

2ay Zx + x' - »x + 2ab

Zay = (a2 + 1ix" 4+ {a? - 1)x + 2ab
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despejando x' gueda:

sl 2 Z2ay - (a? - 1)x - Z2ab
al + 1

Para encontrar las coordenadas de y' sumamos (1) con (2)

Yo = Y= = %lx' - x)

y' +y = Zal—= ii_i} + 2b

2y = - E{x' - x) + alx" + x) + 2b
multiplicando por "a" tenemos

2ay' = x = x'" 4+ azx' 4+ azx + 2ab

2ay' = (a2 - 1)x" + {a? + 1l)x + 2ab

Degpejando y' resulta

vl - faz = 1)x? ;a{az + llx 4+ Zab ; donds ad D

Luego tenemos las coordenadas de M' (x',v"').

o o 2ay - (af - 1)x - 2ab
a? + 1
. ta? + 1)x 4+ {a® - 1l)x' 4 2ab
¥ = 2a
Ejemplo 1

Sea D: y = x la recta gque es el eje de simetria, encontrar

las coordenadas del punte M'(x',v').

SOLUCTION:

Como ¥ = X es la ecuascifin de la recta de la formas y = ax+ b;

donde a = 1, b = (0
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enbtonces:

o o 28y - (@’ - 1)x - 2ab ‘
a’? + 1
1)y - (L - )k - 2(1) (0)
¥ L
_ 2y - (0)x - 2(8)
2
_ 2y _
x' = —.z— = 'f {ﬂ]
obkeniondng g7
V- (fa”r 1)n + (a* - 1)x' + 2ab
Y T 2a
o Gk L) = (1 = L)m' 4+ 2{(1) (0)
e st e e T 5
L] f
_ 2% 4 (Yx' 4 244)
B |
F)
y' =5 = (8)

luego de los respltados («) y (B) benemos gue las coordenadas

de M' son %' = ¢ . §' = xn.

prix', y')y = [y,x) gue es la imagen de p por la simetria orto-
gonal de eje y = x.

Representacidn Geométrica del Ejemplo

5/2 .
| - 4
2 I o
I.l " .‘L“
= % - — M
I 1
i e} N | BN Fig. 2.36
S 1 S5/2 3 4 g
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En forma particular si tomamos el punto M({4,1) las coordena-
dag del punto M"([(x',v") = (1,4} asi, x" =1 . ' =4

el punto medio es:

;Mg v s, iy
M = E% . g}
Ejemplo 2
Sea N; y = 0 el eje de simetrfa, donde de acusrdo a la ecua-

cidn y = ax+ b tenemos gue a =0 y b =0 luego las coorde
i L]

nadas 2', y' son :

_ 2ay - (a® - 1)g - ab

RI
a® &+ 1
8 | 0
,_ 20y - (9=1)x - 2(@) (0)
g+ 1
i =_‘_IJ;“_J__:,¢

Para enconfrar y' tenemos la forma analitica.

_ et X¥x e (8% - 1)xt 4 Zab

- 2a » 8¢ 0

Fero como a = 0 enkonees no la peodemps obhtener de esta forma.
Utilizaremos el punto medio ya @ste pertenece a la recta gque

sirve e eje en este wasw y = 0.

Como todos Los puntos Elenen comn segundacoordenada y = 0

e S ®' o+ % A T A
enknoners M|[——ﬁ, - __T"F, Liene como coordenada ___f_i 0

.

donde y' + y = 0

Luago y' = -y

entonces el punkte M' (%' ,y') = (%, =yl
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Repregsenkacifin Geométrica

v
Mix,y)
M!I“rﬁ} o
——— i ——y
Fig. 2.37
MY %, -v)
4.3 SIMETRIAS CENTRALES:
2.4.3.1 Sea SE: P —— F

(%,y) vons (x',y')

Se llama simetrfa cenbtral a la simetria que se hace con res-
pecto a un punto, y que a todo punto M(x,y) le asigna un pun-
te M'ix',y') tal que:

b

M:::Fﬁ'
ponde ¢ es el centre de la aplicacidn 5.-

En forma geométrica tenemos:



2.4.3.2 PORMA ANALITICA DE LA SIMETRIA CENTRAL:

Estudiaremos la forma gue tienen las coordenadas p' (x',y')

que es la imagen de p(x,y) por la aplicacifn i

Sea ¢ = [©y,cy) el punto simetrico, entonces:
e =%
cp = -cp’

tomando en cuenta lasg coordenadas resulta:

ep = [x = &y

luego

; ¥=e4 ¥

ep' =

(%' = i, ¥°

(x—e; y-e3)
{x—uh ¥=Cz)

Por igualdad de

={x'=e, y'-o3)

[

fey=-x'y, ez-y")

vecttores tenemos:

x-Cyp = ¢~%' y y-gp = -y
donde
X' = o3 + €7 - % - ¥' =gy v o — ¥
x' = 2ep - % - yr — 2c2 -y
REepresentacifn Geomé&trica
)
" v B!
A -
i ST
1 =
Pt.r"
il B

rig, 2.39

- ﬂ')}

161
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-

.+ En forma general las coordenadas de la aplicacién "55”

gon:
K= 2¢, -%x . y' =2 -y (+%)
Un casp particular es sic= (0,0) los resultados (i)

guedan:

x' = =x - v

-y

es decir:

S{G,ﬁsz = P

(x:g) e {=x,—-y)

# (Miy)

o . . Fig. 2.40

{=%.~¥]
4.4 PROPIEDADES DE UNA SIMETRIA AXIAL
2.4.4.1 Sea 8 la esimetria de eje D y de direccifin 4.

1¢) Para todo punto M de imagen M' por S5, la imagen de M' es

M. Por conSiguiente 5,58 = Idp‘

Se expresa esta propledad diciendeo gue la simetria axial

"8" as invalutiva.
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Forma GeomStrica

/:-1
s/ ‘\"\
v 5
A
A"
SaB
Fig. 2.41

2°) Sea M' un punto cualguiera del plano. Para tode anteceden

te M de M' se tiene:
(M) = M'

donde S[S(M)] = s(u'} asi, M =s(n').
Ademds el punte S(M') es un antecedente de M' pueb
s[s(m"] = u
Todo punto M' posee un antecedente Gnico, es decir S(M').
Resulta gue la simetrfa S5es biyectiva. Su biyeccifn reecf
proca 5! = 5. De lo anterior Se puede decir:
Toda simetria axial es blyectiva e igual a su biyeccifn

reciproca.

3°) Para todo punto M de imagen M', el punto medio de (M,M')
pertenece al eje "D" de 5. 81 Mes invariante el punto me

dio de (M,M') s M; M pertenece en tal caso a D,

Reciprocamente, es inmediato gue todo punto de Des inva-
riante por 5. En resumen se puede decir:

El conjunte de puntos invariantes por una simetria axial
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es el eje de esa simetria.
Z.4.5 SIMETRIA VECTORIAL ASOCIADA A UNA SIMETRIA AXIAL

2.4.5.1 Sea 5 la simetrfa de eje D y de direceifn 6, y A un

punto gue pertenece a D.

Se define la simetria vectorial asceiada a 5.
S5 V——>» V

& <+ =
u wvuvr gi{a) = u'

Que significa gue a todo wvector 0 del plano vectorial V aso-

cia al punto M tal gue AM = ﬁ, el punto M', imagen de M por

la simetria S, y el vectoru' = AM'
M
Mo T
2
3. A
u/ \
; \
{155}
A ! D
|
\H\gﬁ' H
™~ !
‘\\‘ '||
mpho N
o Fig. 2.42
)

Estudiaremos la aplicacifn de V en V, denotada por g, gue a

todo vector u hace corresponder el vector u' definido arriba
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Consideremos la recta #, de direccidn & gue pasa por "A" y
los puntos M, y M2, proyeccionesg respectivas de M sobre D pa-

ralelamente a A y de M sobre A paralelamente a D.

Designemos por Va ¥y v las rectas vectoriales donde las direc

i

eionez d y 4 son de Dy A, y por w; y w; las proyecciones vec

toriales sobre Uﬂ paralelamente a ﬂa y sobre V, paralela a Vv

5 dar

Se tiene:

Eﬁ' = HII ES H_-l_ﬁ'
. I —
= AMI = M
T .ﬁ_ﬁl - my
Ahora bien: AMI = “J{ﬂﬁi y iﬁg = ﬂglﬁﬁ}
De donde:
—&| — —
AM' = w; (AM) - w, (AM],
es decir:
U{E} = “1{5} = HZIEI.

Esta igualdad muestra que la aplicacifn o puede ser definida

unicamente a partir de las rectas vectoriales Vg ¥ Vﬁ_

La imagen por o de tede wvector i e da por:

5

- -
ofu) = vy - uy,

Donde Gq 25 la proyecciéin de b sobre ?d paralelamente a V. ¥

Ez la proyeccifn de 4 scbre Vé paralelamente a V3.
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Forma Ceométrica

Fig. 2.43

Se dice gue i es la simetrfia vectorial con respecto a V4 parg
lelamente a vﬁ: Ezta simetria vectorial pe dice asociada a la
simetria S.

Cuando Uﬁ es la recta vectorial ortogonal a Vy se dice gue o

es la simetria wvectorial ortogonal con respecto a Va-

En Forma CGegmEtrica se Tiene:

Fig, 2.44
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2.4,5.2 Linealidad De la Simetria Vectorial o

; + "
Coalesquiera gue sean los veactores u,v, se tiene:

A probar gue:

2 U{E+$} = u{ﬁ} + U{G}, para todo E,%
d) u{aﬁ} = ag(u); para tode vector a y para todo a £ IR
SO0LUOCTON:
a) tenemos n{E+$} = u:{E+$} - w!hf+$} por def. de o
= n1{E}+n1{$} - wafu) - w2l¥); ya que wi,7p °

son lineales

= gy Q) =wp (W) 47y (W) =72 (V) , asociando

= o) + a(v).

b) Usandco la definicién de o,

U{HG} = nltaﬁ} - nztaﬁj por def. de g
— - |
= aryf(u) - an2fu) ; vya gue 5,7y Son lineales
- - . :
= alny(u}) - wz{u)]; sacando factor comun
= ag (U) ; por def. de o

De los resuitados a) vy b) se concluye que la aplicaciftin o

g line=al.

Consecuerncias:

Para todo bipunto (M,N) de imagen (M',N') por la simetria

5, se tienms:
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Definiendo
R[D'ﬂ}r B = 2
_ s o — —1-—3-}
M s MY, JOM'| = |OM|| . (OM,0M' = @
RED,-D}= P ——= B
M' oaans MM, OB = |OM'|, (OM,0M") = -@

efectuando la compocicifén:

Ri0,0°R 0, -0 (M = I6p-

por la propiedad ii) se tiene:

Reo,0) Bro,-e9 = Bio.e—a)
= Bip,09)
Rio,0) Rp,-g) = 9P

§ o
i Reo,<ey = ®(0,8)

Forma Geomdtrica

u MEH n
rig. 2.49
|Eﬁ“ = |OM"| =~ (OM,0M") = B

Por Chaslas Re tiene:
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Pe los resultados anteriores se tiene:

|OF' | = |od| ~ (om,0R) = 8,
[OMe[| = [[OM']| ~ (OM',08") = 8,
= [[oM*] = [oM| - (OM,0H%) =

utilizando la relaciSn de Chasles en la medida de &ngulos

(0M,0M") = (0M,0M") + (DM',GM")
= U1 + EIE
Iuego g = B, + B85
y como |0M"| = [oM| . (OM,0M™) = e; + @,
entonces se tiene la aplicacid (M} = M"

n R 02+8),

luego:

R -
Efﬂf591¢ (0,84q) RiD,El+92]

Forma Geomé&trica.

Fig. 2.48

iii) Para esta propiedad basta probar gue:

Ri0,9)°R(o,-e) = T9P-
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Rig,oy* F ¥
—-'l‘l}

p vews p' tal que |E§I £ ||‘ﬂ_§'|| % iU_-PFJDP =@

ctuyo centro es el origen "0" v @ la medida del dngulo.

PROPIEDADES:
: : = F
3 Rugae = T
; & =
ii) Rid,a,) "R(0,82) Ri0,08,+8,]
FarEe -] :
A B ey = M-e
PRUEBA:=
i) E[L’],ﬂ“]: 5] » B
M wwnes M' tal gue Iﬁ'l = Iﬁﬁh (0M,08) = 0
51 @ = 0 entonces UM, = o OM
o8| = |a| (3|
08| = af O
coms |OM'| = |0M] , entonces a = 1.
— E-IEI = ﬁ-ﬁ
= Ml = M
luege la aplicacifn R[U o) gs la identidad.
ii) Sea R : B o P

[ﬂ"@l] -

Il
2l
B
=
L=
=

M wuns M' tal que ]Eﬁ’ﬂ

: P s P

#(0,02)
M' e MM tal gue |Eﬁ£l| — |-|j,'ﬁui' {m:‘aﬁin} ak
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2.5 ROTACIONES

2.5.1 DEFINICION:

Se llama rotacidén de centro A y dngulo 8 a la aplicacidn de P
en Pgue deja invariante al punto A ¥ gue a

todo punto M # A, asocia el punto M', definido por

| = |mi| . (ARANY = o
Ea decir:
Hrntgl:P > P
M v+ M' = R{ﬂrE} EM]’
¥t
HI

<4
o
#I-E-\
=

Fig. 2.47

i .
S8i el plano P es IR® en el sistema ortconormal [D,{,j} se tie

nes

R.: IRZ -« IRZ

g
¥ wnns RE(V) = w tal que H%I — ”;] - {ﬁ,w] = g9

2.3.2 ROTACION PUNTUAL

5.2.1 Se define comec rotaciSn puntual a la aplicaci6n
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Una recta est§ definida por dos puntos A y B, estudiaremocs

sus imagenes por S.

Para todo bipunto M de la recta (AB), existe un real t tal

que AM = tAB. (%x)

Sean A',B',M' las imagenes de los puntos A,B,M; se tiene:
AM'=o(AM) vy A'B' = o(AB),

¥ la linealidad de la simetria wvectorial o resulta:

ATM' = ﬂ{ﬂﬁ]
e w——ls =rd-
= o{tAB) ; ¥ya gue por (%x) AM = UAB
= tu{ﬁﬁi ; por la linealidad de o
= ERTB! : por definicifn
luego A'M' = tA'B'

Cuando t describe los reales M describe la recta (AB) pues

e

2M = tAS, y M' describe la recta (A'B') por gue A'M' = £ A'B"'.

Resulta gue la imagen de la recta (AB) es la recta (A'B').
4.5.5 TEOREMA:

La imagen de una recta por una simetrla axial es una recta.

-
-t =



TeH

—_—

M'N' = AN' - AM'

= o(AN) - o(AM)

= o (AN - AM) ; ya que ¢ es lineal

= o{AN + MA)

= u{ﬁﬁ] : por Chasles
finalmente u(ﬁﬁ] = M'N'

Forma Geométrica:

/ M
;hamxhﬁhhﬁ
/ M
! [
/ {

. ! { D
A 1

/
/ ‘ /
[
iffff;fffJE1
MI

Fig. 2.45

4.5,3 TEOREMA:

Dada una simetria S de eje D y de direccifn 4§

1°) La simetrfa wvectorial o asociada a Ses lineal
29) Para todo bipunto (M,N) de imagen (M',N') por 5,

u{ﬁﬁ} = M'N'
2,4.5.4 TMAGEN DE UONA EECTA FOR UNA SIMETRIA AXTAL

Saa "§" la simetria de eje D y de direccibn § y sea o la sime

tria wvectorial asoeciada a S.
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De la figura anterior se tiene:

lam!| = |&8| . (&, EMY) = 28

i

‘AM"| = |AaM'| - (AM',EN") = 2a

I

|28| = |AM"] ~ (FH,ENM) = vy

ptilizando la relaecifin de Chasles

—

(AM,ANM") = (BM AM') + (&M',AN")
= 28 + Z2n
y = 2(8 + a)

"|’=2I:%}=[3 luege y = @

ii) Como res la composicifin de dos simetrfas ortogonales EE.

tonces llamemos @ al Sngulo entre & y &'

Fig. 2.51
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(OM,0M"™) = (OM,0M') + (DM',OM")
=8 + (—8)
=8 -8=20
luego |OM| = |oM"| . (OM,0M") = 0°

fue es la aplicacién identidad.
2.5.3 DESCOMPOSTICION DE UNA ROTACION:
5.3.1 TEOEEMA:

Teda rotacifn puede expresarse como la composicifn de dos si-

metrias ortogonales SD ;5 con ejes & y §' no paralelos res-

b,

pectivamente es decir r = Sa‘nsﬁ cuyo centro es la intersec-

2]
cidn de las rectas D y D' y su &ngulo es 3
PRRUEDA:
i) Eean 6,8" dos rectas gue interceptan en A y cuyo angulo s

9
4
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jodr| = |om] -~ (OM,OMY) = @

Las coordenadas de M conrespecto al &ngulo o« son:

"
Il

| OM| cos o

-—-.}._...,.

M| sen « ~  (O0x,0M) = o.

e
1]

A encontrar las coordenadas de M'(x',y') en funcidn &.
tenemos qua f = o + B

luego x' = HE!-?' Hcos{u+@}

I

V! 108 ||gen(nx+8)

utilizando la identidad de cos{a+0) v sen(e+B8) se tiene:

%' = |ON'|[cos acos ©- sen ssen 8]
y' = |0M'|[sen scos 0+ sen ocos o
tenemos que |[OM'| = [[oM]|
asi:
— ==k
x' = ]0M|| cos dcos o~ ||OM] sen asen @
i
yl o= HU_IEH sen acos 2+ Iﬁﬁ“ oos csen 8

De acuerde a los resultados (%)

[}

! % cosB8- y sen @

P! y cos8+ x sen O

luego M' (x',v') = (xcos 8- ysen ®, ycos 9+ x sen B) gque es la
imagen M por la aplicacibdn rotacifn cuyo &ngulo es € y el cen

tro es el origen.

i el centro est& distinto del origen la coordenada de M' tie

nen la siguilente forma:
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(AM,AD) + (RD, &MY

4+ (BM' ,AD')+ (BD",0M")

La rotacidn tiene como Engulo iiﬁ,ﬁﬁ"}

= a + 8+ B
pero (AD,AM') + (AM',BAD') = (AD,BD'Y =8+ a + @
= o 4+ B = g+ B
= 26

luego (BAM,EN") = 20 . |BE#H| = |AM"| adem&s © &ngulo entre D
y B

(3,0, = S8

asila aplicacibn rotacidn T
2.5.4 FORMA ANALITICA DE UNA ROTACION

5.4.1 DEFINICION:

Sea P el plano en el sistema ortonormal {U,I,ﬁ}.

M' es la imagen de M por la aplicacidén R

es decir:
R{h,ﬂ}= P ooe— P
M s MY o= R[ﬂ 8 (M) e
A e
¥t FMATICA >
by
M (5Ll T
|
|
4jf;?ﬁ5:;}
&) B | |
o | :
X




®* = x;cos 0= yisen ©
v* = Xlsen G+ ylcos @
8i x*, y*, =), v1 se ponen en funcifn del nuevo centro
x* = 3x' -1 Xy =X -0
yh= gl = s . KT YT &
el sgistema (*%] gueda:
x' = ¢1 = (x - cl)cos 8- (y—-c2)sen 6
¥' -« c2 = (y — c2lcos 8+ (x—cl)sen B

Desarrollando se tiene:

®' = xcos 9- ysen B- clcos 9+ cisen 8+ cl

178

y' = ycos @+ xsen &- c2cos O- clsen G+ c2
x' = xcos ©O- ysen 8+ al ; ‘& = —gcos O+ czsen @+ Cg
y' = ycos 0+ xsen B+ as - a2 = —g¢lcos O- clsen O+ CZ

gue =2on las coordenadas de M'.

Forma Geométrica

Fig. 2.53
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5.4.2 PORMA MATRICIAL DE LA APLICACION R{L 8)
T

si &= (0,0) ¥ 0 cualguier valor

se tiene:

[ B —sen O[] %!
BEH o cosﬂ‘ yJ ) !y‘l

Si A # (0,0) vy 2 cualguisr valor:

X
—-sen @ x'—-ay

= , donde A = (a,,ajz)
S cos 8y y'-az

se tiene:

EJEMPLOS:
1) Sea g la aplicacién definida analiticamente
' 1
% = i[x#ﬁ +y + 3 = ¥3)

y' = %{—x + y/3 - 1 + ¥3)

Demostrar gue ges una rotacifn y calecular su centro y su

&ngulo.

SOLUCTON:

Tenemos el sistema x! ¥cos 8- ysen 8- cjcos B+ cZsen 8+ o

I

. xgen B+ ycos 0- €3 cos - ciBen 6+ c2

cuando el centro de la rotacién es distinte del origen.

Adecunando la definicidin analitica
-3
2

|

%! fg:x + %ﬁy -

1 /3 VI =3
y'o=-gx o+ Gy B2



De acuerdo al sistema cos =

ii)
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~ Sen 8= -

]
T

B =t

- = = ya gue el senB e85 negativeo

ol
6

Para encontrar el centro tenemos gue

a; = - 2088 +oaseni + £y n &y = —Gp0080 — giysend + Cx
; ’ 3-/3 vi-1
y de acuerdd a la informacidn a, = s Az = —m—
i

lurgs se tdanet

= T b
S - clcnsfrgi' + czsen{—'ﬁ_} + ey
V3 1
= = cl_i' = CEE + C‘l
3 1
= gy (1 = _f} = 'icp
3=V3 _ /3 1
= ey (L -E.:I 'E'Cz (1)
Yy para gy = — cicesd - elsend + ci
E’;l = - czcc:s[-g-_} - C;EEH{-%J + o
/3-1 L i
e CpCcoOs 3 + Giﬂen{‘ﬁ_] . = {2)

Y3 1
=-——E'C2+Ecl+c2

Simultaneamente las ecuaciones (1) y (2)

j—;E = &1 tl frs —'E'E] - ']2_- Ez
f\,..__‘ Ve
ﬁgﬁ—-l—_- - ﬂ2[1 = f%} == %‘- C)

multiplicando (1) por (2 - ¥3) y sumando con (2)
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T 33 ] = _ 3 T
(2 = /3) 55— =ieptl - =92 = £3) = (2 - V3 ez
ot ERCR i SRR LT TR, Y G
- 5/3 - 4/3 - V3
925&.54 423-1-3‘:]_{2_’ 3ic,
g - 5;"“3_ = {? = 4!"’5:‘:1 = ':2 - JE}CE {1]

y multiplicando por 2 la scuacién (2) se tiene:

V3 = 1 = ep(2=/3) + oy
luego efectuando la suma:

9 - 5/3 = (7 - 4/3)e; = (2 = ¥I)ez

Vi = 1 = =h + (2 - V3)e;

B — &3 =y ll + 7 - 4'3)

g - 4/F = (8 - 4/F)c,
E—4f'§=cl _ gy = 4
g — 4/3

Sustituyendeo ©; = 1 en la ecuacifn (2)
V3 - 1 2 - /3

St s et v
V3 =1 = ez(2 - ¥3) 4+ 1

/3 - 2= (2 - /3)e;
~(2 = /B) = (2 = /3)es
RS VBY e e g ]
2 - /3
asi tenemos A = (i,-1) . & = - %

2] Sea P el plana en el sistema (0,3,7)

Sea Y la aplicacifn lineal definida de P en P; tal gue

MI} = g {Ifﬂ ' Y (4) = % (=i+7)



182

Demostrar gque¥ es una rotacidn wectorial y determine su

medida.
SOLUCTIOMN:

Tomando u = %1 + y} = (x,y) en el plano P.
Se tiene:

¥Yial = ‘H:-:E s yr“]t-]

yixi) + ¥(y3)

H?{I} + y?!%]

- xiigf + ig-}'] + yi- -‘?f 4 =)
" f—?—-xf - Lng - —'—E—y&. + E_YJ
¢(u) = :%x + 221 4+ 5 +L§ﬂ§
1 e _
¥ (a) =i-—§~x+%}*; %+£§~yl

[a] = VxP4y?
[¥(a) | =/{#§:-r+ Qy} + [= % + fgyl

= a-{:ﬁy} Z + —{*xd-y] <

fr%{x2+ixy+yi} - %{xE—ny+yzj

_ Ll FE R + ¥
“/f?‘ + o o by xfl—%
jv@) | = %% + y2

luego lu] = [v(u)].



Para obtener el dngulo utilizamos la expresifn

a,v(u)s
L4
cos B —t o T

EERCW
a 2
U0 = <(%,y), FY) S yaen?
=x£§[l{+}’} T };£§{-—1§t+}"]
3., . VI 2 2o
= ¥ F Y = ity F e
= igﬁi + £§§z
<, ¥(u)s = -—-—?IHE + ¥4
asi,
JE{x? + v2)
cos 8 = =
Vx2hyZ ity
V2
(%% + ¥%) 5
cos 8 = =
ol
luege cos U = ﬁg

183



184

2.6 SIMILITUDES

2,6.1.1 DEFINICION:

gea X o P, sea f una aplicacidtn de X en P y k > 0.
Se dice gque f es una similitud de razdn k si ¥ x,y & X se de-
fine

f: X——> P

(%,¥) ~nas d(E(X), £iy)) = kd(x,y)

S5i k = 1, la aplicacibn es una isometria.

2.6.1.2 LEMA:

Toda homotecia en P de raz8n k es una silimitud de razén |k|

DEMOSTRACTON:
S5ea h: P > P una hemotecia

® wes Hix) = x' = E;' = kox, donde c = (¢;,C3)
luego ¥ x,y g P se tiene:

hix) = %' <> cn' = ko (a)

hiy) = y' = cy' = kxy (8)
Da (a) tenemos

(x}-cy¢ X3-Cy1 = kix,-c,, Xy =Ko

y de (B) (y}-cy, ¥3-€3) = kly,-c;, ¥37Cy)
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2.6.2 SIMILITODES DIRECTAS

6.2.]1 DEFINTCION:

Ee llama similitud directa de un plano P a toda aplicacitn

p R

> P gque s5& gscribe heg, donde ges un desplazamiento

del plano y huna homotecia.

2.6.2.2 PROPUSICION:

i) Dada una similitud directa £, existe un Gnice xreal k > 0

y un finico dngule @ verificandose para toda pareja de pun

tos distintos %, y de un plana.

alx',y") = kdlx,y) ¥y ¥, X'y') =8

ii) &i una aplicacién f verifica la propiedad (i), entonces

es una similitud directa.

El real k es la razon de la similitud £; 8 es el Angulo

de la similitud £.

DEMOSTRACION:

gea f = h eg la similitud directa donde k s un real es-

{p.k)
trictamente positivo y g un dezplazamiento.

2.6.3 EBEPEESENTACTON ANALITICA ¥ COMPLEJA DE UNA SIMILITUD D£

RECTA.

1®) Representacifn Analitica
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Sea huna homotecia de la misma razén k. Entonces h~lef = g
es una iscmetria, si x,y son dos puntos del plano se tiene

E(x) =x', £ly) =y' y h7Hx') =x", h-l(y") =y"

ademds
a{f(x),fly) = alx',y")
= kd(x,y)
vdlx", ¥ =k (x'3"
= k™ (x',¥")
= kkd(x,¥y)
dx", ¥") = d(x,y)

ges una isometria
2.6.1.4 PRCPOSICION:
Toda similitud es una aplicacitin afin biyectiva.
DEMOSTRACTIGN:

S5ea f una similitud
A probar gques fes inyectiva

£(x) = Ely) = d(f(x), £(y¥)) =0
=> kd(x,y) =0
= ‘d(x,y) =0 ; ke IR ={0}

= ow oy = 1j"'
luege £ es inyectiva. (e)
A probar sobreyectividad

Como fes afin y por (2) es inyectiva por tanto es biyectiva.
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Bestando [ de o se tiene:

Lxj=e ~yi+e ,xi-cy-yi+e,) ] = [kixy-ey)-kly - ). kix,=c,) =k (y,-c,)]

(x{-¥}, %)-y)) [k{xl-}rl‘l. k!xz-yzi]
x y' =k xy

kxy]

i

IxTy! |

|xt=y!| = |x[|xz|

dix',v") = |k|]x=7l
dixt,y!) = |kldl(x.y)
dih(x) ,hily) = |kld{x,y)

.» hes wa similitud.

2.6.1.3 PROPOSICION:

Toda similutd de P en P de razfn k es el producsto de una homotecia

de razfn k y de una isometria.

DEMOSTRACTON:

Sea f: P —— P, dende fes una similitud de raz@n k.

B LA L PL P S
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2.6,.3.] TROREMA:

Sea F el plane con respecto al sistema ortonormal.
La aplicacidn f: P -——Pes una similitud directa sii exis-
ten lops reales a', b, xyg,yalta’,b') # (0,0) tales gue:
Cualguiera pue sea Mix,y) de imagen M'(x',y'), se tiene

x' =a'x ='b'y *+ Xp

(=)
¥ = b'x + a'y + yy

DEMOSTRACTON =

Sea P ml plano en el sistema H},_:;“Ep}. Sea F unp similitud
directa de razén k v sea T = kp un endomorfismo agociade don-
de al surlomorfizmo p es una rotacifn vectorial de B CUya ma-

triz an la hasa tp|,F_:;,] e d= la formas

a, -b, eon at + b = 1

b =g
Inega la makriz de V =5 ka, —~kb;| gue se puade escribir
al i o donde a' = ka; y bh' = kb; a', b' ¥ 0 pues

= b a'
ta')® # (bl)? = k2, k% #0
8i rtomamos 0' (x,,yp) = FI0) entonces la imagen M' (x',y') de
cualguier punte Mix,y) se define:
: OiRe = iOM)

es decir:
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¥ = oy =@ty = bty

y' = yy = bz +aly
que sguivale

x!' = atw = h'y +

[#])
y! = h'x +aly + yy

Fn forma tecfproca. Sea f uns aplicacifn en P con respecto al
aigktema orbonarial lnfé,,ézi definida
e f —— P
Mix,y) e M {x',y') tal gue se tiene las
expresiones () dende a',b' ,x,,yy = M con (a',b") # (0,0).
(e =e plede escribir
AT = 1 (DM)
donde 0. (x5, yq) &5 1A dinagen de "0" por f. ¥ ¥ es el endomor-
fismo re P de matriz [a' —h'] en la hase ortonermal fé;,égi

h* a'
donde  es una aplicacifin afin de endomorfismo asociado Y.

El endomocfi=smn P = & } tiene por matriz

a7 B ?

a' -b'
YialiZz 1 (h132 o (al 2+ (b 2 |
: donde V(@) Z2em1)2 =1
b.l Hl

alizeniy? /Tatizini) 2
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y cuya matriz es de la forma donde pes una rota-

==, (]
a, bi

by al| cign vectorial de P.

y la razén es J{al)2+(bl1)2, y como el plano es orientado coen
relacifn al sistema ortonormal directop, la medida del fangulo

de fes uno de los reales E definidos como

a' b'
cos - § sen B =
/(al)2+(h1)2 “(al)2+(b1)?
ya gue af + b? =1 ¥ a' = ka;; b' = kb; 1luego

(@l}? + (B1H* = k2(a + B} , kK2 £ 0

Ylat)i+(pl)® k.

Il

L i
luego EE-= 2 y EE'= b, y comec tenemos gue

cos28 + senz2d = 1 entonces podemos hacer cos €@ = a; y

sen & = bl

cgs 8 = 2 ¥ sen B = 2
Y{al)2+(bl)? Ylal)2+(b1)?

8 & 2 - puede ser

a2 (nl)2 J(al) 2+ (b1)?

.+ cunalguier wvalor

la medida del &dngulo f.
2,6,3.2. b) Representacién Compleja
2.6.3.2.1 TEOREMA:

Sea P un plano en (0,81,62)

La aplicaci@n f: p ——>Pes una similitud directa sii existe
(a,b}) & C* x C tal gue para cualguier puntc M de imagen M'
por £, los afijos z,2z' de M y M' respectivamente verifican la

relacidn.
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z' = az + b

Bea i epl complejo de coordenada (0,1)

a'sx - B'y ez gguivalente a

ii

El sislema [x’—k”
1.‘r’".‘r’n = b'%.+ aly
Ayl = (atw—h'y + xyy 4 L(b'x + a'y + gy
- a'x—-]_'l'? + 1B + i==e|'1r,r + Xy o+ 1}?”

(At ibYx + (=h'+ia’)y + xg + Ly,

L] bF
= (a'4ihvyx 4 {at = T}f—}r + xp + iyg
—_ ! 1 r = 1 1 _.b.j'
fa'tib"= + (a' + ib)iy + %y + iyy , 1b = ——
i2
(R): ®'4dy" = la’+ib") (x+iy) + 2g + iy,
81 hacrimes 2' = »' ¢+ iy', a=a' + ik', z = ¥ + iy, b = %ytiy,

la expresidn (8) queda
z' = az + b, donde (a';L') # (G,0) = a#0
v adend=s a,h ¢ (L

obtenienda el mbdulo ds 2, 2, & v b.

|20 | = SUxTZ4tyn? , |al = /{al)Ze(bl) 2

2| = &% & y* ’ lb] = 3;%_1_;3

CONSECUENCTIAS:

Hagiendn h = 00 == flz) = az.

1. 8 a =1 -~ |a| = 1 luegn Elz) = %3 £ =8 la funcitn Ip'

7. 81 lal = a s ] se tisne:



Como |z |

liprna =

comb | a

~ 27 + y* (cos B + 1 sen @)

L vos X + ir sen y
r cos B 4 ir gsen # = x -+ iy

1 s&nkeiices a = s P+ I =spiy B

e poansechentsia ga Lieneg:

luegn

lupgn e s una homokecia de centro en el origen y razéin "a

4. 8L =
il &
(x', v

Tuengo

ey = az

(eos 0 + 1 sen 0) {(x + iy}

haciendo r = V%”

T

4

: -
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= [xans #- y=en 8) + f{xsen 8 + ycos #8)

+ hyh =
scns 0 - YR It
xgen £ + yoos ®

gue fes una rotacidn

m, a#£ 1, a#1 se tiene ’
2" = oz

[E',?.} =E{Kn¥]

(x'=0,¥"'=0) = atz-0; y=8)

Dz’ = &l

o -

VL.

EPS TN foosr+ isen A)(x,y) k = Jaligppl2

klcos f + isen N) (x + iy)

Hx::ns ff = ysen O, ®xsgn 0 + yoos G

(xcos B - ysen B) 4 i(xsen @ 4 yvos 8)
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Fes la composicifn de hery huna homotecia de centro en el

origen y razén k y rla rotacifn de &ngulo #.

5. 8 h#0, a=1
fix) =2z + I

Flz) = (x + iy) 4 (xp+ivg)

(x + xp) + 1ly + yo)
Elz) = (x + %5, ¥y + vy

luego &8s una kraslacidn del punto (xp, ya) por el vector
z = Dy
6. 84 |al = 1 entonces filz) = (cpsb-F isen 8) (x,y) + {(xns¥ )

ez un desplazamiento con endomorflemo asociado la rotacifn

rdr angula A y eentra (xg, yal.



CAPITULOD 111
1.1 TRANSFURMACIONES EN EL PLANO ¥ ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

F.1.10 MUEFINTICTOM:
Sea f una funecifn en el plano P.

Se tHee gque la aplicacitn F: P ——-FPes una biyeceoifn o una
M s MY = £ (M)

transformacifin de P, ecuandn kodo punts M' de P posse un fGnico

anteredente M.
0102 APLACACION RECIPROCHA DE UNA TRANSFORMACTION:

Sea f una transfnrmacifin del plano P. La aplicacidn gue, a to

dn punkn M*', asoeia su Gnico antecedente M, es la aplicaciéin

reciprnea de f; denntada por £7L.

Es decir:

Para todn bipuntn (M, M'), las dns igualdades f(M)=M'

y £71M') = M aon equivalentes.

E(M] = M' eguivale a £71(M") = M,
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La siguiente figura ilustra la aplicacién £-!-

E(M) = M

£t (M)

il

FI(E(M))

M

E=T (MM
3.1 .3 TEROREMA:

La aplicacifn recfproca £ '+ de una transformacién £ del pla-

no Pes una transformacidén de Py (E~1)71 = £,

PRUERA:

como f~! es una transformacién de P, entonces la aplicacidn
gue a todo punto M", asocia un finico antecedente M' es l&d

aplidacifn recfproca de f£-17 gque se denota (F-U7L = F_

EJEMP[.{}5:

1) Sea bt la traslaciin de vector 3 y sea M' un punto cualguie
ra de P. Un punto M de P es un anlecedente de M' =i y ﬁﬁig

mente si, MA' = 0, es decir si y sGlamente si M'M = —u.



SOLUCronN:
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la Eraslacifn tes una hiyeccidn y su recfproca £ es la

aplicacifin que a todo M' asocia el punto M definido por

oo ¥
M=o

=|

tenemos
Bz P ——= P

M oonas MM = 1

L ¥ H | - I"

MY oanes MM o= -4

sumanda se tiene: MM' + M'M = U = u
MM = O
Ei_'lntr.; = tt?l]l .2 Mes ankecedente

demM’,

Si el epjercicio ankerior se analiza en el sistema {U,I,EJ

ge Lipne:

Gra Mix,v), M'(x',y') ¥ 0 o= la, B)

by B ——s B

(x,9) A (mbn, y+a) = M (x',y"')

bivs P > B

g b

(%', p7) e (®Uk(=a), y'H(=B)) 3 =u = (~a,~-§)

= (%' = u, ¢ = g)
= (®%ho—=w, yH+E-=£)
— [K,y]

= 'M

luegn s aplicacidn kraslacifin es una transformacifin
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2) Sea h la aplicacitn de P.

hes la homotecia de centro il y razén k distinta de cero gus

a todo ponko M, asocia el punkte MY definideo por Ml = Jam.

SOLUCTION:

Sea M' un punto cualguisra de P, U punkto Maes un antecedente
—- —=
de M' 2i y sflamente =i oM’ = kOM es decir oM = % i_:ﬁ', donde

al punto Mag nigo,

s, o
= ' = ' = il
hHJ,R! (M M am k1M

-

h g MY = - (M = %E‘z«’!'

(o,
81 M tiene coordenadas (x,y), M'(x',y") y f{c,,c2) se tiens:
fM = kM

{R“f—";-?l_ci‘] = k{'}!—ﬂlr 5’_":?_1

X'-e; = kix-cq} ~ §'-c; = kly-c3)

2" = kix-oy)l+e; - ¥' = kily-%2) + e
91 efectuamos la aplicacifin h j 5 tiens=:
()
; i "= T 4 11 i =
Iy | (Ml = M RMY = Ty oM

fies-)

1 :

= Axyj=cipyi-ez) = k—[x'—ﬂ“ y'=-ea)

I 1
= x-e = plx'-c b o~ yymey = ply'-ca)

1 . 1
=y =plkizx-cnite,~cyitey » y =glkiy-cz)
+l£;!“le-'+l:2

%H]=3—C|+D1Ay}=}r-gz+cz

=2 {HIJ :Irtj - !xr}r}
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luego M{x,y] er el Ginfoo antecedente de M'

y ari heg transformacién del plano cuya inversa es
h=! o,k = hig, %l

HOTM:

No todas las apliceaciones en el mismo plane son transformacio

nes.

ETEMPTA) =

Lag proyecoiones sobhre una rechka D segln la direcciSn 6 no

e bEransformaseidn.

1.3 COMPOSICHAON DE DOS TRANSFORMACIONES

1.3.1 TEOREMN =
al
La composicitn de dos transformaciones geof es una transforma-

aidn vy [g.,f]—l = [—I“g—l
EFRUERM:

Como F y g son transformaciones del piano entances:
Bea M), imagen de M por £ y My imagen de M; por g. La aplica-
cifin que, & M, Asoeia My es la aplicacifn composicidn. Luego

ge Eiape:
¥ punto M e P {gef) (M) = g(F(M))

Sea M' un punto cualguiera del plano, un punto M es anteceden

ke de M' por gef si y s&lamente si (geof) IH‘,!:M"-:-M=tq:-f]'“1!.M",I
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la iqualdad (g«Fl(M) = M' es sguivalente a (M) q“fH‘]
- M = Fl{g=1{m"))
= f~lag=! (1"}
= M = £ log7 M)

lyego (gef)=! = f~log™!
.- La aplicacitn g-f es biysctiva y su biyeccidn rsciproca
(anf)=1r =5 la aplicvacifn gue a todo punto M' asocia el

punto M gue es antecedente de M'.

Baipurana o2 i a apl feacitn Compasicitn.

“ }
S Fig. 3.2

FEijamplo:

O
gea I' ¢l planc con respeeto al sistema (0,1i,3), la aplicaci@in

£t B = P gue a todo punte M de coordenadas x,y asocia el
M yss M

punto M' de coordenadas »x',yv' las cuales se dan a continua-

gifin, =n forma analitica.

x! Zx + 3y - 1

L}

¥

3% 4 5y

fa aplivacidn f definida asi, es una transformacifn del plano?
SOLUCTION:

Sea M'(x',y') un punto cualquiera de F. Un punto M de coorde-
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nadas (x,y) == un antecedsnte de M' si y sflamente si
FiM) = M', ez deeir sii, Toz puntos £{M) v M' tienen las mis-
mos coordenadas:

[2x + 3y —= 1 = x! (1)
l3x 1+ 5y =y (2)
Besolviendn el zsiskema (o), simpltaneande se fLiene:
multiplicando por (1) a (1) vy por (-2) 1la (2} obtenemes:

¥ + 8y = 1 = Ix'

Lq
i
sl
kS
e
N
o=t
|
tad

sustituyendo v en (2) resulta:

yh = 3% & 5{-3x! + 2y = 13)

pf = 3 = 15" 4+ 10y' = 1K
3 = —185x' + Qy!' - 1§
®x = bu' = Iy' & 5]

agi, lazs coordenadas de M gue es el ankecedente de M' son:
x:e Bx! = Jpb + 5

o =Fn 4 2yl = 3

Psta resolucifén muestra gue existe una paredja [(x,¥) ¥y una so-=

la la cual demoestra la wnicidad del antecedente M(x,y), luego

la #plicacitn £ es biyectiwva.
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Su reciproca bivectiva eg la aplieacifn gque, a tode punto M'
de goordsnadas %' y' asoecia el punto M ecuyas coordenadas son

Mix,y) = M[5x" = Iy’ + B, =3x" + 2y - 3)

fes una Eransformacifn e P.

1.3 GRUPD DE TRANSFORMACIONES EN EL PLAND

1.3.01 DEFINTCTON:

Designemos por Be | conjunto de biyeccionesde P.
Se llama qrupo de transformaciones del plano P todo sub-con-
funtae B! # 4 del conjunteo fde hiyecciones de P.estable por la

eompRsicidn de apllcaciones, gue contiene la biyeocifin reci-

proca de cada ano de sus elamentos.

EIJEMPLOS:

1y Bl confunkn | U1 & 25 un sub-conjunto de hiyecciones de B
ya que Eoda fraslacién come foda simelrfa central es biyecki

va.
fle manera gue:

La composicién gef de dos slewmentos de T L) S es un elemen-
to de T /' 5: es decir que T 4} Ses estable por la composi
cidn e aplicacinngs.

- T 1} 8 contiene la biyecci$) recfproca de cada uno de sus

eleimen b og.
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Todo grupn de bransformacianes de P conkiens la transforma-

. o _lu =» 0 =1 =
olén Tﬂp ya que F 4 fFofF [dp'

- BEs aspciativo por la aplicacitn de compesiciones.
Cheervanifn:

Be dice gus gl grupo B' de transformaciones del plano es con-
mukative ya gue, cualesguiera gue sean f y g elementos de &',

E:IIJH].J].'-"H Fog = el

1.4 GRUPO DE HOMOTECIAS - TRASLACIONES

1.4 Conpmte de homptecias - bEraslacliones
La unicn 1) T s= llama conjunte homotecias - traslaciones
Propiedaries:

1%) Ban F un Efempntm de Il 4 1 y sea (A;B)] un bipunto ﬂe.imi

gen (A, B').

. : -*
il i Fe=s una braslacitn de vectores 1, se tiene:

AR = AR’ =10, asi A'R' = 1 AR

ﬁl
n' _ ==
/ — =7
" ! r.b-
1 1 i |
I fi
! /!
fi ot
i
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ii) 81 £ es una homotecia de centro 0 y razdn k, se tiene:

—

WA' = kDA~ O3 = kob

—pe —4
asi UR' = WA' = knB - kit
S S
AR o+ DRT = k[m-i-ﬁfﬁl
AR = ko AR
F':I
_.-'""
=
-
B o
._"—ri-_ i
0 L
A
Fig, 3.4

Del resultacdo anterior se observa gue todo elemento del

confunta M () T posee la propiedad eiguiente:

Bxiste un real k # 0 tal gue para todo bipunto (A,B) de
fiwagen (A", H') s8 tiene:

AR = kAR
si k # 1, £es una homotecia de raksn k.

g k = 1, fes una traslacisn.

2°) En forma reciproca,considerando la aplicacién f de p en

P posee grkta propiedad.

Sea A un puntode imagen A'. Para todo punto M de imagen

M' B8 tisnsg: AM = k ﬁ‘r':t
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Ignalmente puescle escribiree, My gue &8s un punto cualguiera
dal plann hajo 1A forma:

E— T f— === ==

H”Mi - Mﬂi' [ k{H”M = th]
pe decirs

— = == I

MBIt — kMM = MgAT = kMpA (+)
: e . o —
i) 81 k = 1 1la igualdad (w») gueda MIM' - MM MaA' = Mgh
ml = HT

Fes la aplicacidn traslaci6Gn de vector AA'

it} 8i k # 1, los punkos ponderadeos (A',1), (A,-k) tienen ba-
ricenkre "My" definido perx HEE' - kﬁgﬁ =0 y la didual-
dad (=) gueda : MM’ - k ﬁ;ﬁ = 0,
< MY = KM
lnego Fes Ta aplicacidn homotética de centro Mp y razbn

k.

e los resultados 1°%) y 2%) se deduce el siguiente teorema:

TEOREMA =

Para gue una aplicacitn £ del plamo P en P sea un elemento
del conjunto ' ) I, s necesario y suficiente gue exista un
real k # U tal gque, para todn bipunte (A,B) de imagen {(A',B')

AR' = k AB.

.5 COMPOSICION DE DOS ELEMENTOS DE H 1 1

Sean [y [, dos elementos del canjunta W 4 7

Sea (IR un hipunto y (A;,B) su imagen por F,, exists
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Ry £ 0 « W tal que

el —

P\|H] = k]r‘iB

y la-fmagen por £, de (A;,B;) es A,By; = kzﬂlﬁlf ky # 0 es

decir:

A—4s A, —E

Ben oonsepuencia Epef; es un elemento de I 1) T ya que el pro-
ducko kak, es el produsko de dos reales distinbtos de cero en-
Lonces es distinto @ cero y puede representarss por k.

Adema g,

Si £ o i, E tiene wn punto fijo fy uma razbn k # 0,1

r=l es la homol:aedia, fe cenkro Q y razéin % 3

i F e 1. fes la traslacifn de vector u

-— L . 3 *
f~! es la traslacidn reciproca de vecter - u

luego: el conjunto de homptecias - traslacion es estable por

Ia ocomposicidn de aplicaciones.

L.5.k TEOREMA:

Fl amnjunto de homobternias - traslaciones del plano P es un

grupo oe bransformaciones de P.

Toda hometeoia como boda braslacidn es una biyeccidn del pla-
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na 1 es un sub-conjunto no vacio del gonjonteo de trans-—

Formacionnss d=2l plano.

El conjunto 1 () 1 conktiene la biyecoifin reefproca de cada
unn e sns elemenktoes, va que, la biyeccifin reciproca de toda
traslacitn eg una traslaci6n y la biyecgifn reciproca de toda

homptenisa =8 una homotecia.
¥ jem gl os

Eea T | planog en el sistems {ﬂ,_"i_,-:!j]-, sea h la homotkecia de

centro #n el orvigen y razén k # 1. ¥ sea tuna traslacidn de

weehnl o =0 s

1%) Definir analfticamente F = hot y dedicir gua fes una ho-

motecia gque se deteavminarcf el centrn y la raztn.

SOLOCTOMN:
aTh! Flx, vl = [la) {x, 3] L,
= hitatx,y)) ; donde no= (1,0 =1
= hi{x+l,y)
= (x",wyl)
am' = koM rouM = {x+l,y),
Lty = Jeln el )
wl = K{xal) . y' = ky oy = k
e =01

#' = kx + k . y' = ky

luego F s una homnlacis de razén k. oy € = (k,0)

{1} Efsctuar g = PBeh rmon Iog migmogs datos
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gle,y) = (Ech)(x,y)
glix,.y) = tihix, y))
ae bFjane:

LT OM' = koM 5 Mlx,y) ; M'(x',y")
E)‘irr?1.l = k:xryl.
' = kx . y' = ky

Inage
gis,y) = Etk¥,ky)

g,y = (xy.¥y

b {3,y

t“.r,}h‘lr"ﬁ’l]‘

fx1-|-l, ¥i)

]

(lex+1, ky)

agi, ¥y = kx + 1 - w, = ky gue resulta ser las coordenadas

de uana homotscia de razfn k v centra (1,0).

De los resulkados i) v i) helt # bteh

1.6 TRANSFORMACIDNES INVOLUTIVAS

1.6.1 (na aplinacidén f: P —— Pes invoiutiva si f=f = Idp

tamhigén ge dice gue § es una involiicifin del plana P.

EOEMPLOS:

1y, » lLas simetriss Cenbtrales

2] =» Las simeteiss Axiales
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(ya uie las gimebrias axiales tienen como propiedad que
¥ punko M de imagen M' por 8, la imagen de= M' &8s M 0 sea

S8F = Iﬂp'

B o que condiciones una traslacifin es una involucifn?

i

Para gue una traslacifin sea una involucifn tiene gue cum
=1
pliny &2 = k> ¥ asi que satisfaga ket = Idp' esto sucede

Lk x
gl enandne &) verknr sea milo es deciriu= ﬁ

Rsjo gue condieiones una homotecia es una involucifn?.

s degir heh = ld”.

Bed Mix,y) un punto del plann, O centreo y k = IR, la razén de

ma homobseeia,

Defimamos:

=¥
M —= M
= W e OIREF o O
h{“.lt] (M} = M 1t KGM

A probar gue

(heh) (M) = I3iM) =M

e {Jecir h{hiM)) = M

se Liene fue

lifMy = M'
¥ N = k oM [ )
hih(M)) = him') = Mo
= e = K e
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Be [+) s&8 Efsnpnp:

COOMT = k{k om)
am = k7
MY = M o= oM = k20N
. k=%,

luego las condiciones en las cuales una humutegia ez una invo

lueidn es cnando Ik = + }.



CAPLITHRED ¥
GEOMETRIA  DESCRIPTIVA

4.1 PROYECCION DIEBRICA O DE MONGE
4.1 ] DREFINICION:

Sean H y V dos planos en . Se llama proyecgifn diedrica o de
Monge al sistema mAs empleado en la representacitin de edifi-
gios, pinzas meciinicas, méguinas v otres; el cual es ubkiliza-—

do per los ingenieros y los arguitectos.

Féte sistema =5 ortogonal y emplea en el espacio, como planos
fundamentales de proyeccidn, uno horizontal H y otro vertical

¥ la intmrseccifn de los plavos se le llama linea de tiexrra

indicada como (LT)

Forma Geomifbrica

TI1 ' ™ |
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Los dos planos de proyeccidn dividen el espacio en cuatro re-
giones {diedros rectos) que se nombran respectivamente, I, II,

II, IV regifn del espacio &6 1#&, 28, 32, 44 diedras.
4.1.2 PROYECCION DE UN PUNTO

1a proyeccifn de un punto sobre el plano horizontal es la pri
mera proyeccifén 6 proyececifin horizontal gue la indicaremos Fl.
La proyeccidn sobre el plano vertical es la segunda proyec—

citn vertical gque la indicaremos por P2.

Para indicar que un puntc P, tiene como proyecciones Pl y Pi;

empleamos la escritura P £ (P1,P3).

La distancia P1P se llama cota de P. ¥ la distancia B2P se

llama alejamiento (figura 4.1)
4.1.3 REPRESENTACION DE UN PIEVTO

Supongamos gue un punto P lo situvamos en la I regidn. Bus pro

yecciones son Py y Pa.

>
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Los proyeckantes PPt ¢ BPy determinan un plano que es perpen-
dicular a) plano I y al plano V. Las intecrsecciones PUP| y

FaPs; del plane reaolbants econ los de proyeceifin son petpendi—
culares a la LT y pop1 | PPy, La figura PPyPOP, es um :EEtéE

_— =

gl de la wnal se pusde deducir: PIP = PiP2 - PiP = F!:IP‘._

81 en Fa fly 4.2 hacemos yirar el plano wvertical alrededor
de LT, =n =eptifo cantrario a las agujas del reled, hasta gue
coilneida con |, los seguentas PaPFy, y FpP,, perpendiculares a
L gquedaran win a continuaciGn del otro y los puntos Py, Pj
estardn en tima misma perpendicular a LY. Esta recka =e le 1ia

ma "linea d= referencda®™.

Fele proceso se le llama abatido 6 rebatido del planc.

g %‘E‘;}
ESCUELA =AW
-z v fﬂltll
lrf - TERET =/
N
..'_"lll.,".' '.’,'.-'
i
Y — R S i
F'I'
|
Fig. 4.3

&1 se suprime el conkorno de los planos la represenlkaciftn to-

ma el aspecko de la figura (4.4) da la cual tenemos los
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elemsitos neceszarios para individualizar el punto P del espa-

clo.

Tigura Descripkiva

P2

Fn
= [ #%®)

B

Fig. 4.4

4.1.4 POSICIONES DEL PUNTD

al EL punkp estd situado en la primera regidn

La figura anterior representa las proyecoiones de P.

B} Kl punto estd en la segunda regifin
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Las dos proyecoiones se gnegenkran arriba de la |fnea de bie-

e

c) ElL puntn est8 en la reglifn TI1.

Fonrma Esp'acial Figtira Descriptiva
Ve rﬂﬂ#ﬁ#ﬁﬂ#ﬁ =
i
iy “h
| "
<l i S | o
: % %,
-\“\ "'1_-r|:| _'.-.—'-"_ﬂ_rl B T
iy 1 ol
i :
L \\ l \\
. P
n ? GEM“H ]
i Pe

B

Filig. 4.6

Nbatidn =1 plano ¥V sohre 0 resulta ona representacién con ca-

racterisbica de gue Py estd arriba de LT y Py debajn.

dl Fl punkn eskd en TV.

{e%] 14  Fig. del literal d) est8d en la péAgina 235.
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I'mrina Espacial Figura Descriptiva

/

\

kﬁ“\x Jff“i# : Py

. ?:;hh
7} N i
i\\ﬁ Pl 1 -
] 1 \\_F- ’f..--#f
g i;a{: P,
i
F{

Fig. 4.7

Las dos proyecciones caen debajo de LT.
5.1.5 ONSERVACTOM

Llies puntos situados en la regidon (I y IV las resultados

dende los valores de las cotas y de los elejamientos,

depen

AUNgUe

ambas prpyecciones aparecen siempre al mismo lado de LT y so-

bre ana vects perpendicual v a L.

81 la coka es igual al alejamiento las dos proyeccicnes

perponen ¢ 8 obtienen las siguientes figuras.

BE: =0
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v :
11 regifn IV reqgign

5

L

4.1 6 PUNTOS ST'T'UADOS EN UND DE LOS PLANOS DE PROYECCION
. 8f =1 punktn =std en 1.
Ta proayecoifn horizontal de P es 1. La coka es nula, luego la

Eur-r}}’nr:{_"_iﬁn vertical eakf 2n Ja linea de Eisrra.

W

Figura Dspacia

-

rﬂ- Figura Descriptiva

Is

Py =~
' \ JIl ~ k |
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2. 8i el punto ests en 21 plano B, perec delante del plano ver

tligal.

La proyeccifin horizonkal =28 nula y s6lo tiene alejamiento.

Figpwra Espacial

T
P ;
- Figura Degscriptiva
.-’,,.r aq ¥
; 1]
Py
- JEJ ) .ﬂ"‘JAJQE .
T o= - (& -ﬂf,ff | Pz
-C:/i;‘-. “-__-\:._.1"" I \ L 3 T.
e . =" ] ]
"'\-\.__\_\-“--‘h-“ T
H‘H""‘h..,l
H‘-"W
.-"f‘.!-'-
L~ Fig. 4,10

3. Si P estd en el plane vertical, el alejamiento es nulo y

la proyeceifin horizontal se encuentra en LT,



Figura TeEpacial
.-"FFI
e
= w
|
/ Pap"
/ - |r \\_-
s Py 16y |
e i
I "
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Filgura Descriptiva
P2
I &
L T
Yz

4. Bi el punto estd en LT, entonces el punto se confunde con

sEuys proyegciones.
Descriptiva

Figura

Py Ra

Pig. 41.12

d4.1.7 PLANOS BISECTORES

4.1.7.] DFEFINICION:

Se llama planc bisector de un diedro al

L &

plano gue pasa por la

arista de fste y lo divide en dos partes igquales. De esta ma-

nera resultan cdos plancos bilsectores uno para los diedres I y
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LIL v otyo para los diedros 1L y V.

4.1.7.2 Punkn Bituado en el Plano Bisector.

,f"” B
L
/

21

[
J"JH_J-- A /’;/ I

A ”i““\

= I
T, ___,.-r

I.‘.-‘ !

,fﬂ | MH*L““Hahhg
###,w”’

e Fig. 4.13

e

lia propiedad para todps los puntos del plano bisecter en cual

guiera de los diedros es gue: egquidistan de los dos planos de
proyecoidn v Py, Ty ae encuenkran simeEricamente con respecto

a I:r. ks decir:

PaPy = Pl

Cusando los puntes s encoentran en los planos bisectores de

los diedrns 27, 3" v 4° se obltiene la siguienlke figura.

-



Fig. PBescriptiva

Py Pa
21
R

= — — Uu g |

Ia T
Fig. 4.14
R {Ry
Ua

Los punktas P, (0 v Restan en el plano hbisector
4.1.8 PLANG DE FERFIL

Los planos 0 y ¥V son suficientes para esbudiar las figuras
del espacir. Ef algunos casns es necesarig recurrir a otro

planag B que es perpendicular a V y H, el cual recibe sl nom-

bre de "plano de Perfil" o tercer planc de proyeccifin.

Fig. 4.15
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Los tres planns de proyeccifn forman un tledro trirectangular

y las reclkas recgtangulares se pgortan entke si, y ooncurren en

HDII

Para nbtener una representacifin puede abalirse el plano de
perfil y sohre 2l plano horizontal girando alrededor de "0OX",

o hlen sobre el plano vertical girando .alrededor de "0OY".
4.1.8.]1 Sistema de Coordenadas.

1= Para [Tijar la posleifn de un puntn dentro de un cnadrante

sa dan las siguientes oonrdenadas:

Margen: la distancia de un punte al plano de perfll ¢
Cota ¢ La distancia que existe entre el punto y el plano ho-
rizontal IL

nleda
mienta: la distaneia entre el punts y 2l plano vertlecal de

progeeeidn V.

#: Tnterseccitin de los Eres planos.

Fig. Espaclal

fig. 4.16
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La cota: serd posiciva cuandeo esi® sobre LT.

y negativa cuando esté bajo LT.

By P4

i o 2

P Flg. 4.E7

4.1.8.2 Convenuiones para el Dibujo

Fara gue una Flgura descriptiva pueda ser leida s negesario

dibujarla de acuerdo a las siguientes convenciones:

1} Los dng plancs de proyeccifn son considerados gpacos; en
consecuencia s6lg son wvisibles las Figuras de 1la primers

regiin.

2} lLas proyecciones de los datos y de los resultados se dibhu-

jaran en negro (—--—) mediante trazos continuos llenos o

trazos peguenios o puntos =1 son puntes invisibles.

i) Proyecclones de lineas auxiliares se dibujan en forma de
pRyneios trazos de digual longitud (-—---) o hien mediante

Lrazos continuos suaves y may fFinos.

4) Tfueqas ausdlliares e ¢ierta impertancia, edes de simetria
ge presentan por medio de trazos y puntos alternos

(—ememem)
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NOTA: un punto se pnede representay oomo la berna (M, C,A).

{Manrgen, Cota, Alejamisnteol.

4.1.% A LINEA RECTA

8i se proyecta la recbtar, primero scohre el plarnro H y después

sobre =] vertical se obtiene r; rj.

Figura Espacial

Figura Descriptiva

Ia
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La riqura desaripbtiva e "r" resulta de abatir el plang ¥V so-
hre Il mediante una rotacifn alrededor de LT, despufzs de haber
ohtenida las proyececionss £, v, las dos recltas resuoltantes

s2 Etimnen en | y Estas congbtikanyen la reckta objekiva.
Comoy 1y es |la proyeccidin horizontal 6 primera proyeceifin y ra
la segunda proyenciSin § proyececifin vertical, entonces r se es

erihe r = {(r;  ra).

Segundo Casn

Como dos o bos debterminan una recka, Bsbta e congidera cono-—
cida s se dan las proyecoivnes Al, A, , By, B2 de fdops de sus

puntos A vy P

Figura dasﬂriphivﬂ

~ N3
o 3
<% im
I T
. Fig. d.19
e
£y =

Case Treg

8i se cohoren |pg proyscoionms ©p. ¥y de una reala se determi
man Ias pwroyecciones Py P ode an punkn B de la recta. Toman-
e en fuehkg gue B, P deben eneonbrarse fobre ry, Tz respec

tivamente y sobre una misma perpendicular a LY.
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Figurea Nescriptiva

Fig. 4.20

Cazn Unakro.

81 un segmantn es 4l vidido por un puntn, dada una relacién
Famisifin las proyeeciones Al puntn dividen en la misma rela-

cifin o= proyecciones tel segmento.
i consecuancia:

g1 A es wn segmento vy P as el puntn gue lo dividen en la re-

' APy
lacitn E. se Liene por el teorema de THALES %g = 5TBT b antéﬂ

ces, 51 RO h.i]:'ll'lftEﬁ'[E

.. AT P
AL 1 pambisn = L | aaf de esta manera =1
A % S TS " FaBo n
Fn particular, las proyecciones del punto medio de un segmen-
tn dividen en dos partes iguales las proyecuinnes del segmen-

b,
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Figura Espacial del caso cuatro

Fig. 4.21
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4.1.59.1 I'razas de una Recta.

1} 5e llama trazas de una recka los puntos en que é&sta encuen

kra n atraviesa los dos planos de proyeccién.

=2 P
-0 rs
— .
! y L P T
.,-r”."'; -
; &
- ' !
- Mig. 4.22
Figura Fispacial Figura Descriptiva

El dibuje fde la fig. 4.22 permite encohtrar las prnyeacinnéa
r, rp de la rectar del espacio. Basta unir las proyeccio

nes p con f, vy s con Fa,

2) 81 se conocen las proyecciones ry, T® de una rectsa, es po-
sible determinar sus trazas. Para esto se prolongan las

dos proyecciones hasta encontrar LT.

El punte en gue encuentra la proyeceifin horizental a LT da
Py, proyeceitn horizontal de la traza vertieal; su proyec-

ecifdn vertical se encuentra en P, sobre la prolongacifn de

}

El punteo en gua la proyeeeifin r; enciientra a LT da D,;, pro
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yecoioin vertfocal de la traza harizontal; la okra proyeccidn

ea encuentra en @y sohre la prolongacitn de 1

Fy
'-i o - —————
- -‘--_‘-""--..
——— / T
_‘l_._ﬂr L ",--‘"f 0
'_,,r"'

.-f"'f Ey

Fig. 4.23 il

4.1.9.7 (asos an log gue la Recta nog htravieza lss Cuastro Re-

il ones,

lios tiazoe de la rectz varian su posicidin con respecto a LT.

1)



Frimera Regifin

Senunda Regifin

.ﬁ‘".f Thnsg
(]
- ke
g
T % . l'.'?
v
1)
Py
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w” P]_ e
- _’_ﬁ_,..-"
Fig. 4.25
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4,1.9.%1 posiciones Partizculares de la Recta.

1) Reala Horizonkal

Todns los puntos de 1a reqka tiene igual cota, y es paralela

al plana horizonkal la proyecrsifin verkical de "r" =3 paralela

a TI‘.I.I.

La proyeceifn horizontal forma ecom 11 un Snguilo igual al gue

- del espacio forma eon V. Bl punto 1P1' Pyl 28 la trazas

verticol . Yiraza hovizontal no existe.

Figura Espacial Figura Deseriptiva

.-""H-FF
.--""FF.F -
o v . ra
P2
- ‘T
- T F‘. o
< )
.

- Fig. 4.26
Caso Particalar

Si la rvercta esld situada en H. Sus proyecoionss son las si-

gnien e
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Figura Descriptiva

) )
B e }“ T
o ) 4-. I
S Fig. 4.27
e

2) Rettla Vrental

{omo la recktar es paralelaa V los alejamientos de todos sus

pimbas son diguales, su proyveccitn hprizental ss paralela a LT.

Fl Anaulo gque forma le recta con LT es ignal =1 gue formar

on el espacio con el plano V.

Figura Descriptiva

Figura lspacial -
- 'fﬂ-f /J.r
.o-"""-"-ﬂ r
r’_’J . _,_//?/
= a
"
=S r
0 Fig. 4.28
5.2 ROTACIOGNES
5.2.1 hada la representacitn de una figura mediante el método

fim Monge, & veces eof conveniente encontrar la represen-—

tecidn de esta figura; despnés de hacerle describir un
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movimients e rotacién alrededor de un ejms, generalmente per-

pendicylar a uno d8 los plancd de prioyecciGn.

4.2.72 UARMTERISTTONRS

Il tada punkto de la Figura gueda siempre a la misma distancia
el &je.

2) 8§ me eligeel eje vertical, su proyeccifin horizontal es,
e punto; s proyeceifn verktical es una reckts perpendicu-
lar a L.

3] 8i el =jm es perpendicular al planc vertioal su proyecci6y
vertical ef un punte; su preyecoifin horizontal es pecpendi
cnlar a LT.

41 BY mowintl ento tiene dosg sentidos une en sentido de las ma-

necillas del raloj y el otro an sentido contrario.

4.2.% TMAGEN DF UN PUNTO CUANDO EL EJE ES VERTICAL

Todos los puntes describen arcos de circunEerencias cuyos pla

nos son perpendiculares al eje de rokacifn y cuyos centros es
kan =sohite este aje.
Fiemplor

Ssea F = (Py, Fp) el punto y @ el dngula de rokacidn comoc en

la signiente Ffigura.
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Fligura Espacial

Flig, 4.28
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hservaciones:
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1} Cuande P se mueve describe un arcp de amplitud 8 con cen-

kxo en "C" y radio CP permansce en un plano paralelo al

plann hevizontal por lo tanto se proyecta en el mismo pla-

ne.

2) Bl aruo PP' tiene como proyeceién horizental B F| = B!

3) 8u proyecclfin verkical es el segmento de recta P,F) parale

Ta a-LT.

En conclusifin se puede decir gue cuando =1 punto P del espa-

cin describe uwn arco de amplitud @ y xadlio TF, su proyeccifn

borizontal P describe un arco de centre C, amplitud @ y ra-

dio TF

a LT.

1 = CF;

su proyeccisdn P, se traslada en forma paralela
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Flaura Pesoriphbiva

| (= S
P2

1 T

.21 IMAGENDE UN PUNTO POR UNA ROTACION ALREDEDOR DE UN EJE

DE PUNTA.
El punta ' = (P;,P;) describe una Ffigura como la siquisnte

con A amplitud B oy en sentido contrario.
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Fig. 4.33
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£.7.5 IMAGEN DE UNA RECTA POR UNA ROTACION

a) Bea (r,,r,) la recta dsda, (cl,,d,) eje de rvotacitin y © am—

plitud o Spgule de rotacitn.

Como rns puntos <determinan una reckta bhasta rotar dos pun-

tos cualquieras de la veckts es deciv: (A, Az} ¥ (B1,B;).

Figura Descriptiva

ds
Ry B
/ — »
e/ T3
Ay .8 A
7 ==
s
[ ]
@
i o E‘/ 5
. 4 By - |
el i . Fig. 4.34
_'—'-'_"-‘ : b .( /
My o mANEE
— T
%) P

Aplimando las indiecaciones para la rotacifin de puntos se

obtiernen las nuevas proyecciones (r|,rj) de la recta v.

h} 5i eleqgimos un eje de rotacifin vertieal & perpendicular al

plana T; un dngulec @ y ensentido del reloj.
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El punto de interseccitn (P,,Py) queda inmovil y entonces bas
ta hacer girar solamente un punto de la recta dada, en este

caso (A,;,R3z].

Figura Descriptiva

e .
ﬁ/<@l/a““‘~i i

Fig. 4.35
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