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Introduccion.

En la historia de las matematicas, los campos que han tenido los periodos largos
en su gestion han resultado tener impacto profundo en muchas areas de esta, tal es el

caso de la Topologia y la Teoria de Grafos.

Ya que la Teoria de Grafos es una de las ramas importante de la matematica,

como lo es también la Topologia que es una de las ramas probablemente mas jovenes.

Para el estudio de la Teoria de Grafos Topologicos, necesitamos prepararnos de
varias maneras ya sea para desarrollar operaciones Topoldgicas y para discutir las
relaciones que existen entre las operaciones Topoldgicas y los conceptos de la Teoria de

Grafos.

Asi la Teoria de Grafos es una rama relativamente nueva de las matematicas,
pues su nacimiento tuvo lugar en el afio 1736 de la mano del matematico Leonhard
Euler. Su objetivo era encontrar una solucién al famoso problema de los siete puentes de
Konigsberg vy, usando una simple pero efectiva herramienta matematica de su

invencion, descubrié que dicho problema no tenia solucion.



Esta herramienta se ha ido desarrollando por diversos matematicos, entre ellos el

propio Euler, y es lo que ahora conocemos como la Teoria de Grafos.

Aunque simple en su planteamiento o definiciones bésicas, la teoria de Grafos es
aun un campo en pleno desarrollo del que quedan muchos problemas por resolver y por

demostrar.

Asi el objetivo principal del trabajo estara enfocado en el estudio de la teoria de
grafos y algunas de sus aplicaciones a la topologia, apoyandonos de las definiciones de

teoria de grafos.

El estudio de grafos estd ligado habitualmente a la Topologia. Un grafo es
sencillamente un conjunto de puntos (veértices), algunos de los cuales estan ligados entre
ellos por medio de lineas (aristas). La naturaleza geométrica de estos arcos no tiene

importancia, sélo cuenta la manera en la que los vértices estan conectados.

El contenido de este trabajo abarca diversos temas muy diferenciados entre ellos.
En el primer capitulo se intenta dar un breve pero detallado resumen de las definiciones
mas usadas y los resultados relacionados con ellas. En el resto de los capitulos nos
adentramos en el estudio de la Teoria de Grafos y algunas de sus Aplicaciones a la

Topologia.



CAPITULO 1

GRAFOS Y
SUBGRAFOS



1 GRAFOSY SUBGRAFOS.

1.1 GRAFOS Y GRAFOS SIMPLES.

En la Teoria de Grafos Topoldgicos, desde un punto de vista intuitivo un grafo es
una red de nodos y arcos curvos, 0 algunos nodos que estdn conectados entre ellos
mismos. Sin embargo es conveniente adoptar una definicion combinatoria, antes que una

definicion Topoldgica.

Definicion 1.1.1. Un grafo G es un par G = (V, E), donde V es un conjunto finito y
E es un multiconjunto de pares no ordenados de aristas. Denotamos V (G) al conjunto
de vértices del grafo G y por E (G) el conjunto de aristas del grafo G. Ademas V (G) y

E (G) denotan el nimero de vértices y el nimero de aristas G respectivamente.

En un contexto formal, definiremos el conjunto I; = {V;(e)/e € E(G)} la
estructura incidencia. Cuando G es un grafo se considera 6 se omite los subindices y se

escribe V'y E por V(G) y E (G).

Todo grafo finito puede ser representado geométricamente por un trazo obtenido de

la siguiente manera.
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Primero, tracemos un punto para cada vértice, entonces para cada arista e € E
con dos puntos finales, trazamos una linea entre dos puntos representados por vértices de
V (e) para cada arista en un solo un vértice, se traza una linea desde el punto que

representa tal vértice en si.

Ejemplo 1.1. Sea V= {v,,v,,v3,1,},y sea E = {ej,e,,e3,e,} también sea

V(e = {v,v2}, V(er) = {vy,v3}, V(ez) = {vp,v3}, V(es) = {vs,v4}; el trazo

de este grafo en la figura 1.1

Figura 1.1 Grafo de Ejemplo 1.1.

Ejemplo 1.2. Sea V= {v,,v,,v3}, vy seaE = {e;,e,, e;,€,} también sea
V(e = {v1},V(ex) = {vy,v2}, V(es) = {v,va}yV(es) = {vp,v3}; la Figura 1.2

muestra dos trazos diferentes de este grafo.

€3

v 1 v
e 2 U3 vs ‘
€

> 0

12
1
Figura 1.2 Grafo de Ejemplo 1.2.

€
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Algunos Grafos no se pueden dibujar sobre una superficie plana, sin linea-cruce.
Por otra parte, por motivo de ilustracion o por conveniencia, un trazo de un grafo en

ocasiones contiene mas /linea-cruce de lo necesario.

Definicion 1.1.2. Grafo simple son aquellos en los cuales dos vértices pueden

estar unidos a lo sumo por una arista.

Los grafos de la figura 1.3 son grafo simples. Gran parte de la teoria de grafos

se ocupa del estudio de grafos simples.

Figura 1.3 Grafo Simples.

En un trazo de un grafo, los vértices estan representados solamente por los

puntos, no por /ineas-cruce.

Por el ejemplo anterior, si un grafo tiene una arista con un Unico punto final,

entonces Harary lo llamo pseudografo. Esta distincion de Harary's ha sido ampliamente

adoptada para muchos propositos que permite una discusion mas eficiente.
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1.2 GRAFOS ISOMORFOS

Sean G y G’ grafos. Un “ grafo mapa ” f:G — G’consiste en una funcién de
vértices V; = Vi y una funcion de aristas E; — E; tal que la incidencia esta
preservada, en el sentido que para todo e € E;- la funcion de vértice traza los puntos

finales de e sobre los puntos finales de la imagen e.

Se denotaran ambas como funcidon vértices y funcioén aristas por el mismo

simbolo que el mapa grafo, es decir, f.

Bajo un grafo mapa, un lazo puede ser la imagen de una arista adecuada, pero

una arista adecuada no puede ser la imagen de un lazo.

Definicion 1.2.1. Un grafo mapa G — G’es llamado “Isomorfismo” si tanto su funcion
vértice y su funcion arista sean uno a uno y sobre. Dos grafos se llaman Isomorfo si

existe un isomorfismo a partir del uno al otro.

Los isomorfismos de un grafo a si mismo se llaman Automorfismos. En las

operaciones de composicion, la familia de todo los automorfismo de un grafo forma a un

grupo, llamado “El grupo de automorfismos del grafo” y se denota por Auto (G).

13



Ejemplo 1.3. En la Figura 1.4. Se muestran dos grafos G y G'. Suponga que la

funcion £ tiene los valores.

f) =v f(vy) =f(v3) =v, f(er) =Ff(e) =e'f(e3) =¢e

Uz
e
;- vy vg )
oy g2y ea
e]
ez
Uz

Figura 1.4. El dominio de Gy el Rango de G’ de un mapa grafo son f:G = G’

Ejemplo 1.4. Considere un mapa grafo h: H — H'en el grafo izquierdo H de
la Figura 1.5, dado que / tiene los valores:
h(up) = ug h(uz) = u h(uz) = wy h(ug) = uy

h(dy) =d; h(dz) =d; h(d3) =dy h(dy) =ds h(ds) = ds

uy
) dy Up
df‘
dy ds d a5 2N\d5
us
J , %
Ly dy  ug By 7 ¥

Figura 1.5 Dos Grdfico isomorfos

Alternativamente, usando la notacion de permutacion ciclica la notacion disjunta,
el mapa grafo 4 puede ser escrito como sigue:
Mapa de vértices h = (uq uz) (uy) (uq)
Mapa de aristas h = (d; d;) (d3 d,) (ds).

Entonces 4 es Automorfismo.
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1.3 GRAFOS COMPLETOS

Un grafo simple se llama completo si cada par de vértices es adyacente. Si dos
grafos completos tienen el mismo nimero de vértice, entonces son isomorfos. EI modelo

estandar de un grafo completo de n vértices se denota K ,, .

Definicién 1.3.1. Un grafo simple G = (V, E) se dice completo si cada vértice esta
conectado a cualquier otro vertice en G. Figura 1.6 muestran los grafos completos K ,,,

paran = 1,....,6. El grafo de K ; a veces se llama el Grafo Trivial.

— AN A &

Kl K2 K3 K, 4

Figura 1.6 Algunos Grafos Completos.

1.4 GRAFOS BIPARTITOS

Un grafo se llama bipartito si su conjunto de vértices se puede dividir en dos
subconjuntos U y W tal que los vértices en U no son mutuamente adyacentes y los

vértices en W no son mutuamente adyacentes.
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Si todos los puntos de U son adyacentes a cada puntos de W, entonces el grafo se

denomina bipartito completo sobre los conjuntos U y W.

El modelo de un grafo bipartito completo en un conjunto de vértices m y n vértices

se denota K, ,, .

Definicién 1.4.1. Un grafo donde el conjunto de vértices V esta dividido en dos
subconjuntos V; y V,, y cada vértice de uno de los subconjuntos se une con todos los del
otro (y viceversa), pero no con los de su mismo subconjunto, se denomina grafo

bipartito completo. La figura 1.7 ilustra el grafo bipartito completo K 3 ,.

Figura 1.7 El grafo Bipartito Completo K 3,4

1.5 RAMOS DE CIRCULOS

Para la teoria de grafos topoldgicos otra tipo de grafos que se debe introducir desde

el principio son los Ramos de Circulos.
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Definicion 1.5.1. Un ramo de n-circulos es un grafo con un vertice y n lazos. El

cual se denota por B,,. El ramo B ; se ilustra en la Figura 1.8.

Figura 1.8. Un ramo de tres circulos.

1.6 MATRICES DE INCIDENCIA'Y DE ADYACENCIA

1.6.1 MATRIZ DE INCIDENCIA

La matriz de incidencia para un grafo G tiene # V filasy # E columnas, donde

# S denota la cardinalidad de un conjunto S.

La entrada en las filas i y las columnas j es / si v; € V(e]-) y#V (ej) =2,2 sl

{vi} = V(e]) , Y 0 si v; ¢ V(ej)

Como ejemplo tomaremos los grafos del Ejemplo 1.1 y 1.2, tienen las siguientes

matrices de incidencia respectivamente

17



e, € e e e, € e e
o, 1 1 0 0 22 1 0 0

v, 1 0 1 0 v, | 0 1 1 1

, 16 1 1 1 o, | 0 0 1 1

Uy 0 0 0 1

Figura 1.9 Matriz Incidencia.

La matriz de incidencia solo contiene ceros y unos (matriz binaria). Como cada

arista incide exactamente en dos vértices, cada columna tiene exactamente dos unos.

El nimero de unos que aparece en cada fila es igual al grado del vértice

correspondiente. Una fila compuesta solo por ceros corresponde a un vértice aislado.

1.6.2 MATRIZ DE ADYACENCIA

Dos vértices de un grafo se llaman “Adyacentes” si son los puntos finales de una

misma arista. Se llama “Multiplicacion adyacente” si hay dos 6 mas aristas que tienen a

ambas como puntos finales.

La “multiplicidad de su adyacencia” esta definida como el numero de aristas

que tienen a ellas misma como puntos final, posiblemente cero.

18



Definicion 1.6.2.1. Un vértice es llamado el mismo adyacente si hay una arista
para la cual este es el Unico punto final. La multiplicidad de su auto-adyacente se

define como el nimero de aristas para las cuales es el unico punto final.

Definicion 1.6.2.2. Una arista con un Unico punto final es llamado “lazo”. Si

una arista no es un lazo, entonces es llamada “arista apropia”.

La matriz de adyacencia de un grafo G es cuadrada, si el numero de V filas y
columnas son iguales. La entrada en las filas i y columnas j es la multiplicidad de la

adyacencia entre los vértices v; y v; . Se define como una matriz de adyacencia si la

diagonal principal es simétrica.

Un lazo contribuye Unicamente con unos en la entrada de la diagonal principal.

Asi la suma de filas 6 columnas no es necesariamente la valencia de un vértice.

Los grafos de los Ejemplos 1.1 y 1.2 tienen matriz de adyacencia

respectivamente.

by 0 Ty Y vy v, Uy
vy 0 1 1 0 N 1 1 0
v, 1 0 1 0 Uy 1 0 2
V3 0 0 1 0 v, 0 2 0
Uy 0 0 1 0

Figura 1.10 Matriz de Adyacencia.
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1.7 DIRECCIONES EN GRAFOS

Definicion 1.7.1. Una direccion para una arista e es una funcion de la forma
{inicial, terminal} — V(e). Las imagenes inicial y terminal se llaman “punto inicial”

v “punto terminal” respectivamente.

Se dice que una arista es dirigida si va desde su punto inicial hasta su punto terminal.
En la estructura de incidencia de un formato de lista de un grafo, la direccion de una
arista propia puede ser indicada poniendo el punto inicial primero y luego su punto final

en la arista.

En la Teoria de Grafos Topoldgicos, es frecuente considerar a cada arista e
(a veces un lazo) debe tener dos direcciones, arbitrariamente indistinguibles como la

direccion mas e™ y menos e”.

En un trazo de un grafo, la punta de una flecha se utiliza para mostrar la

direccidon mas, con el punto inicial por detras la punta de la flecha y el punto terminal

delante de él.

20



En la Figura 1.12 se muestra como las puntas de las fechas se colocan en la
izquierda del trazo, de la Figura 1.12 si la direccion e5 es desde v, a v 1y la direccion

de e y ef son tanto desde v; a v,.

€3
U vz

€3
of N\ w 5 . e

€ e " €
" VY .

v

Figura 1.11 Dos ilustraciones de grafo, uno Figura 1.12 Uso de puntas de
flecha para indica sin linea-cruce, el otro con los cruces. Direcciones en las aristas del grafo.

Una arista e junto con su direccion ya sea mas 6 menos en su direccion es llamada

Arista Dirigida y se denota e™ 0 e~ , respectivamente.

1.8 SUBGRAFOS
Hay muchas maneras de extraer las partes de un grafo, hacer combinaciones, o hacer
otras operaciones en los grafos a fin de obtener nuevos grafos.

Si Gy G” son grafos, entonces G” se llama un subgrafo de G si y sélo si Vg, , Eg, Yy
I 5 son subconjuntos de Vy;, E; vy I; respectivamente. Si ademas V; = Vs  entonces se

dice que el subgrafo G' se extiende al grafo G.

21
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Definicién 1.8.1. Un subgrafo de un grafo es un subconjunto de vértices del grafo
original, y un Subconjunto del original. La Figura 1.13 ilustra un grafo a la izquierda y

dos de los subgrafo.

vz vz U

vy eg ]

Ug, 1)5

Figura 1.13 Un Grafo y dos de sus Subgrafo

Ejemplo 1.5. Todo grafo simple de n-vértices es isomorfo a un subgrafo del grafo
completo K,,. Ademas, el n-camino B, es isomorfo a un subgrafo (n + k)-camino P, ,
para cualquier entero no negativo K. Sin embargo, el m-ciclo no es isomorfo a un

subgrafo del n-ciclo a menos que m =n.

Para cualquier grafo G, sea V' c V; el subgrafo inducido en el subconjunto
vértice V” es el subgrafo cuyo conjunto de vértices es V" y cuyo conjunto de aristas esta

formado por todas las aristas e de G, cuyo punto final de V (e) se encuentraen V'.

En la Figura 1.14 el subgrafo G, es un subgrafo inducido de G, pero el subgrafo

G, no lo es.

_/\ °

G Gy G

Figura 1.14. Un Grafo y dos de sus Subgrafo,

22



1.9 GRADO DE UN VERTICE

Sea G = (V, E) un grafo (no vacio). El conjunto de vértices v en G se denota por
N; (v), o brevemente por N (v). De manera mas general para U < V, las vecindades de

V \ U de vértices en U son Ilamados vecindad de U; el conjunto se denota por N (U).

Definicion 1.9.1. El grado (o valencia) de un vértice v denotado por
d;(v) =d (v) , es el nimero minimo de lineas cruzadas que se producen mientras se

dibuja un pequefio circulo alrededor del punto que representa v en un trazo de un grafo.

Al vértice de grado (o valencia) nulo se le llama aislado. En relacion con el

grafo G se distinguen tres tipos de valencia:

Valencia minina de G: 5(G) = min{ d(v): v € V(G)}
Valencia maxima de G: A(G) = max{d(v):v € V(G)}

ZveVd(G)

Valencia media de G:d(G) = @G

23



Las valencias de vy, v,, Yy v; en los Ejemplos 1.2 son 3, 3y 2 respectivamente.

131

En general se dice a veces que la valencia de v es el nimero de aristas que
inciden en v; pero para conseguir el nimero correcto, debe tenerse el cuidado para

contar las aristas dos veces si v es solamente un punto final.

Alternativamente, se puede dar una definicion estricta del combinatorio de
valencia de v como la suma de las entradas en la fila correspondiente de la matriz de

incidencia.

Teorema 1.9.2. La suma de la valencia de los veértices de un grafico es igual a

dos veces el niUmero de aristas.

Prueba. Cada arista contribuye exactamente 2 con la suma de valencia. Como
alternativa se puede observar que la suma de las filas en la matriz de incidencia son las
valencias y que cada suma columna es 2, correspondientes a la contribucion de cada
arista. Por supuesto, el total de las sumas de las filas es igual al total de las sumas de las

columnas. ///
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1.10 CLASES IMPORTANTES DE GRAFOS: CAMINOS, TRAYECTORIAS

Y CICLOS DE CONEXIDAD

Existen numerosas clases de grafos, los cuales surgen en algebra o geometria, como
también en sus combinaciones 6 en la topologia, son de especial interés en la teoria de

grafos topoldgicos.

Definicién 1.10.1. Un camino es un grafo G de sucesiones finitas de vértices y
aristas alternas, las cuales pueden cruzarse o volver sobre si mismo hacia atras o hacia
adelante, de manera arbitraria. Precisamente, si u y v son veértices de un grafo G,
entonces un camino de longitud n de u a v es una secuencia alterna de vértices y aristas

dirigidas.

W =v,,e%,v,e%,--,e’", v, (Cada 0; = + 0 —)

Cuyo primer veértice vo es u y cuyo Vértice final v, es v, para todo

i=1,......... ,n , de las aristas dirigidas efl que va desde el vértice v;_, al vértice
v; Si u # v, entonces W es llamado Camino Abierto. Si u = v, entonces W es llamada

Camino Cerrado.

25



Definicion 1.10.2. Un camino abierto es llamado trayectoria si sus vértices son
distintos. Por tanto, una trayectoria de acceso es el analogo combinatorio de una
imagen homomdrfica de un segmento de linea cerrada. La trayectoria estandar con n

vértices se llama n-trayectoria y se denota por PB,.

La Figura 1.15 ilustra un camino, y una trayectoria en un grafo.

Camino:uavfyfvgyhwbv ; Trayectoria: xcwhyeuav

Figura 1.15 camino y una trayectoria

Definicién 1.10.3. Un camino cerrado es llamado Ciclo si para todo par de vértices

excepto el de su partida y llegada son distintos.

Por lo tanto, un ciclo es la contrapartida combinatoria a la imagen homomorfa de un

circulo. El ciclo estandar con n vértices se llama n-ciclo y se denota por C,,.

26



La figura 1.16 ilustra un ciclo. Dicho Ciclo es: xaubvhx

Figura 1.16 Un Ciclo.

Definicion 1.10.4. Un grafo se denomina Conexo si para todo par de vérticesuy v,
hay un camino de u a v. Especificando la direccion positiva, de algunas de las aristas no
afecta la conexién del grafo, puesto que la direccion sobre una arista es un camino, que

permite ser el opuesto de la direccion positiva.

La figura 1.17 ilustra un grafo conexo.

Figura 1.17 Un grafo conexo.
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1.11 ARBOLES

Definicién 1.11.1. Un arbol es un grafo conexo con ningun ciclo. Esta es una de las
ideas méas importantes de la teoria de grafos y sus aplicaciones. Ademas un arbol T es
un grafo en el cual cada par de vértices distintos estan unidos por una Unica cadena

simple.

Definicion 1.11.2. Sea G un grafo, decimos que T es un &rbol extendido de G si es

un subgrafo extendido que ademas es un arbol.

Como se ilustra en la Figura 1.18. Es una de las clases mas importantes de grafos

tanto en aplicaciones y en la teoria.

Figura 1.18 Dos Arboles.

Teorema 1.11.3. Sean u y v los vértices de un arbol T. Entonces hay un camino

Unico en T desde u hasta v.

28



Prueba: Puesto que el arbol T es conexo, existe un camino P desde u hasta v.
Supongamos que P es otro camino desde u hasta v. Entonces sea w el primer vértice de
Py P’, a medida que avancemos desde u hasta v, cuyo sucesor en el camino de P no es
su sucesor en el camino de P". Sea w” el siguiente vértice de P después de w, que
también se encuentra en el camino P". Entonces el segmento trazado de w a w” en P se
combina con el segmento trazado de w a w” en P” para formar un ciclo en T, lo cuél

contradice el hecho de que los arboles no tienen ningudn ciclo. ///

Teorema 1.11.4. Sea T un arbol. Entonces # V; = # E; + 1.

Prueba: Si #V; =1, entonces # E; = 0; de lo contrario existiria un lazo, que
produce un ciclo. Por induccion, asumiremos que la proposicion es verdadera para los

arboles con p vértices o menos, y sea T que tiene p + 1 vértices.

Se deduce a partir del Teorema 1.11.3 que al eliminar una arista e de T que se
desconexo en dos pequefios arboles T' 'y T”, de modo que
#Vp = #Vpr + #Vyny #Er = #Ep + #E;0 4+ 1. Por la hipotesis inductiva
#Vy = #Ep + 1y # Ve = #Vp + #E4 4+ 1. Se deduce que #Vy = # Ep + 1.

I

Teorema 1.11.5. Todo arbol no trivial T tiene al menos dos vértices de valencia

uno.
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Prueba. Por el Teorema 1.9.2 para cualquier grafo, la suma de las valencias es

dos veces el nimero de aristas. Por el Teorema 1.11.4 2# V, = 2 # V- 2, puesto que
T es un arbol. Mediante la combinacion de estos dos factores, se obtiene la ecuacion.

z valencia (v) = #V; — 2

veEVT

Puesto que cada vértice del arbol tiene valencia por lo menos 1, debe haber al

menos dos vértices de valencias exactamente 1. ///

1.12 REPRESENTACIONES TOPOLOGICAS, SUBDIVISIONES Y

HOMOMORFISMOS DE GRAFOS

Todo grafo G puede ser representado por un espacio topoldgico, en el planteamiento
siguiente: Cada vértice esta representado por un punto distinto y cada arista por un arco

distinto, homeomorfo al intervalo cerrado [0,1].

Naturalmente, los puntos limites de un arco representan los puntos finales de la arista
correspondiente. (Por supuesto, los interiores de los arcos son mutuamente disjuntos y
no retne a los puntos finales que corresponden a los vértices). Tal espacio se llama una

representacion Topoldgica de G.
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Definicidn 1.12.1. Una subdivision elemental de un grafo G se obtiene al remplazar

un arco (u, v) en G por dos arcos (u, w) y (w, v), donde w es un nuevo Vértice.

Subdivision es una operacion que no cambia el tipo de homeomorfismo de una
representacion Topoldgica de un grafo. Para simplificar, primero se considera el efecto

de la operacién en una sola arista e de un grafo G, con un conjunto de punto final

V(e) = {vy, vz}

Desde el punto de vista informal de imagenes de un trazo, se subdivide la arista e en
dos nuevas aristas e’ y e”’, colocando un nuevo Vvértice v en cualquier lugar en su

interior, como se muestra en la Figura 1.19.

e
e’ e”
L] U3
) KJ’/ ) ) \"/ )
4

1#) vg

Figura 1.19 El grafo de la derecha se obtiene a partir del grafo de la izquierda mediante la
subdivision de arista e.

Desde un punto de vista formal, el resultado de subdividir la arista e, en un
punto final de v; y v, es un nuevo grafo, cuyo conjunto de veértices es la unioén de V' y

{v}, cuyo conjunto de aristas es (E — {e}) U {e’,e"'}, y con una estructura de incidencia

(1 — V(e)) uU{V(e),V(e)},dondeV (e) = {v,,v} yV(e") = {v,,v}.
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En general, una subdivision de un grafo se obtiene mediante una secuencia finita

de subdivisiones de aristas.

En otras aplicaciones, las subdivisiones pueden hacer que un grafo sea simple. El
primer paso consiste en subdividir cada lazo. El siguiente y ultimo paso consiste en

subdividir todas las aristas, pero en cada una de adyacencia maltiple.

Los grafos G y H, son llamados homeomorfos si tienen respectivas subdivisiones
G'y H' tal que G' y H' son grafos isomorfos. Se puede observar que, dos grafos son
homeomorfos si y sélo si las representaciones Topoldgicas son homeomorfos como
espacios topoldgicos. La Figura 1.20 muestra dos grafos homeomorfos tal que ninguno

es una subdivisioén del otro.

Figura 1.20 Dos Grafos Homeomdrficos.

Ejemplo 1.6. Para cualquiera de los dos nimeros enteros positivos m y n, el

m-ciclo C,, y n-ciclo C,, son grafos homeomorfos.

32



Ejemplo 1.7. Para cualquier par de nimeros enteros m,n = 2, m-camino B,, y n-

camino B, son homeomorfos.

1.13 ARISTA-COMPLEMENTO

Definicion 1.13.1. Arista-complemento se define como el grafo con el mismo
conjunto de vértices en G, pero de tal manera que dos vértices son adyacentes si y s6lo
si no son adyacentes en G. La arista-complementaria de un grafo G simple se denota

G°©.

Ejemplo 1.8 EI complemento de aristas K¢ del grafo completo no tiene aristas

en absoluto, sino n vértices.

1.13.1 PRODUCTO CARTESIANO

El producto cartesiano del grafo G y G” se denota G x G’ y se define como el grafo

con un conjunto de vértices V; X V. y conjunto de aristas (E; X V1) U (Vg X Egr).

Si la arista (e, v") € E; x Vs y si el punto final de la arista e son v, y v,, entonces

el punto final de la arista (e, v") son los vértices (v, v") y (v,, V).
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Si (v,e") € V; x E;r y si el punto final de las arista " son v; y vy, entonces el punto

final de la arista (v, ') son (v',v;) y (v,v,"). La Figura 1.21 muestra el producto

cartesiano de 2-camino y el 3-camino.

Uy

ex S

2
(v1.v9)

(Ul. ‘U'z)

(v, Ué)

= (e;.vD)

(01.93)

(e;. v3%)

(vz, e})

(v, e5)

(e;. v%)

(U2, e2)

(vp, vy

(v, v%)

(vo, v3)

Figura 1.21 El producto Cartesiano de dos Grafos.

1.14 SUSPENSIONES

La suspension (de otra manera llamada unién) de un grafo G a un grafo G’ se obtiene
mediante cada vértice adyacente de G a cada vértice de G', y se denota G + G'. Por lo
tanto, el conjunto de vértices es V; UV, y su conjunto de arista es E; UEg U

(VG X VG’)'

Los puntos finales de una arista G + G', que surgen a partir de E; o de E;/ son
exactamente como en los grafos G o G’, respectivamente. Las puntos finales de una

arista (v, v") que surge a partir de V; x V,r son los vértices vy v'.
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La Figura 1.22 muestra la suspension un 3-trayectoria a partir de un 2-trayectoria.

Figura 1.22 La suspensién de un 3-trayectoria de una 2-trayectoria.

Ejemplo 1.9. EI grafo completo K ,,, es isomorfo a la suspension del grafo

completo K,, del grafo Kj.

1.15 LAS FUSIONES

Sean Gy G’ grafos, y sea f: H —» H' un isomorfismo de un subgrafo H de G a un
subgrafo H' de G'. La fusion G.r G’ se obtiene de la union de G y de G’ identificando los

Subgrafo, H y H' de acuerdo con el isomorfismo.

La Figura 1.23 muestra la fusién de un 3-ciclo y el 4-ciclo a lo largo de la arista

engrosado.
ey Fluyd
e e ffe) =
- luz)

Figura 1.23 La fusion de los dos Grafos.

Ejemplo 1.10. El ramo de B,,.; s una fusién del ramo B,, y B;, de cada vértice.
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1.16 SUPERFICIES E INCRUSTACIONES

En la teoria de grafos topoldgicos consiste en la colocacién de un grafo en las
superficies. Ordinariamente, tales superficies estan cerradas y son compactas y sin

limite.

Si el plano no es cerrado, por supuesto, pero difiere de la esfera por un Gnico punto,
se deduce que dado un grafo puede ser incrustado en el plano si y solo si puede ser
incrustado en la esfera. Por consiguiente, no se pierde nada al considerar incrustaciones

en la esfera, como es la practica actual, y no en el plano.
1.16.1 SUPERFICIES ORIENTABLES

Hay dos tipos de superficies cerradas: orientables y no orientables. La esfera,
toroide, el doble toro, el toro triple, y asi sucesivamente, como se ilustra en la
Figura 1.24, son orientables. Se denotan comunmente S,,S;,S,, Sz, . Cada

superficie cerrada conectada orientable es homeomorfa a una de ellas.

O @ XD XX -

Figura 1.24 La Superficie Orientable Cerrada.
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Otra caracterizacion de las superficies cerradas orientables es que cada una puede
obtenerse mediante la adicion de algunos identificadores en una esfera en 3-espacio.

Agregando un identificador S;, agregando dos producciones S,, y asi sucesivamente.

A partir de esta caracterizacion, se ve facilmente que todo grafo (finito) se puede
extraer, sin cruces de aristas en algunas superficies cerradas, de la siguiente manera. En
primer lugar, trazar el grafo sobre la esfera, posiblemente con los cruces. Ahora suponga
que la arista e cruza a la arista e’.Como una operacion quirdrgica, cortar un agujero en la
superficie en cada lado de e’, cerca del cruce por e, lo suficientemente pequefio como

para que toque ninguna arista.

A continuacion conecte un identificador de un pequefio orificio a la otra. Luego, la
arista e se re encamina de forma que atraviesa el identificador en lugar de cruzar la arista
e'. Este procedimiento, se ilustra en la Figura 1.25 puede repetirse hasta que todos los

cruces son eliminados.

Figura 1.25 Adicion de un Identificador para eliminar una arista de cruce
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1.16.2 SUPERFICIES NO ORIENTABLES

La banda de Moebius es una superficie que no es ni cerrado ni orientable. Para
obtener una copia fisica de una banda de Moebius, comienza con un trozo papel
rectangular. Entonces, como se ilustra en la Figura 1.26 dar a la tira una media-torsion,
asi como para intercambiar la parte superior e inferior en un lado, y terminar pegando el

lado derecho al izquierdo.

Si bien una banda de Moebius es compacta, tiene un borde, la cual es homeomorfo al

circulo, asi esta no es cerrada.

Lo que la hace no orientable es que si un sistema de coordenadas 2 X 2
especificando una direccion hacia adelante y hacia la derecha se traduce en la direccion
hacia adelante una vez alrededor del centro de la banda, entonces la orientacion de la
direccion correcta se invierte. Desde una perspectiva local que un ejemplar fisico de una
banda de Moebius es de dos caras. Sin embargo, se puede colorear ambos lados en un

solo tono sin levantar el 1apiz o cruzar la frontera.

X

Figura 1.26 La Construccién de una Banda de Moebius.
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La unilateralidad de la banda de Moebius en 3-espacio es el resultado de la
incrustacion en 3-espacio, no es una propiedad intrinseca de la banda de Moebius. Por
ejemplo, el espacio incrustado Mb x [0,1], donde Mb es la banda Moebius y [0,1] es

la unidad del intervalo la transversal-seccion Mb x {1 / 2} es de dos caras.

Si se perfora un agujero en una esfera, el borde resultante es homeomorfo al
circulo, justamente como esta en el borde de la banda de Moebius. La superficie
obtenida uniendo una banda de Moebius a lo largo de su limite para el agujero de la

esfera, de tal manera de conseguir el cierre del agujero, se le Ilama un plano descriptivo.

Cada superficie cerrada, orientable conectada se puede obtener mediante la
reduccion de los agujeros en una esfera y después cerrandolos con la banda de Moebius.
Parak = 0,1,........ , la superficie obtenida cortando los agujeros k y el cierre de ellos

con bandas de Moebius k se denota N, .

En este contexto, una banda de Moebius es a menudo llamado un limite cruz.
Finalmente, a partir de la discusion aqui, se puede inferir que una superficie cerrada es

orientable si y solo si, no tiene un subespacio homeomorfo a la banda de Moebius.
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1.17 INCRUSTACIONES

Definicion 1.17.1. Un grafo se dice que esté incrustado a una superficie G si sus
vértices estan representados por puntos en G y cada uno de sus aristas estan
representados por una curva en G, que une los puntos correspondientes de G de tal
manera que ninguna curva se intercepta y dos curvas se interceptan entre si,

Unicamente en un vértice comun.

Para la mayoria de los propdsitos, es ldgico abusar de la terminologia al referirse a la
imagen de la representacion Topoldgica en el grafo. Si un grafo conexo esta incrustado
en una esfera, entonces el complemento de la imagen es una familia de regiones

(o caras), cada una homeomorfo a un disco abierto.

En superficies mas complicadas, las regiones no tienen que ser discos abiertos. Si
ocurre que todos los discos son abiertos entonces la incrustacion se llama 2-celdas
incrustadas. Si el borde de un disco es abierto, tiene uno o mas vértices repetidos,

entonces la clausura de la region no es un disco cerrado.

No obstante, si la incrustacion es una incrustacion de 2-celdas depende Gnicamente
de si todas las regiones son discos abiertos, ninguna de las clausuras de las regiones son

discos cerrados.
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Una notacion conveniente para el conjunto de regiones de un grafo de la incrustacién
i:G - S es Fg, donde la letra F recuerda una de las regiones que son algo asi como la
cara de un poliedro. Si hay mas de una incrustacion de G es considerado, entonces el

nombre de la incrustacién debe aparecer en algun lugar de la notacion de las regiones.

El nimero de lados (o tamafio) de una region f se define como el numero de
aristas-lados que se encuentran al atravesar un circuito simple justo dentro del limite de

la region, y se denotan por S.

Como se ilustra en la region exterior de la Figura 1.27, el nimero de lados de

una region no necesita ser igual al nimero de aristas en su borde.

Se puede observar gque la incrustacion en la Figura 1.27 tiene una region de un-

lado que se llama “monografia”.

Figura 1.27 Una Incrustacion Esférica.
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1.18 ECUACION DE EULER’S PARA LA ESFERA

En una carta dirigida a Goldbach, Euler’s (1750) escribio que habia encontrado una

nueva formula sobre el nimero de vértices, aristas y caras (esférica) de un poliedro:

#V — #E + #F = 2

Cauchy (1813) dio fundamentalmente una prueba teérica de grafo de esta
ecuacion de Euler’s, pero fue Lhuillier (1811) quien clasifica las excepciones aparentes
(las caras deben ser 2-celdas y la superficie no puede tener agujeros) y generaliza la

ecuacion de Euler para las superficies cerradas orientables.

En (1861) se utiliz6 la ecuacién de Euler's para estudiar con detalle las

superficies; este trabajo es comunmente considerado como el principio de la Topologia.

El lado izquierdo de la ecuacion de Euler's se llama la formula de Euler's. El lado
derecho se llama caracteristica de Euler's de la superficie. Asi, el nimero 2 es la

caracteristica de Euler's de la esfera.
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Antes de demostrar la ecuacion de Euler para la esfera, puede ser muy ilustrativo

evaluar la formula de Euler's para los dos Ejemplos representados en la Figura 1.28.

Figura 1.28 Dos grafos incrustaciones en la esfera.

El grafo G en la Figura 1.28 tiene cinco vértices y nueve aristas. Cada una de
las regiones, incluyendo la region exterior, es de tres lados. Hay seis regiones en todo, ya

que la region exterior siempre se cuenta en los calculos de la férmula de Euler.

Asi,

#V —#E + #F =5-9 + 6 = 2.

El grafo H en Figura 1.28 tiene cuatro vértices y cinco aristas. La incrustacion

tiene tres regiones. Por lo tanto,

#V — #E + #F = 4-5+4+ 3 = 2.
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Teorema 1.18.1 Sea G, i:G — S, una incrustacion de un grafo conexo en la

esfera. Entonces #V — #E + #F = 2.

Prueba. Esta prueba procede por induccion en el nimero # F de regiones. En
primer lugar, observamos que si # F; = 1, entonces G debe ser un arbol, ya que el

teorema de la curva de Jordan implica que cualquier ciclo se separarian de la esfera.

Asi, por el Teorema 1.11.4.

#VG_#EG = 1

Partir de la cual se deduce que

#V,- HE; + #F; = 2.

Ahora supongamos que la ecuacion de Euler se mantiene cuando el nimero de

regiones es a lo sumo n, y supongamos que # F; = n + 1.

Entonces algunos aristas e se encuentra en el circuito del limite de dos regiones

distintas. Puesto que las dos regiones son distintas, el subgrafo G’ se obtiene eliminando

la arista e esta conectada. Entonces,
#Vy = #F;-1 = n,
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Asi por induccion

#Vy - #Ey + #Fy = 2,donde

#Vy = #V;, #Ey = E;-1 y #Fy; = F;- 1, sededuce que

#V;-#E;+ #F; =2. /Il
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CAPITULOQO 2

CONEXIDAD



2 CONEXIDAD

2.1 CONEXIDAD Y LIMITES DE LA REGION

Al imaginarse las regiones de una incrustacion plana, se tiende a imaginar poligonos
circulares (es decir, convexo) cuyos limites son los ciclos del grafo integrado, sin ningdn
veértice repetido. Desde luego, la regidén no acotada no es convexa, pero imagenes fijas
en el limite de esta region es un ciclo simple. Esta imagen de limites de la region como
ciclos simples no es totalmente exacta. Para incrustar planos, el problema es facil de

determinarse por medio del siguiente teorema.

Teorema 2.1.1 Cada region de una incrustacién plana de un grafo G tiene un ciclo

simple de limite si y solo si G es 2-conexo.

Prueba. Supongamos que el limite de alguna region r no es un ciclo, pero algin
otro tipo de camino cerrado, de modo que el vértice v ocurre dos veces, como a la

izquierda de la figura 2.1.
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Entonces hay un camino cerrado simple en el plano que sale desde el vértice v entre
dos aristas de la frontera de r, se mantiene todo el tiempo dentro de la region r, y
después vuelve al vértice v entre un par diferente de aristas, como se muestra en el lado

derecho de la figura 2.1.

Esta trayectoria cerrada separa el plano en dos piezas, las cuales contienen las
partes del grafo G. Puesto que la trayectoria corta al grafo sélo en el vértice v, se deduce

que v es un punto de corte del grafo G. Por lo tanto, G no es 2-conexo.

Figura 2.1 La region r (sombreado) y el vértice v.

Sobre un recorrido de un pequefio circulo en torno al vértice v, se debe encontrar
en algin lugar una arista d de H (con punto final v) seguido inmediatamente por una
arista e de K (con v de punto final). Considere la region r con el angulo en v entre las

aristasde dye.

Puesto que las aristas d se encuentra en el subgrafo H y puesto que v es un punto

de corte, sin arista del subgrafo K que se encuentra hasta que el limite regresa a v.
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Dado que la arista e de K debe ocurrir en alguna parte de ese recorrido de la
frontera, y desde ese camino cerrado debe volver al vértice v, se concluye que el limite

de la region r no es un ciclo simple. ///

La situaciéon del género de mayor superficie es mas complicada. La mitad del
Teorema 2.1.1 generalizado, es decir, si G un punto de corte, la incrustacion de cada G
en cualquier superficie tiene una region cuya frontera no es un ciclo, ya que la

demostracion dada anterior se aplica textualmente.

Por otro lado, es facil determinar una incrustacion de un grafo 2-conexo en el

toroide que tiene una regién cuya frontera no es un ciclo.

2.2 ARISTAS DE CONTRACCIONES Y DE CONEXIDAD

Supongamos que el grafo G’ se obtiene a partir del grafo G mediante la contraccion

de la arista e con extremos u y v para el Unico vértice v'.

Si G es k-conexo, entonces G’ es al menos (K— 1) — conexo Yya que cualquier

conjunto de m vértices, desconexo a G'se puede convertir en un conjunto de m+1
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vertices en la mayoria desconexo de G dividiendo el vértice v' nuevamente dentro del

verticesu y v.

Por otro lado, es posible que G'no sea k-conexo. De hecho, si los identificados
veértices u y v estdn en un conjunto K de vértices que se desconecta de G, entonces el
mismo conjunto de vértices, con u y v remplazado por V', forma un conjunto de K — 1

vértices desconexo de G'.

La figura 2.2 ilustra un ejemplo en el que los grafo G original es 3-conexo y el grafo

contraido es 2-conexo.

u

NN

v v’

Figura 2.2 Una contraccion de aristas de un grafo 3-conexo a un grafo 2-conexo.

Para grafos 3-conexos, es suficiente con que el grafo G’ obtenido mediante

contraer una arista e del grafo original G siendo 3-conexo.

El anélisis anterior muestra que esto podria no ser el caso si la arista e fue
seleccionada de forma aleatoria. Asi, el siguiente teorema es un principio fundamental

en la prueba de Thomassen's.
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Teorema 2.2.1. Sea G un grafo 3-conexo con cinco o mas vertices. Entonces hay
alguna arista e de tal manera que el grafo G /e obtenido por contraer e también es

3-conexo.

Prueba. (Thomassen). Supongamos, a modo de contradiccion que, para cada
arista e, el contraido grafo G/e tiene un conjunto de dos vértices desconexo. Uno de
esos dos vertices debe ser el vértice obtenido mediante la identificacion de los dos
extremos de la arista e; de lo contrario, el mismo conjunto de dos vértices también es
desconexo a G, lo que contradice 3-conectividad de G. Asi, para cada arista e, los

extremos de u y v de e, junto con algun tercer vértice w desconexo a G.

En consecuencia, vamos a elegir una arista e, y un vértice w tal que H es el

mayor componente del grafo G - {u,v,w} y es el mas grande posible, para cualquier

conjunto desconexo que consta de tres vértices, dos de los cuales son adyacentes.

Sea x un Vvértice adyacente a w tal que x se encuentra en un componente de

G - {u,v,w} distinto del componente maximo H. Dado que los vértices w y x son los
extremos de una arista de G, se deduce que G tiene un conjunto desconexo de la forma

{u,v,w}.
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Afirmamos que algin componente de G - {u,v,w} es mayor que H, lo cual es
una contradiccion. Para ver esto, sea H' el subgrafo de G inducido por los vértices de H,

juntoconuyv.

Dado que tanto u como v son adyacentes a los vértices de H (de lo contrario no

seria G 3-conexo), el subgrafo H' es conexo.

Por una parte, quizas el vértice y no esta en H'. Dado que w y x no estan en H 6
bien, se deduce que H' esta contenida en un componente de G, en contradiccién con la

maximalidad de H.

Por otro lado, tal vez y estd en H'. Si H'- y es conexo, entonces existe

nuevamente una contradiccion sobre la maximalidad de H, ya que H' - y tiene mas de

un vértice H.

Si H' - y no es conexo, entonces un componente de H' - y contiene tantoau y

v Vvértices, ya que u es adyacente a v; y, por tanto, todos los demas componentes de

H' - y son conexo al resto de el grafo G a través de los vérticesy y w.

51



Esto implicaria que {y,w} es desconexo a G, en contradiccion con
3-conectividad de G. Llegamos a la conclusion de que por alguna arista e, el grafo G

contraido es 3-conexo. ///
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CAPITULO 3

PLANARIDAD



3 PLANARIDAD

3.1 GRAFOS PLANOS

El estudio de la incrustacién del plano tiene una larga historia que se entrelaza con la
teoria de grafos cromaética, analisis algoritmico, la enumeracidon y muchas otras cosas.
Sin embargo, a diferencia de las superficies de mayor-género del plano, la esfera en el

plano son homoldgica triviales, es decir, demasiado simple en un sentido topoldgico.

En consecuencia, los métodos utilizados para estudiar incrustaciones planas son
menos topoldgicos que los de principal interés. Sin embargo, el teorema de

Kuratowski's podria ser el teorema méas famoso de toda la teoria de grafos.

Un grafo plano es un par (V, E) de conjuntos finitos, con las propiedades siguientes:

. V c R?
Il.  Cada arista es un arco entre dos vertices.
1. Diferentes aristas tienen diferentes conjuntos de puntos finales.
IV.  Elinterior de un borde no contiene ningan vértice al igual no contiene el punto

de cualquier otra arista.
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Definicién 3.1.1. Un grafo G es plano si puede ser dibujado en el plano sin que sus

arcos se intercepten.

3.2 GRAFOS DE KURATOWSKI’S

La ecuacion de Euler's se utiliza a menudo conjuntamente con una relacion entre el
namero de aristas y regiones; para demostrar que cierto grafo no se puede incrustar en la
esfera. Esta relacion, llamada desigualdad de arista-region, se establece en el siguiente

teorema.

Teorema 3.2.1. Sea i:G — S una incrustacion de un grafo simple conexo, con al

menos tres vértices en cualquier superficie. Entonces 2#E > 3#F.

Prueba. La suma Y. ¢cr Sy del nimero de lados de las regiones cuenta cada arista

exactamente dos veces. Asi

2HE = Zsf
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Dado que no existen lazos o aristas multiples en el grafo simple G, no hay

monografia o diagonales en la incrustacion. Asi, para cada region f, S¢ = 3, Resulta que

2HE > 3#F. Il

El grafo completo K5 y grafo bipartito completo K3 5 se llama grafo de Kuratowski's
(o el grafo Kuratowski’s) porque Kuratowski's (1930) demostrd que son un conjunto

completo de obstrucciones para incrustar el grafo en la esfera, en el siguiente sentido:

Teorema de Kuratowski's. El grafo G tiene una incrustacién en la esfera si y sélo

si no contiene ningin homeomorfismo de K5 0 de K3 3.

Para ver que K: no es esférico, se tiene en cuenta que tiene cinco vértices y 10

aristas. Por la ecuacion de Euler #V - #E + #F =2, tendria que ser de siete
regiones para cualquier incrustacion esférica. Sin embargo, esto violaria la desigualdad

de arista-region 2#F > 3#F yaque2 *10 < 37,

Una prueba de que K3 3 no es esférico comienza en la misma forma. Puesto que K35

tiene seis vértices y nueve aristas, la ecuacion de Euler's implica que la incrustacion
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esférica tendria cinco regiones. Sin embargo, la desigualdad de la arista-region se

satisface, porque 2 * 9 > 3 * 5.

Esta prueba se continda después de un reforzamiento de la desigualdad de

arista-region, lo que implica el concepto de la circunferencia.

La circunferencia de un grafo es el nimero de aristas de su ciclo mas corto. Si un
grafo tiene un lazo, entonces su circunferencia es 1. De lo contrario, es por lo menos 2.

Si ademas no tiene aristas multiples, entonces su circunferencia es de al menos 3.

La circunferencia de un arbol es infinita.

Teorema 3.2.2. Sea G un grafo conexo que no es un arbol, y sea i: G — S una

incrustacion. Entonces 2#E > circunferencia(G) * #F.

Un sentido del teorema de Kuratowski's no es facil de probar. Puesto que Kz vy
K3 3 son no esférica, un grafo G con una incrustacion en la esfera no es posible contener

un homeomorfismo de cualquiera de ellos.
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3.3 GENERO DE LAS SUPERFICIES Y DE LOS GRAFOS

Definicion 3.3.1. Definiremos como el nimero de identificadores que hay que
afadir a la esfera para obtener este tipo homeomorfismo. Es decir, el género de la

superficie orientable S, es g.

Si una superficie es no orientable, entonces su nimero de “Crosscap” se define
como el numero de bandas de Moebius, es necesario unirlas a la esfera para obtener este

tipo de homeomorfismo.

Asi, el nimero “crosscap” de la superficie no orientable N, es K para K > 1. La

notacién N, significa que la 2-esfera, es orientable.

El género (orientable) de un grafo G, se denota y(G) o simplemente y, si G es el
grafo solamente en su contexto, se define como el nimero méas pequefio g tal que el

grafo G incrusta en la superficie orientable S.
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El nimero crosscap del grafo G, denotado 7(G) o simplemente y, es el menor
namero k tal que G incrusta en la superficie N,. Algunas veces llamada y(G) el género

no orientable de G.

Dado que ni K5 ni tampoco K53 incrusta en la esfera, los dos tienen género

positivo y ndmero positivo de crosscap.

La Figura 3.1 establece que tanto K5 y K3 3 tienen incrustaciones en la banda de
Moebius, y por lo tanto en el plano proyectivo N;. Por lo que ambos tienen el niUmero

crosscap 1.

Figura 3.1 Incrustaciones de K s y K 33en la Banda de Moebius.

La incrustacion de Kz en la figura 3.1 muestra los vértices, todas excepto dos de

las aristas en el centro de la banda de Moebius.
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La arista del vértice 2 al vértice 4 funciona a traves del centro de la arista y pega

a las aristas del vértice 1 al vértice 3 también pasa a traves de la arista 0.

Es precisamente la media-torsién antes de pegar que hace que la incrustacién sea

posible. La incrustacion de K; 3 depende del mismo proceso.

El método descrito anteriormente en esta seccion para el uso de identificadores
para eliminar los cruces no proporciona un limite superior muy bueno, obligado sobre el
género orientable, por lo general es muy ineficiente, enviar solamente una arista a través

de un identificador.

Por ejemplo, es imposible trazar K¢ en la esfera, con al menos de tres cruces,

pero sélo un identificador se necesita para eliminar todos los cruces.

3.4 EL TOROIDE

Asi como la banda de Mobius se puede cortar, abrir y aplastar en un rectangulo,
también se puede hacer con el toro, permitiendo asi dibujar una incrustacion sobre un

pedazo de papel.
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Para recuperar el toro de un rectangulo, primero pega la parte superior del rectangulo

a la parte inferior, con el fin de obtener un tubo.

Luego, pega el extremo derecho del tubo a la izquierda, lo cual produce el toro,

como se ilustra en la Figura 3.2.

Figura 3.2 La construccién de un Toro de un Rectangulo.

Con el fin de mostrar una incrustacién de un grafo en un toro, se puede dibujar
algunas de las aristas del grafo a través de los lados de un rectangulo, teniendo cuidado

en cada ocasion de continuar en la posicion correspondiente del lado opuesto.

Por ejemplo, la Figura 3.3 muestra la incrustacion de Ks y K5 en el toro. Ya se ha
demostrado que ni K5 ni K33 incrusta en la esfera. De la figura 3.1 se deduce que

ambos tienen genero orientable 1.
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Aungue Ks tiene el mismo género no orientable como género orientable, como lo

hace K3, para la mayoria de grafos el género orientable y el género no orientable

difieren.
b
——
S S
| |
al H —] ‘a
| |
1 |
-1 1
B

Figura 3.3 Incrustaciones de K sy K 33 en el Toro.

De las muchas pruebas publicadas, se ha seleccionado una cuya organizacion se debe

a Thomassen (1980). No es la mas corta, y no es la mas facil. Sin embargo, es

significativa ya que también produce otros resultados sobre incrustaciones planas.

Uno es el Teorema de Fary's el cual las arista de una incrustacion plana de un grafo

simple se pueden elegir para formar lineas rectas.

Otro es el Teorema de Tutte que las regiones, de un grafo plano de incrustacion

3-conexo se puede elegir para ser convexa. AUn otro es el teorema de Whitney que un

grafo plano 3-conexo simple tiene s6lo una incrustacion plana.

61



Ademas, la prueba Thomassen se convierte facilmente en un algoritmo que es la

planicidad polinémica en el nimero de vértices.

Thomassen's prueba que el teorema de Kuratowski's depende del uso de las
contracciones simples de aristas. La contraccion de arista puede ser una herramienta
peligrosa, ya que una contraccion de una sola arista se puede reducir el género de un

grafo de forma particular.

Por otro lado, para grafos planos, donde el género estd reducido ya que, la
contraccion de arista es segura y natural porque una contraccion de aristas de un grafo

plano produce un grafo plano.

Un grafo que contiene un homeomorfismo de cualquiera de los grafos completos
Ks , o el grafo completo bipartito K3 ; no pueden ser planares. Por lo tanto, el Teorema

de Kuratowski's se comprueba y se establece para cada grafo G lo siguiente:

(K'T) Si el grafo G no contiene ningin homeomorfismo de K5 o de Kj; 3, entonces

G es plano. La demostracion es por induccion sobre el nimero de vértices en el grafo G.
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Paso de la base. La afirmacion (K T) es verdadero para todos los grafos con

cuatro o menos vértices.

Hipdtesis de Induccién. Suponemos que el enunciado (K T) es verdadero para
todos los grafos con menos de n vértices, donde n es cualquier nimero mayor que 0

igual a 5.

Paso de Induccidn. Sea G un grafo con n vértices, y sea G el cual no contiene

ningin homeomorfismo de K5 0 K3 3. Vamos a demostrar que G es plano.

Sea e la arista de cualquier grafo G, y supongamos que sus extremos son los
vértices u y v. Sea G’ el grafo obtenido a partir de G por una contradiccion simple de la
arista e, se le da el nombre de v’ al veértice e al cual se contrae. Se interrumpen
momentaneamente la demostracion del teorema de Kuratowski's para establecer un

lema.

Lema 3.4.1. Sea G un grafo que no contiene homeomorfismo de K5 0 K33, y sea
e cualquier arista de G. Entonces el resultado simple de contraer el grafo G en la arista

e es un grafo G’ que no contiene homeomorfismo de K5 o de K3 3.
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Prueba. Sabemos que el teorema de Kuratowski's es cierto, incrustamos en el
plano G, la simplicidad de contraer e dentro de la incrustacion, y obtener asi una
incrustacion de lo contraido del grafo G'. (Sin embargo, nuestra tarea consiste en este

lema, sin utilizar el teorema Kuratowski's).

Supongamos que el grafo G’ contiene un contraccién homeomorfa de Ks o de
K3 3. Entonces G contendra un subgrafo H de tal manera que la contraccion de una sola
arista e de H produce un homeomorfismo de K5 0 de K3 3. Utilizando reversion de la
contraccion, vemos que sélo hay tres posibilidades esencialmente diferentes de H, al

homeomorfismo; que se ilustran en la figura 3.4.

En cada caso, el subgrafo H en si contiene un homeomorfo de K5 o de K; 3, en
contradiccion con la hipdtesis para el original grafo G. A la izquierda, el subgrafo H es

homeomorfo a K3 3, y en el centro de H es homeomorfo a K.

A la derecha, simplemente se eliminan las dos aristas horizontales para obtener

una homeomorfa de K3 5 en el cual el vértice v, x, y forma la mitad de la biparticion.

£

x y

Figura 3.4 El subgrafo H obtenido revirtiendo la contraccién de la arista e.
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Una vez establecido el lema, se reanudard la demostracién del teorema de
Kuratowski's, no es seguro que el grafo G’ contiene ningin homeomorfismo de Kz o de

K3 5. En la hip6tesis de induccion, sabemos que no es una incrustacion plana de G'.

3.5 GRAFOS DUALES

Dado un grafo G, una superficie cerrada S, y una incrustacion de 2-celda i: G — S,
hay una idea, debido a Poincaré para la construccion de lo que se llama un grafo doble y

una doble incrustacion.

En primer lugar, para cada region f de la incrustacion i: G — S cologue un vértice f~

en sus interiores.

Luego, para cada arista e del grafo G, dibuja una arista e* entre los vértices realizado
recientemente en el interior de las regiones que contienen e. (Si ambos lados de la arista
e se encuentran en la misma region f, entonces la arista doble e* es un lazo basado en el

vertice doble f).

El grafo resultante con vértices f* y aristas e*se llama el grafo doble para la

incrustacion i:G — S y se denota G*, o simplemente G*, si i es la incrustacion

65



Unicamente bajo ciertas consideraciones. La incrustacion resultante del grafo G en la

superficie S es llamada Doble Incrustacion.

El grafo original G y la incrustacion original i son llamado Grafo Principal e
Incrustacion Principal respectivamente. La figura 3.5 muestra como dos incrustaciones
diferentes del mismo grafo en la misma superficie pueden producir diferentes grafos

doble.

Figura 3.5 Dos duales diferentes el mismo grafo de la Esfera.

En la figura 3.5 el grafo principal se dibuja con puntos solidos de vértices y lineas
solidas para las aristas, mientras que los grafos dobles son dibujados con puntos abiertos

para los vértices y las lineas discontinuas de las aristas.

Dado que el grafo doble de la izquierda tiene un vértice de valencia 7, y la

méaxima valencia en el grafo doble de la derecha es 6, ambos duales no son isomorfos.
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Se puede observar que para cualquier region f de la incrustacion primaria, la

valencia del doble vértice f* es igual al nimero de lados de f.

La Figura 3.6 muestra la construccion de la dualidad en el toro. El grafo primario
tiene dos veértices y tres aristas entre ellos, y s6lo hay una region primaria. El grafo doble
tiene un solo Vvértice, en la que tres lazos estan basados. Cabe destacar que si se fuera a
construir la doble de la doble incrustacion, entonces la incrustacion primaria del grafo

primario seria restaurada. Esto es lo que justifica el uso del término dual.

Figura 3.6 Un grafo en el toro y su dual.

3.6 TEOREMAS DE PLANARIDAD PARA GRAFQOS 3-CONEXO

Teorema 3.6.1. Si G es un grafo 3-conexo que no contiene ningun homeomorfismo

de Ks o K33, entonces G es plano.

Prueba. (Thomassen). La demostracion es por induccion sobre el numero de vértices

de G.
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Por el Teorema 2.2.1, las aristas contraidas pueden ser elegidas para que el nuevo
grafo G' siga siendo 3-conexo. Esto significa que la parte 3-conexo de la hipotesis de
induccidon se cumple para G'. También significa que el grafo obtenido a partir de G’

eliminando el vértice v’ es 2-conexo.

También significa que el grafo obtenido a partir del Teorema 2.1.1 que la cara
resultante que contiene al vértice v’ estd delimitada por un ciclo, y por lo tanto, el resto

de la prueba inicial es aplicable.

La otra parte de la hipotesis de induccion, es que G' no contiene ningun
homeomorfismo de K5 o K3 3. Por lo tanto, el teorema de Kuratowski's es valido para

todos los grafos 3-conexos. ///

La demostracion del teorema de Kuratowski's en el caso 3-conexo se puede

refinar con el fin de conservar las propiedades geométricas de incrustaciones.

Supongamos que las regiones delimitadas de la incrustacion plana para el grafo

contraido G’ son todos convexos y que todas las aristas son segmentos de linea recta.

Entonces cuando vértice v’ se divide de nuevo en vértices u y v, si u y v se eligen
lo suficientemente cerca de v', la incrustacion resultante para G también se puede hacer

para tener regiones convexas y aristas de linea recta.
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Thomassen's prueba que el teorema Kuratowski's proporciona también pruebas
inductivas de los teoremas siguientes, los cuales presentan pasos claves para la

induccion para la incrustacion plana de K.

Teorema 3.6.2 (Tutte, 1960). Cualquier grafo plano 3-conexo es una

incrustacion plana de tal manera que cada region delimitada es convexa.

Teorema 3.6.3 (Fary, 1948). Cualquier grafo plano 3-conexo tiene una

incrustacion plana tal que cada arista es un segmento de linea recta.

Es evidente a partir del Teorema 2.1.1 que el teorema de Tutte's no es valido para
grafos planos /-conexo. Ademas, no se mantiene incluso para grafos planos 2-conexo.
Por otro lado, el teorema de Fary's se cumple para todos los grafos planos, como

veremos mas adelante.

Hay otra observacion que vale la pena hacer sobre la prueba del Teorema de

Kuratowski’s en el caso 3-conexo.

Cuando el vértice v' se divide nuevamente en los vértices u y v, realmente no

existe eleccion de como la incrustacion resultante es en u y v.
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Por lo tanto, no hay solamente una forma de incrustar G en el plano. Pero

basicamente de una manera, nos referimos a un homeomorfismo de parejas.

Cualquiera que esté familiarizado tanto con la prueba Thomassen's y el concepto
de unicidad reconocerd que la prueba Thomassen's y el teorema de Kuratowski's pueden
adaptarse para probar el siguiente resultado de Whitney, una vez mas utilizando una

induccion sobre la base de K ..

Teorema 3.6.4 (Whitney, 1933). Existe una unica forma de incrustar un grafo

plano 3-conexo en el plano.

3.7 GRAFOS QUE NO SON 3-CONEXOS

El siguiente teorema es una herramienta basica para deducir resultados sobre grafos

planos que no son 3-conexo.

Teorema 3.7.1. Sean H y K grafos planos. Entonces el grafo obtenido mediante
la fusion de H y K, ya sea en un solo vértice v 0 a lo largo de una unica arista e es

plano.

Prueba. Si los grafos H y K son incrustacion disjuntos en el plano como en la
figura 3.7, de manera que ambas copias del vértice v 6 de la arista e que se encuentran

en la region exterior, seria facil de construir una incrustacion plana de la fusion.
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Para obtener una fusion de vértice, simplemente se tira de cada copia del vértice
v se separan del resto del grafo H 6 K, por un camino sin tocar el resto de su grafo

correspondiente, mientras se arrastra a lo largo de las aristas incidencia en v.

Para obtener una arista fusion, hay un paso preliminar topoldgicamente
reduciendo todas las copias de e hasta que sea poco mayor que un vértice, después del

cual se hace al igual separandolo de un vértice.

Para conseguir copias respectivas de v 6 e a la region exterior, dado que H'y K se
incrustan primero en distintas copias de la 2-esfera, y seleccionando en cada copia una
region que contiene v 6 e en su limite. A continuacion, elimine el interior de un disco

cerrado de ambas regiones seleccionadas.

Figura 3.7 Dos fusiones incrustadas planas.

Entonces se pegan ambas superficies resultantes conjuntamente al identificar los
limites de los discos eliminados, formando de este modo una nueva 2-esfera, en el que el
grafo H y K estan incrustadas de manera que ambas copias de v 6 e se encuentran en el

limite de la misma region. ///
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El Teorema 3.7.1. Conduce directamente a una demostracion del teorema de
Kuratowski's de todos los grafos, 3-conexo o no, a partir del Teorema 3.6.1, para grafos
3-conexos. La demostracion del Teorema 3.7.1 causa estragos en los segmentos de

lineas rectas. Por consiguiente, tomamos un camino diferente, de la siguiente manera.

Si un grafo no contiene homeomorfismo de K5 o K3 3, y no es 3-conexo, entonces

le sumamos tantas aristas al grafo como sea posible sin generar K5 6 K3 3.

Si las aristas adicionales hacen que el grafo resultante sea 3-conexo, el teorema
de Kuratowski's y el teorema de Fary's se mantendran para el grafo original, debido a

que es un subgrafo de un grafo 3-conexo. El teorema siguiente es lo que se necesita.

Teorema 3.7.2. Sea G un grafo que no contiene homeomorfismo de Ks 6 Kj3
tal que la adicion de cualquier arista G crea dicha homeomorfismo. Entonces G es

3-conexo.

Prueba. La prueba es por induccion sobre el nimero n de vértices de G. Como un
paso basico, se observa que el teorema es verdadero para n = 5, ya que K5 — e es

3-conexo.

Supongamos ahora que el teorema es verdadero para todos los grafos con menos
de n vértices, donde n > 5, y suponemos que el grafo G tiene n vértices.
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Supongamos, a modo de contradiccion, que G es sélo 2-conexo, por lo que es la
fusion de los grafos H y K en dos vértices u y v. Afirmamos que los vértices u y v son

adyacentes en el grafo G.

Supongamos que no. Entonces el grafo H' se obtiene a partir de H mediante la
adicion de una arista e desde u hasta v aiin no contendrd un homeomorfismo de Kz 6
K3 3, ya que cualquier homeomorfismo estaria contenido en G (con un camino a través

de K desempeiiando el papel de la arista e).

También, la adicion de cualquiera de las aristas de H' creara un homografo de Kg
0 K33 en el grafo G original; ya que el homeomorfo no puede ser inconexo por la

eliminacion de los vértices u y v, que es homeomorfo debera contener en H' también.

Asi por induccion, H' es 3-conexo y por lo tanto plano. Del mismo modo, el
grafo K obtenido mediante la adicion de una arista e desde u hasta v es 3-conexo y plano.

La fusion de H'y K" a lo largo de la arista e entonces es un plano por el Teorema 3.7.1.

En particular, que la fusién no contiene homeomorfismo de Ks 6 K33. Esto

contradice la maximalidad del grafo G original, ya que la fusion de H' y K’ a lo largo de

la arista e es simplemente G con la arista e afiadida.
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Por lo tanto, suponemos que la fusion del grafo H 'y K a lo largo de la arista e, y
que comparten H y K la propiedad de maximalidad misma de G con respecto al

homeomorfismo de K5 y Kj 3.

En la hipotesis de induccion, el grafo H y K son 3-conexo, y por lo tanto, plana.

Por el Teorema 3.7.1, el grafo G es plano.

De ello se deduce que, en cualquier incrustacion plana de G, H, 6 K no puede

existir regiones con cuatro o mas lados.

Caso contrario una arista diagonal a través de la region se podria afiadir, creando
un grafo plano con una arista mas, lo que contradice la maximalidad del grafo dado (hay
un pequeflo problema si los vértices que quieran unirse por una diagonal ya estan unidos

por una arista en otra parte de la incrustacion ).

Dado que los grafos que se estan tratando no tienen lazos o aristas multiples,

cada region debe tener tres lados. Por la ecuaciéon de Euler's se deduce que

#E = 3 x #V - 6 parael conjunto de aristas y vértices de alguno de los grafos G, H
y K.
Pero dado que G es la fusion de H'y K a lo largo de una sola arista.

BV (G) = #V(H) + #V(K)-2 y #E(G) = #E(H) + #E (K) - 1;
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Por lo tanto

#E(G) = #E(H) + E (K)- 1
= 3#V(H)-6 + 3#V (K)- 6
= 3#V (H) + 3#V (K)- 13

3HVH) + #V (K)-2)-7 #3#V (G)-7

Lo cual es una contradiccion.

Se concluye que G no puede ser la fusion de dos grafos H y K en dos vértices

Un argumento similar se aplica, pero mas facil si G es /-conexo, pero no 2-conexo. ///

Corolario 3.7.3: El teorema de Kuratowski's y el teorema de Fary's son para

grafos que no sean 3-conexo.

3.8 ALGORITMO

El nimero de pasos requeridos por la esfericidad de Naive (o Planaridad) el

algoritmo propuesto en la capitulo 3, es una funciéon exponencial del nimero n de

vértices de un grafo G.
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Dado que el disefio de Thomassen para una demostracion del teorema de
Kuratowski's conduce a un algoritmo cuyo tiempo de ejecucion es una funcion

polindmica de 7.

En primer lugar, suponemos que el grafo G a analizar es 3-conexo. En ese caso,
segun el Teorema 2.2.1, existe una arista e de tal manera que la contraccion de G en e se
obtiene un grafo 3-conexo. Este paso se repite para el nuevo grafo que sea 3-conexo, y

reiterado hasta que un grafo de 4-vértices se obtenga.

Analisis de Tiempo de ejecucion: Se necesita n - 4 aristas, contracciones de convertir

un grafo de n vértices en un grafo de 4-vértices.

Supongamos que antes de cada contraccion de aristas, consideramos necesario
hacer una blisqueda exhaustiva sobre todas las aristas antes de encontrarnos con una

contraccion de tal manera que se preserve 3-conexo.

Dado que el grafo G original tiene n vértices, el nimero de sus aristas no puede

exceder de (n? - n) / 2. En efecto, si G tiene mas de 3n - 6 aristas, entonces G no es

planar.

El numero de pasos necesarios para construir el grafo que resultaria de
contraccion es, el peor de los casos, del mismo orden de magnitud como el tamafio del

grafo mismo.
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Ingenuamente, se podria pensar en la eliminacion de cada subconjunto
2-vértice posible y comprobar si el resultado es conexo. Sin embargo, los tnicos dos
vértices subconjuntos que deben ser comprobados son los que contienen el nuevo vértice

a la que la arista e se contrajo.

El tiempo necesario para comprobar si el resultado de la eliminacion de tal
subconjunto 2-vértice es conexo es a lo sumo lineal en 7, si se utiliza una busqueda en

profundidad para comprobar la conexion.

Asi, el numero total de pasos necesarios para contraer iterativamente el grafo
original G hasta un grafo 4-vértice, en el peor de los casos, el orden de magnitud del
polinomio es:

(n-4)*(3n-6) *n xn

En otras palabras, el niimero de pasos requeridos para arista-contraccion es parte

del algoritmo, es a lo sumo de orden cuatro al numero de vértices.

Por supuesto, ya que el grafo completo K, es el Unico grafo 3-comexo de
4-vertice, debe ser el grafo que en ultima instancia se obtenga a partir de la secuencia de
las contracciones. En este punto, se incrusta K, en el plano, y de forma iterativa revertir
cada una de las contracciones, o bien hasta que cierta reversion que se obtiene sea una
copia de un grafo de Kuratowski's, o hasta que tengamos una incrustacion plana del
grafo original G en el plano.
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En cada contraccion inversa, cuando un vértice v' se divide de nuevo en dos

vértices u y v, el ciclo C de vértices adyacentes a v’ se verifica por los siguientes:

1) Tres vértices del ciclo C adyacente a u y v.
2) Cuatro vértices del ciclo C dispuestos de manera que cuando C es recorrida, los

adyacentes a u se alternan con los adyacentes a v.

Los incisos 1 y 2 conducen a un homeomorfismo de K5 y Kj 3, respectivamente.
Si ninguno de los patrones es encontrado, entonces de nuevo v divide a u y v esto

conduce inmediatamente a una incrustacion plana del grafo resultante.

3.9 OTROS CRITERIOS DE PLANARIDAD

Existen muchos otros, criterio de Planicidad ademas de los criterios de Kuratowski's.
Se dan dos criterios més que se deben a los matematicos mas famosos por su trabajo en
la topologia y el algebra, Whitney y MacLane. Aunque de estos criterios no son
especialmente Utiles, que tienen que ver con las aplicaciones distinguidas de dualidad y

la estructura del ciclo de un grafo.

Consideremos el doble grafo G* para una incrustacion plana del grafo G. Cada ciclo
C del grafo G separa las regiones de la incrustacion en dos colecciones: aquellos dentro

del ciclo y fuera del ciclo.
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En cuanto el doble grafo, la coleccion C* de aristas dobles para aquellos en ciclo
C, cuando se elimina del grafo G, separando G* en dos partes disjuntas tales que cada
arista en C* va de una parte a la otra. En general, tal coleccion de aristas se denomina

enlace. Ninguna de las dos partes se requiere que sea conexa.

Es un poco dificil de ver, pero sigue siendo cierto que, por el contrario, todos los
enlace de G* corresponde a un ciclo de G. Lo mas sorprendente es que esta relacion

entre un grafo y uno de sus planos duales caracteriza la Planaridad.

Teorema 3.9.1 (Whitney, 1932). Un grafo G 2-conexo es plano si y solo si existe

un grafo G* cuyas aristas son uno a uno con las de G tal que los ciclos de G

corresponden a enlaces en G*.

Teorema 3.9.2 (Mac Lane, 1937). Un grafo 2-conexo es plano si y solo si tiene

2-bases.
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CAPITULO 4

APLICACIONES



4 APLICACIONES

4.1 CONCEPTOS TOPOLOGICOS BASICOS

En esta seccion se revisaran brevemente algunas definiciones topoldgicas basicas
y hechos necesarios para uso posterior. Todos estos hechos tienen (por ahora) pruebas
sencillas y conocidas. Dado que estas pruebas no contienen la teoria de grafos, no se
repetirdn, nuestro objetivo es recoger con precision los hechos topoldgicos que
necesitamos, que no requieren pruebas, porque nuestro objetivo por hoy es la teoria de
grafos. Por lo que el material que se presenta ahora ayudara a mantener argumentos

elementales topoldgicos en aquellas pruebas al minimo.

Un segmento de linea recta en el plano euclidiano es un subconjunto de R? que

tiene la forma de {p + 1(q —p)/0 < A < 1} puntos distintos p, g € R?.

Definicién 4.1.1. Un poligono es un subconjunto de R?, que es la union de un
namero finito de segmentos de linea recta y es homeomorfo al circulo unidad. Aqui,
como mas adelante, cualquier subconjunto de un espacio topoldgico se asume que

Ilevan la topologia del subespacio.
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Definicion 4.1.2. Un arco poligonal es un subconjunto de R, que es la union de
un numero finito de segmentos de linea recta y es homeomorfa a la unidad del intervalo

cerrado [0, 1].

Las imagenes de O y de 1 en un homeomorfismo son los extremos de este arco

poligonal, lo que les une y se extiende entre ellos.

En lugar de arco poligonal simplemente se dird arco. Si P es un arco entre x e y,

se denota el conjunto de puntos P \ {x,y}, el interior de P, por P°.

Sea 0 < R? un conjunto abierto. Siendo unidos por un arco en O se define una
relacion de equivalencia en O. Las clases de equivalencia correspondientes son de nuevo
abiertas, que son las regiones de O. Un conjunto cerrado 0 € R? se dice que separar O
si 0\ X tiene mas de una region. La frontera de un conjunto X € R? es el conjunto Y
de todos los puntos y € R? tal que cada vecindad de y cumple tanto X como R? \ X.

Note que si X es abierto entonces su frontera se encuentra en R? \ X.

La frontera de una regién O de R? \ X, donde X es una union finita de puntos y
arcos, tiene dos propiedades importantes. La primera es la accesibilidad: si x se
encuentra en la frontera de O, entonces x se puede vincular a un cierto punto en O por un
segmento de linea recta cuyo interior se encuentra totalmente dentro O.
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En consecuencia, dos puntos cualesquiera de la frontera de O se pueden enlazar
por un arco cuyo interior se encuentra en O. La segunda caracteristica notable de la

frontera de O es que separa O del resto de R?.

En efecto, si ¢ : [0,1] - P € R? es continua, con ¢ (0)eO y ¢ (1) € 0,
entonces P cumple con la frontera de O por lo menos en el punto ¢ (y) para

y =inf {x /p(x) & 0} el primer punto de P en R? \ 0.

Teorema 4.1.3. (Teorema de la curva de Jordan para poligonos). Cada poligono
P < RZ, el conjunto P tiene exactamente dos regiones, de las cuales una exactamente

esta acotada. Cada una de las dos regiones tiene el poligono P entero como su frontera.

Lema 4.1.4. Sea X, ,X, S R? conjuntos disjuntos, cada uno de la unién de un
numero finito de puntos y arcos, y sea P un arco entre un punto en X; y uno de X, cuyo
interior es P° se encuentra en una region O de R?\ (X; U X,). Entonces O \ P° es

unaregionde R?\ (X; UP UX,). (Véase figura4.1)

o ;
- o
_— P -
-
o

. O .
)i 1 }i 2

Figura 4.1. P no separa la region O de R?\ (X; U X,).
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Como es usual, se denota por S™ la esfera n-dimensional, el conjunto de puntos
en R™*1 a distancia 1 del origen. La 2-esfera menos su polo norte (0, 0, 1) es
homeomorfo al plano, vamos a elegir un homomorfismo fijo tal
m: 52\ {(0,0,1)} » R% Si P € R? es un poligono y O es la regiéon limitada de
R2\ P, llamémosle C = =~1(P) un circulo en S2, y los conjuntos 7~ 1(0) vy

S§2\ =1 (P U 0) de las regiones de C.

4.2 GRAFOS PLANARES

Un grafo plano (V, E) define un grafo G en V de una manera natural. Siempre y
cuando no pueda haber confusién, vamos a utilizar el nombre de G de este grafo

abstracto también para el grafo plano (V, E), o para el conjunto de puntos V U UE.

Un grafo se dice que es incrustable en el plano, o planar, si se puede dibujar en
el plano de manera que sus aristas se cruzan s6lo en los extremos. Tal dibujo de un grafo
plano G se denomina incrustacion plana de G. Una incrustacion planar G de G en si
puede considerarse como un grafo isomorfo a G; el conjunto de vértices de G es el
conjunto de puntos que representan los vértices de G, el conjunto de aristas de G es el
conjunto de lineas que representan las aristas de G, y un vértice de G es incidente con

todas las aristas de G que lo contienen.
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Por lo tanto, algunas veces nos referimos a una incrustacion plana de un grafo
plano como un grafo plano. La Figura 4.2 b muestra una incrustacion planar del grafo

plano en la Figura 4.2 a.

(a) (b)

Figura 4.2 (a) Un grafo G plano; (b) una incrustacién plana de G.

Es claro que la definicién anterior que en el estudio de los grafos planares

implica necesariamente la topologia en el plano.

Los resultados de la topologia que son especialmente relevantes en el estudio de
los grafos planares son los que se relacionan con la curva de Jordan. (La curva de Jordan

es continua sin auto-interseccion, cuyo origen y extremo coinciden.).

La unién de las aristas en un ciclo de un grafo plano constituye una curva de
Jordan; esta es la razén por la que las propiedades de las curvas de Jordan entran en
juego en la teoria de grafo plano. Vamos a recordar un conocido teorema acerca de la

curva de Jordan y lo utilizan para demostrar la no planaridad de K.
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Sea J una curva de Jordan en el plano. Entonces el resto del plano se divide en
dos conjuntos disjuntos abierto llamado el interior y el exterior de J. Denotaremos el
interior y el exterior de J, respectivamente, por int J y ext J, y su clausura por Int J vy
Ext J. Es evidente IntJ nExt] =]. El teorema de la curva de Jordan afirma que
cualquier linea que une un punto en int J a un punto en ext J debe satisfacer J en algln
punto (vease figura 4.3). A un que este teorema intuitivamente es obvio la demostracion

formal es un poco dificil y no se considera en este trabajo.

ext J

Figura 4.3 Curva de Jordan.

Definicion 4.2.1. Una curva diferenciable en R? es una curva de Jordan si puede
deformarse (sin romperse) hasta convertirla en una circunferencia (es decir, si es cerrada

y simple)

Teorema 4.2.2. (Teorema de la curva de Jordan) Dada una curva de Jordan J,
cualquier linea que una un punto de int J con un punto de ext J debe cortar a J en al

menos un punto. (Ver Figura 4.4)
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Figura 4.4 Lalinea | corta a J en un punto.

Teorema 4.2.3 Ks es no planar.

Prueba. La prueba se realiza por contradiccion asi que, supongamos que existe
un grafo plano G correspondiente a Ks. Se denota los vértices de G por
V1,Vq, V3,V ¥ Vs . Puesto que G es completo, cualquiera par de vértices de G que estan
unidos por una arista. Asi, consideremos el ciclo C = v,v,v3v,; que es una curva de

Jordan en el plano, y el punto v, debe estar en el int C oen el ext C.

Supongamos que v, € int C. (El caso donde v, € int C puede ser analizado de
una manera similar). Entonces las aristas v,v,,v,v, Y v,v5 dividen el int C en las tres
regiones int C;, int C, y int C5, donde C; = v;v,v,vq, Cy = v,V,V3V,, C3 = V3V,Vy V3

(vease Figura 4.5).
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ext C

V3
Figura4.5Siv, € int C

Ahora v pertenece a una de las cuatro regiones ext C, int C4, int C,, y int C5. Si
vs € ext C entonces, dado que v, € int C, a partir del teorema de la curva de Jordan, la
arista v,vs se cortan con C en algln punto. Pero esto contradice la suposicion de que G
es un grafo plano. En los casos v € int C;, coni = 1,2,3, se puede analizar de la misma

manera. Por lo tanto Kz no es planar ///

Teorema 4.2.4. K3 3 es no planar.

Prueba. Por contradiccion. Supongamos que existe un grafo plano G que se
corresponde con una representacion planar de K33. Se denotan los vértices de G por
V1, Vy, VU3, Vs, Vs Y Ug. Como G es bipartito completo, podemos suponer que
({vy1, v3, 5}, {v,, V4, V6 }) €5 la particion de su conjunto de vértices y los veértices del

primer conjunto estan unidos a cualquier otro del segundo conjunto y viceversa.
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Asi, se puede considerar el ciclo C formado por los vértices vy, v,, v3 y v, €n
este orden, C = v,v,v3v,v, abusando de la notacién. C es una curva de Jordan en el

plano. El vértice vs, al no estar en el ciclo C, pertenece o bien a int C o bien a ext C.

Supongamos que vs € int C. En este caso, las aristas vsv, y vsv, dividen int C
en dos regiones int C4, int C5, donde C; = v,v30,05v, Y C3 = V10,UsV,0; .

(Ver Figura 4.6).

Figura 4.6 Sivs € int C

Ahora v, pertenece a una de las 3 regiones siguientes: ext C, int C,o int Cs. Si
Ve € int C entonces, por el Teorema de la curva de Jordan, la arista vovs Se corta con C
en algin punto, hecho que contradice la suposicion de que G es un grafo plano. En los
casos vg € int C;, coni = 1,3, la arista vgv; une v, que esta en int C;, con el vértice v;
que, por construccion, no esta ni en C; ni en int C;. La arista vgv;, por tanto, debe pasar
por dos regiones diferentes, obligando a que dicha arista corte a alguna otra arista y
Ilegando a contradiccion con la suposicion de que G es un grafo plano. ///
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Todo grafo no planar contiene una subdivision de K5 0 K 3. El concepto de una
incrustacion plana se extiende a otra superficie. Un grafo G se dice que es incrustable en
una superficie S si se puede dibujar en S de manera que sus aristas se cruzan solo en sus

extremos; como un dibujo (si existe) se llama una incrustacion de G en S.

La figura 4.7 a muestra una incrustacion de Kg en el toro, y la figura 4.7 b

muestra la incrustacion de K3 5 en la banda de Moebius.

P S
oimn
A Y
R Q
s P

(a) (b)

Figure 4.7 (a) Una inmersion de K en el toro; (b) una incrustacion de K3 3 en la banda

de Moebius.

Teorema 4.2.5. Un grafo G es incrustable en el plano si y sélo si es incrustable

en la esfera.

Prueba. Supongamos que G tiene una incrustacion de G sobre la esfera. Elige un

punto z que no pertenece a la esfera en G. Entonces la imagen de G bajo la proyeccion
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estereografica de z es una incrustacion de G en el plano. Lo contrario se prueba de

manera similar. ///

Lema 4.2.6. Sea G un grafo plano y e una arista de G.

I.  SiXeslafrontera de una cara de G, entoncesseae S X0X Nne’ =0 .
Il.  Sie seencuentra en un ciclode C S G, entonces e se encuentra en la frontera
de exactamente dos caras de G, y éstas estan contenidas en caras distintas de C.
I1l.  Si e no esta en ningun ciclo, entonces e encuentra en la frontera de exactamente

una cara de G.

Prueba. Probamos las tres afirmaciones juntas. Vamos a empezar por considerar un
punto x, € e°. Se demuestra que x, se encuentra en la frontera ya sea exactamente en
dos caras 0 una exactamente, a medida que e se encuentra en un ciclo de G o no. Luego
mostrar que todos los demds puntos en e° se encuentra en la frontera exactamente con

los mismas caras como x,.

Entonces los puntos finales de e también se encuentran en la frontera de estas caras,
simplemente porque cada vecindad de un extremo de e es también la vecindad de un
punto interior de e. G es la unién de un numero finito de segmentos de lineas rectas, se

puede suponer que cualesquiera dos de ellos se cruzan a lo sumo en un punto.
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Alrededor de cada punto x, € e° se puede encontrar un disco abierto D,., con centro
X que cumple Unicamente con aquellos (uno o dos) segmentos de linea recta que

contienen a x. Seleccionemos un punto x, interior de un segmento de linea recta S < e.

Entonces D, NG =D, NS, para D, \G es la unién de dos abiertos
medios-discos. Dado que estos medios-discos no cumplen con G, cada uno de ellos se
encuentra en una cara de G. Denotemos estas caras por f; Yy f5, son las Unicas caras de G

con x, en su frontera, y es posible que coincidan. (\VVéase figura 4.8)

Figura 4.8 Caras f1, f, de G.

Si e se encuentra en un ciclo C < G, entonces D,,, cumple con las dos caras de C
(Teorema 4.1.3). Las caras f;, f, de G, por lo tanto contienen, caras distintas de C dado

que C < G, cada cara de G es un subconjunto de una cara de C y en particular f; # f, .

Si e no se encuentra en cualquier ciclo, entonces e es un puente y por lo tanto
enlaza dos conjuntos de puntos disjuntos X;, X, con X; UX, = G \ e’. Claramente,

fiUe’ U f, esel subconjunto de una caraf de G — e.
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Por el Lema 4.1.4, f \ e°es una cara de G. Pero f \ e° contiene f; Yy f,, por

definicién de f, por lo que f; = f \ e° = f;, puesto f;, f> y f son todas las caras de G.

Consideremos ahora cualquier otro punto x; € e°. Sea P el arco de x, a x;
contenido en e. Como P es compacto, un numero finito de los discos de D, con x € P
cubierto por P. Vamos a enumerar estos discos como D, ..., D, en el orden natural
de sus centros a lo largo de P; afiadiendo D, 0 D, en caso necesario, se puede suponer
que Dy = D, y D, = D,,. Por induccion sobre n, facilmente se puede demostrar que
cada punto y € D,, \ e° puede ser unido por un arco en el interior de (D, U ...U D,;)) \ e

para un punto z € Dy \ e. (Fig. 4.9).

Figura 4.9. Un arco desde y a D, cerrado en P.

Entonces y y z son equivalentes en R? \ G. Por lo tanto, cada punto de D, \ e se
encuentra en f; o f5, por lo que x; no puede estar en la frontera de cualquier otra cara de

G. Dado que los dos medio-discos de D, \ e pueden estar vinculados a D,, \ e de esta
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manera (al intercambiar las funciones de D, y D,,), Se encuentra que x; Se encuentra en

la frontera de ambas f, y f,. /l/

Proposicion 4.2.7. Un grafo es 2-conexo si y sélo si puede ser construido a
partir de un ciclo por la adicion sucesiva de H-caminos a los grafos de H ya

construidos.

Figura 4.10 La construccion de Grafo 2-conexo.

Prueba. Es evidente que para cada grafo construido como se describe es
2-conexo. Reciprocamente, sea G un grafo 2-conexo. Entonces G contiene un ciclo, y
por lo tanto cuenta con un subgrafo H méaximo construible. Para cualquier arista
xy € E(G) \ E(H) con x,y € H define un H-camino, donde H es un subgrafo inducido
de G. Asi si H # G, entonces por conexidad de G hay una aristavwconve G —H Yy

w € H. Como G es 2-conexo, G — w contiene v — H camino P.

93



Entonces wvP es un H-camino en G, y H U wvP es un subgrafo construible de G

mas grande que H. Esto contradice la maximalidad de H. ///

Lema 4.2.8. Si G es 3-conexo y |G| > 4, entonces G tiene una arista e tal que G / e es

nuevamente 3-conexo.

Prueba. Supongamos que no hay tal arista e. Entonces, para cada arista xy € G,

el grafo G / xy contiene un conjunto S de separacion de no mas de 2 vértices.

Puesto que k(G) = 3, el vértice contraido v,, de G /xy , se encuentraen Sy
|S| = 2, i.e. G tiene un vértice z ¢ {x, y} tal que {vxy,z} separan G / xy. Entonces para
cualquier par de vértices separados por {vxy,z} en G /xy se separan en G por

T = {x,y, z}. Puesto que ningin subconjunto propio de T separa a G, cada vértice en T

tiene una vecindad en cada componente Cde G — T.

Elegimos la arista xy, y el vértice z, y el componente C de manera que |C| es tan

pequefio como sea posible, y elegir una vecindad v de z en C. (véase figura 4.11).
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Figura 4.11 La separacion de los vértices.

Por hipétesis, G / zv no es nuevamente 3-conexo, por lo que de nuevo hay un
vértice w tal que {z, v, w} separan G, y como antes de cualquier vértice en {z, v, w} tiene
un vecindad en todos los componentes de G — {z,v,w}. Como X e y son adyacentes,
G — {z,v,w} tiene un componente D tal que D n {x,y} = ¢. Entonces, cada vecindad
de v en D se encuentra en C (puesto v € C), de forma que D N C # ¢ y por lo tanto

D % C por la eleccion de D. Lo cual contradice la seleccion de xy, z en C. ///
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