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INTRODUCCION

En este trabajo de graduacion se proyecta estudiar dos teoremas de gran importancia en
Algebra Abstracta y a la vez uno de ellos, que es una generalizacion del otro,

interrelaciona esta area con la Geometria Proyectiva.

Desde hace siglos hasta nuestros dias mediante la abstraccion y el uso de la Idgica en el
razonamiento, las matemaéticas han evolucionado y se han dividido en distintas ramas.
Por ejemplo, el estudio de la estructura comienza al considerar las diferentes
propiedades de los nimeros inicialmente los nimeros naturales, las reglas que dirigen
las operaciones aritméticas se estudian en el Algebra Elemental, la investigacion de
métodos para resolver ecuaciones lleva al campo del Algebra Abstracta y el estudio del

espacio origina la Geometria.

Estas ramas de las matematicas estdn muy interrelacionadas, en este trabajo se
mostrard la interrelacion que hay entre dos ramas muy importantes, el Algebra
Abstracta y la Geometria Proyectiva, estudiando el Teorema de Wedderburn y el
Teorema de Artin-Zorn; en donde la Teoria de Grupos, Teoria de Anillos y Teoria de
Campos es necesaria para la demostracion del Teorema de Wedderburn y relacionando
ésta teoria con la Teoria de Anillos Alternativos se demuestra el teorema de Artin-Zorn,

que es una generalizacion del teorema anterior.



En el Capitulo I, se enunciaran definiciones y algunos teoremas basicos de la Teoria de
Grupos, Teoria de Anillos y Teoria de Campos que seran referidos en el desarrollo de
los capitulos posteriores, permitiendo de esta forma al lector familiarizarse con los
términos y la notacion que serd utilizada, sobre todo en la demostracion del primer

teorema (Teorema de Wedderburn).

En el Capitulo II, se desarrollara la teoria correspondiente a Planos Proyectivos y
Anillos Alternativos. Cabe sefialar que este capitulo es base para la demostracion del

segundo teorema (Teorema de Artin-Zorn).

Finalmente el Capitulo Ill, se centrard en las demostraciones de ElI Teorema de
Wedderburn y EI Teorema de Artin-Zorn. Es importante sefialar que los teoremas no
tienen demostraciones Unicas, y por tanto las que se consideran en este trabajo son unas

de las diversas pruebas dadas.



NOTAS HISTORICAS

Algebra Abstracta

Uno de los campos més desarrollados en el siglo XIX fue el Algebra Abstracta, y una de
las grandes creaciones del algebra fue la Teoria de Grupos, donde la figura principal es

la del francés Evariste Galois (1811-1832).

Otro aporte de Galois, fue el descubrimiento de los campos finitos, campos con un
namero finito de elementos, en honor a él, el campo finito con p” elementos es con

frecuencia llamado el campo de Galois y es denotado por GF (p™).
Geometria Proyectiva

Un campo de la geometria que también posee importancia es el estudio de las
propiedades proyectivas de las figuras, lo que se suele Ilamar como la Geometria

Proyectiva.
Algebray Geometria

Uno de los primeros mateméticos en descubrir el hecho que relaciona el Algebra
Abstracta con la Geometria Proyectiva, fue Klein quien responde a la pregunta ¢Qué es
la Geometria?, introduciendo en la Geometria un nuevo concepto de caracter algebraico:

el concepto de grupo.



Cabe mencionar que, dado que, la mayoria de personas estd familiarizada con las
operaciones numeéricas, les resulta dificil imaginar que puedan operarse puntos, rectas,

etc.

Joseph MacLagan Wedderburny ElI Teorema de Wedderburn

Uno de los algebristas mas importantes de la historia es el matemético escocés Joseph
Henry MacLagan Wedderburn (2 de febrero de 1882 - 9 de octubre de 1948). Publico
alrededor de 40 libros y articulos, haciendo importantes avances en la teoria de anillos,

algebras y teoria matricial.

Entre sus principales resultados estdn una parte del conocido “Teorema de Wedderburn-
Artin” acerca de algebras semi-simples, el “Teorema principal de Wedderburn” que nos
dice que si R es una k-algebra de dimension finita con k un campo perfecto entonces
R = S®rad(R) como S — S — bimddulos y S una k—algebra semisimple, y “El Teorema
de Wedderburn” en anillos de division, el cual también puede ser encontrado con el
nombre de “Teorema Pequeno de Wedderburn”. El Teorema de Wedderburn de 1905,
establece que todo anillo de division finito es un campo finito; a primera vista es curioso
que la finitud y la posibilidad de dividir por elementos distintos de cero impliquen que la
multiplicacion del anillo sea conmutativa.

En el famoso articulo de Wedderburn “un teorema en algebra finita” del afio 1905,
Wedderburn primero establecio su teorema, ahora considerado un clasico que cualquier

anillo de division finito es conmutativo, esto es, un campo finito.



El teorema interrelaciona dos cosas aparentemente no relacionadas, a saber: el nimero
de elementos en unos ciertos sistemas algebraicos y la multiplicacion de esos sistemas.
Wedderburn dio tres pruebas diferentes de este bonito teorema que ha sido aprobado por
muchas personas usando variedad de diferentes ideas. Mas pruebas fueron dadas mas

tarde por Emil Artin, Hans Zassenhaus, Nicolas Bourbaki y muchos otros.

Ernest Witt en 1931 dio la mejor prueba, la cual es de hecho una version simplificada de
la primera prueba ofrecida por Wedderburn. En su prueba Witt usa Teoria de Grupo,

numeros complejos y alguna teoria basica de nimero.

En el libro Topics in Algebra de Herstein, se presentan dos pruebas: una se sigue
esencialmente de la prueba de Witt mientras que la segunda es de una naturaleza mucho
méas algebraica y viene a ser técnicamente mas compleja. Existen, por supuesto,
numerosas otras pruebas disponibles en la literatura. Algunas, obtenidas del teorema por
una aplicacion de teoria de algebra simple y el famoso teorema de Skolem-Noether entre

otros basados casi en la Teoria de Grupo.

Aparte de su belleza intrinseca el resultado ha sido muy importante y Gtil ya que surge
en muchos contextos. Para los algebristas el Teorema de Wedderburn ha servido como
un punto de partida para una larga area de investigacion, en 1940 y 1950 se interesaron

por los anillos de conmutatividad.
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Emil Artiny sus aportes al Algebra Abstracta

Emil Artin (3 de marzo de 1898 - 20 de diciembre de 1962), fue un matematico austriaco
nacido en Viena que inicid su carrera en Alemania, en la Universidad de Gotinga y en

1923 se mudo a la universidad de Hamburgo.

Fue uno de los mejores algebristas del siglo, con una influencia mas importante de lo
que podemos creer. Trabajo en la teoria de nimeros, contribuyd a la teoria algebraica de

los anillos asociativos y los nimeros hipercomplejos.

Su actividad cientifica se centr6 de forma particular en la aritmética analitica y tedrica
de los campos de numeros cuadraticos. En 1944 descubrié anillos de condiciones
minimas para ideales, los Ilamados en su honor anillos de Artin. Sus aportaciones
matematicas se hallan expresadas en sus obras Theorie der Gammafunktion (1931),

Galois Theory (1942), Geometric Algebra (1957) y The Collected Papers (1965).
Emil Artin fallecié en 1962, en Hamburgo, Alemania.
Max August Zorn

Max August Zorn nacié el 6 de junio de 1906 en Krefeld, Alemania; murié el 9 de
marzo de 1993 en Bloomington, Indiana, EE.UU. Fue un matematico aleman
nacionalizado estadounidense. Trabajo en los campos de algebra abstracta, teoria de

grupos, teoria de numeros, logica, analisis funcional y analisis numeérico.
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El Teorema de Artin-Zorn

El Teorema de Artin-Zorn es una generalizacion de ElI Teorema de Wedderburn,
nombrado asi después que Emil Artin y Max Zorn establecen que cualquier anillo de
division alternativo finito es necesariamente un campo finito. Fue publicado primero por
Zorn pero su publicacién fue acreditada a Artin.

Como una consecuencia geométrica de ElI Teorema de Artin-Zorn, todo plano de
Moufang finito es el cl&sico plano proyectivo sobre un campo finito. El plano de

Moufang es un plano de traslacion para toda recta.

Por el famoso teorema de Wedderburn que cualquier anillo de division finito es un
campo finito, la prueba del Teorema de Artin-Zorn se reduce a demostrar las leyes

asociativas.



SIMBOLOGIA

GF (p") : Campo de Galois con una potencia de r elementos.
G: Grupo.

H: Subgrupo.

|G|: Orden de un grupo.

(a): Subgrupo generado por a.

(G,"): Grupo con una operacion binaria definida en él.

N,: Normalizador de un elemento en el grupo.

C,: NUmero de elementos conjugados de un elemento en el grupo.
C: Centro de un grupo.

S,: Grupo simétrico.

sig(a): Signatura de una permutacion.

Alt(n): Grupo alternado.

R: Anillo.

(R, +,7): Anillo con dos operaciones definidas en él.

viii



R*: Anillo de division.

Z(R): Centro de un anillo.

N,.: Normalizador de un elemento en el anillo.

F: Campo.

E: Subcampo.

V. Espacio vectorial.

(V, +): Espacio vectorial con una operacion escalar.

[F: E]: Extension del campo F sobre E.

ch(F): Caracteristica de un campo F.

deg(p): Grado de un polinomio.

F[x]: Anillo de polinomio.

@, (x): n-ésimo polinomio ciclotomico.

Z.,: Conjunto de los enteros médulo p.

(+,0): Operacion ternaria.



CAPITULO |

TEORIA DE GRUPOS,
TEORIA DE ANILLOS Y

TEORIA DE CAMPOS



En este primer capitulo se introducen conceptos y terminologia fundamentales, para el
estudio de este trabajo de graduacién. El objetivo principal es tener las herramientas
necesarias para el desarrollo de ElI Teorema de Wedderburn y El Teorema de

Artin-Zorn.

1.1. TEORIA DE GRUPOS

Este apartado estd dedicado a las definiciones preliminares de teoria de grupos

necesarios en este trabajo; se presenta la definicion de grupo y sus propiedades.

En primer lugar introducimos el concepto de mapeo o aplicacion; un mapeo a de un
conjunto S en un conjunto T es una regla que asigna a cada x del conjunto S una Unica y
del conjunto T. Simbdlicamente escribiremos esto empleando cualquiera de las

notaciones: a:x —y 0 y = a(x).

Y también el concepto de operacion binaria que sera util en el desarrollo de este
capitulo; sea S un conjunto y sea S x S el conjunto que denota todos los pares (s,t) con
s €S, t €S. Entonces una aplicacién de S x S sobre S sera llamada una operacion

binariaen S.



Definicion 1.1.1. Grupo

Un conjunto no vacio de elementos G, se dice que forma un grupo si en él esta definida

una operacion binaria, llamada producto y denotada por (-) tal que se cumplen:

1. Ley de cerradura.
Para todo par de elementos a,b de G, el producto a-b = c existe y es un
elemento Unico de G.
2. Ley asociativa.
a-(b-c)=(a-b) c,paratodo a,b,c degG.
3. Existencia de unidad.
Existe unelemento e € Gtalquea-e = e-a = a paratoda a de G.
4. Existencia de inverso.

Para toda a de G existeunelementoa™ de G talquea-a*=al-a=e

En el desarrollo de este trabajo se usara ab en lugar de a - b.

Notacién. Escribimos (G,-) para denotar un grupo G con una operacion binaria definida

en él.

Definicion 1.1.2. Grupo abeliano

Un grupo G que satisface la ley conmutativa a-b = b - a, paratodo par de elementos

a,b de G se dice que es un grupo abeliano o conmutativo.



El nombre de “abeliano” se debe al matematico noruego Niels H. Abel (1802 — 1829)

que contribuyo de manera decisiva a la unificacion de la teoria de grupos.

Definicién 1.1.3. Cuasi grupo

Un cuasi grupo @Q, es un conjunto de elementos en el que esta definida una operacion
binaria de producto ab tal que, en ab = c para cualesquiera dos de a, b, ¢ determina en

forma Unica el tercero como elemento de Q.

Definicion 1.1.4. Lazo

Un lazo es un cuasi grupo Q con una unidad 1 tal que 1-a=a-1 = a, para todo

elemento a de Q.

Definicion 1.1.5. Grupo finito

Un grupo finito es un grupo G que tiene un namero de elementos finito.

Definicién 1.1.6. Orden de un grupo

El orden de un grupo G es su cardinal, es decir, el nimero de sus elementos. El orden de

G es denotado por |G|.


http://es.wikipedia.org/wiki/Conjunto_finito

Definicion 1.1.7. Subgrupo

Un subconjunto no vacio H de un grupo G, se dice que es un subgrupo de G, si H es un

grupo bajo las mismas operaciones en G.

Si G es un grupo, los subgrupos G y {e} se Ilaman los subgrupos triviales de G.

Lema 1.1.1. Un subconjunto no vacio H del grupo G es un subgrupo de G si y solo si
1) a,b € Himplicaque ab € H
2) a€ Himplicaquea e H

Prueba:

=
Si H es un subgrupo de G, entonces (1) y (2) se verifican, porque un subgrupo cumple
las mismas propiedades de un grupo y dentro de las propiedades de grupo estas dos leyes

estan dadas.

p—
Supongamos, reciprocamente, que H es un subconjunto de G para el que se verifican (1)
y (2). Para confirmar que H es un subgrupo todo lo que se necesita verificar es que
e € H y que la ley asociativa se verifica para los elementos de H. Como la ley asociativa
es valida para G, es claro que también es valida para H que es un subconjunto de G. Si
a € H,segin (2) a! € H, luego de acuerdo con (1) setiene e =aa™! € H.

Por tanto, se completa la prueba.



Definicion 1.1.8. Grupo ciclico

Un grupo formado por todas las potencias de un mismo elemento a es llamado grupo

ciclico, es decir, (a) = G, en este caso a se denomina un generador de G.

(a) = {a™ : n € Z} denota el subgrupo generado por a.

Lema 1.1.2. Sea G un grupo abeliano finito con la propiedad de que la relacion x™ =e
se satisface por, a lo mas, n elementos de G, para todo entero n. Entonces G es un grupo

ciclico.
Prueba:

Sea G un grupo abeliano finito con la propiedad de que x™ = e se satisface por, a lo

mas, n elementos de G, para todo entero n.

Si el orden de G es una potencia de algun namero primo g entonces el resultado es muy
sencillo. Supongamos, en efecto, que a € G es un elemento cuyo orden es todo lo
grande que sea posible; su orden debe ser g" para algin entero r. Los elementos
e aa? .., a? ' nos dan q" soluciones distintas de la ecuacién x? = e que, por
hipdtesis, implica que estas son todas las soluciones de la ecuacion. Luego, si b € G, su
orden es q° donde s<r, de donde b? = (hb? )qg"~* =e. Por la observacion

anteriormente hecha, esto obliga a que b = a' para algln i, y por lo tanto G es ciclico.



Teorema 1.1.1. Teorema de Lagrange

Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de G, entonces el orden de H es un divisor

del orden de G.

Prueba:

Suponemos que G es un grupo finito y que H es un subgrupo de él.

Si H = {e} 6 H = G no hay nada que probar.

Suponemos entonces que H # {e} y H # G. Sea H = {h4, ..., h,.} donde r = |H|.

Luego existe un elemento a € G, tal que a ¢ H. Entonces tenemos los siguientes

elementos en G:
hy hy, ... hy
h,a, h,a, ..., h,a

Afirmamos que todos los elementos del segundo renglon son diferentes uno de otro y
también diferente de cualesquiera de los elementos del primer renglon, es decir, hay 2r

elementos distintos.

I.  Si dos cualesquiera del segundo renglon fueran iguales, entonces h;a = h;a con
[ # j, pero de acuerdo con la ley de cancelacion, esto nos llevaria a que h; = h;,

que es una contradiccion.



ii.  Si un elemento del segundo renglon fuera igual a uno del primero, entonces
h;a = h;, entonces multiplicando por h;”! aladerechanosda a = hi"lhj EH

ya que H es un subgrupo de G; luego a € H, pero esto contradice que a & H.

Si esos 2r elementos son todos elementos de G, entonces |G| = 2r = 2|H| y entonces

|H| divide al orden de G.

Si por el contrario, hay més de 2r elementos en G, continuamos el proceso y tendremos
que existe un elemento b € G, que no aparece en ninguno de los dos renglones.

Consideremos la nueva lista de elementos en G
hy hy, ... hy
h,a, h,a, ..., h,a

hib, hyb, ..., h,.b
Como antes, poco mas 0 menos, podriamos mostrar que no hay en el tercer renglén dos
elementos iguales y que ningin elemento del tercer renglon aparece en ninguno de los
dos primeros. Tenemos, pues, en nuestra lista 3|H| elementos. Continuando en esta
forma, cada nuevo elemento introducido da lugar a |H| nuevos elementos. Como G es un
grupo finito, terminaremos por agotar todos los elementos de G. Pero si terminamos
usando k renglones para enumerar todos los elementos del grupo, habremos enumerado
k|H| elementos distintos, de donde |G| = k|H]|, por lo tanto el orden de H divide al

orden de G.



Definicion 1.1.9. Orden de un elemento

Sea G un grupo, a € G, llamaremos orden del elemento a, al menor entero n positivo tal

que a™ = e, donde e es el elemento identidad de G.

Usamos la notacion |a| para indicar el orden de a. Si ese entero no existe, diremos que

a tiene orden infinito.

Corolario. 1.1.1. Si G es un grupo finito y a € G, entonces el orden de a divide al orden

de G.

Prueba:

Sea a € G y consideremos el subgrupo ciclico generado por a, H = (a) el cual consiste

en los elementos a® = e, a, a?, ...,a™" 1, donde a™ = e.

Es claro entonces que n = |H| y ademéas n = |a].

De acuerdo al Teorema 1.1.1, tendremos que el orden de H divide al orden de G.

Luego, |a| divide a |G].
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Corolario 1.1.2. Si G es un grupo finito y a € G, entonces al¢! = e.
Prueba:
De acuerdo con el corolario 1.1.1, |a]| divide a |G|; luego |G| = |a|m para algin m € Z.

Por tanto,

alél = glalm

- (a)"

Corolario 1.1.3. Si G es un grupo finito de orden primo p, entonces G es ciclico.

Prueba:

Sea a € G, a # e. Entonces H = (a) el subgrupo ciclico generado por a tiene orden un

divisor de p. Luego hay dos posibilidades:

i. |H|=p,locualimplicaH= Gy G esciclico generado por a

ii. |H| =1,y por lo tanto se tendria a = e, lo cual es imposible.

Luego G es un grupo ciclico.
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Definicion 1.1.10. Clases laterales

Sea H un subgrupo de G. Una clase lateral izquierda de H en G es un subconjunto de G

cuyos elementos pueden ser expresados como:

aH = {ah:h € H}.

Similarmente, una clase lateral derecha de H en G es un subconjunto que puede ser

expresado como:

Hb = {hb: h € H}.

Definicion 1.1.11. Subgrupo generado por S

SeaS < G,con S # @, G un grupo. Al mas pequefio de los subgrupo de G que contiene a

S lo llamamos el subgrupo generado por S y lo notamos por (S).

Decimos que un grupo G es finitamente generado si G = (S) paraalgin S c G finito.

Definiciéon 1.1.12. Conjugado

Si a,b € G, entonces b se dice que es un conjugado de a en G si existe un elemento

c €G talque b = c lac.
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Definicion 1.1.13. Centro de un grupo
Sea G un grupo, el centro de G se define como:

Z(G) = {a € G|lax = xa paratodo x € G}.

Definicion 1.1.14. Normalizador

Sia € G, el normalizador de a en G, es el conjunto:

N, = {x € G| xa = ax}.

Proposicion 1.1.1. Si G es un grupo, entonces el normalizador N, es un subgrupo de G.

Prueba:

En este resultado el orden de G, sea este finito o infinito, carece de importancia, por lo

gue no ponemos restricciones alguna sobre cudl sea ese orden.

Supongamos que x,y € N,. Tenemos pues, xa = ax y ya = ay.

Por tanto (xy)a = x(ya) = x(ay) = (xa)y = (ax)y = a(xy) luego xy € N,. De

1 1

ax = xa se sigue que x la=x"1(ax)x ! =x"1(xa)x ! =ax~! luego x~?! esta

también en N, por lema 1.1.1.

Asi, hemos demostrado que N, es un subgrupo de G.
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. .. G ,
Teorema 1.1.2. Si G es un grupo finito, entonces ¢, = % ; en otras palabras, el nUmero

INal

de elementos conjugados a en G es el indice del normalizador de a en G.
Prueba:

Para comenzar, la clase de conjugados de a en G, c(,), consiste exactamente en todos
los elementos x~'ax cuando x recorre G, c, mide el nimero de los distintos x~'ax.
Nuestro método de prueba sera mostrar que dos elementos en la misma clase lateral
derecha de N, en G da lugar a un mismo conjugado de a, mientras que dos elementos en
diferentes clases laterares derechas de N, en G da lugar a diferentes conjugados de a.
De esta forma tendremos una correspondencia biyectiva entre conjugados de a y clases

laterares derechas de N, en G.

Supongamos que x,y € G estdn en una misma clase lateral derecha de N, en G.

Entonces y = nx donde n € N, Yy entonces na = an. Por lo tanto como

1

yl=mx)"t=x"n"t y lay = x 'n"tanx = x 'n"lnax = x tax,

Es decir, x y y dan lugar a un mismo conjugado de a.

Si, por otra parte, x y y estan en clases laterales derechas distintas de N, en G,
afirmamos que x~'ax # y~lay. Si no fuera este el caso, de xlax =y lay
deduciriamos que yx~! = ayx~1; esto a su vez, implicaria que yx~! € N, . Pero esto
nos dice que x y y estan en la misma clase lateral derecha de N, en G, lo que contradice

el hecho de que estan en diferentes clases laterales. Por tanto, se completa la prueba.
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. G P
Corolario 1.1.4. |G| = Z% donde esta suma se efectla tomando un elemento a en
a

cada clase de conjugado.
Prueba:
Como |G| = ) c,, usando el Teorema 1.1.2, se deduce el corolario.

A la ecuacion en este corolario se suele llamar ecuacién de clase de G.

Lema 1.1.3. a € Z(G) si y solo si N, =G. Si G es finito, a € Z(G) si y solo si

INa| = |G|

Prueba:

Sia € Z(G), xa = ax paratodo x € G, de donde N, = G.

Si reciprocamente, N, = G, xa = ax paratoda x € G, de modo que a € Z(G).

Si G es finito, |N,| = |G| es equivalente a N, = G.

Definicion 1.1.15. Subgrupo Normal

Un subgrupo H de G, se dice que es un subgrupo normal de G si paratoda a € G y toda

h € H, se cumple aha™! € H.
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Definicion 1.1.16. Homomorfismo de grupo

Un homomorfismo es una funcion ¢ de un grupo G, sobre un grupo G, tal que cumple

la condicién:

p(a-b) = ¢(a)-¢(b), paratodo a,b de G;.

Definicion 1.1.17. Isomorfismo de Grupo

Dos subgrupos G, y G, se dice que son isomorfos si existe una funcién uno a uno ¢

de G, sobre G, tal que para todo par de elementos a, b de G,, se cumple:

@(a-b) = ¢(a)-  ¢(b).

Definicidon 1.1.18. Automorfismo de Grupo

Por automorfismo de un grupo G, entenderemos un isomorfismo de G sobre si mismo.
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1.1.1. GRUPOS DE PERMUTACIONES

Definicion 1.1.1.1. Permutacion de un grupo

A un mapeo uno a uno de un conjunto {1,...,n} sobre si mismo le llamamos una

permutacion.

Cuando el conjunto dado es finito, una permutacién puede escribirse poniendo en la
primera fila todos los elementos del conjunto y debajo de cada elemento su imagen. La

notacion es la siguiente:

“=(otty ary " atw)

Ejemplo 1.1.1.1. Sea {1, 2, 3} un conjunto. Entonces las permutaciones del conjunto son

las siguientes:
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Definicion 1.1.1.2. Grupo simétrico

Grupo simétrico es el grupo de todas las permutaciones sobre un conjunto S. El grupo

simétrico sobre n elementos es a menudo representado por S,,.

Se define el conjunto S, = {a: (1, ...,n) = (1, ...,n) | @ es una permutacién}

Definicidon 1.1.1.3. Orden de un grupo simétrico

El orden del grupo simétrico S,, es n!. Se denota |S,,| = n!.

Definicién 1.1.1.4. Multiplicacién de permutaciones

Se define la multiplicacién de dos permutaciones a,fB € S, mediante aff = a o 3,

donde o es composicion usual de aplicaciones.

Ejemplo 1.1.1.2. Sea {1,2,3} un conjunto y consideremos dos permutaciones

encontradas en el ejemplo 1.1.1.1.

Calcular a, ° as.
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Solucién:

Usaremos la notacion a,a, para denotar la aplicacion a, o a,, esto quiere decir,

primero se aplica ag Yy luego se aplica a,.

Definicion 1.1.1.5. Ciclo de una permutacién

Un ciclo de una permutacion es la permutacion a que envia a, en a,, a, en as,...,a;, 1

en a,, Yy a,enay,y dejasin modificacion todos los otros elementos.

Al ciclo a lo denotaremos por (a, a, ... a,,) y al numero m lo llamaremos longitud del

ciclo a.

Definicion 1.1.1.6. Ciclos disjuntos

Dos ciclos (a;a, ... a,) y (b;b, .. b.) de S, son disjuntos si para todos

irj; 1S1Sm, 1S]ST, aiibj.

Ejemplo 1.1.1.3. Sea {1,2,3,4,5,6,7,8,9} un conjunto, encontrar los ciclos de la

siguiente permutacion (; 2 zi g ? ; g g)
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Solucion.

Veamos que la permutacion a lleval - 3, 354, 452,256, 6 > 1

por definicién de ciclo se tiene el ciclo (1,3,4,2,6) y por la misma definicion para los

demas elementos de S, lleva5 -5, 7—-7, 8—-8,9-9

y por tanto se dejan sin modificacion.

Por lo que los ciclos de a son: (1, 3,4, 2,6), (5),(7),(8), (9).

Lema 1.1.1.1. Toda permutacion es el producto de sus ciclos.

Prueba:

Sea a la permutacién. Entonces sus ciclos son de la forma (s, sq, ..., sat™1).

De acuerdo con la multiplicacion de ciclos, segin lo definimos anteriormente, y como
los ciclos de a son ajenos, la imagen de s’ € S bajo «a, que es s'a, es la misma que la

imagen de s’ bajo el producto, 1, de todos los ciclos distintos de a.

Luego a y o tienen el mismo efecto sobre cada uno de los elementos de S , de donde

a = 1, que es lo que queriamos probar.
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Ejemplo 1.1.1.4. En el ejemplo 1.1.1.2 se puede representar la permutacion

como el producto de los ciclos encontrados en dicho ejemplo, asi

/N
w =
(o) 3 \ ]
S
N
U1l Ul
= O
NN
© ©
O© O

) =(1,3,4,2,6)(5)(7)(8)(9)

Definicion 1.1.1.7. Descomposicién de ciclos de orden k en ciclos de orden 2.

Un ciclo de orden k (a4, a,, as,...,a;x_4, a;) en S, puede ser descompuesto en ciclos

de orden 2 de la siguiente forma:

(a,a;,as, .., a,_q,a;) = (a;,a)(ay, az) ... (ay, a,_1)(ay, ag).

Lema 1.1.1.2. Toda permutacion es un producto de ciclos de orden 2.

Prueba:

. N 1 2\ _ (1 2y /(1 2
Primero note que la identidad (1 2) = (1 2) (1 2) puede ser expresada como

(1,2)(1,2), y asi este es el producto de ciclos de orden 2 (esto es porque necesitamos

n > 1). Ahora consideremos cualquier permutaciéon a € S,,.
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Ya sabemos que podemos escribir « como un producto disjunto de ciclos de orden 2:

a=(ay,a,,..,a,)(by,b,, .., b) ... (ci,Cy e, Ct)

y cada ciclo puede ser descompuesto sobre ciclos de orden 2 como sigue:

a = (ay, a;)(ay, az) ... (ay,a;)(by, by)(by, b3) ... (by,bs) ... (c1,¢2)(€1,63) . (€1,¢t).

Esto completa la prueba.

Definicion 1.1.1.8. Transposicion

A los ciclos de orden 2 les llamaremos transposiciones.

Definicién 1.1.1.9. Permutacién par

Una permutacion a, se dice que es una permutacion par si puede representarse como un

producto de un nimero par de transposiciones.

Definicion 1.1.1.10. Permutacion impar

Una permutacién a que puede descomponerse en un ndmero impar de trasposiciones

recibe el nombre de permutacion impar.
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Definicion 1.1.1.11. Signatura de una permutacion

La signatura de una permutacion de S, se define mediante sig (@), como
sig (a) = (—1)™ donde m es el nimero de transposiciones en que se ha descompuesto

la permutacion a.

Definicion 1.1.1.12. Grupo alternado

Un subgrupo normal de S,, que estd formado por todas aquellas permutaciones « tales
que sig(a) = 1, es decir las permutaciones pares, se denomina grupo alternado de n

elementos. Se simboliza por Alt(n)



23

1.2. TEORIA DE ANILLOS

Continuando con el estudio de las estructuras algebraicas, en este apartado estudiaremos
los Anillos, proporcionando conceptos algebraicos que ayuden a la comprension de esta

estructura.

Definicion 1.2.1. Anillo

Un conjunto no vacio R se dice que es un anillo si en R estan definidas dos operaciones,

(134

denotadas por “+” vy respectivamente tales que para cualesquiera a, b, c de R se

cumplen:

1) Ley de cerradura para la suma.
La suma esta bien definida. Esto significa que, para todo par de elementos a, b
de R, a + b = c existe y es un elemento unico de R.
2) Ley asociativa para la suma.
(a+b)+c=a+(b+0).
3) Ley conmutativa para la suma.
b+a=a+b
4) Elemento neutro para la suma.

ExisteunOtalque 0+ a=a+ 0 = a, paratoda a de R.
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5) Elemento inverso para la suma.
Paratoda a existe una —atalque (—a) +a=a+ (—a) =0
6) Ley de cerradura para la multiplicacion.
La multiplicacion esta bien definida a-b = d existe y es un elemento Unico de
R.
7) Ley asociativa para la multiplicacion.
(a-b)-c=a-(b-0c)
8) Leyes distributivas.
a-(b+c)=a-b+a-c

(b+c)ra=b-a+c-a

Notacion. Escribimos (R, +, -) para denotar un anillo R con dos operaciones definidas en

él.

Definicion 1.2.2. Anillo con unidad

Un anillo con unidad, es un anillo con unidad multiplicativa, usualmente denotado por 1,

que satisface la propiedada -1 =1-a = aparatodo a,b de R.

Definicion 1.2.3. Anillo conmutativo

Si la multiplicacion de R es tal que a-b =b-a para todo ab de R, entonces

llamamos a R anillo conmutativo.
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Definicion 1.2.4. Divisor de cero

Si R es un anillo, un elemento a de R, con a # 0, se dice que es un divisor de cero si

existe unelemento bde R, b # 0, talquea-b=0 6 b-a = 0.

Definicion 1.2.5. Anillo de divisién

Es un anillo R en el cual los elementos diferentes de cero R* = R — {0} forman un grupo

bajo la multiplicacion.

Definicionl.2.6. Subanillo

Un subconjunto S de un anillo (R, +, -), se dice que es un subanillo de R si (S, +) es un
subgrupo de (R,+) y el producto restringido a S es cerrado; de forma equivalente, la

suma y el producto son operaciones cerradas sobre Sy (S, +, -) es un anillo.

Definicion 1.2.7. Ideal

Sea R un anillo. Un subconjunto no vacio I de R se llama ideal de R si:

a) I esun subgrupo aditivo de R.

b) Dadosr € R,a €l,entoncesar €1 y ra € I.
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Definicion 1.2.8. Centro de un anillo

Sea R un anillo, el centro de un anillo, que denotaremos por Z(R), es por definicién el

conjunto:

Z(R) ={z € R|zx = xz para todo x € R}.

Nota. Denotaremos Z(R) = Z.

Definicion 1.2.9. Normalizador de un anillo

Sea x € R, el normalizador de x en R, es el conjunto:

N, = {a € R| ax = xa}.

Proposicion.1.2.1. El centro de un anillo R es un subanillo conmutativo de R.

Prueba:

Debemos mostrar que Z(R) es no vacio, es cerrado bajo la suma y la multiplicacién y

contiene inversos aditivo.

Dadoque 0-r =0 =1r-0 paratodo r € R la identidad aditiva 0 € Z, y por tanto Z es

no vacio.
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Si zzw € Z y x € R, entonces

zZz+wx=zx+wx=xz+xw=x(z+w)

donde la segunda igualdad se sigue de que z,w € Z. Por tanto z + w estd en Z.

Similarmente, para cualquier x € R tenemos:

(zw)x = z(wx) = z(axw) = (zx)w = (x2)w = x(zw)

Por tanto, zw € Z.

Finalmente, para cualquier x € R tenemos:

(—2)x = —(zx) = —(xz) = x(—2)

Por tanto, —z € Z.

Asi, hemos demostrado que el centro e un anillo es un subanillo de R.

Proposicion.1.2.2. Sean R un anillo de division y a € R. Entonces

N, = {a € R| ax = xa} es un subanillo de divisién de R. Ademas Z(R) € N, € R.

Prueba:

Si a € Z, entonces ar = ra para toda r € R, en particular ax = xa, luego a € N,; se

sigue que Z € N,.
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Sean a,b € N,, entonces (a+ b)x =ax + bx =xa+ xb =x(a+b) por lo cual
a+ b € N,. Por otro lado (ab)x = a(bx) = a(xb) = (ax)b = (xa)b = x(ab) luego

ab € N,.

Sea a € N, con x # 0, cOmo ax = xa entonces x = a™1xa, por lo cual xa™! = a™x,

estoes, a~! € N,.

Por Lema 1.1.1, se concluye que Z(R) € N,.
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1.3. TEORIA DE CAMPOS

Continuando con el estudio de las estructuras algebraicas, este apartado estd dedicado a

la teoria de Campos donde se proporciona el concepto y algunas propiedades.

Definicion 1.3.1. Campo

Un conjunto no vacio F se dice que es un campo si en F estan definidas dos operaciones,

denotadas por “+ "y

« n

respectivamente tales que para cualesquiera a, b, c de F se

cumplen:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Ley de cerradura para la suma. La suma esta bien definida. Esto significa que,
para todo par ordenado de elementos a,bde F, a+ b = c existe y es un
elemento Unico de F.

Ley asociativa paralasuma. (a+b) +c=a+ (b +¢)

Ley conmutativa para lasuma. b + a = a + b.

Elemento neutro para la suma. Existe un 0 tal que 0 +a = a+ 0 = a, para

todaa de F.

Elemento inverso para la suma. Para toda a existe una - a tal que
(—ra)+a=a+ (—a)=0.

Ley de cerradura para la multiplicacion. La multiplicacion estd bien definida
ab = d existe y es un elemento Unico de F.

Ley asociativa para la multiplicacion. (a-b)-c =a- (b - c).
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8) Leyes distributivas.

a-(b+c)=a'b + a-c,
(b+c)-a=b-a+c-a.

9) Ley conmutativa para la multiplicacién. b-a = a- b.
10) Elemento identidad en la multiplicacion. Existe un 1 tal que
l1-a =a-1 = 1,paratodaa deF.
11) Elemento inverso para la multiplicacion. Para toda a # 0, existe un a™! tal que

(aHa=a(a)=1.

Nota. Cuando el anillo de division R es conmutativo se dice que R es un campo.

Definicion 1.3.2. Subcampo

Un subcampo E de F es un subconjunto de F que es campo para las mismas

operaciones.

Definicion 1.3.3. Espacio vectorial sobre un campo

Un espacio vectorial sobre un campo F es un grupo abeliano (V,+) junto con una
operacion escalar, que es, una funcion de F x V sobre 1, la cual puede ser denotada por

yuxtaposicion y llamada multiplicacion escalar.



31

Esto significa que para todo a de F y todo v de V, av de V. Decimos que av es un

multiplo escalar de V. Si se cumplen los siguientes axiomas:

1. La multiplicacion escalar se distribuye sobre la suma en F.
Paratodo a,bde FyvdeV, (a+ b)v = av + bv.

2. La multiplicacion escalar es distributiva sobre la sumaen V.
Paratodoade Fyv,wde V,a(v+w) = av + aw.

3. La multiplicacion escalar es asociativa sobre la multiplicacion en F.
Paratodaa,bde Fy vdeV, (ab)v = a(b(v)).

4. Laidentidad de F es una identidad para la multiplicacion escalar.

Paratodov de V, 1v = v.

Definicién 1.3.4. Dependencia e independencia de un conjunto de vectores

Un conjunto no vacio de vectores S en un espacio vectorial ¥V sobre un campo F se dice
que es linealmente dependiente sobre F si existe un subconjunto finito de S, es decir

S1, -, Sp, Y €scalares a4, ..., a,, no todos ceros tal que a;s; + --- + a,s, = 0.

Un conjunto no vacio es llamado independiente si no es dependiente.



32

Definicion 1.3.5. Base

Una base para un espacio vectorial sobre F es un conjunto de vectores que extiende V

sobre F y son independientes sobre F.

Asi si B es una base para V sobre F y toda v € V puede ser expresada en una y solo una
forma como una suma finita de multiples escalares de los elementos en la base. Esto es,

dado v € V existen vectores by, ..., b,, en B y escalares vy, ..., v, en F tal que

v =v.by + -+ v,by.

Definicion 1.3.6. Extensién de un campo

Si E es un subcampo de F, se dice que F es un campo de extensién (o una extension) de

E. Se denota por F/E.

En particular, todo campo E es una extensiéon de su subcampo primo. EI campo E es

Ilamado a veces el campo base de una extension.

La notacién F/E para una extension de un campo es una abreviatura de “F sobre E” y

no es el cociente de F por E.

Si F/E es cualquier extension de campos, entonces la multiplicacion definida en F hace
a F un espacio vectorial sobre E. En particular todo campo E puede ser considerado

como un espacio vectorial sobre su campo primo.
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Definicion 1.3.7. Grado de una extension de un campo

El grado de una extension de un campo F/E, denotada [F:E], es la dimension de F

como un espacio vectorial sobre E, es decir, [F: E] = dimgF.

La extension se dice que es finita si [F: E] es finita y se dice que es infinita de otra

forma.

Definicion 1.3.8. Grupo multiplicativo de un campo

Los elementos diferentes de cero de un campo que forman un grupo bajo la

multiplicacién {F - {0},-} se denominan grupo multiplicativo.

Definicion 1.3.9. Caracteristica de un campo

La caracteristica de un campo F, denotada por ch(F), es definida como el entero

positivo mas pequefio p tal que p.x = x +x +x + +x = 0 paraalginx # 0enF.

p veces

Proposicion 1.3.1. La caracteristica de un campo F, ch(F), es 0 6 un nimero primo p.

Si ch(F) = p entonces para cualquierx € F, p.x =x+x +x +-+x = 0.

p veces
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Prueba:

Supongamos que ch(F)=n, n+0, si n=ab es un ndmero compuesto, con
n-1z = 0,entoncesab - 1 = (a-1z)(b- 1) = 0 y dado que F es un campo, a1 6

b -1 es 0, por lo que el menor entero es necesariamente un nimero primo.

Se ha probado asi la primer parte de la proposicion.

Sea ch(F) = p, y dado que F es un campo, se tiene la siguiente igualdad:

px =p(1p - x)

=@ 1p)x

= (0)x

=0

Quedando asi probada la segunda parte de la proposicion.

Definicidon 1.3.10. Campos primos

A los campos que no tienen ningin subcampo distinto de si mismo se les llama campos

primos.

Todo campo es subcampo de si mismo.
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El subcampo primo de un campo F es el subgrupo de F generado por la identidad

multiplicativa 1 de F. Es (isomorfo a) Q (si ch(F) = 0) 0 F,(si ch(F) = p).

F, =Z/pZ ={0,1,2,..,p — 1} el conjunto de los enteros modulo p.

Definicion 1.3.11. Polinomio

Para a,, ..., a, constantes en algin campo F, un polinomio p(x), de gradon en la

variable x es de la forma: p(x) = a,x™ + a,_; x" 1 + -+ a; x* + agx°

Definicién 1.3.12. Grado de un polinomio

Si p(x) =ax"+a,_1x"1+-+a;x+a, #0 y a, # 0, entonces el grado de

p(x), escrito degp(x), es n.

Definicién 1.3.13. Polinomio ménico.
Sea a,x™ el término principal del polinomio
p(x) =a,x"+a,_ x" 1+ +a;x + a,

y a,, el coeficiente principal. Si a,, = 1, entonces el polinomio es monico.
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Definicion 1.3.14. Anillo de polinomios

Sea F un campo, el anillo de polinomio escrito como F[x] es el conjunto de todos los
simbolos a, + a;x + -+ a,x™ donde n puede ser cualquier entero no negativo y

donde los coeficientes a4, a,, ..., a,, estan todos en F.

Definicion 1.3.15. Raiz de un polinomio

Si p(x) € F[x], entonces un elemento a que se encuentra en algin campo de extensién

de F, se llama raiz de p(x) si p(a) = 0.

Definicion 1.3.16. Campo de descomposicion

La extension del campo E de F, es llamada un campo de descomposicion para el
polinomio f(x) € F[x] si f(x) se descompone completamente en factores lineales en

Flx].

Definiciéon 1.3.17. Polinomio irreducible

Es un polinomio p(x) tal que los Unicos divisores son la unidad y el mismo p(x).
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Definicion 1.3.18. Raices de unidad

Sea F cualquier campo. Sea n un entero positivo. Una n-ésima raiz de unidad es un

elemento ¢ € F tal que ¢™ =1 para algln entero positivo n.

Definicion 1.3.19. Raiz primitiva de unidad

Un generador del grupo de las n-ésimas raices de unidad es llamado una n-ésimas raiz

primitiva de unidad.

Definicién 1.3.20. El n-ésimo polinomio ciclotomico

El n-ésimo polinomio ciclotémico &, (x) como el polinomio cuyas raices son las

n-ésimas raices primitivas de la unidad:

o= || «-m

mced(n,m)=1
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1.4. CAMPOS FINITOS

Es esencial para el desarrollo del teorema de Wedderburn investigar previamente sobre

los campos que tienen un numero finito de elementos y sus propiedades.

Definicion 1.4.1. Campo finito
Es un campo que solo tiene un numero finito de elementos.

El ejemplo méas pequefio en el que se puede pensar debe tener por lo menos dos

elementos: el cero y el uno (para poder definir la operacién binaria). Sea A = {0, 1}.

Elanillo Z,, es una de las estructuras mas importantes en teoria de nimeros. La manera

conveniente de construir esta estructura es por medio de la definicion de congruencia.
La relacién de congruencia se define como:

a =b si y solo si nla— b. Si los enteros a, b estan relacionados diremos que a es

congruente con b modulo p.

El conjunto Z,, se conoce con el nombre de anillos de residuos modulo p y se denotan

por Z,, = {[0],[1], ..., [p — 1]} pero se puede escribir simplemente como
Z, ={0,1,2,..,p — 1}.
En el anillo de residuos modulo p se introduce una suma y un producto:

[a] + [b] = [a +b], [a][b] = [ab].
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Teorema 1.4.1. Z, esun campo siy solo si p es un primo.

Prueba:

Supongamos que si Z, es un campo implica que p es un nimero primo.

Haremos un razonamiento por contradiccion. Supongamos que p no es un ndmero primo
con a y b estrictamente menores que p, donde p = ab.En Z,, tenemos que
[a][b] = [ab] = [p] = [0]. Si Z, es un campo, necesariamente [a] = 0 o bien [b] = 0.

Lo que contradice la hipotesis.

Entonces p es un nimero primo.

Supongamos que si p es un ndmero primo implica que Z, es un campo.

Como Z, es un anillo, asi que solo resta demostrar que todo elemento de Z, tiene
inverso multiplicativo. En efecto, consideremos [m] € Z,, con m < p. Por ser p primo

tenemos que m Yy p son primos entre si y por tanto existen enteros tales que
1 =am + bp, de donde [1] = [a][m] + [b][p], [b][p] = [b][0] = [O].
Luego [1] = [a][m] vy el inverso multiplicativo de [m] es [a].

Entonces Zp €S un campo.
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A los campos finitos se les llama campos de Galois en honor al matematico francés
Evariste Galois (1811 - 1832). Al resolver el problema de encontrar cuales ecuaciones
polinomiales tienen solucién en radicales y cuales no, Galois invento la Teoria de

Grupos. ElI campo de Galois o tambien llamado campo finito es denotado por

GF(p").
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1.5. PROPIEDADES DE LOS CAMPOS FINITOS

Propiedad 1.5.1. EI nimero de elementos en un campo finito es una potencia de un

primo.
Prueba:
Sea F un campo finito y sea g el nimero de elementos en él.

La caracteristica de F no puede ser cero, para este caso el campo primo E en F ya

tendria un ndmero infinito de elementos.

Sea p la caracteristica de F. Entonces el campo primo E es isomorfo con el anillo de

clases residuales modulo p, y tiene p elementos.

Dado que solo existe un numero finito de elementos en F, existe en F un conjunto
maximal de elementos linealmente independientes a4, ..., &, con respecto a E. De aqui,
que n es el grado del campo [F:E], y todo elemento de F es de la forma

ciaq + +c,ay, con coeficientes Unicamente determinados en E.

Para todo coeficiente c;, p valores son posibles, asi existe estrictamente p™ expresiones
de la forma c;a; + +c,a,. Ya que ellos expresan la totalidad de los elementos en el

campo, se sigue que g = p™.

Asi, hemos probado que el numero de elementos en un campo finito es una potencia de

p (p es la caracteristica de F y el exponente es el grado del campo [F: E] ).
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Notacion: Usaremos F,; para denotar al campo finito con g = p™ elementos.

Propiedad 1.5.2. Para cada potencia de un primo p” hay un campo finito GF (p™) con

p" elementos, y es Unico salvo isomorfismo.
Prueba:
Sea F un campo finito con g = p” elementos.

Sin el elemento cero todo anillo de divisién es un grupo multiplicativo. En el caso de un
campo finito, el grupo es abeliano de orden q — 1. El orden de un elemento arbitrario «
debe ser un divisor de g — 1 por Teorema 1.1.1 , de aqui se sigue que, a9~ 1 = 1, para
todo a # 0. Multiplicando esta ecuacion por «, obtenemos otra ecuacion a? —a = 0,
la cual también es valida para @ = 0. De aqui que todos los elementos del campo son

raices del polinomio x? — x. Si ay, ..., a 4 son los elementos del campo, x? — x debe ser

divisible por [T? (x —a;) dado que los grados son iguales y por Lema 1.4.1,

tenemos
q

xq—x=1_[(x—ai)

1

Asi, F va de E adjuntando todas las raices del polinomio x4 — x . De aqui F es

unicamente determinado por un isomorfismo.



Asi veamos lo siguiente parap y n dados todos los campos conmutativos con
p™ elementos son isomorfos.

Se debe mostrar que paratodon > 0y todo p existe actualmente un campo con
q = p™ elementos. Empecemos con el campo primo E de caracteristica p, y forman
un campo sobre E el cual x4 — x se descompone en factores lineales. En este

caso consideremos el conjunto de las raices de x? — x. Este conjunto es un

campo, xP" = xy y?" =y implican (x — y)?" = x?" — y?"y tomando y # 0
P
(5) = ;— de acuerdo con esto la diferencia y el cociente de dos raices son

nuevamente raices. El polinomio x9 — x tiene solo raices simples, su derivada es
gx971 = —1 dado que ¢ = 0(p), y —1 nunca sera cero. Asi el conjunto de sus
raices es un campo con g elementos. Asi hemos probado que: Para toda potencia
de un primo g = p™(n > 0) existe uno, y excepto para un solo isomorfismo,
campo finito con precisamente g elementos, los elementos son las raices del

polinomio x? — x.

43
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Propiedad 1.5.3. Todo elemento x de GF(p™) satisface la relacion x?" = x.
Prueba:
Si x = 0, el supuesto es verdadero. (Sustituyendo 0P" = 0)

Six # 0,entonces x € F* = F — {0}, ycomo F* es un grupo con la multiplicacion de

F de orden p™ — 1, asi por Corolario 1.1.2 se tiene x?' ~1 = 1 paratodo x # 0 en F.

Multiplicando esta relacion x? =1 = 1 por x se obtiene que x?" = x.

Por tanto, hemos probado que todo elemento de un campo finito satisface la relacion

T

xP = x.

Propiedad 1.5.4. El grupo multiplicativo F*(p") de los p™ — 1 elementos de GF(p")
distintos de cero, es ciclico. Un generador de este grupo ciclico se llama una raiz

primitiva.
Prueba:

Sea F un campo finito. Sea G un grupo multiplicativo de los p” — 1 elementos de F

distintos de cero.

Dado que F es un campo finito, cualquier polinomio de grado n en F[x] tiene a lo sumo
n raices en F. Asi en particular, para cualquier entero n, el polinomio x™ — 1 tiene a lo

sumo n raices en F, y asi todos los demas tienen a lo sumo n raices en G.
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La hipdtesis del Lema 1.1.2 se satisface, dado que el grupo multiplicativo es un grupo

Abeliano, y tiene la propiedad de que x™ = 1 que se satisface para lo sumo n elementos.

Por lo tanto G es un grupo ciclico.

Propiedad 1.5.5. Los automorfismos de GF(p") son un grupo ciclico de orden r

generado por el automorfismo z — a(z) = zP.
Prueba:

Ya hemos visto que o es un automorfismo de GF(p"). Ademdas tenemos para
1<k<m queak(z) = zP" y es la identidad si y solo si la ecuacién xP" = x tiene p”
soluciones, de aqui que si y solo si k = r. Por lo tanto hay al menos r automorfismos de
GF(p"). Por otro lado sea w que genera el grupo multiplicativo de GF (p™). Sea q(x) el
polinomio irreducible de grado r en Z,[x] del cual w es un cero. Cualquier
automorfismo a de GF(p") fijando 1 y de aqui que el subcampo primo Z, entonces a
también fijara q(x). La imagen de w es también un cero de q(x). Esto significa que
hay a lo sumo r =deg(q) posibilidades para la imagen a(w). Pero como
Z,(w) = GF(p") se deduce que una vez a(w) es determinado, cualquier imagen de
GF(p") bajo a es determinado. Por lo tanto puede haber a lo sumo tantos automorfismos
como hay posibilidades para a(w), esto es, existe a lo sumo r automorfismos de

GF(p").
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Combinando los argumentos de los dos ultimos parrafos vemos que el grupo de
automorfismos de GF(p”) es un grupo ciclico de orden r y generado por el

automorfismo definido en z - a(z) = zP.

Propiedad 1.5.6. Si F es un campo finito con g elementos y E es un subcampo de F,

entonces el polinomio x4 — x en E[x] se factora en F[x] como

x1—x =li[(x—ai)

y F es un campo de descomposicion de x4 — x sobre E.
Prueba:

El polinomio x? — 1 de grado g tiene a lo mas g raices en F. Por la propiedad 1.5.3
sabemos que existen g raices nombradas, todo los elementos de F. Asi el polinomio
dado se descompone en F en la forma indicada, y no puede descomponerse en cualquier

campo mas pequefio.



CAPITULO Il

PLANOS PROYECTIVOS
Y TEORIA DE ANILLOS

ALTERNATIVOS
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En este segundo capitulo se introducen conceptos fundamentales, para el estudio y el
desarrollo de uno de los teoremas de este trabajo de graduacion el cual es EI Teorema

de Artin-Zorn.

2.1. PLANOS PROYECTIVOS

En esta seccidn se da a conocer algunos conceptos geométricos como lo es punto, recta,

plano; antes de entrar en detalle sobre los Planos Proyectivos.

Un punto es una figura geométrica adimensional: no tiene longitud, ni area y ni

volumen, es decir la marca mas pequefia que se pueda dibujar.

Una recta o linea recta es la que se extiende en una misma direccidén y contiene

infinitos puntos.

Un plano es la superficie geométrica que no posee volumen (es decir, que es solo
bidimensional) y que posee un nimero infinito de rectas y puntos que lo cruzan de un

lado al otro.
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Definicion 2.1.1. Plano proyectivo

Un plano proyectivo es un conjunto de puntos con ciertos subconjuntos distinguidos de

él llamados rectas, que satisfacen los siguientes axiomas:

P1. Dos puntos distintos cualesquiera estan contenidos en una y solo una recta.

La Unica recta k que contiene dos puntos distintos A y B se llamara la recta que une Ay

B.

P2. Dos rectas distintas contienen uno y solo un punto.

El punto Unico P contenido en dos rectas distintas k y t se llamara la interseccién de k

yt.

P3. Existen cuatro puntos tales que no hay tres de ellos que estén contenidos en una

misma recta. (Ver Figura 2.1.1)

Sean A,, A,, A5, A, cuatro puntos, ninguno de tres puntos esta sobre una misma recta.
Su existencia estd dada por P3. Hay entonces seis rectas distintas que unen los

diferentes pares:



L4: A2A333

L5: A2A4BZ

L6: A3A4Bl
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Aqui los puntos By, By, B; son las intersecciones de estas rectas, y por ser todas ellas

distintas los B son distintos de los A y también distintos entre si.

Ejemplo 2.1.1. Comprobar si el siguiente esquema del teorema de Desargues es un

plano proyectivo.

Figura 2.1.2

o™
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Solucién:

Verificar si cumple las tres propiedades anteriores:

P1. Dos puntos distintos cualesquiera estan contenidos en una y solo una recta.

Esta propiedad se cumple porque para cualesquiera dos puntos en la Figura 2.1.2 solo
existe una recta entre ellos dos. Por ejemplo, entre los puntos Q y S existe una y solo

una recta entre ambos puntos.

P2. Dos rectas distintas contienen uno y solo un punto.

Se cumple para todas las rectas de la Figura 2.1.2 que en todos los casos es el punto de
interseccion. Por ejemplo, para la recta ¢, y €, contienen uno y solo un punto que en

este caso es el punto P.

P3. Existen cuatro puntos tales que no hay tres de ellos que estén contenidos en una

misma recta.

Esta propiedad también se cumple. Por ejemplo, los puntos P, Q, Q" y R’ no existen tres
puntos que estén contenidos en la misma recta, ya que el punto Q esta contenido en la

recta £, y en larecta que vade Q a R.

Por lo tanto, el esquema del teorema de Desargues es un plano proyectivo.
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Definicion 2.1.2. Rectas concurrentes

Rectas concurrentes son tres 0 mas rectas que tienen un punto en comun.

(Ver Figura 2.1.3).

Figura 2.1.3

Definicion 2.1.3. Isomorfismo de Planos

Un plano 7, se dice que es isomorfo a un plano m, si hay una correspondencia uno a uno
P, 2 P, = a(P;) entre los puntos {P,} de m; y los puntos {P,} de m, y una
correspondencia uno a uno k; 2 k, = B(k,) entre las rectas {k,} de m; y las rectas {k,}

de m,, tal que si P; € kq, entonces a(P;) € B (k).

Es claro que cada una de las correspondencias a y [ determina a la otra, y una
correspondencia uno a uno de puntos P; 2 a(P,) determinara un isomorfismo si
cualesquiera tres puntos P;,Q,,R; de m; que estén sobre una misma recta, tienen
siempre imagenes a(P;), (Q:) vy a (R;) que estan también sobre una misma recta.
Analogamente una correspondencia uno a uno 8 de rectas determinara un isomorfismo
si todo conjunto de tres rectas concurrentes estan mapeados sobre un conjunto de rectas

concurrentes.
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Definicion 2.1.4. Colineacién

Una colineacion es un isomorfismo a de un plano m sobre si mismo.

Las colineaciones de un plano forman un grupo.

Definicion 2.1.5. Eje de la colineacion

Sea a una colineacion. La recta L, cuyos todos los puntos son fijados por a, se llama el

eje de la colineacion. (ver Figura 2.1.4).

Definicion 2.1.6. Centro de la colineacién

Sea a una colineacion. El punto 0, a través del cual toda recta permanece fija, se llama

el centro de la colineacion. (ver Figura 2.1.4)

Definicion 2.1.7. Elacion y homologia

Sea a una colineacion. Si deseamos hacer una distincion entre el eje de la colineacion y
el centro de la colineacion, entonces si el centro O se encuentra sobre el eje L, [lamamos
a la colineacion una elacién. Si O no se encuentra en L, la colineacion se llama una

homologia. (ver Figura 2.1.4)
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S

Figura 2.1 4

Definicion 2.1.8. Operacion ternaria

Sea £ una recta. Sean M y C coordenadas, donde M =¢fnNnXY yC=+¢nO0Y,

respectivamente. Sea P = (x,y) un punto de £ que satisface la ecuacion x-moc =y

donde (*,°) es una operacion ternaria. (Ver Figura 2.1.5).

Figwra 2.1.5
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Definicion 2.1.9. Anillo ternario

Sea R un anillo con dos elementos distintos 0 y 1, y con una operacién ternaria (-,°) en

R. Denotamos un anillo ternario si:
1. a-0ob=0-a°b=b, paracualquier a,b de R.
2. 1-aoc0=a-1-0=a, paracualquier a de R.

3. Dados a,b,c,d de R con a # c, la ecuaciébn x-aob =x-cod tiene una

solucion Unica para x de R.

4. Dados a,b,c de R laecuacion a-b o x = ¢ tiene una solucion Unica para x de

R.
5. Dados a,b,c,d de R, con a # c, el sistema de ecuaciones

{a-xoyzb
cxoy=d

tiene una solucién Unica para (x,y) de R.
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2.1.1. INTRODUCCION DE COORDENADAS

Sea m un plano proyectivo cualquiera y escojamos cuatro puntos X,Y, 0,1 tales que

ninguno de tres de ellos se halle sobre una misma recta.
Llamaremos a XY la recta del infinito L. LIamaremos a la recta O1, larectay = x.

Sobre la recta OI demos coordenadas (0,0) a 0, (1,1) a I y la sola coordenada (1) al
punto C que es la interseccion de OI y XY. Para otros puntos de OI asignamos
coordenadas (b, b) tomando diferentes simbolos b para diferentes puntos. Para un punto
P que no esta sobre L., sea (b, b) la interseccion de XP con 01,y (a,a) la interseccién
de YP con OI. Asignemos entonces las coordenadas (a, b) a P. Esta regla reasigna las
mismas coordenadas a los puntos de OI. Sea M el punto de interseccion de la recta L,
con la que une los puntos (0,0) y (1,m). Asignemos a M la coordenada simple (m)
que podemos considerar intuitivamente como una pendiente. Tenemos ahora asignadas
coordenadas a todos los puntos excepto Y, y a este le asignamos arbitrariamente una

coordenada simple (o).

Usaremos las rectas de nuestro plano para definir operaciones algebraicas sobre el
sistema de coordenadas. Este sistema de coordenadas algebraico serd un anillo ternario,
y toda recta m excepto L., tendrd una ecuacion expresable en términos de las
operaciones del anillo ternario. Si (x,y) es un punto finito de OI, tendremos y = x, y

por tanto, tomamos y = x como la ecuacién para OI.
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Una recta que pasa por Y distintas de L., tendra la propiedad de que todos sus puntos
finitos (x, y) tienen la misma coordenadas x, digamos x = c, y esta igualdad es lo que

tomaremos como su ecuacion.
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Figura2.1.6

Si (x,y) es un punto finito de la recta que une C = (1) y (0,b) definimos una

operacion binaria de adicion poniendo

y=x+b,

y tomamos esto como la ecuacion de la recta. Si (x, y) es un punto finito de la recta que

une 0 = (0,0) y (m), definimos una operacion binaria de multiplicacion, poniendo

y = xm,
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y tomando esto como ecuacién de la recta. En general, cualquier recta que no pase por Y
intersectara L, en algun punto (m) y OY en algin punto (0,b). Si Q = (x,y) es un

punto de esta recta, definimos una operacion ternaria

y=x-m-b,

y tomamos esto como la ecuacion de la recta. Asi pues, tanto la adicion como la

multiplicacidn son casos especiales de la operacion ternaria, y vemos que

XxX+b=x-10b

xm=x-mo0(

Los elementos 0 y 1 tienen propiedades familiares

O+a=a+0=a

Om=m0=20

Im=ml=m.

Definicién 2.1.1.1. € — L Transitivo

Un plano se dice que es C — L transitivo si, para todas las lineas L' # L, a travez de C, el

grupo de C — L colineaciones actla transitivamente en los puntos de L'.
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Teorema 2.1.1.1. Si para dos diferentes centros C; y C, sobre un eje L los grupos de
elaciones G(Cy,L) y G(C,, L) son diferentes de la identidad, entonces el grupo total

de traslaciones G (L) es abeliano.

Ademas todo elemento diferente de 1 de G(1) es:

1. de orden infinito.

2. del mismo orden primo p.

Prueba:

Supongamos a; # 1 € G(Cy,L) y a, # 1 € G(C,,L). Sea P un punto cualquiera no

sobre L. Tenemos entonces las siguientes rectas:

Ly:Cy, P, Pay, L,: Cy, P, Pa,.

Llaz:Cl,Paz,P(aflaz), Lzal:CZ,Pal,P(azal),

Pero C,,Pa; y (Pay)a, = P(a,a,) estdn sobre una recta, Yy Ci,Pa, y
(Pay)a,; = P(a,ay) estan sobre una recta. De aqui que la interseccion de las rectas

distintas C,Pa; y C;Pa, es P(a a,) y también P(a,a;).

De aqui que P(a,a,) = P(a,a,) paratodo P & L. Luego a,a, = a,a,. De aqui que un
elemento a; € G(C,,L) permuta con todo elemento a, de cualquier G(C,,L) con
C, # C;. Supongamos que B; # 1 es otro elemento de G(C,,L). Entonces B, €S una

elacién con centro C; noigual nia C; niaC,.
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Luego a; permuta con B, a,, y COMO a; permuta con a,, a,; permuta también con ;.
De aqui que un a; # 1 € G(Cy, L) permuta con todo elemento de G(L), y por tanto
G(L) es abeliano. Existen ejemplos mostrando que G(C;,L) no es necesariamente

abeliano si cualquier otro G(C;,L) =1 conC; € L.
Si todo elemento de G (L) es de orden infinito, entonces (1) se verifica.

Si G(L) contiene elementos de orden finito, entonces hay un elemento de orden primo,
digamos, a, € G(Cy,L), ;P = 1. Ahora con a, # 1 € G(C,, L) C, # C;, tenemos
a,a, = as € G(C3,L), C3 # C1,Cy. Aqui (a1a,)? = a,P = az? es un elemento
comin a G(C, L) y G(Cs,L), de donde es la identidad. Asi pues, a,P = 1.

Analogamente, de a,? = 1 se sigue que 5,° = 1, paratodo B, € G(Cy,L).

De aqui que todos los elementos de G (L), excepto la identidad, son de orden p.

Teorema 2.1.1.2. Si un plano  es C; — L transitivo y C, — L transitivo para dos centros

C; # C, sobre L, entonces m es C — L transitivo paratodo C € L.
Prueba:

Tomemos una recta M #+ L que pase por C # C;, C, y sean Py Q cualesquiera dos
puntos de M diferentes de C. Sea S la interseccion de PC; y QC,. Sean a; € G(Cy, L) tal

que Pa; =Sy a, € G(C,, L) tal que Sa, = Q.
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Por la transitividad C; — L y la C, — L existen a; Yy a,. AqQui a;a, = a3 €s una elacion
coneje L,y P, Pag = Q y C estan sobre una recta. De aqui que a; € G(C,L) y m es

C — L transitivo.

Definicion 2.1.1.2. Plano de Traslacién

Un plano proyectivo es un plano de traslacién con respecto a la linea L esto es si C — L

transitivo para cada C € L.

Teorema 2.1.1.3. Un plano es Y — L, transitivo si y solo si en el anillo ternario

coordinizante R correspondiente tenemos:

1. a-mob=am+b.

2. Laadicién es un grupo.

Prueba:

Supongamos que m es Y — L, transitivo. Tomemos en la Figura 2.1.7 YQV

comox =0, V=(00), Q=(0,b), X=(0), T=(1), M= (m).
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Figuwra2.1.7

Aqui MQ es y =x-meob. Tomemos P sobre MQ como P = (a,a-mo b ). Tracemos

VM quees y=xm, TQ quees y=x+b,yYP quees x = a.

Entonces U, la interseccion de YP'y VM es U = (a, am). Tracemos entonces UX que es
y = am. UX intercepta VT que es y =x en W = (am,am).Entonces, YM que es
x = am intercepta QT queesy = x + b,en R = (am,am + b). Ahora, si es cierto que
PRX se encuentra sobre una recta, como RX es y =am+ b, tendremos de
P=(a,a-mob),a-mob=am+ b. De aqui que hayamos de mostrar que PRX se
encuentra sobre una recta. Por hipétesis t es Y — L, transitivo. Sea 8 laY — L,
colineacion que fija todos los puntos de L, todas las rectas que pasan por Y y sobre
x =0 a través de Y tal que VB =Q o (0,008 = (0,b). Entonces S fija las rectas
YPU, (x = a), YRW,(x = am). Ademas, (VM)B = QM, (VT)B = QT. De aqui que

UB = P, WB = R,y desde luego, Xp = X.
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Pero UWX estaban sobre la recta y = am. De aqui que UB, W, X, 0 PRX estan sobre
la recta y = am+ b. De donde P es (a,am+b) y a-mob =am+ b, la primera

parte de nuestro teorema.

¢ Cudl es el efecto de la colineacion S determinada por (0,0)8 = (0, b) sobre un punto

general (a, c)? Facilmente encontramos esto en unos cuantos pasos. Pues

y=x-y=x+Db,

X=c->x=c

(c,c) » (¢c,c+ b),

y=c—->y=c+hb,

xX=a-x=a,

(a,c) » (a,c +b).

De aqui que si (0,0)8 = (0, b), entonces

(a,c)f = (a,c + b).

Ahora, sid eslaY — L., colineacion determinada por

(0,006 = (0,d),

encontramos en general que (u, v)é = (u, v + d).
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Para la £ encontramos

(0,0)(Bs) =[(0,0)816 = (0,b)6 = (0,b + d).

De aqui que (a,c)(BS) = [a,c + (b + d)].

Pero [(a,c)B]6 = (a,c + b)S = [a,(c + b) + d]. De aqui que la adicion satisface la

ley asociativac + (b +d) = (c + b) + d.

Como la adicion en un plano siempre tiene un cero y es un lazo, se sigue de ello que la

adicién sera un grupo. De donde hemos probado (2).

Reciprocamente, supongamos que un anillo ternario R de m satisface:

1. a-mob=am+b.

2. Laadicién es un grupo.

Para cualquier b € R definamos un mapeo 8 = S (b) para puntos:

(00) = (<o),

(m) - (m),

(a,c) - (a,c + b).

Para rectas:
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y=xm+t->y=xm+(t+Db).

Esto es una colineacion, ya que si (a, c) esta sobre y = xm + t, entonces ¢ = am + t,

de donde

c+b=(am+t)+b=am+ (t+b)

y por tanto (a,c + b) esta sobre y = xm + (t + b), y el resto de las comprobaciones
necesarias para mostrar que S es una colineacion es inmediato. Pero esta es una Y — L,

colineacion que lleva (0, 0) en (0, b). Pero como b era arbitrario, T es Y — L, transitiva.

Teorema 2.1.1.4. Un plano m es un plano de traslacion con respecto al eje L, si y solo si

el anillo ternario correspondiente es un sistema Veblen-Wedderburn, lo que quiere decir:

1. Laadicion es un grupo abeliano.

2. La multiplicacién (excluyendo 0) es un lazo.

3. (a+b)m =am+ bm.

4. Sir # s,xr = xs + t tiene una solucion unica x.

5. a-mob=am+b.

Prueba:

Por el teorema 2.1.1.2 7 sera un plano de traslacion con eje L, siesY — L, transitivo y
ademas X — L, transitivo. Por el teorema 2.1.1.3, sabemos (5), a-mob =am+by

que la adicion es un grupo. En la prueba del teorema 2.1.1.3 mostramos la existencia de
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una elacion S (b) para cada b € R que mapea un (a,c) arbitrario en (a,c + b). Por el

teorema 2.1.1.1 el grupo de traslacion en su totalidad es abeliano, de donde

B(b)B(d) = B(d)B(b),

Y por tanto, (a,c+b+d) =(a,c+d+b),dedonde b+d =d+ b, y la adicién en

R es abeliana, probando (1).

Sea b un elemento arbitrario de R y consideremos la elacion con centro X que lleva

(0,0) en (b, 0). Tenemos, sucesivamente,

(0,0) = (b, 0),

y=x-y=x-—Db,

y=a—-y=a,

(a,a) - (a+ b,a),

x=a->x=a+b,

y=am-y=am,

(a,am) - (a + b, am).

Ademas, como (0,0) — (b, c),

y=xm-y=xm-—bm.
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Pero entonces, como (a, am) esta sobre y = xm, tenemos (a + b, am) sobre

y = xm — bm, de donde

am = (a+ b)m — bm,

y por tanto, am + bm = (a + b)m. Esto prueba la ley distributiva (3).

En un plano la multiplicacion es siempre un lazo, y la condicion (4) dice que si r # s,

las rectas y = xr y y = xs + t se intersectan en un punto finito Unico.

Un sistema de elementos con operaciones binarias de adicion y multiplicacién que

satisfacen las condiciones (1), (2), (3), (4) se llama un sistema de Veblen-Wedderburn.

Mostraremos ahora que, reciprocamente, todo sistema de Veblen-Wedderburn R puede
usarse como el sistema de coordenadas de un plano de traslacion con eje L,. Tomamos

COmMO nuestros puntos:

1. Los puntos finitos (a, b) con a, b elementos arbitrarios de R.
2. Los puntos infinitos (i) con m € R.

3. ElpuntoY = (c0).

Nuestras rectas seran:

1. L, con puntos () y (m).
2. Rectas x = ¢ conteniendo a (o) y todos los puntos (¢, d).

3. Rectas y = xm + b conteniendo los puntos (m) y (a, am + b) paratodo a € R.
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Es sencillo ahora verificar que hay una sola recta que une dos puntos distintos, un punto
unico que se encuentra en dos rectas distintas, y que de los cuatro puntos
(0,0),(1,1),(0) y (0) no hay tres que se encuentren en una misma recta. Esta
verificacion implica varios casos y necesitamos la condicion (4) para mostrar que las
rectasy=xr+b y y=xs+c conr #s se intersectan en un punto Unico que es

finito.

Para un plano de Veblen-Wedderburn se verifica facilmente que el mapeo de puntos
finitos (x,y) = (x + r,y + s) es una colineacion para cualesquiera r y s, que fija todos

los puntos de L, Y para rectas finitas mapea

X=c->x=r+4+c, y=xm+b->y=xm—rm+s+b.Sis=rt esta colineacion
es una elacion con eje L., Yy centro (t). De aqui que un plano de Veblen-Wedderburn es

un plano de traslacion con eje L.

Teorema 2.1.1.5. Si m es un plano de traslacion con respecto a tres rectas que no tienen

un punto en comdn, entonces es un plano de traslacion para toda recta.

Prueba:

Para el Teorema, notemos que una familia de rectas que con dos rectas contienen el haz
de recta que pasan por su interseccién, es necesariamente la familia de todas las rectas

del plano si contienen tres rectas que no pasan por un mismo punto.
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Supongamos que L, y L, son dos rectas que se intersectan en un punto Y y que m es un
plano de traslacion con respecto a ambas L; y L,. Sea L; una tercera recta que pasa por
Y y sea C cualquier punto de L5 distinto de Y. Sea RCS una recta cualquiera que pasa por
C diferente de L5 que intersecta L, en R y a L, en S. Entonces hay una elacion a con eje
L; ycentroR que llevaSenCyL,enL;. Comor tiene todas las elaciones con eje L, y
centro S, entonces la configuracion del Teorema de linealidad es vélida para todos los
casos con S como centro y L, como eje. La colineacion a lleva a todas estas
configuraciones en todas las configuraciones del Teorema de linealidad con centro C y
eje Ls. Por tanto en mr existen todas las elaciones posibles con centro C y eje L;. Como
este argumento es valido para todo punto de L, diferente de Y, entonces por teorema

2.1.1.2, m es un plano de traslacion con eje L.

Teorema 2.1.1.6. U n plano m es un plano de traslacion para toda recta que pasa por el

punto y = (o) si y solo si,

1) sus rectas finitas estan dadas por ecuaciones lineales x = cyy = xm + b,

2) las coordenadas satisfacen las siguientes leyes:

2.1) La adicion es un grupo abeliano.
2.2) (a+b)m = (am+ bm)
23) a(s+t)=as+at

2.4) Todo a # 0 tiene un inverso a™! que satisface a™'a = aa ! = 1
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25) al(ab)=b

Prueba:

Supongamos que m es un plano de traslacion para toda recta que pase por y = (). Esto
incluye L., y también por el teorema 2.1.1.4 sabemos que las condiciones de linealidad
(1) se satisfacen y que las coordenadas son un sistema de Veblen-Wedderburn. Esto nos
da las condiciones (2.1) y (2.2) del teorema. Hemos de probar las restante tres

condiciones.

Consideremos la elacion con Y = (o) como centro, x = 0 como eje, que mapea el

punto (0) sobre el punto (m).

Aqui todos los puntos (0, b) son fijos y las rectas L., ¥ x = c son fijas.

Encontramos, sucesivamente

(0) » (m)

(0,b) - (0,b)

y=b-oy=xm+b»b

(a,b) - (a,am + b)

Esto nos da el mapeo para un punto finito arbitrario.
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En particular

(L)- (1, m+1¢t)

(0,0) = (0,0)

de donde

y=xt—->y=(m+t).

Pero

(a,at) -» (a,am +t)

y como (a, at) esta sobre y = xt, tenemos (a, am + t) sobre y = x(m + t) de donde

am+t= a(m+t)

la ley distributiva (2.3)

Consideremos ahora la elacion con centro (0, 0) y eje x = 0 que lleva (0) a (—1 — a, 0).

Aqui

0) - (-1,—a,0)

01+a)— (01+a)

dedonde y=1+a-y=x+1+a

(0) » (—1,—a,0)
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(0,b + ab) — (0,b + ab)

dedondey=b+ab—->y=xb+b+a

y=1l+a-y=x+1+a

y=x(14+a)-y=x(1+a),

de donde

(L,1+a)->(d,d+1+a)sia+0

donde

dl+a)=d+1+a.

Ademas

(00) = (<o),

1L1+a)»(d,d+1+a),

de dondex =1->x=d.

Ahora

y=x(b+ab) >y=x(b+a)b,

y=b+ab-y=xb+b+ab,

y por tanto (1,b + ab) — (d,d[b + ab]),
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donde también d(b + ab) =db + b + ab.

Aqui suponemos no solamente a # 0, si no también (—1 — a,0) # (0,0), es decir,
a + —1. Para tal a existe un d tal que d(1+a)=d+1+a, y para toda b,
d(b +ab) =db+ b+ ab. Si ponemos d =u+ 1 y usamos las leyes distributivas,

encontramos

ua =1,

u(ab) = b.

Por las leyes distributivas encontramos directamente que incluso para a = —1, estas

relaciones se verifican para u = —1. Como para u # 0 hay un v con

vu =1,

v(ua) = a,

tenemos v = a. De aqui escribimos u = a~! y tenemos las leyes (2.4)

aal=a'a=1,y (25) a(ab) = b.

Reciprocamente, supongamos que las condiciones (1) y (2) se verifican para las
coordenadas de un plano . Por el Teorema 2.1.1.4 sabemos que m es un plano de
traslacion con respecto a L,,. Usando el Teorema 2.1.1.5 sera suficiente mostrar que

tiene una colineacion que mapea L, sobre alguna otra recta que pase por Y = ().



El siguiente mapeo es dicha colineacion:

(00) = (o0),

(m) - (1,m),

(_11 m) - (_m)a

(0,b) - (0, b),

(c,d) > [(1+cH ], c #0,—1.

(Loo) - x =1,

x=—-1- L,

x=0->x=0,

x=c->x=0+cH 1, c#0-1.

y=xm+b->y=x(m—>b)+b.
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Para demostrar esto debemos probar que las incidencias se preservan por el mapeo; en

particular que si (c,d) esta sobre y = xm + b, entonces el punto imagen esta sobre la

recta imagen. Se reduce esto a mostrar que

1+cH(m+b)=AQA+cH Y (m-b)+b

es una identidad. Se sigue esto de las leyes del Teorema, ya que las dos siguientes son

identidades:
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A+ Y em)=0+cHIm,
1+ b=>0A+c ) 1(-b) +b.
Probaremos una identidad mas basada en las leyes arriba enunciadas.
Escribamos:
[y =+z D)7y +yl =t

donde excluimos solamente los valores y = 0, y = —z~1. Entonces, multiplicando por

y + z~1 tenemos

G+zDt=@+z)|zy+1-G+z) (@) - G +z71) ]

-1

=y@zy)ty+y+z —ylzy)—y
=y+z!

De aqui que t=1y y 1—(+2z1)1 y y(zy) +y son inversos. Luego para

cualquier x,

[yt = +z7)[(y(zy)x + yx] = x.
Escribamos ahora

[y = +z7 ) (o) + yx] = w.
Y encontramos

+z Dw=Q+z)z(yx) +x] — ylz(yx)] — yx
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= yx + 7z lx = (y +z1 )x.

De aqui que w = x. Comparando ahora las expresiones para w y x vemos que debemos

tener

y(zy)]x = ylz(yx)]

la identidad de Moufang.

Esta identidad es claramente valida para los valores excluidos y =0, y = z71, y por
tanto se verifican sin excepcion. En particular, la identidad de Moufang con z =1 se

reduce la ley alternativa izquierda: (yy)x = y(yx)

Definicion 2.1.1.3. Plano de Moufang

Si un plano es un plano de traslacion para toda recta, se le llama un plano de Moufang.

Teorema 2.1.1.4. Teorema de planos Moufang

Un plano es un plano de Moufang, si y solo si todo anillo ternario es

1) Lineal

2) Un anillo de division alternativo, es decir, satisface las siguientes leyes:

2.1) Laadicion es un grupo abeliano.
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22) (a+bym=am+bm

23) a(s+t)=as+at

2.4) Todo a # 0 tiene un inverso a™! que satisface a™'a = aa™! =
25) al(ab) =b.

26) (ba)a!=bh.

Ademas las leyes alternativas son validas:

2.7) a(ab) = (aa)b, (ba)a = b(aa).

Prueba:

Por el teorema 2.1.1.6 tenemos 1) y también 2.1), 2.2), 2.3), 2.4), 2.5) debemos probar
2.6) ya que claramente la ley alternativa derecha (ba)a = b(aa) se sigue de 2.6)

exactamente en la misma forma que la ley alternativa izquierda se sigue 2.5).

Consideramos la elacién con eje y = 0 y centro (0, 0) tal que Y = (o) se mapea sobre

(0, —1). Tenemos, sucesivamente:

(00) = (0,-1).

(1,0) - (1,0).
de donde x=I->y=x—1

(e0) = (0,-1).

(a,0) - (a,0)



de donde

Por tanto

Ademas

de donde

de donde

Como

x=a-y=xal-1

x=1-y=x-1

y=x(1—ab) »y=x(1—ab)

(1,1 —ab) - [(ab)™ %, (ab)™! —1]

(0) - (0),

y=1l—ab >y=(ab)™' -1

x=a-y=xal-1

y=x(al—=b) »x(al-b)

(a,1—ab) » (b7, b7 la 1 -1)

(0) - (0)

78
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tenemos
y=1—ab »y=b"tlal-1
Comparando imégenes de y = 1 — ab debemos tener
(ab)™! = b la™L.
Usando esto como una ley, encontramos, como b~ ! = a(a1b™1)
b=(b""""=[a(a b H]™
— (a1 Y et
= (ba) a™t
Esto prueba 2.6).

Hemos demostrado que en un plano de Moufang las coordenadas satisfacen las leyes
enumeradas anteriormente para un anillo de divisién alternativo. Reciprocamente,
supongamos que tenemos un anillo de division alternativo. Si construimos un plano con
estas coordenadas, por el teorema 2.1.1.6 el plano es un plano de traslacion para toda
recta que pase por Y = (o0) .De aqui que, por el teorema 2.1.1.5 se seguird que el plano
es un plano de traslacion para toda recta si podemos encontrar una colineacion que

cambie Y = (o). La siguiente reflexion es valida:
(a,b) S (b,a)

(0) S ()



(m) s(m™1), m=#0
xX=cSy=c,

y=xm+bsxm™l—bm™, m=#0

Esto completa la prueba del teorema.

Nota. La teoria de anillos de division alternativos se abordara en el siguiente capitulo.

80
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2.2. ANILLOS ALTERNATIVOS

En este apartado hablaremos de una estructura algebraica, llamada anillo alternativo
similar a la estructura de anillo a diferencia que esta nueva estructura cumple con otras

propiedades.

Previamente necesitamos mencionar la definicion de funcion antisimétrica: Una

funcion h(x4, ..., x,,) en un anillo se dice que es antisimetrica si

1. Es lineal en cada uno de sus argumentos.

2. Se anula siempre que cualquiera dos de sus argumentos son iguales.

Definicion 2.2.1. Anillo de division alternativo

Un anillo alternativo R en un sistema con una adicion binaria y una multiplicacion en el

que se satisfacen las siguientes leyes:

1. Laadicion es un grupo abeliano.

2. (x+ym=xm+ym.

3. x(s+1t)=xs+«xt.

4. Todo x # 0 tiene un inverso x~1 que satisface x ™ 1x = xx™1 = 1.
5. x (xy) =y.

6. (yx)x1=y.
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7. La multiplicacion satisface las dos leyes asociativas débiles,

(xx)y = x(xy), y(xx) = (yx)x. (2.2.1)

En un plano de Moufang teniamos las leyes multiplicativas:

aa ' =a'a=1 a'(ab) =b = (ba)a™* (2.2.2)

Y en anillos alternativos tenemos las leyes multiplicativas

(xx)y = x(xy), y(xx) = (yx)x.

Definiremos dos cantidades para todo anillo en el que las leyes distributivas se
verifiquen, el asociador (x,y, z) y el conmutador (x, y). Las definimos por las siguientes

reglas:

(x,y,2) = (xy)z — x(yz), (x,y) =xy —yx (2.2.3)

El asociador (x,y,z) = (xy)z — x(yz) mide la distancia en que x, y, z se estan
asociando, ya que eso es solo la diferencia entre las dos formas (xy)z y x(yz) de

asociar x, y, z en el orden dado.

De la misma forma, el conmutador (x,y) = xy — yx mide la distanciaenque x y y se

estan conmutando.
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El asociador se desvanece, es decir, se hace cero cuando (xy)z = x(yz), en cualquier
anillo asociativo y el conmutador se desvanece, se hace cero cuando xy = yx, en

cualquier anillo conmutativo.

La antisimetria implica la propiedad alternante y el asociador y el conmutador son

simétricos en un anillo alternativo.

Tanto el asociador como el conmutador son lineales en cada argumento.

Las leyes (xx)y = x(xy), y(xx) = (yx)x pueden reescribirse de la siguiente forma:

(xx)y = x(xy)

(xx)y —x(xy) =0

(x,x,y) =0 ; por definicion de asociador.

Y la segunda se reescribe asi:

y(xx) = (yx)x

(yx)x — y(xx) = 0

(y,x,x) = 0 ; por definicion de asociador.

Por tanto,

(x,x,y) =0, (y,x,x) =0 (2.2.4)
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Estas leyes son llamadas: ley alternativa izquierda y ley alternativa derecha,

respectivamente.

Por la linealidad del asociador, hacemos las siguientes combinaciones en los

argumentos:

1. (x, y+z, y+2)=0 (2.2.5)
2. W+z, y+2z x)=0
3. (x+y, x+y,2)=0
4. (z, x+y, x+y)=0
5. vy, x+z, x+2z)=0

6. (x+z x+2z y)=0
Haciendo uso de la definicion de asociador, se tiene:

1L (x, y+z, y+2)=0
(@ +2)y+2)-x((+2)(y+2) =0
(xy+xz2)(y+2z)—[x(yy+yz+zy+2zz)] =0
(xy)y + (xy)z + (x2)y + (x2)z — x(yy) — x(yz) — x(2y) —x(22z) = 0
[Cy)y —x(] + [(y)z — x(y2)] + [(x2)y — (x2)y] + [(x2)z — x(22)] = O
YY)+ (0y,2) + (x,2,y) + (x,2,2) =0
(x,y,2) +(x,2,y) =0

(x:y’z) = —(x,Z;J’)
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2. W+z y+2z x)=0
(+2@+2)x -G +2)(+2)x) =0
y+yz+zy+zz)x—(y+2)(yx+2x) =0
(y)x + (yz)x + (zy)x + (zz)x — [y(yx) + y(zx) + z(yx) + z(zx)] = 0
[Gy)x — y(y0)] + [(y2)x — y(2x)] + [(zy)x — z(yx)] + [(zz)x — z(2x)] = 0
Wy, + (v,2,x) + (2,y,x) + (2,2,x) =0
(,2,%) +(2y,x) =0

(y,Z,X) = —(Z,y,X)

3. (x+y, x+y,2)=0
((c+x+3))z = (x+y)((x+y)z) =0
Cex+xy+yx+yy)z—(x+y)(xz+yz) =0
(xx)z + (xy)z + (yx)z + (yy)z — [x(x2) + x(yz) + y(x2) + y(y2)] = 0
[(ex)z — x(x2)] + [(xy)z — x(y2)] + [(y0)z — y(x2)] + [(yy)z — y(yz)] = 0
x,2)+ (y,2)+ (%2 +(,y,2) =0
(x,y,2)+(y,x2) =0

(x:y’z) = —(y;x»Z)
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4. (z, x+y, x+y)=0
(z(x +y)(x +y) = z((x + y)(x +¥)) = 0
(zx+zy)(x+y)—z(xx+xy+yx+yy) =0
[(zx)x + (zx)y + (zy)x + (zy)y] — z(xx) — z(xy) — z(yx) — z(yy) = O
[(zx)x — z(xx)] + [(z0)y — z(xy)] + [(2y)x — z(y0)] + [(zy)y — z(yy)] = 0
(z,%,%) + (z,x,y) + (zy,0) + (zy,y) =0
(z,%,y) +(2,y,x) =0

(Z,x,y) = —(Z,y,X)

5 (y, x+2z x+2)=0
Yx+2)(x+2)—y(x+2)(x+2))=0
(yx +y2)(x + 2) — y(xx + x2 + zx + z2) = 0
[0)x + (yx)z + (y2)x + (y2)z] — y(xx) — y(xz) — y(2x) — y(2z) = 0
[)x = y(xx)] + [(yx)z — y(x2)] + [(y2)x — y(zx)] + [(y2)z — y(22)] = 0
Wxx)+@x2)+(0,2x)+W,22) =0
Wx,2)+y,zx) =0

(y,z, X) = —(y,x,z)
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6. (x+2z x+2z y)=0
(x+2)(x+2)y—(x+2)((x+2)y) =0
(xx+xz+zx+z2)y—(x+2)(xy+2y)=0
(xx)y + (x2)y + (zx)y + (z2)y — [x(xy) + x(zy) + z(xy) + z(2y)] = 0
[Gex)y — x(xy)] + [(x2)y — x(zy)] + [(zx)y — z(xy)] +[(z2)y — z(zy)] = 0
xy)+(xzy)+(zxy)+(22y)=0
(x,z,y) +(z,x,y) =0

(Z,x,y) = —(X,Z,y)
De donde tenemos
(x:)’»Z) = —(x,ZJ’) = (Z;XJ’) = —(Z,y'x) = (y'Z,x) = —(y'x'z) (226)

Nos dice esto que (x,y,z) bajo las permutaciones del grupo simétrico sobre x,y,z no
cambia por el grupo alterno y cambia de signo bajo las permutaciones impares. Es esta

propiedad la que llevo a llamar alternativos a estos anillos.

Se puede obtener las permutaciones sobre x,y, z, como en teoria de grupos, y ver esta

misma propiedad. Se procede como sigue:
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Las permutaciones resultantes son:

Xy z
Yy Z X

o=



89

Y ahora encontramos el signo de cada permutacion para conocer las permutaciones

impares:
a= (22 = 0@ = & NG D= sigla) = (1P =1

(iZ;) =@ 2) =@ 2z)= siglay) = (-1 =-1

az
%= ch]j) =(x (@) = y)= siglas) = (-1 =-1
% = (;C/gazc) =xyz = Yk 2)= sigla,) =(-1)*=1

as= (32y) =29 =& D& y)= siglas) = (D> =1

Xyz .
%6 = (zyx) =(x 2)(y) = (x 2) > siglas) = (-1 =-1
Entonces las permutaciones impares son:

xzy), (xz), (Zyx)

Y son exactamente las que cambian de signo en la ecuacién (2.2.6).

Mediante el uso de la regla (x,y,z) = —(x,z,y) se obtiene la ley reflexiva de la

siguiente forma:

(x:y’x) = —(x,x,}’)

y (x,v,x) = —(x,x,y) =0, por ecuacion (2.2.4)
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de donde,

(x,y,x) = (xy)x — x(yx) = 0 por definicion del asociador

De aqui que,

(xy)x = x(yx) (2.2.7)
Esta ley se llama la ley reflexiva.

La siguiente identidad puede verificarse que es valida en cualquier anillo con las leyes

distributivas

(wx,y,z) — (w,xy,z) + (W, x,yz) =w(x,y,z) + (W,x,y)z (2.2.8)
Verificacion

wx,y,z) — (w,xy,z) + (w,x,yz)

= [(wn)y)z — (wx)(y2)] = [(WCxy))z — w((xy)2)] + [(wx) (y2) — w(x(y2))]

(wx)y)z = (wx)(yz) = (w(xy))z + w((xy)z) + (wx) (y2) — w(x(y2))
=w[(xy)z — x(y2)] + [(Wx)y — w(xy)]z

=wx,y,2) + (W, x,y)z

Definimos la funcién f(w, x,y, z) por la regla

fw,x,y,2) = (wx,y,z) —x(w,y,z) — (x,y,2)w (2.2.9)
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Lema 2.2.1. En todo anillo alternativo R la funcion

fw,x,y,2z) = (wx,y,z) —x(w,y,z) — (x,y,z)w es antisimétrica y satisface las

identidades

3fw,x,y,2) = W, (x,,2)) = (x, 0, z,w)) + (v, (z,w,x)) — (2, (W, x,y)) (2.2.10)

fw,x,y,2) = ((wx),y,2) + ((v,2), W, x) (2.2.11)

Prueba:

Por (2.2.6) podemos escribir (2.2.8) en la forma

(wx,y,z) — (xy,z,w) + (yz,w,x) =w(x,y,z) + (W, x,y)z (2.2.12)

Sustituyendo para (wx, y, z) su expresion en términos de f como la dada por (2.2.9) se

tiene

fw,x,y,2) = (wx,y,z) —x(w,y,2) — (x,y,2)w

de donde despejamos (wx, y, z)

(wx,y,z2) = f(w,x,y,2) +x(w,y,2) + (x,y,Z)w

y analogamente para los otros términos de la izquierda de (2.2.12) tenemos

(xy,z,w) = f(x,y,z,w) +y(x,z,w) + (y,z,w)x

(yz,w,x) = f(y,z,w,x) +z(y,w,x) + (z,w,x)y
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Luego sustituyendo el lado derecho de estas ecuaciones en (2.2.12) se tiene:

[fw,x,y,2) + x(W,y,2) + (x,y, 2)w] = [f (x, 3, 2, W) + y(x,2,w) + (v, z,wW)] +

[f(y,zw,x)+z(y,w,x) + (z,w,x)y] = w(x,y,z) + (w,x,y)z

fw,x,y,2)+ x(w,y,2) + (x,y,2)w — f(x,y,z,w) —y(x,z,w) — (y,z,w)x +

fy,z,w,x) +z(y,w,x) +(z,w,x)y = w(x,y,2) + (W, x,y)z

f(W,X,y,Z) - f(x,y,z,w) + f(y,Z,W,X) = W(X,y,Z) + (w,x,y)z—x(w,y,z) -

,y,z2)w+ yx,z,w)+ (v, z,w)x — z(y,w,x) — (z,w,x)y

f(W,X,y,Z) - f(x,y,z,w) + f(y,Z,W,X) = W(X,y,Z) - (X,y,Z)W— X(W,y,Z) +

v zw)x+ y(x,z,w) — (z,w,x)y — z(y,w,x) + (W, x,y)z

f(W;x;J’;Z) - f(x,y'Z,W) +f(y,Z,W,X) = [W(x,y'z) - (x’y'Z)W] -

[X(W;J’;Z)— (y,Z'W)x]'F [Y(X;Z,W)— (Z,W,X)y]—[Z(y,W,x)— (W,x,y)z]

f(W'x'y'Z) - f(x,y,z,w) +f(y,Z,W,X) = (W' (X,y,Z)) - (x' (y'Z'W)) +

(y' (Z, w, X)) - (Z' (W' X, y) )
fw,x,y,2) — f(x,y,z,w) + f(y,z,w,x) = F(x,y,z,w) (2.2.13)

donde F(x,y,z,w) es el segundo miembro de (2.2.10) y por tanto cambia de signo

cuando sus argumentos son permutados ciclicamente. De aqui que por (2.2.13),

0=F(w,x,y,z)+F(x,y,zw) = f(w,x,y,2) + f(z,w,x,y).
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Verificando 0 =F(w,x,y,2z) + F(x,y,z,w).

Por ecuacion (2.2.13) se tiene,

Fx,y,z,w) = W, (x,¥,2)) = (x, 7, z,w)) + v, (z,w, X)) = (z, (W, x, y))
Fw,x,y,2) = (z,w,x,y)) = (W, (x,y,2) + (x, 0, z,w) = (1, (z,w, X))

Entonces,

F(w,x,y,2) + F(x,y,2,w) = [(z, W, %,)) — (W, (%,5,2)) + (x, (¥, 2,W)) =

(y' (Z' w, X))] + [(W, (X, Y, Z)) - ( X, (y' Z, W)) + (y' (Zr w, X)) - (Z' (W, X, Y))]

F(W,X,y,Z) +F(X,y,Z,W) = (Z, (W,X,y)) - (Wr (X,y,Z)) + (X, (y,z,w)) -

. zw,0) + W, (x,y,2) = (x,@,zw) + 7, (Z,w,x) — (2, (W, %))

Fw,x,y,z) + F(x,y,z,w) =0

Luego, verificamos f(w,x,y,z) + f(z,w,x,y) =0 0 f(w,x,y,2) = —f(z,w,x,y)
La identidad (2.2.8) la podemos reescribir como
wx,y,z) —(w,xy,z) + (W, x,yz) —w(x,y,z) —(W,x,y)z=0=gw,x,y,2)

few,x,y)= (2w, x,y) —w(zxy) - (W,X,y)z



Luego,

f(Z'W'x'Y) =f(Z,W,X,y) _g(W'x'y'Z)

= (zw,x,y) —w(z,x,y) — (W, x,y)z — (wx,y,2) + (W, xy, 2)

—(w,x,yz) +w(x,y,z) + (W, x,y)z

= (zw,x,y) —w(x,y,z) — (w,x,y)z — (wx,y,2) + (W, xy, 2)

—(w,x,yz) +w(x,y,2) + (w,x,y)z
= (zw,x,y) — (wx,y,2) + (xy,z,w) — (yz,w, x)
Entonces, aplicando este resultado a f(w, x,y,z) tenemos:
fw,x,y,2) = (wx,y,z) — (xy,2,w) + (yz,w,x) — (2w, x, )
y podemos ver que
—fzw,x,y) = —[(zw,x,y) — (Wwx,y,2) + (xy,z,w) — (yz,w,x)]
=—(zw,x,y) + (wx,y,2) — (xy,z,w) + (yz,w, x)
= (wx,y,z) — (xy,z,w) + (yz,w,x) — (2w, x,y)
Por lo tanto,

f(W:x:y;Z) = _f(Z,W,x»)’)
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(2.2.14)
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De aqui que f cambia de signo cuando sus argumentos se permutan ciclicamente y, por
(2.2.9), cuando sus dos ultimos argumentos son intercambiados, y, por tanto, cuando

cualquiera dos de ellos son intercambiados.
Aplicando la ecuacion (2.2.9) se tiene,

f(w,x,y,y) = (Wx:y'y) —x(w,y,y) - (x,y,y)w

=0—x-0—-0-w, por ecuacion (2.2.4)

Por tanto, f es antisimétrica.

Se pueden obtener las permutaciones del conjunto (w x y z), como en teoria de

grupos y asi verificar cuando f cambia de signo. Se procede como sigue:
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Las permutaciones resultantes son:

WX
al:(w X

WX
2=\w «x

y 2)

2 )

(W
00 =
19 z

_(w
021 =

w

022 = (Z

w

023 = (z

w
024 = (z

N < §‘< N <

S
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Luego encontramos el signo de cada permutacion
w X
a=(y ¥ 3 2)=WEE = siglo) =1
VA
=0y % 3 5) =M@ 2=sigl) = (D= -1

7= (w ; Y ) =wE M@ = siglay) = (-D' = -1

N
|
~—~
S
&
N <

D= ¥y D= NE 2)=siglo) =(-1)? =1
is=( T L )=wmE 2 N=G DE ¥ =sigl) = (D> =1
5=( 7 ¥ 2)=WE D)= siglo) = (-1 = -1

or=(5 w3 D)= D0 = sigloy) = (1) = -1

8
I
/N

S
=
N

)= 00 2= sigly) = (- =1

S
I
VN
S
=
=<

= x N@=w DW ¥)=siglo)=(-1)?=1

Z
w

D
o
I
—~
S
=
N <

)= xy2)=w DWW 2) = siglo) = (-1)* = -1

z
y

N

=

I
VY
S
=
T

)= xzy)=WwOWwDwy) = siglon) = (-1 =-1

2=y 7 3 )= x DO =W VW 2)=>siglo) = (D> =1



w
013:()/
w
014=(y
w
015=(y
w
Ulsz(y
w
017=(y
w
Ulsz(y
(W
019 = 7
w
020—(2
_(w
021 = 7
w
0'22=(Z
w
023=(Z
w
0-24-_(Z

=

=

y

N < S N <

TR
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Y )= Y 0D@=Ww Nw 2)=siglo) =(-1)2=1

JZC) =wyzx)=Wwy)Ww 2w x) = sigloy) = (-1)° = -1
;) =W MN®)(2) = siglags) = (-1)' = -1

N=w ¥y D@=W W 2) =sigloe) =(-1)?=1
;Zc) =W N z)>sigloy) = (D=1

j/) =wyxz)=WwyWwx)Ww z)=siglog) =(-1)° = -1

D)= 2y 0= AW NW 2 = sigla) = (—D* = -1

V4

)= z D) =W 2w x) = sigloy) = (-1 =1

)= 2 N =W Dw y) = siglon) = (~D? =1

j/) =W 2)(x)(y) > sigloy) =(-D=-1

)=wzxy) =W DWW y) = sigloy) = (-1)* = -1

N DE ¥)=sigo) = (D2 =1



100

Asi hemos obtenido las permutaciones impares del conjunto (w x y z).

En (2.2.13) tenemos que f(w,x,y,2z) — f(x,y,z,w) + f(y,z,w,x) = F(x,y,z,w)

Pero aplicando el intercambio de argumentos tenemos que:

_f(x»Y»Z»W) :f(W,x,J’»Z)

f(y,Z,W,X) =f(w,x,y,z)

Entonces sustituyendo en (2.2.13) nos queda

f(WJnyJZ) +f(w,x,y,z) +f(W,X,y,Z) = F(X,y,Z,W)

3f(w,x,y,2z) = F(x,y,z,w)

Luego, sustituyendo

F(X’YJZ’W) = (W, (x:y»z)) - (x, (Y:Z'W)) + (y' (Z,W,X)) - (Z, (W,X,:Y))

resulta

3f(W; XY, Z) = (W, (x:y»z)) - (x, (yr Z, W)) + (y' (Z' W,X)) - (Z, (W,X,:Y)) y asi

(2.2.13) se reduce a (2.2.10).

De f(w,x,vy,z) =wx,y,z) —x(w,y,2z) — (x,y,z)w despejamos (wx,y,z) VY
obtenemos (wx,y,z) = x(w,y,z) + (x,y,2)w + f(w, x,y, z) intercambiando w y x en

esta ecuacion se tiene (xw,y,z) = w(x,y,z) + W, y,z)x + f(x,w,y, 2).



Luego, a (wx, y, z) le restamos (xw, y, z) y obtenemos

(WnyJZ) - (XW,y,Z) = X(W,y,Z) + (x,y,z)w+f(w,x,y,z) —W(X,y,Z) -

(W,y,Z)X—f(X,W,y,Z)

= —[W(x,y,z) - (X,y,Z)W] + [X(W,y,Z) - (W,y,Z)X] +

fw,x,y,2)+ fw,x,y,2)
=—(w, (x,y,2) + (x, w,y,2)) + 2f(w,x,y,2)
Y como
wx,3,2) — aw,y,2) = [(Wx)y)z — W) (y2)] - [(aw)y)z — Gew) (y2)]
= (w0)y)z = ((w)y)z — (wx) (y2) + (ew) (y2)
= ((wx)y — Gw)y)z — (wx) (yz) + (xw)(yz)
= ((wx = xw)y)z — (wx — xw)(y2)
= (W, 0y)z - W, 0)(2)

= ((w, x),Y, z)

Entonces

((W, x), Y, z) = —(W, (x,y, Z)) + (x, w,y, Z)) +2f(w,x,y,2)

Hemos calculado asi, el primer miembro del lado derecho de la ecuacién (2.2.11).
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Sustituyendo ((y,z),w, x) en términos de la ecuacion anterior obtenemos

((y, zZ),w, x) = —(y, (z,w, x)) + (Z, (y,w, x)) +2f(y,z,w,x)

Utilizando la ecuacion (2.2.10) se calcula el segundo miembro del lado derecho de la

ecuacion (2.2.11), de la siguiente forma
3f(w,x,y,z) = (W, (X,y,Z)) - (X, (yrZrW)) + (y' (Z,W,X)) - (Z' (W,X,Y))

(z,w, %) = (v, (zw,x)) + 2f (W, x,,2) = (W, (x,y,2)) — (x, (v, 2,W)) —

f(W,x,y,Z)

(Z, (y,w, x)) — (y, (z,w, x)) +2f(w,x,y,z) = (W, (x,y, z)) — (x, (y,2z, W)) —

fw,x,y,2)
((ylz);W;x) = (W, (x:y»z)) - (X, (y'Z:W)) - f(Wrxry'Z)

Luego sumamos los dos términos, ((v,2),w,x)y ((w,x),y,z) y se obtiene

((y, zZ),w, x) + ((W, x),y, z) = —(W, (x,y, Z)) + (x, (w,y, Z)) +2f(w,x,y,z) +

(W: (x,y,z)) - (X, (y'Z'W)) - f(W,x,y,Z)

= f(W'x’y'Z)

Por tanto se prueba la ecuacion la ecuacion (2.2.11).
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Lema 2.2.2. Para todo x, y, z de un anillo alternativo, tenemos:

(x%,y,2) = x(x,y,2) + (x,y, 2)x, (2.2.15)
(x,xy,z) = (x,y,xz) = (x,y,2)x, (2.2.16)
(x,yx,z) = (x,y,2zx) = x(x,y,2), (2.2.17)

y las identidades de Moufang

(xy)(zx) = x((yz)x) = (x(yz))x. (2.2.18)
x(y(xz)) = ((xy)x)z, ((Zx)y)x = Z(x(yx)). (2.2.19)
Prueba:

Prueba de (2.2.15). Obtenemos (2.2.15) de f(x,x,y,z) = 0.

flx,x,y,z) = (xx,y,z) —x(x,y,z) — (x,y,z)x = 0, por ecuacion. (2.2.9),

de donde

(xx,y,2z) = x(x,y,2) + (x,y,2)x

(x2,y,2) = x(x,y,2) + (x,y, 2)x.

Prueba de (2.2.16). Obtenemos las dos partes de (2.2.16) observando que

f(x,y,z,x) =0y f(x,z,x,y) = 0, por antisimetria de f(w, x, y, z).

Por definicionde f(w,x,y,2), f(x,y,z,x) = (xy,z,x) —y(x,z,x) — (y,z,x)x =0



de donde

(xy,z,x) = y(x,2z,x) + (y,2,x)x

(x,xy,z) =y(x,x,2) + (x,y,2)x

(x,xy,z) = y(o) + (x,y,z)x

(x,xy,z) = (x,y,2)x

Y f(x,z,x,y) = (xz,x,y) —z(x,x,y) — (z,x,y)x =0

de donde

(xz,x,y) = z(x,x,y) + (z,x,y)x

(x,y,xz) = z(0) + (x,y,2)x

(x,y,xz) = (x,y,2)x

Por tanto,

(x,xy,z) = (x,y,xz) = (x,y,2)x

Prueba (2.2.17). Obtenemos (2.2.17) de f(y,x,x,z) =0y f(z,x,x,y) = 0.

fy,x,x,2) = (yx,x,z) —x(y,x,2) — (x,x,2)y =0

de donde

(yx,x,z) =x(y,x,2) + (x,x,2)y
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(vx,x,2) = x(y,x,2) + (0)y
—(x,yx,2) = x(=(x,y,2))
—(x,yx,2) = —x(x,y, 2)
(x,yx,z) = x(x,y,z).

Y f(z,x,x,y) = (zx,x,y) —x(z,x,y) — (x,x,y)z =0
de donde

(zx,x,y) =x(z,x,y) + (x,x,y)z
(zx,x,¥) = x(z,x,y) + (0)z
(x,y,2x) = x(x,y,z).

Por tanto,

(x,yx,z) = (x,y,2zx) = x(x,y,2).
Pruebade (2.2.18).

Para probar (2.2.18) notamos que:
(x,y,2x) = (xy)(zx) — x(y(zx))

de donde,

(ey) (2x) = x(y(zx)) + (x,y, 2x)
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= x(y(zx)) + x(x,,2)
= x(y(zx)) + x(y,2,x)
= x[y(zx) + (v, z,%)]
= x[y(zx) + (yz)x — y(zx)]
= x((y2)x)
Por tanto,
(xy) (zx) = x((y2)x).
Para probar que (xy)(zx) = (x(yz))x notamos que:
(%,y,2)x = [(xy)z — x(2)]x = (()2)x — (x(yD)x
de donde,
(xr2)x = ()z)x = (x,y, 2)x
= (xy)(zx) + (xy,z,x) — (x,y,2)x [ por * ]
= (xy)(zx) + (x,xy,2) — (x,y,2)x
= (xy)(zx) + 0

= (xy)(zx)
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Usando (xy,z,x) = ((xy)z)x — (xy)(zx)

obtenemos

« ((xy)z)x = (xy)(2x) + (xy,2,%)

Por tanto,
(xy)(zx) = x((y2)x) = (x(y2))x.
Prueba de (2.2.19). La primera ecuacién de (2.2.19) se deriva como sigue:

ey, x,2) = (()x)z = (xy) (x2)

de donde,
((ey)x)z = (xy)(x2) + (xy,x, 2)
= x(y(x2)) + (x,y,x2) — (x,xy,2) [ por ]

= x(y(x2)).

Usando (x,y,xz) = (xy)(xz) — x(y(xz))

obtenemos,

wx  (xy)(xz) = (x,y,x2) + x(y(xz)).




La segunda ecuacion de (2.2.19) se deriva como sigue:

(z,%,yx) = (2x)(yx) — z(x(yx))

de donde,

z(x(yx)) = (20)(yx) = (2,%,yx)
= ((zx)y)x = (zx,y,%) — (z,x,yx)
= ((z0)y)x = (-6, y,2x)) — (x,yx,2)
= ((z0)y)x + (x,y,2x) — (x,yx,2)

= ((zx)y)x

Usando (zx,y,x) = ((zx)y)x — (zx)(yx)

obtenemos,

sk (zx)(yx) = ((ZX))J)x — (zx,y,%)

Por tanto, se han demostrado las leyes (2.2.19).

[ por +sx ]
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Las identidades (2.2.16) y (2.2.17) se pueden generalizar asi: en cualquier asociador
x,y,z con un factor x en y 0 z, se puede sacar el factor x (dejando las otras x,y y z

solas) a la izquierda si x es un factor derecho 06 a la derecha si x es un factor izquierdo:

(x,xy,z) = (x,y,2)x

(x,yx,z) = x(x,y,2)

Las identidades de Moufang juegan un papel importante en la teoria de anillos
alternativos. Observamos que las identidades de Moufang son generalizaciones de las
leyes alternativas en el sentido de que si suponemos z =1 en (2.2.18) y (2.2.19)

obtenemos:

(xy)x = x(yx) = (xy)x ley reflexiva

x(yx) = (xy)x, (xy)x = x(yx) ley reflexiva

Siy=1,

x(zx) = x(zx)

x(xz) = (xx)z, (zx)x = z(xx).

Demostraremos que las leyes (2.2.2) se siguen de las de (2.2.1) en un anillo de

division.

Dado un elemento a # 0, hay entonces un u tal que au = 1.
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Entonces a = (au)a = a(ua), de donde también ua = 1, y podemos escribir u = a™1,

donde a™la =aa! =
Dados a, b distintos de cero, se determina ¢ por la relacion b = a™1c. Entonces,
a t(ab) = a *(a(a'c))

= ((a™*a)a™1)c, por laprimera ley de (2.2.19)

= (la YHc

Anélogamente,

(ba)a™t = ((a™lc)a)a™?
= ((ca™Ha)a™t, por la segunda ley de (2.2.19)
=c(a*(aa™))

=c(a 1)
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Quedando asi demostrado que las leyes (2.2.1) implican las leyes (2.2.2) en un anillo

de divisién.
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3.1. EL TEOREMA DE WEDDERBURN

Teorema 3.1.1. El Teorema de Wedderburn

Un anillo de division finito R es necesariamente conmutativo y por tanto un campo

finito GF (p").
Prueba:

Recordando que un anillo de divisién satisface todos los axiomas de un campo excepto
que la conmutatividad de la multiplicacion no es asumida. EI Teorema de Wedderburn
nos dice que si asumimos que el anillo de division es finito entonces la conmutatividad
de la multiplicacién se sigue de los otros axiomas de campo, como podemos observar en

el siguiente grafico:

( ( ( Cerradura +
Asociativa +
Conmutativa +
Neutro +
Inverso +
Anillo de division < Cerradura X
Campo < Asociativa X
\ Distributivas

Anillo <

Inverso X
\ Identidad X

\ Conmutativa X
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Sea R un anillo de divisién finito, con unidad 1 + 0.

Si se muestra que R es conmutativo entonces, por definicién 1.3.2 R es un campo.
Sea Z(R) = Z, el centro de R, esto es: {z € R: zx = xz paratodo x € R}.

Z es un anillo conmutativo de R, y por tanto un campo finito, por proposicion 1.2.1.

Z es cerrado bajo la suma y la multiplicacion, y la multiplicacion es conmutativa dentro

de Z por definicion.

Como R es finito, la caracteristica es positiva y necesariamente un nimero primo p, o de

otra forma R podria tener divisores de cero, por proposicion 1.3.1.
Supongamos R tiene una base de r elementos:

x; = 1,%,,...,x, sobre F,. Entonces R tiene exactamente p” elementos, por ser R un

espacio vectorial sobre el campo primo E,.

Supongamos que Z tiene g = p* elementos, por propiedad 1.5.1 de campos finitos.

Ahora, la idea de la prueba es la siguiente:

Queremos probar que R es conmutativo.

Sabemos que Z es conmutativo, y si podemos mostrar que R = Z habriamos terminado

la prueba.
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Ahora bien, si podemos mostrar que |R| = |Z|, es decir, que el orden o el nimero de
elementos de R es igual al nimero de elementos de Z, entonces R = Z, y otra vez,

habriamos terminado la prueba.

Luego, dado que R es finito cualquier subconjunto de R es cerrado bajo la multiplicacion
y la suma, y es un subanillo, de hecho un subanillo de division de R, por proposicion

1.2.1.

En todo caso, R es un espacio vectorial sobre Z, donde la suma vectorial es sumaen R y

la multiplicacion escalar es solo multiplicacion en R para los elementos de Z.

Y si R tiene una base de t elementos sobre Z, entonces R tiene gt = (p¥)t = p5t = p”

elementos en total, aqui si t = 1 entonces |R| = |Z|, y habriamos terminado la prueba.

Por lo tanto, quedaria por demostrar que t = 1.

Ahora bien, para empezar la prueba del teorema tenemos dos casos:

i. Sit=1.
Sustituyendo t = 1 en la siguiente ecuacion q* = (p°)t = pSt = p” que denota

el nimero de elementos en total de R, se tiene:

r

q=p°=p

Y como Z tiene g = p°® elementos, por lo tanto hemos mostrado que Z = R.

ii.  Supongamos, por el contrario que t > 1.
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Derivaremos una contradiccién usando las propiedades del t-ésimo polinomio

ciclotomico @, (x).
Sea N, el normalizador de un elemento x de R, N, = {a € R | ax = xa}.

El normalizador N, de R es un subanillo de divisién que contiene a Z, N, 2 Z, por

proposicion 1.2.2.

De aqui que, N, contiene g% elementos para algiin entero d, y como R es un espacio

vectorial sobre N,., tenemos necesariamente que d|t.

De aqui que en el grupo multiplicativo R* = R — {0} de los p" — 1 = q* — 1 elementos
de R distintos de 0, un elemento x que no estd en Z tiene un normalizador de orden

q® —1,donde d esun divisorde t y d < t.

Como N, es un subanillo de divisién de R se sigue que N, = N,, — {0} es un subgrupo

centralizador de R* que tiene g% — 1 elementos.

Por el Teorema de Lagrange (Teorema 1.1.1), el orden de N, * divide al orden de R*, es

decir, (q% — 1) | (g* — 1), esto implica que d|t, d < t.

Para mostrar que (g% — 1) | (q* — 1) implica que d|t , supongamos que t = kd + m, m

residuo con 0 < m < d, como

q"—1=(q" - D@+ g7+ +q" D) + (¢ - 1),
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y (g% —1)]|(qt — 1), entonces (¢% — 1) | (%% — 1), perom =t — kd < d asi que

0<qm-1<q%-1,
luego, la tnica forma de que (¢ — 1) | (™ — 1) esque g™ = 1;

por otro lado, como 0,1 € Z entonces q = 2 por lo cual la igualdad g™ = 1 implica

m = 0, luego d|t.

El centro de R* es Z*, el cual tiene orden g — 1. Para los x € R*, el normalizador de x en

R* es exactamente N, .

En el grupo de elementos distintos de cero de R tenemos la relacién de conjugacion, x

es conjugado de y si x = a~lya para algiin a # 0 en R.

Segln el Teorema 1.1.2 el numero de elementos de R conjugados de x es el indice del
normalizador de x en el grupo de elementos distintos de cero de R. Por tanto, el nimero

qt-1
qi-1

de conjugados de x en R es

Note que si x € Z* entonces x tiene un solo conjugado pues axa ! =aa 'x = a

paratodaa € R*, deaquique g —1 =q% — lestoest = d.

t
Ve - * _1 -
Reciprocamente, si t = d entonces R* = N,.~ (pues 1 = 1), es decir, xa = ax para
q%-1

todaa € R* luego x € Z*. Hemos probado que t = d siy solosix € Z*.
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Por otro lado, si d = 1 entonces Z* = N,." ; esto implica x € Z* por lo cual, si x & Z*,

entoncesd = 1yd # t.
Consideremos ahora la ecuacion de clase (corolario 1.1.4) para el grupo R*.

De aqui, una clase de conjugacion en R* que contiene mas de un elemento tiene
(gt — 1) / (g% — 1) elementos, donde d es un divisor de t con 1 < d < t. De aqui que

la ecuacion de clase sera

(3.1.1.1)

donde g — 1 enumera los elementos del centro, y la suma efectuada sobre una x en cada

clase conjugada para x que no esta en el centro.

El problema ha sido reducido a probar que ninguna ecuacién tal como (3.1.1.1) puede

cumplirse en los enteros.

La prueba de este hecho se basa a demostrar que existe un entero que divida a
(¢* — 1) / (g% — 1) para todos los divisores d de t, excepto para d = t, pero que no

divideaqg — 1.

Una vez hecho esto, la ecuacion gt —1=qg—1+ Y (q* — 1) / (g% — 1) serd imposible

amenosquet =1 vy, con lo cual el teorema de Wedderburn sera probado.

El medio que emplearemos con este propasito es la teoria de polinomios ciclotémicos.
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Consideremos el polinomio f(x) = x* —1 como elementos de C[x] donde C es el

campo de los numeros complejos.

En C[x] x*—1=][(x—w) donde el producto es tomado sobre todas las raices

t-ésimas de la unidad, esto es todas las w € C, tales que w* = 1.

El conjunto de todas w € C que satisfacen w® =1 forman un grupo bajo la
multiplicacién. Como todo subgrupo finito del grupo de los elementos distintos de cero
de un campo es ciclico, por propiedad 1.5.4 de campos finitos, se sigue que el grupo de
todas las t-ésimas raices de la unidad es un grupo ciclico. Una raiz que es un generador

del grupo mencionado es una t-ésima raiz primitiva de la unidad.

Sea q)t(x) = Hmcd(j,t):l(x - Wj)1

Donde w es una t-ésima raiz primitiva de la unidad, w’ paraj =1, ...,t, (j,t) = 1, son
todas las t-ésimas raices primitivas de la unidad. Este polinomio se Ilama polinomio

ciclotémico.
Enumeramos los primeros polinomios ciclotdmicos:
CDI(X) =x—-1

=1 (x-Dkx+1)
x—1 (x—1) B

x+1

x3-1 (x—-1DE*+x+1)
3(x) pp G- x“+x+
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B x*—1 -+ e-DE+ D+
q)4(x)_(x—1)(x+1)_ (x—D(x+1) (x—Dkx+1) =xt+1
5 _ _ 4 3 2
d)s(x)=x _11:(x 2IC -(I—xx_-ll—)x +x+1)=x4+x3+x2+x+1
x6—1
De(x) =

x—Dx+Dx2+x+1)

B (B =D +1)
=D+ D2 +x+1)

=D+ + D+ DO —x+ 1)
B x—Dx+D%2+x+1)

=x*—x+1

Observe que todos esos polinomios son ménicos y con coeficientes enteros. Afirmamos

que, en general, ®,(x) es un polinomio ménico con coeficientes enteros.

Si m es un divisor de t, cada factor x — 8 de ®,,(x) es un factor de x* — 1 pues, como
6™ =1 tenemos que 6 = (A™)/™ =1 y ademéas x — @ aparece solo una vez en la
factorizacion de x® — 1 pues este Gltimo no tiene raices repetidas. Reciprocamente sea
x —w un factor de x* — 1 y sea m el orden de w en el grupo de las t-ésimas raices de
la unidad, de la definicion de raiz primitiva w es una m-ésima raiz primitiva de la unidad
por lo que x —w es un factor de ®,,(x) y m|t por el Teorema de Lagrange. Con esto

hemos probado que para cada divisor m de t los factores ®,,,(x) aparecen una vez en la
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factorizacion de xt — 1 y reciprocamente que cada factor de x* — 1 es un factor de

®,,, (x) para algun m divisor de t, es decir,
xt =1 = [Ipje P (%) (3.1.1.2)

Probaremos que ®,(x) es un polinomio ménico con coeficientes enteros, por induccion

sobre t:
Para t = 1, hemos visto que ®,(x) = x — 1.

Supongamos como hipotesis de induccion que @,,(x) es un polinomio moénico con

coeficientes enteros param < t.

Demostraremos el resultado para t. Por hipotesis de induccion se sigue que en particular
®,,(x) es un polinomio maénico con coeficientes enteros para m|t con m < t, luego por
(3.1.1.2) se tiene: xt — 1 = ®,(x)g(x) donde g(x) es el producto de los polinomios
®,,(x) donde m|t con m <t y como estos polinomios satisfacen la hipdtesis de

induccion, se sigue que g(x) es mdnico y con coeficientes enteros.

Como g(x) es ménico existen polinomios g(x), r(x) Unicos y con coeficientes enteros

tales que

xt—1= q(x)g(x) +r(x) donde r(x) =0 0 deg(r(x)) < deg(g(x)), de esto se

sigue que g(x)(@.(x) — q(x)) = r(x): sir(x) # 0 entonces ®,(x) # q(x) por lo cual

deg(g(x)) < deg(g(x)) + deg(®.(x) — q(x)) = deg(r(x)) < deg(g(x))
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lo cual es imposible, luego r(x) = 0y, como g(x) # 0, se sigue que ®,(x) = q(x) de

aqui @, (x) es un polinomio con coeficientes enteros.

El hecho de que sea monico se sigue de que el término principal de xt — 1 es igual al

producto del termino principal de g(x), que es monico, por el de ®,(x).
Sea m un divisor de t, entonces x™ — 1|x* — 1 este hecho se sigue de la identidad:

xt—=1=Gm D™+ x84 xt=kUM 4 1) donde  t=km, asi
(x* —1)/(x™ — 1) es un polinomio con coeficientes enteros. Ahora, afirmamos que

para cualquier divisor m de t, conm < t,

xt—1
xm—1

& (x)

en el sentido de que el cociente es un polinomio con coeficientes enteros. Para ver esto,
note que

xm—1= thk(x)

k|d

Puesto que cada divisor de m es un divisor de t, reagrupando los términos en
(3.1.2) obtenemos xt — 1 = (x™ — 1)p(x) donde p(x) es el producto de las @, (x)
tales que k|t y kKt m. Como m < t entonces ®,(x) no aparece en la expresion de
x™—1 como producto de las ®,(x). Asi (3.1.1.2) puede ser escrita como

xt—1=®,(x)(x™—1)f(x) donde
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) = | [ oo
im
k+t

es un polinomio con coeficientes enteros, asi

xt—1 —®
1 () f ()
luego
xt—1
P (x) Y1

en el sentido de que el cociente, que es f(x), es un polinomio con coeficientes enteros,

lo cual demuestra la afirmacion.

Como @, (x) es un polinomio con coeficiente enteros, tenemos para cualquier entero x,
®,(x) es un entero que divide a (x* —1)/(x™ — 1) para cualquier divisor m < t de
hecho (x®—1)/(x™ —1) = ®,(x)f(x) con f(x) entero. En particular, retomando el
contexto de la ecuacién (3.1.1.1), se tiene que

xt—1

th(x) xd . 1

en el sentido de que el cociente, es un polinomio con coeficientes enteros.

Y por sustitucion para x = q,

a‘-1

(@)= YV P(l@" -1

q-1
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De aqui concluimos de la clase de ecuacion que ®,(q)|(g — 1) al menos que t = 1.

Pero ahora estimamos el valor absoluto de ®,(q) de su definicion, considerando las

t-ésima raices de unidad como nimeros complejos.
Asi
|9:(@)] = Mmeago=1lg = w/| > q —1

Porque g € Z, q = 2ysit>j>1,|q—w/| >q—1,verfigura3.1.1.1.

Figura 3.1.1.1

De aqui que si t > 1 concluimos que |®;(q)| > g — 1, entonces ®;(q) no puede dividir

a g — 1, lo que nos lleva a una contradiccion.

Por tanto, t debe ser igual a 1 y Z debe ser igual a R y R debe ser un campo finito.
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3.2. EL TEOREMA DE ARTIN-ZORN

3.2.1. El Teorema de Artin-Zorn

Un anillo de division alternativo finito, es un campo finito GF (P").
Prueba:
Sea R un anillo de division alternativo finito.

Consideremos R, generado por b y c, donde R4 es un subsistema de R cerrado respecto

a la adicion y a la multiplicacion. R4 es finito y no tiene divisores de cero.
Sean a4, ... ,a; los elementos de R4 distintos de cero.

Entonces para cualquier x € R4, xay, ... ,xa; son todos diferentes si x # 0, ya que Ry

no contiene divisores de cero. De aqui que para algin elemento, digamos a,, tenemos

xa,; = x de donde a; = z = 1 es la unidad de R.

, , 1 -
Ademas para algun a; tenemos xa; = 1, de donde a; = —=X L

Los elementos de R4 son sumas de monomios (x; ... x, )(X,4+q ... X,,), donde cada x; es

b 6 c y los términos estan asociados de cierto modo.
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Como ambas leyes distributivas se verifican, la multiplicacion seré asociativa en R, si y

solo si la multiplicacion de los monomios es asociativa.

Para mostrar esto, definimos monomios normales (o asociados con parentesis) a la

izquierda en forma recursiva por las reglas:

[x1x2] = %1%,

[x1 oo Xp] = [X1 o Xp—qlXn (3.2.1)

Debemos mostrar que toda asociacion con paréntesis arbitraria es igual al monomio

normal.

Para ello probaremos por induccion sobre la longitud del monomio que todo monomio

es igual al monomio normal con iguales factores en igual orden.

Por ecuacion (2.2.4) y (2.2.6) esto es cierto para monomios en b y ¢ de longitud tres, ya

que en tal caso debe haber un factor repetido, por tanto

x1 (x2%3) = (X1x2)%3 = [x1%2]%x3 (3.2.2)

Ahora debemos demostrar que:

[uy ... w][vy . V5] = [Ug o UpY; o V] (3.2.3)

Usando induccién sobre n = r + s para un n fijo, primero usaremos induccién sobre s.

i. Paras=1.
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Paras = 1 se sigue que:
[uy ... w][v1] = [y ... w,v4] porlaecuacion (3.2.1).
Por lo tanto la ecuacion (3.2.3) se verifica.
ii. Para s> 1.
Suponiendo s >1 yv, =v, =b0v; = v =c, porser Ry generado por
by c.

Entonces, en la segunda identidad de (2.2.19), z[x(yx)] = [(zx)y]x, tomando
z=lug .. u.], v =vs=x Yy [V, ... vs5_1] = .

Esto es
[Uy .. Up][xV5 ... Vg_1x] = [Ug oo UpV V5 oo Vg1 V] (3.2.4)
Verificacion.

[Ug ... up][xvy . vo_1x] = {(Juyg ... wp]x)[v, ... vs_1]}x poridentidad (2.2.19)
= {([ug ... wr]vy)[vy ... vs_1]}vs sustituyendo el

valor x.
= {[uy ... upv1][Vy ... v5_1] Vs utilizando segunda

igualdad de (3.2.1)
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= [ug .. UpV1Vy . Vg_q1]Vs utilizando primera

igualdad de (3.2.1)

= [Uq oo UpV Vg oo Vg1 Vs] utilizando segunda

igualdad de (3.2.1)

Por tanto, hemos probado [u; ... u,][v; ... vs] = [ug ... V4 ... V5] cuando

V1= vs.

Suponiendo v; # v, entonces v; = b, v = c.
Aqui u, es 6 b 6 ¢ por que R4 es generado por b y c. Suponiendo u, = b.
Tomando x = [u; ... Up_1], U =b, V1 =b, ¥y = [V ... V).

Ahora utilizando la funcién

f(W:x:y:Z) = (Wx'ylz) —X(W:y'z) - (nyrZ)W

La desarrollamos para f (x, b, b, y) y obtenemos
f(x,b,b,y) = (xb,b,y) — b(x,b,y) — (x,b,b)y = 0 por ser una funcion

antisimetrica.

Aqui (x, b, b) = 0,y por induccion en la longitud x, b y y se asocian, de donde

(x,b,y) = 0. De aqui que (xb,b,y) = 0.

A esta igualdad le aplicamos el asociador y obtenemos:

(xb,b,y) =0
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[(xb)b]y — (xb)(by) =0

(xb)(by) = [(xb)b]y (3.2.5)

Ahora utilizamos esta identidad y desarrollamos como sigue

[Uy ... Up_1b][bV; ... V5] = [Ug oo Up_ U VLV5 . V] (3.2.6)

Verificacion.

[Uy ... Up_qb][bV, ... V5] = ([Ug ... Up_1b]b)[V, ... V5] poOr identidad (3.2.5)

= ([ug ... Up_quy]v1)[V; ... 5] sustituyendo b

= [uq ... Up_qu, V][V, ... V5] utilizando segunda

igualdad de (3.2.1)

= [Uq oo Up_ U VLV, o V) utilizando primera

igualdad de (3.2.1)

Por tanto, hemos probado [u; ... u,][v; ... vs] = [ug ... u,v; ... v5] cuando

vy # U YU, =b.

Analogamente, si u, = c, escribimos x = [u; ... u,_4], u, =c,

[v) ... Vs_1] =2z, v5 = c.

Ahora utilizando la funcién
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f(w,x,y,z) = (WX,y,Z) —X(W,y,Z) - (X,y,Z)W

La desarrollamos para f (x, c, z, ¢) y obtenemos
f(x,c,z,c) = (xc,z,¢) — c(x,z,¢) — (c,z,c)x = 0 por ser una funcién

antisimetrica.

Aqui (c,z,c¢) =0,y por induccion sobre la longitud (x, z,c) = 0, de donde

(xc,z,c) = 0.

A esta Gltima igualdad le aplicamos el asociador y obtenemos:

(xc,z,c) =0

[(xc)z]c — (xc)(zc) =0

(xc)(zc) = [(xc)z]c (3.2.7)

Ahora utilizamos esta identidad y desarrollamos como sigue:

[Uy ... Up_qC][Vq o Vg_1C] = [Ug oo Up_qUMVL o VU] (3.2.8)

Verificacion.

[Uy ... Up_qc][Vy ... Vg_1c] = ([Uq ... Up_qiC][Vy ... Vs_1])c poridentidad (3.2.7)
= ([uqg ... Up_qu, ][y ... vo_1])vs sustituyendo ¢
= [uq ... Up_qUV; ... Vs_q]vs utilizando primera

igualdad de (3.2.1)
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= [uq ... Up_qUV; ... Vs_1Vg] Utilizando segunda

igualdad de (3.2.1).

Por tanto, hemos probado [u; ... u,][vy ... vs] = [ug ... V4 ... V5] cuando

v F U YU, =c.

De aqui que (3.2.4),(3.2.6) y (3.2.8) establecen

[uy ... u][vy ... V5] = [Ug ... upv; ... V5] entodos los casos.

Nota. La induccion sobre r se desarrolla de la misma forma que la induccion sobre s.

Esto prueba la asociatividad de R4, y por tanto la de R.
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