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INTRODUCCION

El presente trabajo, pretende con toda humildad ser un material de apoyo para una
materia electiva, que se llame: Introduccién a la Cosmologia o Introduccién a la
Relatividad General que se imparta en la carrera de Licenciatura en Fisica, para un nivel

de cuarto o quinto afio con prerrequisitos de: Fisica Moderna, Anélisis Vectorial y

Tensorial, Introduccion de Fisica de Particulas.

Se comienza con el Tema I, La Teoria Especial de la Relatividad, en este tema se hace
un brevisimo recordatorio de la Relatividad Clasica: El Principio de Relatividad Clasico,
La invariancia de las leyes de la Fisica y las transformaciones Galileanas; luego se
prosigue con una introduccion breve de la Teoria Especial de la Relatividad, los
postulados donde descansa, las transformaciones de las coordenadas de Lorentz, sus
inversas, la representacion de las transformaciones de las coordenadas de Lorentz por un
cuadrivector posicion, la representacion matricial y su expresion inversa; a continuacion

las transformaciones de la velocidad, la aceleracion, el momento y la energia.

Las consecuencias de la transformacién de Lorentz, como: la contraccién de la longitud,
dilatacion el tiempo, los efectos que produce en: la masa, momento, energia total,

energia cinética, el principio de equivalencia masa-energia.

En la siguiente parte se trata de dar un enfoque geométrico o Minkowskiano a la
relatividad especial, con los términos siguientes: evento, linea del mundo o universo,
invariancia de los intervalos, diagrama de Minkowski, métrica de Euclides, métrica de

Minkowski, métrica de Riemann, intervalos tipo: tiempo, luz o null y espacial.

Luego se hace un breve repaso del uso de tensores en relatividad especial y los
cuadrivectores en el espacio de Minkowski, como: tetravector posicién contravariante,

covariante, velocidad cuadridimensional y tetramomento.



Por tdltimo al final de cada capitulo se agregan los problemas resueltos y propuestos.

En el Tema II, Introduccidon a la Teoria de la Relatividad General, se comienza con una
pequena introduccién y a continuacién se tratan los siguientes subtemas en su orden:
uso de Geometria no Euclidiana, principio de equivalencia, campos gravitatorios en la
Mecédnica no Relativista y Relativista, las coordenadas curvilineas, derivadas
covariantes, derivada covariante de un vector contravariante, principio de acoplamiento
minimo, relacion entre los simbolos de Christoffel, geodésicas, ecuacién de Einstein, los

principales tensores usados en la Relatividad General y las predicciones.

En el tema III, de Cosmologia, se presentan brevemente los modelos histéricos mas
importantes de Cosmologia que han habido, una breve introducciéon a la Cosmologia
Moderna, se prosigue el desarrollo en el orden siguiente: deduccion de la métrica de
Robertson-Walker, la solucién de la ecuaciéon de FEinstein usando la métrica de
Robertson- Walker, para obtener los modelos dindmicos cosmolégicos de Friedmann,
la deduccién de la ecuacién del fluido perfecto, las ecuaciones de Friedmann, la
clasificacion de los modelos cosmoldgicos, el modelo del Big Bang, su introduccion, los
principios basicos donde descansa, sintéticamente que es el Big Bang, breve descripcion
de las grandes épocas del Big Bang, las consistencias, sus debilidades. Brevemente en
que consiste el modelo inflacionario, el apoyo que le proporciona al Big Bang y el
grifico de este modelo. Una breve descripcion donde se encuentran las dltimas
investigaciones: La Teoria de Cuerdas y la Teoria M y por dltimo una descripcion de la

bibliografia usada.
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TEMA 1.
TEORIA ESPECIAL DE LA RELATIVIDAD

I.1. Relatividad Clasica

I.1.1. Principio Clasico y la Invariancia de las leyes de Newton.

Por Relatividad entendemos o decimos “La apariencia que presenta la naturaleza a un
observador y su relacion con la apariencia que presenta a otro observador, que se mueve

con relacién al primero”.

El principio de relatividad implica la inexistencia de un movimiento absoluto en la
naturaleza y por lo tanto es una ley general de ella.

La invariancia en mécanica clasica significa que las leyes del movimiento de Newton
son invariantes bajo las transformaciones de Galileo, en esta invariancia el tiempo se
considera absoluto o sea el mismo en todos los sistemas inerciales.

Por lo que podemos decir que la relatividad Clasica o Galileana se puede resumir asi:
“Todas las leyes de la naturaleza deben ser las mismas para todos los observadores

inerciales que se mueven uno con respecto a otros a velocidad constante.”

I.1.2. Transformaciones Galileanas.

La transformacion de Galileo es una transformacién de coordenadas y velocidades de
un sistema de referencia inercial a otro inercial que deja invariante las ecuaciones de
Newton.

Asumiendo que en ambos Sistemas de Coordenadas t=t” del gréafico 1, obtenemos las
transformaciones galileanas.

Griéfico 1 ¥

Transformaciones Galileanas



Transformaciones Galileanas

x=x-Vt

y=y (1.1)

Las transformaciones Galileanas Inversas son:

x=x+Vt
y=y (1.2)
=7

Derivando con respecto al tiempo las transformaciones de Galileo obtenemos:

X=x-Vt
’

u =u -V

u,=u,
’

u,=u, (1.3)
4 —

u,=u

Derivando de nuevo obtenemos:

, du  du,

ax = = = ax
dt dt

, du; _ du, _

Y oodr dt Y

, du; _du,

Coodt dt :
=F=ma=ma =F’ (1.4)

Esto implica que las leyes de Newton son invariantes bajo las transformaciones

Galileanas.



Dentro de las caracteristicas mds importantes de la mecdnica cldsica podemos
mencionar:

a) El concepto de distancia es relativo

b) El tiempo no cambia, es absoluto

c) Vale la composicion de velocidades cldsica

d) El intervalo temporal entre dos eventos es igual en todos los sistemas de

referencia yaque t =t’

También la mecénica cldsica asume que:
1) La isotropia del espacio: posee iguales propiedades en todas direcciones.
2) La homogeneidad del espacio: se ve igual en cualquier punto donde estemos
ubicados (posicion).
3) El carécter euclidiano del espacio

4) La conservacion de la masa o materia y de la energia son independientes.

Los numerales 1y 2 también son asumidos por la Relatividad Especial de Einstein.

1.2. Teoria Especial de la Relatividad
I.2.1. Breve Introduccion
Una breve introduccién: a finales del siglo XIX, la teoria Electromagnética de Maxwell
y la Mecédnica Newtoniana eran incompatibles; las ecuaciones de Newton eran
invariantes bajo las Transformaciones de Galileo y las ecuaciones de Maxwell no lo
eran, el hecho que las ecuaciones de Maxwell no lo fueran podria tener las siguientes
causas:

1) Las ecuaciones de Maxwell no eran validas

2) Existe un Sistema de referencia preferido (el éter)

3) Las transformaciones de Galileo no son las adecuadas



El famoso experimento de Michelson-Morley en 1887 que consistia en probar la
existencia del éter y para determinar la velocidad de la luz con respecto al éter.
Este famoso experimento demostré que la velocidad de la luz era constante
independientemente si el observador estaba en reposo o en movimiento, esto significaba
que no existia el sistema de referencia preferido o éter y ademds que existia una
velocidad limite en la naturaleza y la mecdanica clésica predecia que si se media la
velocidad de la luz con relacién al éter en la direccidon del movimiento de la tierra tenia

que obtenerse un valor mayor que ¢ (velocidad de la luz).

La constancia de la velocidad de la luz constituy6 el segundo postulado de la relatividad

especial y la velocidad limite en la naturaleza el primer postulado.

En 1905 Einstein present6 la Teoria Especial de la Relatividad y condujo a una revisién

radical de los conceptos newtonianos de espacio y tiempo, la equivalencia de masa y

energia que une la conservacién de materia y energia con la famosa ecuacién: E =m.c’,
donde E, es la energia total o sea la suma de la energia en reposo mas la energia

cinética. Este es uno de los descubrimientos més importantes de la Relatividad Especial
y nos dice que la masa o materia es una forma de energia. La mds dramética
comprobacion de la ecuacién es la creacion de la bomba atémica por medio de la fision
nuclear, la masa de las partes resultantes es menor que la del nicleo original, la
diferencia de masas se ha transformado en energia liberada con terribles consecuencias
destructivas. La relatividad especial ha jugado un papel muy importante en el desarrollo

posterior de la fisica moderna y los en los avances tecnoldgicos y cientificos actuales.

1.2.2. Postulados de la Teoria Especial de la Relatividad

a) Principio de Relatividad: Las leyes de la Fisica son las mismas en los marcos de
referencia inerciales.

b) Invariancia de la velocidad de la luz: La velocidad de la luz en el vacio es constante

e independiente si el observador estd en reposo o estd en movimiento.



1.3. Transformaciones de Lorentz

Las transformaciones de Lorentz son un conjunto de ecuaciones que establecieron la
base matematica de la teoria especial de la relatividad de Einstein.

Las transformaciones de Lorentz precisan el tipo de geometria del espacio-tiempo

requerida por la teorfa especial de la relatividad.

Las Transformaciones de las coordenadas segin Galileo no satisfacen el postulado 2 de
la relatividad especial de Einstein y para lograrlo Lorentz introdujo las siguientes
transformaciones de las coordenadas:

Grifico 2. Transformaciones de Lorentz

vt

A
v

v

v

'~

v

donde ¥ es el factor de Lorentzy ¥ = como:v<c=y>1

1
2
-7
C



1.3.1. Transformaciones inversas
En las transformaciones inversas se sustituye el signo menos por el signo més.
x=y(x'+Vr)
, VX
tzy/(t +—2j (1.6)

c

’

y
Z

o< N«

B=

1.3.2. Matrices de Lorentz

x"=[L]"x" ,donde [L] eslamatrizde transformacion de Lorentz y es igual a:

y =By 00

w | =By v 00
Ll = 1.7

0 0 0 1

Luego las transformaciones de Lorentz en forma matricial se escriben asi:

ct y =Py 0 0\ ct

’ - 0 0
. By v X (1.8)
y 0 0O 1 Ofy

’ 0 0 0 1

donde [L] es la matriz de Transformacién de Lorentz y haciendo x* = x” (y=y) vy

x*=x"(z=17") se puede transformar en (omitiendo la parte que no cambia):

e ) e



1.3.3. Transformaciones inversas

L= 1
T _Ll o [L] B [Z]

y By 00

[Z] = Pro v 00 (1.10)
o 0 10
0 0 0 1

Luego las transformaciones inversas se escriben asi:

ct y By 0 0)(c
(1.11)

1.4. Transformaciones de la velocidad

Donde v,

x°Vy

es la matriz inversa y:

v, y v, sonlas componentes de la velocidad enlosejes x’,y’, 2z’ y

v.,v ,v. sonlas componentes de la velocidad enlos ejes x,Yy, z.

x2Vys Yz

, v, =V
v, =
1-—v
ct
’ vv 2
v, = V 1-4 (1.12)
1—72\/')(
c
V==
I—Kv
ct

1.5. Transformacion de la aceleracion

Las componentes de la aceleraciéon en los ejes x’,y’, z’

respecto al tiempo las velocidades v,,v,,v,

se obtienen derivando con



I.6. Transformaciones del Momento y Energia.

L.6.1. Introduccion

El principio de Covarianza de la Relatividad Especial requiere que cualquier magnitud
vectorial de la Mecdnica Newtoniana venga representada en Mecdnica Relativista por
un Cuadrivector o Cuadritensor. Asi, el Momento Lineal requiere ser ampliado a un
cuadrivector llamado Cuadrivector Energia-Momento o Cuadrimomento, que viene dado
por cuatro componentes, una componente temporal (energia) y tres componentes

espaciales (momentos lineales en cada direccidon coordenada).

P:(PO,PI,PZ,P3):(%,px,py,pzj:{}/moc, ymyv}

Pozgzmoc;/ (1.14)
P=mvy

P* ={ymyc, ym,v}

m, = la masa en reposo de la particula es invariante

E, = P’c=ymy(c) = ymec(c)=ymc’ (1.15)



1.6.2. Transformaciones de Momento-Energia.

E'=y(E-Vp,) (7.16)
p,=p,
p.=p,

1.6.3. Trasformaciones Inversas de Momento -Energia

P, =7(p§+E'sz
C

E=y(E+Vp)) (1.17)
p,=p,
p.=r.

1.6.4. Matrices de Momento —Energia

Las dos expresiones anteriores se pueden expresar en forma matricial en las siguientes

formas:

7 ) £/
4 y By 00 4
’ - 00
P 0 0 1 0 P,

I i 0 0O 0 1 P

1.6.5. Matrices Inversas de Momento -Energia

Ef\ [y Br o 0)E/
po || By v OOy (1.19)
p |10 0 1ol y
p. | LO 0 0 1

1.7. Consecuencias de la transformacion de Lorentz

1.7.1 Dilatacion de la longitud e Intervalos temporales



a) Dilatacion de la longitud

Grafico 3. Dilatacion de la longitud

L, = Xp, — Xy, (5-2)

X8, —

Del marco de referencia S, y considerando que la longitud de la barra es de un metro
vista desde el marco de reposo §,. Si la barra yace paralela al eje x en este marco, la
distancia desde el extremo A, en x,, , al extremo B, en x,, es L,. La longitud de la

barraen S, es: L, =x,, —X,,

Ahora miremos esta misma barra como observadores situados en el marco de referencia

N
S, . Dejemos que el marco S, se mueva con velocidad v en una direccidn paralela al eje
x de S,. Mirando a la barra como observadores en S, definimos la longitud asi:

L= x5 —xy

Haciendo uso de las transformaciones de Lorentz, llegamos a la expresion matemaética

siguiente:

Xpy = Xpp = 7(x31 - xAl)

L,=yL (1‘20)

10



1 )
Donde el factor de Lorentz: y = — YV debe ser siempre menor que c, entonces
v
1-—

2
C

¥ debe ser mayor que 1.

Concluimos que: L <L, o sea que la longitud observada cuando la barra en
movimiento con respecto al observador en reposo S, parece ser mds corta, que la

longitud observada cuando la barra esta en reposo con respecto al observador en

movimiento S,

b) Dilatacion del tiempo

Grifico 4. Dilatacion del tiempo

Imaginemos que en un vagén que se mueve con velocidad v, préxima a la velocidad de
la luz, un viajero enciende una ldmpara apuntando al techo y supongamos que dos
observadores ven como un fotén que sale de la Idmpara choca contra el techo.

1. Observador en el vagén

11



Observado dentro del vagén el foton recorre una distancia s en un tiempo ¢, por tanto
s=ct’

2. Observador fuera del vagén
Observado desde fuera del vagén el fotén ha recorrido una distancia s” en un tiempo

t, por tanto " =ct

3. Relacién entre t enreposoy t en movimiento (en el vagén).
Aplicando el Teorema de Pitdgoras:

57 =s"+d’

= v

(Cz_vz)tz —

=y’ (1.21)

Como ¥ es mayor que 1, t es mayor que ¢

I.8. Masa, Equivalencia Masa -Energia, Energia Cinética, Energia Total y
Momento

1.8.1. Masa

La cuestién si la masa cambia o0 no cambia es una discusion de hace mucho tiempo y
sobre la cual no hay acuerdo general atn. La disputa se origin6 después de la
formulaciéon geométrica de la relatividad especial por parte de Minkowski y también
por parte de los fisicos de particulas en la década de 1930, que asumieron que las
particulas elementales, como el electr6n al ser acelerados no cambiaba su masa en
reposo, algunos fisicos tedricos de renombre, como: Born, Pauli, De Broglie, se

opusieron a esta postura.

Con humildad y reconociendo el genio de Einstein, mi opinién de lo que he leido al

respecto es que Einstein, no dej6 bien claro este concepto, desconozco los motivos,

12



porque ya trabajaba en Princeton en E.U. cuando se origino este debate.

En el libro de Introduccién a la Teoria Especial de la Relatividad de Robert Resnick se
plantea que se puede trabajar con las dos interpretaciones de la cantidad de
movimiento relativista, esto lo apoya Hugo Ferndndez, Profesor titular de Fisica
Moderna de la Universidad Tecnoldgica Nacional de Argentina, ya que el tiene un
curso de Relatividad Especial disponible en Internet y al cual le escribi por email.
También existen otros fisicos tedricos que apoyan esta propuesta. Con ello se
demostrard que ningln tratamiento es equivocado, sino que las diferencias son
cuestiones de gusto.

En la primera interpretacion se puede considerar que la masa es una cantidad escalar

invariante. Por lo tanto, en la ecuacidn relativista de la cantidad de movimiento el

1 . . .
factor y= —— se relaciona con la velocidad ordinaria, en lugar de hacerlo con la

1%
I==
&

masa. Es decir, se puede decir p=m, (%), donde j_x es la velocidad relativista.
T T

Aqui, la masa m, es invariante y el intervalo de tiempo propio d7 también es invariante.

Tal formulacién es til porque enfatiza cantidades invariantes. Ademads, concuerda con
la idea fundamental de la relatividad, en este sentido la relatividad modifica los
conceptos de espacio y tiempo, y de este modo se espera que cambien cantidades
cinemadticas tales como espacio y tiempo, mientras que debe conservarse el concepto que
se tenia sobre otras propiedades de cuerpos, las cuales no estdn directamente

relacionadas con el tiempo y el espacio, tales como la masa y la carga. Si, por ejemplo,

. .. . . dx
se compara la ecuacion cldsica de la cantidad de movimiento: p =m, pk con la
t

.. dx . .
forma relativista: p =m, o) se ve que la diferencia que hay entre ellas no es
T

causada por una diferencia del valor de la masa, sino por la diferencia entre el tiempo
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propio d7 vy el tiempo impropio dt. En verdad, debe notarse que si se identifica el
factor ¥ con la masa o con la velocidad, entonces el origen de este factor en las
mediciones de colision es cinematica; es decir, se debe a la relatividad de las

mediciones de tiempo.

En la segunda interpretacion y es la que asumo, la masa de un cuerpo o particula es una
medida de su inercia y depende de su contenido de energia. La inercia es una medida de
la resistencia que opone un cuerpo para cambiar el estado de movimiento o de reposo.
Existe también la inercia térmica que mide la dificultad con la que un cuerpo cambia su
temperatura al estar en contacto con otros cuerpos o ser calentado. La inercia térmica

depende de la cantidad de masa y de la capacidad calorifica.

La masa relativista, la representaremos asi m_y la masa en reposo o invariante

como m,.

La cantidad de movimiento la escribo asi:

P=my=ymy (1.23) donde y=————y afectarfa a la masa en reposo.

La energfa total o relativista como  E, =m.c” = ym,c’ (1.24)

Esta interpretacion tiene formas mds simples.
En un breve trabajo en Septiembre de 1905 intitulado “;Depende la inercia de un

cuerpo de su contenido de energia?”, Einstein escribe: “Si un cuerpo libera energia E

en forma de radiacion, su masa disminuye en —- “. El hecho de que la energia que
c

sale del cuerpo se convierta en energia de radiacién, se llega a la conclusién mas

general de que la masa de un cuerpo es una medida del contenido de energia. La
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teoria ha sido puesta a prueba experimentalmente exitosamente y la radiacion conduce

inercia entre los cuerpos que la emiten y absorben.

De esto se puede decir que ala energia de reposo se le llame energia interna.

Se sabe que: m= £ de modo que

c2
dm _ 1 dE,
dt ¢ dt
11
:c_zz(K+m0c2)
1
¢’ dt
De donde; 9K = ;2 4m (1.25)
dt dt

Lo cual indica que un cambio en la energia cinética de una particula origina un cambio

proporcional en su masa (relativista). Es decir, que la masa y la energia son

equivalentes, difiriendo sus unidades en un factor c¢> .Si se considera a la energia
cinética de un cuerpo como una forma de energia externa, entonces la energia de la
masa en reposo puede considerarse como la energia interna. Esta energia interna
consiste en parte, d¢ movimiento molecular, que cambia cuando el cuerpo absorbe o
emite energia térmica, o bien, energia potencial intermolecular, que cambia cuando se
producen las reacciones quimicas como disociacion o recombinacién. La energia
interna también puede manifestarse como energia potencial atomica, que puede
cambiar cuando un dtomo absorbe radiacion y se excita o emite radiaciéon y se des-
excita, o como energia potencial nuclear, que puede cambiar por reacciones nucleares.
Sin embargo, la mayor contribucién a la energia interna, es la energia total de la masa
en reposo proporcionada por las particulas fundamentales, a quienes se considera como

la fuente primaria de la energia interna.

De la expresion para la masa relativista:
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Esto demuestra que la masa relativista de una particula moviéndose lentamente

1 o
excede alamasa enreposo en — veces laenergia cinética.
c

Este aumento bien pequefiisimo nunca ha sido observado en colisiones eldsticas
L, . [ |
clasicas en los laboratorios .

También si la velocidad aumenta grandemente, la masa en exceso aumenta.

) e ) .. dK  ,dm
Un cambio en la energia cinética contribuye a la masa relativista > =c o esto
t t

implica que los fotones que son radiacién electromagnética deben poseer masa
relativista, por poseer solamente energia cinética (energia en reposo cero), aunque

> . . 2
también se propone que el foton encerrado en una caja debe tener masa en reposo.
Entonces todas las formas de energia deben tener masa.’

Por lo tanto cualquier masa es un recurso para el campo gravitacional y los fotones

deben tener un campo gravitacional.

Si se calcula la masa del foton por medio de la expresion relativista: m, =—- desde

c

los rayos gamma, X, ultravioleta, visibles, tv-radar, etc.

"'Ver capitulo 6, Relativity, Special, General and Cosmological, 2 Ed. Rindler, Oxford, 2006.
? Ver capitulo 4, Mechanics of Special Relativity, del libro Relativity : An Introduction to Special and
General Relativity, 3Ed., de Hans Stephani, Cambridge, 2004.

3 Ver capitulo 4. The elements of relativistic mechanics del Libro Introducing Einstein’s Relativity, Ray
D’Inverno, Oxford University Press, 1998.
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Se obtienen los resultados: 4.4x1077,2.2x107*,4.4x107",3.1x10™*  gramos, estos
resultados estarian de acuerdo con la expresion relativista:
E=mc*  (1.27)

dE o dm

La energia relativista es proporcional a la masa relativista y la constante de
proporcionalidad es la velocidad de la luz al cuadrado, a medida que va disminuyendo
la energia va aumentando la masa en el espectro electromagnético y apoyaria el viejo
dilema que la luz o radiacién electromagnética es dual y los cambios de frecuencia que
experimentan los fotones, por ejemplo, cuando interactia con un electron libre (efecto

Compton).

Un fotén es la unidad minima de energia electromagnética asociada a una longitud de

onda especifica. Un foton es tanto una particula como una onda.

La luz es una perturbacion eléctrica y magnética que viaja por espacio, su energia es
transportada por fotones y tiene comportamiento dual materia o corpusculo (fotén) y
como onda cuando muchos fotones viajan en la misma direcciéon y con la misma

energia.

Asi el principio de equivalencia de masa-energia de la relatividad especial de
Einstein, no incluye solamente la cinemdtica, sino la mecénica (masa y energia) y
otras dreas de la fisica como: el electromagnetismo ,la relatividad general, la fisica de

particulas, etc.
En las dltimas ediciones de los libros de Fisica de Serway, Tipler se plantea el no

uso de la masa relativista, pero no hay una respuesta clara, cuando dicen lo siguiente:

“ En condiciones relativistas cuando la velocidad v de una particula es paralela a la
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2
fuerza F y a la aceleracién a y que viene dada por la ecuacién: a, =F (1—\}—2}
c

(1.28) . Vemos que cuando la rapidez de la particula se aproxima a ¢, la

aceleracion causada por cualquier fuerza finita se aproxima acero. En consecuencia, es
imposible acelerar una particula desde el reposo hasta una rapidez u=>c. Este
argumento demuestra que la disminucién de la aceleracion, solamente puede ser debida
al aumento de la masa inercial o (relativista), esto no lo explican en tales libros.

Y cuando la fuerza aplicada F es paralela a la aceleraciéon a y perpendiculares a la

velocidad v la ecuacién es: a=1- (1.29)
m

La masa es una de las propiedades mds importantes de cualquier cuerpo: Nosotros
estamos acostumbrados que siempre es invariable. “En particular, la masa no depende
de la velocidad”. Esto se debe a que al aplicar una fuerza constante, la velocidad crece

proporcionalmente al tiempo de accién de la fuerza.

A velocidades muy grandes, la velocidad no crece proporcionalmente al tiempo de

accion de la fuerza, sino més lentamente debido a que existe una velocidad maxima.

A medida que la velocidad del cuerpo se aproxima a la velocidad de la luz, su
crecimiento es mas lento siendo la fuerza invariable y por lo tanto, la velocidad maxima
nunca serd superada. Cuando la velocidad del cuerpo llega a ser comparable con la
velocidad de la luz, la proporcionalidad entre el tiempo y la velocidad del cuerpo

desaparece y la masa (m) comienza a depender de la velocidad.

m, =ym,  (1.30)
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Donde: m, es la masa en reposo o invariante y es independiente del observador a

velocidades v<<c que es la velocidad con la cual vivimos practicamente todos los

humanos.

La fisica contempordnea es capaz de comparar la masa de los electrones que se
mueven a una velocidad enorme, con la masa de los electrones en reposo. Los resultados
experimentales han confirmado totalmente la dependencia entre la masa y la velocidad;
ademds cualquier trabajo efectuado sobre el cuerpo, cualquier aumento de la energia,
aumenta su masa. Por esto un cuerpo calentado tiene mayor masa que el cuerpo frio,

el resorte contraido tiene mayor masa que el resorte aflojado.

Cuando un electrén en reposo choca con un antielectrén en reposo, después de la
colision desaparece la masa del electron y el antielectréon y aparecen dos fotones
gamma (energia electromagnética) y en todos los casos de antimateria no se conserva

la masa en reposo después del choque (protén con antiprotdn, etc.).

En las dos ecuaciones relativistas:
P =ymvy y P=ymyv (1.31)
En la primera interpretacion el factor y valigado ala velocidad yenla segunda

interpretacion va ligado a la masa, no existe ninguna objecion.

E=m.’ 1.32
0

En la primera interpretacion, como la masa es invariante, no podemos llegar a la
equivalencia de masa y energia o sea no podemos hacer el desarrollo; porque

tendriamos dos constantes la masa y la velocidad de la luz.

Usando la segunda interpretacion, donde la masa valigada conel factor gamma.

19



2 2

—+§m0?+....

el tercer término es siempre mds pequefio que el segundo y se desprecia, usando la

férmula del binomio:

_ 2
(1+x)" :1+n—x+w+ .....
1! 2!

E =my’ +%m0v2 (1.33)

el primer término es la energia de reposo y el segundo término, la energia  cinética

clasica.

Como resultado se obtiene: La energia total = energia en reposo + la energia cinética
clasica newtoniana, esto demuestra que la Relatividad Especial coincide con la

Mecénica Clasica, cuando las velocidades son pequeiias.

Si la masa fuera invariante como lo propone la primera interpretacién, no se cumpliria
esta dltima deduccién y no se cumpliria la famosa ecuacién de Einstein de la

equivalencia de masa (materia) y energia: E, =m c’esta ecuacién nos dice que la masa o

materia es una forma de energia y ademds en la ecuacién: E=mc” si ¢ es

constante y m es una constante, entonces la energia también seria constante y sabemos

que la energia no es constante se transforma de una forma a otra.

La revolucion de Einstein no fue solamente con los conceptos de espacio y tiempo,
sino de masa y energia, porque la mecdnica cldsica consideraba la masa o materia
una cosa y la energia otra cosa y la conservacion de la materia y la energia aparte,
pero la famosa ecuacién de la relatividad especial: E = mc?; retine la conservacién de
materia y energia en una sola y por lo tanto podemos transformar materia en energia

o viceversa(cualquier clase de energia) y decir que la masa es una forma de energia
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y ademads si consideramos E = mc?, donde la masa es un invariante y ¢* una constante,
esto implicaria que la energia es constante, pero si matemdaticamente lo expresamos

asi: Eampodemos decir que la energia es proporcional a la masa y la constante de

proporcionalidad seria la velocidad de la luz.

Que debido a que el coeficiente de proporcionalidad entre el cambio de masa y el
cambio de energia es demasiado pequefio, y para aumentar la masa de un cuerpo en un
gramo, se necesita comunicar a este cuerpo una energia de 25 millones de kilovatios-
hora. Y por eso es precisamente por lo que el cambio de masa de los cuerpos, en
condiciones normales, es sumamente insignificante y se escapa de las mediciones mas

exactas.

Por lo que la masa se podria considerar invariante o replantear el concepto de masa
y decir masa- energia en vez de solamente masa en relatividad especial.

— masa valida para todas las particulas, incluyendo las que se mueven a la velocidad

de la luz:
m=Lr (134)
c

m, = masa de cualquier particula, E, =energifa total, ¢’ = es la velocidad de luz

al cuadrado.

— masa para particulas no masivas (fotones)

r

(1.35) (R.V. Pound y G. A. Rebka, Jr., efectuaron en 1960 un

experimento valiéndose del efecto Mossbauer y encontraron que la masa de un

fotébn moviéndose a la velocidad de la luz, la dnica a la que puede viajar, estd dada

por m= h—‘z/ (1.36) de acuerdo con la ecuacion E=hv=mc*  (1.37).
c
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El efecto Mossbauer permite determinar con muchisima precision cambios

pequenisimos de la energia de fotones gamma.

1.8.2. Equivalencia masa- energia:
La mas célebre formula en la historia de la ciencia, conocida como Principio de
Equivalencia entre masa y energia: E=mc” y nos dice que la masa es una forma de

energia a diferencia de la mecanica de Newton que las consideraba diferentes.

Calentar un sistema macroscopico, darle cuerda a un reloj, aumentar la velocidad de
una particula, o la absorcion de radiacién por parte de un gas, son distintos ejemplos de

procesos que provocan un incremento de la inercia (masa) del sistema que se trate, que

cumple con:
AE
Am = —
c

Siendo AE la energia entregada al sistema en el proceso. La magnitud que mide la

inercia es la masa relativista.

Por supuesto que si el sistema pierde energia por algin proceso cualquiera (radiacion,
enfriamiento, etc.), el sistema disminuye su masa de acuerdo con la misma relacion.

La produccién de energia en los procesos de fision nuclear (reactores y centrales
nucleares) y fusioén nuclear y otros muchos procesos (como la fabricacion de la bomba

atdmica) son explicables por medio de esta revolucionaria hipétesis.

Un ejemplo de la equivalencia de masa — energia y la dependencia de la masa en
reposo de la energia interna es el siguiente:

Consideremos un sistema aislado consistente de un nicleo atémico en estado excitado.
Nos situamos en el marco en que el nicleo estd en reposo. Supongamos que el nicleo
decae a su estado fundamental emitiendo dos fotones de la misma energia y en

direcciones opuestas como se representa en la siguiente figura.
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Griafico 5. Equivalencia masa-energia
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En el sistema del niicleo el momento inicial es nulo (nicleo en reposo), y en el final los

momentos de los dos fotones se cancelan por lo que el nicleo continda en reposo.

Para que el momento se conserve en cualquier sistema inercial es necesario que la

cuarta componente  p’ = % también sea independiente del tiempo. Antes del

decaimiento ésta es:

E=My’

Luego del decaimiento estd formada por la energia del nicleo, que contintia en reposo

y la de los dos fotones que se llevan la excitacion AE, del nucleo:
E=M,’ +2hv
=M’ +AE,,

La masa en reposo del nicleo ha cambiado de la siguiente manera:

M&%Q:AMb:—Am (1.38)

2
C

N
Este resultado nacido de la propuesta de que el momento P de un sistema aislado se
conserva con en el tiempo nos dice que la masa en reposo de un sistema depende de su

energia interna. Este es el caso cuando un nucleo se libera de la energia A, mediante

.. . . .. . A.
la emision de de dos fotones, su masa inercial disminuye en la cantidad ~/, .
c
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Un caso mas general es cuando un nucleo excitado inicialmente en reposo decae

emitiendo un solo fotén.

1.8.3. Energia Cinética

La energia cinética, o sea el trabajo neto hecho sobre la particula, es
K =[Fedr (139)
0
Donde: K_ =energia cinética

F = Fuerza

dr = desplazamiento

Yaque: dr=vdt, vedv=vdv,m= o -
v
=
. _ n
Tenemos: K, = J-O X 7 vdy
(7))
2
c
Que integrado da:
moc2 2

K, =mc*—my’ (1.40)
K =FE -E,

K, =(m,—m,)c’ (1.41)
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De donde la energia cinética es igual a la energia total relativista menos la energia
en reposo o K, =Amc® la energia cinética serigual al cambio de masa por la

velocidad de laluz al cuadrado.

1.8.4. Energia total

Donde E, =mc’ = energia relativista total

E=E, +K,
E =myc’+K, (1.42)
E =E+PC’

La energia relativista total se puede representar de las tres formas anteriores.

Donde la energia relativista total es igual a la energia en reposo mds la energia

cinética.

E,=my’ laenergia en reposo es igual ala masa en reposo por la velocidad de la
luz al cuadrado.

m, eslamasaenreposo es invariante en cualquier marco de referencia.

De la tltima expresién se puede ver que P°c® también representa la energia cinética.

Desarrollando la energia relativista total E,:

2 2 2

m,c vi 3 v
2 2
E =mc =—=2—=my +my—+—my—+....
2 8 2
Vv C
==
c

el tercer término es siempre mds pequefio que el segundo y se desprecia, usando la

férmula del binomio:

_ 2
(1+x)" :1+E+M+ .....
1! 2!
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1 . .
E :moc2+§mov2 (1.43) , el primer término es la energia de reposo y el

segundo término la energia cinética clésica.

Como resultado se obtiene: La energia total = energia en reposo + la energia cinética
clasica newtoniana, esto demuestra que la Relatividad Especial coincide con la

Mecénica Clasica, cuando las velocidades son pequeiias.

La fisica prerrelativista conoce dos principios de conservacién fundamentales: el de
conservacion de la masa y el de la energia; la teoria de la relatividad los funde en uno
solo: la conservacion de masa-energia.
1) La conservacion de la energia sale de la uniformidad del tiempo.
2) La conservacion de la cantidad de movimiento es consecuencia de la
homogeneidad del espacio.

3) La conservacion del momento angular resulta de la isotropia del espacio.

Deduccion de la energia relativista total E,

=m, elevando al cuadrado ambos lados

2

m’ (> =v*)=m.c* trasladando el término ¢’ a la derecha.

m>c® —m’v’ =mjc® multiplicando ambos lados por ¢

r
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m>ct —m*vie’ =mc’
E’ —(mfvz)c2 =E;
E’-p’c’=E, (1.44)
E,2 = E(f +p’c’
E = energia total E, = energia de reposo m, = masa en reposo inercial

m_=masa inercial relativista p’c’ = energfa cinética relativista

1.8.5. Momento

i. p=mv (1.45) cldsicamente m es invariante para velocidades mucho menores que

la velocidad de la luz, que es practicamente el mundo en que vivimos.

ii. p=ymyy (1.46) para velocidades cercanas a la de la luz.

1 .
m, es la masa en reposo y=—p— es el factor gamma y va ligado a la

masa Yy no a la velocidad.

iii. Cantidad de movimiento de un fotén

_w
C

p=ha (1.48)

L.9. Evento y linea de mundo o universo
Evento o Suceso: Se define por el lugar que ocurre y por el instante en que ocurre y

matematicamente se define por: (X, y, z, c t).

En el espacio-tiempo, los eventos se representan por puntos, llamados puntos en el

Universo y a cada particula le corresponde cierta linea llamada linea del Universo.
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En el grifico 6 tenemos el movimiento de una particula en el espacio-tiempo vy el

tetravector u es la tangente de la particula en la trayectoria llamada linea del mundo

O Universo x(”;) y representa la derivada del tetravector posicion U" con respecto al

tiempo propio 7 que es el tiempo medido por un observador en movimiento.

Grafico 6. Linea de Universo
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1.9.1. Invariancia de Intervalos.

Se define un suceso al conjunto ( X, y, z, t) que determinan el punto en el espacio y en el
instante en que ocurre. Los sucesos pertenecen a un espacio matematico
tetradimensional donde cada punto, llamado punto del Universo, representa un suceso.
El movimiento de una particula puntual en este espacio serd una curva denominada

curva del Universo.
Expresiéon matemadtica del principio de la invariancia de la velocidad de la luz.

Sean Ky K’ dos Sistemas de referencia que se mueven con movimiento relativo

uniforme.
Elijamos los ejes de coordenadas de tal manera que X y X’ coinciden, mientras que

los ejes Y y Z son paralelos a los ejes Y’ y Z’; representemos el tiempo en los

sistemas K y K" port y t’.
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Supongamos que el primer suceso consiste en la emision de una sefial, que se propaga a

la velocidad de la luz, desde un punto de coordenadas x;,y,,z, enel sistema K yenel
instante f#, de este mismo sistema. La propagacion de esta sefial se observa desde el

sistema K. Supongamos que el segundo suceso consiste en la llegada de la sefial al punto

X, ¥,,Z, en el instante #,. La sefial se propaga con la velocidad c; la distancia recorrida

por ella es: c(t,—1,) Pero, esta misma distancia es igual a:

[(o=x) +(v =) +(z-2) |=¢ (-1)’

Podemos escribir, por lo tanto la siguiente relaciéon entre las coordenadas de ambos

sucesos en el sistema K:

(xz_x1)2 +(», _y1)2 +(2, _Zl)2 ~c? (1, _tl)z =0 (1.49)

Los mismos dos sucesos, es decir. La propagacién de la sefial, se pueden observar desde
el sistema K.

Sean x/,y/,z,t. 'y X,,¥,.2,,t, las coordenadas en el sistema K’ del primer y
segundo suceso, respectivamente. Dado que la velocidad de la luz es la misma en los

sistemas K y K’ , tenemos, como en (1):

(=) +(ys=¥) +(=2) = (h-1) =0 (1.50)

La cantidad: s°,= [cz (=) =(x-x) = (3, =) (2, -z )2} =0 se llama

intervalo entre dos sucesos.

Del principio de invariancia de la velocidad de la luz se concluye, por consiguiente, que
. . 2 . . .,
si el intervalo entre dos sucesos es cero s;, =0, en un sistema de referencia, es también

igual a cero en cualquier otro sistema de referencia:
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2 _ 2 2 23 _
S,=85=0=s,=5,=5;=...=0

1.9.2. Diagramas de Minkowski
Los diagramas de Minkowski permiten un enfoque geométrico de la relatividad

especial.

Aunque la Teoria Especial de la Relatividad fue presentada por Einstein en 1905, no se
convirtié en un modelo popular hasta 1908. Esto fue posible gracias a los trabajos del
matematico aleman Hermann Minkowski y que habia sido profesor de Einstein, quien
desarroll6 los Diagramas de espacio-tiempo (geometrizacion de la teoria especial de la
relatividad), la Métrica y las Transformaciones de Lorentz y convirti6 el espacio-tiempo

de Einstein diferente al espacio y tiempo de Newton.

La descripcién espacio-tiempo de Minkowski puede ser visualizada facilmente como un
espacio plano (el tipico plano de la geometria euclidiana) donde la dimension tiempo es

perpendicular al plano(x, y, z).

Minkowski demostré que los eventos establecidos en la teoria especial de la relatividad
de Einstein pueden ser descritos en forma geométrica usando el espacio-tiempo.
El trabajo de Minkowski tuvo dos efectos importantes.
1) Permitié popularizar las ideas de Einstein, ya que su planteamiento geométrico lo
hacia mas accesible.
2) Ayudé a Einstein a visualizar las leyes de la naturaleza con la geometria y en

especial la gravedad (sistemas acelerados).

- Ejemplo de un diagrama espacio-tiempo de Minkowski.
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Grafico 7. Diagrama de Minkowski
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Un cono de luz (o diagramas de Minkowski) es una representacion del espacio-tiempo
con arreglo a la teoria de la Relatividad Especial. Segin dicha teoria, el cono de luz es
un modelo util para describir la evolucién en el tiempo de un haz luminoso en el
espacio-tiempo de Minkowski. El cono de luz sirve asimismo como representacion del
principio de causalidad, que enlaza entre si el principio de causa y efecto. El fendmeno
real cuadridimensional (tres dimensiones espaciales mds la dimensién temporal) puede
visualizarse a través de un grafico en el cual en el eje horizontal se usa la x (como la

parte espacial) y en el eje vertical la dimension temporal (ct).

El cono de luz se disefia del siguiente modo: Tomemos como origen del sistema de
coordenadas espacio-temporales un evento cualquiera O. Con otras palabras, en el

sistema de coordenadas cuadridimensional, cuyos ejes se indican por x,y,z,t, el punto

del universo del evento O es el origen de de coordenadas. Veamos ahora que relacion
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liga los demds sucesos con el suceso dado O. Para facilitar la intuicién, consideraremos
s6lo una dimension espacial y el tiempo, representdndolos sobre dos ejes (grafico). El
movimiento rectilineo y uniforme de una particula que pasa por x=0 en el instante t=0
se representa por una recta que pasa por O y cuya pendiente respecto del eje t es igual a

la velocidad de la particula. Dado que la velocidad médxima es c, el dngulo entre esta

recta y el eje t no puede superar un cierto valor maximo (45°). En la figura (7) se
representan las dos rectas que corresponden a la propagacion de dos sefiales (con la
velocidad de la luz) en sentidos opuestos y que pasan por el suceso O (es decir, que
pasan por x=0 en el instante t=0). Todas las rectas que representan movimientos de
particulas pueden estar s6lo en las regiones: aOc y dOb. Sobre las rectas a b y c d,
evidentemente las ecuaciones son: x =*ct Consideremos primero sucesos cuyos puntos

de universo se encuentran en la regién a0c. Es facil ver que para todos los puntos de esta

regién es ¢’t” — x> >0. Dicho de otro modo, el intervalo entre un suceso cualquiera de
esta region y el suceso t es temporal, estdn causalmente conectados, pertenecen al futuro
o sea que todos los sucesos ocurren después que O y estan dentro del cono de luz. Pero
dos sucesos que estdn separados por un intervalo temporal, en ningin sistema de
referencia pueden ser simultdneos. Por consiguiente, es imposible encontrar un sistema
de referencia en el que un suceso cualquiera de la regién aOc ocurra antes que el suceso
O. Esta region se puede llamar el futuro absoluto respecto del suceso O. Exactamente de
la misma manera, todos los sucesos en la regiéon b O d pertenecen al pasado absoluto
respecto del suceso O, es decir que ocurren antes que el suceso O en todos los sistemas

de referencia y estan dentro del cono de luz.

Los sucesos que estdn en el intervalo: ¢’t> =0 a 45° se les llama intervalos tipo luz o

null.

Consideremos finalmente las regiones: dOa y bOc. El intervalo entre un suceso

cualquiera de esta regién y el suceso O es espacial: ¢*#> —x° <0. Estos sucesos ocurren

en puntos diferentes del espacio respecto de cualquier sistema de referencia. Estas
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regiones se pueden calificar de absolutamente separadas respecto de O. Sin embargo, los
conceptos simultdneos “antes y después” son relativos para estos sucesos. Para un
suceso cualquiera de esta regioén existen sistemas de referencia en los que el suceso
ocurre después que el suceso O, sistemas en los que ocurre antes y, finalmente sistemas
de referencia en los que dicho suceso y O son simultdneos.

Ejemplos de intervalos en diagramas de Minkowski.

Grifico 8. Ejemplos diagramas de Minkowski
Ct
FUTURO _ |

Pe

0 PRESENTE

PASADO

1.9.3. Intervalo Tipo Tiempo

Se le llama intervalo tipo tiempo al intervalo entre los eventos O y Q, en el cual el
evento Q sucede después del evento O o sea estdn causalmente conectados, no pueden
suceder simultdneamente, esta es la caracteristica mas importante de los intervalos tipo

tiempo o temporales sea que se encuentren en el cono de luz absoluto del futuro o del

pasado y el valor del intervalo ds® es mayor que cero.

En el caso del intervalo ds® de los eventos entre OQ estin en el futuro absoluto.
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ds* =c*dt’ —(alx2 +dy’ + dzz) >0  (1.57) >, sellama intervalo tipo temporal

1.9.4. Intervalo Tipo Luz (Null )
Se llama intervalo tipo luz o Null al intervalo entre los eventos O y R ubicado en la

recta L, estd en el futuro, los eventos estdn causalmente conectados, pero puede estar
ubicado en el pasado también y pertenecer a larecta L, y forman un dngulo de 45° con

la recta del presente(x).

ds> =c*dt’ —(dx* +dy* +dz*)=0  (1.58) —, sellama intervalo tipo null o luz

1.9.5. Intervalo Tipo Espacial
Se llama intervalo tipo espacial aquellos eventos que no estdn causalmente conectados,

como los eventos P y O y el valor del intervalo es negativo.

ds’ =c’dt’ —(dx’ +dy* +dz*) <0 (1.59) , se llama intervalo tipo espacial (P)

1.9.6. Métrica Euclidea

En coordenadas cartesianas el tensor métrico es igual al delta de Kronecker: g, =3,

donde &, esel deltade Kronecker 'y 6,=0 si i#j y J,=1 si i=j .

ij
El elemento de linea o intervalo ds> viene dado por la expresién siguiente:

ds® = §,.dx'dx* (1.51)

Donde el intervalo: ds” >0 (es mayor o igual acero).

la matriz de la métrica se representa asi: ~ J, = (1.52)

iy

S O =
S = O
- o O

1.9.7. Métrica de Minkowski.

El espacio de Minkowski es un espacio tetradimensional afin o sea la relacion entre
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cada punto, evento o suceso Yy el espacio-tiempo tetradimensional (D 4) dotado de una

métrica seudoeuclidea 77, y de una topologia del espacio euclideo.

En el espacio de Minkowski la métrica g, es igual a la métrica minkowskiana
n., (77/“, = gik) y el intervalo ds®> viene dado por la expresion:
ds® = cdt’ —(abc2+aly2 +dz2) (1.53)

ds’ = es el intervalo en la métrica de Minkowski, cdt’ = es la parte temporal vy

dx* +dy” +dz” 1a parte espacial.

En forma tensorial se escribe asi:

ds* =n, dx"dx" (1.54)

1, = lamétrica de Minkowski 77, =[1, -1, -1 —1]=[1, 1, 1, -I]
1,, = representa la matriz de la métrica Minkowskiana.
1 0 0 O -1 0 00
0 -1 0 O 0 1 0O (1.55)
= o :
Mo 0 -1 0 0 010
0 0 0 -1 0 0 01

representa la matriz de la métrica de Minkowski, la primera es la mdas usada

comunmente.

El espacio-tiempo deMinkowski es una variedad Lorentziana de cuatro dimensiones,una
temporal y tres espaciales de tal manera que forman una 4-variedad con curvatura nula,
usada para describir los fenémenos fisicos en el marco de la teoria especial de la

relatividad de FEinstein.Es una métrica pseudoeuclidea, ya que en la diagonal de la

matriz, existen niimeros negativos y el intervalo ds’, puede ser no solamente mayor o
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igual a cero, sino también menor que cero y la métrica euclidea solo puede ser mayor
o igual a cero y pseudoriemanniana, porque para que fuese Riemanniana tendria que

ser también mayor o igual a cero y ademds el tensor métrico g, variar de un punto a

otro o sea: g (xk ) ser funcién de las coordenadas x* curvilineas y n-dimensional.

El intervalo en la métrica Riemanniana se representa asi:

ds’ :gii(xk)dx"dyj (1.56) , en el que: gl.j(xk);tnﬂv en el cual 77, esla
matriz de la métrica de Minkowski y g, = f (xk) el tensor métrico de la geometria

de Riemann.
Se denomina métrica de Riemann en una regioén del espacio [1" con las coordenadas

(xl,....,x") a un conjunto de funciones g, =gl.l.(x1,....,x"), i,j=1,..n, siendo

(gl.j ) una matriz definida positiva.

I.10. Tensores en Relatividad especial
1.10.1. Breve repaso de tensores
Existen dos maneras de definir un tensor:

v La manera usual de la fisica de definir los tensores es en términos de objetos
cuyas componentes se transforman segun ciertas reglas, introduciendo la idea de
transformaciones covariantes o contravariantes.

v" Un tensor es cierta clase de entidad geométrica, que generaliza los conceptos de
escalar, vector y operador lineal de una manera que sea independiente de

cualquier sistema de coordenadas elegido.

La teoria tensorial, que es parte de la geometria diferencial, que utiliza los métodos del
calculo diferencial, fue desarrollada por varios matematicos como Gregorio Ricci-
Curbastro, Tulluio Levi-Civita, alrededor de 1890 o sea aun antes que Albert Einstein,

formulara la Teoria Especial de la Relatividad y la Teoria General de la Relatividad.
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- Resumen de tensores

S ox . :
i)A = " A" Tensor Contravariante de primer orden.
X
. o, : :
i) A= o A Tensor Covariante de primer orden.
X
oo ok ox oxt :
iii) A“=———A"  Tensor Contravariante de segundo orden.
ox" ox
: o’ ox™" :
w) Ay =———14, Tensor Covariante de segundo orden.
ox' ox
. ox' ox™" .
V) A === Al Tensor Mixto de segundo orden.
ox” ox
Vi) 8 = tensor métrico.

. ik Ad]glk . . . P
vii) g¥f =——+ Tensor Reciproco y Adj.g,, es el adjunto del tensor métrico.
viii) g = |gik| es el determinante del tensor métrico.

viii ) ds” = g, dx'dx" donde ds® es el elemento de linea o diferencial de longitud de
arco.

1.10.2. Cuadrivectores en espacio de Minkowski
1. Cuadrivectores: Al conjunto de las cuatro coordenadas de un suceso (c t, X, y, z) se

puede considerar como componentes de un vector posicion en cuatro dimensiones o

cuadrivector posicion y lo representaremos como X ! , donde u=0, 1, 2,3.
X=ct,x'=x,x’=y,x’ =z (1.60)

En general, se llamara vector cuadridimensional o cuadrivector a un conjunto de cuatro

cantidades x“ que en las transformaciones del sistema cuadridimensional de

coordenadas se transforman como las componentes del cuadrivector posicién x".
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También agregar que los vectores son tensores de primer orden en este caso

contravariante.

5 Xu:(xo,_xl’_xz’_xz):(xo’_x,_y,_z) (1.61) se llama Cuadrivector

Posicion o Tetraposicién Contravariante.

3. XM:(xo,—xl,—xz,—x3):(xo,—x,—y,—z) (1.62) Cuadrivector o Cuadritensor

Tetraposicion Covariante

La relacién entre los diferentes tipos de componentes de los cuadritensores se determina
mediante la siguiente regla general: el subir o bajar el indice temporal (0) no cambia
signo de la componente, pero el subir o bajar un indice espacial (1,2 , 3 ) cambia dicho
signo. Asi

Ay, =A%, A, =-A", A, =A" (1.63)

A=A A =A" A =-A" Al =-A" ..

1.10.3. Transformacion de Lorentz en cuadrivectores

1. Tetravector Posicion Contravariante.

X" +KX” X" +KX'0
X0 = £ X'= € X’=X",X=Xx" (1.64)
V? V?
1—0—2 1—0—2
2. Tetravector Posicion Covariante.
x,-Vx x-Yx
Xy=——=5— X, =—=5—" X, =X, X,=X] (1.65)

2 2
S
C C
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1.10.4. U" Velocidad Cuadridimensional

La cuadrivelocidad es una magnitud vectorial asociada al movimiento de una particula,
usada en el contexto de la teoria especial de la relatividad , que es tangente a la
trayectoria de dicha particula a través del espaciotiempo cuatridimensional y es la
derivada temporal de las coordenadas de posicion respecto al tiempo propio de la

particula U"

. dx"
dT

(1.66) T el tiempo propio y representa el tiempo medido por un

observador que se mueve en el espacio-tiempo.

po 4 _d¥ di_av
dT  dt dT dt

yc
“ : O dct
Uu:dx = wz Uozdi: (C):yc, :@:7/@:
ar |y ar  dt dar " di
7’ /4 /4
y= 1
-
)
C

De t=9T es el factor de Lorentz, T el tiempo propio (no de reposo) y t es el tiempo

de reposo.
di_,
dT

dt=ydT (1.67)

u u

La cuadrivelocidad U" = es diferente de la velocidad ordinaria v=

ya que

esta es la derivada de la posicion con respecto al tiempo de reposo dt .
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1.10.5. Tetramomento
-Cuadrivector momento o cuadrimomento: es el producto de la cuadrivelocidad por la

masa de la particula.

El cuadrimomento o tetramomento de una particula es un momento tridimensional

I—D> = (P)‘,Py,PZ) y energia E:

P=P" =(£,P”,P"’,P’j (1.68)

c

ymyc

u u X y Z E 7/m VI
P =mU =m(7c,7u ,7u>,7u')=(—,7px,7py,7p,j= °, (1.69)

c ym,v

7/m0vz

g.p'p = moc2 (1.70)
E |2

Donde P”PM:C—Z—P =mic® (1.71)

La m, masa en reposo es invariante
_ p0 2 _ 2
E=Pc=mc” =ymc (1.72)

la energia total es conservada

1.10.6. Tensor energia-momento
La manera mds directa y mds fisica es a través del tensor T vy es el flujo del

cuadrimomento P’ a través de una superficie x* constante. Es un tensor contravariante

de segundo orden y simétrico.
En la teoria de la relatividad especial, se considera el modelo del fluido mas simple

(campo de materia) constituido por particulas no interactuantes llamado polvo y sobre

las cuales no actiia fuerza externa ni viscosidad y conduccién de calor.
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T = pu'u’ (1.73)

T'

Tensor Energia-Momento
i

u'= tetravelocidad en la direccidn 1

u’ = tetravelocidad en la direccidn j

p = densidad de masa del cuerpo.

I.11. Problemas Resueltos y Propuestos

1.11.1. Resueltos.

1) Hallar la ley de transformacién de las componentes: A” y A" de un cuadritensor

simétrico A* en la transformacién de Lorentz.

w Vo n vV
A°+ A" A1+—
CA/() A2 A/Z A3:A’3
v?
\/ T ==
C
A’°+ A" A’°+KA’l
AOAO C
VZ
1—— 1-—
-5 [
LI {A’”O racar Yy aanY +V—22A’”}
c c c

1_7

2
C

2
- 1V2 {A’OU +240A" +V—2A’“}

C
1=
C
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Solucién.

AY =2

Uy
A’ A’ = e

°
2 2
c c

2
A% = 1v2 [A'OO rarar Ly anan K+V—2A'”}

c C C

2

C

2
_ 2[A’°°+2A’°A”+V A’“}

cz
All 9
At 4o
A= — A=A"A=4"
v
1_?
’ V /i 7 /i
UL PR
Ale Al = = =
v: v:
1-— ‘ 1-—
Cc Cc
2
- ~| A"+ A"A" Vipaoar Yoy qo V—z
I—V— c c c
2
C
2
= 12 A'“+2A’°A’°K+A’°°V—2
I—V— c c
2
c

2) Obtener las transformaciones del cuadrivector de Lorentz como rotacion imaginaria

enelplano x"x' y Y y Z no cambian.
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X 0 0)(«x

S =By vy 0 0 X
X210 0 1 07
x” 0 0 0 1)

La expresion anterior se puede reducir a:
Y (v =Br)(x
N)\=Br oy )W

Asumiendo que:

Y si hacemos:
cosh=y
senh = [y

7 -F7 =1
i’ =-1

e'? =cos@+isinf

70 h —senh
Obtenemos: T cosh¢ senhg
X! —senh¢ cosh¢

Por tanto: x° = cosh ¢ — senh@x'

si denotamos ¢ = i@ tenemos que: cos @ = cosé

0
X

1
X

|

sen@ = isent

Por tanto: x° =cos@—isend que es lo mismo que:
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ix"* = coshig— senfx', con lo que queda la expresién:

A= . | que es la expresion de una rotacion.

ix” cos@ send \[ix’
X

—sen@ cos@ )| x

3) Sea V2 un espacio bi-dimensional Minkowskiano, con componentes

N
contravariantes de el vector de posicion X :(xo,xl) donde x"=ct,x'=x

respectivamente.

N
a) Escriba las componentes covariantes del vector de posicion: X

RN

b) Calcule el cuadrado del vector de posicién: X>
¢) Sea a” un tensor de componentes covariantes y a' y b* dos vectores.

Escriba las componentes en la expresion
a=ab,i=0,1

Solucion.

a) X, =(x",—x")

b) X’=XX'=XX"+XX"=ct’-x°

_ k _ 0 1
0 a, =a,b" =00 +a,b
b =o,b" =a, b’ + b

4) En un marco de referencia con coordenadas (xo,xl,xz,x3) las componentes de

tensor simétrico de segundo orden dado por A” =-2 A" =1, A% =-1y

siendo las otras componentes cero. Encontrar el valor de la componente A del tensor

en un marco de referencia obtenido por la transformacion de coordenadas.
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X0 =4x"—13x" +4x* =15x°
X' ==13x" +14x = 3x% +124°
X =x"—4x +11x° =55

x? =8x"+14x' =3x* +17x°

Las leyes de transformacidn del tensor contravariante es dado por:

[ k
i 0x"ox

T ox ox”
ox™ ox” ox ox”  ox” ox” ox” ox?  ax” ax” ox ox”  ox” ox”
A’03 — Im — + A02 + + 03 + + Al3
ox' ox™ ox° ox*  ox® ax° ) (axo ox>  ox’ ox° ) (ax1 ox’  ox’ ox' )

[ 4x14+(=13)x8 |x(=1)+[ 4x17 +(~15) x8 ] x (-2) +
[(—13)x17+(-15) x14 | x1 =-279

, . 2 :
5) Suponga que 7' es un vector contravariante en R y que T* :(xz,xl) en el

sistema x'.

Calcular 7" en el sistema x”, bajo el cambio de coordenadas.

X' = (x2 )2 #0
X =x'x?
Donde 77 =X 74 29 1 O o

ox* ox' ox’
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7= ox' ox* | _| 0 2x°

- ’2 ) - 2 1
ox*  ox XX

o

T"'=T'(0)+T> (2x2) =2x'x?

I.11.2. Propuestos

1) Calcule 7 en el sistema x" si V =(7;)=(x"x'+2x") es un vector covariante
bajo la transformacién de coordenadas:

x'= (x2 )2 0, x7*=x'x?

k 1 2
ox T = ax,'Tl_i_axr 2
ox” ox”

T/

2) Si el tensor momento-energia en la relatividad especial viene dado por TV = pu'u’

(polvo), demostrar que:

o o4 oou
C C
2
owpo i,
2 2 2
i > c c c c
T7 = p,c’y’
0 2
Lomuon o i
C C2 C2 C2
2
u,owu, MM, u
C C2 C2 C2

3) En un sistema coordinado con coordenadas x*,

El elemento de linea invariante es ds” = naﬁdx“dxﬁ

Si las coordenadas se transforman como: x"* — x™

Demuestra que el elemento de linea es:
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ds’=g ﬂ,v,dx’”dx'v ,y exprese &, en términos de las derivadas parciales.

%

Para dos arbitrarios 4-vectores U y V, demuestre que:

—Jrayh —J177v)’8
UV=UV,=0"V"g,,

4) Demostrar que la cuadriaceleracién a' y la tetravelocidad

i

u' son perpendiculares entre si.

5) Demuestre que las transformaciones de Lorentz:
4 ’ V ’ ’
X=y(x-vt), '=y|t—-—=x|, y=y,7=z
c

Pueden ser transformadas en la forma:

t’ =tcoshu — xsenhu

x' = —tsenhu + xcoshu

Haciendo uso de: v =tanhu

6) Las componentes de un tensor covariante en coordenadas rectangulares son

xy,2y—z°,xz . Hallar sus componentes covariantes en coordenadas esféricas.

7) Demostrar que la contraccion del producto externo de los tensores A” y B, es un

escalar o invariante.
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TEMA II.
INTRODUCCION TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD

I1.1. Introduccién

En 1907 Einstein empez6 a tratar de extender la Relatividad Especial a la Relatividad
General o sea a sistemas acelerados o gravitatorios, se dio cuenta que la Relatividad
Especial no era compatible con la gravedad newtoniana, por ser esta ultima una

interaccion instantanea a distancia.

Dos hechos ayudaron a Einstein:

a) La geometrizacion de la Relatividad Especial por parte del matematico aleman
Hermann Minkowski , le permiti6 visualizar a Einstein la Relatividad General o sea
la gravedad, como la geometrizacién del espacio-tiempo y no como una fuerza
newtoniana.

b) El principio de equivalencia que consiste en la igualdad de la masa inercial y la masa
gravitatoria, que la mecdnica de Newton la veia como una casualidad y Einstein

creia que habia en este principio algo mas profundo de la naturaleza.

También agregar que Marcel Grossman, amigo personal y mateméatico experto en
Geometria Diferencial le ayudé a Einstein en la formulacién matemadtica de la famosa

Teoria General de la Relatividad en 1915.

De acuerdo con la famosa Teoria General de la Relatividad, la gravedad es una
manifestacion de la geometria local del espacio-tiempo o sea que la gravedad para
Einstein es una teoria geométrica, la materia y energia curvan al espacio; esta teoria
difiere de la de Isaac Newton en que éste la considera una fuerza atractiva y de accién
instantdnea a distancia e inversamente al cuadrado de la distancia. La curvatura del
espacio producida por la presencia de materia y energia, significa que la geometria del

espacio-tiempo es no euclidea.
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La geometria de un espacio se caracteriza a través de su métrica. Una métrica es una
definicidon de la distancia que separa dos puntos cualesquiera infinitamente proximos
entre si en el espacio. Mds concretamente una métrica es una forma matematica que nos
indica como medir la distancia en un espacio o en un cuerpo geométrico. El espacio a
que nos referimos cotidianamente se conoce como euclidiano. Se denomina asi por
Euclides, matematico griego del 300a. c. que explicd, las propiedades de este espacio en

su libro “Elementos” inspirado en la experiencia.

La métrica en un espacio euclidiano se representa por el delta de Kronecker, que se

simbololiza asi: 6, y 6,=0 si i=j y =1 si i=] (IL1)

)

Y ademds e ®e;=g =0, que es el delta de Kronecker (J,) (IL.2)

Para un espacio euclidiano bidimensional podemos ocupar el intervalo: ds* = dx” + dy’

donde la representacién del elemento distancia ds en funcién de las coordenadas de los

puntos es lo que se llama intervalo y en tres dimensiones, el intervalo viene dado por:

ds* = dx* +dy2 +d7*

El espacio tridimensional plano de Euclides se convierte en la Teoria Especial de la
Relatividad en un espacio plano cuatridimensional. La métrica que define este espacio-
tiempo plano recibe el nombre de métrica de Minkowski en honor del cientifico ruso

Hermann Minkowski, que fue el primero en usar el tiempo como la cuarta dimension.

Como la materia y energia curva el espacio-tiempo o en otras palabras la materia
(energia) le dice al espacio-tiempo como curvarse o el espacio-tiempo le dice a la
materia y energia como moverse, esta curvatura del espacio-tiempo significa que la

geometria es no euclidiana y la menor distancia entre dos puntos en un espacio curvo
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se le llama geodésica y en los espacios curvos se puede usar varias métricas para

solucionar las ecuaciones de campo de Einstein y dentro de ellas mencionamos algunas:

1y

2)

3)

La solucién para el espacio vacio alrededor de una distribucion de masa esférica
simétrica, estatica, es la métrica de Schwarzschild.

La solucion para el espacio vacio alrededor de una distribucién de masa de
simetria axial en rotacion es la métrica de Kerr. Se aplica a una estrella que rota
y conduce a la predicciéon de la existencia posible de un agujero negro en
rotacion de masa dada M y momento angular L, del cual la energia rotatoria
puede ser extraida.

La solucién para un Universo Isotrépico (iguales propiedades en todas
direcciones) y Homogéneo (se ve igual en cualquier posicion donde estemos), es

la métrica de Robertson-Walker.

La famosa Teoria General de la Relatividad formulada por Albert Einstein descansa

sobre 4  principios basicos que son:

y

2)

3)

Las particulas se mueven en geodésicas que es la distancia méas corta entre dos
puntos en un espacio curvo (no euclidiano).

Principio de equivalencia: Describe la aceleracion y la gravedad como aspectos
distintos de la misma realidad o los efectos de la gravedad son equivalentes a
los efectos de la aceleracion.

Principio de la covariacion general: la forma de las ecuaciones de la fisica es la
misma independientemente del sistema de coordenadas espacio-temporales
usadas para expresar dichas leyes y matematicamente las ecuaciones deben
expresarse en forma tensorial covariantemente. Por ejemplo la ecuaciéon de

) ) ) ) . 1 87G ..
campo tensorial de Einstein escrita en la siguiente forma: R, 5 g;R=—"T"
‘ ‘ c

no esta escrita covariantemente, porque el lado izquierdo de la ecuacidn estd
escrita en forma covariante, pero el lado derecho estd escrita en forma

contravariante; pero si la escribimos de la siguiente manera:
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1 387G
R; _Egin T T

se puede observar que el lado izquierdo y el lado derecho

de la ecuacion estd escrito en forma covariante y por lo tanto en forma correcta.
4) Ecuaciones del campo de Einstein.

Las ecuaciones de campo de Einstein describen la curvatura del espacio-tiempo

producida por la presencia de materia-energia y se escriben tensorialmente asi:

1 871G
R; _Egz:iR = 0_47:1

El lado izquierdo de la ecuacidon representa la geometria del espacio-tiempo y
en el se encuentran los tensores de Ricci: R, el tensor métrico g, y el escalar
de curvatura R éstos se estudiardn mds adelante; el lado derecho representa la
materia y energia del universo y en este lado se encuentran: la constante pi=r,
la constante de gravitacion universal G, la velocidad de laluz ¢ yel tensor de
momento-energia T,

ij*

I1.2. Geometria no euclidiana.

La geometria no euclidiana se fundamenta en el quinto postulado de Euclides, que
expresado en forma sencilla como nos ensefian en las escuelas primarias y secundarias
dice que: “Por un punto exterior a una recta, solo se puede trazar una y una sola paralela

aellay al prolongarse nunca se cortaran”

Dentro de algunos mateméticos que ayudaron a construir la Geometria no Euclidiana,

podemos mencionar: Gauss, Riemann, Bolyai, Lobachevski, etc.

- Ejemplos graficos de geometrias euclidianas y no euclidianas.

Grafico 9. Geometrias no euclidianas
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Segin su curvatura constante, que mide la no planitud del espacio y nos dice cuan

alejado se encuentra del euclideo el espacio, los espacios pueden clasificarse en tres

categorias diferentes: a) Espacios euclideos, de curvatura nula, b) espacios esféricos, de

curvatura positiva y c¢) hiperbdlicos, de curvatura negativa.

La curvatura la representaremos con la letra K y el radio de curvatura con la letra r.

a)

b)

Espacios euclideos, de curvatura nula(K =0), es el espacio ordinario y en el cual se

trabaja desde la escuela primaria hasta el nivel universitario y estdn basados en los
trabajos del matemético griego Euclides en el siglo III a. ¢ y en el cual dos
proposiciones importantes son: i) la suma de los dngulos internos en un tridngulo es
igual a 180° y ii) dos rectas paralelas no se cortardn por mas que se prolonguen, ver

figura a).
. .. .. 1 .
Espacios esféricos de curvatura positival| K =—|, en €stos la suma de los tres
r

dngulos internos es mayor que 180° y dos rectas paralelas convergen
progresivamente y terminan por cortarse entre si, difiriendo de la geometria de

Euclides, ver figura b).
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2

j, en éstos la suma de los
B

c) Espacios hiperbdlicos, de curvatura negativa(K =——

dngulos internos de cualquier tridngulo es menor que 180° 'y las rectas paralelas

divergen progresivamente, como ejemplo es la silla de montar un caballo, ver figura

c).

IL.3. Principio de Equivalencia.
El principio fundamental sobre el cual descansa la Relatividad General es el Principio de
Equivalencia, el cual expresa que la masa inercial es igual a la masa gravitatoria y que la

mecanica clasica lo veia como una casualidad.

Actualmente los fisicos expresan que el principio de equivalencia se puede expresar de
dos maneras:
i. El Principio de Equivalencia Débil o Galileano: El cual dice que la masa inercial es

igual a la masa gravitatoria o sea:m, =m, y que es equivalente a decir que en un

medio sin resistencia: Todos los cuerpos caen con la misma aceleracion.

dr d (1 ,
miﬁ—mgﬁ(agt j
ma, =m,g=m, =m, (11.3)
Si la masa inercial es igual a la masa gravitatoria, entonces la fuerza inercia es igual a
la fuerza gravitatoria, luego sustituyendo en el lado izquierdo de la ecuacion, la fuerza
inercial por su equivalente masa inercial por aceleracion inercial y en el lado derecho
la masa gravitatoria por la aceleracion gravitatoria se llega a la conclusion que la masa

inercial es igual a la masa gravitatoria.

ii. El Principio de Equivalencia Fuerte.
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1) Que en forma sencilla dice que un Sistema de Referencia no Inercial o Acelerado
equivale a un cierto Campo Gravitatorio
2) Describe la Aceleracion y la Gravedad como aspectos distintos de la misma realidad.

3) Los efectos de la gravedad son equivalentes a los efectos de la aceleracion.

.-Ejemplo sobre el principio de equivalencia.

Grifico 10. Principio de equivalencia

Cohete

‘ ‘ Acelerado

l Gravedad

Imaginese usted mismo en un cuarto cerrado, por el principio de equivalencia usted no

podria decir, si usted estd sobre la Tierra o en el espacio en un cohete acelerando.

Cayendo
bajo la Flotando

en el
gravedad % % espacio

Ahora imaginese usted mismo cayendo en un cuarto cerrado, por el principio de

equivalencia usted no podria decir, si usted estd cayendo hacia la tierra o flotando en

el espacio.

I1.4. Campos gravitatorios en la Mecanica no Relativista y Relativista.

1) Mecéanica no Relativista.
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1) Los llamados Campos Gravitatorios tienen la propiedad fundamental que todos los
cuerpos se mueven en ellos de la misma manera con independencia de su masa con tal

que las condiciones iniciales sean las mismas.

La ecuacién (I1.4) es la ecuacion de Newton de la fuerza gravitatoria para dos masas
que interactian y la ecuacion (I1.5) es la ecuacion de la fuerza gravitatoria para una masa
en un campo gravitatorio.

F :GMm

2
£y

(11.4) F,=mg (11.5)

8

Igualando la ecuacién (I1.4) con la ecuacion (I1.5) obtenemos el campo gravitatorio g

para una masa puntual M , (ecuacion I1.6).

GM,
ptg =221
r
GM
§="> (11.6)

La energia potencial se representa en la mayoria de los casos con la letra U y es igual

M . . .
a U= _GMm (11.7)  de acd podemos encontrar el potencial gravitatorio: ¢(r)
r
U, GM
By == Gy = (11.8)
m r
De donde el campo gravitatorio g =—V¢(r) (11.9)

-
— oo

Igualando la fuerza gravitatoria F(r) =mg, Y F=mr que es la segunda ley de

Newton, obtenemos: MG\ =Ir = g =T (11.10)  la aceleracién de la

gravedad es igual a la aceleracion de la segunda ley de Newton.

De donde la aceleracion de la segunda ley de Newton se puede escribir:
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r=—V¢ (11.11)
La ecuacion de Laplace se representa asi:
Vz(/ﬁ(r) =0 (11.12) el operador laplaciano de segundo orden es igual a cero

en ausencia de materia o sea en el vacio.

La ecuacién de Poisson se escribe asi:

Vng(r) =47Gp (11.13) , esta es la ecuacién de Poisson del potencial

newtoniano en presencia de materia, donde 7,G son constantes y o es la densidad de

la materia.

Las ecuaciones (II.11) y (I.13) son esencialmente las ecuaciones de la teoria de
Newton de la gravedad. En el desarrollo de la relatividad especial no se asume la
presencia de campos gravitacionales. Existen problemas al tratar de introducir la

gravedad newtoniana en las ecuaciones de de la relatividad Especial.

. . “ (d’ 0
Por ejemplo la ecuacién  r (d—:J:—ng(a—(fj (11.11)  estd en forma
1 r
qu
tridimensional y tendria que ser modificada a una forma cuadridimensional: 17
T
donde 7 esel tiempo propio.
La ecuacién de la Laplace V’g), =47Gp (11.13) no es un invariante de

Lorentz, ya que aparece el operador tridimensional laplaciano en lugar del operador
cuadridimensional ~ D’Alembertiano: [J°, que es la generalizacién del operador

nabla(V) a un espacio de Minkowski cuadridimensional. Esto significa que el potencial

¢ responde instantdneamente a cambios en la densidad(p) a largas distancias, es decir,

que el campo newtoniano se propaga con velocidad infinita.
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El operador D’Alembertiano se define asi:
[1°=g""0,0,=0,0" esta forma manifiestamente covariante implica la invarianza de este

operador frente a las transformaciones de Lorentz.

En el espacio de Minkowski el D’ Alembertiano es:

0°=n*"9 0 —ia—z—vz (I1.14)
KA Vet o '

Donde el operador nabla(V) es un operador diferencial de primer orden:

También comparando la ecuacién del potencial gravitatorio newtoniano de Poisson

(IL.13) con la ecuacién de campo tensorial de Einstein (11.14)

quﬁ(r) =47Gp (IL.13)
1 87GT,
R; —Eg,,-R= = (I.14)

El lado izquierdo en la ecuacién (II.13) vemos un operador laplaciano tridimensional

diferencial de segundo orden V* actuando sobre el potencial gravitatorio (/ﬁ(r); esto
significa que el potencial ¢(r) responde instantdneamente a cambios en la densidad p a

largas distancias, es decir que el campo gravitatorio newtoniano se propaga con
velocidad infinita y es proporcional a la densidad de la materia p,ya que 7yG
son constantes

1 87GT,

R; _EgiiR: -

(II.14)
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El lado izquierdo de la ecuacion (II.14) de Einstein, representa la geometria del espacio-

tiempo y el tensor métrico de segundo orden covariante g, ( yk) reemplaza al operador

laplaciano V* de segundo orden actuando sobre el potencial gravitatorio newtoniano

¢(r) y en el lado derecho la densidad de la materia newtoniana no incluye a la energia,

debido a que la mecdnica newtoniana consideraba la materia y la energia dos cosas
distintas, es reemplazada por el tensor de energia-momento covariante de segundo
orden T,.
i1) A distancias infinitas de los cuerpos que producen el campo. Un Campo Gravitatorio

real tiende a cero, pero el equivalente al sistema no inercial o acelerado incrementa o se

mantiene constante.

2) Campo Gravitatorio en Mecdnica Relativista.

1) La propiedad fundamental de los campos Gravitatorios que hemos senalado en la
Mecénica no relativista es que ‘“Todos los cuerpos caen con la misma aceleracion”.
Conservando su validez también en la mecénica relativista, esto implica que subsiste la
analogia entre Campos gravitatorios y Sistemas de referencia no Inerciales o

Acelerados”.

ii) También se parte de esta analogia.
En un sistema de referencia inercial y en coordenadas cartesianas, el intervalo ds viene

dado por la ecuacion:

ds* =c’dt* — (alx2 +dy* + dzz) al pasar a cualquier otro sistema de referencia inercial, es

decir en una transformacion de Lorentz, el intervalo como sabemos, conserva la misma

forma.

En un sistema no inercial de referencia, el cuadrado del intervalo aparece, pues, como

una forma cuadrética en las diferenciales de las coordenadas de tipo general.

58



ds* = g;dx'dx’, donde las g, (x") son funciones de las coordenadas espaciales x',x*, x’

y de la coordenada temporal x” = ¢z, esto significa que el sistema de coordenadas es

curvilineo. Las cantidades g, (x" ), que determinan las propiedades geométricas de cada

sistema de coordenadas curvilineas, representan la métrica del espacio-tiempo.

Todo campo gravitatorio no es sino un cambio en la métrica del espacio-tiempo, en

correspondencia con el cual el campo viene determinado por las cantidades g, (xk ) .

Este importante hecho significa que las propiedades geométricas del espacio-tiempo (su
métrica) estan determinadas por fendmenos fisicos y no son propiedades invariables del

espacio-tiempo.
Un campo gravitatorio real no se puede anular por una transformacién de coordenadas.

Del Principio de Equivalencia Fuerte se deducen los resultados de desviaciones de un

rayo de luz, la desviacién hacia la frecuencia del rojo y la dilatacién del tiempo.

11.5. Coordenadas Curvilineas.

Consideremos el paso de un sistema de coordenadas x°,x',x*,x’ al sistema primado
X0 X = (x'(’ ,x",x'z,x'3), donde las  f' son funciones de las

coordenadas  x”,x”,x",x”. Cuando transformamos las coordenadas, sus diferenciales
se transforman de acuerdo con la relacion:

ox'

dx' =
ox’*

dx’* (11.15)
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Las magnitudes que transforman como dx' se llaman el diferencial del cuadrivector
contravariante, cuando el indice va colocado arriba; pero si va colocado abajo, como

subindice se llama diferencial covariante.

Todo conjunto de cuatro cantidades Al (i =0,1, 2,3), que en una transformacion de

coordenadas se transforma como A’ se llama cuadrivector contravariante o tensor
contravariante de primer orden.

ox'
ox™*

contravariante de primer orden.

Al = A* (I1.16) , se llama cuadrivector contravariante o tensor

Sea ¢ un escalar. En una transformacion de coordenadas, las cuatro coordenadas %
X
0 ¢ Ix™* )
se transforman de acuerdo con la férmula a—q? = 3 ?k axl. (II.17) Todo conjunto de
X X" oOx

cuatro coordenadas A, que, en una transformacion de coordenadas, se transforman

como las derivadas de un escalar, se llama cuadrivector covariante.

Asi:

A=
ox'

primer orden.

A, (I.18)  se llama cuadrivector covariante o tensor covariante de

Se puede generalizar con los siguientes ejemplos:

Aik :ﬂ axk ’lm

ox” ox™

ox" ox™
A =77 An (11.19)
K25 or

ox”" ox
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Donde A™ es un tensor contravariante de segundo orden, A, es un tensor covariante de

segundo orden y A; es un tensor mixto de segundo orden.

El producto punto, interno o escalar entre dos cuadritensores viene dado por

A'B, = a"(,, - ax—,,A”B;, —A"B (IL.20)
ox” ox' ox

La definicion del cuadritensor unidad &, no cambia al pasar a coordenadas curvilineas

sus componentes son de nuevo &, =0 para i #k eigualesa | para i=k.

Si A" es un cuadrivector, al multiplicarlo por &, obtendremos:
Aké,i =A’ (I1.21) es decir, de nuevo un cuadrivector; esto

precisamente prueba que &, es un tensor.

El cuadrado del elemento de linea, longitud o intervalo en coordenadas curvilineas es

una forma cuadrética en las diferenciales dx': ds® =g dx'dx’  donde g, (x") son

funciones de las coordenadas x*; las componentes g; =&, son simétricas respecto

delos indices ij y g, esllamado tensor métrico covariante de segundo orden.
Dos tensores A, y B se dice que son inversos uno del otro si A, B" =& (I1.22)

En particular, se 1lama tensor métrico contravariante g* al tensor inverso del tensor

métrico g, , es decir, g, g" =0 (I1.23)

Una misma magnitud vectorial fisica se puede representar tanto mediante componentes
contravariantes como covariantes, haciendo uso del tensor métrico. Dicha relacidén viene

dada por las féormulas:
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Al=g*A  A=g,A" (11.24)

I1.6. Derivada Covariante

Es un operador diferencial que transforma un tensor en otro tensor, por medio de la
derivada parcial mas un factor de correccién lineal (la conexién por un vector).

El tensor covariante de segundo orden: a; cuya ley de transformacion es:

ox, ox
’ k l
a; _T_/akl (11.25)
x| Ox’
Definicion: Se llama vector covariante v, o tensor de orden 1 a un conjunto de n
componentes v, que por un cambio de coordenadas se transforman segun la ley:
, Ox,

T

1

v, (11.26)

Derivandola con respecto a j para saber si la derivada de un vector o tensor de orden 1
es de nuevo un tensor:

, _ 0’x, Ox, Ov, Ox,

V. . = V, T
, k
" 0x0x] ox; dx, ox;

1L.27)

El primer término no transforma como un tensor, pero el segundo si, por lo tanto las

derivadas parciales de un vector no son componentes de un tensor a menos que la

transformacién ~ x, =x,(x,) sea afin (exista la conexién (I'%) y se sustituya la
2

ox0x’

! J

expresion en el primer término.

La derivada covariante constituye uno de los conceptos mas importantes sobre los
cuales gira la teoria de la relatividad general, fue definida por primera vez por el

matematico italiano Tullio Levi-Civita.
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La derivada covariante de un tensor es de nuevo un tensor, sea contravariante o
covariante, estd asociada con los Simbolos de Christoffel o Conexion Afin I" y con el
transporte paralelo en coordenadas curvilineas; en cambio la derivada parcial de un

tensor no es un tensor y coinciden solamente cuando: g, =177, , es decir el espacio-

tiempo es localmente euclidiano plano o Minkowskiano, ya que 77,,, es la matriz de la

uv ?

meétrica de Minkowski.

11.6.1. Derivada Covariante de un vector contravariante.

Seael vector V=V"e, (IL.28)
Derivando con respecto a x" ambos lados de la expresion, tenemos:
oV _av' o e,
= e, +V"'—-

ox’  dx" " ox’

= 8V7 e,+V'I" e,

ox'
= (BL +T2V? j e,
ox'

Vy =V +IgVe (I1.29)

El término entre paréntesis V' es un tensor mixto de segundo orden, se le llama

derivada covariante del vector contravariante V* respecto de la conexién I, .

Al término I, se le llama Conexién de Levi-Civita, Conexion Afin o Simbolos de

Christoffel.

La derivada ordinaria se aplica exclusivamente sobre las componentes de un vector,
mientras que la derivada covariante se aplica también sobre las bases del espacio

vectorial.
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I1.6.2. Principio de Acoplamiento Minimo:

En un espacio-tiempo curvo, las leyes de la fisica se modifican mediante el Principio de
Acoplamiento Minimo que consiste en:

1. La derivada parcial ordinaria se sustituye por la derivada covariante y se puede

simbolizar de las siguientes maneras:
— - —
J,—»V, ,V,V o DV

La derivada parcial ordinaria se representa por una coma y la derivada covariante por

punto y coma.

R
V,#V" , son diferentes por lo tanto.

ii. La métrica de Minkowski es sustituida por una formulaciéon general del tensor

meétrico.

M = & ()

“El reemplazo consistente de las derivadas parciales regulares por derivadas covariantes
lleva las leyes de la Fisica (por componentes) desde un espacio-tiempo plano al espacio-
tiempo curvo (Riemanniano) de la Relatividad General. Realmente, esta sustitucion

puede ser tomada como una declaracion matemadtica del Principio de Equivalencia”.

I1.7. Relacion entre los Simbolos de Christoffel y el Tensor Métrico.
Los Simbolos de Christoffel fueron introducidos en las Matemadtica a finales del siglo
XIX, por el matematico alemdn Edwin Bruno Christoffel (1889-1900) junto con Bernard

Riemann, fueron los primeros en establecer el concepto de Tensor.
- Los Simbolos de Christoffel, conexién o conexion afin:

Se definen para facilitar la descripcion de desplazamientos paralelos en coordenadas

curvilineas.
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En coordenadas cartesianas son cero.

“Si un tensor es cero en un sistema de coordenadas es también cero en cualquier sistema

de coordinadas, por lo tanto los simbolos de Christoffel no son tensores”.

-

- = Jde. -
Ve, e="2=T" ¢t (IL30)
de
e. -
En el que: Ff] son las coordenadas del vector: —~  en la base ey F,’.‘j no es una
de,

J
matriz  de transformacion de coordenadas y por lo tanto también podemos decir que
los simbolos de Christoffel no son tensores.
- Si la métrica es de coeficientes constantes, entonces, los simbolos de Christoffel son

nulos.

- Simbolos de Christoffel o simplemente la conexidn, se definen para facilitar la
descripcion de desplazamientos paralelos de vectores en sistemas de coordenadas no
cartesianos y son expresiones en coordenadas espaciales para la conexion de Levi-Civita
(derivada covariante) derivadas del tensor métrico y por lo tanto no son tensores.

En Geometria Diferencial, la conexién es una manera de especificar la diferenciacion

covariante en una variedad diferenciable.

a) Simbolos de Christoffel de primera clase:

T, =[ijk]= %Bifj + aai{,k - gi g } (L31)
Los simbolos de Christoffel de primera clase se pueden representar de las siguientes
maneras:
[ij.k]=T,, ={ij.k} = (ij.k) (11.32)
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Propiedades:

1. Simetria:

[ij,k]=]Ji.k] (I1.33)

En efecto:

413 3 B e

b) Simbolos de Christoffel de segunda clase

{ll;} =T} = g"[ij4] (11.34) en donde [ij,!] son los simbolos de

Christoffel de primera clase.

I1.8. Geodésicas.
Se define como la linea de menor longitud que une dos puntos en una superficie curva.

La ecuacion diferencial de las geodésicas es:

dr® e dx” dx?

) =0 (IL35)
ds> " ds ds
r,=0 Los simbolos de Christoffel son cero para la geometria euclidiana y
dr’ .. o . .
— =0 representa un movimiento rectilineo uniforme con velocidad constante.
s

I1.9. Ecuacion de Einstein.

Las ecuaciones de Einstein constituyen la base del aparato predictivo de la relatividad
General.

-La ecuacion de campo de Einstein se puede escribir asi:

Ry _% 8aR= 87[—4GT1'1< (I1.36)
C

El lado izquierdo representa la geometria del espacio-tiempo y el lado derecho el

contenido de materia y energia del Universo. El tensor de Ricci R, , el escalar de
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curvatura Ry el tensor métrico g, estdn ligados a la geometria o curvatura del

espacio-tiempo y en el lado derecho c¢ la velocidad de laluz aligualque 7y G la

constante de Cavendish son constantes.

Y en el tensor de momento-energia  T* estd contenida la materia y energia del

universo.

I1.10. Principales Tensores usados en la relatividad general.
1. Curvatura y tensor de Riemann.
Curvatura: “Mide la no plenitud del espacio y nos dice cuan alejado se encuentra del

Euclideo y en la mayoria de los casos se representa con la letra K ™.

1 . . 1 L .
K =—  parala métrica esférica, K =—— métrica hiperboloide o de Lobachevsky,
r r

K =0 métrica de Euclides.
2. Tensor de Riemann o Riemann—Christoffel:R;kl : Se puede interpretar como la

medida de la no conmutatividad de la derivada covariante.”

U,

i jk

* Ui;k j

J

= U, ,—U,..,=R .U, (IL37) donde R, es el tensor

de Riemann o Riemann- Christoffel.

Existen otras maneras para expresar el tensor de Riemann, como:

- v,.v,|=VV,-VV, (IL38)

- Describe la curvatura de la variedad métrica, es decir da el grado de desviacion
relativo de dos curvas geodésicas proximas, se determina enteramente a partir de los

simbolos de Christoffel.

Existen dos clases de tensores de Riemann o Riemann-Christoffel:
b) Tensor de Riemann de segunda clase: Se obtiene a partir de los simbolos de

Christoffel.
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- or, oI . ,
o =# ax]’k + -1 T, (IL.39)

c) Tensor de Riemann de primera clase: Se obtiene por la contracciéon del tensor de

Riemann de segunda clase.

Ry, =8, RJ.’H (11.40)

3. Tensor de Ricci de primera clase: R, y se define como una contraccion del tensor de

Riemann de segunda clase:

— pX
R,=R', (2.41)

b) Tensor de Ricci de segunda clase:

Usando el tensor métrico conjugado para subir indices.
R =g*R (2.42)
J Kj )
4. Tensor métrico: g, en €l estd contenida toda la informacién del campo gravitatorio

es covariante, de segundo orden y simétrico.

i = 8 (2.43)

5. Escalar de curvatura: R y se define como la contracciéon del tensor de Ricci de

primera clase: R=g"*R,, (2.44)

6. Tensor de momento-energia: 7,

El tensor de Momento-Energia para un cuerpo macroscépico contintio ideal
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TV = (2.45) el fluido se considera:

S O O
o o O
o O O
T O O O

a) NO Viscoso.

b) no hay conduccién del calor.

£ = densidad de energia yesiguala &= pc’
p = densidad de masa o cuerpo

¢* =velocidad de la luz al cuadrado

2 2 ~
e ML (L)L (i)
volumen

V4
Ml =
£ [Tz _( masa j
c volumen
T" =(p+p)u'u’ —pg" (2.46)

u'u" =u"®u’ (2.47)

7. Tensor de Einstein.
1
G, =R, _5 8aR (2.48)
En el cual G, se llama Tensor de Einstein y es un tensor puramente geométrico y es

simétrico G;, = G, y se puede sustituir en el lado izquierdo de la ecuacién de Einstein

1

para representar la curvatura del espacio-tiempo (la geometria).
G,=KT, (2.49)

871G

4
C

Donde: K =
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II.11. Predicciones de la Relatividad General

Predicciones de la Teoria General de la Relatividad.

Prediccion Experimental.

Confirmacion

1) La luz se desvia al pasar por el sol

Eddington en el eclipse solar del 24 de

mayo de 1922.

2) Precesion de la 6rbita de Mercurio.

Conocida antes de que Einstein formulara

la Teoria General de la Relatividad

3) Cambio en la rapidez con la que fluye

el tiempo en un campo gravitacional.

Medido experimentalmente por J. C.

Hafele y R. Keating en 1971

4) Ondas gravitacionales:

Evidencia indirecta por observaciones del
sistema binario PSR 1913 realizadas por

Hulse y Taylor en 1975.

5) Agujeros Negros

Varias observaciones de nucleos galdcticos

activos.

6) Efecto de lente gravitacional

Observado a diario con potentes

telescopios

7) Equivalencia entre masa gravitatoria y

masa inercial

Comprobada por Roll, Krotkov y Dicke en
1964

8) Corrimiento espectral hacia el rojo de la

luz en un campo gravitacional

Medido por Pound y Rebka en 1960

Las tres predicciones primeras: 1. La luz se desvia al pasar por el sol, 2. La precesion

de 6rbita de Mercurio y 3. Cambio en la rapidez con la que fluye el tiempo en un campo

gravitacional se conocen como los tres tests clasicos de la relatividad general.
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1) Ladesviacion de la luz al pasar por el sol, viene dada por la expresion:

_4zM

2
rc

Ap donde : A¢@ es la deflexion o desviaciéon del rayo de luz, 7« es una

constante, M es la masa del sol, ¢* es la velocidad de la luz y 1 es la distancia desde

el centro del sol hasta donde efectuamos la medida. Para el caso del sol Ap=1.75

segundos de grado. Esto fue comprobado mediante la observacion de eclipses.

2) Laprecesion de la 6rbita de mercurio.

La 6rbita de Mercurio parecia que girara o tuviera movimiento de precesion muy
lento; en ausencia de la influencia de los planetas exteriores la 6rbita de Mercurio debia
ser una elipse perfecta de acuerdo a la mecdnica clésica, pero las observaciones
revelaban que mientras Mercurio giraba alrededor de su Orbita, la 6rbita habia girado
lentamente. Como resultado el planeta Mercurio estaba trazando una figura de rosetas
en lugar de una verdadera elipse. De acuerdo con los cédlculos de Einstein la razén de

precesion del perihelio de Mercurio deberia ser 43 segundos de arco por siglo.

3mr’
op=—"—7"-—
¢ (1 + e)rmin
r’ = radio solar de Schawarzschild = 2.95 km e=0.206 excentricidad de
. 7 o -, rad
Mercurio I, =4.6x10" km el avance del perihelio 0p=5x10" —
rev

5x10‘7x18%x60x60:0.103“ segundos de arco por revolucién. En términos del

avance por siglo:  0.103 x 100 artos — =43 por siglo
0.241arfios periodo de mercurio

3) El Cambio en la rapidez con la que fluye el tiempo en un campo gravitacional

viene dado por la expresion:
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’ I, , . . . ..
dt’ = ,/1——‘Y dt ,donde: 7" es el tiempo propio (medido en movimiento), tes
r

el tiempo medido enreposo, r, es el radio de Schwarzschild ( r, =2G—2M) y resla
c

distancia desde el astro hasta donde medimos.

Como r,<r = que la raiz del radical es menor que uno y que el tiempo

s

propio(7’) es menor que el tiempo medido en reposo .

4) Agujero Negro.
Las estrellas pueden llegar a morir de tres maneras:
Enanas Blancas: Es el remanente estelar que resulta del agotamiento del combustible

nuclear de una estrella de masa menor que 8 masas solares.

Estrella de Neutrones: Es el remanente estelar dejado por una estrella después de
agotar el combustible nuclear en su nicleo y explotar como una supernova Tipo 1I

(explosiones que ocurren en estrellas entre 9 y 10 masas solares).

La masa original de la estrella debe ser mayor que 8 masas solares y menor que 10.

Los pulsares son estrellas de neutrones que emiten radiacion pulsante periddica.

Agujeros Negros:
La masa original de la estrella debe ser mayor Ilimite superior de la estrella de

neutrones y la estrella degenera en un agujero negro.

Un agujero Negro u hoyo negro es una regién finita del espacio-tiempo provocada por
una gran concentracion de masa en su interior, con enorme aumento de la densidad, lo
que provoca un campo gravitacional tal que ninguna particula material, ni siquiera la luz,

puede escapar de dicha region.
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Si el Sol se convirtiera en un agujero negro toda su masa se concentraria dentro de una
esfera cuyo radio seria de 3 Kilometros. Este radio en general se llama el “Horizonte
de Eventos o el Horizonte Causal”. Se le llama ‘“horizonte de eventos” porque
cualquier evento que ocurra dentro de esta regién nunca podrd ser comunicado al
mundo exterior ya que ninguna sefal puede salir del agujero negro. Para que un objeto
sea absorbido por el agujero negro, éste debe acercarse a una distancia menor que el

radio del “horizonte de eventos”.

Agujero Blanco: Es el término propuesto para definir una entidad fisica, cuya existencia
no se ha probado atn. Se trataria de una region finita del espacio-tiempo, visible como
objeto celeste con una densidad tal que deforma el espacio, pero que, a diferencia del

agujero negro, deja escapar materia y energia en lugar de absorberla.

Los Agujeros Negros son completamente caracterizados por tres pardmetros, los cuales

son:
1. Masa
1i. Carga
1ii. Momento Angular

Esta caracterizacion resulta en tres clases generales de Agujeros Negros:

1) Agujeros Negros Estdticos no cargados, explicados por la solucién de
Schwarzschild.

2) Agujeros Negros con carga eléctrica, explicados por la soluciéon de Reisser-
Nordstrom.

3) Agujeros Negros Rotacionales, explicados porla solucién de Kerr-Newmann.
Segtn su origen, tedricamente pueden existir al menos tres clases de agujeros negros:

i. Agujeros negros primordiales, creados temprano en la historia del Universo. Sus

masas pueden ser variadas y ninguno ha sido observado.
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1. Agujeros negros supermasivos, con masas de varios millones de masas solares. Son
el corazén de muchas galaxias. Se forman en el mismo proceso que da origen a las
componentes esféricas de las galaxias.

iii. Agujeros negros de masa solar. Se forman cuando una estrella de masa mayor que
entre 10 masas solares se convierte en una supernova e implosiona. Su ntcleo se

concentra en un volumen muy pequefio que cada vez se va reduciendo mas.

8. El Corrimiento espectral hacia el rojo de la luz en un campo gravitacional.

-~ o —P Gm . ) .
L= T ®=-—— Un rayo de luz emitido tendrd un potencial
v c r

em

Ur

menor que el potencial recibido ®, <® vy lafrecuencia emitida v, serd mayor que

em em

la frecuencia recibida v, o sea hay un corrimiento de la frecuencia del foton recibido.

I1.12. Problemas Resueltos y Propuestos.

I1.12.1. Resueltos

1) Expresar el tensor métrico en coordenadas: a) cilindricas y b) esféricas.
Solucion.

a) cilindricas.

El elemento de linea o intervalo viene dado por: ds’ =dp’ + p’d¢’ +dz’

Si

xlzp,x2:¢,x3zzeg“:1, gzzzpz’ 83=L 8,=8,=0, 85,=85, =0, g,=¢;=0.

El tensor métrico en forma matricial se escribe asf:

gll glz 813 1 O 0
gjk = g21 g22 823 = 0 p2 0
851 83 &3 0O 0 1

En coordenadas curvilineas ortogonales en general § ; = 0, para j#k
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b) esféricas.
ds> =dr* +r’d6’ +r’sen’*0d ¢’
Si x'=rx"=0,x=¢ y gu=Lgy,=r’g,=r’sen’d yaque g, =0 para

j;tk y ej'ek:gjk

811 82 83 10 0
El tensor métricoes: g, =| & &» &y |= |0 7 0
81 8xn 83 0 0 risen’d
8u 8 &n
8§=1|821 8n 8
2) Desarrollar el determinante de las coordenadas cilindricas £ En 8&n por

los elementos de la segunda fila con sus correspondientes adjuntos, b) Demostrar que

810 =8> siendo Gy el adjunto del elemento §ik de & y en donde la suma se

efectua sobre el indice k dnicamente.

Solucioén.

0 0

Adjunto de g,, = (—1*|%7 81 =‘ ‘szl—OszO
8n 8ul |01
. 10

Adjunto de g, =(=1)"|*" =" Tl=1x-0x0=1
8 &8s [0 1
. 10

Adjunto de g, =(=1)* 5" ¥2=|" | =1x0-0x0=0
81 8x»| [0 0

8210, + 8,0, + 8,0, =8
b) luego: 0x0+ p’x1+0x0= p*
g=p’

3) Expresar el tensor métrico conjugado en coordenadas:
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a) cilindricas.
ds’=dp*+p’d¢’ +dz’
81 =L8x :pz’g33 =1

1 0 O
g=0 p* 0=p
0 0 1
UZMZLPZ 0:1
g P01
22_Adj.gzz_i1 O_L
g Pl p
33:Adj-g33:i1 0 —1
g Pl p
n__ 1100
P01

Andlogamente, g’ =0 si j # k. La matriz del tensor métrico conjugado es:

1 0 0
‘ 1

g“=l0 — 0
Yo

0 0 1

b) en coordenadas esféricas:
(x,y,z) = (r,0,¢) =(x", X, xX)=x'=rx"=0,x=¢

X =rsengcos @
y = rsen@sent

Z=rcos¢@

El elemento de linea o intervalo en coordenadas esféricas viene dado por:
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ds> =dr’ +r’d6’ + r’sen’0d ¢’

8 8 8 1

0 0

oo s 2
El tensor métrico g, se expresaasi: g, =|g, &»n & |=|0 r 0

831 8% & 0 0 r’sen’d

g, =1g,=rgy=rsen’0 ,yaque: g, =0 para i# |
e.e; =g,

El valor del determinante g viene dado por:

1 0 0
g=0 0 |=r'sen’d
0 0 r’sen’d

Como en (a) se deducen los elementos del tensor métrico conjugado:

1 1 .
S8¥ =y g4 =0 pam j#k.

gll :1,g22 —

El tensor métrico conjugado se escribe en forma matricial asi:

1 0 0
A 1
g’ =0 = 0
1
0 0
r’sen’0

4) Expresar los simbolos de Christoffel de segunda clase: y
a) rectangulares , b) cilindricas, c¢) esféricas.

Solucién.

a) En coordenadas rectangulares & i I, conlo que FZ =0

en coordenadas:
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b) coordenadas cilindricas.

Solucién.
ds’=dp’ + p*d¢’ +d7’
x! :,o,x2 :¢,x3 =z

gn=128y :pz’g&% =1,8,=8,=0,8,,=8;,=0,8;,=8,;=0

T, =g"[i,1]
I, =g¢"[23,1]

1| dg,, Jdg, Jg
=o't %82 31 _ 9823
» =8 {2[ ox’ ’ ox*  ox' }}

=1{%[0+0—0]}=0

=322

-1 l_a,g/zol_i_a,g/zol_agzz
2_8)c2 ox*  ox'

2]
- 5(20)
==p




F;l = g22 [21’ 2]

22 1
= —21,2

i {2[ ’ ]}
_ 11 085, a,glloz_a,glzol
=—X +

P |2 ox' ox* o’

i)

1
o

Se puede demostrar que los términos:

Flzs :Féz =O,F131 :r}3 =O,F123 :F§1 :0’1—%3 =F§2 :O’F; :Ffz =0

Solamente los términos no nulos son: I'},,T7,

¢) coordenadas esféricas.

Solucién.

(x,y,z)=(r,0,¢)=(xl,x2,x3)—>x1=r,x2=6’,x3=¢
g, =18,=r,g,=rsen’d ,yaque: g; =0 para i#j

1 1
11 22 33

= 1, =—, =
& & r’ & r’sen’@

e.e; =g,

Los tnicos simbolos de Christoffel de segunda clase no nulos son los siguientes:

[, 15 T, 5, 15, T,

22°+ 21°
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r g“x{%[zz, 1]}

_ o)1) 985 98 dgy
-8 X{Z{sz " ox*  ox'
agzz
ox'

1 8(;’2)
2 or

1
—E(ZV)

=-r

=1lx—

b) I =g”x[212]

¢%x 1 [agzz +ag12 _ag21}

20 ox'  ox*  ox?
:ixl ag22+a/g/1()2_a,g/§1
r’ 2_8)(1 ox*  ox’
1 1[or?
==—x=|Z40-0
r2x2_8r+ }
1 1
=752/
_1
R

21 ox*  ox’  ox'

B lxl _dr’sen’d
or

Iy = g“xl{a’g/301 + % ag33}
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o) I, = g”x%[33,2]

ixl{a,glsz a/g’” 8333}

r’ ox®  ox®  ox?
_L1 or’sen’6
= 2 00
1

= Z[ —7r* senf cos 0]

=—sen@cos O

d I = g33x%[31,3]

L1 {agﬁ AN 41

ox'  ox’

r’sen’@ 2

— x—

_  r’sen’d 2 or
7
r se}{ 0 Z[Z/Seﬂ ]
_1
r

1| dg ag o y
3 = oByo| %85 23 32
=8 % 2 { ox*  oIx  ox’

o la(rzsenzﬁ)]

e) r’sen’6 XE 00
1
— Hcos bl
/ senzé’xl [/ Zsen ]
=cot@

1 {a(rzsenzﬁ)}
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5) Seala métrica de las coordenadas esféricas:
ds* = (dx1 )2 + ()cld)c2 )2 + ()clsenzxzdx3 )2

Donde: x'=r,x*=6,x’=¢

gn=18,= (xl)z » 833 = ()Cl)2 sen*x*

1 1
11 2 _ _
g =lg"= 2 8s T T o L
(x) (x) sen”x

- 1 _ ol 12 2
i=1 I, =—x,1';;=—xsen"x

1
T — 2 12 _ 2 2 2
1=2 I, =173 =—,17%5 =—senx” cos x

x

1
s 3 _ 13 _ 3 _ 13 _ 2
1=3 FB—FM—;,FB—FQ—Cotx

Encontrar los tensores de Riemann-Christoffel de segunda clase:
a) R',,, b) R, ¢ R,
Solucién.
a)  El tensor de Riemann-Christoffel de segunda clase viene dado por:
_or, ary,
MoxE o

L arlzz _ arln
o ox?

r i r i
+ rjlrrk - rjkrrl

+ ngrlrl _Fglrlrz = _1_F122F11 - Filrlzz =0

R = ar133 _ 81"121

WU o +I5,0, ~I5 0, =—sen’x’ + 3,0, + 15,15, =0
b) X X

rl
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) S
ox*  ox’

©) T

: . x' : .
6) Sea la geometria de Riemann de cualquier punto ( ) en 3- dimensiones, los

‘o . =1 =2x' =2x, g, = A
tensores métricos vienen dados por: 8=l gy =2x, 8, =237, 8, =0, si 17
1 1
11 22 33
:1, :—, - —_——
8 8 2x' 8 2x°

Y los simbolos de Christoffel vienen dados por:
1 1
Flzz = _1’r122 = 1—31 = g,l—‘; = _g

1
r,=I,=—
23 32 2x2

Estos son los simbolos de Christoffel no nulos.

Calcule: a) El tensor de Ricci R;; de primera clase:

b) El escalar de Curvatura: R
Solucioén.
R.=R' =R +R’ +R —0 i
a) Ny ijk il ij2 3y 8;=0, para i# ]

Rij = gHRlijl + gzzRZijZ + 333R

3ij3

Donde: g''=1,¢% =—, ¢ =—
& & 2x' & 2x*
al—‘i. i.
i Jjl Jk r i r i
Rjkl - axk - axl +Fjlrrk_rjkrrl

r 2 F2 2 1 2 32 _ 2 2.2 2 2
+I5,1,, -, =—cos2x” +1',,I}, = I5,I5, =—cos2x” —sen"x” +cos” x” =0
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oy, o
ox'  ox’
:-1";1"122

1

=—§x( 1)

1 1 I/l 2l
Ryn = +I ¥~ 0, =

1 1
R, =¢ xR =(1)(—)=—
1212 = 8110 ()(2)61) 25
1
Ry =—Rpy, =— 2_)(1

ar, 9
d x123 ox 1%2 + 32 _FIZZF;

_ 2 13
- _F12F23

e
ek

Ry 103 =—Ryp5, = 835XR 123 (ZX )(

3
R123_

2
2 _ a 33 a 32
323 T
ox*  ox’

-2 = ‘H%j(_%ﬂ
- (w5)

2 3 2
+ F33 2 - F32F33

X

1 1
Ry = g22XR323 (,Z/( )(,4//(1)62):2_

2

1
Ax' x?

J

1

X

)
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1
Ry =—Ryyy = _(2_x2j

Los tensores de Ricci se encuentran de la siguiente forma:

1 1 1
R, :gllenz :(lej(_2x1j2_4( 1)2
X

11 33
Ry, =& Ry + 8 Ry,

RHZZU)(_211j+(2i2j(_2izj

R S
24

1 1 1

1 1 1
R.=0"R. .= - = -
12 =8 I3 (2x2)( lej ( 4x1x2)

b) R=R'+R; +R +R;

R= gMRn + g22R22 + g33R33

R 1 1 —2()c2)2—x1 1
4()c1 )2 2x 4x' ()c2 )2 8x' ()c2 )2
. 1 _[2(x2)2+x1} 1
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7) Encontrar la derivada covariante de la expresion:

—

a
o 2 .
V.,V% o V;a de V =r"cosbe,—senbe, considerar las coordenadas

Solucién.

Ve =VV +V,V°

VvV = v +I Ve = v +TV +T Ve
or or
ov? . oV? .
VAGES Y +T0, V% = =3 +T0V +T5,V°
1

Iy, =Ty, :7 y Dgp=-r

VvV = v +I0V 4+, Ve = v
r r
4 4
\AGE v +T0V +T%, _V L Ly
00 20 r

polares.
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V"' 1 oV’

VVe=VV +V,V°= +-V'+
o " ¢ or r 00
V =r?cos e, — senbe,
De: ~ r ¢
VaV“:aV +1V,+8V =2rcos@+rcos@—cos@ =3rcos@—cosb
or r 00
= cos@(3r-1)

I1.12.2. Propuestos.

1) Encontrar la derivada covariante de un vector covariante V. Para ello tomar un

vector contravariante cualquiera U’ y considerar el producto escalar.

S=U'V
. . RO' . .,
2) Encontrar el tensor de Riemann-Christoffel: vpu a partir de la expresion:

- p—>
De =1"¢

u-p

3) En un espacio de Riemann ] * con métrica:

2 . .
gllzl,,g22=g33=(x1) +1 ,con g, =0,(i# j)

Y con los simbolos de Christoffel siguientes:

1 1

| T B G e X 3 _ 13 _
Iy=—x.I,=—x.I', =T, = ) JTha=I5 =
x ) +1 (x) +1

Encontrar los tensores de Riemann de segunda clase siguientes:

a) RélZ’b)R;l?,’c)R?ZS,d)Rl = R2 = R3

213 123 132 °

Y los tensores de Riemann de primera clase siguientes:

a) R.D)R 35,0 Ry,
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4) Considere la métrica del espacio-tiempo

ds* = 2dudv - R*7*dv* + d7*

Donde: R es una constante y las componentes del tensor: 8.y son:

guv :_1’ gvv :_R_Zzz’gzz :1

Encuentre:

a) Las componentes del tensor conjugado § "

b) Los simbolos de Christoffel no nulos.

5) Considere un espacio-tiempo 3-dimensional con métrica:
t
ds® =—dt’ +—(dx2 +dy’ )
T
Donde T es una constante.
Encontrar:

a) Los simbolos de Christoffel no nulos.

b) Los elementos del tensor de Riemann no nulos.

c) El tensor de Ricci y el escalar de Ricci (o escalar de curvatura).

6) Dada la métrica siguiente:
ds’ = (xl )_2 (d)c1 )2 + ()c1 )_2 (dx2 )2 + (xl )_2 (dx3 )2
Encontrar:
a) Los simbolos de Christoffel no nulos siguientes:
LI Ty T, =15, T =15,
b) Los tensores de Riemann- Christoffel de segunda clase siguientes:

Rl

1 2 1 _ p2 _ p3
212’R313’R323’R213 = R123 = R132
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c) Los tensores de Riemann-Christoffel de primera clase:

Ry, = Riz3 = Ry

7) De la métrica de Riemann para una esfera 2-dimensiones

ds> =d6* + sen’0d ¢’

Encuentre:

a) Los tensores de Riemann

0 ¢
R¢e¢ ) R9¢e

b)  Las componentes del tensor de Ricci:

R,,,R

60°

99> R9¢

¢) El escalar de Ricci o escalar de curvatura: R

8) Considere la métrica 2-dimensional:

ds* =a’ (al}(2 + senhzzd¢2)

Encuentre:

a) Los simbolos de Christoffel: I",
b) Las componentes del tensor de Riemann: R;kl

¢) Las componentes del tensor de Ricci: R;

9) Dela métrica de Lobachevsky:
ds* =y~ (x2 + yz)

Usar la notacién: x' =x,x* =y



Encontrar:

a) Los simbolos de Christoffel:
Fil = Flzz = Flzz = F;l’riz = Flzl = ng’rlzl

i

. R
b) Las componentes del tensor de Riemann ¥

. R.
c) Las componentes del tensor de Riemann ¥

d) El escalar de Ricci o curvatura escalar R

10) Considere la métrica: ds” =dr’ +r°d6’

Escriba dos ecuaciones que resultan de las ecuaciones geodésicas

11) A partir de la segunda identidad de Bianchi:
R +R ., . +R. .., =0

ijklu ijlu,k ijuk,l

r 1 i
Comprobar que: (R,- ) O,R ) =0

N

o G/, =0 donde: G es el tensor de Einstein y

(Rir _%5[}’ R) :Gir



TEMA IIL
COSMOLOGIA

IIL.1. Introduccién

La Cosmologia tal como la conocemos actualmente ha venido evolucionando a partir
del Modelo Mdgico, donde se creia que los espiritus lo controlaban; el Modelo
Mitolégico, donde la mitologia a través de semidioses, dioses creaban el Universo e
intervenian en la vida de los hombres y en los fendmenos naturales, el Modelo
Geocéntrico donde la Tierra era el centro del Universo, el Modelo Heliocéntrico, donde
el Sol era el centro del Universo, el Modelo Newtoniano o Mecanicista , con un
Universo estdtico, homogéneo, isotrépico, infinito en espacio (Euclideo), tiempo y

materia.

La Cosmologia Moderna se inicia con la presentacion de la relatividad general por
Einstein en 1915, el descubrimiento de la expansion del Universo en 1929 por Hubble
y la solucién de las ecuaciones de campo por Friedmann en 1922, donde aparecen los

modelos dindmicos del Universo que actualmente se trabajan.

La Cosmologia Moderna estudia el origen, la estructura, la evolucién y el posible

destino del Universo.

Las ecuaciones de campo de Einstein relacionan la curvatura y la masa-energia del
Universo y si consideramos la métrica de Robertson- Walker que es una descripcion de
la geometria del espacio-tiempo cuando tenemos isotropia y homogeneidad se llega a la
ecuacion de Friedmann. La ecuaciéon de Friedmann nos dice como el Universo se
expande de acuerdo a la densidad de energia y a la curvatura que posee. El espacio-
tiempo puede ser plano con curvatura nula, como la superficie de una esfera con

curvatura positiva y como la silla de montar con curvatura negativa, por lo que
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tendremos diferentes maneras en que el Universo se expande al considerar distintas

curvaturas.

En la ecuacion de Friedmann podemos definir una densidad de energia critica que es la
densidad de energia necesaria para tener un Universo con curvatura cero (plano) y el

cociente entre la densidad de energia y la densidad de energia critica se denomina

parametro de densidad € , el cual nos indicard si el Universo es plano (Q = 1), con

curvatura positiva (Q>1) o con curvatura negativa (Q<1). O sea, si conocemos la

densidad critica y la densidad de energia sabremos que curvatura posee el Universo.

El parametro de densidad total corresponderd a la suma de los pardimetros de densidad

de las componentes del Universo, es decir de las particulas no relativistas, la radiacion

y la constante cosmolégica (A) o sea Q =2, +Q +Q,

Todo lo que contiene materia ayuda a frenar la expansion del Universo por medio de la
gravedad, por lo que durante mucho tiempo se pensé que nuestro Universo se estaba
expandiendo cada vez mas lento, pero a comienzos de este siglo, gracias a los
resultados obtenidos midiendo la luz de las Supernovas muy lejanas, se demostré que el
Universo se expande aceleradamente, no linealmente, a grandes distancias, pero ;qué
produce esta expansion acelerada? Una posible explicacion a este fendmeno es que
existe una especie de fuerza repulsiva que hace que el espacio se expanda, dicha fuerza
recibe el nombre de Energia Oscura y que constituye el 73 % de la composicion del

Universo.

La materia oscura formael 23 % y la materia baridnica visible el 4 %.
El origen de Energia Oscura es un misterio atin y se puede modelar agregando un
término en la ecuacién de Friedmann denominado constante cosmoldgica A que es

constante en el tiempo y no depende del volumen del espacio y también posee una
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densidad de energia.

En el modelo actual, la evidencia observacional sugiere que vivimos en un Universo

casi plano, con una expansion actualmente dominada por la Energia Oscura y con
pardmetros de densidad de materia Q, =0.3, un aproximadamente 0 para £, y

un parametro de densidad asociado a la Constante Cosmoldgica A =0.7. Un hecho

interesante es que en el pardmetro de densidad asociado a la materia € la materia

m

que conocemos normalmente denominada materia bariénica (particulas compuestas de

3 quarks por ejemplo los protones, neutrones, etc.) aporta soloun , =0.04 vy el resto

bar

lo aporta la denominada Materia Oscura o no bariénica Q =0.26, que al igual

no bar

que la Energia Oscura, su origen ain no estd muy claro.

I11.2. Presentacion breve de los modelos histéricos mas importantes de Cosmologia
1. El Modelo Mégico, se le llama asi, porque las primeras sociedades humanas crian
que el mundo estaba poblado por espiritus que controlaban toda la manifestacion de
la vida y que se posesionaban de los animales, de las plantas y de las cosas.
Como ejemplo crefan que los espiritus manifestaban su poder a través de las
violentas fuerzas desencadenadas durante las tormentas, huracanes, erupciones,
sequias, etc.
ii. El Modelo Mitico, se trat6 de explicar el origen del universo a partir de mitos, donde
dioses, semidioses y héroes humanos y semihumanos forjaron un cosmos. En sus
mitologias fue factor comin permanente la lucha entre las fuerzas del bien y del

mal representadas por dioses portadores de luz o de tinieblas.

Como ejemplos tenemos los siguientes:
a) a) Los Sumerios decian que el universo sumerio fue poblado por dioses y diosas
engendrados por el caos, personificado por Tiamat, la diosa madre, y por Apsu, el

dios padre identificado con el océano, y de cuya union surgieron el hombre y los
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animales. En una lucha entre Marduk (Jupiter) y las deidades protectoras de Tiamat,
éste las aniquilé incluyéndola a ella. Después parti6 el caddver divino en dos:
levantando una parte formo el cielo, mientras que la otra la puso a sus pies y surgi6
entonces la tierra.

b) Un modelo chino antiguo afirmaba que el Universo era como un huevo cuya yema
seria la Tierra, que descansaba sobre el agua, mientras que el cielo, sostenido por
vapores emanados del océano, equivalia al cascaron.

¢) Enlos Incas, Viracocha: Esplendor originario, Sefior, Maestro del mundo, surgi6 del
agua, cred el cielo y la tierra y la primera generacién de gigantes que vivian en la

oscuridad. Etc.

Asfi las diferentes culturas, en América desarrollaron sus propias cosmogonias.

iii. El Modelo Geocéntrico

La teoria geocéntrica es la teoria que coloca a la Tierra en el centro del Universo y los
planetas, incluido el Sol, giran alrededor de ella. Esta teoria fue formulada por
Aristételes (en su forma més acabada desde el sentido comtn) y mantenida hasta el siglo
XVI, fue completada por Claudio Ptolomeo en el siglo II a. d. C en su obra El

Almagesto, introduciendo los llamados epiciclos y deferentes.

En el sistema Ptolomeico, cada planeta es movido por dos o mds esferas: una esfera es
su deferente que se centra en la tierra, la otra esfera es el epiciclo que se encaja en el
deferente. El planeta se encaja en la esfera del epiciclo. El deferente rota alrededor de la
tierra mientras que el epiciclo rota alrededor del deferente, haciendo el planeta moverse
mads cercano y mds lejos desde la tierra en diversos puntos en su Orbita.

Grafico 11. Sistema Ptolomeico
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iv. El modelo Heliocéntrico.

La teoria heliocéntrica fue propuesta por Nicolds Copérnico con la publicacién en
1543, del libro De Revolutionibus, el €l cual afirma que la Tierra y los demds planetas
giraban en torno al Sol estacionario. Esta publicacion marcé el comienzo de una

revolucidn en astronomia.

La teoria dice que la Tierra se movia en el espacio (en una Orbita eliptica, correccién
debida a Kepler, que fue adoptada con las teorias de Newton), como un planeta mads, y
que el complicado movimiento de los planetas en el cielo era el resultado del

movimiento de la Tierra alrededor del Sol combinado con la propia rotacion terrestre.
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Después los trabajos de Tycho Brahe, Kepler, Galileo y Newton confirmaron la teoria

heliocéntrica.

Sin embargo, fue Aristarco de Samos quien primero propuso la teoria heliocéntrica,
basandose en medidas sencillas de la distancia de la tierra al sol, que determinaban un
tamano del Sol mucho mayor que el de nuestro planeta. Por esta razén, Aristarco

propuso que era la Tierra la que giraba alrededor del Sol y no a la inversa.

v. Modelo de Isaac Newton.

Consider6 al Universo como un todo, estético, eterno, homogéneo, isotrépico, infinito, el
tiempo absoluto e independiente del espacio, éste absoluto, infinito y Euclideo
tridimensional y la gravedad como una fuerza atractiva y de accidn instantinea a

distancia.

Los tres modelos cosmoldgicos anteriores se les consideran dentro de la cosmologia

clasica.

I11.3. Cosmologia Moderna
II1.3.1. Introduccién

La Cosmologia Moderna se inicia desde dos facetas: i) una tedrica, ii) una experimental.

1) La Tedrica se inicia con la presentacion en 1915 de la Teoria General de la
Relatividad por el fisico judio-alemédn Albert Einstein, y que plantea que la gravedad es
una manifestacién de la curvatura del espacio-tiempo producida por la presencia de la
materia y energia y no una fuerza atractiva y de accion instantdnea que era la teoria de

Isaac Newton (1642-1727).

ii) La aparicion de nuevos y potentes instrumentos astrondmicos; como los grandes

telescopios de reflexion y radiotelescopios.
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En 1924, el astrénomo estadounidense Edwin Hubble (1889-1953), con el mas avanzado
telescopio de su época en el Monte Wilson, California, descubrié que todas las galaxias
se alejaban de la Via Lactea y lo hacen con una velocidad tanto més grande cuanto mas
lejanas se encuentran (mayor desplazamiento al rojo de su espectro). Lo anterior
implica, nada mds y nada menos, que aceptar que el Universo se expande y no es

estatico.

Dentro de los diferentes modelos sobre el universo tenemos varias teorias o modelos,
pero el mas aceptado por la comunidad cientifica sean astrénomos, astrofisicos,
cosmologos, etc. es el “Modelo Estandar Cosmoldgico, Big Bang o Gran Explosion, y
actualmente, es objeto de mucha investigacién tedrica y experimental. Este modelo
descansa sobre algunos pilares tedricos que han sido comprobados experimentalmente a
través de los afios, por equipos de experimentacion cada vez mds avanzados en los
paises mds desarrollados, como son la expansién del universo, la edad finita del

universo , la radiacion césmica de fondo, etc.

La Cosmologia es la rama de la fisica que estudia: el origen, la estructura, evolucion y
destino del universo, actualmente el modelo que se usa para las pruebas experimentales
es el “Modelo Estandar o Big Bang” que se apoya en la moderna astronomia, astrofisica,

el modelo estdndar de la fisica de particulas, etc.

I11.4. Deduccion de la métrica de Robertson-Walker

La métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker o modelo FLRW es una
solucién exacta de las ecuaciones de campo de Einstein de la relatividad general,
describe un Universo en expansion o contracciéon, homogéneo e isétropo (principio
cosmoldgico) y describe un Universo lleno de un fluido ideal con densidad y presion
dada por las ecuaciones de Friedmann. También asume que la componente espacial de la

métrica debe ser dependiente del tiempo.

2 2 5.2 2 dr’ 2 2, 2 2
ds’ =c’dr’ -R’ {mw (d6® +sin’ 6dg )] (111.1)
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En la ecuacién anterior ( dr’ | (46 +sin’ 0 (pz)] representa la parte espacial,
1-Kr’

c*dt’ laparte temporal y R(Zr) (algunas veces se usa, como simbologia a(zt)) el factor

de escala dependiente inicamente del tiempo y afectando la parte espacial.

1) Métrica de Robertson-Walker.

Deduccién.

Sean las coordenadas: x'=x; x’=y;x’ =z (111.2)

( )2 (2 )2 n (x3)2 " (x4)2 =a (11.3)  laecuacién de la hiperesfera de radio a.
El elemento de linea viene dado por la expresion:

di* = dxl2 +dx22 +dx32 +dxf (III.4)

Despejando: (x“)2 de laecuacion (III.3) tenemos:

(¢) =a = () +() + ()] (1)
Diferenciando la ecuacién (II1.3) obtenemos:
220dx' +20%dx" +2x°dx’ +2x'dx =0 (I11.6) dividiendo entre (2) se obtiene la
expresion:
x'dx' + xX*dx* + x’dx’ + x*dx* =0 (111.7)

1 1 2 2 3 3
despejando  dx* :_[x dv +x df *xdx j (111.8)
x

Pero:  xax'+x2dx* + Xdx = rdr (111.9) luego sustituyendo (IIL.9) en la ecuacion

(ITI.8) se obtiene la expresion:

_rdr

4
X

dx* = (111.10) elevando al cuadrado esta expresiéon obtenemos:

(dx4)2 =TI “dr j (111.11) sustituyendo la ecuaciéon (III.11) y (IIL.5) en 1la
(+*)
ecuacion (III.4) se obtiene la expresion

2 2
redr
2 2

a —r

dl* = dx} +dx; +dx; + (1m1.12)
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De las coordenadas esféricas:

x' = rsinf@cos¢

x* = rsen@sen¢ (II1.13)
X =rcosf
Calculando los diferenciales al cuadrado en las coordenadas esféricas:

(alx1 )2 ,(alx2 )2 ,(a,’x3 )2 se obtiene la expresién siguiente:
(dxl)z +(dx2)2 +(dx3)2 =dr* +risen’0d ¢* + r*d 0 (ITI[.14) y sustituyendo en el elemento de

linea dI* se obtiene la expresion:

di’ = dr’ +%+ rd6* + risen’0d ¢’ (II.15)  agrupando términos.
a —r

(a2 -’ ) dr’ +r’dr’

= — +r*(d6” + sen’0d " )
a —r
242 2 72 2 72 L. . . .
_akdr —r2 Ar 2+r Ar 12 (d6° + sen*0dg?) dividiendo entre a” el primer término de la
a —r

expresion en el lado derecho.

ﬂZer

2
= 47 (A6 + sen*0dg’)
r
@

dr?
r2
I==
a

" ‘&N‘\

dl” =

+17(d6 +sen’0d ¢’ ) (111.16)

Usando la métrica de un espacio homogéneo e isétropo.

ds? =c2d? — R(f) dai> (II.17) forma general el factor

de escala R(Zl), que mide la expansiéon o contracciéon del Universo, es una funcién

solamente del tiempo.

Sustituyendo  dI’ y a>=K en la métrica de un espacio homogéneo e isétropo

obtenemos la Métrica de Robertson- Walker.

&5 =~ R [Lﬁra(deusmmwﬂ (IIL18)
1-Kr
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k= constante de curvatura, toma los valores: k = 0 (espacio plano), k = 1 (espacio

esférico), k = -1 (espacio hiperbdlico).

II1.5. Solucién de la ecuacion de Einstein, usando la métrica de Robertson-Walker,

para obtener los modelos de Friedmann.

2
dszzczdtz—Rz(t)( dr ~+71°(d6” +sin’ 0d¢2)j (111.19)

1—kr
una ecuacion tetradimensional con coordenadas (ct, r,0, ¢) donde:
X=ct,x'=r,x’=6,x=¢ (111.20)

Es decir, podemos identificar los términos del tensor métrico

2

R
8w =1 8 :_72’822:_1?27258 =-R’r’sen’8 (111.21)
1-Kr s

gi=0 sii*xk

g(){) g()l g()Z g()}

RZ
8o 8u 8 8i 0 - 0 0 (11122)

0 0 —R*r? 0

8 831 8n 8 0 0 0 —R’r*sen’@

El determinante del tensor métrico &; se puede obtener por medio de los elementos

adjuntos de la tercera fila:

£0G(2,0)+ £5G(2,1)+8,G(2.2)+ £2G(2.3) = ¢

gZZG(2,2)=g
-R’r’G(2,2)=¢g (111.23)
1 0 0
. R’
G(2.2)=(-1)"l0 ——— 0
(22)=(-1"|0 ——
0 0 —R*r’sen’0
_R? -R’
H O + 0 O + 0
~ {10 [k 0 S I ST e
0 —R*r’sen’0 0 0
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Los componentes de la matriz conjugada se calculan a partir de la expresion:

gik _ adj-gik

(111.26)
g

g™ se le llama tensor métrico conjugado y es cero, si i #k

goo _ Adj.gy
8
_ 2
R > 0 0
1-Kr
Adj.go =(-1)""| © R*r? 0
0 0 —R*r*sen*6

= [(l:’gz)]x(_w)x(_RzrzsenZe)

_ p6.4 2
_TRrsen® ()
1-Kr

6 4. 2
—R°r"sen 0

o_  1-Kr* _
6 4. 2
—R°r"sen 0

1-Kr?

g¥ =1 (111.28)
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= (111.29)
8
10 0
Adj.g, =(-1)""|0 -R* 0
0 0 —R’r’sen’6)

= R*r*sen’d (111.30)
0 ,R/4/4se}/t29
—}(6/4.?6}429
1- Kr?
1- Kr*
g" __( e ) (111.31)
G(2,
22922 )
8
1 0 0
. -R’
G(2,2)=(-1)"|o 0
(22)=(1"p =5
0 0 —R?*r*sen’d

:(1)){ il Jx(—R2r2sen20)

1-Kr?
4 2 2
=R1”_;K€Z‘9 (111.33)

R*r’sen’0
n_G(2)_ g _(1-K7)(K S sen’d)
T Rserd (1-K7) (Ko )

1- Kr?

» 1 )
g =z ==(Rr)7  (1134)
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gt = (111.35)
g
1 0 0
(1) -R? _ -R’ —_R%2
G(3.3)=(-1)")o = (1)(1_“2)( Rr)
0 0 _R%?
R4r2
G(3,3)= 111.36
(3.3) 1-Kr’ ( )
R4r2
ok (1=K7)(K)
“Kserd (1K) K sen')
1-Kr’
1 -2
P =— FoE— =—(rRsend) (111.37)

Cdlculo de los simbolos de Christoffel de segunda clase, usando los tensores métricos y

sus conjugados.

i :
Se pueden simbolizar de las siguientes maneras: { . }z |
jkj

Usaremos el simbolo: Fijk

Se definen como una relacion entre los simbolos de Christoffel de primera especie

. . il
[ jk,l] y las componentes contravariantes del tensor métrico fundamental &

', =g"[jk1]  (111.38)

Donde el simbolo de Christoffel de primera clase se simboliza asi:
Ly = [ij,k] y se definen asi :

dlgy) a(g,) 9lg;
[ij,k]=% (g./k) (glk) (gt./)

; —— — 111.39
ox' * ox’ ox* ( )

usando el simbolo  [ij.k]
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= g ]
g'=0—>i#l

Para calcular los simbolos de Christoffel de segunda especie no nulos, haremos uso de

los tensores métricos conjugados: g® g'" g%, ¢, los simbolos de Christoffel de

primera especie [ jk,] y los tensores métricos: g, , g, , g, ¥ &5, ya encontrados.

(1-kr)
R2

22 1 33

8= g =

¢ =1,¢g"=—

2

R
8w=1,8n =_mv 8xn =-R’r?, 833 =—R’r’sen’60

DIY,2) 15,3, (111.41)

11° 220

1|dg,  9g, IJg
DT = o™ [11,0]= g®x—| 2810 4 %810 _ 98
=g [ ] 8 xZ[axl o

r =1x1{% I _agn}

2| ox'  ox'  ox°
2
o)
l _ 1-Kr
2 dct

(111.42)

Iy, = g°°x%[22, 0]

00 l a/glzoo a/ngo_agn
-8 XZ{axz +ax2 ox°

=c'r’RR (111.43)

104



gl a9z’
3)1—‘23:800x%[33,0]=g00x1|: ;g/30+ 1230 _%:|

2 ax3 ax3 axo
1| 9 (—Rzrzsenzﬁ)
=x=|-— 7
2 dct
Z c
=c'RRr*sen’d (111.44)

Calculo de: 41}, 5T}, 6)T, 7) T,
ag a 0 a 0
4)1":,1:g”x[Ol,l]:g”x{ﬁ+%—§

_R?
k) 1| 2lh)
- A
R’ 2 dct

- (111.45)

1 g, dg, O
5) F}l =g11X5[11,1]=g11x|: ég;clll + a)Clll _ ég;clll
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(1-K7) 1[ (1= Kr*)er (#7)~(R)or(1-K7°)
R (1-krY

= (111.46)

1| dgy, Ogs Og

] x_
R 2] o
B (1—Kr2) 1 a(_rsz)
R xa— or
_ (1—Kr2) 1 ,
=—r(1-kr?) (111.47)
1| 9gy dgs dg
1-Kr* 1 a(—Rzrzsenzé?)
TR T e
2
=—1_%x%[1(22rsen20}
=—r(1-Kr’)sen’d (111.48)
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Calculo de los simbolos de Christoffel:

I, 9T}, , 10005, 1), ,12) T, ,13) T3,

0 0
8) Ty, = g7x[02,2] = gzle a'g/? i agzoz _ Ko
2 ax ax

(111.49)

1| g, 9% 90,

or

__(R) x%{a(—ﬂm)}

FTari

-1 (111.50)
.

1|9gy, g% Og
1017, = ¢™x[33.2] - gﬂxz{ 23+ d3-0

1 [ 8(—R2r2sen26’)]
2

06
2 1 22
:—(rR) xz[—(—R r Zsenb’cos@)]

=—(1K)” x(K2r2)sen000s9
=—senfcos (111.51)

107



a 0
1) TS, = ¢x[03,3]= ¢ { s W _ ’%3}

a’ o’ o
= —(rRsen9)72 x;[a(—RarctsenH)}
= 1 xi —ZRl}/zsertze
(rRsend)’ 2 c
= C;R (111.52)
dg,, O gy
12) Ff3 g33x[13 3] g { > %13 55;31 a/?/x?
1 1 a(—R2r2sen20)
~ r’R%sen’6 XE or
1
S e
-1 (111.53)
,
og ag ago
13) 13, = ¢*[23,3 33 32 23
) I3, [ ] g” {a RN
22 2
1 1 8(—R resen (9)
= 2p2 Py
r'R°sen @ 2 00
! 2
=— 2K2s nze ,ZI: R}/ ,ZseﬂQCOSQJ
=cotd (111.54)

Calculo del tensor de Ricci.

a) El tensor de Ricci de primera clase es R, es covariante de segundo orden y es

. . ., . ! .
definido como una contraccion del tensor de Riemann de segunda clase R,;; osea si
igualamos /=k obtenemos R, =R/, donde R/, esuntensor de cuartoorden tres

veces covariante y una vez contravariante.
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ars  ark
RU:R["jk:axk’ W +I, 0 -0, (H1.55)

Usando los simbolos de Christoffel no nulos calculados, para encontrar el tensor de

RiCCi Rl] .
-1 h . R
h =%, I =c'r’RR, TY =c'RRr’sen’6
1 K 1 71 1 2 1 2 2
WSk Ly =z N (I—Kr ), F33=—r(1—Kr )sen 6
.—1
Iy, = Re N 1, I3, =—senfcos @ (111.56)
r
-1 °
=R p Ll
r
or'! 81“1
oo 01 1l I 1l
1) ROO a o oorn _rmroz
__ 9| R| R R
ct| cR cR || ¢cR
][RR (2
= 2R2 C_R C_R
(1] L] 2 (] 2
k(R (%] -]
- c’R?
(i
T R?
R
Ry =—7¢ (111.57)
) e ) B
_ 00 20 2 ol I 2
2) Roo - ax2 - axo +F21 oo_rozrm
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.
w=""g (111.58)
oy’ oI
= ax(io - axf)o +F;F éo _anrgz
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ar() a 0
4) R“ :ﬁ_%"'rior?l _F?l (?o

9| RR KR || R
R”:g{c(l—l(rz)]J{C(I—Krz)J[J}

AR ()

c? (I—Krz) c? (I—Krz)

R = R(}éj”(;{ (111.61)

11

e (I—Krz)
oy or;
SR, = ax121 - axllz +Filrzzz _Fizrzzl

R, = —ar(l
.

1K1 (1)1
e a0

) + l—‘:11—‘122 - Flzzril

1 K 1
Ry=—+ 2 2
Y- 1-Kr- r
K
R, =7 (111.62)
ar’ or
0) R, = ax? - xil +F§1Fi1 _Ffzri3

R, = —8r(l
r

(Y

1 K 1

1=

Tk
_K
1-Kr?

j + Filri 1 1—‘1331—‘133

R, = (111.63)

R, =(4)+(5)+(6)

] R(;sj+2(;ej+ .

" e (mk?) 1-KP KR
.o . 2
R(Rj+2[R) +2c’K
R, = k) (111.64)
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oary, 9
DR, = axzz

0 rzRI‘Q
R =—
2 act[ I J

02 0y 1 0
+ Olr22 20F21

(111.65)

ar, o
o o Frenr-nr

Ry =0r(=r(1=Kr*) 4T}l =T

R, =0r(-r+Kr’) +(1_K#j[—r(l—1(r2 )]

R, =—1+3Kr’ —Kr?

8 R, =

R,, =-1+2Kr’ (111.66)
oY, Iy,
IR, = ax232 o 1“;1"’212 —1—‘1231";

R,, =—06(cot @)+ [, -,

R, = —(—csc2 0) +[§}[ﬁ#}— (cot8)(cot8)

A2
(&)
—Z —cot’@
CZ
\2
(k]

R, =csc’ 6+

R,, =1+ got’ 6— got” 6+
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) _rzR(;stz(;e)z_1+2Kr2+1+r2(k)2

22~ o2 2
o\2 2
rZR(RJ +r? (R) +2K*r + 12 (Rj
R =
22 CZ
. 2 . 2
rzR(Rj +2r2( j +2Kc*r?
R —
22 CZ

(1) . 2
r? {R R+ 2(R) + 2c21<}

R, = = (111.68)
aro 3
10) Ry, = ﬁ_ ax? +F(§)1F23 _Flsorgz
0 | r’sen’OR I.i’
Ry = a_ct f + (g)srgs - 300F20
(1] L] 2
rzsenZH{R R+ (Rj }
R. =
33 2
(1] . 2
r’sen*6R (Rj + rzsenzﬁ(R)
Ry, = 2
arl 1
11) R33 = ax313 _ﬁ"'r‘izr‘[w - 311F131

R, = 8r(—r(1—Kr2)sen26’)+l"}ll";3 -Yir,

Ry =0r((-r+Kr')sen’6)+ ( " —KI;rQ jx [—r (1-kr*) senzé’]

Kr
1- Kr?

R,, =—sen’0+3Kr’sen’0 — Kr’sen’

R,, =—sen’@+3Kr’sen’ 6+ (

(111.69)

Ji[=rl1- &) serce]

R, =—sen’0+2Kr’sen’0 (111.70)
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_ o0,y

ox’ X

R,, =06(-senfcos §)+ T3, —T,I2,

12) R33 + Fitré3 - FISZI—?I

R
oK

2 2 ;
R, =—[cos @cos O — senBsend] + [] ){rsenﬂ}(l?] —[cot 8x — senBcos 8]
c

cos@
sex

o \2
R, = —[cos2 - senzﬁJ + rzsenzﬁtRZ] —l:

C

o \2
R, =—cgs’ O+ sen’6 + rzsenZH[RJ +cgs”>

2
o« \2
rzsenze(R)

C
2

Cc

R, =sen’0+ (11.71)

R, =(10)+(11)+(12)

- o2
rzsenZG[R(Rﬂ rzsen20(R)
2 + 2

C C
Calculo del escalar de curvatura R

R33

R

R

1
2 2
s =— " sen"@| R

Cc

El escalar de curvatura R
primeraclase R, osea R= g"'R, j

R=g"R. 11.73
ij

R= g[mRoo + g“Rll + 822R22 + g33R33

—sen’ 0+ 2kr*sen’ 6+ sgn’6 +

)+2(1}T+2c2

‘R(;sjﬂcz,(} 1

—sep@cos @
ax sef cos}

o« \2
rzsen20(R)

2
C

K (11.72)

(1)[_35]_{(1"“2)} R(R)”[I‘Q)ZH&K e

R Q=&)Y

oK /2[1{}%}2[1}) +2°K

C

7 X Lz o r’sen’d
(rRsen6)

.. . 2
/Zsﬁnzﬂ[R(R)+ 2(Rj + 284

o ofF) o)

- ¢’R R 7R

(/Rs[n9)2 e

se define como la contraccién del tensor de Ricci de

[{E)li] ]
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i SR (i e ()l o

¢’R R*¢? R*¢? R*¢?
M 2
| 3( )R+3R( )+6( )+6c2K
R=—-—
e’ R?
: (1] . 2
R[Rj+(R) +c’K
r=-2 (111.74)
c? R?

Escribiendo la ecuacion de Einstein.

Sustituyendo las componente temporales de los tensores: de Ricci: R,,, tensor métrico

8.0 » €scalar de curvatura R 'y el tensor momento-energia T, .

1 87[G

(111.75)

+c’K
¢ $7G
g 00X~ = o Ty

JEGTORA R,

. .o . 2
—3K(RJ+SR(R)+3KR] +c2K}= ”%G-pRz;zz
o \2
[OR e
C
o2
(R] +c2K_83”2G PR’
o \2
2
R\ _8z6p Ke (111.76)
R 3 R

R =V velocidad de expansion o contraccion.

R= factor de escala en el Universo.
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7= constante
6= constante Universal de Cavendish
C = velocidad de la luz.

p = esladensidad de la materia y estd relacionada con la densidad de energia &
de 1 .o E
e la manera siguiente: p = =

K = es una constante de curvatura que puede tomar los valores de: K=0, el
Universo es plano y obedece la geometria de Euclides; si K= 1, la geometria es esférica

y si K= -1, la geometria es hiperboloide o de Lobachevsky.

I11.6. Deduccion de la ecuacion del fluido perfecto

Fluido perfecto (isotropico): Se define como aquel para el cual un observador
moviéndose con la velocidad del fluido en un punto ve el fluido isotrépico. Esta
definicién supone que el camino libre medio entre colisiones de las particulas que
forman el fluido es pequefio en comparaciéon con la escala de longitud utilizada por el

observador y no se considera la viscosidad yla conduccién del calor.

Asi un flujo perfecto queda descrito por la funcién densidad propia Po) > el campo de

las cuadrivelocidades ,Uﬂ y el campo escalar de presion propia Po(y) -

Usaremos el tensor de momento-energia para un cuerpo macroscopico continuo.

p 0 0 O
T — 0O p 0 O
- 00 p O (IL77) p esladensidad de la materia 'y p es
0 0 0 p
la presion.
e=pct =484 5o % =M% o5 1a densidad del cuerpo
volumen c volumen
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T =(p+p)u"u" —pg" (IIL.78)

T=p, T'=p, T?=p,T=p  (IL79)

I11.6.1. Deduccion cosmolégica del Fluido perfecto (haciendo c=1).

La generalizacion de la derivada covariante:

Ve, =ve +I",Vv* (111.80) altensor: T* =0 o
;=0

ouT"” +T" T +T" T =0

00T + (?OTOO + FinTOO + F§2T00 + FSZTOO + F?BTOO +

O, T+, T+, T =0

o(p)+ L, T+, T+, 7" + T, T" + 1., 7>+, T =0

P (P4 () + 2 (P) 42 (p)+ 2 (p)+ () =0

,3+3(p+p)%=o (111.81)

La ecuacion (III.81) es la ecuacion del fluido perfecto.

II1.7. Deduccion de la aceleracion en el modelo de Friedmann.

o \2

2

{ﬁ] =8ﬂ'§}p —kiz de la ecuacion (I11.76)
a a

iz = 87[%—]{6261_2 (2) derivando con respectoa t
a
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a’ (2a' a")—(a'2 )(2aa') _ 87G p°

24 a [aa" —a” :I_ 87Gp* N 2kc*a”

+2kc*a>a’

a? a’ 3 a’

2a" aa” —a" _872Gp’ N 2kc a’

2 3

(111.82)
a a 3 a

Sustituyendo la ecuacién P+ 3a_( p+p)=0 enlaecuacion (II1.82)
a

. oo o2 i 2 e
za_lzaa _ a }: 872G |:_/Za_(p+ p)}+ 2kc3a dividiendo entre 2a° ambos lados
a a .3 a a

de laecuacion.

1 o0 _ .2 4 2 . .
_[aa - a :Iz — 76 ( o+ p)+ki3 multiplicando por a ambos lados
a a a a
aa”—d” =—47rG(p+p)+k—Cz2
a a
“_[“j :_4,,G(p+p)+’i; (111.83)
a a a

Usando de nuevo la ecuaciéon (II1.76) y sustituyéndola en (II.83) tenemos:

- i .

“:_{MG’D—I(CZ}:—47[G(p+p)+kc2
3 a a

- 2 2

a_ 376p K 4nGp-anGp+™

a 3 A A

EZS”Gp_IZ”Gp_4ﬂGp

a 3

@__3GP _4rcp

a 3

a=-2"C (543p)a (111.84)

3

Las ecuaciones (II1.76) y (II1.84) se les llama ecuaciones cosmoldgicas dindmicas de

Friedmann.
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La ecuaciéon (II1.84) es una ecuacién muy importante en cosmologia, porque esta

incluida la aceleracion del Universo.

La aceleracion es positiva solamente si  (p+3p)<0 ; puesto que la densidad (p)

siempre es positiva, solo la presién podrd ser negativa. Por tanto, para que nuestro
Universo se acelere debe estar lleno de una materia con presion negativa. El término
A (constante cosmoldgica, asociada a la presion repulsiva negativa llamada Energia

Oscura) equivalente a una materia que llena homogéneamente todo el Universo y cuya

presion es negativa: p =—pc’

I11.8. Clasificacion de los modelos cosmolégicos
Observaciones evidentes sugieren que la materia domina en el  Universo y que la
presion es insignificante comparada con la densidad. Los modelos estindares de

Friedmann surgen de considerar p=0.

Resolviendo la siguiente ecuaciéon con p=0
pH(p+p) (if] =0 (185)

de ;}+3pr€=0 (111.86)

Obtenemos:  pg* = constante= pR* = p,R}  (111.87)

N
En la ecuacion de Friedmann haciendo c=1 : [ R] _81Gp K¢’

R 3 R
o2 2
Obtenemos g 4 g = S#GPR” (111.88)
De (3.87) obtenemos: PR _PRS y sustituyendo en la ecuacion (II1.88)
R

2

2

tenemos: R +K:% (111.89)
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_87Gp,R,

Donde: H}
3

(111.90) Y H;>0

Integrando la ecuacién (II1.89) podemos obtener los modelos cosmoldgicos siguientes:
i) Modeloplano K=0 y p=p,
i1) Modelo cerrado K =1 p,>p

III) Modelo Abierto K=-1 y p,<p

Grafico 12. Modelos Cosmolégicos

6.3 The Friedmann models

R(n

Closed, k = 1

II1.9. Modelo del Big Bang
I11.9.1. Introduccion
La Teoria del Big Bang se desarrollé a partir de observaciones a nivel astronémico y

avances de la fisica tedrica (Relatividad General de Einstein).
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En 1910, el astronomo estadounidense Vesto Slipher y después Carl Wilhemln
Wirtz determinaron que la mayoria de las nebulosas espirales se alejaban de la
Tierra; pero no llegaron a darse cuenta de las implicaciones cosmoldgicas de esta
observacion, ni tampoco que las supuestas nebulosas eran en realidad galaxias
mads alld de nuestra propia galaxia (Via Léictea).

En la segunda década del siglo XX, la teoria de Albert Einstein sobre la
Relatividad General y en 1929, Edwin Hubble realiz6 observaciones que
sirvieron de base para comprobar que el Universo estd en expansion. Descubrid
que las galaxias se alejaban entre ellas a velocidades relativas a la Tierra,
directamente proporcionales a su distancia, este hecho se conoce como la ley de
Hubble.

Desde el descubrimiento de la radiacién césmica de fondo de microondas en
1965, ha sido considerada la mejor teoria para explicar el origen y evolucién del
Universo.

Con una temperatura de unos pocos grados Celsius por encima del cero absoluto,
la radiacion césmica de fondo presenta dos propiedades extraordinarias: Una
Isotropia casi perfecta, en cuya virtud la intensidad de la radiacién es la misma
en cualquier direccion del firmamento, y su espectro, cuya descomposicion en

frecuencias obedece a la ley de Cuerpo Negro con asombrosa exactitud.

I11.9.2. Principios basicos donde descansa

L.

1l.

La universalidad de las leyes de la fisica.
Las leyes de la fisica en la Tierra son aplicables a todo el Universo y a todas las
escalas de tiempo.
El principio Cosmoldgico.
Este principio descansa en que el Universo a gran escala es:
a) Homogéneo (posicién): El Universo se ve igual en cada punto, donde
estemos ubicados.

b) Isétropo (direccion): El Universo se ve el mismo en todas direcciones.
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1il.

1v.

El principio Copernicano: Dice que el lugar que ocupamos en el Universo no es
especial.

La Relatividad General en combinacién con las predicciones de la fisica nuclear,
la fisica de particulas e interacciones.

La ley de Hubble (expansion del Universo)

La ley de Hubble es una ley en cosmologia que establece que el corrimiento al
rojo de una galaxia es proporcional a la distancia a la que ésta se encuentra. La
ley fue formulada por Edwin Hubble y su colaborador Milton Humason en 1929
después de cerca de una década de observaciones. Es considerada como la
primera evidencia observacional del paradigma de la expansion del Universo y
actualmente sirve como una de las piezas mas citadas como prueba de soporte
del Big Bang.

Las galaxias se alejan unas de otras a una velocidad proporcional a su distancia,
relacion mas general que se conoce como relacion velocidad-distancia y a veces

es confundida con la ley de Hubble.

La expresion matemadtica de la ley de Hubble viene dada por:

cz=H,D  (11.91)

v=cz veslavelocidad de recesion

Do
HO
/?’ob servada__ *Yemitida .
7= , A=longitud de onda

emitida

1 + 7= Zobservada

emitida

A
— Zemitida  __q 111.92
Z /?, ( )

observada

z también se puede expresar en funcién de la frecuencia
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‘femitida - f observada

7= , f esla frecuencia
f observada
1+ 7= ‘femitida
observada
¢ = Jeniiae__y (111.93)
f observada

z el corrimiento al rojo, un numero sin dimensiones
¢ lavelocidad de la luz
D ladistancia actual a la galaxia en mega Parsec(3.6 afios luz) (Mpc).

H, la constante de Hubble en el momento de la observacién.

El valor de la constante de Hubble ha ido modificindose ha medida que se han ido

mejorando los instrumentos para medirla, dentro de las dltimas medidas que se han

A

efectuado a partir del 2001 con el telescopio espacial Hubble fue de 72+8 e en el
pc

2003 con el satélite W M A P (Wilkinson Microwave Anisotropic Probe) el valor fue

()

de 71i4M— y en el 2006 de nuevo con el satélite W M A P el valor fue de
pc
km
70( A) , 2.4 )

La expresion matemdtica mds general y muchas veces confundida con la ley de Hubble
se formula asi:

v=HD  (II1.94) siendo:
v lavelocidad de recesion debida a la expansion del Universo generalmente en k”%

D ladistancia actual a la galaxiaen mega parsec Mpc

H la constante de Hubble.
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I11.9.3. Definicion del Big Bang
Este modelo de evoluciéon sugiere que el Universo se origin6 hace unos 13,000 6 14,000

millones de afios a partir de una singularidad (t=0) con una gran explosién del espacio en

un estado de densidad y temperatura extremadamente altas: 1 = 10”K
10" 8 7
P -

Segtn este modelo, el Universo se ha estado expandiendo, torndndose menos denso y

enfridAndose desde su inicio.

Este modelo explica la expansion del Universo, la existencia de un pasado denso y

caliente, el origen de los elementos quimicos primordiales (75% H, 25% He y trazas de

2 7 11 . . -
1 D, 3L,~ s 4 Be , y laformacién de los objetos astrondmicos que se observan como:

estrellas, galaxias, cdmulos de Galaxias, etc.

I11.9.4. Grandes épocas del Modelo del Big Bang.
Griafico 13. Grandes épocas del Big Bang
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b S .. T=3K 18
r_';..s-’- B R 5 Hoy 10 s

Ty >
05 wn |§

Wz g w 15 12
oS E 210K 10s | &
a @
ELECTRODEBIL P8 W B
z ax

35
--------------- & 0% 10°s |8
©
=
GRAN UNIFICADA E
=

-43

___________________________ 10°% 107
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1) Desde la singularidad t=0 seg. hasta 10 seg. se llama Era Cdantica o de Planck,

p=10% g%m3 T=102 K

En este periodo las cuatro fuerzas fundamentales del Universo estaban unidas: la
electromagnética, la nuclear débil, la nuclear fuerte y la gravedad se le puede llamar
Super Gran Unificada.

No existe todavia una teoria desarrollada que las una, pero existe mucha investigacion
tedrica, como por ejemplo: la teoria de cuerdas, la teoria- M, quantum Loop Gravity y

otras teorias sobre gravitacion cudantica.

. 1043
Cuando la edad del Universo era de ¢=10""seg tiene lugar la primera ruptura

espontdnea de la unidad inicial y la gravedad aparece como una fuerza separada.

2) Entre t=10"seg hasta t=10"seg 107K >T >107K

Comienza un periodo denominado GUT (Grand Unified Theories), el Universo se
expandia, pero las fuerzas electromagnéticas, nuclear débil y la nuclear fuerte seguian

unidas y la gravedad ya estaba separada.

3) Entre t=10""seg hasta 10"'seg y T estdentre 107K y 10°K

Era Hadronica.
Las GUT (Gran Unified Force) son separadas en la Nuclear Fuerte y la Fuerza

Electrodébil.

-35 -32 . .
Entre 1=10"seg. y t=10"seg y a T=10°K ocurrié6 un cambio de
fase en la constitucion de la materia  se separ0 la Fuerza Nuclear Fuerte de la

Electrodébil (GTU). La energia liberada en este proceso seria tan grande que el Universo

se expandirfa en forma rdpida y gigantesca por un factor de 10 y dando origen a un
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fendmeno que se ha bautizado como Inflacion. Acd se considera la aparicion de la
materia en forma de un plasma caliente de particulas elementales: quarks, antiquarks,

gluones, leptones, antileptones, fotones, etc.

Esta expansion exponencial hace la geometria plana y son creados 10° +1 quarks por

10° antiquarks y 10°+1 leptones por 10° antileptones.

4) Entre t=10"seg y t=10"seg y 10°K<T<10"K

Era Leptonica.

Se produce otro cambio de fase en la constitucion de la materia, la fuerza electrodébil se
separa en electromagnética débil.

Los quarks y antiquarks se aniquilan.

El Universo ahora es dominado por los leptones: electrones, positrones, neutrinos,

antineutrinos, etc.

5) Entre t=10"seg y t=10"seg 10"K <T<10°K

Era de la Radiacidn.

Los electrones y los positrones se aniquilan,

Los Neutrinos se desacoplan de los electrones y se forma la radiaciéon cdésmica de
neutrinos.

La Radiacién domina sobre la densidad de energia del Universo.

Entre r=1seg a t=200seg se producela Nucleosintesis Primordial.

La Nucleosintesis primordial o Nucleosintesis del Big Bang se refiere al periodo

durante el cual se formaron fundamentalmente nucleos de hidrégeno 75 % , 25 %
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Helio, adicionalmente pequefias cantidades de Deuterio ( ;D ), Helio(jH e) y algunas

trazas de Litio(]L,) y Berilio.

Tomando como base la conversion de un protén en un neutrdn:

pt —n’+e +v, y la conversion de wun neutr6n en un protén es:

n’ —ptte +v ).
Las reacciones nucleares de Fusion proton-protén(p—p) da principio a una cadena

de reacciones conocidas como combustion del helio, las cuales provocan la produccién

de helio:

Grafico 14. Nucleosintesis

Nucleosintesis Primordial

p O op
\/ 41H D 4He + 2 e+ + 2 v+ yradn.

et /‘k\\ v

-~

\
N

LO

Las reacciones nucleares escritas serian asi:
pT+pt —>iD+e" +v

2 + 3

D+p" — H,+y

3 3 4 + +
SH,+H, — H,+p +p

A t=10seg hay 7 protones por cada Neutrén y a la temperaturade 7 =10°K .
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6) Entre t=10"seg y t=10"seg y 10°K <T <10K

Era de la materia.
El Universo se expande y la densidad de la energia baja méas rapido que la densidad de

la materia y la materia comienza a dominar.

A t=10"seg (aproximadamente 370,000 afios) los electrones y los protones se

combinan para formar dtomos de Hidrégeno y la Materia y la radiacién se desacoplan
y la Radiacion Césmica de Fondo fluye libremente.
Entre t=370,000 afios y t=200 millones de afos se formala Era Negra.

En t aproximadamente 200 millones de afios se forman las primeras estrellas.

En aproximadamente 1 Gyr (109aﬁ0s) se forman las Galaxias.

En aproximadamente 1 Gyr /se formala Era dela Energia Oscura?

II1.9.5. Consistencias del Big Bang

Tabla de consistencia del Big Bang.

Se enumeran las predicciones de la teoria y los hechos que se deberian cumplir para que
la teoria sea auto-consistente. Al lado se anota la evidencia experimental
correspondiente. Bajo la columna de probabilidad se le asigna a cada prediccién un
puntaje que bdsicamente designa la probabilidad de que la prediccion haya quedado
probada. Este puntaje no es riguroso, es propuesto por el autor y se basa solamente en su
experiencia en el tema y por lo que se refleja en trabajos de otros investigadores del

tema.

Prediccion Confirmacion Prob

Observada por E. Hubble en 1929

demostrando la relacién entre velocidad y
Friedmann en 1922 y G. Lemaitre 100

1930 distancia de galaxias lejanas. La velocidad
en

1. Expansién del espacio por A.

de expansion determinada por el Telescopio
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Prediccion

Confirmacion

Prob

Espacial Hubble y consistente con el valor
medido por WMAP es de 22 Km/seg por

cada millén de anos-luz de distancia.

2. Edad finita del universo por A.

Friedmann en 1922 y G. Lemaitre
en 1930

13.700 millones de afios con un error del
1%, medida por WMAP y consistente con

las edades de las estrellas mds viejas y las

mediciones de la edad del universo
realizadas por el Telescopio Espacial
Hubble

100

3. El universo fue mas caliente y
denso en el pasado. G. Gamow,

1946.

La temperatura de la RCF aumenta a medida

que se observa mds lejanamente.

Mediciones de espectros de nubes de gas
intergaldcticas revelan una temperatura de la

RCF creciente con la distancia.

100

4. Composicién de elementos

primordiales por G. Gamow en
1946

75% hidrégeno, 25% helio y una pequena
fraccion de deuterio (ver siguiente punto) y

litio medidos en espectros estelares

95

5. Presencia de deuterio en el

universo

Observando lineas de absorcion de la luz de
quésares lejanos por gas intergaldctico se ha
determinado una abundancia universal de
deuterio de 2x10™ relativa al hidrégeno. El
deuterio no puede originarse en las estrellas,
el Big Bang es el unico mecanismo existente

para crear este deuterio.

90

6. Radiaciéon Coésmica de Fondo
(RCF) por G. Gamow, R. Alpher y
R. Herman en 1948 y R. Dicke y
J. Peebles en 1965.

Detectada por A. Penzias y R. Wilson en
1964. Firmemente establecido su origen
cosmoldgico y estudiado en gran detalle por

decenas de experimentos en tierra, globos y

100
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Prediccion

Confirmacion

Prob

plataformas satelitales.

7. Espectro térmico de la RCF por
G. Gamow, R. Alpher y R.

Herman en 1948

Distribucién espectral de cuerpo negro con
desviaciones no mayores que 0.01% y con
temperatura de 2,725 0,002
medido por los proyectos COBE y COBRA
en 1990.

+

Kelvin

100

8. Anisotropias en la RCF a
escalas mayores que 1 grado.

Sachs y Wolfe 1967.

Detectadas por el proyecto COBE en 1992

con una amplitud caracteristica AT/T = 10”.

9. Ondas acusticas en el plasma

primordial, por R. A. Sunyaev y
Y. B. Zeldovich en 1970.

Detectadas por el experimento Boomerang

en el 2000 y confirmada por WMAP vy

decenas mds de experimentos observando

desde la tierra y montados en globos.

90

10. Polarizacion de la RCF

Detectada por el experimento DASI en el

2002

60

11.  Anti-correlacion de la

temperatura y la polarizacion de la

RCF

Detectada por WMAP en el 2003

70

12. Coherencia de la polarizacion

de la RCF a escalas angulares > 1°

Observada por WMAP en el 2003

60

13. Interacciéon de la RCF con

nubes de gas en cumulos

galdcticos. R. A. Sunyaev y Y. B.
Zeldovich en 1969.

Observado por Birkinshaw et. al. 1981
midiendo deformaciones del espectro de la

RCF en direcciones de cimulos conocidos.

70

14. Formacion de estructura a gran

escala a partir de

inhomogeneidades en densidad del

La concentraciéon de materia en galaxias y
cimulos de galaxias ha sido medida por

medio de observaciones profundas del cielo.

80
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Prediccion

Confirmacion

Prob

plasma primordial, estudiada por
E. Lifshitz en 1946, y J. Silk en
1967.

Estas mediciones son compatibles con la
amplitud de las perturbaciones en el plasma
a una edad de 380 mil afios, segin se
infieren de las mediciones de anisotropias

en la RCF.

15. Namero de familias de

neutrinos por G. Steigman, D.

Schram y J. Gunn en 1977

Solo 3 familias. Confirmado por

experimentos en el acelerador de particulas
del CERN midiendo la vida media del boson

intermedio consistente con la

Zoy

nucleosintesis en el Big Bang (ver puntos 4

y 5).

80

16. El universo es finito (H.

Olbers, 1823)

La noche es oscura. El universo no puede
ser infinito en extension, de lo contrario en
cualquier direccion de observacion del cielo
nos encontrariamos con una estrella y la

noche seria tan brillante como el dia.

90

17. Debe existir materia oscura no

baridnica.

Al momento no ha habido deteccién exitosa
de materia oscura no bariénica que satisfaga

los requerimientos de la teoria. Los

neutrinos quedan descartados por ser
relativistas y tener una masa muy pequefia.
La unica evidencia favorable viene de la

dindmica de galaxias y cimulos galécticos.

40

18. Debe existir un fondo

cosmoldgico de neutrinos

Aun no detectado debido a la insuficiente
sensibilidad de los detectores disponibles y
a los altos niveles de ruido producido por
rayos cosmicos y radioactividad natural en

el ambiente.
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Prediccion Confirmacion Prob

Aun no detectado, y posiblemente no se
19. Debe existir un fondo ) ) ‘
‘ podrd detectar directamente debido a su baja
cosmoldgico de ondas 0
o intensidad. Esta prediccion es especifica del
gravitacionales
modelo inflacionario.

I11.9.6. Debilidades del Big Bang

a) El problema del horizonte.

El problema del Horizonte o causalidad d =c7T : Porque dos regiones en el espacio
separadas por una distancia mayor que c7 , no pueden estar causalmente conectadas y

ser Isétropas en la Radiacion Césmica de Fondo .

b) El problema de la geometria o planitud del universo.

0

(Cémo es posible que el pardmetro de densidad € y que es igual a: Q =-—sea tan

c

cercano a 1(uno)? La geometria del Universo tiende a (1) o sea ser plana o Euclidiana,

de alli el nombre de “Planitud”.

c) El problema de la materia oscura del universo.

En Cosmologia se denomina Materia Oscura a particulas hipotéticas de un tipo de
materia, de composicion desconocida, que no interactia con la materia normal y que no
emite radiacion detectable. La materia oscura no es visible en ninguna parte del espectro
electromagnético con los medios técnicos actuales pero su existencia puede inferirse a
partir de los efectos gravitacionales que en la materia visible tales como las estrellas o

las galaxias, asi como en las Anisotropias del Fondo Césmico de Microondas.

No se debe confundir la Materia Oscura con la Energia Oscura.
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La Energia Oscura es una forma hipotética de Energia que llena todo el espacio y que
produce una presion negativa, resultando en una fuerza gravitacional repulsiva. La
Energia Oscura estd asociada con la expansion acelerada del Universo actualmente, asi

como la mayor parte de su masa.

Actualmente la composicion de la materia-energia del Universo es:
- 23% Materia Oscura
- 73% Energia Oscura

- 4% Materia Barionica conocida.

II1.10. Problemas resueltos y Propuestos.
I11.10.1. Resueltos
1) A partir de la conservacion de la Energia.

Energia Cinética + Energia Potencial = U ( energia total)

T+P=U
1
1 Z_GMm:U
2 R
I , GMm
—my  ———=0
2 R

En el punto critico U=0

L
V2_2GTM:O(2)

V= H R, donde H= es la Constante de Hubble, V= es la velocidad de recesién de la

galaxia, R= es el factor de escala.

Sustituyendo V=H R en la ecuacion (2) tenemos:

2GM

(H°R*)- 0
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Sustituyendo la masa: M :%nRﬁo

87GR” p,
_O2IR Fe
3R

Despejando: P,

H*’R*

3H4R2—8zGRﬂ)_O
3
3H’R* =87GR’p,
3H2K2 ~
STGR> Pe
_3H’
=376

2. Demostrar que:

Kc?
2

Ro

1-Q=-

Donde: Q es el parametro de densidad y es igual a:

P

Q==L p esladensidady p, esladensidad critica.

p.

De las ecuaciones de Friedmann:

2

R 8zGp _ K¢’

R’ 3 R’
. 2
3| R
3H? R
De: p.= =
7G 887G

Y del pardmetro de densidad Q
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2 o2 2
K
o2 2
R 87:G£)R _ ke

3R
R( —ﬁJ:—Kc2
p.
2
1—o=-X¢
R

Si: p=p. - Q=1— K =0— Universo Plano o Euclidiano.

3. Suponga que la Constante de Hubble es: 70

Recordando que: 1 pc= 3.09x10" Km

. Estime la edad del Universo.
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H=70—3—
Mpc
Km Km
H =705 1-2P¢ | _70,10 s
Mpc 10° pc pc
Km
H=70x10"°— -(1 e j
pc 3.09x10" Km

H =22.65x10"5s"

Invirtiendo la Constante de Hubble.

11
H 70Km
S

Mpc
1 1
H 22.65x10"s™"
i: x10"s
H 2265
1 0.04414x10" s
H
i:4.414x10”s
H

Convirtiendo los segundos en afios= 1 yr =3.16x10"s

_ 17 1y7 )
4.414x10 S.( 316107 s

=1.397x10" yr

|- x| — [~

=13.97x10° yr =13.97
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Edad estimada del Universo es:

t= % =14 14 mil millones de afios aproximadamente.

4. Demostrar que el pardmetro de desaceleracion q puede ser expresado en funcion de

H (r) por la ecuacién:

_i(ij_l
4 dt\ H

solucion
i1 _ar__ RE _®E)
q:———l:—T—lz —_ e —1:—
dtﬁ dt R R R
R
5.8 y_gs5km , la densidad critica es 8x107% ky ,» (Cudnta masa puede ser
S m

Mpc
encerrada en una esfera con radio de la 6rbita de la Tierra (R=1AU)?

V=f;zR3
3

v =§7r(1.5x10“m)3

V =14.137x10"m’
m=peV

m=(8x10‘27 ky 3)x(14.137x10”m3)
m

m=113x10°kg

I11.10.2. Propuestos

1. Supodngase que se observa una galaxia a 500 Mpc de distancia, la cual se esta

moviendo a una velocidad de 30,000 k% . Si la velocidad ha sido constante a través

del tiempo, cudando comenzé el Universo.
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2. Demostrar que el pardmetro de densidad Q puede ser representado por:
Q(r)=1+ 17 .
R
(%)

3. Derivar las ecuaciones de Friedmann, en forma Newtoniana, sin hacer uso del
complicado cédlculo tensorial a partir del gréafico de la esfera.

1) La densidad de la materia newtoniana.

11) El factor de escala.

1) La conservacion de la materia-energia.

Grafico 15. Esfera newtoniana

4. Derivar las ecuaciones cosmoldgicas del fluido: Usando la primera ley de la

Termodindamica y usando el factor de escala (a).

dE + pdV =Tds(1)

5.a) Demostrar que el factor de escala se puede generalizar para obtener:

2

1
a) R(t)=1_H0(to_t)_EH(?qo(to_t) o

b) Encontrar una aproximacion para la expresion: /

R(1)
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Usando la expresion:

L=1+x+x2+....
1-x

II1.11. Modelo Inflacionario

II1.11.1. En que consiste brevemente el Modelo Inflacionario

Este modelo introduce la idea de un Universo Inflacionario con un crecimiento

exponencial en sus primeras fases més o menos entre 107° y 107 segundos el factor

de escala del Universo creceria al menos en un factor de 10* veces. En este proceso

inflacionario, toda la materia y energia podria ser creada.

Este modelo complementa al Big Bang, porque lo apoya en dos

importantes.

aspectos bien

a) Explica, porque el Universo es homogéneo en todas direcciones, atin en regiones que

nunca tuvieron tiempo de influirse entre si.

b) La densidad del Universo; ésta podria tener cualquier valor, pero curiosamente, la

densidad observada no difiere lo suficiente de la densidad critica para poder decidir

por ahora si el Universo es abierto o cerrado.

Griafico 16. Modelo Inflacionario.

Radio Observado del Universo (metros)

10°

20

10

10i*

<«—— Teoria Inflacionaria

<«— Periodo Inflacionario

Modelo Esténdar//

Evo'Iuc_ién/ 107
cuantica

20

10°10° 107 10™°

Tiempo (segundos)

10

10

?

Presente
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II1.12. Ultimas Investigaciones

I11.12.1. Teoria de Cuerdas.

Consiste en reemplazar las particulas puntuales por “cuerdas” que tienen longitud y
forma, éstas pueden ser abiertas o cerradas (circulitos), la cuerda puede vibrar y hacerlo
muchas maneras, cada modo de vibracion representando una particula diferente, asi una
misma cuerda puede dar origen al electrdn, al foton, graviton, neutrino, etc. La cuerda se

puede comparar con la cuerda de un violin, guitarra, etc.

“Modelo Estandar”
v,e ,quark,W,Z,
gluon, foton, graviton

Distancias largas — bajas energias

La Teoria de Cuerdas (bosoénicas) se refiere a 26 dimensiones.

I11.12.2. Teoria M
Teoria de Supercuerdas=Teoria M= Teoria del Todo= Supergravedad= Es

supersimétrica.

No contiene 26 dimensiones, tampoco los Taquiones( masa imaginaria con velocidades
mayores que la luz), pero si mantiene la particula sin masa parecida al Gravitén con

spin 2.

“La Teoria de Supercuerdas requiere solo 11 dimensiones espacio-temporales: 1

temporal- 3 espaciales, 6 enrolladas y una que las va enrollando”.
Fue propuesta por el Dr. Edgard Witten, plantea que todas las particulas son en realidad

diminutas cuerdas que vibran a cierta frecuencia y que nosotros vivimos en un mundo

vibrando a cierta frecuencia.
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. . . -33
Distancias cortas — Altas Energias — 10" cm

1
P\ ) GnY> .
mpz(Ecj =22x10" kg , L,7=(? =1.6x10""m,
1
Gh A —_44 2
t, =(?j =54x107"s, 7 UM 4n0nk
:1094 gr
p Cm3
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