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Presentacion

La investigacion didactica reporta que limitar el proceso de ensenanza y
aprendizaje del Calculo al registro algebraico/algoritmico genera en los
estudiantes esquemas conceptuales y habilidades demasiado rigidas, asi
como capacidades muy pobres para transferir los conocimientos mas alla de
las asignaturas en que estos se estudian. Evidentemente, todo ello,
contrasta con las exigencias de orden cientifico, tecnolégico y educativo que
se demandan hoy en dia de los diferentes curriculos, de cara a las
necesidades académicas y profesionales de los estudiantes. Por ejemplo, las
habilidades para leer e interpretar informacién grafica, asi como convertir
informacién cuantitativa en un formato cualitativo, y viceversa, tienen un
valor practico y educativo incuestionable. Asimismo, la habilidad de
enfrentarse y resolver con eficacia tareas en su campo de estudio o trabajo,

son sumamente importantes.

En consecuencia, se cuenta con una variedad rica de propuestas curriculares
y materiales que se fundamentan en la articulacion de los diferentes
sistemas de representacion semidtica, los aspectos fenomenoldgicos
relacionados con los conceptos matematicos, asi como en el desarrollo de las

habilidades cognitivolingiiisticas de los estudiantes.

Sin embargo, en el sistema educativo universitario salvadorefio se nota muy
poco la influencia de esos movimientos de cambio. En particular, en la
ensenanza y el aprendizaje del primer curso de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias (en todas las carreras en que éstas se estudian), los sistemas
didacticos perviven como la continuacién algebraica y algoritmica de las
asignaturas de calculo diferencial e integral, marginando los aspectos
fenomenolégicos, graficos y numéricos. Asi pues, se plantea la necesidad
urgente de promover acercamientos innovadores que integran los aspectos

que se han senalado antes y que utilizan de manera adecuada los recursos



tecnologicos disponibles para facilitar la comprensiéon de los conceptos

matematicos implicados.

En este sentido, el presente trabajo, pretende ser el punto de inicio para
plantear un cambio curricular de las ecuaciones diferenciales (en general,
del calculo) en el sistema universitario salvadorefio que se fundamenta en la
investigacion del pensamiento de los estudiantes, asi como en las ventajas
que ofrecen los diferentes curriculos existentes en otras realidades. Para
ello, se realiza un estudio de casos para describir y caracterizar los
esquemas conceptuales del concepto de soluciéon de una ecuacion diferencial
ordinaria de primer orden en un grupo de estudiantes de matematica que
cursaron la asignatura de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias siguiendo un
enfoque tradicional. Estos esquemas conceptuales se caracterizan por el
predominio del modo de pensamiento algebraico/algoritmico y por una
presencia muy débil de conexiones cognitivas para realizar tareas de

conversion entre los registros graficos y algebraicos.

La importancia de este estudio radica en que, por una parte, responde al
interés de introducirnos en la comprension de los fendmenos y mecanismos
del pensamiento matematico avanzado, asi como en la metodologia de su
investigacion, y por otra, sienta las bases para continuar con el diseno,
experimentacion y evaluacion de situaciones de ensenianza alternativas para
el primer curso de ecuaciones diferenciales ordinarias. En particular, se
aportan evidencias experimentales que confirman otras tesis, ya
mencionadas en otros trabajos del area de didactica del calculo, a saber: 1) el
desarrollo de habilidades algebraicas y algoritmicas por si solas no
garantizan la comprension de los conceptos basicos de las ecuaciones
diferenciales ordinarias, 2) los conocimientos y/o habilidades adquiridas en
el registro algebraico no se transfieren de manera automatica al registro
grafico, y 3) la actividad de conversién entre representaciones no resulta por

si misma en forma automatica, rapida y espontanea por el solo hecho de



haber sido capaz de formar esas representaciones y efectuar tratamientos

sobre ellas (ver seccion 1.7.1, p. 65).

Este trabajo consta de cuatro capitulos, una secciéon de conclusiones y
trabajos futuros, y tres anexos. El capitulo 0 se dedica al planteamiento del
problema y de los objetivos del estudio. Aunque no se plantea de manera
explicita alguna hipdtesis de estudio, implicitamente sostenemos, contrario
a la creencia generalizada entre el profesorado, que el enfoque algebraico y
algoritmico no es superior al enfoque grafico y geométrico; que un estudiante
que tenga un buen desempeno en el primer enfoque no necesariamente lo
tendra en el segundo. El capitulo 1 se dedica a la elaboracién del marco
tedrico de referencia. Para ello se han revisado, por una parte, los
principales constructos tedricos existentes en el PMA: las nociones de
“Concept image” y “Concept definition” (Tall y Vinner, 1981; Dreyfus y
Vinner, 1989), la dualidad entre el pensamiento procedimental y conceptual
(Sfard, 1992; Gray y Tall, 1993, 1994; Tall, 1991, 2000), la Teoria Apos
(Dubinsky, 1991; Asiala et al., 1997). Y por otra, se han revisado los estudios
mas relevantes en torno a los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
ecuaciones diferenciales ordinarias (Artigue, 1989; 1992; Blanchard, 1994;
Ramanussen, 1998; Habre, 2000). En el capitulo 2 se hace una descripcién
de las herramientas metodoldgicas empleadas, propias de la investigacién
cualitativa: estudio de casos, redes sistémicas, entrevistas grabadas,
cuestionarios, etc. Y también se revisan algunas investigaciones cognitivas
del calculo realizadas bajo el enfoque de los esquemas conceptuales (Tall y
Vinner, 1981; Dreyfus y Vinner, 1989; Tall, 1991,; Vinner, 1991; Pinto y Tall
1999). En el capitulo 3 se aborda el analisis de los datos. Para este fin, se
describen, interpretan y caracterizan las respuestas de los estudiantes
usando tablas de respuestas, redes sistémicas y extractos de las
transcripciones de las entrevistas. Finalmente, en los anexos se presentan el
cuestionario, las transcripciones de las entrevistas y algunos programas de

asignaturas de ecuaciones diferenciales consultados.



Capitulo 0: Planteamiento del Problemay Objetivos

0.1 Introduccioén

En los 1ltimos afnos se ha escrito una variedad rica de trabajos de
investigacion, de innovaciéon curricular y de reforma del proceso de ensefianza
y aprendizaje del calculo! y, en particular, de las ecuaciones diferenciales
ordinarias, en los que se promueven acercamientos simultaneos y coordinados
de los aspectos numéricos, geométricos y analiticos (Artigue, 1989, 1992;
Blanchard, 1994; Blanchard, Devaney y Hall, 1999; Farfan, 1997; Harel y
Trgalova, 1996; Hernandez, 1994; Hubbard y West, 1991). Un principio que
guia estos esfuerzos es el llamado “The rule of Three”, que dice que todo tépico
debe ser presentado tanto geométrica, numérica y algebraicamente (Hughes,
1991). Si bien es cierto que, estas aproximaciones son favorecidas por las
nuevas tecnologias no son un enfoque reciente. Ya en el afo 1841, Cournot
(citado en Cantoral, 1994) sefiala la conveniencia de tratar las funciones en sus
representaciones multiples, tabla de valores, graficas, enunciados o formulas

algebraicas.

Sin embargo, el énfasis en esas tareas de conversion entre representaciones no
es sin6nimo de una mayor comprension por parte de los estudiantes como
tampoco tiene que ser un contenido a ser aprendido per se. Es necesario, pues,
articular esta triple representacion con los aspectos fenomenoldgicos
relacionados a los conceptos matematicos, asi como con las habilidades
cognitivolingiiisticas, que permiten comunicar las ideas, oralmente o por

escrito, tanto a uno mismo como a los demas (Prat, 2000; Sfard, 1999).

El célculo ocupa un lugar neuralgico en la educacion superior: sus vinculos tanto con el pensamiento
matematico elemental como con el pensamiento matematico avanzado, asi como su papel en las matematicas,
la tecnologia y las ciencias, lo hacen un conjunto de conocimientos de valor teorico y practico indispensable
en la educacién superior (Artigue, 1991; Farfan, 1991; Tall, 1996). Entendemos por calculo: calculo
diferencial e integral, célculo en varias variables, analisis real y complejo y ecuaciones diferenciales
ordinarias y parciales (Cantoral, 1991; Harel y Trgalova, 1996)
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En general, el propésito de estas nuevas tendencias es enriquecer la ensenanza
del calculo con lecciones y tareas en donde los tres puntos de vista estan
equilibrados y los estudiantes puedan apreciar cada nocién desde diferentes
perspectivas. Esto es asi, porque para muchos investigadores, el conocimiento
matematico es como el invariante de multiples representaciones y, en
consecuencia, llegar a comprender un concepto matematico implica ser flexible
en los procesos de conversiéon entre diferentes sistemas de representacion y
diferentes perspectivas del concepto (Artigue,1992; Dreyfus,1994; Duval, 1993;
Janvier, 1978, 1987).

El origen de estas nuevas aproximaciones lo encontramos en el hecho
reiteradamente constatado en numerosas investigaciones del campo de que el
predominio en la ensenanza del enfoque algebraico-algoritmico genera en los
estudiantes esquemas conceptuales y habilidades muy demasiado rigidas, asi
como una comprension conceptual insuficiente para resolver situaciones que

aparecen en la practica profesional.

En efecto, investigaciones como las de (Artigue, 1994; Asiala et al., 1997b;
Baker et al., 2000; Ferrini-Mundy & Graham, 1994; Tall, 1992, 1996; Vinner,
1991), senalan que a pesar que los estudiantes son capaces de resolver con
cierto éxito problemas de calculo rutinarios en el registro algebraico, existen
muchas dificultades cuando se estudian las funciones y sus derivadas en el
registro grafico y se trata de coordinar éste con los registros algebraicos y

analiticos.

Por otra parte, mi experiencia docente compartida con muchos profesores
salvadorenos durante mas de 10 anos me permite dar cuenta de tales
fendmenos (lo cual muy bien puede afirmarse que forma parte de mi
problematica espontanea como profesor). Por ejemplo, cuando mis estudiantes

consideran la solucién del problema de valor inicial

y-2xy =1 y(0)=-1,



' 1 2
y =¢e* je‘t dt—=e*,
0 2
he observado que ellos: 1) no acceden facilmente a las propiedades cualitativas
de y(x), 2) no poseen una imagen grafica de y(x), 3) el significado que atribuyen
a y(x) se reduce a una mera férmula que para calcular y(xg) se requiere de
algin método numérico, y 4) otros simplemente no creen que tales expresiones
sea respuestas tan aceptables como aquellas en las que sb6lo aparecen
funciones elementales. No obstante, mediante un estudio grafico/geométrico
elemental usando campos de pendientes, isoclinas, etc., las propiedades locales

y globales de la funciéon son inmediatas.

Asimismo, en Zill (1988, pp. 40-41), un libro de texto muy usado en los
primeros cursos de ecuaciones diferenciales ordinarias en muchas carreras en
el sistema universitario salvadoreno, se resuelve el problema de valor inicial

y'=y® -4, y(0) = -2 con el objeto, como el mismo autor lo menciona, de mostrar

las limitaciones de proceder s6lo en el registro algebraico y de darse por
satisfecho una vez encontrada una formula para la “solucién general”’. Sin
embargo, las explicaciones a las que recurren el autor y muchos de los
profesores que siguen tal texto se quedan en el mismo registro algebraico
mostrando solamente que existen soluciones que no pueden obtenerse de la
“soluciéon general”. También, a pesar de que se muestra ahi un dibujo con
algunas soluciones, no se explicitan las relaciones de este dibujo con la

ecuacion diferencial.

Por nuestra parte, creemos que esa situacién muy bien puede aprovecharse
para construir otras soluciones a partir de un analisis directo de la ecuacion
diferencial y relacionar éstos dibujos con la solucién general obtenida. Ademas,
el papel y significado de los teoremas de existencia y unicidad puede
enriquecerse y convertirse en una herramienta que el estudiante utiliza no
sélo para verificar que una ecuacién diferencial cumple deteminadas hipétesis,

sino que también la utiliza para construir las curvas soluciéon de la ED.



Por otro lado, también existen evidencias empiricas de que aquellos
estudiantes que son competentes en el registro grafico/geométrico, sacan mejor
provecho de ambientes de aprendizaje que usan las nuevas tecnologias. Por
ejemplo, (Chau & Pluvinage, 1999), reportan que universitarios de primer ano
que tienen éxito en las tareas cualitativas de las ecuaciones diferenciales
ordinarias sacan mejor provecho del trabajo grafico utilizando Derive que los
alumnos que trabajan bien la parte algebraica. Y agregan, que si bien es cierto
que, los métodos cualitativos se adquieren mas dificilmente, presentan, desde
el punto de vista didactico, el interés de favorecer la transferencia de
conocimientos. Por transferencia se entiende a la habilidad de un sujeto de
usar un conocimiento en condiciones diferentes a las cuales ese conocimiento
fue desarrollado, y poder asi resolver otras situaciones problemas que, en

principio, no estarian a su alcance.

Ahora bien, en el contexto del sistema universitario salvadoreno en el cual se
enmarca este trabajo, la situacién actual de la ensenanza del calculo (que muy
bien puede caracterizarse como una ensenanza tradicional centrada en la
representacion algebraica y en una practica algoritmica, con muy pocos nexos
entre matematicas y ciencia), por diversas causas, se ha visto muy poco
influenciada por los movimientos de cambio que se han mencionado antes. En
particular, esa es la situaciéon del primer curso de ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) en todas las carreras universitarias en que éstas se estudian

(ver anexo 3).

La revision de los diferentes programas de estudio y de los libros de textos
utilizados permiten afirmar que el curso introductorio de las EDO se concibe
como una continuacién o complemento de los cursos de calculo diferencial e
integral (de una o varias variables) y consiste, basicamente, en una secuencia
de trucos para encontrar formulas para las soluciones de ciertos tipos de EDO,
en el que se da prioridad a los aspectos algebraicos-algoritmicos y se dejan por

fuera cuestiones centrales acerca del comportamiento de las soluciones.



Por tanto, el proceso de ensenanza y aprendizaje se enmarca exclusivamente
en el registro de representacién algebraico/analitico. La soluciéon de EDO por
métodos graficos/geométricos, asi como la interaccién de éstos con los métodos
algebraicos/analiticos no son abordados o si se abordan se hace de una manera

muy marginal.

Ademas, concebir el primer curso de las EDO como la continuacién algebraica-
algoritmica de los cursos de calculo diferencial e integral deberia no ignorar,
por una parte, el hecho de que los estudiantes ya poseen unos conocimientos
y/o habilidades para construir la grafica de una funciéon usando las técnicas de
la primera y segunda derivadas y que, por lo tanto, poseen, bien o mal, algunos
conocimientos y habilidades graficas necesarias, aunque no suficientes, para
resolver EDO por los métodos cualitativos elementales (campos de pendientes,
1soclinas, determinacion de zonas de monotonia y concavidad, identificacién de
puntos de equilibrio, plano o linea fase, series temporales, etc.). Y por otra, el
hecho de que el desarrollo de habilidades algebraicas por si solas no
garantizan la comprension de los conceptos matematicos y que, por el
contrario, tal énfasis provoca esquemas conceptuales que impiden el progreso a

niveles superiores de pensamiento.

Por tanto, el primer curso de EDO reclama un enfoque que, contrario al
acercamiento convencional que prioriza el tratamiento algebraico y
algoritmico, integra los aspectos cualitativos, algebraicos y numéricos, asi
como los aspectos fenomenologicos de acuerdo a las practicas cientificas de
referencia de los estudiantes. Ese enfoque es el enfoque cualitativo y tiene el
interés anadido que permite retroalimentar la interpretaciéon geométrica y
fisica del concepto de derivada Evidentemente, para lograr esto, la creencia
generalizada entre el profesorado y, en consecuencia, entre los alumnos de la
superioridad del enfoque algebraico-algoritmico frente al enfoque
grafico/geométrico, asi como, la creencia en la imposibilidad de implementar
un curso siguiendo éste ultimo enfoque sin prescindir de la tecnologia, son

creencias que deben ser cuestionadas. “Las creencias y los habitos acerca del



estatus y el papel del cuadro grdfico actian como obstdaculos diddcticos y tienen
que ser explicitamente cuestionados con el objeto de obtener los cambios
epistemologicos necesarios en los profesores como en los alumnos® (Artigue,

1992, p. 132).

Asi pues, una de las finalidades de este trabajo es reunir o encontrar
evidencias epistemoldgicas, cognitivas y didacticas que sugieran determinados
cambios para enriquecer la metodologia de la ensefianza de las EDO, de
manera que no dependan exclusivamente del uso intesivo de la tecnologia, pero
que si la integra adecuadamente, para comprender los conceptos matematicos
implicados y, en definitiva, favorecer en los estudiantes una formacion

matematica global y practica.

0.2 Planteamiento del Problemay Justificacion

En este trabajo, modesto pero fecundo, ademas de 1iniciarnos en la
investigacion del Pensamiento Matematico Avanzado (PMA) y reflexionar
sobre los estudios mas relevantes en torno a los procesos de ensenanza y
aprendizaje del primer curso de ecuaciones diferenciales ordinarias, se ha
realizado una investigacion de campo para describir y caracterizar los
esquemas conceptuales de una muestra de estudiantes salvadorenos (de la
carrera de matematicas) que han concluido una asignatura de ecuaciones
diferenciales ordinarias bajo el enfoque tradicional cuando se les plantean
tareas que demandan relacionar los registros algebraico y grafico. Estas tareas
son basicas, y deberian formar parte del repertorio de los estudiantes

independiente del enfoque que haya sido dado a la asignatura de EDO.

Creemos que el problema de investigacion esta bien planteado y que no es
incongruente, pues las principales causas que ha favorecido el predominio del
enfoque algebraico/algoritmico en la ensefianza de las ecuaciones diferenciales
es la creencia generalizada entre el profesorado de la superioridad de éste

frente a los métodos graficos/geométricos, considerados como secundarios y



subsidiarios. En consecuencia, se cree que un estudiante que tenga un buen
desempeno en el primer enfoque automaticamente también lo tendra en el
segundo. Sin embargo, como puede verse en este trabajo, se aportan evidencias
que demuestran que en nuestro caso eso no es cierto y que las capacidades
para leer e interpretar informacion grafica asi como convertir informacion
cuantitativa en un formato cualitativo y viceversa (que tiene un valor practico
y educativo incuestionable) no se desarollan siguiendo un enfoque tradicional

(algebraico y algoritmico).

Las preguntas generales que se trata de responder son:

e ;Con qué se quedan los estudiantes una vez finalizada la asignatura de
ecuaciones diferenciales? jqué competencias han adquirido? jcuales se
supone que deberian haber adquirido?

o ;Qué papel juega el predominio del enfoque algebraico en la
conceptualizacion de la nocion de ecuacion diferencial y solucion de una
ecuacion diferencial de primer orden?

e ;Son los estudiantes capaces de construir la grdfica de una solucion de una
ecuacion diferencial derivando las propiedades necesarias de esta grdfica
directamente de la ecuacion diferencial o primero sienten la necesidad de
encontrar una formula para la solucion utilizando algun método de
integracion?.

o ;Cuales son las dificultades y obstdculos especificos que los estudiantes

experimentan cuando coordinan las representaciones grdficas y algebraicas?.

Las respuestas que se dan a estas cuestiones a través de la investigacién
bibliografica y empirica, permiten hacer un diagnéstico de la ensefianza y del
aprendizaje del primer curso de ecuaciones diferenciales ordinarias. Asimismo,
con perspectivas hacia la tesis, iluminan el camino para disefar, experimentar
y evaluar situaciones de ensenanza sobre el enfoque cualitativo en un primer
curso de ecuaciones diferenciales ordinarias. En esta perspectiva, como ya se

ha mencionado, nuestra filosofia de trabajo se fundamenta en la articulacion



de las diferentes representaciones semiéticas, los aspectos fenomenoldgicos
relacionados a los conceptos matematicos y las  habilidades

cognitivolingiiisticas.

Es muy cierto que, hoy en dia, existen muchas propuestas curriculares, textos
y materiales disponibles a través de internet para implementar un curso
reformado de ecuaciones diferenciales pero, también es cierto, que contrario a
lo que sucede con el calculo diferencial e integral, son muy pocos los estudios
didacticos que abordan el pensamiento del estudiante (ver Habre, 2000;
Rasmussen, 1998). No obstante, las investigaciones cognitivas son
indispensables para evaluar la wviabilidad de esas nuevas propuestas
curriculares e i1lumimar la practica docente. He aqui la importancia de este

trabajo.

Asi, siguiendo la linea de trabajo esbozada arriba, los objetivos de este

trabajo son:

» Elaborar un marco tedrico en torno a los constructos tedricos y
metodolégicos que se han elaborado para analizar el pensamiento
matematico avanzado que nos permita precisar el significado de la
terminologia y nos oriente en la obtenciéon de datos y el analisis de los
mismos.

» Estudiar qué dificultades y obstaculos experimentan los estudiantes, asi
como qué técnicas y conceptos utilizan cuando se les plantean tareas que
requieren de la interaccion y la coordinacion de aspectos graficos y
algebraicos para graficar la solucion de un problema de valor inicial para
una ecuacion diferencial de primer orden.

» Obtener un diagnostico de las habilidades y/o conocimientos con que se
quedan los estudiantes y comparar con los que deberian haber adquirido,
después de terminar un curso tradicional de ecuaciones diferenciales, que
nos sirva de referencia para disefiar, experimentar y evaluar situaciones de

ensenanza sobre el enfoque cualitativo en un primer curso.



Evidentemente, centrar este trabajo dentro del programa de investigacion
cognitivo Pensamiento Matematico Avanzado (Dreyfus, 1990; Tall, 1991) vy,
especificamente, en el pensamiento del estudiante implica asumir como
hipétesis basica que los fendmenos relativos al aprendizaje pueden ser
explicados a partir de las caracteristicas individuales de los estudiantes:
cognitivas, lingliisticas, psicolégicas, motivacionales, actitudinales, etc. Sin
embargo, esto no significa que los otros elementos que conforman el sistema
didactico (alumno-profesor-conocimiento) sean menos 1mportantes y, en
definitiva, para adquirir una comprension holistica o global de los fenémenos

de la ensenanza y el aprendizaje, ellos deben ser tomados en cuenta.

Durante las ultimas dos décadas las iniciativas de reforma de las matematicas
escolares han puesto atencién no solo en las matematicas a ser ensefiadas, sino
también en los procesos tanto individuales como sociales por los cuales éstas
son concebidas y aprehendidas. En este sentido, Tall (1991) dice que en tanto
que las matematicas son una cultura compartida, cualquier teoria psicolégica
del aprendizaje de las matematicas deberia tomar en cuenta, no sélo los
aspectos cognitivos, sino también aquellos que son dependientes del contexto:
“Cualquier teoria psicologica del pensamiento matemdtico deberia ser vista en el
contexto amplio de la actividad cultural y humana. No hay una verdad, una
forma absoluta de pensamiento acerca de las matemdticas, sino diversas formas
de pensamiento desarrolladas culturalmente en las cuales muchos aspectos son

relativos al contexto”(p. 6).

En particular, los procesos cognitivolingiiisticos implicados en la construccién
de significado y apropiacion del conocimiento matematico son muy
importantes. En este sentido, Jorba (2000) dice que el desarrollo del
pensamiento logico del alumno, esto es, de su capacidad de conjeturar,
describir, definir, explicar, analizar, sintetizar, argumentar, demostrar, etc.,
estd intimamente relacionado con el desarrollo de su capacidad para

comunicar las ideas tanto para si mismo como hacia los demas, es decir, de las



habilidades cognitivolingtiisticas: describir, definir, resumir, explicar,
justificar, argumentar y demostrar. Reciprocamente, estas habilidades
cognitivolingiiisticas se potencian y desarrollan a partir de estas habilidades
cognitivas que estan en la base del aprendizaje. Ademas, estas habilidades
cognitivilingiiisticas, demandan del profesor de matematicas una atencion
especifica y un esfuerzo propio en la clase de matematicas pues, ellas estan
implicadas en la elaboracion de cualquier tipo de discurso y tienen un
desarrollo especifico que difiere de una area a otra y, contrariamente a lo que
se suele creer, dificilmente son transferibles (Prat, 2000, pp. 71-72). Asi, el
proceso de ensenanza-aprendizaje deberia contribuir al desarrollo en los
alumnos de habilidades basicas, ya sean generales, interdisciplinarias o
especificamente disciplinarias que les permitan acceder a una forma de
comunicacion especial (ver Bandiera et al., 1995), es decir, que desarrollen su
competencia comunicativa: entendida como el conjunto de procesos y
conocimientos de diverso tipo que el alumno debe poner en juego para producir
o comprender discursos adecuados a la situacién y al contexto de comunicacién

y al grado de formalizacién requerido.

0.3 Antecedentes

El movimiento de reforma del curriculum de las EDO para romper con la
exclusividad de los procesos de algebrizacion y algoritmizacién a que ha estado
sometida la ensenanza y el aprendizaje de esta disciplina durante mucho
tiempo, inici6 hace mas o menos 20 anos, en 1983, con la publicacién de
Artigue y Gautheron (1983) de su libro Systemes Differentiels, Etude
Graphique y la propuesta en Inglaterra del School Mathematics Project (SMP)
(1983). Sin embargo, ya en el afio 1919, Brodetsky (citado en Hernandez, 1994)

planted la necesidad de ensenar las EDO desde una perspectiva geométrica.

Recientemente han aparecido varias propuestas de innovacion curricular:
Hubbard y West (1991), Blanchard (1994), Hernandez (1994), Devaney (1995),
Arrowsmith (1991), Blanchard, Devaney y Hall (1997, 1999) en las cuales se
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promueven la integracién y coordinacién de los enfoques numéricos,
algebraicos y graficos; en particular, de los enfoques algebraico y grafico, esto
es, entre una ecuacion y el conjunto de curvas soluciéon. El impacto de estos
esfuerzos se puede apreciar muy bien en la evolucién de los libros de Boyce Di

Prima.

Devaney (1995), sugiere que con la introduccion de la tecnologia y el estudio
cualitativo de las funciones, se puede introducir material relevante y moderno
y presentar topicos tradicionales de ED desde un nuevo punto de vista, como
por ejemplo la Teoria de Bifurcaciones?, que rara vez se incluye en los cursos
tradicionales de ED y que son de una importancia crucial en muchas

aplicaciones de la ingenieria. Devaney dice:

“In our courses, the analytic solution of differential equations definitely
takes a back seat to qualitative and numerical techniques. At the outset,
when covering first order equations, we remind students how to solve
separable equations. But that is essentially the only analytic technique we
include until the end of the first order discussion when we finally solve first

order linear equations and mention changes of variables.

Most of our effort deals with autonomous equations of the form ((jj_)t/ = f(y).

Although this type of equation is separable, we rarely take the time to carry
out the integrations explicitly (when we do it is most often to show students
how “‘ugly' and uninformative the resulting formulas are). Rather, we
emphasize the interrelationships between four different pictures associated
with this equation. These pictures are fairly easy to draw using only the
formula for f(y), and which they do not give a completely accurate portrayal
of the behavior of solutions. They do provide a good picture of the

qualitative or long term behavior of solutions.”

2 En términos generales, se dice que se tiene una bifurcacidn si el comportamiento global de las soluciones de
una ecuacion diferencial, que depende de un parameto, cambia cuando el pardmetro varia. Considérese, por
ejemplo, la ecuacion y* = y(1-y) —a, con a>0. Si a<1/4, hay dos soluciones constantes; si a=1/4 s6lo hay una
solucién constante; y si a>1/4 no hay soluciones constantes.
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Por su parte, (Hernandez, 1994) considera los obstaculos que aparecen en la
articulacién de los marcos numeérico, algebraico y grafico en el estudio de las
EDO y, tomando como marco tedrico la nocién de ingenieria didactica, elabora
una propuesta para la ensenanza de las EDO en las escuelas de ingenieria del
sistema universitario mexicano. Basicamente su propuesta consiste en
implementar el marco geométrico desde el inicio y limitar el marco algebraico
a los métodos para resolver ecuaciones de variables separables, las lineales de
primer y segundo orden, y el método de la transformada de Laplace. Asimismo,
promueve el uso del software computacional para el calculo de integrales, la
simplificacion de expresiones algebraicas y para articular, cuando sea posible,

la solucion algebraica con su representacion grafica.

Finalmente, (Blanchard et al., 1997) plantea un enfoque desde la perspectiva
de los sistemas dinamicos en el que se hace énfasis en la interaccion entre las
aproximaciones numéricas, analiticas y cualitativas para lograr la
comprension del concepto de solucion de una ED. En la introduccién del texto
escribe:
"This book is an outgrowth of our opinion that we are now able to effect a
radical revision, and we approach our updated course with several goals in
mind. First, the traditional emphasis on specialized tricks and techniques
for solving differential equations is no longer appropriate given the
technology that is readily available. Second, many of the most important
differential equations are nonlinear, and numerical and qualitative
techniques are more effective than analytic techniques in this setting.
Finally, the differential equations course is one of the few undergraduate
courses where it is possible to give students a glimpse of the nature of

contemporary mathematical research”

“This book is a radical departure from the typical "cookbook" differential
equations text. We have eliminated most specialized techniques for deriving
formulas for solutions, and we have replaced them with topics that focus on

the formulation of differential equations and the interpretation of their
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solutions. To obtain an understanding of the solutions, we generally attack a
given equation from three different points of view. One major approach we
adopt is qualitative. We expect students to be able to visualize differential
equations and their solutions in many geometric ways. For example, we
readily use slope fields, graphs of solutions, vector fields, and solution curves
in the phase plane as tools to gain a better understanding of solutions. We
also ask students to become adept at moving among these geometric

representations and more traditional analytic representations”

Por otro lado, se tienen las investigaciones de Artigue (1988, 1992),
Ramanussen (1988) y Habre (2000) que se centran en el pensamiento de los
estudiantes cuando se enfrentan a tareas o problemas que pueden resolverse
usando métodos cualitativos. Los datos recogidos indican que la aproximacion
cualitativa es plausible y presentan muchas ventajas, pero que se tiene que
hacer un gran esfuerzo para romper con la tendencia de los estudiantes hacia
el modo de pensamiento algebraico/algoritmico y modificar sus concepciones

acerca del estatus del registro grafico.
Finalmente, consideramos los estudios de Moreno y Azcarate (1997) y Moreno
(2000) en los que se estudian las concepciones de los profesores acerca de la

ensenanza y el aprendizaje de las EDO.

En las secciones 1.9 y 1.10 se revisan en detalle los aportes de estas

investigaciones y ahi remitimos.
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CAPITULO 1: Marco Teorico

1.1 Presentacion

Las diferentes perspectivas tedricas que coexisten en el Pensamiento
Matematico Avanzado (PMA)3 proporcionan un marco epistemolégico especifico
que permite describir y explicar, por un lado, las dificultades, obstaculos,
Inconsistencias e incoherencias? que aparecen en las producciones de los
estudiantes y, por otro, qué construcciones mentales son necesarias realizar
(en el pensamiento de los estudiantes) para comprender y aplicar los conceptos
matematicos superiores. Asimismo, ellas facilitan un panorama del desarrollo
cognitivo del estudiante, asi como permiten sistematizar y explicar desde

varios puntos de vista los datos obtenidos en las investigaciones didacticas.

El denominador comun de varias de éstas teorias es la dialéctica proceso-
objeto, en la que se postula que el desarrollo del conocimiento matematico en
la estructura cognitiva del sujeto, se inicia con acciones (primero sobre el
medio), luego algunas acciones se interiorizan en un proceso repetitivo (es
decir, una representacién cognitiva de un proceso matematico) que
progresivamente se concibe como un objeto por derecho propio que puede ser

manipulado en un nivel superior de pensamiento (Tall, 1996). En esta

3 En general, el PMA puede caracterizarse en funcion o bien del nivel de las matematicas o bien de las
operaciones requeridas para hacer matematicas (Heid y Ferrini-Mundy, 1999). Asi, el PMA es un témino que
se refiere a los modos de pensamiento que permiten a un sujeto aprender, producir, valorar y aplicar las
matematicas. Desde esta perspectiva, en el PMA no se supone que esas habilidades deberian ser adquiridas
solo después que el pensamiento matematico no-avanzado ha sido asimilado y dominado. Y por lo tanto,
todos los niveles educativos, desde el elemental al univesitario, requieren del PMA. Ejemplos de pensamiento
matematico avanzado son: reconocer un concepto en diferentes sistemas de repesentacion, el razonamiento
deductivo, conjeturar, el razonamiento algoritmico, la encapsulacion, la conversion entre repesentaciones.
Otra perspectiva, considera que el PMA deberia ser definido en términos del nivel de los contenidos
curriculares (Dreyfus, 1991). Asi, se identifica el PMA con el pensamiento de las matematicas avanzadas, es
decir, con el céalculo y mas alla. Tall (1991) dice que el paso del pensamiento matematico elemental al
avanzado supone transiciones muy importantes: 1) pasar de describir a definir, y 2) de convencer a demostrar.
4 Siguiendo a Garhin(2000), diremos que una idea o un pensamiento es inconsistente para un sujeto cuando
éste considera compatible una proposicién y su negacion. Asi las inconsistencias se refieren a contradicciones
dentro de una teoria matematica. Ahora bien, cuando se resuelve un mismo problema en diferentes sistemas
de representacion puede suceder que se generen respuestas contradictorias entre si. Llamamos a estas ideas o
pensamientos contradictorios incoherencias. Por lo tanto, se puede tener un alumno cuyo pensamiento o ideas
sean inconsistentes (que contradicen la teoria) pero coherentes (que las ideas son equivalentes al cambiar de
sistemas de representacion).
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dinamica proceso-objeto juegan un papel relevante las representaciones
semioéticas de los objetos o conceptos matematicos; y en particular, el desarrollo
pensamiento visual. Asimismo, la nociéon de esquema conceptual (concept

1mage) ha mostrado ser una herramienta util en las investigaciones del campo.

Por lo tanto, para tener un marco de referencia general acerca del PMA, en las
secciones siguientes se revisan los principales constructos tedricos que sirven
de soporte para muchas investigaciones que se realizan bajo el PMA, a saber:
las perspectivas teodricas de Tall y Vinner, Dubinsky, y Sfard. También, se
consideran sumamente importantes tanto desde el punto de vista tedrico como

metodologico, el papel de los obstaculos y de las representaciones semioticas.

1.2 Definicidon del Concepto y Esquema Conceptual

En este trabajo la nociéon de esquema conceptual juega un papel central, pues
lo que se pretende es describir y caracterizar los esquemas conceptuales de los

estudiantes en torno a los conceptos de ecuacion diferencial y sus soluciones.

Autores como (Azcarate, 1990; Dreyfus y Vinner, 1989; Tall,1991; Tall y
Vinner, 1981; Vinner, 1991) hablan de los términos definicion del concepto
(concept definition) y esquema conceptual® o imagen del concepto (concept
image) para destacar la diferencia que existe entre los conceptos matematicos
definidos formalmente y los procesos cognitivos utilizados para concebirlos, y
poder asi describir o explicar por qué unos estudiantes tienen éxito y, por el

contrario,

5Esquema conceptual es la traduccidn que adopta Azcarate (1990) para el término ingles concept image.

® Artigue (1990), utilizan los términos concepto matematico y concepciones de los alumnos estableciendo un
paralelismo entre concepto matematico y concepcion: “De la misma manera que en un concepto matematico
se distingue:la nocidén matematica tal como se define en el contexto del saber sabio en una época dada, el
conjunto de los significantes asociados al concepto, la clase de los problemas en cuya resolucion adquiere su
sentido, los instrumentos: teoremas, técnicas algoritmicas, especificas del tratamiento del concepto; en las
concepciones de los sujetos se distinguiran diversas componentes, y en particular:

la clase de situaciones—problemas que le dan sentido al concepto para el alumno, el conjunto de los
significantes que es capaz de asociarle, en particular las imagenes mentales, las expresiones simbdlicas,

los instrumentos, teoremas, algoritmos de los que dispone para manipular el concepto.” Artigue sefiala que
existe una proximidad entre concepcién y esquema conceptual.(Azcarate,1995).
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otros fracasan en la comprension de los conceptos y métodos matematicos. La
nocion de esquema conceptual (concept image) fue introducida en el PMA por Tall y
Vinner (1981) para referirse a todas las representaciones mentales que son evocadas por el
nombre de un concepto. En Tall y Vinner (1981), se encuentra lo que debe entenderse por
esquema conceptual: “El termino esquema conceptual describe la estructura cognitiva
total” asociada con un concepto y que incluye todas las imagenes mentales y las
propiedades y los procesos asociados con él. Se construye a lo largo de los afios a través
de experiencias de todo tipo que van cambiando segun el individuo encuentra nuevos

estimulos y madura.”(p. 2) (ver también Azcarate,1995, 1998).

Vinner (1991) anade: “El esquema conceptual es algo no verbal asociado en
nuestra mente con el nombre del concepto. Puede ser una representacion visual
del concepto en caso de que este la tenga, también puede ser una coleccion de

impresiones o experiencias’ (p. 68).

Y dado que diferentes estimulos pueden activar diferentes partes del esquema
conceptual, se llama esquema conceptual evocado a esa parte que se activa en
un momento dado. Asi, en momentos distintos, pueden ser evocadas imagenes
aparentemente conflictivas. Sin embargo, sélo cuando esos aspectos sean

evocados simultaneamente existira un sentido real de conflicto o confusion.

Igualmente, para precisar lo que se entiende por el término definiciéon del
concepto, Tall y Vinner (1981) escriben: “consideramos la definicion del
concepto como una secuencia de palabras usada para referirse al concepto. Esta
puede ser aprendida mecdnica o significativamente y estar relacionada, en
menor o mayor grado, al concepto como un todo. Puede ser una reconstruccion
personal de una definicion, es decir, una secuencia de palabras que el individuo

usa para explicar su esquema conceptual evocado.”(p. 2)

"Por estructura cognitiva se entiende al contenido total y la organizacion de las ideas en una area particular de
conocimientos, almacenados en nuestras mentes que crece y se desarrolla desde la mas temprana infancia
También, la estructura cognitiva total se refiere al significado del concepto y es mucho mas que la evocacion
de un sélo simbolo, y también, es mas que cualquier imagen mental, ya sea esta pictorica, simbolica o
cualquier otra. Durante el proceso de recordar y manipular un concepto, muchos procesos son traidos a
escena que consciente o inconscientemente afectan el significado y el uso.(Tall, 1981, p.1-2)
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En el mismo sentido, Azcarate (1995) escribe: “La definicion de un concepto
matemdtico como una Ssecuencia de palabras o una definicion verbal del
concepto, fruto de su evolucion historica. Se podrda distinguir entre las
definiciones formales, convenidas y aceptadas por la comunidad cientifica de
los matemdticos en un momento dado, y las definiciones personales que utilizan
las personas (estudiantes, profesores, matemdticos) como construccion o

reconstruccion de una definicion formal.”(p. 12).

Asi, la definicion del concepto, atendiendo a céomo se usa la secuencia de
palabras puede dividirse en: personal, la reconstruccién que la persona hace de
una definicion formal dada, y formal, aquélla convenida y aceptada por la
comunidad de matematicos en un momento dado ( que muy bien, puede no

significar nada para un estudiante).

En cada individuo, una definicién del concepto genera su propio esquema
conceptual, llamado esquema conceptual formal y que consiste sélo de aquellos
conceptos y propiedades que han sido construidos formalmente a partir de las
definiciones, el cual puede ser vacio o puede no estar relacionada
coherentemente a las otras partes del esquema conceptual total o esquema
conceptual informal, que por supuesto es mas amplio y contiene al primero

(Tall y Vinner, 1981, p. 2).

Es mas, Dreyfus y Vinner (1989) senalan: “El esquema conceptual del
estudiante es el resultado de su experiencia con ejemplos y contraejemplos del
concepto. Por tanto, el conjunto de objetos matemdaticos que el estudiante
considera ejemplos del concepto no es necesariamente el mismo que el conjunto
de objetos matemdticos determinados por la definicion formal. Si estos dos
conjuntos no son el mismo, el comportamiento del estudiante puede ser diferente
del que espera el profesor. Para mejorar la comunicacion necesitamos
comprender por qué se da esta diferencia; por tanto es importante explorar los
esquemas que tienen los estudiantes de muchos de los conceptos

matematicos.”(p. 356).

17



Por ejemplo, la definiciéon del concepto formal de una funcién ensenada a los
estudiantes podria ser la definicion de Dirichlet-Bourbaki: una
correspondencia entre dos conjuntos no vacios tal que se asigna a cada
elemento del primer conjunto (dominio) exactamente un elemento del segundo
conjunto (codomio). Pero el esquema conceptual de un estudiante puede muy
bien incluir o no muchos otros aspectos; a saber: que una funcién esta dada
por una regla, una formula, una grafica, una tabla de valores, una accién, que
formulas diferentes puedan ser usadas en diferentes partes del dominio, una
funcién tiene que es siempre continua, una funcién debe estar dada por una
sola férmula, etc. Y cuando este estudiante se enfrenta a tareas de
construccion o 1identificacion de funciones su comportamiento esta
determinado basicamente por su esquema conceptual, mientras que la
definicién del concepto formal dada permanece inactiva en la estructura

cognitiva (ver Tall y Vinner, 1981; Vinner y Dreyfus, 1989).

Asimismo, la definicién verbal de limite de una sucesion "s 2 — s"que dice:
n

“podemos hacer que S, esté tan cerca de s con tal que tomemos n

suficientemente grande”, induce en muchos estudiantes la nocién de que s, no

puede ser igual a s. En estos estudiantes esta nocion es parte de su esquema
conceptual pero no es parte de la teoria formal (ver Schwarzenberger y Tall,
1978). Asi, ante problemas que desde el punto de vista matematico serian lo
mismo, resulta que para los estudiantes no lo son. Por ejemplo, Tall (1981)

reporta que 14 de 36 estudiantes de primer ano de universidad responde que:

!]ilpo(1+%+...+%) =2y 09<1.

Algunos afirman: “0.9 es menor que 1 porque el proceso de acercarse cada vez

mas a 1 continua para siempre sin ser completado jamas.”

Las imagenes o las concepciones de los estudiantes son tan estables que éstas
no se modifican aun después de secuencias de aprendizaje concebidas

expresamente para ello. Por ejemplo, en un curso universitario disefiado por

18



Tall (ver Tall, 2000a) para introducir intuitivamente la definicién formal de
limite £¢—N a través de experiencias de programacion con ordenadores, se

pidi6 a los estudiantes que respondieran:

111 1
el3,4,5,...tiendea

e Ellimitede 1,,%,%,...€S

Las respuestas obtenidas se resumen en la tabla 1. Ellas muestran que las

1deas de los estudiantes sefialadas antes se conservan.

Respuestas: “tiende a”/’el limite es”

Test 0/0 o/  i/i 0/? 2/2 0/2 0/1
Pretest (N=25) 0 11 1 5 0 2 2
Postest (N=23) 8 3 3 0 4 0 2

Tabla 1. (Tomada de Tall, 20004, p. 220).

Estas respuestas tienen explicaciones naturales: 2 es la suma de la serie

1+3+2+5+..., 1 es el término més grande (igual que la velocidad limite es la

maxima velocidad permitida), y + es el limite genérico (+con n infinito). La
respuesta que mas se repite en el pretest % sugiere una conceptualizacién

en la que la sucesion tiende a 0 (el valor limite), pero el limite tiene un valor

arbitrariamente pequenio 1. Esto lo que refleja es un esquema conceptual de

la recta numérica conteniendo cantidades infinitesimales que esta en
desacuerdo con la definicién formal de los nimeros reales y que, por ejemplo

los conduciria a rechazar el axioma de completitud.

También se observo que el significado de 0.9 (periédico) permanecid

esencialmente sin cambio pese a haber discutido en detalle las razones por qué

0.9 es el limite de la sucesion (1— }{0) y, que por lo tanto, es igual a 1.

También, se pregunto: jes 0.9 igual a 1? Las respuestas obtenidas se resumen

en la tabla 2.

19



Test Si1 NO é No responde
Pretest (N=25) 2 21 1 1

Postest (N=23) 2 21 0 0
Tabla 2. (Tomada de Tall, 20004, p. 221).

Asi, los estudiantes contintian concibiendo 0.9 como una secuencia de

nimeros que se acerca mas y mas a 1 y no como un valor fijo.
Otras preguntas que se propusieron a los estudiantes fueron:
e ; Podrias sumar 0.1+0.01+0.001+... para conseguir una respuesta exacta?.

e Yasabes que § =0.1. jserd ¢ igual a 0.1+0.01+0.001+... ?

Las respuestas obtenidas se muestran en la tabla 3.

Respuestas: “podrias...”/’sera..”.

Test Si/No Si/No  Si/No  Si/No  Si/No  Si/No  Si/No
Pretest (N=25) 4 0 1 18 0 1 1
Postest (N=23) 2 2 2 14 1 0 0

Tabla 3. (Tomada de Tall, 2000a, p.221).

Estos datos indican que la mayoria consideraban 0.1+0.01+0.001+...=% falso,

pero 5 =0.1+0.01+0.001+...verdadero. Asi, la lectura de izquierda a derecha en

la primera cuestién parece que representa un proceso infinito potencial que

nunca puede ser completado, mientras que la segunda indica que §puede ser

dividido hasta alcanzar todos los términos deseados. También podria decirse
que los estudiantes consideran la expresion 0.1+0.01+0.001+...como un

proceso y no como un valor.
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También, para la nociéon de continuidad, Tall (1981), reporta que en los
esquemas conceptuales de estudiantes sobresalientes, subsisten ideas que
estan en conflicto con la definicion formal: “Es continua porque la funcion esta
dada por una sola formula”, “Es continua porque es de una sola pieza”, “Es
continua porque no tiene saltos ni agujeros”, “Es continua porque el gradiente

cambia suavemente’.

Esto, lo que dice es que los estudiantes evocan partes diferentes de su
esquema conceptual del proceso del limite y de la nociéon de continuidad. Y
que, ademas, la construcciéon de esquemas conceptuales para estas nociones -
limite y continuidad- a partir de enfoques intuitivos e informales y con
ejemplos especificos en los que predomina una idea de proceso, es insuficiente

o limitada.

Respecto al concepto de derivada, Vinner (1991) reporta que muchos
estudiantes de calculo, atn después de haber estudiado este concepto,
afirmaban que era posible dibujar una tangente a la curva y=x* enx=0, pero
solo el 18% fueron capaces de dibujar la tangente correctamente. Por nuestra
parte, hemos observado que muchos estudiantes tienen una gran dificultad
para dibujar la grafica de una funciéon continua alrededor de O cuando se

cumple la condicién Iing f'(X) =+ (ver Vinner, 1991; Dubinsky, 2000). Esto

sugiere que los esquemas conceptuales de esos estudiantes no contienen
tangentes horizontales en puntos que no sean maximos o minimos, asi como

tampoco la imagen de una tangente vertical.

Otros estudios reportan que son varios los significados que los estudiantes

. . . A .
atribuyen a las diferentes partes ﬂ = lim 2y (ver Artigue, 1991; Orton, 1980;
dx ax-0 AX
Tall, 1980). Por ejemplo, algunos afirman que dx y dy no tienen significado en si
mismos, sino que forman una unidad indivisible d—y; para otros, dx es un
X

numero real, dx = IimOAXo dx indica la variable de integraciéon. De la misma
AX—>
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manera, por ejemplo: dy es un incremento infinitesimal, dy=Ilim Ay o en
Ay—0

cambio que dy = f'(x)dx.

En este sentido, siguiendo a Tall (1981), se llama factor conflictivo potencial a
aquella parte de la definicion del concepto o del esquema conceptual que puede
chocar o entrar en conflicto con alguna otra parte de estos. Y cuando estos
factores sean evocados en circunstancias que producen un conflicto cognitivo
real se llamaran factores conflictivos cognitivos. Un factor conflictivo potencial
digno de atencién es aquel que esta en desacuerdo no con una parte del
esquema conceptual sino que con la definicion del concepto formal. Tales
factores pueden impedir seriamente el aprendizaje de la teoria formal, pues
ellos pueden no convertirse en factores conflictivos cognitivos a menos que la
definicién del concepto formal desarrolle un esquema conceptual que conduzca
a un conflicto cognitivo. Los estudiantes que tienen tales factores conflictivos
potenciales en su esquema conceptual pueden estar muy seguros de sus
propias interpretaciones de las nociones implicadas y considerar simplemente

que la teoria formal es inoperativa y superflua.

Por lo tanto, es muy posible que en el esquema conceptual de una persona
coexistan, inconsciente o conscientemente, ideas contradictorias y conflictivas;
y tal conflicto sera patente cuando y sélo cuando esas ideas sean evocadas
simultaneamente. De aqui la importancia de que el profesor sea consciente de
los posibles esquemas conceptuales de sus estudiantes para sacar a la luz
aquellos esquemas conceptuales incorrectos y poder superarlos a través de la
discusién racional.

Los estudios de Vinner (1991), Azcarate (1993, 1998), Dreyfus y Vinner (1989),
por ejemplo, muestran que existe una variedad de relaciones entre la
definicién del concepto formal y el esquema conceptual. Y como ya se ha
puntualizado, el estudiante ante una situacién-problema toma decisiones
sobre la base de su esquema conceptual y no necesariamente utiliza la

definicién del concepto.
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La idea de Vinner (1991, pp.60-73) acerca de la existencia de dos células en la
estructura cognitiva, para explicar la variedad de relaciones entre la
definicién del concepto y el esquema conceptual, nos parece adecuada si se
reemplaza el contenido de la célula de la definicion del concepto por el
esquema conceptual formal (que contiene a la definicién del concepto personal
y los conceptos y propiedades que han sido construidos formalmente de la
definicién formal. A la vez, ella esta contenida, frecuentemente con grandes
conflictos, en el esquema conceptual total o informal). Y asi un objetivo de los
procesos de ensenanza y aprendizaje seria activar y fortalecer ésa célula en el
pensamiento de los estudiantes, para que ellos sean capaces de enfrentase con
las mejores herramientas a una situacion problema. Creemos que esto deberia
ser asi porque obviamente en todo sistema didactico existen unos saberes ya
previamente dados y que el objeto de los procesos de ensenanza y aprendizaje
es la apropiacion y construccion de significados para esos saberes por parte de
un sujeto. Kl significado de un concepto puede entenderse por lo qué podemos

hacer, decir, pensar o producir con él.

Sin embargo, es importante tener en cuenta que en el proceso ensenanza-
aprendizaje, introducir primero la definiciéon formal del concepto comunica un
esquema conceptual muy pobre o débil y, a la vez, esquemas conceptuales
pobres o débiles provocan definiciones personales incorrectas o limitadas que
entran en conflicto tanto con la estructura cognitiva del estudiante como con

la definicién formal del concepto.

Por lo tanto, creemos que esta perspectiva implica que el punto de partida y el
énfasis de la ensenanza debe ser la construcciéon por parte del alumno de
esquemas conceptuales ricos y flexibles a partir del enfrentamiento con una
situacion-problema. Y dado que evidentemente las definiciones y la teoria
formal desempefian un papel muy importante en la realizacién de tareas
cognitivas, es necesario educar progresivamente los habitos de los alumnos de
forma que las definiciones y teoremas formen parte de su experiencia, y en

consecuencia, de sus esquemas conceptuales. Azcarate (1995) dice: “...no sirve
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de nada introducir un concepto matemdtico nuevo mediante una definicion si el
alumno o alumna no ha construido, previamente y mediante su experiencia,
algunos elementos, mas o menos conexos, de un esquema conceptual’. En efecto,
este es considerado uno de los problemas fundamentales dentro del
pensamiento matematico avanzado: la transiciéon del pensamiento matematico

elemental al avanzado.

En este sentido, Tall (2000a) explica el desarrollo cognitivo del sujeto por
medio de un modelo que distingue entre matematicas técnicas (o informales) y

formales:

e Las matematicas técnicas son aquellas en las que los nuevos objetos o
conceptos matematicos se construyen basicamente a partir de la
experiencia del sujeto con las diferentes representaciones semidticas del
objeto y el desarrollo de las habilidades proceptuales implicadas (ver
seccion 1.3). Siguiendo a Tall, lo que caracteriza este tipo de matematicas
es el proceso de expansion de la estructura cognitiva del sujeto cuando
incorpora y asimila nuevos objetos.

e Las matemdticas formales son aquellas en la que los objetos o conceptos,
nuevos o ya conocidos, se construyen por via deductiva a partir de
definiciones, axiomas y demostraciones. Lo que caracteriza este tipo de
matematicas es el proceso de reconstruccién de la estructura cognitiva del
sujeto para concebir las ideas o los objetos desde una perspectiva
totalmente nueva (la axiomatico-deductiva) que puede chocar con la

experiencia previa del sujeto.
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Fig. 1. Un modelo del desarrollo cognitivo del estudiante (tomado de Tall, 2000, p.224)

La evidencia empirica indica que existe una separaciéon muy grande entre
estos dos tipos de actividad matematica y que son muy pocos los estudiantes
los que logran realizar, no sin dificultad, la transiciéon de las matematicas
técnicas a las formales (ver fig. 1). Una de las dificultades que suele senialarse
es la renuencia de los estudiantes a aceptar definiciones (axiomaticas) que no
se corresponden con su experiencia, pues para ellos una definiciéon tiene sélo
un papel descriptivo, para describir las propiedades observadas (ver, por
ejemplo, el caso de los estudiantes que no aceptaban el axioma de completitud

para los numeros reales en Tall, 2000a, p.220).

Para Lakatos (1981), por ejemplo, el divorcio que existe entre las matematicas

formales e informales, lo resuelve la Heuristica Matematica, que segun él, es
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la metodologia que tiende los puentes adecuados para hacer plausible la
unidad intrinseca entre los contextos de génesis y de justificacion del
conocimiento matematico: los conceptos matematicos crecen y las pruebas se
mejoran en una dialéctica de pruebas y refutaciones, argumentos vy
contraargumentos, ejemplos, no ejemplos y contraejemplos; las matematicas
son el resultado de procesos de experimentacion, observacién y negociaciéon. Y
en clerto sentido, esto es lo que se pretende cuando se habla de enriquecer y

hacer evolucionar los esquemas conceptuales de los estudiantes.

Ahora bien, muchos estudiantes de carreras no matematicas no requieren ( o
no deberia exigirseles) alcanzar el nivel de las matematicas formales. De cara
a las aplicaciones y a sus necesidades académicas y profesionales las
matematicas técnicas son suficientes. Asi, para estos estudiantes es mas
significativo poseer esquemas conceptuales flexibles y robustos, construidos a
partir de su actividad sensorial, motora, visual y verbal, pasando por las
actividades semioticas de representacion y las proceptuales (ver secciones 1.3y
1.7), que los capacitan para enfrentarse y resolver con eficacia muchas tareas

en su campo de estudio.

Por otro lado, Pinto (1998) reporta que en el proceso de construcciéon de la
teoria formal, los estudiantes de matematicas pueden dividirse en dos grupos:
1) los que siguen una via axiomatica-deductiva, y 2) los que reconstruyen sus
esquemas conceptuales para producir imagenes que sirvan de soporte para las

definiciones y deducciones.

Asi, un modelo mas apropiado que toma en cuenta la necesidad de atender el
desarrollo cognitivo de esa diversidad de estudiantes se ilustra en la figura 2.
En particular, se deduce que es necesario ser consciente de que no existe una
metodologia de ensefanza tunica. Pues, algunos estudiantes podrian
bloquearse con una instrucciéon formal y otros, tal vez, lo harian al hacer

referencias a imagenes y argumentos informales.
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Fig. 2. Un modelo del desarrollo cognitivo del estudiante que plantea la posibilidad de
desarrollar esquemas conceptuales consistententes, flexibles y robustos a partir de la
interaccion de la expansién yla reconstruccion cognitiva (tomado de Tall, 2000a, p.225).

De este modelo, también se desprende que para atender la diversidad de
estudiantes y las caracteristicas diferentes de su desarrollo cognitivo es
necesario promover la interaccién entre la expansion y reestructuracion
cognitiva; en particular, la interaccién entre las diferentes representaciones de

los objetos y las tareas de justificaciéon y argumentacion.

27



A manera de sintesis, a continuacion se senalan las caracteristicas principales

de un esquema conceptual que se encuentran en la literatura:

e Incluye todos los atributos mentales asociados con el concepto, sean estos
conscientes o no.
e Incluye todas las imagenes mentales asociadas con el concepto: simbdlica,
iconica, numérica, verbal, grafica, etc.
e Puede contener las semillas de un futuro conflicto.
e En su desarrollo, no tiene que ser necesariamente un todo coherente en
cada momento.
¢ Incluye las propiedades que caracterizan al concepto y los procedimientos
asociados, sean estos correctos o no.
¢ Incluye las experiencias asociadas al concepto:
e e¢jemplos y contra-ejemplos del concepto.
e situaciones matematicas previas en las que se ha estudiado o
aplicado el concepto.

e situaciones extra-matematicas

e Incluye las impresiones y los sentimientos que evoca el nombre del
concepto.

¢ Creencias arraigadas en la estructura cognitiva.

e Incluye los ejemplos prototipicos o prototipos o genéricos asociados al
concepto, es decir, ciertas regularidades comunes a la mayoria de los
esquemas conceptuales de los sujetos.

e Kl esquema conceptual no se construye necesariamente a partir de las

definiciones, sino que a partir de la experiencia de la persona.
En este trabajo el modelo de la figura anterior sera uno de los referentes

cognitivos centrales, junto con los modelos basados en la dualidad proceso-

objeto.
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Es la observacion de que en la actividad matematica hay ciclos recurrentes en
los cuales un proceso, tal como contar, se vuelve un concepto, tal como nimero,
la que nos conduce a considerar los modelos cognitivos basados en la dualidad
proceso-objeto. Creemos que estos otros modelos ayudan a describir y

caracterizar los esquemas conceptuales.
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1.3 Dualidad proceso-concepto. Nocion de procepto

La nociéon de proceptod fue introducida por Gray y Tall (1991, 1994), en el
contexto de la aritmética elemental, para denotar el uso dual del simbolo como
proceso (la adicién) y concepto (la suma). Posteriormente, este constructo
cognitivo también ha sido utilizado sistematicamente por Tall y sus
colaboradores en sus investigaciones didacticas en algebra y calculo, y ha
mostrado ser particularmente util. Nociones como la de expresion algebraica,
funcién, derivada, integral, limite son todos ejemplos de proceptos. La
habilidad para utilizar los simbolos para intercambiar entre los procesos y
conceptos contenidos en ellos, afirma Tall, es una de las construcciones mas
poderosas y naturales de la mente humana de la cual se sirve el pensamiento

matematico (Tall, 2000).

Asi, pues, se llama procepto® al constructo cognitivo que resulta de la
combinaciéon de un proceso y un concepto (producto de ese proceso) que pueden
ser evocados por un mismo simbolo (Gray y Tall, 1993, 1994, Tall, 2000). El
termino proceso se refiere a la representacion cognitiva de una operaciéon

matematica (fig. 3).

proceso

Simbolo\
concepto

procepto

Fig. 3. En un procepto el simbolo actiia como pivote entre proceso y
concepto (tomado de Tall, 2000, p. 5)

De acuerdo con Tall (2000) la nociéon de procepto estd en la raiz del
pensamiento matematico exitoso y su poder radica en tres caracteristicas que

aparecen cuando se hace uso de los simbolos: la dualidad (como proceso y

8 Gray y Tall observaron que 3+2 podia ser visto como adicion 0 suma, y que no existia en las diferentes
teorias de la encapsulacién proceso-objeto (por ej. Dubinsky o Sfard) un término para describir esta dualidad
en el uso del simbolo (Tall, 2000).

% De acuerdo con Tall la nocién de procepto es tan fundamental para la psicologia cognitiva como las
nociones de conjunto y funcién lo son para las matematicas.
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objeto), la ambigiiedad (como proceso u objeto) y la flexibilidad (para moverse

facilmente de uno al otro).

También la nocién de procepto es un ejemplo de lo que Tall de manera mas
general llama Unidad Cognitiva: una parte de la estructura cognitiva en la que
puede mantenerse todo el centro de atencién en un momento dado. Esta puede
ser un simbolo, un hecho especifico como “3+4 es 7”7, un hecho general tal como
“la suma de dos numeros pares es par’, una relacién, un paso en un

[13

argumento, un teorema tal como “ una funcién continua en un intervalo
cerrado toma su maximo y su minimo en ese intervalo”, etc. Lo que para una

persona es una unidad cognitiva puede no serlo para otra.
Algunos ejemplos de como la misma notaciéon se emplea, de manera ambigua y

flexible, para denotar tanto un proceso como el producto de ese proceso son los

siguientes:
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Simbolo Proceso Concepto
4 Contar Numero
3+2 Adicién Suma
-3 Restar 3 o avanzar 3 pasos a la El numero negativo 3
izquierda.
3/4 Reparto/divisién Fraccién
3+2x Evaluacién Expresion algebraica
_s Razén Velocidad
t
y= f ( X) Asignacién Funcién
dy Diferenciacién Derivada
dx
J' f (X) dx Integracion Integral
- W24 Tender al limite o convergencia Limite
lim(%=)
X—2
o0
1
2
n=1
o€ Sn Permutar {1, 2,..., n} Elemento de Sn

Algunos Simbolos como proceso y concepto, tomado de (Tall, 2000, p. 4)

Evidentemente, la nociéon matematica de interés en este trabajo, la nocién de

ecuacion diferencial de primer orden es un ejemplo de procepto. Pues, el

. d , : : .,
simbolo d—y = f(X,y) podria hacer referencia a ciertos conceptos (una expresion
X

algebraica, a la pendiente de la curva solucién o a una razén de cambio de y
respecto a x) y a determinados procesos (busqueda de la solucion y por métodos

algebraicos, graficos o numéricos) en la estructura cognitiva de un sujeto.

Para que el concepto de procepto, refleje la realidad cognitiva del sujeto se

define:
e Procepto elemental como la amalgama de tres componentes: un proceso que

produce un objeto matematico y un simbolo que representa ya sea el

proceso o el objeto.
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Ahora bien, ademas de ver un simbolo en una forma flexible, un mismo objeto
puede ser representado simboélicamente en diferentes formas que se
corresponde no solo a diferentes procesos sino también a nombres diferentes

del mismo objeto. Y por tanto,

e Procepto como una coleccion de proceptos elementales que tienen el mismo
objeto.

Por ejemplo, el procepto 6 incluye el proceso de contar 6 y una coleccion de

representaciones tales como 3+3, 4+2, 2+4, 2*3, 8-2, etc. Todos estos simbolos

representan el mismo objeto e indican la forma flexible en la cual el concepto

de numero 6 puede ser descompuesto usando diferentes procesos.

Un procepto elemental es el primer estado en la dinamica del crecimiento de

un procepto y depende del crecimiento cognitivo de la persona.

A partir de la observacion del comportamiento de los estudiantes cuando
resuelven una tarea matematica, Tall sugiere que el desarrollo cognitivo pasa
por tres niveles de interpretacién, crecientes en complejidad: 1) el nivel de
procedimiento que supone el dominio de un procedimiento especifico que
permite hacer un calculo o una manipulaciéon especifica, 2) el nivel de
procesol®que supone tener dos o mas alternativas que permite una mayor
flexibilidad y eficiencia para escoger la ruta mas adecuada, y 3) el nivel de
procepto que supone concebir los simbolos como entidades por derecho propio

que pueden ser manipuladas y servir de pivotes entre procesos y conceptos.

También, Hiebert y Lefevre (1986) se refieren al conocimiento conceptual y
procedimental y a las relaciones potenciales entre ambas, que podrian servir
para interpretar el proceso de aprendizaje y comprender las producciones de

los estudiantes. Y agregan que no todo conocimiento puede describirse ya sea

10 El término procedimiento se refiere a una sucesion finita de acciones y decisionoes realizados uno a uno,
donde cada paso depende del anterior. El termino proceso es usado cuando el procedimiento se concibe como
un todo y el centro de atencidn se pone en los inputs y outputs mas que en el procedimiento particular usado
para realizar el proceso. Este puede incluir varios procedimientos y proporciona la posibilidad de elegir el
camino mas eficiente (Tall, 2000, p. 214).
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como conceptual o procedimental. Existen conocimientos que pueden
concebirse como una combinacién de ambos o no estar relacionados en lo
absoluto a ellos. (Hiebert y Lefevre, 1986) dicen: “El conocimiento conceptual
esta caracterizado como un conocimiento que es rico en relaciones, y puede ser
concebido como una red de conexiones entre conocimientos...Una unidad de
conocimiento conceptual no puede ser una pieza aislada de informacion, por
definicion, ella es parte un conocimiento conceptual sélo si el sujeto reconoce sus
relaciones con otras piezas de infomacion” (pp. 3-4). Asimismo, “El conocimiento
procedimental esta formado por dos partes distintas. Una parte contiene el
lenguaje formal o el sistema de representacion simbdélico de las matemdticas. La
otra contiene algoritmos, reglas o procedimientos usados para resolver una
tarea matematica, que son instrucciones paso a paso que prescriben como

realizar una tarea” (p. 6).

Ahora bien, puede afirmarse que el pensamiento proceptual en tanto
combinacion del pensamiento conceptual y procedimental estd en un nivel
superior del pensamiento que se caracteriza por la habilidad de encapsular
informacién en forma simbdélica y, a la vez, usar estos simbolos como objetos
que pueden ser descompuestos en formas flexibles que permiten tanto
manipulaciones mentales como reflexiones poderosas que conllevan a construir

nuevas teorias.
Asi, el desarrollo cognitivo consiste en el uso de los simbolos cada vez mas

sofisticado con diferentes grados de flexibilidad y habilidad para pensar

matematicamente (ver fig. 4).
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4 Espectro de resultados >

Procedimental proceptual
i Realizar
Eje_cutar : Pensar
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con precisién eficiente

A

Procepto
procesos
procedimeintos

Progreso

Proceso
Procedimientos

Procedimiento

Fig. 4. Espectro de resultados al llevar a cabo los procesos matematicos, (tomada de Tall, 2000, p. 8)

Otro aspecto que Tall considera, son ciertas discontinuidades!! que aparecen
en el desarrollo cognitivo del sujeto, que muy bien pueden ser la causa de las
muchas dificultades que se observan en los estudiantes. Estas
discontinuidades pueden explicarse por la forma en que los diferentes
proceptos funcionan, asi como por las habilidades cognitivas que demandan

(ver fig. 5).

Asi, atendiendo las diferentes formas de funcionamiento de los proceptos en la
aritmética, el algebra y el calculo, los proceptos se pueden clasificar en

(Tall,2000):

e Proceptos aritméticos, como 5+4, 3x4, 1+%,1.54+2.3, que contienen un

algoritmo para obtener un resultado (el objeto producto). Este objeto

producto puede o no ser considerado como un objeto de la misma clase de

11 Ejemplos de estas discontinuidades son: la transicion de la aritmética al algebra, la transicion del algebra al
céalculo, la transicidn del pensamiento matematico elemental al pensamiento matematico avanzado (ver Tall,
2000).
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los objetos operados. Tanto los procesos como los conceptos son
computacionales y manipulativos.

Proceptos algebraicos, tales como 2+3xy ax’+bx+c , incluyen un proceso

de evaluacion potencial y pueden ser concebidos como conceptos
manipulables o objetos por derecho propio (como respuestas a ciertos

problemas). Por ejemplo, a(b+3) puede ser desarrollado para obtener

ab+3b, y a la vez, éste ultimo puede ser factorizado.

Proceptos limite, tales como |im f(x)yzn%, que tienen un proceso

X—a n=1
potencialmente infinito de acercarse al limite, es decir, no puede ser
calculado en un numero finito de pasos. Algunos conceptos pueden
manipularse (usando reglas o teoremas de limites). Por ejemplo,
Zan+2bn=2(an+bn). Excepto en casos especiales (como la serie
geométrica), usualmente los proceptos limite no tienen procedimientos

finitos de calculo, aunque pueden tener algoritmos que dan aproximaciones

al limite.

/, d f

Proceptos célculo, como d—(cos Xsenx) o I senmxcosnx dx, que pueden

X
0

contener algoritmos de calculo finito (reglas de derivacién o integracion).
Proceptos formales son aquellos que incluyen procesos légicos, y los objetos

o conceptos se construyen por via deductiva.
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propiedades definidas (axiomas y definiciones)
procesos légicos (deducciones)
conceptos construidos formalmente (teoremas)

Definiciones formales
y pruebas

procesos computacionales (reglas)

Célculo . .
conceptos manipulables (formulas)

procesos potencialmente infinitos
(Concepto dinamico de limite) conceptos de arbitrariamente pequefio, cerca o
grande(cantidades variables)

procesos implicitos (propiedades generalizadas)

(conceptos algebraicos implicitos) conceptos manipulables (expresiones generalizadas)

procesos potenciales (evaluar expresiones)

Algebra conceptos manipulables (expresiones)

procesos computacionales (aritmética)

Aritmética . .
conceptos computacionales (nimeros)

Fig. 5. Cambio en el significado de los simbdlos en aritmética,
algebra, célculo y prueba formal (tomado de Talll, 200, p.9)

Otras nociones, que segun nuestro juicio, estan muy relacionadas a la nocién
de Procepto formulada por Tall y que ademas nos ayudan a comprender las
posibles relaciones entre el conocimiento procedimental y conceptual, son las
nociones de Sfard y Dubinsky que esbozamos a continuacién. En particular, la
perspectiva tedrica y metodolégica que se propone en la Teoria APOS nos
arroja alguna luz sobre otros posibles escenarios para continuar con esta
investigacion: por ejemplo, elaborar una descomposicién genética para la

nocién de solucién de una ED de primer orden (ver seccién 1.5).

1.4 Dualidad Proceso-Objeto. Concepcién Operacional y

Concepcion Estructural

Anna Sfard (1991, 1994), a partir del analisis de datos histéricos y psicolégicos
de la formaciéon de los conceptos matematicos, elabora un modelo del
aprendizaje que toma en cuenta ese caracter dual proceso-objeto inherente a
muchas nociones matematicas. Esa dualidad es lo mismo que Tall ha

denominado con el término procepto.
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En primer lugar establece una distincién entre concepto matemdtico, que
designa las ideas matematicas en su forma oficial como constructos teéricos
que forman parte de lo que llama “universo formal del conocimiento ideal”, y
concepcion matemdtica, que designa todo el conjunto de representaciones y
asociaciones internas del individuo y que son evocados por el concepto; se
puede decir que una concepcion es el correspondiente del concepto en el

“universo interno y subjetivo del conocimiento humano”.

Luego observa que muchas nociones o conceptos matematicos no sélo hacen
referencia a objetos abstractos, sino que también a procesos, algoritmos y
acciones. Considerar una entidad como un objeto implica que podemos
referirnos a él como una cosa real, Gnica y estatica, capaz de ser vista y
manipulada como un todo. Por el contrario, interpretar una nocién como
proceso implica considerarla como una entidad potencial que sélo puede llegar
a existir después de realizar una secuencia de acciones. Asi, pues, para
describir el proceso de aprendizaje y formacion de los conceptos o nociones
matematicas establece dos tipos de concepciones de un mismo concepto
matematico: las concepciones operacionales (operational conception) y las

concepciones estructurales (structural conception).

Las concepciones operacionales tratan las nociones matematicas como
procesos, algoritmos y acciones, es decir, son dinamicas, secuenciales y

detalladas.

Las concepciones estructurales consideran los conceptos matematicos como
objetos abstractos, es decir, son estaticas, instantaneas y globales (Sfard,

1991, p. 4).

Por ejemplo, una funcion puede ser definida como un conjunto de parejas
ordenadas (concepcién estructural) y también como un proceso de computo o
como un método de ir de un sistema a otro (concepcién operacional). Una

simetria puede concebirse tanto como una como propiedad estatica o como una
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clase de transformacién de una figura. Un circulo puede verse como el lugar
geométrico de todos los puntos que equidistan de un punto fijo o como la curva

obtenida al girar un compas alrededor de un punto fijo (idem, p.5).

Sfard considera que estos dos tipos de concepciones aunque parezcan
incompatibles no son excluyentes (;,como puede una cosa ser un proceso y un
objeto al mismo tiempo?), sino que son en realidad complementarias; ellas
forman una unidad, es decir, son factores inseparables de una misma cosa,
ambas necesarias para describir y comprender los conceptos matematicos.
Ademas considera que existen suficientes razones de tipo historico y
psicolégico para sugerir que en el proceso de formaciéon de conceptos las
concepciones operacionales preceden a las estructurales (ver Sfard, 1991, pp.
10-21; 1994, pp.53-54). Por ejemplo, en el plano cognitivo las concepciones
operacionales, son para muchos sujetos, el primer paso en la adquisiciéon de
nuevas nociones y, por lo tanto, éstas preceden a las estructurales en oposicién
a la practica comun de la ensenanza de introducir conceptos nuevos a través
definiciones estructurales, sin hacer referencia explicita a los procesos
subyacentes. En el plano historico, se observa que durante mucho tiempo el
concepto de funcibn y el concepto de numero fueron concebidos
operacionalmente antes de que se formularan sus definiciones y sus

representaciones estructurales.

Sin embargo, ella misma hace notar que esa jerarquia podria resultar
inadecuada, por ejemplo, para la geometria, donde las representaciones
graficas, estaticas y globales preceden las descripciones procedimentales y
verbales. También las nuevas tecnologias permiten estudiar los objetos o
conceptos matematicos antes o al mismo tiempo, que los procesos matematicos

correspondientes.

Respecto a las posibles relaciones entre estas concepciones y las distintas
representaciones externas, Sfard dice que algunas representaciones parecen

ser mas susceptibles de ser interpretadas estructuralmente que otras. Por
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ejemplo, si consideramos las tres formas de representar la funciény =3x*:

grafica, algebraica y como programa (codificada en un lenguaje de
programacion), entonces parece ser que el programa se corresponde con una
concepcion estructural, la grafica motiva una aproximacion estructural y la
representacion algebraica puede ser interpretada en las dos formas. También
observa que las representaciones internas verbales estan mas préximas a una
concepcion operacional y que las visuales lo estan a la estructural (Sfard,

1991, p.6-7).

El desarrollo del conocimiento puede asi ser visto como una cadena compleja
compuesta de transiciones cada vez mas abstractas entre las concepciones
estructurales y las operacionales, donde cada vez que nuevos objetos emergen

nuevas operaciones son realizadas sobre ellos, y asi sucesivamente.

Finalmente, debido a que la transicion de las concepciones operacionales a las
estructurales es un proceso largo e intrinsecamente dificil, se distingue en el
proceso de formacién de conceptos o de su aprendizaje tres etapas, organizadas
jerarquicamente, que corresponden a tres grados de estructuralizacion:

interiorizacion, condensacion y cosificacion!2,

Interiorizacion: el estudiante entra en contacto con los procesos que
eventualmente daran lugar a un nuevo concepto. Dichos procesos son
operaciones que se realizan sobre objetos matematicos de nivel inferior.
Gradualmente, el estudiante se familiariza y adquiere las habilidades propias

de dichos procesos.

Condensacion: es un periodo en el cual se concentran las largas secuencias de
operaciones en unas unidades mas manejables. La persona se siente cada vez
mas capaz de pensar en un proceso dado como un todo sin necesidad de entrar
en los detalles. En este momento se puede dar un nombre al concepto que

nace, se hace cada vez mas factible la combinacién de procesos, hacer

12 Esta es la traduccion que hace Azcarate (1995) del término ingles reification.
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comparaciones y generalizaciones, y aumenta la facilidad para alternar
diversas representaciones del concepto. Este periodo de condensaciéon dura
mientras la nueva entidad permanece estrechamente unida a un cierto

proceso.

Cosificacion: cuando la persona es capaz de concebir la nueva nocién como un
objeto matematico en si mismo decimos que el concepto ha sido cosificado. La
cosificacion se define como un cambio ontolégico, una habilidad repentina para

ver algo desde una nueva perspectiva.

Las etapas de interiorizacion y de condensacién son graduales y cuantitativas,
mientras la cosificacién es un salto instantaneo: un proceso que se solidifica en
un objeto, en una estructura estatica. Kl estadio de cosificacién ocurre
simultaneamente con la interiorizacién de unos procesos de un nivel superior,
generandose asi un modelo recursivo para la formacién de conceptos. Este
modelo plantea un circulo virtuoso: por un lado para que ocurra la cosificacién
de un proceso se requiere que exista una interiorizacién en el nivel superior, y
reciprocamente, la existencia de un objeto sobre el cual operan procesos de
nivel superior parece indispensable para la interiorizacién; es decir, la
cosificaciéon de un nivel inferior y la interiorizacion en un nivel superior se
requieren entre si. Esto dicho de otra manera significa que en el transcurso
del desarrollo cognitivo del sujeto el pensamiento operacional (o
procedimental) y el estructural (o conceptual) se requieren mutuamente. El
fenémeno de la cosificacion requiere una especial atencién, pues parece ser el
mas dificil y en ciertos niveles puede que esté practicamente fuera del alcance

de algunos estudiantes.
Este modelo implica que algunas nociones matematicas, como el concepto de

funcién, se consideran completamente desarrolladas sélo si ellas pueden ser

concebidas tanto operacional como estructuralmente.
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Sfard senala que en el proceso de aprendizaje y de resolucién de problemas las
concepciones operacionales son necesarias, pero pueden no ser suficientes.
Esquemas cognitivos conteniendo solo concepciones operacionales puede
provocar algun estrés cognitivo y entorpecer la comprension y el desarrollo del
conocimiento matematico. Por lo tanto, con el objeto de reorganizar, guiar la
actividad mental y permitir la asimilaciéon de nuevos conocimientos, las
concepciones estructurales se vuelven imprescindibles (idem, p. 26-29). Henrici
(citado en Sfard, 1991, p.28) dice: “la aproximacion estructural invita a la
contemplacion y la operacional a la accién, la aproximacion estructural genera
comprension y la operacional genera resultados”. Sfard escribe: “It seems that
without the abstract objects all our mental activity would be more difficult.
Since we are not super-computers, we just could no get along with very complex
process without breaking them into small pieces and without squeezing each
part into a more manageable whole. In other words, the distance between
advanced computational processes and the concrete material entities wich are
the objects of the most elementary processes (such as counting) is much too large
to be grasped by us in its totality. We overcome this difficulty by creating
intervening abstract objects wich serve us as a kind of way-stations in our

intellectual journeys (p.28-29)”.

Desde esta perspectiva, la actividad matematica puede ser vista como una
interaccion intrincada entre el modo de pensamiento operacional y estructural:
cuando se ataca un problema se vuelve necesario cambiar repetidas veces
entre un modo y el otro para usar el conocimiento de la manera mas eficaz

posible.
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1.5 La Teoria APOS

La perspectiva de la teoria APOS surge de la interpretacion del
constructivismo piagetiano con el objeto de describir y explicar el desarrollo de
pensamiento matematico avanzado en el nivel universitario (Dubinsky, 1991).
Y ella como metodologia de investigacion en el campo de la didactica se basa
en un ciclo recursivo de tres componentes dinamicas: 1) un analisis tedrico que
proporciona un modelo epistemolégico del concepto en cuestion, es decir, qué
significa entender ese concepto y qué constructos mentales deberian
construirse en la mente del sujeto para comprender un concepto matematico,
2) disenio e implementaciéon de una secuencia instruccional que permite
recopilar datos, y 3) la observacion, evaluacion y revisiéon del analisis tedrico
inicial y de la secuencia instruccional para realizar otra iteracion del ciclo (ver

Asiala et al., 1997, p. 4).

En este sentido, siguiendo a Dubisnky (1991) y Asiala et al. (1997), se revisan
las principales ideas piagetianas que pueden ser aplicadas para concebir el
proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas en el nivel

universitario.

En primer lugar, Dubinsky dice que el concepto de abstraccién reflexiva -
proceso cognitivo por medio del cual una acciéon o un objeto, fisico o mental, se
reconstruye y organiza en un plano superior del pensamiento- puede ser una
herramienta potente en el estudio del pensamiento matematico avanzado
(PMA). Y agrega que el estudio de la abstraccion reflexiva, en tanto que
intenta explicar qué se necesita qué suceda en la estructura cognitiva, es
complementario a la investigacion de nociones tales como los obstaculos
epistemoldgicos o la del conflicto entre esquema conceptual y definicién del

concepto, que explican por qué las cosas no suceden (Dubinsky, 1991, p.103).
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En Dubinsky (1991, p. 97), encontramos las tres grandes clases de abstraccion

definidas por Piaget: la empirica, la pseudo-empirica y la reflexiva.

La abstraccion empirica deriva conocimiento de las propiedades de los objetos.
El sujeto, a través de su accion sobre los objetos del mundo, extrae
propiedades comunes a los objetos y hace generalizaciones extensionales, esto
es, el transito de lo especifico a lo general. Pero, el conocimiento de estas

propiedades por parte del sujeto es el resultado de construcciones internas.

La abstraccion pseudo-empirica deriva propiedades de las acciones que el

sujeto introduce en los objetos.

La abstraccion reflexiva se refiere al proceso cognitivo, completamente interno,
de construccién de nuevas estructuras a partir de las ya existentes por medio

de la observacion y la abstraccion.

Estas tres clases de abstracciéon no son independientes entre si. Las acciones
que conllevan a la abstraccién pseudo-empirica o a la reflexiva son realizadas
sobre objetos cuyas propiedades, el sujeto sélo llega a conocer a través de la
abstraccion empirica. Por otro lado, la abstraccion empirica se posibilita
gracias a esquemas de asimilaciéon!3 que fueron construidos por la abstraccién
reflexiva. Esta interdependencia puede resumirse de la siguiente manera: la
abstraccion empirica y pseudo-empirica deriva conocimiento de los objetos
realizando (o imaginando) acciones sobre estos. La abstraccion reflexiva
interioriza y coordina estas acciones para formar nuevas acciones, y por ultimo
nuevos objetos (que pueden no ser fisicos, sino matematicos como una funcién
o un grupo). La abstraccion empirica extrae datos de estos nuevos objetos a

través de operaciones mentales sobre estos objetos y, asi progresivamente, se

13 para Piaget el proceso de desarrollo cognitivo se basa en dos mecanismos o procesos: la organizacién y la
adaptacion. El proceso de adaptacion es considerado como el equilibrio entre los procesos de asimilacion y
de acomodacidn. La asimilacién permite al sujeto incorporar los objetos a su estructura cognoscitiva, a sus
esquemas previos en un proceso activo mediante el cual el sujeto transforma la realidad a la cual se adapta.
La acomodacién es el proceso inverso por el cual el sujeto transforma su estructura cognoscitiva, sus
esquemas, para poder incorporar los objetos de la realidad.(Tall,1991, p.9)
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van construyendo las entidades matematicas en la mente del sujeto, hasta
llegar a ser plasmadas en teorias axiomaticas.

Para Dubinsky, en este proceso de tematizacion reflexiva, el ordenador se
muestra como un sustituto ideal para la manipulacién de los objetos fisicos o
mentales, pues éste es una herramienta poderosa y util para presentar y

manipular sus representaciones semioéticas.

El concepto de abstraccion reflexiva lo introdujo Piaget como la pieza clave
para describir la construccién cognitiva de conceptos logico-matematicos.
También, considero que la abstraccion reflexiva en su forma mas avanzada es
la que conlleva a la clase de pensamiento matematico por medio del cual los
procesos son separados de su contenido y los procesos mismos son convertidos,
en la mente del matematico/a, en objetos de contenido. Asi la abstraccién
reflexiva se muestra como una descripciéon del mecanismo del desarrollo
intelectual. Es mas, en esta dinamica se puede apreciar un mecanismo mas
general que se encuentra tanto en la psicogénesis como en la historia del
pensamiento matematico. La triada dialéctica que conduce de lo intra-objetal
o analisis de los objetos, a lo inter-objetal, es decir, al estudio de las relaciones
y transformaciones entre dichos objetos y, de alli, a lo trans-objetal o estudio
de las estructuras construidas tomando como soporte dichas tranformaciones

(Piaget y Garcia, 1982).

Asi, Dubinsky (1991, p. 101-102), retoma los hallazgos de Piaget, y propone
cinco tipos de abstraccion reflexiva que considera son sumamente importantes
para el PMA.: a) la interiorizacion, que consiste en trasladar una sucesion de
acciones materiales a un sistema de operaciones interiorizadas, b) la
coordinacion de dos o mas procesos para construir otro nuevo, c¢) la
encapsulacion, esto es conversion de un proceso (dinamico) en un objeto
(estatico), d) la generalizacion y e) la reversion, cuando un proceso que existe
Internamente permite construir un nuevo proceso que consiste en revertir el

proceso original.
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De acuerdo a Dubinsky y sus colaboradores, el siguiente parrafo contiene las
ideas esenciales de la teoria APOS acerca de lo que significa aprender y
comprender algo en matematicas y de como acceder a un conocimiento cuando
se lo necesita: “El conocimiento matematico de una persona es su tendencial? a
responder ante una situacion-problemal> matemadtica por medio de: la reflexion
sobre los problemas y sus soluciones en un contexto sociall®, la construccion o
reconstruccion de las acciones, los procesos y los objetos matemdticos y la
organizacion de estos en esquemas para usarlos al enfrentarse con las

situaciones’(Asiala y col, 1997, p. 5)

Reflexionar, dice Dubinsky, en el sentido de poner atencién consciente a las
operaciones que son realizadas, es una parte importante tanto del aprendizaje
como de la comprension. La comprension en matematicas va mucho mas alla
de la habilidad para realizar calculos sofisticados: es necesario ser consciente
de como los procedimientos funcionan, de mirar el resultado sin llegar a
realizar todos los calculos, de ser capaz de trabajar con variaciones de un
algoritmo, de ver relaciones y de organizar las experiencias -tanto

matematicas como no-matematicas.

Poseer un conocimiento consiste en una tendencia a hacer construcciones
mentales que son usadas para tratar con una situacidon-problema. Las
construcciones mas frecuentes son recordar algo previamente establecido o
repetir un método conocido. Pero el desarrollo del conocimiento matematico se
da cuando se hacen una reconstruccion, bastante diferente, de un problema
previamente tratado. Entonces la reconstrucciéon no es exactamente lo que ya
existia, y puede contener algunos logros de un nivel mas sofisticado. Asi, la
pregunta que surge es: ;Cual es la naturaleza de estas reconstrucciones? ;De

qué manera se construyen?.

14 La tendencia de una persona tiene que ver con las relaciones que establece entre sus constructos mentales y
con las interconexiones que usa para comprender un concepto, y la forma en que los usa (o fracasa al usarlos)
en una situacion-problema.

15 El término situacion-problema hace referencia a la dicotomia desequilibracién/reequilibracion, es decir,

16 El contexto social se refiere, al menos, al papel del aprendizaje cooperativo.
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En la teoria APOS la comprensiéon de un concepto matematico comienza con la
manipulacion de objetos fisicos o mentales ya construidos para formar
acciones; las acciones son entonces interiorizadas para formar procesos los
cuales, a su vez, son encapsulados para formar objetos. Los objetos pueden ser
desencapsulados para volver a los procesos de los cuales fueron formados.
Finalmente las acciones, los procesos y los objetos pueden ser organizados en

esquemas.

Es importante observar que las construcciones mentales - de procesos y objetos
y de sus interrelaciones - no ocurren necesariamente en una secuencia légica
simple, y por el contrario, ellas pueden aparecer simultaneamente y

requerirse la una a la otra.

En Asiala y col. (1997) encontramos las siguientes definiciones de los términos

accion, proceso, objeto y esquema:

Accion. Una acciéon es una transformaciéon mental o fisica de objetos que la
persona percibe como algo externo. Esto es, una persona cuya comprension de
una transformacion se limita a una concepcion de accién puede realizar la
transformacion sélo reaccionando a indicaciones externas precisas de los pasos

a seguir. Aqui la accién tiende a controlar a la persona.

Por ejemplo, un estudiante que sea incapaz de interpretar una situacién como
una funcién, al menos que tenga una féormula para calcular valores, esta
restringido a una concepcion de accion de funcién. En tal caso, este estudiante
es incapaz de hacer mucho con esta funciéon salvo evaluarla en un punto
especifico y manipular la formula. Las funciones definidas por tramos, la
inversa de funcién, la composicién de funciones, conjuntos de funciones, el
hecho que la derivada de una funcién y las soluciones de una ecuacién
diferencial son funciones son fuente de grandes dificultades para estos

estudiantes.
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De acuerdo a la teoria APOS, la dificultad radica en que el estudiante no es
capaz de ir mas alla de una concepcion de accion y que, por el contrario, todas
estas nociones requieren las concepciones de proceso y/o objeto. Por tanto, es
necesario que el estudiante desarrolle habilidades para interiorizar estas

acciones en procesos, o encapsular procesos en objetos.

Proceso. Cuando una accion se repite, y la persona reflexiona sobre ella,
entonces puede ser interiorizada en un proceso. Esto es, se hace una
construccién interna que realiza la misma accién, pero ahora, no
necesariamente responde a un estimulo externo. Una persona que tiene una
concepcién de proceso de una transformacién puede reflexionar, describir o
revertir todos los pasos de la transformacién sin realizarlos en realidad. En
contraste a una accién, un proceso es percibido como algo interno, y bajo el

control consciente de la persona.

En el caso de las funciones, una concepcion de proceso le permite al sujeto
pensar que una funcién puede recibir uno o mas inputs, o valores de la
variable independiente, realizar una o mas operaciones sobre los inputs y
devolver los resultados como outputs, o valores de la variable dependiente. Por
ejemplo, para entender una funcién tal como sen(x), se necesita una
concepcién de proceso de funcidén ya que no hay instrucciones explicitas para
obtener un output para un input dado; con el objeto de implementar la

funcién, se debe imaginar el proceso de asociar un nimero real con su seno.

Una vez que la persona ha construido un proceso, éste puede ser transformado
en varias formas. Un proceso puede ser revertido o puede ser coordinado con

otros procesos.
Con una concepcién de proceso de funciéon, se pueden relacionar dos o mas

funciones para construir una composicién, o revertir el proceso para obtener

funciones inversas.
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Objeto. Cuando una persona reflexiona sobre las operaciones aplicadas a
procesos particulares, se vuelve consciente del proceso como una totalidad, se
da cuenta que transformaciones pueden actuar sobre él, y es capaz de
construir realmente tales transformaciones, entonces tiene un concepto de este
proceso como un objeto. En este caso, decimos que el proceso ha sido

encapsulado en un objeto.

En el curso de convertir una accién o un proceso en un objeto, frecuentemente
es necesario desencapsular el objeto para volver al proceso del cual viene con

el objeto de usar sus propiedades y manipularlo.

En matematicas es muy importante que una persona sea capaz de moverse
entre una concepciéon de proceso y una concepciéon de objeto de una idea

matematica.

Encapsulacién de procesos en objetos y desencapsulacion de los objetos para
regresar al proceso se dan cuando se piensan, por ejemplo, en las operaciones

con funciones o en conjuntos de funciones.

En general, la operacién de encapsular procesos en objetos se considera que es

sumamente dificil.

Esquema. Una vez construidos los objetos y los procesos, estos pueden ser
interconectados de varias formas: por ejemplo, dos 0 mas procesos pueden ser
coordinados; procesos y objetos se pueden relacionar por el hecho de que el
primero actiia sobre el segundo. Una coleccion de procesos y objetos puede ser
organizados en una estructura para formar un esquema. Los mismos
esquemas pueden ser tratados como objetos y formar un esquema de nivel
superior. Cuando sucede eso, decimos que el esquema ha sido tematizado en
un objeto. El esquema puede entonces ser incluido en esquemas de nivel

superior de estructuras matematicas. Por ejemplo, el esquema de espacio de
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funciones puede ser aplicado a conceptos como espacio dual, espacio de

transformaciones lineales y algebra de funciones.

Vemos entonces que hay al menos dos formas de construir objetos: a partir de
procesos y de esquemas. Los objetos pueden ser transformados por acciones de
nivel superior que conllevan a otros procesos, objetos y esquemas nuevos. Por
tanto, tenemos un mecanismo que puede ser visto como una espiral

ascendente de acciones, procesos y objetos dentro de esquemas que se amplian.

Los investigadores bajo la perspectiva de la teoria APOS utilizan un modelo,
que describe las construcciones mentales que un estudiante debe realizar para

comprender un concepto matematico, llamado descomposiciéon genética.

Una descomposicion genética de un concepto matematico es un conjunto
estructurado de constructos mentales que posiblemente describan céomo el
concepto puede desarrollarse o construirse en la mente de la persona. Por
ejemplo en Asiala (1997b), encontramos dos descomposiciones genéticas para
adquirir una comprension grafica de una funcion y su derivada; en Dubinsky
(2000b, p. 233-235) encontramos otras para los conceptos de convergencia

puntual y convergencia uniforme de funciones.

En principio, Dubinsky y col., sugieren que el esquema de una persona para
un concepto incluye su version del concepto que esta descrito por la
descomposicién genética, como también otros conceptos que la persona percibe
que tienen que estar conectados al concepto en el contexto de una situacién-
problema En otras palabras, la distincion entre esquema y otras
construcciones mentales es como la distincion entre o6rgano y célula en
biologia. Ambos son objetos, pero el érgano (esquema) proporciona la
organizacién necesaria para el funcionamiento de las células en beneficio del
organismo. El esquema de una persona es la totalidad de conocimiento que
para él o ella esta conectado (consciente o inconscientemente) a un tema

matematico particular. Una persona tendra un esquema de funcién, un
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esquema de derivada, un esquema de grupo, etc. El esquema de una persona
puede incluir acciones o respuestas tales como. “Cada vez que veo este simbolo
yo hago eso”’. Evidentemente, esta nocién de esquema coincide con la nocién ya

mencionada de esquema conceptual.

A pesar de que los esquemas son muy importantes para el fortalecimiento
matematico de la persona, Dubinsky dice, que la investigacién en este campo
esta lejos de conocer toda su especificidad y como éstos se relacionan o
condicionan el rendimiento matematico. Todo lo que se puede hacer, por el
momento, es conectar conjuntamente las construcciones mentales para un
concepto en una guia genérica de desarrollo y comprensiéon (descomposicion
genética) y estudiar como esto es convertido y asimilado por una persona dada

(esquema).

1.6 La nociéon de Obstaculo

Se ha visto en la seccion 1.2 que es muy posible que en el esquema conceptual
de una persona de un concepto matematico coexistan, inconsciente o
conscientemente, ideas contradictorias y conflictivas, entre si o con la
definicién del concepto. En la secciéon 1.3, también se ha senalado que al
considerar el desarrollo del pensamiento proceptual aparecen ciertas
discontinuidades que pueden ser la causa de las dificultades observadas en las
producciones de los estudiantes. Asimismo, las nociones de cosificacion y
encapsulacion de Sfard y Dubinsky respectivamente, transcurren no sin
dificultad y algunas veces pueden resultar muy dificiles de construir por parte

de los estudiantes.

En general, la idea de construir aprendizajes significativos supone que el
sujeto cuando aprende no sélo almacena conocimiento sino que, al mismo
tiempo, construye, progresivamente, una estructura cognoscitiva estableciendo
una red de interconexiones entre los distintos conocimientos que posee. La

adquisicién de un concepto nuevo por parte del sujeto supone una modificacién

51



en su estructura cognoscitiva, bien porque tiene que ampliar su red de
Interconexiones para relacionar el nuevo conocimiento con los que ya poseia,
bien porque el nuevo conocimiento obliga a modificar la red de interconexiones
ya existentes. Esto es, el aprendizaje aparece como un proceso no lineal, no

siempre acumulativo, con retrocesos, rupturas y reelaboraciones.

Un nuevo aprendizaje puede ser obstaculizado no sdélo por una falta de
conocimientos previos, o por la existencia de un conocimiento erréoneo, o por la
existencia de esquemas conceptuales pobres o incoherentes, sino, también, por
la existencia de un saber anterior considerado valido hasta ese momento. Por
lo tanto, consideramos, pues, que existen conocimientos, formas de pensar, de
actuar que han permitido al sujeto resolver con éxito unos determinados
problemas, es decir, que tienen un campo de validez, pero que deben ser
rechazados o reestructurados para poder realizar el nuevo aprendizaje. Estos
conocimientos, formas de pensar y de actuar nos conducen necesariamente a la

idea o nocion de obstaculo.

La nocion de obstdaculo fue introducida por primera vez por el filésofo francés
Gaston Bachelard en 1938 en el contexto de la epistemologia de las ciencias e

importada al campo de la didactica por G.Brousseau en 1976.

En (Artigue, 1992, p. 110; Cornu, 1994, pp. 158-159), se encuentran las

siguientes caracteristicas de un obstaculo:

= Se trata de un conocimiento adquirido, no una falta de conocimiento; es
algo que se conoce positivamente, o sea, esta constituyendo conocimiento.

* Tiene un dominio de eficacia. El alumno lo utiliza para resolver
determinadas situaciones-problemas en el que el dominio de ese
conocimiento es eficaz y adecuado, pero cuando intenta adecuarse a nuevas
situaciones genera errores o respuestas inadecuadas; el dominio resulta

falso.
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Es resistente a las modificaciones a pesar de la constatacién, por parte del
sujeto, de los errores que produce; y resultara mas resistente cuanto mejor
adquirido esté o cuando mas haya demostrado su eficacia y potencia en el
anterior dominio de validez.

No puede ser franqueado mas que en situaciones especificas de rechazo y
éste formara parte del nuevo conocimiento.

Continia manifestandose esporadicamente, esto a pesar de haber sido

1dentificado.

Brousseau (1997), atendiendo a que su origen se situé en una u otra

componente del sistema didactico (alumno-profesor-conocimiento) o en la

sociedad en general, dice que los obstaculos pueden clasificarse en:

De origen ontogenético o psicogenético, debidos a las capacidades
cognitivas de los alumnos y a las caracteristicas de su desarrollo.

De origen didactico, resultado de las elecciones didacticas y caracteristicas
del sistema educativo.

De origen epistemolodgico, relacionados con el conocimiento. Se les puede
encontrar en la historia de los mismos conceptos en aquellos momentos en
que la comunidad matematica se ha visto en la necesidad de superarlos o
vencerlos. Esto no quiere decir que se deban reproducir en el medio escolar
las condiciones socio-histéricas donde se les ha vencido. Artigue (1995,
p.16) dice: “los obstaculos espitemologicos identificados en la historia son
solamente candidatos a obstdculos en los procesos de ensenianza-aprendizaje
de hoy en dia”.

De origen cultural, resultado del sistema de creencias y practicas

culturales y sociales.

La nocién de obstaculo permite interpretar, analizar y categorizar los errores

recurrentes y no aleatorios que cometen los estudiantes en el transcurso de su

desarrollo cognitivo y matematico. En este sentido, las investigaciones de

Sierpinska (1985) y Cornu (1991) en torno al concepto de limite, ilustran muy
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bien los obstaculos epistemoldgicos mas importantes que han surgido en su
desarrollo histérico y que estan presentes todavia en los esquemas
conceptuales de muchos estudiantes. Por lo tanto, se plantea la necesidad de
identificar e investigar en el proceso ensenanza-aprendizaje de las
matematicas qué obstaculos son epistemologicos, cuales son cognitivos y
cuales son didacticos, sus causas y proponer estrategias de solucion (ver Socas,

1997; Norman y Prichard, 1994).

1.7 La representacion y la visualizacion

Los planteamientos Vygotskianos sostienen los origenes sociales de las
funciones psicolégicas superiores y conciben la actividad externa o el proceso
de apropiacion cultural en términos de procesos sociales mediatizados
semiodticamente. Los signos son producto de la funcién de representacion y a la
vez la posibilitan; son producto de una construccion social y a la vez son objeto
de apropiaciéon personal; primero tienen una forma material externa y se
pueden iInterpretar como instrumentos para la comunicacién que
progresivamente se convierten en internos y se usan de manera individual. El
uso y el dominio progresivo de los signos permiten la transformacion del
mundo interno, es decir, la formaciéon y el desarrollo de los procesos
psicolégicos superiores, a la vez que permiten operar mentalmente con los
datos de la realidad y sus representaciones para obtener construcciones nuevas

de pensamiento (Gémez, 2000; Wertsch, 1988).

Asi, las tareas de representacion y, en particular, de visualizacién ocupan un
lugar central en la construccion y comprension de las matematicas. En
general, la representacion se refiere a diferentes actividades de significacion: a
las creencias acerca de algo, a las diversas formas de evocar y denotar los
objetos, como la informaciéon es codificada. Y la visualizacién parece enfatizar

las imagenes y la intuicién empirica de los objetos y las acciones fisicas.
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1.7.1 Larepresentacion

El concepto de representacion es uno de los conceptos cognitivos mas
poderosos usados en el campo de la didactica para explicar los procesos de
construccién y adquisiciéon de conceptos de acuerdo a lo que se refleja en la
agenda de trabajo del grupo sobre las representaciones y la visualizacién en el

PME-NA XXI.

La nocién de representaciéon mental también aparece como una componente
importante de la nocién de esquema conceptual (ver seccién 1.2). Y como puede
inferirse de las ideas de Tall (1986, 1996), éstas se construyen y evolucionan
en intima relaciéon con las representaciones externas disponibles en la

ensefnanza y aprendizaje del calculo:

e representaciones enactivas que a través de las acciones del sujeto dan un
sentido de cambio, velocidad y aceleracién,

e representaciones simboélicas y numéricas que pueden ser manipuladas
manualmente o por ordenador y que incluyen la posibilidad de programar
por parte del estudiante,

e representaciones visuales que pueden ser producidas aproximadamente con
lapiz y papel o, mas dinamicas y precisas, con ordenadores, y

e representaciones formales en analisis que dependen de las definiciones y las

demostraciones.

En la figura 6, se muestra como se relacionan estas representaciones en el
proceso de construccion de los conceptos del calculo. Se supone que la
experiencia enactiva proporciona una base intuitiva para construir el calculo
elemental a partir de representaciones numéricas, simbdlicas y visuales, pero
que el analisis matematico requiere un nivel superior de representacion

formal.
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Andlisis Matematico

Formal

Célculo elemental

Simbélica

Visual T

Numérica

Enactiva

Fig. 6. Representaciones en calculo y andlisis (tomado de Tall, 1996, p.)

En la figura 7, se muestra un espectro de las posibles aproximaciones al
calculo, desde el calculo en el mundo real hasta un calculo formal (analisis

matematico), con las diversas representaciones externas disponibles.

Estas representaciones tienen cada una sus propias caracteristicas que ofrecen
ventajas y desventajas cognitivas potenciales para el tratamiento de los
conceptos basicos del calculo. Por ejemplo, se pueden usar ideas visuales para
comprender conceptos; calculos numéricos para ejercicios practicos;
manipulaciones simbdlicas realizadas con el ordenador para apoyar a aquellos
con limitaciones en la manipulaciéon algebraica; escribir programas
informaticos para motivar y provocar en el estudiante las ideas de

procedimientos y conceptos, procesos y objetos propios del calculo.

56



Representaciones
Proceptos Visual y | numérica simbdlica Grafica formal
espacial
Enactivo Cuantitativo Manipulativo | Cualitativo Deductivo
Observar Estimar Manipular Visualizar Definir
Experimentar | Aproximar Conceptualizar | deducir
Cambio: Hacer Distancia, Valores Simbolos Gréficos Definicion
Funcién velocidad, etc. | numéricos algebraicos conjuntista
Cambio con el
tiempo
Deshacer | Resolver Solucién Solucién  de | Soluciones TVI y el
problemas numérica  de | ecuaciones visuales teorema de
ecuaciones simbélicament la  funcién
e inversa
Razon de | Hacer Velocidad del | Gradiente Derivada Suavidad Derivada
cambio: gréfico dxt numérico simbolica formal
Derivada Deshacer | Resolver Solucién Antiderivada- | Imaginar el | Antiderivada
problemas: numerica  de | solucion gréafico de un | -existencia
encontrar ecuaciones simbdlica  de | gradiente dado | de
distancia  de | diferenciales ecuaciones soluciones
velocidad diferenciales de
ecuaciones
diferenciales
Crecimiento | Hacer Distancia del | Area numerica | Integral Area bajo un | Integral de
acumulativo: gréfico vxt simbdlica grafico Riemann-
Integral como limite de formal
una suma
Deshacer | Calcular Area conocida- | Teorema Area conocida- | Teorema
velocidad de | encontrar fundamental- | encontrar  un | fundamental
distancia numéricamente | simbolico gréfico -formal
una funcién
Calculo en el Caélculo analisis
mundo real

Fig.7 (tomada de Tall, 1996)

Se puede afirmar que muchas de las reformas y proyectos de innovacién del
calculo buscan usar las representaciones para hacer la materia mas practica y
significativa.

Por su parte, Hiebert y Carpenter (1992) al definir la comprensién

escriben:”...una idea matemdtica, procedimiento o hecho estd comprendido si
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éste es parte de una red interna. Mds especificamente las matemdticas se dicen
que son comprendidas si sus representaciones mentales son parte de una red de

representaciones.”

Varios investigadores (Artigue, 1992; Duval, 1993, 1999; Dreyfus, 1991;
Janvier, 1978, 1987), entre otros, afirman que las representaciones semiodticas
de los objetos y los procesos matematicos juegan un papel fundamental tanto
en la actividad matematica como en su proceso de ensefanza y aprendizaje. Y
dado que el conocimiento matematico es como el invariante de multiples
representaciones, la coordinaciéon de estas representaciones y el desarrollo de
las habilidades cognitivas para convertir una representacién en otra se
vuelven actividades sumamente importantes pues, por un lado, favorecen no
llegar a confundir los objetos con sus representaciones y, por otro, permiten

que se les pueda reconocer en cada una de ellas.

Artigue (1992) dice: “las nociones matemdticas funcionan por lo general en
varios cuadros y una de las caracteristicas de la actividad de los matemdticos
es la interaccion que ellos realizan entre estos cuadros cuando resuelven

problemas matemdticos” (p. 109). En este sentido, se pregunta:

1. ;Qué papel puede jugar el establecimiento de relaciones entre diferentes

cuadros en la conceptualizacién de una nocién matematica?

2. /Cuadl es la naturaleza de las dificultades encontradas en el establecimiento
de estas relaciones? En particular, ;Cual es el peso en estas dificultades de la
componente cognitiva y de la componente didactica? ;Como estan estas

componentes relacionadas?

Dreyfus sefiala que cuando se habla o se piensa sobre un concepto o un proceso
matematico determinado, no se hace directamente sobre ellos, sino que el
sujeto se sirve de signos o imagenes mentales que se refieren a ellos y los

representan. Por ejemplo, S, es un signo que se refiere y representa, o
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simboliza, el grupo simétrico de grado n. Y también S, puede evocar, en la
mente, algunas imagenes —como los movimientos en el plano que dejan
invariante un cuadrado-(ver Dreyfus, 1991, p.30-31).

€

En este mismo sentido, Duval (1993) dice: “..las diferentes representaciones
semioticas de un objeto matemdtico son absolutamente necesarias. En efecto, los
objetos matemdticos no son directamente accesibles a la percepcion o a una
experiencia intuitiva inmediata, como lo son los objetos comuinmente llamados

reales o fisicos. Es necesario, entonces, poder proporcionar representantes’(p.1).

Dreyfus (1991, p.31), divide las representaciones en: a) representaciones
simbolicas - expresiones externas, escritas o habladas, creadas con el objeto de
facilitar la comunicacién de los conceptos y objetos matematicos- y b)
representaciones mentales - esquemas internos o marcos de referencia que una
persona usa para interactuar con el mundo externo- Y agrega: “Para tener
éxito en matematicas, es deseable tener representaciones mentales de los
conceptos que sean ricas. Una representacion es rica si contiene y relaciona
muchos aspectos del concepto. Y una representacion es pobre si contiene tan
pocos elementos del concepto que no permite hacer un uso flexible en la
resolucion de problemas. (...) En la mente de una persona pueden coexistir
varias representaciones de un concepto. En algunos casos éstas pueden ser
utilizadas con ventaja para considerar diferentes situaciones matemdticas. Sin
embargo, en otros casos, pueden ser conflictivas (...) En casos mas favorables,
las distintas representaciones mentales de un concepto pueden complementarse
entre si y eventualmente pueden ser integradas en una sola representacion del

concepto” (p.32)

Luego, Dreyfus, senala que aunque es importante que una persona tenga
varias representaciones de un concepto, su existencia misma, no es suficiente
para permitir un uso flexible del concepto en la resoluciéon de situaciones-
problemas. Es necesario que, ademads, posea o domine aquéllas habilidades

para realizar los dos procesos siguientes: 1) cambiar de una representacion a
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otra cuando esto sea conveniente, y 2) traducir una representacion en otra, esto
es, pasar de la formulacién de un problema o una proposicién matematica en

una representacion a otra.

La representacion y la abstraccion, dice Dreyfus, son procesos
complementarios: “por un lado, un concepto se abstrae a partir de varias de su
representaciones; y por otro, las representaciones son siempre representaciones
de algun concepto mas abstracto” (p. 38) En consecuencia, si se utiliza una sola
representacion del concepto, puede suceder que la atencién se centre en la
representacion en lugar del objeto abstracto representado. Sin embargo,
cuando se consideran simultaneamente varias representaciones, la relacion al

concepto abstracto subyacente se vuelve importante.

Por su parte Janvier (1978, p. 3.2-3.5), considera que, para describir las
distintas relaciones entre las diversas variables en una situacién-problema,
contamos, con al menos cuatro representaciones (externas o semioticas)
posibles: 1) la descripcion verbal, 2) la tabla de valores, 3) las grdficas, y 4) las
formulas. Hay que agregar a éstas, las posibilidades que nos generan las
habilidades de traduccion de un modo de representaciéon a otro. Estas

habilidades se muestran en la tabla siguiente.

Hacia | Descripcion verbal Tablas Graficos Foérmulas
Desde

Descripcion verbal Transposiciéon Estimacién Bosquejo Modelo

Modelacian

Tablas Lectura Transposiciéon Trazado de la grafica | Ajustar o interpolar
Graficos Interpretacién Lectura puntual Transposicién Ajustar una curva
Formulas Lectura e Calcular Bosquejo Transposicién
interpretacién

Asi, la representacién grafica conecta con las potencialidades
conceptualizadoras de la visualizacion y se relaciona con la geometria y la

topologia. La representacion en forma de tabla pone de manifiesto los aspectos

60




numéricos y cuantitativos. La expresion analitica conecta con la capacidad
simbdlica y se relaciona principalmente con el algebra, mientras que la
representacion verbal se relaciona con la capacidad lingliistica de las personas
y es basica para interpretar y relacionar las otras tres (Font, 2000). De hecho,
la conversion o traduccion de un enunciado en lengua natural o un texto a una
representacion simbodlica o grafica, y viceversa, son tareas complejas y dificiles
que no dependen sélo del conocimiento de las reglas de funcionamiento de la
representacion de partida y de llegada. Este es el caso, por ejemplo, para las
tareas de matematizacion o modelaciéon. También, las representaciones en
lengua natural son sumamente importantes en las tareas de argumentacion y
deduccion. Duval (1993) escribe: “La lengua natural debe ser considerada a la
vez como un registro de partida y como uno de llegada. Pero, y ése es el punto
importante, esta conversion interna no se hace directamente sino que pasa por
representaciones intermediarias no discursivas. La explicitacion de
representaciones intermediarias no discursivas resulta ser una condicion
necesaria en el aprendizaje del razonamiento deductivo como en el control de la
argumentacion. ...Asimismo, la conversion de un enunciado del registro de la
lengua natural al de una escritura simbolica requiere el desvio por

representaciones intermediarias” (p. 18).

Asi, pues, en general, muchas traducciones no siempre son directas. Existen,
otras representaciones, ya sean mentales o externas, que actian como
intermediarias. Por ejemplo, la traduccién “tabla — férmula” puede ser
realizada como “tabla — grafica — formula”. Y la traducciéon “férmula —

grafica” como “férmula — tabla — grafica”.

Hay traducciones tales como “grafica—grafica” o “tabla—tabla”, denominadas
transposiciones, que son reformulaciones dentro de la misma representacion.
Esta reorganizacion de los mensajes en muchos casos facilita otros procesos de
traduccion mas complejos. La traduccion “férmula—grafica” puede

descomponerse como “formulal—féormula2—grafica”. O bien, de una tabla de
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datos se puede construir una tabla de diferencias para encontrar de manera
mas facil una formula o una interpretacion (Janvier, 1978, p. 3.5, 1987, p.29)

Por su parte Duval (1993, 1999) distingue entre: a) representaciones mentales
que cubren al conjunto de imagenes y, globalmente, a las concepciones que un
individuo puede tener sobre un objeto, sobre una situaciéon y sobre lo que les
esta asociado, y b) representaciones semioticas son producciones constituidas
por el empleo de signos que pertenecen a un sistema de representacion, el cual
tiene sus propios constrenimientos de significancia y funcionamiento. Una
figura geométrica, un enunciado en lengua natural, una formula algebraica,
una grafica, son representaciones semiéticas que pertenecen a sistemas
semioéticos diferentes. Y enfatiza que las representaciones semidticas no
solamente son necesarias para fines comunicativos, sino que son igualmente
esenciales para la actividad cognitiva del sujeto: objetivacién, tratamiento y

produccién de conocimientos.

La distincion entre representacion mental y externa se refiere solo al modo de
producciéon y no a su naturaleza (ver Duval, 1999, p. 5). En realidad para
Duval la division béasica no es esa, sino que para él hay dos clases de
representacion cognitiva: 1) las representaciones semidticas que son
producidas intencionalmente usando un sistema semiético: oraciones, graficos,
diagramas, dibujos, etc., y 2) las representaciones fisicas/organicas que son
producidas casual y automaticamente por un sistema organico o un sistema

fisico.

La producciéon o el uso de una representaciéon semidtica puede ser ya sea
mental o externa. Por ejemplo, tanto el calculo aritmético mental como el
calculo escrito utilizan el sistema decimal, pero no asi las mismas estrategias

debido al costo cognitivo.

Por tanto, las representaciones se pueden dividir en:
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» Representaciones externas o semioticas que tienen una traza o soporte fisico
tangible — por ejemplo un signo- sujeta a determinadas reglas sintacticas y
de procedimiento, es decir, que pertenecen a un sistema de representacion.
Sus funciones basicas son cognitivas y comunicativas.(ver Duval , 1993, p.
2). Las representaciones externas pueden dividirse en representaciones
simbdlicas (o linguisticas) y representaciones analdgicas (o no-linguisticas)

» Representaciones internas o mentales que son 1magenes asociadas al
concepto que nos sirven para pensar sobre los conceptos y los procesos

matematicos.

Las representaciones externas e internas no son dos dominios diferentes e
independientes, ni las primeras estan subordinadas a las segundas, sino que
ellas, en el transcurso de su desarrollo, interactiian y se condicionan entre si.
Ellas son signos que funcionan en la interface entre la realidad exterior e

interior del sujeto.

El desarrollo de las representaciones mentales se afectua como una
interiorizacion de las representaciones externas; la diversificacion de
representaciones externas de un mismo concepto u objeto aumenta la
capacidad cognitiva del sujeto, y por consiguiente, su capacidad de
pensamiento sobre él. De manera reciproca, las representaciones externas,
como son los enunciados en lenguaje natural, las tablas, las graficas, las
formulas, las figuras geométricas, entre otras muchas, son el medio por el cual
los sujetos exteriorizan sus imagenes o representaciones internas haciéndolas

accesibles a los demas (Duval, 1993).

Asi las representaciones semiodticas tienen una doble funcién, muy

interrelacionadas entre si:

= Actiian como estimulos para los sentidos en los procesos de construccion de

nuevas estructuras mentales y aprehension de conceptos.
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» Permiten la expresion o produccion de conceptos e ideas a los sujetos para

que las utilicen en sus actividades cognitivas.

Ahora bien, la evidencia experimental le sugiere a Duval generar una nociéon
totalmente relacionada a las funciones esenciales de cualquier actividad
cognitiva. Asi, Duval (1993) habla de registro de representacion como un
sistema semiético que permite las tres actividades cognitivas asociadas a la
semiodtica: 1) formacion de wuna representacion identificable como una
representacion de un registro dado: enunciacion de una frase (comprensible en
una lengua natural dada), composiciéon de un texto, dibujo de una figura
geométrica, elaboraciéon de un esquema, dibujo de una grafica, escritura de
una formula, etc., 2) el tratamiento de una representacion, es decir, su
transformacion en el registro donde ha sido formada. Por ejemplo, el calculo y
la reconfiguraciéon son formas de tratamiento propios de las escrituras
simboélicas y las figuras geométricas respectivamente, y 3) la conversion de
una transformacion, esto es, su transformacién a otra representacion de otro
registro conservando la totalidad o solamente una parte del contenido de la
representacion inicial. Por ejemplo, la ilustracion es la conversiéon de una
representacion lingiistica en una representacion figural y la descripcion es la
conversion de una representaciéon no verbal (esquema, figura, grafica) en una
representacion linglistica. La transformaciéon de ecuaciones en graficos

cartesianos y viceversa, son ejemplos de conversion.

Como ejemplo de tres registros de representacion diferentes para los nimeros
se tienen: la escritura decimal, la escritura fraccionaria y la escritura con

exponentes.

Duval senala que de las tres actividades ligadas a la semiosis, sblo las dos
primeras, la formaciéon y el tratamiento, son tomadas en cuenta en la
ensefnanza. Pues se considera generalmente que, por una parte, la conversion
de las representaciones resultaria por si misma, en forma rapida y

espontanea, desde el momento en que se ha sido capaz de formar
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representaciones en registros diferentes y de efectuar tratamientos sobre las
representaciones y, por otra, la conversién no tiene importancia real para la
comprension de los objetos o los contenidos conceptuales representados, puesto
que su resultado se limita a un cambio de registro. Descuidandose asi, el
hecho de que en una fase del aprendizaje la conversién juega un papel esencial

en la conceptualizacion.

Generalmente, los contenidos matematicos (objetos, conceptos o situaciones)
vienen expresados mediante sistemas de representacion especificos que
proporcionan una caracterizaciéon diferente y cognitivamente parcial - en tanto
hay una seleccién de los elementos significativos o informativos del contenido
al que representan — y que no agotan en su totalidad la complejidad de
relaciones que cada contenido encierra. Por lo tanto, formar y dominar un
concepto matematico 1mplica o supone conocer sus principales
representaciones, el significado de cada una de ellas, operar con las reglas de
cada sistema y traducir o convertir unas representaciones en otras, detectando
que sistema es mas ventajoso para trabajar con determinadas propiedades

(ver Duval, 1993).

1.7.2 LA VISUALIZACION

Sin duda alguna existe, hoy en dia, un alto consenso entre los matematicos, los
didactas de las matematicas y los profesores de matematicas del papel
fundamental que juega en la actividad matematica y su aprendizaje el
desarrollo del pensamiento visual o visualizacién (Tall, 1991; Cunninghan,

1991; Guzman, 1996).

Por una parte, esto es debido a las facilidades ofrecidas para la visualizacién
por las nuevas tecnologias, aunque ésta puede muy bien ser realizada con o sin
ordenador. Por otra, se tiene la necesidad cada vez mas patente de romper con
las tendencias formalistas dominantes en la ensefianza universitaria que han

relegado la visualizacion a un segundo término, tratandola con desconfianza y
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con sospecha, y que han generado en los estudiantes concepciones poco
adecuadas. Por ejemplo, se ensena a mirar con recelo una prueba que hace uso
crucial de diagramas, graficos, u otras formas no-linglisticas de
representacion; los estudiantes se muestran reacios a aceptar los conceptos
matematicos visualmente; y prefieren los algoritmos al pensamiento visual
(Artigue, 1992). Algunas posibles razones que explican estos comportamientos
son: a) el pensamiento visual demanda un nivel superior de habilidades
cognitivas que el pensamiento algoritmico, b) la visualizaciéon es dificil de
ensenar, y c¢) una relacionada a las creencias acerca de la naturaleza de las
matematicas: lo visual no es matematico. Estas creencias estan
profundamente enraizadas, atin entre quienes abogan por la visualizacién. Se
demanda asi avanzar desde una consideracién de lo visual como argumento
heuristico, ayuda en el trabajo informal, guia de inspiracién; hacia una
concepcion mas seria de los valores probativos y demostrativos de los procesos

de la visualizacién.

Ahora bien, en el contexto de la didactica de las matematicas el término
visualizacion tiene una connotacién especifica y difiere de su uso comun en el
lenguaje diario y en la psicologia, en donde su significado esta muy cerca de la
percepcion visual y de su extension a la formacion de imagenes mentales y a la
manipulacion mental de las mismas. Con la visualizacién en matematicas se
pretende otra cosa: transformar lo formal, lo simbdlico, lo verbal, lo analitico
en un formato geométrico o grafico para mostrar, observar, comunicar,
comprender y descubrir las relaciones y propiedades entre los objetos del
universo matematico. Las ideas, los conceptos y métodos de las matematicas
presentan una gran riqueza de contenidos visuales, representables
intuitivamente, geométricamente, cuya utilizacién resulta muy provechosa,
tanto en las tareas de presentacién y manejo de tales conceptos y métodos
como en la manipulacién con ellos para la resoluciéon de los problemas del

campo.
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Duval (1999) dice: “...A diferencia de la vision o la percepcion visual, la cual
proporciona una acceso directo al objeto, la visualizacion esta basada en la
produccion de representaciones semioticas. Especificamente en repesentaciones
analogicas(...). Una representacion semiotica no nos muestra las cosas como
aparecen en el espacio 3D o como se proyectan sobre un soporte material en el
espacio 2D. Eso es asunto de la percepcion visual. Una representacion semidtica
muestra relaciones, o mejor, una organizacion de relaciones entre unidades
representacionales. Estas unidades representacionales pueden ser formas
unidimensionales o bidimensionales (figuras geométricas), coordenadas
(grdficos cartesianos), proposiciones o palabras (redes semdnticas)(...) La
visualizacion hace visible todo lo que no es accesible a la vision(...)La
visualizacion se refiere a una actividad que es intrinsecamente semiética, estos

es, ni mental ni fisica”(p. 13).

Asi, la visualizacién no es un fin en si misma, sino que es un medio para la
comprension de un concepto o resolucién de un problema. Ademas es condicién
necesaria para la comprensién. Y para conseguir esta clase de comprension, la
visualizacion no debe ser aislada del resto de las matematicas: "El
pensamiento visual y las representaciones grdficas deben ser ligadas ligados a
los otros modos de pensamiento matemdtico y formas de representacion. Se debe
aprender como las ideas pueden ser representadas simbolicamente,
numéricamente y grdficamente, asi como a moverse entre ellas. Se debe
desarrollar la habilidad de escoger la aproximacion mds apropiada para un
problema particular y entender las limitaciones de estos tres dialectos del

lenguaje de las matemadaticas” (Zimmermann y Cunningham, 1991, p. 4).

Los expertos poseen imagenes visuales, modos intuitivos de percibir los
conceptos y métodos, de gran valor y eficacia en su trabajo creativo y en su
dominio del campo en que se mueven. Mediante ellos son capaces de
relacionar, de modo muy versatil y variado, constelaciones frecuentemente
muy complejas de hechos y resultados de su teoria y a través de tales redes

significativas son capaces de escoger, de manera natural y sin esfuerzo, los
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modos de ataque mas eficaces para resolver los problemas con que se
enfrentan (ver Guzman, 1996). Estas imagenes visuales o imagenes mentales
pueden ser producto de una mera visualizacién, esto es, la producciéon mental

de una representacion semiética como el calculo mental.

“La visualizacion matemdtica es el proceso de formar imagenes - mentalmente o
con lapiz y papel o con ayuda de la tecnologia- y usar tales imdgenes
efectivamente en la comprension y descubrimiento matemdtico” (Zimmermann y

Cunningham, 1991, p. 3). La visualizacién no es simplemente apreciar o

contemplar las matematicas a través de dibujos.

Msés generalmente, Guzman (1996) dice: "Esta forma de actuar con atencién
explicita a las posibles representaciones concretas en cuanto desvelan las
relaciones abstractas que al matemdtico interesan constituye lo que
denominamos visualizacion en matemdticas"(p. 16). Ademas, si se toma en
cuenta la naturaleza misma de la matematica, la visualizacién aparece asi
como algo profundamente natural tanto en el nacimiento del pensamiento
matematico como en el descubrimiento de nuevas relaciones entre los objetos
matematicos, y también, naturalmente en la transmision y comunicacién

propias del quehacer matematico.

Dreyfus (1993) dice: “La visualizacion, desde el punto de vista de la educacion
matemdtica, incluye dos direcciones: 1) la interpretacion y comprension de
modelos visuales y 2) la habilidad de traducir en imdgenes visuales
informacion dada en forma simbdlica. Ademds, de estos aspectos de codificar y
descodificar, el tratamiento directo de informacion en forma visual puede

ocupar una importancia central en el aprendizaje de las matematicas”(p.119).

También, la visualizacion en tanto que estd inmersa en todo un cumulo de
intercambios personales y sociales, buena parte de ellos arraigados
profundamente en la misma historia de la actividad matematica, se vuelve un

proceso que hay que aprender en la interacciéon con las personas a nuestro
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alrededor y en la inmersion e inculturacién en el tejido histérico y social de la
matematica.

En consecuencia, la visualizacién no es una visién inmediata de las relaciones
sino una interpretacion de lo que se presenta a nuestra contemplacion que
solamente podremos realizar eficazmente si1 hemos aprendido a leer
adecuadamente el tipo de comunicacién que la sustenta (Guzman, 1996, p. 18).
Esto implica, admitir que en la ensenanza, tal vez, la visualizaciéon no sea un
proceso transparente e inmediato y, en consecuencia, requiere una labor de
descodificacion y codificaciéon en la que es necesario introducir al alumno. En
este sentido, segun el grado de correspondencia entre la situaciéon matematica
que tratamos de visualizar y la forma concreta que empleamos para hacerlo
van a existir muy distintas formas de visualizacion, por ejemplo: 1somorfica,

homeomorfica, analdgica, diagramatica (ver Guzman, 1996, pp. 18-26).

Asi, se ha de ser consciente de la naturaleza de nuestras visualizaciones y de
los aspectos de convenio, consenso, tradiciéon, que contienen, lo que las hace
dependientes, para su utilizacién, de todo un coédigo de comprension que ha de
ser transmitido y ensayado suficientemente hasta adquirir una cierta

familiaridad con él.

En consecuencia, para nosotros, la visualizacion matematica se refiere a
aquéllas habilidades cognitivas especificas que nos permiten producir una
representacion semiodtica apropiada — ya sea mental, con lapiz y papel o con un
ordenador- para comprender un concepto o resolver problema matematico, en
diversos registros geométricos, graficos o proposicional. Y por tanto, se
requiere de un entrenamiento especifico para visualizar cada registro, pues es
muy buen sabido que la figuras geométricas o los graficos cartesianos no son
directamente accesibles como lo pueden ser las representaciones iconicas, en
las que existe una relacion de semejanza entre el contenido de la
representacion y el objeto representado. Asi, desde la perspectiva del

aprendizaje, es necesario considerar tres problemas relacionados a la
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visualizacién: la discriminacién, el tratamiento y la coordinaciéon con un

registro discursivo (ver Duval, 1999, pp. 16-23).

Todo ello deja bien patente la conveniencia de ejercitar nuestra capacidad de
visualizaciéon y de entrenar a quienes queremos introducir en la actividad

matematica en el ejercicio de la visualizacion.

1.7.3 El papel de la Tecnologia

Otro factor muy importante, pero también muy controvertido, en los
movimientos actuales de renovaciéon curricular es la presencia de la
tecnologial’ en la clase de matematicas con todas las facilidades que se supone
para representar y transformar el contenido matematico y promover

ambientes de aprendizaje interactivos.

Esa presencia, en muchos contextos educativos, es s6lo potencial. No obstante,
ella ejerce una tremenda influencia en las relaciones que se establecen en los

sistemas didacticos (conocimiento-profesor-alumno) y su entorno.

Por ello, ante las posibilidades y retos que plantea la tecnologia, creemos que
lo conveniente es adoptar una posicién critica y planificar adecuada y
racionalmente su introduccion en el curriculo. Por ejemplo, Koblitz (1996) dice:
“At the university of Washington, we also have resource limitations. After
considering various ways to reform the calculus course, we selected a low-tech
approach using some applications-oriented lecture note that I had written. Our
calculus reform was implemented relatively, quickly, painlessly, and
inexpensively, largely because it was not based on computers or graphics

calculators”(p. 3).

17 El término tecnologia se refiere a los ordenadores, los programas de célculo simbdlico y gréfico, los
recursos de internet, los lenguajes de programacion, las calculadoras, las hojas de calculo, etc. Los posibles
escenarios educativos que se vislumbran de acuerdo al papel que juegue la tecnologia son: como recurso
didactico, entorno de aprendizaje o sistema educativo.
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La aproximaciéon tecnoldgica en tanto que sugiere cambiar los énfasis de la
ensenanza ha resultado ser muy saludable para aquellos contextos educativos
que tienen pocas posibilidades de hacer de la tecnologia un recurso intensivo y
masivo. Asi, la practica y el significado de la ensenanza-aprendizaje del calculo
se ha enriquecido con diversas perspectivas que ponen énfasis mas en los
aspectos fenomenolégicos, intuitivos, visuales, representacionales que estan en
la génesis de los conceptos, que en la logica interna de la disciplina y el
dominio algoritmico-simbdlico (degradado en la practica educativa, a la mera
manipulacion de recetas de cocina). Asimismo, se plantea la necesidad de
promover una interacciéon fuerte entre el conocimiento procedimental y
conceptual o, en los términos de Tall, desarrollar el pensamiento proceptual y

versatil.

En general, desde nuestra perspectiva, la tecnologia se concibe basicamente no
como la panacea didactica, sino como una herramienta mas, que coadyuva a
promover ambientes de aprendizaje ricos y comunicativos que hacen
evolucionar los esquemas conceptuales y los conocimientos y habilidades de los
estudiantes. Es decir, ambientes que, por una parte, favorecen las dimensiones
intuitivas y visuales, la experimentacion, el plantear y probar conjeturas, las
tareas de tratamiento y conversion entre los diferentes sistemas semiéticos y
crear situaciones comunicativas relevantes y, por otra, permiten considerar
secundarias, segun que objetivos se persigan, ciertas tareas rutinarias que en
un ordenador se pueden realizar de manera mas rapida y exactal8 - y ademas,
presentar los resultados en varios sistemas de representacion- proporcionando
asi mas tiempo para centrar la atenciéon del estudiante en los procesos
cognitivos y matematicos subyacentes. En particular, en un ambiente rico y
comunicativo, la interaccion entre los modos algebraicos/analiticos/simbdlicos y
los graficos/geométricos/visuales, ya sea con o sin tecnologia, juega un papel

sumamente importante en el pensar y hacer matematicas.

18 Los sistemas de calculo simbdlico (Derive, Mapple, Mathematica, etc.) permiten efectuar casi todos los

calculos matematicos usuales: calculos aritméticos, calculos algebraicos, célculos funcionales (incluye

gréficas), calculos combinatorios-l6gicos—estadisticos y calculos geométricos.
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Varias experiencias de investigacién e innovaciéon se han realizado sobre el
papel de la tecnologia en el proceso de ensenanza y el aprendizaje de las
matematicas. Investigadores como (Tall, 1985, 1986; Artigue, 1992; Demana &
Waits, 2000; Dubinsky, 1992) reportan éxitos importantes en el aprendizaje de
conceptos del calculo en ambientes tecnolégicos que potencian la visualizacién
o la programaciéon de los objetos o conceptos matematicos. Sin embargo,
Sierpinska (1999) dice: "It is no clear, however, if technology can be classified as
a “teaching aid”, aimed at overcoming the difficulties in the weak student and

enhance understanding in the stronger student (week 5, p, 5)”.

Ahora bien, considerando nuestra poca experiencia en este campo y con el
objeto de ser conscientes de los impactos positivos y negativos de la tecnologia
sobre la enseflanza y el aprendizaje, nos limitaremos a revisar como ésta se ha

concebido y algunas de las inquietudes qué se plantean.

En general, se identifican dos areas de trabajo no excluyentes:

1. Integrar de las potencialidades de los Sistemas de Calculo Simbdlico (SCS)
en el proceso de aprendizaje para fomentar la reflexién y la comprensiéon de
los estudiantes. Esto no es inmediato y requiere una aproximacioén
didactica tedrica que ayude a conceptualizar los nexos y el papel de las
técnicas con SCS y las técnicas sin SCS. En particular, se requiere
imaginar técnicas especificas para resolver problemas o tareas usando SCS,
pues muchos estudiantes consideran que la resolucién de problemas con
SCS no les ayuda en la elaboracién del conocimiento conceptual. Y por el
contrario, sienten que éste se desarrolla a partir de las técnicas que
construyen en un contexto ordinario.

2. Disenar y elaborar recursos tecnoldogicos expresamente para fines
instruccionales que tomen en cuentan los resultados de las investigaciones
didacticas. Este es el caso de investigadores como Tall y Dubinsky. Tall

aboga, en un primer momento, por una introduccion global y cualitativa de
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los conceptos que se apoye fuertemente en la visualizacién de los conceptos
y en las experiencias enactivas a través de ordenadores. Por su parte,
Dubinsky promueve la programacion en el lenguaje ISETL de los conceptos
matematicos para que los estudiantes puedan realizar una construccion
mental de ese objeto y puedan llegar a comprenderlo. Por ejemplo, escribir

un programa para representar una funciéon f(x) dada y pensar en lo que el
ordenador hace cuando se le pide evaluar f(3.7) puede ayudar a la

comprension y a potenciar la conexion entre la expresion formal y los
procesos (cognitivos y matematicos) subyacentes. Algunas evidencias
empiricas al respecto pueden encontrarse en el sitio

http://www.cs.gsu.edu/~rumec/.

Sierpinska (1999) dice:”In my own practice of teaching linear algebra with
Maple, I remember that, at the begining, I used to spend a lot of time teaching
my students the commands of Maple and the quite awkard syntax of the
software. Students were spending a lot of time to figure out why a command
didn’t work they way they expected (just to find out, for example, that they had
forgotten to put the semi-colon at the end of the command line). At the end, they
were not sure what they are learning in the course: linear algebra o the Maple
languaje. Today, I no longer demand that the students do their homework
assignments using Maple,; I allow them todo so, if they want (week 5, p.4-5)”.
Aqui lo que se plantea es el riesgo que se corre de invertir demasiado tiempo
en el medio de ensefianza y muy poco en los procesos y conceptos matematicos

subyacentes.

Otra cuestion muy concreta que se plantea como reto para la didactica es la de
decidir qué método o procedimiento es el mas adecuado y por qué. Por ejemplo,
cada algoritmo con lapiz y papel debe ser analizado para ver si el
procedimiento contribuye a la comprensiéon del proceso o concepto. En caso

negativo, éste debe ser suprimidol® o relajado y realizado con la tecnologia, la

19 Esto es parte de la evolucion del conocimiento y de la técnica. Por ejemplo, procedimientos de calculo
como el de la raiz cuadrada o el de interpolacion usando tablas son hoy en dia obsoletos, no asi los conceptos
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cual, a su vez, debe ser examinada para ver en que medida ésta contribuye a la
comprension del concepto y al desarrollo las habilidades de los estudiantes. O
mejor aun, se podrian imaginar nuevos tipos de problemas o tareas en las que
estos algoritmos sean indispensables En Demana & Waits (2000), encontramos
un principio didactico llamado procedimiento caja blanca/caja negra que dice
que en determinados momentos, dependiendo de los objetivos de aprendizaje,
puede que sea muy formativo realizar ciertos calculos o procedimientos con
lapiz y papel, pero posteriormente puede ser conveniente realizarlos con la
tecnologia o mentalmente. Por ejemplo, la técnica de descomposicion en
fracciones parciales es un procedimiento caja negra en calculo que es mejor
realizarlo con la tecnologia. Pero el procedimiento de integracion es un
procedimiento caja blanca que es mejor realizarlo con lapiz y papel. Asimismo,
la técnica de integracién por fracciones parciales es un procedimiento caja
negra cuando se resuelven ecuaciones diferenciales, pero la técnica de solucion

de la ecuacion diferencial es un procedimiento caja blanca.

De manera mas general, Tall (2000b) reflexiona acerca de las caracteristicas
del funcionamiento del cerebro humano y el ordenador, y proporciona evidencia
empirica de como esa interaccion puede contribuir al desarrollo del
pensamiento versatil: combinacion del pensamiento proceptual y el
pensamiento visual. Y observa que mientras el ordenador se limita a realizar
algoritmos para hacer calculos y representar la soluciones mediante nimeros o
figuras, la mente matematica2® realiza muchos tipos de asociaciones y posee la
riqueza cognitiva de los esquemas conceptuales y los proceptos que le sirven o
bien como guia o como obstaculos para manejar los conceptos matematicos
(Tall, 2000c).

Asi, un estudiante que se limita a usar un manipulador simbdlico sin tener
una idea mas o menos clara de los mecanismos internos que éste realiza para

resolver una tarea especifica y no halla reflexionado sobre los conceptos

subyacentes. Lo mismo puede afirmarse de muchos procedimientos simbélicos en algebra y calculo que se
realizan con lapiz y papel y que todavia se estudian.

20 El termino mente matematica se usa para referirse como los procesos y conceptos matematicos son
concebidos y compartidos entre las personas (Tall, 2000, p.3).
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matematicos, es poco probable que desarrolle un pensamiento proceptual
consistente o que sus esquemas conceptuales evolucionen. Por ejemplo, Tall
(2000a) reporta que estudiantes que siguieron un curso de calculo usando
Derive, miraban la diferenciaciéon como una secuencia de apretar teclas mas
que la idea conceptual de razén de cambio. Otro ejemplo interesante es el de
Hunter, Monaghan y Roper (citados en Tall, 2000b) donde reportan que una
tercera parte de los estudiantes que usaban un manipulador simbdélico podian
responder antes del curso, pero no después, a la cuestién siguiente: /qué

puedes decirde usiu=v+3yv=1?.

Por lo tanto, para no reemplazar un algoritmo mecanico con lapiz y papel por
otro, tal vez menos adecuado, en el que solo se aprietan teclas, son necesarias

otras experiencias que complementen el trabajo con los métodos simbélicos.

Una aproximacién que conjugue los conocimientos de las matematicas y del
desarrollo cognitivo con la tecnologia para enriquecer los esquemas
conceptuales y desarrollar un pensamiento versatil en los estudiantes es

requerida.

En este sentido, Tall formula el principio de construccion selectiva, que consiste
en el diseno de software que representa ciertos aspectos tedricos escogidos para
que el estudiante pueda explorarlos, mientras el ordenador realiza
internamente los procesos subyacentes. Se supone que la actividad sensorial,
motora y visual puede ayudar a construir los conceptos tedricos superiores.
Tall propone una aproximaciéon llamada aproximacion cognitiva al cdlculo
basada en el disenio de software conteniendo organizadores genéricos que
permitan manipular ejemplos y no ejemplos de un concepto o sistema
relacionado de conceptos. Cada organizador genérico requiere escoger una idea
fundamental en la mente matematica, llamada raiz cognitiva, que no tiene
necesariamente que ser una idea matematica. Por ejemplo, la nociéon de

rectitud local es una raiz cognitiva para el organizador genérico Magnify.
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Sin embargo, Tall (2000b) escribe: “I do not see the computer microworld as the
sole agent in facilitating student exploration and peer discussion. The role of the
teacher as mentor is vital —to draw out ideas from students and to encourage
them to express verbally what they see occurring visually (p. 229)°’. Mas
adelante continua: ”We can use new technologies in imaginative ways that were
previously impossible to contemplate. However, if we are to use technology in
teaching mathematical concepts, we need to observe carefully what it is that
students actually learn during the process. The evidence is that they learn by
building up mental images in ways that are consistent with what they do and
what they observe whilst using technology. The experience can have insight
aspects that support the theory, but it can also lead to a variety of other mental
imagery that may differ from the mathematical ideals currently held by experts

(p. 230)”.

1.8 Algunas notas histérico-epistemoldgicas

En esta seccion apelamos a la historia de las matematicas para conjeturar
algunas posibles razones que pemiten explicar la persistencia del modo de
pensamiento algebraico/algoritmico frente al modo grafico/visual en los

procesos de ensenanza y aprendizaje de las EDO.

En primer lugar, creemos que tal situacién es consecuencia del predominio de
una concepcion epistemoldgica de las matematicas, muchas veces implicita, en
la practica docente y su entorno muy préxima al funcionalismo formal de Mac
Lane que sobrevalora la manipulacién légica y simbdlica frente al tratamiento
grafico/visual. Bajo esta concepcidén, los aspectos graficos y visuales son
considerados como un cierto soporte heuristico, un mero auxiliar didactico para
presentar algunos conceptos matematicos y sus interrelaciones. Pero una vez
que han sido usados ellos deben ser retirados de la urdimbre conceptual.

Histéricamente, y de una manera general, podriamos decir que esa concepcion
se origina y consolida a través de tres grandes proyectos de las matematicas: 1)

el proyecto de algebrizacion del calculo (1600-1800), 2) el proyecto de
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aritmetizacién del analisis (1800-1900), y 3) el proyecto fundacionista. La
tremenda influencia que tales proyectos han ejercido sobre el curriculo han
sido ampliamente documentados (Arrieta, 1993). En ellos se refuerza una
creencia absoluta en el poder de los métodos algebraicos/algoritmicos/analiticos
y se desprecian los aspectos graficos/visuales, considerandolos como no

matematicos.

En segundo lugar, la revision de la historia de las EDO de primer orden nos
permite para dar cuenta de algunos hechos epistemolégicos especificos, como
esos ya senalados en Artigue(1992), que han contribuido a que todavia
prevalezca en muchos curriculos de las EDO la concepciéon antes aludida, a
saber: a) el largo predominio histérico del cuadro algebraico, b) el estatuto del
marco numérico, ¢) el desarrollo tardio de la aproximacion geométrica, d) la
independencia relativa de las distintas aproximaciones, y e) la dificultad de los
problemas que motivaron el nacimiento y subsiguiente desarrollo de la

aproximacion cualitativa.

Realicemos, pues, un breve viaje por la historia dejando para un trabajo
posterior la busqueda de hechos histéricos particulares que permitan

enriquecer las propuestas didacticas actuales.

La teoria de las Ecuaciones Diferenciales?! Ordinarias (EDO) comenzé a
desarrollarse a finales del siglo XVII, casi simultaneamente con la aparicién
del calculo diferencial e integral y practicamente todos los métodos de
integracion de ecuaciones de primer orden de los que hoy disponemos eran ya
bien conocidos hacia 1740. Es mas, a partir de Euler, la notacién y el lenguaje
usados son ya muy proximos a los que usan actualmente. Por ejemplo, Newton

disefio algoritmos adecuados para tratar con los tipos relaciones siguientes: i)

X:f(x)o%: F(x), i) L= f(x)o%: f(y), iii) X:f(x)o%:f(x,y).Por su
X X X
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parte, Leibniz descubrié la técnica de separacion de variables en 1691, y la uso
el mismo ano para resolver ecuaciones homogéneas de primer orden; en 1694
encontré ademas la soluciéon de la ecuacion lineal de primer orden. En 1695
Jacques Bernoulli propuso resolver la que hoy se conoce como ecuacién de
Bernoulli, y Leibniz mostr6 al ano siguiente que se podia reducir a una
ecuacion lineal a través de un cambio de variable. Las ecuaciones exactas
fueron identificadas algin tiempo después, independientemente por KEuler
(1734-35) y Clairaut (1739-40). En estos trabajos se introdujo la idea del factor

integrante, aunque ella ya habia sido usada por Jean Bernoulli en 1691.

El interés por las EDO de primer orden surgié y se desarrollo basicamente de
la necesidad de encontrar nuevos métodos de atacar diversos problemas fisicos

y geométricos (ver Kline, 1992, pp.622-664).

El problema basico de la teoria consiste en estudiar las funciones que
satisfacen una EDO, proporcionando ideas lo suficientemente amplias acerca

de sus propiedades.

En este sentido, uno de los primeros problemas de la teoria, tal como puede
apreciase en el parrafo de arriba, fue la obtenciéon de métodos que permitieran
calcular formulas explicitas para las soluciones. Sin embargo, el hecho de que
tales formulas sélo puedieran obtenerse en casos muy sencillos provocod que la
atencion se desplazara a las cuestiones de existencia, unicidad, aproximacion y

descubrimiento de nuevos métodos de estudio de las soluciones.

El ambiente intelectual en que se desarrollaron los conceptos y algoritmos de
las EDO esta inmerso en el proceso de algebrizacion de la geometria y del
calculo, en los que se pone el acento en las féormulas y los desarrollos
cuantitativos. De hecho, una de las caracteristicas de las matematicas del siglo

XVII fue romper con el paradigma de la geometria euclidea como sinénimo del

2L El término ecuacion diferencial fue usado por primera vez por Leibniz en 1676 para denotar una relacion
entre las diferenciales dXx, dy y las variables X, Y. Sin embargo, las diferenciales leibnizianas no tenian un
significado preciso.
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rigor y establecer la superioridad del algebra sobre ésta. Pues, como lo senala
Klein (1992), hasta el ano 1600 el cuerpo de las matematicas era geométrico
con algunos apéndices algebraicos y trigonométricos y, en lo metodolégico, la
tradicion griega se dejaba sentir entre los matematicos del siglo XVII, por la

obligacion a justificar los métodos algebraicos con demostraciones geométricas.

Ahora bien, la confianza de los matematicos en las intuiciones vy
consideraciones fisicas y los éxitos de los resultados obtenidos y la creencia en
el diseno matematico del universo mas que en el rigor légico fueron los factores
que contribuyeron a un tremendo desarrollo de las matematicas durante los

siglos XVII y XVIII.

En efecto, como consecuencia de la mayor efectividad de los métodos analiticos,
el algebra se convirtidé en la sustancia dominante de las matematicas;
desplazando a los métodos geométricos y convirtiéndolos, como mucho, en una
interpretacion del algebra y en una guia del pensamiento algebraico mediante
la geometria de coordenadas de Fermat y Descartes. Es mas, tras las
aportaciones de Leibniz en el aspecto notacional, el calculo infinitesimal se
convirtié en puro mecanismo operatorio formal (una extension del algebra en
la que no se necesita del concepto de limite y, en particular, de la nocién de
convegencia de una serie) validado por la seguridad, claridad y fecundidad de
los calculos y no por la solidez de sus fundamentos. El concepto predominante
de funcion durante el siglo XVIII fue el de una unica expresion analitica (una
fomula) finita o infinita, es decir, una combinacién de operaciones realizadas
sobre cantidades conocidas para obtener valores de cantidades desconocidas.
De hecho esta conviccion de que las funciones debian ser expresables por medio

de fomulas se convirtié en un obstaculo para el desarrollo de este concepto.

Los matematicos del siglo XVIII continuaron con la tradicion leibniziana de la
manipulacion formal de las expresiones analiticas o algebraicas. Asi Euler,
Lagrange, Legendre, Laplace haciendo un uso virtuoso de la técnica se

centraron en la busqueda de procedimientos algoritmicos o analiticos y
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pretrendieron liberar al calculo infinitesimal de la geometria y basarlo en la

aritmética y el algebra.

En Klein (1992), encontramos las citas siguientes que ilustran muy bien estas
pretensiones. Lagrange en su Mecdanique analytique escribe: “Nosotros ya
tenemos varios tratados sobre mecdanica, pero el plan de éste es enteramente
nuevo. Me he propuesto el problema de reducir esta ciencia (mecdnica), y el arte
de resolver problemas pertenecientes a ella, a fomulas generales cuyo simple
desarrollo proporciona todas las ecuaciones necesarias para la solucion de cada
problema (...). No se encontraran diagramas en este trabajo. Los métodos que
expongo en él no demandan ni construcciones ni razonamientos geométricos o
mecanicos, sino unicamente operaciones algebraicas analiticas sujetas a un
procedimiento uniforme y regular.”(p. 813). En este mismo sentido, Laplace en
su Exposition du systeme du monde dice: “El andalisis algebraico nos hace
olvidar rapidamente el objetivo principal (de nuestras investigaciones) al
enfocar nuestra atencién en combinaciones abstractas y es unicamente al final
cuando regresamos a nuestro objetivo original. Pero al abandonarse a las
operaciones del analisis, se es llevado por la generalidad de su método y a las
ventajas inestimables de tranformar el razonamiento por procedimientos
mecanicos a resultados frecuentemente innacesibles a la geometria. Tal es la
fecundidad del analisis, que es suficiente con traducir dentro de este lenguaje
universal verdades particulares para ver surgir de su propia expresion multitud
de nuevas e inesperadas verdades. Ningun otro lenguaje tiene la capacidad
para la elegancia que surge de una larga sucesion de expresiones ligadas una a

otra viniendo todas de una idea fundamental.” (p. 814).

Asimismo, Euler y Lagrange intentaron explicar los conceptos del calculo y
justificar los procedimientos utilizados reduciendo el andlisis a un trabajo
puramente formal sobre las representaciones algebraicas o analiticas (a través
del uso sistematico de la serie de Taylor), separando su fundamentacién de la
geometria y la mecanica y evitando hacer uso de los infinitesimales, los

diferenciales, las fluxiones y la nocién de limite.
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Leibniz not6 la dominaciéon creciente del algebra y se sintié obligado a decir: “a
menudo, los geometras pueden demostrar en pocas palabras lo que es muy largo

para el calculo...el enfoque del algebra esta garantizado, pero no es mejor’.

Asi, pues, en su origen en los conceptos y métodos del calculo aparecen
interrelacionados los aspectos geométricos y algebraicos, es decir, los aspectos
figurales y operacionales. Pero la concepcién epistemoldgica dominante ya
senalada, asi como la fecundidad de los métodos algebraicos privilegi6 a estos

ultimos.

Ahora bien, Liouville demostro en 1841 que la solucién de la ecuacién de

dy

Riccati de la forma d—+ ay’ = x*, a>0, no puede expresarse como combinacién
X

finita de integrales de las funciones elementales. Asi, la existencia de estas
ecuaciones (cuyas soluciones no pueden expresarse todas ellas explicitamente
en terminos de funciones elementales) conlleva a desarrollar métodos de
aproximaciéon para las soluciones de las ecuaciones que puedan aplicarse a una

amplia gama de ecuaciones.

Por otro lado, cuando los matematicos encontraron mas y mas dificil el
problema de obtener soluciones para ecuaciones diferenciales ordinarias
especificas se preguntaron bajo que condiciones un problema de valor inicial o
de contorno admite una solucién. Fue Cauchy, entre 1820 y 1830, el primero

que demostrd el problema de valor incialy'= f(X,y), y(%) =Y, tiene solucién
unica siempre que f(X,y)yf, sean continuas para todos los valores de x e y en

un rectangulo adecuado y proporciond, ademas, un método para aproximar la
solucién. También, entre los afios 1839 y 1842, Cauchy presento el método mas
general de las funciones mayorantes. Y en 1890, Emile Picard proporcioné el

método general de aproximaciones sucesivas, ya adelantado por Liouville.
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También el problema de encontrar soluciones peridédicas fue abordado. En
1883, G. Floquet publico una dicusion completa de la existencia y propiedades
de las soluciones periddicas de ecuaciones diferenciales lineales de orden n con
coeficientes periddicos con el mismo periodo w. Posteriormente, otros autores
se dedicaron al problema de descubrir métodos practicos para hallarlas, pero

no se encontraron métodos generales.

En 1877, Hill demostr6 que la ecuacion diferencial lineal de segundo orden

2
%+0(‘[)X:0, con #(t) periddica de periodo z y par, tiene una solucidon

periddica.

Entre 1881 y 1886, Poincaré, motivado por el trabajo de Hill, los problemas de
la mécanica celeste, y la existencia desde hace ya buen tiempo de una clase
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales que no pueden ser resueltas
explicitamente, tales como la ecuacién de Riccati y la ecuacion del péndulo, que
no se contaban con métodos generales para su soluciéon, buscé métodos
mediante los cuales el problema seria resuelto examinando las propias

ecuaciones diferenciales, iniciando asi lo que se denomina teoria cualitativa.

Poincaré empezé con ecuaciones no lineales auténomas de la foma

Q:M,donde P y Q son analiticas en x e y. Esta foma fue escogida en

dx  Q(x,y)

parte porque algunos problemas del movimiento planetario lo condujeron
hasta ahi, y porque era el sistema matematico mas sencillo con el cual
comenzar el tipo de investigacion que Poincaré tenia a la vista (Klein, 1992, p.
966). Poincaré encontré que los puntos singulares de la ED, es decir los puntos
donde ambos P y Q se anulan, juegan un papel importante en el
comportamiento de las soluciones. Distingui6 cuatro tipos de puntos singulares
(foco, punto silla, nodo y centro) y describi6 el comportamiento de las

soluciones alrededo de tales puntos.
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También, estudié los ciclos limite, las soluciones periddicas y la nociéon de
estabilidad e introdujé la nociéon de indice (un argumento topoldgico) para

describir la naturaleza de un punto singular.

Por lo tanto, desde el siglo XVII, la teoria de las ecuaciones diferenciales se ha

desarrollado matematicamente en tres cuadros2?:

1. El cuadro algebraico donde las soluciones son expresadas por medio de
formulas algebraicas, explicitas o implicitas, desarrollos en serie o
expresiones integrales; cuadro que ha sido el predominante durante la
mayor parte del desarrollo de la teoria.

2. El cuadro numérico donde las soluciones son expresadas por medio de
valores aproximados numéricamente.

3. El cuadro geométrico donde se pretende caracterizar, desde un punto de
vista topolégico, el conjunto de las curvas solucion, es decir, el plano fase de

la ecuacidén. Este cuadro frecuentemente es llamado solucién cualitativa.

1.9 Principales Investigaciones acerca del aprendizaje de las

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO)

El interés creciente por los sistemas dinamicos y el poder de las herramientas
graficas y computacionales ha cambiado profundamente la naturaleza de las
EDO durante los ultimos 20 afios. Sin embargo, su ensefianza en los primeros
cursos universitarios sigue centrada en el cuadro algebraico, generando en el
estudiante ideas muy limitadas y poco satisfactorias con la epistemologia
especifica del campo de las EDO: por ejemplo, muchos estudiantes llegan a
creer de que siempre existe una receta que permite la integracion algebraica

exacta de cada ecuacion diferencial de la forma y'= f(x,y), es decir, formulas

22 De acuerdo a R.Douady un cuadro contiene: objetos matematicos y sus relaciones, asi como las expresiones
e imagenes mentales asociadas con estos objetos y sus relaciones. Dos cuadros pueden contener los mismos
objetos, pero diferir en las imagenes mentales y la probleméatica desarrollada en torno a ellos, esto es por la
clase de problemas y métodos (Artigue, 1992, p.1)
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explicitas en términos de funciones algebraicas, exponenciales,
trigonométricas, etc. Cuando los estudiantes afirman: "esta ecuacion no tiene
solucion” (cuando en realidad la hay), lo que quieren decir es que no hay
soluciones que puedan expresarse en términos de funciones elementales
(Hubbard y West, 1991). También, ecuaciones, como

y'=y?—x, y'=sen(xy), y'=exp(Xy), que no pueden ser resueltas por métodos

estandar no son consideradas en el curso tradicional.

En este sentido, Artigue (1989b) con el objeto de investigar las habilidades y
dificultades cognitivas de los estudiantes de primer ano de universidad cuando
se enfrentan a los métodos cualitativos, disenla y experimenta un enfoque para
la ensenanza de las EDO que toma en cuenta: 1) la epistemologia especifica de
las EDO, 2) las capacidades cognitivas de los alumnos, y 3) el desarrollo de las

herramientas informaéticas

Concretamente, Artigue elabora una ingenieria didactica2? que promueve la
integracion de los enfoques numéricos y cualitativos haciendo énfasis en la
interaccion y coordinacion de los cuadros algebraico y grafico, esto es, entre
una ecuacion y el conjunto de curvas solucion. Por lo tanto, examinemos, pues,

con algin detalle su trabajo.

En primer lugar, mediante un analisis a-priori, identifica las principales
restricciones que aparecen en la ensefanza, a saber: epistemoldgicas,

cognitivas y didacticas.

En el nivel epistemologico se encuentran: a) el largo predominio histérico del

cuadro algebraico, b) el estatuto del marco numérico, c) el desarrollo tardio de

23 El término ingenierfa didactica designa un conjunto de secuencias de clase concebidas, organizadas y
articuladas en el tiempo de manera coherente por un profesor-ingeniero, con el fin de realizar un proyecto de
aprendizaje para un poblacion determinada de alumnos. En el transcurso de las interacciones entre el profesor
y los estudiantes, el proyecto evoluciona bajo las reacciones de los estudiantes y en funcion de las selecciones
y decisiones del profesor. De esta forma, la ingenieria didactica es a la vez un producto, resultante de un
analisis a priori, y un proceso en el transcurso del cual el profesor ejecuta el producto adaptandolo, si se
presenta el caso, a la dindmica de la clase. También, la ingenieria didactica designa una metodologia de
investigacion particularmente interesante por tener en cuenta la complejidad de la clase (Artigue, 1992, 1994)
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la aproximacion geométrica, d) la independencia relativa de las distintas
aproximaciones, y e) la dificultad de los problemas que motivaron el

nacimiento y subsiguiente desarrollo de la aproximacién cualitativa.

En el nivel cognitivo: a) las dificultades relacionadas al hecho de que la
resolucion cualitativa requiere el uso y razonamiento con funciones que no se
expresan explicitamente, b) el uso coordinado y simultaneo de los registros
algebraicos y graficos, de una funciéon y sus derivadas c) las pruebas en la
aproximaciéon numérica y cualitativa requieren un manejo sofisticado y

apropiado del calculo elemental.

En el nivel didactico: a) lo atractivo de los algoritmos y la imposibilidad de
crear algoritmos en la aproximacién cualitativa, b) el estatus del marco
grafico, y ¢) el rechazo de los problemas que no pueden ser resueltos

completamente.

La ensenanza tradicional, algebraica y muy algoritmizada, es una ensefnanza
que no plantea problemas y que corresponde a un nivel de exigencia minima
tanto para los profesores como para los alumnos. El enfoque cualitativo si bien
es susceptible de métodos, no es algoritmizable y, ademas, no siempre el

profesor tiene el control de la situacion (Artigue, 1994, p. 38)

En segundo lugar, con base en estas restricciones, Artigue hace las siguientes

elecciones globales que guian todo el proceso de la ingenieria didactica:

e Hacer explicito el cambio en el estatus del cuadro grafico

e Apoyarse en las herramientas informaticas para manejar las dificultades
cognitivas del enfoque cualitativo

e Ensenar de una manera explicita métodos para la resolucién cualitativa

e Limitar la complejidad del cuadro algebraico y transferir la esencia del

trabajo algoritmico aun trabajo auténomo.
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A continuacién procede con el proceso de ensefianza en 7 fases, organizadas

cada una en torno a situaciones claves:

e Las necesidades internas y externas a las matematicas a las cuales

responde la herramienta de la ecuacion diferencial (taller de modelaje).

e La introduccién de la resolucién cualitativa.

e La resoluciéon algebraica.

e La complementariedad de los enfoques algebraicos y cualitativos.

e La introduccién de la resolucién numérica.

e Los métodos de resolucién cualitativa.

e La integracion de las diferentes herramientas en la resoluciéon de

problemas mas complejos.

En orden para analizar las dificultades encontradas y su verdadera

naturaleza, Artigue (1992), distingue tres tipos de tareas en la resolucion

cualitativa y tres registros de interacciéon entre los cuadros graficos y

algebraicos:

e Kl registro de la interpretaciéon: una tarea se dice que pertenece a este

registro si tiene las caracteristicas siguientes:

la informacion es dada simultaneamente en los dos cuadros. Por
ejemplo, una ecuaciéon diferencial, en el cuadro algebraico, y un
dibujo del campo de direcciones, en el cuadro grafico.

el problema a resolver requiere la interacciéon entre las dos formas

de informacién.

Tareas tipicas en este registro son:

asociar dibujos de campos de direcciones y portarretratos fases con
ecuaciones diferenciales.

dibujar usando algtin software matematico el portarretrato fase de
algunas ecuaciones diferenciales y describir sus principales

caracteristicas
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dada una ecuacién dependiente de un parametro, determinar y

analizar los diferentes portarretratos fases

El registro de la prediccion: una tarea se dice que pertenece a este registro

si tiene las caracteristicas siguientes:

la informacién esta dada sélo en un marco, por ejemplo una ecuaciéon
diferencial o un portarretrato fase.

el problema a resolver requiere una soluciéon en el otro marco, por
ejemplo si se da una ecuacién diferencial, se precisa dibujar su
portarretrato fase, y si se da un portarretrato fase se debe crear una
ecuacion  diferencial compatible cualitativamente con el

portarretrato fase dado.

Tareas tipicas en este registro para una ecuacion de la forma y’= f(x,y) son:

identificar, a partir de la ecuaciéon diferencial, los invariantes
geométricos del portarretrato fase.

dividir el plano de acuerdo al signo de f(x,y).

determinar algebraicamente los conjuntos abiertos del plano donde
las condiciones de Cauchy-Lipschitz se cumplen e interpretar las
propiedades correspondientes de existencia, unicidad y maximalidad
de las soluciones en términos graficos.

ligar las caracteristicas de la ecuaciéon diferencial y las asintotas de

las soluciones.

El registro de la justificacion (ver Hubbard y West, 1991, cap. 1)

Tareas caracteristicas en este registro son:

probar que una solucién intersecta una curva dada
probar que una solucién no puede intersectar una curva

probar que una solucién tiene una asintota.

Finalmente, Artigue (1992) reporta que las tareas de interpretacién no

presentaron problemas particulares de accesibilidad y que la actuacién de los

estudiantes a nivel de la prediccién fue satisfactoria. Por el contrario, en el

nivel de la justificacion el porcentaje de éxito bajé sensiblemente debido, en

87



gran parte, al hecho de que el marco grafico es usado s6lo como un sub-registro

para la representaciéon y nunca para la justificacion.

Otro estudio, muy ilustrativo tanto en lo metodolégico como por los resultados
a que se llegan, es el de Rasmussen (1996). En este estudio, exploratorio e
interpretativo, se investiga el pensamiento de una estudiante de Ciencias del
Mar (Amy, con muy buenos antecedentes de calculo y algin conocimiento de
dinamica de poblaciones) en torno a los métodos de analisis cualitativos de
EDO de primer orden, durante un curso introductorio siguiendo un enfoque

cualitativo.

Las cuestiones por las que se interesa el autor son las siguientes: 1) ;qué
significa para esta estudiante analizar cualitativamente una ED de primer
orden?, 2) /qué estrategias usa para relacionar un campo de pendientes y una
ecuacion diferencial?, y 3);,qué es lo que caracteriza su comprension de la

nocion de estabilidad de una EDO de primer orden?.

La evidencia recogida senala: 1) que se ha desarrollado un conocimiento
proceptual de las EDO adecuado, y 2) que una comprension conceptual y
grafica profunda del concepto de la derivada, por una parte, y algin
conocimiento de los procesos que modela una EDO, por otra, son factores que
coadyuvan en la adquisiciéon de los conocimientos y/o habilidades especificas
para analizar e intepretar una EDO de primer orden usando los métodos

cualitativos.

En efecto, este es el caso de Amy, quien posee un pensamiento flexible para
usar las representaciones graficas y simbdlicas y usa su conocimiento de

dinamica de poblaciones para dar sentido a las distintas representaciones

graficas de las EDO.

Por lo tanto, es natural preguntarse, por ejemplo: ;qué caracteriza el

pensamiento y las dificultades de los estudiantes que no poseen una
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comprension conceptual y grafica adecuada de la derivada y que no tienen

conciencia del poder de las ED para modelar fendémenos del mundo real?.

También, a pesar del éxito de Amy cuando analiza una EDO usando técnicas
cualitativas, durante su trabajo surgen algunos conflictos potenciales nada
desdenables. Por ejemplo, extender la estrategia para encontrar soluciones
constantes de ecuaciones auténomas a ecuaciones no auténomas, la conduce a

considerar funciones que tienen pendiente cero cuando se aproximan a una

d—¥:t+1y d—y:y2+y,

dt

afirma que la primera tiene una asintota vertical en t=-1 y la segunda tiene

asintota vertical. Asi, cuando considera las ecuaciones

una asintota horizontal en y=0.

Otro estudio que contrasta con los de Artigue y Rasmussen es el realizado por
Habre (2000) para evaluar el impacto sobre el pensamiento y conocimientos
y/o habilidades de los estudiantes del curriculum reformado de las EDO. Aqui,
la evidencia experimental senala que los efectos esperados en el pensamiento
del estudiante son minimos y, por el contrario, el conocimiento conceptual

permanece fuertemente ligado a esquemas algebraicos.

Este estudio se llevd a cabo con estudiantes de tercer semestre (en su mayoria
de Biologia, Estadistica, Quimica) al final de un curso de calculo en el que se
enfatizaron los aspectos geométricos y visuales de los contenidos de las EDO,
haciendo muy poco analisis cuantitativo. Por ejemplo, la primera leccion se

dedicé al estudio cualitativo de la ecuacién y'=y? —t, mostrando que ella no

puede ser resuelta en términos de funciones de funciones elementales.
Un estudio previo sobre las habilidades para la visualizacién durante un curso

de calculo de varias variables, permitié seleccionar una muestra de 9

estudiantes con las caracteristicas siguientes:

89



Jim y Paul, prefieren la aproximacién visual a la analitica porque ésta
pemite obtener una idea general del problema.

John, Grace, Justin, Bob y Jill, prefieren la aproximacion analitica sobre
la visual porque ella da respuestas exactas.

Doug y Jack, dependiendo del problema, wutilizarian una u otra
aproximacion.

Ademas, un diagnédstico al inicio del curso permitio establecer que todos
los sujetos, salvo Jim, tenian algin conocimiento de los métodos
cuantitativos para resolver EDO sencillas, pero s6lo Doug, Jack, Bob y Jill

tenian algin conocimiento de los aspectos cualitativos elementales.

Durante la Gltima semana del curso se realizo una entrevista a cada uno que

incluia las cuestiones siguientes:

1. /En qué piensas primero cuando se te pide resolver una EDO?

2. Resuelve y'=2y—y?.

3. Resuelve y'+ky =—t, t un parametro.

Los resultados obtenidos son los siguientes:

En la cuestion 1), todos los entrevistados (9/9) pensaron primero en buscar
una solucién analitica. Y s6lo cuando se les pidio pensar otras altenativas,
6/9 consideraron el enfoque cualitativo. Pero de éstos ultimos sélo 2/6
expresaron su beneplacito y satisfaccion con él. Veamos:

e Paul: “También podriamos resolverla graficamente y no tendrias que
encontrar una expresion”.

e Doug: “Seguro que hay otras fomas de resolve una EDO: graficando el
campo de pendientes. Yo supongo que me siento comodo, si, resolviéndola
de esta manera’.

Los otros 4/6, por diversas razones, expresaron ciertas reservas paa usar la

aproximacion geomética. Veamos:
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e Bob: “Bien, no es usualmente en la foma que yo mismo pienso...cuando
veo un problema por primera vez, no lo pienso geométicamente porque no
es la foma en que mi mente trabaja’.

e Grace: “Yo me siento mejor haciendo matemdticas que visualizandolas.
Yo trabajo mejor de esa forma’.

o Jack: “Yo creo que podria mira esa opcion después de no ser capaz de
encontrar una forma de resolverla”.

o Jill: “Si puedo hacerlo de esta manera (analiticamente), yo lo haria de

esta foma. No quisiera hacerlo (geométricamente) usando el ordenador”.

Evidentemente, estas respuestas muestran una renuencia de los

estudiantes a aceptar el pensamiento visual.

e 3/9 rechazaron la aproximaciéon geométrica debido a la creencia en el
poder y superioridad de la respuesta simbdlica frente a la grafica:

e Jim: “Bien...yo podria hacer el grdfico, pero asi no podria conocer la
ecuacion. Yo podria ser capaz de bosquejar la grdfica, pero eso sélo
seia una conjetura’.

e Justin: “Una solucion geométrica es algunas veces satisfactoria, pero
no si puedo encontrar una solucion analitica a partir de la cual tu
puedes conocer todo”.

e John: “Los grdficos no te dan una solucién, sélo te dan un dibujo. Si
tienes una formula, ella te va a decir todo...un dibujo te da una idea

general...Si tienes una formula, yo creo que tiende a ser mejor”.

En la cuestion 2), otra vez todos (9/9) escogieron en primer lugar una

aproximaciéon analitica. S6lo después de fracasar en el intento de integrar

J-zyd_yyz , 7/9 optaron por resolver el problema geométricamente; mientras los

otros 2/9 insistieron en integrar para encontrar una féomula analitica para

la solucién de la EDO.
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e KEn la cuestion 3), a pesar de haber fracasado con la ecuacién de variables

separables, todos los entrevistados escogieron la aproximaciéon analitica. Y

con alguna guia todos obtienen la respuesta simbdlica y = %—£+ki2. Sin

k
embargo, debido a la presencia en la formula de y de la constante C y el
parametro k, ninguno fue capaz de intepretar la férmula obtenida. Veamos:
Jim: Nada! (la solucion no dice nada)
I: ;Por qué nada?
Jim:Porque tu no sabes quien es k

I:Supongamos que sabemos que k es, digamos k=1

Jim: Ok, asi la formula va a ser —t +1+£t
€

I:Ahora, sabrias decir como es la solucion?

Jim: Ummm...bien...como...No!

Por lo tanto, ante la tarea de resolver una EDO, todos los entrevistados en
primer lugar intentan una aproximacién cuantitativa. Asi, a pesar de que el
curso tuvo una orientacion cualitativa, en la mente de los estudiantes la idea
de resolver una EDO pemanece anclada en los aspectos algebraicos. Para
todos los entrevistados, una solucién necesita tener una formula algebraica
explicita; 7/9 mostraron algunas reservas con la aproximaciéon geométrica
y,sorprendentemente, ninguno tuvo éxito en relacionar los aspectos

algebraicos y geométricos de la ecuacién y'=2y—y?.
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1.9 Las Concepciones del Profesor

Sin duda los estudios anteriores nos presentan un panorama atractivo que esta
cambiando la ensenanza del primer curso de ecuaciones diferenciales
ordinarias tanto en carreras de matematicas como no matematicas. Sin
embargo, en muchas realidades educativas (como aquella en la que se enmarca
este trabajo) esos argumentos y experiencias no son muy convincentes como
consecuencia de las restricciones institucionales obvias y, esencialmente, del

pensamiento dominante del profesor universitario.

Evidentemente, el estudio del funcionamiento de los sistemas didacticos
presupone, ya sea explicita o implicitamente, ciertas concepciones ontolégicas y
epistemoldgicas de las propias matematicas y de los procesos psicosociales que
tienen lugar en la formacion de los conocimientos matematicos. Estas
concepciones influencian y actdan como filtros en la investigaciéon didactica y
en el diseno y desarrollo del curriculo de matematica, hasta el grado de
convertirse o bien, en obstaculos o, por el contrario, en puntos fundamentales
de cualquier proceso de cambio curricular que pretenda una nueva manera de
pensar sobre el conocimiento matematico y una nueva practica sobre qué y
como se ensena (Arrieta, 1997; Gascon, 1999; Llado6 y Jorba, 2000). “Las ideas
que los alumnos se forman de la naturaleza de las matemdticas y las que tienen
los profesores influyen de forma extremadamente importante en c6mo unos y
otros conciben la actividad matemadtica que hay que realizar en las clases y los
conocimientos que unos elaboran y los otros pretenden ensenar’(Puig, 1997, p.

65).

Por ejemplo, Dreyfus y Eisenberg (1986) en un estudio con profesores de
matematicas solicitaron a éstos resolver ciertos problemas en los que tanto los
métodos analiticos como los graficos eran igualmente probables. La tendencia
general fue abordar los problemas y procesar la informacién en términos

analiticos, mostrando que carecian de un pensamiento visual/grafico. En
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3
particular, se les pregunto como resolverian J. sen(x) [COX(X)+3X2 —Xsen(x)]dx.
-3

Todos afirmaron que primero intentarian el método de integracion por partes o
de sustitucion, pero ninguno se dio cuenta, en principio, que la integral es cero
debido a la imparidad de la funcién y la simetria del intervalo de integracién.
Asi, los autores preguntan: jcomo puede esperarse que los estudiantes
desarrollen sus habilidades para la visualizacion si en el pensamiento de sus

profesores ésta no juega un papel relevante? (ver Eisenberg, 1991).

En este mismo sentido, en el estudio de Moreno y Azcarate (1997) acerca de las
concepciones de los profesores sobre la ensenanza de las ecuaciones
diferenciales ordinarias a estudiantes de quimica y biologia, encontramos
algunas expresiones de los profesores que nos parecen representativas del
pensamiento dominante entre los profesores universitarios y senalan las

restricciones institucionales:

“(..)aunque tiramos un poquito del modelo, nosotros no podemos tirar mucho;
mas que nada por el objetivo en el que se enmarca una asignatura como ésta. A
este nivel, las matematicas se toman de forma subsidiaria,; los estudiantes
hacen acopio de herramientas técnicas y se refuerza el aprendizaje de estas
técnicas’(p.26)

“Los estudiantes estan de aprendices y en este “taller” se les dice como se maneja
el serrucho. Luego, mds adelante ya se les diran por qué se maneja de esa forma
y no de otra, cudl es la utilidad y sus aplicaciones; aqui la motivacion se queda
en el modelo, y no podemos tirar mucho de él.(...) a ti te dicen que tienes que dar
un sumario de técnicas y de herramientas sin motivarla y sin encontrar la
gracia que tiene todo eso”(p.28)

“(..)EDO de primer orden: son de este tipo...se resuelven de esta forma.../pero se
resuelven!, no se “prueba que se resuelven”. A continuacion tienen una lista de
problemas muy extensa, no sé cuantos, pero, desde luego, 500 seguro’(p.28)

“En general el método grdfico es wuna tonteria, pero trae mucha

informacion...Sobre todo tiene interés para los problemas no lineales.
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Dependiendo del problema, trataria de usar uno u otro método. Veo todos los
métodos sencillos™(p. 28).

“(..)Considero que los automatismos y la rutina es importantisima. Parece ser
que la rutina es un término peyorativo pero, para mi, en esta asignatura es
fundamental, porque precisamente e slo que estamos inculcando, equivocado o
no, pero es asi’(p. 30).

“Solo vemos los métodos de resolucion algebraica, los numéricos no se ven en
esta asignatura y los graficos ni siquiera decimos que existen’(29).
“Conceptualmente creo que el método bueno es el algebraico. El método
numérico, si no tienes bien trillado el planteamiento algebraico, creo que seria
complicado. Desde el punto de vista metodologico y conceptual, el método
numérico debe recurrirse como tal recurso, no como planteamiento previo. El
método grdfico se usa poco, parece que es un complemento para ver las cosas,

pero no algo en si mismo bueno’(p.29).

Obviamente, estas concepciones sustentan las decisiones ultimas respecto a
todo lo que supone la practica docente: planificacion, metodologia, disefio y
gestion de situaciones de aprendizaje, evaluaciéon, etc. Y como lo reporta
Moreno (2000, p.380), la persistencia de los métodos de ensenanza tradicional
frente a alternativas mas novedosas de ensenanza de las ecuaciones
diferenciales ordinarias puede explicarse por: a) una fuerte creencia - entre los
profesores- sobre el pobre nivel de competencia matematica de los estudiantes
que les hace considerar como impensable cualquier otro enfoque que ponga al
estudiante en situaciéon de pensar y razonar mas alla de los aspectos basicos
que acaba memorizando y mecanizando, b) una concepcién de las matematicas,
y en particular de las ecuaciones diferenciales, muy formalista que sobrevalora
la manipulaciéon simbdlica frente al tratamiento numérico y grafico de las
ecuaciones diferenciales, como principio incuestionable del aprendizaje
significativo, y ¢) miedo a la perdida de los contenidos especificos de lo que
algunos profesores consideran las “matematicas de verdad” a favor de

contenidos y técnicas propias de las matematicas aplicadas, que no tienen la
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misma consideraciéon que las matematicas puras, tradicionales y “de toda la

vida”.

Por su parte, Gascon (1999) teoriza sobre la incidencia del modelo
epistemologico de las matematicas, implicito pero dominante en una
Institucion escolar, sobre los estilos docentes imperantes en esa institucion
(formas sistematicas y compartidas de gestionar la ensenanza y el aprendizaje
de las matematicas). Agrega que estos estilos docentes no son estilos docentes
puros y que perviven entremezclados en las actuales instituciones didacticas. Y
que en la medida que cada uno de ellos se muestra reduccionista en tanto que
privilegian sélo algunas dimensiones de la actividad matematica, consecuencia
del modelo epistemoldogico general de las matematicas subyacente, se hacen
necesarios nuevos modelos epistemolégicos capaces de servir de referencia a
estilos docentes menos reduccionistas. Para Gascon, este nuevo modelo
epistemologico es el modelo antropoldgico, en el que confluyen la problematica
epistemologica y la didactica: “Ya no puede hablarse de estilos docentes
independientes de la naturaleza de la disciplina objeto de estudio (puesto que la
dimension epistemologica ya no puede ser ignorada en el problema diddctico)
ni de modelos epistemologicos que pretendan dar cuenta tunicamente de la
estructura, la génesis y el desarrollo del conocimiento matemdtico a un nivel
logico, historico y psicogenetico;, es imprescindible incluir la dimension

didactica dentro del problema epistemologico.”(Gascon, 1999, p.25).

Con el modelo epistemoldgico euclidiano?4, Gascon (1999), asocia los estilos
docentes teoricista (o teoricismo) y tecnicista (o tecnicismo); con el modelo

epistemoldgicos cuasi-empirico?® los estilos docentes modernistas (modernismo)

24| Programa Euclideo propone que todo conocimiento matematico puede deducirse de un conjunto finito de
proposiciones trivialmente verdaderas (axiomas) que constan de términos perfectamente conocidos (términos
primitivos). La verdad de los axiomas fluye entonces desde los axiomas hasta los teoremas por los canales
deductivos de transmision de la verdad (pruebas). Se pretende asi proporcionar una roca firme al
conocimiento matematico que detenga cualquier suposicion de regreso al infinito (Lakatos, 1981).

ZLakatos (1981) caracteriza las teorias cuasi-empiricas, en contraposicion a las teorias euclideas, como sigue:
si llamamos enunciados basicos a los enunciados de un sistema deductivo a los que se inyecta valores de
verdad, entonces un sistema es euclideo si es la clausura deductiva de los enunciados basicos que se asumen
verdaderos. En caso contrario, es un sistema cuasi-empirico, es decir, existen enunciados (verdaderos o
falsos) que no se deducen de los enunciados basicos verdaderos. De una teoria euclidea puede afirmarse que
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y  procedimentalistas (procedimentalismo); y con la epistemologia
constructivista2é asocia muchos estilos docentes constructivistas y, dos
variantes 1ideales extremas, son el constructivismo psicologico y el
constructivismo matemdatico. En la tabla siguiente se resumen las principales

caracteristicas de cada estilo.

Modelo Estilos Docentes
epistemologico asociados Caracteristicas

(extremos)

e identifica ensefiar y aprender matematicas con ensefar y
aprender teorias acabadas menospreciando el dominio que
pueda tener el estudiante de las técnicas matematicas, que
se suponen estan determinadas por la teoria.

Teoricismo e el proceso did4ctico empieza y acaba en el momento que el

profesor muestra esas teorias.

Euclidiano . su referente psicolégico es el conductismo y considera al
alumno como una caja vacia que debe llenarse a lo largo de
un proceso gradual que parte de los conceptos légicamente
mas simple hasta llegar, paso a paso, a los mas complejos.

e Los problemas mateméticos se tratan aislados y

descontextualizados

e Identifica ensefiar y aprender matematicas con ensefiar y
aprender técnicas algoritmicas, con énfasis en técnicas

o simples

Tecnicismo S . .

. Su referente psicolégico es el conductismo y considera al
alumno un autémata que mejora el dominio de las técnicas
mediante una simple repeticion que proporciona un
entrenamiento concienzudo.

e Los problemas mateméaticos se tratan aislados y

descontextualizados

es verdadera; de una teori cuasi-empirica, a lo sumo, que estd bien corroborada pero sin dejar de ser
conjetural.

%La epistemologia constructivista explica el desarrollo del conocimiento matematico mediante nociones
andlogas a las utilizadas para describir el desarrollo psicogenético. En particular tiende a identificar el saber
matematico con la actividad histérica-psicogenética de construccion de estructuras matematicas cada vez mas
complejas mediante un proceso que usa como instrumento la tematizacion reflexiva o abstraccion reflexiva
gue desemboca en la generalizacion completiva, y cuyo mecanismo principal de desarrollo viene marcado por
las sucesion de etapas intra-, inter-, y trans-, presentes en todos los dominios y en todos los niveles (ver
seccion 1.5).
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Modelo

epistemoloégico

Estilos Docentes
asociados

(extremos)

Caracteristicas

Cuasi-empirico

Modernismo

Identifica la actividad matemadtica con la exploracién de
problemas no triviales, tipo olimpiadas.

Considera que el proceso de aprendizaje es un proceso no
trivial, de descubrimiento inductivo y auténomo.

Los problemas mateméaticos se tratan aislados y
descontextualizados, ocultandose el entorno matemaético en

el que viven los problemas.

Procedimentalismo

se centra en el problema didactico de posibilitar el disefio,
la utilizacion y el dominio de estrategias complejas de
resolucion de problemas, tratando unicamente -clases

prefijadas de problemas

Constructivista

Constructivismo

psicolégico

postula implicitamente que la construcciéon de los
conocimientos se lleva a cabo mediante un proceso
puramente psicolégico y no de una actividad con relevancia
matematica en si misma.

la resolucién de problemas sirve s6lo como un medio para

construir nuevos conocimientos

Constructivismo

matematico

interpreta aprender matemdéticas como un proceso de
construccién de conocimientos matematicos (relativos a un
sistema matematico o extramatemaético) que se lleva acabo
mediante la utilizacién de un modelo matematico de dicho
sistema.

la descontextualizacién de los problemas desaparece hasta
el punto de llegar a identificarse el objetivo de resolucién de
problemas, con la obtencién de conocimientos sobre el

sistema modelizado
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CAPITULO 2: Metodologia de la Investigacion

2.1 Presentacion

En esta seccion se describe la metodologia de investigacion que se ha

empleado, los instrumentos y las herramientas de analisis de los datos.

Desde la perspectiva de quien pretende iniciarse en la investigacién didactica,
creemos que es sumamente formativo tratar de explicitar aquellos supuestos
basicos subyacentes a toda investigacion en el area del pensamiento
matematico avanzado, supuestos que tienen sus origenes en la psicologia

cognitiva.

Insistimos que nuestra intencién es encontrar evidencias que nos sugieran
propuestas didacticas alternativas al estado actual de la ensefianza del primer

curso de las EDO en la cual predominan las técnicas algebraicas-algoritmicas.

2.2 Descripcion de la Metodologia

Las dificultades de los estudiantes nos llevan a preguntarnos qué es lo que
esos alumnos tienen en sus cabezas y por qué piensan de esa manera. Hoy se
sabe que las cabezas de los alumnos no son una tabla rasa en donde pueden
ser "colocadas" informaciones, de forma arbitraria. De una manera o de otra
cualquier informacién nueva que una persona recibe interactiia con aquello
que ya sabe y el producto de esa interaccion, resultante en nuevos significados,
podria ser definido como aprendizaje. Es por esta razén que conocer céomo las
personas representan internamente el mundo y cémo re-presentan
internamente las informaciones que reciben resulta esencial tanto para saber
lo que es la cogniciéon como para elaborar nuevas propuestas didacticas. En
este sentido, la Psicologia cognitiva, en oposiciéon al conductismo, remite la

explicacion de la conducta a entidades mentales, procesos y disposiciones de
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naturaleza mental - que conforman una estructura cognitiva mediadora entre

los antiguos estimulos y respuestas conductistas.

El hecho de plantear la existencia de una estructura de representacion
determina un presupuesto basico de la Psicologia cognitiva: las funciones
mentales, las funciones del conocimiento, no estan determinadas solamente de
"abajo hacia arriba" (procesos denominados "bottom up") sino que, en mayor o
menor grado, estan determinadas por procesos de arriba hacia abajo (procesos

llamados "top down").

También en la investigacion bajo el PMA, la existencia de esta estructura
mediadora es una idea fundamental: los estudiantes perciben, piensan y
actian sobre una situaciéon problema o un concepto matematico en base a los

esquemas conceptuales que tienen sobre él (Vinner y Tall, 1981; Tall, 1991).

Asi, siguiendo estas directrices, nos surgen de manera natural las preguntas

siguientes:

e /Coémo investigar los esquemas conceptuales que poseen unos determinados
individuos acerca de un concepto matematico? o, mas especificamente,
(,Como estudiar la interaccién entre las nociones de esquema conceptual y
definicién del concepto en el proceso de construccion de los conceptos

matematicos por parte de los estudiantes?.

e //Coémo construir modelos tedricos que describan o expliquen los esquemas

conceptuales compartidos por varias personas?

En este sentido, Vinner (1991) escribe: “ A natural method to learn about
somebody’s concept definition is by a direct question (what is a function? What
is tangent? And so on). This is because definitions are verbal and explicit. On
the other hand, in order to learn about somebody’s concept image usually
indirect questions should be posed, as the concept image might be non-verbal

and implicit” (p. 74).
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En Azcarate (1998) encontramos dos premisas basicas:

e Los esquemas conceptuales de las personas pueden inferirse a partir de sus

comportamientos y verbalizaciones.

o El analisis de las respuestas de los estudiantes permite establecer perfiles,

esto es, una caracterizacion de los esquemas conceptuales.

En consecuencia, se sigue que hay que dedicar mucho tiempo a observar y
comprender las ideas, verbalizaciones y comportamientos espontaneos de los
estudiantes cuando se enfrentan con situaciones-problemas: ;Qué dicen?
,Como se expresan? ;/Qué hacen? ;Como lo hacen? ;Qué entienden? ;Cémo lo

entienden?, etc.

En (Azcarate, 1998; Dreyfus y Vinner, 1989; Pinto y Tall, 1999, 2001; Tall,
1981; Vinner, 1991;) encontramos algunas experiencias de investigacién que

1lustran muy bien la metodologia de los esquemas conceptuales.

Por ejemplo, en Dreyfus y Vinner (1989) se estudia la definicién y los
esquemas conceptuales del concepto de funcién en 307 sujetos (307 = 271
universitarios de primer ano + 36 profesores de secundaria). Después de un
analisis exploratorio de las respuestas obtenidas en 50 cuestionarios, escogidos
al azar, establecen algunas categorias para cada nocion. Las categorias para
los esquemas conceptuales que se obtuvieron de los aspectos del concepto de
funcién que los sujetos usan en sus explicaciones para decidir si una

correspondencia es o no una funcién, se muestran en la figura siguiente.
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Una

funcién <

es una...

Es ono
funcién
porque
es (o
tiene)...

2

—

variables

obtener suimagen

ecuacion

simbadlica

otras respuestas

N

—

discontinuidad:

dominio partido:

punto excepcional:

otras

no da explicaciones

N

representacion,

correspondencia (en el sentido de la
definicion de Dirichlet-Bourbaki)

relacion de dependencia entre dos

regla con alguna regularidad, diferente
de una correspondencia que es
arbitraria; no se mencionan los
terminos dominio y codominio.

operacion o una manipulaciéon que
actua sobre un numero para

féormula, expresion algebraica o

grafica o

(27%)

(26%)

(10%)

(5%)

(10%)

(8%)

(14%)

correspondencia univaluada:si asigna un valor a cada elemento

de su dominio es funcién y, de

otra manera, nolo es.

la gréfica tiene un hueco o la
correspondencia es
discontinua en un punto de su
dominio.

si el dominio se se subdivide,
se puede definir una regla en
cada parte y , en

concsecuencia, la grafica
puede cambiar su caracter o
comportamiento.

hay un punto para el cual
la regla general de
correspondencia no se
cumple.
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En este mismo sentido, en Vinner (1991) se reporta un estudio del concepto de
tangente en 278 universitarios de ciencias de primer ano que cursaron la
asignatura de calculo. Para realizar una aproximacién a los esquemas se
solicito a los estudiantes dibujar las tangentes en el punto P en cada una de

las curvas que se muestra en la figura siguiente:

También se pidié6 que escribieran la definiciéon del concepto de tangente

personal. Las respuestas obtenidas se muestran en la red siguiente.

e una linea limite de lineas secantes.

B
responden con una definicién una linea que tiene un punto en comun con | &
estudiada durante el curso la grafica de la funcion y cuya pendiente es

la derivada en ese punto.
una linea que toca a la curva pero no la
cruza.
Ei
g
La responden con definiciones una linea que tiene un punto en comun
tangente < relacionadas a la tangente genérica con la curva pero permanece a un lado
es... de la curva.

responden con definiciones sin
sentido

(%t2)

no responden

N

Las respuestas obtenidas sugieren las categorias siguientes, que desvelan los

esquemas conceptuales subyacentes.
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Esquemas conceptuales Problema/ N= 278

Categorias 1 2 3

Dibuja la tangente correcta 18 % 8 % 12 %
Dibuja la tangente genérica 38 0 33
Dibuja dos tangentes 6 18 16
Dibuja mas de dos tangentes 0 18 7
Otras 10 14 4
No responde 28 42 27

Por su parte, Azcarate (1990, 1998) establece ciertos perfiles que caracterizan
los esquemas conceptuales para el concepto de pendiente de una recta y los
conceptos de velocidad instantanea y tasa instantanea de variacién de una

funcién.

sinénimo de inclinacién sin
afiadir ninguna explicacion
mas, significado muy
préximo al lenguaje comun.

inclinacion respecto a.

1 geométrico
tangente trigonométrica.

otros aspectos (puntos de
interseccion con los ejes,
ordenada en el origen,
etc.).

un algoritmo operativo para

Perfiles de los esquemas calcular.

conceptules del concepto d

; 2 rati
pendiente d e una recta operativo

el coeficiente "a" en la
férmula y=ax+b o la
propia formula.

una correspondencia entre
los incrementos de las
3 funcional | variables; hay una idea
cinética y una relacion de
causa-efecto.

4 mixto (que | 14243
combinan

1+2
algunos de los
tres perfiles | 1*3
anteriores). 243

N
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velocidad es igual al espacio dividido
expresion por el tiempo, sin precisar el
verbal significado de los términos.
no hacen referencia a la variacion
instantanea. ;
utilizan la férmula
v=elt, sin precisar el
significado d elos
expresion Simbo_llos. )
simbélica no utilizan ninguna
formula
es un segmento
OPque une el origen
primitivo » velocidad en un yP.
representacion | punto P ninguna
grafica representacion.
ninguna representacion para la tasa
instantanea de Var!?qon' d mencionan la relacion entre
gralicas de espacio ytiempo.
movimiento
o aluden a la forma o
determinacion de puntos de inclinacion de la gréafica.
maéaxima variacion )
) se refieren alaforma,
grafica Ade inclinacion o pendiente
una funcién dela curva.
wvelocidades: si recorre igual (mayor/menor) espacio, tiene
criterio de comparacion la misma (mayor/menor) velocidad.
para ti.v: por la forma, la inclinacién o la pendiente de la
curva.
la vi en P se obtiene por aproximacién de la v.m
expresion verbal entre P yotro punto pr6ximo P".
la t.i.v de una funcién en P se obtiene por
aproximacion de la pendiente de la secante PP'
Perfiles de los utilizan v(P) para la v.i en P y v(PP")
e s uemas AN s ara v.m entre Py P’
q expresién simbdlica P y
conceptuales de los < utilizan t.i.v(x1) y tv.m(x1,x2) para la variacion
conceptos de velocidad s yv. x2) P

instantanea y variacion media e instantanea en P(x1,y1) y P(x2,y2).

instantadnea de una

fruncién en un punto P una recta secante que pasa por Py

un punto préximo P' junto con los
incrementos correspondientes.

o criterio para velocidades: para tiempos iguales, a mayor
recursos y procedimientos d espacio, mayor velogidad.

comparacion para incrementos iguales de la variable
citerios para latiy | independiente, a mayor incremento de la
variable dependiente, mayor tm.v

representacion
gréfica
aproximacion

para incrementos iguales de la variable
dependiente, a mayor incremento de la
variable independiente, menor tm.v

o utilizan los mismos criterios que
graficas de| paralacomparacion.
movimiento L .
) ] ] aluden a la forma o inclinacion de la
determinacién de puntos de maxima gréfica.

variacion

se refieren a la forma,
gréfica de una funcién inclinacién o pendiente de la
) . ) curva.
la vi enun punto de la gréfica es la pendiente de la
expresion verbal | "ecta tangente en dicho punto.

la ti.v de una funcién en un punto es la pendiente
de la recta tangente en dicho puntro.
| vP)=mmn
utilizan ti.v(P)=m/n, m y n son los incrementos en y, x tomados sobtre la
expresion simbdlica tangente.

no utilizan ninguna cuando razonan directamente sobre la gréfica.

la tangente ala gréfica en el punto

limite L e P y un tridngulo rectangulo de
representacion grafica catetos m yn.

. la v.i es mayor(menor/igual) si la pendiente
gralflgas de de la tangente es mayor (menor/igual).
movimiento

determinacién de maxima variacion y . o
criterios de compracion grafica de una la ti.vde una funcién es mayor (menor/
\; funcion igual) si la pendiente de la tangente es

mayor (menorfigual).
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Finalmente, Pinto y Tall (1999, 2001) consideran la interacciéon entre las
nociones de esquema conceptual y definicién del concepto para estudiar como
los estudiantes reconstruyen los contenidos impartidos durante un curso
tradicional de analisis real de 20 semanas. En un primer momento, los datos
sugieren las categorias y subcategorias siguientes:

e general

descriptiva | prototioica

papel de la )
definicion particular

correcta
imprecisa

formal

se presenta
formalmente

basado en los esquemas

’ tipo de conceptuales

categorias y argumento

subcategorias < usado memorizado
de analisis aprendido

significativamente

se presenta con
imagenes

basado en la teori

formal aprendido de

memoria

construidos aparentemente

esquema de la teoria formal

conceptual

ewvocado no construidos de la teoria

formal

(-

A partir de esto se observa que existen basicamente dos aproximaciones para

construir los conceptos formales:

e Una que consiste en dar significado a las definiciones formales a partir de
los esquemas conceptuales ya existentes, y
e Otra que consiste en derivar significado de las definiciones formales a

través del método axiomatico-deductivo.

Dar significado tiene que ver con usar ideas claves personales para interpretar
e enriquecer la definicion con ejemplos e imagenes visuales. Y derivar
significado implica rutinizar la definicién, tal vez por simple memorizacion,
antes de wusarla en las argumentaciones y deducciones. En ambas
aproximaciones los estudiantes construyen sus propias definiciones e intentan

crear o reproducir de manera significativa los argumentos formales. Esto
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conduce a una variedad de matices y a un espectro de éxitos y fracasos en las

producciones de los estudiantes, cuyos extremos son estas dos aproximaciones.

Las caracteristicas principales de cada modo o aproximacién se muestran en la

tabla.
Aproximacién Construccién del concepto
Estrategias Caracteristicas Definiciones Argumentos Imégenes

Dar significado

1. Obtener el nuevo

1. Formal:

1. basadoen

1. reconstru

(a partir de ideas conocimiento por e Correcta experimentos idas con
informales) reconstruccion del e Imprecisa mentales: la teoria
viejo. e presentados formal
2. Interpretar el nuevo 2. Descriptiva: formalment |2. las
conocimiento en e General e 1magenes
términos del viejo. e Prototipica e Dbssados en viejas
e particular imagenes son
2. aprendidos retenidas
de memoria [3. las
nuevas
ideas se
agregan
como
informaci
6n extra
4. conflicto
ntre
viejas y
nuevas
ideas
Derivar Rutinizar: Formal: Basados en la Basadas en
Significado e De manera reflexiva |e Correcta teoria formal: la teoria
(a partir de la e De manera mecanica |e 1imprecisa e de manera |formal:

teoria formal)

Puede permanecer
compartimentalizado o
ser relacionado después

al conocimiento viejo

significativa
e aprendidos

de memoria

e compart
imentali
zadas

e relacion

adas
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Algunos estudiantes trabajan con las dos aproximaciones, pero existe una que

es la dominante y en la que ellos se muestran mas seguros. Posteriormente,

con el objeto de profundizar en el analisis de los datos, Pinto y Tall (2001)

utilizan dos rutas de aprendizaje denominadas formal y natural.

e En la ruta de aprendizaje formal los conceptos se construyen basicamente

de las definiciones y la aplicaciéon del método deductivo. Los estudiantes

apoyan sus construcciones con representaciones proposicionales. Sin

embargo, los estudiantes que tienen poco o ningun éxito suelen centrarse

mas en la manipulaciéon simbdlica que en la logica.

e En la ruta de aprendizaje natural los conceptos formales se construyen a

partir de reconstrucciones de los esquemas conceptuales para interpretar y

asimilar, de una manera idiosincratica, las definiciones y las deducciones.

Cuando los esquemas conceptuales no son flexibles se genera un rechazo o

un conflicto con la teoria formal.

En cada ruta se hace uso tanto de las definiciones como de los esquemas

conceptuales, pero existe una tendencia muy fuerte a privilegiar uno de estos

modos, que es lo que caracteriza a esa ruta.

En cada ruta se establecen tres niveles de desarrollo: 1) los obstaculos

iniciales, 2) el modo de construccién de la teoria y 3) la teoria construida (ver

tabla ).

Rutas de aprendizaje

Formal

Natural

1 Obst4culos iniciales

La aproximacion rutinaria
(basada en las definiciones):

(a) divorciada de las imagenes y
centrada en reglas y
procedimientos parciales y

definiciones memorizadas.

La aproximacion informal (basada

en los esquemas conceptuales):

(a) rechazo de la teoria formal y
se mantienen los esquemas

(b) se incorpora la teoria formal

con algun conflicto
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Rutas de aprendizaje

Formal Natural
2 Modo de Construccién formal con alguna Reconstruccién formal (con algin
construccién de la evidencia de mecanizacion conflicto)
teoria reflexiva (a) experimentos mentales,

recontruccién de esquemas
(b) se hacen deducciones para

reconstruir la teoria formal

3 Teoria construida Conocimiento deductivo formal Conocimiento formal integrado
con los esquemas conceptuales

personales

2.3 Participantes de la investigacion

Asi, siguiendo las pautas metodologicas delineadas en la seccién anterior, se
pretende en este trabajo describir y aproximar los esquemas conceptuales en
torno a las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden de un grupo
muy concreto y especifico de estudiantes. Y para este fin, se adopta una

metodologia de orientaciéon cualitativa, a saber: El estudio de casos.

El caso de estudio lo constituyen 4 estudiantes?? (Iris, Maribel, Alex y Mario)
de la Licenciatura en Matematica de la Escuela de Matematica de la Facultad
de Ciencias Naturales y Matematica de la Universidad de El Salvador que
cursaron la asignatura Ecuaciones Diferenciales I (EDI) en el ciclo I, durante
los meses de febrero y junio del anno 2000. La duracion de la asignatura fue de

18 semanas.

Ademas, para efectos de contrastacién, nos parecidé interesante tomar en
cuenta algunas ideas alrededor del tema de investigacion de un estudiante que
no hubiera cursado todavia la asignatura de ecuaciones diferenciales (pero que

si hubiera cursado asignaturas de calculo diferencial e integral) y de otro que,

27 Es importante decir que la mayoria de estudiantes salvadorefios que ingresan a la Universidad, no han
tenido antes ningln contacto con los métodos y conceptos del calculo diferencial e integral.
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habiendo cursado la asignatura, ya hubiera egresado de la carrera. Asi,
contactamos con 2 sujetos mas (Rigo y Luis) que accedieron a colaborar con
nuestra investigacion (en realidad, solo en parte: Rigo respondié los dos
pimeros problemas del cuestionario ligeramente modificados, y Luis accedié a
una entrevista alrededor de los otros dos problemas). En total, nuestra

muestra de estudio se compone de 6 sujetos.

En definitiva, creemos que este estudio satisface las cuatro propiedades
esenciales del estudio de casos que senala Merrian (citado en Latorre y col.,
1996): particular, descriptivo, heuristico e inductivo. Es particular en cuanto se
centra en un grupo especifico de estudiantes; es descriptivo porque pretende
realizar una rica y densa descripciéon del fenémeno objeto de estudio; es
heuristico en tanto que el estudio nos iluminara en la comprension del caso,
nos ayudara a descubrir nuevos significados, a ampliar nuestra experiencia o a
confirmar lo que ya sabemos; y es inductivo, puesto que llegaremos a

generalizaciones, conceptos o hipotesis a través de procedimientos inductivos.

La tabla siguiente nos muestra las caracteristicas de los sujetos:

Caracteristicas de los sujetos de investigacion

(Estudiantes de Licenciatura en Matematica)

Sujeto Edad Nivel de estudios Observaciones
Iris 21 V ciclo Réprobo la asignatura de ED.
Maribel 19 V ciclo Réprobo la asignatura de ED.
Alex 20 V ciclo Aprob6 la asignatura de ED.
Mario 21 V ciclo Aprob6 la asignatura de ED.
Rigo 18 IIT ciclo Fue estudiante sobresaliente en calculo.
Luis 28 Egresado Ha ensefado calculo y ED en la universidad.
Curso sélo una asignatura de ED durante la
carrera.

También el programa de la asignatura permite delimitar el contexto académico
en el que se realiza este trabajo. Este lo confoman los primeros 6 capitulos del
libro “Ecuaciones Diferenciales con Aplicaciones” de Dennis Zill (ver anexos 2 y

3). El planteamiento metodolégico es esencialmente algebraico/algoritmico, con
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algunas dosis muy tipicas de aplicaciones de ecuaciones diferenciales de
primer y segundo orden, pero con muy pocas articulaciones entre las
representaciones algebraicas y graficas. De hecho, la idea dominante entre el
profesorado es que un primer curso de EDO tiene que ser la continuacion
algebraica de los cursos de calculo diferencial e integral que, por un lado,
desarrolla nuevos procedimientos algebraicos para encontrar primitivas y, por
otro, permite consolidar los conocimientos y/o habilidades algoritmicas ya

adquiridos relativos a la diferenciaciéon y la integacion.

Basicamente se estudian: 1) métodos de resolucion y aplicaciones de EDO de
primer orden, 2) métodos de resoluciéon de ecuaciones de orden supeior, 3)
aplicaciones de ecuaciones de segundo orden y 4) soluciones en serie. Por otra
parte, es de destacar que no se incluyen temas como la Transformada de
Laplace, los sistemas de ecuaciones diferenciales ni los métodos geométricos

elementales para resolver EDO.

2.4 Instrumentos de recogida de informacion

Para la recogida de informacién se utilizan basicamente dos instrumentos: 1)
El cuestionario, y 2) La entrevista grabada. También, en alguna medida, se

revisan el programa de la asignatura y el libro de texto.

2.4.1 El cuestionario

El objetivo general del cuestionario es recoger informacién sobre como los
estudiantes utilizan sus conocimientos de calculo, los resultados tedricos y los
métodos geométricos elementales?® de las ecuaciones diferenciales ordinarias
para examinar y visualizar graficamente el comportamiento de las soluciones
de una ecuacién diferencial, sin necesidad de encontrar una formula para

dichas soluciones. Para esto, se han escogido cuatro problemas que pueden

28 Por métodos geométricos elementales entendemos aquellos que combinan: 1) campos de pendientes o de
direcciones, 2) isoclinas, 3) determinacion de zonas de crecimiento y decrecimiento, 4)determinacién de

111



resolverse usando so6lo lapiz y papel y que demandan de los estudiantes
relacionar los cuadros algebraico y grafico. El tiempo estimado para responder

el cuestionario es de 2 horas.

Los objetivos especificos de investigacion del cuestionario son:

= Observar el comportamiento del estudiante ante la demanda de graficar la
solucion de una ecuaciéon diferencial: ;qué hace? /;como lo hace? ;qué
entiende por solucidon? jcuales son las dificultades encontradas?.

» Observar cuales son las relaciones que se establecen entre una ED dada en
el registro algebraico/analitico y wuna solucion en el registro
grafico/geomeétrico.

» Observar cuales son las relaciones que se establecen entre una ED dada en
el registro grafico/geométrico y una solucion en el registro
grafico/geomeétrico.

» Examinar las ideas graficas/geométricas en torno al concepto de la
derivada.

» Observar la informacién relevante que se lee o extrae de una grafica.

» Observar como el cambio de registro en el planteamiento del problema

influye en el comportamiento del estudiante.

La validacion de los poblemas del cuestionario se obtuvo a través de consultas

con expertos en el area (profesores de matematica que han ensenado EDO).

zonas de convexidad y concavidad, 5) identificacion de puntos maximos y minimos y puntos de inflexion, 6)
identificacion de soluciones de equilibrio, y 7) lineas de fase.
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El cuestionario

1. Considera la ecuacion diferencial dada por & = x*(x—2)*(x+2) .

Bosqueja la gréfica de la curva solucion que pasa por el punto (0, 1) y explica tu construccion.

2. Considera la ecuacion diferencial dada por% =g(x), donde g(x) es el grafico de la funcion

polinomial de la figura de abajo.

S0

Bosqueja la grafica de la solucion que pasa por el punto (0, -1)

3. Considera la siguiente ecuacion diferencial < = sen(y(t)).
3.1. Bosqueja la grafica de la curva solucion que pasa por el punto (O,%) y escribe todas las

suposiciones que hagas y hechos que utilices.

3.2 Encuentralim y(t) .

t—

4. Considera la ecuacion diferencial % = f(y), donde el gréfico de f(y) esta dado en la figura abajo.
1.5 E
1

¥
0.5

= o 1 =
-0.5

-1 3

N
4.1 Bosqueja la grafica de la solucion que pasa por el punto (0, %2).

4.2 Encuentra limy(t) .

t—

i i Ko}




Descripcion del Cuestionario

Problema Fuente Descripcion del Conocimientos y/o Objetivo de
problema habilidades investigacion

1 original Graficar una solucién de Saber el significado Observar que
una E.D a partir de las geométrico de la relaciones se establece
propiedades de la primera primera y segunda entre una ecuacién
derivada en el registro derivada. en el registro
algebraico/analitico. Determinar los algebraico/analitico y

intervalos donde la una solucion en el
solucién es creciente y registro
decreciente. grafico/geométrico:
Determinar los (cudl es el camino que
intervalos donde la se sigue para
solucién es céncava y relacionar la ecuacién
convexa. y la solucién?.
Identificar los puntos Examinar las ideas
maximos, minimos y geométricas acerca de
puntos de inflexién. la primera y segunda
derivadas.

2 original Graficar la solucién de una Los puntos de P1. Estudiar cémo el
ED a partir de las Leer e interpretar el cambio de registro
propiedades de la primera grafico de la derivada. influye en el
derivada en el registro Visualizar los comportamiento  del
grafico/geométrico intervalos donde la estudiante.

solucién es creciente, Determinar que
decreciente, concava y habilidades se poseen
convexa. para reacionar una

funcién y su derivada.

3 Adaptado de | Graficar una solucién de Saber un teorema de Observar cuales son

(Blanchard, |una E.D auténoma a existencia y unicidad las representaciones
1999) partir de las propiedades y sus consecuencias. intermediarias que se
de la primera derivada en Determinar zonas utilizan cuando la
el registro donde la solucién es tarea requiere
algebraico/analitico creciente , interaccionar los
decreciente, concava y registros grafico y
convexa. algebraico.
Determinar
soluciones de
equilibrio.
4 Adaptado de | Graficar la solucién de E.D Las mismas de P3. Observar que
(Blanchard, |auténoma a partir de las Leer e interpretar el informacién se es
1999) propiedades de la primera grafico de f(y). capaz de leer e

derivada en el registro

grafico/geométrico.

interpretar de una

grafica.
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2.4.2 La entrevista

El papel de la entrevista es profundizar en las respuestas dadas por los
estudiantes y explorar su pensamiento alrededor de los problemas no
resueltos. Se opta por una entrevista semiestructurada cuyo guién se disena a
partir de las repuestas obtenidas en el cuestionario. Basicamente, la
entrevista consta de tres momentos: 1) pedir explicaciones de las repuestas
dadas, 2) promover el dialogo para resolver aquellos problemas que no fueron
resueltos o que presentan alguno tipo de errores, y 3) reflexionar acerca de la

tarea. El tiempo estimado para la entrevista es de 1 hora.

2.5 Metodologia de Andlisis

Para el analisis de los datos construiremos categorias de analisis utilizando:
los constructos metodolégicos explicitados en el marco tedrico, las redes
sistémicas, las recomendaciones y conclusiones de otros trabajos relacionados y
nuestro conocimiento y experiencia particular en la ensenanza de las

ecuaciones diferenciales.

Para cada problema, se construye una tabla de respuestas, dos redes
sistémicas, una para el cuestionario y otra para la entrevista, y se presentan
extractos de las transcripciones de las entrevistas que se consideran mas
significativas. El objeto de esto es describir, interpretar y analizar
detalladamente las respuestas y aproximarnos a los esquemas conceptuales de

los sujetos investigados.
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2.5.1 Las Redes Sistémicas

Las redes sistémicas, propuestas por Bliss y Ogborn (1979), son un
instrumento metodolégico que nos sirve para organizar, analizar e interpretar
datos cualitativos obtenidos de los cuestionarios y de las entrevistas. El
interés de éstas se deriva su potencial para describir y representar el
significado implicito en las producciones orales o escritas de los sujetos
investigados.

Las redes sistémicas, como resultado del analisis del analisis de los datos, son
estructuras de arbol que muestran la dependencia e independencia entre las
ideas, sentimientos, valores, etc. que se expresan. Cada estructura posible es
una interpretacion de los datos por parte del investigador. Para construir una

red sistémica es necesario deducir aspectos P, (i=1..n)que representen

dimensiones independientes y que se muestren significativos para organizar
los datos. Estos aspectos pueden deducirse de la lectura de las respuestas de
los sujetos o bien de estudios previos, de las caracteristicas de los conceptos y
procedimientos bajo estudio, la historia de la ciencia, etc. Para cada aspecto

P., se organizan diferentes categorias o clases P; (j=1..n;), excluyentes entre

si, que a su vez se pueden organizar en subcategorias. Los aspectos se agrupan

con una llave " { "y las categorias o clases con una barra " | ". El resultado

es una estructura en forma de arbol como las que se muestran en la seccién
sobre la metodologia de los esquemas conceptuales. Otros convenios de
notaciéon que utilizaremos son el simbodlo de recursion, para indicar que los
aspectos o categorias que se ubican a la derecha del simbolo se relacionan
entre si, y una linea discontinua, para indicar la existencia de una secuencia

de aspectos o categorias ( ver Bliss y Ogborn, 1979; Sanmarti, 1993).

116



CAPITULO 3: ANALISIS DE LOS DATOS

3.1 Presentacion

En este capitulo, se construyen unas categorias de analisis que permitan
describir, interpretar y caracterizar los esquemas conceptuales de los sujetos

estudiados.

Para cada problema, se construye una tabla de repuestas, dos redes sistémicas,
una para el cuestionario y otra para la entrevista, y se presentan extractos de

las transcripciones de las entrevistas que se consideran mas significativas.

En el analisis de los cuestionarios se consideran las respuestas dadas por los
cuatro estudiantes de V ciclo que cursaron la asignatura de ED I (Alex,
Maribel, Iris y Mario) y las del estudiante de III ciclo (Rigo). Y en el analisis de
las entrevistas consideramos las transcripciones de 3 estudiantes del primer

grupo (Alex, Maribel, Iris) y la del estudiante egresado (Luis).
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3.2 Tablas de Respuestas al cuestionario

Problema 1

Estudiante Respuesta Procedimiento Observaciones
Si/No (0]
Si, incorrecta Usa separacién de variables para |e  Hay errores
encontrar una formula para las algebraicos que le
soluciones. conducen a
Usa la condicién inicial para hallar soluciones
una solucién particular. incorrectas.
e Hace un anAlisis
Iris Para graficar: arbitrario e
inconsistente del
deriva la solucién particular. signo de la primera
Intente analizar del signo de la y segunda derivada.
primera y la segunda derivada. e  Muestra un nivel
muy pobre en el
analisis.
No Usa separaciéon de variables para | e Encuentra una
encontrar la solucién general. formula correcta.
Usa la condicién inicial para hallar [ e  Parece que va a
una solucién particular. utilizar las técnicas
Maribel Encuentra la primera y segunda de calculo, pero no
derivada. hace ningtn analisis
con las derivadas.

e  No se da cuenta que
la primera derivada
calculada es la
funciéon dada en la
ecuacién.

e No hace ningun
intento por graficar.

No Usa separaciéon de variables para | e Se queda con la
encontrar la solucién general. solucién  particular
Alex Usa la condicién inicial para hallar correcta.

una solucién particular.

. No hace ningin

intento por graficar.
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Problema 1

Estudiante Respuesta Procedimiento Observaciones
Si/No Cn
Si, mas o menos e Usa separacién de variables para [e  Hay errores
correcta. encontrar la solucién general. algebraicos lo que le
e  Usa la condicién inicial para hallar conduce a  una
una solucién particular. solucién incorrecta.
. El anélisis del signo
Para graficar: de la primera
derivada es correcto.
. encuentra los puntos criticos 0. 2. |e¢  No determina
Mario —2 y los evalua en la solucién puntos minimos ni
particular. puntos de inflexién.
e Se da cuenta que |e  Utiliza tanto la
y- = x2 (X _ 2)2 (X + 2) . solucién particular
. . , obtenida como la
. Hace un anélisis del signo de y’. derivada dada por la
. Encuentra los puntos donde y=0. ED. sin mostrar
*  CGrafica. ningun conflicto.
Si, correcto e Integra para hallar la solucién |[e  Muestra un
general. excelente  dominio
e  Usa la condicién inicial para hallar de las técnicas y
la solucién pedida. procedimientos
Para graficar: estudiados en el
e Deriva dos veces la soluciéon curso de calculo.
particular.
Rigo e Analiza el signo de la primera

derivada.
Observa que en x=-2 hay un
minimo.

Analiza el signo de la segunda
derivada.

Se da cuenta que hay 4 puntos de
inflexién.
Afirma que no hay asintotas

horizontales.
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Problema 2

Estudiante | Respuestas Procedimiento Observaciones
Si/No | C/1
Si, incorrecto Usa separacion de variables para|e  Obtiene la gréafica
hallar la familia de soluciones trasladando la
y= f (X) +C, grafica de gx) 1
unidad hacia abajo.
Iris donde f (X) = J g (X) . e  Confunde los
Usa la condicién inicial (0, -1) para graficos de f(x) y
obtener c=-1. g(x).
No e Hace nada
Maribel
No Usa separaciéon de variables para |e El grafico significa
obtener la solucibn Y = G(X) , nada.
Alex
donde G (X) = j g (X)dX
No e Hace nada
Mario
Si, correcto Observa que g(x) da la monotonia de | ¢  Muestra habilidad
y(x). para leer e
Observa que Y"=('(X) da la interpretar el
rafico de g(x).
concavidad de y(x). & &)
. . . . Muestra dominio de
A partir del signo de g(x) determina
. .. las técnicas y
los intervalos de crecimiento y
L conceptos béasicos
decrecimiento.
. . del calculo, pues el
) A partir del signo de
Rigo cambio de registro

g I(X) determina los intervalos de

concavidad y convexidad.

Determina que en x=-2 hay un
minimo y que x=0, 2 son puntos de
inflexién en los que las tangentes son
horizontales.
Determina que x=-1.75, 1 son

también puntos de inflexién.

no le representa

ninguna dificultad.
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Problema 3

Estudiantes | Respuestas Procedimiento Observaciones
Si/No | C/1
Si, incorrecta Integra % —sen (y(t)) para e  utiliza separacién de
variables, pero
obtener Y = % +C. incurre en el error
al aparecer la
variable t en el lado
derecho de la
Iris ecuacién.

. Cuando integra,
utiliza mal el
cambio de variable.

e Considera a Y '(t)
constante.

Si, incorrecta Tntegra dy — Sen(y(t))dt para | ® Utiliza mal
separacién de
obtener Y = COS(Y(t))+cC variablos.
Maribel e  Hay problema con la
regla de la cadena.
Si, incorrecta Tntegra dy — Sen(y(’[))dt para | ® Utiliza mal
bt separacién de
obtener
() variables
_ cos(y
Alex y=- y'(t) +C e  Cuando integra,
y=-— COt( y(t)) +C utiliza mal el
cambio de variable.
Si, incorrecto Integra dy — Sen(y(t))dt para | ® Las mismas que
t
obtener antes
_ _ Cos(y(t)
Mario Y=o *¢

y =—cot(y(t))+c
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Problema 4

Estudiante Respuesta Procedimiento Observaciones
Si/No | C/1
No e Hace nada
Iris
No e Integra J‘dy :J‘ f (y)dt para e Ignora el grafico de
{(y).
obtener Y = F (y)t +C donde
Maribel
Fiy)=[f()
No e  Usa separacién de variables. J' dy I
. —=In|f
Alox 77 = In[f(y)
e Ignora el grafico de
)
No e Hacenada
Mario

3.3 Resultados Preliminares del Cuestionario

Las respuestas obtenidas en los cuestionarios nos permiten obtener los

resultados preliminares siguientes.

1. En el problema 1,

En los 4 estudiantes de V ciclo (Iris, Maribel, Alex y Mario) observamos

que:

e Los 4 estudiantes evidencian la necesidad de encontrar una férmula

para poder graficar solucién pedida.

e Los 4 utilizan el método de separaciéon de variables para encontrar la

solucién general y luego a partir de la condicion inicial determinan la

solucién particular: Iris y Mario cometen un error algebraico que les
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conduce a soluciones incorrectas, y Maribel y Alex aplican el método con
éxito.

Maribel y Alex que han resuelto con éxito la ecuacién se quedan con esa
soluciéon particular y no llegan a graficarla.

Iris quien ha resuelto sin éxito la ecuacion, intenta movilizar sus
conocimientos previos de calculo para hacer un analisis de la primera y
la segunda derivada. Sin embargo, este analisis es arbitrario e
inconsistente. Tampoco se da cuenta que la derivada de la formula de la
soluciéon obtenida no coincide con la derivada dada por la ecuaciéon
diferencial.

Po su parte Mario, que también ha resuelto sin éxito la ecuacién, utiliza
simultaneamente la ecuacion diferencial y la formula de la solucién
obtenida, sin mostrar ningun conflicto, para construir una grafica
aproximada. No se da cuenta que la derivada de la solucién particular
no coincide con la derivada dada en la ecuacion diferencial. La grafica
resulta bastante aproximada porque hace el analisis de la primera
derivada a partir de la ecuacién diferencial y no de la férmula obtenida.
Esta solucion particular la utiliza sélo para hallar algunos puntos de la
grafica, por ejemplo, cuando y=0 o para evaluar los puntos criticos. No

dice nada de la concavidad ni de los puntos de inflexién.

En el estudiante de III (Rigo) ciclo se observa que:

Realiza impecablemente la tarea. Integra la ecuacion diferencial, halla
la solucion particular y después para graficar hace el analisis del signo
de la primera y la segunda derivada para determinar la monotonia,
concavidad, minimos, puntos de inflexién. Afirma, ademas, que debido a
que la solucién es un polinomio no tiene asintotas verticales. Sin
embargo, no se da cuenta que la primera derivada de la formula de la

solucién obtenida ya esta dada por la ecuacion diferencial.
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2. En el problema 2,
En los 4 estudiantes de V ciclo se observa:

e Una tendencia a ignorar el grafico, quiza porque un grafico sin una
formula explicita carece de significado o porque el problema asi
planteado también carece de significado.

e Maribel y Mario no hacen nada. Mientras que, Iris y Alex utilizan el

método de separacion de variables llamando j g(x)dx por otra funcién.

Alex no grafica y Maribel confunde los graficos de Ig(X)dX y g(x). Por lo

tanto, ninguno de los 4 es capaz de relacionar la derivada y el grafico de
g(x) para derivar las propiedades necesarias para construir la grafica de
la solucién pedida.

¢ Ninguno de los 4 se da cuenta que los problemas 1 y 2 son equivalentes.
En el estudiante de III ciclo (Rigo) se observa que:

¢ Resuelve con mucho éxito el problema. Lee e interpreta correctamente el
grafico de la derivada para determinar la monotonia, concavidad,
minimos, puntos de inflexion, etc. de la soluciéon buscada. No obstante,

tampoco se da cuenta de que los poblemas 1 y 2 son equivalentes.

Por lo tanto, relacionando el problema 1 y el problema 2, podemos inferir
que Rigo a pesar de que resuelve impecablemente cada problema, es
incapaz en un primer momento de interaccionar los registros algebraicos y
graficos. Evidentemente, la estategia de trabajo elegida depende de en que
registro este planteado el problema, sin dar signos de una habilidad para

interaccionar o cambiar de registo.
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3. En el problema 3,

e Ninguno de los 4 estudiantes de V ciclo resuelve con éxito el problema.

e Todos utilizan mal el método de separacion de variables, probablemente
debido a la presencia de la variable t en el lado derecho de la ecuacién.

e Todos tienen problemas con la técnica de integraciéon de cambio de

variables y quiza con la regla de la cadena.

4. En el problema 4,

e Ninguno de los 4 estudiantes de V ciclo resuelve con éxito el problema.

e Iris y Mario no hacen nada y Maribel y Alex utilizan mal el método de
separaciéon de variables e integran incorrectamente de manera
simbolica, ignorando por completo la grafica dada. De nuevo parece ser

que este tipo de problema carece de sentido.

Estos datos empiricos (obtenidos a partir de los cuestionarios) pueden ser
categorizados para aproximarnos a los esquemas conceptuales de los

estudiantes del concepto de solucion de una ecuaciéon diferencial.

Para este fin, preguntamos: ;qué estrategias se utilizan para graficar una
solucién de una ecuaciéon diferencial ordinaria (EDO) ? ;se deriva directamente
de la EDO las propiedades necesarias para construir la grafica de la solucién
sin sentir la necesidad de conocer una férmula para la solucién 6, por el
contrario, primero se encuentra una férmula para la solucién utilizando algin

método de integracion algebraico y solo después se procede a graficarla?.

Las categorias y subcategorias que proponemos para cada problema son las

siguientes:
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Problema 1

Categoria I: Deriva directamente de la ED las propiedades necesarias para
construir la grafica de la curva solucidn, sin sentir la necesidad

de encontrar una féormula (0).

Categoria II: Obtiene una féormula correcta para la curva solucion usando el

método de separacién de variables (Maribel, Alex y Rigo).

Subcategoria II.1: no construye la grafica de la curva solucién porque no
encuentra como graficar la féormula obtenida debido a que es un
polinomio de grado 6 o porque no recuerda las técnicas del

calculo diferencial (Maribel y Alex).

Subcategoria II.2: Construye la grafica de la curva solucién analizando la
primera y la segunda derivada de la formula obtenida, sin darse

cuenta que la derivada coincide con la ED (Rigo).

Categoria III: Obtiene una férmula incorrecta para la curva solucién como
consecuencia de haber cometido algin error algebraico en la

utilizacién del método de separacion de variables (Iris y Mario).

Subcategoria III.1: Hace un analisis inconsistente de la primera y la
segunda derivada de la formula obtenida y luego construye una
grafica incorrecta e incoherente con las propiedades obtenidas

antes (Iris).

Subcategoria III.2: Observa que la derivada de la solucién esta dada por la
ED y entonces analiza su signo para construir una grafica
aproximada. La féormula de la soluciéon sélo la utiliza para

obtener algunos puntos de la grafica (Mario).
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Problema 2.

Categoria 1: Deriva directamente de la ED las propiedades necesarias para
construir la grafica de la curva solucidon, sin sentir la necesidad
de contar con una formula (Rigo).

Categoria II: Intenta encontrar una féormula simboélica para la solucién
usando el método de separacion de variables, ignorando la
grafica de g(x) (Iris y Alex).

Subcategoria II.1: Construye una grafica incorrecta (Iris).

Subcategoria I1.2: No construye ninguna grafica (Alex).

Categoria III: No responde (Maribel y Mario).

Problema 3.

Categoria I. Deriva directamente de la ED las propiedades necesarias para
construir la grafica de la curva solucién, sin sentir la necesidad

de contar con una férmula (0).

Categoria II: Siente la necesidad de contar con una férmula para construir la

grafica de la curva solucién (Iris, Maribel, Alex y Mario).

Subcategoria II.1: Hace uso correcto del método de separaciéon de variables

0).

Subcategoria I1.2: Hace uso incorrecto del método de separacién de variables

y de las técnicas de integracion (Iris, Maribel, Alex y Mario).
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Problema 4.

Categoria I. Deriva directamente de la ED las propiedades necesarias para
construir la grafica de la curva solucidn, sin sentir la necesidad

de contar con una formula (0).

Categoria II: Siente la necesidad de contar con una féormula para construir la

grafica de la curva solucion (Iris, Maribel, Alex y Mario).

Subcategoria II.1: Hace uso correcto del método de separaciéon de variables,

pero integra incorrectamente (Alex).

Subcategoria I1.2: Hace uso incorrecto del método de separacion de variables

y también integra incorrectamente(Maribel).

Subcategoria I1.3: No hace nada (Iris y Mario).

La tendencia de las respuestas de los estudiantes a los cuestionarios puede

observarse claramente en las redes sistémicas siguientes. En ellas se observan

dos rutas que se relacionan de manera muy débil y, como resulta evidente, la
ruta dominante es la pimera.

e Sentir la necesidad de encontrar primero una férmula para la solucién
utilizando algun método de integracion algebraico y sélo después proceder a
graficarla.

e Derivar directamente de la EDO las propiedades necesarias para construir
la grafica de la solucién, sin sentir la necesidad de conocer una férmula

para la solucién.
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Red sistémica para el problema 1

—

Deriva las propiedades suficientes para
hacer la gréfica directamente de la
ecuacion ED sin sentir la necesidad de
una férmula para la solucién. En
particular, se hace referencia a la
continuidad y suavidad de la curva.

errores algebraicos

Siente la necesidad de contar con una
féormula y deriva algunas propiedades
directamente de la ED. No se hace
referencia explicita a la continuidad ni a
la suavidad de la curva.

correcta

Graficando la curva<
solucién que pasa por (0, 1)

Para encontrar la férmula siguen la secuencia:

1) identificar la ecuacién como una ecuacién de
variables separables,

2)usar el método de separacion de variables para
encontrar la solucién general,

3)usar la condicién inicial para encontrar la
solucién particular.

se obtiene una
férmula incorreta
debido a errores
algebraicos.

Siente la necesidad de contar con una
férmula para la solucién sin deriv ar
ninguna propiedad directamente de la
ED. No se hace referencia explicita a la
continuidad ni a la suavidad de la curva.

se obtiene una
férmula correcta

hace una

de la ED encuentra los puntos[g r & f i c a

criticos y analiza e interpretalaproximada,

correctmente la derivada; la|sin hacer

no deriva |al solucion particular la utiliza [referencia a
solucién particular | Para encontrar los raices y|los puntos e
evaluar los puntos criticos. inflexién ni a la

obtiene una férmulg concav idad
incorrecta debido 4 no hace nada

deriva la solucién
particular

se obtiene una férmula

hace un andlisis

consistente de

las propiedades

de las derivadas

X hace una grafica incorrecta
deriva dos veces| hace un andlisis | pero coherente con las
la solucidn| arbitrario e propiedades obtenidadas
particular inconsistente de

las propiedades | hace una géafica incorrecta e
de las derivadas | incoherente con las
propiedades obtenidadas.

no hace nada

no hace nada hace una grafica| O
analiza e | corecta coherente con | . ©)

interpreta Ias'propiedades D:
correctamente | obtenidas.

deriva dos veces | las derivadas
la solucién
particular

no hace ninguna gréafica pero da
la impresion que va a seguir el
procedimiento estandar de
célculo.

no hace nada

afirma que no gréfica
porque el polinomio es de

no hace nada |grado 6 y no encuentra
manera.

Alex
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graf icando la crva soluciéon
que pasa por (0,-1).

<

Red sistémica para el problema 2

Deriva las propiedades necesarias para
hacer la gréfica directamente de la ED y
de la lectura de la grafica de g(x).

(v

Siente la necesidad de contar con
una férmula para la solucién.

Analiza e interpreta la primera derivada
para determina la monotonia y los
extremos de y (x)

Analiza e interpreta la segunda derivada
para deteminar la concavidad y todos los
puntos de inflexién de y (x)

obtiene inicial
y=f(x)+c obtener c=1vy
=f(x)-1
donde Y
_ f)=[g(x) | no hace
intenta nada
encontrar
una féormula | optiene
intenta
y= G(X) graficar
donde
G(x) =J'g(x) no intenta
graficar

Para encontrar la férmula sigue la secuencia:
1) identifica la ecuacién como una ecuaci6 de
variables separables.

2) usa el método de separacion de variables
para hallar una forma general en la que
aparece una funcion cuya férmula no es
conocida.

no hace
nada

Maribel

g

a f i c a
correcatmentehace
haciendo referencia a
la continuidad y a la

Rigo

suavidad

usa la condicion
para

Alex

ignora el signo de la
integral y dibuja la
grafica trasladando la
grafica de g(x) una
unidad hacia abajo.

Iris

no hace nada
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<

Dada LA ED, se pide graficar la
curva solucién que pasa por el
punto (0, pi/2).

Red sistémica para el problema 3

Deriva las propiedades necesarias
para hacer la grafica directamente
de la ED, sin necesidad de contar
con una férmula para la solucion.

intenta encontrar una
férmula usando el método
de separacion de variables

Siente la necesidad de contar con
una férmula para la solucién

no hace nada

separa bien las

variables
integra mal porque Ae
separa mal las ignora |a I'X
- S S ris
variables composicion y/o .
mp y Maribel
utilizan mal el .
Mario

cambio de variables.
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Red sistémica para el problema 4

—

lectura de la gréfica de f(y)

Dada la ED y la grafica de f(y<)<
se pide graficar la curva
solucién que pasa por (0, 1/2).

Siente la necesidad de contar con
una férmula para la solucién.

Deriva las propiedades necesarias para
graficar la curva directamente de la ED y de la

intenta encontrar
una féormula

usando el método
de separacién de
variables

Iris

no hace nada

separa bien las variables

separa mal
variables

Mario

las

integra
incorrectamente
ignorando la gréafica
de f(y)

Alex

no hace nada

integra

©
incorrectamente 2
ignorando la g
composicion

no hace nada
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A manera de conclusiéon podemos decir que:

Ante una tarea que demanda resolver una ecuacion diferencial, se
evidencia una preferencia muy fuerte a trabajar en el registro
algebraico-algoritmico (es decir, encontrar una formula para la solucién
por el método de separacion de variables) frente a otra muy débil hacia
el trabajo en el registro grafico/geométrico.

Ademas, es evidente que la competencia de estos estudiantes en la
utilizacion del método de separacion de variables se reduce a la mera
manipulacion simbodlica del método pues, se detectan dificultades con el
significado de los simbolos que aparecen en el método: jqué significa
separar las variables? /cuando es pertinente usarlo? /céomo?. Esto se
puede corroborar por medio de las respuestas dadas a los problemas 2 y
4 (que demandan leer e interpretar una grafica), donde los estudiantes
han respondido con este método obteniendo expresiones simbélicas sin
sentido (ignorando la grafica de la derivada). Y otros, simplemente, no
responden.

Por lo tanto, dado de que no se resuelven los poblemas 2 y 4 y no se
menciona la idea de pendiente de una curva o alguna otra interpretacion
geométrica de la derivada en las respuestas de los estudiantes, podemos
inferir que el esquema conceptual formal del concepto de EDO de cada
estudiante se limita a una mera expresion algebraica en le que se
relaciona una funcién, la variable independiente y algunas derivadas.
Asimismo, para todos los estudiantes resolver una ecuacion diferencial
significa encontrar una férmula que satisface la EDO, es decir, una
formula que al ser sustituida en la EDO la reduce a una identidad.
Ademas, para encontrar esta solucion es necesario utiliza algun método
algebraico.

De otra manera, se puede afirmar que para estos estudiantes el procepto

d ’ . .,
Y f(x,y) s6lo hace referencia, por una parte, al concepto de expresion

dx
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algebraica que relaciona una funcién, la variable independiente y su
derivada y al concepto de solucion de la ED y, por otro, al proceso de
obtener una formula para la solucion utilizando algiin método de

Iintegracion.

Ahora bien, dado que la ruta cualitativa no surge de manera natural y
espontanea, asi como las muchas dificultades tanto algebraicas como
conceptuales que muestran los estudiantes cuando intentan encontrar una
formula para la solucion pedida, nos conducen a realizar una entrevista
semiestructurada. El objetivo de esta entrevista es explorar el pensamiento de
los estudiantes cuando se les sugiere que resuelvan una ED por métodos
cualitativos. Para esto, llegamos al acuerdo de: 1) que para graficar la curva
solucion pedida pueden utilizar sus conocimientos y técnicas del calculo
diferencial para derivar las propiedades indispensables para construir la
graficar de la solucion pedida y 2) que dado que la primera derivada ya esta

dada por la ED, no es necesario calcular explicitamente la formula de y(x).

Guion de la entrevista

1. Pedir a cada entrevistado, explicaciones de las respuestas dadas en el cuestionario: ;Podria

explicarme que ha hecho en este punto?

2. Enlas respuestas al cuestionario se observa una tendencia muy fuerte a responder
algebraicamente, entonces promoveremos la reflexién del entrevistado para que resuelva los
problemas en forma cualitativa , es decir, extraiga la informacion relevante para realizar la

tarea a partir de la ecuacién diferencial sin intentar resolverla.

En los problemas 1y 2, preguntamos:

. jcomo se relaciona una funcién y su derivada?

. ;cudl es el significado geométrico de la primera derivada?

. ;qué puede decirme de este grafico o de esta ecuacién? ;qué informacién se puede extraer?
. ;qué informacién sobre la derivada nos da?

. ;qué se puede decir de la continuidad y la derivabilidad de la solucién?

. ;hay algunos puntos notables? ;cémo los determina?

En los problemas 3 y 4, preguntamos:

e /recuerda algin teorema que hable de la existencia y unicidad de las soluciones?
. (podria enunciarlo?

. ;cudles son sus consecuencias?

. ;observa algunas soluciones inmediatas?

. ;donde la solucidén es creciente, decreciente, concava, convexa, etc?

. Se pedira graficar otras soluciones que pasen por otros puntos.

3. Se pedira la opinién del entrevistado acerca del tipo de problemas en el cuestionario y la forma de 134

abordarlo durante la entrevista.




Sin embargo, la renuencia de los estudiantes para utilizar los métodos
cualitativos y los bloqueos continuos que experimentan a lo largo de las
entrevistas (debido a que sus conocimientos y habilidades previos del calculo
diferencial estan restringidas al modo de pensamiento procedimental), nos
obligan a asumir el papel de profesor para orientar o inducir su trabajo. Esa
influencia no ha sido estudiada y aparece, por lo tanto, como una debilidad

metodologica de esta investigacion.

Como antes la tendencia de las respuestas de los estudiantes en las entrevistas

puede observarse claramente en las redes sistémicas siguientes.
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i com

o]
construiria

la grafica?

usando los métodos del
célculo para determinar
las propiedades
cualitativas de la gréfica<
de y(x): monotonia,
extremos, concavidad, etc.

-~

d eriva
propiedadeg
cualitativas de
gréfico de y(X) a
partir de la ED

usando el Derive par
gréficar la formula de y(X)

mediante una tabla d
valores para la formula d

)

Red sistémica para el problema 1 obtenida de la entrevista

afirma que y()ﬁ es
continua en todo
porque es un
polinomio y porque
derivabilidad implica
continuidad

obtiene los puntos
criticos -2,0, y 2

¢qué puede decir de |
concavidad ylos punto!

¢ qué
puede
>~ decir del
signho de

y(x)?

dy

se bloquea

construye un cuadro de
variacion para

X (Xx=2)*(x+2)

analiza el signo de la

derivada dice: un maximo es asi

y la derivada pasa de
positiva a negativa; un
minimo es asi

yla derivad pasa de
0, negativa a positiva

afirma que (-2, y(-2)) es
minimo

no afirma nada de (

¥0)y (2, %(2))

afirma que necesita la| N0 utiliza argumentos intuitivos,
como la suavidad de la curva,
para derivar algunas propiedades.

formula de y'(X)

analiza e|determina la
interpreta el signo| monotonia

dey(x
afirma que (-2, y(-2)) es construye una
minimo grafica

incorrecta, pero

fi 0,¥0))y (2, %2
afima que (0, %(0))y 2, y@)no  Incorrecta

son extremos, pero las
tangentes son horizontales

de inflexién?
calcula y'(x) y no la
relaciona con la ED .
considera obtiene los puntos
y'(x) para criticos -2, 0, 2
encontrar la
monotonia, | ., |cula v'(x) y la C\;)Sﬁsut:rltcj))r/]e L;r:acuadrode
considera la eXtremos. | rejaciona con la ED P
C etc. dy 2
formula de — =X"(X-2)"(x+2)
Yo I &
calcula y'(xq
; a partir dgse bloquea
considera y"(x) | necesita un y(x)p q
_ para encontrar fqrmula para
céncavidad, |Y® calcula y'(x) . .
puntos de apartirdela|factoriza
o inflexion, etc. ED Y=
o)
=
@
=

se bloquea
afirma que (0, y(0)) y (2, y(2))son
puntos de inflexion

no dice nada del signo de y'(x)

constry
ye ung
gréaficg
incorreq
ta, perd
coherer
te

dibuja el minimo (-2, y(-2
sobre el eje x, es decin,
supone y(-2)=0.

extrapola el comportamienfo
alrededor del minimo.

no refleja la
concavidad, y

ha extrapolado el
comportamiento

alrededor del minimo

Maribel

no grafica

Alex
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Observaciones al problema 1

Puede apreciarse que en los esquemas conceptuales de Maribel y Alex las
relaciones entre las propiedades cualitativas del grdfico de una funcion y sus
derivadas aparecen en un segundo plano, pues ellas sélo se movilizan después
que han sido sugeridas por el entrevistador. La idea de funcion que sobresale es

la de operacion o manipulacién (ya sea aritmética o con ordenador). Veamos:

I:.. .(como graficaria esta funcién? o ;cémo haria la grafica?.

Mar: Se mete esto en el Derive y...(risas).

I: Exactamente, pero si no existiera el Derive, ;cémo lo haria?

Mar: Si no existiera el Derive, le damos valores...pero no sé...
I: Bueno, bueno.... ;{De qué otra manera podria graficar la funcién?

Mar: Ummm...ummm...

Alex: Entonces llego a esa solucién (y=%-2x*-x*+2x*+1). Y ahi no la

grafique pues..., intente pero,... o sea como es un polinomio sexto, y asi no
halle como dibujarla.

I: Si, sil. El procedimiento, esto, estd bien, usando separacién de variables estd bien. Pero lo que pedimos es el
grafico de la curva solucién.

Alex: Si, el grafico, pero no lo hice. Y no lo hice por eso, porque tengo un
polinomio de grado sexto y asi a mano...

I ¢Coémo graficaria un polinomio de grado 3 0 mas?

Alex: Ummm... (silencio)

I: Suponga que le digo, grafique Y = X4 - X2 , ¢cémo lo haria?

Alex; Unmm...ummm...

Ahora bien, una vez movilizadas las herramientas del cdlculo, la evidencia
experimental sugiere que esos conocimientos y habilidades previos estdn
restringidas al modo de pensamiento procedimental, con algunas

interpretaciones geométricas muy rutinarias, mostrando muchas dificultades
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para articular la informacion obtenida para construir la grdfica pedida,

volviéndose necesaria la guia del entrevistador para obtener alguna grdfica.

Por ejemplo, para determinar el signo de la derivada todos construyen un

cuadro de variacion, sin fijarse que eso es inmediato de la expresion algebraica

de ﬂ:xz(x—Z)z(x+2).
dx

I ;Que puede decir del signo de y (X) ?
Iris: ummm...ummm ...tendria los puntos criticos en —2, en 0 'y en 2 .Entonces tendria que
ver la primera derivada, y en —2...un numero que este entre, el —1 digamos, seria

positiva...y ac4 también seria positivo. Y...

I: 0sea que la ecuacién diferencial ya nos da la derivada. Entonces, ;qué informacién puede sacar de alli?
Alex: Dénde se hace cero, ...donde es positiva y negativa...

I: Determine todo eso.

Alex: Los puntos criticos son 0, 2 y -2, ...y ahora...

I: Que esta haciendo

Alex: Un cuadro de variacion.

Mar: Si, verdad!, la derivada ya la da la ecuacion.

I: 0 sea que para graficar la solucién pedida podemos, evitar la separacién de variables y, partir de la primera

derivada dada en la ecuacién para analizar el comportamiento cualitativo de la funcién.

Haga ese anélisis.

Mar: Ummm... aqui los puntos criticos serian 0, 2, y -2.

I: (Cémo se interpreta eso geométricamente?

Mar: Que las pendientes son cero, o sea que...las tangentes son horizontales.
L. (Qué tipo de punto hay en (0, y(0))? /;maximo o minimo?

Mar: ...ummm...

I: (Cémo sabe si tiene un punto maximo o un minimo?
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Mar: Con el criterio de la primera derivada que dice que la primera derivada
debe de cambiar de signo alrededor de ese punto. Si pasa de mas a menos hay
maximo, y si pasa de menos a mas hay minimo.

I: Aver...

Mar: Haciendo un cuadro de variacion...

La idea de extremo local que tienen en sus cabezas se limita a un extremo en un

punto diferenciable.

I: ;Que tipo de punto hay en (-2, y(-2))?
Iris: Un maximo.
I: ;Por qué?
Iris: ...bueno un maximo seria asi (). Y alrededor de él la derivada pasa de positiva a
negativa...pero aqui va al revés, de negativa a positiva, entonces lo que tenemos es

un minimo.

I: (Qué tipo de punto es (-2, y(-2))?

Alex: Un maximo...pero, no estoy seguro de eso.
I: (Cémo es un maximo?

Alex: Es asi ()...ah! ...entonces hay un minimo.

I: Ujum!.

I: En el mismo sentido, jqué se puede decir de los puntos (2, y(2)) y (-2, y(-2))?
Mar: Tampoco en (2, y(2)) hay cambio de signo. Y en (-2, y(-2)) hay un minimo

porque va de menos a mas. Un minimo es asi U.

Una vez que han determinado la monotonia, los puntos criticos y los extremos (y
los han interpretado geométricamente), les pedimos que construyan el grdafico de
la solucion buscada. Sin embargo, Alex afirma que necesita conocer la
concavidad y que para ello es necesario hallar la formula de y’(x); Alex calcula
y”, pero no logra factorizarla, y por tanto, no logra determinar el signo de y” ni

todos los puntos de inflexion.
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I (,Coémo seria el grafico? Haga una propuesta de grafico.

Alex: Ummm...habria que analizar la concavidad antes, no?
I Bueno, se podria analizar también. ;Cémo lo analizarias?

Alex: Hay que derivar otra vez.

I Ujum, a ver derive.

Alex: Seria.... (después de 2 minutos):
da*y

d 2 2
™ :&[x (x-2)*(x+2) ]

=2X(X-2)* (X + 2) + 2x* (X = 2)(X + 2) + X*(x = 2)°

Asi verdad?, usando la regla de la cadena y la derivada de un producto
I: Ujum!, factorice.

Alex:...(después de 7 minutos)

2

% = X(X—2)[2(Xx—2)(X +2) + 2X(X + 2) + X(X+2)]

=X(x — 2)[2(x2 —A) 42X +AX+ X — 2x]
=X(x-2) [SXZ +2X —8]
... cOmo que son irracionales las raices, no?
I: Eso parece. ;Qué hay en los puntos (0, y(0)) y (2, y(2))?
Alex:...ummm...son puntos de inflexién.
I: Haga una propuesta de gréfico.
Alex:...ummm...(parece que no encuentra por donde empezar a dibujar la
grafica).
I (Dénde hay cambios de concavidad?
Alex:...ummm...
I: ;Dénde dibujaria el minimo (-2, y(-2))? jarriba o debajo de la recta y=1?
Alex:...ummm...
I: ;Podria haber cambio de concavidad en (-2, y(-2))?
Alex:...ummm...(hay un silencio largo y para no inducir su trabajo decidimos

continuar al siguiente problema).
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Por otra parte, Iris no aceptan argumentos graficos/intuitivos para determinar
la concavidad de la curva solucion debido a que en su esquema conceptual la
nocion de extremo local aparece sélo en puntos donde la funcion es derivable y
no existe una imagen geométrica del comportamiento de una funcion en torno a

punto donde la funcion no sea diferenciable.

I: Si, si?. {Que puede decir de la concavidad?
Iris: Bueno...eee...seria necesario hallar la segunda derivada.

I: claro! o podriamos buscar algin otro tipo de argumento. Por ejemplo, sabiendo que la funcién es derivable, aqui
en el minimo no puede haber cambio de concavidad, porque de otra manera se formaria un pico.

Iris: Ummm...s1, y no puede venir hacia abajo tampoco porque ... es positiva
siempre....
I: Igual aqui en el minimo no puede ser céncava hacia abajo a los dos lados porque se formaria un pico.
Iris: Ujum?
I: Observe que los puntos (O, y(O)),(Z, y(Z)) son puntos de inflexién en los cuales las tangentes son

horizontales! ;Existirdn otros puntos donde haya cambio de concavidad?.

Iris: ...ummm...

I: Por ejemplo, entre 0 y 2.

Iris: Ahi si seria necesario encontrar la segunda derivada.

I: O bien usar algun argumento geométrico que nos evite los calculos y nos diga como es la gréfica.

Iris: ...ummm...no se me ocurre como...

I: Por ejemplo, el hecho de que en (—2, y(—2)) hay un minimo y que en (0, Y(O))la recta tangente es

horizontal, obliga a que exista otro punto de inflexién en el intervalo ]—2, 0[ . Pues si no fuera asi, la gréfica de la
funcién podria tener un pico en (-2, y(-2)) y eso nos diria que la funcién no tiene derivada en -2. Y, ademés, el hecho de

que Y (X) exista en todo [l nos dice que en el grafico de y(x) no apareceran picos. Lo mismo ocurre entre ]O, 2[ .

Iris: ...ummm...

Iris interpreta un minimo como un punto de contacto con el eje x; y cuando
intentan graficar, todos muestran dificultades para ubicar la posicién relativa

de los puntos (-2, y(-2)), (0,1) vy (2, y(2)).

I: (Sera la grafica continua?
Mar: ummm...es continua porque...ummm...
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I: (Dénde coloca el punto (-2, y(-2))? ;Abajo o arriba de la recta y = 1?.

Mar:...
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Observaciones al problema 2:

Una vez que se ha llegado al acuerdo de que las propiedades cualitativas de la

solucion buscada pueden obtenerse de la grafica de % = g(x), todos derivan los
X

intervalos de monotonia, de concavidad, los puntos criticos, los extremos, los
puntos de inflexion, etc., pero muestran algunas dificultades para articular esa

informacion y poder construir la grdafica pedida. Veamos:

I: Ujum! Entonces traza la grafica de y(x).

Iris: Seria, en ]—2, M[ es creciente y concava hacia arriba. Pero en este punto
M tengo el cambio de signo. Pero no sé si va....De |M,0[ seria céncava hacia

abajo. Pero como va pasar por el punto (0, -1) y siempre es creciente a la
derecha de -2...Cuando es menor que —2 es decreciente...( después de un par de
minutos observamos que no encuentra manera de empezar al grafica).

I: Qué sucede si dibujamos el punto (M, y(M)) por aqui - debajo de la recta y = -1-?

Iris: Si lo dibujamos alli arriba...como que no va porque tendria que unir este punto - (M,
y(M)) - con él (0, -1), y entonces la funcion bajaria, y ya sabemos que es creciente.

I: Bueno, entonces dibuja la grafica. Serfa bueno que primero dibujara algunos puntos conocidos.

Iris: Si...ummm...y en el punto eee el punto de inflexién donde hay cambio de

signo seria aca, (M, M), y...

I: Bueno, ahora haga la gréfica.
Mar: (risas)...ummm...no se. Considerando todo lo que estaba diciendo

anteriormente acerca de esto....es decreciente en ]—00,—2[y ...pero en -2 qué

hay?...aqui tiene que pasar por este punto, (-2, y(-2)), verdad!
I: Si, si!. Dibuje ese punto (-2, y(-2)).

Mar: ...ummm...

I: ;Doénde dibujaria el punto (-2, y(-2))? jarriba o debajo de la recta 'y = -1?

Mar: Ummm...aqui, abajo...entonces...

I: Haga una propuesta del grafico pedido.
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Alex: Esta pasando por el punto (0, -1),...ummm...(parece que hace un
resumen mental de las propiedades obtenidas, pero no logra articularlas para
construir la grafica).

I (Dénde dibujaria el punto (-2, y(-2)), arriba o debajo de y = -1?

Alex: Arriba...

También observamos que pueden interferir las grdficas de y(x) y g(x).

I: .Y en -2 que hay?

Iris: Hay una tangente vertical, casi.

I: Bueno, me refiero a que hay en el punto (-2, y(-2)), no el punto (-2, g(-2)).

Iris: Ah!... Aqui la derivada si cambia, va de menos a mas. O sea que hay un

maximo.
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Observaciones al problema 3:

Todos los entrevistados retoman la experiencia de los problemas 1y 2 vy logran
determinar (con alguna ayuda) algunas propiedades cualitativas de la solucion
y(t), pero ninguno es capaz de enunciar e interpretar un teorema de existencia y
unicidad. Por lo tanto, el entrevistador tiene que enunciarlo y senalar sus
consecuencias.

I.... (Qué informacién podemos obtener de la ecuacién diferencial? jcomo graficaria la curva solucién pedida?
Mar: Bueno, como anteriormente, sabiendo donde es creciente ,decreciente,
concava, etc.

I: Encuentre todo eso!

dy

Mar: Ummm...pues tengo Ezsen(y(t))...el seno de y(t) es una funcién

alli....(se bloquea)
L:a ver, antes...;recuerda algin teorema de existencia y unicidad de las soluciones ?
Mar:...ummm...no!.

I. A ver, entonces... recordemos un teorema basico de existencia y unicidad de la teoria de las ecuaciones

diferenciales ordinarias que dice

Mar: Ummm...aqui f(t,y) = sen(y) y es continua siempre. Y %= cos(y) también

es continua siempre.
I: (Qué quiere decir con siempre?
Mar: Que vale en todo el plano ty.

I: Bueno, por lo tanto podemos asumir que por cada punto del plano ¢y pasa una soluciéon y que dos soluciones
distintas no se cortan...;Ve algunas soluciones inmediatas de la ecuacién diferencial?

Mar: Ummm...

I: (Qué pasa con y(t) = 0?

Mar: Que vea si es solucién, no?... si sustituyo en la ecuaciéon obtengo 0 =0 y
esto me dice que si es solucion.

I: (Ve otras soluciones?

Mar: ...creo que x,27,3x,..y todos los multiplos de 7, donde se anula el seno

son soluciones.
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I: (Qué puede decir de la solucién y(t) que buscamos?

Mar: De la solucion que pasa por (0, %), no!...ummm...ummm...

I (Podria enunciar algun teorema acerca de la existencia y la unicidad de las soluciones de una ecuacién diferencial?
Alex:....ummm...no, creo que no recuerdo ninguno!
IZ Pero eso si que lo estudiaron en el curso, verdad?

Alex: Si, creo que si, pero...ya no me acuerdo!

Ilarecuerda Ud. algin teorema de existencia y unicidad para las soluciones de una ecuacién diferencial?.

Iris: Si, creo que se llamaba teorema de Picard.

I: (Qué dice ese teorema?

Iris: Ummm...no, no lo recuerdo, pero creo que también en analisis vectorial vimos algo

parecido.

I: Bueno, entonces recordemos un teorema basico de existencia y unicidad de la teoria de las ecuaciones diferenciales

ordinarias...

Iris: Ummm...aqui f(t,y) = sen(y) es continua siempre y %= cos(y) también.

I: Por 1o tanto podemos asumir que por cada punto del plano ¢ty pasa una solucién y que dos soluciones distintas no
se cortan...;Ve algunas soluciones inmediatas que satisfagan a la ecuacién diferncial?.

Iris: Ummm...

I: ¢,Qué sucede con y(t) = 0?

Iris: Sustituyendo...ummm...si es solucion!
I: ;Puede ver otras soluciones?

Iris: Si, todos los multiplos de 7, que son los ceros del seno.

Para determinar las regiones de monotonia y de concavidad, en un primer
momento algunos intenta determinar intervalos en funcion de la variable
independiente t. Esto puede interpretarse como una interferencia de las

estrategias usadas en los problemas 1y 2; es decir, la presencia de las grdficas

dy

de ot = f(y) y de la solucion buscada pueden provocar algtin conflicto.
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I: (Qué necesita saber de y(t)?
Iris: Necesitaria los intervalos donde es creciente, decreciente, concava hacia
arriba, céncava hacia abajo, etc...Hay que ver como es a la izquierda y a la

derecha de cero

I: Bueno, hay que determinar cémo se comporta y(t) en la franja del eje y de ]0,72' [ Por ejemplo, mirando la

ecuacién, ;Qué podemos decir del signo de —— en esa franja?

Iris: Seria de ver como es a la izquierda y a la derecha de cero.
I:a ver, jcomo lo veria?.

Iris:...ummm...(la entrevistada se bloquea).

d . . .
I: Observe que d_¥ depende, de sen(y), del eje vertical, no del eje t.

Todos consiguen construir la grafica de la solucion y(t) y llegan a dar la
impresion de que han asimilado reflexivamente el método. Sin embargo, la

evidencia recogida cuando se les pide que construyan las graficas que pasan por

los puntos (O,%j y (0,3%) parece decir lo contrario. También podriamos decir

que el pensamiento de los estudiantes se muestra incoherente pues reconocen

que todo el andlisis que han hecho antes para graficar la curva solucion que

pasa por (0,%} es valido, pero ello no se refleja en el dibujo realizado.

I: (Qué sucede si esa curva que ha dibujado corta las rectas Y = 0 Yy=m>.

Iris: Entonces eee habria un punto de interseccion y... por ¢l pasarian dos soluciones, y ya

vimos que por cada punto del plano pasa una sola solucion.

L. Bien, ahora dibuje la solucién que pasa por el punto (0, ST”) .

Iris: Seria lo mismo siempre. Sélo tendria que analizar los signos aca
nuevamente de la primera y la segunda derivada...ummm...siempre tengo que

es creciente. También tengo que la segunda derivada es positiva en :|0,’2’ y

negativa en ]%7[[ Entonces la grafica seria ...

I: Dibyjela!
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Iris: Tenia que era creciente, céncava hacia arriba en 0,4 y céncava hacia
abajo en ]ﬂﬁ[ Entonces en este punto (037”) siempre voy a tener un punto de
inflexion.

I Haga una grafica que Ud. crea que se aproxima.

Iris: Seria asi...

I Ujum! ...entonces el punto (O, 37”) es un punto de inflexién.

Iris: Si!

I (Se cumpliran las condiciones anteriores?

Iris: Es creciente siempre. En la franja :p,%[ es concava hacia arriba y en ]%,7[[
es concava hacia abajo.

I: ¢, Qué sucede en la franja de :’% s 37”[ ?

Iris: Ummm...ah! la concavidad esta hacia arriba, y debe ser hacia abajo.

I: Grafique ahora la solucién que pasa por (0, %) .

Iris: Seria lo mismo, siempre (dibujando el punto de inflexién en (O,%) ).

IZ[,Cérno sabemos que en las bandas de :p,lzz y de ]%,ﬂl: no hay onditas?(como se muestra con las curvas

punteadas en la gréfica anterior)

Alex;...ummm...

I: Ahora grafique la curva solucién que pasa por (0, 37”) .

Mar: ;Considerando todo lo anterior?
I: Si, solo ha cambiado el punto por donde pasa la solucién.

Mar: Tendria que analizar aqui como es la funcién de O a ese punto (0,%),

como se comportan esos puntitos, y...

I: véalo. Haga una propuesta de grafica.

Mar: (risas)...un puntito cualquiera....se cumplen las mismas condiciones...
I: ;Cual es 1a grafica?

Mar:....(dibuja, colocando el punto de inflexién en (0,3%)).

I: Ahora dibuja la solucién que pasa por (O, %) .
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Mar:...seria lo mismo solo que pasando por este punto ...(dibujando la grafica que aparece

en la figura de arriba y colocando el punto de inflexion en (O,%) ).
I Ujum!, /Qué pasa con la concavidad en la banda de ]% , 37”[ ?

Mar: ...ummm...ah!, es hacia abajo y estd hacia arriba...entonces... (0,%) no

puede ser el punto de inflexién.

I: (Qué sucede con la concavidad de la otra grafica en la franja :’% ) %[?

Mar: aqui esta al revés, esta hacia abajo y debe ser hacia arriba...

Por su parte Luis, a pesar de demostrar una gran habilidad algebraica y
algoritmica y ser capaz de cambiar al registro grdfico al darse cuenta de que la
expresion algebraica para la solucién podria no tener una grdfica inmediata,
demuestra poseer algunas imdgenes limitadas y conflictivas en torno a las

nociones fundamentales del cdlculo.

I: Veamos el 3. Tenes 1a ecuacién diferencial, d_i/ = Sen(y(t)) , vy lo que quiero es que grafiques la curva solucién

que pasa por el punto (0, %) , y finalmente que determines lim y(t) .
t—oo

Coémo lo harias? Aqui tenes lapiz y papel.

Luis: Primero hay que sacar la soluciéon, no?
I: Bueno, veamos cudl es la solucién.
Luis: Aqui por los métodos que conocemos..., usando el método de separacion
de variables e integrando ambos lados,...
I: Hazlo
Luis:
dy = sen(y(t))

L A
sen(y(t))

dy
Feongyy =14

Y aqui muy bien podria usar una tabla de integrales o el Derive, pero como no
los tengo...

I: ({Qué harias?
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descomponiéndola por fracciones parciales, no?:

_I duzz_ (i_{_ijdu
1-u 1-u 1+u

=—%[-InfLl—u|+In[L+u[]

1+cosy

1-cosy

=-¥In

1-cosy
1+cosy

_2
1+cosy

=¥In

=¥lIn

_1‘

...muy complicado me salid!...no me convence todavia. .espérate...
I: A ver, no olvides que lo que pedimos es la grafica.

Luis: Pues si.

Luis: Vamos a ver...puedo hacer todo lo que yo quiera aqui, verdad?

I: si claro!, todo lo que quieras.
. at o
Luis: ...creo que es csc(y) = Ve si verdad?
Yy

I: si, si, siempre que Sen(y(t)) =0.

Luis: Entonces en este plano yt lo que estoy formando es una cosecante, no?,
entre 0 yz. Ahora recordemos como se comporta la cosecante, y el
comportamiento de la cosecante es el comportamiento que va haber alli.

I: si claro, esta relacionada al comportamiento de la cosecante.

. dt g ,
Luis: Por eso, como sabemos que Y =csc(y), la cosecante va ir dictando cémo
y

se comporta la solucion.
I: si, 1a solucién t = t(y)

Luis: Ah, ja! Ahora recordemos el grafico de la cosecante, 1 sobre el seno,

verdad! El seno en 0 se va a infinito, en ) se hace uno, y en 7 se va a infinito,

asi...

Luis: En 7 y en O tiene dos puntos de inflexién...y en > es cero, no?

I: (Por qué decis que son puntos de inflexién?
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Luis: La derivada tiende a infinito, no!

I: Pero... no necesariamente tienen que ser puntos de inflexién, no!!

Luis: Bueno, no necesariamente, tendria que analizarlo un poquito mas...Ah!,
ja, no necesariamente porque simplemente puede tender, nada mas.

I: si, sf

Luis: Y no continuar o..., pero con estos datos necesito graficarlo, lo que pasa

aqui que la tengo medio rara.

Después de reflexionar sobre estas dificultades y enunciar un teorema de
existencia y unicidad y ver sus consecuencias, Luis logra construir la grdfica
pedida.

Luis:...algo asi. A menos que aparecieran otros puntos de inflexion, va!, que
cambiara de curvatura en alguna otra parte de aqui.

I: Pero, crees que hayan otros puntos de inflexién. {Cémo te aseguras de eso?

Luis: Creo que no, pues aqui — en el grafico — no se refleja ningun otro.

I: ;Cémo 1o ves?

Luis: Por la suavidad de la curva, no?

I: Ujum!

Luis: No tiene ningtn punto en la cual este indefinido.

I: Sera por la suavidad u otra propiedad.

Luis: La continuidad, no!

I: Ummm...;Cémo se garantiza que no haya puntos de inflexién?

Luis: Estas hablandome de la solucién, no de la derivada.

I: i, del gréfico de la solucién. Y 1o que quiero que veas es que cuando crece no hace onditas.

Luis: Es que creia que me decias que como podia asegurarlo, pero yo lo miraba en la
derivada, vaya!. Que la derivada era....- sefialando el gréafico de la cosecante.

I: Exactamente. Viendo esto — el grafico de la cosecante- como aseguras que la soluciéon no hace ondas. Crece pero no
hace ondas.

Luis: (Cémo garantizo que aqui no hay puntos de inflexién?...no es que si
habrian puntos de inflexién aqui — senalando la grafica de la cosecante-
aparecerian puntos en los que no estaria definida, no?

IZ Ummm...
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Luis: Yo asi lo creo. Los puntos de inflexién, forzosamente, se reflejarian en
que no estaria definida la derivada, no?. Entonces habrian puntos en que la
derivada no es continua, tendria pequenos saltitos.

L. (De qué otra manera surgen los puntos de inflexién?

Luis: Bueno, basicamente un punto de inflexion surge donde no este definida

la derivada...

I: Ahora grafica la curva solucién que pasa por el punto (O, %) .

Luis: Yo la graficaria asi....(ver grafica de rojo en la figura anterior).

I: Estas poniendo el punto de inflexién en (0, %) .

156






¢Qué
propieda
des de la
gréafica

de y(t) se<
pueden
derivar
de |a

ED?

la monotonia
los extremos,
coOncavidad
atraves del
estudio d
signo de las
primera y
segunda
derivadas

-~

considera qu% = f(y)

y leyendo la grafica de f(y)

determina el signo de la
derivada en funcion de vy;

deriva la monotonia de la
curva y=y(t)

-

Red sistémica de la entrevista para el problema 4

—
2
dibuja las relaciona el signo dg y
afirma que y()= -1, =0, | soluciones de dt? determina la
y()=1son soluciones de Ia] equilibrio con la concavidad de f(y) concavidad
ED
dzy afirma que (0,1/2)| co nstru_ye
encuentra—- = f(y)f'(y)[es punto defuna grafica
; dt? inflexién coherente
afima que la curva que se busca analiza su signo en] 0, 1[
estd contenida entre y()=0 y iyn terpre tg nd of'& ) no afirma que
y(Y)=1 por el teorema anterior . p y (0,1/2) es punto
dy geométricamente de inflexion
obtiene qued_ =0
t .
en-1,0,1 . ) afirma que en y=0 hay un
aﬂgggcﬂi‘ggosl' 0, 150N shsena que yt)=-1, y(t)=0, y()=1 | maximo; confunde (t, y(1)) y
P son soluciones (y, f(y)
2
) relaciona es concava hacia
afirma que en (0,0) hay determina la abajoen|, 1
un méaxmo ) concavidad }0,?[ construye
con f'(y) e interpreta en una grafica| »
< f(y) geométricamente ]011[ incoherente >
en la grafica d e f(y) -

d’y
encuentraF =f(y)f'(y)

yanaliza su signo en C
interpretandof'(y)
geomeétricamente

concavidad

es cOncava hacia
arribaerTl,l
2

primero hace una

) afima que la curva que se buscal grafica incoherente
determina la| pasa por (0,1/2) y no va a cruzar
las rectas y(t)=0 y y(t)=1, por el
teorema de existencia y unicidad

Alex

luego hace una grafica

coherente

158




Observaciones al problema 4

Como en el problema 3, todos consiguen construir la grdfica de la solucion y(t) y
llegan a dar la impresion de que han asimilado reflexivamente el método. Pero,

otra vez, la evidencia recogida cuando se les pide que construyan las grdficas

que pasan por los puntos (0, %) 0 (O%j parece decir lo contrario e indican que

su pensamiento es incoherente.

Alex: ésta tendria la misma forma que ésta (refiriéndose a la curva que pasa
por (0,%)) sin cortarla, y siempre seria asintotica a las rectasy=0yy=1(ver
figura anterior).

I: Sers cierto que el punto de inflexién ocurre en el punto (0, %) .

Alex: No porque ...ummm...

I: (Qué estd pasando con la concavidad en la franja }% ) %[ ?

Alex: La concavidad es hacia arriba porque estoy en la franja ]0%[ ...entonces

tendria que seguir siempre asi, subiendo, pero no siempre por que cortaria a
y=I...entonces tiene que cambiar en algun punto.

I: (En qué punto se da ese cambio?

Alex:...ummm...parece que en y=1/2.

I: (Coémo podria asegura eso?

Alex:...ummm...

I: Bueno, paremos aqui.

I: (Por qué aqui en las franjas ]% ,l[ 0 ]O, %[ la funcién no hace onditas?

Mar:...ummm...
I: o {por qué no hay otros puntos de inflexién?.

Mar: ...ummm...
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Por su parte, Luis tiene algunos conflictos y confusiones con la presencia de las

grdficas de (;—}tl = f(y) y la de la solucion buscada.

Luis: Vamos a ver si me funciona normal- Ccil_)t/: f(y)-. ...esperate, vamos a

ver... esta corta en 1,0, y en —1, va!
I (Qué esta sucediendo en esos puntos?
Luis:...ummm...
I: (En -1, 0, y 1 que sucede?
Luis: Son puntos de , maximos o minimos. Son puntos criticos .
I: ;/Puntos criticos?
Luis: Este vale 0 y este vale ‘“%...ah! es que lo pedis en (0, %), yo lo estaba
asociando con ésta. Pero sale que el (0, %)....este es %, no!, Si no me equivoco
(senialando el minimo local del grafico de f(y)).
I: Bueno, podriamos suponer que es %.
Luis: El problema es que ese punto esta aqui.
I: Si, ujum...
Luis: Es y = %...vamos a ver como le hacemos a este...en y = 0 hay un
punto...ummm...Esperate vamos a ver, corta aqui, es decreciente, no!
I (Quién es decreciente?
Luis: Aqui es mas, menos, mas, menos. Es maximo, no?
I: Méximo?...dibvjalo!
Luis: Este % no hallo como meterlo. Es que en y = 0 me sale un maximo, eny =
0. Eny=1yy=-1...vaya entonces en y = -1 me sale...
I:a ver, no entiendo por que decis que en y = 0 te aparece un maximo.
Luis: No, porque aqui la primera derivada, esto me esta dando la primera
derivada, esto da el comportamiento de la derivada, no?. Entonces, me esta
diciendo que aqui es mas y aqui es menos; esto significa que esta derivada aqui
es mas y aqui es menos.
I: s, st
Luis: Vaya, entonces la funcién tiene que ser creciente, decreciente; creciente,

decreciente, tengo un maximo, no!
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Luis: Pero a mi lo raro que me pasa aqui es de que aqui me parece que en y= 0
me aparece un maximo.

I (Por qué insistis en que en y = 0 aparece un maximo?

Luis: Porque miro que si esta es la derivada, esta aparece positiva aqui y

negativa aqui. Mas, menos me aparece...

Luis: Bueno, agarro este pedazo, ]0,1, y en ese... tendria que...Bueno

, . . ., T
llegariamos a la misma situaciéon que antes, en PR

. [<0.en]o.3]
d—t!: =0,eny=1/2
>0,en]t,1

) d?
Bueno, va! Entonces, como hemos dicho que en % corta a v, ay es cero en
b b y dtz

I: st sf
Luis: tendriamos el mismo comportamiento anterior, la funcién seria céncava

hacia arriba en [$,1]y céncava hacia abajo en ]0,4] ...entonces obtendriamos la

misma solucién de antes, no?

I: Bueno, parecida.

Luis: Parecida me sale...Ah ja! f siempre es negativa...entonces tengo una
funcién decreciente, no!

I: si

Luis: El punto de inflexién lo tengo aqui en (0, 1/2), va!

I: Ahora, hace la grafica.

Luis:...ummm...s6lo me aparece un punto de inflexién porque la segunda
derivada solo se anula en ', porque en ese pedazo f solo tiene una tangente

horizontal. Pero...no pegal...;qué esta mal?
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Conclusiones y trabajos futuros

Las conclusiones las redactamos en cuatro apartados, siguiendo las preguntas
generales y los objetivos planteados en la seccion 0.2 y los objetivos especificos
de la seccion 2.4.1: conclusiones generales, metodoldgicas, experimentales y

una seccion de trabajos futuros.

Conclusiones generales

En primer lugar, a pesar de lo incompleto de la investigacion y las dificultades
tedricas y metodolégicas encontradas en la practica, podemos decir que la
experiencia ha resultado sumamente rica y formativa y ,en general, nos ha
permitido informarnos del estado actual de la investigaciéon didactica en el
area del Calculo, asi como apropiarnos de las principales herramientas

metodoldgicas para realizar investigaciones didacticas.

En segundo lugar, hemos revisado y valorado los principales constructos
tedricos y metodolégicos que se han elaborado en las investigaciones del
Pensamiento Matematico Avanzado en el nivel universitario. Asi, por ejemplo,
aunque en este trabajo hemos privilegiado la teoria de los KEsquemas
Conceptuales para describir y analizar las respuestas de los estudiantes, el
s6lo hecho de habernos informado de la teoria APOS, nos abre la posibilidad de
contar con un marco tedrico concreto y adecuado para continuar con la
experimentacion de las ideas que aqui han surgido. Pues, una vez que hemos
detectado que los estudiantes poseen esquemas conceptuales pobres, débiles e
incoherentes (lo cual es nuestro caso), las preguntas naturales que surgen son
qué y como podemos hacer para enriquecer y evolucionar esos esquemas
conceptuales de tal manera que sean ricos, flexibles y robustos. En este
sentido, creemos que la teoria APOS, en tanto que exige elaborar un modelo
epistemoldgico que describa qué conceptos y qué constructos mentales deben
construirse en la mente del sujeto para comprender un concepto matematico

dado, esta en continuidad con el tema y objetivos de este trabajo.
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En general, tenemos la conviccién de que el camino recorrido nos ha preparado
para disenar, experimentar y evaluar situaciones de ensenanza y aprendizaje
de las Ecuaciones Diferenciales ordinarias (EDO) bajo el enfoque cualitativo,
asi como para estudiar en profundidad el pensamiento de los estudiantes
sometidos a esas situaciones alternativas, con el objetivo es hacer evolucionar
los sistemas didacticos y romper con el largo predominio o exclusividad del

registro de representacion y modo de pensamiento algebraico y algoritmico.

También, la revision bibliografica que hemos realizado en torno a la ensenanza
y el aprendizaje de las EDO, nos ha pemitido constatar que si bien es cierto
que existen varias propuestas curricurales de reforma del pimer curso de EDO,
que se basan fuertemente en el uso de la tecnologia, son muy pocos los estudios
cognitivos que se han realizado para abordar el efecto de tales cambios y las
dificultades especificas que aparecen en el pensamiento de los estudiantes
sometidos a tales curriculos. Asimismo, no hemos encontrado propuestas
curriculares dirigidas y pensadas para aquellos sistemas educativos que no
estan en la posiblidad de hacer un uso intesivo y masivo de la tecnologia, pero
que demandan de manera urgente romper con la exclusividad de los procesos
de algebrizacion y algoritmizaciéon dominantes todavia en la ensenanza y

aprendizaje de las EDO, y de manera mas general del calculo.

Entre las limitaciones y dificultades de este trabajo se tienen Ila
compartimentalizacion y rigidez de los esquemas conceptuales de los sujetos
investigados en torno al concepto de la derivada. La compartimentalizacion se
refiere a la existencia de conocimientos y/o habilidades en los registros de
representacion algebraico y grafico, pero con muy poca o ninguna interaccién
entre si. La rigidez se refiere a que independiente del registro en el que se
plantea el problema, los estudiantes utilizan siempre la misma estrategia
algebraica y muestran poca aceptacion por los métodos cualitativos. Por lo
tanto, como es evidente, un dominio de las relaciones entre una funcion y sus
derivadas en los registros algebraico y grafico es una condicién necesaria para

emprender un enfoque cualitativo de las EDO.
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Conclusiones metodologicas

En el aspecto metodologico, podemos afirmar que el uso de las redes sistémicas
han resultado ser herramientas muy utiles para interpretar, organizar y
presentar las rutas o tendencias espontaneas en las producciones de los

estudiantes y poder asi caracterizar sus esquemas conceptuales.

Asimismo, sentimos la necesidad de afinar y profundizar en el uso de las
entrevistas grabadas, pues ante la poca colaboraciéon y bloqueos de los sujetos
investigados, hemos reaccionado de la manera mas facil posible: brindando
explicaciones para encauzar su pensamiento. Evidentemente, esto es una
debilidad metodolégica de este estudio, y el efecto o sesgo que ello puede
provocar en las respuestas de los estudiantes no ha sido tomado en cuenta. Sin
embargo, creemos que se deben buscar estrategias y técnicas especificas para
minimizar tales influencias y procurar que las respuestas de los sujetos
investigados sean lo mas naturales y espontaneas como sea posible. Tal vez,
emprendiendo un estudio longitudinal para estudiar la evolucion de los
conocimientos y/o habilidades de los estudiantes y realizando entrevistas en
profundidad en sujetos estratégicos, se podrian minimizar los sesgos que

impone un estudio muy puntual como el presente.

Respecto al cuestionario, podemos decir que las tareas o los poblemas
planteados pemiten romper con la exclusividad del modo de pensamiento
algebraico/algoritmico, y pueden provocar la reflexion del estudiante para
enriquecer y hacer evolucionar sus esquemas conceptuales del concepto de
derivada y ecuacién diferencial. Ademas, éste ha permitido evidenciar que las
habilidades algebraicas y algoritmicas por si solas no garantizan la
comprension de los conceptos basicos, asi como su aplicaciéon para resolver
tareas plantaeadas en el registro grafico. También, se ha detectado la

presencia de aprendizajes mecanicos del método de separacion de variables. En

164



fin, creemos que estas caracteristicas, complementan la validacién del

cuestionario hecha por los expertos.

Conclusiones experimentales

La evidencia experimental sugiere que existe una tendencia muy fuerte hacia

el modo de pensamiento o conocimiento procedimental, asi como una presencia

muy fuerte de aprendizajes mecanicos. Esto es asi porque:

independientemente del registro en el que se plantea el problema
(algebraico o grafico), todos los estudiantes investigados movilizan en un
primer momento su esquema algebraico/algoritmico del método de
separacion de variables, aunque éste carezca de sentido (ver problemas 2 y
4), vy lo aplican mecanicamente sin utilizar ningtan control conceptual tanto

a los procedimientos ejecutados como a los resultados obtenidos. Por

ejemplo, separan mal las variables en la ecuacién (31_3'[/ =sen(y(t)) , debido a

la presencia de la variable t. También, se ha aplicado mecanicamente en los
problemas 2 y 4, ignorando por completo la grafica de la funcién del lado
deecho de la EDO dada.

en las producciones de los estudiantes, las relaciones entre las propiedades
cualitativas (locales y globales) de una funcion y sus derivadas, se observan
s6lo en el registro algebraico.Y las relaciones en el registro grafico,
aparecen en un segundo plano. En efecto, éstas ultimas fueron movilizadas

solo después de haber sido sugeridas por el investigador.

en el momento de construir las graficas pedidas, se observan serias
dificultades para articular la informaciéon cualitativa y verbal de una
funcion (intervalos de monotonia, concavidad, etc), que ha sido obtenida del
analisis de su primera y segunda derivadas. Esto se traduce en la

construccién de graficas incoherentes. Estas incoherencias persisten, aun
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después de haber logrado resolver con éxito los problemas 3 y 4, previa
discusion y negociacion de significados con el investigador. En efecto, al
cambiar la condicién inicial en esos problemas, todos afirman que el
analisis y las conclusiones que han obtenido antes se conservan, pero a la
hora de graficar producen graficas incoherentes. Vale decir que esto
permitié6 rechazar la ilusiéon de que los estudiantes habian asimilado

significativamente el método cualitativo.

e para derivar la informaciéon cualitativa de una funcion (intervalos de
monotonia, concavidad, etc), haciendo el analisis de su primera y segunda
derivadas, todos muestran la necesidad de contar con una formula para la
funcion, para poder asi reproducir su esquema del calculo. Esto mismo se
observa en la estrategia que utilizan todos para resolver los problemas del
cuestionario (graficar una soluciéon de una EDO): 1) encontrar una férmula
para la solucion y, 2) graficar la formula obtenida haciendo analisis de la
pimera y segunda derivadas. Ninguno se di6 cuenta que esta estrategia es

circular, pues la primera derivada esta en la ecuacion diferencial.

e Lositems 3.2 y 4.2 del cuestionario que demandan encontrar un limite, han

dejado estupefactos a todos los estudiantes por no contar con una féormula.

De otra manera, se puede afirmar que la ruta natural (evidentemente
condicionada por las experiencias previas) y espontanea que aparece en el
pensamiento de los sujetos investigados es la algebraica/algoritmica ; y que la
ruta cualitativa emerge con muchas limitaciones y dificultades conceptuales
s6lo depués de haber sido sugerida por el investigador. También, se ha
observado que algunos estudiantes son capaces de realizar con éxito tareas en
los registos algebraico y grafico de manera independiente, pero no son capaces
de establecer conexiones entre los dos registros. Por ejemplo, ninguno ha sido
capaz de darse cuenta de la equivalencia de los problemas 1 y 2. Esto permite:
1) confirmar la tesis, ya mencionada en otros estudios de area didactica del

calculo, que el desarrollo de habilidades algebraicas por si s6las no garantizan
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una comprension conceptual, y 2) rechazar la tesis de que la actividad de
conversion entre representaciones resultaria por si misma, en una forma
rapida y espontanea, desde el momento en que el estudiante ha sido capaz de
formar esas representaciones y de efectuar tratamientos sobre ellas (ver

seccion 1.7.1, p. 65).

A pesar de haber negociado que para resolver los problemas del cuestionario no
es necesario conocer explicitamente la soluciéon y que, por el contrario, es
posible derivar las propiedades cualitativas de la curva solucion directamente
de la ED, el predominio del pensamiento procedimental y el modo

algebraico/algoritmico, persiste, con muchas incoherencias y limitaciones:

e para deteminar el signo de la derivada se construye un cuadro de variacion,
aun cuando esto no es necesario.

e para determinar la concavidad, todos sienten la necesidad de hallar una
formula para la segunda derivada y, ademas, no aceptan argumentos
graficos/intuitivos basados en la suavidad para deteminarla. En particular,
se observa que en todos los sujetos la idea de extremo aparece limitada a
puntos diferenciables.

e todos aplican su esquema de las técnicas del calculo diferencial,

. : . . d
independientemente de que la ecuacion sea no auténoma (d_)t/: f(t)) o

autéonoma (% = f(y)).

e ninguno fue capaz de enunciar e interpretar un teorema de existencia y
unicidad para las EDO.

e a pesar de haber resuelto con éxito los problemas 3 y 4, al cambiar la
condicién inicial, todos afirman que los analisis y las conclusiones que han
obtenido antes se conservan, pero a la hora de graficar producen graficas

incoherentes.
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Finalmente, los datos empiricos recogidos en los cuestionarios y las entrevistas
pueden ser organizados en las siguientes categorias, que caracterizan los

esquemas conceptuales de los estudiantes.

Categoria I. Deriva directamente de la ED las propiedades necesarias para
construir la grafica de la curva solucién, sin sentir la necesidad

de encontrar una férmula.

Subcategoria 1.1: construye una grafica coherente con las propiedades
derivadas.

Subcategoria 1.2: construye una grafica incoherente con las propiedades
derivadas.

Subcategoria 1.3: no construye la grafica pedida.

Categoria II: Siente la necesidad de encontrar una férmula para poder

graficar curva la solucion.

Subcategoria I1.1: Obtiene una formula correcta para la curva soluciéon usando
algin método de integacion.

I1.1.1: Intenta construir la grafica por medio de una tabla de
valores o usando la tecnologia.
I1.1.2: Utiliza las técnicas del calculo diferencial para deducir
las propiedades de la curva y construye una grafica coherente
con esas propiedades.
11.1.3: Utiliza las técnicas del calculo diferencial para deducir
las propiedades de la curva, pero no construye una grafica
coherente con esas propiedades.

I1.1.4: No intenta construir la grafica de la curva solucién.

Subcategoria I1.2: Obtiene una férmula incorrecta para la curva soluciéon como
consecuencia de haber cometido algin error algebraico o haber

utilizado mal el método de separacion de variables.
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I1.2.1: Intenta construir la grafica por medio de una tabla de
valores o usando la tecnologia.

I1.2.2: Utiliza las técnicas del calculo diferencial para
deducir las propiedades de la curva y construye una grafica
coherente con esas propiedades.

[1.2.3: Utiliza las técnicas del calculo diferencial para deducir
las propiedades de la curva, pero no construye una grafica
coherente con esas propiedades.

I1.2.4: No intenta construir la grafica de la curva solucidn.

Categoria III: Mixta, que combinan algunos aspectos de las categorias I y II,
es decir, obtiene propiedades de la solucion de la féormula de la

soluciéon y de la ecuacion diferencial.

Como se esperaba, los estudiantes investigados no movilizaron de manera
espontanea la categoria I. Y por el contrario, todos han seguido alguna de las
trayectorias planteadas por la categoria 2. La categoria III se observa de
manera muy débil, después de la intervencion del entrevistador. Ademas, las
dificultades encontradas por los estudiantes para asimilar la ruta cualitativa,

los conducen a rutinizar las estrategias de solucién presentadas.

Aunque no se estudia directamente la definicion de EDO, puede decirse que la
concepcion implicita, pero dominante, de este concepto es el de una relaciéon

algebraica/simbolica.

Por lo tanto, se puede concluir que los esquemas conceptuales de estos
estudiantes se caracterizan por: 1) el predominio exclusivo del modo de
pensamiento algebraico/algoritmico y 2) la presencia de conexiones cognitivas
muy débiles para realizar tareas de conversion entre los registros graficos y

algebraicos.
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Por otra parte, el modo de pensamiento algebraico y algoritmico puede
considerarse como un obstaculo didactico y cultural, ya que cumple con todas

las caracteristicas de un obstaculo sefialadas en la seccién 1.6.

Trabajos futuros

Una vez que se ha detectado que los esquemas conceptuales de un concepto
matematico son pobres, débiles e incoherentes (lo cual es nuestro caso), las
preguntas naturales que surgen son qué y como podemos hacer para
enriquecer y evolucionar esos esquemas conceptuales de tal manera que sean
ricos, flexibles y robustos. En este sentido, creemos que la teoria APOS, en
tanto que exige elaborar un modelo epistemoldgico que describa qué conceptos
y qué constructos mentales deben construirse en la mente del sujeto para
comprender un concepto matematico dado, esta en continuidad con el tema y
objetivos de este trabajo. Y por lo tanto, un trabajo futuro podria ser el diseno
de una descomposiciéon genética del concepto de solucion de una ecuacién
diferencial de primer orden que integra los aspectos fenomenolégicos, las
diferentes representaciones semioéticas y hace un uso adecuado de los recursos
tecnologicos disponibles en Internet. El objetivo seria promover una
comprension mas acorde con la epistemologia especifica del campo de las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Evidentemente, con esto delimitamos y
concretamos el marco tedrico, y asimismo afinamos la metodologia de
investigacion. Posteriormente, deberemos abodar el disefio, experimentacion y
evaluacion de una propuesta didactica para las EDO acorde con la

descomposicion genética elaborada.
Otro trabajo, que aqui queda pendiente, es profundizar en el estudio histérico

de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden para buscar hechos

historicos particulares que permitan enriquecer las propuestas didacticas.
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