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Resumen

La teoria invariante es una rama del algebra abstracta que trata de acciones
de grupos sobre variedades algebraicas, tales como espacios vectoriales, desde
el punto de vista de su efecto sobre las funciones. Clasicamente, la teorfa se
ocup6 de la cuestion de la descripcion explicita de funciones polinomiales que
no cambian, o que son invariantes, bajo las transformaciones de un grupo li-
neal dado. Por ejemplo, si consideramos la acciéon del Grupo Especial Lineal
SL(n,C) en el espacio de matrices de tamano n X n y actta por multipli-
cacion a la izquierda, entonces el determinante es invariante de esta accion
porque el determinante de AX es igual al determinante de X, cuando A esté

en SL(n,C).

En el desarrollo del trabajo presentaremos algunas aplicaciones de la teoria
de invariantes en diversos temas, como lo es en geometria proyectiva y en el
calculo del grupo de Galois.




Introduccion

El presente trabajo esta estructurado por tres capitulos. En Capitulo I se
encuentra la teoria basica necesaria sobre polinomios simétricos, la accion de
un grupo sobre el conjunto de polinomios en varias variables y se dan a conocer
la teoria de bases de Groebner con el objetivo de reducir polinomios con un
orden monomial. Luego en el Capitulo II, se desarrollan los contenidos propios
de la teorfa de invariantes en anillos de polinomios con coeficientes comple-
jos y se dan a conocer algunos de los resultados més importantes, asi como
también los algoritmos necesarios que serviran para encontrar un conjunto
de invariantes algebraicamente independientes que generen el anillo total de
invariantes de un subgrupo finito de matrices del Grupo General Lineal con
entradas complejas, utilizando bases de Groebner, ademés al final de este ca-
pitulo se dan a conocer dos ejemplos concretos en los cuales se haga uso de los
resultados y algoritmos expuestos para encontrar un conjunto algebraicamen-
te independiente de polinomios invariantes que generen el anillo invariantes.

En el Capitulo III se muestran algunas de las aplicaciones de la teoria de
invariantes. En primer lugar usamos la teoria de invariantes para calcular el
Grupo de Galois dado un polinomio monico irreducible sobre algtin campo y
sus raices mediante algoritmos computacionales. En segundo lugar se utiliza
la teoria de invariantes junto con un anillo de polinomios muy peculiar como
lo es el anillos de soporte, donde cada polinomio en este anillo corresponde
a una propiedad geométrica en el espacio proyectivo, ademas se demuestra el
Primer Teorema Fundamental de la Teoria de Invariantes.



Metodologia

Para cumplir satisfactoriamente con los objetivos propuestos en esta inves-

tigacion se seguiran las siguientes etapas:

L.

II.

I11.

Revision bibliografica: Se indagara en diferentes libros, articulos y
revistas de divulgacion matematica, con la finalidad de conocer y relacio-
nar los enfoques de cada autor, no se espera tener un libro o documento
como base, sin embargo es importante aclarar que se tendra un banco de
documentos que facilite el acceso a la informaciéon para superar dudas
que se presenten durante la investigacion.

Demostraciéon de los principales teoremas: Se demostraran con la
mayor cantidad de detalles posible cada uno de los resultados enunciados,
especialmente aquellos que fundamentan los resultados principales que
se desean establecer.

Forma de Trabajo. Se realizaran reuniones periddicas con el Docente
Director del trabajo, para discutir todos los aspectos de la investigacion
sobre el trabajo escrito y las presentaciones que se realizaran.

Iv. Exposiciones. Se realizaran dos exposiciones:

= Primera exposicion: presentacion del perfil del trabajo de investiga-
cion.

= Segunfa exposicion: presentacion final del trabajo de investigacion.



Capitulo 1

El Anillo Invariante de Polinomios
Simétricos

1.1. Polinomios Simétricos

Se dice que un polinomio f € Clx| := Clzy,x9,...,2,], (donde x :=
{x1,29,...,2,}), es simétrico si es invariante bajo cualquier permutacion de
las variables 1, xs, ..., x,. Por ejemplo el polinomio f(x1, 9, x3) = x129 +
xr1x3 Nno es simétrico ya que f(xy, o, x3) # f(x2, 11, T3) = T109 + ToT3.

Por otra parte el polinomio f(z1, %2, x3) = T122 + 2123 + 2223 si es simétrico.

Sea z una nueva variable y consideremos el polinomio
9(2) = (z —x1)(z = m2) -+ (2 — )
=" 0" 0" — L+ (1),
Observemos que los coeficientes del polinomio g en la nueva variable z son,
o1 =21 +x9+...+x)
09 = X1X9 +X1T3+ ...+ Tox3 + ToXy + ...+ Tp_1Ty

03 = X1X9T3 + T1X2X4 + ... + Tp_9Tp_1Ty

Op — L1223+ Tp—2Ln—-1Tn

los cuales son simétricos respecto a las variables x1, s, ..., x,. Los polino-
mios 01,09, ...,0, € Clz] son llamados polinomios simétricos elementales.

4
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Ya que la propiedad de un polinomio de ser simétrico es preservada bajo
suma y multiplicaciéon de polinomios, los polinomios simétricos forman un
subanillo de C[x]. Esto implica que cualquier expresion en forma de polino-
mio p(o1, 09, ... ,0,) en los polinomios simétricos elementales es un polinomio
simétrico en C[z]. Por ejemplo, el monomio cof*ah?. .. ot en términos de los
polinomios simétricos elementales es simétrico y ademas es un polinomio ho-
mogéneo de grado py + 2ps + 3us + - -+ + nu, en las variables originales
L1,T2y...,Tp.

Definicién 1.1

Orden Lexicografico.

Dado a = (a1, 0,...,00) y B = (B1,B2,...,Bn) € ZLy. Decimos que
a > 3, st en la diferencia de los vectores a — 3 € 2%, la primera entrada
de la 1zquierda diferente de cero es positiva. En lo que sigue escribiremos
T > 1on 7 S >p00 B

El orden lexicografico sobre Z2, es un orden monomial.

Definiciéon 1.2
Sea [ = Z agz® € Clxy, ..., x,] no nulo, y sea < un orden monomial.
a

a. El multigrado de f es mgrad(f) := max{a € Z%| «, # 0}
b. El monomio inicial de f es Im(f) := x™9redf)
c. El coeficiente inicial de f es lc(f) := qumgrad(s)

d. El término inicial de f es It(f) := le(f) - Im(f)

Teorema 1.1

(Teorema principal de polinomios simétricos). [/, pdg. 2 y cap. 1] Todo
polinomio simétrico f € Clx] puede ser escrito de forma tnica como un
polinomio

f(xlax% s wrn) — p(O'l(xl,xQ, S 7xn)70-2(x17x27 ce. 7xn)7 .- '7O-n(x1ax27 . 7:6?1))
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en los polinomios simétricos elementales.

Demostracion. Sea f € Cla] un polinomio simétrico, entonces el siguiente

algoritmo reescribe a f de forma tinica como un polinomio en oy, 09, ..., 0y,.
Para cualquler monomio x7"x5? - - 2% de f se cumple que todas las imagenes
wylag? - - xgn bajo cualquier permuta(non 7 de variables estan en f.

Esto imphca que el término inicial It(f) = cx'zy*--- 2 de f satisface que

Y1 > Y2 > ... > 7,. En el algoritmo, reemplazamos f por un nuevo polinomio

Y172 72 3 Yn—1""n

simétrico f = f —co/" Poy” P ---0,"] Mo™ .y si f no es cero, entonces

se busca el monomio lexicograficamente mas grande de f y asi se vuelve a

reescribir f como se hizo en un principio para f.

Ahora so6lo queda ver que la representacion de un polinomio simétrico en
términos de polinomios simétricos elementales es tinica. En otras palabras, de-
bemos mostrar que los polinomios simétricos elementales o1, 09, . . ., 0, son al-
gebraicamente independientes sobre C. Supongamos lo contrario, es decir, que
existe un polinomio distinto de cero p(y1, ya, - - -, Yn) tal que p(o1, 09, ..., 0,) =
0 en Clx].

Dado cualquier monomio cyflyg2 -+ -y de p, se puede encontrar el monomio

On

ggrtaztetangatastotan . pon que es el monomio inicial de 0705 - - - o,

o1
Ya que la aphcacnon lineal

(a1, a9, . ..,an) = (@ +as+ ...+ ap, 0 +ag+ ...+ ap, ..., qp)

B
2

es inyectiva, todos los otros monomios o} 'o -oP» en la expansion del poli-

nomio p(oq, 09, ..., 0,) tienen diferentes monomios iniciales. El monomio més
grande 2§ +a”x§‘2+ Fen ... 2% no es anulado por ningtin otro monomio y
por lo tanto p(o1, 09, ...,0,) # 0y esto es una contradiccion, lo que completa

la prueba. [

Ejemplo 1.1
Se ilustrard el algoritmo anterior escribiendo el polinomio simétrico f(x1,xs) =
23 + 23 como un polinomio en los polinomios simétricos elementales. El mo-

nomio lider de f es a3, ahora encontramos f = f — o3 %0) = f — 0} =



1.1. Polinomios Simétricos 7

3+ 13 — (11 + 29)° = —3x}wy — 3z123 # 0 de donde se obtiene que

f=f+o}, seag = } entonces como g # 0 se vuelve necesario bus-
car el término lider de g que es —3x2xy y calcular g = g — (=307 toy) =
—3x3wy — 3w123 + 3(21 + 22)(2122) = 0 por lo que el algoritmo termina y
g= —30109 asi f =03} +¢.

. f =0} — 30109, el cual queda escrito en términos de los polinomios simé-
tricos elementales.

El subanillo C[z]%* de polinomios simétricos en C[z] es el prototipo de
un anillo de invariantes. Los polinomios simétricos elementales o1, 09, ..., 0,
forman un sistema fundamental de invariantes.

Definicion 1.3
El polinomio Py(z) = a¥ + 25 + ... + 2% es llamado la k-ésima suma de
potencias.

Proposicién 1.1
El subanillo de polinomios simétricos es generado por las primeras n-€ésimas
sumas de potencias es decir

C[w]S“ = Cloy,09,...,0,] =Clp1,po, - - -, Dn

Demostracion. Una particion de un entero d es un vector de coordenadas
enteras A := (A, Ag,...,A,) tal que Ay > Ao > ... > A\, > 0y ademés
A+ X2+ ...+ A, = d. Asignando el monomio z{'z% ... z% de grado d a la
particion A(i1, 9, . .., 4,) la cual es una cadena decreciente ordenada de expo-
nentes. FEsto da lugar al siguiente orden monomial en el conjunto de monomios
de grado d en C[z]. De manera que x{'@s - - - xln < x]'xd? - - xd» si la particion
A(i1,149, ... ,1,) es lexicograficamente mas grande que A(j1, J2, - - ., jn) O i son
iguales y (i1, 9, . . ., i,) es lexicograficamente mas pequeno que (j1, jo, - - -, Jin)-

Observemos que este orden no es un orden monomial en el conjunto de
monomios de C[x] en el sentido de la teorfa de Bases de Groebner. Como un
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ejemplo para n = 3 y para d = 4 se tiene el siguiente orden en los monomios
Tl < 23 < w3 < woxd < adwy < 2323 < 2373 < 10wt < mwdrs < wows.
Observemos que el término inicial de un producto de sumas de potencia es
igual a lt(pypi,---pi,) = Ciyi,...in 3321133%2 -o-gin siempre y cuando i1 > ig >

. = 1ipn, donde ¢;; _j, es un entero positivo. Ahora estamos preparado pa-
ra describir un algoritmo que demuestra la Proposicién 1.1. Reescribire-
mos un polinomio simétrico dado f € Clx] como una funcién polindémica en
P1, P2, ..., pn. Por el Teorema 1.1, se puede suponer que f es uno de los
polinomios simétricos elementales. En particular, el grado d de f es inferior o

igual a n. Su termino inicial viene dado por lt(f) = cxi'asy - - zi» en donde

n >4 >t > ... > 1, Reemplazaremos a f por f = f — Cm o DiDiy " Dy

Por la observacion anterior los términos iniciales en esta dlferenma se anulan,
y se tiene lt(f) < It(f). Ya que tanto f y f tienen el mismo grado d, este

proceso termina con el resultado esperado.
O

Ejemplo 1.2

Mostraremos con este ejemplo el proceso de reescribir el polinomio f = x1x9x3
en funcion de pi, pa y p3 stguiendo el algoritmo de la prueba del teorema
anterior.

Usando el método anterior se tiene

T1Tox3 — pl g T — g T}
k

Z#J
1 1 1
%gp? 5 (P2 Zﬂfz - EZI%
k k
_>1 s 1 N 1
6291 2]?1]92 3]?3

El Teorema 1.1 y la Proposicién 1.1 nos muestran que los monomios de
los polinomios simétricos elementales y los monomios en la series de potencias
son ambas bases para el C-espacio vectorial del anillo de polinomios simétricos

Clz]*.



1.2. Bases de Groebner 9

1.2. Bases de Groebner

En esta seccion daremos la teoria necesaria para calcular una base Groebner
para un ideal I C C[x]. Para esto es necesario establecer un orden entre los
términos de un polinomio f € Clx].

En el estudio de los polinomios simétricos, las bases de Groebner permiten
determinar si un polinomio es simétrico, y de ser asi dar un algoritmo el cual
reescriba un polinomio simétrico dado en funciéon de los polinomios simétricos
elementales definidos anteriormente.

Daremos una breve introduccion a la teoria de bases de Groebner cuyo propoé-
sito general es encontrar generadores de polinomios en varias variables. Estos
conceptos fueron introducidos por Bruno Buchberger en 1965 en donde las
bases de Groebner son una version del algoritmo de Euclides el cual funciona
también para méas de una variable.

Sea g € Cl[x], se denota [t(g) al término lider del polinomio g, esto es el
producto de potencias mas grande con coeficiente diferente de cero en el po-
linomio g con respecto a “<". El ideal inicial denotado por init(I) asociado
con un ideal I C C[x] es el ideal monomial generado por {lt(f): f € I}. Con
ello se da paso a definir lo que es una base Groebner.

Definiciéon 1.4

Un conjunto G = {g1,92,-..,9x} de generadores para I se dice que es una
base de Groebner para I con respecto al orden “<” si el ideal inicial init(I)
estda generado por:

{lt(gl)7 lt(g2)7 SR lt(Qk)}

En la definicién anterior una base de Groebner se dice reducida si ningin
[t(g;) divide a los monomios de g; para todo 4,j € {1,2,..., k} distintos.
Los monomios m ¢ init(I) son llamados estdndar y los monomios m € init([)
son llamados no estindar.
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Proposicién 1.2

Sea G = {qg1,...,9:} una base de Groebner para un ideal I C Clxy,...,x,)
y sea f € Clxy,...,x,]. Entonces existe un unico r € Clxy, ..., x,] con las
siguientes dos propiedades:

(1) Ningin término der es divisible por cualquiera de los términos lideres:
lt(gl)a S lt(gt)

(11)  Existe algin g € I tal que f =g+

En particular, v es el residuo de f en G sin importar cudntos elementos de
G son listados al utilizar el algoritmo de la division.

Demostracion. Por el algoritmo de la division [1, pag. 64, cap. 2|, tenemos que
f=a1g91+ ...+ ag: + 1, donde r satisface la condicion (7). Incluso podemos
ver que satisface la condicion (I7), tomando g = ayg1 + - -+ + axg: € I, Esto
prueba la existencia de 7.

Para probar la unicidad, supéngase que f = g+ r = ¢’ + 1’ satisfaciendo ([)
v(II).=r—r'=g —gel, asiquesir #r entonces lt(r—r') € (It(I)) =
(It(g1), .- ,lt(g:)). Entonces se tiene que, lt(r—r') es divisible por algtan l¢(g;).
Esto tltimo es imposible, ya que ningtn término de r, 7’ es divisible por uno
de los términos lideres lt(g1), ..., lt(g:). Asi r —r' debe ser cero, y la unicidad
esta probada. [

Corolario 1.1

(Pertenencia a un ideal). Sea G = {¢1,...,g:} una base de Groebner para
un ideal I C Clxy, ..., 2z, y sea f € Clxy,...,x,]. Entonces f € I siy solo
st el residuo de f en G es cero.

Demostracion. Si el residuo es cero, entonces ya hemos observado que f € 1.
Reciprocamente, dado f € I, entonces f = f + 0 satisface las dos condiciones
de la Proposicion 1.2. Se sigue que 0 es el residuo de f en la division
por G. ]

Ejemplo 1.3
Con ayuda del algoritmo de Buchberger [1, pdg. 90, cap. 2] se encontrard
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una base de Groebner para el ideal I = (y — 2% 2 — 23) C R3. Tenemos

2

que G = {y — 2%,z — 2} es una base de Groebner con el orden lexicogrdfico

y > z > x. Para probar esto, consideremos el S-polinomio

Sy —a?z—a*) =Ly —a?) — Lz —a®) =y — 22
Y VA

Usando el algoritmo de la division, encontramos que

yr’ — za* =2 (y — 2°) + (—2%) - (z — 2°) + 0

Ast que S(y — 22,z —a3) = 0 y por el Corolario 1.1, G es una base de
Groebner para 1.

Lema 1.1
(Hilbert 1890, Gordan 1900). Cada ideal monomial M es finitamente
generado por monomsios.

Demostracion. Si procedemos por induccion sobre n, el nimero de variables
del anillo de polinomios. Si n = 1, entonces estamos en el caso de C[z1] y en
este anillo por definicion un ideal monomial M es de la forma {:Uj cjed }
donde J es algin conjunto de enteros no negativos.

Sabemos que el conjunto J tiene un elemento minimal, supéngase que es
Jo, entonces el ideal monomial es generado por el tinico monomio {SIZ]O}, por
tanto es finitamente generado y asi se cumple para n = 1.

Ahora suponiendo que el Lema 1.1 es cierto para n — 1 variables. Para
cada j € N, consideremos el ideal monomial M; en n — 1 variables generado
por todos los monomios m € Clxy, o, . . ., ¥,_1] tal que m-x) € M. Luego por
hipotesis inductiva el ideal monomial M es finitamente generado, es decir M;
es generado por un conjunto finito S; de monomios. Observemos la siguiente
inclusion My C M; C,...,C M; € M, C ..., porlahipétesis de induccion,

o
ademés el ideal monomial U M, es finitamente generado. Esto implica la
J=0
existencia de un entero r tal que M, = M,,1 = M,,» = ..., por lo que
. Olpy— . L, .
se deduce que un monomio x'x5?---x, "'z pertenece a M si y solo si

Oy — .
x{twy? - pertenece a My, donde t = min {r, a,}.
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De aqui que el conjunto finito de monomios _LTJOSj - x) genera a M. ]
J:

Corolario 1.2
Sea “<7 cualquier orden monomial en Clx]. Entonces no hay una cadena
descendente infinita de monomios my > mo > m3z > ...

Demostracion. Consideremos cualquier conjunto infinito {my, mo, ms, ...} de
monomios en Clz|. Ahora por el lema anterior este ideal es finitamente ge-
nerado. Por lo tanto existe un entero j tal que m; € (my, ma,ms, ..., mj_1)
esto significa que m; divide a m; para todo 7 < j. Ya que “<” es un orden
monomial esto implica que m; < m; para ¢ < j. [l

Teorema 1.2 1. Cada ideal I C Clx] tiene una base de Groebner G para
cualquier orden monomial “<”.

11. Cada base de Groebner G genera su propio ideal I.

Demostracion. El literal 1) lo podemos deducir directamente del Lema 1.1 y
la definicion de bases de Groebner. Probaremos el literal 11) por reduccion al
absurdo.

Supongamos que las bases de Groebner GG no generan sus ideales, es decir,
el conjunto I/(G) no es vacio.
Por el Corolario 1.2 el conjunto de términos iniciales {lt(f) : f € 1/(G)}
tiene un elemento minimal l£( fy) con respecto a “<”. El término [¢(fy) perte-
nece al ideal init(1) = (init(G)).
Sea g € G tal que lt(g) divide a 1 It(fy) es decir It(fo) = m - [t(g).
Ahora consideremos el polinomio f; := fo —m - g, por construccion el polino-
mio f; € I/{G). Pero ademés tenemos que lt(f1) < lt(fy).
Esto contradice la minimalidad en la eleccion de fy, por lo tanto las bases de
Groebner GG generan su ideal 1. ]

A partir de este obtenemos como consecuencia directa el siguiente resulta-
do.
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Teorema 1.3
(Teorema de la base de Hilbert). Cada ideal en el anillo de polinomios
Clz]| es finitamente generado.

Demostracion. Si I = {0}, entonces el conjunto finito {0} es un conjunto de
generadores. Si I contiene algiin polinomio distinto de cero, entonces, existen
g1,--.,9s € I tales que init(I) = (lt(g1),...,lt(gs)). Afirmamos que I =
<91, s 7gs>'

Es claro que (g1,...,9s) C I, puesto que cada g; € I. Ahora sea f € [
cualquier polinomio. Si aplicamos el algoritmo de la division para dividir f
entre g, ..., gs, obtenemos una expresion de la forma

f=ag+...+ag+r

donde cada término de r no es divisible por ninguno de los lt(g1), ..., lt(g:).
Si escribimos

r=f—agn—...—aquq €1

y suponemos que r # 0, entonces lt(r) € init(I) = (lt(g1),...,lt(gs)), por lo
que lt(r) debe ser divisible por algin [t(g;), lo cual contradice el hecho de ser
un residuo distinto de cero, y por lo tanto, r debe ser cero.

Con esto tenemos

f=ag+...+a9.+0¢€ (gl,...,gs>,
lo que muestra que I C (g1, ..., gs). Esto termina la prueba. O

Teorema 1.4

Sea I un ideal y sea < cualquier orden monomial en Clx|, entonces se cumple
que el conjunto de monomios estandar es una C-base para el anillo Clx|/1
de residuos modulo 1.

Demostracion. Sea G una base de Groebner para I, y consideremos el siguien-
te algoritmo que calcula las clases de residuo modulo 1.
Entrada: p € Clz].
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1. Comprobar si todos los monomios en p son estandar. Si es asi, hemos
terminado: p esté en forma normal y modulo equivalente I del polinomio
de entrada.

2. De lo contrario sea hnst(p) el mas grande monomio que no es estandar
en p. Encontrar g € G talque el lt(g) divide a hnst(p) es decir m-lt(g) =
hnst(p).

3. Reemplazar p por p = p —m - p y luego regresar al paso 1.

Ahora se tiene que lt(p) < It(p) en el paso 3 y por lo tanto por el Corolario
1.2 implica que el algoritmo termina con una representacion para p € Clx]
como una combinaciéon C-lineal de monomios estandar médulo I. Se concluye
la demostracion del Teorema 1.4 observando que tal representacion es ne-
cesariamente Unica, ya que, por definiciéon, cada polinomio en I contiene al
menos un monomio no estandar. Esto significa que el polinomio cero no se
puede escribir como combinacion lineal no trivial de monomios estandar en

Clz|/I. O
Sea [ el ideal de Clx,y] = Clz1,...,Zpn, Y1, - - -, Yn), €l cual es generado por
todos los polinomios de la forma o;(z1,z9,...,2,) —y; donde i = 1,2,... n

y cada o; es el polinomio simétrico elemental. En otras palabras, I es el ideal
de todas las relaciones algebraicas entre las raices y los coeficientes de un
polinomio genérico en una variable.

Definiciéon 1.5
El 1-éstimo polinomio simétrico completo h; es definido por la suma de todos
los monomios de grado i dado un conjunto de variables. En particular

. Vg VE+1 Un
hi('xk?xk-l—lw"uxn) — g €T, xk+1 R
Vi+Vgp1+...+vp=t

Teorema 1.5
La tnica base de Groebner reducida de I, con respecto al orden monomial
lexicogrdfico inducido de x1 = To = ... = Ty = Y1 > Yo ... > Yp €S igual a

k .
G = {hk($k, ce ,xn) + Z(—l)lhk_i(xk, . ,xn)yi k=1,2,... ,n} .
1=1
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Demostracion. En la prueba utilizaremos algunos resultados sobre polinomios
simétricos y desarrollo de Hilbert de algebras graduadas. Observemos en pri-
mer lugar la siguiente identidad del polinomios simétricos

k
hk(ZL‘k, Ce ,:vn) + Z(_l)ihk—i(xka N ,xn)ai(a:l, ey L1, Ty - ,:Un) = 0.

1=1

Esta identidad muestra que G es un subconjunto del ideal I. Introduciendo
el grado en Clz,y] asiendo grad(xz;) = 1y grad(y;) = j. El ideal I es
homogéneo con respecto a este grado. El anillo cociente Clx, y]/I es isomorfo

como una algebra graduada a Clxy,...,z,] y por lo tanto la serie de Hilbert
(0.9]

de R = @ Ry es igual a
d=0

H(R,z) = idim@ (Rg) 2% = (1—2)7".

Ahora por el Teorema 1.4 tenemos que el cociente Clz, y|/init<(I) modu-
lo el ideal inicial tiene la misma serie de Hilbert (1 — 2)™". Consideremos el
ideal monomial J = (x1,23,23,...,2"), generado por los monomios iniciales
de los elementos de G, observemos que J C init<(I), y que la otra inclusion
también se cumple. Para la prueba de esta afirmacion se verifica que la serie
de Hilbert de R' := C[a, y]/J es igual a la serie de Hilbert de R.

Una base para el espacio vectorial R’ es dado por el conjunto de todos los
monomios ' .. xfyy{l ...yln cuyos exponentes satisfacen las restricciones

ih < 1, iy < 2,...,1, < n. Esto muestra que la serie de Hilbert de R es

H(R,z) = (Z Zi1+i2+...+in> <Z Zj1+2j2+...+njn> '

El segundo sumando es sobre todos los (j1, j2, - - ., Jn) € N y esto es igual a

igual a

[(1=2)(1—2%)---(1—2")] “' Rl primer sumando es sobre todos los vecto-
res de la forma (i1,42,...,%,) € N” con i, < p y por lo tanto, es igual al
polinomio (1 + 2)(1 4+ z+2%)--- (1 + 2 + 2* 4+ ... + 2"7!). Encontramos el
producto de los polinomios anteriores como se sigue:
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H(R. ) = (1:{7) (fj;) (141Fi;r3z2>_“<1+z+z12_+2:n..+z”—1)
() () () - ()

= H(R,z)

y esto completa la prueba. [

Lema 1.2

Sea G una base de Groebner para el ideal polinomial I. Sea p € G un polino-
mio tal que lt(p) € init(G — {p}). Entonces G — {p} es también una base de
Groebner para 1.

Demostracion. Sabemos que init(G) = init(I). Si lt(p) € init(G — p), enton-
ces It(G — {p}) = lt(G). De la definicion, se sigue que G — {p} es también
una base de Groebner para [. ]



Capitulo 2

Teoria de Invariantes bajo la Accién de
Grupos Finitos

2.1. Cantidad de Invariantes

En el presente capitulo estudiaremos los anillos de polinomios invariantes
bajo la accion de grupos finitos y daremos respuesta al problema de cuantos
invariantes existen dado un grupo finito de matrices dado y de qué grado.

Estamos interesados en estudiar polinomios en el anillo C[x] que quedan
invariantes bajo la acciéon de ciertos grupos finitos de matrices I' C GL(C™).

El resultado principal de este capitulo es una coleccion de algoritmos para
encontrar un conjunto finito {1y, I, . .., I,,} de invariantes fundamentales, los
cuales generen el subanillo invariante Clz]'.

Proposicion 2.1

Para cada grupo finito de matrices T’ C GL(C"), el anillo C|z]|" tiene exacta-
mente n invariantes algebraicamente independientes, es decir el anillo Clx]"
tiene transcendencia de grado n sobre C.

Demostracion. Para cada i € {1,2,...,n} definimos:
P := ] (zjom—t) € C[x][t]. Luego Considérese a P; = P;(t) un polinomio

el
monico visto como un polinomio en la variable ¢, en el cual sus coeficientes

17
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estan en Clz]. Entonces P; es un polinomio invariante bajo la accién de I' en
la z-variables estos coeficientes son invariantes. En otras palabras este poli-
nomio esta en Clxz][t].

Notamos que t = z; es una raiz del polinomio P;(t) porque una de las matrices
7w € I" en la definicién de P es igual a la identidad. Esto significa que todas las
variables x1, ..., x, son algebraicamente dependientes salvo ciertos invarian-
tes. Asi el subanillo de invariantes C[z]" y el anillo completo de polinomios
Clx] tienen la misma trascendencia de grado n sobre el campo C. O

Definicion 2.1
El operador de Reynold

(ko

esta definido por

s : Clx] — Clz]"
fr— f"= ﬁZfOW.

el

De la definicion anterior podemos deducir las siguientes propiedades del
operador de Reynold.

Proposicion 2.2
El operador de Reynold tiene las siguientes propiedades:

1) “* es una aplicacion C-lineal, es decir (\f +vg)* = A\f* +vg* para todo
f,g9 € Clx] y para todo \,v € C.

2) “* restringido a Clz]" es la aplicacion identidad, es decir I = I* para
todo invariante I € Clz]'.

8) “*”es un homomorfismo de Clz|' -mddulo, es decir (fI)* = f*I para todo

f € Clz] y para todo invariante I € Clz]'.

Demostracion. 1. Sean \,v € C y sean f,g € C[x] y como I' es un grupo
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que actia linealmente en el anillo Clz]| entonces

Of+v9)" = [+ vg) o
_ ﬁ;[()\f)mrn%vg)oﬂ
:ﬁ%[)\(fow)+V(go7T)]
_ ’TH;A(JCOW) + ﬁ;vwwﬂ
:)\ﬁﬂ;fow—i—uﬁ%goﬂ
— Mg

Asi, “x” es una aplicacion lineal sobre C.

2. Sea I € C[z]' C C|z] entonces

.1 1
I _WZIOW_WZI

el wel
1
:mﬂ r|I)=1

3. Ahora para probar que “x” es un homomorfismo de C[z]'-modulos, to-
memos f,g € Clz], I € C[z]", tenemos:

. 1
(If) =|T|Z(If)07r

el

= em(fen)

(f+9)*:,71,2(f+g)07r o
mel
= —Zf(fow)
= ﬁZ(fow)—l—ﬁZ(gow) | Pllwel“
mel mel — 7 o
=["+9g |F|wzer(f ™)

Lo que completa la prueba.
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Teorema 2.1
(Teorema de finitud de Hilbert). El anillo invariante C[x|' de un grupo
finito de matrices ' C GL(C™) es finitamente generado.

Demostracion. Sea Ir = (C[z]') el ideal en Clz], el cual estd generado
por todos los invariantes homogéneos de grado positivo. Por la Proposiciéon
2.2, cada invariante I es una combinacion C-lineal de monomios simétricos
(x]'xs? - - - xtn)*. Estos invariantes homogéneos son la imagen de monomios
bajo el operador de Reynold. Esto implica que el ideal Zp esta generado por

€n

¢)* donde e = (eq,e9,...,6€,) se extiende sobre

los polinomios (z{'x§*- - x
todos los vectores no nulos con entradas enteras no negativas. Por el teorema
de la base de Hilbert (Teorema 1.3), cada ideal en el anillo de polinomio
Clx]| es finitamente generado. Asi existe un nimero finito de invariantes ho-
mogéneos Iy, Io, ..., I, tal que Ir = (Iy, I, ..., I;). Probaremos que todo
invariante homogéneo I € C[z]' puede ser escrito como funciones polinomia-
lesen Iy, Iy, ..., I,.

Supongamos lo contrario, y sea I un elemento homogéneo de grado minimo

€1

Clzx]" u
. Ya que [ € Zp, se tiene [ = g .1; para algunos polinomios
Clh, I, .. I, 4 t o= Ji1; para algunos p

homogéneos f; € Clz] de grado menor que deg(I).

Aplicando el operador de Reynold en ambos lados de esta ecuacién tenemos:

I=I"= (ij%‘) = Zf}‘fj
j=1 j=1

De la Proposicién 2.2, los nuevos coeficientes f;-‘ son invariantes homogé-
neos cuyo grado es menor que deg([). De la suposicion de minimalidad en
I, tomamos f; € C[Iy,..., ;] y por tanto I € C[ly,..., 1], lo cual es una
contradiccion a la suposicion que se ha hecho. [

Teorema 2.2

(La cota del grado de Noether) El anillo invariante C[z]" de un grupo

. . . . .. . r
finito de matrices I' tiene una base algebraica consistiendo a lo mds de (”J;' |)
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mvariantes cuyo grado estd acotado supertormente por el orden del grupo,
I

Demostracion. Para cada vector e = (eq, ea,...,e,) de enteros no negativos,

asociamos el invariante homogéneo J,(x) = (2{'a5? -+ - 25)" el cual es obte-

n
nido aplicando el operador de Reynold al monomio con exponente el vector
e.Seae = el =e +e+...+e, ¥ up,us,...,u, un nuevo conjunto de

variables, consideremos el siguiente polinomio:

S 2) = (G .+ )}
ﬁz [ur(z1om) + ...+ un(zn o )]°

el

en las nuevas variables cuyos coeficientes son polinomios en las variables
x1,...,T,. El operador de Reynold “x”, actiia sobre dichos polinomios con-
siderando a u; como constantes. Por la expansion completa de la expresion
anterior, encontramos que el coeficiente de ui'---uf" en S, es el invariante
J..

Los polinomios S, son las sumas de potencia de los |I'| polinomios

uy(ryom)+. ..+ u,(z,om) donde 7 varia sobre todo I'. Ahora por la Pro-
posicion 1.1 se puede expresar cada suma de potencias S, en términos de las
primeras |I'| sumas de potencias de S1, Ss,. .., Sr|. Tal representacion de S,
muestra que los u-coeficientes son funciones polinomiales en los u-coeficientes
de Sl, SQ, ceey S‘n
Este argumento prueba que el polinomio invariante J, con |e| > || esta con-
tenido en el subanillo C[{J, : |e| < |T'|}].
Hemos observado que cada invariante es una combinaciéon C-lineal de los in-
variantes especiales J,. Esto implica que

Cla]' = C[{J.:| e [<|T [}].
El conjunto de vectores e € N" talque |e| < |I'| tiene cardinalidad ("J;'F‘). O

Proposicién 2.3
Para cualesquiera dos enteros n,p > 2, existen p-elementos del grupo



2.1. Cantidad de Invariantes 22

I' € GL(C") tal que cada base algebraica para Clx)' contiene a lo mds

(n+p—1

1 ) mvariantes de grado d.

Demostracion. Considerando la accion del grupo ciclico de p-elementos en C"
dado

3 2mki 2mki 2mkt
I':.= {dzag(e PEer ,...,erP ) :k:(),l,...,p—l}.

Ahora se puede determinar facilmente la accion del operador de Reynold en
todos los monomios:

€1 ,.€2 e _
o1 e ens | aiayeexpr ple=e1+...+e,
(z'ag? - ay)” =
0 otro caso

Esto muestra que el anillo invariante Clz]!' es la subdlgebra veronese de
Clx], la cual es generada por todos los monomios de grado p. Cualquier base
algebraica graduada de este anillo debe contener una base para el C-espacio
n+p—1

o ) de polinomios en n variables de grado p. [

vectorial de dimensiéon (

Sea C[z]} el conjunto de todos los invariantes homogéneos de grado d.

Definicién 2.2
Se define la serie de Hilbert del anillo invariante Clz]' como la siguiente
funcion:

Or(z) =Y dim(Clz]y)2"

El siguiente teorema nos da una forma explicita para calcular la serie de
Hilbert del anillo invariante C[z]" en términos de las matrices 7 de T.

Teorema 2.3
(Molien 1987). La serie de Hilbert del anillo invariante Clz]" es igual a

1 1
Or(z) = — .
r(z) \r\;det(id — )

Lema 2.1
Sea T' C GL(C") un grupo finito de matrices. Entonces la dimension del
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subespacio invariante VY = {v € C" : mv = v,Vr € '} es igual a

1
mZtraza(ﬂ).

Demostracion. Sea Pp = %Zﬂ la matriz promedio. Esta aplicacion lineal

I
mel
es una proyeccion en el subespacio invariante V'. Ya que la matriz Pr define

una proyeccion, se tiene Pr = P2, lo cual significa que Pr tiene solamente los
autovalores 0 y 1; por lo que el rango de la matriz Pr es igual a la multiplicidad
del autovalor 1, y asi se puede encontrar que

dim(VY) = rango(Pr) = traza(Pr) = —Ztraza(ﬂ).

El Teorema 2.3 afirma en otras palabras, que la serie de Hilbert del anillo
invariante es el promedio de los polinomios caracteristicos invertidos de todos
los elementos de grupo.

Demostracion. (Teorema 2.3) Denotaremos por Clz], al espacio vectorial de

n+d—1

dimension ("*57") de los polinomios de grado d en C[z]. Para toda transforma-

cion lineal 7 € T existe una transformacion lineal inducida 7@ en el espacio

vectorial C[x]y con respecto al grupo inducido {W(d) I E F} de las matrices
nerfl) > (n+d—1

d d
inducida 79 vamos a identificar al espacio vectorial C" como el espacio lineal

de dimension ( ) Para calcular la traza de la transformacion
Clz]y. Sea lr1,lx2,lx3, - lrn € Clz]y los autovectores de m = w! y sean
Pr1s Pr2, D3, - - Prn € C los autovalores correspondientes.

Notemos que cada matriz m € I' es diagonalizable sobre C ya que es de
orden finito. Los autovalores de 7(® son precisamente las (”Jrg*l) formas
Lty lroleg, .o len € Clx]y donde dy +d2 + ... + d,, = d. Ya que la tra-
za de las transformaciones lineales es igual a la suma de sus autovalores, por
lo que tenemos la siguiente ecuacion

d di ,dy . d dy,
tT’CLZCL(?T( )) = E Pr1sPrgy Prigs -« s Palne
di+do+...4+d,=d



2.1. Cantidad de Invariantes 24

Por el lema anterior la dimensién del subespacio invariante C[z]} es igual al
promedio de las trazas de todos los elementos del grupo. Reescribiendo esta
dimension en términos de las series de Hilbert para anillos de invariantes,

tenemos
o
dy, d
z| o (Sotrtstat)
el
di dy  de tdy,
Z Z PR Pl Py - - Dl 2T
7T€F d17d27 7 eNTL
B ‘ I |;(1 - prl) e (1 - Zpﬂ,n)
e
| T | “~det(id — z7)’
mel’
]
Lema 2.2
Sean p1,pa, ..., pm elementos algebraicamente independientes de C los cuales
son homogéneos de grado dy,ds, . .., d,, respectivamente. Entonces la serie de

Hilbert del subanillo graduado R := Clpy1,ps, ..., pm] €s la siguiente:

o0 . 1
H(R,z) = Z(dlm@ Rg)z" = (1= 20 (1 = 2% - (1 = 29)

n=0

Demostracion. Dado que los p; son algebraicamente independientes, el conjun-
to: {plfp?, oyl iy gy iy € N dydy +dade + .+ dpdy, = d} es una
base algebraica para R, el conjunto de los polinomios de grado d en R. Por
tanto la dimension de R, es igual a la cardinalidad del conjunto

Ad = {(il,iz,...,im) ENm 2i1d1+i2d2+ +Zm —d}
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Desarrollando la expansion
1 1 1 1

(1—20)(1—z%)--- (1 —z2%m) (1—z%h) 1—zd1 (1 — zm)

00
E ZZldl Z2d2 L. E Zimdm
ZlZO 22 O ’L’nl:O

o0
=2 3

d=0 (21722a - )EAd

= i|Ad|z = i dime Ry)2?
d=0

8

lo que demuestra la afirmacion del Lema. ]
Ejemplo 2.1

o p 10 0 -1
El anillo invariante Clxy, z4]?* del grupo § + 01 , - es

generado por los invariantes Iy := 23 + 23 |, I := 2323 y I3 = 1103 — 2329,

Solucion. El algebra graduada C[[y, I5, I3] esté contenida en el subanillo
invariante Clzy, x5]%*. Con el fin de establecer que estas dos élgebras son
iguales, basta que, para cada d € N sus componentes graduadas C[[1, I5, I3]4

y Clxy, .562]54 tengan las mismas dimensiones como C-espacios vectoriales. En
otras palabras basta mostrar que la serie de Hilbert del algebra graduada
C[1y, I3, I3] es igual a la serie de Molien del anillo invariante Clay, 25]%*.

La serie de Hilbert ®z,(2) de C[z1, 22)%* puede ser calculada usando el teorema
de Molien

1 1 1 1
_|_
1—2 0 1+2 0
0 1—=z 0 142
B 1+ 2*
(1 =221 =2
=1+ 22 +32" + 325+ 52° + 5210 + 7212 + 721 + O(219)

CI)Z4<Z) =

AN

Para calcular la serie de Hilbert del algebra graduada C[I4, I3, I3] se usan



2.2. Algoritmos para calcular Invariantes 26

las bases de Groebner y se obtiene que la relacion algebraica I3 — IoI? + 412
genera al ideal de sicigias de ;. Esto implica que cada p € C[I;, Iy, I3] puede
ser escrito inicamente como p(1y, Is, I3) = q(I1, Is) + I3 - (11, I5) donde q y
r son polinomios en dos variables. En otras palabras el dlgebra graduada se
puede escribir como suma directa de los C-espacios vectoriales:

Clh, I, I3) = C[I1, L] & I3 - C[I4, ).

La primera componente es un subanillo generado por dos polinomios inva-

riantes homogéneos algebraicamente independientes. Usando el Lema 2.2

1
encontramos que la serie de Hilbert para este anillo es . En-
(1—22)(1—2%)

tonces los elementos de grado d en C[Iy, I5] estan en correspondencia uno a
uno con los d + 4 elementos de I3 - C[I1, I5], la serie de Hilbert de la segunda
4
z
(1—22)(1—2%)
la serie @z, (z) ya que la descomposicion en espacios vectoriales es una suma
directa. ]

componente es igual a . La suma de estas dos series es igual a

2.2. Algoritmos para calcular Invariantes

En esta seccion se presentan algunos algoritmos para calcular un conjunto
fundamental de invariantes para cualquier grupo finito de matrices I'.

Subrutina 2.1

Contencién Radical

Entrada: f1, fa, ..., fm, g € Clx].

Pregunta: Sea I = (f1, fa,..., fm) entonces sg € Rad(I)?

Solucion: Sea G una base de Groebner para el ideal {f1, fa, ..., fm, 92 — 1)
donde z es una nueva variable. Entonces g € Rad(I) si y solo si 1 € G.

Subrutina 2.2
Resolucién de ecuaciones homogéneas
Entrada: polinomios homogéneos fi, fo, ..., fm € Clx]
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Pregunta: ;Fxiste un vector distinto de cero a € C" tal que

fila) = fala) = ... = fi(a) =07
Solucion: Calcular una base de Groebner G del ideal I = (fi, fo,.. .,fm>‘.
Entonces el Rad(I) = (xy,...,x,) siy sdlo si, un monomio de la forma x}’
estd en el ideal monomial de G para cada i € {1,2,...,n}.

Subrutina 2.3

Dependencia algebraica.

Entrada: Un conjunto F := {f1, fo,..., fm} € Clx], considerado como un
subconjunto del campo de funciones racionales C(x).

Pregunta: ;Es F algebraicamente independiente sobre C? Si es el caso, en-

contrar un polinomio de m-variables P tal que P(f1,..., fm) =0 en C(x).
Solucion: Se introducen m variables auxiliares y := (y1,...,Ym), y se calcula
una base de Groebner G para {f1—y1, fo—y2, - - -, fmn—Ym} con respecto al or-

den lezicogrdfico inducido x1 > ... > Tp > Y1 > ... > Yp. Sea G’ .= GNCly].
Entonces F es algebraicamente independiente si y sélo si G' = (). Por otro

lado si P(y) € G', entonces P(f1,..., fm) =0 en Clx].

Subrutina 2.4

Inclusién de un subanillo

Entrada:fi, fa, ..., fm, g € Clz].

Pregunta: s g € C[f1, fo, ..., fm] de Clx]? Si lo es, encontrar un polinomio
en m variables @Q tal que g = Q(f1, fa, ..., fm) en Clx].

Solucion: Calcular una base de Groebner G como en la Subrutina 2.3 y
sea Q € Clz,y] la unica forma normal de g con respecto a G. Entonces
g € C[f1, fo, ..., fim] si y solo si Q estd en Cly].

En este caso g = Q(f1, fa, ..., fm) en Clz].

Algoritmo 2.1

Completando invariantes fundamentales.

Supongamos que se tiene un conjunto de invariantes {Iy, ..., L} C (C[y]r.
Se desea saber si este conjunto es completo, es decir si el anillo invariante
Clz]" es igual a la subdlgebra R = ClI,, ..., 1,]. Este es el caso si y sélo si
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la serie de Hilbert H(R, z) coincide con la serie de Molien ®p(z). Por otro
lado, se puede restar H(R, z) de la serie de Molien, y se tiene:

Or(z) — H(R, 2) = cgz® + Oz

Donde cq es algun entero positivo. De esto concluimos que existen cg inva-
riantes linealmente independientes de grado “d”, los cuales no pueden ser
expresados como polinomios en Iy, ..., 1,. Ahora, podemos calcular estos in-
variantes extras (usando el operador de Reynold) y proceder agregdandolos al
conjunto inicial {11, ..., L}

Por tanto el problema se reduce a calcular la serie de Hilbert del algebra
graduada C[I1, I»,...,I,] C Clz]", la cual es presentada en términos de
generadores homogéneos. Sea d; := grad(l;). Usando la Subrutina 2.3, se
puede calcular cualquier base de Groebner G = {¢1,...,g,} para el nicleo

I de la aplicacion en los anillos de polinomios Clyy, ..., yn] — Clzy,. .., z,)

Clyr, .- -
definida por y; — I;. Entonces R es isomorfo como C-algebra a gt 7 ’ym]7

donde el grado de cada variable y; es definida por d;. Por el Teorema 1.4,
se tiene que como C-espacio vectorial graduado, se cumple:

C[yl, .. ,ym]
<lt(91)7 T 7lt(gr)>.

Por tanto el d-ésimo coeficiente dime(Ry) de la serie de Hilbert deseada

R

H(R, z) es igual al nimero de monomios y;'yy’ - - - yim, en donde

11dy + 19ds + . .. + 1,,d,, = d, los cuales no son multiplos de cualquier

It(g1),...,lt(g).

Ejemplo 2.2
Consideramos el anillo de polinomios Clx,y| sobre el cual actia el grupo Ss
y encontremos generadores para el anillo Clx, y]>2.

Solucion. Utilicemos la representacion bidimensional de So, (ver [5]):

10 0 1 B
r:{(o 1>,<1 0)}dedondeyr\_2.
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Para esto encontraremos la serie de Molien

%Q(Z):% 10 : T oN /10 : 0 1
G )G G ) =)
:<1—z>11—z2>

=1+2+2224+22° 4320 + O2°)

De acuerdo con la Proposicién 2.1 existen dos invariantes algebraica-
mente independientes. La serie de Molien sugiere buscar invariantes de grado
uno. Para esto consideramos los monomios de grado uno con el orden x < y,
utilizando el operador de Reynold para f(x,y) = z, obtenemos que

UG D) ()G

De la misma forma, si tomamos el monomio g(z,y) = ¥y, obtenemos que
g = %(y + ), de donde f* = g*.

Luego el polinomio homogéneo de grado 1, p := 2(f)* =2(g)* =z + y es
invariante y algebraicamente independiente sobre C, esto se comprueba con
la Subrutina 2.3.

Por el Lema 2.2, la serie de Hilbert del anillo R = C[p] es

H(R,z) = =1+4+z+ 22+ 22+ 2+ 0(2°)

1—=z
Como g, (2) — H(R,2) = 22+ 23+ 22" + O(2°) # 0, deducimos que R es un
subanillo propio de C[z,y]*? y segtin el Algoritmo 2.1 es necesario encon-
trar un invariante de grado dos. Considerando ahora los monomios de grado
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dos: 2% < 2y < y? y utilizamos el operador de Reynold para los polinomios
flz,y) =22, g(x,y) = 2y y h(z,y) = y*>. Calculando f*:

f*:;[f«;2><z>>+f<<?é><i>>i

1
"2
1
T+
= 5@ +y)
También h* = %( x?), por lo que f* = h*. Para g se obtiene que g* = xy ya
que g* = 2[9(1‘, y)+9(y, )] = %(:L‘y—kyx) = %(ny) = zy. De aqui obtenemos
dos polinomios q := 2(f*) = 2(h*) = 22 +y* y r := ¢* = 2y que son también
invariantes homogéneos junto con p(z,y). Ahora utilizamos la Subrutina 2.3
para saber si los polinomios que se han encontrado p, g, r son algebraicamente
independientes o algebraicamente dependientes. En primer lugar se calcula
una base de Groebner G para {p(z,y) — u,q(z,y) — v,r(x,y) — w} con las
nuevas variables auxiliares u, v, w y con el orden en las variables
u<v<w<z<y.
Para ello se utilizara el algoritmo de Buchberger [1, pag. 90, cap. 2| para
F={fi,fo,fs}endonde fi=a+y—u, o=0"+y*—vy fy=ay—w.
Inicializando:
F =G
G =G

s<f1,f3>=%-<az+y—u>—§—j<w—w>

:x2—ux—|—w

(f1,f3)—>5(f1,f3) =2’ —ur+w=:f,

G = {f17f27f37f4}

G =

S(f1, fo) — S(fl;fz)G, =2w+v—u’ = fs
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G :={f1, fas [3, fa, 5}

G =G
2 2

S(fa, f3) = y (P + Yt -

= +wy — vz
=w-fi+(@+u) - fa—afs+0

S(far f5) — S(far f3). = 0=t fs
G ={J1. fo for fu o)

2 2
S(fl,f4):%-(x+y—u)—%-(9§2—um+w)

:x3—ux2—|—uxy—wy

—(uz—w) fit (2= fi+0
S fa) — S0 ). =0=:Ji
G:{f17f27f37f47f5}
S(hfe) =25 oy —u) = G Gt v =)
= 2wz — 2wu — yw + yu?
= (u* —v)- f1 (. —u)- f5+0
S(fi, fs) — (fl,f5) ZOZIfs

G ={f1. f2, f3, 1, [5}

S(fa f5 —>S(f47f5) :0:: f13

S(for f1) — S(fr f1)° —0=fy

S(far fs) — S(far f5)° = 0= fug

S(fan f1) — S(far f1)° —0= fu

S(fs, fs) — S(fs, f5) ) —0= fi2
(f1, f5)

Por lo que una base de Groebner para el ideal generado por el conjunto
{z+y—u2®>+y>—v,2y —w} es

2

G={r+y—u2*>+9*—v,zy —w 2*—ur+w, 2w+ v—u’}.
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Ahora para encontrar una base reducida se observa que:

2P —ur+w=fo—ufi + f5 — (y* — uy + w), por lo que f; es reemplazado
por y? — uy + w, ademas el término lider de f, es multiplo del término lider
de f1 ya que LT(fy) = y- LT(f1), asi se elimina a fy, también se observa que
LT(f;) = xy = x - LT(f1), entonces también se deja de considerar a f3. De
modo que una base de Groebner reducida es

G={v+y—uy*—uy+w2w+uv—u}

Ahora como G' = G N Clu,v,w] = {2w + v — u?} # 0, tenemos que p,q y r
son algebraicamente dependientes segiin la Subrutina 2.3, y satisfacen una
tinica relaciéon polinomial de grado dos, por lo que eliminaremos a z? 4 32 va
que 22 +y? = (x+y)? — 2zy. Asi la serie de Hilbert para el anillo R’ = C[p, r]
es:

1
H(R', z) = - 0- 2 =1+2+222+22° + 324 + 0(2°)

Observemos que $g,(z)—H (R, z) = 0, asi {z+y, xy} es un conjunto completo
de invariantes.

. Clz,y)” = (z + y, 2y).

Ejemplo 2.3
Encontrar generadores para el anillo invariante Clx]9s.

Solucion. Una representacion de Qg es {+1,+J, U, £V}, en donde:

=(30)= G 8= (5) = (5)

Comenzamos calculando la serie de Hilbert de C[z,y]%® utilizando el teo-
rema de Molien:
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1 1
aulz) = 8 Z det(id — zm)

TEQs
1 1 1
— + '
8 1L0Y (=20 LOY (=2 0
[\ O 1 0 z 01 0 —2z2
1 1
+ + .
10 B 0 =z 10 B 0 z2
01 —z 0 01 zt 0
1 1
+ + .
10 = 0 10 [ = 0
01 0 —=z 01 0 2z
1 1

GH-CHIGH-%0

1 1 6 1
~3 [(1—2)2+ 112 (1+z)2]
1— 22424
(1 —22)2(1+ 2?)
=142 4+ 20 +32° + 2210 + O(21?). (2.2.1)

La serie de Molien sugiere buscar 2 invariantes de grado 4. Consideremos el
orden en las variables x < y y el orden lexicografico en los monomios. Los
monomios de grado 4 son z* < 23y < 2%y? < zy® < y*. Utilizando el operador
de Reynold para f(z,y) = 2* obtenemos

(Y =~ f (2, y) + flwi, —yi) + F—y,2) + f(yi,2) + f(—z, —y)

8
+ f(—SCi, yz) + f(yv _SU) + f(_ylv —SUZ)]
=%[3¢4 +y']

Entonces p := 2(z*)* = 2(y*)* = 2* + y* es un polinomio homogéneo inva-
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riante de grado 4.
Ahora aplicando el operador de Reynold a f(z,y) = z%y:
1
(23y)* = g[a:Sy — 2%y — 23y + 2y + 23y + 2Py — 23y — 23y = 0.
Finalmente resta encontrar el polinomio que queda invariante de z?y?

(22y%)" = é[$2y2 Fa? o ay? a4 a4t 4 et 4 et = a2yt
Asf ¢ .= (2*y*)* = 2*y* es invariante homogéneo de grado 4.

Utilizando el Lema 2.2, procedemos a calcular la serie de Hilbert del algebra
graduada R := C[z* + 3, 2%

1
SR (T
B 1
=)

=14+ 224+ 325+ 422+
y al restar la serie de Molien con la serie de Hilbert observamos que
Do, (2) — H(R, z) = 2° + O(z?).

Por lo tanto debemos encontrar un invariante de grado 6. Los monomios de
grado 6 son 2% < 2%y < 2hy? < 23y < 2%y* < 29° < yb siempre con el orden
entre las variables x < y.

Utilizando el operador de Reynold tenemos:

(%) = ()" = (@%*)" = (y'2?)" = ()" = 0, (2%y)" = 3[2°y — y°a],
(y°x)" = —(2%y)".

Asf obtenemos el invariante de grado 6, r := 2(y°z)* = y’x — 2°y. Falta
comprobar si el conjunto {x4 +yt, 2%y, e — x5y} es un conjunto algebrai-
camente independiente. Sean u, v, w variables auxiliares y precederemos a uti-
lizar la Subrutina 2.3. A continuacion calcularemos una base de Groebner
para el ideal generado por G = {x4 + oyt —u, 2%y — v,y — 20y — w}
Sean :: ot 4yt —, :: 2y? — v, :: yr — 2’y — w.

Para calcular la base de Groebner utilizaremos el algoritmo de Buchberger |1,
pag. 90, cap. 2|. Empezamos calculando los residuos de S(f1, f2), S(f1, f3),
S(f2, f3) v de esto obtenemos el siguiente diagrama:
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—
S(f1, fg)G =% + 2% — 2%u ::

S(h, Js) = 20y — ywu+w =)
SFo, f3) =0

Figura 2.1: Primera iteracion
Siguiendo con un proceso analogo, encontramos en la segunda iteracion del
algoritmo los siguientes residuos:

::_3 29_35 2.
yw+ 2 r°u + Tu

\ W :: —28 4+ 2ty — 2

Figura 2.2: Segunda iteracion

= y’ru — yw — 22%0.

Luego, en la tercera iteracion obtuvimos los siguientes residuos:

Figura 2.3: Tercera iteracion

yow + 3xTu — 22 — 2302,

9] -

==
)

= yrw + 220 — uw.

f11 = —Uuv + 41)3 + w2.
fio] i= —2yz*0? — 23uw + 2w + yuv.
fi3] = —yztu — 23w + 2902

= —y2w? — 2yzdvw + 22'% — 325u? + 2%ud.

=
e
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En la dltima iteracion obtuvimos los siguientes dos polinomios
= yru® — uw + 22w — 4y’
@ = yw?® + udr’ — duv?a” — 6vw?a® + 160t — uta?
como residuos de los S-polinomios S(fs, f13) v S(fs, f14) respectivamente.
Por lo que una base de Groebner para el ideal generado por G es:

G = {2+ vy —u, 2%y — v, y°r — Py — w, y?v + 2% — 2%y, 200y — yau + w,
—yPw + 227 — 32%u + 2u?, —2® + ztu — 0%, yPru — yw — 223,
yow + 3z7u — 22t — 23u?, yarw + 22t — wv, —uv + 403 4+ w?,
—2yxt? — 2duw + 7w + yuv?, —yztu — 23w + 2y,
—y?w? — 2yrdow + 220 — 32%% + 22, yau® — vw + 22w — dyzo?,
yw? + w3’ — duv’x” — 6vw’a® + 160 — u4a:3}

Ahora como G’ = GNClu, v, w] = {—uv+4v3+w?} # 0, se tiene que f1, fo
y f3 son algebraicamente dependientes segiin la Subrutina 2.3, y satisfacen
una tnica relacion polinomial de grado tres: —fifo + 4f5 + f2 = 0. De esto
obtenemos que la serie de Hilbert del anillo R" = C[f, f2, f3] es:

1

H(R z) = R 1+220 420 +328 42210+ 0(21%) (2.2.2)

Observemos que al restar la ecuacion (2.2.2) de (2.2.1), resulta:
Do (2) —H(R',2) = 0, ast {z*+y*, 2%y*, y°r — y2°} es un conjunto completo
de invariantes, por lo que

Clz]? = (&' +y",2°y" )’z — ya®).



Capitulo 3

Aplicaciones de la teoria de invariantes

3.1. Calculo del grupo de Galois

Si f € K[x] es un polinomio separable sobre un campo K, entonces el
Grupo de Galois Gal(N/K) del campo de escision N de f sobre K actia
en los ceros ag,...,a, € N de f, (ver [3]). Esto produce con seguridad una
representacion de permutacion Gal(N/K) — S, cuya imagen esta denotada
por Gal(f), el Grupo de Galois de f. Es claro que Gal(f) esta determinado
solamente por conjugacion en S,. En esta seccion veremos métodos para el
calculo del grupo de Galois.

Supongamos que Gal(f) < G para un subgrupo G < S, (esto siempre es
cierto para G = S,). Dado un subgrupo H < G (usualmente un subgrupo
maximal de ), nos gustaria comprobar que Gal(f) < H. La idea basica es
el uso de un polinomio F' € Klzy,...,z,|" tal que o - F # F para todo
o € G — H. Dicho polinomio es llamado un G-relativo H-invariante. En otras
palabras, estamos buscando un polinomio F' € K|z, ..., x,]| con Stabg(F') =
H, |2, pag. 210, cap. 5|.

37
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Proposiciéon 3.1
Sea ' un G-relativo H-invariante y

F(Oéa(l),...,OéU(n))#F(Ozl,...,an), YVoe G- H
donde ay, ..., son las raices de f, y Gal(f) < G, entonces

Gal(f) < H< F(ag,...,a,) € K

Demostracion. Sea v := F(aq,...,qy), si Gal(f) < H, entonces para cada
o € Gal(f) tenemos que o - F(ay,...,a,) = F y por lo tanto oy = 7 para
cada o € Gal(N/K) ya que la accion de Galois en las «; es igual que la accion
por permutacion en las variables z;. Asi v € NG@(N/K) — K Por otro lado,
si Gal(f) £ H, entonces existe 0 € Gal(N/K) cuya accion en las «; esta en

G — H, pero por hipotesis tenemos que oy # vy asi v ¢ K. H
Lema 3.1

Suponga que K es un campo infinito. Entonces en la situacion de lnai%?ropo—
sicion anterior, existen ¢y, cy, . ..,ch—1 € K tal que para cada B; = Z cjoz{,
tenemos =

F(ﬁd(l)?"'?ﬁ()’(ﬂ))#F(517"'75n)7 VYoe G—H
y Bi # Bj para i # j. Es decir si S C K es cualquier subconjunto tal que

S| > deg(F) - ( & 2H] ) + ( Z ), los ¢; pueden ser escogidos de S.

Demostracion. Sean Cy, Cq, ..., C,_1 indeterminadas en IN. Entonces
n—1

B; = Z C’jozg son algebraicamente independientes sobre N ya que son el
§=0
determinante de Vandermonde el cual es distinto de cero. Sea

D(Cy,Cy,...,Cp1) =

II B-B) ][] (F(Bai(1)7B0'i(2)7"'7Bai(m))_F(Baj(l)vBUj(Q)u"'7B0'j(m)))

1<i<j<n 1<i<g<m
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donde o1, 09,...,0,, es el conjunto de las clases laterales izquierdas de H
en G.Yaqueo-F # 7F parac-H # T7H, se deduce que D(Cy,C4,...,C,_1) #0.
Ya que |S| > deg(D), existe ¢y € S tal que D(co, Ct,...,Ch—1) # 0. Con-
tinuando de esta forma podemos encontrar ¢y, cy,...,c,—1 € K cumpliendo
D(cg,c1, ..., cn_1) # 0. Pero esto significa que

F(ﬁa(l)w"aﬁa(n))#F(/Bla"'a/ﬁn)a VO—EG_HYBZ#/ijaraZ#] [

Algoritmo 1 Calculo de un polinomio G-relativo H-invariante.
Input: Un grupo de permutaciones G < S,, para n > 4 y un subgrupo H maximal en G.

(n—1
2

Out: Un polinomio F(zy,xs,...,z,) minimo de grado d < n ) con Stab(F) = H.

1: Encuentre la serie de Hilbert H(R, z) y H(RY, z), luego encuentre el indice mas
pequeno d tal que los correspondientes coeficientes de las series son distintos.

2: Encontrar todos los invariantes homogéneos de H con grado total d.

3: Regresar un invariante con el menor niimero posible de monomios.

Algoritmo 3.1

Algoritmo de Stauduhar.

Sea Gal(f) < G, con respecto al orden escogido en las raices del polinomio f
(Inicialmente G = S,,). Primero encontrar los subgrupos de S, y para cada
par H < G de subgrupos con H mazximal en G, encontrar un G- relativo H -
invariante. Iniciar con G = S, y usar la Proposicion 3.1 hasta encontrar
un G < Sy, tal que Gal(f) < G pero Gal(f) £ H para cada subgrupo mazimal
H < G. Entonces Gal(f) = G.

Ejemplo 3.1
Calculo del grupo de Galois del polinomio f(x) = 1—102*4+x* con f(z) € Q[z]
cuyas raices Son:

{—\/5 — 2\/6, \/5 — 2\/_, —\/5 + 2\/6, \/5 + 2\/6} por lo que todas son reales.

Demostracion. Es primer lugar es importante destacar que f(z) = 1—1022+ 2
es irreducible sobre Q, ya que para utilizar los algoritmos previos, se necesita
la irreducibilidad.
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Nombraremos las raices del polinomio, haciendo un cambio de variable

a:=5-—2V6
B:=5+2V6

Primero observemos que: (\/§ + \/3)2 =54 21/6, es decir:

+1/5+2v6 = (V2 +£v3) = /5 + 26 € Q(vV2 £ V3) = Q(v2,V3)

Asi que el cuerpo de escision de f es Q(v/2,v/3).
Sabemos que Gal(Q(v/2,v/3)/Q) tiene una representacion respectiva en el
grupo de permutaciones, mediante la siguiente aplicacion:

¢: Gal(Q(V2,v3)/Q) — S,

mediante lo siguiente:

Donde Im(¢) = Gal(f), el grupo de Galois de f. Haciendo uso del algorit-
mo de Stauduhar (Algoritmo 3.1), logramos comprobar que para G = Sy y
sus subgrupos maximales A4, Dg, S3 no se logra establecer el grupo de Galois.
Supongamos a G = {1,(1 2),(34),(12)(34)} <S;.

Cuyos subgrupos maximales los podemos observar en la Figura 3.1:

G

N

H, = {e,(12)} Hy:={e,(34)) Hy:={e, (12)(34)}

{e}

Figura 3.1: Estructura del grupo de Klein de orden 2

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Gal(f) < G, y tomare-
mos a H; < G. A continuacion calcularemos un polinomio F' € Q[z1, z a3, x 4]
tal que oF # F VYo € G — H;y. Para calcular dicho polinomio, haremos uso
del Algoritmo 1.
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En primer lugar calcularemos las series de Hilbert H(R™, 2) v H(RC, 2),
donde R = Q|x1, w9, 3, T4].
La representacion matricial de G es:

1 0 00 01 00 1000 01 00
G- 01 00 1 0 00 0100 1 0 00
N oo0o1oJl’'foo1oOo|’fOoOOO0OT1T]|'f0O0O0T1
0 001 0 001 0 010 0010
Llegamos a:
H(RY,2) =1+ 22452+ 82° 4+ 142 + O(2°) (3.1.1)
H(R™ 2) =1+ 324 722 +132° + 22:°0(2°) (3.1.2)

El algoritmo nos sugiere tomar el grado mas pequeno tal que los coeficientes
son distintos; al observar las dos series, tenemos que el grado mas pequeno
cumpliendo dichas restricciones es d = 1.

Ahora, calcularemos todos los invariantes homogéneos bajo la accion de H;
de grado 1. Los monomios de grado 1 son: x1, X9, 3, 4.

1
Utilizando el operador de Reynold, tenemos: 7 = §(x1 +x9), x5 = §(x2 +11)

Donde:

vy = L(zy + x3) = 3

} Son G-relativos Hi-invariantes
xz = %($4 + 334) = Iy

Luego se deben remover aquellos polinomios que no son G-relativos, esto
es para todos aquellos que no cumplan que: Vo € (G — Hy), 0o g # g con g
un H; invariante.
Para z7 = 3, con 01 = (3 4), se tiene 01 o ] = z7. Con g9 = (1 2)(3 4),
se tiene oy 0 x5 = x3, y son los tnicos 0 € (G — H), luego o7 = x5 no son
G-relativos.
Para x§ = x3, con o1 = (3 4), tenemos o1 0 x5 = 01 0 x4 # x3.
Con oy = (1 2)(34), tenemos o90x3 = x4 # x3, lo mismo sucede con x}, por lo
tanto I = x3y J = x4 son G-relativos. Elegiremos a I, el cual consideraremos
nuestro polinomio G-relativo Hi-invariante, entonces F'(xy,zo, 3, 74) = 3.
Verificando las hipotesis de la Proposicion 3.1:
G — Hy = {(34),(1 2)(34)} y observemos que F(—v/a,a,—+/B,vB) =
—/B.
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(34) 0 F(=va,v/a,—VB,V/B) = V/B.
(12)(34) o F(—Va, Vo, VB, V/B) = VB

Asi Vo € G — Hy, se cumple:
g0 F(_\/a7 \/_7 _\/B7 \/B) 7& F(_\/a7 \/aa _\/37 \/B)

Luego observemos que /B = /5 + 2v6 ¢ Q.
Entonces debe suceder: Gal(f) £ H;

Por otro lado si tomamos al subgrupo maximal Hy < G, su serie de Hilbert
coincide con la serie de Hilbert de Hy (3.1.2), y tenemos:

H(R™",2) =1+ 32+ 72% +132° + 222 O(2)

al compararla con (3.1.1), resulta d = 1, luego calcularemos todos los inva-
riantes homogéneos bajo la accion de Hy de grado 1, con el uso del operador

de Reynold, tenemos: 5 = 5(:1;3 + x4), T = §(x4 + x3)
r] =21
Ty = T

Tomaremos [ = x1 = Fy(xy, T2, T3, 14), se considerara nuestro polinomio G-

Donde: } Son G-relativos Ho-invariantes.

relativo Ho-invariante. Se satisfacen las hipotesis de la Proposicién 3.1.

Luego como Fy(—v/a, /o, —/B,/B) = —v/a ¢ Q. Llegamos a que Gal(f) £ Ho.
Para Hj la serie de Hilbert es

H(R™ 2) =1+ 224 62% 4+ 102° +192°0O(2°)

y comparandola con (3.1.1), es necesario buscar invariantes de grado dos, los

cuales se muestran a continuacion

1 1 1 1
{5(:5% + 23, §(x§ + 1), 2179, §(x1m3 + xox4), 5(951:1:4 + xox3), x3x4}

eligiendo convenientemente a F3(x1, T9, T3, T4) := X122 + T1X3 + Toxy, €l cual

es G-relativo Hz-invariante y F3(—+/a,v/a, —/B,v/B) = —a + 2 ¢ Q. Por
lo que Gal(f) £ Hs, asi por el Algoritmo 3.1 debe suceder que

Gal(f) = G = {1,(12),(34), (1 2)(3 4)}

ademas G es conocido como el grupo de Klein de orden 2.
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3.2. Teoria de invariantes en Geometria Proyectiva

Sea X := (z;;) una matriz de orden n x d cuyas entradas son indeter-
minadas, y sea C[z;;] el anillo de polinomios en dn variables. A lo largo de
este capitulo tendremos en cuenta a X como una configuracion de n vectores
en el espacio vectorial C". Estos vectores representan una configuracion de n
puntos en el espacio proyectivo P4~! de dimension d — 1.

El objetivo es estudiar las funciones polinomiales en C[z;;] que corresponden

a las propiedades geométricas de la configuracion proyectiva de los puntos X.
Consideremos el conjunto A(n,d) :== {[MA2... Ag] | 1< A <X < ... < Ag<n}
de las d-uplas ordenadas en [n] := {1,2,...,n}. Los elementos A(n,d) les lla-
maremos soportes y nos serviran como indeterminadas sobre C.

Se define a C[A(n,d)] como el anillo de polinomios generado por los ( Z )

elementos del conjunto A(n,d). Ademés, se abrevia a [A] = [MAg... Ay
V AmAm - An,] = sing(m) - [A], para toda permutacion m del conjunto
{1,2,...,d}.

Consideremos el homomorfismo de algebras

q)n,d : C[A(TL, d)] — C[xw]

Txil Txr2 - Thd

x 1‘ o« o . a;‘
A — @pa([N]) = det [ 720 T T

x}\dl x)\dZ x/\dd

el cual aplica el soporte [A] en el subdeterminante de X de dimension d x d
cuyas filas estdn indexadas por A. A la aplicacion ®,, 4 le llamaremos coordi-
natizacion genéerica.

Ejemplo 3.2

Para d =3 yn =6 las filas de la matriz X son

11 Ti12 T13

To1 T2 T23
X =

Te1 Te2 Te3
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X puede ser pensado como seis puntos en CP2. Ahora, el determinante
D 3([146]) = T11T42T63 — T11T62T43 — Ta1T12%63 + Ta1Te2T13 + Te112T43 —
Te1T42x13 se anula si y solo si los puntos “17, “47 y “6” estdan alineados.

La imagen de ®,, ; coincide con el subanillo B, 4 de C[z;;] generado por los
menores de d x d de X. Al anillo B,, 4 se le llama el anillo soporte.
La aplicacion ®,, 4 en general no es inyectiva. Denotaremos por I, 4 C C[A(n, d)]
el nacleo de @, 4. Este es el ideal de las dependencias algebraicas o sicigias
entre los menores de las matrices genéricas de dimension n X d.

Observacion 1
En virtud del primer del primer teorema de isomorfia tenemos que B, 4 es
isomorfo al anillo cociente C[A(n,d)]/ 1, q.

Daremos ahora una base de Groebner explicita para el ideal I,, 4. La varie-
dad proyectiva definida por la sicigia del ideal I,, 4 es la variedad Grassmaniana
de dimension (n — d)d cuyos puntos corresponden a los subespacios vectoria-
les de dimension d de C". En lo que sigue necesitaremos de las siguientes
notaciones. El complemento de una upla A € A(n,d) es la tnica (n — d)-upla
A€ An,n—d), con \UX ={1,2,...,n}. El signo del par (A, \*) se define
como el signo de la permutacion m, la cual mapea \; en ¢, parai=1,2,....d
yA;aj+d paraj=12....n—d
Seas e {l,2,....,d}yaeAn,s—1), € An,d+1)y~veAln,d—s).
Se define la sicigia de van der Waerden [[o37]] para ser el siguiente polinomio
cuadratico en C[A(n, d)].

0457 ZSZQTT 041,---,Oés—lﬁrl*,---,BT;H,S]'[BTN---,57571,---,%1—3]

TeA(d+1,s)

Lema 3.2
El polinomio [[afB7]] pertenece al ideal I, 4.

Demostracion. Necesitamos mostrar que @, 4([[afy]]) € Clzij] es cero para
cada matriz X de dimension n X d.
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Consideremos los vectores filas @, ..., Ta, |, T8, Thypys Toyps - - - 3 Ty, de
X los cuales son indexados por las uplas «, (3,7 respectivamente. Los d —
1 vectores fila z,, y 2, son elementos arbitrarios de C?, mientras que los
d + 1 vectores zg, se dejan como indeterminadas por lo que la expresion
®,.4([[B7]]) define una familia multilineal en C%. Ademés observemos que
esta forma multilineal es antisimétrica porque la suma definida en el polinomio
de Van der Waerden es alternante por definicion. Un teorema bien conocido
del algebra lineal establece la existencia de una d + 1-forma multilineal no
antisimétrica en el espacio vectorial de dimension d, excepto la forma cero. Ya
que la especializacion anterior fue arbitraria entonces podemos concluir que
®,4([[aB7]]) = 0 en Clz;;]. [

En lo que sigue demostraremos dos teoremas importantes. Primero consi-
deremos el orden lexicografico en los elementos de A(n, d), en donde || < |y
si existe m con 1 <m < d, tal que \j = pj, para 1 <53 <m —1, Ay, < .
Esto nos da un orden total en el conjunto de variables en el anillo C[A(n, d)].
El orden monomial “<" es llamado el orden tabular. Escribiremos los mono-
mios C[A(n,d)] como matrices rectangulares o tablas.

Dado [A,...,[A] € A(n,d), con el orden [A!] <,...,=< [\, entonces el
monomio T := [A!]---[M] queda escrito como la siguiente tabla:
AL . AL i
_ )\% ce )\3
] AP R |

Definicién 3.1

Una tabla T se dice estandar si sus columnas estdn ordenadas, es decir: A <
No< <M Vs = 1,2,....d, de los contrario se dird que T es no
estandar.

La sicigia de Van der Waerden [[a37]] es llamada sicigia de enderezamiento,
si cumple que a1 < Bor1 y Bs < M.
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Teorema 3.1

El conjunto Sy, 4 de las sicigias de enderezamiento forman una base de Groeb-
ner para I, 4, con respecto al orden tabular. Una tabla T es estdndar st y solo
si'T no esta en el ideal inicial init (I, q).

Demostracion. Por el Lema 3.2 tenemos que S, g4 C I, 4. Sea M C init- (1, q)
el conjunto que denota el ideal inicial generado por la tabla inicial de elemen-
tos en S, 4. Nos hace falta probar que init<(,q4) C M.

Sea T = [A!]---[A¥], cualquier tabla no estandar, es decir, existei € {2,..., k}
y s € {2,...,d}, tal que AL > X1 El factor [AJ][AL7] es la tabla ini-
cial de la sicigia de enderezamiento [[a37]], donde a := [NJ7IAS1. . N7

y B =[N, NN )\ifl], v o= [/\i+1)‘i+2 ... Aj]. Por lo tanto T € M.

Consideremos el anillo de polinomios C[z;;], y el orden monomial lexicografico
“<” inducido de las variables 11 > x19 > ... > T1g > Top > ... > Ty >
... > Zpg. Al orden “<” le llamaremos “orden monomial diagonal” en Clx;;].

Sea T = [A]---[\¥] € A(n,d), cualquier tabla, consideramos su imagen
P, 4(T) € Clxzi;] bajo la coordinatizacion genérica. El monomio inicial de este
producto de los k& menores en el orden monomial diagonal es igual a

k
1H(Dna(T)) = [ [2anzag - a0
=1

Lema 3.3
Sean {\',... N} cualquier conjunto de A(n,d). Entonces existe una tabla
estandar unica T" tal que

:
H(®,a(T")) = H Tri1Txi2 " Tig-
i1

Demostracion. La tabla T’ se obtiene de la tabla T = [M]--- [\¥] por cada
columna ordenada.
Ahora supongamos que la tabla estandar 7" esta en el ideal inicial init<(1, q)
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es decir T' = [t(F') donde F' € I, 4. Sin pérdida de generalidad asumamos que
todas las tablas que estan en F' son estandar. Cualquier tabla no estandar
puede ser reemplazada por su forma normal (la cual no necesariamente es
Ginica) con respecto a S, 4. Cualquier forma normal es una combinacion lineal
de tablas estandar por la primera parte de esta prueba.

Ya que F' no es cero pero @, 4(F) = 0, existe una tabla estandar no trivial
T" en la expansion de F' tal que ®,, 4(T") y D,,4(7") tienen el mismo monomio
inicial en el orden monomial diagonal en C[xz;;]. Pero esto es una contradiccion
segiin las hipotesis del lema por lo que se completa la prueba. [

Corolario 3.1
(Ley de enderezamiento). La tabla estindar de un C-espacio vectorial es una
base para el anillo de soporte By, 4.

El grupo SL(C?) de las matrices de d x d cuyo determinante es 1, acttia
por multiplicacion derecha en el anillo C[z;;] de las funciones polinomiales de
la matriz genérica X = (z;;). Es claro que cada d x d menor de la matriz X es

]S L(€) contiene el anillo

invariante bajo la accion de SL(C?), por lo que C[z;;
de soporte B, 4 el cual es generado por todos los d x d menores.

Para probar un resultado muy importante de la teorfa de invariantes se ne-
cesitara del “multigrado” en el anillo de polinomios C[z;;]. Sea m € C[z;;]
cualquier monomio. Para cada indice de las columnas j € {1,2,...,d}, se
define deg;(m) como el grado total de m en el subconjunto de variables
{z;; + 1 < i < n}. El vector deg(m) = (degi(m),dega(m), ..., degs(m))
es llamado el multigrado de m. Note que si un polinomio f € C|x;;] es multi-
homogéneo de multigrado (d1, 9, ..., dq), entonces f es homogéneo de grado
total 51+52+-~-+5d~

Un polinomio @ se dice invariante relativo del grupo general lineal G L(C?) si
existe un entero 0 < p tal que Q o A = det(A)? - Q, YA € GL(C?). El entero

p es llamado el indice de Q.

Lema 3.4
Sea @ € Clxij] un invariante homogéneo de SL(C?). Entonces existe un
entero 0 < p tal que
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1) @Q tiene multigrado (p,p,...,p) ¥y

1) Q es un invariante relativo de GL(C?) de indice p.

Demostracion. Fijemos los indices de dos filas jq, jo € {1,...,d}. Sea D(j1, j2)
la matriz de dimension d X d, cuya ji-ésima entrada diagonal es 2 y js-ésima
entrada diagonal igual a % y todas sus otras entradas diagonales son iguales
a 1. Note que D(j1,j2) € SL(C?). Esta matriz transforma un monomio m en
m o D(ji,ja) = m - 9deg;, (m)—degj, (m)

Pero como @) es invariante entonces @ = @ o D(j1, j2). Esto implica que cada
monomio de m el cual esta en la expansion de [ satisface que deg;, (m) = deg;,(m)
y ya que los indices ji, jo fueron escogidos arbitrarios entonces se cumple la
condicion ).

Ahora sea A una matriz arbitraria de GL(CY), definimos la matriz diagonal
Dy = diag(det(A),1,1,...,1), y se observa que A - D' € SL(CY). Ahora
la primera parte implica

QoA=Qo(AD;  Ds)=(QoA-D;') Da=QoDys=det(A)P-Q, lo
que completa la prueba. H

Extendemos la matriz de dimension n x d, X a la matriz genérica de
dimension (n + 2d) X d como sigue

/an ald\
aqr -+ Qdqd
11 - Tid
A T T
21 " XTod
X = _
B
Tnl ' Tpd
b1 -+ big
\ bar -+ bag /

El anillo de polinomios C|a;j, z;;, b;;] en (n+ 2d)d variables lo llamaremos un
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A
stiper anillo. Las filas de matriz | X | estan ordenadas de la siguiente forma
B

A< ...<ag<r1<To<...<xp, <b<...<by.

El correspondiente anillo de soporte C[A(n + 2d, d)] es generado por los

. La idea més importante

soportes de la forma [a;, ... ;.2 ... 2,bk, ... bk, __,]

para demostrar el resultado principal de esta seccion es definir dos homomor-
fismos de C-algebras Clz;;] — C[A(n + 2d,d)]. Estos homomorfismos son
definidos por

Tij [CLl O I R 7 S CLd] Yy X7 [bl ce bj_la:ibjﬂ R bd]

Lema 3.5
Sea Q = Q(x;;) € Clzy;] cualquier GL(C?)-invariante relativo de indice p.
Entonces el polinomio de soporte

[blbg Ce bd]p(dil) . Q([al N B 0 ad]
—[CllCLQ RN ad]p(d_l) . Q([bl ce bj—lxibj+1 cen bd])

pertenece al ideal de sicigias Inioqq C C[A(n + 2d, d)].

Demostracion. Necesitamos mostrar que la imagen del polinomio de soporte
anterior bajo la especializacion genérica ®,,1944 €s cero. Para simplificar la no-
tacion se abreviara el determinante ®,,194 4([A]) con el correspondiente soporte
[A]. Sea Adj(A) la matriz adjunta de A. Las entradas Adj(A), es el menor
de dimension (d — 1)(d — 1) de A, el cual es obtenido eliminando la j-ésima
fila y la k-ésima columna de A. Por la expansion de Laplace obtenemos

d
[a1 ¢ 127 E S ad] = Z Ad](A)]k,
k=1
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y por lo tanto

[a1a2 c. ad]p(d_l) . Q(ZEZ]) = det(A)p(d_l) : Q(LL‘Z])
= det(Adj(A))" - Q(x;)
= (Q o Adj(A))(xy;)

d
=Q <Z Adj(A)jk;>
k=1
— Q ([al NN IR 1e) NE ad])

El mismo argumento se puede usar para la matriz B. Esto implica la iden-
tidad deseada en B, 24.4:

[blbg c. bd]p(d_l)[alag c. ad]p(d_l) . Q(Zlfl]) = [blbg Ce bd]p(d_l) . Q ([al P ¢ B R 710 7 ad])

= [alag c. ad]p(d_l) . Q([bl Ce bj—lxibj—i-l Cen bd])
L]

Teorema 3.2
(Primer teorema fundamental de teoria invariantes.) [/, pdg. 85, cap.

]SL(Cd)

3] El anillo invariante Clz;; estd generado por los d x d menores de la

matriz X = (z;;) es decir:
Clay] ) = C[A(n, d)]/ 1.0 = Bna.
Demostracion. Por el Lema 3.4, podemos asumir que dado un invariante @)

existe p > 0 tal que Q es GL(C%-invariante relativo de indice p. Podemos
aplicar el algoritmo de enderezamiento al polinomio

[blbg ce bd]p(d_l) . Q([a1 Ce aj_lxiajﬂ ce ad]) € C[A(TL + 2d, d)]

es decir, hemos calculado su forma normal médulo la Base de Groebner dada
en el Teorema 3.1. Dado que todos los indices de la fila by, b9, ...,by son
mayores que los indices de la fila aq, ..., aq, 1, 29, ... x,, €l resultado es una
combinacién lineal de la tabla estandar de la forma:

ijj(al T -CLd,ZEhZCQ, te 7xn) : [ble . .bd]p(d—l)
J
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Donde los T} son ciertas tablas estdndar en los indices de las filas aq,...,aq
y X1, T9,...T,. Similarmente, el polinomio

[alag cen ad]p(d_l) . Q([bl ce bj—lxibj—l—l ce bd])

se endereza a un polinomio

Z[alaQ agP Y T (e, @,z by, bg)
2

Donde los T} son tablas estandar en los indices xq,..., &y, b1, ..., bs. Por el
Lema 3.5 y la ley de enderezamiento (Corolario 3.1), estas dos expansiones
de tablas estandar deben ser iguales en C[A(n+2d, d)]. Pero esto es solamente
posible si ambas sumas son de la forma

Z[al g Y T (@, @) - [brby . bR Y
.

Donde los Tl” son ciertas tablas estdndar solamente en los indices anteriores
x1,To,...,T,. Por otro lado, por la prueba del Lema 3.5, ambos polinomios

son iguales a
[a1 ce ad]p(dil)[bl Ce bd]p(dil) . ](CUZJ)

Esto implica la expansion deseada

Q(ij) = Z,IYZ//(ZBD L, ... 75571)'
l
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Nuestra prueba del Primer Teorema Fundamental implica el siguiente al-
goritmo para reescribir un polinomio @) € C[a:ij]SL((Cd>—invariante en términos
de soportes.

Algoritmo 2 Representacion de soporte
SL(C%)

Input: Un polinomio @ € C|xz;;] -invariante
Out: Un polinomio de soporte P € C[A(n,d)] cuya expansion es igual a Q(z;;).

1: Reemplazaremos cada variable z;; en (z;;) por el soporte correspondiente
a1 ...a;_xiaj4;...aq).

2: Aplicamos el algoritmo de enderezamiento para el anillo de soporte extendido C[A(n +
d,d)], con respecto al orden a; < ... < aq < 1 < 23 < ... < x, en los indices de las
filas.

3: Si @ es un relativo invariante de indice p, entonces [a; . .. aq]"®"? aparece como factor
en la representacion estandar. Dividiendo este factor, obtenemos la expansion tnica de

Q(x;;) en términos de la tabla estandar en los indices de las filas ;.

Sea “<” denota el orden monomial lexicografico en C|z;;] inducido del
orden de las variables £17 < 7129 < ... < T1g < T91 < Tog < ... < Ty <
coe R Tp1 < Tpo < ... < Xpq. Esto es llamado el orden diagonal. Un monomio
m € Clxz;;] se dice que es diagonal si su grado es divisible por d y si puede
ser escrito en la forma:

:
m =] [(@xizae - 230) (3.2.1)
i=1

Donde A} < Xy < ... < X\ para todo i = 1,2,..., k. Es facil ver que el
monomio inicial de cualquier tabla (expandida) es un monomio diagonal.

Lema 3.6

Sea T la tabla [N][N?]---[\¥] € C[A(n,d)]. Entonces el monomio inicial en
la expansion de @, 4(T) € Clz;j] con respecto a “<” es igual al monomio
diagonal m en la ecuacion (3.2.1).

Reciprocamente, cada monomio diagonal es el monomio inicial de alguna
tabla.
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Lema 3.7
Sea m el monomio diagonal en (3.2.1). Entonces eziste una unica tabla T,
tal que lto (P a(T))) = m.

La tabla T;, en la que hace referencia el Lema 3.7 es construida a partir
del monomio diagonal como sigue. Considerando la tabla

AL . AL
- /\% )‘?z
_)Jlf )\5_

entonces la tabla estandar T), resulta ser la tnica tabla estdndar que se
obtiene de T" ordenando las d columnas.

El Lema 3.6 y el Lemad3.7 implican la correctitud del siguiente algoritmo
para calcular las representaciones descritas en el Primer Teorema Fundamental
de la teoria de invariantes.

Algoritmo 3 Representacion de soporte

Input: Un polinomio Q € C[z;;] el cual es un invariante de SL(C?)
Out: Un polinomio de soporte P € C[A(n,d)] cuya expansion es igual a Q(z;;).
1: Si Q = 0, entonces el algoritmo devuelve la representacion de soporte con el valor
P=0.
2: Sea m = lt4(Q).
3: Si m no es diagonal, entonces el algoritmo termina y devuelve: “ Q) no es un invariante”.

4: Por otro lado, sea c el coeficiente de lt-(Q) de @, el algoritmo devuelve el sumando
c¢- T,,, reemplazar () por Q) — ¢ - ¢, 4(1,,), y retornar al paso 1.
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Ejemplo 3.3

Una proyeccion de seis puntos A, B, C, D, E y F del plano proyectivo CIP?
se dice que es un conjunto cuadrildtero si las triplas AF D, ACE, BCF vy
BED son colineales. Ver la Figura 3.2.

v

o *——o-o—o—
a b

¢!
™
S¥
<~

Figura 3.2: La proyecciéon de un conjunto cuadrilatero.

Diremos que los seis puntos a = (ay : ag),....,f = (f1 : f2) son la
proyeccion de un conjunto cuadrildtero si y solo si existen nimeros complejos
as, bs, c3, ds, es, f3 tal que los puntos A = (a1 1 as : as),...,.F=(fi: foa: f3)
formen un conjunto cuadrildtero. Veremos que la propiedad geométrica “ser
conjunto cuadrildtero” es equivalente a la propiedad algebraica “Q) = 07, don-

de:

Q) = — arbicidaes fo — arbicadiea fo + arbicadaer fo + arbicadaes fi
+ 615201d1€2f2 - CL1[9202dz€1f1 + a25101d162f2 - a25102d2€1f1
— agbacidier fo — agbacidiea fi + asbacidaer fi1 + asbacadien fi.

Solucion. Primero demostraremos que si los seis puntos @, b, ¢, d, e y f
forman la proyeccion de un conjunto cuadrilatero, entonces ) = 0.

En efecto, supongamos que los seis puntos @ = (ay : az), ..., f = (f1: f2)
son la proyeccion de un conjunto cuadrilatero entonces existen niimeros com-
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plejos ag, b3, c3, d3, e3, f3 tales que los puntos:

A= (ay:ay:a3),....,F=(f1:fo: f3) son un conjunto cuadrilatero, enton-
ces AFD, ACE, BCF y BED son colineales, por lo que det(A, F, D) = 0,
y asi sucesivamente para los demés puntos colineales formando el siguiente sis-
tema de ecuaciones en las variables as, b3, c3, d3, 3, f3

( det(A, F,D) =0
det(A,C,E) =0
det(B,C, F) =0

| det(B,E,D) =0

cuya matriz de coeficientes es de 4 x 6, la cual no puede tener rango cuatro
porque la soluciéon de ese sistema no debe ser la trivial. Asi, pues debe tener
rango como maximo 3, de donde cada subdeterminante de 4 x 4 debe anularse
y uno de esos determinantes es el siguiente:

(a1fo —asfi) —(ardy — asdy) 0 0

(bleg - b2€1) 0 (dleg - dgel) 0
0 (bicg — bacr)  (cifo—cafi) —(bifa —baf1)
0 0 0 —(a1e9 — asey)

— —£a1€2 — agel)J-Q =0
%

=Q=0

Para la otra implicaciéon veremos que el polinomio () es invariante bajo la
accion del grupo SL(C?) y podemos calcular una representacion de soporte
usando cualesquiera de los Algoritmos 2 y 3.

Escribimos las coordenadas homogéneas de los seis puntos como columnas

para formar la matriz

X::<a1 by ¢ di e f1>

as by co do e fz
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En la aproximaciéon del enderezamiento reemplazamos X por la matriz

x . (@ by ¢1 dy er f1 0 —1
. a9 b2 Co d2 €9 f21 0

cuyas ultimas dos columnas son etiquetadas como 1 y 2. Expresamos cada

extendida.

matriz entrante de X como un maximal menor de X' por a; = [al], by =

1], fo = [f2).
Esto transforma el invariante () en el siguiente polinomio de soporte:

—lal]|b
al

[al]|
[al]|
+[al][b
[a2]|
[a2]|
[a2]|

S

a?2||b

)
(\)
=N

Q

[\
=N
DO
o

—_
Sy
)
™

—_

Aplicamos el algoritmo de enderezamiento para C[A(8,2)] con respecto al
orden de los indices de las columnas a < b<c<d<e< f <1< 2 Enla
estrategia especifica utilizada en la implementacion por el autor del algoritmo
de enderezamiento, este calculo requiere de 58 pasos. La salida es la siguiente
combinacion lineal de la tabla estandar:

—labllcd][ef1[12][12][12] + [ab][ce][df][12][12][12]
+ac][bd]le f[12][12][12] — [ac][be][df][12][12][12]
—ad][be][cf][12][12][12]

Por lo tanto el invariante () tiene la siguiente representacion en soporte:

Q = —[abl|cd][e f] + [abl|ce][df] + |ac][bd][e f] — [ac][be]|df] — |ad][be][cf]
(3.2.2)

Para el mismo polinomio (). El Algoritmo 3 se implementa como sigue. El
monomio inicial de ) con el orden monomial diagonal es m = a1b1cidses fo.
La correspondiente tabla estandar es T, = —[ad][be][cf] vy reemplazamos
@ por QQ — ®3)(1},). Ahora el monomio inicial es igual a ayb; X cadies fo
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y lo restamos de la expansion de —[ad][be][df]. El nuevo monomio inicial es
ar1bycadaey fo y se resta de [ac[bd][ef]. El nuevo monomio inicial es aibycidyes fo
y se resta de [ab][ce][df]. El nuevo monomio inicial es a1byocidaer fo v se resta
de —[ab][cd][ef]. El ntimero de pasos necesarios en el Algoritmo 3 son cinco,
donde este niimero siempre es igual al tamano de la salida.

Notar que la representacion en soportes encontrada por ambos métodos no es
en general minima.

En nuestro ejemplo, la representacion minima de soporte de () sélo tiene dos
tablas:

Q = —[ad]cf][be] — [af][bc][de].
]
En general para invariantes de SL(CY), sigue siendo un problema interesan-

te encontrar un buen algoritmo para calcular una representacion de soporte
teniendo un ntimero minimo de tablas.



Conclusiones

* Dado un grupo finito de matrices, el anillo invariante estéd generado por
un conjunto finito de invariantes algebraicamente independientes.

* Las bases de Groebner dan una herramienta computacional para de-
terminar si un conjunto de invariantes es completo i.e. genera todo el anillo

invariante.

* El Grupo de Galois de un polinomio monico irreducible se puede calcular
usando métodos computacionales fundamentados en la teoria de invariantes.

* En Geometria Proyectiva los polinomios invariantes bajo la accion del
Grupo Especial Lineal se corresponden a propiedades geométricas en el espa-
cio proyectivo.

o8
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