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Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales

Ecuaciones diferenciales

Para conocer el comportamiento de una funcion en genettag, kas cosas
mas importantes se encuentra ser creciente o decrecientgjeaen general sblo
puede interesarnos en un intervalo.

Definicion 1.1. Una funcbn f se dice que es creciente en un conjurstcsi
f(z) < f(y) para todo par de de puntas e y en el conjuntaS, conxz < y. Si
la desigualdad primera es estricta se dice que es estriatéer@eciente.

De manera similar sucede para decreciente y estrictameatediente.

Definicion 1.2. Una funcbn f es llamada modtona si es creciente o decreciente
en.s, pero no ambos.

El termino estrictamente monoétona, se refiere a que dstagtente crecien-
te o estrictamente decreciente&n

Definicion 1.3. El simbololim,_,, f(z) = A, se refiere a que para todo > 0
existes > O tal que|f(z) — A| < ¢ siempre qué® < |z —p| < 0

Definicion 1.4. Una funcbn f se dice que es continua en el puptsi,



» [ est definida en el puntp.

n lim,,, f(2) = f(p)

Teorema 1.1.Seaf una funcon continua en un intervalo cerrada, b], entonces
f est acotada enja, b]. Esto quiere decir que existe una constafite> 0 tal que,
|f(z)| < C paratodaz en|a, b].

Prueba Por contradiccion, usando el método de biseccion. Smaswef
no es acotada €fa, b]. Seac el punto medio deu, b|. Entonces sff no es acotada
en|a, b, es decir, no es acotada en al menos uno de los sub intefwatds [c, b].
Seala, b, | la mitad defa, b] en la quef no esta acotada.

Continuando con el proceso de biseccion repetidamentetaedo pofa,, 1, b, 1],

el intervalo del paso n-ésimo donde la funcién no estaaaieot. Asi la longitud del
intervalo sera la mitad de su predecesor por lo que su laxﬂlgiﬂ;(‘;b) .

SeaA el conjunto de los puntos extremos de la izquierda , a-, .. asi construida y
sea el supremo del. Entoncesy esta erja, b], por continuidad en la parte inferior

deq, existe un intervalo de la forma — J, « + ) en el que

[f(z) = flo)] <1 (1.1)

Sia = a, el intervalo toma la forméa, a + §) y sia = b, este toma la forma
(b—9,0].
La inecuacion (1.1) implica

[f(@)] <1+ |f(a)]

asif esta acotada pdr+ | f(«)| en ese intervalo.

Sin embargo el interval@u, b, | esta contenido ef — 0, a + §), cuandon es tan
grande qué%.2 < 6.

lo que resulta ser una contradiccion ya ueo esta acotada ahi.

Teorema 1.2.Si una funddn f es continua en cada punto de un intervalo cerrado
la, b], entonced es integrable effu, b].

Teorema 1.3.Seaf una funcon tal que es continua en un intervalo cerradob]
y asumiendo que es derivable en cada punto del intervalatabie, b). Entonces
se tiene:
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= Sif'(z) > 0 paratodaz enfa,b], f es estrictamente creciente énb)
= Sif'(z) < 0 paratodaz enfa,b], f es estrictamente decreciente @nb)
= Sif'(z) = 0 paratodaz enfa,b], f es constante efu, b)

Definicion 1.5. Una ecuaaddn diferencial de la forma

Yy + Plx)y = Qx)

dondeP y (Q son funciones continuas ya definidas, es llamada ecuacieredcial
lineal de primer orden.
SiQ(z) = 0 es llamada homdgnea.

Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Leibnitz (1646-1716) conocia varias soluciones al pnolalénverso de las
tangentes que cumplian alguna condicion dada en su énlwer esa época se em-
pleaban sobre todo métodos geomeétricos.

El prefirid usar técnicas del recientemente desarrolizdculo, y finalmente el 11
de Noviembre de 1675, escribjoy dy = %yz resolviendo asi la primera ecuacion
diferencial.

En esos afios no habia ninguna separacion entre el @aldak ecuaciones dife-
renciales, esta ocurrio en algin momento del siglo XlXsnde doscientos afos
después y fue sobre todo por cuestiones didacticas, ewtegde un punto de vista
mas estructural forman una unidad indivisible y que tiemtecotras fuentes a la
fisicay a la geometria.

Se dice que una ecuacion diferencial es una ecuacion emtpreiene una fun-
cibn incognita y sus derivadas.

Definicion 1.6. Seaf : D ¢ R""' — R” una funcén continua con dominio
D, dondeD es un conjunto abierto y conexo no i@centonces una ecudni
diferencial ordinaria (EDO), tiene la forma

x' = f(t,x) (1.2)
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dondex = (1, 29, ..., 2,) € R Y (t,%) = (¢, 71,23, ..., 2,) € D C R"L,

Tambien se llamara EDO a una ecuacion que se pueda trarasfen una
que tenga ésta forma. El nUmerse llamaordende la ecuacion. La funcioft, x)
se llama ekcampo vectoriabsociado a la EDO. Unsolucbn de esta ecuacion di-
ferencial es una curva o funci@n: I ¢ R — R™ donde! es un intervalo abierto
y para cada € [ se cumpley’(t) = (¢, o(t)).

Para una ecuacion diferencial conocida,

2 (t) = ax(t)

tenemos que es un parametro, donde para cada valor distini@ de obtiene una
ecuacion diferencial diferente. La ecuacion dice qua padlo valor de la relacion

2'(t) = ax(t)
es cierta.
Se puede obtener la soluciobn de esta ecuacion utilizasdledrramienta de
calculo. Sik es un nUmero real constante, entonces la fune{@h= ke™ es una

solucion, ya que se tiene
7' (t) = ake™ = ax(t)

A la coleccion de las soluciones de una ecuacion difeagnlei Ilamamos
solucibn generalde la ecuacion.

Para describir de forma cualitativa los cambios de las sgmhes, el signo de
a s de suma importancia.

1. Sia > 0, lim,_, ke* es igual axo, cuandok > 0, y es igual a-oco cuando
k <O.

2. Sia = 0, ke™ = constante
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3. Sia < 0, limy_, o ke® =0

No6tese que hay una solucion especial de la ecuacionediteal, cuando
k = 0.
Esta es la solucion constanté) = 0. Una solucion contante es llamasialucibn
de equilibrio o punto de equilibriale la ecuacion. Los equilibrios estan entre las
soluciones mas importantes de las ecuaciones diferescial

Decimos que el punto de equilibrio es una fuente cuando lasieaes cer-
canas tienden a alejarse de él. El punto de equilibrio e®mo puando las solucio-
nes cercanas tienden hacia él.

x 10° 20 exp(t)

15

0.5

Figura 1.1: Gréfica dez'(t) = a z(t) para distintos valores dea > 0y k > 0, en este caso
y(t) = 0 coincide con una fuente pues con el cambio de el pametro « las soluciones tienden a
elejarse de la soludn nula.

Ecuaciones diferenciales con retardo discreto

Con el tiempo las ecuaciones diferenciales ordinariasgiglas han desem-
pefiado importantes papeles en la historia de la dinamitasgoblaciones teoricas.
Sin embargo, en general son las primeras aproximaciones @dehsiderados siste-
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mas lineales, debido a que se dejan de lado algunas corsaesde la evolucion
del sistema. Los modelos mas realistas deben incluir akyde los Ultimos esta-
dos de estos sistemas, es decir, idealmente, un sistengelesater modelado por
ecuaciones diferenciales con retardos de tiempo

En efecto, el uso dEcuaciones Diferenciales con Retardo el modelado
de la dinamica de poblacion es actualmente muy activoram garte debido al re-
ciente y rapido progreso logrado en la comprension denlamdica de varias clases
importantes de retardo en las ecuaciones diferencialetgnsas de estas ecuacio-
nes.

Lateoria de ecuaciones diferenciales con retardo se aupedelos donde
la variacion de la variable de estadocon el tiempo depende de cada instahaw
so6lo dez(t) si no también de los valores deen instantes anteriores. Una ecuacion
diferencial con retardo, es aquella en la que en la exprebestado, aparece el
estado en uno o varios instantes.

Esto es:
() = f(t,z(t), z(t — 1), ..., z(t — 7))

, una ecuacion diferencial general con retardo tiene lador

2(t) = fla(t), z(t — 7)) (1.3)

Un problema de valor inicial que contenga retardos requigxs informacion que
su problema analogo sin retardo. El caso mas sencillow aq el que apararece
un Gnico retardo

'(t) = f(t,x(t), 2(t — 7))

Para el sistema diferencial ordinario, una Unica solu@sta determinada por un
punto inicial en el espacio Euclideano en un tiempo inigjiaPara un sistema que
incluye retardos, una solucion requiere informacion erniniervalo entero de la
formalt, — 7,t,]. Ahora para conocer la razbn de cambiagmecesitamos saber
que sucede en(ty) y z(to — 7), y paraz’(t, + €), necesitamos conocer toda la zona
enz(ty+e)yz(to+e— 7).
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Asi, con el fin de darle sentido al problema de valor inicsal,necesita dar una
funcion inicial o historia inicial, es decir los valoresg) para el intervalg—r, 0].
Cada una de estas historias iniciales determinan una &aigeion de la ecuacion
diferencial con retardo. Si se requiere que las funcioniesalas sean continuas,
entonces el espacio de soluciones tiene la misma dimeosiaC'([t, — 7, to], R).
En otras palabras ser de dimension infinita.

Se conoce el problema de valor inicial presentado anteeotex’(t) = —ax(t),
ahora agregando el retardo, se obtiene

' (t) = —ax(t — 7) (1.4)

dondea > 0. Esta ecuacion diferencial lineal posee un retardo y aatifga

de lo que sucede con la ecuacion diferencial lineal ordine(t) = —ax(t), su
comportamiento varia a medida que lo haegnr .
Si 7 = 0 las soluciones de la ecuaciof(t) = —az(t) tienen la formac(t) =

z(0)e~™, por lo que convergen exponencialmente a cero. Para el casula
el retardo es positivas > 0, la ecuacion (1.4) no es facil de integrar y el
comportamiento de las soluciones esta determinado poriess de la ecuacion
caracteristica.

De igual forma que en el caso ordinario, debemos buscarienkgde la forma',
sustituyendo de manera directa en la ecuacion (1.4) paea@b

AeM = —aeMT) = N4 ae™ =0 (1.5)

Las raices de esta ecuacion trascendente proporciosasmllares caracteristicos,
gue determinan el comportamiento de las soluciones.

Si se toma

et =a+18;, acR,pe0,)en(1.5), entonces

a = —ae “Tcos(PT)

B = ae “"sen(fT) (1.6)

Asi es necesario conocer donde estas raices sufren un cafdstando las
soluciones.
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Proposicion 1.1. Seaa, T € (0, 0). Una condicbn suficiente y necesaria para que
todas las raices\ de (1.5) tengan raices con parte real negativa es

0<ar< g (1.7)

Prueba Asumiendo querr < 7, debe mostrarse que las raices de (1.5) tie-
nen parte real negativa. Suponiendo que (1.5) tiene upa raia + /5 cona > 0,
se tendria de (1.6) gueno puede ser real y no negativa. De donde se supon@
y eso implica,

0 < B =are “sen(fr) <

bo| 3

mostrando que el lado izquierdo de
a = —ae “Tcos(PT)

es no negativa, mientras que el lado derecho es negatiwcé&stradice la prueba
de la parte de suficiencia.

Al probar la necesidad en (1.7), se muestra que cuands 7, (1.5) tiene un par
de raices imaginarias puras.

Por ejemplo cuander = 7, (1.6) tiene las raice®), £uw) dondew = -y esto es

la prueba de la necesidad en (1.7).

Proposicion 1.2. Asumienda, 7 € (0,00) y
ate <1 (1.8)

Entonces

1

tlirg(}[u(t)@“] = Tour {U(O) + )\0/_ 0e~*0%u(s) ds} (1.9)

donde), es una raz real negativa de

A+ae ™ =0 (1.10)
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y u es alguna soluéin de

u(t)+au(t—71)=0 (1.11)

Prueba Se define®” como
F(A)=X+ae™™

y nbtese que
F0)=a>0

F<_—1) _ —1 + aer <0,
T T

()

luego existe una raiz real negativa de- ae=*” = 0 mostrandose que todas las
Xo € (=£,0) satisfacenAo|r < 1.
Siguiendo la representacion de la integrodiferencial

dit [y(t) +>\/th y(s)ds} — f(t)e ™

gue alguna solucion de (1.11) satisface

% {v(t) + Ao /t v(s)ds] =0; (1.12)

Asi cuandoar < % las soluciones convergen exponencialmente a cero, corabo en
caso ordinario.

Es decir que para retardos pequefios las soluciones nm griedes cambios. Si

% < at < 7 las soluciones convergen a cero pero oscilando.

Esta es una de las principales caracteristicas de lasiesaacon retardo, pues es
imposible que esto suceda con una ecuacion diferencedlliordinaria de primer
orden. Parar > 7 aparecen soluciones periodicas y algunas no acotadas.
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Solucién de la EDR

solucién y

. . .
0 10 20 30 40 50 60
tiempo t

Figura 1.2: Para valores der menores quel /e la grafica de la solucbn con retardo conserva
la forma usual de su ecuadn analoga sin retardo

Solucién de la EDR

solucién y
=)

I
I
N

. . . . .
[¢] 10 20 30 40 50 60
tiempo t

Figura 1.3: Tomando valores der, tal que% < at < %, aparecen oscilaciones, que finalmente
covergen a cero.

Métodos de integraci 6n

Para encontrar la solucion explicita ya sea de una emna@gié contenga o
no retardos, es necesario hacer uso de integracion, eleaso es tan sencillo
por lo que es apropiado recurrir a técnicas que ayuden diaaplos calculos.
Seas una funcion definida efa, b] y seaP = z, 24, 22, ..., x,, Una particion deéa, b|
tal ques es constante en los subintervalositleEntonces denotamos poal valor
contante de;, tomado del k-ésimo subintervalo abierto asi que,

s(x)=s, st wp<x<zp k=1,23,...,n

Definicion 1.7. La integral des de a a b, denotada por el simboltff s(x)dx
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Solucién de la EDR
15 T

solucién y
o

. . . . .
10 20 30 40 50 60
tiempo t

Figura 1.4: Para valores superiores ar/2 aparecen soluciones periodicas

esh definida por la siguientedfmula.

n

b
/ s(x)dx = Z si(T; — xi-1) (1.13)
a =1

En 1691, el problema inverso a las tangentes condujo a lieilanidescubrir
simultaneamente el método de separacion de variabtag@solver ecuaciones de
la formayj—g = X (z) Y(y) y el Teorema de cambio de variables en las integrales.
Aln cuando no es posible resolver todas las ED de forma @&impk posible en
ciertos casos, obtener la solucion general de una formiacegap Algunos casos
para ecuaciones de primer orden en los que se puede encorarswlucion general

se presentan a continuacion.

= Ecuaciones Exactas
Consideramos una ED escrita de la forma siguiente:

P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 (1.14)

Desde el punto de vista de la formas diferencialeses 1-forma eiR? (o en
un abierto déR?) su expresion en coordenadas es:

w = P(r,y)dz + Q(z,y)dy

Por lo tanto en la ecuacion (1.14) es= 0. Cuandow sea 1-forma exacta,
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existira una funcioryf(z, y) de la forma
w=df

y por lo tanto al sew = 0, f(z,y) = c es la solucion general de la ecuacion.
Una condicion necesaria para quesea exacta es que sea cerrada, es decir
w = 0, en coordenadas esta condicion se traduce en:

orP 0Q

———=0 1.15

oy Oz ( )
Suponiendo que las funcion&%z, y) y Q(z, y) son diferenciables. Esta con-
dicion es tambien suficiente en el caso en que el abierf@*den el que se
trabaja, sea simplemente conexo o haciendo consideradientgo local.

De acuerdo a este tipo de interpretacion, llamaremos gxuaiferencial
exacta a aquella que este escrita de la forma (1.14). Lagziecea exac-
tas son inmediatamente resolubles, pues basta encongréungionf (z, y),
cuyas derivadas con respecta a y coincidan respectivamente cét{z, y)

y Q(z,y).

Factores integrantes

No toda ecuacion es exacta, pero podria pensarse quetiglicaion por un
factor globalu.(z, y), haria que la nueva ecuacion sea equivalente a la anterior
al menos si existe el inverso ge Es decir aunquev no sea exacta, una
eleccion adecuada gehace queuw lo sea. Para ello deberia de verificarse la
condicion de exactitud dada anteriormente:

or 99
oy  Ox

Lo que equivale a una ecuacion en derivadas parciales uheparden para

la funcidn.

La obtencion de la solucion de esta ecuacion difereresat¢quivalente en
dificultad a la resolucion de la ecuacion de partida (eldedanétodo de estas
caracteristicas lleva a la ecuacion original) pero noexesario conocerla.
Basta hallar una funcion que verifique esa ecuacion, g 8asta una solu-
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cion particular.
Se dice que:(z, y) es un factor integrante para esa ecuacion.

El uso de factores integrantes no es, un método muy efe€@iwdecho, toda
ecuacion que tiene una Gnica solucion admite una farniiiaita de factores
integrantes. Es obvio que no sabemos calcular la soluadodhs las ED.

= Variables separadas
Se dice que una ecuacion diferencial es de variables skgsash se puede
escribir en la forma:
PRI

9(y)
Se trata de una ecuacion exacta, escribieéndola en la fdrid):

fx) dr —g(y) dy =0

y por tanto se pueden usar los métodos expuestos antenitarsén embargo,
en la practica resulta mas directo prescindir de estostgdanientos y
escribir:

/g(y) y'(z) dv = /f(:c) dz+C

y cambiando la variable de integracion en la primera irategr

[ow = [ rwar+c

relacion que una vez integrada, permitira encontrar llacgm.

= Cambio de variable
Uno de los métodos mas interesantes para la resoluci&bdss el de cam-
bios de variable, tanto independiente como dependienteei®@bargo, no
siempre es sencillo adivinar cual es el mejor cambio queldiogla ecua-
cion y la hace resoluble por algun método elemental. Ainaation algunos
tipos de ecuaciones y los cambios de variable que ayudandLgits.

Ecuaciones homogneas
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Supongamos que la funciffitz, y) es homogénea de grado 0, es decir:

[tz ty) = f(x,y)

En este caso, si se escripe= zx, dondez es la nueva incognita, la
nueva ecuacion es:

dr+z=f(x,zx) = f(1,2)

gue es una ecuacion de variables separadas:

/ f(l,Z)—Z

z =
T

y que puede resolverse con el método dado anteriormente.

Ecuacion de Bernouilli
El siguiente tipo de ecuaciones se puede resolver mediantarabio
en la variable dependiente:

Y = flx)y+g()y"

donder es un numero real. Si se pone- y'~", la nueva ecuacion es:

7 =Q1=r)(f(x)z+9())

que es una ecuacion lineal de primer orden.

Aunque de formas similares puede hacerse para sistemasudei@es de
primer orden, solo para estas ecuaciones pueden hacerssamaciones graficas
sencillas.

Interpretaci 6n geom étrica de las EDO de primer orden. Isoclinas

Seay’ = f(x,y) una ED de primer orden, a cada punto del plang po-
demos asignarle un segmento de pendigfitey), de esta manera obtendremos un
campo de direcciones en la region en la clal esté defihida
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Se denominan isoclinas a las curva que unen los puntos dapeadiente es cons-
tante.

De acuerdo con la ecuacion diferenciél= f(z,y), una solucion de esta ecua-
cion es tangente en cada punto al campo de direcciones.sidepde esta forma
obtener una grafica aproximada de las soluciones medibhdileugo de las isocli-
nas de la ecuacion, curvas de nivel de la funcibis posible que en algin punto
la funcion f tenga un valor infinito. En este caso no puede hablarse cqieglad
de una solucién. Sin embargo con respecto al dibujo apakinde las curvas in-
tegrales este hecho puede obviarse mediante la consiuledeia curva asociada
¥ = @ , dondez’ = j—z, es decir considerandozaen funcion de la variable
y. De esta forma, cuando aparezca un punto de pendienteargsumia la ecuacion
inicial, se puede considerar esta otra ecuacion y tratamrea integral como una
solucion suya. No siempre es sencillo dibujar las isoslyp@or tanto las solucio-
nes.

La existencia y unicidad de una ecuacion seran una de ilme@s dificultades a
tratar. Una ED tiene en general un nimero infinito de sohe&soSin embargo si so-
metemos dichas soluciones a alguna condicion de tipo @iéispg podemos elegir

entre ellas una sola.

Existencia y unicidad

Puesto que en muchas ocasiones no dispondremos de laosoéixgilicita
de una ecuacion diferencial, resulta muy interesantetetiesde las propiedades
de esas posibles soluciones, asi como de su existenciaigaohi En general, se
entiende que un problema esta bien planteado cuando tdungds Unica y ésta
depende en forma continua tanto de los parametros de |l&iéoueomo de los
datos iniciales.

Definicion 1.8. Seaf : I — R una funcon definida en al@n intervalo de la recta.
Se dice qu¢g verifica la condicbn de Lipschitz si:

|f(z) = fy)| < Llx —y|, Ve,yel
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dondeL es la constante de Lipschitz de la fumtif .

Veamos ahora como toda funcion derivable con derivadaragmes Lips-
chitziana localmente.

Lema 1.1. Seaf : I — R una funcon derivable y acotada eh Entoncesf(z) es
Lipschitziana y una constante de Lipschitz es @kimo de la derivada en.

Entre los resultados mas importantes se encuentra elfaate existencia
y unicidad que escribe a continuacion.

Teorema 1.4.Sea la ecuadn diferencial de primer ordent’ = f(¢, ) dondef
es una fun@n continua en:

D ={(t,x) : |t —to| < a,|z — x| < b}

y Lipschitziana en la segunda variable en el mismo conjunitalzondicbn de
lipschitzianidad no necesita establecerse en tégero no se entrax en estos
detalles). Entonces existe una soblrciinica z(t), que verificax(ty) = x¢ y que
est definida en un entorno dg, |t — to| < 7, dondeT = min{a, %} siendo
K =sup{f(t,x): (t,x) € D}.

Para mostrar el segundo Teorema de existencia y unicidagnues intro-
ducir primero el concepto de aplicacion contractiva y uaréena de punto fijo.

Definicion 1.9. Sea(F, d) un espacio rétrico y 7" una aplicacon deF en E. Se
dice queT es contractiva de constantesi, 3 a, 0 < a < 1, tal que

d(T(z), T(y)) < ad(z,y), Vr,y € K

El resultado que nos interesa relativo a las aplicacionesaxivas es el si-
guiente Teorema de punto fijo (existen teoremas de punto éipgenerales, como
los de Brouwer, Schauder-Tychonoff, que aparecen en tewrdmexistencia, para
diversos tipos de ecuaciones diferenciales ordinariasdeeawadas parciales).
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Teorema 1.5.Sea( F, d) un espacio rétrico completo y" : £ — FE una aplicacon
contractiva de constante Entonces existe uinico punto fijo de la aplicadn T,
es decirdz € E tal queT'(z) = x.

Otra forma del teorema que proporciona resultados de existglobales, y
su demostracion a partir del Teorema del punto fijo.

Teorema 1.6.(Picard-Lindelof )
Consideremos la siguiente ecuagidiferencial (o sistema de ecuaciones de primer
orden):

{ P(t) = fltx)  teltoh]

z(ty) = g

dondef : [t,t;] x R™ — R™ es una fundn continua y lipschitziana en la
segunda variable (vectorial en general) en todo su domieidefinicon, esto es:
|| f(t,x1) — f(t,xz2)|| < L||z1 — xo|| para todot € [to,t1], x1,22 € R, L > 0.
(/|.|| denota la norma usual eR™). Entonces, existe una unica solociz(¢) que
verifica la condicbn inicial y esé definida erjty, ¢;].

Estabilidad

Una de las cuestiones mas interesantes que se puederapkmterno a las
ecuaciones diferenciales es la de estabilidad de las sokgj es decir, si se dan
los datos iniciales (una pequeia cantidad), que se puettedeécomportamiento,
para todo valor de la variable independiente, de las salesicorrespondientes.
Se definira primeramente que se entiende por estabilidadalsolucion.

Definicion 1.10. Consideremos el siguiente

x(ty) = o

{ P(t) = f(t.o)

que se supone admite una solutinica, z(t), definida para toda > t,. Se dice
quez(t, z9) es una soludn estable (a la derecha) stte > 0, 3§ > 0 tal que,
si o € R™ verifica que|z, — zo| < ¢, entoncesdz(t, Z,) que es soluéin, con
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x(t, o) = Zo, definida erty, oo) y tal que:
||z(t, Zo) — x(t, z0)|| <€, ¥Vt >t
es decir, las soluciones que tienen condiciones iniciaesaadel punto ini-

cial de la solucion a estudiar, se mantienen cerca de astaqdo el tiempo poste-
rior.

Se puede considerar una clase mas particular de estabiidiéamada estabilidad
asintotica.

Definicion 1.11. Se dice que(t, =) es una soludn asinbticamente estable, si es
estable y si existe > 0 tal que, si||Z, — zo|| < 1 entonces,

lim ||z(t, Zo) — x(t, z0)|| =0

t—o00

Nobtese que se necesita que la solucion sea previameatdesdEs decir,
la condicion de tender a la solucion en el infinito no es girite para asegurar
la estabilidad. Sin embargo, para las ecuaciones de prirden@s una condicion
suficiente.

Linealizaci 6n
Tomemos ahora la ecuacion diferencial ordinaria
¥ = f(z) (1.16)
Una solucion constante o de equilibrio &g debera cumpliyf (z) = 0.
Asi tomemos una perturbacion de este punto de equiliesodecir una
solucion cercana de la formdt) = = + cu(t) entonces

¥ = eu = f(x)

= f(l'() + EU)
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donde podemaos utilizar la aproximacion de Taylor obtesden

e = flxg+eu) = f(xo) + f'(xo)eu
= ef'(zo)u

DefiniendoJ = f’(x,) obtenemos la ecuacion
u = Ju (1.17)

Que recibe el nombre denealizacbnde (1.16)

Linealizaci 6n con retardo
Supongamos que se tiene la ecuacion diferencial ordinaria
¥ = flx,z(t — 7)) (1.18)

dondex(t — 7) es de retardo discreto. $j es una solucion constante o punto de
equilibrio, entonces al sustituir (1.18), obtenerfies f(xq, zo) y esta igualdad nos
da la forma para calcular los puntos de equilibrio.

Si z(t) = o + eu(t), es un solucion cercana al punto de equilibrjp
entonces

¥ =eu = f(x,z(t — 7)) = f(xo + eu(t), zo + eu(t — 7))
Usando las aproximaciones de Taylor en dos variable senabtie

eu = f(zo + eult), zo + eu(t — 7))

f(xo, z0) + D1 f (20, x0)eu + Dy f (20, To)eu(t — 1)
Dy f(xg, zg)eu + Do f(xg, xo)x(t — T)eu(t — 1)

= €Dy f(wo,0)z(t)u + Daf (w0, w0)2(t — 7)u(t — 7)]

ahora si hacemos
J = D f (w0, z0) (1.19)
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JD = Dgf(ﬂfo,ﬂfo) (120)

Entonces podemos escribir

u' = Ju(t) + Jpu(t —7) (1.21)

Relaci 6n entre una ecuaci 6ny su linealizaci 6n

En general si no es posible encontrar la solucion de una#cudada, se
puede al menos describir el comportamiento de la misma ez otra ecuacion.
Se dira que un punto de equilibrio de una ecuacion diféeates hiperbolico si
la matriz Jacobiana dg no tiene valores propios con parte real nula. En éste caso
unidimensional, ésta condicion se traduce al hecho d¢ gueno se anule en dicho
punto de equilibrio.

El Teorema de Hartman-Grobman establece que para cada gergquilibrio

xo hiperbblico de la ecuacion diferencial existe una veath®t de z, y un
homeomorfismoh definido enV que manda las soluciones de la ecuacion
diferencial original sobre las de su linealizacion. Enastipalabras, en dicha
vecindad/ las soluciones de la linealizacion y las de la ecuacicreifcial original
tienen el mismo comportamiento cualitativo.

interpretacion grafica

¥y = K(x-x;)

modelo o Ty
pequeio

w O punto de equilibrio
_// (Xg.¥a)
g

punto

de equilibric
X / e

Figura 1.5: Interpretaci 6n geonétrica de la linealizacbn de una ecuadn diferencial, en un
punto de equilibrio

A J

En base a lo anterior se definira el comportamiento cuialitake las solu-
ciones de una ecuacion diferencial en una vecindad debmenéquilibrio.
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Definicion 1.12. Estabilidad por la derech&e dice que un punto de equlibrit
es estable si para tode > 0, existe unar > 0 tal que si,z(t,) est en B,.(P),
entonces:(t) est definida paratoda > ¢, y z(t) est enB.(P) para todat > t,.

Definicion 1.13. Estabilidad asinbtica por la derechaSe dice que un punto de
equilibrio P es asinbticamente (exponencialmente) estable si existeruna 0
tal que si,z(ty) est en B,.(P) entoncese(t) est definida para toda > ¢,y

limy o, xz(t) = P.

Definicion 1.14. Estabilidad asinbtica por la izquierdaSe dice que un punto de
equilibrio P es asinbticamente (exponencialmente) estable si, existeruna 0
tal que si,z(ty) est B,(P), entoncesc(t) est definida para toda < ¢, y

Iy, o z(t) = P.

1%

e ————

=
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La ecuaci 6n caracteristica
Suponiendo que la linealizaciande (1.17) es de la forma
u(t) = C eM
donde) € C al sustituir en (1.17) obtenemos
Ju = Au

y por tanto\ = J con lo que se puede deducir el siguiente resultado.
Proposicion 1.3. Si xz, es una solud@n de equilibrio de la ecuaén (1.16), se
cumplen los siguientes casos.

a) SiJ = f'(xrg) < 0 entonces;r, es asinbticamente (exponencialmente)

estable.

b) SiJ = f'(xy) > 0 entonces;z, es asinbticamente (exponencialmente)
inestable.

c) SiJ = f'(z9) = 0, no se puede concluir nada acerca:cle
Este Ultimo debido a que el teorema de la fucion inversargema que la
funcion es localmente invertible en todo el dominio a ext@pde los puntos donde
dicha derivada se anula.

En este caso de una ecuacion ordinaria, podemos decik gue/ es la ecuacion
caracteristica, la cual nos da su solucion.

La ecuaci 6n caracteristica con retardo
Supobngase que

u(t) = Ce*  w(t) una funcion real
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es una solucion de la ecuacion (1.21), entonces

o = CleM = Ay
u(t—7) = CeMt7)
— ue—)\ﬂ'

sustituyendo en (1.21) resulta
\u = Ju+ Jpue 7

dividiendo a ambos lados parnuevamente obtenemos la ecuacion caracteristica
de (1.18)
A=J+ Jpe ™ (1.22)

Definicion 1.15. Seaxz(d) = #(#) > 0 conf € [—7,0] la funcion historia o
condicbn inicial de la ecua@n (1.18). Diremos que el equilibrioy es estable
si para todoe > 0 existe uny > 0 tal que|¢(t) — x¢| < 0 en el intervalo de historia
[—7,0] y eso implica que todas las solucionesadeé) de (1.18) con historia en
[—7, 0] satisfacen quéz(t) — xy| < € para todat > 0. Si aderas existe una, tal
que|o(t) — zo| < §p en[—, 0], entonces:(t) tiende ax, cuandot — oo diremos
guez, es asinbticamente estable.

Teorema 1.7.(Principio de estabilidad linealizada para ecuaciones cetardo)
Si la parte real de todas las soluciones de la ectactaractefstica (1.22) es
negativa, entonces el equilibrig, es asinbticamente estable.

El Teorema anterior esta basado en el Jacobiano que forma gea la
ecuacion caracteritica, por lo que es la parte analodg Elposicion (1.3), donde
el signo del Jacobiano es negativo garantiza estabilidatbtisa, por lo tanto si/

y Jp son negativoa tendra signo negativo.
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Ecuaciones diferenciales lineales de orden n con coefi-
cientes constantes

Consideremos una ecuacion lineal de ordenomogénea de coeficientes
constantes:
™ 4+ aqpz™ ' 4+ .+ ap 12 +anx =0 (1.23)

Definicion 1.16. Se llama polinomio caractestico de esta ecuan a:

PA) =N+ a N 4 an A+ a, (1.24)

Los elementos basicos de la ecuacion diferencial soralass del polino-
mio caracteristico.

Proposicion 1.4. Si las rdces del polinomio caractgstico, \, ..., \,, son todas
distintas entre sel conjunto de funciones:

et eret At (1.25)

es una base del espacio de soluciones de la ebngdi.23)

Retomando el polinomio caracteristico (1.24) y definiendosiguiente
combinacion de parametros

_ 2 _ 12 2 _ 2 2
b,y =1—a; ¢, = b, — by d, = c;, — c5
b1 = a1 — apan— Cp—1 = bpby_1 — bias dp—1 = CpCp_1 — C2C3

bn—k =ar — Aplp—k Cp—k = bnbn—k - blak—l—l dn—k = CpCn—k — C2Ck42

by = apn—1 — apam ¢y = bpby — bia,—y d3 = cpc3 — C2Cpy

La lista sigue creciendo, se disminuyen los parametrogaéa etapa hasta que solo
guedan tres cantidades relacionadas con sus predecesplesqyla
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Gn=1—p) =D} 3
dn—1 = PnPn—1 — Pn—3DPn—2
qn—2 = PnPn—2 — Pn—3Pn-1

Formulando el siguiente criterio.

La condicibn necesaria y suficiente para que todas lassrde® (\)
satisfaga la condicion qug| < 1 es la siguiente:

1. P)=14+a+...+ap1+a, >0

2. (—)"P(-1) = (-D)"[(-1)" + a; (=)' + ...+ an_1(—1) +
a,) >0

(@) lan| <1
o] > |01
[en] > |2l
|dn| > |ds]

(Q) |Qn| > |Qn—2|

Estabilidad de ecuaciones lineales.

Para sistemas de ecuaciones y ecuaciones de niderconceptos son los mismos,
aunqgue evidentemente las dificultades para saber si unei@okes estable o no,
son mayores.

Considerese la ecuacion diferencial lineal general, delaes reales, con un Gnico
retardor (7 > 0):

dk dk
Zzoakﬁx(t) + Zzzobkd—ﬁx(t —7)=0 (1.26)

Se sabe que si la ecuacion caracteristica asociada coecunaion lineal neutro
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tiene raices so0lo con partes reales negativas y si togagites son uniformemente
acotadas lejos del eje imaginario, entonces la solucigialtde la ecuacion lineal
es neutra, uniformemente asintottica y estable. Por lo t@hainalisis de estabilidad
de la ecuacion (1.26) es equivalente al problema de detartdais condiciones bajo
la cual todas las raices de su ecuacion caracteristica

Sr_oar A+ (Sp_obkA®) e =0 (1.27)

estan en el semi plano complejo izquierdo y estan uniforrméenecotadas por el
eje imaginario.
Se denotara

P(A) = S_oae A", Q(A) = Sp_obpA* (1.28)

Sin perdida de generalidad, asuminags= 1.

Teorema 1.8.Si|b,| > 1, entonces para toda > 0, existen un imero infinito de
raices de
P\ +Q(Ne™ =0, (1.29)

gue tienen parte real positiva.

Por lo que la ecuacion no seria estable. Generando de fomealiata como
consecuencia el siguiente teorema.

Teorema 1.9.Si |b,| > 1, entonces la solubn trivial de (1.26) es inestable para
todar > 0.
P(N) + Qe =0,

gue tienen soludin \ con parte real positiva.

Teorema 1.10.Seaf (A, 7) = A"+ g(\, 7), dondeg (A, 7) es una fundn anaitica.
Asumimos
a=Ilim sup | A7"g(\,7)|< 1 (1.30)

R A>0
[A] =00

Entonces, como varia en la suma de las multiplicidades de las raiceg' ¢, 7) =
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0 en el semiplano abierto derecho, puede cambiar solo si uimaparece en o
cruza los ejes immaginarios.

Es decir cuando unaraiz cruza el eje, desde el semi plapoldgrhabra un
cambio de signo en la part real de la raiz de la ecuaciometiégal, lo que gene-
rara que la estabilidad cambie.

Prueba Notese primero que, dado g€\, 7) es una funcion analitica, solo pue-
de tener un numero finito de ceros en cualquier conjunto ectopde el plano
complejo. Sif(\, 7) = 0 tiene un namero infinito de raices en el semiplano abier-
to derecho, por hipotesis, entonces existe una secugnda que f(\;, 7) = 0,

|A;| = oo, cuandoj — oo, que a su vez implica

=1+ ig()\j, T). (1.32)

Por lo tanto, segln la condicion de la hipotesis se tiene

lim [ A;"g(\j,7) [= 1 > Hmsup | \;"g(A,7) |, (1.32)

e Ao
Lo que es una contradiccion. Por lo tanto se concluye queuldéipticidad total
M (7) de raices d¢f (A, 7) = 0 en el semiplano abierto derecho es finita.
Sea\ = \(7) es una raiz cualquiera ¢&\, 7) = 0 colocando un disco alrededor
A(7), entonces si’ esta lo suficientenemente cercardia multiplicidad total de
las raices en el disco es igual a la multiplicidad)de). Siguiendo el Teorema de
Rouché implica que una raiz dé7) no puede de repente aparecer desaparecer, 0
cambiar su multiplicidad en un punto finito del plano complej
Supongase qué/ (7) cambia, pero que las raices no aparecen al estar o cruzaer el ej
imaginario. Esto solo puede ocurrir debido a la aparici®mda raiz en el infinito.
Es decir deberia existir y una raiz\(7) tal que|A(7)| — oo cuandor — 7 + 0
o(t — 7 —0), conR(\(7)) > 0. Sin embargo, dondge~™ |< 1, cuando
R(A\(T)) < 0 setiene

AN T) =14+ AT"g(\, 1),

y| A™"g(A\,7) |> 3(1—«) > 0, cuandor esta cerca de*. Esto contradice el hecho
de quef(A(7),7) = 0, lo que completa la prueba.
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Teorema 1.11.Considerando la ecuagn (1.29), dondé’(\) y Q(\) son funciones
analiticas en® > 0y satisface las siguientes condiciones:

(i) P(\)yQ(X) no tienen raices imaginarias en cam

(i) P(—w) = P(wy), Q(—wy) = Q(wy) paray real;
(i) P(0)+Q(0)#£0

(V) limsup{| F53 |- [A| = 00 R(A) >0} < 1;

(V) F(y) = |P(w))* — |Q(wy)|* para today real tiene a lo sumo unimero finito
de ceros reales.

Entonces las siguientes proposiciones son ciertas

(@) Si F(y) = 0 tiene raices no positivas, entonces no ocurre un cambio de
estabilidad.

(b) Si F(y) = 0 tiene al menos una fa positiva y cada una de ellas es simple,
entonces comoincrementa, pueden producirse uiimero finitos de cambios
de estabilidad y eventualmente la ecuacse vuelve inestable.

Ahora se mostrara los criterios de estabilidad la ecuaditerencial de
primer grado con retardo discreto de la forma
dx(t) dx(t — 1)

o T T hut) ra(t —7) =0, (1.33)

donder, a, 3,y son constantes reales.

Partiendo de la ecuacion lineal homogénea de orden dos;aeficientes
constantes
'+ a1y +ay =0 (1.34)
para encontrar soluciones de esta ecuacion se suponesioselsl de la forma
_ A\
y=e"".
Asi se puede observar que



ECUACIONES DIFERENCIALES 29

y = e es solucion de (1.34% (e*)” + a1(e*) + az(e™) =0

<:>em()\2+a1)\+a2):0<:>)\2+a1)\+a220

Que no es mas que la ecuacibn caracteristica asociadapliasoses de dicha
ecuacion nos determina nUmeropara los cualeg = ¢** es solucion de (1.34).
Asi para (1.33) su ecuacion caracteristica asociada es

A ade™ + B4+ ye ™ =0, (1.35)

Por el Teorema 1.9, cuando| > 1, la solucion trivial dez(¢) = 0 de (1.33) es
siempre inestable para> 0. Por lo que asumiremos que| < 1. El caso cuando
|a| = 1 sera tratado como un caso critico.

En el casga| < 1, por el Teorema 1.10 sabemos si la estabilidad de la solucid
trivial z(¢) = 0 de (1.33) cambia en = 7, entonces (1.35) debe tener un par de
raices imaginarias puras cuande- 7. En virtud del Teorema 1.10, puede pensarse
gue las raices de (1.35) tiene una funcion continua enn@sel retarde es decir

A7)+ aXe™ 7 4 g4 e N7 = .

Para comprender el cambio de la estabilidad, hay que detarmlivalor der en el
gue (1.35) puede tener un par de raices imaginarias pursgeaias. Asumiendo
gue) = w, w > 0 es unaraiz de (1.35) para= 7, 7 > 0 primero consideremos
la siguiente suposicion.

(H1) 64+a#0
Se tratar&® + o = 0 como un caso critico.
De (1.35), se tienen la parte real e imaginaria respectintane

awsenwt + B + yeoswt = 0

w + awcoswT — ysenwt = 0 (1.36)

Al trasladarg y w al lado derecho de las ecuaciones (1.36) y elevando al
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cuadrado

o?w?sen®(wr) + 2awysen(wT)cos(wt) + Y2cos* (wr) = B

2, 2

*w?cos® (wt) — 2awysen(wr)cos(wt) + yisen? (wr) = w?

sumando se obtiene

oW + 4% = w? + B2 (1.37)
Entonces 2 _ g2
“%:Z—w (1.38)

Derivando (1.35) con respecto\a
(1+ae™ —1aXe™ — 41 )d\ =0
y luego con respectoa
(X2 4y de™)dr =0
igualando y despejando, se tiene

{1+ ae™ — 1(a + 7)6_)‘T} dA = AMal+7)e™. (1.39)

dr
(H2) Sea~? > f?, bajo esta suposicion puede verse que existen las raices
puramente imaginarias de (1.35) y son simples. Ya que dertago en
(1.38) se tendria que seria imaginario y por tanta no seria imaginario
puro como se asumio al inicio.

Despejando en (1.39) despejando y reacomodando en (188&)btene
respectivamente

A\ NMMta 7 \ aX+7y
i - - T = — ) 1.40
<d7) Max+y) a 4° A+ B (1.40)
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siom {d(jik) }A:M — sign {ﬁR (%) _1}A:M
— sign {3% (ﬁ) +R (ﬁ) }A:zw

Sustituyendo el valor de”

- x5 ) 9 ()}
= sign {§R (—m) R (ﬁ) }Azzw

Evaluando en\ = w

- sign{% (—m) R (W)}

Multiplicando denominador y numerador por el conjudado

—w(—w + B) Yy —w(—aw + ) respectivamente

, 1B — w) —1(y — 10w)
= s {x (S0 ) R () )
Extrayendo unicamente la parte real de cada término
. 1 a?
- {w2 +82 42 +Oz2w2}
Haciendo uso de (1.37)
L 1—a?
= Ssthg {7(,02 T 62}

Como el denominador es positivo
= sign{l — ozz} =+

El Gltimo paso es valido dado que+# 0. Por lo tanto si|a| < 1, entonces

stgn <M> Ixzw= +, es decir d(;R)\)
-

—w 1.41
dr |>\— >0 ( )

Esto implica que todas las raices que cruzan el eje imagirariw de
izquierda a derecha cuand@aumenta.
se consideran los dos casos siguientes:

= Caso15++v<0
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Sear = 0 en (1.35). Entonces se tiene que

0=A(0)+aX(0)+ B8+~
Despejando
AO0) (1 +a) =—=(B+),

y por lo tanto
(8+17)
A0) = —

(0) (1+a)
es decir la solucion trivial de la ecuacion diferenciautnal con re-
tardo (1.33) es inestable cuando no hay retardo, y por (lsélnan-
tendra inestable para toda> 0.

> 0;

= Caso2p8+v>0
En este caso\(0) = —f% < 0; es decir que la ecuacion (1.33), es
asintoticamente estable cuando no hay retardo.
De (1.36), despejand@swT en la primera ecuacion y sustituyendo en

la segunda, se tiene

—(ow? + 57)
COSWT = W (142)
’ (v — Ba)
wly — po
SeNwWT = m (143)

Por lo tanto hay un Unicé, 0 < 6 < 2, tal quewr = 6, hace que
ambas (1.42) y (1.43) se mantengan. Notese qué si 32

V=B =(=B)(ry+5) >0

, B+~ >0, porlo tanto;y — 5 > 0, de aqui quey > |3| > 0 entonces
v — af > 0 puesto quea| < 1y por (1.38)% senwt > 0. Por lo tanto

B aw? + By
0 = arcot (—m) (1.44)
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y 0 < 6 < 7 es el intervalo dondeenwr es positivo. Denotando

To = 9 (1.45)
w

Cuando0 < 7 < 74, la solucion trivial de la ecuacion. (1.33) es
uniformemente asintotica estable; cuands 7, es inestable.
Si~? < 32, no hay raices imaginarias puras en la ecuacion (1.35) dad
gue en (1.38 seria complejo y por tanto dado que la solucion es de
la formauw la raiz no seria imaginaria pura. En otras palabras, no hay
raices de (1.35) que crucen el eje imaginario cuanderementa. Por
lo tanto, no hay cambio en la estabilidad, si importar comelga el
retardo discreto.
En el caso que + 5 # 0, vemos quev = 0 es la Unica solucion de
(1.38).
Sin embargo) = 0 no es raiz de (1.35) por hiporesis (H1) por lo tanto
no hay cambio de estabilidad como tal.
Asi con excepcion de los casos criticos se obtiene el egaianalisis
de cambio de estabilidad de la ecuacion diferencial nectraretardo
(1.33)

Teorema 1.12.En (1.33), asumiendfy| # 1, luego las siguientes afirmaciones
son verdaderas.

1. Sija| > 1, entonces (1.33) es inestable para todos los retardosiposit.

2. Sila| < 1,9% < B2, 09 + 8 # 0, entonces el incremento deno cambia la
estabilidad de (1.33).

3. Sila] < 1,7% > p%y

i B+~ <0, entonces (1.33) es inestable para todos los retardosiposit

i B+~ > 0, entonces (1.33) es uniforme asintoticamente establedouan
T < 79 € inestable cuando > 7, donder, = £y

[NIES

o= (6~ -a?))

aw? +57)

0 = arcot <—m
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Los casos criticos aun sin resolver son lo siguientes:

= Caso cihitico 1 |a| =1
El Teorema 1.10 no es valido.

= Casocitico2|a| < 1,8+ ~v=0.
En este caso\(7) = 0 es siempre raiz de (1.35) para tadz 0. De donde
(2.33) nunca puede ser asintdticamente estable. Unsanphrcial de esos
casos criticos es
Asumir a\ = u+w es unaraiz de (1.35), entonces en (1.35) separando parte
real e imaginaria

T

u 4+ aue” Mcostv + ave” Tsentv + f + ye  TMcostv = 0,

v — aue “sentv + ave” “cosTv — ye  'sentv = 0. (1.46)

= Analisis del caso citico 1

(i) a=—-1.
Para este caso hay tres subcasos a considerar.

(a) Asumiendoy + 3 = 0. Entonces (1.35)

Atare™ +8—Be =0
AMl+ae ™)+ B8(1—e ) =0
Sustituyendo el valor dee = —1
Ml —e)+B(1—e?)=0
A+B8)(1—e?)=0 (1.47)
Si 6 < 0, entonces\ > 0y (1.33) es siempre inestable para

7 > 0; mientras que sB > 0, entonces (1.33) es estable, pero
no es asintdticamente estable.
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(b) Asumiendao5 > |v|. En este caso (1.35) si= 0

A+ar+58+v=0
Ml+ao)+8=—y
Comoa = —1
f=—y

por tanto no tiene sentido cuando= 0. Asumiendo que (1.35)
tiene unaraia = u + w, dondeu > 0, para algn- > 0.
De (1.46) , se tiene

(u+ B2 +0v* =e ™ ((au+7)* + a0?) (1.48)
Por lo tanto,
(u+ B)? +0* < (qu+ )+ a*0? (1.49)
Dea = —1, se tiene

(u+B)* +v° < (v —u)? +°
Desarrollando los cuadrados
u? 4+ 2uf + B < u? — 2uy + 92
2u(B +7) < 9* — B2 (1.50)

Enelcas® > |v|, setiene3+7 > 0,72 — 3% < 0. Por tanto (1.50)
implica2u(8 + v) < 0, lo que contradice el hecho que> 0. Por

lo tanto todas las raices de (1.35) deben tener parte reativeg
parar > 0, lo que implica en el caso de (1.33) es asintoticamente
estable para todos los retardos positivos.

(c) Asumiendoy > |3|. Suponiendo en este caso (1.35) tiene una raiz
A = u +w, dondeu < 0, para algurnr > 0. Entonces, por (1.48)

(u+ B)* +v* > (au+7)* + a*o? (1.51)
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Asi
2u(y+ ) = 7* — 5 (1.52)

De~ > |3, se tieneB + 7 > 0,~? — 3% > 0, lo que implica
2u(8 +v) >+ — % > 0. Esto contradice el supuesto que< 0.

Por lo tanto, todas las raices de (1.35) tienen parte realiyaos
cuandor > 0, lo que implica que (1.33) es inestable para todos los
retardos positivos.

Ahora asumiendo

(i) a=+1.
En este caso, se tienen tres subcasos

(a) Asumiendaos = ~. Entonces (1.35) es equivalente a
A+B)(1+e ) =0 (1.53)

De aqui que s > 0, entonces (1.33) es estable para toda 0 (
pero no es asintbticamente estable); mientras qoiesi, entonces
(1.33) es siempre inestable.

(b) 5 > |v|. Suponiendo que (1.35) tiene una raiz u + v, donde si
u > 0. Entonces por (1.48), se tiene

2u(f — ) <2~ B (1.54)

De 8 > |v|, se tieney? — 32 < 0, 3 —~ > 0; por lo tanto (1.54)
contradice el hecho que > 0. Asi (1.54) sera asintoticamente
estable.

(c) Se asume que < —|5|. Suponiendo en este caso que (1.35) tiene
unaraiz\ = u + w, dondeu < 0, para alguna > 0, entonces por
(1.48) se tiene que 2*" > 1

(u+ B?) +v* > (au+7)* + a*?
u(f—v) >~*— 5 (1.55)

Peroy? — 5% > 0, 3 — v > 0, perou < 0 hace a (1.55) imposible.
Esta contradiccion implica en este caso que paratodd , todas
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las raices de (1.35) tienen parte real positiva por lo qu&3jles
siempre inestable.

= Analisis del caso citico 2 |a| < 1, 5+ v = 0.
Este caso se puede dividir en dos

(i) Asumiendo ques > 0y suponiendo que (1.35) tiene una raiz u + w,
dondeu > 0, para alguna > 0. Entonces (1.49) se aplica a este caso,
de donde se obtiene

(1—a®u®+2up(l+a) +v*(1—a*) <0 (1.56)

Como siempre esto contradice el hecho de (ue- o*)u? > 0,
2uB(1 + a) > 0, v*(1 — a?) > 0. Entonces en este caso (1.33) es
siempre estable, aunque no de manera asintotica.

(i) Asumiendo qued < 0. De~ + 3 = 0, se tiene que = —f > 0.
Asi la ecuacion (1.35) es equivalente a

A=7)eM +ar+y=0 (1.57)

Denotanddi(\, 7) = (A—7)e* +aX+~. Aqui (), T) sera considerada
como una funcion real de. Se tiene

h(0,7) =0 h(y,7)=v1+a)>0 (1.58)
y
oh N N
a()\ﬂ') =a+A=—y)re’ + eV (1.59)
De (1.59), se tiene
Oh
5(0, T)=14+a—T1y (1.60)

Porlotanto si- > y~!(1+a), entoncegZ(0, 7) < 0, lo que implica que
existe uny > 0 tal que, cuand6 < A < 4, h(\, 7) < 0. Deh(A, 7) > 0,

se tiene que hay al menos uha < \ < v, tal queh()\, 7) = 0, es decir
para este caso > v (1 + «), en otras palabras (1.57) siempre tiene
una raiz real positiva, lo que implica que (1.35) es indstab



ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEM CON COEFICIENTES
38 CONSTANTES

Formalmente podemos definir ecuaciones diferencialesanids de este tipo de la
forma

Definicion 1.17.Una ecuaacdn diferencial de la forma
y" + Pi(x)y’ + Py(v)y = R(x)

se llama ecuadin lineal de segundo orden.

Algunas de las ecuaciones descendientes de este tipa) tidieeentes aplicacio-
nes, entre las mas conocidas se encuentra:

La ecuacion de Riemann

Consideremos la ecuacion diferencial lineal de segunderor

2"+ pt)r + q(t)z =0

Un caso particular de esta ecuacione son las de segundq aigenas de
las mas importantes ecuaciones diferenciales enconteadasncia y en ingenieria
son las ecuaciones de segundos orden. Algunos ejemplosmpaytantes de se-
gundo orden incluyen:

La ecuacion de Newton,

ma’ = f(x)

Ecuaciones de circuito eléctrico en ingenieria,
LCx" + RCx' +x = v(t)

Notese que estas ecuaciones son una subclase especial sistémas bidimen-
cionales de ecuaciones diferenciales definidos por ladaotcion de una variable
simpley = 2.

Por ejemplo considerando la ecuacion constante de segudeo de la forma,

2 +ax' +br=0
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Si tomamog, = 2’ la ecuacion diferencial anterior se transforma en
=y, yY+ay+br=0

Frecuentemente las ecuaciones diferenciales se escribei@rminos de sus
componentes

= fi(t,x1,..,x,) para k=1,..,n

Las ecuaciones diferenciales presentadas de esta forrlarsadasistemas
de ecuaciones diferenciales
Un sistema de ecuaciones, es una colecciom eeuaciones interrelacionadas de la
forma

= filt,z,x9,...,2y)
xh = folt,x1,29,...,2y)
o = fult,z1,29,. .., 1)

Donde las funcioneg; son de valor real de + 1 variables.
Al simplificar la notacion, utilizando la notacion de verct

X1

Ty

Ahora se debe escribir el sistema como,

X' = F(t, X)
donde
fl(t, L1,y ... ,{L'n)
F(t,X) =
fn(ta T1,T2,. .. 7xn)

El sistema de ecuaciones es llamaddbnomosi ninguna de lag; depende de,
asi se tendri&k’ = F'(X).

De manera analoga con las ecuaciones diferenciales dergmiden, un vectoX,,
para el cuaF'(X,) = 0 es llamad@unto de equilibrigpara el sistema. Un punto de
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equilibrio corresponde a la solucion constaite) = X, de el sistema igual que
antes.

Estabilidad de sistemas autnomos

Considérese el sistema

con f definida en un abiert® de R", continua y Lipschitziana e®. Seaz, un
punto critico, es decirf(z,) = 0. Se define las siguientes nociones de estabilidad.
Suponiendo que, = 0, para mayor sencillez de notacion.

Definicion 1.18. Se dice que el puntoitico 0, es estable si, para todao> 0 existe
d(e), tal que si||zg|| < 4, entonces|z(t)|| < ¢, para todot > 0, dondez(t) es la
Unica solucdn conz(0) = xo.

Clasificacion de puntos criticos. Sistemas linealesrautios planos. Sea el
sistema lineal autbnomo &k :

¥ = axr+by
y = cr+dy

dondea, b, ¢, d son nUmeros reales, y la matrzse escribe

4 - [ZZ]'

Definiciobn 1.19. Se dice que el origen, que es un punt@tico, es un punto
elemental si el determinante de la matrizes distinto de cero.

Entonces, sus autovalores son distintos de cero. El Guictosingular es el
origen, y esto es lo que clasificamos. El tipo de clasificagioé se desea estable-
cer es el basado en la linealidad del sistema. Es decir, siesrgs autbnomos son
linealmente equivalentes si existe una matriz 2 que lleva uno en otro.

Definicion 1.20. Dos sistema adinomos lineales® = A%, ¥ = BY (A, B son
dos matrices: x n) son linealmente equivalentes si existe una matnizn, y P,
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regular, tal que:
B =PAP!

(las coordenadas se transforman como= P 7).

Ahora gque en lo que se esta interesado a la hora de estalalecgiivalencia
lineal son los autovalores. Suponiendo queA # 0.
Para autovalores reales se tiene:

» (trA)? > 4 detA > 0. Es decir, las raices reales distintas son del mismo
signo. Segln este signo, se dice que el origen es:

e Si); < A\ <0, nodo estable.

e Si0 < Ay < A\, nodo inestable.

» (trA)? = 4 detA. Es decir, raices reales iguales. En este caso la maeiz
diagonal o bien no es diagonalizable.

= detA < 0. Es decir autovalores de distinto signg: < 0 < X, . El flujo es
aun hiperbolico, pero no es una contraccion ni una expans

La introduccion de un retardo incrementa significativateda localizacion
de las raices de la ecuacion caracteristica. Una vezdlucéh retardo en el modelo,
en general se esta interesado en saber si la variacioardehb del retardo cambia
0 no las caracteristicas del estado de equilibrio.

Un estado de equilibrio puede cambiar a inestable si, pocedmento del retardo,
las raices caracteristicas cambian de tener parte reativeega tener parte real
positiva y esto sucede si y solo si estas raices atraviezga ghaginario.

En un estado estable, la ecuacion caracteristica de laciéoudiferencial con
retardo tiene la forma

PO\T)=P(\) + P(Ne =0 (1.61)

Una ecuacion diferencial con retardo, tiene mas comgibicees al hacer su
analisis. Una ecuacion diferencial general con retamtetla forma.

2'(t) = f(z(t), z(t — 7)) (1.62)
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Un problema de valor inicial de este tipo requiere mas mamion que su problema
analogo sin retardo. Para un sistema ordinario , una @oic&ion esta determinada
por un punto inicial en el espacio Euclideo en el tiempoPara un sistema con
retardos, se requiere informacion en el intervalo coropligt— 7,¢y]. Se conoce
el rango de cambios dg, asi que se necesita el valor de las funciones(&f) y
x(t — 1), y parar’(ty + ), necesitamos conoceft, + ) y x(to + & — 7). por lo
que se necesita dar una funcion inicial o historia inigala los valores de(t) en

el intervalo[—, 0].
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Ecuaci 6n diferencial logistica

La ecuacion diferenciaN’ = r N puede ser considerada como el primer
modelo simple del crecimiento de poblaciones, cuande 0. La cantidad dada
por N(t) es la poblacion en un tiempgoAsumiendo que la la tasa de crecimiento
de la poblacion denotada p% es directamente proporcional al tamafo de la po-
blacion. Donde por su puesto ha omitido cierto tipo de cistancias que afectan
el crecimiento de la pobalcion, tales como la capacidadralio, existencia de
depredadores, entre otros.

Una ecuacion diferencial que cumple con la primera de stsiceiones es aho-
delo de crecimiento poblacional lgggico. Dado por la ecuacion diferencial

N =rN <1 — %) (1.63)
Donder y N son parametros positivok:da la razon de crecimiento cuando el ta-
mafio de la poblacion es muy pequefio, mientras\jes el orden ideal del tamafio
de la poblacion o dicho de otra forma es la capacidad de miamtnto. Podemos
observar que para valores muy pequefNgpodemos tomar — % ~ 1, obténien-
dose la ecuacion esencial = k£ N, pero siN > k, entoncesV’ < 0, en una
poblacion significaria decrecimiento.

Esta es una ecuacibn de primer orden, autbnoma, pero e&xuaeion no lineal.
Podemos escribirla en la forma:

N = % N (k- N) (1.64)
Notemos en la ecuacion anterior (1.64), para el valot dee haceN(t) = k,
obtenemos queV’'(t) = 0, siendo este un punto de equilibrio de la ecuacion
diferencial.
Ademas en la ecuacion notamos que para algin valdrmelemos obtener un
segundo punto de equilibrio cuand&t) = 0. Es posible encontrar la solucion de
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forma general, utilizando el método 8eparaddn de variablesasi:

2~ ENk-N)
dN r
N(k—N) = 7 dt
f N(iﬂ\/)dt - %fdt

Utilizando el métoddrracciones parcialesse puede reescribir la integral en la

forma:
/ i+ L dN =rdt
N kE—N -7

Con lo que la solucion general para la ecuacion (1.63)pescsigue:

Mrert

N = T a7a (1.65)

DondeM, es una constante arbitraria surgida de la integracion.

Agreguése ahora el retardo, como sigue:

Solucién de la EDR
T T

3.5

solucién y

4 6 8 10
tiempo t

Figura 1.6: Soluciones de una ecuaén logistica con un punto de equilibrio enz(t) = 3

W _ v {1 - W} (1.66)
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Los parametros siguen siendo los mismos s el tiempo que tarda la respuesta
en aparecer, luego de las acciones realizadas. Para esta tasa de reproduccion
también dependera de la capacidad del medio en el tigmpo, donder puede
representar el tiempo de gestacion del nuevo individuo.

Nuevamente cuandd¥ = 0y enk = N, encontramos los puntos de equilibrio.
De igual forma podemos intentar resolver con el mismo nett&lseparacion de
variables, para encontrar la solucion analitica.

La ecuacion toma la forma siguiente luego de la integreai@mbos lados:

[ (& v =5 [

Donde A y B son incognitas a determinar, para este caso deben ser cons-
tantes, con esta restriccion es imposible encontrar dicbastantes. Asi el mismo
método no resuelve de forma analitica dicha ecuacion.

El caracter de las soluciones de (1.66), y el tipo de coodés de contorno reque-
rido son muy diferentes de los de (1.64). Incluso con la @ébnaaparentemente
inofensiva (1.66), las soluciones en general tienen querssntradas numérica-
mente. Teniendo en cuenta que para computar la soluci@n par0 se requiere
N(t) paratodo—7 < t < 0. Sin embargo, podemos conseguir alguna impresion
cualitativa de la clase de soluciones de (1.66) que son lessipor el siguiente
razonamiento.

Refiérase a la figura (1.7) y supongamos que para algunes t;, se
cumple queN (t;) = K y que ademas durante algln tiempo cuahdo ¢;, se
tiene queN(t — 7) < K. Luego en la ecuacion (1.66) se tiene, debido a que
1-N{t—-71)/K >0, entonces‘% > 0y por lo tantoN(t) en el instante;
sigue aumentando, cuantle- ¢, + 7, sustituyenda se obtieneV(t — 7) = N(t)
pero por suposicion (t;) = Ky as’l% =0.

Ahora para; + 7 <t < ty, N(t —7) > K yasiZl < 0y N(t) disminuye hasta

t =ty + 7 de dondell = 0 de nuevo porquéV(t, + 7 —7) = N(t) = K.

Si se continua con el proceso con Igse tendra posibilidad de comportamiento
oscilatorio.

Notese que el modelo de ecuacion diferencial de retar@6) &s capaz de generar
soluciones periodicas de ciclo limite, que dependegaloslvalores de log segn



46 ECUACION DIFERENCIAL LOGISTICA

Jﬂ'ﬁf;U )

I H+T I t+T !

Figura 1.7: Bosquejo del aralisis cualitativo de la ecuaaddn logistica con retardo.

el analisis anterior. Un indicio de su existencia es si edsthdo de equilibrio es
inestable por las oscilaciones en crecimiento, aunquenestés concluyente.

Se considera la linealizacion de (1.66) sobre el equii¥i = 0y N = K.
Para pequefias perturbacionesNe= 0 se satisfacé% ~ rN demostrando que
N = 0 es inestable con un crecimiento exponencial y por tantossotmnsideraran
perturbaciones sobre el estado de equilib¥ie= K.

Recurriendo a un modelo no dimensional de (1.66) descrito po

Nty =20 g =t 75 =1 (1.67)

donde los asteriscos representan las cantidades adimalesippara simpli-
ficar luego de la sustitucion suprimimos los asteriscoe gebemos recordar que
estamos trabajando con cantidades adimensionales

AN (1)

— = = N[ = N(t =) (1.68)

Linealizando para el estado de equilibrio de esta ecuagioa 1
Tomando una perturbacion cerca del estado de equilibrio

N(t) =1+ n(t)
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J:le(No,NQ) :1—N<t—T) =0
Jp = Dy(No, Ny) = —=N(t) = —1
) — Jn(t) + Jpn(t —7) =0+ (—1)n(t — 7)

dt
Asi 20 ~ _n(t — 7). (1.69)

Las soluciones para(t) son de la forma
n(t) =ceM = A= —e, (1.70)

Es una ecuacion trascendente e#n> 0. No es facil encontrar las soluciones
analiticas de (1.70). Sin embargo, lo que realmente sereysigber desde un
punto de vista de la estabilidad es si hay algunas soluciomeg:eA > 0 que
desde el primero de (1.70) implica inestabilidad ya que ¢& esson(t) crece
exponencialmente con el tiempo.

Sea\ = u + w Y o un valor a determinar su existencia. Dongees un
numero real tal que todas las soluciones de la segunda parte de (1.70) satisfacen
que Re\ < . Tomandose el modulo en (1.70) se obtiehe= ¢+ y asi, Si
|A| = oo entonces#" — oo lo que requiere que — —oco. Por lo tanto debe de
haber un nimerg, que acota superiormente:\. Convenientemente se introduce
z =1 yuw(z) = 1+ ze = entoncesv(z) tiene una singularidad esencial er= 0.

Asi por el teorema de Picard, en la vencindadde 0 , w(z) = 0 tiene un niUmero
infinito de raices complejas. Asi hay una infinidad de radees.
Ahora tomando la parte real e imaginaria de la ecuacioodratental en (1.70).

= —e *coswt, w=e " senwt (2.72)

Hay que determinar el rango deal queu < 0. Se quiere encontrar las condiciones
tales que el limite superiqry eny es negativo. El primer caso cuandes real, es
decirw = 0, de (1.71), siv = 0, entoncessen(wr) = 0, satisface la segunda
ecuacion y la primera viene dada por= —e #7. esta no tiene raices positivas
cuando: > 0 ya que—e #" < () para todaur, por lo que no cumple con la primera
parte de (1.71), Observando cada lado de la ecuacion comduncion dey y
notando que solo puede suceder cuando0y p < 0.

Ahora considerande # 0. De (1.71) siv es un solucion también lo serav, por

lo que podemos considerar sin perdida de generalidad 0. Por tanto para que
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la primera ecuacion de (1.71) sea verdadera debe sucedaugudou < 0, se
requiere ademas quer < 7 ya quee™*” < 0 para todgu7. En el inicio, de (1.71)

se definiou(7), w(7), asi se esta interesado en los valores dendey(7) cruza el

eje por primera vez dg < 0 ap > 0 es decir que: inicia con valores negativos.
Por definicion se ha tomado queaumenta desde cero, ahgra= 0 por primera
vez cuandour = 3. Por lo que sjx = 0 en la segunda ecuacion de (1.71) da como
Unica solucion relevante = 1y esto ocurre cuando= 7. Obteniendo asi

0<T<T:g (1.72)

la condicion enr para la estabilidad.

Debemos ahora regresar a las cantidades dimensionaleneegtie el estado de
equilibrio N(t) = K es estable g} < r7 < 7 y es inestable para > 7. El valor
criticorr = 7 es el valor de bifurcacion, es decir el valor del parametrque hace
gue el caracter de las soluciones de (1.72) cambie de mamenata o se bifurca
de un estado equilibrio a la solucion de tiempo varianteerAgs si

rr <3 N(0) >0

entoncesV(t) — k cuandot — +oo; y sirT < 7, entonces (1.66) tiene una solu-
cion periodica no constante que oscila con respeéto a

Para el punt@ su linealizacion es

u = —ru(t—r7)

Y la ecuacion caracteristica es
A= —Te~

De la parte derecha de el polinomio caracteristico podemoter que, no es un
polinomio en la variable\, si no una ecuacion trascendente, la cual posee infinitas
soluciones. En base al Teorema sobre la estabilidad dedasienes con retardo,
para este caso, el punto de equilibfib = k es asintbticamente estable, si las
infinitas soluciones que posee tienen parte real negativa.

Cuando el retardo es lo suficientemente grande y sobre pasalamcritico, el
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punto de equilibriaV = k pierde su estabilidad.

5.5

0 20 40 60 80 100

Figura 1.8: Ecuacion logistica que posee oscilaciones que tienden al estadoedjuilibrio.

Ecuaci 6n diferencial de segundo orden

Puede ampliarse los métodos desarrollados para ecuadindieiduales a
los sistemas de ecuaciones conruarbitrario. Por simplicidad se tomara el caso
cuandon = 2. Se asumira que las variableg y son independientes, ademas estan
relacionadas por el sistema de ecuaciones

Tnt1 = f(xna yn)

Ynt1 = g(xm yn)

dondef y g son funciones no lineales. El valor del estado estalylgy satisfacen

(
(

Utilizando pequefias variaciones se realiza el estudicadestiabilidad de estos
estados. Usando la expansion de la serie de Taylor pa@ksde dos variables
Y g, Se obtiene

&I
Il
&I
S
S~—

<
S~—

)
)

&I

f
f

<
Il
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/ _ / /
xn-i—l = and, + a12Y,

/ / /
Ynt1 = 21T, + Q22Y,

Teorema 1.13.0bteniendo una matriz de cuatro coeficientes
A= ( a1l a2 )
G21  G22
Es llamado el Jacobiano de el sistema (1). Reescribiendoforena matricial
X, = AX), (1.73)
Encontrando la ecuabn caractefstica para (1) dada por
det(A — X)) =0

El resultado es siempre la ecuéai cuadética

N —BA+y=0

donde

B = an + a2
Y = 011022 + G12G21

Una condicon de estabilidad suficiente y necesaria para los sistemasgendo
orden, dada la ecuabn caractefstica (1.13), es que ambas teadrraices de
magnitud menor que 1 si

2>14v>|0|

Para que un estado sea estable debe de satisfacer la siguiendicon:

ﬁ =ay; +axn <0 (174)

Y = G11G29 — Q12Q91 > 0 (175)
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Un estado de equilibri¢X, Y) de un sistema de ecuaciones

X =FX)Y), &=GX)Y)

su estabilidad vendrdada por

F.(X,Y)+G,(X,Y) <0, (1.76)

F (X, V)G, (X,Y)+ F,(X,Y)G.(X,Y) >0, (1.77)

Donde los &érminos son las derivadas parciales Hey G con respecto & eY que
estan siendo evaluados en el estado de equilibrio.

Consicerese la ecuadin diferencial de segundo grado
v +ay +by=0 (1.78)

dondea y b son constantes reales. Séa= a> — 4b. Entonces toda solugh de
(1.78) en el intervalo dé—oo, +00) tiene la forma

y=e 2 [crur + Cous) (1.79)

dondec; y ¢, son constantes y las funcionesy u, estan determinadas de acuerdo
al signo algebraico dé de la siguiente forma:

= Sid =0, entonces (z) =1yuy(z) ==
= Sid > 0, entoncesy; (z) = " y uy(z) = e+, dondek = 1/d

= Sid < 0, entonces:; (z) = cos kx Y us(x) = sin kz, dondek = 5v/—d
El nUmerod = a® — 4b es el discriminante de la ecuacion cuadratica
r’4ar+b=0 (1.80)

Esta es la ecuacion caracteristica de la ecuacion (1St®)raices estan dadas por

la ecuacion

—a+Vd _ —a—Vd
2 ) -

™ = 9 3
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De aqui que la naturaleza de las raices sean determinadakyador que tengd,
de aqui que si > 0, las raices seran reales y la ecuacion analitica de (hu&je
ser escrita en la forma

y = Clerlx + Czergm

Sid < 0 claramente las raices son complejas y conjugadas entreailayfuncion
exponencialf; (z) = e"*y fo(x) = ™%, son soluciones complejas de la ecuacion
diferencial (1.78). Para obtener las soluciones realds draminarse la parte real
y compleja def; y f,. Reescribiendo; = —%a + 1k, ry = —%a — 1k, donde

k = 3v/—d, se tiene

azx

_az —_az —_az
fi(z) = e"® = e~ % e = 7% coska +1e” 2 senkx

azx

folz) =€ = e~ 5 e = ¢~ F coskx — 1”2 senkx
Por lo que la solucion general tendra la forma
y= cifi+ cafe

_az _az _az _az
= ci(e” 2 coskx +1e” 2 senkx) + co(e” 2 coskx —1e” 2 senkx)

e~ % coskx(ci + ¢3) + 16”2 senkx(c; — )

Considerando el sistema de ecuaciones lineales con retardo

da;(t)
dt

= EZ:l (ajkxk(t) -+ bjkl'k(t — 7‘)) ;3 =12,...n (181)

dondea,;, bj;, son constantes realesty > 0. Sea la ecuacion asociada a (1.81)
denotada como
D(\, 7) = detaji + bjre™ — A\du] = 0 (1.82)

Teorema 1.14.Un conjunto de condiciones suficientes y necesarias pardajue
solucbn trivial de (1.81) sea asibticamente estable para todo > 0 son las
siguientes:
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= La parte real de todas las raices de
D(X,0)det[aj + bjr, — Adjk] =0 (1.83)

son negativas.

= Paratoday real y > 0, se mantiene lo siguiente
D(wy, ) = det[a;i + bje™™ — (1y)d;i] # 0 (1.84)
donde: = /—1.

Si (1.83) no mantiene la solucion trivial, no es asin@iente estable para
7 = 0. Si existe un numero regly algunar > 0 tal que

Day—71)=0 (1.85)

entonces para esa, la ecuacion caracteristica (1.82) tendra un par deesaic
imaginarias purasy la solucion de (1.81) no sera asoaitente estable.

Al probar la parte del resultado de la suficiencia, hay quetraosjue cuando
las condiciones (i) y(ii) se mantienen, todas las raicesldg?] tienen parte real
negativa.

Se puede reescribir (1.82) en la forma

D7) = (=1)" A"+ AN .+ A, =0 (1.86)

Donde Ay, ..., A, son polinomios enu;x, b, y e*". Asumiendo quex;, bj;. SOn
constantes conocidas y que

e[ <1, para 7>0 y Re()) >0 (1.87)

Es decir que los coeficientels(j = 1, 2, ..., n) en (1.86) estan acotados por el valor
absoluto. Tomando

N = ma{lflgjgn {supRe(A)SQ A§0(|Aj|)} (188)

y definimos
M =mazx (1,(n+1)N) >0 (1.89)
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Cuandg\| > M y R > 0, se tendra

[(=1)"A" + AN A > A [1 _l_ ‘\Aﬂ

~ [1_%] o (1.90)

Esto implica que en el dominio d&| > M y ®(AZ) > 0, la ecuacion (1.82) no
tiene raices y esto es valido para tada 0.
Ahora para la regiof\| < M, R(\) > 0y por (i) y(ii), esa regidon no puede tener
raices de (1.82).
Asi en general dada una ecuacion, al estudiar su estaibiiel requiere conocer la
ecuacion caracteristica y los valores caracterisasosiados.
Para una ecuacion con retardo discreto de la forma
2

ddigt) + adz(tw +bx(t) +cx(t—7)=0

La ecuacion caracteristica asociada

DAT)) =M +aX+b+ce™ =0

Y Para
d*x(t) d*x(t —7) dx(t)  dx(t—T)
—7) = 191
72 +a P +a o +0b o +cx(t) +dx(t —7) =0 (1.91)

donder, «, a, b, ¢, d son constantes reales. Su correspondiente ecuacionerzsste
caes:
M4 aXe™ fal+be™ +c4+de™ =0 (1.92)

Para el primer caso, cuand®| > 1, la solucion para (1.91) es la trivial , es decir
x(t) = 0, por lo que siempre es una solucion inestable para el caspdsitiva. Si
se asume quler| < 1, aln sigue en discusion lo que sucede con la solucioradsl ¢
de|a| = 1 debe ser clasificado como un caso critico.

Asumiendo que\ = w,w > 0, es una raiz de (1.92) para algtry asumiendo
ademas que+ d # 0.
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Bajo esas condiciones se tiene que 0. Y se tiene la parte real e imaginaria.

¢ — w? + bwsenwt + (d — aw?)coswt = 0,

aw + bweoswt — (d — aw?)senwt = 0 (1.93)

Elevando al cuadrado y sumando se tiene

(w? — ¢)* + d*w? = b*w? + (d — aw?)? (1.94)
Desarrollando
(1 —a®)w' + (a*> = b* + 2da — 2c)w? + & —d*> =0 (1.95)
Y las raices seran
wt = L1 =) NV + 2¢ — a* — 2da)

1.96

+[(0? + 2¢ — a® — 2da)? — 4(1 — a?)(c* — d2)]%} ( )
Para conocer la forma que tendran dichas raices, es nieciesponer condiciones
y bajo que restricciones estan se cumplen, para ello, senteos casos:

Sic? < d?, entonces existe una Unica solucion imaginavia; ww., , w, > 0.
Sic? > d?, existen dos soluciones imaginarias, = w. dondew, > w_ > 0,
entonces debe cumplirse que:

w b2 —2c—a%—2da >0y

(V% +2c—a® — 2da)? > 4(1 — a?) (P — d%);

de otra forma no tendria soluciones.
Tambien es necesario saber el sign@dér), en el punto dond&(7) es puramente
imaginaria. Utilizando un razonamiento similar al usad@jaobtencion de (1.40),
partiendo de (1.92) se tiene:

dA(T)

(2A+a+ [b—T(b)ﬂ—d)+a)\(2—)\7‘)]6_AT)7 = Mo +bA+d)e™™ (1.97)

Si cuando)\(7) = w se desea quéd(Tl) = 0 en el puntor = 7, entonces dado que
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w#0ye ™7 #£0, solo resta que

_ —bE Vb —4ad

n 2a

_ —bE Vb —4ad

N 2a

Esto implica queb = 0

_ EVv—dad

n 2c0
Vad

A

W

1w

w = T2
o

aw? =d
Sustituyendo estos valores en (1.94), se tendra

(w? = ¢)* + a*w™0

conloquea =0y w?=c
Por lo tantog = b =0, d = acen este caso y (1.92) es equivalente a
N4+ o)(1+ae™™) =0 (1.98)

Por lo tanto, siz? + b* + (d — ac)? # 0, garantiza la simplicidad de = ww.
Por conveniencia, se toma@;)_1 en lugar de2. Se tiene:

De (1.97) 1
R e
y de (1.92)
= aX + b +d (1.100)

X2 +4alte
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Por lo tanto

| { d(RN) } |
sign = sign
A=w

r AT
_ sign{% (2A+a)e’™ +b+2aX T

AaA? +bA + d) X} }A:M
Sustituyendo el valor de=*"

—(2X +a) ]
LA(A2+a) +¢)

g [ b+ 20
AMaX+oA+d)) [,

Sustituyendo\ = ww, dividiendo y multiplicando por el conjugado correspomdie
, { a’? —2(c — w?) 20(d — aw?) — b? }
s1gn ( +

c—w?)? 4+ a’w?  (d— aw?)? + bPw?

De (1.94)
= sign{a® + 2ad — 2c — b* + 2w*(1 — o*) §1.101)

Incluyendo la expresion? cuando el signo es positiv@® y negativo conv?. En
el caso que? < d? solo existe una raiz imaginaria,= -, por lo que unicamente
cruza el eje imaginario de izquierda a derecha cuandorementa y la estabilidad
de la solucion trivial puede perderse y no recuperarsel &se que? > d?, cruza
de izquierda a derecha cuanddncrementa ocurriendo cuandotoma el valor
correspondiente @, , y cruza de derecha a izquierda cuandasume el valor de
w_. De (1.93) se obtienen los dos siguientes conjuntos deeslter para los que

Nno son raices imaginarias:

g = L 2 (1.102)

donded < 0; <27,y

abw? + (¢ — w?)(d — aw?)

wi + (d — aw?)? (1.103)

costy = —

(d — aw?)aw? — bw(c — w?)

bwi + (d — aw?)?

(1.104)

senbt; = —

Tpo = — + —, (1.105)
w
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dondel < 0y < 27,y

abw? + (¢ — w?)(d — aw?)
b2w? + (d — aw?)?

(1.106)

cosb,, =

(d — aw?)aw? — bw_(c — w?)

bw? + (d — aw?)? (1.107)

senb,, = —

donden =0,1,2...
En el caso que? < d?, solor,; necesita ser considerado ya que si (1.91) es
asintoticamente estable para= 0, entonces permanece asintoticamente estable
hastar,; y es inestable a partir de ahi. En el valor de= 7, tiene raices
imaginarias purastuw, .
En el caso que? > d?, si (1.91) es estable para= 0 entonces debe seguir que
T0,1 < To2 Ya que la multiplicidad de las raices con partes realesipasiho puede
ser negativa. Observese que

Tn+1,1 — Tn,l = Z—j < 5—7_? = Tn+1,2 — Tn,2 (1.108)
Por lo tanto solo puede haber un cambio finito entre la egdadily la inestabilidad.
Existen valores de los parametros que realizan un nimeto €ie tales cambios
de estabilidad. Sin embargo existe un valorrde = 7, tal que enr = 7 ocurre
un cambio de estabilidad, de estable a inestable, yparar la solucion se vuel-
ve inestable, de igual forma sucede si (1.91) es inestabderpa 0. La ecuacion
(1.91) o puede ser inestable para- 0 o tener un niumero cualquiera de cambios
de estabilidad como en el caso anterior.
Cuandor esta incrementando, la multiplicidad de las raices pareuaesiA > 0
incrementa en dos cada vez qupasa atravez de un valor dg; y decrece en dos
cuandor pasa atravez de un valor dg,.
Cuando la solucion trivial cero es estable para 0, £ cambia de estabilidad a
inestabilidad a estabilidad, ocurre cuando los paramstigales que

To,1 <702 <T1,1 < .o < Tp—12 < T2 < Tl < Tet1,1 < T2

0 k cambia de inestabilidad a estabilidad y a inestabilidaglcasbio debe ocurrir
cuando

To2 <To1 <T12 < ..o < Tp—12 < Tp—1,1 < Tg,1 < Tk,2
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cuando la solucion trivial cero es inestable para 0.
El siguiente teorema enuncia las posibilidades para lacémuél.91)

Teorema 1.15.Sien (1.91) asumimos qitg| < 1,c+d # 0y a*+b*+(d—ac)? #
0. El nlmero de rices imaginarias positivas (negativas) de (1@®den ser cero,
una o dosinicamente.

= Sino tiene raices, entonces la estabilidad de la sd@nciero no cambia para
ningunar > 0.

= Sihay una réz imaginaria con parte real positiva, hay una soleicero que
nunca se hace estable para alguna> 0. Si la solucon es asiritticamente
estable parar = 0, es uniformemente asbttca estable parao, 1), 7(n,1) =
% + i’f—f dondel < ¢; < 27 y se hace inestable para> 7 ).

= Si existen dos raices imaginarias con parte real positiva y w_ , tal que
wy > w_ > 0 entonces la estabilidad en la soldai cero puede cambiar a
un nimero finito de veces a medida que se incrementa en pasos d&aam
y eventualmente se hace inestable.

Caso ciitico 1 |o| =1
En este caso el Teorema no es valido.
Casocitico2 |a| <1, c¢+d=0
En este caso\(7) = 0 es siempre una raiz de (1.92) para toeda 0.
Los resultados que se obtienen son parciales en estos Cei®0s C
Asumiendo que\ = u + 1w es una raiz de (1.92), entonces se tiene al sustituir

u? — v? + 2w + a(u® — v + 2ww)e " (cosvT — 1senvT)

+au + 1av + b(u + w)e™ " (cosvT — 1senvT) + ¢

+de " (cosvT —wT) =0 (1.109)
De donde la parte real e imaginaria respectivamente son:

u? —v? +au + ¢+ (a(u? — v?) + bu + d)e " cosvT
+(2auv + bv)e™ " senvT = 0 (12.110)
2uv + av + (20w + bv)e T cosvT

—(a(u® —v®) + bu + d)e” " senvT = 0 (1.111)
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Despejando los términos que contienen senos y cosengandteal cuadrado y
sumando ambas ecuaciones se obtiene:

(u? — v? + au + ¢)? + (2uv + av)?
= ¢ 27 ((a(u? — v2) + bu + d)? + (20 + bv)?) (1.112)

Analisis del caso citico 1

= Resulta estabilidadsumiendo que > |d|y a > /2c + 2|d| + b2.
Suponiendo que (1.92) tiene una raiz= v + w, dondeu > 0, para algin
T > 0.
Por (1.112) st = +1, como consecuencia de asumip 0 se tiene

2au® + 2auv? + (a® + 2c)u? + (a® — 2¢)v? + 2acu + ¢

< 2abu® + 2bauv? + (0? + 2da)u® + (b* — 2da)v? + 2bud + d?
(1.113)

Esto contradice el hecho que> |d|y a > /2c+ 2|d| + b?. Mostrando
que sila| = 1,¢ > |d|, Yy a > /2c+ 2|d| + b?, entonces (1.91) es siempre
asintoticamente estable para tada 0, ya queu deberia ser negativo.

= Resulta inestabilidad

a Asumiendon = —1,d < —|c|, y b > \/2|d| — 2¢ + a®. Suponiendo que
(1.92) tiene una raix = u + w, dondeu < 0, parar > 0. De (1.112)
se tiene

2au® + 2auv? + (a® + 2¢)u® + (a® — 2¢)v* + 2acu + 2
> —2bu? — 2buv? + (b* — 2d)u® + (b* + 2d)v* + 2bdu + d?
(1.114)

Sin embargo esto no puede ser cierto dado que se asumibque|c|
y b > +/2|d| — 2¢ + a?. Por lo que (1.91) es inestable en este caso para
todar > 0, por lo tanto tiene que ser que> 0.

b Asumienday = 1,d > |c|,yb > /2|d| — 2¢ + a?. Suponiendo que (1.92)
tiene unarai2 = u + w, dondeu < 0, parar > 0. De (1.112) se tiene

2au + 2auv? + (a® + 2¢)u? + (a* — 2¢)v? + 2acu + 2

1.115
> 20u® + 2buv? + (0* + 2d)u® + (b* — 2d)v? + 2bdu + d? ( )
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Nuevamente esto contradice el hecho due|c|y b < —2d — 2¢ + a?.
Por lo tanto todas las raices de (1.92) deben tener partpostiva, lo
que inplica que (1.91) es inestable para toda 0

Analisis del caso citico 2 |o| < 1,c+d = 0.

= Resulta estabilidadhsumiendac > 0, a > v/4c + b%. Suponiendo que (1.92)
tiene unarai2 = u + w, dondeu > 0, parar > 0. Entonces, de (1.112) se
tiene

(1—a?)(u? —v?)? + (1 — a)du®v? + 2(a — ba)(u® + uv?)
+(a® + 2¢ — V* — 2da)u® + (a* — 2¢ — b + 2da)v? (1.116)
+2(ac — bd)u + ¢ — d*> < 0

Esto no es posible ya que se ha asumido < 1, ¢ > 0, ¢+ d = 0,

a > v4c+ b%, yu > 0. En este caso todas las raices de (1.112) tienen parte

real no positiva; esto implica que (1.91) es estable (Pessrasintoticamente
estable puesto qugT) es siempre unaraiz de (1.112).

» Resulta inestabilidad\sumiendoc < 0,y 7 > d~*(a + b). Considerando la
siguiente funcion de valores reales:

(N T) =N+ aXe™ fad+bhe™ 4+ e+ de™ (1.117)

Observese que

0(0,7) =0 (1.118)
y
/\l_l)TOOE()\,T) = 00 (2.119)

Dado que asumimos que| < 1, existe uniM > 0 tal que siA > M,
((\,7) > 0. Tambien se tiene

O\, T)
o\

=2\ +a+ (20)—aXT+b—bAr —dr)e ™ (1.120)

De donde 207 — ¢ + b — dr < 0, sit > d~'(a + b). Esto implica que,

cuandd) < A < 6(7), £(\, 7) < 0. Por lo tanto, debe existir al menos uha
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5(1) < A < M, tal quel(\,7) = 0 es decir (1.92) tiene al menos una raiz
positiva. Por lo tanto (1.91) es inestable.

Ecuaci 6n diferencial Lotka-Volterra

En 1925 el matematico Vito Volterra, quién se interséasndcuaciones dife-
renciales e integrales, cuando tuvo una conversacion tdosi@go marino Umberto
d’Ancona, cuando este finalizd su esfuerzo en el Mediteoaotd un decrecimien-
to de cierta poblacion marina como consecuencia de la paigigerra mundial, la
proporcion de peces predadores capturados tuvo un inateme
Lotka y Volterra son conocidos como los investigadores dadade oro de la eco-
logia tebrica, cuando intentaron crear las primerasslegg¢urales de la ecologia.

Para un modelo general de interaccion entre dos especies

¥ = ax + Bry

/ (1.121)
Y =y +oxy

dondez(t) y y(t) denotan la densidad de las especies ¥,y y J son constantes
reales. Los términos lineales: y vy describen el crecimiento o decaimiento de
las correspondientes poblacioney y en aislamiento. Por ejemplo, &i> 0y

$ = 0, la poblacionr crece de manera exponencial coatg si A < 0, esta decae
exponencialmente. De forma similar sucedé st 0, en este caso el signo de
decide cuando la poblaci@iit) decae o crece exponencialmente.

La interaccion de dos especies es representada por umeééde accion de masas
gue asume implicitamente que las dos especies se encuemtan si a una
velocidad proporcional a cada nivel de la poblacion y qudedto de la depredacion
es a su vez proporcional al nUmero de encuentros.

Este sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinagiaes dios estados solucion
estableg0,0) y (—%, —%). Se sabe que el estado estacionario trivial es una silla de
montar, mientras que el estado de equilibrio no trivial esentro, y las soluciones
en el plano de fase forman una infinita familia de orbitagiokcas.

Este modelo es muy inestable, un pequefio cambio en el mbhdeun cambio
radical en el comportamiento cualitativo de las solucioesdemos reducir el

namero de parametros para la forma general de interaecifve dos especies del
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modelo (1.121) en el caso que 3,6 > 0. Haciendo el cambio de variable a no
dimensionales.
o B gl

'%:_xu y:ayu EIOét, :u:a

Aplicando las transformaciones en las ecuaciones origgn@dl.121) y eliminando
la tilde de las variables en las ecuaciones resultantes@mias

¥ =x+uxy

, (1.122)
Y = py + py

Este modelo depende Gnicamente del parametydas propiedades cualitativas,
pueden ser estudiadas dependiendqudéa transformacion es invertible y por
tanto las funciones originalesy y pueden ser generadas por medio de (1.122).
Acomodando convenienemente

En el plano fase;, y se tiene

dy  py(l+)

=y 1.124
dr " r(l+y)’ ( )

tiene como punto singulara=y =0y z = y = —1. Se puede integrar (1.124) de
manera exacta y obtener las trayectorias de fase.

oz
Yy — px — log? =H, (1.125)

dondeH > H,;, es una constante = 1 — x es el minimo deH sobre todo
(x,y) este ocurre cuando = y = —1. Paraunad > 1 — u dada, las trayectorias
(1.125) en el plano fase son cerradas.

Una trayectoria cerrada en el plangy implica soluciones periodicas émparazx y

y en (1.123). La condicion iniciak(0) y y(0), determina el valor de la constarfie
en (1.125).

Las soluciones no son estructuralmente estable, una pagquezfurbacion puede
mover la solucion dentro de otra trayectoria que no es &aloerrada original.

La linealizacibn de estos puntos singulares determindpel de singularidad y
estabilidad de los estados de equilibrio. Lo primero a carar es el estado de
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v

l4+a < Hy <« H, <« Hy < Hy

Figura 1.9:Trayectorias de fase de una ecucion de tipo Lotka-Volterra

equilibrio(x,y) = (0,0). Searu y v pequeias perturbaciones(@e0). Si se quiere
solo términos lineales, (1.123) tendremos

d—? N 1 0 u o\ U
160 e

La solucion es de la forma
u(t) ) g

dondeB un vector columna arbitrario constante y los valores propison dados
por el polinomio caracteristico de la matrlzy son soluciones de

1—-A 0

|A— M| =
w— A

=0= )\1:1,)\2:,u

De donde al menos uno de los valores propibs, > 0, u(t) y v(t) crece
exponencialmente y agi= 0 = v son linealmente inestables. Por lo que> 0y
A2 < 0 es un punto de singularidad de silla.



Capitulo 2

Modelaje de ecuaciones
diferenciales

2.1. Modelo Logistico

Los paramecios (género Paramecium) son protistas cdiedio forma ova-
lada, habituales en aguas dulces estancadas con abunddet@rmrganica, como
charcos y estanques. Son probablemente los seres unieslp&or conocidos y los
protocolos ciliados mas estudiados por la Ciencia. El fanadinario de las espe-
cies de paramecios esta comprendido entre 0,05 y 0,3@atils.

Paramecium puede reproducirse de dos maneras distintgsieSle producir un
proceso asexual por division simple (fisibn binaria) osede producir un proceso
de conjugacion sexual que tiene lugar en varias fases yapnsiste, basicamente,
en la union de dos individuos para el intercambio de su nahigenético en un a
secuencia compleja de division, intercambio y fusionaderlcleos. En ambos ca-
sos se produce una division transversal del individuo déunghr a dos células hijas.

El crecimiento de la poblacion de los protozoBarameciumen tubos de
ensayo es tipico ejemplo de crecimiento logistico. Bajodasdiciones de este
experimiento que se ha tomado como base, la poblacion @efeter cuando
existen alrededor de 552 individuos por 0.5 ml. Los puntoslg¢i@mpo muestran
cierto error, que es causado tanto por la dificultad de mextirpzecision tamafo
de la poblacion y por las variaciones ambientales a trdgesempo y al replicar el
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experimento en otros los tubos de ensayo.

El grafico (2.1) muestra los valores reales del conteo y ugume de un modelo
continuo del mismo.

Una regresion lineal de los daté}’é versusN dada porr = 0,99 la razbn de
crecimiento yK = 552.

Susutituyendo los valores en la ecuacion logistica.

N
N =099N (1 — —
0,99 < 552)

Este modelo de poblacion se encuentra en equilibrio, coméarimo de 552
individuos contabilizados en el experimento. El grafic®)2nuestra el modelo

Figura 2.1: Crecimiento de Paramecium aurelia en tubo de ensayo contesrido Osterhaut,
con bacterias como alimentos. El tam@o de la poblacion es numero por 0.5 ml. El tiempo
fué medido en dias.

logistico que representa el crecimiento de dicha pobtacse mantienen los
parametros de esta forma se pueden asegurar los valoresestcon los que se
esta trabajando, como punto adicional se necesita uninaa@l del que no se hace
mencion en [6], asi para efectos de calculo del gragcotsizd como valor inicial
N(0) = 20 debido a que se esta trabajando con individuos el retardonidicion
inicial debe ser un nimero entero.

La ecuacion logistica asume que la razon de nacimientosertes de los
organismos responde instantaneamente a los cambiosana#id de la poblacion.
Sin embargo hay organismos que muestran pulsos de repiodyctener cierto
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Modelo Logistico
600 T T -

N: Poblacion

0 5 10 15 20
t: tiempo

Figura 2.2: Modelo de crecimiento logistico que se asimila a la poblam de Paramecium
aureliade en el tiempo, utilizando la ecuadn logistica y los lo paémetros N (0) = 20, » = 0,99
y K = 552.

retraso tiempo (del orden de una generacion) antes de gapreeluzcan de nuevo.
Los retrasos ocurren si el organismo almacena algun tipoutiéente, debido al
ciclo celular o a las condiciones ambientales que tienervgueon el suministro
de alimento. Hutchinson fué uno de los primeros matem&&n introducir un re-
traso en la ecuacion logistica para tener en cuenta emudacion y periodos de
maduracion.

En las Figuras (2.1) y (2.2), se muestra el crecimiento darRacium aurelia, es
claro que la ecuacion ligistica no devuelve exactamentahtidad de individuos
en cada dia, sin embargo describe el comportamiento deteel@apoblacion.

Ahora agregando un retardo a la ecuacion y manteniendoaloseg de la razon
de crecimiento, el limite de la poblacion se tiene:

N(t—7)
N =099N (1 - ———=
’ ( 552 )

Como se mencion6 en un inicio muchos de los modelos queyecietardo
sufren cambios considerables al agregarse un retardondiargo segin la figura
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Modelo Logistico con Retardo=0.1
600 T T T T

500

IN
o
S

Poblacion
w
S

N
N
o
o

—Con retardo
‘ ‘ ‘ —Sin retardo

12 14 16 18 20

100

0 I I I I
0 2 4 6 8

10
t: tiempo

Figura 2.3: Modelo logistico con paédmetrosT = 0,1, 7 = 0,99 y K = 552, se observan
pequeias oscilaciones alrededor de la figura sin retardo.

(2.3) para este caso al ser el retardo de un valor pequefitemaia tendencia ori-
ginal aunque muestra diminutas oscilaciones con respégi@fico original. Sin
embargo se mantiene en equilibrio respetando el limitegmidnhal impuesto por el
valor deK = 552 que aln es su punto de equilibrio.

Al incrementar el valor del retardo tambien incrementanolsslaciones sobre la
solucion de equilibrio (Ver Figura (2.4)), ademas puedtarse que se sobrepasa
el valor limite de la poblacion admitida en un inicio, sinlemrgo la tendencia en
el tiempo de realizacion del experimento siempre es alibgoi Por lo que puede
deducirse que no existira sobre poblacion ni extinciétedespecie.
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Modelo Logistico con Retardo=1
700 T T T T T T

N: Poblacion

—Con retardo
—Sin retardo
0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 2 4 6 8 . 10 12 14 16 18 20
t: tiempo

Figura 2.4: Al incrementar el retardo las oscilaciones aumentan de dim®sion, parar = 1,
r=0,99y K = 552, se observa un cambio sustancial.

En (2.5) a medida que el valor de incrementa lo hacen tambien las
oscilaciones, sobrepasando el nivel de equilibrio estatideun poco menos del
doble en (a) y por un poco menos del triple en (b), ademas pusde que el
numero de oscilaciones disminuye, con el incremento skela solucion tarda mas
en mantenerse en la solucion de equilibrio. Para ambasiostéas soluciones son
positivas lo que es congruente con un modelo poblacional.

En (2.6) al seguir aumentando el valor del retardo la solusg vuelve no acotada
con tendencia a-oo, si bien pierde las oscilaciones los valores son negativos
aproximadamente desde el dia 7 la poblacion se habragendio. En (a) se muestra

la solucion parar = 2,5 con el cual la solucion decrece exponencialmente,
alejandose completamente del modelo original con unadzahimultiplo 1021,

un acercamiento a esta misma figura (b) muestra el cambioataplioducido,

a diferencia de las soluciones anteriores que tenian nusxi@lativos aqui este
presenta solamente uno cerca de los 2500 individuos patenéinge extinguirse
entre el dia8y 10.
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Modelo Logistico con Retardo=1.5

N: Poblacion

——Con retardp
Sin retardp

. 30
t: tiempo

40

50 60

(a) Para T = 1,5 aparecen soluciones oscilantes, pero finalmente tienden
al estado de equilibrio.

1500

Il

Modelo Logistico

con Retardo=1.95

1000 [

on

N: Poblaci

500

‘ \\\\ ,7,/

/

\‘\,,/

30
t: tiempo

40

50 60

(b) Solucion periodica, oscilante alrededor del punto de equilibrio.

Figura 2.5 Comparacion de el modelo sin y con retardo a medida que el valor deincrementa.
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« 10%2 Modelo Logistico con Retardo=2.5
2 T T T

N: Poblacién

\

-8r —Con retardo ‘ b
—Sin retardo ‘

10 ‘ i

|

1% 5 10 _fs 20 25 30
t: tiempo
(a) Por el grafico podria deducirse que ambos modelos son constantes
con un cambio radical para el que posee retardo, puesto que decece
exponenecialmente cerca del dia 24

Modelo Logistico con Retardo=2.5

3000 T T T T T T T
2000} VRN 1
\\
1000+ / g
S _ \
S Iy .
S 9 - |
re)
o
a -1000F \\ 1
—2000f \ 1
—Con retardo ‘
~30008 —Sin retardo
—, L L L L L L L L L L
40000 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t: tiempo

(b) Puede notarse que ambas poblaciones se mantienen cercanal® £n
los primeros tres dias, para luego separarse por completo da solucion
original.

Figura 2.6:Decrecimiento exponencial de la poblaéin en lapso de 20 dias.
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2.2. Modelo Predador-Presa

Los conejos salvajes debido al estres de su habitat vivatosngue los
domeésticos, con un aproximado de 5 a 7 afos y varia entre388daas en nacer
luego de la fecundacion, la cantidad de crias varia entaér@ y doce, aunque la
esperanza de vida es de los 10 aios en general no superanegl giiio de vida.

Las conejas pueden tener varias crias durante todo el aio.
Por otro lado los linces solo tienen una ovulacion al aiiperiodo de gestacion

varia en los 63 y 70 dias, la cantidad varia entre una y siis, @ero lo habitual
son dos. A las 12 semanas las crias se inician en la caza nactur

El siguiente grafico muestra la solucion en un intervalc?@eafios del modelo
propuesto entre linces y conejos de [4] , basado en los da#abssrrecolectados
en ese lapso de tiempo, ajustandose significativamenteasmi@ad real de ambas
poblaciones. Utilizando el mismo modelo, puede verse quedeaaccion de ambas

700
60
500
40 f?
304

201

£
£
*
¥
*
*
*
Fa
Ay
£
#
£
£

101

15 20

10

Figura 2.7: Grafico del modelo orginal depredaror-presa entre linces y cagjos.

especies con una proyeccion de 100 afos, tiene un compert oscilatorio, el
sistema se ha generado de forma que el modelo se mantenigje edtdido a ello

ninguna de las especies logra el grado de extincion.
El modelo utlizado para realizar este estudio de interaesiy con el cual se han

realizado los graficos es el siguiente

Oil—f =0,55P — 0,027PD

dD
v —0,83D + 0,026 PD
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Figura 2.8: Graéfico de la interacibn de linces y conejos para un intervalo de 100fes

Donde P hace referencia a la poblacion de presas, en otras palatmagos,D
simboliza los depredadores en este caso los linces.

Claramente si los depredadores se extinguen la poblacignedas tiene un cre-
cimiento exponencial, para el caso inverso, la razon debimaen el crecimiento
de los linces se vuleve negativa, disminuyendo de manendisaiva la poblacion
hasta el punto en que la solucibn se vuelve negativa, eetaaml que manejado
como modelo poblacional no puede ser un valor negativo, &jera unicamente

como extincion de la especie.

Haciendo un cambio en el modelo e incluyendo retardos 0,164 que corres-

ponde al tiempo de gestacion de los conejos ¥ 0,191 equivalente al tiempo de
gestacion de los linces, esto es porque el modelo estaagkneon el tiempo en

anos.
Con este cambio en el tiempo ya es visible el el desequilgeierado, por un lado

existe un crecimiento significativo de los linces, llevaada extincion de conejos
gue como resultado ambas especies se extinguen en un lap8aiies aproxima-

damente.
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Modelo Depredaror—presa con retardo
T T T

* Presa
— Depredador

Poblacién

5 10 15 20 25 30 35 40
t: tiempo

Figura 2.9: Tomando un modelo linealizado e incluyendose los retardosiecada una de las
varibles ; = 0,164y 75 = 0,191, utilizando como funcion historia los valores de 24 para las
presasy 8 depredadores, con estos cambios se genera un des#xio en el sistema, que colleva
a la extincion de ambas especies

En este caso la introduccibn de un retardo en ambas vasipldeuce una
desestabilizacion del sistema que ya se tenia como estplddees una de las prin-
cipales caracteristicas de las ecuaciones con retardo.

Ambas soluciones parecen tener el mismo comportamienteedardéento o dismi-
nucion, sin embargo en el tiempo como es de esperarse laestgmnte el declive
de los conejos no es instantaneo el efecto en la poblacifmsdieces. Tomandoles
un estimado de tres afos en extinguirse luego de los conejos

Modelo Depredaror—presa con retardo

500 : :

* Presa
Depredador

Poblacién

0 5 10 15 20 25
t: tiempo

Figura 2.10:Solucion de la ecuaaddn diferencial con retardo del modelo depredador-presa con
retardo y funcion historia o poblacion incial de 8 presas y 30 depredadores.

Manteniendo los parametros originalesy los retardozezalo unicamente
un cambio en la funcion inicial para 8 presas y 30 depredegiq@uede verse que
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inicialmente la cantidad de presas aumenta mientras que lasddepredadores
disminuye debido a la cantidad de encuentros que estozaeadintre menos

conejos se encuentren en el habitat menos encuentrosiganaadisminuyendo la

caza y por tanto la cantidad de linces. A medida que los lidsinuyen en una

cantidad considerable, los conejos recuperan parte deldagimn lo que a su vez

en repuesta la poblacion de depredadores se recupermé&iriay como en el caso
anterior ambas poblaciones se extinguen, sin embargo erca&sh este fenobmeno
ocurre de manera mas inmediata en un tiempo aproximado d&%%a contraste

con el anteriror correspondiente a 20 afos.
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Capitulo 3

Concluciones

El uso de la ecuaciones diferenciales con retardo disaeste in amplio

campo de aplicacion, en general no es posible encontraadena analitica la so-
lucion, por lo que debe hacerse uso de métodos numéridesrgcursos compu-
tacionales para cacularse, a fin de evitar trabajo inndoesmade suma importancia
conocer las limitaciones que impone la estabilidad de dielcaaciones.
El analisis aplicado a las soluciones para su descripesosimilar a una ecuacion
diferencial ordinaria, tal es el caso de la ecuacion caritica, sin embargo la
complejidad agregada por el retardo es considerable, mistdmarse soluciones
en funcion der, y estudiar productos de los paramétros con con el retardo.
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