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DIRECTOR:
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1.3. Tomando valores deτ , tal que 1

e
< aτ < π

2
, aparecen oscilaciones, que

finalmente covergen a cero.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.4. Para valores superiores aπ/2 aparecen soluciones periodicas . . . . . . . 11
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Capı́tulo 1

Ecuaciones diferenciales

Ecuaciones diferenciales

Para conocer el comportamiento de una función en general, entre las cosas

mas importantes se encuentra ser creciente o decreciente, aunque en general sólo

puede interesarnos en un intervalo.

Definición 1.1. Una funcíon f se dice que es creciente en un conjuntoS si

f(x) ≤ f(y) para todo par de de puntosx e y en el conjuntoS, conx < y. Si

la desigualdad primera es estricta se dice que es estrictamente creciente.

De manera similar sucede para decreciente y estrictamente decreciente.

Definición 1.2. Una funcíon f es llamada mońotona si es creciente o decreciente

enS, pero no ambos.

El término estrictamente monótona, se refiere a que es estrictamente crecien-

te o estrictamente decreciente enS.

Definición 1.3. El śımbolo ĺımx→p f(x) = A, se refiere a que para todoε > 0

existeδ > 0 tal que|f(x)− A| < ε siempre que0 < |x− p| < δ

Definición 1.4. Una funcíonf se dice que es continua en el puntop si,

1



2

f est́a definida en el puntop.

ĺımx→p f(x) = f(p)

Teorema 1.1.Seaf una funcíon continua en un intervalo cerrado[a, b], entonces

f est́a acotada en[a, b]. Esto quiere decir que existe una constanteC ≥ 0 tal que,

|f(x)| ≤ C para todax en[a, b].

Prueba Por contradicción, usando el método de bisección. Se asume quef

no es acotada en[a, b]. Seac el punto medio de[a, b]. Entonces sif no es acotada

en [a, b], es decir, no es acotada en al menos uno de los sub intervalos[a, c] o [c, b].

Sea[a, b1] la mitad de[a, b] en la quef no está acotada.

Continuando con el proceso de bisección repetidamente, denotando por[an+1, bn+1],

el intervalo del paso n-ésimo donde la función no esta acotadan. Ası́ la longitud del

intervalo será la mitad de su predecesor por lo que su longitud es(a−b)
2n

.

SeaA el conjunto de los puntos extremos de la izquierdaa, a1, a2, .. asi construida y

seα el supremo deA. Entoncesα esta en[a, b], por continuidad en la parte inferior

deα, existe un intervalo de la forma(α− δ, α + δ) en el que

|f(x)− f(α)| < 1 (1.1)

Si α = a, el intervalo toma la forma[a, a + δ) y si α = b, este toma la forma

(b− δ, b].

La inecuación (1.1) implica

|f(x)| < 1 + |f(α)|

ası́f está acotada por1 + |f(α)| en ese intervalo.

Sin embargo el intervalo[a, bn] está contenido en(a − δ, a + δ), cuandon es tan

grande que(b−a)
2n

< δ.

lo que resulta ser una contradicción ya quef no esta acotada ahı́.

Teorema 1.2.Si una funcíon f es continua en cada punto de un intervalo cerrado

[a, b], entoncesf es integrable en[a, b].

Teorema 1.3.Seaf una funcíon tal que es continua en un intervalo cerrado[a, b]

y asumiendo que es derivable en cada punto del intervalo abierto (a, b). Entonces

se tiene:
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Sif ′(x) > 0 para todax en [a, b], f es estrictamente creciente en(a, b)

Sif ′(x) < 0 para todax en [a, b], f es estrictamente decreciente en(a, b)

Sif ′(x) = 0 para todax en [a, b], f es constante en(a, b)

Definición 1.5. Una ecuacíon diferencial de la forma

y′ + P (x)y = Q(x)

dondeP yQ son funciones continuas ya definidas, es llamada ecuacion diferencial

lineal de primer orden.

SiQ(x) = 0 es llamada homoǵenea.

Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Leibnitz (1646-1716) conocı́a varias soluciones al problema inverso de las

tangentes que cumplı́an alguna condición dada en su solución, en esa época se em-

pleaban sobre todo métodos geométricos.

Él prefirió usar técnicas del recientemente desarrolladocálculo, y finalmente el 11

de Noviembre de 1675, escribió
∫

y dy = 1
2
y2 resolviendo ası́ la primera ecuación

diferencial.

En esos años no habı́a ninguna separación entre el cálculo y las ecuaciones dife-

renciales, está ocurrió en algún momento del siglo XIX m´as de doscientos años

después y fue sobre todo por cuestiones didácticas, aunque desde un punto de vista

más estructural forman una unidad indivisible y que tiene entre otras fuentes a la

fı́sica y a la geometrı́a.

Se dice que una ecuación diferencial es una ecuación en queinterviene una fun-

ción incógnita y sus derivadas.

Definición 1.6. Seaf : D ⊂ Rn+1 7→ Rn una funcíon continua con dominio

D, dondeD es un conjunto abierto y conexo no vacı́o, entonces una ecuación

diferencial ordinaria (EDO), tiene la forma

x
′ = f(t,x) (1.2)
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dondex = (x1, x2, ..., xn) ∈ R
n y (t,x) = (t, x1, x2, ..., xn) ∈ D ⊂ R

n+1.

Tambien se llamará EDO a una ecuación que se pueda transformar en una

que tenga ésta forma. El númeron se llamaordende la ecuación. La funciónf(t,x)

se llama elcampo vectorialasociado a la EDO. Unasolucíon de esta ecuación di-

ferencial es una curva o funciónφ : I ⊂ R 7→ Rn dondeI es un intervalo abierto

y para cadat ∈ I se cumpleφ′(t) = f(t, φ(t)).

Para una ecuación diferencial conocida,

x′(t) = a x(t)

tenemos quea es un parámetro, donde para cada valor distinto dea, se obtiene una

ecuación diferencial diferente. La ecuación dice que para todo valor det la relación

x′(t) = ax(t)

es cierta.

Se puede obtener la solución de esta ecuación utilizando las herramienta de

cálculo. Sik es un número real constante, entonces la funciónx(t) = keat es una

solución, ya que se tiene

x′(t) = akeat = ax(t)

A la colección de las soluciones de una ecuación diferencial, le llamamos

solucíon generalde la ecuación.

Para describir de forma cualitativa los cambios de las soluciones, el signo de

a es de suma importancia.

1. Sia > 0, ĺımt→∞ keat es igual a∞, cuandok > 0, y es igual a−∞ cuando

k < 0.

2. Sia = 0, keat = constante



ECUACIONES DIFERENCIALES 5

3. Sia < 0, ĺımt→∞ keat = 0

Nótese que hay una solución especial de la ecuación diferencial, cuando

k = 0.

Esta es la solución constantex(t) ≡ 0. Una solución contante es llamadasolucíon

de equilibrio o punto de equilibriode la ecuación. Los equilibrios están entre las

soluciones más importantes de las ecuaciones diferenciales.

Decimos que el punto de equilibrio es una fuente cuando las soluciones cer-

canas tienden a alejarse de él. El punto de equilibrio es un pozo cuando las solucio-

nes cercanas tienden hacia él.

0 2 4 6 8 10

0

0.5

1

1.5

2

x 10
5

t

20 exp(t)

Figura 1.1: Gráfica dex′(t) = a x(t) para distintos valores dea > 0 y k > 0, en este caso
y(t) = 0 coincide con una fuente pues con el cambio de el parámetroa las soluciones tienden a
elejarse de la solucíon nula.

Ecuaciones diferenciales con retardo discreto

Con el tiempo las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales han desem-

peñado importantes papeles en la historia de la dinámica de las poblaciones teóricas.

Sin embargo, en general son las primeras aproximaciones de los considerados siste-
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mas lineales, debido a que se dejan de lado algunas consideraciones de la evolución

del sistema. Los modelos más realistas deben incluir algunos de los últimos esta-

dos de estos sistemas, es decir, idealmente, un sistema realdebe ser modelado por

ecuaciones diferenciales con retardos de tiempo.

En efecto, el uso deEcuaciones Diferenciales con Retardoen el modelado

de la dinámica de población es actualmente muy activo, en gran parte debido al re-

ciente y rápido progreso logrado en la comprensión de la dinámica de varias clases

importantes de retardo en las ecuaciones diferenciales y sistemas de estas ecuacio-

nes.

La teorı́a de ecuaciones diferenciales con retardo se ocupade modelos donde

la variación de la variable de estadox, con el tiempo depende de cada instandet, no

sólo dex(t) si no también de los valores dex en instantes anteriores. Una ecuación

diferencial con retardo, es aquella en la que en la expresión del estado, aparece el

estado en uno o varios instantes.

Esto es:

x′(t) = f(t, x(t), x(t− τ1), ..., x(t− τn))

, una ecuación diferencial general con retardo tiene la forma

x′(t) = f(x(t), x(t− τ)) (1.3)

Un problema de valor inicial que contenga retardos requieremás información que

su problema análogo sin retardo. El caso más sencillo es aquél en el que apararece

un único retardo

x′(t) = f(t, x(t), x(t− τ))

Para el sistema diferencial ordinario, una única solución esta determinada por un

punto inicial en el espacio Euclideano en un tiempo inicialt0. Para un sistema que

incluye retardos, una solución requiere información en un intervalo entero de la

forma [t0 − τ, t0]. Ahora para conocer la razón de cambio ent0, necesitamos saber

que sucede enx(t0) y x(t0− τ), y parax′(t0+ ǫ), necesitamos conocer toda la zona

enx(t0 + ǫ) y x(t0 + ǫ− τ).
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Ası́, con el fin de darle sentido al problema de valor inicial,se necesita dar una

función inicial o historia inicial, es decir los valores dex(t) para el intervalo[−τ, 0].
Cada una de estas historias iniciales determinan una únicasolución de la ecuación

diferencial con retardo. Si se requiere que las funciones iniciales sean continuas,

entonces el espacio de soluciones tiene la misma dimensióncomoC([t0−τ, t0],R).

En otras palabras ser de dimensión infinita.

Se conoce el problema de valor inicial presentado anteriormentex′(t) = −ax(t),
ahora agregando el retardo, se obtiene

x′(t) = −ax(t− τ) (1.4)

dondea > 0. Esta ecuación diferencial lineal posee un retardo y a diferencia

de lo que sucede con la ecuación diferencial lineal ordinaria x′(t) = −ax(t), su

comportamiento varı́a a medida que lo hacena y τ .

Si τ = 0 las soluciones de la ecuaciónx′(t) = −ax(t) tienen la formax(t) =

x(0)e−at, por lo que convergen exponencialmente a cero. Para el caso cuando

el retardo es positivoτ > 0, la ecuación (1.4) no es fácil de integrar y el

comportamiento de las soluciones está determinado por lasraı́ces de la ecuación

caracterı́stica.

De igual forma que en el caso ordinario, debemos buscar soluciones de la formaeλt,

sustituyendo de manera directa en la ecuación (1.4) para obtener

λeλt = −aeλ(t−τ) ⇐⇒ λ+ ae−λτ = 0 (1.5)

Las raı́ces de esta ecuación trascendente proporcionan los valores caracterı́sticos,

que determinan el comportamiento de las soluciones.

Si se toma

eλ = α + ıβ; α ∈ R, β ∈ [0,∞) en (1.5), entonces

α = −ae−ατ cos(βτ)

β = ae−ατsen(βτ) (1.6)

Ası́ es necesario conocer donde estas raices sufren un cambio afectando las

soluciones.
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Proposición 1.1. Seaa, τ ∈ (o,∞). Una condicíon suficiente y necesaria para que

todas las raicesλ de (1.5) tengan raices con parte real negativa es

0 < aτ <
π

2
(1.7)

Prueba Asumiendo queaτ < π
2
, debe mostrarse que las raices de (1.5) tie-

nen parte real negativa. Suponiendo que (1.5) tiene una raı́z λ = α+ ıβ conα ≥ 0,

se tendrı́a de (1.6) queλ no puede ser real y no negativa. De donde se suponeβ > 0

y eso implica,

0 < βτ = aτe−ατsen(βτ) <
π

2

mostrando que el lado izquierdo de

α = −ae−ατ cos(βτ)

es no negativa, mientras que el lado derecho es negativo. Esto contradice la prueba

de la parte de suficiencia.

Al probar la necesidad en (1.7), se muestra que cuandoaτ = π
2
, (1.5) tiene un par

de raices imaginarias puras.

Por ejemplo cuandoaτ = π
2
, (1.6) tiene las raices(0,±ıω) dondeω = π

2τ
y esto es

la prueba de la necesidad en (1.7).

Proposición 1.2. Asumiendoa, τ ∈ (0,∞) y

aτ e < 1 (1.8)

Entonces

ĺım
t→∞

[u(t)eλ0t] =
1

1 + λ0τ

[

u(0) + λ0

∫

−τ

0e−λ0su(s) ds

]

(1.9)

dondeλ0 es una ráız real negativa de

λ+ ae−λτ = 0 (1.10)
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y u es alguna solución de

u′(t) + au(t− τ) = 0 (1.11)

Prueba Se defineF como

F (λ) = λ+ ae−λτ

y nótese que

F (0) = a > 0

F

(−1
τ

)

=
−1 + aeτ

τ
< 0,

y

F

(−1
τ

)

< 0

luego existe una raı́z real negativa deλ + ae−λτ = 0 mostrándose que todas las

λ0 ∈ (−1
τ
, 0) satisfacen|λ0|τ < 1.

Siguiendo la representación de la integrodiferencial

d

dt

[

y(t) + λ

∫ t

t−τ

y(s)ds

]

= f(t)e−λτ

que alguna solución de (1.11) satisface

d

dt

[

v(t) + λ0

∫ t

t−τ

v(s)ds

]

= 0; (1.12)

Asi cuandoaτ < 1
e
, las soluciones convergen exponencialmente a cero, como enel

caso ordinario.

Es decir que para retardos pequeños las soluciones no sufren grandes cambios. Si
1
e
< aτ < π

2
las soluciones convergen a cero pero oscilando.

Esta es una de las principales caracterı́sticas de las ecuaciones con retardo, pues es

imposible que esto suceda con una ecuación diferencial lineal ordinaria de primer

orden. Paraaτ ≥ π
2

aparecen soluciones periodicas y algunas no acotadas.
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Figura 1.2: Para valores deτ menores que1/e la gráfica de la solucíon con retardo conserva
la forma usual de su ecuacíon análoga sin retardo
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Figura 1.3:Tomando valores deτ , tal que 1

e
< aτ < π

2
, aparecen oscilaciones, que finalmente

covergen a cero.

Métodos de integraci ón

Para encontrar la solución explicı́ta ya sea de una ecuaci´on que contenga o

no retardos, es necesario hacer uso de integración, en ocasiones no es tan sencillo

por lo que es apropiado recurrir a técnicas que ayuden a simplificar los cálculos.

Seas una función definida en[a, b] y seaP = x, x1, x2, ..., xn una partición de[a, b]

tal ques es constante en los subintervalos deP . Entonces denotamos pors al valor

contante desk tomado del k-ésimo subintervalo abierto asi que,

s(x) = sk si xk−1 < x < xk k = 1, 2, 3, ..., n

Definición 1.7. La integral des de a a b, denotada por el simbolo
∫ b

a
s(x)dx
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Figura 1.4: Para valores superiores aπ/2 aparecen soluciones periodicas

est́a definida por la siguiente fórmula.

∫ b

a

s(x)dx =

n
∑

i=1

si(xi − xi−1) (1.13)

En 1691, el problema inverso a las tangentes condujo a Leibnitz a descubrir

simultáneamente el método de separación de variables para resolver ecuaciones de

la formay dy

dx
= X(x) Y (y) y el Teorema de cambio de variables en las integrales.

Aún cuando no es posible resolver todas las ED de forma completa es posible en

ciertos casos, obtener la solución general de una forma explı́cita. Algunos casos

para ecuaciones de primer orden en los que se puede encontraruna solución general

se presentan a continuación.

Ecuaciones Exactas
Consideramos una ED escrita de la forma siguiente:

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (1.14)

Desde el punto de vista de la formas diferenciales siω es 1-forma enR2 (o en

un abierto deR2) su expresión en coordenadas es:

ω = P (x, y)dx+Q(x, y)dy

Por lo tanto en la ecuación (1.14) esω = 0. Cuandoω sea 1-forma exacta,



12 METODOS DE INTEGRACION

existirá una funciónf(x, y) de la forma

ω = d f

y por lo tanto al serω = 0, f(x, y) = c es la solución general de la ecuación.

Una condición necesaria para queω sea exacta es que sea cerrada, es decir

ω = 0, en coordenadas esta condición se traduce en:

∂P

∂y
− ∂Q

∂x
= 0 (1.15)

Suponiendo que las funcionesP (x, y) y Q(x, y) son diferenciables. Esta con-

dición es tambien suficiente en el caso en que el abierto deR2 en el que se

trabaja, sea simplemente conexo o haciendo consideraciones de tipo local.

De acuerdo a este tipo de interpretación, llamaremos ecuación diferencial

exacta a aquella que este escrita de la forma (1.14). Las ecuaciones exac-

tas son inmediatamente resolubles, pues basta encontrar una funciónf(x, y),

cuyas derivadas con respecto ax e y coincidan respectivamente conP (x, y)

y Q(x, y).

Factores integrantes
No toda ecuación es exacta, pero podrı́a pensarse que la multiplicaión por un

factor globalµ(x, y), harı́a que la nueva ecuación sea equivalente a la anterior

al menos si existe el inverso deµ. Es decir aunqueω no sea exacta, una

elección adecuada deµ hace queµω lo sea. Para ello deberı́a de verificarse la

condición de exactitud dada anteriormente:

∂P

∂y
=

∂Q

∂x

Lo que equivale a una ecuación en derivadas parciales de primer orden para

la funciónµ.

La obtención de la solución de esta ecuación diferenciales equivalente en

dificultad a la resolución de la ecuación de partida (el usodel método de estas

caracterı́sticas lleva a la ecuación original) pero no es necesario conocerla.

Basta hallar una función que verifique esa ecuación, es decir, basta una solu-
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ción particular.

Se dice queµ(x, y) es un factor integrante para esa ecuación.

El uso de factores integrantes no es, un método muy efectivo. De hecho, toda

ecuación que tiene una única solución admite una familiainfinita de factores

integrantes. Es obvio que no sabemos calcular la solución de todas las ED.

Variables separadas
Se dice que una ecuación diferencial es de variables separadas si se puede

escribir en la forma:

y′ =
f(x)

g(y)

Se trata de una ecuación exacta, escribiéndola en la forma(1.14):

f(x) dx− g(y) dy = 0

y por tanto se pueden usar los métodos expuestos anteriormente. Sin embargo,

en la práctica resulta más directo prescindir de estos planteamientos y

escribir:
∫

g(y) y′(x) dx =

∫

f(x) dx+ C

y cambiando la variable de integración en la primera integral:

∫

g(y) dy =

∫

f(x) dx+ C

relación que una vez integrada, permitirá encontrar la solución.

Cambio de variable
Uno de los métodos más interesantes para la resolución deED es el de cam-

bios de variable, tanto independiente como dependiente. Sin embargo, no

siempre es sencillo adivinar cual es el mejor cambio que simplifica la ecua-

ción y la hace resoluble por algun método elemental. A continuación algunos

tipos de ecuaciones y los cambios de variable que ayudan a su solución.

Ecuaciones homoǵeneas
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ISOCLINAS

Supongamos que la funciónf(x, y) es homogénea de grado 0, es decir:

f(tx, ty) = f(x, y)

En este caso, si se escribey = zx, dondez es la nueva incógnita, la

nueva ecuación es:

z′x+ z = f(x, zx) = f(1, z)

que es una ecuación de variables separadas:

z′ =
f(1, z)− z

x

y que puede resolverse con el método dado anteriormente.

Ecuación de Bernouilli
El siguiente tipo de ecuaciones se puede resolver mediante un cambio

en la variable dependiente:

y′ = f(x)y + g(x)yr

donder es un número real. Si se ponez = y1−r, la nueva ecuación es:

z′ = (1− r)(f(x)z + g(x))

que es una ecuación lineal de primer orden.

Aunque de formas similares puede hacerse para sistemas de ecuaciones de

primer orden, solo para estas ecuaciones pueden hacerse representaciones gráficas

sencillas.

Interpretaci ón geom étrica de las EDO de primer orden. Isoclinas

Seay′ = f(x, y) una ED de primer orden, a cada punto del planox, y po-

demos asignarle un segmento de pendientef(x, y), de esta manera obtendremos un

campo de direcciones en la región en la cúal esté definidaf .
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Se denominan isoclinas a las curva que unen los puntos donde la pendiente es cons-

tante.

De acuerdo con la ecuación diferencialy′ = f(x, y), una solución de esta ecua-

ción es tangente en cada punto al campo de direcciones. Es posible de esta forma

obtener una gráfica aproximada de las soluciones mediante el dibujo de las isocli-

nas de la ecuación, curvas de nivel de la funciónf . Es posible que en algún punto

la funciónf tenga un valor infinito. En este caso no puede hablarse con propiedad

de una solución. Sin embargo con respecto al dibujo aproximado de las curvas in-

tegrales este hecho puede obviarse mediante la consideración de la curva asociada

x′ = 1
f(x,y)

, dondex′ = dx
dy

, es decir considerando ax en función de la variable

y. De esta forma, cuando aparezca un punto de pendiente infinita para la ecuación

inicial, se puede considerar esta otra ecuación y tratar lacurva integral como una

solución suya. No siempre es sencillo dibujar las isoclinas y por tanto las solucio-

nes.

La existencia y unicidad de una ecuación serán una de las primeras dificultades a

tratar. Una ED tiene en general un número infinito de soluciones. Sin embargo si so-

metemos dichas soluciones a alguna condición de tipo a especificar, podemos elegir

entre ellas una sola.

Existencia y unicidad

Puesto que en muchas ocasiones no dispondremos de la soluci´on explı́cita

de una ecuación diferencial, resulta muy interesante el estudio de las propiedades

de esas posibles soluciones, ası́ como de su existencia y unicidad. En general, se

entiende que un problema está bien planteado cuando tiene solución única y ésta

depende en forma continua tanto de los parámetros de la ecuación como de los

datos iniciales.

Definición 1.8. Seaf : I → R una funcíon definida en alǵun intervalo de la recta.

Se dice quef verifica la condicíon de Lipschitz si:

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|, ∀x, y ∈ I
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dondeL es la constante de Lipschitz de la funciónf .

Veamos ahora como toda función derivable con derivada continua es Lips-

chitziana localmente.

Lema 1.1. Seaf : I → R una funcíon derivable y acotada enI. Entoncesf(x) es

Lipschitziana y una constante de Lipschitz es el máximo de la derivada enI.

Entre los resultados más importantes se encuentra el Teorema de existencia

y unicidad que escribe a continuación.

Teorema 1.4.Sea la ecuación diferencial de primer orden:x′ = f(t, x) dondef

es una funcíon continua en:

D = {(t, x) : |t− t0| ≤ a, |x− x0| ≤ b}

y Lipschitziana en la segunda variable en el mismo conjunto D(la condicíon de

lipschitzianidad no necesita establecerse en todoD, pero no se entraŕa en estos

detalles). Entonces existe una solución únicax(t), que verificax(t0) = x0 y que

est́a definida en un entorno det0, |t − t0| ≤ T , dondeT = mı́n{a, b
K
} siendo

K = sup{f(t, x) : (t, x) ∈ D}.

Para mostrar el segundo Teorema de existencia y unicidad, debemos intro-

ducir primero el concepto de aplicación contractiva y un Teorema de punto fijo.

Definición 1.9. Sea(E, d) un espacio ḿetrico yT una aplicacíon deE enE. Se

dice queT es contractiva de constantea si,∃ a, 0 < a < 1, tal que

d(T (x), T (y)) < a d(x, y), ∀x, y ∈ E

El resultado que nos interesa relativo a las aplicaciones contractivas es el si-

guiente Teorema de punto fijo (existen teoremas de punto fijo más generales, como

los de Brouwer, Schauder-Tychonoff, que aparecen en teoremas de existencia, para

diversos tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias y enderivadas parciales).
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Teorema 1.5.Sea(E, d) un espacio ḿetrico completo yT : E → E una aplicacíon

contractiva de constantea. Entonces existe uńunico punto fijo de la aplicaciónT ,

es decir,∃ x ∈ E tal queT (x) = x.

Otra forma del teorema que proporciona resultados de existencia globales, y

su demostración a partir del Teorema del punto fijo.

Teorema 1.6.(Picard-Lindelof )

Consideremos la siguiente ecuación diferencial (o sistema de ecuaciones de primer

orden):
{

x′(t) = f(t, x) t ∈ [t0, t1]

x(t0) = x0

dondef : [t0, t1]× Rn → Rn es una funcíon continua y lipschitziana en la

segunda variable (vectorial en general) en todo su dominio de definicíon, esto es:

||f(t, x1) − f(t, x2)|| ≤ L||x1 − x2|| para todot ∈ [t0, t1], x1, x2 ∈ Rn, L > 0.

(||.|| denota la norma usual enRn). Entonces, existe una unica solución x(t) que

verifica la condicíon inicial y est́a definida en[t0, t1].

Estabilidad

Una de las cuestiones más interesantes que se pueden plantear en torno a las

ecuaciones diferenciales es la de estabilidad de las soluciones, es decir, si se dan

los datos iniciales (una pequeña cantidad), que se puede decir del comportamiento,

para todo valor de la variable independiente, de las soluciones correspondientes.

Se definirá primeramente que se entiende por estabilidad deuna solución.

Definición 1.10.Consideremos el siguiente

{

x′(t) = f(t, x)

x(t0) = x0

que se supone admite una solución única,x(t), definida para todot ≥ t0. Se dice

quex(t, x0) es una solucíon estable (a la derecha) si:∀ǫ > 0, ∃δ > 0 tal que,

si x̃0 ∈ Rn verifica que|x̃0 − x0| < δ, entonces∃x(t, x̃0) que es solución, con
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x(t, x̃0) = x̃0, definida en[t0,∞) y tal que:

||x(t, x̃0)− x(t, x0)|| < ǫ, ∀t ≥ t0

es decir, las soluciones que tienen condiciones iniciales cerca del punto ini-

cial de la solución a estudiar, se mantienen cerca de ésta para todo el tiempo poste-

rior.

Se puede considerar una clase más particular de estabilidad, la llamada estabilidad

asintótica.

Definición 1.11.Se dice quex(t, x0) es una solucíon asint́oticamente estable, si es

estable y si existeη > 0 tal que, si||x̃0 − x0|| < η entonces,

ĺım
t→∞
||x(t, x̃0)− x(t, x0)|| = 0

Nótese que se necesita que la solución sea previamente estable. Es decir,

la condición de tender a la solución en el infinito no es suficiente para asegurar

la estabilidad. Sin embargo, para las ecuaciones de primer orden es una condición

suficiente.

Linealizaci ón

Tomemos ahora la ecuación diferencial ordinaria

x′ = f(x) (1.16)

Una solución constante o de equilibrio enx0, deberá cumplirf(x0) = 0.

Ası́ tomemos una perturbación de este punto de equilibrio,es decir una

solución cercana de la formax(t) = x0 + εu(t) entonces

x′ = εu′ = f(x)

= f(x0 + εu)
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donde podemos utilizar la aproximación de Taylor obteniendo

εu′ = f(x0 + εu) ≈ f(x0) + f ′(x0)εu

= εf ′(x0)u

DefiniendoJ = f ′(x0) obtenemos la ecuación

u′ = Ju (1.17)

Que recibe el nombre deLinealizacíonde (1.16)

Linealizaci ón con retardo

Supongamos que se tiene la ecuación diferencial ordinaria

x′ = f(x, x(t− τ)) (1.18)

dondex(t − τ) es de retardo discreto. Six0 es una solución constante o punto de

equilibrio, entonces al sustituir (1.18), obtenemos0 = f(x0, x0) y esta igualdad nos

da la forma para calcular los puntos de equilibrio.

Si x(t) = x0 + ǫu(t), es un solución cercana al punto de equilibriox0

entonces

x′ = ǫu′ = f(x, x(t− τ)) = f(x0 + ǫu(t), x0 + ǫu(t− τ))

Usando las aproximaciones de Taylor en dos variable se obtiene

εu′ = f(x0 + εu(t), x0 + ǫu(t− τ))

= f(x0, x0) +D1f(x0, x0)ǫu+D2f(x0, x0)ǫu(t− τ)

= D1f(x0, x0)ǫu+D2f(x0, x0)x(t− τ)ǫu(t− τ)

= ǫ[D1f(x0, x0)x(t)u+D2f(x0, x0)x(t− τ)u(t− τ)]

ahora si hacemos

J = D1f(x0, x0) (1.19)
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JD = D2f(x0, x0) (1.20)

Entonces podemos escribir

u′ = Ju(t) + JDu(t− τ) (1.21)

Relaci ón entre una ecuaci ón y su linealizaci ón

En general si no es posible encontrar la solución de una ecuación dada, se

puede al menos describir el comportamiento de la misma a travez de otra ecuación.

Se dirá que un punto de equilibrio de una ecuación diferencial es hiperbólico si

la matriz Jacobiana def no tiene valores propios con parte real nula. En éste caso

unidimensional, ésta condición se traduce al hecho de quef(x) no se anule en dicho

punto de equilibrio.

El Teorema de Hartman-Grobman establece que para cada puntode equilibrio

x0 hiperbólico de la ecuación diferencial existe una vecindad V de x0 y un

homeomorfismoh definido en V que manda las soluciones de la ecuación

diferencial original sobre las de su linealización. En otras palabras, en dicha

vecindadV las soluciones de la linealización y las de la ecuación diferencial original

tienen el mismo comportamiento cualitativo.

Figura 1.5: Interpretaci ón geoḿetrica de la linealizacíon de una ecuacíon diferencial, en un
punto de equilibrio

En base a lo anterior se definirá el comportamiento cualitativo de las solu-

ciones de una ecuación diferencial en una vecindad del punto de equilibrio.
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Definición 1.12. Estabilidad por la derechaSe dice que un punto de equlibrioP ,

es estable si para todoε > 0, existe unar > 0 tal que si,x(t0) est́a enBr(P ),

entoncesx(t) est́a definida para todat ≥ t0 y x(t) est́a enBε(P ) para todat ≥ t0.

Definición 1.13. Estabilidad asint́otica por la derechaSe dice que un punto de

equilibrio P es asint́oticamente (exponencialmente) estable si existe unar > 0

tal que si,x(t0) est́a enBr(P ) entoncesx(t) est́a definida para todat ≥ t0 y

ĺımt→∞ x(t) = P .

Definición 1.14. Estabilidad asint́otica por la izquierdaSe dice que un punto de

equilibrio P es asint́oticamente (exponencialmente) estable si, existe unar > 0

tal que si,x(t0) est́a Br(P ), entoncesx(t) est́a definida para todat ≤ t0 y

ĺımt→−∞ x(t) = P .
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La ecuaci ón caracterı́stica

Suponiendo que la linealizaciónu de (1.17) es de la forma

u(t) = C eλt

dondeλ ∈ C al sustituir en (1.17) obtenemos

Ju = λu

y por tantoλ = J con lo que se puede deducir el siguiente resultado.

Proposición 1.3. Si x0 es una solucíon de equilibrio de la ecuación (1.16), se

cumplen los siguientes casos.

a) Si J = f ′(x0) < 0 entonces,x0 es asint́oticamente (exponencialmente)

estable.

b) Si J = f ′(x0) > 0 entonces,x0 es asint́oticamente (exponencialmente)

inestable.

c) SiJ = f ′(x0) = 0, no se puede concluir nada acerca dex0

Este último debido a que el teorema de la fución inversa garantiza que la

función es localmente invertible en todo el dominio a excepción de los puntos donde

dicha derivada se anula.

En este caso de una ecuación ordinaria, podemos decir queλ = J es la ecuación

caracterı́stica, la cual nos da su solución.

La ecuaci ón caracterı́stica con retardo

Supóngase que

u(t) = Ceλt u(t) una función real
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es una solución de la ecuación (1.21), entonces

u′ = Cλeλt = λu;

u(t− τ) = Ceλ(t−τ)

= ue−λτ

sustituyendo en (1.21) resulta

λu = Ju+ JDue
−λτ

dividiendo a ambos lados poru nuevamente obtenemos la ecuación caracterı́stica

de (1.18)

λ = J + JDe
−λτ (1.22)

Definición 1.15. Seax(θ) = φ(θ) > 0 con θ ∈ [−τ, 0] la función historia o

condicíon inicial de la ecuacíon (1.18). Diremos que el equilibriox0 es estable

si para todoǫ > 0 existe unδ > 0 tal que|φ(t)−x0| ≤ δ en el intervalo de historia

[−τ, 0] y eso implica que todas las soluciones dex(t) de (1.18) con historiaφ en

[−τ, 0] satisfacen que|x(t) − x0| < ǫ para todat ≥ 0. Si adeḿas existe unaδ0 tal

que|φ(t)− x0| ≤ δ0 en [−τ, 0], entoncesx(t) tiende ax0 cuandot → ∞ diremos

quex0 es asint́oticamente estable.

Teorema 1.7.(Principio de estabilidad linealizada para ecuaciones conretardo)

Si la parte real de todas las soluciones de la ecuación caracteŕıstica (1.22) es

negativa, entonces el equilibriox0 es asint́oticamente estable.

El Teorema anterior está basado en el Jacobiano que forma parte de la

ecuación caracterı́tica, por lo que es la parte análoga dela Proposición (1.3), donde

el signo del Jacobiano es negativo garantiza estabilidad asintótica, por lo tanto siJ

y JD son negativosλ tendrá signo negativo.
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Ecuaciones diferenciales lineales de orden n con coefi-

cientes constantes

Consideremos una ecuación lineal de ordenn homogénea de coeficientes

constantes:

x(n) + a0x
n−1 + ... + an−1x

′ + anx = 0 (1.23)

Definición 1.16.Se llama polinomio caracterı́stico de esta ecuación a:

P (λ) = λn + a1λ
n−1 + ... + an−1λ+ an (1.24)

Los elementos básicos de la ecuación diferencial son las raı́ces del polino-

mio caracterı́stico.

Proposición 1.4. Si las ráıces del polinomio caracterı́stico,λ1, ..., λn son todas

distintas entre śı el conjunto de funciones:

eλ1t, eλ2t, ..., eλnt (1.25)

es una base del espacio de soluciones de la ecuación (1.23)

Retomando el polinomio caracteristico (1.24) y definiendo la siguiente

combinación de parámetros

bn = 1− a2n cn = b2n − b21 dn = c2n − c22
bn−1 = a1 − anan−1 cn−1 = bnbn−1 − b1a2 dn−1 = cncn−1 − c2c3

...
...

...

bn−k = ak − anan−k cn−k = bnbn−k − b1ak+1 dn−k = cncn−k − c2ck+2

...
...

...

b1 = an−1 − ana1 c2 = bnb2 − b1an−1 d3 = cnc3 − c2cn−1

La lista sigue creciendo, se disminuyen los parámetros en cada etapa hasta que solo

quedan tres cantidades relacionadas con sus predecesores por la regla
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qn = 1− p2n − p2n−3

qn−1 = pnpn−1 − pn−3pn−2

qn−2 = pnpn−2 − pn−3pn−1

Formulando el siguiente criterio.

La condición necesaria y suficiente para que todas las raices deP (λ)

satisfaga la condición que|λ| < 1 es la siguiente:

1. P (1) = 1 + a1 + . . .+ an−1 + an > 0

2. (−1)nP (−1) = (−1)n[(−1)n + a1(−1)n−1 + . . . + an−1(−1) +
an] > 0

3.
(a) |an| < 1

|bn| > |b1|
|cn| > |c2|
|dn| > |d3|

...
...

(q) |qn| > |qn−2|

Estabilidad de ecuaciones lineales.
Para sistemas de ecuaciones y ecuaciones de ordenn los conceptos son los mismos,

aunque evidentemente las dificultades para saber si una solución es estable o no,

son mayores.

Considerese la ecuación diferencial lineal general, de escalares reales, con un único

retardoτ(τ > 0):

Σn
k=0ak

dk

dtk
x(t) + Σn

k=0bk
dk

dtk
x(t− τ) = 0 (1.26)

Se sabe que si la ecuación caracterı́stica asociada con unaecuación lineal neutro
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tiene raı́ces sólo con partes reales negativas y si todas las raices son uniformemente

acotadas lejos del eje imaginario, entonces la solución trivial de la ecuación lineal

es neutra, uniformemente asintótica y estable. Por lo tanto, el análisis de estabilidad

de la ecuación (1.26) es equivalente al problema de determinar las condiciones bajo

la cual todas las raı́ces de su ecuación caracterı́stica

Σn
k=0akλ

k +
(

Σn
k=0bkλ

k
)

e−λτ = 0 (1.27)

estan en el semi plano complejo izquierdo y estan uniformemente acotadas por el

eje imaginario.

Se denotará

P (λ) = Σn
k=0akλ

k, Q(λ) = Σn
k=0bkλ

k (1.28)

Sin perdida de generalidad, asumimosan = 1.

Teorema 1.8.Si |bn| > 1, entonces para todaτ > 0, existen un ńumero infinito de

raices de

P (λ) +Q(λ)e−λτ = 0, (1.29)

que tienen parte real positiva.

Por lo que la ecuación no serı́a estable. Generando de formainmediata como

consecuencia el siguiente teorema.

Teorema 1.9.Si |bn| > 1, entonces la solución trivial de (1.26) es inestable para

todaτ > 0.

P (λ) +Q(λ)e−λτ = 0,

que tienen soluciónλ con parte real positiva.

Teorema 1.10.Seaf(λ, τ) = λn+ g(λ, τ), dondeg(λ, τ) es una funcíon anaĺıtica.

Asumimos

α = ĺım sup
ℜ λ>0
|λ|→∞

| λ−ng(λ, τ) |< 1 (1.30)

Entonces, comoτ varia en la suma de las multiplicidades de las raices def(λ, τ) =
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0 en el semiplano abierto derecho, puede cambiar solo si una raı́z aparece en o

cruza los ejes immaginarios.

Es decir cuando una raı́z cruza el eje, desde el semi plano derecho, habrá un

cambio de signo en la part real de la raı́z de la ecuación diferencial, lo que gene-

rará que la estabilidad cambie.

Prueba Nótese primero que, dado quef(λ, τ) es una función analı́tica, solo pue-

de tener un número finito de ceros en cualquier conjunto compacto de el plano

complejo. Sif(λ, τ) = 0 tiene un número infinito de raices en el semiplano abier-

to derecho, por hipótesis, entonces existe una secuenciaλj tal quef(λj, τ) = 0,

|λj| → ∞, cuandoj →∞, que a su vez implica

0 =
f(λj, τ)

λn
j

= 1 +
1

λn
j

g(λj, τ). (1.31)

Por lo tanto, según la condición de la hipótesis se tiene

ĺım
j→∞

| λ−n
j g(λj, τ) |= 1 > ĺım sup

ℜ(λ)>0
|λ|→∞

| λ−n
j g(λ, τ) |, (1.32)

Lo que es una contradicción. Por lo tanto se concluye que la multiplicidad total

M(τ) de raices def(λ, τ) = 0 en el semiplano abierto derecho es finita.

Seaλ = λ(τ) es una raı́z cualquiera def(λ, τ) = 0 colocando un disco alrededor

λ(τ), entonces siτ ′ está lo suficientenemente cerca deτ la multiplicidad total de

las raices en el disco es igual a la multiplicidad deλ(z). Siguiendo el Teorema de

Rouché implica que una raı́z deλ(τ) no puede de repente aparecer desaparecer, o

cambiar su multiplicidad en un punto finito del plano complejo.

Supongase queM(τ) cambia, pero que las raices no aparecen al estar o cruzar el eje

imaginario. Esto solo puede ocurrir debido a la aparición de una raı́z en el infinito.

Es decir deberı́a existirτ ∗ y una raı́zλ(τ) tal que|λ(τ)| → ∞ cuandoτ → τ ∗ + 0

o(τ → τ ∗ − 0), conℜ(λ(τ)) ≥ 0. Sin embargo, donde| e−τλ(τ) |≤ 1, cuando

ℜ(λ(τ)) ≤ 0 se tiene

λ−nf(λ, τ) = 1 + λ−ng(λ, τ),

y | λ−ng(λ, τ) |≥ 1
2
(1−α) > 0, cuandoτ está cerca deτ ∗. Esto contradice el hecho

de quef(λ(τ), τ) = 0, lo que completa la prueba.



28
ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDENn CON COEFICIENTES

CONSTANTES

Teorema 1.11.Considerando la ecuación (1.29), dondeP (λ) yQ(λ) son funciones

análiticas enℜ > 0 y satisface las siguientes condiciones:

(i) P (λ) y Q(λ) no tienen raices imaginarias en común.

(ii) P (−ıy) = P (ıy), Q(−ıy) = Q(ıy) paray real;

(iii) P (0) +Q(0) 6= 0

(iv) ĺım sup{| Q(λ)
P (λ)
|: |λ| → ∞ ℜ(λ) ≥ 0} < 1 ;

(v) F (y) ≡ |P (ıy)|2 − |Q(ıy)|2 para today real tiene a lo sumo un ńumero finito

de ceros reales.

Entonces las siguientes proposiciones son ciertas

(a) Si F (y) = 0 tiene raices no positivas, entonces no ocurre un cambio de

estabilidad.

(b) Si F (y) = 0 tiene al menos una raı́z positiva y cada una de ellas es simple,

entonces comoτ incrementa, pueden producirse un número finitos de cambios

de estabilidad y eventualmente la ecuación se vuelve inestable.

Ahora se mostrará los criterios de estabilidad la ecuaciondiferencial de

primer grado con retardo discreto de la forma

dx(t)

dt
+ α

dx(t− τ)

dt
+ βx(t) + γx(t− τ) = 0, (1.33)

dondeτ, α, β, γ son constantes reales.

Partiendo de la ecuación lineal homogénea de orden dos, con coeficientes

constantes

y′′ + a1y
′ + a2y = 0 (1.34)

para encontrar soluciones de esta ecuación se suponen soluciones de la forma

y = eλx .

Ası́ se puede observar que
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y = eλx es solución de (1.34)⇔ (eλx)′′ + a1(e
λx)′ + a2(e

λx) = 0

⇔ eλx(λ2 + a1λ+ a2) = 0⇔ λ2 + a1λ+ a2 = 0

Que no es mas que la ecuación caracteristica asociada, las soluciones de dicha

ecuación nos determina númerosλ para los cualesy = eλx es solución de (1.34).

Asi para (1.33) su ecuación caracterı́stica asociada es

λ+ αλe−λτ + β + γe−λτ = 0, (1.35)

Por el Teorema 1.9, cuando|α| > 1, la solución trivial dex(t) ≡ 0 de (1.33) es

siempre inestable paraτ > 0. Por lo que asumiremos que|α| < 1. El caso cuando

|α| = 1 será tratado como un caso critico.

En el caso|α| < 1, por el Teorema 1.10 sabemos si la estabilidad de la solución

trivial x(t) ≡ 0 de (1.33) cambia enτ = τ̄ , entonces (1.35) debe tener un par de

raices imaginarias puras cuandoτ = τ̄ . En virtud del Teorema 1.10, puede pensarse

que las raices de (1.35) tiene una función continua en términos del retardoτ es decir

λ(τ) + αλe−λ(τ)τ + β + γe−λ(τ)τ = 0.

Para comprender el cambio de la estabilidad, hay que determinar el valor dēτ en el

que (1.35) puede tener un par de raices imaginarias puras conjugadas. Asumiendo

queλ = ıω, ω > 0 es una raı́z de (1.35) paraτ = τ̄ , τ̄ ≥ 0 primero consideremos

la siguiente suposición.

(H1) β + α 6= 0

Se trataráβ + α = 0 como un caso crı́tico.

De (1.35), se tienen la parte real e imaginaria respectivamente

αωsenωτ + β + γcosωτ = 0

ω + αωcosωτ − γsenωτ = 0 (1.36)

Al trasladarβ y ω al lado derecho de las ecuaciones (1.36) y elevando al
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cuadrado

α2ω2sen2(ωτ) + 2αωγsen(ωτ)cos(ωτ) + γ2cos2(ωτ) = β2

α2ω2cos2(ωτ)− 2αωγsen(ωτ)cos(ωτ) + γ2sen2(ωτ) = ω2

sumando se obtiene

α2ω2 + γ2 = ω2 + β2 (1.37)

Entonces

ω2 =
γ2 − β2

1− α2
(1.38)

Derivando (1.35) con respecto aλ

(1 + αe−λτ − ταλe−λτ − γτe−λτ )dλ = 0

y luego con respecto aτ

(αλ2e−λτ + γλe−λτ )dτ = 0

igualando y despejando, se tiene

{

1 + αe−λτ − τ(αλ+ γ)e−λτ
} dλ

dτ
= λ(αλ+ γ)e−λτ . (1.39)

(H2) Sea γ2 > β2, bajo esta suposición puede verse que existen las raices

puramente imaginarias de (1.35) y son simples. Ya que de lo contario en

(1.38) se tendrı́a queω serı́a imaginario y por tantoλ no serı́a imaginario

puro como se asumió al inicio.

Despejando en (1.39) despejando y reacomodando en (1.38), se obtiene

respectivamente

(

dλ

dτ

)−1

=
eλτ + α

λ(αλ+ γ)
− τ

λ
y eλτ = −αλ+ γ

λ+ β
. (1.40)
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sign

{

d(ℜλ)
dτ

}

λ=ıω

= sign

{

ℜ
(

dλ

dτ

)−1
}

λ=ıω

= sign

{

ℜ
(

eλτ

λ(αλ+ γ)

)

+ ℜ
(

α

λ(αλ+ γ)

)}

λ=ıω

Sustituyendo el valor deeλτ

= sign

{

ℜ
(

−
αλ+γ

λ+β

λ(αλ+ γ)

)

+ ℜ
(

α

λ(αλ+ γ)

)

}

λ=ıω

= sign

{

ℜ
(

− 1

λ(λ + β)

)

+ ℜ
(

α

λ(αλ+ γ)

)}

λ=ıω

Evaluando enλ = ıω

= sign

{

ℜ
(

− 1

ıω(ıω + β)

)

+ ℜ
(

α

ıω(ıωα+ γ)

)}

Multiplicando denominador y numerador por el conjudado

−ıω(−ıω + β) y − ıω(−αıω + γ) respectivamente

= sign

{

ℜ
(

ı(β − ıω)

ω(ω2 + β2)

)

+ ℜ
(−ıα(γ − ıαω)

ω(γ2 + α2ω2)

)}

Extrayendo unicamente la parte real de cada término

= sing

{

1

ω2 + β2
− α2

γ2 + α2ω2

}

Haciendo uso de (1.37)

= sing

{

1− α2

ω2 + β2

}

Como el denominador es positivo

= sign
{

1− α2
}

= +

El último paso es válido dado queω 6= 0. Por lo tanto si,|α| < 1, entonces

sign

(

d(ℜλ)
dτ

)

|λ=ıω= +, es decir
d(ℜλ)
dτ

|λ=ıω> 0 (1.41)

Esto implica que todas las raices que cruzan el eje imaginario en ıω de

izquierda a derecha cuandoτ aumenta.

se consideran los dos casos siguientes:

Caso 1β + γ < 0
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Seaτ = 0 en (1.35). Entonces se tiene que

0 = λ(0) + αλ(0) + β + γ

Despejando

λ(0)(1 + α) = −(β + γ),

y por lo tanto

λ(0) = −(β + γ)

(1 + α)
> 0;

es decir la solución trivial de la ecuación diferencial neutral con re-

tardo (1.33) es inestable cuando no hay retardo, y por (1.41), se man-

tendrá inestable para todaτ > 0.

Caso 2β + γ > 0

En este caso,λ(0) = −β+γ

1+α
< 0; es decir que la ecuación (1.33), es

asintoticamente estable cuando no hay retardo.

De (1.36), despejandocosωτ en la primera ecuación y sustituyendo en

la segunda, se tiene

cosωτ =
−(αω2 + βγ)

γ2 + α2ω2
(1.42)

y

senωτ =
ω(γ − βα)

α2ω2 + γ2
(1.43)

Por lo tanto hay un únicoθ, 0 < θ ≤ 2π, tal queωτ = θ, hace que

ambas (1.42) y (1.43) se mantengan. Nótese que siγ2 > β2

γ2 − β2 = (γ − β)(γ + β) > 0

, β + γ > 0, por lo tanto,γ − β > 0, de aqui queγ > |β| ≥ 0 entonces

γ − αβ > 0 puesto que|α| < 1 y por (1.38)⇒ senωτ > 0. Por lo tanto

θ = arcot

(

− αω2 + βγ

ω(γ − βα)

)

(1.44)
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y 0 < θ < π es el intervalo dondesenωτ es positivo. Denotando

τ0 =
θ

ω
(1.45)

Cuando0 < τ < τ0 , la solución trivial de la ecuación. (1.33) es

uniformemente asintotica estable; cuandoτ > τ0 es inestable.

Si γ2 < β2, no hay raices imaginarias puras en la ecuación (1.35), dado

que en (1.38)ω serı́a complejo y por tanto dado que la solución es de

la formaıω la raı́z no seria imaginaria pura. En otras palabras, no hay

raices de (1.35) que crucen el eje imaginario cuandoτ incrementa. Por

lo tanto, no hay cambio en la estabilidad, si importar como seelija el

retardo discretoτ .

En el caso queγ + β 6= 0, vemos queω = 0 es la única solución de

(1.38).

Sin embargo,λ = 0 no es raı́z de (1.35) por hipóresis (H1) por lo tanto

no hay cambio de estabilidad como tal.

Asi con excepción de los casos crı́ticos se obtiene el siguiente análisis

de cambio de estabilidad de la ecuación diferencial neutral con retardo

(1.33)

Teorema 1.12.En (1.33), asumiendo|α| 6= 1, luego las siguientes afirmaciones

son verdaderas.

1. Si|α| > 1, entonces (1.33) es inestable para todos los retardos positivosτ .

2. Si|α| < 1, γ2 < β2, o γ + β 6= 0, entonces el incremento deτ no cambia la

estabilidad de (1.33).

3. Si|α| < 1, γ2 > β2 y

i β + γ < 0, entonces (1.33) es inestable para todos los retardos positivos.

ii β + γ > 0, entonces (1.33) es uniforme asintoticamente estable cuando

τ < τ0 e inestable cuandoτ > τ0, dondeτ0 = θ
ω

y

ω =
(

(γ2 − β2)(1− α2)−1
)

1
2

θ = arcot

(

− αω2 + βγ

ω(γ − βα)

)
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Los casos crı́ticos aún sin resolver son lo siguientes:

Caso cŕıtico 1 |α| = 1

El Teorema 1.10 no es válido.

Caso cŕıtico 2 |α| < 1, β + γ = 0.

En este caso,λ(τ) = 0 es siempre raı́z de (1.35) para todaτ ≥ 0. De donde

(1.33) nunca puede ser asintóticamente estable. Un análisis parcial de esos

casos criticos es

Asumir aλ = u+ ıv es una raı́z de (1.35), entonces en (1.35) separando parte

real e imaginaria

u+ αue−τucosτv + αve−τusenτv + β + γe−τucosτv = 0,

v − αue−τusenτv + αve−τucosτv − γe−τusenτv = 0. (1.46)

Análisis del caso cŕıtico 1

(i) α = −1.

Para este caso hay tres subcasos a considerar.

(a) Asumiendoγ + β = 0. Entonces (1.35)

λ+ αλe−λτ + β − βe−λτ = 0

λ(1 + αe−λτ ) + β(1− e−λτ ) = 0

Sustituyendo el valor deα = −1
λ(1− e−λτ ) + β(1− e−λτ ) = 0

(λ+ β)
(

1− e−λτ
)

= 0 (1.47)

Si β < 0, entoncesλ > 0 y (1.33) es siempre inestable para

τ ≥ 0; mientras que siβ ≥ 0, entonces (1.33) es estable, pero

no es asintóticamente estable.
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(b) Asumiendoβ > |γ|. En este caso (1.35) siτ = 0

λ+ αλ+ β + γ = 0

λ(1 + α) + β = −γ
Como α = −1

β = −γ
−→←−

por tanto no tiene sentido cuandoτ = 0. Asumiendo que (1.35)

tiene una raı́zλ = u+ ıv, dondeu ≥ 0, para algúnτ > 0.

De (1.46) , se tiene

(u+ β)2 + v2 = e−2τu
(

(αu+ γ)2 + α2v2
)

(1.48)

Por lo tanto,

(u+ β)2 + v2 ≤ (αu+ γ)2 + α2v2 (1.49)

Deα = −1, se tiene

(u+ β)2 + v2 ≤ (γ − u)2 + v2

Desarrollando los cuadrados

u2 + 2uβ + β2 ≤ u2 − 2uγ + γ2

2u(β + γ) ≤ γ2 − β2 (1.50)

En el casoβ > |γ|, se tieneβ+τ > 0, γ2−β2 < 0. Por tanto (1.50)

implica2u(β + γ) < 0, lo que contradice el hecho queu ≥ 0. Por

lo tanto todas las raices de (1.35) deben tener parte real negativa

paraτ > 0, lo que implica en el caso de (1.33) es asintóticamente

estable para todos los retardos positivos.

(c) Asumiendoγ > |β|. Suponiendo en este caso (1.35) tiene una raı́z

λ = u+ ıv, dondeu ≤ 0, para algunτ > 0. Entonces, por (1.48)

(u+ β)2 + v2 ≥ (αu+ γ)2 + α2v2 (1.51)
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Asi

2u(γ + β) ≥ γ2 − β2 (1.52)

De γ > |β|, se tieneβ + τ > 0, γ2 − β2 > 0, lo que implica

2u(β + γ) ≥ γ2 − β2 > 0. Esto contradice el supuesto queu ≤ 0.

Por lo tanto, todas las raices de (1.35) tienen parte real positiva

cuandoτ > 0, lo que implica que (1.33) es inestable para todos los

retardos positivos.

Ahora asumiendo

(ii) α = +1.

En este caso, se tienen tres subcasos

(a) Asumiendoβ = γ. Entonces (1.35) es equivalente a

(λ+ β)
(

1 + e−λτ
)

= 0 (1.53)

De aqui que siβ ≥ 0, entonces (1.33) es estable para todaτ ≥ 0 (

pero no es asintóticamente estable); mientras que siβ < 0, entonces

(1.33) es siempre inestable.

(b) β > |γ|. Suponiendo que (1.35) tiene una raı́zλ = u+ ıv, donde si

u ≥ 0. Entonces por (1.48), se tiene

2u(β − γ) ≤ γ2 − β2 (1.54)

De β > |γ|, se tieneγ2 − β2 < 0, β − γ > 0; por lo tanto (1.54)

contradice el hecho queu ≥ 0. Asi (1.54) será asintoticamente

estable.

(c) Se asume queγ < −|β|. Suponiendo en este caso que (1.35) tiene

una raı́zλ = u+ ıv, dondeu < 0, para algunaτ ≥ 0, entonces por

(1.48) se tiene quee−2uτ > 1

(u+ β2) + v2 ≥ (αu+ γ)2 + α2v2

2u(β − γ) ≥ γ2 − β2 (1.55)

Peroγ2 − β2 > 0, β − γ > 0, perou ≤ 0 hace a (1.55) imposible.

Esta contradicción implica en este caso que para todaτ ≥ 0 , todas
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las raices de (1.35) tienen parte real positiva por lo que (1.33) es

siempre inestable.

Análisis del caso cŕıtico 2 |α| < 1, β + γ = 0.

Este caso se puede dividir en dos

(i) Asumiendo queβ ≥ 0 y suponiendo que (1.35) tiene una raı́zλ = u+ ıv,

dondeu > 0, para algunaτ ≥ 0. Entonces (1.49) se aplica a este caso,

de donde se obtiene

(1− α2)u2 + 2uβ(1 + α) + v2(1− α2) < 0 (1.56)

Como siempre esto contradice el hecho de que(1 − α2)u2 > 0,

2uβ(1 + α) ≥ 0, v2(1 − α2) ≥ 0. Entonces en este caso (1.33) es

siempre estable, aunque no de manera asintótica.

(ii) Asumiendo queβ < 0. Deγ + β = 0, se tiene queγ = −β > 0.

Asi la ecuación (1.35) es equivalente a

(λ− γ)eλτ + αλ+ γ = 0 (1.57)

Denotandoh(λ, τ) = (λ−γ)eλτ+αλ+γ. Aquih(λ, τ) será considerada

como una función real deλ. Se tiene

h(0, τ) = 0 h(γ, τ) = γ(1 + α) > 0 (1.58)

y
∂h

∂λ
(λ, τ) = α + (λ− γ)τeλτ + eλτ (1.59)

De (1.59), se tiene
∂h

∂λ
(0, τ) = 1 + α− τγ (1.60)

Por lo tanto siτ > γ−1(1+α), entonces∂h
∂λ
(0, τ) < 0, lo que implica que

existe unδ > 0 tal que, cuando0 < λ ≤ δ, h(λ, τ) < 0. Deh(λ, τ) > 0,

se tiene que hay al menos unaλ̄, δ ≤ λ̄ < γ, tal queh(λ̄, τ) = 0, es decir

para este casoτ > γ−1(1 + α), en otras palabras (1.57) siempre tiene

una raı́z real positiva, lo que implica que (1.35) es inestable.
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Formalmente podemos definir ecuaciones diferenciales ordinarias de este tipo de la

forma

Definición 1.17.Una ecuacíon diferencial de la forma

y′′ + P1(x)y
′ + P2(x)y = R(x)

se llama ecuación lineal de segundo orden.

.

Algunas de las ecuaciones descendientes de este tipo, tienen diferentes aplicacio-

nes, entre las mas conocidas se encuentra:

La ecuación de Riemann

Consideremos la ecuación diferencial lineal de segundo orden:

x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0

Un caso particular de esta ecuacione son las de segundo orden, algunas de

las mas importantes ecuaciones diferenciales encontradasen ciencia y en ingenieria

son las ecuaciones de segundos orden. Algunos ejemplos muy importantes de se-

gundo orden incluyen:

La ecuación de Newton,

mx′′ = f(x)

Ecuaciones de circuito eléctrico en ingenierı́a,

LCx′′ +RCx′ + x = v(t)

Nótese que estas ecuaciones son una subclase especial de los sistemas bidimen-

cionales de ecuaciones diferenciales definidos por la introducción de una variable

simpley = x′.

Por ejemplo considerando la ecuación constante de segundoorden de la forma,

x′′ + ax′ + bx = 0
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Si tomamosy = x′ la ecuación diferencial anterior se transforma en

x′ = y, y′ + ay + bx = 0

Frecuentemente las ecuaciones diferenciales se escriben en términos de sus

componentes

x′
k = fk(t, x1, .., xn) para k = 1, ..., n

Las ecuaciones diferenciales presentadas de esta forma sonllamadasistemas

de ecuaciones diferenciales.

Un sistema de ecuaciones, es una colección den ecuaciones interrelacionadas de la

forma
x′
1 = f1(t, x1, x2, . . . , xn)

x′
2 = f2(t, x1, x2, . . . , xn)

...

x′
n = fn(t, x1, x2, . . . , xn)

Donde las funcionesfj son de valor real den+ 1 variables.

Al simplificar la notación, utilizando la notación de vector

X =







x1

...

xn







Ahora se debe escribir el sistema como,

X ′ = F (t, X)

donde

F (t, X) =







f1(t, x1, x2, . . . , xn)
...

fn(t, x1, x2, . . . , xn)







El sistema de ecuaciones es llamadoautónomosi ninguna de lasfj depende det,

ası́ se tendrı́aX ′ = F (X).

De manera analoga con las ecuaciones diferenciales de primer orden, un vectorX0,

para el cualF (X0) = 0 es llamadopunto de equilibriopara el sistema. Un punto de
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equilibrio corresponde a la solución constanteX(t) ≡ X0 de el sistema igual que

antes.

Estabilidad de sistemas aut́onomos

Considérese el sistema

x′ = f(x)

con f definida en un abiertoD deRn, continua y Lipschitziana enD. Seax0 un

punto crı́tico, es decir,f(x0) = 0. Se define las siguientes nociones de estabilidad.

Suponiendo quex0 = 0, para mayor sencillez de notación.

Definición 1.18.Se dice que el punto crı́tico 0, es estable si, para todoǫ > 0 existe

δ(ǫ), tal que si||x0|| < δ, entonces||x(t)|| < ǫ, para todot ≥ 0, dondex(t) es la

única solucíon conx(0) = x0.

Clasificación de puntos crı́ticos. Sistemas lineales aut´onomos planos. Sea el

sistema lineal autónomo enR2 :
{

x′ = ax+ by

y′ = cx+ dy

dondea, b, c, d son números reales, y la matrizA se escribe

A =

[

a b

c d

]

.

Definición 1.19. Se dice que el origen, que es un punto crı́tico, es un punto

elemental si el determinante de la matrizA, es distinto de cero.

Entonces, sus autovalores son distintos de cero. El único punto singular es el

origen, y esto es lo que clasificamos. El tipo de clasificacio´n que se desea estable-

cer es el basado en la linealidad del sistema. Es decir, dos sistemas autónomos son

linealmente equivalentes si existe una matriz2× 2 que lleva uno en otro.

Definición 1.20.Dos sistema autónomos lineales−→x = A−→x , −→y = B−→y (A,B son

dos matricesn × n) son linealmente equivalentes si existe una matrizn × n, y P ,



ECUACIONES DIFERENCIALES 41

regular, tal que:

B = PAP−1

(las coordenadas se transforman como−→y = P−→x ).

Ahora que en lo que se está interesado a la hora de establecerla equivalencia

lineal son los autovalores. Suponiendo quedetA 6= 0.

Para autovalores reales se tiene:

(trA)2 > 4 detA > 0. Es decir, las raı́ces reales distintas son del mismo

signo. Según este signo, se dice que el origen es:

• Si λ2 < λ1 < 0, nodo estable.

• Si 0 < λ2 < λ1, nodo inestable.

(trA)2 = 4 detA. Es decir, raı́ces reales iguales. En este caso la matrizA es

diagonal o bien no es diagonalizable.

detA < 0. Es decir autovalores de distinto signo:λ1 < 0 < λ2 . El flujo es

aún hiperbólico, pero no es una contracción ni una expansión.

La introducción de un retardo incrementa significativamente la localización

de las raices de la ecuación caracterı́stica. Una vez incluido el retardo en el modelo,

en general se está interesado en saber si la variación del tamaño del retardo cambia

o no las caracterı́sticas del estado de equilibrio.

Un estado de equilibrio puede cambiar a inestable si, por el incremento del retardo,

las raices caracterı́sticas cambian de tener parte real negativa, a tener parte real

positiva y esto sucede si y solo si estas raices atraviezan eleje imaginario.

En un estado estable, la ecuación caracteristica de la ecuación diferencial con

retardo tiene la forma

P (λ, τ) ≡ P1(λ) + P2(λ)e
−λτ = 0 (1.61)

Una ecuación diferencial con retardo, tiene más complicaciones al hacer su

análisis. Una ecuación diferencial general con retardo tiene la forma.

x′(t) = f(x(t), x(t− τ)) (1.62)
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Un problema de valor inicial de este tipo requiere más información que su problema

análogo sin retardo. Para un sistema ordinario , una únicasolución está determinada

por un punto inicial en el espacio Euclideo en el tiempot0. Para un sistema con

retardos, se requiere información en el intervalo completo [t0 − τ, t0]. Se conoce

el rango de cambios det0, ası́ que se necesita el valor de las funciones enx(t0) y

x(t − τ), y parax′(t0 + ε), necesitamos conocerx(t0 + ε) y x(t0 + ε − τ). por lo

que se necesita dar una función inicial o historia inicial,para los valores dex(t) en

el intervalo[−τ, 0].
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Ecuaci ón diferencial logı́stica

La ecuación diferencialN ′ = r N puede ser considerada como el primer

modelo simple del crecimiento de poblaciones, cuandor > 0. La cantidad dada

porN(t) es la población en un tiempot. Asumiendo que la la tasa de crecimiento

de la población denotada pordN
dt

es directamente proporcional al tamaño de la po-

blación. Donde por su puesto ha omitido cierto tipo de circunstancias que afectan

el crecimiento de la pobalción, tales como la capacidad delmedio, existencia de

depredadores, entre otros.

Una ecuación diferencial que cumple con la primera de las restricciones es elmo-

delo de crecimiento poblacional logı́stico. Dado por la ecuación diferencial

N ′ = r N

(

1− N

k

)

(1.63)

Donder y N son parámetros positivos:k da la razón de crecimiento cuando el ta-

maño de la población es muy pequeño, mientras queN es el orden ideal del tamaño

de la población o dicho de otra forma es la capacidad de mantenimiento. Podemos

observar que para valores muy pequeñosN , podemos tomar1 − N
k
≈ 1, obténien-

dose la ecuación esencialN ′ = k N , pero siN > k, entoncesN ′ < 0, en una

población significarı́a decrecimiento.

Esta es una ecuación de primer orden, autónoma, pero es unaecuación no lineal.

Podemos escribirla en la forma:

N ′ =
r

k
N (k −N) (1.64)

Notemos en la ecuación anterior (1.64), para el valor det que haceN(t) = k,

obtenemos queN ′(t) = 0, siendo este un punto de equilibrio de la ecuación

diferencial.

Además en la ecuación notamos que para algún valor det podemos obtener un

segundo punto de equilibrio cuandoN(t) = 0. Es posible encontrar la solución de
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forma general, utilizando el método deSeparacíon de variables, asi:

dN
dt

= r
k
N(k −N)

dN
N(k−N)

= r
k
dt

∫

dN
N(k−N)

dt = r
k

∫

dt

Utilizando el métodoFracciones parciales, se puede reescribir la integral en la

forma:
∫
(

1

N
+

1

k −N

)

dN = r dt

Con lo que la solución general para la ecuación (1.63), es como sigue:

N(t) =
M r er t

1 +Mert
(1.65)

DondeM , es una constante arbitraria surgida de la integración.

Agreguése ahora el retardo, como sigue:
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Figura 1.6: Soluciones de una ecuación logı́stica con un punto de equilibrio enx(t) = 3

dN(t)

dt
= rN(t)

[

1− N(t− τ)

k

]

(1.66)
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Los parámetros siguen siendo los mismos yτ es el tiempo que tarda la respuesta

en aparecer, luego de las acciones realizadas. Para este caso la tasa de reproducción

también dependerá de la capacidad del medio en el tiempot − τ , dondeτ puede

representar el tiempo de gestación del nuevo individuo.

Nuevamente cuandoN = 0 y enk = N , encontramos los puntos de equilibrio.

De igual forma podemos intentar resolver con el mismo método de separación de

variables, para encontrar la solución analı́tica.

La ecuación toma la forma siguiente luego de la integración a ambos lados:

∫
(

A

N
+

B

k −N(t− τ)

)

dN =
r

k

∫

dt

DondeA y B son incognitas a determinar, para este caso deben ser cons-

tantes, con esta restricción es imposible encontrar dichas constantes. Ası́ el mismo

método no resuelve de forma analı́tica dicha ecuación.

El carácter de las soluciones de (1.66), y el tipo de condiciones de contorno reque-

rido son muy diferentes de los de (1.64). Incluso con la ecuación aparentemente

inofensiva (1.66), las soluciones en general tienen que serencontradas numérica-

mente. Teniendo en cuenta que para computar la solución para t > 0 se requiere

N(t) para todo−τ ≤ t ≤ 0. Sin embargo, podemos conseguir alguna impresión

cualitativa de la clase de soluciones de (1.66) que son posibles, por el siguiente

razonamiento.

Refiérase a la figura (1.7) y supongamos que para algunost = t1, se

cumple queN(t1) = K y que además durante algún tiempo cuandot < t1, se

tiene queN(t − τ) < K. Luego en la ecuación (1.66) se tiene, debido a que

1 − N(t − τ)/K > 0, entoncesdN(t)
dt

> 0 y por lo tantoN(t) en el instantet1
sigue aumentando, cuandot = t1 + τ , sustituyendot se obtieneN(t− τ) = N(t1)

pero por suposiciónN(t1) = K y ası́ dN
dt

= 0.

Ahora parat1 + τ < t < t2, N(t − τ) > K y ası́ dN
dt

< 0 y N(t) disminuye hasta

t = t2 + τ de dondedN
dt

= 0 de nuevo porqueN(t2 + τ − τ) = N(t2) = K.

Si se continua con el proceso con losti se tendrá posibilidad de comportamiento

oscilatorio.

Nótese que el modelo de ecuación diferencial de retardo (1.66) es capaz de generar

soluciones periódicas de ciclo lı́mite, que dependerán de los valores de losti según
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Figura 1.7: Bosquejo del ańalisis cualitativo de la ecuacíon logı́stica con retardo.

el análisis anterior. Un indicio de su existencia es si el elestado de equilibrio es

inestable por las oscilaciones en crecimiento, aunque estono es concluyente.

Se considera la linealización de (1.66) sobre el equilibrio N = 0 y N = K.

Para pequeñas perturbaciones deN = 0 se satisfacedN
dt
≈ rN demostrando que

N = 0 es inestable con un crecimiento exponencial y por tanto solose consideraran

perturbaciones sobre el estado de equilibrioN = K.

Recurriendo a un modelo no dimensional de (1.66) descrito por

N(t)∗ = N(t)
K

, t∗ = rt, τ ∗ = rτ (1.67)

donde los asteriscos representan las cantidades adimensionales, para simpli-

ficar luego de la sustitución suprimimos los asteriscos pero debemos recordar que

estamos trabajando con cantidades adimensionales

dN(t)

dt
= N(t)[1 −N(t− τ)] (1.68)

Linealizando para el estado de equilibrio de esta ecuación, N = 1

Tomando una perturbación cerca del estado de equilibrio

N(t) = 1 + n(t)
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J = D1f(N0, N0) = 1−N(t− τ) = 0

JD = D2(N0, N0) = −N(t) = −1
dn(t)
dt

= Jn(t) + JDn(t− τ) = 0 + (−1)n(t− τ)

Ası́ dn(t)
dt
≈ −n(t− τ). (1.69)

Las soluciones paran(t) son de la forma

n(t) = ceλt ⇒ λ = −e−λτ . (1.70)

Es una ecuación trascendente enτ > 0. No es fácil encontrar las soluciones

analı́ticas de (1.70). Sin embargo, lo que realmente se quiere saber desde un

punto de vista de la estabilidad es si hay algunas solucionescon Reλ > 0 que

desde el primero de (1.70) implica inestabilidad ya que en este cason(t) crece

exponencialmente con el tiempo.

Seaλ = µ + ıω y µ0 un valor a determinar su existencia. Dondeµ0 es un

número real tal que todas las soluciones deλ de la segunda parte de (1.70) satisfacen

queReλ < µ0. Tomandose el módulo en (1.70) se obtiene|λ| = e−µτ y ası́, si

|λ| → ∞ entoncese−µτ → ∞ lo que requiere queµ → −∞. Por lo tanto debe de

haber un númeroµ0 que acota superiormenteReλ. Convenientemente se introduce

z = 1
λ

y ω(z) = 1 + ze−
τ

z entoncesω(z) tiene una singularidad esencial enz = 0.

Asi por el teorema de Picard, en la vencindad dez = 0 , ω(z) = 0 tiene un número

infinito de raices complejas. Ası́ hay una infinidad de raicesdeλ.

Ahora tomando la parte real e imaginaria de la ecuación trascendental en (1.70).

µ = −e−µτ cosωτ, ω = e−µτsenωτ (1.71)

Hay que determinar el rango deτ tal queµ < 0. Se quiere encontrar las condiciones

tales que el limite superiorµ0 enµ es negativo. El primer caso cuandoλ es real, es

decir ω = 0, de (1.71), siω = 0, entoncessen(ωτ) = 0, satisface la segunda

ecuación y la primera viene dada porµ = −e−µτ . esta no tiene raices positivas

cuandoµ > 0 ya que−e−µτ < 0 para todaµτ , por lo que no cumple con la primera

parte de (1.71), Observando cada lado de la ecuación como una función deµ y

notando que sólo puede suceder cuandoτ > 0 y µ < 0.

Ahora considerandoω 6= 0. De (1.71) siω es un solución también lo será−ω, por

lo que podemos considerar sin perdida de generalidadω > 0. Por tanto para que
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la primera ecuación de (1.71) sea verdadera debe suceder que cuandoµ < 0, se

requiere además queωτ < π
2

ya quee−µτ < 0 para todoµτ . En el inicio, de (1.71)

se definióµ(τ), ω(τ), ası́ se está interesado en los valores deτ dondeµ(τ) cruza el

eje por primera vez deµ < 0 aµ > 0 es decir queµ inicia con valores negativos.

Por definición se ha tomado queτ aumenta desde cero, ahoraµ = 0 por primera

vez cuandoωτ = π
2
. Por lo que siµ = 0 en la segunda ecuación de (1.71) da como

única solución relevanteω = 1 y esto ocurre cuandoτ = π
2
. Obteniendo ası́

0 < τ < τ =
π

2
(1.72)

la condición enτ para la estabilidad.

Debemos ahora regresar a las cantidades dimensionales, se tiene que el estado de

equilibrioN(t) = K es estable si0 < rτ < π
2

y es inestable paratτ > π
2
. El valor

crı́ticorτ = π
2

es el valor de bifurcación, es decir el valor del parámetrorτ que hace

que el caracter de las soluciones de (1.72) cambie de manera abrupta o se bifurca

de un estado equilibrio a la solución de tiempo variante. Además si

rτ < 37
4
, N(0) > 0

entoncesN(t) → k cuandot → +∞; y si rτ < π
2
, entonces (1.66) tiene una solu-

ción periodica no constante que oscila con respecto ak.

Para el puntok su linealización es

u′ = −ru(t− τ)

Y la ecuación caracterı́stica es

λ = −τe−λτ

De la parte derecha de el polinomio caracterı́stico podemosnotar que, no es un

polinomio en la variableλ, si no una ecuación trascendente, la cual posee infinitas

soluciones. En base al Teorema sobre la estabilidad de las ecuaciones con retardo,

para este caso, el punto de equilibrioN = k es asintóticamente estable, si las

infinitas soluciones que posee tienen parte real negativa.

Cuando el retardo es lo suficientemente grande y sobre pasa unvalor crı́tico, el
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punto de equilibrioN = k pierde su estabilidad.
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Figura 1.8: Ecuación logı́stica que posee oscilaciones que tienden al estado de equilibrio.

Ecuaci ón diferencial de segundo orden

Puede ampliarse los métodos desarrollados para ecuaciones individuales a

los sistemas de ecuaciones con unn arbitrario. Por simplicidad se tomará el caso

cuandon = 2. Se asumirá que las variablesx ey son independientes, además estan

relacionadas por el sistema de ecuaciones

xn+1 = f(xn, yn)

yn+1 = g(xn, yn)

dondef y g son funciones no lineales. El valor del estado establex̄ y ȳ satisfacen

x̄ = f(x̄, ȳ)

ȳ = f(x̄, ȳ)

Utilizando pequeñas variaciones se realiza el estudio de la estabilidad de estos

estados. Usando la expansión de la serie de Taylor para fuciones de dos variablesf

y g, se obtiene
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x′
n+1 = a11x

′
n + a12y

′
n

y′n+1 = a21x
′
n + a22y

′
n

Teorema 1.13.Obteniendo una matriz de cuatro coeficientes

A =

(

a11 a12

a21 a22

)

Es llamado el Jacobiano de el sistema (1). Reescribiendolo en forma matricial

x
′
n+1 = Ax

′
n (1.73)

Encontrando la ecuación caracteŕıstica para (1) dada por

det(A− λI) = 0

El resultado es siempre la ecuación cuadŕatica

λ2 − βλ+ γ = 0

donde

β = a11 + a12

γ = a11a22 + a12a21

Una condicíon de estabilidad suficiente y necesaria para los sistemas desegundo

orden, dada la ecuación caracteŕıstica (1.13), es que ambas tendrán raices de

magnitud menor que 1 si

2 > 1 + γ > |β|

Para que un estado sea estable debe de satisfacer la siguiente condicíon:

β = a11 + a22 < 0 (1.74)

γ = a11a22 − a12a21 > 0 (1.75)
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Un estado de equilibrio(X̄, Ȳ ) de un sistema de ecuaciones

dX
dt

= F (X, Y ), dY
dt

= G(X, Y )

su estabilidad vendrá dada por

Fx(X̄, Ȳ ) +Gy(X̄, Ȳ ) < 0, (1.76)

y

Fx(X̄, Ȳ )Gy(X̄, Ȳ ) + Fy(X̄, Ȳ )Gx(X̄, Ȳ ) > 0, (1.77)

Donde los t́erminos son las derivadas parciales deF yG con respecto aX eY que

estan siendo evaluados en el estado de equilibrio.

Consid́erese la ecuación diferencial de segundo grado

y′′ + ay′ + by = 0 (1.78)

dondea y b son constantes reales. Sead = a2 − 4b. Entonces toda solución de

(1.78) en el intervalo de(−∞,+∞) tiene la forma

y = e−
ax

2 [c1u1 + c2u2] (1.79)

dondec1 y c2 son constantes y las funcionesu1 y u2 estan determinadas de acuerdo

al signo algebraico ded de la siguiente forma:

Sid = 0, entoncesu1(x) = 1 y u2(x) = x

Sid > 0, entoncesu1(x) = ekx y u2(x) = e−kx, dondek = 1
2

√
d

Sid < 0, entoncesu1(x) = cos kx y u2(x) = sin kx, dondek = 1
2

√
−d

El númerod = a2 − 4b es el discriminante de la ecuación cuadrática

r2 + ar + b = 0 (1.80)

Esta es la ecuación caracteristica de la ecuación (1.78).Sus raices estan dadas por

la ecuación

r1 =
−a+

√
d

2
, r2 =

−a−
√
d

2
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De aqui que la naturaleza de las raı́ces sean determinadas por el valor que tengad,

de aqui que sid > 0, las raices seran reales y la ecuación analı́tica de (1.79)puede

ser escrita en la forma

y = c1e
r1x + c2e

r2x

Si d < 0 claramente las raices son complejas y conjugadas entre si, ycada función

exponencialf1(x) = er1x y f2(x) = er2x, son soluciones complejas de la ecuación

diferencial (1.78). Para obtener las soluciones reales, debe examinarse la parte real

y compleja def1 y f2. Reescribiendor1 = −1
2
a + ık, r2 = −1

2
a − ık, donde

k = 1
2

√
−d, se tiene

f1(x) = er1x = e−
ax

2 eıkx = e−
ax

2 coskx+ ıe−
ax

2 senkx

y

f2(x) = er2x = e−
ax

2 e−ıkx = e−
ax

2 coskx− ıe−
ax

2 senkx

Por lo que la solución general tendrá la forma

y = c1f1 + c2f2

= c1(e
− ax

2 coskx+ ıe−
ax

2 senkx) + c2(e
− ax

2 coskx− ıe−
ax

2 senkx)

= e−
ax

2 coskx(c1 + c2) + ıe−
ax

2 senkx(c1 − c2)

Considerando el sistema de ecuaciones lineales con retardo

dxj(t)

dt
= Σn

k=1 (ajkxk(t) + bjkxk(t− τ)) ; j = 1, 2, ..., n (1.81)

dondeajk, bjk son constantes reales yτ ≥ 0. Sea la ecuación asociada a (1.81)

denotada como

D(λ, τ) = det[ajk + bjke
−λτ − λδjk] = 0 (1.82)

Teorema 1.14.Un conjunto de condiciones suficientes y necesarias para quela

solucíon trivial de (1.81) sea asintóticamente estable para todoτ ≥ 0 son las

siguientes:



ECUACIONES DIFERENCIALES 53

La parte real de todas las raices de

D(λ, 0)det[ajk + bjk − λδjk] = 0 (1.83)

son negativas.

Para today real y τ ≥ 0, se mantiene lo siguiente

D(ıy, τ) = det[ajk + bjke
−ıτy − (ıy)δjk] 6= 0 (1.84)

dondeı =
√
−1.

Si (1.83) no mantiene la solución trivial, no es asintóticamente estable para

τ = 0. Si existe un número realy y algunaτ ≥ 0 tal que

D(ıy − τ) = 0 (1.85)

entonces para esaτ , la ecuación caracterı́stica (1.82) tendrá un par de raices

imaginarias purasy la solución de (1.81) no será asintóticamente estable.

Al probar la parte del resultado de la suficiencia, hay que mostrar que cuando

las condiciones (i) y(ii) se mantienen, todas las raices de (1.82) tienen parte real

negativa.

Se puede reescribir (1.82) en la forma

D(λ, τ) = (−1)nλn + A1λ
n−1 + ...+ An = 0 (1.86)

DondeA1, ..., An son polinomios enajk, bjk y e−λτ . Asumiendo queajk, bjk son

constantes conocidas y que

|e−λτ | ≤ 1, para τ ≥ 0 y Re(λ) ≥ 0 (1.87)

Es decir que los coeficientesAj(j = 1, 2, ..., n) en (1.86) están acotados por el valor

absoluto. Tomando

N = max1≤j≤n

[

supRe(λ)≤0, λ≤0(|Aj|)
]

(1.88)

y definimos

M = max (1, (n+ 1)N) > 0 (1.89)
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Cuando|λ| ≥M y R ≥ 0, se tendrá

|(−1)nλn + A1λ
n−1 + ...+ An| ≥ |λ|n

[

1− |A1|
|λ| − ...− |An|

|λ|

]

≥ Mn
[

1− nN
(n+1)N

]

> 0,
(1.90)

Esto implica que en el dominio de|λ| ≥ M y ℜ(λZ) ≥ 0, la ecuación (1.82) no

tiene raices y esto es válido para todaτ ≥ 0.

Ahora para la región|λ| < M , ℜ(λ) ≥ 0 y por (i) y(ii), esa región no puede tener

raices de (1.82).

Ası́ en general dada una ecuación, al estudiar su estabilidad se requiere conocer la

ecuación caracterı́stica y los valores caracterı́sticosasociados.

Para una ecuación con retardo discreto de la forma

d2x(t)

dt2
+ a

dx(t)

dt
+ bx(t) + cx(t− τ) = 0

La ecuación caracterı́stica asociada

D(λ, τ)) = λ2 + aλ+ b+ ce−λτ = 0

Y Para

d2x(t)

dt2
+ α

d2x(t− τ)

dt2
+ a

dx(t)

dt
+ b

dx(t− τ)

dt
+ cx(t) + dx(t− τ) = 0 (1.91)

dondeτ, α, a, b, c, d son constantes reales. Su correspondiente ecuación caracterı́sti-

ca es:

λ2 + αλ2e−λτ + aλ+ bλe−λτ + c+ de−λτ = 0 (1.92)

Para el primer caso, cuando|α| > 1, la solución para (1.91) es la trivial , es decir

x(t) ≡ 0, por lo que siempre es una solución inestable para el caso deτ positiva. Si

se asume que|α| < 1, aún sigue en discusión lo que sucede con la solución. El caso

de|α| = 1 debe ser clasificado como un caso crı́tico.

Asumiendo queλ = ıω, ω > 0, es una raı́z de (1.92) para algúnτ y asumiendo

además quec+ d 6= 0.
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Bajo esas condiciones se tiene queω 6= 0. Y se tiene la parte real e imaginaria.

c− ω2 + bωsenωτ + (d− αω2)cosωτ = 0,

aω + bωcosωτ − (d− αω2)senωτ = 0 (1.93)

Elevando al cuadrado y sumando se tiene

(ω2 − c)2 + a2ω2 = b2ω2 + (d− αω2)2 (1.94)

Desarrollando

(1− α2)ω4 + (a2 − b2 + 2dα− 2c)ω2 + c2 − d2 = 0 (1.95)

Y las raı́ces serán

ω± = 1
2
(1− α2)−1{(b2 + 2c− a2 − 2dα)

±[(b2 + 2c− a2 − 2dα)2 − 4(1− α2)(c2 − d2)]
1
2}

(1.96)

Para conocer la forma que tendrán dichas raices, es necesario imponer condiciones

y bajo que restricciones estan se cumplen, para ello, se tienen dos casos:

Si c2 ≤ d2, entonces existe una única solución imaginaria,λ = ıω+, ω+ > 0.

Si c2 > d2, existen dos soluciones imaginarias,λ± = ıω± donde,ω+ > ω− > 0,

entonces debe cumplirse que:

b2 − 2c− a2 − 2dα > 0; y

(b2 + 2c− a2 − 2dα)2 > 4(1− α2)(c2 − d2);

de otra forma no tendrı́a soluciones.

Támbien es necesario saber el signo deℜλ(τ), en el punto dondeλ(τ) es puramente

imaginaria. Utilizando un razonamiento similar al usado para la obtención de (1.40),

partiendo de (1.92) se tiene:

(2λ+a+[b−τ(bλ+d)+αλ(2−λτ)]e−λτ )
dλ(τ)

dτ
= λ(αλ2+bλ+d)e−λτ (1.97)

Si cuandoλ(τ ) = ıω se desea queλ(τ)
dτ

= 0 en el puntoτ = τ , entonces dado que
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ω 6= 0 y e−ıωτ 6= 0, solo resta que

λ =
−b±

√
b2 − 4αd

2α

ıω =
−b±

√
b2 − 4αd

2α
Esto implica queb = 0

ıω =
±
√
−4αd
2α

ıω = ±ı
√
αd

α
αω2 = d

Sustituyendo estos valores en (1.94), se tendrá

(ω2 − c)2 + a2ω=0

con lo quea = 0 y ω2 = c

Por lo tanto,a = b = 0, d = αc en este caso y (1.92) es equivalente a

(λ2 + c)(1 + αe−λτ ) = 0 (1.98)

Por lo tanto, sia2 + b2 + (d− αc)2 6= 0, garantiza la simplicidad deλ = ıω.

Por conveniencia, se tomara
(

dλ
dτ

)−1
en lugar dedλ

dτ
. Se tiene:

De (1.97)
(

dλ

dτ

)−1

=
(2λ+ a)eλτ + b+ 2αλ

λ(αλ2 + bλ + d)
− τ

λ
(1.99)

y de (1.92)

eλτ = −αλ
2 + bλ + d

λ2 + aλ + c
(1.100)
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Por lo tanto

sign

{

d(ℜλ)
dτ

}

λ=ıω

= sign

{

ℜ
(

dλ

dτ

)−1
}

λ=ıω

= sign

{

ℜ
[

(2λ+ a)eλτ + b+ 2αλ

λ(αλ2 + bλ+ d)
− τ

λ

]}

λ=ıω

Sustituyendo el valor deeλτ

= sign

{

ℜ
[ −(2λ+ a)

λ(λ2 + aλ + c)

]

+ℜ
[

b+ 2αλ

λ(αλ2 + bλ+ d)

]}

λ=ıω

Sustituyendoλ = ıω, dividiendo y multiplicando por el conjugado correspondiente

= sign

{

a2 − 2(c− ω2)

(c− ω2)2 + a2ω2
+

2α(d− αω2)− b2

(d− αω2)2 + b2ω2

}

De (1.94)

= sign
{

a2 + 2αd− 2c− b2 + 2ω2(1− α2)
}

(1.101)

Incluyendo la expresiónω2
± cuando el signo es positivoω2

+ y negativo conω2
−. En

el caso quec2 < d2 solo existe una raı́z imaginaria,λ = ıω±, por lo que unicamente

cruza el eje imaginario de izquierda a derecha cuandoτ incrementa y la estabilidad

de la solución trivial puede perderse y no recuperarse. En el caso quec2 > d2, cruza

de izquierda a derecha cuandoτ incrementa ocurriendo cuandoτ toma el valor

correspondiente aω+, y cruza de derecha a izquierda cuandoτ asume el valor de

ω−. De (1.93) se obtienen los dos siguientes conjuntos de valores deτ para los que

no son raices imaginarias:

τn,1 =
θ1
ω+

+
2nπ

ω+

, (1.102)

donde0 ≤ θ1 ≤ 2π, y

cosθ1 = −
abω2

+ + (c− ω2
+)(d− αω2

+)

b2ω2
+ + (d− αω2

+)
2

(1.103)

senθ1 = −
(d− αω2

+)aω
2 − bω+(c− ω2

+)

bω2
+ + (d− αω2

+)
2

(1.104)

y

τn,2 =
θ2
ω−

+
2nπ

ω−
, (1.105)
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donde0 ≤ θ2 ≤ 2π, y

cosθn = −abω
2
− + (c− ω2

−)(d− αω2
−)

b2ω2
− + (d− αω2

−)
2

(1.106)

senθn = −(d− αω2
−)aω

2 − bω−(c− ω2
−)

bω2
− + (d− αω2

−)
2

(1.107)

donden = 0, 1, 2 . . .

En el caso quec2 < d2, solo τ0,1 necesita ser considerado ya que si (1.91) es

asintoticamente estable paraτ = 0, entonces permanece asintóticamente estable

hastaτ0,1 y es inestable a partir de ahi. En el valor deτ = τ0,1, tiene raices

imaginarias puras,±ıω+.

En el caso quec2 > d2, si (1.91) es estable paraτ = 0 entonces debe seguir que

τ0,1 < τ0,2 ya que la multiplicidad de las raices con partes reales positivas no puede

ser negativa. Observese que

τn+1,1 − τn,1 =
2π

ω+
<

2π

ω−
= τn+1,2 − τn,2 (1.108)

Por lo tanto solo puede haber un cambio finito entre la estabilidad y la inestabilidad.

Existen valores de los parametros que realizan un número finito de tales cambios

de estabilidad. Sin embargo existe un valor deτ , τ = τ̄ , tal que enτ = τ̄ ocurre

un cambio de estabilidad, de estable a inestable, y paraτ > τ̄ la solución se vuel-

ve inestable, de igual forma sucede si (1.91) es inestable para τ = 0. La ecuación

(1.91) o puede ser inestable paraτ > 0 o tener un número cualquiera de cambios

de estabilidad como en el caso anterior.

Cuandoτ esta incrementando, la multiplicidad de las raices para lascualesℜλ > 0

incrementa en dos cada vez queτ pasa atravez de un valor deτn,1 y decrece en dos

cuandoτ pasa atravez de un valor deτn,2.

Cuando la solución trivial cero es estable paraτ = 0, k cambia de estabilidad a

inestabilidad a estabilidad, ocurre cuando los parametrosson tales que

τ0,1 < τ0,2 < τ1,1 < . . . < τk−1,2 < τk,2 < τk,1 < τk+1,1 < τk,2

o k cambia de inestabilidad a estabilidad y a inestabilidad, ese cambio debe ocurrir

cuando

τ0,2 < τ0,1 < τ1,2 < . . . < τk−1,2 < τk−1,1 < τk,1 < τk,2
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cuando la solución trivial cero es inestable paraτ = 0.

El siguiente teorema enuncia las posibilidades para la ecuación (1.91)

Teorema 1.15.Si en (1.91) asumimos que|α| < 1, c+d 6= 0 y a2+b2+(d−αc)2 6=
0. El número de rices imaginarias positivas (negativas) de (1.92)pueden ser cero,

una o dośunicamente.

Si no tiene raices, entonces la estabilidad de la solución cero no cambia para

ningunaτ ≥ 0.

Si hay una ráız imaginaria con parte real positiva, hay una solución cero que

nunca se hace estable para algunaτ ≥ 0. Si la solucíon es asint́oticamente

estable paraτ = 0, es uniformemente asintótica estable paraτ(0,1), τ(n,1) =
θ1
ω+

+ 2nπ
ω+

donde0 < θ1 < 2π y se hace inestable paraτ > τ(0,1).

Si existen dos raices imaginarias con parte real positivaıω+ y ıω− , tal que

ω+ > ω− > 0 entonces la estabilidad en la solución cero puede cambiar a

un ńumero finito de veces a medida que se incrementa en pasos de tamaño τ

y eventualmente se hace inestable.

Caso cŕıtico 1 |α| = 1

En este caso el Teorema no es válido.

Caso cŕıtico 2 |α| < 1, c+ d = 0

En este caso,λ(τ) = 0 es siempre una raı́z de (1.92) para todaτ ≥ 0.

Los resultados que se obtienen son parciales en estos casos criticos.

Asumiendo queλ = u+ ıv es una raı́z de (1.92), entonces se tiene al sustituir

u2 − v2 + 2ıuv + α(u2 − v2 + 2ıuv)e−uτ(cosvτ − ısenvτ)

+au+ ıav + b(u+ ıv)e−uτ (cosvτ − ısenvτ) + c

+de−uτ(cosvτ − ıvτ) = 0 (1.109)

De donde la parte real e imaginaria respectivamente son:

u2 − v2 + au+ c+ (α(u2 − v2) + bu+ d)e−uτcosvτ

+(2αuv + bv)e−uτsenvτ = 0 (1.110)

2uv + av + (2αuv + bv)e−uτcosvτ

−(α(u2 − v2) + bu+ d)e−uτsenvτ = 0 (1.111)
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Despejando los términos que contienen senos y cosenos, elevando al cuadrado y

sumando ambas ecuaciones se obtiene:

(u2 − v2 + au+ c)2 + (2uv + av)2

= e−2uτ ((α(u2 − v2) + bu+ d)2 + (2αuv + bv)2) (1.112)

Análisis del caso cŕıtico 1

Resulta estabilidadAsumiendo quec > |d| y a ≥
√

2c+ 2|d|+ b2.

Suponiendo que (1.92) tiene una raı́zλ = u + ıv, dondeu ≥ 0, para algún

τ ≥ 0.

Por (1.112) siα = ±1, como consecuencia de asumiru ≥ 0 se tiene

2au3 + 2auv2 + (a2 + 2c)u2 + (a2 − 2c)v2 + 2acu+ c2

≤ 2αbu3 + 2bαuv2 + (b2 + 2dα)u2 + (b2 − 2dα)v2 + 2bud+ d2

(1.113)

Esto contradice el hecho quec > |d| y a ≥
√

2c+ 2|d|+ b2. Mostrando

que si|α| = 1, c > |d|, y a ≥
√

2c+ 2|d|+ b2, entonces (1.91) es siempre

asintoticamente estable para todaτ > 0, ya queu deberı́a ser negativo.

Resulta inestabilidad

a Asumiendoα = −1, d ≤ −|c|, y b ≥
√

2|d| − 2c+ a2. Suponiendo que

(1.92) tiene una raı́zλ = u + ıv, dondeu ≤ 0, paraτ ≥ 0. De (1.112)

se tiene

2au3 + 2auv2 + (a2 + 2c)u2 + (a2 − 2c)v2 + 2acu+ c2

≥ −2bu3 − 2buv2 + (b2 − 2d)u2 + (b2 + 2d)v2 + 2bdu+ d2

(1.114)

Sin embargo esto no puede ser cierto dado que se asumió qued ≤ −|c|
y b ≥

√

2|d| − 2c+ a2. Por lo que (1.91) es inestable en este caso para

todaτ ≥ 0, por lo tanto tiene que ser queu > 0.

b Asumiendoα = 1, d > |c|, y b ≥
√

2|d| − 2c+ a2. Suponiendo que (1.92)

tiene una raı́zλ = u+ ıv, dondeu ≤ 0, paraτ ≥ 0. De (1.112) se tiene

2au3 + 2auv2 + (a2 + 2c)u2 + (a2 − 2c)v2 + 2acu+ c2

≥ 2bu3 + 2buv2 + (b2 + 2d)u2 + (b2 − 2d)v2 + 2bdu+ d2
(1.115)
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Nuevamente esto contradice el hecho qued > |c| y b ≤ −2d− 2c+ a2.

Por lo tanto todas las raices de (1.92) deben tener parte realpositiva, lo

que inplica que (1.91) es inestable para todaτ ≥ 0

Análisis del caso cŕıtico 2 |α| < 1, c+ d = 0.

Resulta estabilidadAsumiendoc ≥ 0, a ≥
√
4c+ b2. Suponiendo que (1.92)

tiene una raı́zλ = u + ıv, dondeu > 0, paraτ ≥ 0. Entonces, de (1.112) se

tiene

(1− α2)(u2 − v2)2 + (1− α)4u2v2 + 2(a− bα)(u3 + uv2)

+(a2 + 2c− b2 − 2dα)u2 + (a2 − 2c− b2 + 2dα)v2

+2(ac− bd)u+ c2 − d2 < 0

(1.116)

Esto no es posible ya que se ha asumido|α| < 1, c ≥ 0, c + d = 0,

a ≥
√
4c+ b2, y u > 0. En este caso todas las raices de (1.112) tienen parte

real no positiva; esto implica que (1.91) es estable (Pero noes asintoticamente

estable puesto queλ(τ) es siempre una raı́z de (1.112).

Resulta inestabilidadAsumiendoc < 0, y τ > d−1(a + b). Considerando la

siguiente función de valores reales:

ℓ(λ, τ) = λ2 + αλ2e−λτ + aλ+ bλe−λτ + c+ de−λτ (1.117)

Observese que

ℓ(0, τ) = 0 (1.118)

y

ĺım
λ→+∞

ℓ(λ, τ) =∞ (1.119)

Dado que asumimos que|α| < 1, existe unM > 0 tal que siλ ≥ M ,

ℓ(λ, τ) ≥ 0. Tambien se tiene

∂ℓ(λ, τ)

∂λ
= 2λ+ a+ (2αλ− αλ2τ + b− bλτ − dτ)e−λτ (1.120)

De donde,∂ℓ(0,τ)
∂λ

= a + b − dτ < 0, si τ > d−1(a + b). Esto implica que,

cuando0 < λ ≤ δ(τ), ℓ(λ, τ) < 0. Por lo tanto, debe existir al menos unaλ̄,



62 ECUACION DIFERENCIAL DE SEGUNDO GRADO

δ(τ) < λ̄ ≤ M , tal queℓ(λ̄, τ) = 0 es decir (1.92) tiene al menos una raı́z

positiva. Por lo tanto (1.91) es inestable.

Ecuaci ón diferencial Lotka-Volterra

En 1925 el matemático Vito Volterra, quién se intersó en las ecuaciones dife-

renciales e integrales, cuando tuvo una conversación con el biológo marino Umberto

d’Ancona, cuando este finalizó su esfuerzo en el Mediterraneo notó un decrecimien-

to de cierta población marina como consecuencia de la primera guerra mundial, la

proporción de peces predadores capturados tuvo un incremento.

Lotka y Volterra son conocidos como los investigadores de laera de oro de la eco-

logı́a teórica, cuando intentaron crear las primeras leyes naturales de la ecologı́a.

Para un modelo general de interacción entre dos especies

x′ = αx+ βxy

y′ = γy + δxy
(1.121)

dondex(t) y y(t) denotan la densidad de las especies yα, β, γ y δ son constantes

reales. Los términos linealesαx y γy describen el crecimiento o decaimiento de

las correspondientes poblacionesx y y en aislamiento. Por ejemplo, siλ > 0 y

β = 0, la poblaciónx crece de manera exponencial comoeλt; si λ < 0, esta decae

exponencialmente. De forma similar sucede siδ = 0, en este caso el signo deγ

decide cuando la poblacióny(t) decae o crece exponencialmente.

La interacción de dos especies es representada por un término de acción de masas

que asume implicitamente que las dos especies se encuentranentre si a una

velocidad proporcional a cada nivel de la población y que elefecto de la depredación

es a su vez proporcional al número de encuentros.

Este sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias tiene dos estados solución

estables(0, 0) y (− δ
γ
,−α

β
). Se sabe que el estado estacionario trivial es una silla de

montar, mientras que el estado de equilibrio no trivial es uncentro, y las soluciones

en el plano de fase forman una infinita familia de órbitas periódicas.

Este modelo es muy inestable, un pequeño cambio en el modelohace un cambio

radical en el comportamiento cualitativo de las soluciones. Podemos reducir el

número de parametros para la forma general de interacciónentre dos especies del
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modelo (1.121) en el caso queα, β, δ > 0. Haciendo el cambio de variable a no

dimensionales.

x̃ =
δ

γ
x, ỹ =

β

α
y, t̃ = αt, µ =

γ

α
.

Aplicando las transformaciones en las ecuaciones originales (1.121) y eliminando

la tilde de las variables en las ecuaciones resultantes obtenemos

x′ = x+ xy

y′ = µy + µxy
(1.122)

Este modelo depende únicamente del parámetroµ y las propiedades cualitativas,

pueden ser estudiadas dependiendo deµ. La transformación es invertible y por

tanto las funciones originalesx y y pueden ser generadas por medio de (1.122).

Acomodando convenienemente

dx
dt

= x(1 + y), dy

dt
= µy(1 + x) (1.123)

En el plano fasex, y se tiene

dy

dx
= µ

µy(1 + x)

x(1 + y)
, (1.124)

tiene como punto singular ax = y = 0 y x = y = −1. Se puede integrar (1.124) de

manera exacta y obtener las trayectorias de fase.

y − µx− log
xµ

y
= H, (1.125)

dondeH > Hmin es una constante yH = 1 − µ es el minimo deH sobre todo

(x, y) este ocurre cuandox = y = −1. Para unaH > 1 − µ dada, las trayectorias

(1.125) en el plano fase son cerradas.

Una trayectoria cerrada en el planox, y implica soluciones periodicas ent parax y

y en (1.123). La condición inicial,x(0) y y(0), determina el valor de la constanteH

en (1.125).

Las soluciones no son estructuralmente estable, una peque˜na perturbación puede

mover la solución dentro de otra trayectoria que no es la linea cerrada original.

La linealización de estos puntos singulares determina el tipo de singularidad y

estabilidad de los estados de equilibrio. Lo primero a considerar es el estado de
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Figura 1.9:Trayectorias de fase de una ecucion de tipo Lotka-Volterra

equilibrio(x, y) = (0, 0). Seanu y v pequeñas perturbaciones de(0, 0). Si se quiere

solo términos lineales, (1.123) tendremos

(

du
dt
dv
dt

)

≈
(

1 0

0 µ

)(

u

v

)

= A

(

u

v

)

(1.126)

La solución es de la forma
(

u(t)

v(t)

)

Beλt

dondeB un vector columna arbitrario constante y los valores propiosλ son dados

por el polinomio caracterı́stico de la matrizA y son soluciones de

|A− λI| =
∣

∣

∣

∣

∣

1− λ 0

0 µ− λ

∣

∣

∣

∣

∣

= 0⇒ λ1 = 1, λ2 = µ

De donde al menos uno de los valores propios,λ1 > 0, u(t) y v(t) crece

exponencialmente y asiu = 0 = v son linealmente inestables. Por lo queλ1 > 0 y

λ2 < 0 es un punto de singularidad de silla.



Capı́tulo 2

Modelaje de ecuaciones
diferenciales

2.1. Modelo Logı́stico

Los paramecios (género Paramecium) son protistas ciliados con forma ova-

lada, habituales en aguas dulces estancadas con abundante materia orgánica, como

charcos y estanques. Son probablemente los seres unicelulares peor conocidos y los

protocolos ciliados más estudiados por la Ciencia. El tamaño ordinario de las espe-

cies de paramecios está comprendido entre 0,05 y 0,33 milı́metros.

Paramecium puede reproducirse de dos maneras distintas. Sepuede producir un

proceso asexual por división simple (fisión binaria) o se puede producir un proceso

de conjugación sexual que tiene lugar en varias fases y que consiste, básicamente,

en la unión de dos individuos para el intercambio de su material genético en un a

secuencia compleja de división, intercambio y fusión de los núcleos. En ambos ca-

sos se produce una división transversal del individuo dando lugar a dos células hijas.

El crecimiento de la población de los protozoamParameciumen tubos de

ensayo es tipico ejemplo de crecimiento logistico. Bajo lascondiciones de este

experimiento que se ha tomado como base, la población deja de crecer cuando

existen alrededor de 552 individuos por 0.5 ml. Los puntos enel tiempo muestran

cierto error, que es causado tanto por la dificultad de medir con precisión tamaño

de la población y por las variaciones ambientales a travésdel tiempo y al replicar el
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experimento en otros los tubos de ensayo.

El grafico (2.1) muestra los valores reales del conteo y un bosquejo de un modelo

continuo del mismo.

Una regresión lineal de los datosN
′

N
versusN dada porr = 0,99 la razón de

crecimiento yK = 552.

Susutituyendo los valores en la ecuación logı́stica.

N ′ = 0,99N

(

1− N

552

)

Este modelo de población se encuentra en equilibrio, con unmáximo de 552

individuos contabilizados en el experimento. El gráfico (2.2) muestra el modelo

Figura 2.1: Crecimiento de Paramecium aurelia en tubo de ensayo conteniendo Osterhaut,
con bacterias como alimentos. El tamãno de la poblacion es número por 0.5 ml. El tiempo
fué medido en dias.

logı́stico que representa el crecimiento de dicha poblaci´on, se mantienen los

parámetros de esta forma se pueden asegurar los valores extremos con los que se

está trabajando, como punto adicional se necesita un valorinicial del que no se hace

mención en [6], ásı́ para efectos de cálculo del gráfico se utilizó como valor inicial

N(0) = 20 debido a que se está trabajando con individuos el retardo lacondición

inicial debe ser un número entero.

La ecuación logı́stica asume que la razón de nacimientos omuertes de los

organismos responde instántaneamente a los cambios en el tamaño de la población.

Sin embargo hay organismos que muestran pulsos de reproducción y tener cierto
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Figura 2.2: Modelo de crecimiento logı́stico que se asimila a la población de Paramecium
aureliade en el tiempo, utilizando la ecuacíon logı́stica y los lo paŕametrosN(0) = 20, r = 0,99

y K = 552.

retraso tiempo (del orden de una generación) antes de que sereproduzcan de nuevo.

Los retrasos ocurren si el organismo almacena algún tipo denutriente, debido al

ciclo celular o a las condiciones ambientales que tienen quever con el suministro

de alimento. Hutchinson fué uno de los primeros matemáticos en introducir un re-

traso en la ecuación logı́stica para tener en cuenta en la incubación y perı́odos de

maduración.

En las Figuras (2.1) y (2.2), se muestra el crecimiento de Paramecium aurelia, es

claro que la ecuación ligı́stica no devuelve exactamente la cantidad de individuos

en cada dı́a, sin embargo describe el comportamiento general de la poblaçión.

Ahora agregando un retardo a la ecuación y manteniendo los valores de la razón

de crecimiento, el limite de la población se tiene:

N ′ = 0,99N

(

1− N(t− τ)

552

)

Como se mencionó en un inicio muchos de los modelos que incluyen retardo

sufren cambios considerables al agregarse un retardo, sin embargo según la figura
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Figura 2.3: Modelo logı́stico con paŕametros τ = 0,1, r = 0,99 y K = 552, se observan
pequẽnas oscilaciones alrededor de la figura sin retardo.

(2.3) para este caso al ser el retardo de un valor pequeño mantiene la tendencia ori-

ginal aunque muestra diminutas oscilaciones con respecto al grafico original. Sin

embargo se mantiene en equilibrio respetando el limite poblacional impuesto por el

valor deK = 552 que aún es su punto de equilibrio.

Al incrementar el valor del retardo tambien incrementan lasoscilaciones sobre la

solución de equilibrio (Ver Figura (2.4)), además puede notarse que se sobrepasa

el valor limite de la población admitida en un inicio, sin embargo la tendencia en

el tiempo de realización del experimento siempre es al equilibrio. Por lo que puede

deducirse que no existirá sobre población ni extinción de la especie.
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Figura 2.4: Al incrementar el retardo las oscilaciones aumentan de dimensión, para τ = 1,
r = 0,99 y K = 552, se observa un cambio sustancial.

En (2.5) a medida que el valor deτ incrementa lo hacen tambien las

oscilaciones, sobrepasando el nivel de equilibrio establecido un poco menos del

doble en (a) y por un poco menos del triple en (b), ademas puedeverse que el

número de oscilaciones disminuye, con el incremento deτ se la solución tarda más

en mantenerse en la solución de equilibrio. Para ambos retardos las soluciones son

positivas lo que es congruente con un modelo poblacional.

En (2.6) al seguir aumentando el valor del retardo la soluci´on se vuelve no acotada

con tendencia a−∞, si bien pierde las oscilaciones los valores son negativos

aproximadamente desde el dia 7 la población se habrá extinguido. En (a) se muestra

la solución paraτ = 2,5 con el cual la solución decrece exponencialmente,

alejándose completamente del modelo original con una cantidad multiplo 10210,

un acercamiento a esta misma figura (b) muestra el cambio radical producido,

a diferencia de las soluciones anteriores que tenian máximos relativos aqui este

presenta solamente uno cerca de los 2500 individuos para finalmente extinguirse

entre el dı́a 8 y 10.
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(a) Para τ = 1,5 aparecen soluciones oscilantes, pero finalmente tienden
al estado de equilibrio.
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(b) Solución periodica, oscilante alrededor del punto de equilibrio.

Figura 2.5:Comparación de el modelo sin y con retardo a medida que el valor deτ incrementa.
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(a) Por el gráfico podria deducirse que ambos modelos son constantes
con un cambio radical para el que posee retardo, puesto que decrecece
exponenecialmente cerca del dia 24
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(b) Puede notarse que ambas poblaciones se mantienen cercanas solo en
los primeros tres dias, para luego separarse por completo dela solución
original.

Figura 2.6:Decrecimiento exponencial de la población en lapso de 20 dias.
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2.2. Modelo Predador-Presa

Los conejos salvajes debido al estres de su habitát viven menos que los

domésticos, con un aproximado de 5 a 7 años y varia entre 28 a35 dı́as en nacer

luego de la fecundación, la cantidad de crias varı́a entre cuatro y doce, aunque la

esperanza de vida es de los 10 años en general no superan el primer año de vida.

Las conejas pueden tener varias crias durante todo el año.

Por otro lado los linces solo tienen una ovulación al año, su periodo de gestación

varı́a en los 63 y 70 dias, la cantidad varı́a entre una y seis crias, pero lo habitual

son dos. A las 12 semanas las crias se inician en la caza nocturna.

El siguiente gráfico muestra la solución en un intervalo de20 años del modelo

propuesto entre linces y conejos de [4] , basado en los datos reales recolectados

en ese lapso de tiempo, ajustandose significativamente a la cantidad real de ambas

poblaciones. Utilizando el mismo modelo, puede verse que lainteracción de ambas
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Figura 2.7: Gráfico del modelo orginal depredaror-presa entre linces y conejos.

especies con una proyección de 100 años, tiene un comportamiento oscilatorio, el

sistema se ha generado de forma que el modelo se mantenga estable, debido a ello

ninguna de las especies logra el grado de extinción.

El modelo utlizado para realizar este estudio de interacciones y con el cual se han

realizado los gráficos es el siguiente

dP

dt
= 0,55P − 0,027PD

dD

dt
= −0,83D + 0,026PD
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Figura 2.8: Gráfico de la interacíon de linces y conejos para un intervalo de 100 ãnos

DondeP hace referencia a la población de presas, en otras palabrasconejos,D

simboliza los depredadores en este caso los linces.

Claramente si los depredadores se extinguen la poblacion depresas tiene un cre-

cimiento exponencial, para el caso inverso, la razón de cambio en el crecimiento

de los linces se vuleve negativa, disminuyendo de manera significativa la población

hasta el punto en que la solución se vuelve negativa, entendiendo que manejado

como modelo poblacional no puede ser un valor negativo, se manejara unicamente

como extinción de la especie.

Haciendo un cambio en el modelo e incluyendo retardosτ1 = 0,164 que corres-

ponde al tiempo de gestación de los conejos yτ2 = 0,191 equivalente al tiempo de

gestación de los linces, esto es porque el modelo esta generado con el tiempo en

años.

Con este cambio en el tiempo ya es visible el el desequilibriogenerado, por un lado

existe un crecimiento significativo de los linces, llevandoa la extinción de conejos

que como resultado ambas especies se extinguen en un lapso de30 años aproxima-

damente.
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Figura 2.9: Tomando un modelo linealizado e incluyendose los retardos en cada una de las
varibles τ1 = 0,164 y τ2 = 0,191, utilizando como función historia los valores de 24 para las
presas y 8 depredadores, con estos cambios se genera un desequilibrio en el sistema, que colleva
a la extinción de ambas especies

En este caso la introducción de un retardo en ambas variables produce una

desestabilización del sistema que ya se tenia como estable, que es una de las prin-

cipales caracteristicas de las ecuaciones con retardo.

Ambas soluciones parecen tener el mismo comportamiento de crecimiento o dismi-

nución, sin embargo en el tiempo como es de esperarse la respuesta ante el declive

de los conejos no es instantaneo el efecto en la población delos linces. Tomandoles

un estimado de tres años en extinguirse luego de los conejos.
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Figura 2.10:Solución de la ecuacíon diferencial con retardo del modelo depredador-presa con
retardo y funci ón historia o población incial de 8 presas y 30 depredadores.

Manteniendo los parámetros originales y los retardos, realizando unicamente

un cambio en la función inicial para 8 presas y 30 depredadores, puede verse que
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inicialmente la cantidad de presas aumenta mientras que la de los depredadores

disminuye debido a la cantidad de encuentros que estos realizan entre menos

conejos se encuentren en el habitat menos encuentros se realizaran disminuyendo la

caza y por tanto la cantidad de linces. A medida que los lincesdisminuyen en una

cantidad considerable, los conejos recuperan parte de su población lo que a su vez

en repuesta la población de depredadores se recupera. Finalmente y como en el caso

anterior ambas poblaciones se extinguen, sin embargo en este caso este fenómeno

ocurre de manera mas inmediata en un tiempo aproximado de 15 años en contraste

con el anteriror correspondiente a 20 años.
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Capı́tulo 3

Concluciones

El uso de la ecuaciones diferenciales con retardo discreto tiene un amplio

campo de aplicación, en general no es posible encontrar de manera analitica la so-

lución, por lo que debe hacerse uso de métodos numéricos yde recursos compu-

tacionales para cacularse, a fin de evitar trabajo innecesario es de suma importancia

conocer las limitaciones que impone la estabilidad de dichas ecuaciones.

El análisis aplicado a las soluciones para su descripciónes similar a una ecuación

diferencial ordinaria, tal es el caso de la ecuación caracteristica, sin embargo la

complejidad agregada por el retardo es considerable, pues debe tomarse soluciones

en función deτ , y estudiar productos de los paramétros con con el retardo.
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