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Introduccion

Este trabajo de investigacién contiene una exposicion de los principales resultados
de la teoria de los polinomios, tanto clasicas como modernas. La teoria de Galois se
discute principalmente desde el punto de vista de la teoria de polinomios, no de la

de la teoria general de campos y sus extensiones. Mas precisamente:

En el capitulo 1 se discute, sobre todo, los teoremas clasicos de la distribucion de
las raices de un polinomio y de su derivada. También se muestra coémo determinar el

ntmero de raices reales de un polinomio real, y como separarlos.

El capitulo 2 trata de criterios irreducibilidad de polinomios con coeficientes enteros,

entre los cuales se encuentran: El criterio de Eisenstein, El criterio de Perrén y otros.

En el capitulo 3 introduciremos y estudiaremos algunas clases especiales de polino-
mios: simétrico (polinomios que son invariables cuando se permutan las indetermina-
das), valor entero (polinomios que alcanzan valores enteros en todos los puntos ente-
ros), ciclotémicos (polinomios con todas las raices n-ésimas primitivas de la unidad

como raices), y algunas clases polinomios interesantes introducidas por Chebyshev.

El capitulo 4 esta dedicado a la teoria de Galois clasica. Es bien sabido que las raices
de una ecuaciéon polinémica de grado como méximo cuatro en una variable pueden
expresarse en términos de los radicales de expresiones aritméticas de sus coeficientes.
Una aplicaciéon principal de la teoria de Galois es que esto no es posible en general

para ecuaciones de grado cinco o maés.

En el capitulo 5 se estudiaran tres teoremas clasicos de Hilbert.



Capitulo 1

Raices de Polinomios

En este capitulo estudiaremos, el teorema fundamental del dlgebra que, aunque este
enunciado, en principio, parece ser una declaracion débil, implica que todo polinomio
de grado n de una variable con grado mayor que cero con coeficientes complejos tiene,
contando las multiplicidades, exactamente n raices complejas, para tal demostracion

se utilizara el teorema de Rouché.

Aqui se discute el teorema de Cauchy de las raices de los polinomios, asi como sus
corolarios y generalizaciones. Y los teoremas de Laguerre que son de importancia en

variable compleja y el anélisis.

Ademas, se estudiara el teorema de Gauss que nos permite relacionar las raices de
un polinomio y hace también una relacién geométrica de los ceros de un polinomio

de tercer grado con coeficientes complejos y los ceros de su derivada.

1.1. Desigualdades para las raices

1.1.1 El Teorema Fundamental del Algebra.

Teorema 1.1 (Rouché). Sean f y ¢ polinomios y v una curva cerrada sin que esta

se intersecte en el plano complejo. Si
£ (2) = g(2)] < [f ()] + |g(2)| (1)

para todo z € 7, entonces en el interior de v hay un niimero igual de raices de f y g.

Demostracion. En el plano complejo, consideremos los campos vectoriales

v(z) = f(2) y w(z) = g(2).

6



CAPITULO 1. RAICES DE POLINOMIOS 7

A partir de (1) se deduce que en ningiun punto de 7 los vectores v y w tienen
direcciones opuestas entre si. Recordemos que el indice de la curva 7y, con respecto a
un campo vectorial v es el nimero de revoluciones del vector v(z) ya que se ajusta

por completo la curva . Consideremos el campo vectorial

v =tv+ (1 —t)w.

Entonces vy = w y v; = v. También es claro que en cada punto z € v el vector vy(z)
es distinto de cero. Esto significa que el indice ind(t) de v con respecto al campo
vectorial v, esta bien definido. El ind(t) depende continuamente de ¢, y por lo tanto
ind(t) = const. En particular, los indices de -y con respecto a los campos vectoriales
v y w coinciden.

Se define el indice de un punto singular z, como el indice de la curva |z — 2| = ¢,
donde ¢ es suficientemente pequeno.

Pero el indice de v con respecto a un campo vectorial v es igual a la suma de los
indices de puntos singulares, es decir aquellos en los que v(z) = 0. Para el campo
vectorial v(z) = f(z), el indice del punto singular z; es igual a la multiplicidad de
la raiz zy de f. Por lo tanto la coincidencia de los indices de v con respecto a los
campos de vectores v(z) = f(z) y w(z) = g(z) implica que, dentro de la curva 7 el

ntmero de raices de f es igual a las de g. O]

Teorema 1.2. Sea f(z) = 2" +a;2" ' + -+ + a,, con a; € C. Entonces dentro del

circulo |z| = 1 4 max |a;| hay exactamente n raices de f (contando multiplicidad).

Demostracion. Sea a = max |a;|, dentro del circulo consideramos el polinomio

g(z) = 2" que tiene una raiz zy = 0, de multiplicidad n. Entonces es suficiente
verificar que si |z] = 1+ a entonces |f(2) — g(2)| < |f(2)| + |g(2)|- Vamos a probar
que incluso [f(z) — g(2)| < |g(2)|.
En efecto, si |z| = 1 4 a entonces:

() =g = oz 4 dan] S a4 el e S alle"T 42 4 1)

como |z| — 1 = a, entonces |f(z) — g(2)] < |z[" =1 < |2|",
es decir que |f(z) — g(2)| < |g(z)|. Aplicando el teorema de Rouché f tiene exacta-

mente n raices. ]
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Se estudiara el teorema de Cauchy de las raices de los polinomios, asi como sus

corolarios y generalizaciones.

1.1.2 Teorema de Cauchy.

Teorema 1.3 (Cauchy). Sea f(x) = 2" — bjz" ! —--- — b, donde todos los b; son
no negativos y al menos uno de ellos es distinto de cero. El polinomio f tiene una

tnica raiz (simple) positiva p y el valor absoluto de las otras no exceden a p.

Demostracion. Recordemos que, si f'(z) > 0, f es creciente; o si f'(z) < 0, f es

decreciente. Ademas p es una raiz simple de f siy solo si f'(p) # 0.
7 =7 Si p es una raiz simple de f entonces f’(p) # 0.

Sea el polinomio f(z) = (z — p)g(x) luego al derivar el polinomio con respecto
a z, tenemos que f'(x) = g(x) 4+ (r — p)g’(z) si evaluamos en p obtenemos que:
f'(p) = g(p) analizamos que si g(p) = 0 entonces significa que p es una raiz de g
entonces podriamos escribir a g como un polinomio g(x) = (z — p)h(x) pero si fuese

asi, p no seria raiz simple, por lo que g(p) # 0 y entonces f'(p) # 0.
7 <=7 Si f'(p) # 0y del polinomio f(z) = (z — p)g(x) al derivarlo con respecto a

x, obtenemos f'(z) = g(z) + (x — p)g’(z) y luego al evaluarlo en p tenemos que

f'(p) = g(p) # 0 entonces el polinomio g no se puede representar como
9(x) = (z — p)h(x),

asi p es una raiz simple.

b b,
Consideremos F(z) = _f@) — L

xm x x"

Notemos que si z # 0, la ecuacion f(x) = 0 <= F(x) = 0.

Se estudiaré el polinomio F', que en este caso f tendra propiedades similares.

Para x > 0, Lsz(x) = ooy LimF(z) = —1 entonces F' se anula en un punto p.
x—0 T—00
Entonces:
/ n n—1
by Jf@)at —na f(x), by 2D nb,,
Fi(z) = —( o ) 2 s T <0

es decir F'(z) # 0.

En particular para x = p
f'(p)p" —np™ ' f(p f'(p by 2b nb,
ISRl s ) A - L Y
p p P> p p

Por lo tanto F'(p) # 0, es decir p es simple y tnica.

Queda por demostrar que si g es una raiz de f, entonces ¢ = |zo| < p
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fz)

:L‘n

Supongamos que p < ¢. Notemos que para x > 0, F(zx) = — es monodtona

decreciente, entonces f es mondtona creciente.
Entonces, f(q) > f(p) = 0, es decir que f(¢q) > 0. Por otra parte, de la igualdad
f(zo) = 0 tenemos:
al = bywl ' + - -+ b,, formamos:
wo|" = |bazf Tt 4+ by
< by o+ [y

Asi tendriamos que |zo|" — by |2o|" " — - -+ — |ba| < 0 entonces F(|zo|) = f(q) <0y
esto es una contradiccion ya que f(q)>0, por lo tanto ¢ < p. ]
Teorema 1.4. (Ostrovsky). Sea f(x) = " — bjz" ' — -+~ — b,, donde todos los

numeros b; son no negativos y al menos uno de ellos es diferente de cero. Si el med de
los indices de los coeficientes b; es igual a 1, entonces f tiene una tnica raiz positiva

p v el valor absoluto de las otras raices son menores que p.

Demostracion. Por el teorema de Cauchy existe una tnica raiz p positiva, ademas

las otras raices de f son negativas o cero.

Sean by, , bg,, ..., bk, los coeficientes positivos, donde k; < ky < -+ < ky,,. Ya que el

med de ky, ko, ..., k,, es 1, entonces existen enteros sq, Ss,..., S, tal que
51]{71 + SQ]CQ +-- Sml{?m =1.

Se considera la funcion

by b,

la cual tiene una tnica solucién positiva p.

Supongamos que z es otra raiz de f. Consideremos entonces a

b b
F(x()):%—i-..._i_%—lzo
de la cual se obtiene la desigualdad
bkl bk;rn bkl bk"b
1:_kl_|_...+Tm§ " ..._|_—km
) Lo | o | | zo
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Sea | xy |= ¢, entonces,

pero en este caso

S1 1,52 Sm S1 1,52 Sm S1 52 Sm
bbb bR\ (7 (B )T
'TO o x31k1+52k2+'”+5mkm o k1 ko km
0

Lo o) )

esto implicaria que xo > 0, lo que genera una contradiccién, ya que solo existe una

Unica raiz positiva p por el teorema de Cauchy

Ahora si F'(x) > 0, entonces
0=F(p) <Fl(q)

asi ¢ < p, porque estamos analizando una funcién F' monoétona decreciente, es decir

| zo [<p

O
Ejemplo 1.1. Sea el polinomio
P(z) = 2* — 2% — 3z — 4 asf los coeficientes del polinomio P serfan los siguientes:
a; = —1, a3 = =3, ag = —4 entonces mcd(1, 2, 3) = 1 y tiene la raiz positiva es

p = 2.55 y las otras no exceden a p.

Teorema 1.5 (Enestrom — Kakeya). Si todos los coeficientes del polinomio

g(x) =apx" '+ .. +a,

son positivos, entonces, cualquier raiz € de este polinomio cumple:

. a; a;
min =i<|e|<vy= max
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Demostracion. Considerar el polinomio

(—7)g(x) = a”+a2" "+ + @@ — YaT" ' — YT — Va1
= apx" + a1zt —yagr" T 4 - T — V2T — Yp_1
= apx" — (yag —ay) 2" — - — (Yap_9 — Ap_1) T — Yp_1

Ahora por definicién se tiene que:

a1

entonces

Yai—1 —a; >0

Ya que ya,_1 > 0 se puede aplicar el teorema de Cauchy al polinomio (z — ) g (),

asi existe una tnica raiz positiva tal que:
le[<~

Suponiendo que € = 0 el teorema se cumple, por lo que podemos suponer ¢ # 0.

Como ¢ es una raiz de g (z), entonces

Qp—1
aO + ttt + n—1 -
asi g = % es raiz del polinomio
fy) =ao+- +an1y""
por lo que
1 a;—1 1
i < e {252} -
e | ~i<i<n—1 U ai min {aqi }
1<i<n—1 1—1

entonces

. Q;
min <e
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Ejemplo 1.2. Sea el polinomio
p(z) = 2° + 152" + 8523 + 22522 + 274z + 120

Las raices del polinomio son —1, —2, —3, —4, —5 y luego encontrar el minimo valor

y el maximo valor de la division de los coeficientes segtn el teorema,

15 85 225 274 120
M2 s, 2P, B gy M2 g BTy
ao 1 ay 15 Qo 85 as 225 as 274
entonces el valor maximo seria v = Jnazx 1{ i } = 15 y el minimo valor seria

sisn—1 @i

0= min { i }:0.4

Asi el valor absoluto de cualquiera de las raices del polinomio p estan en [d, 7).

1.1.3 Teorema de Laguerre.

1
Sea 21, 22,..., z, € C puntos con masa unitaria. El punto & = —(z; + -+ + z,) es
n

llamado el centro de masa de 21, 2o, ..., z,.

Este concepto se puede generalizar de la siguiente forma. Realizar una transformacion

lineal fraccional w, que envie a zy a oco; es decir:

w(z) = z—azo +0b

Se encontrara el centro de masa de las imagenes y luego aplicar la transformacion

inversa w~!. Mostraremos que el resultado no depende de a y b.

Recordemos que w(z) es un mapeo biyectivo y conforme (w’(z) # 0), por eso un punto
en las imagenes le corresponde un punto en las preimagenes, es decir al centro de masa

de las imagenes de zq, 23, ..., 2, le corresponde el centro de masa de 2y, z3,..., 2,.

Sea .
£= w(a) 4wz,

entonces

+b+ +b+4+---+
21 — X0 Z9 — 20 Zn T R0

1 1 1
N

a
n z1 — %o Z9 — 20 Zn — 20

+b)

)+ b

Aplicando w™!(z) a &, donde w(z) = + zp, tenemos que:

a
z—0b
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a a

~1
w(§) = + 20 = + 20
A a 1 1 1
¢ —( + + -t )+b—b
n z1 — 2o Z9 — 20 Zn — 20
1 1
w (f) =2 +n 1 1 1 )
_l_ e
Rl 720 k2 X0 Zn = 20
que es el resultado que buscamos.
Llamaremos centro de masa de 21, zo,..., z, con respecto a zy al punto:
1
fzo =zo+n 1 1 1 (2)
21— R0 k2 — 20 Zn T %0
Es claro que el centro de masa de zq, 29,..., 2, se encuentra en el interior de la

cobertura convexa.

Esto, generaliza facilmente al caso del centro de masa con respecto a zy. S6lo hay que
sustituir las lineas que conectan los puntos z; y z;, por circulos que pasan a través de
Zi, 2; ¥ %0, donde el punto z, correspondiente a 0o se encuentra fuera de la cobertura

convexa.

Teorema 1.6. Sea f(z) = (z — z1)--- (2 — z,). Entonces el centro de masa de las

raices de f con respecto a un punto arbitrario z esta dado por

f(2)
f'(z)

Demostracion. Aplicando logaritmo, tenemos

(3)

& =2—n

log(f(2)) =log(z — z1) + -+ log(z — z,) (4)

entonces de la parte derecha de la igualdad (4) tenemos

1 1

log/(f(2)) = = ++++ =

y de la parte izquierda de la igualdad (4) tenemos

_ 1)
i)

log'(f(2))
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por lo tanto:

fz) 1 1 f(z) _ 1
f(z)_z—z1+"'+z—zn:>f/(2)_ _1 e _1
f(2)

Sustituyendo en la formula (2): £, =z —n

Teorema 1.7. Sea f(z) un polinomio de grado n y x una raiz simple. Entonces el

centro de masa de las otras raices de f(z) con respecto a = es el punto

f'(@)
f(x)

X=x—-2(n-1)

Demostracion. Como z es una raiz simple de f, entonces f(z) = (¢ — z)F(2). La

idea es aplicar el teorema anterior.

Entonces
f(z) = F(2) + (2 — ) F'(2)

f1(2) = F'(2) + F'(2) + (z = 2)F"(2) = 2F'(2) + (z — ) F"(2).
Por lo tanto,
flx)=F(2)y f"(x) = 2F(z)
Aplicando la férmula (3) para el polinomio F' de grado n — 1.
f'(z)
fr(@)

Tenemos el resultado, X =z —2(n — 1)

Teorema 1.8 (Laguerre). Sea f(z) un polinomio de grado n y

f'(z)
f"(z)

X(z)=2z-2(n—-1)

Sea el circulo (6 linea) C' que pasa a través de una raiz simple z; de f(z) y las otras
raices de f pertenecen a uno de los dominios en el que C' divide al plano. Entonces

X (z1) también pertenece al mismo dominio.

Demostracion. En el centro de masa, el circulo C' corresponde a la linea, de manera

que todas las raices de f, excepto z;, se encuentra a un lado de ella. El centro de
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masa de estas raices se encuentra en el mismo lado de ésta linea. Como aplicamos la

transformacion fraccional, estas lineas se transforman en circulos. O]

Corolario 1.1. Sea z; una de las raices simples de f con el valor absoluto méaximo.

Entonces
[ X (21)] < |z
es decir,
f'(z1)
—2(n—1 <
21 (TL )f”(zl) = |Zl|
Demostracion. Como |z1] es méaximo de f, sea el disco D = {z € C/|z| < |z}

Todas las raices de f estan en D, por lo tanto, aplicando el teorema anterior X (z1)

pertenece al disco, es decir | X (21)] < |z1].

1.1.4 Polinomio Apolar.

Sea f (z) un polinomio de grado n y ¢ un numero fijo o co. La funciéon

f) (C—z)ff/(:)Jrnf(Z) iz

es llamada la derivada de f (z) con respecto al punto (. Notemos que si
“ [ n
Fz) =) ( ) a2 (5)
o \ F
entonces [’ (z) la podemos calcular de la siguiente manera:

El k — ésimo término de f'(z) sera

d n k+1 n k
- = k41

n! &
T ko e
(n—1)!

k
Tk — )R

n—1 K
= n Axt12
1 k+1
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Asi

Ahora si ¢ # oo

Acf(z) = (C=2)f'(z) +nf(2)

se obtiene que

n—1

%Acf(z) =X ( ' ; 1 > (ar + ap41¢) 2° (6)

k=1

Sean z1, ..., z, las raices del polinomio (5) y (i, ..., (, las raices del polinomio

16
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“ [ n
g(z)=> ( )bkzk
im0 \ F
La formula (6) implica que
n—1
1 n—1
AL ()= ( . ) (00 + ars1Ge) 2
k=1

1
Derivando el polinomio —A, f (z) con respecto a (,_; obtenemos que:
n

n—2
1 1
—A. A =
n — 1 n cnfl Cnf (Z) —
n—2
k=1
1

Derivando el polinomio
n

1 1 1

n—2n—1n

ACn—QAgn—l ACnf (Z)

> (ak + ar1Gr + (akJrl + ak+2<n) Cn—l) 2

( ' ; : > (ak + a1 (Cn + <n71) + ak+2gn<n71) Zk

1 —A¢, ,Ac, f (%) con respecto a (,,—o obtenemos que:
n

n—3

=

( " ; ; > (ak + apg1 (Go + Coo1) + ar+2GuCo1

+

n—

0
(@k+1 + Qo (Cn + Cn71) + ak+3(n§n71) Can) 2
3
( n=3 ) (ak + Qg1 (Cn + Coo1 + Cn—?)
k=0 k

+ag2 (CnCn—l + Cngn—2 + Cn—lgn—2>
+ak+3CnCn—1Cn—2) Zk

(]

En general si se sigue derivando hasta llegar al polinomio constante tendremos que:

1
HACIACQ .. ACnf (Z) =ag+ a101 + -+ ap0p

Donde

o= G+G+ -+

o9 =C1G2 + -

Op =

_ n bnfl

B 1) by

n \ b,_
iy Cn—lCn = ( 9 ) b 2
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Ademas la igualdad
1
HAQAC? “o Acnf (Z) =0

es equivalente a

b, b . b
a0+a1(—1)<?> bl—l—az(Z) b2—|—~~-—|—an(—1) (Z)b—ozo

es decir,

aobn + a1bp—1 (1) ( le ) +agb,—2 < Z ) + -+ azby (—1)" ( " ) =0
n

Definicién 1.1. Dos polinomios de la forma

1 Lfn-1
EAcf (2) = 2 ( " ) (ar, + ar1¢) 2

031 )

tales que satisfacen la siguiente ecuacion

a’Obn +a1bn—1 (_1) ( ZL ) +a2bn—2 ( ;L ) + - +anb0 (_1)’” ( " ) =0
n

son llamados polinomios Apolar.

Lema 1.1. Si todas las raices z1, ..., 2z, de f (2) se encuentran dentro de un dominio
circular K y ( se encuentra fuera de K, entonces todas las raices de A.f (2) se

encuentran dentro de K.

Demostracion. En primer lugar observemos que, si w; es una raiz del polinomio
A f (2), entonces ( es el centro de masa de las raices de f (z) con respecto a w;. En
efecto, si ( # oo, entonces podemos expresar la igualdad A f (2) = 0 en la siguiente

forma.
(¢ —wi) f (w;) +nf (w;) =0

es decir,
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Suponiendo que w; ¢ K, el mapeo w (z) usado para definir el centro de masa gene-
ralizado, mapea w; al infinito y al circulo K a una recta, en la cual en uno de los
semiplanos se encuentran las imégenes de las raices de f, el centro de masa regular
de estos puntos se encuentra en el mismo semiplano y su imagen inversa bajo w™*

se encuentra dentro de K, lo que genera una contradiccion. Por lo tanto w; € K.

En el otro caso ¢ = oo se tiene que f (w;) =0 asf w; € K. O

Teorema 1.9 (J.H.Grace,1902). Sean f y g polinomios apolar. Si todas las raices
de f pertenecen a un dominio circular K, entonces al menos una de las raices de ¢

pertenece a K.

Demostracion. Supdngase que todas las raices (1, ..., (, de g se encuentran fuera de
K. Consideremos el polinomio A, ... A, f (2). El grado de este polinomio es igual
a 1, es decir es de la forma c(z — k). El lema anterior implica que k € K, esto ya
que todas las raices del polinomio A¢, f (2) se encuentran dentro de K y como se ha
supuesto que (,_1 esta fuera de K aplicando de nuevo el lema tendremos que todas
las raices del polinomio A, | A¢, f (2) se encuentran dentro de K y asi sucesivamente.
Ya que f y g son polinomios apolar, sabemos que A¢,c(z — k) = 0. Asi aplicando la

definiciéon de derivada con respecto a (7 tenemos que:

Ag(z=k)=(G—2)+(z—k) =0

entonces,

k=G ¢ K
Obteniendo una contradiccién. Por lo tanto al menos una de las raices de g se en-
cuentra en K. O
Ejemplo 1.3.

1. El polinomio f(z) =1 — 2z + ¢2", donde ¢ € C y n es par, posee una raiz en el
disco | z —1|< 1.
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Demostracion. Se tiene

f(Z)Zl—z—i-cz":l—i-(T) (—%)z%—cz”.

g(z)zz”+<71‘>bmzn1+.--+bo.

Sea

Asi los polinomios f y g son apolares si

1- ( 7; ) (—%) but + (—1)" chy = 0

1+bn_1—|—Cb():O

es decir, si

Ahora sea
2mik

Gk=1—en

para k=1,...,n

Y encontremos ¢ (2) tal que

g(z):H(z_Ck):Zn"'_(T)bn—lzn_1+"'+b0

bl
—

Entonces

k=1 k=1 k=1
=-n
asi
b1 =—1
Ademas .
bo=%]Je=0
k=1
ya que

gnzo

Asi se puede concluir que los polinomios f (z) y ¢ (z) son apolares. Ya que todas las

raices de g se encuentran en el disco | z — 1 |[< 1, al menos una de las raices de f se
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encuentra en este disco. ]

2. El polinomio 1 — z 4+ ¢12™ 4 -+ 4+ 2™, donde 1 < ny < ng < --- < ny, tiene al

(-2 )

Demostracion. Se iniciard con el polinomio f(z) = 1 — z 4+ ¢;2™. Supongamos lo

menos una raiz en el disco

|2 [<

contrario, es decir, que todas las raices se encuentran en el dominio circular | z |>
n1

. Entonces por lema las raices del polinomio
ny —

Aof(z)=n1—(n1—1)2

ny

también se encuentran en el dominio | z |> T
ny —

Pero la raiz de Agf (2) es igual a 1 obteniéndose asi una contradiccion. Para el
ny —

polinomio 1 — z 4 ¢12™ + - - - + ¢,2™, usaremos induccién sobre k. Consideremos el

polinomio

Aof 2)=np— (ni— 1) z4+c1 (g —nq) 2™ + -+ g (g — nge_q) 2™

En este polinomio, cambiemos z por lw. Por hipétesis inductiva, las raices del
ne —

polinomio obtenido se encuentran dentro del disco

| w |< ny na Nk—1

n1—1'n2—1 H”.nk_l—l’
Y por lo tanto todas las raices de Ay f (2) se encuentran en el disco

ni no Ny

|2 ]<

np—1ny—1  np—1

Ademas por hipotesis inductiva todas las raices de f (z) se encuentran fuera del disco,

generandose asi una contradiccion. ]

Definicion 1.2. Sea f(z) = > ( n ) a;z'yg(z)=> ( n ) b;z*. El polinomio
: i :
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es llamado la composiciéon de f y g.

Teorema 1.10 (Szegd). Sean f y g polinomios de grado n, y supongamos que todas
las raices de f se encuentran en un dominio circular K. Entonces hay una raiz de h,

la composicion de f y g que es de la forma —(;k, donde (; es una raiz de g y k € K.

Demostracion. Sean

g(@ZZ(?)biZi

1=0

Supongamos que 7y es una raiz de h, es decir

asi

G(z) = —(T)bwz‘”_1+(;l>6272z"_2—...+(—1)n<z)bnyn
f(z) = (1>a12+<2>a222—|—...+<n>an2"

Ahora para que f y G sean apolares debe de cumplirse que:

pero esta igualdad es cierta por (x)

Aplicando el teorema de Grace, una de las raices de G (z) se encuentra en K. Asi
k € K es laraiz de G (z), entonces g (—yk™!) = 0.

Por lo que —vk~! = (;, donde (; es una raiz de g. ]
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1.1.5 El problema de Routh-Hurwitz.

Definicion 1.3 (Polinomio estable). Son polinomios que cumplen con la propie-
dad que todas sus raices pertenecen a la izquierda del semi-plano, es decir las partes

reales de las raices son negativas.

El problema de Routh-Hurwitz consiste en:

Averiguar (directamente) al ver los coeficientes del polinomio si es estable o no

En primer lugar, es suficiente considerar el caso de los polinomios con coeficientes

reales. En efecto, si
n

p(z) = Z an 2"

i=0

es un polinomio con coeficientes complejos, podemos considerar el polinomio:
n n
p*(2) = p(2)p(Z) = O anz") (Y @nz")

=0 i=0
Claramente, las partes reales de las raices de p(Z) son las mismas que las de p(z).
Por otra parte, los coeficientes de p*(z) son simétricos con respecto a a, y a,. Esto
significa que los coeficientes de p*(z) son invariantes por conjugacion, es decir que
son reales.

Teorema 1.11 Sea p(z) = 2" 4+ a12" ' + -+ + @, un polinomio con coeficientes

nn—1
reales. Sea q(z) = 2™ + by2z™ ' + .-+ +b,, donde m = ¥, el polinomio cuyas
raices son todas las sumas de pares de las raices de p. El polinomio p es estable si y

s6lo si todos los coeficientes del polinomio p y ¢ son positivos.

Demostracion. ” = 7 Supongamos que p(z) es estable, es decir, la parte real de las
rafces son negativas. Si a es una raiz real de p, donde le corresponde el factor z — a,
con coeficientes positivos (o < 0). Al par de raices conjugadas, le corresponde el
factor

(z—a—ib)(z — a+ib) = 2> — 2az + a* + b

los coeficientes son positivos ya que a < 0. Con este procedimiento, todos los coefi-
cientes de P son positivos.

Las raices complejas de ¢ estan dentro del par de raices conjugadas, porque los

coeficientes de ¢ son reales. Ademés, la parte real de todas las raices de ¢ es negativa.

7 <=7 Supongamos que todos los coeficientes del polinomio p y ¢ son positivos. En

este caso, la parte real de las raices de p y ¢ son negativas. Ya que, si tenemos el par
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de raices conjugadas « & (3, el factor
(z—a—if)(z —a+if) = 22 — 20z + o + 3°

nos daria que p tendria coeficientes negativos. O

1.2. Las raices de un polinomio y las de su derivada.

1.2.1 Teorema de Gauss-Lucas.

Teorema 1.12(Gauss — Lucas) . Las raices de P’ pertenecen a la cobertura convexa

de las raices del polinomio P.

Demostracion. Sea
P2)=(z—21)(z—2)...(2— zn)

asi

P(z) 1 Lo
P(2) z—z = z—2z

Si z; es raiz de P’ (z), para algin i, entonces z; pertenece a la cobertura convexa de

las raices de P. Supongamos que w es raiz de P’ (w) y P (w) # 0. Si w no pertenece

a la cobertura convexa de los puntos z1, 29, ..., 2,, entonces, existe una recta L que
pasa por w y que no intersecta a la cobertura convexa de los puntos z1, 2, ..., 2,. Asi
los vectores w — 21, ..., w — 2, se encuentran en uno de los semiplanos determinados
1 1
por esta recta. Ademas los vectores R, se encuentran en un solo
w— 21 w— 2,
) 1 zZ
semiplano, ya que — = ——.
2
z |z
Por lo que
!
P (w) 1 1
= +...+ #0
Pw) w-—z W — 2,

La cual es una contradiccion, asi w pertenece a la covertura convexa de las raices de

P. ]

Teorema 1.13.Sea P (z) = (z — 1) (z — x2) ... (2 — x,), donde 21 < 23 < ... < @p.
Si alguna raiz x; es remplazada por x} € (z;, z;41), entonces todas las raices de P’

incrementan su valor.

Demostracion. Sean z; < z3 < ... < z,_1 las raices de P, y x1,..., x, las raices de

’ ’ ’ ,
P. Supongamos que z; < 2z, < ... < z,_; son las raices de @’
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/

’ ’ ’ ’ L,
YT, =T1,. .., Ty = Ti—1, Ty, Ty = Tig1, ..., T, = Ty son las raices de (). Para las

z / . . .
raices de 2z y 2z, tenemos las siguientes relaciones

n

=0 (k)
=1 ki
., . / p
upongam u nclusion rem ir, z z r an k.
Supongamos que la conclusién del teorema es falsa, es decir, 2z, < z; para al k
I I . . / I
Entonces 2, — z; < 2z — x;. Observemos que las diferencias z, — z; y 2 — x; son del

mismo signo. En efecto
zj < X, z;<x;paraj§i—1yzj>xi, z;->x;paraj2i.
1 1 , .
Por lo tanto, < = - paratodai = 1,...,n. Pero en este caso las relaciones

(*) y (*%) no pueden cumplirse, generando asi una contradiccion. [

1.2.2 Localizacion de las raices de la derivada.

Definicién 1.6: Sea f un polinomio con coeficientes reales. Para todo par de raices

conjugadas z y Z de f, el disco con didmetro 27 es llamado disco de Jensen para f.
Si 2Z es didmetro, queremos decir que z y Z son los extremos del disco.

Teorema 1.14 (Jensen). Toda raiz no real de f’, se encuentra dentro o en la frontera

de uno de los discos de Jensen para f.

Demostracion. Sea zy,--- , 2z, las raices de f, entonces:
fiz) &K1
iy O
j=1 J

Se demostrara que si z esta fuera del disco de Jensen con didmetro z,z, entonces:

1 1
sz’g[m(z_z + ) = —sig Imz (2)
P q

En efecto; sea 2z, =a+biy 2y =a— bi

1 1 2(z —a) 2(z—a)((z —a)* +b?)
z—a—bi+z—a+bi_(z—a)2+b2_ (z — a)? 4 b2
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Entonces

Im((z—a)(Z—a)* +(z—a)b?) = Im((Z—a) |z — a|2+(z—a)bz) = (b — |z — a|2)Imz

Ahora demostraremos que si z ¢ Ry z; = a € R, entonces

Sig Im( ) =—Sig Imz (3)
2= Zj
En efecto,
1 1 zZ—z —2Imz
z—a Z—a |z—af |z—af

Las formulas (1), (2) y (3) implica que si un punto z ¢ R se encuentra fuera de todos

los discos de Jensen, entonces

/!

Sin Im% =—-SigImz+#0

Por lo tanto f'(z) # 0, es decir z no es una raiz de f’. O

1.2.3 La conjetura de Sendov-Ilieff.

En 1962, el matematico Bulgaro B. Sendov hizo la siguiente conjetura que con fre-

cuencia es atribuida a otro matematico Bulgaro L. Ilieff:

“Sea p(z) un polinomio (gradp > 2) donde todas las raices se encuentran en el disco
|z| < 1.8Siz es una raiz de p(z), entonces el disco |z — zy| < 1 contiene al menos

una raiz de p'(z)”

La conjetura de Sendov-Ilieff esta probada para polinomios de grado menores o igua-

les a cinco y para algunos polinomios particulares.

Nos limitaremos a probar la conjetura de Sendov-Ilieff para polinomios de la forma
p(z) = (2 = 20)" (2 — 21)™ (2 — =)™

Cuando n = ng + ny + ng > 4. En este caso tenemos que probar que si |z;] < 1 para

i =0, 1, 2. Entonces el polinomio p(z) tiene una raiz en el disco |z — zo| < 1.

Es necesario expresar p'(z) factorizado. Entonces



CAPITULO 1. RAICES DE POLINOMIOS 27

P(z) = no(z—20)" "z —21)" (2 — 22)" +n1(z — 21)" (2 — 29)" (2 — 22)™
+ng(z — 29)" (2 — 21)" (2 — 20)™
= (z—2)" Nz —2)"" Nz —2)" 4+ (no(z — 21) (2 — 22) +n1(z — 20) (2 — 22)

+n2(2 — 20)(2 — 21))

Notemos que q(z) = ng(z — z1)(z — 22) + n1(z — 20) (2 — 22) + n2(z — 20) (2 — 21) es un
polinomio de grado 2, que lo podemos factorizar con sus raices de la siguiente forma
n n n
q(z) = n <EO(Z —21)(z2 — 29) + El(z — 20)(z — 22) + f(z — 20)(z — zl)>

entonces ¢(z) = n(z —wy)(z — wy).

Con esto
P(2) =n(z = 2)"H(z = 20)" 7z = 2)" H(z —wi)(z —wa)  (4)

Si ng > 1, entonces zy es una raiz de p'(z). Supongamos que ny = 1, entonces

p(z) = (Z - Zo)(z’ - 21)"1(2 — 22)”2. Con esto,
P'(z0) = (20 — 21)" (20 — 22)™  (5)
De (4) y (5) tenemos que
(20— 21)(20 — 22) = n(z—w)(z —wo).
Teniendo en cuenta que |z — 21| < |20| + |21] =2y |20 — 22| < 2, obtenemos
1 4
|z —wi| |z —wa| = — |20 — 21| |20 — 22| < — < 1.
n n

Por lo tanto |z —wy| < 1o |z—w| <1

Lema 1.2. Sea p(z) un polinomio de grado n, donde n > 2. Si z es una raiz de p(z)
p"(20)] = (n = 1) |p'(20)1,

entonces al menos una raiz de p'(z) esta en el disco |z — 29| < 1.

Demostracion. Sea wy,--- ,w,_1 las raices de p’ y supongamos que el coeficiente de
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n—1

la potencia mayor de p es uno. En este caso p'(z) = nH(z — wj). De esto, se tiene

Por hipotesis zj es una raiz simple de p(z), es decir p/(zg) # 0. Ahora supongamos que

|20 —wj| > 1 paraj =1,--- ,n—1. Entonces la desigualdad |p”(20)| > (n—1) [p'(20)|
implica que

P (20) n-1

7' (20) st |20 — wy|

y esto es una contradiccion. O]



Capitulo 2
Polinomios irreducibles

Sean f y g polinomios en una variable con coeficientes en un campo K. Decimos que

f es divisible por g si f = gh, donde h es un polinomio con coeficientes en K.

El polinomio d es llamado comiin divisor de f y ¢ si ambos son divisibles por d. El
divisor comun de f y g es llamado maximo comin divisor si es divisible por cualquier

divisor comin de f y g.

Se puede encontrar el maximo comun divisor d = (f, g) de f y g con ayuda del
algoritmo de Euclides. Supongamos que grad (f) > grad (g). Seary el residuo después
de la division de f por g, sea ry el residuo después de la division de g por 7y, y en
general sea i1 el residuo después de la division de r,_; por ;. Ya que los grados de
los polinomios son estrictamente decrecientes, se tendra para algun n que 7,1 = 0,
es decir, r,_1 es divisible por r,. Podemos ver que f y g son divisibles por r,, ya que
r, divide a todos los polinomios r,_1, r,,_2,.... Ademés, si f y ¢ son divisibles por
un polinomio h, entonces r, también es divisible por h ya que h divide a ry, r, ... .

Por lo tanto r, = (f, g).

Se estudiaran las principales propiedades de los polinomios irreducibles, Criterios de

irreducibilidad y la irreducibilidad de los polinomios de la forma z™ £ 2™ + oP £+ 1.

2.1. Principales propiedades de polinomios irreduci-
bles.

2.1.1 Factorizaciéon de polinomios en factores irreducibles.

Teorema 2.1. Si d es el médximo comiin divisor de los polinomios f y g, entonces

existen polinomios a y b tal que d = af + bg.

29
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Demostracion. Sea el conjunto S = {fx + gy : =,y € K[x]} yseal = af + bg
el menor polinomio de este conjunto. Si [ 1 f, existen ¢ y r tales que f = gl +r,

0O<r<li.
r=f—ql=f—qlaf +bg) = f(1—qa) + g(—qb).

Entonces r pertenece al conjunto S y es menor que [; y eso contradice la eleccion del

polinomio [. Luego [\ f. Por la misma razoén [ | g. Es decir [ | (f,g) = d.

Por otra parte d | f y d | g. En particular d | af + bg. Por lo tanto hemos probado
que | = af + bg = d. ]

Lema 2.1. Si el polinomio ¢r es divisible por un polinomio irreducible p, entonces ¢

o r es divisible por p.

Demostracion. Supongamos que ¢ no es divisible por p. Entonces (p, q¢) = 1, es decir
existen polinomios a y b tal que ap + bg = 1. Multiplicando ambos lados de esta
identidad por r tenemos que apr + bgqr = r. Pero pr y gr son divisibles por p, asi r

es divisible por p. O

Teorema 2.2 Sea K un campo. Entonces el polinomio f € K [z] puede ser factori-

zado en factores irreducibles y esta factorizacion es tnica.

Demostracion. La existencia de la factorizacion es facil de probar por induccién
sobre n = grad (f). Primero notemos que si f es irreducible su factorizacion es f.
Para n = 1, el polinomio f es irreducible. Supongamos que la factorizacion existe
para cualquier polinomio de grado menor que n y sea grad (f) = n. Si asumimos
que f es reducible, es decir, f = gh, donde grad(g) < n y grad(h) < n. Pero las

factorizaciones de f y g existen por hipotesis inductiva.

Ahora se probara que la factorizacion es tnica. Sean ag ...gs = bhy...h;, donde
a,be Kyg...9s, hy...hsson polinomios ménicos, irreducibles sobre K. Claramen-
te, en este caso a = b. El polinomio ¢, ... gs es divisible por el polinomio irreducible

hy, por lo que hy; = g, al seguir con este proceso tendremos que h; = g;. [

La irreducibilidad sobre el anillo de los enteros Z esta definido de la siguiente manera,
f € Z|z] es irreducible sobre Z si no puede ser representado como producto de
polinomios de grados positivos con coeficientes enteros. Notemos que cuando los

coeficientes de un polinomio pertenecen a un anillo, no siempre se pueden dividir
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los coeficientes por otro; en este caso solo podemos dividir los coeficientes por el
méaximo comiin divisor de todos los coeficientes. Esta complicaciéon motiva la siguiente

definicién.

Definicion 2.1. Sea f (z) = Y a;2", donde a; € Z. El maximo comin divisor de los
coeficientes ay, . . . , a, es llamado el conteo de f y denotado por cont (f). Claramente
f(z) =cont(f)g(x), donde g es un polinomio sobre Z con conteo 1. Los polinomios

cuyo conteo es igual a uno son llamados primaitivos.

Lema 2.2. (Gauss)

cont (fg) = cont (f) cont (g)

Demostracion. Se demostrara que si f y g son dos polinomios primitivos entonces
fg es primitivo.

Sean f y g primitivos, investiguemos si existe algin primo p que pueda dividir a
cont(fg). Sea [ = apx" + ... + a9y g = bpx™ + ... + byg. Al ser f y ¢ primitivos
ptcont(f)y p1cont(g). Por lo tanto existen a; y b; no divisibles por el primo p.
Sean ip := min{i/pta;} y jo := {j/p1b;} y estudiemos el coeficiente ¢; 4, del
producto fg .

Cigtjo = QigtjoDo &+ -+ + Gigr1bjo—1 4 @igbjy + @i —1bjo 1 + -+ + Gobig 1,

Por definicion de iy y jo se observa que p/ao, ....,p/ai,—1 ¥ p/bo,-..,0/bj,—1, salvo

eventualmente a a;b;,. Ademéas p 1 a;, y p1b;,, ya que p es primo
p1aiybi, = p1tcigrio = ptcont(fg) = cont(fg) =1, por lo tanto fg es primitivo.
Ahora se procede a demostrar el lema de Gauss.

Sea f = cont(f)f y g=cont(g)gcon f y g € Z][z] primitivos. Se tiene que

fg = cont(f)cont(g)fg
cont (fg) = cont (cont (f)cont(g) [ 9) O
= cont (f)cont (g) cont (f g)
= cont (f)cont(g)

Corolario 2.1. Un polinomio con coeficientes enteros es irreducible sobre Z si y s6lo

si es irreducible sobre Q.

Demostracion. Sea f € Z[x] y f = gh, donde g, h € Q [x]. Asumamos que
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cont (f) = 1. Para g, seleccionemos un entero positivo m tal que mg € Z[z]. Sea
n = cont (mg). Entonces el racional r = % es tal que rg € Z [x] y cont (rg) = 1. Si-
milarmente, seleccionemos un niimero racional positivo s para h. Vamos a demostrar
que en este caso rs = 1, es decir la factorizacion f = (rg) (sh) es una factorizacion
sobre Z. En efecto, gracias al lema de Gauss, cont (rg) cont (sh) = cont (rsgh), es
decir cont (rsf) = 1. Ya que cont (f) = 1 deducimos que rs = 1 lo cual nos genera

una contradiccion. O]

2.1.2 Criterio de Eisenstein.

Uno de los mejores criterios de irreducibilidad de polinomios es el criterio de Eisens-
tein.

Teorema 2.3 (Criteriode Einsenstein). Sea f (x) = ap+ a1z + - - - + a, 2™ un poli-
nomio con coeficientes enteros tal que a, no es divisible por un primo p, mientras los
coeficientes ay, . . ., a,_1 son divisibles por p pero ag no es divisible por p?. Entonces

f es irreducible sobre Z.

Demostracion. Supongamos que

f=gh= <Z bk:ck> (Z clxl)

donde g y h son polinomios de grados positivos y con coeficientes enteros. El niimero
bocg = aq es divisible por p, por lo que uno de los niimeros by o ¢y es divisible por
p. Suponiendo que by es divisible por p, entonces ¢y no puede ser divisible por p ya
que ay = bycy no es divisible por p?. Si todos los ntimeros b; son divisibles por p,
entonces lo es a,. Asi b; no es divisible por p para algtn ¢, donde 0 < i < gradg < n;

asumamos que ¢ es el minimo indice de los ntimeros b; que no son divisibles por p.

Por hipétesis el namero a; es divisible por p. Ademas

a; = bl‘Co + bi_lcl + -+ boCi

donde todos los sumandos b;_icq, ..., byc; son divisibles por p mientras b;cy no lo es
esto genera una contradiccion. O
Ejemplo 2.1.

1. Sea p un primo y ¢ no divisible por p. Entonces ™ — pq es irreducible sobre Z.
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2. El polinomio 42° + Ta* — 1423 + 4922 — 28 no puede ser escrito como el producto

de dos polinomios con coeficientes racionales de grados al menos 1.

2.2. Criterios de irreducibilidad.

2.2.1 Polinomios con un coeficiente dominante.

Teorema 2.4 (Criteriode Perron) Sea f (z) = 2"+ a;2™ '+ - - 4+ a,, un polinomio

con coeficientes enteros tal que a,, # 0.
a) Si|ay |> 1+ |az|+---+ | a, |, entonces f es irreducible sobre Z.

b) Si|ay |[> 1+ |as|+---+ |an |y f(£]l) #0, entonces f es irreducible sobre Z.

Demostracion. a) En primer lugar se probara que todas las raices de f, excepto una,

se encuentran dentro del disco | z |[< 1. Claramente el polinomio

g(z) =2" +a2"*

satisface esta propiedad, es decir todas las raices de g, excepto una, se encuentran
dentro del disco | z |< 1. Por el teorema de Rouché es suficiente probar que para

| z |= 1 se satisface que
[ f(2) =g @) <[ f(2) [+ 1g(2) ]

Pero para | z |= 1 se tiene, por una parte,
[ f(2) =g (2) [=laz" + . tan|[Slaz [+ + | an [<[ar | —1 (1)
Y por otro lado
[ fE) 1+ 1g(2) 21 9() =] 2" +aiz"" =]z +ar |2 ar | -1 (2)

Supongamos ahora lo contrario, que f puede ser representado como el producto de
polinomios f; y fo de grados positivos con coeficientes enteros. El producto de las
raices de cada uno de los polinomios f; v fs es un entero diferente de cero, y ademés
cada uno de esos polinomios tiene una raiz cuyo valor absoluto no es menor que uno.

Pero f tiene solo una de tales raices, obteniendo asi una contradiccion.

b) Si | ay |= 1+ | as | +...+ | a, |, la desigualdad (1) no es estricta. Pero si
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f(£1) #0, la desigualdad (2) es estricta. En efecto, para | z |= 1 la igualdad
[ F2) 1+ 1g(2) [=lar | -1

implica que

[ f(2) 1+ 19(2) [=lg(2) |
lo que implica que
| f(2) =0
Pero f(£1) # 0 lo cual genera una contradiccion. O

Ejemplo 2.2 . ; Para que valores de “¢” son irreducibles los polinomios de la forma

22 4+nr+c?.

Demostracion. Por el criterio de Perron, (a), estos polinomios son irreducibles cuan-
doO<|e|]<(n—=1)yceZ. O

Ejemplo 2.3. Los polinomios de la forma x?"~! 4 2z + 1 son irreducibles en Z.

Teorema 2.5 Sean a; > as > --- > a, enteros positivos y n > 2. Entonces el

polinomio
2

P(x)=2"—a2" " —ayx" ? — - —a,
es irreducible sobre Z.

Demostracion. Consideremos el polinomio

[@) = (2-1)P)

= 2" gt —ar™ = —a, 12— ax

—2" +a " a2 a1+ ay,
Asi
f@)=a"" — (a1 +1)2" + (a1 —ax) 2" ' 4 - + (@p1 — ap) T+ ay
o de forma equivalente

f(z) =2 — b + box" ' 4+ b+ by
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Los ntimeros by, by, ..., b, 1 son enteros positivos o cero y by = 14+ by + -+ + b,y1.
Ademaés f () satisface una de las condiciones del teorema anterior, pero no satis-
face la segunda condicion ya que f (1) = 0. Nosotros podemos aplicar el siguiente

argumento.
Sea

h (Z) = blz” — ngn_l — s — bn+1

En primer lugar se mostrara que, para todo ¢ suficientemente grande € > 0, tenemos
| 7e(2) [>] 2" =] f (2) + h(2) |

donde | z |= 1+ €. En efecto, si | z |= 1 + ¢, entonces

|h(2’)| = |b12n—b22’n_1—"'—bn+1|
> b2t by | 2" = = b
= b (1+e)" —by(14+e)" "= —bup
Asi
| h(2) | = | 2" > b (T4 )" —by(14+)" " — oo = by — (1 +)"

Recordemos que
n n .
wrer =3 (1)

cuando 7 = n — 1 el término es

n—1 —(n-1 n—1—i

19 39 )
(1+e) .
=0 t

cuando 7 = n — 2 el término es

(Z:;)gz(n—l)s

y asi sucesivamente.

Por lo que
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|h(z) | = ]2" ] > nbie—(n—1)bye —-+—2b, 16 —bpe —bp1—(n+1)e+--
= enby—(n—1)by—--—2b, 1 —b,—(n+1))+---
= e(nby —nby — -+ —nby,_1 —nb, —n+ by + 2b5 + - - -
+n—2)b, 1+ n—1)b,—1)+---
= e(nby—by—---—nb—>b,—1)

+(by+2b54---+(n—1)b, — 1)) +---
= e(bg+2b5+--+(n—1)b,+nbys1 — 1)+ ...

Asi el coeficiente de € es positivo, y ademés, para € > 0 suficientemente grande,

tenemos que | h (z) | — | 2" |> 0. En este caso

[ f@)+h(z)| = |27
< [h(2)]
< [ FE)[+]h(2)]

Ademas por el teorema de Rouché, el polinomio f (z) tiene tantas raices dentro del
disco | z |< 14€ como h (z) . Pero todas las raices de h (z) se encuentran estrictamente

dentro del disco | z |< 1. En efecto, si | z [> 1, entonces

()| > bz |"=ba| 2" = = b
> [ 2]" (b —by— - —bny1)
= |zI"
> 0

Cuando € — 0, vemos que dentro y sobre la frontera del disco unitario hay exacta-
mente n raices del polinomio f (z) = (1 —x) P (x). Ya que exactamente n — 1 raices
de P (x) se encuentran dentro de el disco unitario y una de ellas se encuentra fuera

de ella, podemos concluir que P es irreducible. O

Teorema 2.6 Sea f () = 2" +a; 2" '+ -+a,_; r=+p, un polinomio con coeficientes

enteros, p un primo.
a)Sip>1+|a |+ -+ | a, |, entonces f es irreducible.

b) Sip > 1+ | ay | +---+ | an—1 | y las raices de f no son raices de la unidad,

entonces f es irreducible.

Demostracion. Supongamos que f () = g (x)h (x), donde g y h son polinomios de



CAPITULO 2. POLINOMIOS IRREDUCIBLES 37

grados positivos con coeficientes enteros. El producto de los términos constantes de g
y h es igual a +p. Ya que p es primo, uno de esos términos constantes es igual a +1.
Ademas el producto de los valores absolutos de las raices de uno de los polinomios g
o h es igual a 1. Este polinomio posee una raiz « tal que | @ |< 1. Asi a también es

raiz de f, f (a) = 0.
Ahora

p = |a"+taad" o da,

< I+la |+ 4| an |

que es una contradiccion para el caso (a).
En el caso (b), @ no es raiz de la unidad. Asi | o |< 1 y ademés

p<1—|—|a1|—|—---+|an_1|

que es una contradiccion. O]

2.2.2 Irreducibilidad de polinomios que alcanzan valores pequenos.

Para el siguiente lema se necesita la siguiente consecuencia directa del teorema fun-

damental del algebra.

Lema 2.3. Si f y g son polinomios de grado a lo sumo n y para dy < dy < --- < d,
se cumple que f (d;) = g (d;) parai € {0,1,...,n}, entonces f = g.

Demostracion. Sean

f(z)=ay+ax+ -+ az"”
g(x) =by+byx+ -+ b

ademés f (d;) = g (d;) para i € {0,1,...,n}, es decir
a0+a1di+---—l—and?:bo+b1di—l—---—|—bnd§l

(a0 = bo) + (a1 = bi) di + -+ + (@ = bu) & = 0

Por lo que el polinomio

h(z)=co+ crz+ -+ cya"

cl-:ai—bl-
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tiene n + 1 raices distintas y eso solo puede pasar si h () es el polinomio cero por lo

tanto

a; =b; parat € {0,1,...,n}, asi f =g. ]

Lema 2.4 (Pdlya). Sea g un polinomio de grado k con coeficientes enteros y sean

dy < dy < --- < d, enteros no raices de g. Entonces | g (d;) |> k!27 para algtin i.

Demostracion. Sea g = ag + a1z + .... + aix® v consideremos el polinomio
0

G(z) = (x—do) (x —dy) - ng_ H —d'

Ahora veamos que:

Asi
G (do) = g (do)

G (di) = g(dv)

Por lo que se puede concluir que

Como G (z) = g () el coeficiente de x*, a; es entero diferente de cero, ya que de lo

contrario el grado del polinomio g no seria k, tenemos que:
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Asi
. 1
L 1 @[]
i=0 i#j J
. 1
< Y@ I |
i=0 i#j J
- 1
= > lg@ ] 75—
p o 1 di—d; |
Sea,
i 1
I < fg(dz)|znm
i=0 j#i | " J
1
— < lgd)| (1)
> a
1=057#1¢

Por otra parte

k 1 k 1
2= = 2=
=0 j#i 1=0 j#k

Ademés el i — ésimo término de esta sumatoria es:

H 1 B (R S 1 . 1 .
AR I EE IR R TR (e R TR
3 1
il (k=)
Asi
k k
1 1
;Eli—jl N ;i!(k’—z’)!

39
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por lo tanto

1
—k
Z H |di—d;|
1=0j5#£1¢
De (1) y (2) se puede concluir que la desigualdad deseada. O

Teorema 2.7 (Pdlya). Sea f un polinomio de grado n con coeficientes enteros
y definamos m = [HTH} Supongamos que para n enteros diferentes aj, as, ..., ay,
tenemos que | f(a;) |< 27™m! y los nameros ay, as,...,a, no son raices de f,

entonces f es irreducible.

Demostracion. Supongamos que f = gh, donde g y h son polinomios con coeficientes
enteros. Asumamos que grad (h) < grad(g) = k. Entonces m < k < n. Claramente
g(a;) # 0y g(a;) divide a f (a;). Por lo tanto

| g (a;) |<] f(a;) |<27™m!

Por otro lado por el lema de Pélya, tenemos que | g (a;) |> 27%k! para uno de los a;.

Como m < k, obtenemos que 27Fk! > 2=™m/!. En efecto, para m = k + r,

m! , 2™

Ejemplo 2.4 El polinomio f (z) = (x — 1) (x —2)---(x —n) + 1 es irreducible.

2.3. Algunas propiedades sobre trinomios y cuatri-

nomios

2.3.1 Polinomios de la forma z" + 2™ 4+ 2P £ 1.

Para este capitulo sea f(z) = 2" +e12™ +eaP +e3,n>m>p>1yeg =+l
1

Definicion 2.2. Sea ¢(x) de grado p se dice ser recursivo si ¢(z) = £aPp (;)

Lema 2.5. Sea f(zx) = ¢(z)y(x), donde ¢(x) y ¥ (z) son polinomios moénicos de
grado positivo con coeficientes enteros. Entonces al menos uno de los polinomios

o(x) y ¥(x) es recursivo.
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Demostracion. Sea r = grad(p)y s =n —r = grad (¢). Consideremos los polino-

A = ot (1) v =3 e

folz) = 2% (é) o(z) = 2" ((%) "o(z)Y <£)> =2"f1 (%) = zZ:;Cnﬂ:nz

Notemos que
h@ne = (o (3
N\ N
= (3 )e(5) et
1

(Z ci:r"‘i> (Z cn_ix"_i> = (I4ea™ ™ + 2" P + e32") (2" + e12™ + €22 + €3)
1=0

=0

La comparacion de coeficientes de 2" muestra que cyc,, = €3 y por esto ¢y = +1 y
¢, = £1.

Comparando los coeficientes de " muestra que

n 3

Yook = 14+) =4
0 i=1
—1

.
I

3

C
1

2= 2

]

Ast, cg = %1, ¢, = %1, ¢, =*l ycg==Fl paraalgin 1 < a < f < n — 1, todos
los otros coeficientes ¢; son cero. Por lo tanto, fi(2)f2(z) puede ser expresado de las

siguientes dos formas:
COCnT " +Co O g, PP egea ™M g P t-cuepgr AT+ 4T - - (1)
E3X 2 92V P4 T2 M 41638 T e0e3 2 TP o180 T P4 A" - - (2).

Con el fin de comparar (1) y (2) se ordenaron los monomios con respecto al tamano

de los grados teniendo en cuenta solo los tres mas altos monomios.
Para (1), obtenemos las cuatro posibilidades:

ﬁgg 2n>2n—a > 2n—f,
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b>=,al2n—0F:2n>2n—a>n+ 3,

o3 NS

g >

N3

>a>n—0:2n>n+p>2n—«

n n
ﬁ>§,oz>§ 2n>n+pf>n+a

Para (2), obtenemos las dos posibilidades:

n>2m:2n>2n—p>2n—m,

2m>n>n+p: 2n>2n—p>n—+m.

Comparando los tres monomios de grados mas altos en (1) y (2) obtenemos para el
par (a, [3) las siguientes cuatro posibilidades:
(Oé, B) = (p7 m)v (pa n_m)7 <m7 n_p) 0 (n_mu n_p)
Si (e, B) = (p, m) la comparacion de (1) con (2) muestra que:
CoCn = €3, CpCp = €2, CCyp = £1.
Por lo tanto

1
fi (Z’) = Cn (533:71 + g9z P + g2V + 1) =c " f (_) ‘
T

o) =ap (1)

Si (e, B) = (p, n —m) entonces encontramos en (1) monomios de grados

Por lo tanto

2n, 2n—p, n+m, n+p, 2n—m, 2n—m —p, n

y en (2) monomios de grados 2n, 2n — p, 2n —m, n+m, n+p, n+m —p, n.

Por lo tanto el nimero 2n—m es igual a uno de los tres ntimeros n+m, n+p, n+m—p.
Las igualdades 2n —m —p =n+m y 2n —m — p = n + p contradicen el supuesto
de que n < m + p y por lo tanto 2n — m — p = n + m — p, es decir, n = 2m. Por lo

tanto (o, B) = (p, m).

Si (o, ) = (m, n — p), de manera similar ver que n = 2m, es decir,

(a7 B):(n_mvn_p)' [l

Lema 2.6. Sean A y A ™! las raices de f (). Entonces uno de los siguientes tres pares

de condiciones se cumplen:

D" =—g3 y \"P = —e169,

IN)AN" = —c1e5 y NP =—g
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III) NP = —E&9283 Y AT = —€&1

Demostracion. Las condiciones f (A\) =0y f(A™!) = 0 pueden ser expresadas como

A e A+ e NP+ 23 =0, AV 4 e9e3 A" TP 218 AT 23 = 0.

Mediante la sustraccion de una ecuaciéon de la otra obtenemos

8253/\n_p + 8183)\n_m — 81)\m — 82)\p = O,

es decir

(82/\m—p + 51) (63/\n—m — 6152)\p> =0

y por lo tanto sea \P = —g169A™ 6 AP = 18963\ ™. Sustituyendo estos valores

de A en la relacion f (\) = 0 obtenemos ya sea \" = ¢ o

()\m + 6152) ()\n—m — 61) =0.
[

Teorema 2.8. a) Si el polinomio f(x) no tiene raices que son raices de la unidad,

entonces f(z) es irreducible.

b) Si el polinomio f(z) tiene exactamente g raices que son raices de la unidad, enton-
ces f(x) puede ser representada como el producto de dos polinomios con coeficientes
enteros uno de los cuales es de grado ¢ y sus raices son las raices dadas de la unidad,

mientras que el otro polinomio es irreducible.

Demostracion. Sea f(z) = ¢ (x)¢ (z), donde ¢, ¢ € Z[z]. Podemos suponer que
si A es una raiz de ¢, entonces A\~! es también una raiz de . Por el Lema 2.6 se
sigue que A es una raiz de la unidad. Si no todas las raices de f son las raices de la
unidad, entonces 1) es irreducible sobre Z o ¢ = 111, donde ¢y, o€ Z [x] v todas
las raices de 1, son las raices de la unidad mientras que 15 tiene una raiz que no es
raiz de la unidad. En este caso todas las raices de ¢ son las raices de la unidad.
Al continuar los mismos argumentos ya aplicados a 1, obtenemos la factorizacion

deseada de f. ]



Capitulo 3
Polinomios de una forma particular.

En los polinomios de la forma particular nos enfocaremos a revisar parte de los
polinomios simétricos, polinomios de valores enteros, polinomios ciclotémicos y po-
linomios de Chebyshev, en su debido momento daremos la definicién y propiedades
que los caracterizan a cada uno.

En matematica, los polinomios de Chebyshev, nombrados en honor a Pafnuti Chebys-
hev, son una familia de polinomios ortogonales. Usualmente los polinomios de Chebys-
hev de primer tipo son denotados por T},. La letra T es usada por la transliteracion
alternativa del nombre Chebyshev como Tchebychef o Tschebyscheff.

Los polinomios de Chebyshev T}, son polinomios de grado n y la sucesion de polino-

mios de Chebyshev de cualquier tipo conforma una familia de polinomios.

Los polinomios de Chebyshev son importantes en la teoria de la aproximacién porque
las raices de los polinomios de Chebyshev de primer tipo, también llamadas nodos

de Chebyshev, son usadas como nodos en interpolaciéon polinémica.

3.1. Polinomios Simétricos.

3.1.1 Ejemplos de polinomios simétricos.

Definicién 3.1. Un polinomio f(z1, 3, ...,x,) es llamado polinomio simétrico si,

para cualquier permutacion o € S, tenemos que

O-Of(m17 an"‘?'xn):f(xU(l)w"a xo-(n)>:f($17..., xn)'

Ejemplo 3.1. Sea f(z1, xa, ¥3) = 2329 — x3 y sean p = (1,3) o = (123). Entonces

44



CAPITULO 3. POLINOMIOS DE UNA FORMA PARTICULAR. 45

po f(xi, 2, x3) = f(Zp1) Tp2), Tp(3))

= f(xs, 2, 71)

=  ziry—m

Yy

oo f(x1, x2, 13) = [f(To(1), Tor), To@)
= f(x, 23, 11)
=  zir3— 11

Estos polinomios no son simétricos, en cambio estos otros si cumplen con la definicion
f(z1, xa, x3) = X293 — 20109 — 20123 — 20923 ¥ sean p = (31) y a = (231).
Entonces
po flzr, ma, 23) = [ (20) Tp2): Tp(s)
= f(x3, v2, 71)
= X3T9k1 — 2T3%3 — 2X3T1 — 2X9T7

- f(.fl'l, T, x3)
y

ao f(x1, x, x3) = f ('ra(l)a Ta(2), 33a(3))
f (33'2, xs, 'Tl)

= ToX3xl1 — 2[E2£(73 — 21’21’1 — 2.1731‘1

= f(x1, 22, x3).

Otros ejemplos de polinomios simétricos son los polinomios simétricos elementales

en n variables son la suma de todos los productos posibles de tamano k; con

(k=1,2, ..., n) delas variables involucradas. Se acostumbra denotarlos con la letra

sigma subindicada:

or(x1, .y xy) = E Tiy T
11 <...<tp
Para 2 variables tenemos
o1(x1, 2) = 21 + T2 y 0221, T2) = 2122
y para tres variables tenemos

o1(x1, T2, x3) = T1 + T2 + X3, 02(T1, o, T3) = X1T2 + Toxz + T3x1 ¥ 01(X1, T2, T3) =
X123

donde 1 < k <n.

En general para n variables tenemos:
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o1(T1, s y) = T+ T2+ F 2y
oo(T1, . p) = T Tp A F 21T,
On(T1, .y Tp) = T1T9...Ty.

Es conveniente establecer que o9 = 1y ox(21,...,z,) = 0 para k > n.

Si 21, ..., o, son las raices del polinomio 2" + a;2" ! + - - - + a,, entonces
k
ok(x1, ..y xn) = (—1)"ay.
A continuacion se ilustra este hecho para el caso cuando n = 3, si

f(z) = 2* + 12 + asx + as,

y X1, T, x3 son las raices entonces

(x — 1) (x — 20) (2 —13) = (2% — 210 — Do + 1120 (7 — 3)
= 2% — x1x2 — x2x2 + X129 — x3x2 + 1230 + ToX3x — T1X9T3

= 2% — (21 + 20 + 23)2% + (2122 + D223 + T3T1)T — 117073

De aqui se puede asignar los valores para cada coeficiente del polinomio, comparan-

dolos con los coeficientes de este nuevo polinomio:

0'1(371, X, .1’3) = —<£If1 + i) + 513'3) = (-1)1CL1 = —a.
o9(21, T, 13) = (2129 + Tow3 + 2371) = (—1)%as = ay
O'3(ZL'1, 9, .173) = —XT1X2x3 = (—1)36L3 = —das

= o1, T2, 23) = (—1)*ay parak =1, 2, 3.

Esto ocurre cuando hay tres raices, de manera similar se puede generalizar para

cuando hayan n raices.

Otro ejemplo de polinomios simétricos estd dada por los polinomios simétricos ho-

mogéneos completos
_ in i
pr(x, . x,) = Zml y ey X

Ejemplo 3.2. Sea P(xy, o3, 73) = 112973 + 2223 + 1203 + 1279

Su funcién generadora es de la forma



CAPITULO 3. POLINOMIOS DE UNA FORMA PARTICULAR. 47

p(t) = Zpktk
k=0

Un ejemplo importante de polinomios simétricos esta dada por la suma de potencias
Sy, ey xy) = 2 4o 2k

La funcién generadora es de la forma
o

s(t) = Z spth =t

k=0

A veces se utilizan monomios simétricos de la siguiente forma

. . — i1 V. in
Mgy eviy, (T1y eey Tp) = E Ty Ty

oESy

3.1.2 Mas Teoremas sobre polinomios simétricos.

Lema 3.1. Sea g € Alzy, ..., x,]. Entonces g(074, ...,0,) = 0siy solo si g(z1,...,x,) =
0.

Demostracion. ” = 7 La prueba se hara de por induccion y luego aplicaremos con-
tradiccion.

Por induccién sobre n. Si n=1 el resultado es trivial, porque g(o;) = 0 es decir
que o1 = xp entonces g(z1) = 0. Supongamos que el resultado es cierto para n — 1
indeterminadas entonces probemos para n indeterminadas y aplicamos contradiccion
a lo supuesto por induccion entonces tendriamos que se cumple para el caso base
y cierto para n — 1 indeterminadas y por contradicciéon supongamos que para n

es resultado es falso, es decir que 3¢9 € Alxy,...,x,] tal que g(o1,....,0,) = 0y
g(x1, ., zy) # 0.

Sea g el polinomio de grado minimo, que cumpla lo anterior y escribimos a g como

un polinomio en x,, con coeficientes en x1, ..., T,,_1:

d—1 d
9(1, . 0) = go(@1, ooy Tpe1)F91 (21, ooy T 1) Tt - Ga—1 (@1, oy Tn1) Ty, F9a(T1, o, T T,
Sustituyendo x; por o; en el polinomio g tenemos:

d—1 d
g(o1,...;0n) = go(01, ey On1)F 91 (01, ooy Op1) Tt FGa1 (01, ooy On_1) Ty +ga(o1, oy Op1) T

Por hipétesis g(oy, ..., 0,) = 0.
Sustituyendo ahora x, = 0 obtenemos 0 = ¢o((01)z,=0s --s (On—1)z,—=0). Pero los

(04)z,—0 son los polinomios simétricos elementales en xy,...,2, 1. Por induccion
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go(x1, ..., xn—1) = 0. Yaque 0 = go((01)2,=0, -+, (On—1)z,—0) podemos escribir g = f.z,
con f € Alzy,...,x,] y por tanto f(oy,...,0,)0, = 0, luego f(oy,...,0,) =0y f es
de grado estrictamente menor que g, lo cual es imposible, por tanto se cumple la
primera implicacién.

7 «< 7 Es trivial, dado que g(z1,...,x,) = 0, es el polinomio nulo, y al evaluar cada

o; en el polinomio g, siempre genera como resultado 0, es decir g(oy,...,0,) =0. O

Teorema 3.1 (Teorema fundamental de polinomios simétricos). Sea f (1, za, ...

un polinomio simétrico, entonces existe un polinomio g(yi, ya, ..., yn) tal que

f(xla Ty weny xTL) - g<0-1a 09, °'-70n>-
Este polinomio g es tnico.

Demostracion. Sea f simétrico, apliquemos el siguiente algoritmo:

1) Seleccionar el monomio kxi'z3?...x%" (algunos «; pueden ser nulos) que tiene

mayor grado en x1, si todavia hubiera varios escojase entre ellos el de mayor grado
en xo y si hubiera varios el de mayor grado en x3, etc. Por la simetria de f se tiene

(03] ZCYQZ Zan.

2) Sea f1 = f — kot 205 3 5% Entonces f = f) +ko{*%05? 3. g% y ahora

se repite todo el proceso con f; hasta llegar a f; = 0.

Obsérvese que el monomio seleccionado en 1) no aparece en f; y que el algoritmo
siempre termina porque al aplicarlo sucesivas veces o bien el grado en x; se ha
reducido o ha quedado igual, y en este tltimo caso el grado en x5 se habra reducido

o habra quedado igual, etc.
Para probar la unicidad, usaremos el lema anterior
Sea f(xy,...,2,) simétrico entonces por teorema existe g(y1, ..., y,) tal que
f(zq, o, ..y xy) = g(o1, 02, ..cyo) (1)
y supongamos que existe otro, es decir g (y1, ..., yn) tal que
fxy, xo, .oy xy) = g (01, 02y ...y 00) (2)
La diferencia de polinomios simétricos es simétricos, entonces restamos (1) — (2) y
obtenemos

0=g(o1, 02y..c,0n) — g (01, 02, ..., 0)
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por lema anterior

0= g(mla Ta, 7xn> - g/(mly Ta, 73771)

por tanto

g (21, Tay ..., xy) = g1, Ta, ..., Tp)

Ejemplo 3.3 (Aplicando el algoritmo). Sea el polinomio simétrico

[y, T, x3) = (1 + x2) (21 + 23) (T2 + 73) = T3wg + X373 + 2717973 + T3T1 + Ti23 +
TRT1 + T3

Elegimos el monomio que tenga mayor exponente en x; y como hay dos monomios

1279 y 2373 elegimos entre estos el que tenga mayor grado en x5 y asi sucesivamente.

Entonces el monomio seria r3xo19, y sus exponentes oy =2 > ay =1 > a3 = 0.
Luego:

2-1_1-0
fi=f—0i 0y %08 = fi = f—(v1+29+x3) (0172 + 7103+ T923) = —T1T2w3 entonces
f=fit+(x1+xo+a3) (129 + 2123+ 2223), ahora aplicamos el mismo proceso para f;

y se toma el inico monomio que existe con sus exponentes a; =1 > as =1> a3 =1

fg = f1 — (—1)0'%_10'%_10'31) = f2 = f1 + T1T9oT3 = O ASi f1 = fQ — T1X2X3.

Al formar el polinomio f = fQ — T1X9T3 + (iL’l + T + .ZEg)(.’L'l[IZ'Q + T1x3 + 1’2.1'3) =

(21 4+ T2 + 23) (122 + 123 + Tox3) — T1T2%3 = 0102 — 03; [ = 0102 — 03

A partir de la demostracion del teorema anterior se tiene que, si f(z1,...,z,) es un
polinomio simétrico con coeficientes enteros, entonces f(xy,...,z,) = g(o1,...,00),
donde los coeficientes de g también son niimeros enteros. Para polinomios simétricos
homogéneos completos pi, ..., pr se puede obtener un algoritmo similar en términos

de oy, esto se puede hacer andlogo a la demostracion del teorema anterior.

En cuanto a las sumas de las potencias, una expresion de la forma f(z1,...,z,) =
g(s1, ..., $p) también existe, pero los coeficientes de g ahora no son numeros enteros.
Por ejemplo,
2 2 2 2
(#1 +22)” — (z1+a3)  s{— 5o
2 2

T1X2 =

El teorema principal de polinomios simétricos implica que, si xy, ..., x, son las raices

del polinomio

f(@) = 2" + @@t an,
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asi D se define como una cantidad numérica,

D = H(ZL’Z — l’j)Q.

1<J

Ya que esta representada a través de las raices x1, ..., x, del polinomio simétrico f,
esto puede ser expresado polinémicamente en términos de un a4, ..., a,,. Esta cantidad

se llama el discriminante de f.

Definicion 3.2. Un polinomio f(z1, 3, ...,2,) es llamado simétrico-oblicuo si
f(, Liyeees Ty ) = —f(, Ljyeeny Liy ),

es decir, bajo la transposicion de cualquiera de dos indeterminadas x; y x; se cambia
su signo, el polinomio
A(xy, Toy ooy ) = H(xl — ;)
i<j
es un ejemplo de un polinomio simétrico-oblicuo.
Ejemplo 3.4. El polinomio P(z1, T, 23) = 22(13 — x3) + 23(x3 — 71) + 73(21 — 23),

es simétrico-oblicuo

Demostracion. Notese que al intercambiar cualquier par de variables, el polinomio
P altera su signo.

Es decir P(x1, x9, x3) = —P(x9, x1, x3). Asi el polinomio es simétrico-oblicuo de
grado 3. Ademés, para x; = x5 se tiene P(z1, 2, x3) = 0 entonces (z; — z3) es un

factor de P(x1, xo, x3). Andlogamente, (xy — x3), (x3 — x1) son factores de P.  [J

Teorema 3.2 Cualquier polinomio simétrico-oblicuo f(z1, s, ..., z,) puede repre-

sentarse de la forma
ANz, Toy ooy y).g(T1, To, vy Ty)

donde g es un polinomio simétrico.

Demostracion. Basta con comprobar que f es divisible por A. En efecto, si % es un
polinomio, entonces este polinomio es simétrico, dado que f y A son simétricos y
la divisién de simétricos es simétricos, mostremos por ejemplo que f es divisible por
r1 — T9. Hacemos el cambio de variables x1 = v+ v, x5 = u — v. Como resultado

obtenemos
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f(z1, xa, 3, ooy ) = fi(u, v, 23, ...\ T,).

Si xy = @9, entonces u = 0 y por lo tanto fi(0,v,zs,...,z,) = 0. Esto significa que
f1 es divisible por u, es decir, f es divisible por 1 — x5. Similar probaremos que f

es divisible por x; — z; para todo i < j. O

3.2. Polinomios de valores enteros.

3.2.1 Una base en el espacio de polinomios de valores enteros.

Definiciéon 3.3. El polinomio p(z) es llamado valor-entero si z, toma valores enteros

y al evaluarlo genera un ntimero entero.

Definiciéon 3.4. Para cualquier niimero real x y cualquier ntimero natural k£ definimos

x
el coeficiente binomial generalizado L por

k k!

()= () ()

La demostracion de esta propiedad de combinatorio se realiza de la siguiente forma:

< x ) _ ol —1)(@—2)..(z—k+1)

Y ademaés

Supongamos que A = {ay, ag, ..., @y, apy1} es un conjunto de cardinal n + 1, y que-
remos ver cuantos subconjuntos de k + 1 elementos tiene.

Si queremos elegir un subconjunto X de A con k+1 elementos, tenemos dos opciones,
mutuamente excluyentes: que a,1; € X o que a,+1 ¢ X. En el primer caso, esta

determinado por los k elementos de {ay, as, ..., a,, a,} que pertenecen a X. Podemos
n
entonces elegir un total de ) subconjuntos con estas condiciones. En el segundo

caso, estda determinado por los k& + 1 elementos que pertenecen a él, y que sabemos

con seguridad que estan en el conjunto {ai, as, ..., a,}. Podemos por tanto hacer la
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eleccion de
k+1

)formas. El principio de la suma nos asegura entonces que:

() =(0)+ )

como se queria demostrar.

Teorema 3.3 Sea p, un polinomio de grado k£ tomando valores enteros para

r=mn,n-+1,..n+k donde n es un namero entero. Entonces

pr(T c c C ot Cr,

donde ¢g, ¢, ... , ¢, son enteros.

Demostracion. Los polinomios

(g)Zl (f’lﬁ>:x <§)=%— o (i)Z%T*

forman una base en el espacio de los polinomios de grado no mayor que k, y por lo

pk(x>:CO<k>+cl<k_1>+...+ck

donde c¢g, ¢, ..., ¢ son algunos ntumeros. So6lo queda probar que todos los ntimeros

| R

tanto

son enteros.

Por induccién sobre k. Para k = 0, el polinomio py(x) = ¢y asume un valor entero
en r = n, para cualquier n, y asi ¢y es un nimero entero. Supongamos ahora que
el enunciado es cierto para todos los polinomios de grado no mayor que k. Sea el

polinomio

( ) i
T) = ¢ +...+¢
Pr+1 0 L 1 k+1

toma valores enteros en x = n para cualquier n, n + 1,..., n + k + 1. Entonces el

polinomio

x x
Apps1(x) = pre1(z + 1) — praa(z) = o ( L ) + ¢ ( _ ) + ...



CAPITULO 3. POLINOMIOS DE UNA FORMA PARTICULAR. 23

Toma valores enteros en x =n, n+1, ..., n+ k. Por lo tanto ¢q, ¢, ¢, ..., ¢ son

enteros y por lo tanto también lo es

ck+1:pk+1(n)—co<k+1)—cl<k)—...—ck< | )

Teorema 3.4. Sea R(z) una funcion racional que toma valores enteros para todo

namero entero z. Entonces, R(z) es un polinomio de valores enteros.

Demostracion. Podemos escribir a R(z) = %, donde f y g son polinomios. Habien-

do dividido f por g nos quedaria un residuo, que lo podemos ver de la forma
R(z) = pr(x) + r(x)

donde py(x) es un polinomio de grado k y r(z) — 0 cuando # — oo. Por lo tanto, para
valores grandes de n, el valor difiere en pi(n), en los nimeros enteros. Mostremos que
pr(x) es un polinomio de valor entero. Esto se realiza casi como el mismo argumento

que se uso en la prueba del teorema anterior.

Expresemos a py(x) de la forma

pr(x) = co ( i ) + ...+

Para k£ = 0, el niimero ¢y es un namero entero.

El polinomio
x
Api(x) = pe(z + 1) — pe(x) = o < b1 ) + .+ Gt

Asumimos también valores enteros para los x grandes y si el grado es igual k£ — 1,
aplicamos la hipoétesis inductiva para poder ver que ¢y, ¢1, ¢a, ..., Ck_1 Son enteros,

es claro que el naimero

Ck:pk(n>_00<k>_---_ck1<1>7

es entero. Asi queda por demostrar que r(x) = 0. Como ya sabemos r(n) € Z
para n € Z y r(n) — 0 cuando n — oo. Por lo tanto 7(n) = 0 para todos los n
suficientemente grandes. Pero toda funciéon racional con una infinidad de ceros es

idénticamente cero. O]
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3.2.2 Polinomios de valores enteros en varias variables.

Teorema 3.5. El polinomio py, .. 4,(1,...,2,) de grado d; con respecto a x; toma

valores enteros para xr1 = a1, a; + 1,..., a1 + dy,..., T, = Qp, @y + 1, ap +dy, S1y

T Tn
Dy....dy (T1y ey Tpy) = E Chy---Ch, ,
k1 k,,

donde cg, ...k, son enteros. En particular, tal polinomio asume valores enteros en

solo si

todos los puntos enteros (z1, ..., x,).

Demostracion. Consideremos el caso cuando n = 2, ya que el caso general es similar.
Para un fijo 1 € {ay,...,a; + di}, el polinomio pg,q,(x1, x2) toma valores enteros
para Ts = ao, ..., as + dy. Por tanto por el teorema 3.4 para xr; = ay,...,a; + di,
tenemos la identidad

pd1d2(x17 x2> = Z Ck2<x1) ( iQ ) ) (1)

ko=0 2

donde ¢, (a1), ..., cgy(a1+dy) son enteros. Si ahora consideramos la relacion (1) para
el polinomio con las variables x; y xa, entonces es claro que ¢, (1) es un polinomio
de forma tnica. Asi hemos demostrado que este polinomio (de grado no mayor que

dy) asume valores enteros para r; = ay, ...., a3 + d; como se queria demostrar. O

3.3. Polinomios Ciclotémicos.

3.3.1 Definicién y propiedades de polinomios ciclotémicos.

Definicion 3.5. Las raices n — ésimas de la unidad son los ntimeros complejos z
k

que verifican 2" = 1, es decir, los niimeros complejos de la forma: € = e = . De esta

manera tenemos una descomposicion en C [X]:

x”—l:H(:c—a‘fl)

Definicion 3.6. Una raiz n — ésima de la unidad puede ser raiz m — ésima de la
unidad para algin m divisor de n. Las raices primitivas n — ésimas de la unidad son
aquellas tales que el minimo entero positivo para el que 2™ = 1 es n. Equivalente-

mente, son los niimeros complejos de la forma:
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er=en, con(k, n)=1.

Definicién 3.7. El polinomio ciclotémico n — ésimo es el polinomio moénico cuyas

raices son las raices primitivas de la unidad, es decir:

27mik

bn(z) = [](x — ) donde ef =™

2 ..e%™ son las n raices primitivas de la unidad y el grado del polino-

Ademés €}, ¢
mio ciclotomico lo define la funcién ¢(n). Recordar que la funcion ¢(n) = #{(k,n) =

lconk € N A k <n}. Conocida como “la funcion de Euler”.

Para cada rafz n — ésima de la unidad ¥ existe un entero positivo minimo m, divisor

k

L 1 exactamente m =n k n de manera gque esa I'ajZ
) ;n)), q

de n, para el que (e
seré raiz m — ésima primitiva de la unidad. Clasificar las raices n — ésimas de la
unidad segun este valor m es equivalente a la descomposicion:
n
"t —-1= H Om(x),

m/n

de manera que,
" =1

I_Im/n7 m<n ¢m (l’)

A continuacién se ilustran los primeros 6 polinomios ciclotomicos.

Pn(2) = (1)

¢1(x) = — 1.

$a(z) = ;?(_xl) = % =z+ 1

s(r) =2t =2 —a? 4w+ 1.

da(w) = ¢1(x:);21(z = (1_3;14)(_3:1“) = ($2Zzlz)(_ﬁ2)+l) =224 1.
(z) =

)
sl =l gttt o+l

_ z6—1 _ z6—1 _ @-D(P+1) 2 _
() = S @e@ds@ | @-Dat) | @-D@r) ¥ z+l

Observacion: El grado del polinomio ciclotomico ¢,,(x) no es m.

S

T

5

Teorema 3.6 Sea n > 1 impar. Entonces
Pan(z) = dn(—2)

Demostracion. Se usaré el método de induccién pero antes de usarlo clasifiquemos
los divisores de 2n en dos conjuntos S; y Sp; donde S es el conjunto de todos los
divisores impares (que son todos los divisores de n) y Ss es el conjunto de los divisores

pares (que son de la forma 2d donde d es divisor de n).

Por (1) tenemos que



CAPITULO 3. POLINOMIOS DE UNA FORMA PARTICULAR. o6
2" =1 =[] dul@) [ éulx) = @ = 1) [] 6u=)
desSy deSy deS2

Dividiendo por (z™ — 1) tenemos:

"4+ 1= Hgbgk(az)

k/n
Luego sustituimos x por —y, y multiplicamos por -1 ambos lados de la igualdad.

Dado que n es impar entonces
y'—1=—]]u(-y)
k/n
Del término de la derecha lo expandimos, dado que los divisores de n, son: 1, k1, ko, ..., k,, n

Y — 1= — (d2(~y) P2k, (—Y) P2y (=) P2k, (=) P20 (=)

Un caso particular para ¢o(—y)=—y + 1=—(y — 1)=-¢1(y) y sustituimos
y" =1 = (01(y) bk, (=) Poks (—Y) D2k, (=) 2n(—1))

Ahora por induccién supongamos cierto el teorema para k; < n es decir que ¢or, (—y) =

Sustituyendo tenemos

Yy =1 = (01(¥) 0k, (Y) Ok (Y) Pk, () P2n(—Y))
y' -1 = ] écw)dan(-v)

k/n,k<n
y" -1
= ¢2n<_y)
Hk/n, k<n ¢k (y)
Por tanto
On(Y) = Pan(—Y) = dn(—2) = ¢on(x) asi queda demostrado el teorema. O

Ejemplo 3.5. Para n = 3, tenemos que

—T 3—1 —x?’—
¢3(—x) = (¢1()_x) = —x—ll =2’ —z+1y
_ | _ z6—1 _ @D+ 2 _
%(2) = S mmmnE = EoDE = @hem — ¢ o+l

Por tanto ¢g(z) = ¢p3(—x)
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3.4. Polinomios de Chebyshev

3.4.1 Definicién y mas propiedades de los polinomios de Chebyshev.

Los polinomios de Chebyshev T),(z) constituyen una de las familias méas importantes
de los polinomios. Y a menudo aparecen en diversas ramas de las matematicas para

la aproximacién de funciones o polinomios.
Se discutiran varias propiedades importantes de Polinomios de Chebyshev.

Definiremos los polinomios de Chebyshev a todos los que cumplen la condicién que
cos(np) es un polinomio expresado en términos de cos (p) es decir, existe un polinomio
T, (z) tal que

T, (x) = cos(np) para x = cos(p).

De hecho, lo anterior se deduce de la formula T, (z) = cos(cos™ (nz)) y de la siguiente

identidad trigonométrica

cos(n + 1)p 4 cos(n — 1)p = 2 cos pcos(np).

muestra que los polinomios de Chebyshev T),(z) estan definidos de forma recursiva

por la relacion

To(ZL‘) = 1
Ti(x) = =
Toii(z) = 22T,(x) — T, (x)

El hecho que T,(z) = cos(np) para x = cosp quiere decir que |T,,(z)| < 1 para

x < 1. La recurrencia anterior implica que

T,(z) =2""'2" +ay 2™ ' + - - + ay, (%)

donde a4, as, ..., a, son enteros.
Las propiedades mas importantes de los polinomios de Chebyshev son las siguientes.

Teorema 3.7. Sea P,(z) = 2" + a1z" ' + - - - + a,, un polinomio ménico de grado

n, tal que |P,(z)| < 5 para |z| < 1. Entonces P,(z) = gﬁ(ﬂ). En otras palabras el

. . T . . L. . . .,
polinomio 271(,9”1) es el polinomio moénico de grado n que tiene la menor derivacion de

ceros en el intervalo [—1, 1] .

Demostracion. Usaremos la propiedad del polinomio (x), sabiendo que el factor,

T, (cos <k‘_7r>) = cos(km) = (—=1)F para k=0,1, ..., n.
n
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Considerar el polinomio
1

Qz) = FTn(x) — Po(x).
Su grado no excede a n — 1 ya que los principales términos de QT%T w(x)y P,(x) son

iguales.

Dado que |P,(z)| < 55 para |z| < 1, se deduce que en el punto z; = cos(£2) y el
signo de @(xx) coincide con el signo de T},(xx). Por lo tanto, en los puntos extremos
de cada segmento [zjy1, 2], €l polinomio Q(x) toma valores de signos opuestos, y

por lo tanto Q(x) tiene una raiz en cada uno de estos segmentos.

Tk+1 T Tk—1 Thk+1 T Tk-1

Si Q(zx) = 0, se necesita un poco més de argumentos. En este caso, ya sea xj; una

raiz doble o dentro de uno de los segmentos [xgy1, x| 0 [Tk, Tr_1] es la misma raiz.
Esto se deduce del hecho que al evaluar xp,1 v 251 en el polinomio Q(x) tienen el

mismo signo segin la figura anterior.

El namero de segmentos de [zj.1, x| es igual a n, y por lo tanto el polinomio
Q(z) tiene al menos n raices. Para un polinomio de grado no mayor que n — 1, esto
significa que es idénticamente cero, es decir, P, (z) = W%Tn(x), asi queda demostrado

el teorema. O

' = 2cosp, ya que z = cosp + isinp = e

1

Si z = cosp + isinp, entonces z + 2~
de donde z7! = 7% = cosp — isinp y luego al realizar la suma de z y 2z~
obtenemos que z + 27! = 2cosp. Asi podemos generalizarlo para n tenemos que

" = cos(np) — isin(np) = e " obtenemos que

2" = cos(np) +isin(np) = e y si 2~
2" 4+ 27" = 2cos(np)

Por lo tanto

Usando esta propiedad se puede probar la siguiente teorema.

Teorema 3.8. Sea m = [g] . Entonces

T.(z) = Z < ; ) " (:U2 — 1)j
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Demostracion. Seax =3(z+z2 ) yy=3(z—z"1),asfa? = 1(z* + 2227 +27%) y

y? = 1(2% — 22271 + 27?) entonces

y2—a:2:—1:>y2:x2—1

Mt = (zty)"+ (@ —y)"

n n n
n—1 n—2 1
n n n
4z — xn—ly + xn—2y2 — .+ yn—lx _ yn
n—1 n—2 1

— n n—1 n n—2,2 n n—1 n
22" + 02"y + 2 ) "yt 4+ 2 ) Ty + Oy

n —

= (1+(-1" ( Z > "+ (1+ (-)Hz"ly + (1 + (-1)?) ( " ) ) "2yt

n —

e (L4 (=1 ( ’; > 2y

- L ( ; > (14 (1))

por hipotesis m = [g} entonces? tomara valores de la forma2j, entonces

m n P
22T = ijo ( 2] ) (1 + (—1)23)xn 2jy23

= 2 Z;n:o ( n_ ) 2" (22 — 1)
2]
Soélo resta observar que
1
To(x) = E(z” +2z7").

Corolario 3.1. Sea p un primo impar. Entonces

T(x) = Ti(x) (modp) .
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Demostracion. Sea p = 2m + 1. Entonces

-5 (1)

J=0

2j
T,(x) = 2P(mod p) = x(mod p) = T (z).

Si j > 0, entonces < p. ) es divisible por p. Por lo tanto

Para cualquier par de polinomios P, () se puede definir la composicién natural asi
PoQ(x) = P(Q(z)).

El polinomio Py @ se dice que conmutan si P o Q) = @ o P es decir que.
P(Q(z)) = Q(P(x))

Teorema 3.9. Los polinomios T},(x) y T),(z) conmutan.

Demostracion. Sea x = cos p. Entonces T),(x) = cos(np) =y y Tn(y) = cos(mp).
Por lo tanto T,,(T,(z)) = cos(mnp). Similarmente, T, (7,,(x)) = cos(mnp). Por lo
tanto la identidad 7,,(T,,(z)) = T,,(Tn(x)) para |z| < 1 y por lo tanto cumple para
todo z. ]

Los polinomios de Chebyshev son el tnico ejemplo no trivial de polinomios conmu-
tativos. De hecho, el siguiente teorema hace una clasificacion de los polinomios pares
que conmutan. Sea [(x) = ax + b, donde a, b € C y a # 0. Diremos que el par de

polinomios [ o fol™! y 1o gol™! son equivalentes al par de polinomios f y g.

Teorema 3.10 Si ambos « y cos(am) son racionales, entonces 2 cos(am) es un entero,

es decir cos(am) =0, £56 £ 1.

Demostracion. Sea o = ™ una fraccion irreducible y xy = 2cos(t), donde t = am.

Entonces:

P,(x¢) = 2cos(nt) = 2 cos(nar) = 2cos(mm) = £2
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Por lo tanto x( es una raiz del polinomio con coeficientes enteros

Py(z)F2=2a" +ba"™ ' 4+ ...+ b,.
Sea xg = 2 cos(am) = ’E’ serd una fraccion irreducible. Entonces
Pt bip T g+ bag” =0,

y por lo tanto p™ es divisible por ¢. Pero p y ¢ son primos relativos, y asi ¢ = +1, es

decir 2 cos(am) es un entero. O

3.4.2 Polinomios Ortogonales.

Los polinomios fy(x), k& = 0,1,... se dice que son polinomios ortogonales en el

intervalo [a, b] con la funciéon de peso w(z) > 0si fy(z) =ky
b
/ fm () fr(z)w(x)dx =0

para m # n.

En el espacio V™! de los polinomios de grado < n, definimos el producto interior

por:
b
(fs 9) =/ f(@) f(x)w(x)d.

Los polinomios ortogonales fy, fi, ..., f. forman una base ortogonal en el espacio

V"+! con el producto interior.

Teorema 3.11. Los polinomios de chebyshev forman un sistema ortogonal sobre el

1
1—22

intervalo [—1, 1] con funcién de peso w(z) =

Demostracion. Haciendo un cambio de variable x = cos p, tenemos y haremos uso

de la formula cos(np + mp) = cos(np)cos(mp) — sen(np)sen(mp) y

cos(np —mp) = cos(np)cos(mp) + sen(np)sen(mp)

/_ )T B /O“Cos<np)cos(mp)dp

[T cos((n+4m)p) 4 cos((m —n)p)
= /0 5 dp.

Queda por observar que
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Jo cos(kp)dp =0 si k#0. O

Teorema 3.12 Los polinomios de Chebyshev pueden ser definidos desde la férmula

VI

1 — 2212
135 @D ")

Tn(@

Demostracion. Por inducciéon sobre m se puede demostrar facilmente que para
m<n
dm
1 — .1’2 n—1/2 _ P (x)(1 — 33'2 n—m—1/2
(1) ()1 = 2?)

donde P,,(z) es un polinomio de grado m tal que

Po(l‘) =1
P(z) = —(2n—-1)x,

Pni = 1—2*—(2n—2m—1)xP,(z) para m > 1.

Por lo tanto
mn

vi- %Ci (1—a®)"""2 = Py(w)

es un polinomio de grado n.

Se verificara que P,(x) = AT, (z), es decir

1 dn
/ x %(1 — 22" 24z =0

para k=0, 1, ...., n — 1. Integrando por partes tenemos que

f ) kd(i:nn 1 T )n 1/2dx_xkp< )(1_3: n 1/2 |1 f kak— 1ddnn 11<1 T )n 1/2 1.

El primer término de la derecha desaparece puesto que 1 —22 =0 en x = 1. Luego
integramos por partes el término y repetimos el proceso. Con el fin de obtener 0 al
final, tenemos que integrar por partes k + 1 veces. En el tultimo paso obtenemos la
Esto significa que n — k — 1 en caso de ser no negativo, es decir

dn—
dxn—k—1"

k<n-—1.

derivada

Queda verificar que A = (—1)"1.3.5...(2n — 1). La recurrencia

Ppii(z) =1—2* - (2n —2m — 1)z P,,(z)
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Toma la forma

Pii(1) = —(2n — 2m — 1) P (1)

Por lo tanto P,(1) = (—1)"1.3.5...(2n — 1). También es claro que T, (1) = 1. Asi

queda demostrado el teorema. [

3.4.3 Desigualdades de los polinomios de Chebyshev.

Teorema 3.13. Sea el polinomio p(z) = ag+ a;x+ - - -+ a,z", donde a; € C tal que
Ip(z)| < 1 para —1 < z < 1. Entonces [p®) (z)| < ‘T,Sk)(a:) para |z| > 1, z € R.

Demostracion. Se utilizara el hecho de que p(z;) < 1 para z; = cos (@) , donde
i =0, 1, ..., n. El polinomio p(z) estd completamente determinado por los valores
p(z;). De hecho

po) =3 M) ()

donde
gi(w) = [[(x = ).
JFi
Al diferenciar (1) k veces obtenemos
P®(z) = plz) gz(k) T
0 =3 Tee @
Puesto que |p(z;)| < 1, resulta que
(k) - g(k) (x)
()] < : (2)
| ‘ o gi(xi)

El valor de T,,(z) para x; es cos(n —i)m = (—1)""*. Ademas

3
—~
—_
~—
3
|
)
—
B
~

— gi(z:)

Esta claro que el sgng;(z;) = (—=1)""". Ademés, para |z| > 1, el signo de gfk) (x)
no depende de i. En efecto todas las raices de g;(x) pertenecen a [—1, 1], y ademaés
todas las raices de ggk)(x) también pertenecen a este intervalo. Por lo tanto

(k) 1 para x > 1

sgng; () =
(=) % paraxz <1
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Como resultado de |z| > 1 obtenemos

9@
9i(x)

Teorema 3.14 Sea p(z) = ag + a1 + - - - + a,2™, donde a; € C tal que |p(z)| <1
para —1 < x < 1. Entonces |a,| < 2",

Demostracion. Recordar que Ty, (x) = by + byx + -+ + b,2" donde b, = 2”1, Por lo

tanto aplicando el teorema anterior para k = n, se deduce que |a,| < |b,| =2""1. O

Teorema 3.15. Para v < —1 y x > 1 se tiene que

0] < ]
Demostracion. El polinomio p(z) = 1(z), cumple las condiciones del teorema
3.14 y entonces ‘ = |p(x)| < T(k )‘ O
Teorema 3.16. Para z, y > 1, se tiene que
To(zy) < To(z)Tu(y)
Demostracion. Fijando y > 1 y considerar el polinomio p(z) = I;?n(fy%). Vamos a
verificar que el polinomio cumple las condiciones del teorema 3.15 es decir, |p(x)| =

T (zy)|
Tn(y)

otra parte si |s| > 1, entonces |T,(s)| es monotona creciente con |s|. Claramente
IT.(s)] < 1 < T,(y) para |s| < 1. Por lo tanto, si y > 1y |z| < 1, tenemos
Ta(zy)| < Tuly).

Por el teorema 3.15 para x > 1, se tiene |p(x)| < T, (x) es decir, T,,(zy) < T,,(x)T,(y).

< 1 para |z| < 1. Para el real s, la funcion |T,,(s)| solo depende de |s|. Por

Teorema 3.17. Para —1 < x < 1y |z]| <1 se tiene que
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Tn(fE) n o __ 2
(a) 22 A= —In(1 — 2xz + 27)
n=1
> 1—22
b 1+ 2 T, "=
() + ; () 2 1—2xz— 22

Demostracion. a) Sea x = cos p. Entonces

1—2rz+ 22 = (1 —e"2)(1 —e"2).

65

Ademés In (1 — 2zz + 22) = In ((1 — €2)(1 — e %2)) = In(1 — €z) + In(1 — e72).

Y considerar que
+inp

—In(1 — e*rz) = Z C o

n

n=1

para |z| < 1. Ademaés

—ln(1—2x2+22)222cosnp " QZ n(m

n=1

b) Al diferenciar ambas partes de (a) con respecto a z obtenemos
e 2r — 2z
2 T, [
Z (v)2 1 —2xz+ 22

por lo tanto

> 20 — 2 1— 22
1+22Tn(x)z":1+ 22z — 22) - z

1—2x2+22 1—2xz+ 22

Teorema 3.18. Sean >1y m = [%] . Entonces

=52 ( " ) (20)" .

Demostracion. Por el teorema 3.17 (a).

—_

[\

Tenemos que

oo Tn oo 2 o 217
I T ) D) -t
n=1

p=1 P

= ZZ ( )z”““(Zx)pk.
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Por lo tanto

p+k=n p k
M
1 n n—=k
. -1 k 2 n—Qk'
5 ;( — ( N ) (2z)

La suma se realiza hasta n — 2k > 0, y por lo tanto M = [%} =m. O



Capitulo 4
Teoria de Galois

En esta seccién nuestro objetivo es presentar la Teoria de Galois, las extensiones
finitas de cuerpos L | K asociada a su grupo de automoérfismos G(L | K), llamado
grupo de Galois de L | K; asi como los subgrupos H de G(L | K) asociado a un

cuerpo intermediario, llamado cuerpo fijo de H, definido por

Ly={xz€lL; p(x) =x; para p € H},

con K C Ly C H.

Las resoluciones de ecuaciones por medido de radicales estaréan relacionados al con-
cepto de grupos solubles. Mostraremos la imposibilidad de la resolubilidad de la

ecuacion de quinto grado por medio de radicales.

4.1. El teorema de Lagrange y los resolventes de Ga-

lois.

4.1.1 El teorema de Lagrange.

Definicion 4.1. Sea K un campo de caracteristica 0 y sea ¢ una funciéon racional en
las variables x1, s, ..., x,, sobre K. Sea S,, el grupo de permutaciones de n elementos.

Podemos asignar a ¢ el estabilizador de ¢, es decir, el grupo

G, = {0 €Snle (xg(l), T (2), s xg(n)) =@ (x1, xa, ..., xn)}

Teorema 4.1. Sea ¢, ¥ € K [1,...,2,] y G, C Gy. Entonces ¢ = R(yp), donde R

es una funciéon racional cuyos coeficientes son funciones simétricas en xy, o, .., .

67
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Demostracion. Dividamos a G, es clases laterales que no se intersectan

MG, = Gy, hoGy, ..., hGy,. A cada clase lateral h;G, corresponde una funcién
¢, la imagen de ¢ bajo la accion de esta clase lateral; claramente, ¢; # ¢, para
1 # j. La funciéon ¢ es Ggo—invariante’ y entonces, a cada funcion v); le corresponde

tnicamente la clase lateral h;G; si G, # Gy, algunas de estas funciones coinciden.

k
La funcion ) % es invariante respecto a la accion de todas las permutaciones de
. 1 K]

1=
S,,. Por lo tanto

oy F(1)
;t—%:w)’
donde
Q)= (t—p1) - (t— o)

y F'(t) es un polinomio en ¢ cuyos coeficientes son funciones simétricas en 1, ..., x,.

Como ¢; # ¢, para i # j, se deduce que £’ (¢) # 0.

Claramente,
Q(t Q) —Q(p;

(0 _ 20 =020 g

t=pil — ©; —=p; t— p;

Por lo tanto
Q@) )0 para g # ¢
1 para p; = .

Entonces i
F(p) =3, Q(p) .
= ; = 9.
Y(p) = 2(0)(p—wi)
]
4.1.2 El resolvente de Galois
En esta seccion, se define como
f(x)=2"+ap_12" 4+ -+ ag
a un polinomio sobre el campo K de caracteristica 0 y aq, ..., a, sus raices. Supon-
gamos que f no tiene raices miltiples. Consideremos una funcién racional
¢($1,..., :L‘n) :mlxl—i_"'"'_mnmna
donde mq, ..., m, son enteros. Los niimeros my, ..., m,, pueden ser seleccionados de

tal manera que los n! valores 1, = 1 (ag(l), . ,ag(n)) son distintos.
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En efecto, consideremos la funcién
n
D(ty,..., t,) = Hztl (Oéo(i) — 047-(1-)) ,
o,7 i=1
donde los productos se extienden sobre todas los pares distintos de las permutaciones
deoyr.
Lema 4.1. Cualquier polinomio simétrico en las raices as, ....,a, de f, es polino-

micamente expresado en términos de la raiz «; y los coeficientes ay, ..., a,_1

Demostracion. Cualquier polinomio simétrico en las raices aq, ...., v, , es expresado

en términos de los coeficientes del polinomio
(l’ — OZQ) (ZL‘ — an) = % = gl + bn_an72 4+ 4 bO

Aqui tenemos

(p—1 = by — ay,
(p—9 = bp_3 — bp_o01,
Ap—3 = bn74 - bn73a17
es decir,
bp—o = an_1 + 0y,
b _ . 2
n—3 = Ap—2 — Q1Qp_1 + O]
b o 2 3
n—4 = Qp—3 + Q1Qp_2 + a10p—1 + Q'

Por lo tanto los coeficientes by, ..., b,_2 se expresan polinomicamente en términos de

la raiz a; y los coeficientes ag, ..., a,_1. O

Se seleccionaran los niimeros mq, ..., m,, de modo que los n! valores

Yo = M1Qg(1) + - + MpQo)

sean distintos y consideremos el polinomio

F(z) [T (& = micoq) = = mattoqm)

TESy

Los coeficientes de este polinomio son polinomios simétricos con coeficientes enteros
en las raices de f, y por lo tanto estdn expresadas de forma racional en términos de
los coeficientes de f. Entonces si f es un polinomio sobre K, entonces también lo es
F.



CAPITULO 4. TEORIA DE GALOIS 70

Se factorizara a F' como producto de factores monicos irreducibles sobre K. Cualquier

factor irreducible G es llamado un resolvente de Galois de f.

Claramente, todas las resolventes de Galois se obtienen unos de otros por permu-
taciones de las raices. Habiendo numerado las raices podemos fijar el resolvente de
Galois, que corresponde a la permutacion identidad. Supongamos que G tiene una
raiz

Y =mion + -+ mpan

Teorema 4.2 (Galois ). Cualquier raiz de f se expresa racionalmente (sobre K)

en términos de una de las raices de G.

Demostracion. Consideremos el polinomio

F(z) = 11 (z — miar — MaQo(ay — *++ — MnQo(n))
{O’ESn/U(l):l}

Los coeficientes de F; son polinomios simétricos en ao, ..., a,,; entonces por el Lema

4.1, estos son expresados racionalmente (sobre K) en términos de «;, es decir,

Fy (z) = g(x,), donde g es un polinomio en dos variables sobre K . Claramente,
g9 (¢, 0n) = F () = 0.

Ahora consideremos el polinomio

F(z) = H (a: — M0y — Malp(1) — -oo — mnaa(n))
{o€8n/02)=2}

A partir de la prueba del Lema 4.1 vemos que los coeficientes de F5 son los mismos
que para Fj reemplazando «; por as, es decir, F; (z) = g (x, ).
Pero por hipotesis

Y =myoq + ...+ My F My + MaQo1) + ..o + MpQo(n)

es decir, F» (1)) = 0. Por lo tanto «; es la tnica raiz en comun de los polinomios f (z)
y g (¢, x). Esto significa que el maximo comun divisor de f (z) y g (¢, z) es © — ay.
Pero el maximo comin divisor de dos polinomios es encontrado por el algoritmo de
Euclides, y asi a; se expresa de forma racional en términos de ¢ y los coeficientes de

f v g, es decir, oy se expresa de forma racional sobre K en términos de 1. O

Corolario 4.1. Todas las raices del resolvente de Galois son expresadas racional-

mente en términos de una de sus raices.
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Demostracion. Cada raiz del resolutivo de Galois es de la forma

M1Qg(1) + oo + MpQo(n)

Claramente son expresados racionalmente en términos de aq, ...., a,,. Asuvez aq, ...., a,

son expresados racionalmente en términos de ¢y = mja, + ... + mya,. O

El siguiente teorema es de considerable importancia para la teoria de Galois.
Teorema 4. 3. Sea «aq, ..., a,, las raices de un polinomio irreducible f sobre k y sea
o €k (x1,...,2).

a) Sea ¢ (aq, .., ) = ¢ (agi(l), s aai(n)) para cualquier permutacion o; en el grupo
de Galois. Entonces ¢ (a1, ..a,,) € k.

b) Sea H = {04,,...,0;,} un subgrupo del grupo de Galois {oy,..,0,} tal que si
o(aq,...,ay) = ¢ (aa(l),...,a(,(n)) para cualquier permutacion o € H, entonces

¢ (aq,..a,) € k. Entonces H coincide con todo el grupo de Galois.
Demostracion. a) Las raices aj, ..., a,, pueden ser expresadas racionalmente en tér-
minos de 1y, y entonces ¢ (o, .., ) = @ (1), donde ® € k (x). Por lo tanto
# (1), ) Cormy) = @ (1)
Ast, @ (1) = ... = P (1), y entonces
B () = (D () + o+ B ()
es una funcion simétrica en las raices del resolvente de Galois.

Por lo tanto ¢ (aq, ...,a) = ® (Y1) € k.

b) Considerar el polinomio
g@) =] -0 @)=(@=t) .z =)

Sus coeficientes son invariantes con respecto a la H — accion, y por lo tanto todos
ellos pertenecen a k. Por lo tanto los coeficientes de g () se encuentran en k'y g (z)

tiene raices en comin con un polinomio irreducible sobre k.

G(x)=(x—1U1) ... (=)

Entonces g (z) =G (z) y H = {01, ...,0,} . O

4.2. Teoria Basica de Galois.

Definicion 4.2 (K — automor fismo). Sea L | K una extension de cuerpos. Un

automorfismo ¢ : L — L es un K — automor fismo si, y solamente si, p(a) = «a,
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para todo a € K.
Proposicion 4.1. Sea L | K una extension de cuerpos. Entonces,
G(L|K)={¢: L— L; automor fismo tal que ¢ |x= 1}

es un grupo con la operaciéon composicion de funciones.

Demostracion. Como una composiciéon de biyecciones es una biyeccién y una compo-
sicién de homomorfismos es un homomorfismo, entonces la composicién de automor-

fismos es un automorfismo. Si ¢ y ¥ son K — automor fismos entonces, para todo

a € K, tenemos p(a) = ay (o) = ay entonces (po)(a) = p(¢(a)) = p(a) = a,
mostrando que @ o) € G(L | K). Ademas, si ¢ € G(L | K), entonces ¢! es un

automorfismo de L tal que, para todo o € K,

a=1I(a)=(p¢)(a)=¢ " (p(a) =¢ " (a)
mostrando que p~' € G(L | K). Por lo tanto, G(L | K) es un grupo. O

Definicién 4.3 (Grupo de Galois de L | K). El Grupo de Galois de L | K es el
grupo G(L | K).
Ejemplo 4.1. Consideremos la extension C | R. Sea ¢ : C — C un

R — automor fismo. Como {1, ¢ } es una base de C | R, entonces cada a € C se

escribe de manera tnica como o = a + bi con a, b € R. Asi,
pla) = pla+bi) =p(a) + p(b)p(i) = a+ bp(i).

Por lo tanto, ¢ esta perfectamente determinada por (7).

Como —1=14* y —1=¢(—1)=¢ (%) = ¢(i)?, entonces (i) también es una rafz
en C de 2% + 1 € R[z].
Por lo tanto, ¢(i) =i o ¢(i) = —i. Tenemos dos R — automor fismos, I : C — C,
con I(a+bi) =a+bi,yp: C— C, con p(a+ bi) = a— bi, una conjugacion
compleja. En este caso, G(C | R) =< p >={I, ¢; p* =1}.

Ejemplo 4.2. Sea a € R tal que o® = 2. Consideremos una extension Q (a) | Q
y un Q — automor fismo ¢ : Q(a) — Q(a). Como {1, a, a®} es una base de
Q (a) | Q, todo elemento de Q () se escribe, de manera tnica, como

B=a+ba+ca*® cona, b ccQ.

Entonces,
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v (B) = ¢la+batca’)
= ¢(a)+ ¢ (ba) + ¢ (ca?)
= a+bp(a)+cp(a).
Asi, ¢ esta perfectamente determinada por ¢ ().
Como 2 = o, entonces 2 = p(2) = p(a)?, luego p() también es una raiz en Q (a) de
23 —2. El tinico valor posible es p(a) = . Por lo tanto, p = I y G(Q (a) | Q) = {[}.
Lema 4.2. Sea f(x) € K[z]\ K y sea L un campo de raices de f(z) sobre K. Sea

¢: L — Lun K —automor fismo de L y a una raiz de f (x), entonces p(a) también

es una raiz de f(z).

Demostracion. Sea f(x) = ag + ayx + - - - + a,z".
Luego, 0 = ap + a1 + - - - + a,". Aplicando ¢, obtenemos

0=¢(0) = ¢(ag) +¢(a)p(@)+- - +¢(a)e(@)"
= agt+ap(a)+--app () -

= [lpla)).
Definiciéon 4.4 (Grupo de Galois de f(x)). Sea f(x) € K[z]\ K y sea L el campo
de raices de f(x) sobre K. El grupo de Galois de f(z) es G(f(z) | K) = G(L | K).
Teorema 4.4. Si f(x) € K[z]\ K tiene n raices distintas en su campo de raices L,

entonces G(L | K) es isomorfo a un subgrupo de S,,.

Demostracion. Sea R = {ay, -+, a,} el conjunto de las n raices de f (). Por el lema
anterior, si ¢ € G(L | K), entonces ¢ (a;) también es una raiz de f (z), y como ¢ es
inyectiva, ¢ (R) = R, esto es, ¢ permuta las raices distintas de f (z).

Consideremos la funciéon

G(L|K)— Sy
o — @ ln .

Facilmente se verifica que esta funciéon es un homomorfismo. Como
L:K<O¢17'”7an) = K{alv”'u&n]
= {h(ala"'an);h(%la"'7In)€K[$la"'axn]}a

entonces ¢ € G (L | K) esta perfectamente determinada por sus valores en R. Luego,
si g, v € G(L| K) son tales que ¢ |p= 1 |g, entonces ¢ = 1), mostrando que la
funcion anterior es inyectiva. Por lo tanto, G (L | K) es isomorfo a un subgrupo de
Sp ~ S,,. [l
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Teorema 4.5. Seaf(z) € K[z]\ K un polinomio separable. Sea L el campo de
raices de f(z) sobre K. Entonces, | G(L | K) |=[L : K].

Demostracion. Se mostrard que I : K — K tiene [L : K| extensiones a L. La
demostracion se hara por induccion sobre [L : K. Si [L : K] = 1, entonces, G(L |
K) = {I} y el resultado es valido. Supongamos que [L : K| > 1. Entonces, f(x)
tiene algun factor irreducible p(z) € Klz| de grado d > 1. Fijemos a € L una raiz
de p(z). Como f(z) es separable, entonces p(x) tiene d raices distintas, todas en L.
Asi, cada ¢ € G(L | K) es tal que 8 = ¢ () € L, también es una raiz de p(x). Hay
exactamente d K — isomor fismos ¢ : K(a) — K(B) extensiones de [ : K — K,
uno para cada raiz de p(x). Observemos que L es un campo de raices de f(x) sobre
K (), asi como también L es un campo de raices de f(x) sobre K (). Por el Teorema

de extension de isomorfismos a campos de raices, cada ¢ : K(a) — K(f) admite una

extension ¢ : L — L. Como [L : K(a)] = [K[faf)qK] - [L&K] < [L : K], por hipétesis
inductiva, hay [L : K(a)] = % extensiones de cada uno de los d K —isomor fismo
¢: K(a) = K(B). Por lo tanto, hay [L : K] d K — automor fismos de L. O

Definicion 4.5 (Campo intermedio). Sea L una extension de campos. Se le llama
un campo intermedio a un campo F', tal que K C F' C L.
Proposicion 4.2. Sea L | Kuna extension de campos y F' un campo intermediario.

Entonces, G (L | F') es un subgrupo de G (L | K). Aun mas, si F'y F’ son campos
intermedios y F' C F', entonces G (L | F) D G(L | F').

Demostracion. Si ¢ € G (L | F), entonces ¢ es un automorfismo de L que fija a
F D K, luego ¢ es un K — automor fismo, mostrando que G (L | F) C G (L | K).
Es claro que G (L | F) es un subgrupo de G (L | K). Sea o € G (L | F’) entonces
para todo ¢ € F’| se tendra que « sera fijado, es decir, a seré fijado por cualquier
subconjunto de F’; en particular, « seré fijado por F', por lo tanto o € G (L | F).
Por lo tanto G (L | F) D G (L | F"). O

Lema 4.3. Sea K C F C L una cadena de campos, con F' | K campo de descom-

posicién sobre K de algtin polinomio. Si ¢ € G (L | K), entonces ¢ |p€ G (F | K).

Demostracion. Es suficiente demostrar que ¢ (F') = F. Sean «g,--- , a, las raices
distintas de f (z) y ¢ € G (L | K). Entonces, ¢ (f) (z) = f(x) y ¢ () = a; estan en
F,pues F = K (a1, - ,ay,), entonces ¢ (F) = K (p (1), , ¢ (ay,)) C F. Como ¢
es K — lineal e inyectiva, [¢ (F): K| = [F : K|, luego ¢ (F) = F. O
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Teorema 4.6. Sean K C F C L una cadena de campos, con F' | K campo de

descomposicion sobre K de algin polinomio f (z) € K [z]\ K, y sea L | K campo de
descomposicion sobre K de algun polinomio g (z) € K [z] \ K. Entonces, G (L | F)
es un subgrupo normal de G (L | K) y

G(L|K)/G(L|F)~G(F|K).

Demostracion. Sea ¢ : G(L| K) - G(F | K) tal que ¢ (¢) = ¢ |r. Por el lema
anterior, ¢ esta bien definida. Se verifica facilmente que ¥ es un homomorfismo de
grupos, pues para cualquier ¢, 0 € G (L | K), tenemos que (9o o) |p=¢ |F © 0 |F.
Dado que Nucleo(y)) = {¢ € G(L | K); ¢ |r=1} = G(L | F), entonces G (L | F)
es un subgrupo normal de G (L | K). Sea T € G (F' | K) por teorema de extension de
isomorfismos de campos de raices, 7 se extiende a un K — automor fismo de L, esto
es, existe ¢ € G(L | K) tal que ¢ |p= 7 , mostrando que es sobreyectiva. Pero por

el Teorema Fundamental de Homomorfismo de grupos, se obtiene un isomorfismo de

grupos G(L | K)/G (L | F) ~ G (F | K). O

Proposicion 4.3. Sea L | K una extension de campos y G = G(L | K). Para cada
subgrupo H de GG, definimos
Ly ={z€L; p(xr) =z, paratodoyp e H}.

Entonces, Ly es un campo intermedio de L | K. Atn maés, si H y H', son subgrupos
de G con H C H’, entonces Ly D Ly .

Demostracion. Sean , o, B € Ly y ¢ € H. Entonces,
pla=p) = ¢la)—p(B)=a-4,
pla.p) = ¢(@)e(p)=ap,
p(BY) = @B) =87 sip#£0.

para todo ¢ € H, mostrando que Ly es un subcampo de L. Como H C G, entonces
¢ € Gy para todo a € K, tenemos ¢(a) = a, luego K C Ly. Por lo tanto, Ly es un

cuerpo intermediario de L | K.

Si a € L es fijado por todos los elementos de H’, entonces es fijado por todos los
elementos de cualquier subconjunto de H’, en particular, es fijado por todos los
elementos de H C H', luego Ly D Ly . O

El diagrama de la izquierda ilustra una funcién ¢ haciendo correspondencia entre los
campos intermediarios F' de L | K y los subgrupos de G(L | K). El diagrama de la
derecha muestra una funcion ¢ haciendo correspondencia entre los subgrupos H de

G(L | K) y los campos intermediarios de L | K.



CAPITULO 4. TEORIA DE GALOIS 76

L I I L
| | | |
F +% H=G(L|F) H s Ly
| | | |
K G=G(L|K) G=CG(L|K) K

Observaciones.
(I)SSKCcFCLyH=G(L|F)=¢(F), entonces F' C L r) = ¢ (¢ (F)),
pues cada elemento de F' es fijado por cada automorfismo que fija a todo F.

(2) Si H es un subgrupo de G (L | K), entonces H C G (L | Ly) = ¢ (¢ (H)), pues
cada elemento de H fija los elementos que son fijados por todos los elementos de H.
(3) Sea F el conjunto de campos intermediarios de L | K y sea H el conjunto de
subgrupos de G(L | K). Las funciones descritas anteriormente son
p: F — H v H — F
For— @(F)=G(L|F) H +— (H)=Ly

y ambas invierten inclusion.

4.2.1 La conexion de Galois

Proposicion 4.4. Sea L un campo y Aq,--- , A, automorfismos distintos de L. En-

tonces el conjunto {\1,..., A, } es linealmente independiente sobre L.

Demostracion. Supongamos, por absurdo, que el conjunto de arriba es linealmente

dependiente sobre L. Entonces, existen a4, ...,a, € L, no todos nulos, tales que

a1 A1 (z) + aga(x) + - - - + ap o (x) = 0; para todo x € L.

En este caso, podemos encontrar una relaciéon que tiene el ntimero més bajo de

coeficientes no nulos, y renumerando los automorfismos, podemos suponer que

a1 A1 (x) + aga(x) 4+ - - - + amAm(z) = 0; para todo x € L, (%)

con ay,...,a, no nulos, y sea esta la relacion minimal.

Se afirma que m > 2. De hecho, si m = 1, entonces \; es linealmente independiente
sobre L, pues si 0 = a;\i(z), a; € L, para todo x € L, como A\ (1) = 1, entonces
0=a\(1z) = ay.1; = ay. Podemos asumir que m > 2 y que no hay una ecuacion
del tipo (%) con menos de m coeficientes no nulos. Como A\; # A, existe y € L tal

que A1 (y) # A\ (y). Sustituyendo z por yz en (%), obtenemos:
a1 (y)A1(z) + a2de(y) Ao (@) + -+ - + @A (y) Am(z) = 0, (1)
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para todo x € L. Multiplicando la ecuacion (%) por A;(y), obtenemos:

ar A (y)Ai(2) + aAi(Y)Aa(z) + - + @i (y) Am(z) =0, (2)

para todo x € L. Restando (2) de (1), tenemos:

as(Aa(y) = M (y)Aa(2) + -+ + amAm(y) = M) Am(z) =0, (3)

para todo x € L . El coeficiente de A, () es an(Am(y) — A1(y)) # 0, entonces (3) es

una ecuacion del tipo (x) con un nimero méximo de m — 1 < m escalares no nulos,

contradiciendo la hipotesis de arriba.

Consecuentemente la ecuacion () es un conjunto linealmente independiente sobre L

]

Teorema 4.7. Sea G un subgrupo finito de un grupo de automorfismos en un campo

L y sea L el cuerpo fijo de G, esto es, Lg = {z € L; o(z) =z, para todo o € G}.
Entonces, [L: Lg] =| G |.

Demostracion. Sean =|G |y G={I =0y, - ,0.}.
Supongamos, en primer lugar, que [L : Lg] = m < n. Sea {ay, - ,a,,} una base
de L | Lg. Sea A una matriz m x n con coeficientes en L definida por A;; = 0,(ay).

El sistema AX = 0 tiene una soluciéon no nula (zy,...,x,) en L™, tal que

o1(a;)ry + -+ op(y)x, =0, para todo i=1,..., m. (1)

Sea o € L.

Entonces, existen aq, ..., a, € Lg, tales que a = a1 + - -+ + @y, Asi,
o @)z +-+o,(@)z, = o1 aa)r+- 40, (O )z,
= (L aor (o) zr+ -+ (20 aion (o)) Ty
= 2 (@01 (i) 1) + -+ + 30 (aion (aq) 2)
= ai(on (o) x + -+ oy () 20)

= ZCLZO

= O’
para todo a € L, con xq,...,x, no todos nulos.
Por lo tanto los automorfismsos distintos oy, ...,0, son linealmente dependientes

sobre L contradiciendo la proposicion 4.4. Consecuentemente, m > n. Supongamos
que [L : Lg| > n. Entonces, existen aq,...,a,1 en L linealmente independientes
sobre L¢. Consideremos una matriz n x (n+1) con coeficientes el L definida por A;; =
oi(c;). Entonces, el sistema AX = 0 tiene una solucion no nula (z1, ..., z,11) € L™
y

oi(a)xy + -+ oi(ani1)Tny1 =0, para todo i=1,...,n. (2).
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Entre todas las soluciones no nulas, escogemos una relaciéon con menor ntimero de

coeficientes no nulos, digamos 1, - - - , x,- son no nulos. Asi, la ecuacion (2) se reescribe
como

oi(a)xy + -+ oi(a)x, =0, para todo i=1,... n. (3)
Sea o € G. Entonces, {c 00y,...,000,} = G. Aplicando o en (3), se obtiene

o(oi(1)o(z1) + -+ o(oi(r))o(xz,.) =0, paratodo i=1,....,n. (4)

El sistema de ecuaciones lineales en (4) es equivalente al sistema

oi(an)o(xy) + -+ +oi(a)o(x,) =0, para todoi=1,...,n. (5)

Multiplicando la ecuacion (3) por o(xp) y multiplicando la ecuacion (5) por z; se

tiene, respectivamente,

o; (1) Ty (21) + 0 () 20 (1) + -+ - + 03 () w0 (1) =0
oi(a1)o(x)x1+0; () o (z2)x1 + -+ 05 () o ()2 =0
para todoi=1,...,n.

Restando, obtenemos:
oi(ag)(zeo(21) — o(x0)xy) + - -+ + 04y ) (o (21) — o2, )x1) = 0,
para todoi=1,...,n.

Este sistema de ecuaciones es del tipo (3) con menos términos nulos, lo que es una

contradiccion. Por lo tanto, [L : Lg] < n.

Por la primera etapa de la demostracion, [L: Lg] =n =| G |. O

Proposicion 4.5. Sea L | K una extension finita y G = G(L | K). Si H es un

subgrupo de G, entonces

[L: K]

Demostracion. Basta mostrar que G = G(L | K) es finito. Asi, H también es finito,

y por el Teorema anterior, [L: Ly] =| H | . Luego,
. _ [L: KJ[L: Ly] _ [L: K]
(L s K=" = Tar
Se demostrara que | G(L | K) |< [L : K]. Sea {a,...,q;,} una base de L | K.
Supongamos, por absurdo, que existen oq,...,0,+1 K — automor fismos distintos

de L . Sea A una matriz m x (m+ 1) con coeficientes en L definida por A;; = o;(c).

El sistema AX = 0 tiene una soluciéon no nula (zy, ...,y 1) en L™ tal que
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o1(a)ry + -+ oy () Tmer = 0, para todoi=1,...,m. (1)

Sea o € L.

Entonces, existen aq,...,a,, € K, tales que a = ajaq + + - - + @, . Asi,
o(@)xy+-+opn(@)znn = o OLa)rr+ -+ o (O ai) T

= (L aior () zr+ -+ (D2 aiomyr (i) T
= (Z a;01 (Oéz) ZL’l) + -+ (Z A;Om+1 (Oéz) xm—&-l)
= Y ai(or () m+ -+ ompr () Tingr)

= ZG,ZO

= 0
para todo 2« € L, con x4, ..., x, no todos nulos contradiciendo la proposicion 4.4.
Consecuentemente, | G(L | K) |[< [L: K] . O

Teorema 4.8. Sea L | K una extension finita con G = G(L | K). Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) Le = K,

(17) Cada polinomio irreducible p(x) € K[z] con una raiz en L es separable y tiene
todas sus raices en L,

(7i1) L es el campo de descomposicion sobre K de algtn polinomio separable f(x) €
Klz].

Demostracion. (i) = (ii). Sea p(z) € KJz] un polinomio moénico irreducible con
una raiz o € L. Como Lg = K, por Teorema anterior | G |=[L: Lg| =[L: K].
Consideremos los elementos distintos del conjunto finito {o («a); 0 € G} C L con

a=ay,...,o,. Definimos ¢g(z) € L[z] por
g(z) :H (z—aj)=2" — 512" + 52"+ -+ (=1)"s,, con
j=1

$1 = o)+ oy
o = > iy
1<i<j<n
Sj = Z Qi1 Qi
1<i1<i;j<n
Sp = Q10 - - - Oy,
Cada o € G permuta {aq, -+, a,}, luego fija a sus funciones simétricas elementales,

esto es, (s;) = sj, para todo j = 1,...,n. Como Ls = K, entonces g(z) € K|z]
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y tiene todas sus raices distintas. Los polinomios p(x) y ¢g(z) tienen a « como raiz
comin en L, tenemos que medp ;) (p(x), g(x)) # 1, entonces medg) (p(x), g(x)) # 1.
Como p(z) es irreducible en K[z] sigue que medgp(p(x), g(x)) = p(z), luego p(x)
divide a g(z). Por lo tanto, todas las raices de p(z) son distintas.

(11) = (417). En primer lugar, observemos que cada a € L es algebraico sobre K,
porque L | K es una extension finita. Seleccionemos oy € L y sea p; (x) € KJz] el
polinomio minimo de «; sobre K. Por hip6tesis, pl(x) tienen todas sus raices en Ly
es separable. Sea K7 C L el campo de descomposicion de pi(x) sobre K. Si K; = L,
ya estd. Caso contrario, seleccionamos ay € L tal que as ¢ K. Sea po(z) € K|z]
el polinomio minimo de ay sobre K. Por hipotesis, po(z) es separable y tiene todas
sus raices en L. Consideremos Ky C L el campo de descomposicion del polinomio
separable py(x)pe(z) € K[z]. Si Ky = L, ya esta. Caso contrario, continuamos el
proceso, que tiene que parar, en virtud de que [L : K] es finito.

(14i) = (i). Por Teorema 4.5, | G(L | K) |= [L : K]y, por Teorema 4.7, tenemos
que | G(L | K) |=[L: Lg|. Por tanto, [L : Lg| =[L: K]. Como K C Lg C L,
sigue de la multiplicidad de grados que K = Lg. ]

Lema 4.4. Sea L | K una extension finita, /' un campo intermedio y 0 € G(L | K).
Entonces,

G(L|o(F))=0G(L|F)o .

Demostracion. ” O 7 En efecto, tomey € G(L | K)y 5 € o(F). Entonces, § = o(a),
para algin o € F'y

(eye ) (B) =0 (v (7" (8)) = o (v(a)) =0 (a) = 5.
Luego, oyo~' € G(L | o(F)) y
oG(L| F)o™' c G(L|o(F)).
7 C 7 Analogamente, tomando 7 € G(L | o(F')) y a € F, entonces
(c7'r0) () =07 (t(0(a))) =07 (0 (@) = .
Luego, c 'vo € G(L | F) y
o 'G(L|o(F))o Cc G(L| F),

por tanto

oG(L| F)o™' D G(L|o(F)),

y el lema esta demostrado. [
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Teorema 4.10. (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois). Sea L | K una
extension finita normal y separable, con [L: K] =n,G=G(L | K),
F={F; KCFCLuyF uncampo}, H={H; H es subgrupo de G} . Considere-

mos

p: F — H v: H — F
F — o(F)=G(L|F) H — ¢(H)=1Ly
Entonces,
(1) | G |=n.

(7i) ¢ y v invierten las inclusiones, p o) = Iy y Yoy = Ir.
(7i1) Sea F' un campo intermedio. Entonces,
|G|

L FI=IGIF)| v [F: K= g pyy= (O Gl ).

(1v) Sea F' un campo intermedio. F' | K es normal, si y solamente si, G(L | F) es

subgrupo normal de G.

Demostracion. (i). Por Teorema 4.8, tenemos que K = Lg. Por Teorema 4.7,
obtenemos | G |=[L: Lg]. Por lo tanto, | G |=[L: K] =n.

(7). Ya sabemos que ¢ y ¢ invierten inclusiones, F' C Lg i) = 9 (¢(F)), asi como
H CG(L|Lu)=p((H)).

Como L | K es normal y separable, entonces L | F' es normal y separable y, por el

Teorema 4.8 ,
Lowr =F, (1)

esto es, Yo p = Ir.

Sea ahora H un subgrupo de G = G(L | K). Entonces, por la ecuacion (1)
Le(riLy) = Li. Por Teorema 4.7, tenemos que

|HI=[L: Lyl

Por tanto,

|H|=[L: Ly)=[L: LewLy) -

Por Teorema 4.7,

[L: Lowey] =I G(L] Ly)|.

Luego, como H C G(L | Ly) y esos grupos son finitos, obtenemos que
H=G(L|Lg)=e((H)), que es equivalente a, p o) = Iy.
(14i) Sea F un campo intermediario. Entonces, L | F' es normal y separable y

F = Lap).
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Entonces, [L: F]=|G(L | F) |, por lo tanto

D K] _ |GWIK))
[ K] = 17 = eam

(iv) 7 = 7 Por Teorema 4.6 si tenemos K C F C L una cadena de campos.
Entonces G(L | F') es un subgrupo normal de G(L | K) = G.

7 <= "Reciprocamente, supongamos que H = G(L | F) < G(L | K). Entonces,
oG(L | F)o! = G(L | F), para cada 0 € G(L | K). Pero por el lema anterior, para
cadac € G(L | K), oG(L | F)o=!' = G(L | o(F)). Luego, G(L | o(F)) = G(L | F),
para cada o € G(L | K). Pero por (ii), o(F) = Lejor)) = Lewr) = F, para
cada 0 € G(L | K). Por lo tanto o |p es un K — automor fismo de F, para cada
ceG(LI|K).

Sea a € F'y p(xz) € Klz] el polinomio minimo de sobre K. Entonces, p(z) es
separable y tiene todas sus raices en L. Si § € L es otra raiz de p(z), entonces
existe 0 € G(L | K) tal que o(a) = . Luego, 5 € F. Por el Teorema 9, esto es
equivalente a que F' | K es el campo de descomposicion de un polinomio sobre K.

Por lo tanto, F' | K es normal. [

4.3. La ecuacion General de grado n.

Resolvemos ecuaciones de 2°; 3° y 4° grado escribiendo las raices de la ecuaciéon como
radicales de funciones algebraicas racionales de coeficientes de la ecuacion. Para la
ecuacion general de grado n > 5 no hay formulas explicitas. Vamos a relacionar la so-
lubilidad de la ecuacién por radicales con las propiedades de grupos y automorfismos

de su campo de raices.

Dado f(z) € K|[z] \ K asociamos G(f(z) | K), a un grupo de automorfismos de un
campo de raices L de f(z) sobre K, llamado el grupo de Galois de f(z) sobre K.
Veremos que si G(f(x) | K) es soluble, entonces la ecuacion es soluble por radicales.
Sea K un campo, con car(K) =0y x4, ..., x, indeterminadas sobre K. Consideremos

L =K(zy,...,z,)y el polinomio
flz)=(x —x1)(x —22) -+ (x — x,) € L]x].

Consideremos las funciones simétricas elementales
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§1 = Ty +--+ 2,

sy = > T
1<5<n

S5 = D mTT
1<j<i<k<n

S = Z Ly * Ly
1<iy<—<i;<n

Sp = Ty Ty
Sea F' = K(s1,...,s,). Entonces, F' C L y podemos reescribir f(z) como:
flz) =a" — 512"t + 592" 2 - 4 (—1)"s,EF[2].

Por lo tanto, f(z) € F[z]| se descompone en producto de factores lineales en L[x],
f(z) tiene todas sus raices en L'y F(zy,...,2,) = K(21,...,2,) = L. Luego, L es
el campo de raices de f(x) sobre F. Cada o € S,, define, de manera natural, un

automorfismo de L de la siguiente manera:

Para cada r(zq,...,2,) € L = K(x1,...,,); existen polinomios con coeficiente en
K, g(xy,...,x,), h(xy,...,2,) € K[xq,...,2,] tales que
gy, 1)
r(zy,...,x,) = W, )

Definimos o : L — L por
g(xa(l)a B 7xo(n)>

o(r(zy,...,xn)) =71 (.2130(1), . ,ajg(n)) = BTt o).
Ejemplo 4.3. Sean 0 = (1, 2, 3)€S3 y (1, =9, x3) = % . Entonces,
(r(z1, , @2, 3)) = Xg(iiéc);zﬁ()gm = x2}ff£}53xl-
Ejemplo 4.4. Para todo o € S, tenemos que o(s;) =s; ; paraj=1,...,n.
S, es un grupo de automorfismos de L.
El cuerpo fijo de ese grupo es
Ls, ={r(zy,...,z,) € L; o(r)=r},
es llamado el cuerpo fijo de las funciones simétricas.
Se puede observar que K C Lg, y por el ejemplo anterior, sq,...,s, € Lg,. Por lo

tanto, F' = K(s1,...,8,) C Lg, C L.

Por otro lado por el Teorema 4.7,

nl=|S,|=[L: Lg,| <[L: F]<nl
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Por lo tanto, [L: Lg, |=[L: F]l=n! Ls, =F = K(s1,...,8,) ¥

Sn=G(L | K(s1,...,5)).

Se acaba de demostrar el siguiente Teorema.

Teorema 4.10. Sea K un campo, con car(K) = 0,y 1, ..., x, indeterminadas sobre

K, F = K(s1,...,8,), donde sq,...,s, son las funciones simétricas elementales, y
flx) =a" —s12" ' + 892" % + -+ (—1)"s, € Flx]. Entonces, L = K(xy,...,x,) es
el campo de raices de f(z) sobre F'y S,, = G(L | F') es un grupo de automorfismos
de L|F.O

Definicion 4.6 (Grupo soluble). Un grupo finito G es soluble, si y solamente si,

existe una cadena de subgrupos

G:NQDNlDNS:{E};

tal que V.1 < Ny % es abeliano, para j =0,...,s — 1.

Ejemplo 4.5. Todo grupo abeliano es soluble. Tomamos G = Ny D Ny = {e}.
Hay una descripcion alternativa para grupos solubles, usando el conmutador de un
grupo.

Definiciéon 4.7 (Conmutador G’ de G). Sean (G, .) un grupoy a, b € G. Definimos
el conmutador de a, b por

[a, b] = aba™"b".

El Conmutador de G es el subgrupo G’ generado por los conmutadores [a, b], para
cualesquiera a, b € GG, esto es,
G = <aba"'vlia, beG >
= {z1,...,2,; n>1, x;= ajbjajlbj_l, a;, bj € G}.

Ejemplo 4.6. Si (G, .) es abeliano G' = {e}.

Proposicion 4.6 (Propiedades del conmutador). Sea (G, .) un grupo y G’ su
conmutador. Entonces:
(1) G’ es normal en G.
(17) G/G" es abeliano.
(7i1) Si N es un subgrupo normal de G, tal que G/N es abeliano, entonces G’ C N.

Demostracion. (i) Para cada c € Gy [a; b] , con a, b € G, tenemos
cla; b]ct = c(aba b t) !
(ca) (c"ta™tac) (ba™t) (b~ 1e™t)
(cac™ta™1) (ach) (a= 0~ 1e™t)

= (cac ta™!) (CL (cb)a™ (bc)il)
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Para todo, c € G, x; = [a;, bj], j=1,--- ,n, si x = 125 - - - T, entonces

CI’C_l — C(l‘lvTQ .. .xn)c_l = (cxlc_l) (01'20_1) te (anc_l) € G

(77) Sean a, b € G. Entonces,
G'aG'db = G'ab
= G’ (ab) (a7 b ba)
= G (aba™'b7) ba
= G'ba
= G'bG'a
(7i1) Sea N <1 G con G/N abeliano. Entonces,
NaNb = NbONa <= Nab= Nba
— ab(ba)' €N
< aba"'b"' € N.

Luego, G™! = aba='b~!, para cualesquiera a, b € G C N . O]

Procedemos ahora por induccion.

G' es un grupo. Definimos G?) = (G’)" un subgrupo de G generado por a’b'a’~'b'~!
cond, b edq.

Continuando de este modo definiendo G*+1 = (G(m))l.

Tomando G = G'. Por la proposicién anterior, G™m+Y) < G y G /GM+1) g
un grupo abeliano. O

Proposicién 4.7. (G, .) es un grupo soluble si, y solamente si, G = {e}, para

algiin r > 1.

Demostracion. ” <= " Sea r > 1 tal que G") = {e}. Consideremos Ny = G,
N, =GW.... N, =G" = {e}. Entonces,
G=NyDN; D---DN, ={e}
es una cadena de sugbrupos de G. Por la proposiciéon anterior, obtenemos que
Njp1 = GUt) 9 GY) = N; y Nij)/Nit1) = GY/GUHY es abeliano. Por lo tanto G
es soluble.

7 =7 Supongamos que G es soluble. Entonces, existe una cadena de subgrupos
G=NyDN; D---DN, ={e},

tal que N1 < N; v Ni;)/N(j11) es abeliano. Pero por item (i7i) de la proposicion

anterior, tenemos que N; C Nj,;. Luego,
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Ny D Né = @ = Ny D G(l)
N, DN/ D(G) = G?» = Ny,D>G?
Ny D Nyo (G?) = GO = N3 > GO

Inductivamente, tenemos que N; O G y {e} = N, D G = {e}. Por lo tanto
G {e}. O

Proposicion 4.8. (Propiedades adicionales) Las siguientes afirmaciones son vali-
das:
(1) Si H es un subgrupo de G y G es soluble, entonces H es soluble.

(ii) Si G es soluble y ¢ : G — G es un homomorfismo sobreyectivo, entonces G es

soluble. En particular si N << G y G es soluble, entonces G/N es soluble.
(17i) Sea N <1 G. Si N es soluble y G/N es soluble, entonces G es soluble.

Demostracion. (i) Primeramente observemos que:
H<G= H <G = H® < G?. Por induccion, HV) < GU), para todo j > 1.
Si G es soluble, entonces existe r > 1 tal que G(") = {e}. Por la observacién anterior,
H™ c GM. Luego, H" = {e} y H es soluble.
(i) & = {70,705 = a5 @, b € G}
Como ¢ es un homomorfismo sobreyectivo, para cada @ € G, existe a € G tal que
a=¢(a)ya'=p(a"). Luego

7 = by = (ay) e by) e (a5) ¢ () = @ (azbia; by )
Asi,

G = {z1.- Ty 75 = ¢ (ab;0;'07) 5 a5, b € G} =9 (G).

Inductivamente, @(n) = (G(")), para todo n > 1. Tomando r > 1 tal que

G = {e}, tenemos que G = ¢ (GM) = ¢ (e) =€ mostrando que G es soluble.
Para la ultima afirmacion, se toma el homomorfismo de grupos sobreyectivo

m: G— G/N.

(7i1) Sea N <1 G. Supongamos que N y G/N son solubles.

Sea
Go=G/ND>DG, D DG, ={e} (1)
una cadena de subgrupos de G/N, tal que G, 1 <l G; y G;/G;, es abeliano.

Sea
N=NyDN; D:---DN, ={e} (2)
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La cadena de subgrupos de N, tal que N1 << N; y N;/N;;; es abeliano.
De la cadena (1) tenemos G; = G;/N, donde N < G; < Gy G;11 < Gj.
Asi, (1) induce una cadena

G=GyD>G  D---DGs=N. (3)

Ademas, un homomorfismo sobreyectivo
wi ?j = G]/N — Gj/Gj+1
Nx — Gj_HZL‘

con Ntcleo (v) = Gj11/N = Gj41, pero por teorema fundamental de homomorfis-

mos, induce un isomorfismo de G;/G;41 con G;/Gj11. Como
(/G jt1es abeliano, entonces G /G4 es abeliano.

G=GyDG D---DGs=N (3)

Completando la cadena (3) con la cadena (2), obtenemos

G:GQDGlD“'DGS:N:NoDNlD"'DNT:{(E},
que es la cadena buscada para G. [

Lema 4.6. Sea G = S,,, con n > 5 . Entonces, G"); parar = 1, 2,--- , contiene

cada 3 — ciclo de S,. En particular, S,, no es soluble, para n > 5.

Demostracion. En primer lugar, observemos que si GG es un grupoy N <1 GG, entonces
N < G.
En efecto, sean ¢, d € N y a € G. Entonces, cdc™'d~' € N' y

a (cdcfldfl) al= (acail) (adail) (acflafl) (adil(fl) e N,

A\ J/

-~ -~

c d -1 -1
1 1 ¢y d1

pues ¢; ,dy, ¢;', di* € N.
Afirmamos ahora que si n > 5y N es un subgrupo normal de S,, que contiene cada
3 — ciclo de S,,, entonces su conmutador N’ también contiene cada 3 — ciclo de S,,.
En efecto, supongamos que 0 = (1, 2, 3) y 7 = (1, 4, 5) estén en N.
Entonces, 07! = (2, 1, 3), 7'=(4, 1, 5) y

oro 7t = (1, 2, 3)(1, 4, 5)(2, 1, 3)(4, 1, 5)

1 2 3 45
= :(]_, 2, 4)EN/
24315

Como, N’ <1 G para todo £ € S, tenemos que £(1;2;4)¢~1 € N’. Elijjamos £ € S,
tal que &(1) =iy, £(2) = ig y £(4) = i3, con iy, g, i3 distintos, 1 < iy, d9,i3 < ny
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£(j) = 7, para todo j # 1, 2, 4. Entonces,
€1, 2, 7" = (iy, iy, i) € N'.

Luego, N’ contiene todo 3 — ciclo de S,,.

Tomando N = G = 5, tenemos que N <1 G y N contiene todos 3 — ciclos de S,,.
Como G’ <1 G, entonces G contiene todos los 3 — ciclos de S,. Como G®? « G,
entonces G® contiene todos los 3 — ciclos de S,,. Continuando de esa manera, G,
para todo 7 > 1, contiene todos los 3 — ciclos de S, y, en particular, G # {I},

mostrando que S,, no es soluble para n > 5. O

Definicién 4.8. Una extension M | K se dice que es radical si existe una torre, la
cual llamaremos torre radical simple, definida de la siguiente manera

K:K()CKlC"'CKs:M,

tal que, paraj =1,--- s, existen a; € K, n; > 1, con oz?j €K1y K;=K;_1(oj).

Ejemplo 4.7. Son extensiones radicales:

1.Q (\4/5) | Q con Q CQ ((75), como torre radical simple.
2.Q (\/g, V5 + \3/5) | @ como lo muestra la siguiente torre radical simple

Qc(v3) ca(va v5) ca(Va V5 v2) co (Vi V5 v2) e

Definicion 4.99. (Polinomio soluble por radicales). Sea f(x) € Klx]\ Ky L el

campo de raices de f(x) sobre K. El polinomio f(z) es soluble por radicales si, y
solamente si, existe una extension radical M | K , tal que L C M.
Proposicion 4.99. Sea M | K una extension radical. Entonces, existe una extension

radical normal N | K, tal que M C N.

Demostracion. Se considera una torre radical simple
K=KyCK,C---CK;=M,

donde para j =1,--- s, existen a; € Kj, n; > 1, cona}’ € K;_1y K; = K;_1(oy).
Sea N un campo de raices sobre K de pi(z),-- -, ps(x), donde p;(x) es el polinomio
minimo de «; sobre K. Para mostrar que N | K es una extension radical precisamos
construir una torre radical simple. Haremos la construccion en el caso de s =2 y la

demostracion es por induccién sobre s.

Sea M | K una extension radical con M = K(8, v) f" € K yy™ € K(B).
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Asi,
KCK(B)CK(B)(y) =M.

es una torre radical simple.

Sean p(x), q(z) los polinomios minimos de § y = sobre K. Sean 5 = f1,--+, B,y
Y=, -, s las raices de p(z) y ¢(x), respectivamente. Vamos a mostrar que N | K
es radical, donde N = K (B, -+, Bry71, -+, 7s) es el campo de descomposicion de

p(x)q(z) sobre K. Una torre radical simple es

K CK(B) CK(B)(B) C--- KBy, Bra) (Br) = L

completada con

LcL(m)CLm)(e)C--CLn,....7-1) () =N

Es claro que M C N, L el campo de descomposicion de p(z) sobre Ky L(71,..., 7s)

es el campo de descomposicion de g(x) sobre L.

Paracadaj=1,..., r, existe K —automorfismor : N — N tal que 7(3) = f;.

Como (" = a € K, entonces

B =7(B)" =7(8") =7(a) =a € K C K(By,..., Bj-1),

para cada j > 2.

Para cada j =1,..., s, existe K — automor fismo o : N — N tal que o(y) =,
y 0 |r es un K — automor fismo de L, pues L | K es normal. Como 7™ = f(f) €

K(B) C L, para algun polinomio f(x) € K|z|, entonces o(f) € L'y
Vit =o(y)" =0(y") =a(f(B)) = f(a(B)) € L C L(n, ..., Vj-1),

para cada j > 2. ]

Teorema 4.11. Sea K un campo con caracteristica cero, que contiene una n—ésima

raiz primitiva de la unidad. Sean a € K, a # 0, f (x) = 2" —a € K [z] y L el campo

de raices de f (z) sobre K. Entonces:
(1) L = K (b), donde b es cualquier raiz de f (z).
(17) G (L | K) es abeliano.

Demostracion. (i) Sea w una raiz primitiva n — ésima de la unidad. Entonces,

"=1 son las n — raices de la unidad y, tomando b tal que b" = a, te-

1, w,...,w
nemos que bw’, con 5 =0, 1,..., n—1, son las n raices de 2" —a y

" —a=(x—0b)(z—bw) - (z—bu"").
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Como {1, w,..., w" '} C K, tenemos que L = K (b) es un campo de raices de f (z)
sobre K.
(it) Sean o, 7 € G (L | K). Como o (b) y 7 (b) son raices de " —a, entonces o (b) = bw'
y 7(b) = bw’, para algin 7, j coni >0, j <n — 1.
Por lo tanto,
(coT)(b) = o(r(b) = o(bw!) = wio(b) = W (Wb = Wb y
(roo)(d) = 7(c(b) = 7(w) = wit(h) = w(Wb) = wTb.

Luego (co7)(b) = (to0)(b). Como L = K (b), entonces c o7 = 700 en L,
mostrando que G (L | K) es abeliano. O

Teorema 4.12. Sea f () € K [z] \ K es soluble por radicales, entonces G (L | K)

es soluble, donde L es un campo de raices de f (z) sobre K.

Demostracion. Supongamos que f (x) € K [z] es soluble por radicales. Entonces

existe una torre radical N | K tal que

Ki=KCKyC--CK,=N,

existen a; € Kj, n; > 1, tales que oz?j € K;_1, K; = K;_1(a;), para cada j =
2,..., sy LCN.
Por la proposicion 4.9 podemos suponer que N | K es normal. Sean = med (na, ..., ng)

y w una raiz primitiva n — ésima de la unidad. Consideremos K1 = K (w).

Vamos a construir una nueva torre para tener control sobre el grupo de automorfismos

y asi usar la correspondencia de Galois.

Tomemos Ly =K, =K, L1 = K (w) y L; = L;_; (o), para cada j > 2.

Observamos que w™ € L;_; es una raiz primitiva n; — ésima de la unidad.
Por induccién tenemos que L; = K (w). De modo que Ly = K (w) = Ky = N (w).
Veamos el diagrama a seguir.

Ko = K, (w) = Ly=Ls (Oés)

| / |
N =K, |

KQ L1 =K (w)

K:KlzLO
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Para j = 2,---,s tenemos que L; = L; 1 () y L; es campo de descomposicion
de 2™ — Oé;Lj sobre L;_;, pues L;_; tiene raiz primitiva n; — ésima de la unidad.
Luego L; | Lj_; es una extensién normal y separable. Pero por el teorema anterior,
G (L; | Lj_1) es abeliano, para j = 2,---, s. Ly | Lo es normal y separable, pues
G (L1 | Ly) = G(K (w) | K) es abeliano.
De hecho, cada 0 € G (K (w) | K) esta perfectamente determinado por ¢ (w) y o (w)
debe ser una n — ésima raiz primitiva de la unidad. Por lo tanto existe un tnico 1,
con 1 <i<n,med(i, n) =1, tal que o (w) = w'. Asi, G (K (w) | K) =~ subgrupo Z
con un homomorfismo inyectivo

o GK ()| K)

o

consideremos una cadena de cuerpos

Lo=KClL,CLyC---CLs 1 C Ly

con Ly | K normal y separable.

Tomando G = G (L, | K) y G; = G(Ls | L;), para la correspondencia de Galois,

tenemos la cadena de grupos

GODG D---DG1 DG, ={l} (%)

Como L; | L;j—; es normal, entonces G; < Gj_1 y Gj_1 | G; ~ G(L; | Lj—1) es
abeliano.

Luego, la cadena (x) de subgrupos de G (Ls | K), muestra que G (L, | K) es soluble.

Por hipotesis, L, el campo de descomposicion de f (x) sobre K

KCcLCNCL,.

Por teorema de Galois, G(L | K) ~ G(Ls | K)/G(Ls|L). Como G (Ls | K) es
soluble, entonces su subgrupo G (L, | L) también es soluble. Como L | L es normal,
entonces G (Ls | L) < G (Ls | K) y el grupo cociente es soluble. O

Corolario 2. El polinomio general de grado n > 5 no es soluble por radicales.

Demostracion. Por el contrarreciproco del teorema anterior y por Lema 5. ]



Capitulo 5

Ideales en el anillo de Polinomios.

El teorema de la base de Hilbert aparecié en su famoso articulo Hilbert D. “Uber
die Theorie der algebraische Formen, Math. Ann. (1890)”. De esta obra surgieron
totalmente nuevos métodos, utilizando que se habia demostrado la existencia de
una base finita de forma invariante. Anteriormente, en 1868, Gordan demostro la
existencia de una base finita s6lo para formas binarias. Hilbert, por el contrario,
logré resolver una serie de problemas centrales de la teoria invariante. Sus métodos,
sin embargo, no fueron constructivas y esto impuls6é a Gordan a quejarse: "Esto no

es matemaética, esto es teologia"

5.1. Teorema de la Base de Hilbert y Teorema de
los Ceros de Hilbert.

5.1.1 Teorema de la base de Hilbert

Definicién 5.1. Un subconjunto I C K [zq,...,z,] es llamado un ideal si cumple

las dos condiciones siguientes:

Na, bel=a+bel

2)aecl, feK|ry,...,z,) = fa€el.

Para cada conjunto M C K [zy,...,x,] podemos considerar el ideal I (M) generado

por M que consta de todas las sumas de la forma A\ym; + --- + A,m,., donde \; €

92
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Klzy,...,x,] y m; € M.
Definicion 5.2. Una coleccion {a, | an € I} es llamado una base del ideal [ si

cualquier elemento a € I puede ser representado en la forma a = \jaq; + - - - + Maa,
donde \; € K [z1,--- ,x,]. El ideal I es llamado finitamente generado si posee una

base finita.

Definicion 5.3. Un anillo conmutativo A se llama noetheriano si todo ideal I de
A es finitamente generado.

Definiciéon 5.4. Un anillo A se dice noetheriano si cada cadena ascendente I; C
I, C---CI, C--- esestacionaria.

Teorema 5.1 (Teorema de la base de Hilbert) . Si A es un anillo noetheriano,

entonces el anillo de polinomios A [z] es también noetheriano. En particular, si K
es un campo, K [z] es un anilllo noetheriano. De aqui: K [X,Y] = K [X][Y] tam-
bién es noetheriano; y por un proceso inductivo, K [Xi, Xs,..., X,] es un anillo

noetheriano.

Demostracion. Dado el ideal I de A [z], probaremos que I es finitamente generado.

En efecto para j > 0, sea:
I ={0}u{re A/ ag+arx+---+razl €I}; es decir, I; esta formado por el ele-
mento 0 de A y los coeficientes principales de los polinomios de grado j en I.
Afirmacién 1
Para todoj >0, I; es un ideal de Ay I; C [;4;.
En efecto, pararyte l; yae€ A. Sir —t =0, se tiene que: r — ¢ € ;.
Sir—t#0,sean

f@)=a+axz+- 12’ y gx)=by+bx+--+ta/ enl.

Entonces:

f(z)—g(x)=(ag—by)+ -+ (r—t)a? €I

De aqui r — ¢t € I;. Por otro lado
a.f (v) = (aag) + (aay) v + - -+ (ar) 2’ € I,

es decir que ar € ;.
Luego, I; es un ideal de A, Vj =0, 1,...

Para ver que I; C [j;1, sear € I;. Sir =0, entonces 7 € [j;.
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Sir#0,sea f(x)=ag+---+rz? €,y comox € Alz] se tiene:
h(z) =af () = apx + -+ ra?*t € I, es decir: v € [;,4, luego I; C I;11. Lo que
completa la afirmacion 1.

De la afirmacion 1 y la definicion 5.4, que para la cadena Ih C I} C I, C ---

de ideales del anillo noetheriano A, existe m > 0 tal que I, = I,,, Vh > m, es

decir, la cadena se estaciona; y los ideales Iy, I,..., I,, son finitamente generados,
es decir existen a;,, @i,,...,a;,, en A para cada i = 0, 1,..., m, tales que: [ <
Qiyy iy, - - -, Wip, > donde cada a;; es 0 6 es coeficiente principal de polinomios f;; (),

parai =0, 1,..., myj=0, 1,..., n; y fij (x) € I de grado 1.

Afirmacion 2.
El ideal I es generado por los polinomios f;; () coni =0, 1,..., my
j=0,1,..., n;esdecir [ =< f;; (z) >.
En efecto, como f;; (x) € I, Vi y Vj, se tiene:
< fij(x),i=0,1,..., m; j=0,1,..., n; >C I.

Reciprocamente, sea f (z) = by + bz + -+ + bgz? € I de grado d.
Considerando induccién sobre d, se tiene para d =0, f(x) =by € Iy C< f;j (z) >

Asumiendo que todo polinomio de grado no mayor que d—1 en I es combinacién de los
polinomios fi; (x), i =0, 1,..., my j=0, 1,..., n;. Si d > m, entonces Iy = I,.
De aqui, cada coeficiente de b; en I, es de la forma: by = cya,,, +Copm,+- - -+Cn,, Qmn,, s

CON C1,..., Cp, € A.
Luego:
F(z)=f(z) - z" (c1fmy () + Cafmy (T) + -+ + Cnpy frun, () € 1,

pues f (z) y fi; (z) estdn en I; ademas, el coeficiente de z¢ en F (z)es:

ba— i Cjlmn; = 0,
j=1
por lo que el grado de F'(z) es menor que d.

Por el proceso inductivo, se tiene que F' (z) es una combinacion de los polinomios

fij (x). De aqui:
f(@)=F (@) + 27" (c1fmy (@) + C2fmy () + - + Cnpy frnn, ()

es decir : f (z) €< f;j (z) >.
Sid < m, para d;, en I, existen ey, es,..., e,, en A tal que:

by = e1aq, + €204, + - - - + €y,04y,. Luego:
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G(x) = f(z) —eifa (x) + eafa, () + -+ en, fan, (x) € I y tiene grado menor que
d. De aqui, por proceso inductivo, G (x) es combinacion de los
fij (x); por lo que :

f (l‘) =G (l‘) + elfd1 (l‘) + 62fd2 (%) oot endfdnd (l‘)

es combinacion lineal de los f;; ().
En consecuencia, I =< f;; (z), i=0, 1,..., m; j =0, 1,..., n; >, con lo que se

asegura el resultado del teorema. ]

5.1.2 Teorema de los ceros de Hilbert

Definicion 5.5 (definicion de variedad). Sea k un campo. Una variedad V' C k"

es un subconjunto de la forma

V=V (J)={P=(a,as,...a,) € k"/f (P) =0 ¥f € J},

donde J C k[Xy, Xy, ..., X,] es ideal. Hay que notar que J = (fi,..., fm) es finita-

mente generado, de manera que una variedad V' esta definida por

fi(P) == fm(P)=0,

es decir, este es un subconjunto V' C k™ definido como las soluciones simultédneas de

un nimero de ecuaciones polinémicas.

La correspondencia V e [

Una variedad X C k™ es por definicion igual a X = V' (J), donde J es un ideal de
k[X1, ..., X,]; asi V induce el mapeo:
{Idealesde k[ X1, Xa, ..., Xp]} N {Subconjuntos X de k™}
J ~ V(J)

y también se tiene

{Subconjuntos X de k"} AN {Idealesdek [ X1, X, ..., Xp|}
X - I(X)

donde
I(X)={fe€ek[X,...X,]|/f(P)=0VPeX}.

Se demostrara que I (X) es un ideal de k[ X7, Xo, ..., X,].
Para ello en primer lugar se probara que I (X) es un subgrupo de k[ X7, Xs, ..., X,,].

Sean f, g € I (X) entonces tenemos que
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f(P)=0=g(P), YPecX

Sea P’ € X arbitrario entonces
(f=9)(P)=f(P)—g(P)=0.

Por lo tanto I (X) es un subgrupo de k [X;, X, ..., X,,].

Ahora, se prueba que I (X) cumple la propiedad de absorcion.
Sea g € k[X1, Xo,..., X,)] y f € I (X). Se probara que gf € I (X).
Sea P € X entonces gf (P)=g(P)f(P)=0

=gf € I(X).

Asi se cumple la propiedad de absorcién.

Por lo tanto I (X) es un ideal de k [X7, Xo, ..., X,].

Propiedades:

» Sean J,J' € k[X1,Xs,...,X,]. Si J C J" entonces V (J) D V (J') ya que si
P eV (J)entonces f(P)=0VfeJ DJasi PeV(J).

» Si X C Y entonces I (X) D I(Y) pues si f € I(Y) entonces f(P) = 0
VPeY D Xasi fel(X).

Corolario 5.1. Suponga que k es algebraicamente cerrado. Entonces cada ideal
maximal m de A = k[X;, Xy, ..., X,,] es de la forma

m=(Xy —a,..., X,y — ay,)
para algunos ay, ..., a, € k.

Demostracion. En primer lugar notemos que (X; — aq, ..., X,, — a,) es un ideal ma-
ximal. Para ello sea f ¢ (X7 — aq, ..., X;, — a,), aplicamos el algoritmo de la division

como sigue:

f=A1(Xy —ay)+ By,

donde A; € k[X1,Xs,..., X, v B1 € k[Xs,...,X,,]. Hay que observar que By # 0
pues de lo contrario f € (X; —aq, ..., X;, — ap).

By = Ay (Xs — as) + Bs,
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con Ay € k[Xy,...,X,], By € k[Xj,...,X,], otra vez By # 0 pues de lo contrario
f S (Xl —ag, 7Xn - an).

Bn—l - An (Xn - an) + Bna

con A, € k[X,], B, € k, otra vez B,, # 0 pues de lo contrario
f € (Xl — aq, ,Xn - (ln).
Con esto se tiene que:

f:Al(Xl—a1)+A2(X2—a2)++An(Xn—an)+Bn

Entonces

1-B,'f=1—[B,'Ai (X1 —a1) + ... + B,'A, (X, — a,) + B, ' B,]
1-— B,;lf = B;lAl (Xl — Cll) —+ B;lAQ (XQ — ag) + ...+ B;lAn (Xn — G,n)

pero

B YA (Xy —ay) + ...+ B AL (X, —a,) € (Xy —ar, ., Xy — ap)

con B, ! € k[X1, Xy, ..., X,,]. Por tanto (X; — ay, ..., X,, — a,,) es maximal.

Ahora se observa que m tiene la forma (X; — aq, ..., X,, — a,) donde m es maximal.
Para ello sea K = k[X;,..., X,] /m, entonces k C K es una extension algebraica.
Pero ya que k es algebraicamente cerrado no tiene extensiones propias y asf se tiene
que k = K.

Si X; € A mapea a a; en el cociente K = k entonces el mismo elemento a; €
k C A también mapea a a;, entonces X; — a; € m para ¢ = 1,...,m y entonces
m D (X1 —ay, .. X — ayp).

Como (X — aq, ..., X}, — a,) es ideal maximal entonces

(X1 —a1,...Xpn—a,)=m o m=A

pero m # A ya que es maximal, entonces (X; — aq, ..., X;, —a,) =m . ]

Teorema 5.2 (T'eorema de los ceros de Hilbert). Sea k un campo algebraicamente

cerrado

a) Si J C k[Xy, Xs, ..., X,,] entonces V (J) # 0.
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b) I (V (J)) = rad J; en otras palabras para f € k[X1, Xo, ..., X;]
f(P)=0VP eV < "€ Jparaalginn.

Demostracion. a) Sea J un ideal no trivial, sabemos que todo ideal esta contenido

en un ideal maximal m pero por el corolario anterior

m = (Xl —al,...,Xn—an)
m:{Pl(Xl—al)—i—+Pn(Xn—an)/P] Gk[Xl,XQ,...,Xn]}

como J C m todo polinomio de J tiene la forma de los polinomios de m entonces

P =(ay,...,a,) € V(J). Asi V (J) # 0.

b) Primero veamos que I (V (J)) D radJ. Sea f € radJ entonces 3t € N tal que
fteJ.Sea P eV (J)entonces g(P)=0Vg e J.

Entonces
fr(P)y=f(P)-- f(P)=0,

entonces f(P) =0y por tanto f € I (V (J)).

Observemos que [ (V (J)) C rad J. Sea f € I (V (J)) tenemos que probar que Ir € N
tal que f7 € J = (f1,....,fs) con fi,... fs € k[X1, X, ..., Xy], es decir, f" = ZAifi
con Ay, ..., A polinomios de k[X;, Xo, ..., X,]. -
Como f € I(V (J)) entonces f (P) =0 paratodo P € V (J) =V ((f1,..., fs)) asi P
anula a fi,..., fs y a todas sus combinaciones.

Consideremos el ideal I = (fi, o fss 1 =Y ) Ck[Xy, Xo,..., Xy, Y.

Veamos que V <f> = (). Para ver esto, sea P’ = (ay,...,an, apny1) € k" con P’ €
Vv <I~> entonces g (P') =0 Vg € I.

Entoncesdado g = f1+ fo+ ...+ fs + (1 =Y f) € I pueden suceder dos cosas:
Primero que (ay, ..., a,) sea un cero comun de fi, ..., fs.

Segundo, que (aq, ..., a,) no sea un cero comun de fi, ..., fs, es decir que (ay, ..., a,) ¢
V(J).

Si (aq, ...,a,) es un cero comun de fi, ..., f, se tiene que (ay,...,a,) € V (J) entonces
g(P)Y=f(P)Y+ fo(P)+ ...+ f(P)+ (A=Y )(P)=1—an1f(P) =1y esto
es una contradiccion ya que g (P') = 0 Vg € I. Por lo tanto V <[~> = 0.

Ahora, si (aq,...,a,) no es un cero comun de fi,..., fs, entonces existe 1 < i < s
tal que f;((ai,...,a,)) # 0 entonces f; (P') # 0 entonces g (P’) # 0 y esto es una
contradiccion ya que g (P') = 0 Vg € I. Por lo tanto V <_f> = 0.
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Por el literal a) como V' (f) — () entonces I = k (X1, Xo, ... Xp,,Y]yasi(fi,.., fs, 1 =Y f) =
kX1, Xo, ..., Xn, Y.
Como 1 € k[Xy, Xo,..., X, Y] = (f1, .., fs, 1 = Y f) entonces
1= P(X1, Xo, o, X0, V) i+ (X1, Xo, o0, X, V) (1Y)
i=1
para algunos polinomios P;, q € k[X7, Xo, ..., X,,, Y].

Ahora usando el truco de Rabinowitsch, reemplazamos la variable Y por

Entonces implica que
- 1
1= P’L (X17X27"'7Xn7_> fz
2 i
Multiplicando a ambos lados de la ecuacién anterior por una potencia f" donde 7 es

suficientemente grande para eliminar denominadores, esto nos lleva a
S
T
fT=Y _Aif;
i=1

para algunos A; € k[X1, X, ..., X,,] O

Observacion. Hay que notar que el teorema es falso si k no es algebraicamente cerra-
do: si f € k[X] es un polinomio de grado mayor o igual que dos que no tiene raices
en k entonces (f) # k [X] ya que z € k[z] pero z ¢ (f) y ademéas V ((f)) = 0 porque

f no tiene raices en k, pero entonces a) falla.

Ademas b) falla ya que I (V ((f))) = k[z] pues
LV () ={f ekl f(P)=0VP eV ((f)}

pero V (f) = 0 entonces I (V ((f))) = k [z]. Si b) no fallara entonces tendriamos que
k[z] = rad ((f)) y por propiedades del radical se tendria que (f) = k[z] y esto es

una contradiccion pues (f) # k [x].
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