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Resumen

El término andlisis deriva de una palabra griega que significa descomposicion y es éste
sentido etimoldgico el que se va a utilizar a lo largo de este trabajo. El andlisis arménico
se ocupa, a grandes rasgos, de la descomposicion de funciones en tonos puros que son lla-
mados armonicos. Sin rigor, se considera tonos puros a ciertos objetos que recuerdan a las
funciones sen(2mnx) y cos(2mnx) con n € Z, las cuales aparecen en los desarrollos de
Fourier clasicos. En términos acusticos, en el rango de frecuencias audibles éstas funciones
suenan como mantener una nota de una flauta. Con esta ambigiiedad, el andlisis armoénico
se convierte en un area muy amplia cuyas fronteras son muy subjetivas y estan sujetas a lo
qué se desee denominar armonicos.

Este trabajo se inicia recordando algunas nociones elementales de la serie de Fourier,
la cual permite representar una sefial periédica como una suma infinita de componentes si-
nusoidales. Se estudia luego la transformada de Fourier, que juega un papel similar en el
andlisis de las sefiales no periddicas, y es de aplicacion mas general que la serie. La moti-
vacion principal de la aplicacion de la serie o la transformada es obtener el espectro de una
sefnal dada, que revela el contenido frecuencial de la misma. La descripcion de la sefial en el
dominio frecuencial usualmente es mas revelador que la representacion original en funcion
del tiempo. La transformada, introducida por Fourier al estudiar la conduccién del calor en
una barra de longitud infinita, se ha aplicado en areas tales como conduccién de calor, 6pti-
ca, procesamiento de sefales y probabilidad. Al ser ideadas para estudiar un problema fisico,
no sorprende entonces que las series de Fourier hayan encontrado tantas aplicaciones. Los
intentos para comprender el comportamiento de estas series sentaron las bases del analisis
riguroso. Ademads de estudiar las propiedades algebraicas y analiticas de la transformada de
Fourier, en el primer capitulo se estudian teoremas que brindan condiciones bajo las cuales
al aplicar transformada de Fourier a una funcion y luego a la funcion obtenida aplicarle
transformada de Fourier inversa, este proceso devuelva la funcién original y aunque la trans-
formada de Fourier en principio se define para funciones en L'(R), el teorema de Plancherel
incluido en este primer capitulo extiende su definicién para funciones en el espacio L?(R).

Pero el andlisis de sefiales utilizando transformada de Fourier presenta deficiencias sig-
nificativas en el caso de sefiales no estacionarias como por ejemplo el fendmeno de Gibbs y
aliasing, este ultimo es el efecto que causa que sefales continuas distintas se tornen indistin-
guibles cuando se muestrean digitalmente. El problema es que al utilizar la transformada de
Fourier toda la informacién de la sefial se traduce al espectro de la frecuencia perdiéndose
toda informacioén referida al tiempo, algo asi como si un musico escribiera todas las notas
que componen una melodia pero sin especificar en que momento debe tocarse cada nota.
La transformada de Fourier con ventana, donde se estudia la sefial seccionando su dominio
plantea un avance pero no resuelve este problema del anélisis tiempo-frecuencia de la sefial
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debido a la influencia que tiene la anchura de la ventana escogida. Una ventana ancha da
buena resolucion en frecuencia y si la ventana se estrecha mejora la resolucion en el tiem-
po. Esta limitacion desaparece con el andlisis de la transformada wavelet para funciones no
estacionarias asi como también se obtienen beneficios en la compresion de la sefial.

Otro desarrollo reciente que ha recibido gran atencion es la teoria de wavelets (ondeletas).
En este caso las funciones no se expanden en series de Fourier, sino utilizando otras bases
ortogonales que son apropiadas para calculos eficientes, lo que dio lugar a nuevos algorit-
mos utilizados en procesamiento de sefiales y para la soluciéon numérica de ecuaciones. Una
wavelet es una funcién que tiene su energia muy localizada en el tiempo y constituye una
herramienta poderosa en el anélisis de sistemas que presentan excitaciones o respuestas tran-
sitorias o tiempo-variantes. La transformada wavelet permite representar una sefial en térmi-
nos de versiones trasladadas y dilatadas de una onda finita (denominada wavelet madre). Una
funcién wavelet permite un anélisis simultaneo tiempo-frecuencia. En el segundo capitulo de
este trabajo se hace una introduccion al estudio de las wavelets presentando su definicion y
su importancia, profundizando en el significado de localizacién tiempo-frecuencia y hacien-
do una comparacién con la trasformada de Fourier con ventana, donde las limitaciones de
esta ultima quedan expresadas en el teorema de Balian-Low.

Aunque historicamente la primera wavelet conocida es la de Haar (1909), los trabajos
precursores del andlisis wavelet fueron las técnicas del andlisis arménico y la teoria sobre
bancos de filtros digitales de los investigadores Littlewood-Paley (1930) y Calderon Zyg-
mund (1960). Sin embargo el gran impulso lo tom¢ a partir de 1980 con las contribuciones
notables al avance de la teoria por parte de Goupillaud, Grosman y Morlet con su formu-
lacién de lo que hoy se conoce como transformada de wavelet continua, Jan Olov-Stromberg
con su temprano trabajo sobre wavelets discretas (1983), Ingrid Daubechies, con su propues-
ta de wavelets ortogonales con soporte compacto (1988), Yves Meyer y Stephane Mallat, con
su marco multiresolucién (1989), Delrat con su interpretacion de la transformada wavelet en
tiempo-frecuencia (1991), Newland, con su transformada wavelet armonica, y muchos otros
desde entonces.

Diferentes tipos de wavelets han sido utilizados para resolver problemas en las areas
de anélisis de imédgenes, diagndsticos médicos, sismologia, andlisis estadistico de datos, re-
conocimiento de patrones y muchas otras que actualmente se estan investigando.

Pero son las wavelets de Daubechies D2N las que son estudiadas como objetivo principal
de este trabajo. El tercer capitulo se inicia estudiando la wavelet de Haar que es también la
primera de las wavelets de Daubechies. Aqui se demuestra con detalle que en efecto propor-
ciona una base del espacio L?*(R). Tal demostracion brinda algunos elementos que ilustran
un poco la manera en que se analiza una sefal por medio de wavelets y sirve a la vez como
introduccion del concepto de andlisis multiresolucion que es presentado a continuacion y que
juega un papel importante en el estudio y construccion de wavelets. Una vez establecidos los
elementos, teoremas y resultados que sustenten la construcciéon de wavelets ortonormales
de soporte compacto a partir de un andlisis multiresolucién, en donde la transformada de
Fourier y sus propiedades son utilizadas constantemente, se concluye el trabajo establecien-
do el proceso para construir las wavelets de Daubechies D2N, en particular, obteniendo una
ecuacion recursiva y una aproximacion de la grafica de la wavelet D4.

M. Melara



RESUMEN VII

Con toda la investigacion realizada que consisti6 en la busqueda bibliografica en libros y
articulos de internet, de lo cual se seleccion6 lo mds importante de acuerdo con los objetivos
del trabajo y que es presentado aqui en cada capitulo conteniendo la informacién principal,
los conceptos, teoremas y demds resultados importantes, se concluye con la presentacion del
documento que se espera sea una base para posteriores trabajos que profundicen en el estudio
de esta area.
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Capitulo 1

Nociones basicas del analisis armonico

El anélisis armoénico o anélisis de Fourier estudia la representacion de funciones o seiales
como superposicion de ondas “bésicas” o armdnicos. Investiga y generaliza las nociones de
series de Fourier y transformadas de Fourier. A lo largo de los siglos XIX y XX se ha con-
vertido en una materia enorme con aplicaciones en campos diversos como el procesamiento
de sefiales y la mecdnica cudntica.

1.1. De la serie a la transformada de Fourier

1.1.1. Series de Fourier

Una sefal z(t) es periddica de periodo Ty si x(t) = x(t + kTp) para todo k entero. La
expansion en series de Fourier consiste en expresarla como una suma infinita de términos
seno y coseno, que habitualmente se escribe como

B ag > 2 - . 2
T(t)=—+ Zak cos (—kt) + Z by sin (—kt) . (L.1)
2 — T = Th

Los coeficientes ay, y by, representan las amplitudes de los términos coseno y seno, respec-
tivamente. La cantidad QT—’(: = () es la frecuencia angular fundamental (medida en radianes
por segundo) de la sefal, y en consecuencia, la cantidad k%—’g = kS representa el k-ésimo
armonico de la frecuencia fundamental. La frecuencia fundamental f, medida en hertz (Hz)
se define como fy = Tio asi que )y = 2n fy. Cada una de las funciones seno y coseno de
la expresion (1.1) forman un conjunto ortogonal sobre el intervalo 7} , lo que significa que
satisfacen las siguientes relaciones:

Ty .
To - S1m ="n
/ cos(mi2yt) cos(nf2pt)dt = 2 (1.2)
’ [ 0 sim#n
( TO .
T — sim=n
/ sin(m{2yt) sin(n{2t)dt = 2 (1.3)
’ [ 0 sim#n
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To
/ cos(m{2ot) sin(nf2pt)dt = 0, para todo m,n (1.4)
0
Estas relaciones pueden verificarse analiticamente (calculando la integral).

Los coeficientes a y by se determinan por medio de las férmulas:

9 Ty

2
= — t)dt
w=1; [ 520

To
2 [2
ai = T /_% cos(k2t)z(t)dt, k= 1,2, ...

To
2 2
b= /_ g B0l k= 12...

La serie de Fourier de la ecuacion (1.1) se puede escribir de una manera mds compacta
utilizando exponenciales complejas; basta sustituir en (1.1) los términos seno y coseno por
su forma exponencial:

cos(k{ot) = (eimot + e_imot)

N | —

sin(k2ot) = i~ (—e™0t 4 ekt

DO | —

Se obtiene entonces
x(t)_5+ZKT)e S Gl (1.5)
k=1
Definiendo el nimero complejo ¢, con base a a; y by, como

1
Qo

= ik=0
Ck X 9 S1
i(a,k +ib_g) sik <O
se puede escribir la ecuacion (1.5) en la manera mds simple
B(t) = ) cpe! (1.6)
k=—o00
Donde,
1 [2
_ L —ikQot _
crp = 7 | x(t)e "0t k=0,£1,+2, ... (1.7)

M. Melara



1.1. DE LA SERIE A LA TRANSFORMADA DE FOURIER 3

La expresion (1.6) se conoce como serie de Fourier compleja y los coeficientes cj se
conocen como coeficientes complejos de Fourier.

La ecuacién (1.7) explica cdmo calcular todos los coeficientes complejos de Fourier a
partir de una sefial periédica xz(t) dada. Por ello se la suele denominar ecuacién de andlisis.
Por otra parte, la ecuacién (1.6) indica cdmo reconstruir la seial x(t) a partir de un conjunto
de coeficientes ¢, dados, y por tal motivo se la suele denominar ecuacién de sintesis.

1.1.2. El espectro discreto

La representacion de una sefial periddica por medio de una serie de Fourier es equiva-
lente a resolver la sefial en sus diferentes componentes armoénicos. La expresion de la serie de
Fourier compleja (1.6) indica que una sefial periédica x(¢) de periodo Tj tiene componentes
de frecuencia 0, fo,2fo, 3 fo, ..., donde fo = :%O es la frecuencia fundamental. Mientras que
x(t) pertenece al dominio tiempo, donde ¢ es una variable definida continuamente sobre un
intervalo finito o infinito, su descripcion en el dominio de la frecuencia consta de compo-
nentes ¢, concentrados en las frecuencias k fy, £ = 0, 1,2, ... El grafico de ¢, en funcién de
la frecuencia f = kfy = Tﬁo se denomina espectro de la sefial. Dada una sefial z(t) se puede
determinar su espectro utilizando la ecuacion de andlisis; reciprocamente, si se especifica el
espectro, es posible determinar la sefial temporal asociada utilizando la ecuacion de sintesis.
Esto implica que la sefal periédica z(t) puede especificarse de dos formas equivalentes:

1. En el dominio tiempo, donde se representa x(t) como una funcién de la variable real
tiempo;

2. En el dominio frecuencia, donde la sefal es descrita por su espectro en funcién de las
frecuencias armoénicas de f;.

Ambas representaciones son aspectos diferentes de un mismo fenémeno, y no son inde-
pendientes una de otra, sino que estidn fuertemente relacionadas entre si por las ecuaciones
de sintesis y andlisis, respectivamente.

En general, el coeficiente de Fourier ¢, es un nimero complejo, de modo que se puede

expresar en la forma polar
= |Ck:| eiarg(ck)‘

El término |ck| define la amplitud de la k-ésima componente armonica de la sefial Z(t), y
la grafica de |ci| contra la frecuencia permite obtener el espectro de amplitud discreto de la
sefial. El gréfico del arg(cy) en funcion de la frecuencia se denomina espectro de fase dis-
creto de la sefial. Se dice que el espectro es discreto porque tanto la amplitud como la fase
de ¢, estdn concentrados en frecuencias que son multiplos enteros (positivos y negativos) de
la frecuencia fundamental f;, y no estan definidos para otros valores de frecuencia.

Ejemplo 1.1.1. Serie de Fourier de un coseno.

La funcién periddica Z(t) = A cos({2yt) se puede expresar, usando la férmula de Euler,
como:

M. Melara



4 CAPITULO 1. NOCIONES BASICAS DEL ANALISIS ARMONICO

z(t) = Acos({2t)

_ A —if2ot A 2ot
= —e + —e"
2 2
Una comparacion con la ecuacion (1.6) revela que esta expresion coincide con la serie de
Fourier; por lo tanto, los tnicos coeficientes complejos no nulos son c_; y ¢; , y su valor es

A
C_1=C = 5
El espectro discreto se muestra en la figura (1.1) donde ha sido graficado en las dos formas
tipicas: médulo y fase o parte real y parte imaginaria.

le.| Relc, )
A
2 2
+ + | 4 + + + | ; * +
3 -2 -l 1 2 3k 3 2 - 1 2 3 k
30, -20, -0, Q, 20, 3, O N, =20, -, Q, 20, 3, Q
arg(e, ) Im{e, )
r:,-".?~‘~
* + + # e
& 2 3 ke

|
o
—_—

—nf2

(a) (b)

Figura 1.1: Espectro discreto de Z(t) = A cos({2t); (a) médulo-fase y (b) parte real-parte
imaginaria.

M. Melara
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Ejemplo 1.1.2. Serie de Fourier de un tren de pulsos rectangulares

La figura (1.2) muestra un tren periddico de pulsos rectangulares de amplitud A, duracién
7y periodo Tj. Por conveniencia se elige que el origen del tiempo (t = 0) coincida con el
centro del pulso. Sobre un periodo —% <t< %, la sefial puede describirse analiticamente
como

T T
A, Si——=<t< =
2 2

F)=4q 4 GioaT (1.8)
2 2

. 0, enotro caso

X(1)

A

— T —»

T, t/2 T, t

Figura 1.2: Tren periddico de pulsos rectangulares de amplitud A, duracién 7 y periodo 7.

El espectro discreto de Z () formado por los coeficientes complejos ¢, se calcula a partir
de la ecuacion (1.7). Se encuentra que

1 Ty
- 2 —ik§20t
o= [ 3 #0
2
1z
— A —szotdt
T() T
A . k
=—sin|nm7— ), k=0,+1,%2,...
wk 0

C T L k=041, 42
T, % 19
7TTTO .
i
- A%Osinc (Tﬁ) . k=0,41,42, ...

El espectro de amplitud |c| y de fase arg(cy) en funcién de los valores discretos de
frecuencia f, = %, para un ciclo de trabajo 7 = %, se ha graficado en la figura (1.3). Se
observa que:

M. Melara



CAPITULO 1. NOCIONES BASICAS DEL ANALISIS ARMONICO

. El espaciado entre las lineas del espectro de la figura (1.3) estd determinado por la
frecuencia fundamental f;, de la sefal, que es la inversa del periodo Ty, fo = TLO (en
ciclos por segundo).

. La envolvente de la magnitud del espectro estd determinada por la amplitud A y la
duracién 7 del pulso, y sigue una forma tipo %22, El valor del espectro a la frecuencia
f = 0 es precisamente el valor medio de la senal z(t), que Vale (como se deduce
de la figura (1.3)).

. La envolvente del espectro de amplitud cruza por cero en frecuencias que son multi-
plos de l (el ancho del pulso), y que pueden o no coincidir con las lineas espectrales
separadas 7;- En este caso particular, como 7 = % los ceros de la envolvente del
espectro se obtienen para los multiplos de 5 veces la frecuencia fundamental, como

revela la figura (1.3 a).

. El espectro de fase toma los valores 0 y 7, segtin sea el signo de sinc (7’77> La elec-

cidn del signo de 7 (positivo o negativo) es irrelevante; en la figura se han elegido de
forma de preservar la antisimetria. Debe resaltarse que el valor de la fase es indefinido
para aquellos arménicos en donde se anula ¢, (en este caso, los multiplos de 5 f;); esta
indefinicion en la fase se ha indicado con cruces en la figura (1.3 b).

a1, TUT ] [lﬂhﬂ

T

At
s (
'-«. —Q
;-1|>~

L3
L3
L3
-

(b)

Figura 1.3: Tren periédico de pulsos rectangulares de amplitud A, duracién 7 y periodo 7.

1.1.3. Desarrollo de la transformada de Fourier

En la seccion anterior se estudié como una sefial periddica puede representarse como

una combinacion lineal de exponenciales complejas armonicamente relacionadas. Estos re-
sultados pueden extenderse para desarrollar una representacion de sefiales aperiddicas como
combinacion lineal de exponenciales complejas. La introduccion de esta representacion es

M. Melara



1.1. DE LA SERIE A LA TRANSFORMADA DE FOURIER 7

una de las mds importantes contribuciones de Fourier, y el desarrollo que se presenta aqui es
muy similar al que él desarroll6 en su trabajo original. Los coeficientes complejos de la serie
de Fourier de la onda periddica cuadrada del ejemplo (1.1.2) estdn dados por la expresion
(1.9), repetida aqui por comodidad,

TO 0

donde 7§ es el periodo de la sefal, y 7 el tiempo durante el cual la sefial toma el valor A.
En la figura (1.4) se grafican los valores de estos coeficientes, para un valor fijo de 7 y dis-
tintos valores del periodo 7, en funcién del nimero de armoénico k. En la figura (1.5) se han
repetido estos graficos con algunas modificaciones. En primer lugar, se ha graficado Tycy en
lugar de ¢, y se ha modificado el eje de abscisas, graficando los coeficientes en funcion de
la frecuencia f, = Tﬁo de los armonicos, y no en funcién del nimero £ de armoénico. La im-
portancia de estos cambios puede apreciarse examinando la ecuacién (1.11). Multiplicando
¢ por 1 se obtiene

k
¢p = AL sinc (TT) L k=0,41,42 ... (1.10)

Tyce — Arsine (72 ) = A7 SRS . (1.11)
T T f fomr
Ty

Pensando en f como una variable continua, la funcién AT% representa la envolvente

de los coeficientes Tycg, y estos coeficientes son simplemente muestras equiespaciadas de
esta envolvente. Ademds, si 7 se deja fijo, la envolvente de Tjc; es independiente de 7. Sin
embargo, tal como se observa en la figura (1.5), a medida que aumenta el espaciado entre
los pulsos (71§ crece o disminuye fj) la envolvente se “muestrea” mds finamente. Cuando
T}, se hace arbitrariamente grande la onda periddica cuadrada original se parece a un pulso:
en el dominio tiempo se tiene una sefial aperiddica que coincide con un periodo de la onda
cuadrada. Ademas los coeficientes de la serie de Fourier (multiplicados por 7j) son mues-
tras cada vez mas proximas entre si de la envolvente, de manera que, en un sentido que se
especificard en seguida, el conjunto de coeficientes de la serie de Fourier tiende a la funcién
envolvente cuando 7Ty — oo.

Este ejemplo ilustra la idea basica del desarrollo de Fourier para representar sefiales
aperiddicas. Especificamente, se piensa en una sefal aperiédica como el limite de una sefial
periddica cuando el periodo se hace arbitrariamente grande, y se examina el comportamien-
to en el limite de la representacion en series de Fourier. Para tal fin se considera una sefial
aperiddica x(t) cualquiera que tenga duracion finita; esto es, que para algin nimero 7,
x(t) = 0 para |t| > T, como se muestra en la figura (1.6 a). A partir de esta senal aperiddica
se puede construir una sefal periddica Z(t) (de la cual z(¢) sea un periodo) replicando x(t)
cada 7j unidades de tiempo como se observa en la figura (1.6 b). A medida que se incre-
menta Tp, Z(t) se asemeja a x(t) sobre un intervalo de tiempo mayor y en el limite, cuando
Ty — oo, ambas sefiales son idénticas para cualquier valor finito de ¢. Es interesante ex-
aminar este efecto sobre la representacion en serie de Fourier de z(t) (la sefial periddica).
Reescribiendo por conveniencia las ecuaciones (1.6) y (1.7), se tiene

B(t)= > cpe”™h! (1.12)
k=—oc0
1 To
2 .
Cp = — F(t)e 2 hotgqr k= 0,41,42, ... (1.13)
T, | . T

2

M. Melara



8 CAPITULO 1. NOCIONES BASICAS DEL ANALISIS ARMONICO

Ty=T=2t T
— o
| |= | |= | |= | |= | i 1 T 1 I I 1 : 1 —
0 T a7 3T AT I |: 0 :| I i
(a)
p—Ty=2T=d1—
| ' |:| ' |:\ ; ""l'IIIIII|‘H|IIII“'I"" -
0 T 2T 3T T I o 4Tl k
(b)
o Ty=4T=87 —
| } } } ||| "“'l|||||-'|||||||||||||'-||| Ll
0 T 2T 3T 4T i -3 il ES k
Dominio tiempo () Dominio frecuencia

Figura 1.4: Ondas cuadradas de distintos periodos y sus coeficientes de Fourier en funcion
del nimero de armoénico. (a) Ty = 27; (b) Ty = 47; (¢c) Ty = 87.

Tyey
T,=T=12t . T
| i Y
| | | | N =21,
T [ /! | | W ] kL
; — T 0 =t :
T aT ir 4T f T
Tocs
(a) 0%k

b—Ty=2T=41—

l’ r,| ‘ [ | \\l l.II.T - 4}“
| ) | [r S *’l I‘\'{r 1173~ 171
+ t L P P o T Ll. 0 “I‘J T LT

} . 8 = - -
0 T ar ar AT - : I

( h) Tocy

T 27 3T AT

Dominio tiempo () Dominio frecuencia

Figura 1.5: Ondas cuadradas de distintos periodos y sus coeficientes de Fourier (escalados
por el periodo 7)) en funcién de la frecuencia f;, = % (@) Ty = 21; (b) Ty = 4r1; (¢)
TO = 87.
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x(t)

NA

(a)

(1)
T, 0 T, 27, (

-2T,

(b)

Figura 1.6: (a) Senal aperiddica x(t); (b) sefial periddica Z(¢) construida a partir de z(t).

Dado que Z(t) = z(t) cuando || < L,y como z(t) = 0 fuera de este intervalo, (1.13) puede
reescribirse como

0
1 2 A 1 e .
Ch F(t)e 2Tkt = = / x(t)e 2 kbt gy, (1.14)

TO ,% 0J—-0

Si se define X (f) como la envolvente de Tjc), reemplazando la variable discreta k f, por una
variable continua f, se tiene

X(f) = / x(t)e 2 dt. (1.15)
y entonces los coeficientes cj resultan
1
cr = TX(k‘fo) (1.16)
0

Combinando (1.16) con (1.12), Z(t) puede escribirse en funcién de X (f) como

o0

~ 1 ik fo
Bt)=>_ TOX(ka)& kfot
k=—0o0

(1.17)

o

= D X(kfo)e* ™ fy

k=—oc0

dado que fy = Tio Cuando Ty — oo, Z(t) se aproxima a z(t), y por lo tanto, (1.17) es una
representacion de z(t). Ademas, fy — 0 Ty — oo, y entonces el miembro derecho de (1.17)
se convierte en una integral. Esto puede apreciarse interpretando graficamente la ecuacion
(1.17). Cada término de la sumatoria es el 4rea de un rectangulo de altura X (k fy)e? /ot y
ancho fj (como ¢ no es una “variable” en este andlisis se estd calculando el valor de Z(-) para
un valor determinado de su argumento)

De acuerdo con la interpretacion de Riemann de la integral, cuando f, — 0 la sumatoria

de (1.17) converge, por definicion, a la integral de X ( f)e?™/t. De acuerdo entonces al hecho
que Z(t) — x(t) cuando Ty — o0, las ecuaciones (1.17) y (1.15) se convierten en

z(t) = /Oo X (f)e* itaf (1.18)

M. Melara
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X(f) = / h x(t)e 2™t (1.19)

—00

respectivamente. Las ecuaciones (1.18) y (1.19) se denominan par transformado de Fourier;
la ecuacion (1.19) se denomina transformada de Fourier de x(t), o ecuacién de andlisis,
mientras que la ecuacién (1.18) es la transformada inversa de Fourier de X (f), o también
ecuacion de sintesis.

1.2. Transformada de Fourier. Definicion y calculo formal

Definicion 1.2.1. Funciones integrables.

Sea
b
L (R) = {f:]R—>(C:Va<b,/ |f(t)|dt<oo}
y [e.e]
D®) = { 1R > il = [0 dr <o),
L;..(R) es el espacio de funciones localmente integrables en R 'y L'(R) es el espacio de

funciones integrables en R.
Sea g € LL.(R). ffooo (t)dt, el cual se designard frecuentemente por [ g(t)dt, es

T
I .

El valor principal de Cauchy, pv [ g(t)dt, es

T

71520 » g(t)dt.

Si [ g(t)dt existe, entonces pv [ g(t)dt existe y los dos 1ntegrales tienen el mismo valor.
En la d1recc10n opuesta, pv [ g(t)dt puede existir mientras que [ g(¢)d¢ no, como sucede
con g(t) = t. Por otro lado, si pv fg t)dt existe y g es impar, i.e., g(t) = g(—t), 09 > Oen

R, entonces
pv/g(t)dt: /g(t)dt.

f g(t)dt puede entenderse desde el punto de vista de la integral de Lebesgue y si no, la inte-
gral de Riemann funciona para la mayoria de los cdlculos y funciones que se van a considerar.

Definicion 1.2.2. La transformada de Fourier de f € L'(R) es la funcién F definida como

[ st e v

donde R = R.
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Notacionalmente, se escribird el pareamiento entre la funcién f y F' en una de las formas

siguientes: R
f< F, f=F.

El espacio de transformadas de Fourier de L'- funciones es denotado por A(R) 1.e.,

AR)={F:R— C:3f € L'(R) tal que f = F}.

Definicion 1.2.3. Férmula de inversion.
Sea f € L'(R) y sea f = F. La transformada inversa de Fourier es

F(t) = / N F(y)e*™ ™ dy (1.20)

o

Se demostrard en el teorema (1.8.2) bajo que condiciones se cumple que F' = f.

Considerando el pareamiento formal f <> F, donde f = f1 +ifoy F = F| + iF5.
Entonces por la definicién de F', se obtiene:

F0) +iB() = [ (11(0) + 1520 cos2aty — isin2et)

y entonces
Fi(v) = /(f1 (t) cos2mty + fo(t) sin 2mtry)dt

Fy(y) = /(fg(t) cos 2ty — f1(t) sin 2mt~y)dt.

Definicion 1.2.4. Acotada variacion
Una funcién f : R — C tiene acotada variacion en un intervalo / C R si existe una
constante M tal que para todo conjunto finito ¢y < t; < --- < t,,t; € I, se tiene

D If(t) = Fltjal < M.

En este caso se escribird f € BV (I), y nétese que podria ser I = R. Si f : R — C tiene
acotada variacion en cada intervalo de longitud finita, entonces f tiene acotada variacién
localmente y se escribird f € BVj,(I). Las funciones que tienen acotada variacion en in-
tervalos acotados tienen graficos de longitud finita y tales funciones son una generalizacion
natural de las funciones continuamente diferenciables.

1.3. Propiedades algebraicas de la transformada de Fou-
rier

Notacionalmente, para un u fijo y una funcién f dada, se escribira

(T f)(8) = [t —u).

T.f es la traslaciéon de f por w.

M. Melara



12 CAPITULO 1. NOCIONES BASICAS DEL ANALISIS ARMONICO

Teorema 1.3.1. Propiedades algebraicas de la transformada de Fourier

a. Linealidad. Considerando f; < fj yseac; € C,j =1,2,donde f; € L*(R). Entonces
(crfi 4+ c2f2) () = (erfi + c2f2) (7).

b. Simetrfa. Considerando f <> f.donde f € L'(R)y f € LY(R). Entonces f(7) = f(—).
(Aqui R = R)

c. Conjugacién. Considerando f <+ f, donde f € L'(R). Entonces (7)%7) = f (—7).

d. Traslacién. Considerando f <> f, donde f € L'(R) y tomando v € R. Entonces

(ruf)" ()= €727 ().

e. Modulacién. f < f, donde f € L*(R) y tomando A € R. Entonces (2™ f(t))" () =

N

fly =)

f. Dilatacién en tiempo. f < f, donde f € L'(R) y tomando A € R\ {0}. Se define la
A-dilatacién de f por

H(t) = Af(A).

Entonces (fy)" (7) = ﬁf (3).

La prueba formal de estos resultados se sigue facilmente de la definicién de transformada
de Fourier y de las propiedades de integracion, por lo que se hard solo un comentario con
respecto a la parte b. Resulta que la integrabilidad de f y f es suficiente para la validez de
la férmula de inversion (1.20), la cual es usada en la prueba de la parte b dado que se tiene
F(t) = F(—t). La verificacién de esta suficiencia requiere algin trabajo el cual se tratard en
el teorema 1.8.2.

1.4. Ejemplos

Ejemplo 1.4.1. La Sinc o funcion de Dirichlet '
Sea f(t) = 1_pq)(t). Claramente, se tiene 1_r () = % Notacionalmente, se es-
cribe

sin 7y
d(~) —
(7) =
sinc(y) = SH;;W,

asi que, 1[,T7T] (7) = doxr(y)- Si A > 0, entonces i[,A/QW’,\/Qﬂ = d,. Se conoce a d como la
funcion de Dirichlet.
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Ejemplo 1.4.2. La funcion de Poisson
Sea f(t) = eIl > 0. Para calcular f se debe calcular

T 0 T
/ e—27rr|t\ e—27mt'ydt _ / 627rrte—2mt'ydt + / e—27r7‘t6—27rztvdt
=T =T 0

. 1 =2 T(r—iv)\ __ 1 =27 (r+iy)
©2n(r — i) (1 ¢ ) 27 (r + i) (e 1)

1 1 1
:_( — + , )+6(T>.
2 \r—1iy r—+iy

Claramente, limy_, ., €(T') = 0 porque r > 0; y entonces,

N r
f(’}/) - 7T(7’2 +’Y2)
Se escribira
( ) — ;
P = i+

asi que p1/r)(y) = f(y).Si\= 1 > 0, entonces

e 5 ().

Se conoce a p como la funcion de Poisson. Nétese que el decrecimiento exponencial de f es

transformado en el decrecimiento polinomial de f .

Ejemplo 1.4.3. El Gaussiano R
Sea f(t) = e ™", r > 0. Se podria calcular f por medio de integrales de contorno, pero

mejor se trabajara con un real y cldsico enfoque.
Por definicién de f , la cual es real y par, se tiene
f'(y) = —2mi / te ™ 2 . (1.21)
Notando que ;

dt
puede reescribirse (1.21) como

71 . —1 —mrt? ! —2mitry
f'(y)=—2m | — (e ) e dt

2mr
_/eﬂrtZ(_zﬂ_ifY)e%ritﬁ/dt

— 2 _ 2
(e mrt ) = —2mrte”™",

7 g2 o |
=" e wrt e 2mity
r

= 2 ).

r

Asi, f esuna solucion de la ecuacién diferencial

Py =22 i), (1.22)

r
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y (1.22) se resuelve con métodos elementales con soluciéon

~

f) = cemmi.

Haciendo v = 0 y usando la definicion de transformada de Fourier, se observa que

c= [era
Con la intencién de calcular C' primero se evalia a = fooo e dus
a’ = / erdx/ eV dy
0 0
_ / / =@+ ddy
/ / ™ rdrdd
— e tdu =
! /0 v

/e"Qdu = /7.

W~ |

Asi, a = ¥* y entonces

Consecuentemente,

2 1 2 1
C: —nrt dt: —u d = —.
/e \/ﬁ/e " NG

Por lo tanto, se ha demostrado que

Se escribe

de manera que si A > 0, se tiene
ga(t) < e (M1/N?

En particular,
1

— —
\/Fgm g\/w—/r

y entonces g, /= <> g, /= Se conoce a g como la funcion de Gauss o Gaussiano.

Ejemplo 1.4.4. La funcion de Fejér
Sea f(t) = méax(1 — |t],0). En [—1, 1], la grifica de f consiste de los lados iguales de un

M. Melara
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tridngulo isésceles de altura 1; f se anula fuera de [—1, 1]. La transformada de Fourier de f
es

! 0
0

~1
1 1 i 1 1 —2mi

- {2#@'7 i (2miy)? (e - 1)] i {_2m”y -~ (2miv)? (1—e7)
—2 + 2cos 2wy

(2miy)?
2(1 — cos 27y

(277)?
sin? 7y
(my)*

idénticamente,

Notacionalmente, haciendo A = f'y

w(y) = % (%)2

de tal manera que wy,(7y) = A(fy), es decir,
A < Wy, (1.23)

Asi, si A > 0, entonces

[ mt A
max (1 — %, 0) = %A%/,\(t) < wy (7). (1.24)

Se conoce a w como la funcion de Fejér,

1.5. Propiedades analiticas de la transformada de Fourier

Teorema 1.5.1. Propiedades analiticas de la transformada de Fourier.

Sea f € L'(R).
a. Acotacion. Paracaday € R, || f]loo < || £]l,-

b. Continuidad. f es uniformemente continua en R i.e., para toglo e >0, exjste 60 > 0 tal
que para cada v y cada \ para los cuales [A| < §, se tiene [f(y + A) — f(7)| < €. En
particular, f es continua en R.

c. Lemma Riemann-Lebesgue. Se cumple que (1720 f(y)=0.
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d. Diferenciacién en el tiempo. Supéngase que f™, m > 1, existe en todo punto y que
fm ¢ LY(R). Asumiendo que

f(Fo0) = ... = fMm=D(£o0) =0,

donde f(+o0) indica que lim;_, . f(t) = 0y que lim,, ., f(t) = 0. Entonces
Fe(t) = (2min)™ f(7)-

e. Diferenciacion en frecuencia. Supéngase que t™ f(t) € L'(RR). Entoncest f(t), ..., tm=Df(t) €
LY(R), f1, ..., f™ existe en todo punto y

¥j =01 ....m, ((=2mit) f(t) = 9 ().
Demostracion. a. Se cumple |f(7)| < [ |f(t)| |e~2"*| dt = 11l gy -

b. Empezando con la estimacién

A

For+ N — f)] < / ()] 620 (27— 1))t

— / |f(8)] |[e7 2™ — 1|dt (1.25)

Sea fix(t) = | f(t)] |[e~2™** — 1| de manera que lim_,o fj5 (t) = O paratodo ¢y | fix(¢)] <
2|f(t)|- Asi, CDL (el teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, Teorema A.0.8
del Apéndice A) aplicado al lado derecho de (1.25), el cual es independiente de v € R.
Consecuentemente, se tiene

Ve > 0, 3\o > O tal que VA € (0, \)yVy € R, [f(v +A) — f(7)| < e. (1.26)
Esta es la continuidad uniforme deseada.
c. Supdngase que f = 1,5 y v # 0. Entonces
1 1

b
/ eZﬂ'zt'ydt' — |672mb'y o 6727rza'y‘ S
a

ol = T ot

y el lado derecho tiende a 0 cuando || tiende a infinito.

Por lo tanto, limy,| o0 [f(7)| = 0si f = 377, ¢jlja, 5,1 donde b; < a1,

Para una arbitraria f € L'(R), se toma ¢ > 0; y debe encontrarse 7. > 0 tal que si
|v| > = entonces | f|(y) < €. Para tal fin se invoca el teorema (A.0.6) y se elige

9= Z Cjla;0,0,
j=1

donde b; < a1, poralos cuales || f — g| ;1) < 5. Consecuentemente, se tiene
vy e R, IfI < 1F () = 90| +15(7)]
< F =gl +19(7)]
€ A
< S+1a0)I.

Del paso previo se puede tomary, > 0 tal que |y| > 7. implica [§(7)| < §. Esto completa
la prueba.
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d. Por integracion por partes (Teorema A.0.13), se calcula

T
/ flm)(t)e 2 dt
-S
T
— f(m71)<t) 6727rit’y‘7:5 +27m-,y/sf(m1)(t)€27rit'ydt
_ f(m—1 —2mity | T
— f( )(t) e 7’—5

T
+ 2miry (f(mQ) (1) e’Q’TitVES + 27Tz"y/ fim=2 (t)ez’rmdt>
-5

3

(Qﬂw)j (f(m—(j+1))(T)e—2mT7 - f(m—(j+1))(_51)627ri37)

Il
o

J
T
+(27rz'7)m/ f(t)e ™t
-5

Haciendo S, T — oo, el lado derecho converge a (2miy)™ f(7) y el resultado estd prova-
do.

e. Sin pérdida de generalidad seam =1y v € R fijo. Entonces

N ~

fly+ ;— f) _ /f(t)e%m (&ﬁ) dt,

y se designa el integrando por f (¢, A) (7 es fijo).
Por el teorema del valor medio se tiene el estimado

e~ 2mith _ 1 cos 2mt\ — 1 sin 27Tt)\2 .
— mwe — 1 T
A 27wt 2wt
cos2mtA — 1
<27 |t] | —— 21 |t
< 2mt] 2wt ‘ +2m [t
|sin &| |27t A|
<2 |t| ——=——— + 27|t
<Ar|t|
Consecuentemente,
FEN)] < anftf(D)] ae., (127)
y también se sabe que
lim f(t,\) = —2mitf(t)e *™ ae., (1.28)
A—0
como 2mtA — 1 1
h'mCOSL :meh'mCOSL -0
A—0 A a—0 Q
Y ) sin 27t
lim TUSmemaA —2mit.
A—0 A
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Por (1.27) y (1.28) es posible invocar CDL y asegurar que

S LN = F()
A—0 A

:L/Q—%mﬂf@»eﬁmmdt

La proposicion 1.5.1 siguiente es una extension para m < 0 del Teorema 1.5.1d

Proposicion 1.5.1. Sea f € L'(R). Se define g(t) = [*__ f(u)duy se asume que g € L'(R).

(Nétese que [ f(t)dt = 0 porque g € L'(R)) Entonces f(y) = 2miyg(7) paray € R,y
también

vy e R\ {0}, (1) = =——F (),

2Ty

donde 1im, o 22 = §(0).

Demostracion. Se calcula

T .
/ g/(t)e—%mt'ydt

-5

T
=90+ [ goemine

Como g(+o0) = 0y ¢'(t) = f(t) en casi todo punto, por TFCI, se puede concluir que

2mivg(7) = f(7).
O

~ ~

Ejemplo 1.5.1. Cy(R) \ A(R) # 0 A A )
El teorema 1.5.1b,c lleva a concluir que A(R) C Cy(R), donde Cip(RR) es el espacio de
funciones continuas /' en R para las cuales

lim F(v)=0.

7|00

Es posible verificar que esta inclusién es propia. Por ejemplo, si /' es definida como
1

log~’

siy>e

F) =
1, si0<~vy<e
e
en [0, 00) y como —F(—v) en (—oo, 0], entonces F' € Co(R). El hecho que F' ¢ A(R) se

. . o0
debe a la divergencia de fe wlccl)vgv'

Perspectiva desde el calculo operacional

El teorema 1.5.1 es el mayor componente en el cdlculo operacional usado en ingenieria
eléctrica y en la resolucién de varias ecuaciones diferenciales. Tipicamente, un problema de
célculo, por ejemplo, una ecuacion diferencial, es transformado en un problema de dlgebra
por el teorema 1.5.1d; se resuelve el problema de algebra, y la solucion es transformada por
la férmula de inversion en la solucién del problema original. Una parte de este formalismo
es la nocién de convolucion.
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1.6. Convolucion

Definicion 1.6.1. Convolucion
Para f, g € L'(R), la convolucién de f y g, denotada por f x g, €s

(f  g)(t /ft—u du—/f g(t — w)du

Proposicion 1.6.1. Sea f,g € L*(R). Entonces f*xg € L}(R)y (f *x g) = fq

Demostracion. Se omite verificar que f * g € L'(R). Asumiendo este hecho, se usa el
Teorema de Fubini-Tonelli (A.0.9) para calcular

= //f(t —u)g(u)e ™ dudt
//f t . u —27ri(t—u)'ye—27riu7dudt

t—u)g(u) —2mi(t— u)ydt) ( ) 727ri1rydu

F@)g(u)e > du

7)3(7)-

Il
?’3\\

1.7. Aproximaciones a la identidad

La siguiente nocion es critica en la aproximacion al impulso unitario y para proveer ejem-
plos en aplicaciones incluyendo procesamiento de sefiales.

Definicion 1.7.1. Aproximacion a la identidad

Una aproximaci6n a la identidad es una familia {k(,) : A > 0} C L*(R) de funciones
con las propiedades:

a) VA >0, fk(,\)(t)dt =1

b) 3K tal que VA > 0, ||k < K;

)”Ll(]R)
©) Vi >0, limyoc [0, Koy (t)| dt = 0.

El subindice (\) en la definicién 1.7.1 no necesariamente denota una dilatacién. El resul-
tado siguiente, sin embargo, muestra que las dilataciones proporcionan una amplia clase de
aproximaciones a la identidad.

Proposicion 1.7.1. Sea k € L'(R) con la propiedad que [ k(t)dt = 1. La familia {k,)
ko (t) = Ak(At), A > 0} € L*(R) de dilataciones es una aproximacién a la identidad.
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Demostracion. Para verificar la condicién de la definicion 1.7.1a, se calcula

/k:A(t)dt: /\/k:(/\t)dt: /k(t)dt _1

Para la parte b se calcula

/|kA(t)|dt:)\/|k()\t)|dt:/|k(u)|du:K< 0,

donde K es finito porque k € L'(R).
Para la parte c, se toma n > 0 y se calcula

/ltznlk‘x(t)ldt: A/ﬂznm(wdt: /|u|2M|k:(u)|du;

este dltimo término tiende a 0 cuando A tiende a oo porque > 0y por la definicién de
integral. o

*© sint < sin? ¢
/ st / dt = .
ot 2
dt

Demostracion. a. Para probar que esos integrales son iguales, sea u = sin®t y dv = 7 en
el segundo integral de manera que
oo 00 2
+ / —sint costdt
o Jo 1

/°° singtdt: _sith
0
> sin 2t
:/ sin gt
0 t

12 t
> sint
:/ ek
0 t

Proposicion 1.7.2.

b. Ahora se muestra que

para completar el resultado.
Sea F(0) la transformada de Laplace,

o int int
Fo) = / e~ 1 (ﬂ> (0).
0 t t
F(0) es una funcién continua en [0, c0) y el calculo formal
Vo >0, 3F' (o) = —/ e 7' sintdt,
0

es cierto. La convergencia de F'(0) se obtiene por un argumento de series alternantes.
Se puede ver que L(sint)(o) = #, o > 0, ya sea por un cdlculo directo usan-
do integracién por partes o usando la férmula general de la transformada de Laplace,
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L(gP) (o) = 0%2L(g)(c) — 7g(0) — a4¢'(0), para la funcién especial g(t) = sint. Asi,

usando TFC, se calcula

Flo) = F(0) = [ Py =~ [ £inomn

7 d
:—/ —n2:—tan’10,a>0.
o 1417

Se conoce F'(co) = 0 por CDL, y asi

F(0) = lim tan ‘o = g

g—00

]

La familia {d,} de dilataciones de d(t) es el niicleo de Dirichlet, y la familia {w,} de
dilataciones de w(t) es el niicleo de Fejér. El niicleo de Fejér es una aproximacion a la iden-
tidad por las proposiciones 1.7.1 y 1.7.2. El nucleo de Dirichlet no es una aproximacion a la
identidad porque d) ¢ L'(R). Aunque {d,} no es una aproximacién a la identidad, posee
la propiedad de que su “masa” se acumula en el origen, mientras su transformada de Fourier

tiende a la funcion idénticamente 1 en R cuando A — oo.

La mayor propiedad elemental de las aproximaciones a la identidad esta dada en el teo-
rema 1.7.1a. El teorema 1.7.1b es el caso especial para el nicleo de Fejér, y la parte c es el
teorema de unicidad de la transformada de Fourier. Se prueba el teorema de unicidad como

un corolario de la parte b.

Teorema 1.7.1. Aproximacion y unicidad

Sea f € L'(R).

a) Si{kp): A >0} C L'(R) es una aproximacion a la identidad, entonces

im [[F = £ ¢ ol ey = 0.

b) Se tiene

A—00 A
2m

¢) Unicidad. Si f = 0 en R, entonces f es la O-funcion.

Demostracion. a) Usando el hecho que [ k) (t)dt = 1 para calcular
Hf — [ k’(A)HLl(R)

:/‘/k(*)(“)f(t)d“—/k(A)(u)f(t—u)du

< [l { [ 156 - rusolar) au

dt

dt = 0.
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Sea e > 0. Por teorema A.0.6, existe 7 > 0 con la propiedad que

€

Viul <, I1f = muf e < 25 (1.29)
donde Hk(/\) H LU(R) < K. Por lo que, se tiene el estimado
€
1 = £ koo 1y < 2||f||L1(1R<)/||> [ oy (w)] du + = " [Fin ()| du
ujzZn u|<n

<2 fllu [ ko] du

[ul>n
Consecuentemente, por la definicion de una aproximacion a la identidad, se tiene
i (| = f kool ey < 6
y asi, se obtiene la parte a porque € > 0 puede elegirse tan pequefio como se desee.

b) Para empezar, el célculo en el ejemplo 1.4.4 muestra que

A/QW 9
wy(t) = / (1 _ ot M) e2mmd7.
—\/2m A

Entonces, por la definiciéon de convolucién y una aplicacién del teorema de Fubini-
Tonelli, se calcula

A/2w R '
frwn(t) = /_ (1 — 27TTM) Fy)e™ ™ dy.

A/ 2w

Como {w,} es una aproximacién a la identidad, la parte b se sigue de la parte a.

c) Parte c se sigue de la parte b. En efecto, la hipdtesis y la parte b implican || f|| ;) = 0;

y asi, f es la funcién O por teorema A.0.6.
O]

El literal b del teorema anterior tiene cierta familiaridad con un resultado de inversion
para la transformada de Fourier y sera utilizado posteriormente en la demostracion del teo-
rema de la férmula de inversion.

Proposicion 1.7.3. Sea f € L*>(R) continua en R, donde L>°(R) es el espacio de funciones
esencialmente acotadas. Si {k(,) : A > 0} C L'(R) es una aproximacién a la identidad,
entonces

vVt e R, lim f x /{()\)(t) = f(t).
A—00

Demostracion. Primero se calcula
yﬂw—f*m»@M=L/mexﬂw—f@—u»m
S/MWWHM®—f@—WMu
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para un fijot € R. Sea € > 0 Como f es continua, existe n < 0 tal que si 0 < |u| < n,
entonces | f(t) — f(t —u)| < &, donde Hk(A)H nw S K . Esto proporciona la estimacién

£ = T ooy ®)] < €+ 2l /|  Brfe] o
u|>n

Consecuentemente, por la definicién de una aproximacion a la identidad, se tiene
lim — I % < €
oo ’f f k(/\) |L1(]R) > 6

y asi, se obtiene el resultado porque € > 0 puede elegirse tan pequefio como se desee.

1.8. Inversion puntual de la transformada de Fourier

Motivacion para el teorema de inversion

20 +
Tt dQ‘fr_Q

|
|
|

\VA VN

Figura 1.7: Funcion 7.darq

La férmula de inversion en el teorema 1.8.1 para f continua es

= lim / F(7)e¥™ " dry. (1.30)

2—00

Para ver que esta férmula es razonable se hace el siguiente calculo formal:

[ ety = [ [ raetra,
/ f(u {hm / tei(t_")”dv] du
200 (1.31)

27 (t — u) {2
_ lm f(u)sm m(t —u) Ju
2—00 (t —u)

= lim f * dgﬂ-ga).
22—
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Obsérvese que el drea L del mayor I6bulo de 7;ds2,(; en la figura 1.7 se mantiene constante

para todo (2:
t+1/20 1/202
/ Tidaro(u)du = / doro(u)du
t—1/20 —1/20
1202
:/ sin 27ru(2du (132)
—1/202 U

_ l / sinu du,
T ) . u
El cdlculo en (1.31) envuelve cambio en el orden de las operaciones y un argumento de valor
principal. Esos pasos deben ser justificados. La idea basica, sin embargo, es clara. Se espera
que limg_ o f * doro(t) = f(t) (y esto es (1.30)) porque L permanece constante cuando el
mayor lébulo converge a ¢t y porque las oscilaciones de los 16bulos menores en cada lado de
t aumentan rapidamente cuando {2 — oo. La intuicién es que la contribucién total de los
16bulos menores serd despreciable para {2 grande porque el niicleo de Dirichlet toma valores

positivos y negativos. Esta intuicién no es del todo correcta porque

1 [™ si
_/ smudu>1

™ u

—T

pero la cancelacion es tal que puede verificarse (1.30) bajo las condiciones dadas en el teo-
rema 1.8.1. Otro aspecto que surge en el célculo (1.31) es el hecho que f no necesita estar
en L'(R) para f € L'(R).

Ejemplo 1.8.1. f € L'(R) no implica f € L'(R)
Sea f(t) = H(t)e ™" donde r > 0y H es la funcién de Heaviside definida como H =
1j0,00)- Entonces f(y) = m ¢ L'(R). Este hecho debe ser comparado con que si

f(t) = e 2l entonces f(v) =p1r € Ll(R)-

Luego de esta introduccion, se comienza la prueba del teorema 1.8.1, el cual es la formula
de inversion puntual de Jordan para la transformada de Fourier.

Lema 1.8.1. Segundo teorema de valor medio para integrales o teorema de Bonnet
Sea g continua en [a, b] y sea f creciente en [a, b]. Existe £ € [a, b] tal que

b 13 b
dt = fla™ d b~ dt.
/a F(g(dt = f(a*) / g(t)dt + F(b) /5 g(t)dt

Demostracion. Se omite. ]

Descomposicion de Jordan
La cldsica forma del teorema de descomposicion de Jordan para una funcién f : [a,b] — C
afirma que f € BV[a,b] siy solo si f puede ser expresada como la diferencia f; — f» de dos
funciones crecientes en [a, b].

Lema 1.8.2. Sea g € BV[0, €], ¢ > 0. Entonces

€

lim [ g(t)doro(t)dt = %g(OJr). (1.33)

2—o0 0
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Demostracion. a) Por el teorema de descomposicion de Jordan, se asume que g es creciente

b)

9

en [0, €]; y, en particular, de la definicion de acotada variacidn, g es acotada en [0, €|.

i. Asumiendo g(0+) = 0y sean > 0. Como [ d(t)dt = 1 para la funcién de Dirichlet d,
existe C' > 0 tal que

bgint
Va,b € R, /Slidt‘gc.
o Tt
se debe verificar que
|/ g(t)dzm(t)dt‘ﬁﬁc; (134)
2—00 0

y con ésto se completard la prueba de (1.33) para el caso g(0+) = 0 porque > 0 es
arbitrario.

ii. Como ¢g(0+) = 0, existe v = v(n) € (0,¢) tal que |g(t)| < n para todo t € (0,v).
También, por el lema 1.8.1, usando la continuidad de ds ¢ y la acotacién y monotonicidad
de g, existe £ € [0, v] para el cual

v 13 v
/0 g(t)dgﬂg(t)dt:g((ﬂ—)/o dgﬂg(t)dt—Fg(U—)/g dgﬂg(t)dt

2rv s
_ g(v—)/ sinw
2

¢ U

Consecuentemente,

/ g(t)dgﬂg(t)dt‘ < Clg(v=)| <nC. (1.35)
0

9(t)
¢

tanto, por el lema de Riemann-Lebesgue,

iii. Notese que ( > 1;,q(t) € L'(R) porque no se tiene que lidear con el origen. Por

€

lim g(t)darp(t)dt = 0.

2—00 v

Usando este hecho, (1.35), y la desigualdad

Y

/0e g(t)dgm(t)dt‘ <

/6 g(t)dorn(t)dt

/ng(t)dgﬂ()(t)dt' +

se obtiene (1.34).

Finalmente, suponiendo que g(0+) # 0. Sea h(t) = ¢g(t)—g(0+) de manera que h(0+) =
Oy

€

lim [ h(t)dene(t)dt =0

2—o0 0

por parte b. También, se sabe de la proposicién 1.7.2 que

27 (2e

€ 1
lim ©2 — o / oo (t)dt = 1im d(t)dt =+
0 2—00 0 2
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Combinando estos hechos, se calcula

‘ 9(0+)

lim [ g(t)dan(t)dt = lim (/Oe(h(t)+g(0—|—))d2m(z€)dt> ="

2—00 0 2—00 2

porque ambos limites existen cuando se expande el término del medio.

Abhora se puede demostrar el teorema de Jordan.

Teorema 1.8.1. Teorema de Jordan

Sea f € L'(R) y asumiendo que f € BV[t —¢,t +¢| paraalgint € Ry e > 0 (es decir,
f es de acotada variacion en [t — €, t + €). Entonces

+
f(t )_'_f — lim / f 27rzt'yd,y’

2 2—00

Si f es continua en ¢, entonces el lado izquierdo puede ser reemplazado por f(t).

Demostracion. Para cada {2 > 0, se definen las “sumas parciales”

so = [ e

/f ((}Ego/ tei(t—u)'yd,y) du

= f % dQﬂ-Q( )

El célculo estd justificado por el teorema de Fubini-Tonelli porque el integral doble en R x
[—1£2, {2] es absolutamente convergente. Se escribe Sy (t) como

So(t) = / (t — W) oo (1)

f

- /OOO (F(t+u) + (f(t — u)) dame(u)du.

Sea g(u) = f(t+u)+ f(t—u), notando que ¢ es fijo, y sea € > 0. El resultado quedara proba-
do cuando se muestre que

lim eg(U)dzﬂ—Q<U)dU = ft+) + /) (1.36)
2—00 Jo 2
y o0
(}im g(u)doro(u)du = 0. (1.37)

La ecuacion (1.36) es una consecuencia inmediata del lema 1.8.2. La ecuacién (1.37) se sigue
del lema de Riemann-Lebesgue y el hecho que (@TEH (t) € LY(R)), porque f € L'(R).
]

Sifel'R)y f € Ll(R), es posible utilizar el teorema 1.7.1 para obtener el siguiente
teorema de inversion puntual
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Teorema 1.8.2. Foérmula de inversién para f € L'(R) N A(R)

Sea f € L*(R) N A(R), entonces
VteR, f(t)= / h F(7)e¥ ™ dy. (1.38)

Demostracion. Como f e Lt (R), se sigue que g definida como el lado derecho de (1.38) es
uniformemente continua (teorema 1.5.1b).

Noétese que
. ‘ —\/2m o ~y R .
H [~ [ (1= 200 jyenta
—\/2m

< H [ i
[v[>A/2m L (R)

A/ 2w o |’Y| . )
=R ey
/—)\/27r A

Lo (R)

(1.39)
+

L>(R)

. A2 o vl 2
<[ e [ E )
[v[>A/2m

—\/27
Ahora se debe aplicar CDL a la segunda integral en el lado derecho de (1.39). Sea

A0 = 0 sy,

de manera que limy_, f = 0 en casi todo punto, y |fy| < 2x|f] € L'(R). Consecuente-
mente, aplicando CDL se tiene

A2 o |')/|

If = f(y)ldy = 0.
AL A [f (vl

De la definicion de Ll(R), la primer integral en el lado derecho de (1.39) también tiende a 0
cuando A — oo. Por lo tanto,

—\/2m 2 . ‘
lim |[g(t) — / (1 B T') femdy|  =o. (1.40)
o0 —\/27 L (R)
Ahora, invocando al teorema 1.7.1b,
—\/2m 2 . '
lfm || £(¢) —/ (1 - y) F()exitrdy —0, (1.41)
A—00 —A/27’l’ LI(R)

para obtener un resultado puntual, en casi todo punto, en la forma siguiente. La ecuacién
(1.41) implica que

, M2 N 27 h/‘ £ 2mitry _ :
lim 1 ———— ) f(y)e"™dy = f(t) en medida. (1.42)
A—00 /2 A
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Un resultado basico debido a F. Riesz es que convergencia en medida implica convergencia
en casi todo punto de una subsecuencia. Asi, (1.42) puede ser cambiado a convergencia en
casi todo punto para algin A\, en lugar de A\. Combinado con (1.40), para \,, en lugar de A,
este ajuste de (1.42) lleva al hecho que f = ¢ en casi todo punto; y el resultado se sigue
porque f y g son continuas. 0

1.9. Lateoriaen L*(R)

Definicion 1.9.1.

L*(R) = {f R=>Cafllem = </\f(t)|2dt)1/2 < OO}-

L?(R) es el espacio de funciones f cuadrado-integrables o sefiales f con energia finita

2
A1z ey

El mayor resultado acerca de L*(R) es el teorema siguiente

Teorema 1.9.1. Teorema de Plancherel R
Hay una tnica biyeccién lineal F : L?(R) — L?*(R) con las propiedades:

a) Vf € L*(R), ||f||L2(]R) - ||-7:f||L2(R);

b) Vf € L'R) NLXR) y Vv € R, f(7) = (FH();
¢) Vf e L*R), H{f,:n=1,..} C L}(R) N L*(R) que cumple
nh—>120 | fn — f||L2(]R) =0y nh_{{.lo ||fn - ]:fHL?(R) = 0.

Demostracion. La linea a seguir en la prueba tiene cuatro pasos: verificar que || f]| ;- ®) =
171l 12 (i) Para f e X C L*R) (parte i), resultados de clausura en R y R (partes ii y iii,

respectivamente), y un argumento rutinario de andlisis funcional para obtener el resultado a
partir de las partes 1, ii, iii (parte iv). Existen diferencias en las dificultades de las partes 1, ii
y iii dependiendo de en cual espacio X de elija usar.

i. Sea X = C.(R), el espacio de funciones continuas (en R) que tienen soporte com-
pacto, y considerando la involucién f(t) = f(=t) de f € C.(R). Se debe probar que
f € L2(R). Claramente, f € A(R) porque C,(R) C L'(R). Se define g = f % f de
manera que g es continua, g € L*(R) y

9(0) = I £ 172z - (1.43)

También, R R
vy eR, §(v) = [f(0)]? (1.44)

Por el teorema de Fubini-Tonelli y la invarianza bajo traslaciones de la medida de
Lebesgue (en el grupo R). Por la proposicién 1.7.3 y por (1.44), como g € L'(R) N
L>(R) es continua, se tiene

A/ 2w
lim 2(1 2”‘”’)w Py = g(0). (1.45)

A—00 7)\/271_
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El teorema de Beppo Levi y (1.45) lleva a afirmar que f € LZ(R) y que
112y = 90) = £l oy
donde la segunda igualdad se sigue de la definicion de g.
ii. Ahora se debe mostrar que L'(R) N L*(R) es denso en L*(R), y probar que C..(R) es

denso en L'(R) N L?(R) tomado con la norma ||-|| = [ 1wy + [l 2 ()~ Este hecho

implica que C.(R) = L*(R). Sea f € L*(R) y se define fT = f 1[,T7T]. Para esta
prueba, fr no designa dilatacién. fr € L*(R) porque | fr| < |f|,y fr € L'(R) por la
desigualdad de Holder. Claramente,

1/2
17 = Frlog = ( / | \f(t>!2dt) |

y asi L}(R) N L?*(R) es denso en L?(R).

Sea f € L'(R) N L*(R). Entonces limr_,o ||f — fr|| = 0 por el argumento del
pardgrafo previo. Luego, sea fsr = fr * Ag (Ag es la dilatacion de la funcién tri-
angular A definida en el ejemplo 1.4.4), asi que fsr € C.(R). Para e > 0 se deben
encontrar S, 7" > 0 tales que || f — fsr|| < e. Primero, existe ' = T para el cual
|f — frll < 5. Se puede mantener este 7" fijo, y se tiene el estimado

Ifr = fsrllpim < //AS )V fr(t) = fr(t —w)| dudt

= [ st (1) fote - war)

Luego, seleccionando S, tal que
VS>&yWM<—Hﬁ—nﬁM1

Asi, para este .S,
€

Ifr = fsrllpe < (1.46)

Finalmente, usando la desigualdad de Minkowski (teorema A.0.11) para obtener el
estimado

1/2
HfT - vaTHLQ(]R) < / (/' fT fT t— u))AS< )’2 dt) du
[ 85 17 = el s du

Se puede elegir S > S para el cual

V|l < < I = Tufrll 2wy

y asi,

lfr = fsrll 2 <Z (1.47)

Combinando (1.46) y (1.47) con el anterior estimado || f — fr| < §, se tiene la de-
sigualdad deseada, es decir, ||f — fsr|| < e.
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iii. Se debe probar ahora que C.(R)"C A(R) N L*(R) es un subespacio denso de L*(R). Sea
G € L*(R) y supéngase

Vf e Cu(R /f G(y)dy = 0. (1.48)
Si f € C.(R), entonces 7, f € C.(R) y asi (1.48) implica

Vi e CuR)yVu € R, /f e M dy = (. (1.49)

Por la desigualdad de Holder, fG e Ll(R), y asi (1.49) lleva a invocar el teorema de unici-
dad, teorema 1.7.1c, para concluir que fG = 0 en casi todo punto para cada f € C.(R).
Noétese que

Vf e Cu(R)yVy € R, ¥ f(t) € C.(R).

Asi, C.(R)"es invariante bajo traslaciones, es decir,
VfeC.(R)yVy eR, 7,.f € C.(R)"

De ésto se puede concluir que para cada vy € R, existe f = fro € C.(R) para la cual
| f | > 0 en un intervalo I centrado en ~y,. Para verificar esta afirmacién, supéngase que
existe 7o tal que para cada f € C, (R) y para cada intervalo [ centrado en o, f tiene un cero
en I. Consecuentemente, f (7o) = 0 para cada f € C,(R). Por la invarianza bajo traslaciones
de C.(R)’, 7, f € C.(R) para caday € R, y asi

Vf € C(R)y ¥y € R, (7,/)(7) = 0.

Es decir, f = 0 en R para cada f € C.(R). Esto contradice el teorema de unicidad, teorema
1.7.1c y la afirmacion estd verificada.

Por lo tanto, si se asume (1.48) se puede concluir que G = 0 en casi todo punto. Conse-
cuentemente, se tiene que C,(R)"es denso en L2(R).

iv. Se ha mostrado que F es una inyeccién lineal continua C,(R) — L2(R) (parte i), cuando
C.(R) es dotado con la L?-norma, y asi F tiene una tinica extension lineal inyectiva a L*(R)
por parte ii. Ademds, F(C.(R)) es cerrado y denso en L(RR) por partes i y iii. Asi, F es
también sobreyectiva. Los restantes resultados del teorema son ahora inmediatos.

O

Notacionalmente, debido al teorema de Plancherel, es natural referirse a F f como la
transformada de Fourier de f € L*(R), y se escribe el pareamiento entre f € L?(R) y Ff
en una de las siguientes maneras:

Ff=f=F foF f=F.
Teorema 1.9.2. Formula de Parseval

Considere f — F'y g — G, donde f, g € L?(R). Entonces se tiene las férmulas

17y = I Fllzagey (1.50)
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/ ft)g(t)dt = / F(y)G()dy, (1.51)
[t = [ Fo)G-an, (1.52)

y
Yy e R, / f)g(t)e 2™ dt = / F(N)G(y — N)dA. (1.53)

Demostracion. La ecuacidn (1.50) es parte del teorema 1.9.1. La ecuacion (1.51) es conse-
cuencia de (1.50) y el hecho que 45 = |f +g|> — |f — g|> +i|f +ig|* —i|f —ig|”.

La ecuacion (1.52) puede ser probada similarmente o por el siguiente calculo formal. Este
calculo de hecho da (1.53), del cual (1.52) se sigue para v = 0. Nétese que fg € L'(R) y
F %G e A(R). Se calcula

(FxG)(t) = /F * G(7)e*™ dry

FN)G(y — N)e*™ dyd\

I
—

y entonces,

1.10. Teoria de distribuciones
Aproximaciones a la identidad y ¢

En L'(R), la convolucién es la multiplicacion.
Proposicion 1.10.1. L*(R) no tiene una unidad bajo convolucién.

Prueba: Suponga que v € L*(R) es una unidad. Seleccionando f € L*(R) para el cual f
nunca se anula, por ejemplo f(¢) = e~>"I"l. Entonces || f — fi| (2) <Nf = frullpg =

0, asi que u es idénticamente 1 en RR. Esto contradice el Lema Riemann-Lebesgue, por lo que
necesariamente u ¢ L'(R).

Por otro lado, existen familias {k(»)} C L*(R) de funciones, las cuales son apropiada-
mente llamadas aproximaciones a la identidad, con la propiedad que

Vf € LNR), lm [|f = f * kol gy = 0.

Similarmente, si f € L>(RR) es continua en Ry {k(,)} es una aproximacion a la identidad,
entonces

vVt e R, lim f x k’()\)(t) = f(t)
A—00
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Se puede pensar en “fxk(y) — f” como un conjunto { f*k(y)} de funciones aproximando
la funcién f; o se puede pensar en la familia {k(,)} como aproximandose a algo llamado 0,
la cual juega un papel de una identidad bajo convolucién para elementos en L' (R), es decir,
“fx0= fapesardequed ¢ L'(R).

Con el fin de cuantificar esta tltima interpretacion, asimase que cada k() es una funcién
par. Fijando el punto ¢ = 0 en la dltima ecuacién y pensando en la integral f * k() como una
funcion,

k‘()\) . Ob(R) —C
Frs £ o (0) = [ ky(o)s (00

cuyo dominio C(RR) es el conjunto de funciones continuas acotadas en R.

Definicion 1.10.1. ¢ es la funcién
0 Cb(R) — C
[ (fx0)(0) = f(0),

i.e., para cada f € C,(R), 6(f) = f(0). Una funcién cuyo dominio es un conjunto de
funciones y cuyo rango es un conjunto de numeros, es llamado un funcional.

0 es a veces llamada la funcion 0 de Dirac a pesar del hecho de que no fue descubier-
ta por Dirac ni es una funcién ordinaria de R. Actualmente es vista como la medida de Dirac.

Histéricamente se ha visto a 6 como una especie de “funcién” que es cero en todo lugar
excepto en el origen, donde deberia ser tan grande como para que [ 6(u)du = 1. Esta forma
de ver a ¢ no tiene sentido formal aunque es muy usado en fisica. En cambio la definicién de
0 recien enunciada es matemdaticamente mas legitima.

Este enfoque de definir objetos tales como ¢ que no existen como funciones ordinarias si
no como funcionales cuyo dominio es un espacio de funciones, tiene sus raices en ideas aso-
ciadas con la férmula de Parseval y soluciones débiles en fisica. Estos objetos son llamados
distribuciones o funciones generalizadas, y se estudiaran aqui sus propiedades elementales.

Sea:
CE(R)={f: f e C®R) yelsoporte de f es compacto}.

El soporte de f es el conjunto cerrado mas pequeiio fuera del cual f se anula.

Definicion 1.10.2. Distribuciones.
a. C°(R) es un espacio vectorial. Una funcién lineal,
T:CX[R)—C
f=T(f),
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es una distribucion o funcion generalizada si lim,, ., T'(f,,) = 0 para toda secuencia
{fn} C C°(R) satisfaciendo las propiedades:

i. 4K C R, compacto, tal que Vn, el soporte de f,, estd incluido en K.

i, Yk > 0, limy, o ’ POl —

‘ o0

b. Una distribucion T es positiva, y se escribe T' > 0, si T'(f) > 0 para toda funcién no
negativa f € C2°(R).

c. El espacio de todas las distribuciones en R se denota por D’(R) para enfatizar el hecho
que D'(RR) es el espacio dual de C2°(R).

d. D'(R) es un espacio vectorial.

El dominio de la medida de Dirac puede ser restringido a C°(R) y en tal caso se tendria

§:C®(R) = C
f=4a(f) = f(0).

Es posible verificar que ¢ asi definida es una distribucidn.
También, sea g € L}, .(R), es decir g es localmente integrable, y definase el funcional

loc

T,: C®(R) — C
fe Ty(f),

donde 7}, es definida como

¥f € Cx®), ) = [ g0f )t

es posible verificar que 7, € D'(R).

Sea C''(R) el espacio de funciones continuamente diferenciables en R. Si f € C°(R) y
g es suficientemente suave, es decir, si g € C*(R) o atn si g es solo un elemento de AC),.(R)
entonces la formula de integracion por partes da

que implica Vf € CX(R), g'(f) = —g(/").

Como el lado derecho de esta ecuacion esta bien definido ain cuando se reemplaza g por
cualquier 7' € D'(R), esto motiva la siguiente definicion.

La derivada distribucional T' de T' € D'(R) es definida por la siguiente férmula.

VfeCZR), T'(f) = =T(f").

Por ejemplo se tiene que la derivada distribucional H' de H = 1jy . es J, porque

H(f) = —H(f') = - / " e = 1(0) = 5()).
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También, de acuerdo a la formula de Parseval se tiene

Vi.g € I*(R), / 6 () = / o(t) FD)dt.

pensando en f como una funcién test, esto puede reescribirse como g < f ) =g (7) y como

L*(R) es un espacio de Hilbert, puede utilizarse la notacion de producto interno (g, f) =

[ g(t)f(t)dt y asi se tiene A
(9,f) =19, f)

Motivado por esto, la transformada de Fourier T de una distribucién T es formalmente
definida por la ecuacion

7 (f) =7(f)
o equivalentemente, o

<T7 f > = <T7 / >
para toda funcién f en un apropiado espacio de funciones test, como el espacio de Schwartz.
Por ejemplo, para la distribucién 6,(z) = §(x — a) se tiene que (d,) " (§) = e2™as,

Las funciones de Schwartz son aquellas funciones definidas en R tales que son infinita-
mente diferenciables y rdpidamente convergentes a cero. Mds formalmente.

Definicion 1.10.3. Una funcién f se llama funcién de Schwartz si f € C*°(R) y ademads

lim (14 2%)*f®)(z) =0,

|z]—o0

para todo par de enteros no negativos k y p. En esta notacién, f(*) = f. Equivalentemente,
f es una funcién de Schwartz si limj|—,oc P(2) f (")(z) = 0 para todo entero no negativo n y
para todo polinomio P(z).

El conjunto formado por todas las funciones de Schwartz se denota por S(R). Evidente-
mente S(R) C L*(R) N L?(R). Puede probarse que S(R) es denso en L(R) y en L*(R).

El siguiente teorema resume los resultados méds importantes respecto a las transformadas
de Fourier en S(R). Se omite su demostracion.

Teorema 1.10.1. Propiedades de la transformada de Fourier en S(RR).
1. La aplicacién f — f es lineal y biyectiva de S(R) en si mismo.
2. f: f . paratoda f € S(R),
301, =1 £

9, para toda f € S(R).
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Capitulo 2

Introduccion a la teoria de wavelets

La transformada wavelet es una herramienta que divide datos, funciones u operadores en
diferentes componentes de frecuencia y entonces estudia cada componente con una resolu-
cion adecuada a su escala. La transformada wavelet provee una herramienta para localizacion
en tiempo-frecuencia. A continuacién se explica lo que significa localizacion en tiempo-
frecuencia y luego se describen algunos tipos de wavelets.

2.1. Localizacion en tiempo y frecuencia

En muchas aplicaciones, dada una sefial f(t), se estd interesado en su contenido de fre-
cuencia localmente en el tiempo. Es similar a la notacién musical, por ejemplo, en que se le
dice al que toca cuéles notas (informacion de frecuencia) tocar en cualquier momento dado.
La transformada de Fourier estandarizada

¢ 1 —jwt
flw) = o= / e F (1)t

también da informacion del contenido de la frecuencia, pero la informacion concerniente a la
localizacion en el tiempo de, por ejemplo, explosiones de alta frecuencia no puede ser leida
facilmente de f . La localizacién en el tiempo puede ser archivada ventaneado la sefial, ésto
es, cortando solo una bien localizada rebanada de f y tomando entonces su transformada de
Fourier:

(T f)(w,t) = /e_i“’sf(s)g(s — t)ds. (2.1)

Esta es la transformada de Fourier con ventana, la cual es una técnica estandar para
la localizacion en tiempo-frecuencia. Es atin mas familiar para el andlisis de sefiales en su
version discreta, donde a ¢t y w son asignados valores regularmente espaciados: t = ntg y
w = mwy, donde n y m varian sobre Z y ty,wy > 0 son fijos, entonces (2.1) se convierte en:

(T f) = / &m0 £(5)g(s — nto)ds. 2.2)

Este proceso es esquematicamente representado en la figura 2.1. Para un n fijo, la T;gf;;
corresponde a los coeficientes de Fourier de f(-)g(- — nty). Si para instancias g(t) es de
soporte compacto, entonces con una apropiada eleccién de wy, los coeficientes de Fourier
(T ) son suficientes para caracterizar y, si es necesario, reconstruir f(-)g(-—nto). Canbiar
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el valor de n equivale a desplazar la rebanada en pasos de ¢, y sus multiplos, permitiendo la
recuperacion de todo f a partir de Tj,jf};‘ f. Muchas elecciones posibles han sido propuestas
para la funcién ventana g en andlisis de sefiales, muchas de ellas tienen soporte compacto
y razonable regularidad. En todas las aplicaciones se supone que g es bien concentrada en
ambos tiempo y frecuencia, si g y g son ambas bien concentradas alrededor de cero, entonces
T,;“fg f puede interpretarse en términos generales como el contenido de f en tiempo cercano ¢
y frecuencia cercana w. Asi, la transformada de Fourier con ventana provee una descripcion
de f en el plano tiempo-frecuencia.

f(t)g(t)

Figura 2.1: La transformada de Fourier con ventana.

2.2. Wavelets comparadas con Fourier con ventana

La transformada wavelet provee una similar descripcion en tiempo-frecuencia, con algu-
nas importantes diferencias. Las formulas analogas a (2.1) y (2.2) de la transformada wavelet
son:

e =l [ sow () @3

(T f) = aa% /f(t)v,/J (agmt — nbo) dt (2.4)

En ambos casos se asume que 1 satisface

/ P(t)dt =0 (2.5)

La férmula (2.4) es también obtenida de (2.3) restringiendo a y b a solo valores discretos
a = aj''y b = nbpaf’, en este caso con n,m variando en Z y con ag > 1,by > 0 fijos.
Una similitud entre la transformada wavelet y la de Fourier con ventana es clara: ambas
(2.1) y (2.3) toman el producto interno de f con una familia indexada por dos etiquetas:
gt(s) = e“%g(s —t) en (2.1) y ¥*b(s) = |a]_% ¥ (£2%) en (2.3). Las funciones ¢**
son llamadas wavelets y la funcién v es a veces llamada wavelet madre. (Note que ¥ y ¢
se han asumido implicitamente a ser reales, si no lo son, entonces conjugados complejos
son introducidos en (2.1) y (2.3).) Una tipica eleccion para ¢ es ¢ (t) = (1 — tz)e‘tQ/Q, la
segunda derivada del Gaussiano, a veces llamada funcién sombrero mejicano por su forma
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similar a un corte transversal de un sombrero mejicano. La funcién sombrero mejicano es
bien localizada en ambos tiempo y frecuencia, y satisface (2.5). Cuando a cambia, 1)*°(s) =

|a]_% Y (%) cubre diferentes rangos de frecuencia (grandes valores del pardimetro de escala
|a| corresponden a frecuencias pequefias, o grandes escalas de ¢)*?). Cambiando el pardmetro
b se procede a mover el centro de localizacién en el tiempo: Cada ¢*°(s) estd localizada
alrededor de s = b. Se sigue que (2.1) y (2.3) brindan una descripcién en tiempo-frecuencia
de f. La diferencia entre la transformada wavelet y la de Fourier con ventana estd en la
forma de las funciones de andlisis ¢! y 1)**, como muestra la figura (2.2). Las funciones g*’!
consisten todas en la misma funcién envolvente g, trasladada a la adecuada localizacion en el
tiempo y “rellenadas” con oscilaciones de alta frecuencia. Todas las funciones g“** tienen el
mismo ancho independientemente del valor de w. En contraste, las 1 tienen ancho-tiempo
adaptado a su frecuencia: Altas frecuencias de ¢*® son muy estrechas mientras que bajas
frecuencias de ¥** son mas amplias.

a) b)

P cona <1

NV

o

PP cona>1
b<0

Figura 2.2: Tipicas formas de a) funcién ¢*** de transformada de Fourier con ventana y b)
wavelets 1),

Como consecuencia, la transformada wavelet es mas capaz que la de Fourier con ventana
para hacer un acercamiento en fenémenos de alta frecuencia de muy corta vida. Esto es
ilustrado en la figura (2.3), la cual muestra la transformada de Fourier con ventana y la
transformada wavelet de la misma funcién f definida por

f(t) = sin(2mvit) + sin(2mvat) + y[0(t — t1) + 3(t — t2)].

En la préctica esta sefial no estd dada por esta expresion continua, sino por sus muestras, y
al agregar una funcion ¢ (la 9 de Dirac) es entonces aproximada agregando una constante a
una sola muestra. En la versién muestreada, se tiene

f(n7) = sin(2rvynT) 4 sin(2rvant) + a(dpn, + Onny)-
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Para el ejemplo en la figura (2.3a), v; = 500 Hz vy = 1 kHz, 7 = ﬁ s (i.e. se tienen

8000 muestras por segundo), o« = 1,5y ny — n; = 32 (correspondiente a 4 milisegundos
entre los dos pulsos). Los tres espectrogramas (graficos de los médulos de la transformada
de Fourier con ventana) de la figura (2.3b) usan la ventana Hamming estandar, con anchos
12.8, 6.4 y 3.2 milisegundos, respectivamente. (Tiempo ¢ varia horizontalmente, frecuencia
w verticalmente y los niveles de gris indican el valor de |T“"*( f)| con negro para los valores
altos)

Figura 2.3: a) La sefal f(t). b) La transformada de Fourier de f con tres distintos anchos de
ventana. ¢) Transformada wavelet de f.

Cuando el ancho de la ventana incrementa, la resolucién de los dos tonos puros mejora,
pero se vuelve dificil o hasta imposible determinar los dos pulsos. La figura (2.3c) muestra
el médulo de la transformada wavelet de f calculado por medio de la wavelet de Morlet
(compleja) ¥(t) = Ce */**(¢i™ — e~ o*/4) con o = 4. (Para hacer una fcil compara-
cién, un eje de frecuencia lineal ha sido utilizado aqui; para la transformada wavelet, un
eje de frecuencia logaritmico es mds usual.) Se puede ver, que los dos tonos impulsos son
determinados mejor que con la ventana Hamming de 3.2 ms, mientras que la resolucion en
frecuencia de los dos tonos puros es comparable con la obtenida con la ventana Hamming
de 6.4 ms.

2.3. Diferentes tipos de transformadas wavelets

Existen muchos tipos de transformadas wavelets, todas originadas a partir de las férmulas
(2.3)y (2.4). En este trabajo se distinguird entre
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A. La transformada wavelet continua (2.3), y

B. La transformada wavelet discreta (2.4).

Dentro de la transformada wavelet discreta se distingue atn entre
a. Sistemas discretos redundantes (marcos) y

b. Ortonormal (y otras) bases de wavelets.

La transformada wavelet continua

Aqui, los pardmetros de traslacion y dilatacion a, b varian continuamente sobre R (con la
restriccion a # 0). La transformada wavelet es dada por la férmula (2.3); una funcién puede
ser reconstruida a partir de su transformada wavelet por medio de la férmula de “resolucién

de identidad”. 0o foo dadb
_ a a _a
r=op [ et 26)

donde **(z) = |a|_% ¢ (%) y (, ) indica el producto interno en L*. La constante Cy,

a

depende solo de v y esta dada por

0o 2 B
co=2m [ o e as @)
se asume que Cy, < oo (de lo contrario (2.6) no tendria sentido). Si ¢ estd en L! (R) (éste es
el caso en todos los ejemplos de interés prictico), entonces ¢ es continua, asi que Cy, puede
ser finita solo si ¢(0) = 0, i.e. [ ¢(z)dx = 0.

La férmula (2.6) puede ser vista en dos maneras diferentes: (1) como una manera de
reconstruir f una vez que su transformada 7™ f es conocida, o (2) como una manera de
escribir f como una superposicion de wavelets ¢)%?, los coeficientes en esta superposicién
son dados exactamente por la transformada wavelet de f.

La discreta pero redundante transformada wavelet - marcos

En este caso los pardmetros de dilatacion y traslacion a, b toman sélo valores discretos.
Para a se eligen las potencias enteras (positivas y negativas) de un pardmetro de dilatacion fi-
joap > 0,1.e.a = ag'. Como se explico anteriormente, diferentes valores de m corresponden
a wavelet de diferente ancho. Se sigue que la discretizacion del pardmetro de traslacion debe
depender de m: estrechas (alta frecuencia) wavelets son trasladadas por pasos pequefios para
cubrir todo el rango de tiempo, mientras anchas (baja frecuencia) wavelets son trasladadas
por pasos largos. Como la anchura de v(a'x) es proporcional a af, se elige entonces dis-
cretizar b por b = nbyay', donde by > 0 es fijo y n € Z. Las correspondientes wavelets
discretamente etiquetadas son:

Ymn(x) = a()%w(agnx — nbp) (2.8)

Para una funcién f, el producto interno (f, v, ,) es entonces exactamente la transformada
wavelet discreta 7,,5(f) como se defini6 en (2.4) (se asume de nuevo que ¢ es real).
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En el caso discreto, no existe, en general, una férmula de “resolucién de la identidad”
como en el caso continuo. La reconstruccion de f a partir de 7% ( f), si es posible, debe ser
realizada de alguna otra manera. Las siguientes preguntas surgen naturalmente:

a. (Serd posible caracterizar completamente a f conociendo 7,5’ (f)?
b. (Serd posible reconstruir f en una forma numéricamente estable a partir de 7,,,%’(f)?

Estas preguntas conciernen a la recuperacion de [ a partir de su transformada wavelet.
Puede considerarse también el problema dual que consiste en la posibilidad de expandir
f en wavelets, el cual lleva a las siguientes preguntas duales:

a. (Puede cualquier funcién ser escrita como superposicién de vy, ,,?

b. ¢(Existe un algoritmo numéricamente estable para calcular los coeficientes de tal expan-
sion?

En el capitulo 3 de [DAU92] se trabaja en responder estas preguntas y se observa que con la
intencién de tener un, numéricamente estable, algoritmo de reconstruccion de f a partir de
(f,Ym.n), se requiere que 1, ,, sea un marco. Ver definicion (B.4.1).

Como en el caso continuo, la transformada wavelet discreta a menudo provee una muy
redundante descripcion de la funcion original dado que los coeficientes de la expansion no
tienen porque ser Unicos.

La eleccién de la funcién ¢ usada en la transformada wavelet continua o en los marcos
de familias de wavelets discretamente etiquetadas es esencialmente solo restringida por la
condicion de que Cy, como se defini6 en (2.7), sea finita. Para efectos précticos se elige 9
tal que sea bien concentrada en ambos dominios de tiempo y frecuencia, pero ésto ain deja
mucha libertad. A continuacién se vera como renunciando un poco a esa libertad se pueden
construir bases de wavelets ortonormales.

Bases de wavelets ortonormales

Para algunas muy especiales selecciones de v, ay y by, las 1y, ,, constituyen una base
ortonormal de L?(IR). En particular, si se elige ag = 2y by = 1, entonces existe ¢» con
buenas propiedades de localizacion en tiempo-frecuencia, tal que

V() = 272927 ™2 — 1) (2.9)

constituye una base ortonormal para L?(R). (En lo que sigue, se trabajard solo con ag = 2).
El ejemplo mds antiguo de una funcién ¢ para la cudl v,, ,, definida como en (2.9) constituye
una base ortonormal para L*(RR) es la funcién de Haar,

1, sizel0,3)
Y(x)=4¢ -1, size[s,1)
0, en otro caso

La demostraciéon de que éste sistema es en efecto una base ortonormal se retomard maés
adelante en detalle.
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2.4. Bases ortonormales y localizacion tiempo-frecuencia

Una manera de producir una base ortonormal a partir de una sola funcién involucra trasla-
ciones y modulaciones. Por ejemplo, una base para L*(R) es la siguiente: sea g = x[o.1] ¥

2mimx

gmn(T) =€ g(x —n) param,n € Z.

No es dificil ver que {g,n., : m,n € Z} es una base ortonormal para L?(R). D. Gabor con-
sider¢ este tipo de sistema en 1946 y propuso su uso para propdsitos de comunicacion. Para
una funcién general g € L?(R) el siguiente teorema da condiciones que g debe satisfacer si
el sistema { g, », : m,n € Z} es una base ortonormal.

Teorema 2.4.1. Teorema de Balian-Low
Seag e L*(R)y

Gmn(T) = ™™ g(x —n), m,n € Z.

Si {gmn : m,n € Z} es una base ortonormal para L?(RR), entonces
otien [ a?lgla)dr=ce 6 [ €190 ds = o0

Demostracion. Se introducirdn los operadores () y P, definidos en, puede decirse, el espacio
S’ de distribuciones temperadas, dados por

(QN(z) =zf(x) y (Pf)(z)=—if'(z).

La relevancia de estos operadores en el teorema es que:

| 1@s@rds= [ lagtads

:/00 22 \g(x)|2dx
/ |Py(a)|? d = / —ig (@) de

- / /(@) de

o

T

- / 2mitg(€) de

—2r [ @lao) de
Entonces, se necesita mostrar que (Qg) y (Pg) no pueden ambas pertenecer a L*(R).

Supéngase que ambas (Qg) y (Pg) pertenecen a L?(IR). Se mostraré que ésto lleva a una
contradiccion y asi se probard el teorema. Se afirma que

(Qg.Pg) = > (Q9: gmn){Gmn: Pg), (2.10)

m,nEZ
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(Q3, gmn) = (g—m,—n, Qg) paratodo m,n € Z, (2.11)
y
(Pg, gmn) = (g—m,—n, Pg) paratodo m,n € Z. (2.12)
Las ecuaciones (2.10), (2.11) y (2.12) implican
(Qg, Pg) = (Pg.Qg) (2.13)
Puesto que

(Qg, Pg) = > (Q9, Gmn)(Gma: P9)
m,neZ
= > (9o QI (PG, G
m,neZ

= (Pg,Qg)

Pero (2.13) no puede cumplirse si Pg y Qg pertenecen a L*(R). Si este fuera el caso se
podria aplicar la férmula de integracion por partes para obtener

o0

(Qg. Pg) = / ryla) (S @) da

—00

=i [ (g(0) + 2 @)glods

= —i<gjg> +(Pg,Qg).

Como (g, ) = [lg]l5 = llgooll; = 1 se obtiene

lo cual contradice (2.13).

Entonces, el teorema esta probado si se establece (2.10), (2.11) y (2.12). Como Qg, Pg €
L*(R) y {gmn : m,n € Z} es una base ortonormal de L?(R), se tiene:

(Qg, Pg) = (> (Q9, gmn)Imn: Pg)

m,nGZ

= Z <<angm,n>gm,mpg>

m,nGZ

= Z <Qg>gm,n><gm7nvpg>

m,nGZ
Lo cual prueba (2.10). Para probar (2.11) obsérvese que n(g, gmmn) = 0, Vm,n € Z. Esto es
claroparan = 0y sin # 0, g = go, es ortogonal a g, ,,. Asi,
<Qg7 gm,n> = <ng gm,n> - n(.ga gm,n>
= <Qg —ng, gm,n>
— [ slo)le = mgla = me s

(e}

= / g(y + n)yg(y)e 2 mutndy

(e}

= (g—m,—n, Q)
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lo cual da (2.11). Para probar (2.12) se usa la férmula de integracion por partes para obtener

(Pg.gma) = [ " Py(a)gmn(@)da

o0

—/ —ig/(z)e ™™ g(x — n)dx

o0

= i/_oo [—QWimg(x)medmmm + g(x)me*%imw] dx

:/ 27rmg(x)g(x—n)e2mmzdx+i/ g(z)g' (x — n)e 2mme g
= Qﬂm/ g(a:)—g(x_n)e%rimxdm_'_/ gly +n) [m} e=2mim(y ) g

= 27Tm<g, gm,n> + <g—m,—n7 Pg>
= 271-77/"57)’1,060,71 + <gfm,fn7 P9>
= (9—m,—n, Pg)

Ejemplos:

1. Se sabe que si g = X[o,1), €l sistema generado por las funciones g, , = emmmx[nmﬂ)
es el sistema ortonormal trigonométrico usual extendido a R, tomando el recubrim-

ientode R : R = Unez[n, n + 1). Se puede verificar que se cumple el teorema dado

que:
%0 |
/OO 22 x| dz = 3

Ko@) = (MY :

mientras que

§2

™

cuya integral es divergente.

2. Seag(x) = e~ el sistema generado por g no es una base ortonormal dado que

> 2|2 1 /1
2| —=x d —— -
/_Oo:c e r=1\/35
y también
N SUNT © |7l 1
22 ac= [ || de= ——
/Oof (o) e /Oos V| e = ——

es decir, ambas integrales del enunciado del teorema son convergentes por lo que el
sistema generado por la funcién g no es una base ortonormal.
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CAPITULO 2. INTRODUCCION A LA TEORIA DE WAVELETS
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Capitulo 3

Construccion de wavelets

3.1. Elsistema de Haar

El ejemplo mas antiguo de una funcion 1) para la cual 1), ;, definida por (2.9) constituye
una base ortonormal de L*(R) es la funcién de Haar,

1, sizel0,3)
Y(x)=4¢ -1, sizel;,1)
0, en otro caso

La base de Haar ha sido conocida desde Haar (1910). Nétese que la funci(’)nAde Haar no tiene

buena localizacién en tiempo y frecuencia: su transformada de Fourier ¢)(£) decae como
-1 . . . s . . ..
|€]”" para & — co. Sin embargo se utilizara para propésitos de ilustracion.

Proposicion 3.1.1. La familia de Haar v; ;. es una base ortonormal de L*(R).

Demostracion. Para demostrar que los elementos del sistema {1/, : m,n € Z} forman una
base ortonormal de L?(R), donde ;. (z) = 2734(277x — k), se debe verificar que

1. los ;1 son ortonormales;

2. cualquier funcién f € L?*(R) puede ser aproximada con arbitraria precisién por una
combinacion lineal finita de los 1); ;.

Como el soporte de ;5 es [27k, 27 (k + 1)], se sigue que dos wavelets de Haar de la misma
escala no se sobreponen, asi que (v, ;) = Ok . Es posible que los soportes se sobre-
pongan si las dos wavelets tienen diferente longitud, como en la figura 3.1. Sin embargo, se
tiene que si j < j entonces el soporte de 1); ;, cae completamente en una region donde )/
es constante. Se sigue que el producto interno de ;. y ;s es proporcional a la integral
misma de 1, la cual es cero.

Ahora hay que concentrarse en cémo apréximar una funcion arbitraria f € L?(R) por
combinaciones lineales de wavelets de Haar. Cualquier funcién f en L?(R) puede ser arbi-
trariamente aproximada por una funcion con soporte compacto la cual es constante a tro-
zos en intervalos [k277, (k + 1)277) (basta tomar el soporte y j suficientemente grandes).
Es posible entonces restringir el trabajo solo a estas funciones constantes a trozos. Asum-
iendo que el soporte de f estd contenido en [—271,271], y que es constante a trozos en
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P11

|
|
|
| 4 8
|
|
|

L |

Figura 3.1: Dos wavelets de Haar. El soporte de la wavelet “mads estrecha” estd contenido
completamente en un intervalo donde la wavelet “mds ancha* es constante.

(k2= (k 4 1)277), donde J; y Jy pueden ser ambos arbitrariamente grandes. Se deno-
tard el valor constante de f° = f en [k277 (k + 1)277°) por f?. Ahora, se puede repre-
sentar f° como suma de dos partes, f* = f! + §', donde f! es una aproximacién a f° que
es constante a trozos en intervalos dos veces mas largos que los originales, idénticamente,
FH 27041 (14 1y2-70+1) = constante = fr.. Los valores de fy estan dados por el promedio
de los dos correspondientes valores constantes para f°, fi = $(f5x + f9x,,) (ver Figura
3.2). La funcién §! es constante a trozos con igual longitud de paso que f°, inmediatamente
se tiene

2k = f2k fli = %(fZOk - f20k+1)

62k+1 fngrl fk - (f2k+1 f2k> 2k

Se sigue que &' es una combinacion lineal de funciones de Haar escaladas y trasladadas:

2J1+J071_1

=) P —k).

k:_2J1+J0—1

Se ha escrito entonces f como

F=1"= 4D cnpatospsim
k

donde f! es del mismo tipo que f°, pero con el ancho de paso dos veces mds largo, es
posible aplicar el mismo truco a f!, de manera que

1 2
=P+ e pr2ktosizk
K

Con el soporte de f? atn contenido en [—271, 271] pero f? es constante a trozos en los incluso
mas grandes intervalos [K 27772 (K 4 1)2770%2), Se puede continuar de esta manera, hasta

tener
f fJDJrJl + Z Z Cm kwm k-

m=—Jo+1
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Figura 3.2: a) Una funcién f con soporte [—271,271], constante a trozos en [k277, (k +
1)277) b) Una ampliacién de una porcién de f. En cada par de intervalos, la funcién f es
reemplazada por su promedio (— f!); la diferencia entre f y f! es 6%, una combinacién
lineal de wavelets de Haar.

Aqui f7+/t consiste de dos trozos constantes (ver Figura 3.3), con f%0F/1[g o0y = ffo+
el promedio de f sobre [0,271), y con fPo+/1| ;o = f%*t el promedio de f sobre

[—271.0).

Aunque se ha rellenado por completo el soporte de f, aiin se puede continuar con el truco

de promediar: Nada detiene para ampliar el horizonte de 27t a 2/1*! y escribir f/1+/2 =
fJ1+J2+1 + 6J1+J2+1’ donde

1
072J1+1) = =

Ji+Ja+1
/ I 5

1
Ji1+J2 J1+Jo+1 _ Ji1+J2
, fT |[—211+1,0) =

2 1

5J1+J2 — %f611+J2¢(2J11£L‘) o % ;]11+J2w(2*t]1*1x + 1)

Esto puede repetirse nuevamente, llevando a

J1+H
f = fJ(H_JH_ + Cm,kqvbrmkv
m=—Jo+1 k

con el soporte de f7ot1HH jgual a [—21TH 2N1HH] 1y

Jo+J1+H —H gJo+J Jo+J1+H —H pJo+J
f o+J1+ |[072J1+H) =92 f00+ 1’ f o+J1+ ‘[_2J1+H70) —9 f—(i+ 1
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Jo+Jq
—1 f(')/0+Jl
_ I.]l d 2IJ1
1
5 iol-l—Jl — lféju_‘_J]
2
+
_2.'/1+1 d I2J1+1
1 1
— @ e+ ) LA CI)

Figura 3.3: Los promedios de f en [0,271] y [-271 0] pueden ser extendidos sobre los in-

tervalos més grandes [0,2717!] y [—271%1 (], la diferencia es una combinacién lineal de
funciones de Haar muy estiradas.

Se sigue inmediatamente que

J1+H )
Hf_ Z Zcmkwmk’ = ||fJO+J1+HHL2
m=—Jo+1 &k L2

_ 2—H/2 2]1/2 |:}fJo+J1‘ + }fJoJrJl‘ i| /2’

el cudl puede hacerse arbitrariamente pequeno tomando /{ suficientemente grande. Como se

afirmd, f puede ser aproximada con arbitraria precisién por combinacién lineal de wavelets
de Haar.

]

El argumento visto en la anterior demostracion utiliza implicitamente un enfoque de
multiresolucién: Se han escrito sucesivas aproximaciones cada vez mas gruesas de f (los
promedios f7 sobre intervalos cada vez mas grandes) y en cada paso se ha escrito la difer-
encia entre la aproximacién con una resolucién 271, y el siguiente nivel mds grueso, con
resolucion 27, como una combinacién lineal de los ;. En efecto se ha introducido una es-

calera de espacios (Vj)j 7,» representando los sucesivos niveles de resolucion: en este caso
particular,

V; = {f € L*(R); f es constante por trozos en los intervalos [k27, (k + 1)27), k € Z}.
Estos espacios tienen las propiedades siguientes:

L. ...cVocVicVoCc Vo C Vg -y

2. N,zV;=0,U,7V; = L*(R);

3. fEV; & f(27:) € Vi

4. f e Vo — f(- —n) € Vy paratodon € Z.
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La propiedad 3 expresa que todos los espacios son versiones escaladas de un solo espacio

(el aspecto de multiresolucion ). En el ejemplo de Haar se demostrd que existe una funcién
Y tal que

Proy,,  f =Proyy f+ > (o tbia) i (3.1

keZ

La belleza del enfoque de multiresolucion es que siempre que una escalera de subespa-
cios V; satisfaga las cuatro propiedades anteriores, junto con

5. Jp € 1} tal que los o () = p(x — n) constituyen una base ortonormal de Vj,

entonces existe ¢ tal que (3.1) se cumple. En el ejemplo de Haar anterior puede tomarse
p(x) = 1510 < x < 1, p(xr) = 0 en otro caso. Las 1);, constituyen automaticamente
una base ortonormal. Existe una receta explicita para la construccion de ¢: como ¢ € Vy C
V.1 ylos ¢ 1,(2) = v2p(2x — n) constituyen una base ortonormal para V_; (por 3.y
5. anteriores), existe h, = v2(p,¢_1,) tal que (z) = > h,o(2z — n). Bs entonces
suficiente tomar ¢)(z) = > (—1)"h_p119(22 — n) ([DAU92]), como se vera en la seccion
siguiente, aunque se obtendrd una expresion diferente para v dado que se hardn unos cambios
respecto del andlisis en [DAU92]: Se utilizard j en lugar de —j en la definicion de v;;, y se
trabajard con coeficientes av_j = \h/—% La funcién ¢ es llamada funcion de escala del anélisis
de multiresolucion.

3.2. Analisis de multiresolucion y construccion de wavelets

Definicion 3.2.1. Un andlisis de multiresolucion o AMR es una sucesion de subespacios
cerrados Vj, j € Z de L*(R) cumpliendo

‘/]' C ‘/jJrlu v.] € Z7 (32)
fevie f(2() € Vi, (3.3)
(M V; = {0}, (3.4)
jel
Propiedad de densidad: U V; = L*(R), (3.5)
jel
dp € Vj tal que {¢(- — k), k € Z} es una base ortonormal de Vj. (3.6)

A la funcién ¢ de la propiedad (3.6) se le llamard funcion de escala del AMR.

A veces la condicion (3.6) puede ser reemplazada por una condicion mas débil, para ello
se necesita la siguiente definicion:

Definicion 3.2.2. {p(- —n),n € Z} es una base de Riesz para V} si para toda f de 1} existe
una tnica sucesion {a, } 7 en (*(Z) tal que

F@)= 3 anplz - n)
nel.
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con convergencia en L?(R), y

2
AN T <D anp(z —n)|| <BY |a|
2

nEZ nEZ nEZ

con 0 < A < B < oo constantes que no dependen de f.

Cuando se tiene una familia de subespacios cumpliendo las primeras cuatro propiedades
de la definicién, y esta quinta propiedad mds débil se dice que se tine un AMR con una base
de Riesz.

Obsérvese que la propiedad (3.6) de la definicién implica que {¢(- —n) : n € Z} es una
base de Riesz para V) con A = B = 1. En efecto, basta tomar A = B = 1y la sucesién
a, de los coeficientes de Fourier de cualquier funcién de V| respecto del sistema ortonor-
mal {¢(-—n) : n € Z}. Por laidentidad de Parseval se deduce inmediatamente lo anunciado.

Sea i, = 2%@(2% —k). Se observa que g, = p(z—k) pertenece a V; para todo k € Z
por la condicién (3.6). Por otra parte, si j € Z, la condicién (3.3) implica que {p;,, : n € Z}
es una base ortonormal de V.

Ejemplo 3.2.1. El sistema de Haar esta relacionado con el siguiente AMR. Sea V; el espacio
de las funciones en L?(IR) que son constantes en intervalos de la forma [277k, 277 (k+1)], k €
Z.Entonces {V; : j € Z} es un AMR y se puede tomar como funcion de escala ¢ = x[_1,0).
Es inmediato comprobar que se cumplen las cinco propiedades de la definicion.

Las propiedades de la definicion de un AMR no son independientes. Los siguientes dos
teoremas contienen formulaciones precisas de esta dependencia.

Teorema 3.2.1. Las condiciones (3.2), (3.3) y (3.6) implican (3.4). Este resultado es cierto
incluso si en vez de (3.6) solo se asume que {¢(- —n) : n € Z} es una base de Riesz.

Demostracion. Se demostrard por reduccion al absurdo. Supdngase que existe una funcion
f no nula en N;czV;. Sin pérdida de generalidad puede aumirse que || f||, = 1. En particular,
f € V_; para cada j € Z; entonces utilizando reiteradamente (3.3) se tiene que f;(x) =
23 f(2/z) € Vp. Mds atin, un cambio de variables muestra que | f;||, = || f|l, = 1. Como se
estd asumiendo que {¢(- —n) : n € Z} es una base de Riesz de V}, se puede escribir

filw) = alp(e — k),

kEZ

con convergencia en L*(R), de manera que

AN g < Il =1 3.7)

kEZ
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Tomando transformada de Fourier, puede escribirse

274 (2 %>=2‘§/W1’%”j&f@ﬁwa

oo

e 2m€v25 £ (y)dy

|
8

eI f5(y)dy

|
8

Q@\g\

~—

y utilizando el hecho que la transformada de Fourier de la trasladada de f es la modulacién
de la transformada de Fourier, se tiene que

= al(mp)(§)

kEZ

= afe (¢

keZ

= m;(£)&(8),

donde m;(&) = 3,y ahe 2k,

m; es una funcion 1-periddica y por (3.7) se tiene ||m;|, < \/g y por tanto es de
L*([a,a +2)], a € Z.
Asi, f(&) = 22m;(27i)p(2€), y para todo j > 1,
1

‘ Do
/ | f(§)]d€ <22 ( @(235)‘ df) </ |m] 27¢) ‘ d§>
2 2
g 29+2 ) 9 > 2742 3
: d P d
. </2j+1 ’(’D(Mﬂ ’u> (/QHI ’mJ(M)’ N)
3 1 [P , 3
(/23+1 2l d“) (g /2 Ly Imaw)l du)
SR I i e AR T(AS) )
</2a+1 ’ d,u) ggo/ﬂﬂwl |my ()| dp
] 1
< ([ 1ot au)

donde la primera desigualdad es consecuencia de la desigualdad de Holder.
Haciendo j — oo se obtiene que f2 | f )|d¢ = 0, y por tanto f (&) = 0, en casi todo punto

IN

N |=

N
o |
~_

Nl

¢ € [2,4]. Aplicando el mismo argumento a 22 f( '€),1 € Z, se obtiene que f(£) = 0, en
casi todo punto ¢ € 2'[2, 4], Asf,

f(g) =0, en casitodo punto & € (0, 00).
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Si se aplica este argumento en [—4, —2] en lugar de en [2, 4], se obtiene que f(¢) = 0 en casi
todo punto £ € (—o0,0). Asi se llega a una contradiccion con el hecho que f sea no nula.
[

Teorema 3.2.2. Sea{V; : j € Z} una sucesi6n de subespacios cerrados de L?(R) cumpliendo
las condiciones (3.2), (3.3) y (3.6). Suponiendo que la funcién de escala ¢ de (3.6) es tal que
|| es continua en cero. Entonces la condicién (3.5) es equivalente a que ¢(0) # 0. Ademas,

P(0)] = 1.

Demostracion. Asumiendo que ¢(0) # 0 se demostrara que se cumple (3.5). Para ello, se
demostrara que el ortogonal de W = U, <7, V; contiene solo al cero.

Se probara primero que W es invariante bajo traslaciones. Para ello, se verd que W es
invariante bajo traslaciones diddicas 75-1,,,l, m € Z.

Sea f € W.Dado ¢ > 0 existen jo € Zy h € Vj,, tales que ||f — hl|, < e. Por (3.2),
h € Vj,¥j > jo. Por (3.3) y(3.6), es posible escribir,

h(z) =Y de(@e—k)

keZ

con convergencia en L?(R). Asi,

(Ta-tmh) () = h(x — 27'm) = > " dp(¥ (x — 27'm) — k).

kEZ

Sij > 1, como 27! es un entero, (27 (z —27'm) — k) = p(27x — 27"'m — k) es un elemento
de V;. Como ||7y-1,, f — To-1,h||, = || f — R, < €y € es arbtrariamentemente pequeiio, se
puede concluir que W es invariante bajo traslaciones diddicas. Ahora, para un general z € R,
es posible encontrar m y [, ambos enteros, tales que 2~'m es arbitrariamente cercano a x;
entonces, || o1, f — 7. f||, < €,y se sigue que W es invariante bajo toda las traslaciones 7.

Como ¢(0) # 0y |p| es continuaen 0, (&) # 0en (—pu, p) para algin x> 0. Supdngase

que existe g € W=. Se desea mostrar que g es idénticamente nula. g es entonces ortonormal
a toda funcién f € W,y como W es invariante bajo traslaciones, se tiene

/Oo f(z+t)g(t)dt =0

paratoda z € Rytoda f € W. Como (7_,f) (&) = e*™ f(¢), y usando el teorema de
Plancherel se obtiene

/ 2 f(¢)3(E)de = 0

—00

para toda € R. Como fj € L'(R), la igualdad anterior implica que f(£)g(€) = 0 en
casi todo punto { € R. En particular, sea f(z) = 2/¢(2/x) de maneraque f € V; C Wy
F(€) = ¢(279€). Asi, $(277€)§(€) = 0 en casi todo punto ¢ € R. Dado que $(277¢) # 0
si & € (—27u, 27 ) puede concluirse que §(€) = 0 en casi todo punto ¢ tal que [£] < 27p.
Tomando limite cuando j — oo se tiene que ¢ = 0 en casi todo punto y por lo tanto g = 0.
Asi, la unién de los subespacios cerrados V; es densa en L*(R).
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Ahora, asumiendo que W = U, 7V = L?*(R) se demostrard que H(0) # 0.
Sea f tal que f = X[-1,1]- Entonces, por el teorema de Plancherel,

.
11z = 1£1Iz = 2.

Sea P; la proyeccion ortogonal sobre V;. Entonces, como
Al = IR flly) < NI = Piflly S O
y se tiene que ||, — |17

Sea p; x(1) = 22p(27x — k), entonces se tiene que
2
— 2.

j—o0
2

1P f115 = (D _(Fr pin)ein

keZ

Por (3.3) y 3.6), {¢;« : k € Z} es una base ortonormal de V;. Por el teorema de Plancherel,
la identidad de Parseval y teniendo en cuenta que f = X[y 1], S€ tiene,

1P 112 = I i balle = D 1(Fs i) P

kEZ

_ / I GICEGL S

2

2

e2mi2IkEY 5 (29 dE

2|/
/ 2

TR

NG
e

2

Y e
—2-7J

2—J
[ e

Para j suficientemente grande se tiene que [—277,277] C [—1, 1], y la dltima expresion es 27
veces la suma de lcls cuadrados de los valores absolutos de los coeficientes de Fourier de la
funcion x|_o-; 2-5)$. Asi, por Plancherel,

2—J
2 [ el ——2
_9—j J—00
Pero por la continuidad de || en cero,
1 O+e

N 2 ~ 2
— duy — 0)|”.
2%/ Q)| dpe — 12(0))|
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Tomando € = 277, se tiene

27
52 [ 1ot du— 15O

Asi,

p(0)] =1#0. 0

De la demostracion del teorema anterior es posible deducir (3.5) si se supone que se
cumplen (3.2), (3.3), (3.6) y que existe u # 0 tal que () # 0 en (—pu, ). También, si
{V; 1 j € Z} es un AMR, la prueba del teorema anterior muestra que se debe cumplir

12 )
lim — p dp = 1.
lim o [l da

Ahora, se mostrard que es equivalente suponer (3.6) que solamente suponer que {¢(- —
k) : k € Z} es una base de Riesz de V{. Ya se observé anteriormente que una implicacion es
evidente, ahora se verd que si {¢(- — k) : k € Z} es una base de Riesz de 1, entonces existe
una funcién v € V; tal que {(- — k) : k € Z} es una base ortonormal de V4. Esto es una
consecuencia del siguiente lema:

Lema 3.2.1. Sea p € L*(R) tal que el conjunto de traslaciones {p(- — k) : k € Z} es una
base de Riesz del subespacio cerrado de L*(R) que generan. Es decir,

2
A el <D e = k)| <BY il

kEZ kEZ 9 kEZ

donde las constantes A y B cumplen que 0 < A < B < ooy son independientes de
{ck}rez € (*(Z). Sea

1
0,(6) = (Z |6(¢ + W) -
keZ
Entonces vA < 0,(¢) < /B para casi todo ¢ € R.

Antes de presentar la prueba de este lema, se mostrara porque la afirmacion hecha es una

consecuencia de éste. Definiendo y por 4 = -=. Como Ui es acotada con
© ®

1 1 1
0< < < para casi todo £ € R,

VB T 0,(§) T VA

4, y por tanto v, pertenecen a L?(RR). De hecho, como o,, es periédica de periodo 1, puede
encontrarse dos sucesiones {ax}, 7 ¥ {ax}, 7 tales que,

1 —2mik€
- § ape Y
0,(£)

kEZ

o,(§) = Z bre 2T,

keZ

con convergencia en L*(T). Asf,

H(€) = @(&) Y are>™*, y
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P(E) =4(6) Y bre ™.

kEZ

Tomando transformada de Fourier, estas igualdades se convierten en

V() = Zakwo,k(fﬂ)a

kEZ

p(r) =Y biyor(),

kEZ

con convergencia en L*(R). Asi, v € span{pos : k € Z}, y ¢ € span{yo : k € Z}. Por lo
tanto, {y(- — k) : k € Z} es una base de V. Ademds, se sigue de la definicién de v y la
periodicidad de o, que

Z A€+ k) = % Z |p(€ + k)|* = 1 para casi todo ¢ € R.
keZ UW(g) kEZ

La afirmacion de que {y(- — k) : k € Z} es una base ortonormal de 1} se sigue de una mas
bésica caracterizacion de tales sistemas ortonormales:

Proposicion 3.2.1. Si g € L*(R), entonces {g(- — k) : k € Z} es un sistema ortonormal si y
solo si

Z 1§(€ + k)| = 1 para casi todo ¢ € R.

keZ

Demostracion. Se sigue del siguiente argumento de periodicidad y el teorema de Plancherel:

ko = /_ N g(x)g(x — k)dx

o0

- / 3(€)5(E)e e g

o0

- [l entag

o0

+oo I+1 .
=3 [ R enag

l=—c0

+o0 1 .
=3 [latu P ey
0

l=—

1
= [ ot 08 ) et
0
1eZ,

y esto implica que la funcién 1-periédica ), ., (£ + k) |” vale 1 en casi todo punto, dado
que el coeficiente de Fourier correspondiente a k = ( vale 1 y el resto de coeficientes vale 0.
El reciproco es inmediato. ]
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Ahora se presentard una prueba del lema 3.2.1. Sea ¢ = {c;.}, 7, una sucesién de *(Z)
Y S¢ = Y ez Ckto.k- Entonces

=) ke HER(6) = v (§)$(9),

kEZ

con ue(€) = Y 4cp cre 2™k e L2([0,1]).

Por otra parte,

~

S¢

2 o0 . 5
P GG

o0

= /k e (€)p(6) 2 de

keZ

/ (€)Y [B(€ + k)P de

- / [0c (€ (€) de

Asi, por el teorema de Plancherel,

1
1200 = / [0c(€)o () de.

Por tanto, puede reescribirse la propiedad del enunciado de la forma
2 2 2
A HUCHLQ([OJ]) < HUCUsOHm([oJ}) <B HUCHL2([0,1}) :
Fijando 7 € [0, 1] y tomando v¢(§) = \ﬁ S €2k se tendrd que
1 (sin (mm (€ — n>>>2 B
m \ sin (7(€ = 7))

donde K, es el m-ésimo nicleo de Fejér en L*(]0, 1]).
Mirando los coeficientes de Fourier de v, se deduce que ||vc||7. (.1 = 1- Teniendo esto en
cuenta, se sustituye en la desigualdad y se obtiene,

[oe (&) =

Kp(n =€),

2
A < lveoplliz oy < B

Ademas,
1
lvcc gy = | @ o20de
/ Kol — €)02(6)de

(Km*02) (), en casitodo punto 7 € [0,1].
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Asi, la desigualdad queda
A< (K *02)(n) < B, encasitodo punto 7 € [0,1].

Pero, por el teorema de aproximacién a la identidad, (K,  02) () — o2(n) cuando m —
00, y se obtiene asi la desigualdad del enunciado.

Construccion de wavelets desde un AMR
Si H es un espacio de Hilbert y { H : k € Z} es una secuencia de subespacios cerrados
mutuamente ortogonales, se denotara por

k=—o00

al subespacio cerrado consistiendo de todas las f = >, ., fucon fr € Hyy > .7 || fill? <
00, donde la norma viene dada por el producto interno. Se llamard a V' la suma directa
ortogonal de los espacios ;. Si la familia consiste de dos subespacios H; y H, se es-
cribird H; & H,. Suponiendo que se tiene una coleccién de subespacios cerrados {VJ}J 7,
de L*(R) formando un AMR con funcién de escala ¢. Sea 1 el complemento ortogonal de
Vo en V7, es decir.

Vi=Vo & Wh.

Entonces si se dilatan los elementos de T, por 27, se obtiene un subespacio cerrado W
de V4, tal que
‘/;'4,1 :‘/j@Wj, V] EZ.

Como V; — {0} cuando j — —o0, se tiene que

J
Vim=V,eW; = @ W, paratodo j € Z.

{=—00

Como V; — L*(R) cuando j — oo, se tiene que

L*(R) = é W;.

j=—o00

Asi, para encontrar una wavelet ortonormal, solo se necesita encontrar una funcién v de
Wy tal que {¢(- — k), k € Z} sea una base ortonormal de 1/, dado que en este caso, por
(3.3) y la definicién de W, se cumple que {234)(27 - —k), k € Z} es una base ortonormal de
W;,Vj € Z. Por lo tanto, {t; 1, j,k € Z} es una base ortonormal de L*(R), y asf ¢ es una
wavelet ortonormal de R.

Para encontrar esta funcion 1) es til notar la siguiente propiedad de la funcién ¢. Por
la propiedad (3.3) de la definicion, %go (5) € V_; C Wy y por (3.6) es posible expresar esta
funcion usando la base {¢(- + k), k € Z} y se obtiene

%(p (%x) = app(z+k),

keZ
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con convergencia en L?(R), donde

1 1 \—
= g /Rgp (§x> o(x + k)dx, y Z || < 0. (3.8)
keZ

Tomando transformada de fourier se obtiene

P(26) = @(6) > e = G(&)mo(£), (3.9)
k
donde

mo(§) =) ape™™™* (3.10)

kEZ

es una funcién periddica de periodo 1 en L?([0,1]). A esta funcioén my se la llama filtro de
paso bajo asociado a la funcién de escala .

Se empezara por derivar un simple pero bésico corolario de la proposicion 3.2.1:

Corolario 3.2.1. Sup6ngase que g es una funcién de L*(R) y que {g(- — k) : k € Z} es un
sistema ortonormal. Entonces |[sop(§)| > 1y se da la igualdad si y sélo si || = xx para
algtin conjunto X C R medible con | K| = 1.

Demostracion. Como el sistema es ortonormal, se tiene que ||g||, = 1, y por Plancherel
también ||g||, = 1. Por otro lado, por la proposicién 3.2.1, |§(£)| < 1, en casi todo punto

¢ e R Asi,
sop(@)| = [ > [ Jalo)f de =1
SOp(9) R
Si|sop(g)] =1y 0 < |g(§)] < 1en un conjunto E' de medida positiva se tiene la contradic-
cion
L= lalls = [ la(@) ¢ < [sop(9) — E| + 1| = lsop(a)] =
SOpP(9)

entonces, |G(£)| = 1 en el soporte de §. Finalmente, si {g(- — k) : k € Z} es un sistema
ortonormal y |G| = xx, entonces se debe tener

K| = [sop(9)] = 141l = 1.
O

Se continuara con la construccién de una wavelet ortonormal v asociada con la funcién
de escala . Una importante propiedad del filtro pasa bajos es

2

1
Imo(€)]> + ‘mg (5 + 5) = 1 para casi todo punto £ € R. (3.11)

Esta condicion se conoce como condicion de Smith-Barnwell. Para probarla se utiliza la
proposicion 3.2.1, reemplazando g por ¢, se obtiene

Z |$(2€ + k)|* = 1 para casi todo ¢ € R,

kEZ
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pero usando (3.9) se observa que esta igualdad es equivalente a

(e ()

keZ
Separando la suma del lado izquierdo de la igualdad anterior, segin la paridad de k, usando
la 1-periodicidad de my y la proposicién 3.2.1, se obtiene
2041\ |7
(£+557)

Sl (e D (e 3) e (257

=|m0(§)|2£€%|¢(€+f)|2+’mo< ) p(evert)

2

2 2

=1 paracasitodo £ € R.

1=

2

ted,
= €)1+ o (& + )

Lo cual prueba (3.11).

Para encontrar ) se examina WW_, el cual es el complemento ortogonal de V_; en V{;
ésto se hace en el dominio de la transformada de Fourier.

Lema 3.2.2. Si 1) es una funcién de escala para un AMR {VJ}J <7 ¥ Mo es el filtro pasa bajos
asociado, entonces:

Vi = {f: f(&) = m(26)mo(£)$(€), para alguna funcién 1-periédica m € L2([0,1])},
= {f: f(&) = L(&)@(€), para alguna funcién 1-periddica ¢ € L2([0,1])}.
Demostracion. Se probara primero que
Vo C{f 2 f(€) = m(26)mo(€)$(€), para alguna funcién 1-periédica m € L2([0,1])}.

SifeV.,,

cony ., |lex|” < oo. Asi, usando (3.9),

= V2 ap(26)e

kEZ

= V2p(20) Y ere

kEZ

= V2p(&mo () Y | cre e

keZ

= V24(E)m(28)mo(€),
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conm () = V2, cre” 2k, que es una funcién 1-periddica de L*([0, 1]).

Ahora, para la inclusion contraria, sea m € L?([0,1]) una funcién 1-periédica. Se desea
probar que f pertenece a V_1, donde f estd definida por

F(&) = m(26)mo(€)$().

Calculando como en el paso anterior se obtiene que f es de la forma deseada, pero hace falta
que m(26)mo(€)@(€) sea de L?(R). Esto es verdadero para cualquier funcién de la forma
h(£)p(€) si hes 1-periddicay h € L*([0,1]) debido a la ortonormalidad de {¢o(- — k) : k €
Z}. En efecto,

[P IR de =5 [ 10 1o0e + B i = 1oy
kEeZ

por proposicién 3.2.1. Como my es acotado por la proposicién 3.11 'y m € L*([0, 1]), se
tiene que h(€) € L2(]0, 1]). Esto establece la caracterizacién de V_.

Se verd ahora que
= {f: f(€) = £(6)@(€), para alguna funcién 1-periédica ¢ € L([0,1])}.
SifeW, flx)= ZkeZ cpp(x —k),cony, x| < co. As,

€) = () Y cre ™™ = €)@ (¢),

kEZ

con ¢ funcién 1-periédica en L?([0,1]). La prueba se termina con un argumento similar al
utilizado en la caracterizacién de V_;. Sea £ una funcién 1-periédica de L?([0, 1]). Asi,

[ 1O €0 e = 3 [ 10007 160+ B i = Wy
k€
Por lo tanto, f (€) estd en L?(R) y queda demostrado el lema. [l

Para continuar con la construccién de la wavelet ¢/, se debe caracterizar a los elementos
de W_, y Wy. Los elementos de W_; son todas las L?-funciones f € V{, que son ortogonales
aV_;.Sea

U :Vy — L*([0,1)])
f=U(f)=¢

donde la funcién ¢ es definida como en el lema 3.2.2. Se cumple que U es lineal y ademads

2 2 2 2
HUfHLQ([O,l]) = WHLZ([O,H) = Z |ck|” = HfHL2(R)-

keZ

Por la identidad de polarizacion se obtiene que

(f, 9>L2(R) = U/, U9>L2([071]) , V.9 €.
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Si f es ortogonal a V_, esta tltima igualdad y el lema 3.2.2 implican que ¢ debe ser ortogonal
am(2&)mg(€), para toda funcién 1-periédica m € L?([0, 1]). Asi, se debe cumplir,

0= / () meEyma(E)de

- ["weg {as)mo(s) reerg)m(e+3) } 3

para toda funcién 1-periédica m € L*([0,1]). Asi, como la funcién m(2-) es periédica de
periodo 2, la tltima igualdad indica que la funcién %—periédica que estd entre llaves es or-
togonal a toda funcién %—periédica de cuadrado integrable. Es decir,

U(E)mo(§) + ¢ (5 + %) My (é + %) =0,

para casi todo £ € [0, 1].

Asi, si se escribe esta relacion en forma vectorial, interpretdndola como la condicién para
que dos vectores en el plano sean paralelos, se tiene que,

(6(5),6 (5 + %)) =X (5 + %) (mo (5 + %) , —WS)) . G1)

casi para todo £ y para un A(§) apropiado.
Haciendo el cambio £ = u + % y utilizando que mg y ¢ son 1-periddicas se obtiene

(e (m%) ,au)) — A+ ) (m—(u) —me (w%)) |

Cambiando el orden de las componentes y acomodando el signo menos se obtiene que la
igualdad anterior es equivalente a

(ﬁ(g),f (5 + %)) =AE+1) (mo (5 + %) , —W(g)) , paracasitodo &, (3.13)

Se sabe que por la proposicién 3.11 que el vector

e

tiene norma 1 para casi todo &. Este hecho, junto con las igualdades (3.12) y (3.13), implica
que A€ + 3) = —A(£ + 1) para casi todo £ € [0,1]. Asi, A es una funcién 1-periédica y
ademds

AE) = =) <§ + %) para casi todo & € [0, 1]. (3.14)

Esto significa que \(¢) = €2™€5(2¢) donde s € L*([0,1]) y es 1-periédica. Es suficiente
definir s(&) = e TN (L€).

—
N =
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De (3.12) y (3.14) se obtiene

ag):<2”?425yn0(£4—%>, (3.15)

con s € L*([0,1]) y l-periddica. Pero el subespacio de L?*(R) que contiene todas las fun-
ciones f tales que f(&) = £(£)¢(&) con ¢ satisfaciendo (3.15) estd en el complemento ortog-
onal de V_; en V. Esto da la siguiente caracterizacion de W_:

W_, = {f L (&) = 2™ s(E)myg (f + %)@(f), para s € L*([0,1]) funcién 1—peri(’)dica} .

lo cual, permite establecer la siguiente caracterizacion de W:

Lema 3.2.3. Si ¢ es una funcién de escala de un AMR {V]}] c7, ¥ Mo es su filtro pasa bajos
asociado:

Wy = {f - f(26) = 2™ 5(26)my <§ + %)@(5), para s € L*([0,1]) funcién l—periédica} :

Se sigue de este lema que W es invariante por traslaciones enteras aunque V; no lo es.
De manera similar, se tiene

W; = {f L F(27E) = 2™ 5(26)my <§ + %)@({), para s € L*([0,1]) funcién 1—periédica} :

Si se define v por
5(26) = o (4 3 )9(6) G.16)

tomando s = 1 en (3.15). Se puede afirmar que se ha encontrado la wavelet ortonormal que
se estaba buscando. De hecho, toda wavelet ortonormal en W, puede ser caracterizada como
sigue:

Proposicion 3.2.2. Supdngase que ¢ es una funcion de escala de un AMR {V}}] <7, Y seamg
el filtro de paso bajo asociado. Una funcién ¢ € Wy = V; N V- es una wavelet ortonormal
en L?(R) si y solo si,
. . 1\ .
(26) = @ u(zma (€ + 5 )40 a1
para casi todo £ de R y para alguna funcién v 1-periédica medible tal que
()] =1, ae. € € L*([0,1]).

Demostracion. Primero que todo, 1 € W, por la caracterizacion de I y por que la dltima
igualdad envuelve que v € L*([0, 1]). Ahora, para cualquier g € W, existe una funcién
1-periddica s € L*([0, 1]) tal que

9(26) = #s(2eyma (€4 3 )16,
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Asi, se tiene

Dado que sv € L*([0,1]), puede escribirse s(£)v(£)0 = Y, ., cxe”>™*¢, para una sucesion
{Ci} ez € P2(Z), y se obtiene

g(z) = ZCMU(QC — k),

kEZ

lo cual prueba que {¢)(- — k) : k € Z} genera W,. La ortonormalidad de este sistema puede
ser probado mostrando que v satisface la igualdad de la proposicién 3.2.1:

) (1 k 1 k1
é’lﬂ(fJﬂf) :%¢(§f+§> mo(§§+§+§>
2
:Z¢(%g+5) mo(%f—i—ﬁ—i-%)
teZ,
2
@(%wu%) m0<%§+€+1)
tel.

+2
(e o3

donde se ha sumado sobre los pares e impares por separado, se ha usado la 1-periodicidad
de my, la proposicion 3.2.1 para ¢ y la ecuacion (3.11) para my.

2 2

‘ 2

2

2

?

Se ha observado antes que si {¢)(- — k) : k € Z} es una base ortonormal de W, en-
tonces {2//24)(2) - —k) : k € Z} es una base ortonormal para V;. Asf, como se tiene que
L*(R) = ;2 __ Wj, 1 es de hecho una wavelet ortonormal de L*(R).

Ahora, para el reciproco, se debe mostrar que toda wavelet ortonormal ) en W}, es descri-
ta por (3.17). Para cualquier v € W, por el lema 3.2.3, debe haber una funcién 1-periédica
v € L*([0,1]) tal que
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Si 1) es una wavelet ortonormal, entonces la ortonormalidad de {¢(- — k) : k € Z} da
‘2

1= [de+n)

keZ
&k NP (¢, K\
=%Zz|v<g>|2mo(§+§+§) s(5+%)
2 2 2 2
e (5D O -+ B (T 5002
el tels
2 2
=|v<5>|2<m0 (5+3)| +|m(3) )
=[o(&)I,
para casi todo £ € [0, 1]. Lo cual completa la prueba.
0

Esta proposicién completa la construccion de una wavelet ¢ desde un AMR. La siguiente
proposicién muestra una manera de expresar ¢ como combinacion lineal de traslaciones de
la funcién de escala y con coeficientes relacionados con los coeficientes que determinan el
filtro pasa bajos.

Proposicion 3.2.3. Suponiendo que ¢ es la funcién de escala de un AMR y que my es el
filtro pasa bajos asociado. Entonces,

Y(x) =2 (1) *arp(2z — (k- 1)),

kEZ

donde mg (&) = Y, ape?™*e,

Demostracion. Como (—1)F = ™, se tiene que mo(§ + 1) = >, ;e 2R (—1)k.
Sustituyendo en (3.16) se obtiene

~

5(26) = e €4 3 ) 916
= Y R (1))

keZ

= (~Dfage >t Ng(g).

kEZ
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Finalmente, tomando transformada de Fourier inversa,

= [ oo
/R e—ﬂ'i&-(k‘—l)@ <g> 627ri§xd§
keZ

_Z / mi§(2z—(k—1)) (€> dé

kEZ
= S (Dfa(2) [ et () du
keZ R
—QZ a2z — (k — 1)).
kEZ

Ahora, se muestra una manera de obtener |¢| a partir de ‘1/)‘

Proposicion 3.2.4. Sea ¢ la funcién de escala de un AMR y 1) una wavelet ortonormal.

Entonces,
o

Demostracion. De la proposicion 3.11, de (3.9) y de (3.16) se obtiene
—1 2
ezwifm() ({ + 5) @(5)‘
1 2
~ 2 2
~ 15(6) (Imo(f)l #lma (€4 3) )

= 2.

Iterando este proceso se obtiene que

@/A) 27¢) ‘ , para casi todo punto ¢ € R.

P26 +[(20)| = Ip©mo©) +

N
2o + @) W =1

j=1

B =

NUNT
Como |3(€)]* < 1, la sucesién {Z;\le w(27£)‘ N =23,... } es una sucesion creciente

de nimeros reales acotada por 1
Ademas,

$(2V€)|” también existe.

pvo as = g5 [ 1@ as 5o

y por el lema de Fatou

/RN—>

Ast, limy o0 |9(27€) ‘2 = 0y queda probada la proposicion. O

zNg\ d¢ = 0.
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Ejemplo 3.2.2. La wavelet de Haar estd construida (con una traslacion) a partir del AMR
generado por la funcién de escala ¢(r) = x[-1,0)(x) asociado con el AMR descrito en el
ejemplo 3.2.1. Como

1 1 1

—90(593) = —X[—2,0)(®) =

: : pla) + 5ol +1),

2

DN | —

se deduce que los coeficientes del mg son ag = 3, g = 3y aj, = 0Vk # 0, 1. Asi el filtro
de paso bajo para la wavelet de Haar es

1 .
mo(€) = 51+ ¢7€),
Usando la proposicién 3.2.3 se obtiene que

(x) =92z +1) — p(22) = X1 - 1y(x) = X1 g (2).

Este resultado también puede ser obtenido directamente. Calculando la transformada de
Fourier de la funcion de escala:

ﬂaz/eﬁmwmmwm

[e.9]

O .
— / 6727rz£xdx
-1

1 — 6271'1'{
—2mi€
it sin €

€

Asi, por (3.16), se tiene

1

) . (. 1\ . o 2mib N ( p2miE
1(26) = €™ myg (g + 5) p(e) = e2mel € T)ET 2 1)

4mi&

Es decir,
sin? (—Wf
N . 71'7;5 _ 2 _I_ 6—71'7,5 . 2
— 7”5 € — ) ﬂ—ZE—
(&) =e i ie T

2
Al calcular la transformada de Fourier de x[_l T X[_; 0) se observa que coincide con la
b 2 2 b

ultima expresion. Para obtener la expresion de la wavelet de Haar dada en el ejemplo 3.2.1
se necesita tomar v(£) = e~ en la proposicion 3.2.2.

Ejemplo 3.2.3. La wavelet de Shannon es la funcién v cuya transformada de Fourier satisface

B(€) = €™y (€),

donde [ = [—1, —%) U (%, 1}. Para ver que es una wavelet se usa la proposicion 3.2.4, para

obtener una funcién de escala de un AMR que genere esta wavelet. Se tiene

D(2€) = ™y (2€) = emngIj (€)
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Figura 3.4: La wavelet de Haar 1) y su funcién de escala .

N

1
w3

sin €

s

Figura 3.5: Grafico de
de la wavelet de Haar.

0 N~———"2 3

, relativo a la transformada de Fourier de la funcién de escala ¢

sin? (7€/2)

Figura 3.6: Gréfico de T/Q

Haar .

, relativo a la transformada de Fourier para la wavelet de
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donde [; = [-279, =279~ hyy (2771 277].

Los intervalos /; son disjuntos y su unién para j > 1 es [—1,0) U (0,1], asi que,

2
utilizando la proposicion 3.2.4, se puede tomar

Como

M\H
M\H

> [

keZ

](f + k:) =1, paracasitodo £ € R,

por la proposicion 3.2.1, se tiene que {(-—k) : k € Z} es un sistema ortonormal. Se elige V
como el subespacio cerrado generado por {¢;, = 2//%p(27 - —k) : k € Z}, paratodo j € Z.
Entonces, si se demuestra que $¢(3x) es un elemento de V; se tendrd que {V; : j € Z} es
un AMR. Esto es equivalente a encontrar el filtro pasa bajos my satisfaciendo (3.9). Como
myg es una funcion 1-periédica en L?([0, 1]) la ecuacién (3.9) da

P(6) = X[

Asi, para & € [—%, %] se tiene

mig={ pucel vl

0, en otro caso,

y se extiende periddicamente desde [—%, %} a todo R.

Se puede deducir por (3.16) que

9(26) = ¥m (5 +3)#©)
T 1
e*™m <§ + 5) % %](5)
27rz§

Asi R ‘
(&) = e xu(é).

Se puede comprobar que la funcidn de escala es

sin mx

pla) = ——,

y la wavelet
sin 2wx + cosmx

m(2x + 1)

Ua) = -
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AN

4 N 2 -1 yi > 3 T

sin 2mx + cosx
72z + 1)

Figura 3.7: La wavelet de Shannon ¢ (z) = — para la cual 1&(5) =

e x1(8).

0 M

=~
0
'
N
'
=

wH
-

sin mx

Figura 3.8: La funcidn de escala ¢(x) = para la wavelet de Shannon.

3.3. Construccion de wavelets de soporte compacto

En esta seccion se mostrard que para todo entero no negativo n existe una wavelet
ortonormal ) con soporte compacto tal que todas las derivadas de ) hasta orden n existen y
son acotadas. La existencia de esta wavelet ortonormal serd mostrada utilizando el concepto
de andlisis multiresolucion desarrollado en las secciones anteriores.

La wavelet de Haar ¢)(x) = X[-1,-1) (x) — X[-10) (x) es un ejemplo de wavelet ortonor-
I 2 27

mal con soporte compacto. Sin embargo, la wavelet de Shannon tiene como soporte toda la
recta real. La wavelet de Haar es discontinua y la de Shannon es C*°, es decir, continua e
infinitamente diferenciable con derivadas continuas. Es posible obtener wavelet con soporte
compacto como la de Haar pero con més regularidad que ésta.

Se desea construir una funcién de escala ¢ a partir de un filtro my. Se asumird que my
cumple con las propiedades vistas en la seccién anterior

mg € C! yes 1-periddica,
[mo(©)F + |mo (6 +3)|" =1, (3.18)

Si existiera la funcion ¢, aplicando (3.9) reiteradamente, ésto es G(£) = mo (&) ¢ (5€), se
deberia tener

N
@(€) :¢2N§H 277¢), VYN e N.
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Se denotard por [[(€) al producto Hj\;l mo(277€). El teorema 3.2.2 lleva a esperar que ¢
sea continua en 0 y, mas adn, ¢(0) = 1. El producto infinito

Hmo ]5

es convergente para todo £ € R. Se tiene por la segunda condicion en (3.18), que |m(&)| <
1, paratodo £ € R, y por tanto, |[[(£)] < 1. Asi

N+1

11— 1T@ = ITmo2" Hmo 79 =[1© (mo2¥"'9) 1),

N+1 N

y por tanto, usando que |mg(&)| < 1, que mo(0) = 1y el Teorema del Valor Medio, se
obtiene

L1 (mo(2¥71¢) — 1)

H(&)—H(ﬁ)‘ =

N+1 N N
< |mof Q*Nflf) —mg(0)]
< [lmpll 2V 1]

<|mgll 27N €], VN,M €N,

I1©-11®

N+M N

es decir, la sucesion {[]y(§)} yoy es de Cauchy, y por tanto convergente. Asi, es posible
definir

Hmo ), £ €R. (3.19)

Proposicion 3.3.1. Sea mg una funcién definida en R satisfaciendo (3.18). Entonces la fun-
cién ¢ definida por

Hmo §€R

estd en L*(R) y ademas [|p]], < 1.

Demostracion. Sea [[5(§) = vazl mo(277€). mg es una funcién 1-periédica y por tanto
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[ 1, es una funcién 2% -periédica. Asi, por las propiedades del filtro.

w1 [T i
-/ : T K
- [T e+ [ [Tio) a
- e 2+ [e2 e
- (@ 2 <|mo<2Na>|2 o (56+3) ) it
-/ . Il© P

Repitiendo el argumento se obtiene que

2
In=1 :/ Mg (%f)

0
1
2
= d
2/0 imo (€)? de

1/2 1
—9 [/ﬂ |mo <£>Fd£+/m [mo <£>|2d£]

1/2 , 1\ |2
—2 f [lmo<§>r de-+ o (4 3) ]d&

=1.
2, aplicando el lema de Fatou se obtiene queda

2
dg

Como [T ()" = |&

oN-1 2

A2 < It _ _
Joretaes o [ |TT) de= Jin 1=
Asi ¢ € L2(R),  estd bien definida y |¢||5 = |||l < 1. 0

Ahora se observaran otras propiedades de m, que aseguren que ¢ es una funcion de
escala de una wavelet ¢ de soporte compacto. De (3.9) se tiene que si ¢ fuese la fun-
cion de escala deseada, entonces se debe cumplir mo(§) = > .5 are?™* ¢ con o =
1 oo (37) ¢(z + k)dz. Es decir, los ay, tienen que ser los coeficientes de 1¢ (1) € V_,
en la base ortonormal {¢(- + k) : k € Z} de V. Para que la funcion de escala ¢ sea de
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soporte compacto, s6lo un niimero finito de los «, pueden ser distintos de cero. Asi se tiene
que mg(&) debe ser un polinomio trigonométrico.

No se puede esperar que una wavelet ortonormal de soporte compacto pertenezca a
C>(R). Este hecho serd una consecuencia del siguiente resultado:

Teorema 3.3.1. Sea r un entero no negativo. Sea ) una funcién de C"(R) tal que

C

W(m)] S W’ para algﬁné > 0,

y tal que )™ € L®(R), param = 1,2,...,7.Si {1, : j, k € Z} es un sistema ortonormal
de L*(R), entonces todos los momentos de ¢ hasta orden r son cero, es decir

/xml/z(x)dx =0, Ym=0,1,2,...,r.
R
Demostracion. La demostracion se hard por induccion en r. Primero, para » = 0, sea a un

ndmero diddico, a = 277k para algiin jo, ko € Z tal que ¢(a) # 0. Como [[¢)||, = 1y ¢ es
continua, existe un a como el descrito. Como ) es wavelet ortonormal,

Tomando k = 29770k, con j > mdx{jo, 0}, esta igualdad queda
/w (2(z — a)) dz = 0.

Haciendo el cambio de variable y = 27(z — a) se obtiene

| Ty o

Pasando al limite cuando j tiende a oo y aplicando el teorema de convergencia dominada

(TCD), se tiene
5@ [ vy =
R

/Rzﬁ(y)dy =

con lo cual queda verificado el caso base. Antes de considerar el caso general, se probara el
teorema en el caso » = 1 para ilustrar como funciona el método en un contexto més simple.

y como ¥(a) # 0,

Se define N
~ [ vty
Como [, ¥(y)dy = 0 por el caso anterior, se observa que lim, .. ¥(z) = 0. Ademads,
Wx) = [7_( = — [ 4 (y)dy. Como se estd suponiendo que
C
)| < —————, paraalgine > 0,
()] < 1 [aee Paraale
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entonces se vera que
G

(14 Jz)t+=

()] <

En efecto, si |z| > 1,

- © 1
9(2)] S/x [¥(y)ldy < C/I 07 |§|)2+a = U

asi que, integrando por partes se obtiene

/_ Z I(w)dz = — /_ Z () da.

Entonces, lo que se desea demostrar es que

/_00 Y(z)dx = 0.

o)

es posible adaptar el argumento que se us6 para ¢ en el caso » = (. Como 1) es no constante
y ¢’ es continua, existe un a = 2770k, tal que v/'(a) # 0. Escribiendo de nuevo

/@D (2(z — a)) dz = 0.
Entonces, integrando por partes, se sigue que

/1/) J(2/(x — a)) dz = 0.
Haciendo el cambio de variable y = 27(z — a) se obtiene

/R ' (a+ 273y)9(y)dy = 0.
Como antes, haciendo que j tienda a oo se concluye que

/ e

y como ¢ (a) # 0 se tiene que [, ¥( =

Abhora se procedera por induccién de » — 1 a r. Si se supone que es cierto hasta r — 1,
entonces todos los momentos hasta orden  — 1 son cero y es posible integrar ¢ hasta r veces,

obteniendo funciones ¥; = ¥, Js, ..., 9, tales que ¥, = ¥y_1, y lim, 4o, ¥y = 0. Ademas,
puede verse como antes que existen constantes (', . .., C,. tales que
Cy

[Je()] < (L [ iee (=1,2,...,r1.

Integrando por partes r veces, como en el caso = 1, se observa que

/x’”w(a:)dw =0 siy solosi /ﬁr(x)dzz: = 0.
R

R
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De nuevo, como ¢ no es un polinomio y (") es continua, existe un a = 277k, tal que

Y™ (a) # 0. De
/w (2(z —a)) dz =0,

integrando por partes r veces se obtiene que

/wr)  (2(z = a)) dz = 0.

Haciendo el mismo cambio de variable que en los casos anteriores y haciendo tender j a co
se tiene que

(a) / 9, (y)dy = 0,

y como (") (a) # 0 se tiene que el resultado es cierto hasta orden r. [l

Observacion: Como

d™y) am [ m
dfm( ) = (—2m1) /Rx Y(x)dx

bajo las hipotesis del teorema 3.3.1 se tiene que
d™y)
agm

El siguiente teorema es un corolario del teorema 3.3.1.

——(0)=0 param=0,1,2,...,r

Teorema 3.3.2. Sea®) € L?(IR) una funcién con soporte compacto tal que 1) € C*°. Entonces
{¥jx : j, k € Z} no puede ser un sistema ortonormal de L%(R), donde 1, () = 2//%4(2/x—

Demostracion. La demostracién se hard por reduccién al absurdo. Si {¢;, : j, k € Z}
es un sistema ortonormal en LQ(R), entonces, como v es una funcién de soporte com-
pacto, se cumplen las hipdtesis del teorema anterior para todo r natural, y se tiene que
todos los momentos de 1 son cero. Asi, para cualquier polinomio p(x), se cumple que
Jz p(x)mdx = 0. Como %) tiene soporte compacto, por el teorema de aproximacién de
Weierstrass, es posible encontrar un polinomio p(z) que la aproxime. Es decir, dado ¢ > 0,
existe p(z) tal que sup,cx [¢(z) — p(x)| < e, donde K es el soporte de 1. Asi,

]2 = / e

Como ||¢h]|, < ooy € es arbitrario, se tiene que ||¢/||5 = 0, lo cual contradice la ortonormali-
dad del sistema. [
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Este teorema muestra que solo se puede esperar que una wavelet ortonormal acotada con
soporte compacto sea a lo sumo de clase C"(R) para algin finito entero no negativo n.

Ejemplo 3.3.1. Para el caso de la wavelet de Haar dada en el ejemplo 3.2.2, se tiene que
p(z) = Xx[-1,0)(7) asi que

627ri§ -1 1+ 627ri§

@(f) = omic mo(f) 9

: 2 (T
A . S1n” (=
() — ieme 2 (2)

2
Se demostrara que, en este caso, la funcién ¢ satisface (3.19), es decir, se probara que

ﬁ (1 + em‘2*j+1§> e2mi€ _

= 3.20
. 2 2mié ( )
7j=1
0, equivalentemente,
H emi2e cos(m27I¢) = €™t sin (m€) (¢) )
: S
7j=1
Como el producto de las exponenciales en el lado izquierdo es igual a ™, se debe tener
H cos(m277¢) = o <7T£).
=1 me

Utilizando la identidad sin(2«) = 2sin «v cos a se puede escribir

- iy U sin(r277 1) ~ sin(7¢)
jl_IlcoS(W2 1) = 31_11 Dsin(r29€) 27 sin(r2ng)’

lo cual tiende a % cuando n — oo. Con €sto se muestra que, en este caso, ¢ puede en
efecto ser definida por la ecuacién (3.19).

Ejemplo 3.3.2. Tomando mg(§) = 3(1 + ), la cual es una funcién 1-periédica que
satisface (3.18). Si se define ¢ por (3.19) se deduce de (3.20) que

667ri£ —1

PE) = 57
Se puede verificar que ¢(z) = +x[_3,0)(x) calculando su transformada de Fourier. Se observa
entonces que las traslaciones enteras de ( no forman un sistema ortonormal en L?(R).

El ejemplo anterior muestra que las condiciones dadas en (3.18) no son suficientes para
producir una funcién ¢ definida por (3.19) tal que las traslaciones enteras de ¢ formen un sis-
tema ortonormal. Se demostrard que una condicidn suficiente de m para tener esta propiedad
es

mo(§) # 0 paratodo & € [—i,ﬂ :
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Se sabe por la proposicién 3.2.1 que {¢(- — k) : k € Z} es un sistema ortonormal si y
solo si
Z |@(€ + k)|* = 1, para casitodo ¢ € R.
kEZ
Asi, si se define G(&) == >, [Q(€ + k)|?, se necesita ver que (3.18) y la definicién de ¢
implican que G (&) = 1 para casi todo £ € R.

A partir de ahora se supondrda que m( es un polinomio trigonométrico de la forma
mo(€) = S0, caxe® . Entonces [],(€), definido en la demostracién de la proposi-

cién 3.3.1 es una combinacion lineal finita de términos de la forma e27ri<2§\7:1 27%)5, donde
—M < {; < M. Asi la transformada de Fourier inversa de I1 y €8 una combinacion
lineal finita de funciones ¢ de Dirac de la forma J,, con ¢ = — Zjvzl 2‘j€j, dado que
(02)°(€) = [p0(x — a)e ®™*dx = e~?™% Como a € [—M, M] la funcién ¢ definida
en la proposicién 3.3.1 es una funcién de L?(R) con soporte contenido en [—M, M]. Co-
mo ¢ € L*(R), G(&) es una funcién 1-periddica de L*([0, 1]). Ademds por el teorema de
Plancherel,

1
c ::/ G(&)e 8 d¢
0

k+1 ‘
-y /k eI () 5 (E)de

kEZ

- / e ()] PENde

(e 9]

- [ ete- 05w

(e 9]

Pero si ¢ es de soporte compacto, la tltima expresion es cero, excepto para un nimero finito
de enteros (. Asi, se ha probado el siguiente lema:

Lema 3.3.1. Si mg un polinomio trigonométrico que satisface (3.18) entonces ¢ es una fun-
cién de soporte compacto en L2(R) y G(£) = 3,0, [0(E + 0))? = 3 ey cee®™ es un
polinomio trigonométrico.

Teorema 3.3.3. Sea m un polinomio trigonométrico que satisface (3.18) y tal que mqy(§) # 0

para todo £ € [—i, ﬂ . S1 ¢ esta definida por

2(6) = [[mo(27¢), € €R,
j=1

entonces {¢(- — k) : k € Z} es un sistema ortonormal.

Demostracion. Se necesita ver que G(£) = 1 en [—1,1], donde G(&) estd definida en el
lema anterior.

Observando primero que si ¢ € Z, ¢ # 0, entonces p(¢) = 0. En efecto, ¢ = 2Pg con ¢

impar, tal que el producto
N

[[mo(27727)

Jj=1
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contiene el factor mo(2) si N > p + 1y por (3.18) my(2) = my(5) = 0. Asi, G(0) =

1
2
|¢(0)|* = 1. Ahora obsérvese que

6(26) = Im@F a(©) + mo (¢ )| @ (+3). 621

dado que, al separar los términos pares e impares en la suma que define a G(2£), se tiene

ceo) =3¢ (2 (§+§)>

LET
o\ P I
mo(§+§) ¢(§+§>

= Imo (P g (E+ R+

= Imo(€)* G(€) + \m (e+3)

2

2

mo(f‘F%)
2 1
G<§+§>.

] G() y escogiendo & € [—1,1] tal que G(&) = m, puede verse ahora

2 2

. 1

Seam = min 11
fe[*gyg

por reduccién al absurdo que se debe cumplir que G (%50) = m. Suponiendo lo contrario,
que G (3&) > m, entonces usando (3.21) y suponiendo que my (3&) # 0, se tiene

2 2
vt () o) o - G

1\ 1 1\ |?
>m |myg 550 +m |myg 550+—

2
:m’

que es una contradiccién. Asi que G (%50) > m. Iterando el proceso anterior se obtiene que
G (2_j§0) >1m,

y tomando limite cuando j tiende a oo se tiene que 1 = G(0) = m.

27

Sea M = SUDec (1 1] G(§) y escogiendo & € [—3,3] tal que G(&) = M, puede

verse como antes que se debe cumplir que G (%fl) = M. Suponiendo lo contrario, que
G (%gl) < M. Entonces, usando (3.21) y suponiendo que my (%fl) # 0, se tiene

2 2
M=G(&) = ‘mo (%fl) G (%fl) + ‘mo (%51 + %) G (%fl + %)

2 2

2
— M,

M. Melara



78 CAPITULO 3. CONSTRUCCION DE WAVELETS

que es una contradiccion. Asi que G (%{1) < M. Iterando el proceso y pasando al limite se
tiene que G(0) = M. En resumen se tiene que m = M = G(0) = 1y queda probado el
teorema. ]

Puede construirse el AMR asociado al filtro mq que satisface (3.18) y tal que m(§) # 0

para todo £ € [—i, ﬂ Sea

Vo :==span{p(- — k) : k € Z}.

Si(pf)(x) := f(2x) y se define

Vi = p'(Vo),
ya se tiene el AMR deseado. Propiedad (3.2) es equivalente a mostrar que V_; C Vp;
la definicién de ¢ (ver proposicion 3.3.1) da ¢(28) = mo(&)p(§), lo cual muestra que
%go (5) € Vp; como Vj es invariante bajo traslaciones enteras se tiene el resultado desea-
do. Propiedad (3.3) de la definicion de un AMR se sigue de la definicion de los espacios V/,
y propiedad (3.6) es dada en el teorema 3.3.3. Como ¢ es continua en cero, los teoremas
3.2.1 y 3.2.2 dan las propiedades (3.4) y (3.5).

Se observa que ¢ tiene soporte compacto contenido en [—M, M|, donde M es el grado
del polinomio trigonométrico m y puede verse también que la wavelet ortonormal

bla) = 23 (~ 1) anp(2e — (k - 1))

kEZ

tiene soporte compacto contenido en [—M — 1, M + 1] dado que —M < k < M, porque se
estd asumiendo que my es un polinomio trigonométrico de grado M,y —M < 2z—(k—1) <
M.

Construccion de Daubechies

Ingrid Daubechies fue la primera en construir wavelets ortonormales con soporte com-
pacto (ver [DAU92]) con un grado fijo de suavidad. Ella observé que si ¢ y ¥ pertenecen a
CN~1(R) entonces el filtro pasa bajos m debe ser de la forma

_omig\ N
mo(€) = (HET) 2(e), (3.22)

donde £ es un polinomio trigonométrico 1-periédico y £ € C¥~1(R), como lo muestra el
siguiente teorema que es un corolario del teorema 3.3.1.

Teorema 3.3.4. Asumiendo que v}, constituye una base ortonormal de wavelets, asociado
con un AMR como se describe en la definicién 3.2.1.Si |o(z)|, |1(z)] < C (1 + |z)~" '
y ¢ € C" con ¢\¥) acotada para ¢ < r, entonces my definido por (3.10), (3.8), se factoriza

como N
—2mig \ "1
mi©) = (F5—) =),

donde £ es 1-periddicoy £ € C".
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Demostracion. Por el teorema 3.3.1, se tiene que

dle)

d_gé =0 paral <.

£=0

Por otra parte, 1(&) = e ™my (5+3)% (5). Como ambas Uy @estanen C"y $(0) # 0,
ésto significa que my es r veces diferenciable en ¢ = % y
deWLQ
gt

=0 paral <.

=

Esto implica que my tiene un cero de orden r + 1 en £ = %, es decir que

male) = (HETEY 8()

Como mg € C", también L € C". O

Para conservar la notaciéon de Daubechies, se expresara el filtro pasa bajos en la forma

1 4
mo(§) = 7 > wez e 2R es decir, oy, = il/—%

A un polinomio trigonométrico m, con coeficientes reales cumpliendo (3.18) y tal que
mo(§) # 0 para toda £ € [—}l, ﬂ se le llama filtro de Daubechies. Ya se ha visto anterior-
mente que si 1my es de este tipo entonces la funcién ¢ tal que $(§) = []72, mg (277€) es una

funcién de escala de filtro my.

Para construir m, primero debe determinarse un polinomio trigonométrico M tal que
Mo(€) = |mo(€)[°. Como se desea que 7 sea un filtro de Daubechies cumpliendo con
(3.22), se tiene que

2N

L(€) = cos™ (m€) L(¢)

671'1'5 + 6—7ri§

Mo(é) = 9

ha de ser un polinomio trigonométrico 1-periddico tal que

Mo(§) + My (5 + %) =1,

My (0) =1,

ydonde L(£) = L(§)L(€) tiene que ser un polinomio trigonométrico 1-periddico no negativo
par, es decir

L(§) = Q(cos (27€)) = P (sin®(7€)) ,
con () y P polinomios.

Proposicion 3.3.2. Una condicion suficiente para que un polinomio trigonométrico 1-periodi-
co con coeficientes reales del tipo

mt©) = (257 et
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sea filtro de Daubechies es que

1£(9)° = Py (sin®(x¢)),

donde

N-1
N+k-1
( + )yk (3.23)
k=0

Demostracion. Como My (&) = |mo(€)]?, se tiene que

My(€) = cos®™ (m€) P(sin*(r€)),

y entonces, por (3.18),
2N (7€) P(sin?(7€)) + cos*Y (7r£ + g) P(sin? (7?5 + g)) =1
Haciendo el cambio de variable y = sin?(7€) € [0, 1], queda
L=y"Ply) +y " P1—y) =1, ye(0,1]. (3.24)

Los polinomios (1—y)" y %" son primos entre si, y por el algoritmo de Euclides se obtienen
los dos tinicos polinomios ¢; y g, de grado menor que N tales que (1—y)Vq1(y) +y~ g2 (y) =
1. Sustituyendo y por i — 1 se obtiene la igualdad equivalente (1 — )™ g2(1 —y) +y™ g1 (1 —

y) = 1,y por la unicidad, se tiene que ¢2(y) = q1(1—y). Asi, (1—y)V 1 (y)+yV 1 (1—y) = 1.
Es decir, Py = ¢, es el unico polinomio de grado menor que N satisfaciendo (3.24) y se
puede escribir como

Py(y)=(1—y) N (1-y"Pn(l-y)).

—-N

El desarrollo de Taylor de grado N — 1 del polinomio (1 — )~ en un entorno de cero es

N-1
N+k—-1
Tn-1(y) = Z ( L )yk
k=0
Asi, se tiene que
N—1
N+k—-1
Py(y) = Z ( * I )yk + términos de grado mayor o igual a N.
k=0
Como Py tiene grado menor que N, resulta que
N-1
N+k—1
Pn(y) = T ( ( )yka
k=0

que es no negativo para y > 0. Como cos*¥ (7€) > 0 para |¢| < , se obtiene que m es un
filtro de Daubechies.
[
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Asi, ya se tiene un método para encontrar polinomios trigonométricos
Mo() = [mo(§)]" = cos™ (m¢) L(¢),
con L(§) = Py (sin®*(n€)).

Lo que interesa ahora es encontrar m, tal que

2N—-1

Z e " = (1 : Zg) £(6),

con £ cumpliendo £(£)£(¢) = L(£) = Py(sin?(7€)). Existe un método llamado méto-
do de factorizacion espectral (ver [HYW96], pag. 83), debido a L. Fejér y a F. Riesz, que
proporciona un polinomio de éste tipo

=2

L&) =) be T pheR (3.25)
0

b
I

Se consiguen asi las wavelets de Daubechies D2N con funcién de escala ¢ de soporte
[0,2N — 1] y wavelet madre 1. Sin embargo, aqui se vera tinicamente como obtener los coe-
ficientes en el caso particular N = 2 y se utilizardn para graficar la wavelet D4 y su funcién
de escala.

Ejemplo 3.3.3. La wavelet D4.
En el caso N = 2, de (3.23) se tiene

= (1) (=1 e

L(6)L(€) = 14 2sin®(n) =2 — ; e _ ;627”{.

Primero, de acuerdo a (3.25), se deben determinar los coeficientes reales by y b; de £ tales
que

y asi

2 2

) ) P 1 . 1 .
(bU + ble—ng)(bo + ble2m£) — 2(5)2(5) —9_ = 2mi§ _€—2m§_
0) = mo(0) = 1, se obtiene que

Igualando coeficientes y usando que by + by = £(

1++3 1-+3
=g =5

S
o

Asi, el filtro tiene que ser

mol&) = ( 2 2 2

3
T —27rzk§
e
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Al igualar coeficientes se obtiene que

1 1++v3
h'():_ )
V2 4
po_ 13+V3
1 \/5 4 )

1 3-3
h2:_ 9
N

11-—+/3
h3:— .
N

Los demds coeficientes son cero. Asi, dado que con los coeficientes sin normalizar oy, =

"% Ja funcién de escala ¢ de un AMR satisface larelacién recursiva 1o (1z) = 37, ., arp(a+

V2
k) que es equivalente a ¢ (v) = V23", hi(2x — k) que para este caso de la wavelet D4
se reduce a

o(z) = V2hop(22) + V2h1 022 — 1) + V2hop(22 — 2) + V2h3p(22 — 3),  (3.26)

utilizando un algoritmo recursivo es posible dibujar una aproximacion de la funcién de escala
, empezando con los valores iniciales

1+2\/§’ o(2) = 1 —2\/§

©(0) =0, (1) = L 0(3)=0

que se pueden verificar sustituyendo x = 1,2, 3,4 en (3.26), teniendo en cuenta que la fun-
cién de escala ¢ tiene soporte contenido en el intervalo [0, 3] = [0,2(2) — 1] y se necesita

que su norma en L?(R) sea 1.

Para ilustrar el proceso, se calculardn ahora los valores de ¢ (3z), ¢ (32) y ¢ (22):

@ (%) = V2hop(1) + V2h19(0) + V2haip(—1) + V2h3(—2)

1 1
= +4‘/§- +2ﬁ+ﬁhl-o+¢§h2-o+ﬁh3-o

2+3
o

@ G) = V2hop(3) + V2h19(2) + V2hap(1) + V2hsp(0)

34v3 1-v3 3-v3 1+43
= V2ho -0+ 4f~ 2\/—+ 4\/—- 2\/_+\/§h3-0

=0.
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¢ (3) = VEhoe(6) + VEH9() + VEhap(3) + VEhe(?)

-3
2

1-v3 1
= V/2ho -0+ V2h; - 04 V2hy - 0 + 4\/_'

2-3
Vs

Una recursion que requiere un mayor trabajo permite encontrar los valores de ¢ para multi-

plos de 1:
1\ 5+3v3  (3\ 9+5/3 (5\ 1++3
\a)" 16 \4)" 16 \4) T s
N 1-V3  [9) 9-5V3 11\  5-3V3
\a)” s 7\4)T 16 P\1 )T 16

La figura 3.9 muestra la aproximacion de ¢ con 13 puntos.

0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

-0.27

-0.4 T T T T T
oo 05 1.0 1.5 20 25 a0

Figura 3.9: Aproximacién con 13 puntos de la funcién de escala ¢(x) para la wavelet D4.

Continuando con ese proceso se pueden encontrar los valores de ¢ para mdltiplos de 1,
luego para multiplos de % y asi sucesivamente. La figura 3.10 muestra una aproximacién de
¢ con 3073 puntos obtenida utilizando un programa en Scilab que se incluye en el Apéndice
C:

Utilizando el mismo algoritmo puede dibujarse la wavelet ¢ pero cambiando los puntos
que se grafican, dado que v satisface la relacion ¥ (z) = 2, ,(—1) a2z — (k — 1)),
que es equivalente a ¢(z — 2) = V2>, ,(—1)Fhyp(2z + k — 3)) y que para la wavelet
D4 se reduce a

Yz —2) = V2ho(2x — 3) — V2h1p(22 — 2) + V2hap(22 — 1) — V2h30(2), (3.27)
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1.4
1.2
1.0
0.&
0.6
0.4
0.2
0.0

-0.2 7

-0.4 T T T T T
oo 05 1.0 1.5 20 25 a0

Figura 3.10: Aproximacién con 3073 puntos de la funcién de escala ¢(x) para la wavelet
D4.

Ademads, puede observarse que la wavelet 1) tiene soporte contenido en [—2, 1] dado que
0<2zx—(k—1)<3yque -3<k<0.

Se tiene que
$(=2) = V2hoo(=3) — V2h1p(—2) + V2hao(—1) — V2h30(0)

= V2hy -0 — V2hy -0+ V2hy -0 — V2hs - 0
- 0.

(1) = V2hop(—1) — V2h1p(0) + V2hap(1) — V2h3(2)
:\/ﬁho'o—\/ihl'0+3_\/§' 1+\/§— 1_\/§- L= V3

4 2 4 2
V3-—1
—

$(0) = V2hop(1) — V2h10(2) + V2hap(3) — V2h30(4)

1 3 1 3 3 3 1—+3
_ -i-\/_' +\/__ +\/_' \/_+\/§h2~0—\/§h3~
4 2 4 2
V3+1

5

0

$(1) = V2hop(3) — V2hi(4) + V2hap(5) — V2h30(6)
= V2hy -0~ V/2hy - 0+ V2hy - 0 — V2hy - 0
=0.
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Luego,

W (—%) = V2hop(—2) = V2h1p(—1) + V2hy(0) — v2h3(1)

1-V3 143
— V2hg 0 — V2hy -0+ V2hy - 0 — 4f- +2f
1

1

(0 (—%) = \/ihOSO(O) - \/§h1§0(1) + \/§h2¢(2) - \/§h3<ﬁ(3)
:\/§h0«0_3+4\/§' 1+\/§+3_\/§' 1_\/3—\/§h3‘0

2 4 2
= /3.

(0 (%) = \/§h080(2) - \/§h190(3) + \/§h290(4) - \/§h390(5)

1 1-—
= +4\/§- 2\/3—\/§h1'0+\/§h2'0—\/§h3'0

La figura 3.11 muestra la aproximacion de ) con 7 puntos trasladada 2 unidades a la derecha.

18

0.5

0.0

-0.5

-1.07

-1.5

-2.0 T T T T T
0.0 05 1.0 1.5 20 25 30

Figura 3.11: Aproximacién con 7 puntos de la funcién wavelet D4 ¢)(x — 2).

Continuando con ese proceso se pueden encontrar los valores de v para miltiplos de 1,
luego para multiplos de % y asi sucesivamente. La figura 3.12 muestra una aproximacion de
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1.0

0.5

0.0

-0.5

Figura 3.12: Aproximacién con 3073 puntos de la funcién wavelet D4 1) (z — 2).

1 trasladada dos unidades a la derecha con 3073 puntos obtenida utilizando un programa en
Scilab:

En realidad aqui se ha obtenido una traslaciéon con una reflexién respecto al eje = de la
wavelet D4 original presentada por Ingrid Daubechies en [DAU92] la cual tiene ecuacién

Y(x —1) = —v2hop(22 — 3) + V2hip(2x — 2) — V2ho@(2z — 1) + V2h30(22), (3.28)

y su grafica aproximada con 3073 puntos es:

20

057

00—

0.5

Figura 3.13: Aproximacion con 3073 puntos de la funcién wavelet D4 presentada original-
mente por Ingrid Daubechies.

Para obtener tal funcién debi6 seleccionarse v(£) = —e~2™¢ en lugar de v(£) = lenla
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proposicion 3.2.2, dado que al considerar la transformada inversa de Fourier el factor —1 se
conserva por la linealidad, aportando la reflexion respecto al eje z, y el factor exponencial se
traduce en una traslacion de 2 unidades a la derecha.
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Capitulo 4

Conclusiones

A lo largo del trabajo realizado durante la investigacion, se ha podido apenas entrar en
contacto con una pequefla parte de la basta teoria referente al andlisis de sefales y las posi-
bilidades de aplicacion de las wavelets, que representan el paso siguiente a la transformada
de Fourier en la bisqueda de una mejor representacion de la informacién que describe a una
senal. Como el anélisis con series de Fourier que consiste en descomponer la sefial, una fun-
cién periédica de periodo T', en términos de la base trigonométrica del espacio L*([0,T]) y
el andlisis con transformada de Fourier que extiende esta idea para funciones no periddicas
en el espacio L?(R), el andlisis con transformada wavelet consiste en estudiar la sefial pero
descomponiéndola utilizando otras bases del espacio L*(R), las cuales son de hecho, famil-
ias de funciones obtenidas a partir de una sola funcién llamada wavelet madre, aplicandole
dilataciones y traslaciones. Aunque muchas de estas familias de funciones cumplen ser bases
ortonormales del espacio L?(R), el andlisis wavelet va mucho mas alld pudiendo tratarse de
objetos ain mas generales llamados marcos.

Un concepto que tiene un papel importante en el estudio de wavelets es el de andlisis
multiresolucién (AMR) que consiste en una familia de subespacios V; del espacio L*(RR)
que debe cumplir con algunas condiciones que fueron abordadas en el capitulo 3 y que
incluye los conceptos de funcion de escala y de filtro pasa bajos. Los trasladados de cada
nivel de dilatacién de la funcién de escala forman una base para cada uno de los subespacios
del AMR y por otra parte, se tiene una base para todo L?(IR) generada por la wavelet madre.
La relacion entre estas bases consiste en que al ser los subespacios que forman el AMR una
sucesion de espacios encajados, de manera que V; esta contenido en Vj, 1, entonces W, el
complemento ortogonal de V; respecto a V;, 1, es generado por wavelets de un mismo nivel
de dilatacion, obteniéndose asi una nueva base para V). Es decir, V};; tiene dos bases,
la base generada directamente por la funcién de escala y la base que se forma agregando
algunos de los dilatados y trasladados de la wavelet madre a la base que la funcién de escala
le genera a V; por lo que se tiene:

Vien =V © W

Proyy. . f = Proy, f + Z(.ﬁ Vi) Vjk

keZ

Asi, para analizar una sefal lo que se hace es ir obteniendo de manera sucesiva su proyeccion
ortogonal en cada uno de los subespacios del AMR para lo cual se utiliza otra funcién llama-
da filtro pasa bajos obteniendo representaciones de la sefial que combinan la base generada
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por la funcion de escala para cada subespacio con la base generada por la wavelet madre.
Este proceso es la esencia del algoritmo piramidal utilizado en el anélisis de sefales pero en
este trabajo no se ha logrado llegar hasta la implementacion computacional de dicho algo-
ritmo, lo cual puede ser abordado en posteriores trabajos de investigacion. Ademas puede
estudiarse el paso de la teorfa de wavelet a funciones de R? y su aplicacién en el tratamiento
de imégenes.

A partir de un andlisis multiresolucién es posible construir wavelets que tengan propiedades
especiales imponiendo condiciones al filtro pasa bajos o a la funcién de escala, en particular,
se ha estudiado como construir las wavelets de Daubechies D2N que son muy utilizadas y
tienen la propiedad de ser de soporte compacto y con una regularidad que consiste en poseer
hasta NV — 1 derivadas continuas. La wavelet de Haar que fue el primer ejemplo de wavelet
es también la wavelet DO, es decir, la primera de las wavelets de Daubechies, para el resto de
funciones D2N solo se dispone de una ecuacidn de tipo recursiva, pero utilizando programas
de computadora es posible conocer su valor en muchos puntos y graficar aproximaciones
tanto de las funciones wavelet madre como de sus respectivas funciones de escala como se
ha hecho en este trabajo con la wavelet D4 pero ha quedado pendiente el estudio del teorema
de factorizacion espectral y la construccion de las wavelets de Daubechies D2N para valores
mayores de N asi como el estudio de otras funciones wavelets.
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Apéndice A
Resultados del analisis real

Definicion A.0.1. Convergencia de secuencias.

a. N es el conjunto de enteros positivos, Z es el conjunto de los enteros, R es el conjunto de
los nimeros reales y C es el conjunto de los nimeros complejos.

b. Una secuencia de {c,} C C converge a ¢ € C cuando n — 00, se escribe lim,, ., ¢, = ¢
si
Ve >0, AN = N(e), talque Vn > N, |¢, — ¢| < e. (A.1)

c. Si{c,} C C es una secuencia y si una subsecuencia {c,, } C {c,} converge a ¢ € C,

entonces c es un punto limite de {c, }.

Sea {c,} C Ry supongase que existe s € R con las propiedades que

Ve >0, AN = N(e), talqueVn > N, ¢, < s+ ¢

Ve >0yVN, dn > Ntalquec, > s —e.

Entonces s es el limite superior de {c, }, y se escribe

s = lim c,.
n—oo
La definicién de limite superior significa que para cada ¢ > 0, eventualmente (dependien-
do de ¢) todos los términos de {c, } son menores que s+ ¢ e infinidad de términos de {c, }
son mas grandes que s — e. Intuitivamente, s es el més “grande” punto limite de {¢, }. El
limite inferior de {c,} C R se define como

lim ¢, = — lim (—c,).

d. Si{a,}, {bn} € R son secuencias, entonces no es dificil probar que

lim lim (a, + b,) < lim a, + lim b,,.
n—oo n—oo n—oo

Definicion A.0.2. Convergencia de funciones.
Sea { f,,} una secuencia de funciones f,, : X — C, donde X C R.
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a. {f,} converge puntualmente ala funcién f : X — R cuando n — oo, se escribe
vt e X, lim f(t) = f(2),
n—oo

si
Vte X, yVe >0, N = N(t,e) € Ntalque Vn > N, |f,.(t) — f(t)] <.

b. {f.} converge uniformemente ala funcién f : X — R cuando n — oo, se escribe

lim f,, = funiformemente en X,
n—oo

si
Ve >0, 3N = N(e), talque Vt € X yVn > N, |f.(t) — f(1)]| <e.

En este caso, NV es independiente de la variable ¢. Esto a menudo permite intercambiar op-
eraciones legitimamente como se muestra en el resultado siguiente donde las operaciones
son integracion y toma de limite.

Teorema A.0.5. Sea {f,} una secuencia de funciones continuas f, : [a,b] — C, la cual
converge uniformemente en [a, b] a una funcién f : [a,b] — C. Entonces f es continua en

[a, 0] y
lfm bfn(t)dt:/ab (ggofn(t)) dt:/abf(t)dt

n—o0 a

Definicion A.0.3. Medida de Lebesgue cero.

La medida de Lebesgue de un intervalo con puntos extremos a y b, a < b, es definida co-
mo su longitud b—a. Si X = (J;Z, (a;,b;), donde a; ;1 > b; entonces la medida de Lebesgue
de X denotada por |X|, es definida como |X| = > (b; — a;). Cuando no haya posible
confusion se referird usualmente a la medida de X en lugar de la medida de Lebesgue de X.
Esta nocién de medida se extiende naturalmente a otros conjuntos X C Ry se escribird | X|

para denotar su medida.

Un conjunto X C R es un conjunto de medida O si para cada ¢ > 0 hay un conjunto
contable {(a;,b;) CR: j =1,...} de intervalos tales que

X C U(awbj) yY (bj—a;) <e

Una propiedad es vélida en casi todo punto, se escribe a.e., si es verdadera para todo
t € R\ X, donde X es un conjunto de medida O.

Definicion A.0.4. Funciones integrables.
Sea

L%OC(R):{f:R—)(C:Va<b, /b|f(t)|dt<oo}

o0

D®) = {7 R~ C gy = [ 1F0]dt < oo}

—0o0
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L .(R) es el espacio de funciones localmente integrables en R y L' (R) es el espacio de fun-

ciones integrables en R. Técnicamente, un elemento f € L'(R) es un conjunto de funciones
g que son iguales a.e. y para cada una [ |g(t)|dt < oco. En este trabajo se pensard en los
elementos de L' (R) como funciones, lo cual no originara algtin problema.

Teorema A.0.6. Propiedades fundamentales de L!(R). Sea f € L*(R) y seae > 0.

a. Hay una funcién g. = > | Cjlla;b;)» bj < aji1, una suma finita, tal que
Hf - gEHLl(]R) <€
b. Hay una funcién g. € C°(R), tal que

Hf - gGHLl(]R) <€
donde
CE(R)=A{f: feC®R) yelsoporte de f es compacto}.

El soporte de f es el conjunto cerrado mds pequeifio fuera del cual f se anula.

c. Existe § = d(¢) tal que si |u| < J, entonces

”f - TufHLl(R) <€
Donde (7, f)(t) = f(t — u) como una funcién de ¢.
d. Si ]l Ry = 0. entonces f es el 0-elemento de L'R),ie., f=0ae.

Lema A.0.2. Lema de Fatou.
Sea {f,} C L'(R)y g € L*(R) una funcién real que tiene la propiedad que para cada n,
g < fn.ae.Si f esuna funcién para la cual lim,, ., f,, = f a.e., entonces f € L'(R) y

JECE ™y
n—oo
Fatou probé este lema en 1906 y lo usé para probar el teorema de Parseval para f €
L?(Tyq. El lema de Fatou puede ser usado para probar el teorema de Beppo Levi, que fue
probado originalmente en 1906, asi como la forma general del teorema de convergencia
dominada, el cual fue publicado por Lebesgue en 1908.

vie X, I f,(1) = f(0).

Teorema A.0.7. Teorema de Beppo Levi.
Sea {f,} C L'(R)y g € L*(R) tiene la propiedad que para cada n, g < f, a.e. Si
fn < fas1 ae. paracadany lim, o [ f,(t)dt es finita, entonces lim,, . f, = f € L' (R)

y
/ FWdi = 1im [ f 0t

n—oo
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Se usara la notacion CDL en referencia al siguiente resultado.

Teorema A.0.8. Teorema de convergencia dominada de Lebesgue. Sea {f,} C L'(R), y
sea f una funcién para la cual lim,, ., f, = f a.e. Si g € L'(R) tiene la propiedad que

Vn, [fa(t)] < g(t) ae.en R,

entonces f € L'(R) y
nlggo an - fHL1(R) =0.

Definicion A.0.5. Funciones medibles y espacios 7.

Una funcién compleja f definida a.e. en R es medible (Lebesgue) si hay una secuencia
{fn} de funciones continuas en R para las cuales lim,,_,, f, = f a.e. Los elementos de
L'(R) son medibles; sin embargo la funcién f definida por f(t) = I a.e. en R, es medible
pero no estd en L'(R) e incluso no estd en L}, (R). Todas las funciones en los enunciados
de los teoremas se asumird que son medibles y aunque en este trabajo no se estard intere-
sado en la medibilidad de las funciones, este concepto es fundamental en cualquier estudio

sistematico del analisis real.

Seap € [1,00). LP(R) es el espacio de las funciones f : R — C, para las cuales la norma

LP de f, 1
oy = ([ 17607 at)"

Si p = oo, entonces L>(R) es definido como el espacio de todas las funciones que son
acotadas excepto posiblemente en un subconjunto de medida cero. La norma L> || f|| Lo (R)
de f € L*(R) es intuitivamente el supremo de | f| en R. Técnicamente,

[l ooy = MELM = [{E € R = [f ()] > M}| = 0}.

Este complicado arreglo de simbolos se reduce a

1l g, = sUDLIF ()] £ € R}

es finita.

en el caso que f € C°(R).
Los espacios L? pueden ser definidos en subintervalos de R asi como en otros conjuntos

X. En tal caso, si p < oo, entonces la integracion sobre R en la definicion de la norma L? es
remplazada por la integracion sobre X, con un ajuste similar en la definicion de la norma L°°.

Perspectiva en CDL
A la luz de CDL, es natural preguntarse si la hipétesis

A 1 ll oy = 0
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lleva a concluir que lim,, ., f, = 0 a.e., lo cual resulta no ser cierto. Generalmente, si
im0 || frll oo R) = 0, entonces lim,,_,, f, = 0 a.e.

Hay un razonable especie de reciproco para CDL, el cual se debe a F. Riesz: Si {f,,} es
una secuencia de funciones en R con la propiedad que

Ve >0, lim |[{t € R: |f,(t)] > €} =0, (A2)

entonces hay una subsecuencia { f,,, } C {f,} para la cual
lim f,, =0, ae.
k—o00
Note que (A.2) se cumple si lim,, . || /2| LRy = 0. Si {fn} cumple con la propiedad (A.2)

se dice que { f,,} converge en medida a 0.

Teorema A.0.9. Teorema Fubini-Tonelli.

a. (Tonelli) Si f: X xY :—Cy

/X (/Y f(@,y)] dy) dx < oo, (A.3)

entonces f es integrable, i.e. f € L1(X x Y).

b. (Fubini) Sea f € L'(X x Y), y se define la funcién f, : ¥ — C, respectivamente,
fy : X = C, por

f2(y) = f(z,y), respectivamente, f,(x) = f(x,y).

Entonces f, € L'(Y) ae.enx, f, € L'(X) a.e. en y, las funciones definidas a.e. por

/Y fo(y)dy 'y /X fy(@)dx

estdn en L'(X) y L'(Y) respectivamente y

Jxoy [ y)dedy = [, [ fy(x)dedy (A4)
= Ix [y fo(y)dydz. '

c. Si f: X xY :— Cy(A.3) es vilida, entonces cada una de las integrales en (A.4) es
finita y (A.4) es vdlida.

Teorema A.0.10. Desigualdad de Holder. Si1 < p < ooy .+ .= Lysif € L’(R)y
g € LI(R) entonces fg € L*(R) y

HngLl(R) < ||f||Lp(R) ||9”Lq(R) . (A.S5)

Sil < p < oo, se dalaigualdad en (A.5) siy solo si existen constantes A, B > (0, no ambas
0, tales que A |f[* = Blg|? a.e.
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Teorema A.0.11. Desigualdad de Minkowski. Sea p > 1, y sea f una funcién compleja

definida en R x R. Entonces
du) S/(/|ftu|pdu)

e

i.e., lanorma LP de una “suma” es menor que o igual a la “suma” de las normas LP.

Definicion A.0.6. Continuidad absoluta. Una funcién F' : [a,b] — C es absolutamente
continua en [a, b], se escribird F' € AC|a, b, si

Ve >0, 30 = d(e) tal que V{(z;,y;) Cla,b]:j=1,2,...,n},

una familia disjunta de intervalos, se puede concluir que

n

> (y; —x;) < 6 implica Y |F(y;) — F(a;)| <e.

J=1 J=1

Se define AC'(R) similarmente.
Una funcién F' : R — C es localmente absolutamente continua, se escribird F' € AC),.(R),
si ' € AC|a, b] para cada intervalo [a, b] C R.

Teorema A.0.12. Teorema Fundamental del Calculo. Sea f € L'[a,b] y sear € R. Se
define

Vt € |a, b, =r +/ fu
de manera que F'(a) = r. Entonces F' € ACla,b] y
= fae.

Una funcién F : [a,b] — C es absolutamente continua en [a, b] si y solo si existe f € L'|[a, b]
tal que

Vt € [a,b], F /f

Teorema A.0.13. Integracion por partes. Sea f,g € L'[a,b], seanr, s € C, y se definen las
(absolutamente continuas) funciones

F(t) = r+/ flu)du y G(t) = s+/ g(u)du

en [a, b]. Entonces

/j‘ ﬁ+/g@F@ﬁ:F@qm_m@m@
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Apéndice B
Espacios de Hilbert

A continuacion se describen los tipos bédsicos de espacios, haciendo especial hincapié en
los espacios de Hilbert, que son ricos en estructura geométrica. En simples términos, la idea
detras de un espacio de Hilbert es generalizar los familiares espacios R™ o C", preservando
tanto como sea posible los resultados geométricos en estos espacios finito-dimensionales.

B.1. Espacios Lineales Normados

Una version moderna , axiomética, de la definicidén de los espacios vectoriales se debe
al matematico italiano Giuseppe Peano, en 1888. Se asume que el lector estd familiarizado
con los espacios vectoriales. Para introducir nociones analiticas como la convergencia o la
continuidad en un espacio vectorial se le debe dotar con una estructura adicional. Esto lleva
al concepto de un espacio lineal normado, que es un espacio vectorial con una norma.

Definicion B.1.1. Sea X un espacio vectorial sobre el campo escalar R de los nimeros
reales o sobre el campo C de los nimeros complejos. Supdngase que se tiene una funcién
| - |]: X — [0, 00), llamada norma, tal que

l. ||z ||=0siysolosiz =0

2. lz+y|I<||z| + | v paratodo z,y € X,y

3. || ax ||=] a ||| = || para todo escalar «v y vector
Se dice que (X, || - ||) es un espacio lineal normado. Si solo se cumplen las propiedades
(2) y (3) entonces || - || es llamada seminorma.

La propiedad (2) es llamada la desigualdad triangular y 1a propiedad (3) es referida como
homogeneidad. La desigualdad triangular inversa,

Fz+y =[] =1yl

se sigue facilmente de (2).

Se muestran ahora algunos ejemplos de espacios lineales normados. En estos ejemplos no
se darén los detalles de la verificacidon que la norma satisface las propiedades de la definicion.
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EjemploB.1.1. Sea X = C" = {(z1, 22, ..., z,) : z; € C} con la norma euclidea
- 1
I (1 22y 2) 1= (Y 1 25 %)%
j=1

esta es llamada la norma Euclidea. El espacio Euclideo R" se define de manera similar, en
este caso los escalares se restringen a ser ndmeros reales.

Ejemplo B.1.2. Sea X = C" con la norma

| (21, 22, -0y 2n) |=maz{] z; | 1 < j <n}

Ejemplo B.1.3. Sea Y = [0, 1], o mds generalmente, cualquier espacio Hausdorff compacto,
y sea C'(Y) el espacio vectorial de funciones complejas continuas en Y, bajo adicién y multi-
plicacion por escalar puntuales. Se define una normaen C(Y') por || f ||= max{| f(y) |1y €
Y'}. Este fue uno de los importantes ejemplos que Fréchet propuso en su disertacion en 1906.

Ejemplo B.1.4. Seleccionando un valor de p > 1y si ? = (?(N) denota el conjunto de todas
las secuencias {a,, }5° de nimeros complejos para los cuales Y |° | a,, |[P < oo . Se define la
norma de {a, } € ¢* por

H{an} =l an )7

Es posible incluir la eleccion p = oo modificando la definicion en la forma siguiente:

> = {{an}i}o : sup ’ Qn |< OO}

n

I {an} lloo=sup | an | .
n

Para p = oo la desigualdad triangular se verifica facilmente, para 1 < p < oo recibe el nom-
bre de desigualdad de Minkowski, en honor a Hermann Minkowski quién estudio primero el
andlogo de esta /’-norma en el espacio R".

Ejemplo B.1.5. Se puede generalizar este tltimo ejemplo como sigue. Considere un espacio
de medida positiva (Y, 91, i), donde Y es un conjunto, 9t es una o-dlgebra de subconjuntos
de Yy p es una medida positiva. Seleccione 1 < p < o0, y denote por LP(Y, 11) ala coleccién
de clases de equivalencia de funciones 9t-medibles en Y con

/Ifl”du<oo,
Y

Hfup:</wa\pdu>é

normado por
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la integral en esta definicion es la integral de Lebesgue. La desigualdad de Minkowski(para
integrales) da la prueba que la norma satisface la desigualdad triangular. También se define
L>(X, pu) para ser todas las clases de equivalencia de las funciones medibles esencialmente
acotadas, normadas por || f ||.c= esssup | f |, el supremo esencial de f.

Definicion B.1.2. Un espacio métrico es un conjunto con una funcién d(-,-) : X x X —
[0, 00) satisfaciendo, para z,y y z en X,

1. d(xz,y) =0siysolosiz =y,

2. d(z,y) = d(y,z),y
3. d(z,y) = d(y,z) > d(z, 2).

En cualquier espacio métrico (X, d) hay una topologia asociada. Las bolas abiertas son
los conjuntos de la forma B(a,r) = {z : d(x,a) < r} donde r > 0. Todo conjunto abierto
es la union de alguna coleccion de bolas abiertas. Si X es un espacio lineal normado, es
posible definir una métrica en X por d(z,y) =||  — y ||. Con la topologia métrica en X,
se tiene la continuidad de ciertos mapeos, por ejemplo, se puede verificar que la funcién
| - ||: X — [0, 00) es continua.

Cerca de ocho afios después del trabajo de Fréchet en 1906, Felix Hausdorff escribié un
articulo en el que present6 la moderna definicion de espacio métrico y defini6 la idea funda-
mental de las secuencias de Cauchy, la cudl se define a continuacion:

Definicion B.1.3. Sea X un espacio métrico. Una secuencia x,, en X se dice que es una se-
cuencia de Cauchy si tiene la siguiente propiedad: Dado € > 0 existe /V tal que sin,m > N,
entonces d(zp, Tp) < €.

Definicion B.1.4. Un espacio métrico es completo si toda secuencia de Cauchy en X con-
verge en X.

Definicion B.1.5. Sea X un espacio lineal normado. Si X es completo en la métrica d defini-
da por la norma como d(x,y) =|| * — y ||, es llamado un Espacio de Banach.

Todos los anteriores ejemplos de espacios lineales normados son espacios de Banach. No
se hard una demostracion pero se hacen las siguientes observaciones.La declaracion que el
espacio LP(Y, i) es completo para cualquier 1 < p < ooy cualquier espacio de medida pos-
itiva (Y, ), lleva el nombre de Teorema de Riesz-Fischer. En su generalidad es un resultado
profundo del andlisis real.Este caso incluye a los espacios /7. Se puede obtener un ejemplo
de un espacio lineal normado que no es un espacio de Banach tomando un subespacio no
cerrado de un espacio de Banach.

Los espacios de Banach son llamados en honor al matematico polaco Stefan Banach, una
figura dominante en el nacimiento del andlisis funcional, quién escribi6 un libro importante y
fundamental llamado Opérations Linéaires en 1932. En este libro son desarrolladas muchas
de las propiedades de los espacios lineales normados completos.
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Los espacios de Hilbert, son espacios de Banach con alguna estructura adicional, debida
a la existencia de un producto interno.

Definicion B.1.6. Sea X un espacio vectorial sobre C. Un producto interno es un mapeo
(+,-) : X x X — C satisfaciendo, para x,y y z en X y escalar o € C,

1. (x,y) = (y,x) paratodo z,y en X,

2. (z,z) >0, con (z,y) = 0(siy) solosixz =0,
3. (x+y,2) =(z,2) +(y,2)y

4. (ax,y) = alx,y).

Algunos comentarios sobre esta definicion son los que siguen. La barra en (1) deno-
ta conjugacion compleja. Propiedad (2) es referida como “positiva-definitud”, y el adjetivo
“Hermitiano” es utilizado para la propiedad (1). La declaracién en paréntesis “si” en (2)
no necesita ser incluido en la definicién porque se sigue de las otras propiedades dado que
(0,0) = (2(0),0) = 2(0,0). Un producto interno es lineal en la primer componente y con-
jugado lineal en la segunda ({x, oy + z) = @(x,y) + (z, 2)), asi que las propiedades en la
definicion son encapsuladas diciendo que un producto interno es una Hermitiana, positiva-
definida, forma sesquilineal (sesquilineal del latin para “1%” lineal), Aunque algunos autores
(en fisica por ejemplo) definen el producto interno como lineal en la segunda componente y
conjugado lineal en la primera.

Un ejemplo estandar es definir un producto interno en L*(X, ;1) para un espacio de me-
dida positivo (X, i) por

)= | radn

Este incluye como casos especiales, el ejemplo C" con
n
<(217Z27"'7Zn)7(wlyw27"'7wn)> = § ij_ja
j=1

y el ejemplo /2 de todas las secuencias cuadrado sumables con

[e.9]

(21, 22, ...), (w1, wa, ...)) = szw_j,

j=1
los cuales son obtenidos tomando X a ser {1,2,....,n} o N, con p igual a la medida que
cuenta.

Proposicion B.1.1. Si (-, -) es un producto interno en un espacio vectorial X, entonces para
todo z y y en X se tiene:

| (z,y) P< (2, 2)(y,y)

Esta forma general de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se debe a John Von Neumann
(1930) quién es acreditado con la axiomatizacion de los espacios de Hilbert.

Ahora se muestra como cualquier producto interno define una norma.
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Proposicion B.1.2. Si (-, -) es un producto interno en un espacio vectorial X, entonces
_ 1
Iz ||= (2, 2)2

es una norma en X .

Prueba: Se verificard solo la desigualdad triangular y se deja la verificacion de las otras
propiedades al lector.

lz+y|?=(z+y2+y)
= (z,2) + (z,y) + (¥, ) + (y,9)
=[| z > +2Re(z, y)+ || y II
<[z |? 42 (z,y) |+ [y
<fzlP+2[zlyll+1yl?
=(l=zl+1lvl)?

donde Rez representa la parte real de un nimero complejo z, y se ha utilizado la de-
sigualdad de Cauchy-Schwarz en el pendltimo paso.

También se cumple que:
|z [|= sup [(z,y)]
llyll=1
dado que por la desigualdad de Cauchy-Schwarz |(x, y)| <|| = || si [|y|| = 1 y la igualdad se
obtiene tomando y = =

Hm_”.
Definicion B.1.7. Un espacio de Hilbert (Complejo) .7# es un espacio vectorial sobre C con
un producto interno tal que .7Z” es completo en la métrica

d(z,y) =]z —y |= (x —y,z — y)>=.

Cualquier espacio L?(X, ) descrito anteriormente es un ejemplo de espacio de Hilbert,
como se ha observado anteriormente L?(X, ) es un espacio de Banach con la norma ||

f 2= (fX | f]? du)% el cual se reconoce como (f, f}é

B.2. Ortogonalidad

Un espacio de Banach es un espacio lineal normado completo y un espacio de Hilbert es
un espacio completo con producto interno. La presencia de un producto interno permite la
importante nocidén geométrica de ortogonalidad, por ello se dice que los espacios de Hilbert
se comportan en muchas maneras como generalizaciones de los espacios Euclideos de di-
mension finita, donde uno puede hablar de dngulos y proyecciones, por ejemplo.

Definicion B.2.1. Dados vectores f, g en un espacio de Hilbert 77, se dice que [ es ortog-
onal a g, se escribe f L g, si (f,g) = 0. Para conjuntos Ay B en J# se escribe A 1L B si
(f,g) = Oparatodo f € Ay g € B. Finalmente, A* es el conjunto de todos los vectores
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en .77 tales que f L g paratodo g € A. Para cualquier A este es siempre un subespacio de
¢, més atin, como A+ = Nyca{a}*, AL es un subespacio cerrado por la continuidad del
producto interno. Es claro que A N A+ = 0.

Un ejemplo de un subespacio que no es cerrado es el conjunto de todas las secuencias en
¢? con un nimero finito de términos distintos de cero.

El siguiente resultado acertadamente llamado el teorema de Pitdgoras, es facilmente ver-
ificado escribiendo la norma en términos del producto interno y expandiéndolo. Los detalles
se dejan al lector.

Proposicion B.2.1. Si fi, fo,..., f, son vectores ortogonales dos a dos en un espacio de
Hilbert, entonces

Ffot fot ot fu lP=0 AP L 1P et I I

En general, para cualesquiera vectores f, g en un espacio de Hilbert se tiene

If+gIP=ll f 1" +2Re(f, 9)+ |l g II*

If =g =l f I* —2Re{f.9)+ I g |I*-

La igualdad del paralelogramo es entonces obtenida:

f+glP+ 1 f—gl* =21 f1"+21l g

En cualquier espacio con producto interno, el producto interno puede ser obtenido a partir
de la norma:

1 4 . . .
(f.9) =70 f+g IP=f—gl?+ill f4+ig P =il f—ig|?) (B.1)
Esta es llamada la identidad de polarizacion, y se verifica con calculos sencillos.

Sorpresivamente, dado un espacio lineal normado en el cual la identidad del paralelo-
gramo se cumple, hay un producto interno que da la norma. Este resultado se debe a P.
Jordan y J.von Neumann.

Las secuencias en espacios de Hilbert que tienen la propiedad de que cualesquiera dos
elementos distintos son ortogonales tienen un gran nimero de caracteristicas atractivas y
utiles matematicamente, que el siguiente resultado describe. El significado preciso de la serie
infinita utilizado en la definicién (B.2.2) (c) se explica en la definicién (B.2.3).
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Definicion B.2.2. Sea {x,} una secuencia en un espacio de Hilbert ..
a) {x,} esortogonal si (x,,,x,) = 0 siempre que n # m.

b) {x,} es ortonormal si (x,,, x,) = Oy n, 1.€., si {x,} es ortogonal y ||z, || = 1 para todo
n.

[e%s)
n=1

¢) {x,} es una base para 5 si todo x € JZ puede ser escrito como x = ) |
una unica eleccion de los coeficientes c,,.

CnT, para

d) Una secuencia ortonormal {x,,} es una base ortonormal para .7 si es ortonormal y una
base. En este caso, la representacion tnicade x € . enestabaseesx =y~ (z,2,) 1,

Ejemplo B.2.1. Aqui se muestran algunos ejemplos de bases ortonormales.

1. Considerando 5 = (? y definiendo secuencias e,, = (0,,.,)5°; = (0,0,...,0,1,0,...),

n=1 "
donde el 1 aparece en la n-ésima posicién. Entonces {e,,} es una base ortonormal de
2

2. Considerando 7 = L?|0, 1], el espacio de funciones que son cuadrado integrables en
[0, 1]. Definanse funciones e, () = ¢*™** con n variando en Z. Entonces {e, }, _7 es
una base ortonormal para 7. Si f € L*[0, 1] entonces la expansion f = 3 7 (x, e, )ep
es llamada la serie de Fourier de f'y ({z,en)), 7 es la secuencia de coeficientes de
Fourier de f. Notese que se estd garantizando que la serie de Fourier converge solo en
la L?>-norma. No hay garantia de que la convergencia sea puntual.

Una secuencia {z,,} es completa en 7 si su conjunto ortogonal {z,, }* es {0}. El siguiente
teorema presenta varias condiciones equivalentes que implican que una secuencia ortonormal
es completa en 7.

Teorema B.2.1. Sea {x,} una secuencia ortonormal en un espacio de Hilbert 77 . Las sigu-
ientes condiciones son equivalentes.

a) {x,} es completa en J7.

b) {z,} es una base ortonormal en 7.

¢) (Férmula de Plancherel) 3" |(z, 2,,)|* = |||* para todo 2 € 7.

d) = => (z,x,)x, paratodo x € .

Supdngase que .7 tiene una base ortonormal {x,, }. Entonces

N
E = Zrnxn,N > 0, Re(ry), Im(r,) € Q

n=1

es un contable, denso, subconjunto de .77, asi que 7 es separable. El reciproco es también
verdadero.

Teorema B.2.2. Si ¢ es un espacio de Hilbert, entonces existe una base ortonormal {z,,} de
H siy sblo si A es separable. Como consecuencia, todos los espacios de Hilbert separables
son isométricamente isomorfos, y de hecho son isomorfos a ¢2. Esto es, si .7 es un espacio
de Hilbert separable, entonces existe un biyectivo, norma-preservante mapeo S de 5 en (2.
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Definicion B.2.3. Sea {x,} una secuencia en un espacio de Banach X.

a) La serie >  x,, es convergente e igual a z € X si la secuencia de sumas parciales Sy =
N . .
> .., Ty converge a z en la norma de X, i.e., si

Ve >0, 3Ny > 0, tal que VN > Ny, ||z — Sy < e.

b) Laserie ) z, es de Cauchy si la secuencia { Sy} de sumas parciales es una secuencia de
Cauchy en X, i.e. si

N
Ve >0, 3Ny > 0, tal que VN > M > Ny, ||Sy — Sull = || D || <
n=M+1

Como X es un espacio de Banach, una serie ) x,, converge si y s6lo si es una serie de
Cauchy.

Aqui algunos adicionales, mas restrictivos, tipos de convergencia.

Definicion B.2.4. Sea {x,} una secuencia en un espacio de Banach X.

a) Una serie )z, es incondicionalmente convergente si ) x,(,) converge para toda per-
mutacion o de N.

b) Una serie )  x,, es absolutamente convergente si » ||z, || < occ.

Aunque la definicién (B.2.4) no requiere que x,(,) debe converger en el mismo valor
para todas las permutaciones o, sin embargo en el Corolario 2.9 de [HEI87] se muestra que
en verdad éste es el caso.

Si (c,) es una secuencia de nimeros reales o complejos, se sigue que (c,) converge
incondicionalmente siy sélo si converge absolutamente. En un espacio de Banach en general,
es cierto que convergencia absoluta implica convergencia incondicional, pero lo contrario
no siempre es cierto. De hecho, se puede demostrar que la convergencia incondicional es
equivalente a la convergencia absoluta s6lo para espacios de Banach finito-dimensionales.

B.3. Bases en espacios de Banach

Puesto que un espacio de Banach X es un espacio vectorial, debe poseer una base de
Hamel, es decir, un subconjunto {z., },r cuya expansion lineal finita es todo X y que tiene
la propiedad de que cada subcoleccion finita es linealmente independiente. Por lo tanto,
cualquier elemento x € X se puede escribir como alguna combinacién lineal finita de los
x.. Sin embargo, incluso un espacio de Banach de dimension infinita separable podria re-
querir una base de Hamel no contable. Por otra parte, la prueba de la existencia de bases de
Hamel para espacios de dimension infinita arbitrarias requiere el axioma de eleccion (de he-
cho, se puede demostrar que la declaracion “Cada espacio vectorial tiene una base de Hamel”
es equivalente al axioma de eleccion). Por lo tanto para la mayoria de los espacios de Banach
no existe un método constructivo de producir una base de Hamel.

Mas dtil que una base de Hamel es una secuencia numerable {z, } tal que cada elemento
x € X puede ser escrita como una combinacion lineal infinita dnica x = ) ¢,z,. Esto
conduce a la siguiente definicion.
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Definicion B.3.1.

a) Una secuencia {z, } en un espacio de Banach X es una base para X si

Vz € X, 3 escalares dnicos a,(x) tales que x = Z () 2. (B.2)

n

b) Unabase {z,} es una base incondicional si la serie en (B.2) converge incondicionalmente
paracadax € X.

¢) Una base {z,} es una base absolutamente convergente si la serie en (B.2) converge ab-
solutamente para cada x € X.

d) Una base {z,} es una base acotada si {x,} esa acotada en norma tanto por arriba como
por debajo, es decir, si

0 <infz, <supz, < oco.

e) Una base {x,} es una base normalizada si {z,} es normalizado, es decir, si ||z,| = 1
para todo n.

Note que si {z,,} es una base, el hecho de que x puede ser escrito de manera tinica como

Tn
(e

xr =) an(x)z, implica que z,, # 0 para todo n. Como consecuencia, { } es una base

normalizada para X.

Si X posee una base {x, } entonces X debe ser separable, dado que el conjunto de todas
las combinaciones lineales finitas ij:l Cn Ty CON ¢, racional (o con partes real e imaginar-
ia racionales si los ¢, son complejos) forman un contable y denso subconjunto de X. La
cuestion de si todos los espacios de Banach separables poseen una base fue un problema
conocido como el problema de la base. Se demostrd por P. Enflo (A counterexample to the
approximation problem in Banach spaces, 1973) que si existen espacios de Banach reflexivos
separables que no poseen bases.

Notacion. Noétese que los coeficientes a,,(x) definidos en (B.2) son funciones lineales
de z. Por otra parte, estan determinados Gnicamente por la base, es decir, la base {z,} de-
termina una coleccion unica de funcionales lineales a,, : X — F (F' es el campo R o C).
Por lo tanto, se le llama a {a,, } la secuencia asociada de funcionales coeficiente. Cuando se
necesite hacer referencia explicita a tanto la base como a los funcionales coeficiente asocia-
dos, se escribird “({z,}, {a,}) es una base” en el sentido de que {x,} es una base con los
funcionales coeficiente asociados {ay, }.

Definicion B.3.2. Una base ({z,},{a,}) es una base de Schauder si cada funcional coe-
ficiente a,, es continuo. En este caso, cada a,, es un elemento del espacio dual, es decir,
a, € X* para cada n.

Se demuestra en el teorema 4.11 de [HEI87] que cada base es una base Schauder, es
decir, los funcionales de coeficientes a,, son siempre continuos.
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B.4. Marcos en espacios de Hilbert

Los marcos fueron introducidos por Duffin y Schaeffer en el contexto de las series de
Fourier no-arménicas (A class of nonharmonic Fourier series, 1952). Fueron pensados co-
mo una alternativa a las bases ortonormales o a las bases de Riesz en espacios de Hilbert.
Mucha de la teoria abstracta de marcos fue elegantemente establecida en el citado articu-
lo. Marcos para L?*(IR) basados en trasladados en tiempo-frecuencia o en tiempo-escala de
funciones fueron construidos mds tarde por Daubechies, Grossmann y Meyer en Painless
nonorthogonal expansions, 1986. Tales marcos juegan un papel importante en Gabor y el
andlisis wavelet.

Definicion B.4.1. Dado un espacio de Hilbert 7 separable, con producto interno (f, g) y
norma || f|| = (f, f)2, se dird que una sucesion { f;, }, es un marco de .7 si existen constantes
0 < A < Btales que paratoda [ € J se tiene

AIIFIF <D Il < BIAIE. (B.3)
k

Cuando sea A = B se dice que el marco es ajustado y seré exacto si { fi } r» deja de ser
un marco para cualquier eleccion de /.

Ejemplo B.4.1. Cada base ortonormal {e,} es un marco ajustado con A = B = 1. Por
otra parte, {e,,} es un marco exacto dado que si se elimina cualquier elemento e,,, entonces
Zn#m [{€m, €n) ]2 = 0, y por lo tanto, {e,, },,.2» no puede ser un marco.

El siguiente ejemplo muestra que ajustado y exacto son conceptos distintos.

Ejemplo B.4.2. Sea {e, } una base ortonormal para un espacio de Hilbert separable .77 .
a) {e,} es un marco exacto apretado para .7 con constantes A = B = 1.

b) {e1,e1,e2,€9,€3,€3,...} es un marco inexacto ajustado con constantes A = B = 2,
pero no es ortogonal y no es una base, aunque contiene una base ortonormal. Del mismo
modo, si { f,,} es otra base ortonormal para ¢ entonces {e,, } y { f,,} es un marco inexacto
ajustado.

¢) {e1,%,%,...} es una secuencia ortogonal completa y es una base para .#’, pero no

posee una constante de marco inferior A y por lo tanto no es un marco.

€2 €2 €3 €3 €3 1 1 — —
d) {61., VAR AR AR AR Lk } es un marco inexacto ajustado con constantes A = B = 1,
y ninguna subsecuencia no redundante es un marco.

e) {2e1,e9,€3,...} Esun marco exacto no ajustado con constantes A = 1, B = 2.

Se muestra ahora que todos los marcos deben ser completos, aunque la parte (c) del
ejemplo anterior muestra que existen secuencias completas que no son marcos.

Lema B.4.1. Si {x,} es un marco para un espacio de Hilbert 77, a continuacién, {z, } es
completo en 7.
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Prueba. Si z € # satisface (x,z,) = 0 para todo n, entonces A ||z|* < 3 |(z, z,)]* =
0.0

Como consecuencia de este resultado, si % posee un marco {x,}, entonces debe ser
separable, porque el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas » ', ¢,x, con ¢,
racional (o racional parte real e imaginaria si los ¢, son complejos) formard un contable y
denso subconjunto de .7#°. Reciprocamente, cada separable espacio de Hilbert si posee un
marco dado que posee una base ortonormal, que es un marco exacto ajustado.

M. Melara



108 APENDICE B. ESPACIOS DE HILBERT

M. Melara



109

Apéndice C
Algoritmo

A continuacion se presenta el algoritmo recursivo hecho en Scilab, de la funcién utilizada
para graficar las aproximaciones con 3(2")+1 puntos de la wavelet D4 y su funcién de escala,
de acuerdo a las ecuaciones recursivas:

o(x) = hop(2x) + hip(2z — 1) + hop(22 — 2) + hsp(2x — 3), (C.1)
Y(x —2) = hop(2x — 3) — h1p(2x — 2) + hap(2x — 1) — hap(22), (C.2)
donde

,_1+V3

0 — 4 )

343

1 — 4 )

3-3

hy = 1

1—
hs = 4\/3.

¢(0) =0,
14+3
p(1) = 5
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APENDICE C. ALGORITMO

0001
0002
0003
0004
0005
0006
0007
0008
0009
0010
0011
0012
0013
0014
0015
0016
0017
0018
0019
0020
0021
0022
0023
0024
0025
0026
0027
0028
0029
0030
0031
0032
0033
0034
0035
0036
0037
0038
0039
0040
0041
0042
0043
0044
0045
0046
0047
0048
0049
0050
0051
0052
0053
0054
0055
0056
0057
0058

function []=daubechi esD4(n)//n entero mayor o igual a 2
M=1+3*(27n);
Y=zeros(1,M;
Z=zeros(1,M;
k=2"n;

Y(1,
Y(1,
Y(1,
Y(1,
Y(1,
Y(1,
Y(1,
z(1,
Z(1,
Z(1,
Z(1,
Z(1,
Z(1,
Z(1,

1) =0;

1+k) =(1+sqrt(3))/ 2;
1+2*k) =(1-sqrt(3))/2;
1+3*Kk) =0;

1+k/ 2) =(2+sqrt (3))/4;
1+3*k/ 2) =0;

1+5%k/ 2) =(2-sqrt(3))/4;
1) =0;

1+k) =(sqrt (3)-1)/2;
1+2*K)=(sqrt (3)+1)/ 2;
1+3*k) =0;

1+k/ 2) =1/ 4;

1+3*k/ 2) =-sqrt (3);
1+5%k/ 2) =-1/ 4;

H=[ (1+sqrt(3))/ 4, (3+sqrt(3))/4,(3-sqrt(3))/4,(1-sqrt(3))/4];
H2=[-H(1,4),H(1,3),-H1,2),H1, 1)];

k1=2"n;

k2=1;

for

end

i=2:1:n
kl=k/ (27(i-1));
k3=k1/ 2;
k2=27(i-1);
for j=0:1:3*k2-1
F=[0,0,0,0];
if ((k1*(2*j+1)+1<M & (k1*(2*j+1)+1>0)) then
F(1, 1) =Y( 1, ka* (2% +1) +1) ;
end
if ((k1*(2*j+1)+1-k<M & (k1*(2*j+1)+1-k>0)) then
F(1,2)=Y(1, k1*(2%) +1)+1-Kk);
end
if o ((k1*(2*j+1)+1-2*k<M & (k1*(2*j+1)+1-2*k>0)) then
F(1,3)=Y(1, k1*(2*j +1) +1- 2*k);
end
if ((k1*(2*j+1)+1-3*k<M & (k1*(2*j+1)+1-3*k>0)) then
F(1,4)=Y(1, k1* (2% +1) +1- 3*Kk) ;
end
r=k3*(2*j+1) +1;
K=H. *F
T=H2. *F;
s=0;
w=0;
for t=1:1:4
s=s+K(1,t);
wWewHT( 1, t)
end
Y(1,r)=s;
Z(1,r)=w,
end

h=1/(2"n);

X=0

h: 3;

plot (XY, 'r',XZ"'b")
endf uncti on
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