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Resumen

El término análisis deriva de una palabra griega que significa descomposición y es éste
sentido etimológico el que se va a utilizar a lo largo de este trabajo. El análisis armónico
se ocupa, a grandes rasgos, de la descomposición de funciones en tonos puros que son lla-
mados armónicos. Sin rigor, se considera tonos puros a ciertos objetos que recuerdan a las
funciones sen(2πnx) y cos(2πnx) con n ∈ Z, las cuales aparecen en los desarrollos de
Fourier clásicos. En términos acústicos, en el rango de frecuencias audibles éstas funciones
suenan como mantener una nota de una flauta. Con esta ambigüedad, el análisis armónico
se convierte en un área muy amplia cuyas fronteras son muy subjetivas y están sujetas a lo
qué se desee denominar armónicos.

Este trabajo se inicia recordando algunas nociones elementales de la serie de Fourier,
la cual permite representar una señal periódica como una suma infinita de componentes si-
nusoidales. Se estudia luego la transformada de Fourier, que juega un papel similar en el
análisis de las señales no periódicas, y es de aplicación más general que la serie. La moti-
vación principal de la aplicación de la serie o la transformada es obtener el espectro de una
señal dada, que revela el contenido frecuencial de la misma. La descripción de la señal en el
dominio frecuencial usualmente es más revelador que la representación original en función
del tiempo. La transformada, introducida por Fourier al estudiar la conducción del calor en
una barra de longitud infinita, se ha aplicado en áreas tales como conducción de calor, ópti-
ca, procesamiento de señales y probabilidad. Al ser ideadas para estudiar un problema fı́sico,
no sorprende entonces que las series de Fourier hayan encontrado tantas aplicaciones. Los
intentos para comprender el comportamiento de estas series sentaron las bases del análisis
riguroso. Además de estudiar las propiedades algebraicas y analı́ticas de la transformada de
Fourier, en el primer capı́tulo se estudian teoremas que brindan condiciones bajo las cuales
al aplicar transformada de Fourier a una función y luego a la función obtenida aplicarle
transformada de Fourier inversa, este proceso devuelva la función original y aunque la trans-
formada de Fourier en principio se define para funciones en L1(R), el teorema de Plancherel
incluido en este primer capı́tulo extiende su definición para funciones en el espacio L2(R).

Pero el análisis de señales utilizando transformada de Fourier presenta deficiencias sig-
nificativas en el caso de señales no estacionarias como por ejemplo el fenómeno de Gibbs y
aliasing, este último es el efecto que causa que señales continuas distintas se tornen indistin-
guibles cuando se muestrean digitalmente. El problema es que al utilizar la transformada de
Fourier toda la información de la señal se traduce al espectro de la frecuencia perdiéndose
toda información referida al tiempo, algo ası́ como si un músico escribiera todas las notas
que componen una melodı́a pero sin especificar en que momento debe tocarse cada nota.
La transformada de Fourier con ventana, donde se estudia la señal seccionando su dominio
plantea un avance pero no resuelve este problema del análisis tiempo-frecuencia de la señal
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debido a la influencia que tiene la anchura de la ventana escogida. Una ventana ancha da
buena resolución en frecuencia y si la ventana se estrecha mejora la resolución en el tiem-
po. Esta limitación desaparece con el análisis de la transformada wavelet para funciones no
estacionarias ası́ como también se obtienen beneficios en la compresión de la señal.

Otro desarrollo reciente que ha recibido gran atención es la teorı́a de wavelets (ondeletas).
En este caso las funciones no se expanden en series de Fourier, sino utilizando otras bases
ortogonales que son apropiadas para cálculos eficientes, lo que dio lugar a nuevos algorit-
mos utilizados en procesamiento de señales y para la solución numérica de ecuaciones. Una
wavelet es una función que tiene su energı́a muy localizada en el tiempo y constituye una
herramienta poderosa en el análisis de sistemas que presentan excitaciones o respuestas tran-
sitorias o tiempo-variantes. La transformada wavelet permite representar una señal en térmi-
nos de versiones trasladadas y dilatadas de una onda finita (denominada wavelet madre). Una
función wavelet permite un análisis simultáneo tiempo-frecuencia. En el segundo capı́tulo de
este trabajo se hace una introducción al estudio de las wavelets presentando su definición y
su importancia, profundizando en el significado de localización tiempo-frecuencia y hacien-
do una comparación con la trasformada de Fourier con ventana, donde las limitaciones de
esta última quedan expresadas en el teorema de Balian-Low.

Aunque históricamente la primera wavelet conocida es la de Haar (1909), los trabajos
precursores del análisis wavelet fueron las técnicas del análisis armónico y la teorı́a sobre
bancos de filtros digitales de los investigadores Littlewood-Paley (1930) y Calderon Zyg-
mund (1960). Sin embargo el gran impulso lo tomó a partir de 1980 con las contribuciones
notables al avance de la teorı́a por parte de Goupillaud, Grosman y Morlet con su formu-
lación de lo que hoy se conoce como transformada de wavelet continua, Jan Olov-Strömberg
con su temprano trabajo sobre wavelets discretas (1983), Ingrid Daubechies, con su propues-
ta de wavelets ortogonales con soporte compacto (1988), Yves Meyer y Stephane Mallat, con
su marco multiresolución (1989), Delrat con su interpretación de la transformada wavelet en
tiempo-frecuencia (1991), Newland, con su transformada wavelet armónica, y muchos otros
desde entonces.

Diferentes tipos de wavelets han sido utilizados para resolver problemas en las áreas
de análisis de imágenes, diagnósticos médicos, sismologı́a, análisis estadı́stico de datos, re-
conocimiento de patrones y muchas otras que actualmente se están investigando.

Pero son las wavelets de Daubechies D2N las que son estudiadas como objetivo principal
de este trabajo. El tercer capı́tulo se inicia estudiando la wavelet de Haar que es también la
primera de las wavelets de Daubechies. Aquı́ se demuestra con detalle que en efecto propor-
ciona una base del espacio L2(R). Tal demostración brinda algunos elementos que ilustran
un poco la manera en que se analiza una señal por medio de wavelets y sirve a la vez como
introducción del concepto de análisis multiresolución que es presentado a continuación y que
juega un papel importante en el estudio y construcción de wavelets. Una vez establecidos los
elementos, teoremas y resultados que sustenten la construcción de wavelets ortonormales
de soporte compacto a partir de un análisis multiresolución, en donde la transformada de
Fourier y sus propiedades son utilizadas constantemente, se concluye el trabajo establecien-
do el proceso para construir las wavelets de Daubechies D2N, en particular, obteniendo una
ecuación recursiva y una aproximación de la gráfica de la wavelet D4.

M. Melara
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Con toda la investigación realizada que consistió en la búsqueda bibliográfica en libros y
artı́culos de internet, de lo cual se seleccionó lo más importante de acuerdo con los objetivos
del trabajo y que es presentado aquı́ en cada capı́tulo conteniendo la información principal,
los conceptos, teoremas y demás resultados importantes, se concluye con la presentación del
documento que se espera sea una base para posteriores trabajos que profundicen en el estudio
de esta área.
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Índice general

Resumen V

1. Nociones básicas del análisis armónico 1
1.1. De la serie a la transformada de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1. Series de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1.2. El espectro discreto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.1.3. Desarrollo de la transformada de Fourier . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2. Transformada de Fourier. Definición y cálculo formal . . . . . . . . . . . . 10
1.3. Propiedades algebraicas de la transformada de Fourier . . . . . . . . . . . 11
1.4. Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.5. Propiedades analı́ticas de la transformada de Fourier . . . . . . . . . . . . 15
1.6. Convolución . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.7. Aproximaciones a la identidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.8. Inversión puntual de la transformada de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.9. La teorı́a en L2(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.10. Teorı́a de distribuciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2. Introducción a la teorı́a de wavelets 35
2.1. Localización en tiempo y frecuencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.2. Wavelets comparadas con Fourier con ventana . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.3. Diferentes tipos de transformadas wavelets . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.4. Bases ortonormales y localización tiempo-frecuencia . . . . . . . . . . . . 41

3. Construcción de wavelets 45
3.1. El sistema de Haar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.2. Análisis de multiresolución y construcción de wavelets . . . . . . . . . . . 49
3.3. Construcción de wavelets de soporte compacto . . . . . . . . . . . . . . . 69

4. Conclusiones 89

A. Resultados del análisis real 91

B. Espacios de Hilbert 97
B.1. Espacios Lineales Normados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
B.2. Ortogonalidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
B.3. Bases en espacios de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
B.4. Marcos en espacios de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
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Capı́tulo 1

Nociones básicas del análisis armónico

El análisis armónico o análisis de Fourier estudia la representación de funciones o señales
como superposición de ondas “básicas” o armónicos. Investiga y generaliza las nociones de
series de Fourier y transformadas de Fourier. A lo largo de los siglos XIX y XX se ha con-
vertido en una materia enorme con aplicaciones en campos diversos como el procesamiento
de señales y la mecánica cuántica.

1.1. De la serie a la transformada de Fourier

1.1.1. Series de Fourier
Una señal x(t) es periódica de perı́odo T0 si x(t) = x(t + kT0) para todo k entero. La

expansión en series de Fourier consiste en expresarla como una suma infinita de términos
seno y coseno, que habitualmente se escribe como

x̃(t) =
a0

2
+
∞∑
k=1

ak cos

(
2π

T0

kt

)
+
∞∑
k=1

bk sin

(
2π

T0

kt

)
. (1.1)

Los coeficientes ak y bk representan las amplitudes de los términos coseno y seno, respec-
tivamente. La cantidad 2π

T0
= Ω0 es la frecuencia angular fundamental (medida en radianes

por segundo) de la señal, y en consecuencia, la cantidad k 2π
T0

= kΩ0 representa el k-ésimo
armónico de la frecuencia fundamental. La frecuencia fundamental f0 medida en hertz (Hz)
se define como f0 = 1

T0
ası́ que Ω0 = 2πf0. Cada una de las funciones seno y coseno de

la expresión (1.1) forman un conjunto ortogonal sobre el intervalo T0 , lo que significa que
satisfacen las siguientes relaciones:

∫ T0

0

cos(mΩ0t) cos(nΩ0t)dt =


T0

2
si m = n

0 si m 6= n

(1.2)

∫ T0

0

sin(mΩ0t) sin(nΩ0t)dt =


T0

2
si m = n

0 si m 6= n

(1.3)
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∫ T0

0

cos(mΩ0t) sin(nΩ0t)dt = 0, para todo m,n (1.4)

Estas relaciones pueden verificarse analı́ticamente (calculando la integral).

Los coeficientes ak y bk se determinan por medio de las fórmulas:

a0 =
2

T0

∫ T0
2

−T0
2

x(t)dt

ak =
2

T0

∫ T0
2

−T0
2

cos(kΩ0t)x(t)dt, k = 1, 2, ...

bk =
2

T0

∫ T0
2

−T0
2

sin(kΩ0t)x(t)dt, k = 1, 2, ...

La serie de Fourier de la ecuación (1.1) se puede escribir de una manera más compacta
utilizando exponenciales complejas; basta sustituir en (1.1) los términos seno y coseno por
su forma exponencial:

cos(kΩ0t) =
1

2

(
eikΩ0t + e−ikΩ0t

)
sin(kΩ0t) = i

1

2

(
−eikΩ0t + e−ikΩ0t

)

Se obtiene entonces

x̃(t) =
a0

2
+
∞∑
k=1

[(
ak − ibk

2

)
eikΩ0t +

(
ak + ibk

2

)
e−ikΩ0t

]
(1.5)

Definiendo el número complejo ck con base a ak y bk como

ck =


1

2
(ak − ibk) si k > 0
a0

2
si k = 0

1

2
(a−k + ib−k) si k < 0

se puede escribir la ecuación (1.5) en la manera más simple

x̃(t) =
∞∑

k=−∞

cke
ikΩ0t (1.6)

Donde,

ck =
1

T0

∫ T0
2

−T0
2

x(t)e−ikΩ0tdt, k = 0,±1,±2, ... (1.7)

M. Melara
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La expresión (1.6) se conoce como serie de Fourier compleja y los coeficientes ck se
conocen como coeficientes complejos de Fourier.

La ecuación (1.7) explica cómo calcular todos los coeficientes complejos de Fourier a
partir de una señal periódica x(t) dada. Por ello se la suele denominar ecuación de análisis.
Por otra parte, la ecuación (1.6) indica cómo reconstruir la señal x(t) a partir de un conjunto
de coeficientes ck dados, y por tal motivo se la suele denominar ecuación de sı́ntesis.

1.1.2. El espectro discreto

La representación de una señal periódica por medio de una serie de Fourier es equiva-
lente a resolver la señal en sus diferentes componentes armónicos. La expresión de la serie de
Fourier compleja (1.6) indica que una señal periódica x(t) de perı́odo T0 tiene componentes
de frecuencia 0, f0, 2f0, 3f0, ..., donde f0 = 1

T0
es la frecuencia fundamental. Mientras que

x(t) pertenece al dominio tiempo, donde t es una variable definida continuamente sobre un
intervalo finito o infinito, su descripción en el dominio de la frecuencia consta de compo-
nentes ck concentrados en las frecuencias kf0, k = 0, 1, 2, ... El gráfico de ck en función de
la frecuencia f = kf0 = k

T0
se denomina espectro de la señal. Dada una señal x(t) se puede

determinar su espectro utilizando la ecuación de análisis; recı́procamente, si se especifica el
espectro, es posible determinar la señal temporal asociada utilizando la ecuación de sı́ntesis.
Esto implica que la señal periódica x(t) puede especificarse de dos formas equivalentes:

1. En el dominio tiempo, donde se representa x(t) como una función de la variable real
tiempo;

2. En el dominio frecuencia, donde la señal es descrita por su espectro en función de las
frecuencias armónicas de f0.

Ambas representaciones son aspectos diferentes de un mismo fenómeno, y no son inde-
pendientes una de otra, sino que están fuertemente relacionadas entre sı́ por las ecuaciones
de sı́ntesis y análisis, respectivamente.

En general, el coeficiente de Fourier ck es un número complejo, de modo que se puede
expresar en la forma polar

ck = |ck| ei arg(ck).

El término |ck| define la amplitud de la k-ésima componente armónica de la señal x̃(t), y
la gráfica de |ck| contra la frecuencia permite obtener el espectro de amplitud discreto de la
señal. El gráfico del arg(ck) en función de la frecuencia se denomina espectro de fase dis-
creto de la señal. Se dice que el espectro es discreto porque tanto la amplitud como la fase
de ck están concentrados en frecuencias que son múltiplos enteros (positivos y negativos) de
la frecuencia fundamental f0, y no están definidos para otros valores de frecuencia.

Ejemplo 1.1.1. Serie de Fourier de un coseno.

La función periódica x̃(t) = A cos(Ω0t) se puede expresar, usando la fórmula de Euler,
como:

M. Melara
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x̃(t) = A cos(Ω0t)

=
A

2
e−iΩ0t +

A

2
eiΩ0t.

Una comparación con la ecuación (1.6) revela que esta expresión coincide con la serie de
Fourier; por lo tanto, los únicos coeficientes complejos no nulos son c−1 y c1 , y su valor es

c−1 = c1 =
A

2
.

El espectro discreto se muestra en la figura (1.1) donde ha sido graficado en las dos formas
tı́picas: módulo y fase o parte real y parte imaginaria.

Figura 1.1: Espectro discreto de x̃(t) = A cos(Ω0t); (a) módulo-fase y (b) parte real-parte
imaginaria.

M. Melara
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Ejemplo 1.1.2. Serie de Fourier de un tren de pulsos rectangulares

La figura (1.2) muestra un tren periódico de pulsos rectangulares de amplitudA, duración
τ y perı́odo T0. Por conveniencia se elige que el origen del tiempo (t = 0) coincida con el
centro del pulso. Sobre un perı́odo −T0

2
< t ≤ T0

2
, la señal puede describirse analı́ticamente

como

x̃(t) =



A, si −τ
2
< t <

τ

2

A

2
, si t = ±τ

2

0, en otro caso

(1.8)

Figura 1.2: Tren periódico de pulsos rectangulares de amplitud A, duración τ y perı́odo T0.

El espectro discreto de x̃(t) formado por los coeficientes complejos ck se calcula a partir
de la ecuación (1.7). Se encuentra que

ck =
1

T0

∫ T0
2

−T0
2

x̃(t)e−ikΩ0tdt

=
1

T0

∫ τ
2

− τ
2

Ae−ikΩ0tdt

=
A

πk
sin

(
πτ

k

T0

)
, k = 0,±1,±2, . . .

que también puede escribirse como

ck = A
τ

T0

sin

(
πτ

k

T0

)
πτ

k

T0

, k = 0,±1,±2, . . .

= A
τ

T0

sinc
(
τ
k

T0

)
, k = 0,±1,±2, . . .

(1.9)

El espectro de amplitud |ck| y de fase arg(ck) en función de los valores discretos de
frecuencia fk = k

T0
, para un ciclo de trabajo τ

T0
= 1

5
, se ha graficado en la figura (1.3). Se

observa que:

M. Melara
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1. El espaciado entre las lı́neas del espectro de la figura (1.3) está determinado por la
frecuencia fundamental f0 de la señal, que es la inversa del perı́odo T0, f0 = 1

T0
(en

ciclos por segundo).

2. La envolvente de la magnitud del espectro está determinada por la amplitud A y la
duración τ del pulso, y sigue una forma tipo sinx

x
. El valor del espectro a la frecuencia

f = 0 es precisamente el valor medio de la señal x̃(t), que vale Aτ
T0

(como se deduce
de la figura (1.3)).

3. La envolvente del espectro de amplitud cruza por cero en frecuencias que son múlti-
plos de 1

τ
(el ancho del pulso), y que pueden o no coincidir con las lı́neas espectrales

separadas k
T0

. En este caso particular, como τ
T0

= 1
5

los ceros de la envolvente del
espectro se obtienen para los múltiplos de 5 veces la frecuencia fundamental, como
revela la figura (1.3 a).

4. El espectro de fase toma los valores 0 y π, según sea el signo de sinc
(
τ k
T0

)
. La elec-

ción del signo de π (positivo o negativo) es irrelevante; en la figura se han elegido de
forma de preservar la antisimetrı́a. Debe resaltarse que el valor de la fase es indefinido
para aquellos armónicos en donde se anula ck (en este caso, los múltiplos de 5f0); esta
indefinición en la fase se ha indicado con cruces en la figura (1.3 b).

Figura 1.3: Tren periódico de pulsos rectangulares de amplitud A, duración τ y perı́odo T0.

1.1.3. Desarrollo de la transformada de Fourier
En la sección anterior se estudió cómo una señal periódica puede representarse como

una combinación lineal de exponenciales complejas armónicamente relacionadas. Estos re-
sultados pueden extenderse para desarrollar una representación de señales aperiódicas como
combinación lineal de exponenciales complejas. La introducción de esta representación es

M. Melara



1.1. DE LA SERIE A LA TRANSFORMADA DE FOURIER 7

una de las más importantes contribuciones de Fourier, y el desarrollo que se presenta aquı́ es
muy similar al que él desarrolló en su trabajo original. Los coeficientes complejos de la serie
de Fourier de la onda periódica cuadrada del ejemplo (1.1.2) están dados por la expresión
(1.9), repetida aquı́ por comodidad,

ck = A
τ

T0

sinc
(
τ
k

T0

)
, k = 0,±1,±2, . . . (1.10)

donde T0 es el perı́odo de la señal, y τ el tiempo durante el cual la señal toma el valor A.
En la figura (1.4) se grafican los valores de estos coeficientes, para un valor fijo de τ y dis-
tintos valores del perı́odo T0, en función del número de armónico k. En la figura (1.5) se han
repetido estos gráficos con algunas modificaciones. En primer lugar, se ha graficado T0ck en
lugar de ck, y se ha modificado el eje de abscisas, graficando los coeficientes en función de
la frecuencia fk = k

T0
de los armónicos, y no en función del número k de armónico. La im-

portancia de estos cambios puede apreciarse examinando la ecuación (1.11). Multiplicando
ck por T0 se obtiene

T0ck = Aτsinc
(
τ
k

T0

)
= Aτ

sin(πτf)

πτf

∣∣∣∣
f=

k

T0

. (1.11)

Pensando en f como una variable continua, la función Aτ sin(πτf)
πτf

representa la envolvente
de los coeficientes T0ck, y estos coeficientes son simplemente muestras equiespaciadas de
esta envolvente. Además, si τ se deja fijo, la envolvente de T0ck es independiente de T0. Sin
embargo, tal como se observa en la figura (1.5), a medida que aumenta el espaciado entre
los pulsos (T0 crece o disminuye f0) la envolvente se “muestrea” más finamente. Cuando
T0 se hace arbitrariamente grande la onda periódica cuadrada original se parece a un pulso:
en el dominio tiempo se tiene una señal aperiódica que coincide con un perı́odo de la onda
cuadrada. Además los coeficientes de la serie de Fourier (multiplicados por T0) son mues-
tras cada vez más próximas entre sı́ de la envolvente, de manera que, en un sentido que se
especificará en seguida, el conjunto de coeficientes de la serie de Fourier tiende a la función
envolvente cuando T0 →∞.

Este ejemplo ilustra la idea básica del desarrollo de Fourier para representar señales
aperiódicas. Especı́ficamente, se piensa en una señal aperiódica como el lı́mite de una señal
periódica cuando el perı́odo se hace arbitrariamente grande, y se examina el comportamien-
to en el lı́mite de la representación en series de Fourier. Para tal fin se considera una señal
aperiódica x(t) cualquiera que tenga duración finita; esto es, que para algún número T ,
x(t) = 0 para |t| > T , como se muestra en la figura (1.6 a). A partir de esta señal aperiódica
se puede construir una señal periódica x̃(t) (de la cual x(t) sea un perı́odo) replicando x(t)
cada T0 unidades de tiempo como se observa en la figura (1.6 b). A medida que se incre-
menta T0, x̃(t) se asemeja a x(t) sobre un intervalo de tiempo mayor y en el lı́mite, cuando
T0 → ∞, ambas señales son idénticas para cualquier valor finito de t. Es interesante ex-
aminar este efecto sobre la representación en serie de Fourier de x̃(t) (la señal periódica).
Reescribiendo por conveniencia las ecuaciones (1.6) y (1.7), se tiene

x̃(t) =
∞∑

k=−∞

cke
2πikf0t (1.12)

ck =
1

T0

∫ T0
2

−T0
2

x̃(t)e−2πikf0tdt, k = 0,±1,±2, ... (1.13)
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8 CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICAS DEL ANÁLISIS ARMÓNICO

Figura 1.4: Ondas cuadradas de distintos perı́odos y sus coeficientes de Fourier en función
del número de armónico. (a) T0 = 2τ ; (b) T0 = 4τ ; (c) T0 = 8τ .

Figura 1.5: Ondas cuadradas de distintos perı́odos y sus coeficientes de Fourier (escalados
por el perı́odo T0) en función de la frecuencia fk = k

T0
. (a) T0 = 2τ ; (b) T0 = 4τ ; (c)

T0 = 8τ .
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Figura 1.6: (a) Señal aperiódica x(t); (b) señal periódica x̃(t) construida a partir de x(t).

Dado que x̃(t) = x(t) cuando |t| < T0
2

, y como x(t) = 0 fuera de este intervalo, (1.13) puede
reescribirse como

ck =
1

T0

∫ T0
2

−T0
2

x̃(t)e−2πikf0tdt =
1

T0

∫ ∞
−∞

x(t)e−2πikf0tdt. (1.14)

Si se define X(f) como la envolvente de T0ck reemplazando la variable discreta kf0 por una
variable continua f , se tiene

X(f) =

∫ ∞
−∞

x(t)e−2πiftdt. (1.15)

y entonces los coeficientes ck resultan

ck =
1

T0

X(kf0) (1.16)

Combinando (1.16) con (1.12), x̃(t) puede escribirse en función de X(f) como

x̃(t) =
∞∑

k=−∞

1

T0

X(kf0)e2πikf0t

=
∞∑

k=−∞

X(kf0)e2πikf0tf0

(1.17)

dado que f0 = 1
T0

. Cuando T0 → ∞, x̃(t) se aproxima a x(t), y por lo tanto, (1.17) es una
representación de x(t). Además, f0 → 0 T0 →∞, y entonces el miembro derecho de (1.17)
se convierte en una integral. Esto puede apreciarse interpretando gráficamente la ecuación
(1.17). Cada término de la sumatoria es el área de un rectángulo de altura X(kf0)e2πikf0t y
ancho f0 (como t no es una “variable” en este análisis se está calculando el valor de x̃(·) para
un valor determinado de su argumento)

De acuerdo con la interpretación de Riemann de la integral, cuando f0 → 0 la sumatoria
de (1.17) converge, por definición, a la integral de X(f)e2πift. De acuerdo entonces al hecho
que x̃(t)→ x(t) cuando T0 →∞, las ecuaciones (1.17) y (1.15) se convierten en

x(t) =

∫ ∞
−∞

X(f)e2πiftdf (1.18)
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X(f) =

∫ ∞
−∞

x(t)e−2πiftdt. (1.19)

respectivamente. Las ecuaciones (1.18) y (1.19) se denominan par transformado de Fourier;
la ecuación (1.19) se denomina transformada de Fourier de x(t), o ecuación de análisis,
mientras que la ecuación (1.18) es la transformada inversa de Fourier de X(f), o también
ecuación de sı́ntesis.

1.2. Transformada de Fourier. Definición y cálculo formal

Definición 1.2.1. Funciones integrables.

Sea

L1
loc(R) =

{
f : R→ C : ∀a < b,

∫ b

a

|f(t)| dt <∞
}

y

L1(R) =

{
f : R→ C : ‖f‖L1(R) =

∫ ∞
−∞
|f(t)| dt <∞

}
.

L1
loc(R) es el espacio de funciones localmente integrables en R y L1(R) es el espacio de

funciones integrables en R.
Sea g ∈ L1

loc(R).
∫∞
−∞ g(t)dt, el cual se designará frecuentemente por

∫
g(t)dt, es

ĺım
S→∞,T→∞

∫ T

−S
g(t)dt.

El valor principal de Cauchy, pv
∫
g(t)dt, es

ĺım
T→∞

∫ T

−T
g(t)dt.

Si
∫
g(t)dt existe, entonces pv

∫
g(t)dt existe y los dos integrales tienen el mismo valor.

En la dirección opuesta, pv
∫
g(t)dt puede existir mientras que

∫
g(t)dt no, como sucede

con g(t) = t. Por otro lado, si pv
∫
g(t)dt existe y g es impar, i.e., g(t) = g(−t), o g ≥ 0 en

R, entonces

pv

∫
g(t)dt =

∫
g(t)dt.∫ b

a
g(t)dt puede entenderse desde el punto de vista de la integral de Lebesgue y si no, la inte-

gral de Riemann funciona para la mayorı́a de los cálculos y funciones que se van a considerar.

Definición 1.2.2. La transformada de Fourier de f ∈ L1(R) es la función F definida como

F (γ) =

∫ ∞
−∞

f(t)e−2πitγdt, γ ∈ R̂,

donde R̂ = R.
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Notacionalmente, se escribirá el pareamiento entre la función f y F en una de las formas
siguientes:

f ↔ F, f̂ = F.

El espacio de transformadas de Fourier de L1- funciones es denotado por A(R̂), i.e.,

A(R̂) = {F : R̂→ C : ∃f ∈ L1(R) tal que f̂ = F}.
Definición 1.2.3. Fórmula de inversión.
Sea f ∈ L1(R) y sea f̂ = F . La transformada inversa de Fourier es

F̌ (t) =

∫ ∞
−∞

F (γ)e2πitγdγ (1.20)

Se demostrará en el teorema (1.8.2) bajo que condiciones se cumple que F̌ = f .

Considerando el pareamiento formal f ↔ F , donde f = f1 + if2 y F = F1 + iF2.
Entonces por la definición de F , se obtiene:

F1(γ) + iF2(γ) =

∫
(f1(t) + if2(t))(cos 2πtγ − i sin 2πtγ)dt,

y entonces

F1(γ) =

∫
(f1(t) cos 2πtγ + f2(t) sin 2πtγ)dt

y

F2(γ) =

∫
(f2(t) cos 2πtγ − f1(t) sin 2πtγ)dt.

Definición 1.2.4. Acotada variación
Una función f : R → C tiene acotada variación en un intervalo I ⊆ R si existe una
constante M tal que para todo conjunto finito t0 < t1 < · · · < tn, tj ∈ I , se tiene

n∑
j=1

|f(tj)− f(tj−1| ≤M.

En este caso se escribirá f ∈ BV (I), y nótese que podrı́a ser I = R. Si f : R → C tiene
acotada variación en cada intervalo de longitud finita, entonces f tiene acotada variación
localmente y se escribirá f ∈ BVloc(I). Las funciones que tienen acotada variación en in-
tervalos acotados tienen gráficos de longitud finita y tales funciones son una generalización
natural de las funciones continuamente diferenciables.

1.3. Propiedades algebraicas de la transformada de Fou-
rier

Notacionalmente, para un u fijo y una función f dada, se escribirá

(τuf)(t) = f(t− u).

τuf es la traslación de f por u.
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Teorema 1.3.1. Propiedades algebraicas de la transformada de Fourier

a. Linealidad. Considerando fj ↔ f̂j y sea cj ∈ C, j = 1, 2, donde fj ∈ L1(R). Entonces
(c1f1 + c2f2)ˆ(γ) = (c1f̂1 + c2f̂2)(γ).

b. Simetrı́a. Considerando f ↔ f̂ , donde f ∈ L1(R) y f̂ ∈ L1(R̂). Entonces ˆ̂
f(γ) = f(−γ).

(Aquı́ R̂ = R)

c. Conjugación. Considerando f ↔ f̂ , donde f ∈ L1(R). Entonces
(
f
)̂

(γ) = f̂(−γ).

d. Traslación. Considerando f ↔ f̂ , donde f ∈ L1(R) y tomando u ∈ R. Entonces
(τuf)ˆ(γ)= e−2πiuγ f̂(γ).

e. Modulación. f ↔ f̂ , donde f ∈ L1(R) y tomando λ ∈ R̂. Entonces (e2πitλf(t))ˆ(γ) =
f̂(γ − λ).

f. Dilatación en tiempo. f ↔ f̂ , donde f ∈ L1(R) y tomando λ ∈ R \ {0}. Se define la
λ-dilatación de f por

fλ(t) = λf(λt).

Entonces (fλ)ˆ(γ) = λ
|λ| f̂

(
γ
λ

)
.

La prueba formal de estos resultados se sigue fácilmente de la definición de transformada
de Fourier y de las propiedades de integración, por lo que se hará solo un comentario con
respecto a la parte b. Resulta que la integrabilidad de f y f̂ es suficiente para la validez de
la fórmula de inversión (1.20), la cual es usada en la prueba de la parte b dado que se tiene
F̂ (t) = F̌ (−t). La verificación de esta suficiencia requiere algún trabajo el cual se tratará en
el teorema 1.8.2.

1.4. Ejemplos

Ejemplo 1.4.1. La Sinc o función de Dirichlet
Sea f(t) = 1[−T,T ](t). Claramente, se tiene 1̂[−T,T ](γ) = sin 2πTγ

πγ
. Notacionalmente, se es-

cribe

d(γ) =
sin γ

πγ

sinc(γ) =
sin πγ

πγ
,

ası́ que, 1̂[−T,T ](γ) = d2πT (γ). Si λ > 0, entonces 1̂[−λ/2π,λ/2π] = dλ. Se conoce a d como la
función de Dirichlet.
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Ejemplo 1.4.2. La función de Poisson
Sea f(t) = e−2πr|t|, r > 0. Para calcular f̂ se debe calcular∫ T

−T
e−2πr|t|e−2πitγdt =

∫ 0

−T
e2πrte−2πitγdt+

∫ T

0

e−2πrte−2πitγdt

=
1

2π(r − iγ)

(
1− e−2πT (r−iγ)

)
− 1

2π(r + iγ)

(
e−2πT (r+iγ) − 1

)
=

1

2π

(
1

r − iγ
+

1

r + iγ

)
+ ε(T ).

Claramente, ĺımT→∞ ε(T ) = 0 porque r > 0; y entonces,

f̂(γ) =
r

π(r2 + γ2)
.

Se escribirá
p(γ) =

1

π(1 + γ2)

ası́ que p(1/r)(γ) = f̂(γ). Si λ = 1
r
> 0, entonces

e−2π|t|/λ ↔ pλ(γ).

Se conoce a p como la función de Poisson. Nótese que el decrecimiento exponencial de f es
transformado en el decrecimiento polinomial de f̂ .

Ejemplo 1.4.3. El Gaussiano
Sea f(t) = e−πrt

2 , r > 0. Se podrı́a calcular f̂ por medio de integrales de contorno, pero
mejor se trabajará con un real y clásico enfoque.

Por definición de f̂ , la cual es real y par, se tiene

f̂ ′(γ) = −2πi

∫
te−πrt

2

e−2πitγdt. (1.21)

Notando que
d

dt

(
e−πrt

2
)

= −2πrte−πrt
2

,

puede reescribirse (1.21) como

f̂ ′(γ) = −2πi

∫
−1

2πr

(
e−πrt

2
)′
e−2πitγdt

=
i

r

[
e−πrt

2

e−2πitγ
∣∣∣∞
−∞
−
∫
e−πrt

2

(−2πiγ)e−2πitγdt

]
=
−2πγ

r
f̂(γ).

Ası́, f̂ es una solución de la ecuación diferencial

f̂ ′(γ) =
−2πγ

r
f̂(γ); (1.22)
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y (1.22) se resuelve con métodos elementales con solución

f̂(γ) = Ce−πγ
2/r.

Haciendo γ = 0 y usando la definición de transformada de Fourier, se observa que

C =

∫
e−πrt

2

dt.

Con la intención de calcular C primero se evalúa a ≡
∫∞

0
e−u

2
du:

a2 =

∫ ∞
0

e−x
2

dx

∫ ∞
0

e−y
2

dy

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−(x2+y2)dxdy

=

∫ π
2

0

∫ ∞
0

e−r
2

rdrdθ

=
π

4

∫ ∞
0

e−udu =
π

4
.

Ası́, a =
√
π

2
y entonces ∫

e−u
2

du =
√
π.

Consecuentemente,

C =

∫
e−πrt

2

dt =
1√
πr

∫
e−u

2

du =
1√
r
.

Por lo tanto, se ha demostrado que

e−πrt
2 ↔ 1√

r
e−πγ

2/r.

Se escribe

g(t) =
1√
π
e−t

2

de manera que si λ > 0, se tiene

gλ(t)↔ e−(πγ/λ)2 .

En particular,
1√
r
g√πr ↔ g√

π/r

y entonces g√π ↔ g√π. Se conoce a g como la función de Gauss o Gaussiano.

Ejemplo 1.4.4. La función de Fejér
Sea f(t) = máx(1 − |t| , 0). En [−1, 1], la gráfica de f consiste de los lados iguales de un

M. Melara
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triángulo isósceles de altura 1; f se anula fuera de [−1, 1]. La transformada de Fourier de f
es

f̂(γ) =

∫ 1

0

(1− t)e−2πitγdt+

∫ 0

−1

(1 + t)e−2πitγdt

=

[
1

2πiγ
+

1

(2πiγ)2

(
e−2πiγ − 1

)]
+

[
− 1

2πiγ
− 1

(2πiγ)2

(
1− e−2πiγ

)]
=
−2 + 2 cos 2πγ

(2πiγ)2

=
2(1− cos 2πγ

(2πγ)2

=
sin2 πγ

(πγ)2
,

idénticamente,

f̂(γ) =

(
sin πγ

πγ

)2

.

Notacionalmente, haciendo ∆ = f y

w(γ) =
1

2π

(
sin γ/2

γ/2

)2

,

de tal manera que w2π(γ) = ∆̂(γ), es decir,

∆↔ w2π. (1.23)

Ası́, si λ > 0, entonces

máx

(
1− |qπt|

λ
, 0

)
=

λ

2π
∆2π/λ(t)↔ wλ(γ). (1.24)

Se conoce a w como la función de Fejér,

1.5. Propiedades analı́ticas de la transformada de Fourier

Teorema 1.5.1. Propiedades analı́ticas de la transformada de Fourier.

Sea f ∈ L1(R).

a. Acotación. Para cada γ ∈ R̂, ‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1.

b. Continuidad. f̂ es uniformemente continua en R̂, i.e., para todo ε > 0, existe δ > 0 tal
que para cada γ y cada λ para los cuales |λ| < δ, se tiene |f̂(γ + λ) − f̂(γ)| < ε. En
particular, f̂ es continua en R̂.

c. Lemma Riemann-Lebesgue. Se cumple que lim|γ|→∞f̂(γ) = 0.
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d. Diferenciación en el tiempo. Supóngase que f (m), m ≥ 1, existe en todo punto y que
f (m) ∈ L1(R). Asumiendo que

f(±∞) = ... = f (m−1)(±∞) = 0,

donde f(±∞) indica que limt→+∞f(t) = 0 y que ĺımt→−∞ f(t) = 0. Entonces

f̂ (m)(t) = (2πiγ)mf̂(γ).

e. Diferenciación en frecuencia. Supóngase que tmf(t) ∈ L1(R). Entoncestf(t), ..., t(m−1)f(t) ∈
L1(R), f̂ 1, ..., f̂ (m) existe en todo punto y

∀j = 0, 1, ...,m, ((−2πit)jf )̂(t) = f̂ (j)(γ).

Demostración. a. Se cumple |f̂(γ)| ≤
∫
|f(t)| |e−2πitγ| dt = ‖f‖L1(R).

b. Empezando con la estimación

|f̂(γ + λ)− f̂(γ)| ≤
∫
|f(t)| |e−2πitγ(e−2πitλ − 1)|dt

=

∫
|f(t)| |e−2πitλ − 1|dt (1.25)

Sea f[λ](t) = |f(t)|
∣∣e−2πitλ − 1

∣∣ de manera que ĺımλ→0 f[λ](t) = 0 para todo t y
∣∣f[λ](t)

∣∣ ≤
2 |f(t)|. Ası́, CDL (el teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, Teorema A.0.8
del Apéndice A) aplicado al lado derecho de (1.25), el cual es independiente de γ ∈ R̂.
Consecuentemente, se tiene

∀ε > 0, ∃λ0 > 0 tal que ∀λ ∈ (0, λ0)y∀γ ∈ R̂, |f̂(γ + λ)− f̂(γ)| < ε. (1.26)

Ésta es la continuidad uniforme deseada.

c. Supóngase que f = 1[a,b] y γ 6= 0. Entonces

|f̂(γ)| =
∣∣∣∣∫ b

a

e−2πitγdt

∣∣∣∣ =
1

2π |γ|
|e−2πibγ − e−2πiaγ| ≤ 1

π |γ|
,

y el lado derecho tiende a 0 cuando |γ| tiende a infinito.
Por lo tanto, ĺım|γ|→∞ |f̂(γ)| = 0 si f =

∑n
j=1 cj1[aj ,bj ], donde bj ≤ aj+1.

Para una arbitraria f ∈ L1(R), se toma ε > 0; y debe encontrarse γε > 0 tal que si
|γ| > γε entonces |f̂ |(γ) < ε. Para tal fin se invoca el teorema (A.0.6) y se elige

g =
n∑
j=1

cj1[aj ,bj ],

donde bj ≤ aj+1, pora los cuales ‖f − g‖L1(R) <
ε
2
. Consecuentemente, se tiene

∀γ ∈ R̂, |f̂(γ)| ≤ |f̂(γ)− ĝ(γ)|+ |ĝ(γ)|
≤ ‖f − g‖L1(R) + |ĝ(γ)|

<
ε

2
+ |ĝ(γ)| .

Del paso previo se puede tomarγε > 0 tal que |γ| > γε implica |ĝ(γ)| < ε
2
. Ésto completa

la prueba.
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d. Por integración por partes (Teorema A.0.13), se calcula∫ T

−S
f (m)(t)e−2πitγdt

= f (m−1)(t) e−2πitγ
∣∣T
−S + 2πiγ

∫ T

−S
f (m−1)(t)e−2πitγdt

= f (m−1)(t) e−2πitγ
∣∣T
−S

+ 2πiγ

(
f (m−2)(t) e−2πitγ

∣∣T
−S + 2πiγ

∫ T

−S
f (m−2)(t)e−2πitγdt

)
= . . .

=
m−1∑
j=0

(2πiγ)j
(
f (m−(j+1))(T )e−2πiTγ − f (m−(j+1))(−S)e2πiSγ

)
+ (2πiγ)m

∫ T

−S
f(t)e−2πitγdt.

Haciendo S, T →∞, el lado derecho converge a (2πiγ)mf̂(γ) y el resultado está prova-
do.

e. Sin pérdida de generalidad sea m = 1 y γ ∈ R̂ fijo. Entonces

f̂(γ + λ)− f̂(γ)

λ
=

∫
f(t)e−2πitγ

(
e−2πitλ − 1

λ

)
dt,

y se designa el integrando por f(t, λ) (γ es fijo).
Por el teorema del valor medio se tiene el estimado∣∣∣∣e−2πitλ − 1

λ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣cos 2πtλ− 1

2πtλ
2πt− isin 2πtλ

2πtλ
2πt

∣∣∣∣
≤ 2π |t|

∣∣∣∣cos 2πtλ− 1

2πtλ

∣∣∣∣+ 2π |t|

≤ 2π |t| |sin ξ| |2πtλ|
|2πtλ|

+ 2π |t|

≤ 4π |t|

Consecuentemente,
|f(t, λ)| ≤ 4π |tf(t)| a.e., (1.27)

y también se sabe que

ĺım
λ→0

f(t, λ) = −2πitf(t)e−2πitγ a.e., (1.28)

como
ĺım
λ→0

cos 2πtλ− 1

λ
= 2πt ĺım

α→0

cosα− 1

α
= 0

y

ĺım
λ→0

−i sin 2πtλ

λ
= −2πit.
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Por (1.27) y (1.28) es posible invocar CDL y asegurar que

∃ ĺım
λ→0

f̂(γ + λ)− f̂(γ)

λ
=

∫
(−2πit)f(t))e−2πitγdt.

La proposición 1.5.1 siguiente es una extensión para m < 0 del Teorema 1.5.1d

Proposición 1.5.1. Sea f ∈ L1(R). Se define g(t) =
∫ t
−∞ f(u)du y se asume que g ∈ L1(R).

(Nótese que
∫
f(t)dt = 0 porque g ∈ L1(R)) Entonces f̂(γ) = 2πiγĝ(γ) para γ ∈ R̂, y

también
∀γ ∈ R̂ \ {0}, ĝ(γ) =

1

2πiγ
f̂(γ),

donde ĺımγ→0
f̂(γ)
2πiγ

= ĝ(0).

Demostración. Se calcula∫ T

−S
g′(t)e−2πitγdt

= g(t)e−2πitγ
∣∣T
−S +

∫ T

−S
g(t)(2πiγ)e−2πitγdt.

Como g(±∞) = 0 y g′(t) = f(t) en casi todo punto, por TFCI, se puede concluir que
2πiγĝ(γ) = f̂(γ).

Ejemplo 1.5.1. C0(R̂) \ A(R̂) 6= ∅
El teorema 1.5.1b,c lleva a concluir que A(R̂) ⊆ C0(R̂), donde C0(R̂) es el espacio de
funciones continuas F en R̂ para las cuales

ĺım
|γ|→∞

F (γ) = 0.

Es posible verificar que esta inclusión es propia. Por ejemplo, si F es definida como

F (γ) =


1

log γ
, si γ > e

γ

e
, si 0 ≤ γ ≤ e

en [0,∞) y como −F (−γ) en (−∞, 0], entonces F ∈ C0(R̂). El hecho que F /∈ A(R̂) se
debe a la divergencia de

∫∞
e

dγ
γ log γ

.

Perspectiva desde el cálculo operacional

El teorema 1.5.1 es el mayor componente en el cálculo operacional usado en ingenierı́a
eléctrica y en la resolución de varias ecuaciones diferenciales. Tı́picamente, un problema de
cálculo, por ejemplo, una ecuación diferencial, es transformado en un problema de álgebra
por el teorema 1.5.1d; se resuelve el problema de álgebra, y la solución es transformada por
la fórmula de inversión en la solución del problema original. Una parte de este formalismo
es la noción de convolución.
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1.6. Convolución

Definición 1.6.1. Convolución
Para f, g ∈ L1(R), la convolución de f y g, denotada por f ∗ g, es

(f ∗ g)(t) =

∫ ∞
−∞

f(t− u)g(u)du =

∫ ∞
−∞

f(u)g(t− u)du.

Proposición 1.6.1. Sea f, g ∈ L1(R). Entonces f ∗ g ∈ L1(R) y (f ∗ g)ˆ= f̂ ĝ

Demostración. Se omite verificar que f ∗ g ∈ L1(R). Asumiendo este hecho, se usa el
Teorema de Fubini-Tonelli (A.0.9) para calcular

(f ∗ g) (̂γ) =

∫ ∫
f(t− u)g(u)e−2πitγdudt

=

∫ ∫
f(t− u)g(u)e−2πi(t−u)γe−2πiuγdudt

=

∫ (
f(t− u)g(u)e−2πi(t−u)γdt

)
g(u)e−2πiuγdu

=

∫
f̂(γ)g(u)e−2πiuγdu

= f̂(γ)ĝ(γ).

1.7. Aproximaciones a la identidad

La siguiente noción es crı́tica en la aproximación al impulso unitario y para proveer ejem-
plos en aplicaciones incluyendo procesamiento de señales.

Definición 1.7.1. Aproximación a la identidad

Una aproximación a la identidad es una familia {k(λ) : λ > 0} ⊆ L1(R) de funciones
con las propiedades:

a) ∀λ > 0,
∫
k(λ)(t)dt = 1;

b) ∃K tal que ∀λ > 0,
∥∥k(λ)

∥∥
L1(R)

≤ K;

c) ∀η > 0, ĺımλ→∞
∫
|t|≥η

∣∣k(λ)(t)
∣∣ dt = 0.

El subı́ndice (λ) en la definición 1.7.1 no necesariamente denota una dilatación. El resul-
tado siguiente, sin embargo, muestra que las dilataciones proporcionan una amplia clase de
aproximaciones a la identidad.

Proposición 1.7.1. Sea k ∈ L1(R) con la propiedad que
∫
k(t)dt = 1. La familia {k(λ) :

k(λ)(t) = λk(λt), λ > 0} ⊆ L1(R) de dilataciones es una aproximación a la identidad.
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Demostración. Para verificar la condición de la definición 1.7.1a, se calcula∫
kλ(t)dt = λ

∫
k(λt)dt =

∫
k(t)dt = 1.

Para la parte b se calcula∫
|kλ(t)| dt = λ

∫
|k(λt)| dt =

∫
|k(u)| du = K <∞,

donde K es finito porque k ∈ L1(R).
Para la parte c, se toma η > 0 y se calcula∫

|t|≥η
|kλ(t)| dt = λ

∫
|t|≥η
|k(λt)| dt =

∫
|u|≥λη

|k(u)| du;

este último término tiende a 0 cuando λ tiende a ∞ porque η > 0 y por la definición de
integral.

Proposición 1.7.2. ∫ ∞
−∞

sin t

t
dt =

∫ ∞
−∞

sin2 t

t2
dt = π.

Demostración. a. Para probar que esos integrales son iguales, sea u = sin2 t y dv = dt
t2

en
el segundo integral de manera que∫ ∞

0

sin2 t

t2
dt = −sin2 t

t

∣∣∣∣∞
0

+

∫ ∞
0

2

t
sin t cos tdt

=

∫ ∞
0

sin 2t

t
dt

=

∫ ∞
0

sin t

t
dt

b. Ahora se muestra que ∫ ∞
0

sin t

t
dt =

π

2

para completar el resultado.
Sea F (σ) la transformada de Laplace,

F (σ) =

∫ ∞
0

e−σt
sin t

t
dt = L

(
sin t

t

)
(σ).

F (σ) es una función continua en [0,∞) y el cálculo formal

∀σ > 0, ∃F ′(σ) = −
∫ ∞

0

e−σt sin tdt,

es cierto. La convergencia de F (0) se obtiene por un argumento de series alternantes.
Se puede ver que L(sin t)(σ) = 1

a+σ2 , σ > 0, ya sea por un cálculo directo usan-
do integración por partes o usando la fórmula general de la transformada de Laplace,
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L(g(2))(σ) = σ2L(g)(σ) − σg(0) − σg′(0), para la función especial g(t) = sin t. Ası́,
usando TFC, se calcula

F (σ)− F (0) =

∫ σ

0

F ′(η)dη = −
∫ σ

0

L(sin t)(η)dη

= −
∫ σ

0

dη

1 + η2
= − tan−1 σ, σ > 0.

Se conoce F (∞) = 0 por CDL, y ası́

F (0) = ĺım
σ→∞

tan−1 σ =
π

2
.

La familia {dλ} de dilataciones de d(t) es el núcleo de Dirichlet, y la familia {wλ} de
dilataciones de w(t) es el núcleo de Fejér. El núcleo de Fejér es una aproximación a la iden-
tidad por las proposiciones 1.7.1 y 1.7.2. El núcleo de Dirichlet no es una aproximación a la
identidad porque dλ /∈ L1(R). Aunque {dλ} no es una aproximación a la identidad, posee
la propiedad de que su “masa” se acumula en el origen, mientras su transformada de Fourier
tiende a la función idénticamente 1 en R̂ cuando λ→∞.

La mayor propiedad elemental de las aproximaciones a la identidad está dada en el teo-
rema 1.7.1a. El teorema 1.7.1b es el caso especial para el núcleo de Fejér, y la parte c es el
teorema de unicidad de la transformada de Fourier. Se prueba el teorema de unicidad como
un corolario de la parte b.

Teorema 1.7.1. Aproximación y unicidad

Sea f ∈ L1(R).

a) Si {k(λ) : λ > 0} ⊆ L1(R) es una aproximación a la identidad, entonces

ĺım
λ→∞

∥∥f − f ∗ k(λ)

∥∥
L1(R)

= 0.

b) Se tiene

ĺım
λ→∞

∫ ∣∣∣∣∣f(t)−
∫ λ

2π

− λ
2π

(
1− 2π |γ|

λ

)
f̂(γ)e2πitγdγ

∣∣∣∣∣ dt = 0.

c) Unicidad. Si f̂ = 0 en R̂, entonces f es la 0-función.

Demostración. a) Usando el hecho que
∫
k(λ)(t)dt = 1 para calcular∥∥f − f ∗ k(λ)

∥∥
L1(R)

=

∫ ∣∣∣∣∫ k(λ)(u)f(t)du−
∫
k(λ)(u)f(t− u)du

∣∣∣∣ dt
≤
∫ ∣∣k(λ)(u)

∣∣ (∫ |f(t)− τuf(t)| dt
)
du.
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Sea ε > 0. Por teorema A.0.6, existe η > 0 con la propiedad que

∀ |u| < η, ‖f − τuf‖L1(R) <
ε

K
, (1.29)

donde
∥∥k(λ)

∥∥
L1(R)

≤ K. Por lo que, se tiene el estimado

∥∥f − f ∗ k(λ)

∥∥
L1(R)

≤ 2 ‖f‖L1(R)

∫
|u|≥η

∣∣k(λ)(u)
∣∣ du+

ε

K

∫
|u|≤η

∣∣k(λ)(u)
∣∣ du

≤ ε+ 2 ‖f‖L1(R)

∫
|u|≥η

∣∣k(λ)(u)
∣∣ du.

Consecuentemente, por la definición de una aproximación a la identidad, se tiene

lim
λ→∞

∥∥f − f ∗ k(λ)

∥∥
L1(R)

≤ ε;

y ası́, se obtiene la parte a porque ε > 0 puede elegirse tan pequeño como se desee.

b) Para empezar, el cálculo en el ejemplo 1.4.4 muestra que

wλ(t) =

∫ λ/2π

−λ/2π

(
1− 2π |γ|

λ

)
e2πitγdγ.

Entonces, por la definición de convolución y una aplicación del teorema de Fubini-
Tonelli, se calcula

f ∗ wλ(t) =

∫ λ/2π

−λ/2π

(
1− 2π |γ|

λ

)
f̂(γ)e2πitγdγ.

Como {wλ} es una aproximación a la identidad, la parte b se sigue de la parte a.

c) Parte c se sigue de la parte b. En efecto, la hipótesis y la parte b implican ‖f‖L1(R) = 0;
y ası́, f es la función 0 por teorema A.0.6.

El literal b del teorema anterior tiene cierta familiaridad con un resultado de inversión
para la transformada de Fourier y será utilizado posteriormente en la demostración del teo-
rema de la fórmula de inversión.

Proposición 1.7.3. Sea f ∈ L∞(R) continua en R, donde L∞(R) es el espacio de funciones
esencialmente acotadas. Si {k(λ) : λ > 0} ⊆ L1(R) es una aproximación a la identidad,
entonces

∀t ∈ R, ĺım
λ→∞

f ∗ k(λ)(t) = f(t).

Demostración. Primero se calcula∣∣f(t)− f ∗ k(λ)(t)
∣∣ =

∣∣∣∣∫ k(λ)(u)(f(t)− f(t− u))du

∣∣∣∣
≤
∫ ∣∣k(λ)(u)

∣∣ |f(t)− f(t− u)| du
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para un fijo t ∈ R. Sea ε > 0. Como f es continua, existe η < 0 tal que si 0 ≤ |u| < η,
entonces |f(t)− f(t− u)| < ε

K
, donde

∥∥k(λ)

∥∥
L1(R)

≤ K. Ésto proporciona la estimación

∣∣f(t)− f ∗ k(λ)(t)
∣∣ ≤ ε+ 2 ‖f‖L∞(R)

∫
|u|≥η

∣∣k(λ)(u)
∣∣ du.

Consecuentemente, por la definición de una aproximación a la identidad, se tiene

lim
λ→∞

∣∣f − f ∗ k(λ)

∣∣
L1(R)

≤ ε;

y ası́, se obtiene el resultado porque ε > 0 puede elegirse tan pequeño como se desee.

1.8. Inversión puntual de la transformada de Fourier

Motivación para el teorema de inversión

Figura 1.7: Función τtd2πΩ

La fórmula de inversión en el teorema 1.8.1 para f continua es

f(t) = ĺım
Ω→∞

∫ Ω

−Ω
f̂(γ)e2πitγdγ. (1.30)

Para ver que esta fórmula es razonable se hace el siguiente cálculo formal:∫
f̂(γ)e2πitγdγ =

∫ ∫
f(u)e2ıi(t−u)γdγ

=

∫
f(u)

[
ĺım
Ω→∞

∫ Ω

−Ω
e2ıi(t−u)γdγ

]
du

= ĺım
Ω→∞

∫
f(u)

sin 2π(t− u)Ω

π(t− u)
du

= ĺım
Ω→∞

f ∗ d2πΩ(t).

(1.31)
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Obsérvese que el área L del mayor lóbulo de τtd2πΩ en la figura 1.7 se mantiene constante
para todo Ω: ∫ t+1/2Ω

t−1/2Ω

τtd2πΩ(u)du =

∫ 1/2Ω

−1/2Ω

d2πΩ(u)du

=

∫ 1/2Ω

−1/2Ω

sin 2πuΩ

πu
du

=
1

π

∫ π

−π

sinu

u
du.

(1.32)

El cálculo en (1.31) envuelve cambio en el orden de las operaciones y un argumento de valor
principal. Esos pasos deben ser justificados. La idea básica, sin embargo, es clara. Se espera
que ĺımΩ→∞ f ∗ d2πΩ(t) = f(t) (y esto es (1.30)) porque L permanece constante cuando el
mayor lóbulo converge a t y porque las oscilaciones de los lóbulos menores en cada lado de
t aumentan rápidamente cuando Ω → ∞. La intuición es que la contribución total de los
lóbulos menores será despreciable para Ω grande porque el núcleo de Dirichlet toma valores
positivos y negativos. Esta intuición no es del todo correcta porque

1

π

∫ π

−π

sinu

u
du > 1

pero la cancelación es tal que puede verificarse (1.30) bajo las condiciones dadas en el teo-
rema 1.8.1. Otro aspecto que surge en el cálculo (1.31) es el hecho que f̂ no necesita estar
en L1(R̂) para f ∈ L1(R).

Ejemplo 1.8.1. f ∈ L1(R) no implica f̂ ∈ L1(R̂)
Sea f(t) = H(t)e−2πrt donde r > 0 y H es la función de Heaviside definida como H =
1[0,∞). Entonces f̂(γ) = 1

2π(r+iγ)
/∈ L1(R̂). Este hecho debe ser comparado con que si

f(t) = e−2πr|t|, entonces f̂(γ) = p1/r ∈ L1(R̂).

Luego de esta introducción, se comienza la prueba del teorema 1.8.1, el cual es la fórmula
de inversión puntual de Jordan para la transformada de Fourier.

Lema 1.8.1. Segundo teorema de valor medio para integrales o teorema de Bonnet
Sea g continua en [a, b] y sea f creciente en [a, b]. Existe ξ ∈ [a, b] tal que∫ b

a

f(t)g(t)dt = f(a+)

∫ ξ

a

g(t)dt+ f(b−)

∫ b

ξ

g(t)dt.

Demostración. Se omite.

Descomposición de Jordan
La clásica forma del teorema de descomposición de Jordan para una función f : [a, b] → C
afirma que f ∈ BV [a, b] si y solo si f puede ser expresada como la diferencia f1− f2 de dos
funciones crecientes en [a, b].

Lema 1.8.2. Sea g ∈ BV [0, ε], ε > 0. Entonces

ĺım
Ω→∞

∫ ε

0

g(t)d2πΩ(t)dt =
1

2
g(0+). (1.33)
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Demostración. a) Por el teorema de descomposición de Jordan, se asume que g es creciente
en [0, ε]; y, en particular, de la definición de acotada variación, g es acotada en [0, ε].

b) i. Asumiendo g(0+) = 0 y sea η > 0. Como
∫
d(t)dt = 1 para la función de Dirichlet d,

existe C > 0 tal que

∀a, b ∈ R,
∣∣∣∣∫ b

a

sin t

πt
dt

∣∣∣∣ ≤ C.

se debe verificar que

lim
Ω→∞

∣∣∣∣∫ ε

0

g(t)d2πΩ(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ηC; (1.34)

y con ésto se completará la prueba de (1.33) para el caso g(0+) = 0 porque η > 0 es
arbitrario.
ii. Como g(0+) = 0, existe v = v(η) ∈ (0, ε) tal que |g(t)| ≤ η para todo t ∈ (0, v).
También, por el lema 1.8.1, usando la continuidad de d2πΩ y la acotación y monotonicidad
de g, existe ξ ∈ [0, v] para el cual∫ v

0

g(t)d2πΩ(t)dt = g(0+)

∫ ξ

0

d2πΩ(t)dt+ g(v−)

∫ v

ξ

d2πΩ(t)dt

= g(v−)

∫ 2πΩv

2πΩξ

sinu

πu
du.

Consecuentemente, ∣∣∣∣∫ v

0

g(t)d2πΩ(t)dt

∣∣∣∣ ≤ C |g(v−)| ≤ ηC. (1.35)

iii. Nótese que
(
g(t)
t

)
1[v,ε](t) ∈ L1(R) porque no se tiene que lidear con el origen. Por

tanto, por el lema de Riemann-Lebesgue,

ĺım
Ω→∞

∫ ε

v

g(t)d2πΩ(t)dt = 0.

Usando este hecho, (1.35), y la desigualdad∣∣∣∣∫ ε

0

g(t)d2πΩ(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ v

0

g(t)d2πΩ(t)dt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ ε

v

g(t)d2πΩ(t)dt

∣∣∣∣ ,
se obtiene (1.34).

c) Finalmente, suponiendo que g(0+) 6= 0. Sea h(t) = g(t)−g(0+) de manera que h(0+) =
0 y

ĺım
Ω→∞

∫ ε

0

h(t)d2πΩ(t)dt = 0

por parte b. También, se sabe de la proposición 1.7.2 que

ĺımΩ →∞
∫ ε

0

d2πΩ(t)dt = ĺım
Ω→∞

∫ 2πΩε

0

d(t)dt =
1

2
.
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Combinando estos hechos, se calcula

ĺım
Ω→∞

∫ ε

0

g(t)d2πΩ(t)dt = ĺım
Ω→∞

(∫ ε

0

(h(t) + g(0+))d2πΩ(t)dt

)
=
g(0+)

2
,

porque ambos lı́mites existen cuando se expande el término del medio.

Ahora se puede demostrar el teorema de Jordan.

Teorema 1.8.1. Teorema de Jordan

Sea f ∈ L1(R) y asumiendo que f ∈ BV [t− ε, t+ ε] para algún t ∈ R y ε > 0 (es decir,
f es de acotada variación en [t− ε, t+ ε]). Entonces

f(t+) + f(t−)

2
= ĺım

Ω→∞

∫ Ω

−Ω
f̂(γ)e2πitγdγ,

Si f es continua en t, entonces el lado izquierdo puede ser reemplazado por f(t).

Demostración. Para cada Ω > 0, se definen las “sumas parciales”

SΩ(t) =

∫ Ω

−Ω
e2πitγ f̂(γ)dγ

=

∫
f(u)

(
ĺım
Ω→∞

∫ Ω

−Ω
e2ıi(t−u)γdγ

)
du

= f ∗ d2πΩ(t).

El cálculo está justificado por el teorema de Fubini-Tonelli porque el integral doble en R ×
[−Ω,Ω] es absolutamente convergente. Se escribe SΩ(t) como

SΩ(t) =

∫
f

(t− u)d2πΩ(u)

=

∫ ∞
0

(f(t+ u) + (f(t− u)) d2πΩ(u)du.

Sea g(u) = f(t+u)+f(t−u), notando que t es fijo, y sea ε > 0. El resultado quedará proba-
do cuando se muestre que

ĺım
Ω→∞

∫ ε

0

g(u)d2πΩ(u)du =
f(t+) + f(t−)

2
(1.36)

y

ĺım
Ω→∞

∫ ∞
ε

g(u)d2πΩ(u)du = 0. (1.37)

La ecuación (1.36) es una consecuencia inmediata del lema 1.8.2. La ecuación (1.37) se sigue
del lema de Riemann-Lebesgue y el hecho que (g(t)

t
τεH(t) ∈ L1(R)), porque f ∈ L1(R).

Si f ∈ L1(R) y f̂ ∈ L1(R̂), es posible utilizar el teorema 1.7.1 para obtener el siguiente
teorema de inversión puntual
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Teorema 1.8.2. Fórmula de inversión para f̂ ∈ L1(R) ∩ A(R)

Sea f̂ ∈ L1(R) ∩ A(R), entonces

∀t ∈ R, f(t) =

∫ ∞
−∞

f̂(γ)e2πitγdγ. (1.38)

Demostración. Como f̂ ∈ L1(R̂), se sigue que g definida como el lado derecho de (1.38) es
uniformemente continua (teorema 1.5.1b).
Nótese que ∥∥∥∥∥

∫
f̂(γ)e2πitγdγ −

∫ −λ/2π
−λ/2π

(
1− 2π |γ|

λ

)
f̂(γ)e2πitγdγ

∥∥∥∥∥
L∞(R)

≤
∥∥∥∥∫
|γ|>λ/2π

f̂(γ)e2πitγdγ

∥∥∥∥
L∞(R)

+

∥∥∥∥∥
∫ λ/2π

−λ/2π

2π |γ|
λ

f̂(γ)e2πitγdγ

∥∥∥∥∥
L∞(R)

≤
∫
|γ|>λ/2π

|f̂(γ)|dγ +

∫ λ/2π

−λ/2π

2π |γ|
λ
|f̂(γ)|dγ.

(1.39)

Ahora se debe aplicar CDL a la segunda integral en el lado derecho de (1.39). Sea

f̂λ(γ) =
2π |γ|
λ
|f̂(γ)|1[−λ/2π,λ/2π](γ),

de manera que ĺımλ→∞ f̂λ = 0 en casi todo punto, y |f̂λ| ≤ 2π|f̂ | ∈ L1(R̂). Consecuente-
mente, aplicando CDL se tiene

ĺım
λ→∞

∫ λ/2π

−λ/2π

2π |γ|
λ
|f̂(γ)|dγ = 0.

De la definición de L1(R̂), la primer integral en el lado derecho de (1.39) también tiende a 0
cuando λ→∞. Por lo tanto,

ĺım
λ→∞

∥∥∥∥∥g(t)−
∫ −λ/2π
−λ/2π

(
1− 2π |γ|

λ

)
f̂(γ)e2πitγdγ

∥∥∥∥∥
L∞(R)

= 0. (1.40)

Ahora, invocando al teorema 1.7.1b,

ĺım
λ→∞

∥∥∥∥∥f(t)−
∫ −λ/2π
−λ/2π

(
1− 2π |γ|

λ

)
f̂(γ)e2πitγdγ

∥∥∥∥∥
L1(R)

= 0, (1.41)

para obtener un resultado puntual, en casi todo punto, en la forma siguiente. La ecuación
(1.41) implica que

ĺım
λ→∞

∫ −λ/2π
−λ/2π

(
1− 2π |γ|

λ

)
f̂(γ)e2πitγdγ = f(t) en medida. (1.42)
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Un resultado básico debido a F. Riesz es que convergencia en medida implica convergencia
en casi todo punto de una subsecuencia. Ası́, (1.42) puede ser cambiado a convergencia en
casi todo punto para algún λn en lugar de λ. Combinado con (1.40), para λn en lugar de λ,
este ajuste de (1.42) lleva al hecho que f = g en casi todo punto; y el resultado se sigue
porque f y g son continuas.

1.9. La teorı́a en L2(R)
Definición 1.9.1.

L2(R) =

{
f : R→ C : ‖f‖L2(R) =

(∫
|f(t)|2 dt

)1/2

<∞

}
.

L2(R) es el espacio de funciones f cuadrado-integrables o señales f con energı́a finita
‖f‖2

L2(R).

El mayor resultado acerca de L2(R) es el teorema siguiente

Teorema 1.9.1. Teorema de Plancherel
Hay una única biyección lineal F : L2(R)→ L2(R̂) con las propiedades:

a) ∀f ∈ L2(R), ‖f‖L2(R) = ‖Ff‖L2(R̂);

b) ∀f ∈ L1(R) ∩ L2(R) y ∀γ ∈ R̂, f̂(γ) = (Ff)(γ);

c) ∀f ∈ L2(R), ∃{fn : n = 1, ...} ⊆ L1(R) ∩ L2(R) que cumple

ĺım
n→∞

‖fn − f‖L2(R) = 0 y ĺım
n→∞

‖f̂n −Ff‖L2(R̂) = 0.

Demostración. La lı́nea a seguir en la prueba tiene cuatro pasos: verificar que ‖f‖L2(R) =

‖f̂‖L2(R̂) para f ∈ X ⊆ L2(R) (parte i), resultados de clausura en R y R̂ (partes ii y iii,
respectivamente), y un argumento rutinario de análisis funcional para obtener el resultado a
partir de las partes i, ii, iii (parte iv). Existen diferencias en las dificultades de las partes i, ii
y iii dependiendo de en cual espacio X de elija usar.

i. Sea X = Cc(R), el espacio de funciones continuas (en R) que tienen soporte com-
pacto, y considerando la involución f̃(t) ≡ f(−t) de f ∈ Cc(R). Se debe probar que
f̂ ∈ L2(R̂). Claramente, f̂ ∈ A(R̂) porque Cc(R) ⊆ L1(R). Se define g = f ∗ f̃ de
manera que g es continua, g ∈ L1(R) y

g(0) = ‖f‖2
L2(R) . (1.43)

También,
∀γ ∈ R̂, ĝ(γ) = |f̂(γ)|2 (1.44)

Por el teorema de Fubini-Tonelli y la invarianza bajo traslaciones de la medida de
Lebesgue (en el grupo R). Por la proposición 1.7.3 y por (1.44), como g ∈ L1(R) ∩
L∞(R) es continua, se tiene

ĺım
λ→∞

∫ λ/2π

−λ/2π

(
1− 2π |γ|

λ

)
|f̂(γ)|2dγ = g(0). (1.45)
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El teorema de Beppo Levi y (1.45) lleva a afirmar que f̂ ∈ L2(R̂) y que

‖f̂‖L2(R̂) = g(0) = ‖f‖L2(R) ,

donde la segunda igualdad se sigue de la definición de g.

ii. Ahora se debe mostrar que L1(R) ∩ L2(R) es denso en L2(R), y probar que Cc(R) es
denso en L1(R) ∩ L2(R) tomado con la norma ‖·‖ = ‖·‖L1(R) + ‖·‖L2(R). Este hecho
implica que Cc(R) = L2(R). Sea f ∈ L2(R) y se define fT = f1[−T,T ]. Para esta
prueba, fT no designa dilatación. fT ∈ L2(R) porque |fT | ≤ |f |, y fT ∈ L1(R) por la
desigualdad de Hölder. Claramente,

‖f − fT‖L2(R) =

(∫
|t|>T
|f(t)|2 dt

)1/2

,

y ası́ L1(R) ∩ L2(R) es denso en L2(R).

Sea f ∈ L1(R) ∩ L2(R). Entonces ĺımT→∞ ‖f − fT‖ = 0 por el argumento del
parágrafo previo. Luego, sea fS,T = fT ∗ ∆S (∆S es la dilatación de la función tri-
angular ∆ definida en el ejemplo 1.4.4), ası́ que fS,T ∈ Cc(R). Para ε > 0 se deben
encontrar S, T > 0 tales que ‖f − fS,T‖ < ε. Primero, existe T = Tε para el cual
‖f − fT‖ < ε

2
. Se puede mantener este T fijo, y se tiene el estimado

‖fT − fS,T‖L1(R) ≤
∫ ∫

∆S(u) |fT (t)− fT (t− u)| dudt

=

∫
|u|≤1/S

∆S(u)

(∫
|fT (t)− fT (t− u)| dt

)
du.

Luego, seleccionando S1 tal que

∀S ≥ S1 y ∀ |u| ≤ 1

S
, ‖fT − τufT‖L1(R) <

ε

4
.

Ası́, para este S,
‖fT − fS,T‖L1(R) <

ε

4
. (1.46)

Finalmente, usando la desigualdad de Minkowski (teorema A.0.11) para obtener el
estimado

‖fT − fS,T‖L2(R) ≤
∫ (∫

|(fT (t)− fT (t− u))∆S(u)|2 dt
)1/2

du∫
∆S(u) ‖fT − τufT‖L2(R) du.

Se puede elegir S ≥ S1 para el cual

∀ |u| ≤ 1

S
, ‖fT − τufT‖L2(R) <

ε

4
;

y ası́,
‖fT − fS,T‖L2(R) <

ε

4
. (1.47)

Combinando (1.46) y (1.47) con el anterior estimado ‖f − fT‖ < ε
2
, se tiene la de-

sigualdad deseada, es decir, ‖f − fS,T‖ < ε.
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iii. Se debe probar ahora que Cc(R)ˆ⊆ A(R̂)∩L2(R̂) es un subespacio denso de L2(R̂). Sea
G ∈ L2(R̂) y supóngase

∀f ∈ Cc(R),

∫
f̂(γ)G(γ)dγ = 0. (1.48)

Si f ∈ Cc(R), entonces τuf ∈ Cc(R) y ası́ (1.48) implica

∀f ∈ Cc(R) y ∀u ∈ R,
∫
f̂(γ)G(γ)e−2πiuγdγ = 0. (1.49)

Por la desigualdad de Hölder, f̂G ∈ L1(R̂), y ası́ (1.49) lleva a invocar el teorema de unici-
dad, teorema 1.7.1c, para concluir que f̂G = 0 en casi todo punto para cada f ∈ Cc(R).
Nótese que

∀f ∈ Cc(R) y ∀γ ∈ R̂, e2πitγf(t) ∈ Cc(R).

Ası́, Cc(R)ˆes invariante bajo traslaciones, es decir,

∀f ∈ Cc(R) y ∀γ ∈ R̂, τγ f̂ ∈ Cc(R) .̂

De ésto se puede concluir que para cada γ0 ∈ R̂, existe f = fγ0 ∈ Cc(R) para la cual
|f̂ | > 0 en un intervalo I centrado en γ0. Para verificar esta afirmación, supóngase que
existe γ0 tal que para cada f ∈ Cc(R) y para cada intervalo I centrado en γ0, f̂ tiene un cero
en I . Consecuentemente, f̂(γ0) = 0 para cada f ∈ Cc(R). Por la invarianza bajo traslaciones
de Cc(R) ,̂ τγ f̂ ∈ Cc(R)ˆpara cada γ ∈ R̂, y ası́

∀f ∈ Cc(R) y ∀γ ∈ R̂, (τγ f̂)(γ0) = 0.

Es decir, f̂ = 0 en R̂ para cada f ∈ Cc(R). Ésto contradice el teorema de unicidad, teorema
1.7.1c y la afirmación está verificada.
Por lo tanto, si se asume (1.48) se puede concluir que G = 0 en casi todo punto. Conse-
cuentemente, se tiene que Cc(R)ˆes denso en L2(R̂).

iv. Se ha mostrado que F es una inyección lineal continua Cc(R)→ L2(R̂) (parte i), cuando
Cc(R) es dotado con la L2-norma, y ası́ F tiene una única extensión lineal inyectiva a L2(R)
por parte ii. Además, F(Cc(R)) es cerrado y denso en L2(R̂) por partes i y iii. Ası́, F es
también sobreyectiva. Los restantes resultados del teorema son ahora inmediatos.

Notacionalmente, debido al teorema de Plancherel, es natural referirse a Ff como la
transformada de Fourier de f ∈ L2(R), y se escribe el pareamiento entre f ∈ L2(R) y Ff
en una de las siguientes maneras:

Ff = f̂ = F, f ↔ F, f = F̌ .

Teorema 1.9.2. Fórmula de Parseval

Considere f → F y g → G, donde f, g ∈ L2(R). Entonces se tiene las fórmulas

‖f‖L2(R) = ‖F‖L2(R̂) , (1.50)
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∫
f(t)g(t)dt =

∫
F (γ)G(γ)dγ, (1.51)∫

f(t)g(t)dt =

∫
F (γ)G(−γ)dγ, (1.52)

y

∀γ ∈ R̂,
∫
f(t)g(t)e−2πitγdt =

∫
F (λ)G(γ − λ)dλ. (1.53)

Demostración. La ecuación (1.50) es parte del teorema 1.9.1. La ecuación (1.51) es conse-
cuencia de (1.50) y el hecho que 4fg = |f + g|2 − |f − g|2 + i |f + ig|2 − i |f − ig|2.
La ecuación (1.52) puede ser probada similarmente o por el siguiente cálculo formal. Este
cálculo de hecho da (1.53), del cual (1.52) se sigue para γ = 0. Nótese que fg ∈ L1(R) y
F ∗G ∈ A(R̂). Se calcula

(F ∗G) (̌t) =

∫
F ∗G(γ)e2πitγdγ

=

∫
F (λ)G(γ − λ)e2πitγdγdλ

= g(t)

∫
F (λ)e2πitλdλ

= f(t)g(t),

y entonces, ∫
f(t)g(t)e−2πitγdt =

∫
F (λ)G(γ − λ)dλ.

1.10. Teorı́a de distribuciones
Aproximaciones a la identidad y δ

En L1(R), la convolución es la multiplicación.

Proposición 1.10.1. L1(R) no tiene una unidad bajo convolución.

Prueba: Suponga que u ∈ L1(R) es una unidad. Seleccionando f ∈ L1(R) para el cual f̂
nunca se anula, por ejemplo f(t) = e−2π|t|. Entonces ‖f̂ − f̂ û‖L∞(R̂) ≤ ‖f − f ∗ u‖L1(R) =

0, ası́ que û es idénticamente 1 en R̂. Esto contradice el Lema Riemann-Lebesgue, por lo que
necesariamente u /∈ L1(R).

Por otro lado, existen familias {k(λ)} ⊆ L1(R) de funciones, las cuales son apropiada-
mente llamadas aproximaciones a la identidad, con la propiedad que

∀f ∈ L1(R), ĺım
λ→∞

∥∥f − f ∗ k(λ)

∥∥
L1(R)

= 0.

Similarmente, si f ∈ L∞(R) es continua en R y {k(λ)} es una aproximación a la identidad,
entonces

∀t ∈ R, ĺım
λ→∞

f ∗ k(λ)(t) = f(t).
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Se puede pensar en “f∗k(λ) → f” como un conjunto {f∗k(λ)} de funciones aproximando
la función f ; o se puede pensar en la familia {k(λ)} como aproximándose a algo llamado δ,
la cual juega un papel de una identidad bajo convolución para elementos en L1(R), es decir,
“f ∗ δ = f” a pesar de que δ /∈ L1(R).

Con el fin de cuantificar esta última interpretación, asúmase que cada k(λ) es una función
par. Fijando el punto t = 0 en la última ecuación y pensando en la integral f ∗ k(λ) como una
función,

k(λ) : Cb(R)→ C

f 7→ f ∗ k(λ)(0) =

∫
k(λ)(t)f(t)dt,

cuyo dominio Cb(R) es el conjunto de funciones continuas acotadas en R.
Definición 1.10.1. δ es la función

δ : Cb(R)→ C
f 7→ (f ∗ δ)(0) = f(0),

i.e., para cada f ∈ Cb(R), δ(f) ≡ f(0). Una función cuyo dominio es un conjunto de
funciones y cuyo rango es un conjunto de números, es llamado un funcional.

δ es a veces llamada la función δ de Dirac a pesar del hecho de que no fue descubier-
ta por Dirac ni es una función ordinaria de R. Actualmente es vista como la medida de Dirac.

Históricamente se ha visto a δ como una especie de “función” que es cero en todo lugar
excepto en el origen, donde deberı́a ser tan grande como para que

∫
δ(u)du = 1. Esta forma

de ver a δ no tiene sentido formal aunque es muy usado en fı́sica. En cambio la definición de
δ recien enunciada es matemáticamente más legı́tima.

Este enfoque de definir objetos tales como δ que no existen como funciones ordinarias si
no como funcionales cuyo dominio es un espacio de funciones, tiene sus raı́ces en ideas aso-
ciadas con la fórmula de Parseval y soluciones débiles en fı́sica. Estos objetos son llamados
distribuciones o funciones generalizadas, y se estudiarán aquı́ sus propiedades elementales.

Sea:
C∞c (R) = {f : f ∈ C∞(R) y el soporte de f es compacto}.

El soporte de f es el conjunto cerrado más pequeño fuera del cual f se anula.

Definición 1.10.2. Distribuciones.

a. C∞c (R) es un espacio vectorial. Una función lineal,

T : C∞c (R)→ C
f 7→ T (f),
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1.10. TEORÍA DE DISTRIBUCIONES 33

es una distribución o función generalizada si ĺımn→∞ T (fn) = 0 para toda secuencia
{fn} ⊆ C∞c (R) satisfaciendo las propiedades:

i. ∃K ⊂ R, compacto, tal que ∀n, el soporte de fn está incluido en K.

ii. ∀k ≥ 0, ĺımn→∞

∥∥∥f (k)
n

∥∥∥
∞

= 0.

b. Una distribución T es positiva, y se escribe T ≥ 0, si T (f) ≥ 0 para toda función no
negativa f ∈ C∞c (R).

c. El espacio de todas las distribuciones en R se denota porD′(R) para enfatizar el hecho
que D′(R) es el espacio dual de C∞c (R).

d. D′(R) es un espacio vectorial.

El dominio de la medida de Dirac puede ser restringido a C∞c (R) y en tal caso se tendrı́a

δ : C∞c (R)→ C
f 7→ δ(f) = f(0).

Es posible verificar que δ ası́ definida es una distribución.
También, sea g ∈ L1

loc(R), es decir g es localmente integrable, y defı́nase el funcional

Tg : C∞c (R)→ C
f 7→ Tg(f),

donde Tg es definida como

∀f ∈ C∞c (R), Tg(f) =

∫
g(t)f(t)dt,

es posible verificar que Tg ∈ D′(R).
Sea C1(R) el espacio de funciones continuamente diferenciables en R. Si f ∈ C∞c (R) y

g es suficientemente suave, es decir, si g ∈ C1(R) o aún si g es solo un elemento deACloc(R)
entonces la fórmula de integración por partes da∫

g′(t)f(t)dt = −
∫
g(t)f ′(t)dt.

que implica ∀f ∈ C∞c (R), g′(f) = −g(f ′).
Como el lado derecho de esta ecuación está bien definido aún cuando se reemplaza g por

cualquier T ∈ D′(R), esto motiva la siguiente definición.
La derivada distribucional T ′ de T ∈ D′(R) es definida por la siguiente fórmula.

∀f ∈ C∞c (R), T ′(f) = −T (f ′).

Por ejemplo se tiene que la derivada distribucional H ′ de H = 1[0,∞) es δ, porque

H ′(f) = −H(f ′) = −
∫ ∞

0

f ′(t)dt = f(0) = δ(f).

M. Melara
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También, de acuerdo a la fórmula de Parseval se tiene

∀f, g ∈ L2(R),

∫
ĝ(γ)f̂(γ)dγ =

∫
g(t)f(t)dt,

pensando en f como una función test, esto puede reescribirse como ĝ
(
f̂
)

= g
(
f
)

y como

L2(R) es un espacio de Hilbert, puede utilizarse la notación de producto interno 〈g, f〉 =∫
g(t)f(t)dt y ası́ se tiene

〈ĝ, f̂〉 = 〈g, f〉

Motivado por esto, la transformada de Fourier T̂ de una distribución T es formalmente
definida por la ecuación

T̂
(
f̂
)

= T (f̄)

o equivalentemente,
〈T̂ , f̂〉 = 〈T, f〉

para toda función f en un apropiado espacio de funciones test, como el espacio de Schwartz.
Por ejemplo, para la distribución δa(x) = δ(x− a) se tiene que (δa)ˆ(ξ) = e−2πiaξ.

Las funciones de Schwartz son aquellas funciones definidas en R tales que son infinita-
mente diferenciables y rápidamente convergentes a cero. Más formalmente.

Definición 1.10.3. Una función f se llama función de Schwartz si f ∈ C∞(R) y además

ĺım
|x|→∞

(1 + x2)kf (p)(x) = 0,

para todo par de enteros no negativos k y p. En esta notación, f (0) = f . Equivalentemente,
f es una función de Schwartz si ĺım|x|→∞ P (x)f (n)(x) = 0 para todo entero no negativo n y
para todo polinomio P (x).

El conjunto formado por todas las funciones de Schwartz se denota por S(R). Evidente-
mente S(R) ⊂ L1(R) ∩ L2(R). Puede probarse que S(R) es denso en L1(R) y en L2(R).

El siguiente teorema resume los resultados más importantes respecto a las transformadas
de Fourier en S(R). Se omite su demostración.

Teorema 1.10.1. Propiedades de la transformada de Fourier en S(R).

1. La aplicación f → f̂ es lineal y biyectiva de S(R) en sı́ mismo.

2. ˇ̂
f = f , para toda f ∈ S(R),

3. ‖f‖2 =‖ f̂ ‖2, para toda f ∈ S(R).
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Capı́tulo 2

Introducción a la teorı́a de wavelets

La transformada wavelet es una herramienta que divide datos, funciones u operadores en
diferentes componentes de frecuencia y entonces estudia cada componente con una resolu-
ción adecuada a su escala. La transformada wavelet provee una herramienta para localización
en tiempo-frecuencia. A continuación se explica lo que significa localización en tiempo-
frecuencia y luego se describen algunos tipos de wavelets.

2.1. Localización en tiempo y frecuencia

En muchas aplicaciones, dada una señal f(t), se está interesado en su contenido de fre-
cuencia localmente en el tiempo. Es similar a la notación musical, por ejemplo, en que se le
dice al que toca cuáles notas (información de frecuencia) tocar en cualquier momento dado.
La transformada de Fourier estandarizada

f̂(ω) =
1√
2π

∫
e−iωtf(t)dt,

también da información del contenido de la frecuencia, pero la información concerniente a la
localización en el tiempo de, por ejemplo, explosiones de alta frecuencia no puede ser leı́da
fácilmente de f̂ . La localización en el tiempo puede ser archivada ventaneado la señal, ésto
es, cortando solo una bien localizada rebanada de f y tomando entonces su transformada de
Fourier:

(Twinf)(ω, t) =

∫
e−iωsf(s)g(s− t)ds. (2.1)

Ésta es la transformada de Fourier con ventana, la cual es una técnica estandar para
la localización en tiempo-frecuencia. Es aún más familiar para el análisis de señales en su
versión discreta, donde a t y ω son asignados valores regularmente espaciados: t = nt0 y
ω = mω0, donde n y m varı́an sobre Z y t0, ω0 > 0 son fijos, entonces (2.1) se convierte en:

(Twinm,nf) =

∫
e−imω0sf(s)g(s− nt0)ds. (2.2)

Este proceso es esquemáticamente representado en la figura 2.1. Para un n fijo, la Twinm,nf
corresponde a los coeficientes de Fourier de f(·)g(· − nt0). Si para instancias g(t) es de
soporte compacto, entonces con una apropiada elección de ω0, los coeficientes de Fourier
(Twin·,n f) son suficientes para caracterizar y, si es necesario, reconstruir f(·)g(·−nt0). Canbiar
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el valor de n equivale a desplazar la rebanada en pasos de t0 y sus múltiplos, permitiendo la
recuperación de todo f a partir de Twinm,nf . Muchas elecciones posibles han sido propuestas
para la función ventana g en análisis de señales, muchas de ellas tienen soporte compacto
y razonable regularidad. En todas las aplicaciones se supone que g es bien concentrada en
ambos tiempo y frecuencia, si g y ĝ son ambas bien concentradas alrededor de cero, entonces
Twinm,nf puede interpretarse en términos generales como el contenido de f en tiempo cercano t
y frecuencia cercana ω. Ası́, la transformada de Fourier con ventana provee una descripción
de f en el plano tiempo-frecuencia.

Figura 2.1: La transformada de Fourier con ventana.

2.2. Wavelets comparadas con Fourier con ventana
La transformada wavelet provee una similar descripción en tiempo-frecuencia, con algu-

nas importantes diferencias. Las fórmulas análogas a (2.1) y (2.2) de la transformada wavelet
son:

(Twavf)(a, b) = |a|−
1
2

∫
f(t)ψ

(
t− b
a

)
dt (2.3)

y

(Twavm,n f) = a
−m

2
0

∫
f(t)ψ

(
a−m0 t− nb0

)
dt (2.4)

En ambos casos se asume que ψ satisface∫
ψ(t)dt = 0 (2.5)

La fórmula (2.4) es también obtenida de (2.3) restringiendo a y b a solo valores discretos
a = am0 y b = nb0a

m
0 , en este caso con n,m variando en Z y con a0 > 1, b0 > 0 fijos.

Una similitud entre la transformada wavelet y la de Fourier con ventana es clara: ambas
(2.1) y (2.3) toman el producto interno de f con una familia indexada por dos etiquetas:
gω,t(s) = eiωsg(s − t) en (2.1) y ψa,b(s) = |a|−

1
2 ψ
(
s−b
a

)
en (2.3). Las funciones ψa,b

son llamadas wavelets y la función ψ es a veces llamada wavelet madre. (Note que ψ y g
se han asumido implı́citamente a ser reales, si no lo son, entonces conjugados complejos
son introducidos en (2.1) y (2.3).) Una tı́pica elección para ψ es ψ(t) = (1 − t2)e−t

2/2, la
segunda derivada del Gaussiano, a veces llamada función sombrero mejicano por su forma
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similar a un corte transversal de un sombrero mejicano. La función sombrero mejicano es
bien localizada en ambos tiempo y frecuencia, y satisface (2.5). Cuando a cambia, ψa,0(s) =

|a|−
1
2 ψ
(
a
2

)
cubre diferentes rangos de frecuencia (grandes valores del parámetro de escala

|a| corresponden a frecuencias pequeñas, o grandes escalas de ψa,0). Cambiando el parámetro
b se procede a mover el centro de localización en el tiempo: Cada ψa,b(s) está localizada
alrededor de s = b. Se sigue que (2.1) y (2.3) brindan una descripción en tiempo-frecuencia
de f . La diferencia entre la transformada wavelet y la de Fourier con ventana está en la
forma de las funciones de análisis gω,t y ψa,b, como muestra la figura (2.2). Las funciones gω,t

consisten todas en la misma función envolvente g, trasladada a la adecuada localización en el
tiempo y “rellenadas” con oscilaciones de alta frecuencia. Todas las funciones gω,t tienen el
mismo ancho independientemente del valor de ω. En contraste, las ψa,b tienen ancho-tiempo
adaptado a su frecuencia: Altas frecuencias de ψa,b son muy estrechas mientras que bajas
frecuencias de ψa,b son más amplias.

Figura 2.2: Tı́picas formas de a) función gω,t de transformada de Fourier con ventana y b)
wavelets ψa,b.

Como consecuencia, la transformada wavelet es más capaz que la de Fourier con ventana
para hacer un acercamiento en fenómenos de alta frecuencia de muy corta vida. Esto es
ilustrado en la figura (2.3), la cual muestra la transformada de Fourier con ventana y la
transformada wavelet de la misma función f definida por

f(t) = sin(2πv1t) + sin(2πv2t) + γ[δ(t− t1) + δ(t− t2)].

En la práctica esta señal no está dada por esta expresión continua, sino por sus muestras, y
al agregar una función δ (la δ de Dirac) es entonces aproximada agregando una constante a
una sola muestra. En la versión muestreada, se tiene

f(nτ) = sin(2πv1nτ) + sin(2πv2nτ) + α(δn,n1 + δn,n2).
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Para el ejemplo en la figura (2.3a), v1 = 500 Hz v2 = 1 kHz, τ = 1
8000

s (i.e. se tienen
8000 muestras por segundo), α = 1,5 y n2 − n1 = 32 (correspondiente a 4 milisegundos
entre los dos pulsos). Los tres espectrogramas (gráficos de los módulos de la transformada
de Fourier con ventana) de la figura (2.3b) usan la ventana Hamming estandar, con anchos
12.8, 6.4 y 3.2 milisegundos, respectivamente. (Tiempo t varı́a horizontalmente, frecuencia
ω verticalmente y los niveles de gris indican el valor de |Twin(f)| con negro para los valores
altos)

Figura 2.3: a) La señal f(t). b) La transformada de Fourier de f con tres distintos anchos de
ventana. c) Transformada wavelet de f .

Cuando el ancho de la ventana incrementa, la resolución de los dos tonos puros mejora,
pero se vuelve difı́cil o hasta imposible determinar los dos pulsos. La figura (2.3c) muestra
el módulo de la transformada wavelet de f calculado por medio de la wavelet de Morlet
(compleja) ψ(t) = Ce−t

2/α2
(eiπt − e−π

2α2/4), con α = 4. (Para hacer una fácil compara-
ción, un eje de frecuencia lineal ha sido utilizado aquı́; para la transformada wavelet, un
eje de frecuencia logarı́tmico es más usual.) Se puede ver, que los dos tonos impulsos son
determinados mejor que con la ventana Hamming de 3.2 ms, mientras que la resolución en
frecuencia de los dos tonos puros es comparable con la obtenida con la ventana Hamming
de 6.4 ms.

2.3. Diferentes tipos de transformadas wavelets
Existen muchos tipos de transformadas wavelets, todas originadas a partir de las fórmulas

(2.3)y (2.4). En este trabajo se distinguirá entre
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A. La transformada wavelet continua (2.3), y

B. La transformada wavelet discreta (2.4).

Dentro de la transformada wavelet discreta se distingue aún entre

a. Sistemas discretos redundantes (marcos) y

b. Ortonormal (y otras) bases de wavelets.

La transformada wavelet continua

Aquı́, los parámetros de traslación y dilatación a, b varı́an continuamente sobre R (con la
restricción a 6= 0). La transformada wavelet es dada por la fórmula (2.3); una función puede
ser reconstruida a partir de su transformada wavelet por medio de la fórmula de “resolución
de identidad”.

f = C−1
ψ

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
〈f, ψa,b〉ψa,bdadb

a2
, (2.6)

donde ψa,b(x) = |a|−
1
2 ψ
(
x−b
a

)
y 〈 , 〉 indica el producto interno en L2. La constante Cψ

depende solo de ψ y está dada por

Cψ = 2π

∫ ∞
−∞

∣∣∣ψ̂(ξ)
∣∣∣2 |ξ|−1 dξ; (2.7)

se asume que Cψ <∞ (de lo contrario (2.6) no tendrı́a sentido). Si ψ está en L1(R) (éste es
el caso en todos los ejemplos de interés práctico), entonces ψ̂ es continua, ası́ que Cψ puede
ser finita solo si ψ̂(0) = 0, i.e.

∫
ψ(x)dx = 0.

La fórmula (2.6) puede ser vista en dos maneras diferentes: (1) como una manera de
reconstruir f una vez que su transformada Twavf es conocida, o (2) como una manera de
escribir f como una superposición de wavelets ψa,b, los coeficientes en esta superposición
son dados exactamente por la transformada wavelet de f .

La discreta pero redundante transformada wavelet - marcos

En este caso los parámetros de dilatación y traslación a, b toman sólo valores discretos.
Para a se eligen las potencias enteras (positivas y negativas) de un parámetro de dilatación fi-
jo a0 > 0, i.e. a = am0 . Como se explicó anteriormente, diferentes valores dem corresponden
a wavelet de diferente ancho. Se sigue que la discretización del parámetro de traslación debe
depender de m: estrechas (alta frecuencia) wavelets son trasladadas por pasos pequeños para
cubrir todo el rango de tiempo, mientras anchas (baja frecuencia) wavelets son trasladadas
por pasos largos. Como la anchura de ψ(am0 x) es proporcional a am0 , se elige entonces dis-
cretizar b por b = nb0a

m
0 , donde b0 > 0 es fijo y n ∈ Z. Las correspondientes wavelets

discretamente etiquetadas son:

ψm,n(x) = a
m
2

0 ψ(am0 x− nb0) (2.8)

Para una función f , el producto interno 〈f, ψm,n〉 es entonces exactamente la transformada
wavelet discreta Twavm,n (f) como se definió en (2.4) (se asume de nuevo que ψ es real).
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En el caso discreto, no existe, en general, una fórmula de “resolución de la identidad”
como en el caso continuo. La reconstrucción de f a partir de Twavm,n (f), si es posible, debe ser
realizada de alguna otra manera. Las siguientes preguntas surgen naturalmente:

a. ¿Será posible caracterizar completamente a f conociendo Twavm,n (f)?

b. ¿Será posible reconstruir f en una forma numéricamente estable a partir de Twavm,n (f)?

Estas preguntas conciernen a la recuperación de f a partir de su transformada wavelet.
Puede considerarse también el problema dual que consiste en la posibilidad de expandir
f en wavelets, el cual lleva a las siguientes preguntas duales:

a. ¿Puede cualquier función ser escrita como superposición de ψm,n?

b. ¿Existe un algoritmo numéricamente estable para calcular los coeficientes de tal expan-
sión?

En el capı́tulo 3 de [DAU92] se trabaja en responder estas preguntas y se observa que con la
intención de tener un, numéricamente estable, algoritmo de reconstrucción de f a partir de
〈f, ψm,n〉, se requiere que ψm,n sea un marco. Ver definición (B.4.1).

Como en el caso continuo, la transformada wavelet discreta a menudo provee una muy
redundante descripción de la función original dado que los coeficientes de la expansión no
tienen porque ser únicos.

La elección de la función ψ usada en la transformada wavelet continua o en los marcos
de familias de wavelets discretamente etiquetadas es esencialmente solo restringida por la
condición de que Cψ, como se definió en (2.7), sea finita. Para efectos prácticos se elige ψ
tal que sea bien concentrada en ambos dominios de tiempo y frecuencia, pero ésto aún deja
mucha libertad. A continuación se verá como renunciando un poco a esa libertad se pueden
construir bases de wavelets ortonormales.

Bases de wavelets ortonormales

Para algunas muy especiales selecciones de ψ, a0 y b0, las ψm,n constituyen una base
ortonormal de L2(R). En particular, si se elige a0 = 2 y b0 = 1, entonces existe ψ con
buenas propiedades de localización en tiempo-frecuencia, tal que

ψm,n(x) = 2−
m
2 ψ(2−mx− n) (2.9)

constituye una base ortonormal para L2(R). (En lo que sigue, se trabajará solo con a0 = 2).
El ejemplo más antiguo de una función ψ para la cuál ψm,n definida como en (2.9) constituye
una base ortonormal para L2(R) es la función de Haar,

ψ(x) =


1, si x ∈ [0, 1

2
)

−1, si x ∈ [1
2
, 1)

0, en otro caso

La demostración de que éste sistema es en efecto una base ortonormal se retomará más
adelante en detalle.
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2.4. Bases ortonormales y localización tiempo-frecuencia
Una manera de producir una base ortonormal a partir de una sola función involucra trasla-

ciones y modulaciones. Por ejemplo, una base para L2(R) es la siguiente: sea g = χ[0,1] y

gm,n(x) = e2πimxg(x− n) para m,n ∈ Z.

No es difı́cil ver que {gm,n : m,n ∈ Z} es una base ortonormal para L2(R). D. Gabor con-
sideró este tipo de sistema en 1946 y propuso su uso para propósitos de comunicación. Para
una función general g ∈ L2(R) el siguiente teorema da condiciones que g debe satisfacer si
el sistema {gm,n : m,n ∈ Z} es una base ortonormal.
Teorema 2.4.1. Teorema de Balian-Low
Sea g ∈ L2(R) y

gm,n(x) = e2πimxg(x− n), m, n ∈ Z.
Si {gm,n : m,n ∈ Z} es una base ortonormal para L2(R), entonces

o bien
∫ ∞
−∞

x2 |g(x)|2 dx =∞ ó
∫ ∞
−∞

ξ2 |ĝ(ξ)|2 dξ =∞

Demostración. Se introducirán los operadoresQ y P , definidos en, puede decirse, el espacio
S ′ de distribuciones temperadas, dados por

(Qf)(x) = xf(x) y (Pf)(x) = −if ′(x).

La relevancia de estos operadores en el teorema es que:∫ ∞
−∞
|Qg(x)|2 dx =

∫ ∞
−∞
|xg(x)|2 dx

=

∫ ∞
−∞

x2 |g(x)|2 dx

∫ ∞
−∞
|Pg(x)|2 dx =

∫ ∞
−∞
|−ig′(x)|2 dx

=

∫ ∞
−∞
|g′(x)|2 dx

= ‖g′‖2
2

= ‖ĝ′‖2
2

=

∫ ∞
−∞
|2πiξĝ(ξ)|2 dξ

= 2π

∫ ∞
−∞

ξ2 |ĝ(ξ)|2 dξ.

Entonces, se necesita mostrar que (Qg) y (Pg) no pueden ambas pertenecer a L2(R).

Supóngase que ambas (Qg) y (Pg) pertenecen a L2(R). Se mostrará que ésto lleva a una
contradicción y ası́ se probará el teorema. Se afirma que

〈Qg, Pg〉 =
∑

m,n∈Z
〈Qg, gm,n〉〈gm,n, Pg〉, (2.10)
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〈Qg, gm,n〉 = 〈g−m,−n, Qg〉 para todo m,n ∈ Z, (2.11)

y
〈Pg, gm,n〉 = 〈g−m,−n, Pg〉 para todo m,n ∈ Z. (2.12)

Las ecuaciones (2.10), (2.11) y (2.12) implican

〈Qg, Pg〉 = 〈Pg,Qg〉 (2.13)

Puesto que

〈Qg, Pg〉 =
∑

m,n∈Z
〈Qg, gm,n〉〈gm,n, Pg〉

=
∑

m,n∈Z
〈g−m,−n, Qg〉〈Pg, g−m,−n〉

= 〈Pg,Qg〉
Pero (2.13) no puede cumplirse si Pg y Qg pertenecen a L2(R). Si este fuera el caso se
podrı́a aplicar la fórmula de integración por partes para obtener

〈Qg, Pg〉 =

∫ ∞
−∞

xg(x)
(
−ig′(x)

)
dx

= −i
∫ ∞
−∞

(g(x) + xg′(x))g(x)dx

= −i〈g, g〉+ 〈Pg,Qg〉.

Como 〈g, g〉 = ‖g‖2
2 = ‖g0,0‖2

2 = 1 se obtiene

〈Qg, Pg〉 = −i+ 〈Pg,Qg〉,
lo cual contradice (2.13).

Entonces, el teorema está probado si se establece (2.10), (2.11) y (2.12). ComoQg, Pg ∈
L2(R) y {gm,n : m,n ∈ Z} es una base ortonormal de L2(R), se tiene:

〈Qg, Pg〉 = 〈
∑

m,n∈Z
〈Qg, gm,n〉gm,n, Pg〉

=
∑

m,n∈Z
〈〈Qg, gm,n〉gm,n, Pg〉

=
∑

m,n∈Z
〈Qg, gm,n〉〈gm,n, Pg〉

Lo cual prueba (2.10). Para probar (2.11) obsérvese que n〈g, gm,n〉 = 0, ∀m,n ∈ Z. Ésto es
claro para n = 0 y si n 6= 0, g = g0,0 es ortogonal a gm,n. Ası́,

〈Qg, gm,n〉 = 〈Qg, gm,n〉 − n〈g, gm,n〉
= 〈Qg − ng, gm,n〉

=

∫ ∞
−∞

g(x)(x− n)g(x− n)e−2πimxdx

=

∫ ∞
−∞

g(y + n)yg(y)e−2πim(y+n)dy

= 〈g−m,−n, Qg〉
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lo cual da (2.11). Para probar (2.12) se usa la fórmula de integración por partes para obtener

〈Pg, gm,n〉 =

∫ ∞
−∞

Pg(x)gm,n(x)dx

=

∫ ∞
−∞
−ig′(x)e−2πimxg(x− n)dx

= −i
∫ ∞
−∞

g′(x)e−2πimxg(x− n)dx

= i

∫ ∞
−∞

g(x)
[
−2πimg(x− n) + g′(x− n)

]
e−2πimxdx

= i

∫ ∞
−∞

[
−2πimg(x)g(x− n)e−2πimx + g(x)g′(x− n)e−2πimx

]
dx

=

∫ ∞
−∞

2πmg(x)g(x− n)e−2πimxdx+ i

∫ ∞
−∞

g(x)g′(x− n)e−2πimxdx

= 2πm

∫ ∞
−∞

g(x)g(x− n)e−2πimxdx+

∫ ∞
−∞

g(y + n)
[
−ig′(y)

]
e−2πim(y+n)dy

= 2πm〈g, gm,n〉+ 〈g−m,−n, Pg〉
= 2πmδm,0δ0,n + 〈g−m,−n, Pg〉
= 〈g−m,−n, Pg〉

Ejemplos:

1. Se sabe que si g = χ[0,1), el sistema generado por las funciones gm,n = e2πimxχ[n,n+1)

es el sistema ortonormal trigonométrico usual extendido a R, tomando el recubrim-
iento de R : R = ∪

n∈Z[n, n + 1). Se puede verificar que se cumple el teorema dado
que: ∫ ∞

−∞
x2
∣∣χ[0,1)

∣∣2 dx =
1

3

mientras que

ξ2
∣∣χ̂[0,1)(ξ)

∣∣2 =

(
sin(πξ)

π

)2

,

cuya integral es divergente.

2. Sea g(x) = e−x
2 , el sistema generado por g no es una base ortonormal dado que∫ ∞

−∞
x2
∣∣∣e−x2∣∣∣2 dx =

1

4

√
1

2

y también ∫ ∞
−∞

ξ2
∣∣∣ê−x2(ξ)∣∣∣2 dξ =

∫ ∞
−∞

ξ2

∣∣∣∣ √πeπ2ξ2

∣∣∣∣2 dξ =
1

4
√

2π3
.

es decir, ambas integrales del enunciado del teorema son convergentes por lo que el
sistema generado por la función g no es una base ortonormal.
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Capı́tulo 3

Construcción de wavelets

3.1. El sistema de Haar

El ejemplo más antiguo de una función ψ para la cual ψj,k definida por (2.9) constituye
una base ortonormal de L2(R) es la función de Haar,

ψ(x) =


1, si x ∈ [0, 1

2
)

−1, si x ∈ [1
2
, 1)

0, en otro caso

La base de Haar ha sido conocida desde Haar (1910). Nótese que la función de Haar no tiene
buena localización en tiempo y frecuencia: su transformada de Fourier ψ̂(ξ) decae como
|ξ|−1 para ξ →∞. Sin embargo se utilizará para propósitos de ilustración.

Proposición 3.1.1. La familia de Haar ψj,k es una base ortonormal de L2(R).

Demostración. Para demostrar que los elementos del sistema {ψj,k : m,n ∈ Z} forman una
base ortonormal de L2(R), donde ψj,k(x) = 2−

j
2ψ(2−jx− k), se debe verificar que

1. los ψj,k son ortonormales;

2. cualquier función f ∈ L2(R) puede ser aproximada con arbitraria precisión por una
combinación lineal finita de los ψj,k.

Como el soporte de ψj,k es [2jk, 2j(k + 1)], se sigue que dos wavelets de Haar de la misma
escala no se sobreponen, ası́ que 〈ψj,k, ψj,k′〉 = δk,k′ . Es posible que los soportes se sobre-
pongan si las dos wavelets tienen diferente longitud, como en la figura 3.1. Sin embargo, se
tiene que si j < j′ entonces el soporte de ψj,k cae completamente en una región donde ψj′,k′
es constante. Se sigue que el producto interno de ψj,k y ψj′,k′ es proporcional a la integral
misma de ψ, la cual es cero.

Ahora hay que concentrarse en cómo apróximar una función arbitraria f ∈ L2(R) por
combinaciones lineales de wavelets de Haar. Cualquier función f en L2(R) puede ser arbi-
trariamente apróximada por una función con soporte compacto la cual es constante a tro-
zos en intervalos [k2−j, (k + 1)2−j) (basta tomar el soporte y j suficientemente grandes).
Es posible entonces restringir el trabajo solo a estas funciones constantes a trozos. Asum-
iendo que el soporte de f está contenido en [−2J1 , 2J1 ], y que es constante a trozos en
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Figura 3.1: Dos wavelets de Haar. El soporte de la wavelet “más estrecha” está contenido
completamente en un intervalo donde la wavelet “más ancha“ es constante.

[k2−J0 , (k + 1)2−J0), donde J1 y J0 pueden ser ambos arbitrariamente grandes. Se deno-
tará el valor constante de f 0 = f en [k2−J0 , (k + 1)2−J0) por f 0

k . Ahora, se puede repre-
sentar f 0 como suma de dos partes, f 0 = f 1 + δ1, donde f 1 es una aproximación a f 0 que
es constante a trozos en intervalos dos veces más largos que los originales, idénticamente,
f 1|[K2−J0+1,(K+1)2−J0+1) ≡ constante = f 1

K . Los valores de f 1
K están dados por el promedio

de los dos correspondientes valores constantes para f 0, f 1
K = 1

2
(f 0

2K + f 0
2K+1) (ver Figura

3.2). La función δ1 es constante a trozos con igual longitud de paso que f 0, inmediatamente
se tiene

δ1
2k = f 0

2k − f 1
k =

1

2
(f 0

2k − f 0
2k+1)

y

δ1
2k+1 = f 0

2k+1 − f 1
k =

1

2
(f 0

2k+1 − f 0
2k) = −δ1

2k.

Se sigue que δ1 es una combinación lineal de funciones de Haar escaladas y trasladadas:

δ1 =
2J1+J0−1−1∑
k=−2J1+J0−1

δ1
2kψ(2J0−1x− k).

Se ha escrito entonces f como

f = f 0 = f 1 +
∑
k

c−J0+1,kψ−J0+1,k,

donde f 1 es del mismo tipo que f 0, pero con el ancho de paso dos veces más largo, es
posible aplicar el mismo truco a f 1, de manera que

f 1 = f 2 +
∑
k

c−J0+2,kψ−J0+2,k,

Con el soporte de f 2 aún contenido en [−2J1 , 2J1 ] pero f 2 es constante a trozos en los incluso
más grandes intervalos [K2−J0+2, (K+ 1)2−J0+2). Se puede continuar de esta manera, hasta
tener

f = fJ0+J1 +

J1∑
m=−J0+1

∑
k

cm,kψm,k.
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Figura 3.2: a) Una función f con soporte [−2J1 , 2J1 ], constante a trozos en [k2−J0 , (k +
1)2−J0) b) Una ampliación de una porción de f . En cada par de intervalos, la función f es
reemplazada por su promedio (→ f 1); la diferencia entre f y f 1 es δ1, una combinación
lineal de wavelets de Haar.

Aquı́ fJ0+J1 consiste de dos trozos constantes (ver Figura 3.3), con fJ0+J1|[0,2J1 ) ≡ fJ0+J1
0

el promedio de f sobre [0, 2J1), y con fJ0+J1|[−2J1 ,0) ≡ fJ0+J1
−1 el promedio de f sobre

[−2J1 , 0).

Aunque se ha rellenado por completo el soporte de f , aún se puede continuar con el truco
de promediar: Nada detiene para ampliar el horizonte de 2J1 a 2J1+1, y escribir fJ1+J2 =
fJ1+J2+1 + δJ1+J2+1, donde

fJ1+J2+1|[0,2J1+1) ≡
1

2
fJ1+J2

0 , fJ1+J2+1|[−2J1+1,0) ≡
1

2
fJ1+J2
−1

y

δJ1+J2 =
1

2
fJ1+J2

0 ψ(2−J1−1x)− 1

2
fJ1+J2
−1 ψ(2−J1−1x+ 1)

Ésto puede repetirse nuevamente, llevando a

f = fJ0+J1+H +

J1+H∑
m=−J0+1

∑
k

cm,kψm,k,

con el soporte de fJ0+J1+H igual a [−2J1+H , 2J1+H ], y

fJ0+J1+H |[0,2J1+H) = 2−HfJ0+J1
0 , fJ0+J1+H |[−2J1+H ,0) = 2−HfJ0+J1

−1 .
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Figura 3.3: Los promedios de f en [0, 2J1 ] y [−2J1 , 0] pueden ser extendidos sobre los in-
tervalos más grandes [0, 2J1+1] y [−2J1+1, 0], la diferencia es una combinación lineal de
funciones de Haar muy estiradas.

Se sigue inmediatamente que∥∥∥∥∥f −
J1+H∑

m=−J0+1

∑
k

cm,kψm,k

∥∥∥∥∥
2

L2

=
∥∥fJ0+J1+H

∥∥2

L2

= 2−H/2 · 2J1/2
[∣∣fJ0+J1

0

∣∣2 +
∣∣fJ0+J1
−1

∣∣2]1/2

,

el cuál puede hacerse arbitrariamente pequeño tomando H suficientemente grande. Como se
afirmó, f puede ser aproximada con arbitraria precisión por combinación lineal de wavelets
de Haar.

El argumento visto en la anterior demostración utiliza implicitamente un enfoque de
multiresolución: Se han escrito sucesivas aproximaciones cada vez más gruesas de f (los
promedios f j sobre intervalos cada vez más grandes) y en cada paso se ha escrito la difer-
encia entre la aproximación con una resolución 2j−1, y el siguiente nivel más grueso, con
resolución 2j , como una combinación lineal de los ψj,k. En efecto se ha introducido una es-
calera de espacios (Vj)j∈Z, representando los sucesivos niveles de resolución: en este caso
particular,

Vj = {f ∈ L2(R); f es constante por trozos en los intervalos [k2j, (k + 1)2j), k ∈ Z}.

Estos espacios tienen las propiedades siguientes:

1. · · · ⊂ V2 ⊂ V1 ⊂ V0 ⊂ V−1 ⊂ V−2 · · · ;

2. ∩
j∈ZVj = 0, ∪

j∈ZVj = L2(R);

3. f ∈ Vj ↔ f(2j·) ∈ V0;

4. f ∈ V0 → f(· − n) ∈ V0 para todo n ∈ Z.
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La propiedad 3 expresa que todos los espacios son versiones escaladas de un solo espacio
(el aspecto de multiresolución ). En el ejemplo de Haar se demostró que existe una función
ψ tal que

ProyVj−1
f = ProyVjf +

∑
k∈Z

〈f, ψj,k〉ψj,k (3.1)

La belleza del enfoque de multiresolución es que siempre que una escalera de subespa-
cios Vj satisfaga las cuatro propiedades anteriores, junto con

5. ∃ϕ ∈ V0 tal que los ϕ0,n(x) = ϕ(x− n) constituyen una base ortonormal de V0,

entonces existe ψ tal que (3.1) se cumple. En el ejemplo de Haar anterior puede tomarse
ϕ(x) = 1 si 0 ≤ x < 1, ϕ(x) = 0 en otro caso. Las ψj,k constituyen automáticamente
una base ortonormal. Existe una receta explı́cita para la construcción de ψ: como ϕ ∈ V0 ⊂
V−1 y los ϕ−1,n(x) =

√
2ϕ(2x − n) constituyen una base ortonormal para V−1 (por 3. y

5. anteriores), existe hn =
√

2〈ϕ, ϕ−1,n〉 tal que ϕ(x) =
∑

n hnϕ(2x − n). Es entonces
suficiente tomar ψ(x) =

∑
n(−1)nh−n+1ϕ(2x− n) ([DAU92]), como se verá en la sección

siguiente, aunque se obtendrá una expresión diferente para ψ dado que se harán unos cambios
respecto del análisis en [DAU92]: Se utilizará j en lugar de −j en la definición de ψj,k y se
trabajará con coeficientes α−k = hk√

2
. La función ϕ es llamada función de escala del análisis

de multiresolución.

3.2. Análisis de multiresolución y construcción de wavelets

Definición 3.2.1. Un análisis de multiresolución o AMR es una sucesión de subespacios
cerrados Vj , j ∈ Z de L2(R) cumpliendo

Vj ⊂ Vj+1, ∀j ∈ Z, (3.2)

f ∈ Vj ⇔ f(2(·)) ∈ Vj+1, (3.3)⋂
j∈Z

Vj = {0}, (3.4)

Propiedad de densidad:
⋃
j∈Z

Vj = L2(R), (3.5)

∃ϕ ∈ V0 tal que {ϕ(· − k), k ∈ Z} es una base ortonormal de V0. (3.6)

A la función ϕ de la propiedad (3.6) se le llamará función de escala del AMR.

A veces la condición (3.6) puede ser reemplazada por una condición más débil, para ello
se necesita la siguiente definición:

Definición 3.2.2. {ϕ(· − n), n ∈ Z} es una base de Riesz para V0 si para toda f de V0 existe
una única sucesión {αn}n∈Z en `2(Z) tal que

f(x) =
∑
n∈Z

αnϕ(x− n)

M. Melara
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con convergencia en L2(R), y

A
∑
n∈Z
|αn|2 ≤

∥∥∥∥∥∥
∑
n∈Z

αnϕ(x− n)

∥∥∥∥∥∥
2

2

≤ B
∑
n∈Z
|αn|2

con 0 ≤ A ≤ B <∞ constantes que no dependen de f .

Cuando se tiene una familia de subespacios cumpliendo las primeras cuatro propiedades
de la definición, y esta quinta propiedad más débil se dice que se tine un AMR con una base
de Riesz.

Obsérvese que la propiedad (3.6) de la definición implica que {ϕ(· − n) : n ∈ Z} es una
base de Riesz para V0 con A = B = 1. En efecto, basta tomar A = B = 1 y la sucesión
αn de los coeficientes de Fourier de cualquier función de V0 respecto del sistema ortonor-
mal {ϕ(·−n) : n ∈ Z}. Por la identidad de Parseval se deduce inmediatamente lo anunciado.

Sea ϕj,k = 2
j
2ϕ(2jx−k). Se observa que ϕ0,k = ϕ(x−k) pertenece a V0 para todo k ∈ Z

por la condición (3.6). Por otra parte, si j ∈ Z, la condición (3.3) implica que {ϕj,n : n ∈ Z}
es una base ortonormal de Vj .

Ejemplo 3.2.1. El sistema de Haar está relacionado con el siguiente AMR. Sea Vj el espacio
de las funciones enL2(R) que son constantes en intervalos de la forma [2−jk, 2−j(k+1)], k ∈
Z. Entonces {Vj : j ∈ Z} es un AMR y se puede tomar como función de escala ϕ = χ[−1,0).
Es inmediato comprobar que se cumplen las cinco propiedades de la definición.

Las propiedades de la definición de un AMR no son independientes. Los siguientes dos
teoremas contienen formulaciones precisas de esta dependencia.

Teorema 3.2.1. Las condiciones (3.2), (3.3) y (3.6) implican (3.4). Este resultado es cierto
incluso si en vez de (3.6) solo se asume que {ϕ(· − n) : n ∈ Z} es una base de Riesz.

Demostración. Se demostrará por reducción al absurdo. Supóngase que existe una función
f no nula en ∩j∈ZVj . Sin pérdida de generalidad puede aumirse que ‖f‖2 = 1. En particular,
f ∈ V−j para cada j ∈ Z; entonces utilizando reiteradamente (3.3) se tiene que fj(x) =

2
j
2f(2jx) ∈ V0. Más aún, un cambio de variables muestra que ‖fj‖2 = ‖f‖2 = 1. Como se

está asumiendo que {ϕ(· − n) : n ∈ Z} es una base de Riesz de V0, se puede escribir

fj(x) =
∑
k∈Z

αjkϕ(x− k),

con convergencia en L2(R), de manera que

A
∑
k∈Z

∣∣αjk∣∣2 ≤ ‖fj‖2
2 = 1. (3.7)
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Tomando transformada de Fourier, puede escribirse

2−
j
2 f̂(2−jξ) = 2−

j
2

∫ ∞
−∞

e−2πi2−jξxf(2−jx)dx

=

∫ ∞
−∞

e−2πiξy2
j
2f(y)dy

=

∫ ∞
−∞

e−2πiξyfj(y)dy

= f̂j(ξ),

y utilizando el hecho que la transformada de Fourier de la trasladada de f es la modulación
de la transformada de Fourier, se tiene que

f̂j(ξ) =
∑
k∈Z

αjk(τkϕ) (̂ξ)

=
∑
k∈Z

αjke
−2πiξkϕ̂(ξ)

= mj(ξ)ϕ̂(ξ),

donde mj(ξ) =
∑

k∈Z α
j
ke
−2πiξk.

mj es una función 1-periódica y por (3.7) se tiene ‖mj‖2 ≤
√

1
A

y por tanto es de
L2([a, a+ 2)], a ∈ Z.
Ası́, f̂(ξ) = 2

j
2mj(2

jxi)ϕ̂(2jξ), y para todo j ≥ 1,∫ 4

2

|f̂(ξ)|dξ ≤ 2
j
2

(∫ 4

2

∣∣ϕ̂(2jξ)
∣∣2 dξ) 1

2
(∫ 4

2

∣∣mj(2
jξ)
∣∣2 dξ) 1

2

= 2−
j
2

(∫ 2j+2

2j+1

|ϕ̂(µ)|2 dµ

) 1
2
(∫ 2j+2

2j+1

|mj(µ)|2 dµ

) 1
2

≤
(∫ ∞

2j+1

|ϕ̂(µ)|2 dµ
) 1

2

(
1

2j

∫ 2j+2

2j+1

|mj(µ)|2 dµ

) 1
2

=

(∫ ∞
2j+1

|ϕ̂(µ)|2 dµ
) 1

2

 1

2j

2j−1∑
l=0

∫ 2j+1+2(l+1)

2j+1+2l

|mj(µ)|2 dµ

 1
2

≤
(∫ ∞

2j+1

|ϕ̂(µ)|2 dµ
) 1

2
(

1

A

) 1
2

,

donde la primera desigualdad es consecuencia de la desigualdad de Hölder.
Haciendo j → ∞ se obtiene que

∫ 4

2
|f̂(ξ)|dξ = 0, y por tanto f̂(ξ) = 0, en casi todo punto

ξ ∈ [2, 4]. Aplicando el mismo argumento a 2
l
2 f̂(2lξ), l ∈ Z, se obtiene que f̂(ξ) = 0, en

casi todo punto ξ ∈ 2l[2, 4], Ası́,

f̂(ξ) = 0, en casi todo punto ξ ∈ (0,∞).
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Si se aplica este argumento en [−4,−2] en lugar de en [2, 4], se obtiene que f̂(ξ) = 0 en casi
todo punto ξ ∈ (−∞, 0). Ası́ se llega a una contradicción con el hecho que f sea no nula.

Teorema 3.2.2. Sea {Vj : j ∈ Z} una sucesión de subespacios cerrados deL2(R) cumpliendo
las condiciones (3.2), (3.3) y (3.6). Suponiendo que la función de escala ϕ de (3.6) es tal que
|ϕ̂| es continua en cero. Entonces la condición (3.5) es equivalente a que ϕ̂(0) 6= 0. Además,
|ϕ̂(0)| = 1.

Demostración. Asumiendo que ϕ̂(0) 6= 0 se demostrará que se cumple (3.5). Para ello, se
demostrará que el ortogonal de W ≡ ∪

j∈ZVj contiene solo al cero.

Se probará primero que W es invariante bajo traslaciones. Para ello, se verá que W es
invariante bajo traslaciones diádicas τ2−lm, l,m ∈ Z.

Sea f ∈ W . Dado ε > 0 existen j0 ∈ Z y h ∈ Vj0 , tales que ‖f − h‖2 < ε. Por (3.2),
h ∈ Vj , ∀j ≥ j0. Por (3.3) y(3.6), es posible escribir,

h(x) =
∑
k∈Z

cjkϕ(2jx− k)

con convergencia en L2(R). Ası́,

(τ2−lmh)(x) = h(x− 2−lm) =
∑
k∈Z

cjkϕ(2j(x− 2−lm)− k).

Si j ≥ l, como 2j−l es un entero, ϕ(2j(x−2−lm)−k) = ϕ(2jx−2j−lm−k) es un elemento
de Vj . Como ‖τ2−lmf − τ2−lmh‖2 = ‖f − h‖2 < ε y ε es arbtrariamentemente pequeño, se
puede concluir queW es invariante bajo traslaciones diádicas. Ahora, para un general x ∈ R,
es posible encontrar m y l, ambos enteros, tales que 2−lm es arbitrariamente cercano a x;
entonces, ‖τ2−lmf − τxf‖2 < ε, y se sigue que W es invariante bajo toda las traslaciones τx.

Como ϕ̂(0) 6= 0 y |ϕ̂| es continua en 0, ϕ̂(ξ) 6= 0 en (−µ, µ) para algún µ > 0. Supóngase
que existe g ∈ W⊥. Se desea mostrar que g es idénticamente nula. g es entonces ortonormal
a toda función f ∈ W , y como W es invariante bajo traslaciones, se tiene∫ ∞

−∞
f(x+ t)g(t)dt = 0

para toda x ∈ R y toda f ∈ W . Como (τ−xf) (̂ξ) = e2πixξf̂(ξ), y usando el teorema de
Plancherel se obtiene ∫ ∞

−∞
e2πixξf̂(ξ)ĝ(ξ)dξ = 0

para toda x ∈ R. Como f̂ ĝ ∈ L1(R), la igualdad anterior implica que f̂(ξ)ĝ(ξ) = 0 en
casi todo punto ξ ∈ R. En particular, sea f(x) = 2jϕ(2jx) de manera que f ∈ Vj ⊂ W y
f̂(ξ) = ϕ̂(2−jξ). Ası́, ϕ̂(2−jξ)ĝ(ξ) = 0 en casi todo punto ξ ∈ R. Dado que ϕ̂(2−jξ) 6= 0
si ξ ∈ (−2jµ, 2jµ) puede concluirse que ĝ(ξ) = 0 en casi todo punto ξ tal que |ξ| < 2jµ.
Tomando lı́mite cuando j → ∞ se tiene que ĝ = 0 en casi todo punto y por lo tanto g = 0.
Ası́, la unión de los subespacios cerrados Vj es densa en L2(R).
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Ahora, asumiendo que W = ∪
j∈ZVj = L2(R) se demostrará que ϕ̂(0) 6= 0.

Sea f tal que f̂ = χ[−1,1]. Entonces, por el teorema de Plancherel,

‖f‖2
2 = ‖f̂‖2

2 = 2.

Sea Pj la proyección ortogonal sobre Vj . Entonces, como∣∣‖f‖2 − ‖Pjf‖2

∣∣ ≤ ‖f − Pjf‖2 −−−→j→∞
0,

y se tiene que ‖Pjf‖2 −−−→j→∞
‖f‖2.

Sea ϕj,k(x) = 2
j
2ϕ(2jx− k), entonces se tiene que

‖Pjf‖2
2 =

∥∥∥∥∥∑
k∈Z

〈f, ϕj,k〉ϕj,k

∥∥∥∥∥
2

2

−−−→
j→∞

2.

Por (3.3) y (3.6), {ϕj,k : k ∈ Z} es una base ortonormal de Vj . Por el teorema de Plancherel,
la identidad de Parseval y teniendo en cuenta que f̂ = χ[−1,1], se tiene,

‖Pjf‖2
L2 = ‖{〈f, ϕj,k〉}k‖2

`2 =
∑
k∈Z

|〈f, ϕj,k〉|2

=
∑
k∈Z

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f̂(ξ)(ϕj,−k) (̂ξ)dξ

∣∣∣∣2
=
∑
k∈Z

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f̂(ξ)e2πi2−jkξ2−
j
2 ϕ̂(2−jξ)dξ

∣∣∣∣2
=
∑
k∈Z

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f̂(ξ)e−2πi2−jkξ2−
j
2 ϕ̂(2−jξ)dξ

∣∣∣∣2

=
∑
k∈Z

∣∣∣∣∣
∫ 2−j

−2−j
e−2πiµk2

j
2 ϕ̂(µ)dµ

∣∣∣∣∣
2

= 2j
∑
k∈Z

∣∣∣∣∣
∫ 2−j

−2−j
e−2πiµkϕ̂(µ)dµ

∣∣∣∣∣
2

.

Para j suficientemente grande se tiene que [−2−j, 2−j] ⊂ [−1, 1], y la última expresión es 2j

veces la suma de los cuadrados de los valores absolutos de los coeficientes de Fourier de la
función χ[−2−j ,2−j ]ϕ̂. Ası́, por Plancherel,

2j
∫ 2−j

−2−j
|ϕ̂(µ)| dµ −−−→

j→∞
2.

Pero por la continuidad de |ϕ̂| en cero,

1

2ε

∫ 0+ε

0−ε
|ϕ̂(µ)|2 dµ→ |ϕ̂(0)|2 .
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54 CAPÍTULO 3. CONSTRUCCIÓN DE WAVELETS

Tomando ε = 2−j , se tiene

1

2
2j
∫ 2−j

−2−j
|ϕ̂(µ)|2 dµ→ |ϕ̂(0)|2 .

Ası́, |ϕ̂(0)| = 1 6= 0.

De la demostración del teorema anterior es posible deducir (3.5) si se supone que se
cumplen (3.2), (3.3), (3.6) y que existe µ 6= 0 tal que ϕ̂(ξ) 6= 0 en (−µ, µ). También, si
{Vj : j ∈ Z} es un AMR, la prueba del teorema anterior muestra que se debe cumplir

ĺım
j→∞

1

2−j+1

∫ 2−j

−2−j
|ϕ̂(µ)|2 dµ = 1.

Ahora, se mostrará que es equivalente suponer (3.6) que solamente suponer que {ϕ(· −
k) : k ∈ Z} es una base de Riesz de V0. Ya se observó anteriormente que una implicación es
evidente, ahora se verá que si {ϕ(· − k) : k ∈ Z} es una base de Riesz de V0, entonces existe
una función γ ∈ V0 tal que {γ(· − k) : k ∈ Z} es una base ortonormal de V0. Ésto es una
consecuencia del siguiente lema:

Lema 3.2.1. Sea ϕ ∈ L2(R) tal que el conjunto de traslaciones {ϕ(· − k) : k ∈ Z} es una
base de Riesz del subespacio cerrado de L2(R) que generan. Es decir,

A
∑
k∈Z

|ck|2 ≤

∥∥∥∥∥∑
k∈Z

ckϕ(· − k)

∥∥∥∥∥
2

2

≤ B
∑
k∈Z

|ck|2 ,

donde las constantes A y B cumplen que 0 ≤ A ≤ B < ∞ y son independientes de
{ck}k∈Z ∈ `

2(Z). Sea

σϕ(ξ) ≡

(∑
k∈Z

|ϕ̂(ξ + k)|2
) 1

2

.

Entonces
√
A ≤ σϕ(ξ) ≤

√
B para casi todo ξ ∈ R.

Antes de presentar la prueba de este lema, se mostrará porque la afirmación hecha es una
consecuencia de éste. Definiendo γ por γ̂ = ϕ̂

σϕ
. Como 1

σϕ
es acotada con

0 <
1√
B
≤ 1

σϕ(ξ)
≤ 1√

A
para casi todo ξ ∈ R,

γ̂, y por tanto γ, pertenecen a L2(R). De hecho, como σϕ es periódica de periodo 1, puede
encontrarse dos sucesiones {ak}k∈Z y {ak}k∈Z tales que,

1

σϕ(ξ)
=
∑
k∈Z

ake
−2πikξ, y

σϕ(ξ) =
∑
k∈Z

bke
−2πikξ,

con convergencia en L2(T). Ası́,

γ̂(ξ) = ϕ̂(ξ)
∑
k∈Z

ake
−2πikξ, y
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ϕ̂(ξ) = γ̂(ξ)
∑
k∈Z

bke
−2πikξ.

Tomando transformada de Fourier, estas igualdades se convierten en

γ(x) =
∑
k∈Z

akϕ0,k(x),

ϕ(x) =
∑
k∈Z

bkγ0,k(x),

con convergencia en L2(R). Ası́, γ ∈ span{ϕ0,k : k ∈ Z}, y ϕ ∈ span{γ0,k : k ∈ Z}. Por lo
tanto, {γ(· − k) : k ∈ Z} es una base de V0. Además, se sigue de la definición de γ y la
periodicidad de σϕ que

∑
k∈Z

|γ̂(ξ + k)|2 =
1

σ2
ϕ(ξ)

∑
k∈Z

|ϕ̂(ξ + k)|2 = 1 para casi todo ξ ∈ R.

La afirmación de que {γ(· − k) : k ∈ Z} es una base ortonormal de V0 se sigue de una más
básica caracterización de tales sistemas ortonormales:

Proposición 3.2.1. Si g ∈ L2(R), entonces {g(· − k) : k ∈ Z} es un sistema ortonormal si y
solo si ∑

k∈Z

|ĝ(ξ + k)|2 = 1 para casi todo ξ ∈ R.

Demostración. Se sigue del siguiente argumento de periodicidad y el teorema de Plancherel:

δk,0 =

∫ ∞
−∞

g(x)g(x− k)dx

=

∫ ∞
−∞

ĝ(ξ)ĝ(ξ)e−2πiξkdξ

=

∫ ∞
−∞
|ĝ(ξ)|2 e2πiξkdξ

=
+∞∑
l=−∞

∫ l+1

l

|ĝ(ξ)|2 e2πiξkdξ

=
+∞∑
l=−∞

∫ 1

0

|ĝ(µ+ l)|2 e2πiµkdµ

=

∫ 1

0

∑
l∈Z
|ĝ(µ+ l)|2

 e2πiµkdµ,

y esto implica que la función 1-periódica
∑

k∈Z |ĝ(ξ + k)|2 vale 1 en casi todo punto, dado
que el coeficiente de Fourier correspondiente a k = 0 vale 1 y el resto de coeficientes vale 0.
El recı́proco es inmediato.
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Ahora se presentará una prueba del lema 3.2.1. Sea ζ = {ck}k∈Z una sucesión de `2(Z)
y Sζ =

∑
k∈Z ckϕ0,k. Entonces

Ŝζ(ξ) =
∑
k∈Z

cke
−2πiξkϕ̂(ξ) = υζ(ξ)ϕ̂(ξ),

con υζ(ξ) =
∑

k∈Z cke
−2πiξk ∈ L2([0, 1]).

Por otra parte, ∥∥∥Ŝζ∥∥∥2

L2(R)
=

∫ ∞
−∞
|υζ(ξ)ϕ̂(ξ)|2 dξ

=
∑
k∈Z

∫ k+1

k

|υζ(ξ)ϕ̂(ξ)|2 dξ

=

∫ 1

0

|υζ(ξ)|2
∑
k∈Z

|ϕ̂(ξ + k)|2 dξ

=

∫ 1

0

|υζ(ξ)σϕ(ξ)|2 dξ

.

Ası́, por el teorema de Plancherel,

‖Sζ‖2
L2(R) =

∫ 1

0

|υζ(ξ)σϕ(ξ)|2 dξ.

Por tanto, puede reescribirse la propiedad del enunciado de la forma

A ‖υζ‖2
L2([0,1]) ≤ ‖υζσϕ‖

2
L2([0,1]) ≤ B ‖υζ‖2

L2([0,1]) .

Fijando η ∈ [0, 1] y tomando υζ(ξ) = 1√
m

∑m−1
k=0 e

2πik(ξ−η), se tendrá que

|υζ(ξ)|2 =
1

m

(
sin (πm(ξ − η))

sin (π(ξ − η))

)2

= Km(η − ξ),

donde Km es el m-ésimo núcleo de Fejér en L2([0, 1]).
Mirando los coeficientes de Fourier de υζ se deduce que ‖υζ‖2

L2([0,1]) = 1. Teniendo esto en
cuenta, se sustituye en la desigualdad y se obtiene,

A ≤ ‖υζσϕ‖2
L2([0,1]) ≤ B

Además,

‖υζσϕ‖2
L2([0,1]) =

∫ 1

0

|υζ(ξ)|2 σ2
ϕ(ξ)dξ

=

∫ 1

0

Km(η − ξ)σ2
ϕ(ξ)dξ

=
(
Km ∗ σ2

ϕ

)
(η), en casi todo punto η ∈ [0, 1].
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Ası́, la desigualdad queda

A ≤
(
Km ∗ σ2

ϕ

)
(η) ≤ B, en casi todo punto η ∈ [0, 1].

Pero, por el teorema de aproximación a la identidad,
(
Km ∗ σ2

ϕ

)
(η) → σ2

ϕ(η) cuando m →
∞, y se obtiene ası́ la desigualdad del enunciado.

Construcción de wavelets desde un AMR
Si H es un espacio de Hilbert y {Hk : k ∈ Z} es una secuencia de subespacios cerrados
mutuamente ortogonales, se denotará por

V =
∞⊕

k=−∞

Hk

al subespacio cerrado consistiendo de todas las f =
∑

k∈Z fk con fk ∈ Hk y
∑

k∈Z ‖fk‖
2 <

∞, donde la norma viene dada por el producto interno. Se llamará a V la suma directa
ortogonal de los espacios Hk. Si la familia consiste de dos subespacios H1 y H2 se es-
cribirá H1 ⊕ H2. Suponiendo que se tiene una colección de subespacios cerrados {Vj}j∈Z
de L2(R) formando un AMR con función de escala ϕ. Sea W0 el complemento ortogonal de
V0 en V1, es decir.

V1 = V0 ⊕W0.

Entonces si se dilatan los elementos de W0 por 2j , se obtiene un subespacio cerrado Wj

de Vj+1 tal que
Vj+1 = Vj ⊕Wj, ∀j ∈ Z.

Como Vj → {0} cuando j → −∞, se tiene que

Vj+1 = Vj ⊕Wj =

j⊕
`=−∞

W` para todo j ∈ Z.

Como Vj → L2(R) cuando j →∞, se tiene que

L2(R) =
∞⊕

j=−∞

Wj.

Ası́, para encontrar una wavelet ortonormal, solo se necesita encontrar una función ψ de
W0 tal que {ψ(· − k), k ∈ Z} sea una base ortonormal de W0, dado que en este caso, por
(3.3) y la definición de Wj , se cumple que {2 j

2ψ(2j · −k), k ∈ Z} es una base ortonormal de
Wj , ∀j ∈ Z. Por lo tanto, {ψj,k, j, k ∈ Z} es una base ortonormal de L2(R), y ası́ ψ es una
wavelet ortonormal de R.

Para encontrar esta función ψ es útil notar la siguiente propiedad de la función ϕ. Por
la propiedad (3.3) de la definición, 1

2
ϕ
( ·

2

)
∈ V−1 ⊂ V0 y por (3.6) es posible expresar esta

función usando la base {ϕ(·+ k), k ∈ Z} y se obtiene

1

2
ϕ

(
1

2
x

)
=
∑
k∈Z

αkϕ(x+ k),
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con convergencia en L2(R), donde

αk :=
1

2

∫
R
ϕ

(
1

2
x

)
ϕ(x+ k)dx, y

∑
k∈Z

|αk|2 <∞. (3.8)

Tomando transformada de fourier se obtiene

ϕ̂(2ξ) = ϕ̂(ξ)
∑
k

αke
2πikξ = ϕ̂(ξ)m0(ξ), (3.9)

donde
m0(ξ) =

∑
k∈Z

αke
2πikξ (3.10)

es una función periódica de periodo 1 en L2([0, 1]). A esta función m0 se la llama filtro de
paso bajo asociado a la función de escala ϕ.

Se empezará por derivar un simple pero básico corolario de la proposición 3.2.1:

Corolario 3.2.1. Supóngase que g es una función de L2(R) y que {g(· − k) : k ∈ Z} es un
sistema ortonormal. Entonces |sop(ĝ)| ≥ 1 y se da la igualdad si y sólo si |ĝ| = χK para
algún conjunto K ⊂ R medible con |K| = 1.

Demostración. Como el sistema es ortonormal, se tiene que ‖g‖2 = 1, y por Plancherel
también ‖ĝ‖2 = 1. Por otro lado, por la proposición 3.2.1, |ĝ(ξ)| ≤ 1, en casi todo punto
ξ ∈ R. Ası́,

|sop(ĝ)| =
∫

sop(ĝ)

1dξ ≥
∫
R
|ĝ(ξ)|2 dξ = 1.

Si |sop(ĝ)| = 1 y 0 < |ĝ(ξ)| < 1 en un conjunto E de medida positiva se tiene la contradic-
ción

1 = ‖ĝ‖2
2 =

∫
sop(ĝ)

|ĝ(ξ)|2 dξ < |sop(ĝ)− E|+ |E| = |sop(ĝ)| = 1;

entonces, |ĝ(ξ)| = 1 en el soporte de ĝ. Finalmente, si {g(· − k) : k ∈ Z} es un sistema
ortonormal y |ĝ| = χK , entonces se debe tener

|K| = |sop(ĝ)| = ‖ĝ‖2
2 = 1.

Se continuará con la construcción de una wavelet ortonormal ψ asociada con la función
de escala ϕ. Una importante propiedad del filtro pasa bajos es

|m0(ξ)|2 +

∣∣∣∣m0

(
ξ +

1

2

)∣∣∣∣2 = 1 para casi todo punto ξ ∈ R. (3.11)

Esta condición se conoce como condición de Smith-Barnwell. Para probarla se utiliza la
proposición 3.2.1, reemplazando g por ϕ, se obtiene∑

k∈Z

|ϕ̂(2ξ + k)|2 = 1 para casi todo ξ ∈ R,
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pero usando (3.9) se observa que esta igualdad es equivalente a

∑
k∈Z

∣∣∣∣ϕ̂(ξ +
k

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣m0

(
ξ +

k

2

)∣∣∣∣2 = 1 para casi todo ξ ∈ R.

Separando la suma del lado izquierdo de la igualdad anterior, según la paridad de k, usando
la 1-periodicidad de m0 y la proposición 3.2.1, se obtiene

1 =
∑
`∈Z

∣∣∣∣ϕ̂(ξ +
2`

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣m0

(
ξ +

2`

2

)∣∣∣∣2 +
∑
`∈Z

∣∣∣∣ϕ̂(ξ +
2`+ 1

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣m0

(
ξ +

2`+ 1

2

)∣∣∣∣2

= |m0 (ξ)|2
∑
`∈Z
|ϕ̂ (ξ + `)|2 +

∣∣∣∣m0

(
ξ +

1

2

)∣∣∣∣2∑
`∈Z

∣∣∣∣ϕ̂(ξ + `+
1

2

)∣∣∣∣2

= |m0 (ξ)|2 · 1 +

∣∣∣∣m0

(
ξ +

1

2

)∣∣∣∣2 · 1
Lo cual prueba (3.11).

Para encontrar ψ se examina W−1, el cual es el complemento ortogonal de V−1 en V0;
ésto se hace en el dominio de la transformada de Fourier.

Lema 3.2.2. Si ψ es una función de escala para un AMR {Vj}j∈Z, ym0 es el filtro pasa bajos
asociado, entonces:

V−1 = {f : f̂(ξ) = m(2ξ)m0(ξ)ϕ̂(ξ), para alguna función 1-periódica m ∈ L2([0, 1])},

V0 = {f : f̂(ξ) = `(ξ)ϕ̂(ξ), para alguna función 1-periódica ` ∈ L2([0, 1])}.

Demostración. Se probará primero que

V−1 ⊆ {f : f̂(ξ) = m(2ξ)m0(ξ)ϕ̂(ξ), para alguna función 1-periódica m ∈ L2([0, 1])}.

Si f ∈ V−1,

f(x) =
1√
2

∑
k∈Z

ckϕ

(
1

2
x− k

)
,

con
∑

k∈Z |ck|
2 <∞. Ası́, usando (3.9),

f̂(ξ) =
√

2
∑
k∈Z

ckϕ̂(2ξ)e−4πiξk

=
√

2ϕ̂(2ξ)
∑
k∈Z

cke
−4πiξk

=
√

2ϕ̂(ξ)m0(ξ)
∑
k∈Z

cke
−4πiξk

=
√

2ϕ̂(ξ)m(2ξ)m0(ξ),
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con m(ξ) =
√

2
∑

k∈Z cke
−2πiξk, que es una función 1-periódica de L2([0, 1]).

Ahora, para la inclusión contraria, sea m ∈ L2([0, 1]) una función 1-periódica. Se desea
probar que f pertenece a V−1, donde f está definida por

f̂(ξ) = m(2ξ)m0(ξ)ϕ̂(ξ).

Calculando como en el paso anterior se obtiene que f es de la forma deseada, pero hace falta
que m(2ξ)m0(ξ)ϕ̂(ξ) sea de L2(R). Ésto es verdadero para cualquier función de la forma
h(ξ)ϕ̂(ξ) si h es 1-periódica y h ∈ L2([0, 1]) debido a la ortonormalidad de {ϕ(· − k) : k ∈
Z}. En efecto,∫

R
|h(ξ)|2 |ϕ̂(ξ)|2 dξ =

∑
k∈Z

∫ 1

0

|h(µ)|2 |ϕ̂(µ+ k)|2 dµ = ‖h‖2
L2([0,1])

por proposición 3.2.1. Como m0 es acotado por la proposición 3.11 y m ∈ L2([0, 1]), se
tiene que h(ξ) ∈ L2([0, 1]). Ésto establece la caracterización de V−1.

Se verá ahora que

V0 = {f : f̂(ξ) = `(ξ)ϕ̂(ξ), para alguna función 1-periódica ` ∈ L2([0, 1])}.

Si f ∈ V0, f(x) =
∑

k∈Z ckϕ(x− k), con
∑

k∈Z |ck|
2 <∞. Ası́,

f̂(ξ) = ϕ̂(ξ)
∑
k∈Z

cke
−2πiξk = `(ξ)ϕ̂(ξ),

con ` función 1-periódica en L2([0, 1]). La prueba se termina con un argumento similar al
utilizado en la caracterización de V−1. Sea ` una función 1-periódica de L2([0, 1]). Ası́,∫

R
|`(ξ)|2 |ϕ̂(ξ)|2 dξ =

∑
k∈Z

∫ 1

0

|`(µ)|2 |ϕ̂(µ+ k)|2 dµ = ‖`‖2
L2([0,1]) .

Por lo tanto, f̂(ξ) está en L2(R) y queda demostrado el lema.

Para continuar con la construcción de la wavelet ψ, se debe caracterizar a los elementos
deW−1 yW0. Los elementos deW−1 son todas las L2-funciones f ∈ V0 que son ortogonales
a V−1. Sea

U :V0 → L2([0, 1])

f → U(f) = `,

donde la función ` es definida como en el lema 3.2.2. Se cumple que U es lineal y además

‖Uf‖2
L2([0,1]) = ‖`‖2

L2([0,1]) =
∑
k∈Z

|ck|2 = ‖f‖2
L2(R) .

Por la identidad de polarización se obtiene que

〈f, g〉L2(R) = 〈Uf, Ug〉L2([0,1]) , ∀f, g ∈ V0.
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Si f es ortogonal a V−1, esta última igualdad y el lema 3.2.2 implican que ` debe ser ortogonal
a m(2ξ)m0(ξ), para toda función 1-periódica m ∈ L2([0, 1]). Ası́, se debe cumplir,

0 =

∫ 1

0

`(ξ)m(2ξ)m0(ξ)dξ

=

∫ 1/2

0

m(2ξ)

{
`(ξ)m0(ξ) + `

(
ξ +

1

2

)
m0

(
ξ +

1

2

)}
dξ,

para toda función 1-periódica m ∈ L2([0, 1]). Ası́, como la función m(2·) es periódica de
periodo 1

2
, la última igualdad indica que la función 1

2
-periódica que está entre llaves es or-

togonal a toda función 1
2
-periódica de cuadrado integrable. Es decir,

`(ξ)m0(ξ) + `

(
ξ +

1

2

)
m0

(
ξ +

1

2

)
= 0,

para casi todo ξ ∈ [0, 1].

Ası́, si se escribe esta relación en forma vectorial, interpretándola como la condición para
que dos vectores en el plano sean paralelos, se tiene que,(

`(ξ), `

(
ξ +

1

2

))
= −λ

(
ξ +

1

2

)(
m0

(
ξ +

1

2

)
,−m0(ξ)

)
, (3.12)

casi para todo ξ y para un λ(ξ) apropiado.
Haciendo el cambio ξ = µ+ 1

2
y utilizando que m0 y ` son 1-periódicas se obtiene(

`

(
µ+

1

2

)
, `(µ)

)
= −λ (µ+ 1)

(
m0(µ),−m0

(
µ+

1

2

))
.

Cambiando el orden de las componentes y acomodando el signo menos se obtiene que la
igualdad anterior es equivalente a(

`(ξ), `

(
ξ +

1

2

))
= λ (ξ + 1)

(
m0

(
ξ +

1

2

)
,−m0(ξ)

)
, para casi todo ξ. (3.13)

Se sabe que por la proposición 3.11 que el vector(
m0

(
ξ +

1

2

)
,−m0(ξ)

)
tiene norma 1 para casi todo ξ. Este hecho, junto con las igualdades (3.12) y (3.13), implica
que λ(ξ + 1

2
) = −λ(ξ + 1) para casi todo ξ ∈ [0, 1]. Ası́, λ es una función 1-periódica y

además

λ(ξ) = −λ
(
ξ +

1

2

)
para casi todo ξ ∈ [0, 1]. (3.14)

Ésto significa que λ(ξ) = e2πiξs(2ξ) donde s ∈ L2([0, 1]) y es 1-periódica. Es suficiente
definir s(ξ) = e−πiξλ(1

2
ξ).
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De (3.12) y (3.14) se obtiene

`(ξ) = e2πiξs(2ξ)m0

(
ξ +

1

2

)
, (3.15)

con s ∈ L2([0, 1]) y 1-periódica. Pero el subespacio de L2(R) que contiene todas las fun-
ciones f tales que f̂(ξ) = `(ξ)ϕ̂(ξ) con ` satisfaciendo (3.15) está en el complemento ortog-
onal de V−1 en V0. Esto da la siguiente caracterización de W−1:

W−1 =

{
f : f̂(ξ) = e2πiξs(ξ)m0

(
ξ +

1

2

)
ϕ̂(ξ), para s ∈ L2([0, 1]) función 1-periódica

}
.

lo cual, permite establecer la siguiente caracterización de W0:

Lema 3.2.3. Si ϕ es una función de escala de un AMR {Vj}j∈Z y m0 es su filtro pasa bajos
asociado:

W0 =

{
f : f̂(2ξ) = e2πiξs(2ξ)m0

(
ξ +

1

2

)
ϕ̂(ξ), para s ∈ L2([0, 1]) función 1-periódica

}
.

Se sigue de este lema que W0 es invariante por traslaciones enteras aunque V1 no lo es.
De manera similar, se tiene

Wj =

{
f : f̂(2j+1ξ) = e2πiξs(2ξ)m0

(
ξ +

1

2

)
ϕ̂(ξ), para s ∈ L2([0, 1]) función 1-periódica

}
.

Si se define ψ por

ψ̂(2ξ) = e2πiξm0

(
ξ +

1

2

)
ϕ̂(ξ), (3.16)

tomando s ≡ 1 en (3.15). Se puede afirmar que se ha encontrado la wavelet ortonormal que
se estaba buscando. De hecho, toda wavelet ortonormal en W0 puede ser caracterizada como
sigue:

Proposición 3.2.2. Supóngase que ϕ es una función de escala de un AMR {Vj}j∈Z, y seam0

el filtro de paso bajo asociado. Una función ψ ∈ W0 = V1 ∩ V ⊥0 es una wavelet ortonormal
en L2(R) si y solo si,

ψ̂(2ξ) = e2πiξv(2ξ)m0

(
ξ +

1

2

)
ϕ̂(ξ) (3.17)

para casi todo ξ de R y para alguna función v 1-periódica medible tal que

|v(ξ)| = 1, a.e. ξ ∈ L2([0, 1]).

Demostración. Primero que todo, ψ ∈ W0 por la caracterización de W0 y por que la última
igualdad envuelve que v ∈ L2([0, 1]). Ahora, para cualquier g ∈ W0 existe una función
1-periódica s ∈ L2([0, 1]) tal que

ĝ(2ξ) = e2πiξs(2ξ)m0

(
ξ +

1

2

)
ϕ̂(ξ).

M. Melara
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Ası́, se tiene

ĝ(ξ) = eπiξs(ξ)m0

(
1

2
ξ +

1

2

)
ϕ̂

(
1

2
ξ

)
=
s(ξ)

v(ξ)
eπiξv(ξ)m0

(
1

2
ξ +

1

2

)
ϕ̂

(
1

2
ξ

)
=
s(ξ)

v(ξ)
ψ̂(ξ)

= s(ξ)v(ξ)ψ̂(ξ).

Dado que sv̄ ∈ L2([0, 1]), puede escribirse s(ξ)v(ξ)0 =
∑

k∈Z cke
−2πikξ, para una sucesión

{Ck}k∈Z ∈ `
2(Z), y se obtiene

g(x) =
∑
k∈Z

ckψ(x− k),

lo cual prueba que {ψ(· − k) : k ∈ Z} genera W0. La ortonormalidad de este sistema puede
ser probado mostrando que ψ̂ satisface la igualdad de la proposición 3.2.1:

∑
k∈Z

∣∣∣ψ̂(ξ + k)
∣∣∣2 =

∑
k∈Z

∣∣∣∣ϕ̂(1

2
ξ +

k

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣m0

(
1

2
ξ +

k

2
+

1

2

)∣∣∣∣2
=
∑
`∈Z

∣∣∣∣ϕ̂(1

2
ξ + `

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣m0

(
1

2
ξ + `+

1

2

)∣∣∣∣2

+
∑
`∈Z

∣∣∣∣ϕ̂(1

2
ξ + `+

1

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣m0

(
1

2
ξ + `+ 1

)∣∣∣∣2

=

∣∣∣∣m0

(
1

2
ξ +

1

2

)∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣m0

(
1

2
ξ

)∣∣∣∣2 ,
donde se ha sumado sobre los pares e impares por separado, se ha usado la 1-periodicidad
de m0, la proposición 3.2.1 para ϕ y la ecuación (3.11) para m0.

Se ha observado antes que si {ψ(· − k) : k ∈ Z} es una base ortonormal de W0, en-
tonces {2j/2ψ(2j · −k) : k ∈ Z} es una base ortonormal para Vj . Ası́, como se tiene que
L2(R) =

⊕∞
j=−∞Wj , ψ es de hecho una wavelet ortonormal de L2(R).

Ahora, para el recı́proco, se debe mostrar que toda wavelet ortonormal ψ enW0 es descri-
ta por (3.17). Para cualquier ψ ∈ W0, por el lema 3.2.3, debe haber una función 1-periódica
v ∈ L2([0, 1]) tal que

ψ̂(ξ) = eπiξv(ξ)m0

(
1

2
ξ +

1

2

)
ϕ̂

(
1

2
ξ

)
.
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Si ψ es una wavelet ortonormal, entonces la ortonormalidad de {ψ(· − k) : k ∈ Z} da

1 =
∑
k∈Z

∣∣∣ψ̂(ξ + k)
∣∣∣2

=
∑
k∈Z

|v(ξ)|2
∣∣∣∣m0

(
ξ

2
+
k

2
+

1

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣ϕ̂(ξ2 +
k

2

)∣∣∣∣2

= |v(ξ)|2
∑
`∈Z

∣∣∣∣m0

(
ξ

2
+

1

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣ϕ̂(ξ2 + `

)∣∣∣∣2 + +
∑
`∈Z

∣∣∣∣m0

(
ξ

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣ϕ̂(ξ2 + `+
1

2

)∣∣∣∣2


= |v(ξ)|2
(∣∣∣∣m0

(
ξ

2
+

1

2

)∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣m0

(
ξ

2

)∣∣∣∣2
)

= |v(ξ)|2 ,

para casi todo ξ ∈ [0, 1]. Lo cual completa la prueba.

Esta proposición completa la construcción de una wavelet ψ desde un AMR. La siguiente
proposición muestra una manera de expresar ψ como combinación lineal de traslaciones de
la función de escala y con coeficientes relacionados con los coeficientes que determinan el
filtro pasa bajos.

Proposición 3.2.3. Suponiendo que ϕ es la función de escala de un AMR y que m0 es el
filtro pasa bajos asociado. Entonces,

ψ(x) = 2
∑
k∈Z

(−1)kαkϕ(2x− (k − 1)),

donde m0(ξ) =
∑

k αke
2πikξ.

Demostración. Como (−1)k = eπik, se tiene que m0(ξ + 1
2
) =

∑
k∈Z αke

−2πikξ(−1)k.
Sustituyendo en (3.16) se obtiene

ψ̂(2ξ) = e2πiξm0

(
ξ +

1

2

)
ϕ̂(ξ)

= e2πiξ
∑
k∈Z

αke
−2πikξ(−1)kϕ̂(ξ)

=
∑
k∈Z

(−1)kαke
−2πiξ(k−1)ϕ̂(ξ).

Ası́,

ψ̂(ξ) =
∑
k∈Z

(−1)kαke
−πiξ(k−1)ϕ̂

(
ξ

2

)
.
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Finalmente, tomando transformada de Fourier inversa,

ψ(x) =

∫
R
ψ̂(ξ)e2πiξxdξ

=

∫
R

∑
k∈Z

(−1)kαke
−πiξ(k−1)ϕ̂

(
ξ

2

)
e2πiξxdξ

=
∑
k∈Z

(−1)kαk

∫
R
eπiξ(2x−(k−1))ϕ̂

(
ξ

2

)
dξ

=
∑
k∈Z

(−1)kαk(2)

∫
R
e2πiµ(2x−(k−1))ϕ̂ (µ) dµ

= 2
∑
k∈Z

(−1)kαkϕ(2x− (k − 1)).

Ahora, se muestra una manera de obtener |ϕ̂| a partir de
∣∣∣ψ̂∣∣∣.

Proposición 3.2.4. Sea ϕ la función de escala de un AMR y ψ una wavelet ortonormal.
Entonces,

|ϕ̂(ξ)|2 =
∞∑
j=1

∣∣∣ψ̂(2jξ)
∣∣∣2 , para casi todo punto ξ ∈ R.

Demostración. De la proposición 3.11, de (3.9) y de (3.16) se obtiene

|ϕ̂(2ξ)|2 +
∣∣∣ψ̂(2ξ)

∣∣∣2 = |ϕ̂(ξ)m0(ξ)|2 +

∣∣∣∣∣e2πiξm0

(
ξ +

1

2

)
ϕ̂(ξ)

∣∣∣∣∣
2

= |ϕ̂(ξ)|2
(
|m0(ξ)|2 +

∣∣∣∣m0

(
ξ +

1

2

)∣∣∣∣2
)

= |ϕ̂(ξ)|2 .

Iterando este proceso se obtiene que

|ϕ̂(ξ)|2 =
∣∣ϕ̂(2Nξ)

∣∣2 +
N∑
j=1

∣∣∣ψ̂(2jξ)
∣∣∣2 , ∀N ≥ 1.

Como |ϕ̂(ξ)|2 ≤ 1, la sucesión
{∑N

j=1

∣∣∣ψ̂(2jξ)
∣∣∣2 : N = 2, 3, . . .

}
es una sucesión creciente

de números reales acotada por 1, y su lı́mite existe. Ası́, ĺımN→∞
∣∣ϕ̂(2Nξ)

∣∣2 también existe.
Además, ∫

R

∣∣ϕ̂(2Nξ)
∣∣2 dξ =

1

2N

∫
R
|ϕ̂(ξ)|2 dξ −−−→

N→∞
0.

y por el lema de Fatou∫
R

ĺım
N→∞

∣∣ϕ̂(2Nξ)
∣∣2 dξ ≤ ĺım

N→∞

∫
R

∣∣ϕ̂(2Nξ)
∣∣2 dξ = 0.

Ası́, ĺımN→∞
∣∣ϕ̂(2Nξ)

∣∣2 = 0 y queda probada la proposición.
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Ejemplo 3.2.2. La wavelet de Haar está construida (con una traslación) a partir del AMR
generado por la función de escala ϕ(x) = χ[−1,0)(x) asociado con el AMR descrito en el
ejemplo 3.2.1. Como

1

2
ϕ(

1

2
x) =

1

2
χ[−2,0)(x) =

1

2
ϕ(x) +

1

2
ϕ(x+ 1),

se deduce que los coeficientes del m0 son α0 = 1
2
, α1 = 1

2
y αk = 0 ∀k 6= 0, 1. Ası́ el filtro

de paso bajo para la wavelet de Haar es

m0(ξ) =
1

2
(1 + e2πiξ).

Usando la proposición 3.2.3 se obtiene que

ψ(x) = ϕ(2x+ 1)− ϕ(2x) = χ[−1,− 1
2

)(x)− χ[− 1
2
,0)(x).

Este resultado también puede ser obtenido directamente. Calculando la transformada de
Fourier de la función de escala:

ϕ̂(ξ) =

∫ ∞
−∞

e−2πiξxχ[−1,0)(x)dx

=

∫ 0

−1

e−2πiξxdx

=
1− e2πiξ

−2πiξ

= eπiξ
sin πξ

πξ

Ası́, por (3.16), se tiene

ψ̂(2ξ) = e2πiξm0

(
ξ +

1

2

)
ϕ̂(ξ) = e2πiξ (1− e−2πiξ)(e2πiξ − 1)

4πiξ
.

Es decir,

ψ̂(ξ) = eπiξ
eπiξ − 2 + e−πiξ

2πiξ
= ieπiξ

sin2

(
πξ

2

)
πξ

2

.

Al calcular la transformada de Fourier de χ[−1,− 1
2) − χ[− 1

2
,0) se observa que coincide con la

última expresión. Para obtener la expresión de la wavelet de Haar dada en el ejemplo 3.2.1
se necesita tomar v(ξ) = e−iξ en la proposición 3.2.2.

Ejemplo 3.2.3. La wavelet de Shannon es la función ψ cuya transformada de Fourier satisface

ψ̂(ξ) = eπiξχI(ξ),

donde I =
[
−1,−1

2

)
∪
(

1
2
, 1
]
. Para ver que es una wavelet se usa la proposición 3.2.4, para

obtener una función de escala de un AMR que genere esta wavelet. Se tiene

ψ̂(2jξ) = eπi2
jξχI(2

jξ) = eπi2
jξχIj(ξ)
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Figura 3.4: La wavelet de Haar ψ y su función de escala ϕ.

Figura 3.5: Gráfico de sinπξ
πξ

, relativo a la transformada de Fourier de la función de escala ϕ
de la wavelet de Haar.

Figura 3.6: Gráfico de
sin2 (πξ/2)

πξ/2
, relativo a la transformada de Fourier para la wavelet de

Haar ψ.
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donde Ij = [−2−j,−2−j−1) ∪ (2−j−1, 2−j].

Los intervalos Ij son disjuntos y su unión para j ≥ 1 es
[
−1

2
, 0
)
∪
(
0, 1

2

]
, ası́ que,

utilizando la proposición 3.2.4, se puede tomar

ϕ̂(ξ) = χ[− 1
2
, 1
2 ](ξ).

Como ∑
k∈Z

∣∣∣χ[− 1
2
, 1
2 ](ξ + k)

∣∣∣2 = 1, para casi todo ξ ∈ R,

por la proposición 3.2.1, se tiene que {ϕ(·−k) : k ∈ Z} es un sistema ortonormal. Se elige Vj
como el subespacio cerrado generado por {ϕj,k = 2j/2ϕ(2j · −k) : k ∈ Z}, para todo j ∈ Z.
Entonces, si se demuestra que 1

2
ϕ(1

2
x) es un elemento de V0 se tendrá que {Vj : j ∈ Z} es

un AMR. Esto es equivalente a encontrar el filtro pasa bajos m0 satisfaciendo (3.9). Como
m0 es una función 1-periódica en L2([0, 1]) la ecuación (3.9) da

ϕ̂(ξ) = χ[− 1
2
, 1
2 ](ξ)

ϕ̂(2ξ) = χ[− 1
4
, 1
4 ](ξ)

ϕ̂(2ξ) = ϕ̂(ξ)m0(ξ).

Ası́, para ξ ∈
[
−1

2
, 1

2

]
se tiene

m0(ξ) =

{
1, si ξ ∈

[
−1

4
, 1

4

]
,

0, en otro caso,

y se extiende periódicamente desde
[
−1

2
, 1

2

]
a todo R.

Se puede deducir por (3.16) que

ψ̂(2ξ) = e2πiξm0

(
ξ +

1

2

)
ϕ̂(ξ)

= e2πiξm0

(
ξ +

1

2

)
χ[− 1

2
, 1
2 ](ξ)

= e2πiξχ([− 1
2
,− 1

4 ]∪[ 14 ,
1
2 ])(ξ).

Ası́
ψ̂(ξ) = eπiξχI(ξ).

Se puede comprobar que la función de escala es

ϕ(x) =
sin πx

πx
,

y la wavelet

ψ(x) = −2
sin 2πx+ cos πx

π(2x+ 1)
.
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Figura 3.7: La wavelet de Shannon ψ(x) = −2
sin 2πx+ cos πx

π(2x+ 1)
para la cual ψ̂(ξ) =

eπiξχI(ξ).

Figura 3.8: La función de escala ϕ(x) =
sin πx

πx
para la wavelet de Shannon.

3.3. Construcción de wavelets de soporte compacto

En esta sección se mostrará que para todo entero no negativo n existe una wavelet
ortonormal ψ con soporte compacto tal que todas las derivadas de ψ hasta orden n existen y
son acotadas. La existencia de esta wavelet ortonormal será mostrada utilizando el concepto
de análisis multiresolución desarrollado en las secciones anteriores.

La wavelet de Haar ψ(x) = χ[−1,− 1
2)(x)− χ[− 1

2
,0)(x) es un ejemplo de wavelet ortonor-

mal con soporte compacto. Sin embargo, la wavelet de Shannon tiene como soporte toda la
recta real. La wavelet de Haar es discontinua y la de Shannon es C∞, es decir, continua e
infinitamente diferenciable con derivadas continuas. Es posible obtener wavelet con soporte
compacto como la de Haar pero con más regularidad que ésta.

Se desea construir una función de escala ϕ a partir de un filtro m0. Se asumirá que m0

cumple con las propiedades vistas en la sección anterior
m0 ∈ C1 y es 1-periódica,
|m0(ξ)|2 +

∣∣m0

(
ξ + 1

2

)∣∣2 = 1,
m0(0) = 1.

(3.18)

Si existiera la función ϕ, aplicando (3.9) reiteradamente, ésto es ϕ̂(ξ) = m0

(
1
2
ξ
)
ϕ̂
(

1
2
ξ
)
, se

deberı́a tener

ϕ̂(ξ) = ϕ̂(2−Nξ)
N∏
j=1

m0(2−jξ), ∀N ∈ N.
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Se denotará por
∏

N(ξ) al producto
∏N

j=1m0(2−jξ). El teorema 3.2.2 lleva a esperar que ϕ̂
sea continua en 0 y, más aún, ϕ̂(0) = 1. El producto infinito

∞∏
j=1

m0(2−jξ)

es convergente para todo ξ ∈ R. Se tiene por la segunda condición en (3.18), que |m0(ξ)| ≤
1, para todo ξ ∈ R, y por tanto, |

∏
N(ξ)| ≤ 1. Ası́

∏
N+1

(ξ)−
∏
N

(ξ) =
N+1∏
j=1

m0(2−jξ)−
N∏
j=1

m0(2−jξ) =
∏
N

(ξ)
(
m0(2−N−1ξ)− 1

)
,

y por tanto, usando que |m0(ξ)| ≤ 1, que m0(0) = 1 y el Teorema del Valor Medio, se
obtiene

∣∣∣∣∣∏
N+1

(ξ)−
∏
N

(ξ)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∏
N

(ξ)
(
m0(2−N−1ξ)− 1

)∣∣∣∣∣
≤
∣∣m0(2−N−1ξ)−m0(0)

∣∣
≤ ‖m′0‖∞ 2−(N+1) |ξ| .

Ası́, ∣∣∣∣∣ ∏
N+M

(ξ)−
∏
N

(ξ)

∣∣∣∣∣ ≤ ‖m′0‖∞ 2−N |ξ| , ∀N,M ∈ N,

es decir, la sucesión {
∏

N(ξ)}
N∈N es de Cauchy, y por tanto convergente. Ası́, es posible

definir

ϕ̂(ξ) =
∞∏
j=1

m0(2−jξ), ξ ∈ R. (3.19)

Proposición 3.3.1. Sea m0 una función definida en R satisfaciendo (3.18). Entonces la fun-
ción ϕ definida por

ϕ̂(ξ) =
∞∏
j=1

m0(2−jξ), ξ ∈ R,

está en L2(R) y además ‖ϕ‖2 ≤ 1.

Demostración. Sea
∏

N(ξ) =
∏N

j=1m0(2−jξ). m0 es una función 1-periódica y por tanto
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∏
N es una función 2N -periódica. Ası́, por las propiedades del filtro.

IN :=

∫ 2N−1

−2N−1

∣∣∣∣∣∏
N

(ξ)

∣∣∣∣∣
2

dξ

=

∫ 2N

0

∣∣∣∣∣∏
N

(ξ)

∣∣∣∣∣
2

dξ

=

∫ 2N−1

0

∣∣∣∣∣∏
N

(ξ)

∣∣∣∣∣
2

dξ +

∫ 2N

2N−1

∣∣∣∣∣∏
N

(ξ)

∣∣∣∣∣
2

dξ

=

∫ 2N−1

0

∣∣∣∣∣∏
N

(ξ)

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∏
N

(ξ + 2N−1)

∣∣∣∣∣
2
 dξ

=

∫ 2N−1

0

∣∣∣∣∣∏
N−1

(ξ)

∣∣∣∣∣
2(∣∣m0(2−Nξ)

∣∣2 +

∣∣∣∣m0

(
1

2
ξ +

1

2

)∣∣∣∣2
)
dξ

=

∫ 2N−1

0

∣∣∣∣∣∏
N−1

(ξ)

∣∣∣∣∣
2

dξ

Repitiendo el argumento se obtiene que

IN = I1 =

∫ 2

0

∣∣∣∣m0

(
1

2
ξ

)∣∣∣∣2 dξ
= 2

∫ 1

0

|m0 (ξ)|2 dξ

= 2

[∫ 1/2

0

|m0 (ξ)|2 dξ +

∫ 1

1/2

|m0 (ξ)|2 dξ

]

= 2

∫ 1/2

0

[
|m0 (ξ)|2 dξ +

∣∣∣∣m0

(
ξ +

1

2

)∣∣∣∣2
]
dξ

= 1.

Como |
∏

N(ξ)|2 → |ϕ̂|2, aplicando el lema de Fatou se obtiene queda

∫
R

|ϕ̂|2 dξ ≤ ĺım
N→∞

∫ 2N−1

−2N−1

∣∣∣∣∣∏
N

(ξ)

∣∣∣∣∣
2

dξ = ĺım
N→∞

IN = 1

Ası́ ϕ̂ ∈ L2(R), ϕ está bien definida y ‖ϕ‖2
2 = ‖ϕ̂‖2

2 ≤ 1.

Ahora se observarán otras propiedades de m0 que aseguren que ϕ es una función de
escala de una wavelet ψ de soporte compacto. De (3.9) se tiene que si ϕ fuese la fun-
ción de escala deseada, entonces se debe cumplir m0(ξ) =

∑
k∈Z αke

2πikξ, con αk =
1
2

∫
R ϕ
(

1
2
x
)
ϕ(x+ k)dx. Es decir, los ak tienen que ser los coeficientes de 1

2
ϕ
(

1
2
·
)
∈ V−1

en la base ortonormal {ϕ(· + k) : k ∈ Z} de V0. Para que la función de escala ϕ sea de
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soporte compacto, sólo un número finito de los αk pueden ser distintos de cero. Ası́ se tiene
que m0(ξ) debe ser un polinomio trigonométrico.

No se puede esperar que una wavelet ortonormal de soporte compacto pertenezca a
C∞(R). Este hecho será una consecuencia del siguiente resultado:

Teorema 3.3.1. Sea r un entero no negativo. Sea ψ una función de Cr(R) tal que

|ψ(x)| ≤ C

(1 + |x|)r+1+ε
, para algún ε > 0,

y tal que ψ(m) ∈ L∞(R), para m = 1, 2, . . . , r. Si {ψj,k : j, k ∈ Z} es un sistema ortonormal
de L2(R), entonces todos los momentos de ψ hasta orden r son cero, es decir∫

R
xmψ(x)dx = 0, ∀m = 0, 1, 2, . . . , r.

Demostración. La demostración se hará por inducción en r. Primero, para r = 0, sea a un
número diádico, a = 2−j0k0 para algún j0, k0 ∈ Z tal que ψ(a) 6= 0. Como ‖ψ‖2 = 1 y ψ es
continua, existe un a como el descrito. Como ψ es wavelet ortonormal,∫

R
ψ(x)ψ(2jx− k)dx = 0, si (j, k) 6= (0, 0).

Tomando k = 2j−j0k0 con j > máx{j0, 0}, esta igualdad queda∫
R
ψ(x)ψ

(
2j(x− a)

)
dx = 0.

Haciendo el cambio de variable y = 2j(x− a) se obtiene∫
R
ψ(a+ 2−jy)ψ(y)dy = 0.

Pasando al lı́mite cuando j tiende a ∞ y aplicando el teorema de convergencia dominada
(TCD), se tiene

ψ(a)

∫
R
ψ(y)dy = 0,

y como ψ(a) 6= 0, ∫
R
ψ(y)dy = 0,

con lo cual queda verificado el caso base. Antes de considerar el caso general, se probará el
teorema en el caso r = 1 para ilustrar como funciona el método en un contexto más simple.
Se define

ϑ(x) :=

∫ x

−∞
ψ(y)dy.

Como
∫
R ψ(y)dy = 0 por el caso anterior, se observa que ĺımx→∞ ϑ(x) = 0. Además,

ϑ(x) =
∫ x
−∞ ψ(y)dy = −

∫∞
x
ψ(y)dy. Como se está suponiendo que

|ψ(x)| ≤ C

(1 + |x|)2+ε
, para algún ε > 0,
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entonces se verá que

|ϑ(x)| ≤ C1

(1 + |x|)1+ε
.

En efecto, si |x| > 1,

|ϑ(x)| ≤
∫ ∞
x

|ψ(y)| dy ≤ C

∫ ∞
x

dy

(1 + |y|)2+ε
≤ C

1

(1 + |x|)1+ε
,

ası́ que, integrando por partes se obtiene∫ ∞
−∞

ϑ(x)dx = −
∫ ∞
−∞

xϕ(x)dx.

Entonces, lo que se desea demostrar es que∫ ∞
−∞

ϑ(x)dx = 0.

es posible adaptar el argumento que se usó para ψ en el caso r = 0. Como ψ es no constante
y ψ′ es continua, existe un a = 2−j0k0 tal que ψ′(a) 6= 0. Escribiendo de nuevo∫

R
ψ(x)ψ

(
2j(x− a)

)
dx = 0.

Entonces, integrando por partes, se sigue que∫
R
ψ′(x)ϑ

(
2j(x− a)

)
dx = 0.

Haciendo el cambio de variable y = 2j(x− a) se obtiene∫
R
ψ′(a+ 2−jy)ϑ(y)dy = 0.

Como antes, haciendo que j tienda a∞ se concluye que

ψ′(a)

∫
R
ϑ(y)dy = 0,

y como ψ′(a) 6= 0 se tiene que
∫
R ϑ(y)dy = 0.

Ahora se procederá por inducción de r − 1 a r. Si se supone que es cierto hasta r − 1,
entonces todos los momentos hasta orden r−1 son cero y es posible integrar ψ hasta r veces,
obteniendo funciones ϑ1 = ϑ, ϑ2, . . . , ϑr tales que ϑ′` = ϑ`−1, y ĺımx→±∞ ϑ` = 0. Además,
puede verse como antes que existen constantes C1, . . . , Cr tales que

|ϑ`(x)| ≤ C`
(1 + |x|)r−`+1+ε

, ` = 1, 2, . . . , r.

Integrando por partes r veces, como en el caso r = 1, se observa que∫
R
xrψ(x)dx = 0 si y solo si

∫
R
ϑr(x)dx = 0.
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De nuevo, como ψ no es un polinomio y ψ(r) es continua, existe un a = 2−j0k0 tal que
ψ(r)(a) 6= 0. De ∫

R
ψ(x)ψ

(
2j(x− a)

)
dx = 0,

integrando por partes r veces se obtiene que∫
R
ψ(r)(x)ϑr

(
2j(x− a)

)
dx = 0.

Haciendo el mismo cambio de variable que en los casos anteriores y haciendo tender j a∞
se tiene que

ψ(r)(a)

∫
R
ϑr(y)dy = 0,

y como ψ(r)(a) 6= 0 se tiene que el resultado es cierto hasta orden r.

Observación: Como

dmψ̂

dξm
(0) = (−2πi)m

∫
R
xmψ(x)dx,

bajo las hipótesis del teorema 3.3.1 se tiene que

dmψ̂

dξm
(0) = 0 para m = 0, 1, 2, . . . , r.

El siguiente teorema es un corolario del teorema 3.3.1.
Teorema 3.3.2. Sea ψ ∈ L2(R) una función con soporte compacto tal que ψ ∈ C∞. Entonces
{ψj,k : j, k ∈ Z} no puede ser un sistema ortonormal deL2(R), donde ψj,k(x) = 2j/2ψ(2jx−
k).

Demostración. La demostración se hará por reducción al absurdo. Si {ψj,k : j, k ∈ Z}
es un sistema ortonormal en L2(R), entonces, como ψ es una función de soporte com-
pacto, se cumplen las hipótesis del teorema anterior para todo r natural, y se tiene que
todos los momentos de ψ son cero. Ası́, para cualquier polinomio p(x), se cumple que∫
R p(x)ψ(x)dx = 0. Como ψ tiene soporte compacto, por el teorema de aproximación de

Weierstrass, es posible encontrar un polinomio p(x) que la aproxime. Es decir, dado ε > 0,
existe p(x) tal que supx∈K |ψ(x)− p(x)| < ε, donde K es el soporte de ψ. Ası́,

‖ψ‖2
2 =

∫
R
ψ(x)ψ(x)dx

=

∫
K

ψ(x)ψ(x)dx

=

∫
K

ψ(x)ψ(x)dx−
∫
K

p(x)ψ(x)dx

=

∫
K

[ψ(x)− p(x)]ψ(x)dx =≤ ε

∫
K

ψ(x)dx

= ε ‖ψ‖1 .

Como ‖ψ‖1 <∞ y ε es arbitrario, se tiene que ‖ψ‖2
2 = 0, lo cual contradice la ortonormali-

dad del sistema.
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Este teorema muestra que solo se puede esperar que una wavelet ortonormal acotada con
soporte compacto sea a lo sumo de clase Cn(R) para algún finito entero no negativo n.

Ejemplo 3.3.1. Para el caso de la wavelet de Haar dada en el ejemplo 3.2.2, se tiene que
ϕ(x) = χ[−1,0)(x) ası́ que

ϕ̂(ξ) =
e2πiξ − 1

2πiξ
, m0(ξ) =

1 + e2πiξ

2

y

ψ̂(ξ) = ieπiξ
sin2

(
πξ
2

)
πξ
2

.

Se demostrará que, en este caso, la función ϕ satisface (3.19), es decir, se probará que

∞∏
j=1

(1 + eπi2
−j+1ξ)

2
=
e2πiξ − 1

2πiξ
(3.20)

o, equivalentemente,
∞∏
j=1

eπi2
−jξ cos(π2−jξ) = eπiξ

sin (πξ)

πξ
.

Como el producto de las exponenciales en el lado izquierdo es igual a eπiξ, se debe tener

∞∏
j=1

cos(π2−jξ) =
sin (πξ)

πξ
.

Utilizando la identidad sin(2α) = 2 sinα cosα se puede escribir

n∏
j=1

cos(π2−jξ) =
n∏
j=1

sin(π2−j+1ξ)

2 sin(π2−jξ)
=

sin(πξ)

2n sin(π2nξ)
,

lo cual tiende a sin(πξ)
πξ

cuando n → ∞. Con ésto se muestra que, en este caso, ϕ puede en
efecto ser definida por la ecuación (3.19).

Ejemplo 3.3.2. Tomando m0(ξ) = 1
2
(1 + e6πiξ), la cual es una función 1-periódica que

satisface (3.18). Si se define ϕ por (3.19) se deduce de (3.20) que

ϕ̂(ξ) =
e6πiξ − 1

6πiξ
.

Se puede verificar que ϕ(x) = 1
3
χ[−3,0)(x) calculando su transformada de Fourier. Se observa

entonces que las traslaciones enteras de ϕ no forman un sistema ortonormal en L2(R).

El ejemplo anterior muestra que las condiciones dadas en (3.18) no son suficientes para
producir una función ϕ definida por (3.19) tal que las traslaciones enteras de ϕ formen un sis-
tema ortonormal. Se demostrará que una condición suficiente dem0 para tener esta propiedad
es

m0(ξ) 6= 0 para todo ξ ∈
[
−1

4
,
1

4

]
.
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Se sabe por la proposición 3.2.1 que {ϕ(· − k) : k ∈ Z} es un sistema ortonormal si y
solo si ∑

k∈Z

|ϕ̂(ξ + k)|2 = 1, para casi todo ξ ∈ R.

Ası́, si se define G(ξ) :=
∑

k∈Z |ϕ̂(ξ + k)|2, se necesita ver que (3.18) y la definición de ϕ
implican que G(ξ) ≡ 1 para casi todo ξ ∈ R.

A partir de ahora se supondrá que m0 es un polinomio trigonométrico de la forma
m0(ξ) =

∑M
k=−M αke

2πikξ. Entonces
∏

N(ξ), definido en la demostración de la proposi-

ción 3.3.1 es una combinación lineal finita de términos de la forma e2πi(
∑N
j=1 2−j`j)ξ, donde

−M ≤ `j ≤ M . Ası́ la transformada de Fourier inversa de
∏

N es una combinación
lineal finita de funciones δ de Dirac de la forma δa, con a = −

∑N
j=1 2−j`j , dado que

(δa)̂ (ξ) =
∫
R δ(x − a)e−2πiξxdx = e−2πiaξ. Como a ∈ [−M,M ] la función ϕ definida

en la proposición 3.3.1 es una función de L2(R) con soporte contenido en [−M,M ]. Co-
mo ϕ̂ ∈ L2(R), G(ξ) es una función 1-periódica de L2([0, 1]). Además por el teorema de
Plancherel,

c` :=

∫ 1

0

G(ξ)e−2πi`ξdξ

=
∑
k∈Z

∫ k+1

k

e−2πi`ξϕ̂(ξ)ϕ̂(ξ)dξ

=

∫ ∞
−∞

[
e−2πi`ξϕ̂(ξ)

]
ϕ̂(ξ)dξ

=

∫ ∞
−∞

ϕ(x− `)ϕ(x).

Pero si ϕ es de soporte compacto, la última expresión es cero, excepto para un número finito
de enteros `. Ası́, se ha probado el siguiente lema:

Lema 3.3.1. Si m0 un polinomio trigonométrico que satisface (3.18) entonces ϕ es una fun-
ción de soporte compacto en L2(R) y G(ξ) =

∑
`∈Z |ϕ̂(ξ + `)|2 =

∑
`∈Z c`e

2πi`ξ es un
polinomio trigonométrico.

Teorema 3.3.3. Seam0 un polinomio trigonométrico que satisface (3.18) y tal quem0(ξ) 6= 0
para todo ξ ∈

[
−1

4
, 1

4

]
. Si ϕ está definida por

ϕ̂(ξ) =
∞∏
j=1

m0(2−jξ), ξ ∈ R,

entonces {ϕ(· − k) : k ∈ Z} es un sistema ortonormal.

Demostración. Se necesita ver que G(ξ) ≡ 1 en
[
−1

2
, 1

2

]
, donde G(ξ) está definida en el

lema anterior.

Observando primero que si ` ∈ Z, ` 6= 0, entonces ϕ̂(`) = 0. En efecto, ` = 2pq con q
impar, tal que el producto

N∏
j=1

m0(2−j2pq)
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contiene el factor m0( q
2
) si N ≥ p + 1 y por (3.18) m0( q

2
) = m0(1

2
) = 0. Ası́, G(0) =

|ϕ̂(0)|2 = 1. Ahorá obsérvese que

G(2ξ) = |m0(ξ)|2G(ξ) +

∣∣∣∣m0

(
ξ +

1

2

)∣∣∣∣2G(ξ +
1

2

)
, (3.21)

dado que, al separar los términos pares e impares en la suma que define a G(2ξ), se tiene

G(2ξ) =
∑
`∈Z

∣∣∣∣ϕ̂(2

(
ξ +

`

2

))∣∣∣∣2
=
∑
`∈Z

∣∣∣∣m0

(
ξ +

`

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣ϕ̂(ξ +
`

2

)∣∣∣∣2
=
∑
k∈Z

|m0 (ξ)|2 |ϕ̂ (ξ + k)|2 +
∑
`∈Z

∣∣∣∣m0

(
ξ +

1

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣ϕ̂(ξ + k +
1

2

)∣∣∣∣2
= |m0(ξ)|2G(ξ) +

∣∣∣∣m0

(
ξ +

1

2

)∣∣∣∣2G(ξ +
1

2

)
.

Seam = mı́nξ∈[− 1
2
, 1
2 ]G(ξ) y escogiendo ξ0 ∈

[
−1

2
, 1

2

]
tal queG(ξ0) = m, puede verse ahora

por reducción al absurdo que se debe cumplir que G
(

1
2
ξ0

)
= m. Suponiendo lo contrario,

que G
(

1
2
ξ0

)
> m, entonces usando (3.21) y suponiendo que m0

(
1
2
ξ0

)
6= 0, se tiene

m = G(ξ0) =

∣∣∣∣m0

(
1

2
ξ0

)∣∣∣∣2G(1

2
ξ0

)
+

∣∣∣∣m0

(
1

2
ξ0 +

1

2

)∣∣∣∣2G(1

2
ξ0 +

1

2

)
> m

∣∣∣∣m0

(
1

2
ξ0

)∣∣∣∣2 +m

∣∣∣∣m0

(
1

2
ξ0 +

1

2

)∣∣∣∣2
= m,

que es una contradicción. Ası́ que G
(

1
2
ξ0

)
> m. Iterando el proceso anterior se obtiene que

G
(
2−jξ0

)
> m,

y tomando lı́mite cuando j tiende a∞ se tiene que 1 = G(0) = m.

Sea M = supξ∈[− 1
2
, 1
2 ]G(ξ) y escogiendo ξ1 ∈

[
−1

2
, 1

2

]
tal que G(ξ1) = M , puede

verse como antes que se debe cumplir que G
(

1
2
ξ1

)
= M . Suponiendo lo contrario, que

G
(

1
2
ξ1

)
< M . Entonces, usando (3.21) y suponiendo que m0

(
1
2
ξ1

)
6= 0, se tiene

M = G(ξ1) =

∣∣∣∣m0

(
1

2
ξ1

)∣∣∣∣2G(1

2
ξ1

)
+

∣∣∣∣m0

(
1

2
ξ1 +

1

2

)∣∣∣∣2G(1

2
ξ1 +

1

2

)
< M

∣∣∣∣m0

(
1

2
ξ1

)∣∣∣∣2 +M

∣∣∣∣m0

(
1

2
ξ1 +

1

2

)∣∣∣∣2
= M,
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que es una contradicción. Ası́ que G
(

1
2
ξ1

)
< M . Iterando el proceso y pasando al lı́mite se

tiene que G(0) = M . En resumen se tiene que m = M = G(0) = 1 y queda probado el
teorema.

Puede construirse el AMR asociado al filtro m0 que satisface (3.18) y tal que m0(ξ) 6= 0
para todo ξ ∈

[
−1

4
, 1

4

]
. Sea

V0 := span{ϕ(· − k) : k ∈ Z}.

Si (ρf)(x) := f(2x) y se define
Vj := ρj(V0),

ya se tiene el AMR deseado. Propiedad (3.2) es equivalente a mostrar que V−1 ⊂ V0;
la definición de ϕ̂ (ver proposición 3.3.1) da ϕ̂(2ξ) = m0(ξ)ϕ̂(ξ), lo cual muestra que
1
2
ϕ
( ·

2

)
∈ V0; como V0 es invariante bajo traslaciones enteras se tiene el resultado desea-

do. Propiedad (3.3) de la definición de un AMR se sigue de la definición de los espacios Vj ,
y propiedad (3.6) es dada en el teorema 3.3.3. Como ϕ̂ es continua en cero, los teoremas
3.2.1 y 3.2.2 dan las propiedades (3.4) y (3.5).

Se observa que ϕ tiene soporte compacto contenido en [−M,M ], donde M es el grado
del polinomio trigonométrico m0 y puede verse también que la wavelet ortonormal

ψ(x) = 2
∑
k∈Z

(−1)kᾱkϕ(2x− (k − 1))

tiene soporte compacto contenido en
[
−M − 1

2
,M + 1

2

]
dado que−M ≤ k ≤M , porque se

está asumiendo quem0 es un polinomio trigonométrico de gradoM , y−M ≤ 2x−(k−1) ≤
M .

Construcción de Daubechies

Ingrid Daubechies fue la primera en construir wavelets ortonormales con soporte com-
pacto (ver [DAU92]) con un grado fijo de suavidad. Ella observó que si ϕ y ψ pertenecen a
CN−1(R) entonces el filtro pasa bajos m0 debe ser de la forma

m0(ξ) =

(
1 + e−2πiξ

2

)N
L(ξ), (3.22)

donde L es un polinomio trigonométrico 1-periódico y L ∈ CN−1(R), como lo muestra el
siguiente teorema que es un corolario del teorema 3.3.1.

Teorema 3.3.4. Asumiendo que ψj,k constituye una base ortonormal de wavelets, asociado
con un AMR como se describe en la definición 3.2.1.Si |ϕ(x)| , |ψ(x)| ≤ C (1 + |x|)−r−1−ε

y ψ ∈ Cr con ψ(`) acotada para ` ≤ r, entonces m0 definido por (3.10), (3.8), se factoriza
como

m0(ξ) =

(
1 + e−2πiξ

2

)r+1

L(ξ),

donde L es 1-periódico y L ∈ Cr.
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Demostración. Por el teorema 3.3.1, se tiene que

d`ψ̂

dξ`

∣∣∣∣∣
ξ=0

= 0 para ` ≤ r.

Por otra parte, ψ̂(ξ) = e−πiξm0

(
ξ
2

+ 1
2

)
ϕ̂
(
ξ
2

)
. Como ambas ψ̂ y ϕ̂ están en Cr y ϕ̂(0) 6= 0,

ésto significa que m0 es r veces diferenciable en ξ = 1
2

y

d`m0

dξ`

∣∣∣∣
ξ= 1

2

= 0 para ` ≤ r.

Ésto implica que m0 tiene un cero de orden r + 1 en ξ = 1
2
, es decir que

m0(ξ) =

(
1 + e−2πiξ

2

)r+1

L(ξ).

Como m0 ∈ Cr, también L ∈ Cr.

Para conservar la notación de Daubechies, se expresará el filtro pasa bajos en la forma

m0(ξ) =
1√
2

∑
k∈Z hke

−2πikξ, es decir, α−k = hk√
2
.

A un polinomio trigonométrico m0 con coeficientes reales cumpliendo (3.18) y tal que
m0(ξ) 6= 0 para toda ξ ∈

[
−1

4
, 1

4

]
se le llama filtro de Daubechies. Ya se ha visto anterior-

mente que si m0 es de este tipo entonces la función ϕ tal que ϕ̂(ξ) =
∏∞

j=1 m0 (2−jξ) es una
función de escala de filtro m0.

Para construir m0 primero debe determinarse un polinomio trigonométrico M0 tal que
M0(ξ) = |m0(ξ)|2. Como se desea que m0 sea un filtro de Daubechies cumpliendo con
(3.22), se tiene que

M0(ξ) =

∣∣∣∣eπiξ + e−πiξ

2

∣∣∣∣2N L(ξ) = cos2N(πξ)L(ξ)

ha de ser un polinomio trigonométrico 1-periódico tal que

M0(ξ) +M0

(
ξ +

1

2

)
= 1,

M0(0) = 1,

y dondeL(ξ) = L(ξ)L(ξ) tiene que ser un polinomio trigonométrico 1-periódico no negativo
par, es decir

L(ξ) = Q(cos (2πξ)) = P
(
sin2(πξ)

)
,

con Q y P polinomios.

Proposición 3.3.2. Una condición suficiente para que un polinomio trigonométrico 1-periódi-
co con coeficientes reales del tipo

m0(ξ) =

(
1 + e−2πiξ

2

)N
L(ξ)
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sea filtro de Daubechies es que

|L(ξ)|2 = PN(sin2(πξ)),

donde

PN(y) =
N−1∑
k=0

(
N + k − 1

k

)
yk. (3.23)

Demostración. Como M0(ξ) = |m0(ξ)|2, se tiene que

M0(ξ) = cos2N(πξ)P (sin2(πξ)),

y entonces, por (3.18),

cos2N(πξ)P (sin2(πξ)) + cos2N
(
πξ +

π

2

)
P (sin2

(
πξ +

π

2

)
) = 1.

Haciendo el cambio de variable y = sin2(πξ) ∈ [0, 1], queda

(1− y)NP (y) + yNP (1− y) = 1, y ∈ [0, 1]. (3.24)

Los polinomios (1−y)N y yN son primos entre sı́, y por el algoritmo de Euclides se obtienen
los dos únicos polinomios q1 y q2 de grado menor queN tales que (1−y)Nq1(y)+yNq2(y) =
1. Sustituyendo y por y− 1 se obtiene la igualdad equivalente (1− y)Nq2(1− y) + yNq1(1−
y) = 1, y por la unicidad, se tiene que q2(y) = q1(1−y). Ası́, (1−y)Nq1(y)+yNq1(1−y) = 1.
Es decir, PN = q1 es el único polinomio de grado menor que N satisfaciendo (3.24) y se
puede escribir como

PN(y) = (1− y)−N
(
1− yNPN(1− y)

)
.

El desarrollo de Taylor de grado N − 1 del polinomio (1− y)−N en un entorno de cero es

TN−1(y) =
N−1∑
k=0

(
N + k − 1

k

)
yk.

Ası́, se tiene que

PN(y) =
N−1∑
k=0

(
N + k − 1

k

)
yk + términos de grado mayor o igual a N.

Como PN tiene grado menor que N , resulta que

PN(y) = TN−1(y) =
N−1∑
k=0

(
N + k − 1

k

)
yk,

que es no negativo para y ≥ 0. Como cos2N(πξ) > 0 para |ξ| ≤ 1
4
, se obtiene que m0 es un

filtro de Daubechies.
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Ası́, ya se tiene un método para encontrar polinomios trigonométricos

M0(ξ) = |m0(ξ)|2 = cos2N(πξ)L(ξ),

con L(ξ) = PN
(
sin2(πξ)

)
.

Lo que interesa ahora es encontrar m0 tal que

m0(ξ) =
1√
2

2N−1∑
k=0

hke
−2πikξ =

(
1 + e−2πiξ

2

)N
L(ξ),

con L cumpliendo L(ξ)L(ξ) = L(ξ) = PN(sin2(πξ)). Existe un método llamado méto-
do de factorización espectral (ver [HYW96], pag. 83), debido a L. Fejér y a F. Riesz, que
proporciona un polinomio de éste tipo

L(ξ) =
N−1∑
k=0

bke
−2πikξ, bk ∈ R (3.25)

Se consiguen ası́ las wavelets de Daubechies D2N con función de escala ϕ de soporte
[0, 2N − 1] y wavelet madre ψ. Sin embargo, aquı́ se verá únicamente como obtener los coe-
ficientes en el caso particular N = 2 y se utilizarán para graficar la wavelet D4 y su función
de escala.

Ejemplo 3.3.3. La wavelet D4.

En el caso N = 2, de (3.23) se tiene

P2(y) =

(
1

0

)
+

(
2

1

)
y = 1 + 2y,

y ası́

L(ξ)L(ξ) = 1 + 2 sin2(πξ) = 2− 1

2
e2πiξ − 1

2
e−2πiξ.

Primero, de acuerdo a (3.25), se deben determinar los coeficientes reales b0 y b1 de L tales
que

(b0 + b1e
−2πiξ)(b0 + b1e

2πiξ) = L(ξ)L(ξ) = 2− 1

2
e2πiξ − 1

2
e−2πiξ.

Igualando coeficientes y usando que b0 + b1 = L(0) = m0(0) = 1, se obtiene que

b0 =
1 +
√

3

2
, b1 =

1−
√

3

2
.

Ası́, el filtro tiene que ser

m0(ξ) =

(
1 + e−2πiξ

2

)2
(

1 +
√

3

2
+

1−
√

3

2
e−2πiξ

)

=
1√
2

3∑
k=0

hke
−2πikξ.
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Al igualar coeficientes se obtiene que

h0 =
1√
2

1 +
√

3

4
,

h1 =
1√
2

3 +
√

3

4
,

h2 =
1√
2

3−
√

3

4
,

h3 =
1√
2

1−
√

3

4
.

Los demás coeficientes son cero. Ası́, dado que con los coeficientes sin normalizar αk =
h−k√

2
la función de escalaϕ de un AMR satisface la relación recursiva 1

2
ϕ
(

1
2
x
)

=
∑

k∈Z αkϕ(x+

k) que es equivalente a ϕ (x) =
√

2
∑

k∈Z hkϕ(2x− k) que para este caso de la wavelet D4
se reduce a

ϕ(x) =
√

2h0ϕ(2x) +
√

2h1ϕ(2x− 1) +
√

2h2ϕ(2x− 2) +
√

2h3ϕ(2x− 3), (3.26)

utilizando un algoritmo recursivo es posible dibujar una aproximación de la función de escala
ϕ, empezando con los valores iniciales

ϕ(0) = 0, ϕ(1) =
1 +
√

3

2
, ϕ(2) =

1−
√

3

2
, ϕ(3) = 0

que se pueden verificar sustituyendo x = 1, 2, 3, 4 en (3.26), teniendo en cuenta que la fun-
ción de escala ϕ tiene soporte contenido en el intervalo [0, 3] = [0, 2(2) − 1] y se necesita
que su norma en L2(R) sea 1.

Para ilustrar el proceso, se calcularán ahora los valores de ϕ
(

1
2
x
)
, ϕ
(

3
2
x
)

y ϕ
(

5
2
x
)
:

ϕ

(
1

2

)
=
√

2h0ϕ(1) +
√

2h1ϕ(0) +
√

2h2ϕ(−1) +
√

2h3ϕ(−2)

=
1 +
√

3

4
· 1 +

√
3

2
+
√

2h1 · 0 +
√

2h2 · 0 +
√

2h3 · 0

=
2 +
√

3

4
.

ϕ

(
3

2

)
=
√

2h0ϕ(3) +
√

2h1ϕ(2) +
√

2h2ϕ(1) +
√

2h3ϕ(0)

=
√

2h0 · 0 +
3 +
√

3

4
· 1−

√
3

2
+

3−
√

3

4
· 1 +

√
3

2
+
√

2h3 · 0

= 0.
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ϕ

(
5

2

)
=
√

2h0ϕ(5) +
√

2h1ϕ(4) +
√

2h2ϕ(3) +
√

2h3ϕ(2)

=
√

2h0 · 0 +
√

2h1 · 0 +
√

2h2 · 0 +
1−
√

3

4
· 1−

√
3

2

=
2−
√

3

4
.

Una recursión que requiere un mayor trabajo permite encontrar los valores de ψ para múlti-
plos de 1

4
:

ϕ

(
1

4

)
=

5 + 3
√

3

16
, ϕ

(
3

4

)
=

9 + 5
√

3

16
, ϕ

(
5

4

)
=

1 +
√

3

8
,

ϕ

(
7

4

)
=

1−
√

3

8
, ϕ

(
9

4

)
=

9− 5
√

3

16
, ϕ

(
11

4

)
=

5− 3
√

3

16
.

La figura 3.9 muestra la aproximación de ϕ con 13 puntos.

Figura 3.9: Aproximación con 13 puntos de la función de escala ϕ(x) para la wavelet D4.

Continuando con ese proceso se pueden encontrar los valores de ϕ para múltiplos de 1
8
,

luego para múltiplos de 1
16

y ası́ sucesivamente. La figura 3.10 muestra una aproximación de
ϕ con 3073 puntos obtenida utilizando un programa en Scilab que se incluye en el Apéndice
C:

Utilizando el mismo algoritmo puede dibujarse la wavelet ψ pero cambiando los puntos
que se grafican, dado que ψ satisface la relación ψ(x) = 2

∑
k∈Z(−1)kαkϕ(2x − (k − 1)),

que es equivalente a ψ(x − 2) =
√

2
∑

k∈Z(−1)−khkϕ(2x + k − 3)) y que para la wavelet
D4 se reduce a

ψ(x− 2) =
√

2h0ϕ(2x− 3)−
√

2h1ϕ(2x− 2) +
√

2h2ϕ(2x− 1)−
√

2h3ϕ(2x), (3.27)
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Figura 3.10: Aproximación con 3073 puntos de la función de escala ϕ(x) para la wavelet
D4.

Además, puede observarse que la wavelet ψ tiene soporte contenido en [−2, 1] dado que
0 ≤ 2x− (k − 1) ≤ 3 y que −3 ≤ k ≤ 0.

Se tiene que

ψ(−2) =
√

2h0ϕ(−3)−
√

2h1ϕ(−2) +
√

2h2ϕ(−1)−
√

2h3ϕ(0)

=
√

2h0 · 0−
√

2h1 · 0 +
√

2h2 · 0−
√

2h3 · 0
= 0.

ψ(−1) =
√

2h0ϕ(−1)−
√

2h1ϕ(0) +
√

2h2ϕ(1)−
√

2h3ϕ(2)

=
√

2h0 · 0−
√

2h1 · 0 +
3−
√

3

4
· 1 +

√
3

2
− 1−

√
3

4
· 1−

√
3

2

=

√
3− 1

2
.

ψ(0) =
√

2h0ϕ(1)−
√

2h1ϕ(2) +
√

2h2ϕ(3)−
√

2h3ϕ(4)

=
1 +
√

3

4
· 1 +

√
3

2
− 3 +

√
3

4
· 1−

√
3

2
+
√

2h2 · 0−
√

2h3 · 0

=

√
3 + 1

2
.

ψ(1) =
√

2h0ϕ(3)−
√

2h1ϕ(4) +
√

2h2ϕ(5)−
√

2h3ϕ(6)

=
√

2h0 · 0−
√

2h1 · 0 +
√

2h2 · 0−
√

2h3 · 0
= 0.
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Luego,

ψ

(
−3

2

)
=
√

2h0ϕ(−2)−
√

2h1ϕ(−1) +
√

2h2ϕ(0)−
√

2h3ϕ(1)

=
√

2h0 · 0−
√

2h1 · 0 +
√

2h2 · 0−
1−
√

3

4
· 1 +

√
3

2

=
1

4
.

ψ

(
−1

2

)
=
√

2h0ϕ(0)−
√

2h1ϕ(1) +
√

2h2ϕ(2)−
√

2h3ϕ(3)

=
√

2h0 · 0−
3 +
√

3

4
· 1 +

√
3

2
+

3−
√

3

4
· 1−

√
3

2
−
√

2h3 · 0

= −
√

3.

ψ

(
1

2

)
=
√

2h0ϕ(2)−
√

2h1ϕ(3) +
√

2h2ϕ(4)−
√

2h3ϕ(5)

=
1 +
√

3

4
· 1−

√
3

2
−
√

2h1 · 0 +
√

2h2 · 0−
√

2h3 · 0

= −1

4
.

La figura 3.11 muestra la aproximación de ψ con 7 puntos trasladada 2 unidades a la derecha.

Figura 3.11: Aproximación con 7 puntos de la función wavelet D4 ψ(x− 2).

Continuando con ese proceso se pueden encontrar los valores de ψ para múltiplos de 1
4
,

luego para múltiplos de 1
8

y ası́ sucesivamente. La figura 3.12 muestra una aproximación de
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Figura 3.12: Aproximación con 3073 puntos de la función wavelet D4 ψ(x− 2).

ψ trasladada dos unidades a la derecha con 3073 puntos obtenida utilizando un programa en
Scilab:

En realidad aquı́ se ha obtenido una traslación con una reflexión respecto al eje x de la
wavelet D4 original presentada por Ingrid Daubechies en [DAU92] la cual tiene ecuación

ψ(x− 1) = −
√

2h0ϕ(2x− 3) +
√

2h1ϕ(2x− 2)−
√

2h2ϕ(2x− 1) +
√

2h3ϕ(2x), (3.28)

y su gráfica aproximada con 3073 puntos es:

Figura 3.13: Aproximación con 3073 puntos de la función wavelet D4 presentada original-
mente por Ingrid Daubechies.

Para obtener tal función debió seleccionarse v(ξ) = −e−2πi2ξ en lugar de v(ξ) = 1 en la
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proposición 3.2.2, dado que al considerar la transformada inversa de Fourier el factor −1 se
conserva por la linealidad, aportando la reflexión respecto al eje x, y el factor exponencial se
traduce en una traslación de 2 unidades a la derecha.
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M. Melara



89

Capı́tulo 4

Conclusiones

A lo largo del trabajo realizado durante la investigación, se ha podido apenas entrar en
contacto con una pequeña parte de la basta teorı́a referente al análisis de señales y las posi-
bilidades de aplicación de las wavelets, que representan el paso siguiente a la transformada
de Fourier en la búsqueda de una mejor representación de la información que describe a una
señal. Como el análisis con series de Fourier que consiste en descomponer la señal, una fun-
ción periódica de perı́odo T , en términos de la base trigonométrica del espacio L2([0, T ]) y
el análisis con transformada de Fourier que extiende esta idea para funciones no periódicas
en el espacio L2(R), el análisis con transformada wavelet consiste en estudiar la señal pero
descomponiéndola utilizando otras bases del espacio L2(R), las cuales son de hecho, famil-
ias de funciones obtenidas a partir de una sola función llamada wavelet madre, aplicándole
dilataciones y traslaciones. Aunque muchas de estas familias de funciones cumplen ser bases
ortonormales del espacio L2(R), el análisis wavelet va mucho más allá pudiendo tratarse de
objetos aún más generales llamados marcos.

Un concepto que tiene un papel importante en el estudio de wavelets es el de análisis
multiresolución (AMR) que consiste en una familia de subespacios Vj del espacio L2(R)
que debe cumplir con algunas condiciones que fueron abordadas en el capı́tulo 3 y que
incluye los conceptos de función de escala y de filtro pasa bajos. Los trasladados de cada
nivel de dilatación de la función de escala forman una base para cada uno de los subespacios
del AMR y por otra parte, se tiene una base para todo L2(R) generada por la wavelet madre.
La relación entre estas bases consiste en que al ser los subespacios que forman el AMR una
sucesión de espacios encajados, de manera que Vj está contenido en Vj+1, entonces Wj , el
complemento ortogonal de Vj respecto a Vj+1, es generado por wavelets de un mismo nivel
de dilatación, obteniéndose ası́ una nueva base para Vj+1. Es decir, Vj+1 tiene dos bases,
la base generada directamente por la función de escala y la base que se forma agregando
algunos de los dilatados y trasladados de la wavelet madre a la base que la función de escala
le genera a Vj por lo que se tiene:

Vj+1 = Vj ⊕Wj.

ProyVj+1
f = ProyVjf +

∑
k∈Z

〈f, ψj,k〉ψj,k

Ası́, para analizar una señal lo que se hace es ir obteniendo de manera sucesiva su proyección
ortogonal en cada uno de los subespacios del AMR para lo cual se utiliza otra función llama-
da filtro pasa bajos obteniendo representaciones de la señal que combinan la base generada
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por la función de escala para cada subespacio con la base generada por la wavelet madre.
Este proceso es la esencia del algoritmo piramidal utilizado en el análisis de señales pero en
este trabajo no se ha logrado llegar hasta la implementación computacional de dicho algo-
ritmo, lo cual puede ser abordado en posteriores trabajos de investigación. Además puede
estudiarse el paso de la teorı́a de wavelet a funciones de R2 y su aplicación en el tratamiento
de imágenes.

A partir de un análisis multiresolución es posible construir wavelets que tengan propiedades
especiales imponiendo condiciones al filtro pasa bajos o a la función de escala, en particular,
se ha estudiado como construir las wavelets de Daubechies D2N que son muy utilizadas y
tienen la propiedad de ser de soporte compacto y con una regularidad que consiste en poseer
hasta N − 1 derivadas continuas. La wavelet de Haar que fue el primer ejemplo de wavelet
es también la wavelet D0, es decir, la primera de las wavelets de Daubechies, para el resto de
funciones D2N solo se dispone de una ecuación de tipo recursiva, pero utilizando programas
de computadora es posible conocer su valor en muchos puntos y graficar aproximaciones
tanto de las funciones wavelet madre como de sus respectivas funciones de escala como se
ha hecho en este trabajo con la wavelet D4 pero ha quedado pendiente el estudio del teorema
de factorización espectral y la construcción de las wavelets de Daubechies D2N para valores
mayores de N ası́ como el estudio de otras funciones wavelets.
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Apéndice A

Resultados del análisis real

Definición A.0.1. Convergencia de secuencias.

a. N es el conjunto de enteros positivos, Z es el conjunto de los enteros, R es el conjunto de
los números reales y C es el conjunto de los números complejos.

b. Una secuencia de {cn} ⊆ C converge a c ∈ C cuando n→∞, se escribe ĺımn→∞ cn = c
si

∀ε > 0, ∃N = N(ε), tal que ∀n ≥ N, |cn − c| < ε. (A.1)

c. Si {cn} ⊆ C es una secuencia y si una subsecuencia {cnk} ⊆ {cn} converge a c ∈ C,
entonces c es un punto lı́mite de {cn}.

Sea {cn} ⊆ R y supongase que existe s ∈ R con las propiedades que

∀ε > 0, ∃N = N(ε), tal que ∀n > N, cn < s+ ε

y
∀ε > 0 y ∀N, ∃n > N tal que cn > s− ε.

Entonces s es el lı́mite superior de {cn}, y se escribe

s = lim
n→∞

cn.

La definición de lı́mite superior significa que para cada ε > 0, eventualmente (dependien-
do de ε) todos los términos de {cn} son menores que s+ ε e infinidad de términos de {cn}
son más grandes que s− ε. Intuitivamente, s es el más “grande” punto lı́mite de {cn}. El
lı́mite inferior de {cn} ⊆ R se define como

lim
n→∞

cn = − lim
n→∞

(−cn).

d. Si {an}, {bn} ⊆ R son secuencias, entonces no es difı́cil probar que

lim ĺım
n→∞

(an + bn) ≤ lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn.

Definición A.0.2. Convergencia de funciones.
Sea {fn} una secuencia de funciones fn : X → C, donde X ⊆ R.
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a. {fn} converge puntualmente a la función f : X → R cuando n→∞, se escribe

∀t ∈ X, ĺım
n→∞

fn(t) = f(t),

si
∀t ∈ X, y ∀ε > 0, ∃N = N(t, ε) ∈ N tal que ∀n ≥ N, |fn(t)− f(t)| < ε.

b. {fn} converge uniformemente a la función f : X → R cuando n→∞, se escribe

ĺım
n→∞

fn = funiformemente en X,

si
∀ε > 0, ∃N = N(ε), tal que ∀t ∈ X y ∀n ≥ N, |fn(t)− f(t)| < ε.

En este caso,N es independiente de la variable t. Esto a menudo permite intercambiar op-
eraciones legı́timamente como se muestra en el resultado siguiente donde las operaciones
son integración y toma de lı́mite.

Teorema A.0.5. Sea {fn} una secuencia de funciones continuas fn : [a, b] → C, la cual
converge uniformemente en [a, b] a una función f : [a, b] → C. Entonces f es continua en
[a, b] y

ĺım
n→∞

∫ b

a

fn(t)dt =

∫ b

a

(
ĺım
n→∞

fn(t)
)
dt =

∫ b

a

f(t)dt

Definición A.0.3. Medida de Lebesgue cero.
La medida de Lebesgue de un intervalo con puntos extremos a y b, a < b, es definida co-

mo su longitud b−a. SiX =
⋃∞
j=1(aj, bj), donde aj+1 ≥ bj entonces la medida de Lebesgue

de X denotada por |X|, es definida como |X| =
∑∞

j=1(bj − aj). Cuando no haya posible
confusión se referirá usualmente a la medida de X en lugar de la medida de Lebesgue de X .
Esta noción de medida se extiende naturalmente a otros conjuntos X ⊆ R y se escribirá |X|
para denotar su medida.

Un conjunto X ⊆ R es un conjunto de medida 0 si para cada ε > 0 hay un conjunto
contable {(aj, bj) ⊆ R : j = 1, . . . } de intervalos tales que

X ⊆
∞⋃
j=1

(aj, bj) y
∑

(bj − aj) < ε.

Una propiedad es válida en casi todo punto, se escribe a.e., si es verdadera para todo
t ∈ R \X , donde X es un conjunto de medida 0.

Definición A.0.4. Funciones integrables.
Sea

L1
loc(R) =

{
f : R→ C : ∀a < b,

∫ b

a

|f(t)| dt <∞
}

y

L1(R) =

{
f : R→ C : ‖f‖

L1(R)
=

∫ ∞
−∞
|f(t)| dt <∞

}
.
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L1
loc(R) es el espacio de funciones localmente integrables en R y Ł1(R) es el espacio de fun-

ciones integrables en R. Técnicamente, un elemento f ∈ L1(R) es un conjunto de funciones
g que son iguales a.e. y para cada una

∫
|g(t)| dt < ∞. En este trabajo se pensará en los

elementos de L1(R) como funciones, lo cual no originará algún problema.

Teorema A.0.6. Propiedades fundamentales de L1(R). Sea f ∈ L1(R) y sea ε > 0.

a. Hay una función gε =
∑
cj1[aj ,bj), bj ≤ aj+1, una suma finita, tal que

‖f − gε‖L1(R)
< ε.

b. Hay una función gε ∈ C∞c (R), tal que

‖f − gε‖L1(R)
< ε.

donde
C∞c (R) = {f : f ∈ C∞(R) y el soporte de f es compacto}.

El soporte de f es el conjunto cerrado más pequeño fuera del cual f se anula.

c. Existe δ = δ(ε) tal que si |u| < δ, entonces

‖f − τuf‖L1(R)
< ε.

Donde (τuf)(t) = f(t− u) como una función de t.

d. Si ‖f‖
L1(R)

= 0, entonces f es el 0-elemento de L1(R), i.e., f = 0 a.e.

Lema A.0.2. Lema de Fatou.
Sea {fn} ⊆ L1(R) y g ∈ L1(R) una función real que tiene la propiedad que para cada n,

g ≤ fn a.e. Si f es una función para la cual ĺımn→∞ fn = f a.e., entonces f ∈ L1(R) y∫
f(t)dt ≤ lim

n→∞

∫
fn(t)dt.

Fatou probó este lema en 1906 y lo usó para probar el teorema de Parseval para f ∈
L2(T2Ω. El lema de Fatou puede ser usado para probar el teorema de Beppo Levi, que fue
probado originalmente en 1906, ası́ como la forma general del teorema de convergencia
dominada, el cual fue publicado por Lebesgue en 1908.

∀t ∈ X, ĺım
n→∞

fn(t) = f(t),

Teorema A.0.7. Teorema de Beppo Levi.
Sea {fn} ⊆ L1(R) y g ∈ L1(R) tiene la propiedad que para cada n, g ≤ fn a.e. Si

fn ≤ fn+1 a.e. para cada n y ĺımn→∞
∫
fn(t)dt es finita, entonces ĺımn→∞ fn ≡ f ∈ L1(R)

y ∫
f(t)dt ≡ ĺım

n→∞

∫
fn(t)dt.
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Se usará la notación CDL en referencia al siguiente resultado.

Teorema A.0.8. Teorema de convergencia dominada de Lebesgue. Sea {fn} ⊆ L1(R), y
sea f una función para la cual ĺımn→∞ fn = f a.e. Si g ∈ L1(R) tiene la propiedad que

∀n, |fn(t)| ≤ g(t) a.e. en R,

entonces f ∈ L1(R) y
ĺım
n→∞

‖fn − f‖L1(R)
= 0.

Definición A.0.5. Funciones medibles y espacios Lp.
Una función compleja f definida a.e. en R es medible (Lebesgue) si hay una secuencia

{fn} de funciones continuas en R para las cuales ĺımn→∞ fn = f a.e. Los elementos de
L1(R) son medibles; sin embargo la función f definida por f(t) = 1

t
a.e. en R, es medible

pero no está en L1(R) e incluso no está en L1
loc(R). Todas las funciones en los enunciados

de los teoremas se asumirá que son medibles y aunque en este trabajo no se estará intere-
sado en la medibilidad de las funciones, este concepto es fundamental en cualquier estudio
sistemático del análisis real.

Sea p ∈ [1,∞). Lp(R) es el espacio de las funciones f : R→ C, para las cuales la norma
Lp de f ,

‖f‖
Lp(R)

=

(∫
|f(t)|p dt

) 1
p

,

es finita.

Si p = ∞, entonces L∞(R) es definido como el espacio de todas las funciones que son
acotadas excepto posiblemente en un subconjunto de medida cero. La norma L∞ ‖f‖

L∞(R)

de f ∈ L∞(R) es intuitivamente el supremo de |f | en R. Técnicamente,

‖f‖
L∞(R)

= ı́nf{M : |{t ∈ R : |f(t)| > M}| = 0}.

Este complicado arreglo de sı́mbolos se reduce a

‖f‖
L∞(R)

= sup{|f(t)| : t ∈ R}

en el caso que f ∈ C∞c (R).

Los espacios Lp pueden ser definidos en subintervalos de R ası́ como en otros conjuntos
X . En tal caso, si p <∞, entonces la integración sobre R en la definición de la norma Lp es
remplazada por la integración sobreX , con un ajuste similar en la definición de la normaL∞.

Perspectiva en CDL

A la luz de CDL, es natural preguntarse si la hipótesis

ĺım
n→∞

‖fn‖L1(R)
= 0

M. Melara



95

lleva a concluir que ĺımn→∞ fn = 0 a.e., lo cual resulta no ser cierto. Generalmente, si
ĺımn→∞ ‖fn‖L∞(R)

= 0, entonces ĺımn→∞ fn = 0 a.e.

Hay un razonable especie de recı́proco para CDL, el cual se debe a F. Riesz: Si {fn} es
una secuencia de funciones en R con la propiedad que

∀ε > 0, ĺım
n→∞
|{t ∈ R : |fn(t)| ≥ ε}| = 0, (A.2)

entonces hay una subsecuencia {fnk} ⊆ {fn} para la cual

ĺım
k→∞

fnk = 0, a.e.

Note que (A.2) se cumple si ĺımn→∞ ‖fn‖L1(R)
= 0. Si {fn} cumple con la propiedad (A.2)

se dice que {fn} converge en medida a 0.

Teorema A.0.9. Teorema Fubini-Tonelli.

a. (Tonelli) Si f : X × Y :→ C y∫
X

(∫
Y

|f(x, y)| dy
)
dx <∞, (A.3)

entonces f es integrable, i.e. f ∈ L1(X × Y ).

b. (Fubini) Sea f ∈ L1(X × Y ), y se define la función fx : Y → C, respectivamente,
fy : X → C, por

fx(y) = f(x, y), respectivamente, fy(x) = f(x, y).

Entonces fx ∈ L1(Y ) a.e. en x, fy ∈ L1(X) a.e. en y, las funciones definidas a.e. por∫
Y

fx(y)dy y
∫
X

fy(x)dx

están en L1(X) y L1(Y ) respectivamente y∫
X×Y f(x, y)dxdy =

∫
Y

∫
X
fy(x)dxdy

=
∫
X

∫
Y
fx(y)dydx.

(A.4)

c. Si f : X × Y :→ C y (A.3) es válida, entonces cada una de las integrales en (A.4) es
finita y (A.4) es válida.

Teorema A.0.10. Desigualdad de Hölder. Si 1 ≤ p ≤ ∞ y 1
p

+ 1
q

= 1, y si f ∈ Lp(R) y
g ∈ Lq(R) entonces fg ∈ L1(R) y

‖fg‖
L1(R)

≤ ‖f‖
Lp(R)

‖g‖
Lq(R)

. (A.5)

Si 1 < p <∞, se da la igualdad en (A.5) si y solo si existen constantes A,B ≥ 0, no ambas
0, tales que A |f |p = B |g|q a.e.
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Teorema A.0.11. Desigualdad de Minkowski. Sea p ≥ 1, y sea f una función compleja
definida en R× R. Entonces(∫ ∣∣∣∣∫ f(t, u)dt

∣∣∣∣p du) 1
p

≤
∫ (∫

|f(t, u)|p du
) 1

p

i.e., la norma Lp de una “suma” es menor que o igual a la “suma” de las normas Lp.

Definición A.0.6. Continuidad absoluta. Una función F : [a, b] → C es absolutamente
continua en [a, b], se escribirá F ∈ AC[a, b], si

∀ε > 0, ∃δ = δ(ε) tal que ∀{(xj, yj) ⊆ [a, b] : j = 1, 2, . . . , n},

una familia disjunta de intervalos, se puede concluir que

n∑
j=1

(yj − xj) < δ implica
n∑
j=1

|F (yj)− F (xj)| < ε.

Se define AC(R) similarmente.
Una función F : R→ C es localmente absolutamente continua, se escribirá F ∈ ACloc(R),
si F ∈ AC[a, b] para cada intervalo [a, b] ⊆ R.

Teorema A.0.12. Teorema Fundamental del Cálculo. Sea f ∈ L1[a, b] y sea r ∈ R. Se
define

∀t ∈ [a, b], F (t) = r +

∫ t

a

f(u)du

de manera que F (a) = r. Entonces F ∈ AC[a, b] y

F ′ = f a.e.

Una función F : [a, b]→ C es absolutamente continua en [a, b] si y solo si existe f ∈ L1[a, b]
tal que

∀t ∈ [a, b], F (t)− F (a) =

∫ t

a

f(u)du.

Teorema A.0.13. Integración por partes. Sea f, g ∈ L1[a, b], sean r, s ∈ C, y se definen las
(absolutamente continuas) funciones

F (t) = r +

∫ t

a

f(u)du y G(t) = s+

∫ t

a

g(u)du

en [a, b]. Entonces∫ b

a

f(t)G(t)dt+

∫ b

a

g(t)F (t)dt = F (b)G(b)− F (a)G(a).
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Apéndice B

Espacios de Hilbert

A continuación se describen los tipos básicos de espacios, haciendo especial hincapié en
los espacios de Hilbert, que son ricos en estructura geométrica. En simples términos, la idea
detrás de un espacio de Hilbert es generalizar los familiares espacios Rn o Cn, preservando
tanto como sea posible los resultados geométricos en estos espacios finito-dimensionales.

B.1. Espacios Lineales Normados
Una versión moderna , axiomática, de la definición de los espacios vectoriales se debe

al matemático italiano Giuseppe Peano, en 1888. Se asume que el lector está familiarizado
con los espacios vectoriales. Para introducir nociones analı́ticas como la convergencia o la
continuidad en un espacio vectorial se le debe dotar con una estructura adicional. Ésto lleva
al concepto de un espacio lineal normado, que es un espacio vectorial con una norma.

Definición B.1.1. Sea X un espacio vectorial sobre el campo escalar R de los números
reales o sobre el campo C de los números complejos. Supóngase que se tiene una función
‖ · ‖: X → [0,∞), llamada norma, tal que

1. ‖ x ‖= 0 si y solo si x = 0

2. ‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖ para todo x, y ∈ X , y

3. ‖ αx ‖=| α |‖ x ‖ para todo escalar α y vector x

Se dice que (X, ‖ · ‖) es un espacio lineal normado. Si solo se cumplen las propiedades
(2) y (3) entonces ‖ · ‖ es llamada seminorma.

La propiedad (2) es llamada la desigualdad triangular y la propiedad (3) es referida como
homogeneidad. La desigualdad triangular inversa,

‖ x+ y ‖≥|‖ x ‖ − ‖ y ‖|

se sigue fácilmente de (2).

Se muestran ahora algunos ejemplos de espacios lineales normados. En estos ejemplos no
se darán los detalles de la verificación que la norma satisface las propiedades de la definición.
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Ejemplo B.1.1. Sea X = Cn ≡ {(z1, z2, ..., zn) : zj ∈ C} con la norma euclidea

‖ (z1, z2, ..., zn) ‖= (
n∑
j=1

| zj |2)
1
2 ;

esta es llamada la norma Euclidea. El espacio Euclideo Rn se define de manera similar, en
este caso los escalares se restringen a ser números reales.

Ejemplo B.1.2. Sea X = Cn con la norma

‖ (z1, z2, ..., zn) ‖= max{| zj |: 1 ≤ j ≤ n}

Ejemplo B.1.3. Sea Y = [0, 1], o más generalmente, cualquier espacio Hausdorff compacto,
y seaC(Y ) el espacio vectorial de funciones complejas continuas en Y , bajo adición y multi-
plicación por escalar puntuales. Se define una norma enC(Y ) por ‖ f ‖= max{| f(y) |: y ∈
Y }. Este fue uno de los importantes ejemplos que Fréchet propuso en su disertación en 1906.

Ejemplo B.1.4. Seleccionando un valor de p ≥ 1 y si `p = `p(N) denota el conjunto de todas
las secuencias {an}∞1 de números complejos para los cuales

∑∞
1 | an |p < ∞ . Se define la

norma de {an} ∈ `p por

‖ {an} ‖p= (
∞∑
1

| an |p)
1
p

Es posible incluir la elección p =∞ modificando la definición en la forma siguiente:

`∞ = {{an}∞1 : sup
n
| an |<∞}

y
‖ {an} ‖∞= sup

n
| an | .

Para p =∞ la desigualdad triangular se verifica fácilmente, para 1 ≤ p <∞ recibe el nom-
bre de desigualdad de Minkowski, en honor a Hermann Minkowski quién estudio primero el
análogo de esta `p-norma en el espacio Rn.

Ejemplo B.1.5. Se puede generalizar este último ejemplo como sigue. Considere un espacio
de medida positiva (Y,M, µ), donde Y es un conjunto, M es una σ-álgebra de subconjuntos
de Y y µ es una medida positiva. Seleccione 1 ≤ p <∞, y denote porLp(Y, µ) a la colección
de clases de equivalencia de funciones M-medibles en Y con∫

Y

| f |p dµ <∞,

normado por

‖ f ‖p= (

∫
Y

| f |p dµ)
1
p
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la integral en esta definición es la integral de Lebesgue. La desigualdad de Minkowski(para
integrales) da la prueba que la norma satisface la desigualdad triangular. También se define
L∞(X,µ) para ser todas las clases de equivalencia de las funciones medibles esencialmente
acotadas, normadas por ‖ f ‖∞= ess sup | f |, el supremo esencial de f .

Definición B.1.2. Un espacio métrico es un conjunto con una función d(·, ·) : X × X →
[0,∞) satisfaciendo, para x, y y z en X ,

1. d(x, y) = 0 si y solo si x = y,

2. d(x, y) = d(y, x), y

3. d(x, y) = d(y, z) ≥ d(x, z).

En cualquier espacio métrico (X, d) hay una topologı́a asociada. Las bolas abiertas son
los conjuntos de la forma B(a, r) ≡ {x : d(x, a) < r} donde r > 0. Todo conjunto abierto
es la unión de alguna colección de bolas abiertas. Si X es un espacio lineal normado, es
posible definir una métrica en X por d(x, y) =‖ x − y ‖. Con la topologı́a métrica en X ,
se tiene la continuidad de ciertos mapeos, por ejemplo, se puede verificar que la función
‖ · ‖: X → [0,∞) es continua.
Cerca de ocho años después del trabajo de Fréchet en 1906, Felix Hausdorff escribió un
artı́culo en el que presentó la moderna definición de espacio métrico y definió la idea funda-
mental de las secuencias de Cauchy, la cuál se define a continuación:

Definición B.1.3. Sea X un espacio métrico. Una secuencia xn en X se dice que es una se-
cuencia de Cauchy si tiene la siguiente propiedad: Dado ε > 0 existe N tal que si n,m ≥ N ,
entonces d(xn, xm) < ε.

Definición B.1.4. Un espacio métrico es completo si toda secuencia de Cauchy en X con-
verge en X .

Definición B.1.5. Sea X un espacio lineal normado. Si X es completo en la métrica d defini-
da por la norma como d(x, y) =‖ x− y ‖, es llamado un Espacio de Banach.

Todos los anteriores ejemplos de espacios lineales normados son espacios de Banach. No
se hará una demostración pero se hacen las siguientes observaciones.La declaración que el
espacio Lp(Y, µ) es completo para cualquier 1 ≤ p ≤ ∞ y cualquier espacio de medida pos-
itiva (Y, µ), lleva el nombre de Teorema de Riesz-Fischer. En su generalidad es un resultado
profundo del análisis real.Este caso incluye a los espacios `p. Se puede obtener un ejemplo
de un espacio lineal normado que no es un espacio de Banach tomando un subespacio no
cerrado de un espacio de Banach.

Los espacios de Banach son llamados en honor al matemático polaco Stefan Banach, una
figura dominante en el nacimiento del análisis funcional, quién escribió un libro importante y
fundamental llamado Opérations Linéaires en 1932. En este libro son desarrolladas muchas
de las propiedades de los espacios lineales normados completos.
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Los espacios de Hilbert, son espacios de Banach con alguna estructura adicional, debida
a la existencia de un producto interno.

Definición B.1.6. Sea X un espacio vectorial sobre C. Un producto interno es un mapeo
〈·, ·〉 : X ×X → C satisfaciendo, para x, y y z en X y escalar α ∈ C,

1. 〈x, y〉 = 〈y, x〉 para todo x, y en X ,

2. 〈x, x〉 ≥ 0, con 〈x, y〉 = 0 (si y) solo si x = 0,

3. 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉, y

4. 〈αx, y〉 = α〈x, y〉.

Algunos comentarios sobre esta definición son los que siguen. La barra en (1) deno-
ta conjugación compleja. Propiedad (2) es referida como “positiva-definitud”, y el adjetivo
“Hermitiano” es utilizado para la propiedad (1). La declaración en paréntesis “si” en (2)
no necesita ser incluido en la definición porque se sigue de las otras propiedades dado que
〈0, 0〉 = 〈2(0), 0〉 = 2〈0, 0〉. Un producto interno es lineal en la primer componente y con-
jugado lineal en la segunda (〈x, αy + z〉 = α〈x, y〉 + 〈x, z〉), ası́ que las propiedades en la
definición son encapsuladas diciendo que un producto interno es una Hermitiana, positiva-
definida, forma sesquilineal (sesquilineal del latı́n para “11

2
” lineal), Aunque algunos autores

(en fı́sica por ejemplo) definen el producto interno como lineal en la segunda componente y
conjugado lineal en la primera.

Un ejemplo estandar es definir un producto interno en L2(X,µ) para un espacio de me-
dida positivo (X,µ) por

〈f, g〉 =

∫
X

fgdµ.

Este incluye como casos especiales, el ejemplo Cn con

〈(z1, z2, ..., zn), (w1, w2, ..., wn)〉 =
n∑
j=1

zjwj,

y el ejemplo `2 de todas las secuencias cuadrado sumables con

〈(z1, z2, ...), (w1, w2, ...)〉 =
∞∑
j=1

zjwj,

los cuales son obtenidos tomando X a ser {1, 2, ..., n} o N, con µ igual a la medida que
cuenta.

Proposición B.1.1. Si 〈·, ·〉 es un producto interno en un espacio vectorial X , entonces para
todo x y y en X se tiene:

| 〈x, y〉 |2≤ 〈 x, x〉〈y, y〉

Esta forma general de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se debe a John Von Neumann
(1930) quién es acreditado con la axiomatización de los espacios de Hilbert.

Ahora se muestra como cualquier producto interno define una norma.
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Proposición B.1.2. Si 〈·, ·〉 es un producto interno en un espacio vectorial X , entonces

‖ x ‖≡ 〈x, x〉
1
2

es una norma en X .

Prueba: Se verificará solo la desigualdad triangular y se deja la verificación de las otras
propiedades al lector.

‖ x+ y ‖2 = 〈x+ y, x+ y〉
= 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉
=‖ x ‖2 +2Re〈x, y〉+ ‖ y ‖2

≤‖ x ‖2 +2 | 〈x, y〉 | + ‖ y ‖2

≤‖ x ‖2 +2 ‖ x ‖‖ y ‖ + ‖ y ‖2

= (‖ x ‖ + ‖ y ‖)2

donde Rez representa la parte real de un número complejo z, y se ha utilizado la de-
sigualdad de Cauchy-Schwarz en el penúltimo paso.

También se cumple que:
‖ x ‖= sup

‖y‖=1

|〈x, y〉|

dado que por la desigualdad de Cauchy-Schwarz |〈x, y〉| ≤‖ x ‖ si ‖y‖ = 1 y la igualdad se
obtiene tomando y = x

‖x‖ .

Definición B.1.7. Un espacio de Hilbert (Complejo) H es un espacio vectorial sobre C con
un producto interno tal que H es completo en la métrica

d(x, y) =‖ x− y ‖≡ 〈x− y, x− y〉
1
2 .

Cualquier espacio L2(X,µ) descrito anteriormente es un ejemplo de espacio de Hilbert,
como se ha observado anteriormente L2(X,µ) es un espacio de Banach con la norma ‖
f ‖2= (

∫
X
| f |2 dµ)

1
2 el cual se reconoce como 〈f, f〉 12

B.2. Ortogonalidad
Un espacio de Banach es un espacio lineal normado completo y un espacio de Hilbert es

un espacio completo con producto interno. La presencia de un producto interno permite la
importante noción geométrica de ortogonalidad, por ello se dice que los espacios de Hilbert
se comportan en muchas maneras como generalizaciones de los espacios Euclideos de di-
mensión finita, donde uno puede hablar de ángulos y proyecciones, por ejemplo.

Definición B.2.1. Dados vectores f, g en un espacio de Hilbert H , se dice que f es ortog-
onal a g, se escribe f ⊥ g, si 〈f, g〉 = 0. Para conjuntos A y B en H se escribe A ⊥ B si
〈f, g〉 = 0 para todo f ∈ A y g ∈ B. Finalmente, A⊥ es el conjunto de todos los vectores
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en H tales que f ⊥ g para todo g ∈ A. Para cualquier A este es siempre un subespacio de
H , más aún, como A⊥ = ∩a∈A{a}⊥, A⊥ es un subespacio cerrado por la continuidad del
producto interno. Es claro que A ∩ A⊥ = 0.

Un ejemplo de un subespacio que no es cerrado es el conjunto de todas las secuencias en
`2 con un número finito de términos distintos de cero.

El siguiente resultado acertadamente llamado el teorema de Pitágoras, es fácilmente ver-
ificado escribiendo la norma en términos del producto interno y expandiéndolo. Los detalles
se dejan al lector.

Proposición B.2.1. Si f1, f2, ..., fn son vectores ortogonales dos a dos en un espacio de
Hilbert, entonces

‖ f1 + f2 + ...+ fn ‖2=‖ f1 ‖2 + ‖ f2 ‖2 +...+ ‖ fn ‖2 .

En general, para cualesquiera vectores f, g en un espacio de Hilbert se tiene

‖ f + g ‖2=‖ f ‖2 +2Re〈f, g〉+ ‖ g ‖2

y
‖ f − g ‖2=‖ f ‖2 −2Re〈f, g〉+ ‖ g ‖2 .

La igualdad del paralelogramo es entonces obtenida:

‖ f + g ‖2 + ‖ f − g ‖2= 2 ‖ f ‖2 +2 ‖ g ‖2 .

En cualquier espacio con producto interno, el producto interno puede ser obtenido a partir
de la norma:

〈f, g〉 =
1

4
(‖ f + g ‖2 − ‖ f − g ‖2 +i ‖ f + ig ‖2 −i ‖ f − ig ‖2). (B.1)

Esta es llamada la identidad de polarización, y se verifica con calculos sencillos.

Sorpresivamente, dado un espacio lineal normado en el cual la identidad del paralelo-
gramo se cumple, hay un producto interno que da la norma. Este resultado se debe a P.
Jordan y J.von Neumann.

Las secuencias en espacios de Hilbert que tienen la propiedad de que cualesquiera dos
elementos distintos son ortogonales tienen un gran número de caracterı́sticas atractivas y
útiles matemáticamente, que el siguiente resultado describe. El significado preciso de la serie
infinita utilizado en la definición (B.2.2) (c) se explica en la definición (B.2.3).
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Definición B.2.2. Sea {xn} una secuencia en un espacio de Hilbert H .

a) {xn} es ortogonal si 〈xm, xn〉 = 0 siempre que n 6= m.

b) {xn} es ortonormal si 〈xm, xn〉 = δm,n, i.e., si {xn} es ortogonal y ‖xn‖ = 1 para todo
n.

c) {xn} es una base para H si todo x ∈ H puede ser escrito como x =
∑∞

n=1 cnxn para
una única elección de los coeficientes cn.

d) Una secuencia ortonormal {xn} es una base ortonormal para H si es ortonormal y una
base. En este caso, la representación única de x ∈H en esta base es x =

∑∞
n=1〈x, xn〉xn

Ejemplo B.2.1. Aquı́ se muestran algunos ejemplos de bases ortonormales.

1. Considerando H = `2 y defı́niendo secuencias en = (δm,n)∞n=1 = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . ),
donde el 1 aparece en la n-ésima posición. Entonces {en} es una base ortonormal de
`2.

2. Considerando H = L2[0, 1], el espacio de funciones que son cuadrado integrables en
[0, 1]. Defı́nanse funciones en(x) = e2πinx con n variando en Z. Entonces {en}n∈Z es
una base ortonormal para H . Si f ∈ L2[0, 1] entonces la expansión f =

∑
n∈Z〈x, en〉en

es llamada la serie de Fourier de f y (〈x, en〉)n∈Z es la secuencia de coeficientes de
Fourier de f . Nótese que se está garantizando que la serie de Fourier converge solo en
la L2-norma. No hay garantı́a de que la convergencia sea puntual.

Una secuencia {xn} es completa en H si su conjunto ortogonal {xn}⊥ es {0}. El siguiente
teorema presenta varias condiciones equivalentes que implican que una secuencia ortonormal
es completa en H .

Teorema B.2.1. Sea {xn} una secuencia ortonormal en un espacio de Hilbert H . Las sigu-
ientes condiciones son equivalentes.

a) {xn} es completa en H .

b) {xn} es una base ortonormal en H .

c) (Fórmula de Plancherel)
∑
|〈x, xn〉|2 = ‖x‖2 para todo x ∈H .

d) x =
∑
〈x, xn〉xn para todo x ∈H .

Supóngase que H tiene una base ortonormal {xn}. Entonces

E =

{
N∑
n=1

rnxn, N > 0, Re(rn), Im(rn) ∈ Q

}
es un contable, denso, subconjunto de H , ası́ que H es separable. El recı́proco es también
verdadero.

Teorema B.2.2. Si H es un espacio de Hilbert, entonces existe una base ortonormal {xn} de
H si y sólo si H es separable. Como consecuencia, todos los espacios de Hilbert separables
son isométricamente isomorfos, y de hecho son isomorfos a `2. Esto es, si H es un espacio
de Hilbert separable, entonces existe un biyectivo, norma-preservante mapeo S de H en `2.
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Definición B.2.3. Sea {xn} una secuencia en un espacio de Banach X .

a) La serie
∑
xn es convergente e igual a x ∈ X si la secuencia de sumas parciales SN =∑N

n=1 xn converge a x en la norma de X , i.e., si

∀ε > 0, ∃N0 > 0, tal que ∀N ≥ N0, ‖x− SN‖ < ε.

b) La serie
∑
xn es de Cauchy si la secuencia {SN} de sumas parciales es una secuencia de

Cauchy en X , i.e. si

∀ε > 0, ∃N0 > 0, tal que ∀N > M ≥ N0, ‖SN − SM‖ =

∥∥∥∥∥
N∑

n=M+1

xn

∥∥∥∥∥ < ε.

Como X es un espacio de Banach, una serie
∑
xn converge si y sólo si es una serie de

Cauchy.
Aquı́ algunos adicionales, más restrictivos, tipos de convergencia.

Definición B.2.4. Sea {xn} una secuencia en un espacio de Banach X .

a) Una serie
∑
xn es incondicionalmente convergente si

∑
xσ(n) converge para toda per-

mutación σ de N.

b) Una serie
∑
xn es absolutamente convergente si

∑
‖xn‖ <∞.

Aunque la definición (B.2.4) no requiere que xσ(n) debe converger en el mismo valor
para todas las permutaciones σ, sin embargo en el Corolario 2.9 de [HEI87] se muestra que
en verdad éste es el caso.

Si (cn) es una secuencia de números reales o complejos, se sigue que (cn) converge
incondicionalmente si y sólo si converge absolutamente. En un espacio de Banach en general,
es cierto que convergencia absoluta implica convergencia incondicional, pero lo contrario
no siempre es cierto. De hecho, se puede demostrar que la convergencia incondicional es
equivalente a la convergencia absoluta sólo para espacios de Banach finito-dimensionales.

B.3. Bases en espacios de Banach
Puesto que un espacio de Banach X es un espacio vectorial, debe poseer una base de

Hamel, es decir, un subconjunto {xγ}γ∈Γ cuya expansión lineal finita es todo X y que tiene
la propiedad de que cada subcolección finita es linealmente independiente. Por lo tanto,
cualquier elemento x ∈ X se puede escribir como alguna combinación lineal finita de los
xγ . Sin embargo, incluso un espacio de Banach de dimensión infinita separable podrı́a re-
querir una base de Hamel no contable. Por otra parte, la prueba de la existencia de bases de
Hamel para espacios de dimensión infinita arbitrarias requiere el axioma de elección (de he-
cho, se puede demostrar que la declaración “Cada espacio vectorial tiene una base de Hamel”
es equivalente al axioma de elección). Por lo tanto para la mayorı́a de los espacios de Banach
no existe un método constructivo de producir una base de Hamel.

Más útil que una base de Hamel es una secuencia numerable {xn} tal que cada elemento
x ∈ X puede ser escrita como una combinación lineal infinita única x =

∑
cnxn. Esto

conduce a la siguiente definición.
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Definición B.3.1.

a) Una secuencia {xn} en un espacio de Banach X es una base para X si

∀x ∈ X, ∃ escalares únicos an(x) tales que x =
∑
n

an(x)xn. (B.2)

b) Una base {xn} es una base incondicional si la serie en (B.2) converge incondicionalmente
para cada x ∈ X .

c) Una base {xn} es una base absolutamente convergente si la serie en (B.2) converge ab-
solutamente para cada x ∈ X .

d) Una base {xn} es una base acotada si {xn} esa acotada en norma tanto por arriba como
por debajo, es decir, si

0 < ı́nf xn ≤ supxn <∞.

e) Una base {xn} es una base normalizada si {xn} es normalizado, es decir, si ‖xn‖ = 1
para todo n.

Note que si {xn} es una base, el hecho de que x puede ser escrito de manera única como
x =

∑
n an(x)xn implica que xn 6= 0 para todo n. Como consecuencia,

{
xn
‖xn‖

}
es una base

normalizada para X .

Si X posee una base {xn} entonces X debe ser separable, dado que el conjunto de todas
las combinaciones lineales finitas

∑N
n=1 cnxn con cn racional (o con partes real e imaginar-

ia racionales si los cn son complejos) forman un contable y denso subconjunto de X . La
cuestión de si todos los espacios de Banach separables poseen una base fue un problema
conocido como el problema de la base. Se demostró por P. Enflo (A counterexample to the
approximation problem in Banach spaces, 1973) que sı́ existen espacios de Banach reflexivos
separables que no poseen bases.

Notación. Nótese que los coeficientes an(x) definidos en (B.2) son funciones lineales
de x. Por otra parte, están determinados únicamente por la base, es decir, la base {xn} de-
termina una colección única de funcionales lineales an : X → F (F es el campo R o C).
Por lo tanto, se le llama a {an} la secuencia asociada de funcionales coeficiente. Cuando se
necesite hacer referencia explı́cita a tanto la base como a los funcionales coeficiente asocia-
dos, se escribirá “({xn}, {an}) es una base” en el sentido de que {xn} es una base con los
funcionales coeficiente asociados {an}.

Definición B.3.2. Una base ({xn}, {an}) es una base de Schauder si cada funcional coe-
ficiente an es continuo. En este caso, cada an es un elemento del espacio dual, es decir,
an ∈ X∗ para cada n.

Se demuestra en el teorema 4.11 de [HEI87] que cada base es una base Schauder, es
decir, los funcionales de coeficientes an son siempre continuos.
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B.4. Marcos en espacios de Hilbert

Los marcos fueron introducidos por Duffin y Schaeffer en el contexto de las series de
Fourier no-armónicas (A class of nonharmonic Fourier series, 1952). Fueron pensados co-
mo una alternativa a las bases ortonormales o a las bases de Riesz en espacios de Hilbert.
Mucha de la teorı́a abstracta de marcos fue elegantemente establecida en el citado artı́cu-
lo. Marcos para L2(R) basados en trasladados en tiempo-frecuencia o en tiempo-escala de
funciones fueron construidos más tarde por Daubechies, Grossmann y Meyer en Painless
nonorthogonal expansions, 1986. Tales marcos juegan un papel importante en Gabor y el
análisis wavelet.

Definición B.4.1. Dado un espacio de Hilbert H separable, con producto interno 〈f, g〉 y
norma ‖f‖ = 〈f, f〉 12 , se dirá que una sucesión {fk}k es un marco de H si existen constantes
0 < A ≤ B tales que para toda f ∈H se tiene

A ‖f‖2 ≤
∑
k

|〈f, fk〉|2 ≤ B ‖f‖2 . (B.3)

Cuando sea A = B se dice que el marco es ajustado y será exacto si {fk}k 6=l deja de ser
un marco para cualquier elección de l.

Ejemplo B.4.1. Cada base ortonormal {en} es un marco ajustado con A = B = 1. Por
otra parte, {en} es un marco exacto dado que si se elimina cualquier elemento em, entonces∑

n6=m |〈em, en〉|
2 = 0, y por lo tanto, {en}n6=m no puede ser un marco.

El siguiente ejemplo muestra que ajustado y exacto son conceptos distintos.

Ejemplo B.4.2. Sea {en} una base ortonormal para un espacio de Hilbert separable H .

a) {en} es un marco exacto apretado para H con constantes A = B = 1.

b) {e1, e1, e2, e2, e3, e3, . . . } es un marco inexacto ajustado con constantes A = B = 2,
pero no es ortogonal y no es una base, aunque contiene una base ortonormal. Del mismo
modo, si {fn} es otra base ortonormal para H entonces {en} y {fn} es un marco inexacto
ajustado.

c) {e1,
e2
2
, e3

3
, . . . } es una secuencia ortogonal completa y es una base para H , pero no

posee una constante de marco inferior A y por lo tanto no es un marco.

d) {e1,
e2√

2
, e2√

2
, e3√

3
, e3√

3
, e3√

3
, . . . } es un marco inexacto ajustado con constantes A = B = 1,

y ninguna subsecuencia no redundante es un marco.

e) {2e1, e2, e3, . . . } Es un marco exacto no ajustado con constantes A = 1, B = 2.

Se muestra ahora que todos los marcos deben ser completos, aunque la parte (c) del
ejemplo anterior muestra que existen secuencias completas que no son marcos.

Lema B.4.1. Si {xn} es un marco para un espacio de Hilbert H , a continuación, {xn} es
completo en H .
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Prueba. Si x ∈H satisface 〈x, xn〉 = 0 para todo n, entonces A ‖x‖2 ≤
∑
|〈x, xn〉|2 =

0. 2

Como consecuencia de este resultado, si H posee un marco {xn}, entonces debe ser
separable, porque el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas

∑N
n=1 cnxn con cn

racional (o racional parte real e imaginaria si los cn son complejos) formará un contable y
denso subconjunto de H . Recı́procamente, cada separable espacio de Hilbert sı́ posee un
marco dado que posee una base ortonormal, que es un marco exacto ajustado.
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Apéndice C

Algoritmo

A continuación se presenta el algoritmo recursivo hecho en Scilab, de la función utilizada
para graficar las aproximaciones con 3(2n)+1 puntos de la wavelet D4 y su función de escala,
de acuerdo a las ecuaciones recursivas:

ϕ(x) = h0ϕ(2x) + h1ϕ(2x− 1) + h2ϕ(2x− 2) + h3ϕ(2x− 3), (C.1)

ψ(x− 2) = h0ϕ(2x− 3)− h1ϕ(2x− 2) + h2ϕ(2x− 1)− h3ϕ(2x), (C.2)

donde

h0 =
1 +
√

3

4
,

h1 =
3 +
√

3

4
,

h2 =
3−
√

3

4
,

h3 =
1−
√

3

4
.

Además, se han asignado los valores iniciales

ϕ(0) = 0,

ϕ(1) =
1 +
√

3

2
,

ϕ(2) =
1−
√

3

2
,

ϕ(3) = 0
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0001  function []=daubechiesD4(n)//n entero mayor o igual a 2 
0002      M=1+3*(2^n);
0003      Y=zeros(1,M);
0004      Z=zeros(1,M);
0005      k=2^n;
0006      Y(1,1)=0;
0007      Y(1,1+k)=(1+sqrt(3))/2;
0008      Y(1,1+2*k)=(1-sqrt(3))/2;
0009      Y(1,1+3*k)=0;
0010      Y(1,1+k/2)=(2+sqrt(3))/4;
0011      Y(1,1+3*k/2)=0;
0012      Y(1,1+5*k/2)=(2-sqrt(3))/4;
0013      Z(1,1)=0;
0014      Z(1,1+k)=(sqrt(3)-1)/2;
0015      Z(1,1+2*k)=(sqrt(3)+1)/2;
0016      Z(1,1+3*k)=0;
0017      Z(1,1+k/2)=1/4;
0018      Z(1,1+3*k/2)=-sqrt(3);
0019      Z(1,1+5*k/2)=-1/4;
0020      H=[(1+sqrt(3))/4,(3+sqrt(3))/4,(3-sqrt(3))/4,(1-sqrt(3))/4];
0021      H2=[-H(1,4),H(1,3),-H(1,2),H(1,1)];
0022      k1=2^n;
0023      k2=1;
0024      for i=2:1:n
0025          k1=k/(2^(i-1));
0026          k3=k1/2;
0027          k2=2^(i-1);
0028          for j=0:1:3*k2-1
0029              F=[0,0,0,0];
0030              if ((k1*(2*j+1)+1<M) & (k1*(2*j+1)+1>0)) then
0031                  F(1,1)=Y(1,k1*(2*j+1)+1);
0032              end
0033               if ((k1*(2*j+1)+1-k<M) & (k1*(2*j+1)+1-k>0)) then
0034                  F(1,2)=Y(1,k1*(2*j+1)+1-k);
0035              end
0036               if ((k1*(2*j+1)+1-2*k<M) & (k1*(2*j+1)+1-2*k>0)) then
0037                  F(1,3)=Y(1,k1*(2*j+1)+1-2*k);
0038              end
0039               if ((k1*(2*j+1)+1-3*k<M) & (k1*(2*j+1)+1-3*k>0)) then
0040                  F(1,4)=Y(1,k1*(2*j+1)+1-3*k);
0041              end
0042              r=k3*(2*j+1)+1;
0043              K=H.*F;
0044              T=H2.*F;
0045              s=0;
0046              w=0;
0047              for t=1:1:4
0048                  s=s+K(1,t);
0049                  w=w+T(1,t);
0050              end
0051              Y(1,r)=s;
0052              Z(1,r)=w;
0053          end
0054      end
0055      h=1/(2^n);
0056      X=0:h:3;
0057      plot(X,Y,'r',X,Z,'b')
0058      endfunction
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