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Introduccion

El documento se encuentra estructurado en tres capitulos, el primero de ellos es de Fundamentos
Teoéricos y esta dedicado a exponer conceptos, resultados y procedimientos fundamentales
del aritmética y teoria de nimeros, esto para enmarcar teéricamente el contenido de los

capitulos dos y tres.

En el segundo de los capitulos es sobre Niimeros Primos, en la primera secciéon se citan
algunas formulas conocidas que generan ntmeros primos, las siguientes secciones se dedican
a estudiar resultados clésicos sobre la distribucion de nimeros primos, donde se enuncian
algunos teoremas muy importantes, terminamos enunciando y demostrando el Postulado de
Bertrand, el cual garantiza la veracidad de los argumentos escritos en las demostraciones del

ultimo capitulo.

Finalmente en el tercer capitulo se da una Formulaciéon recursiva para el conjunto de los
numeros primos, se comienza motivando la construccion y surgimiento de la féormula, luego
se enuncia y demuestra detalladamente para finalizar esbozando el método de demostraciéon

con dos ejemplos.

Este trabajo tiene un enfoque puramente teorico, esta féormula garantiza que es posible
construir el conjunto de los niimeros primos y una manera de como calcularlos. Este método
no es eficiente para calcular nimeros primos, por este motivo expresamos que es un aporte

tedrico y no practico.



1. Fundamentos tedricos

En este capitulo comenzamos en las primeras secciones definiendo algunos conceptos fundamentales
en aritmética, luego en las siguientes secciones se dedican a exponer algunos procedimientos
y resultados clasicos que servirdn como predmbulo al estudio tedrico y formal que se haréd
en los proximos capitulos. Las demostraciones las propiedades y resultados enunciados se

refieren a 7] y [5].

1.1. Divisibilidad

Se dice que un entero a # 0 divide a un entero b, y se escribe a | b, si existe un entero k tal
que b = ak. Por ejemplo 13 | 1001 porque 13 x 77 = 1001. Algunas propiedades importantes

de la divisibilidad son:

1. Sia|by cesun entero, entonces a | be.

2. Sialbyb]|c, entonces a | c.

3. Sia|bya|cyzyyson enteros cualesquiera, entonces podemos afirmar que a | br+tcy.
4. Sim | (a—b)y m| (c—d), entonces m | (ac — bd).

5. Sia|b, k# 0 es un entero, entonces ka | kb.

6. Sial|by c|d, entonces ac | bd.

Las demostraciones no representan mayor dificultad y se deducen facilmente de la definicion.

Las propiedades anterior junto con los conceptos de Méaximo Comin Divisor (MCD) y
Minimo Comuan Miltiplo (MCM) se establecen algunos resultados clasicos muy utiles como

el Lema de la Division, el Algoritmo de Euclides y el Lema de Bezout.



LEMA 1.1.1 (Lema de la Division). Para cada par de enteros a # 0 y b existe un tnico par

de enteros ¢ y r, satisfaciendo: b=aq+ry 0 <r < |al.

A los enteros b, a, g y r se les conoce respectivamente como dividendo, divisor, cociente

y residuo de la division entera de b por a.

Existen diversos métodos que permiten calcular el MCD de dos ntimeros enteros, estos
métodos estdn fundamentados esencialmente en el Lema de Division. Un método es el
Algoritmo de Euclides consiste en una serie de divisiones sucesivas y el MCD se obtiene
como uno de los residuos en el proceso de division. Ademés de dar un procedimiento para

calcular el MCD, permite dar una comprobacion de la existencia de éste.

TEOREMA 1.1.2 (Algoritmo de Euclides). Dados a y b enteros positivos, hagamos

b=aq + r, 0<rm<a
a = Tr1qs + 79, 0<rys<mr
r1 = Toq3 + T3 0<rs <y

T'n = T'nt1qn+2

Entonces (a :b) = r,.1.

LEMA 1.1.3 (Lema de Bezout). El1 MCD de dos enteros a y b siempre se puede expresar
como combinacién lineal de a y b. Es decir, existen enteros = y y tales que (a : b) = ax + by.

A los enteros x y y se les conoce como coeficientes de Bezout.

El lema anterior asegura que en general haciendo las sustituciones sucesivas regresivamente

siempre se pueden encontrar enteros x y y tales que (a : b) = ax + by.



1.2. Congruencias

La teoria de congruencias es un estudio formal del concepto de divisibilidad, que parte de
una nocion que se comporta de manera analoga a la igualdad. Como veremos, las congruencias
cumplen propiedades importantes heredadas de a relacion de divisibilidad que se exponen

en esta seccion.

Decimos que a = b mdd m (que se lee a es congruente con b modulo m € Z \ {£1}) siy

solo si m | (b— a).

Las siguientes expresiones son equivalentes:

a es congruente con b moédulo m. a =b mod m.

El resto de a entre m es el mismo resto de b entre m. ¢ méd m = b méd m.

m divide exactamente a la diferencia de a y b. m | a — b.

a se puede escribir como la suma de b y un miltiplo de m. 3k € Z:a=b+ k- m.

El término congruencia se utiliza ademéas con dos sentidos ligeramente diferentes: por
un lado con el sentido de identidad matematica, Por otro lado se utiliza en el sentido de
ecuacion, donde aparecen una o més incégnitas, y nos preguntamos si una congruencia
tiene solucién y en caso afirmativo cuéles son todas sus soluciones, por ejemplo la
congruencia 2 —5 = 0 méd 11 tiene solucién, y todas sus soluciones vienen dadas
porz =7 mod 11y x =4 mdd 11. Es decir x puede ser cualquier entero de la forma:
11-k+4y11-k+ 7. Contrariamente la congruencia 2> —2 = 0 méd 11 no tiene

solucioén.

Esta notacion y terminologia fueron introducidas por Carl Friedrich Gauss en su libro
Disquisitiones Arithmeticae en 1801. Su uso se ha extendido a muchos otros entornos en los
que podemos mencionar los polinomios con coeficientes en un cuerpo, a ideales de anillos de

ntmeros algebraicos, etc.



1.2.1. Propiedades de las congruencias

La relacion de congruencia hemos dicho que tiene muchas propiedades en comun con la

igualdad matemaética:

= La congruencia para un médulo fijo m es una relacion de equivalencia ya que se verifican

las propiedades:

1. reflexividad: ¢ = a méd m.
2. simetria: si a = b mod m entonces también b = a mdod m.

3. transitividad: sia =b mdéd m y b = ¢ mod m entonces también a = ¢ mod m.

= Como la congruencia es una relacion de equivalencia, determina en Z una particién que
tiene tantas clases de equivalencia como unidades tiene el moédulo m. Los elementos
xr =m- k4 r estan en la clase de resto r ; 0 < r < m. Los multiplos de m forman la

clase de equivalencia del representante 0.
= Sia es coprimo con my a =b moéd m entonces b también es coprimo con m.
= sia=0b mdéd m y k es un entero entonces también se cumple que:

l.a+k=b+k médm
2. k-a=k-b méd m
3.Vk>0:a"=0* méd m

» Si ademés k es coprimo con m, entonces podemos encontrar un entero k' tal que

k-h™' =1 méd m y entonces tiene sentido hablar de inversos y también es cierto que
b

a=2 mod m donde por definicién ponemos a_ a- kL.
ko k k

= Como consecuencia de lo anterior, si tenemos dos congruencias con igual modulo: ¢ = d
mod m y a = b méd m podemos sumarlas, restarlas o multiplicarlas de forma que
también se verifican las congruencias a +c=b+d méd my a-c=b-d mod m.

ma-r=b-r méd my d= (m,r) entonces a =b maéd %



Propiedad sintetizadora

La posibilidad de sumar a ambos miembros de una congruencia el mismo ntimero, multiplicarlos
por el mismo nimero no nulo y elevar a la misma potencia entera positiva los enteros

congruentes, puede fusionarse a través de la proposicion siguiente:

Si p(t) es un polinomio en t con coeficientes enteros, implica que de a = b méd m se

deduce que p(a) = p(b) mdd m.

1.2.2. Teorema de Euler-Fermat

En teoria de nimeros el teorema de Euler, también conocido como teorema de Fuler-Fermat,
es uno referente a niimeros compuestos analogo al pequefio teorema de Fermat, y como tal
afirma una proposiciéon sobre la divisibilidad de los nimeros enteros. El teorema establece

que:

TEOREMA 1.2.1. Si a y n son enteros primos relativos, entonces a?™ = 1 méd m, en

donde ¢(n) es la funcion de Euler.

Demostracion. Sea A = {r € {1,...,n}: (n,r) = 1} es evidente que |A| = ¢(n).
Definamos ahora la siguiente aplicacion f: A — {1,...,n} tal que f(r) =a-r méd n
Es claro que por definicién de f se tiene que para todor € A:a-r = f(r) méd n

Luego puesto que (a,n) = (r,n) = 1 entonces (a - r,n) = 1 por lo tanto puesto que
a-r = f(r) méd n asi se tiene que (f(r),n) =1 por lo tanto se tiene que Vr € A: f(r) € A

asi entonces tenemos que f(A) C A.

Luego como (a,n) = 1, entonces existen enteros x1,xs € Z tales que a-x1 +n-xy = 1, sea
ahora y; = 1 modd n, es claro que y; € A luego como a -y +n -2, = 1 entonces a -1 = 1

mod n.



Es evidente que y; = x1 mdd n, por lo tanto tenemos que a-x1 =a-y; =1 modd n. asi

entonces garantizamos que existe y; € A:a-y; =1 madd n.

Sea ahora s € A cualquier elemento de A, entonces como a-y; =1 mdd n tenemos que
Yy - s-a = s méd n. Ahora sea 1 = (y; - s) mdd n, es claro que r; € A luego como
y1 € ANs € A, entonces (y1,n) = (s,n) = 1 luego esto implica que (y; - s,n) = 1, luego
como Yy, -s-a=s modnyr, =y -s moéd n entonces a-r;y = s mdd n entonces como
s € {1,...,n} garantizamos que s = a -r; mdéd n = f(r1) pues el resto de a - 71 es unico
por lo tanto asi garantizamos que 3r; € A : s = f(r1) entonces tenemos que s € f(A) por lo

tanto A C f(A) asi tenemos que A = f(A).

Luego como Vr : a-r = f(r) mdd n esto implica que por las propiedades de congruencias,

si

P = H r entonces, (H a) -P= H f(r) méd n, es claro que (n, P) =1 luego como

reA reA reA

A = f(A) se tiene que H f(r) = H s = H s = Hr = P, asi entonces garantizamos

recA sef(A) s€A reA
que a?™ - P = g . P = (H a) - P = Hf(r) = P méd n por lo tanto a?™ = 1
n reA rcA
mod (0. P) por lo tanto

a?™ =1 méd n.

1.2.3. Pequeno Teorema de Fermat

TEOREMA 1.2.2 (Pequetio Teorema de Fermat). Si p es un ntumero primo, entonces, para

cada nimero natural a coprimo con p, a? ' =1 méd p.
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Demostracién. Por el teorema de Euler-Fermat tenemos que a*® = 1 méd p es claro que

©(p) = p— 1y se tiene el resultado deseado. ]

1.2.4. Teorema chino del resto

El teorema chino del resto es un resultado que da criterio y procedimientos de calculo sobre

las soluciones a sistemas de congruencias.

TEOREMA 1.2.3 (Teorema chino del resto). Dados los nimeros mq, ma, ..., my € Z\ {£1},
primos relativos dos a dos, y by, bo, ..., by enteros cualesquiera, el sistema de congruencias
simultaneas

r=b; méd my

z =by méd mse

r=b, mbd my

k
siempre posee una tnica solucion mod Hmi.
i=1
Es decir, si = es tal solucion, se verifica que Z,,, = Ty, = ... = Ty

P

La forma original del teorema, escrita en un libro del siglo III por el matematico chino Sun
Tzu y posteriormente publicado en 1247 por Qin Jiushao, es un enunciado sobre congruencias

simultineas.

k

M

Demostracion. Existencia de la solucién. Sea M = Hmi yseaVi=1,...,k: M; = —.
i=1 mi

Como todos los médulos m; son coprimos entre si, M; y m; son a su vez coprimos entre si,
luego por la Identidad de Bezout sabemos que dr;,;s; € Z : r; - m; + s; - M; = 1. En tales

condiciones, tomando las clases de equivalencia en ambos lados, se tiene por un lado y por

11



k

otro que: s;- M; =1 moéd m; y s;- M; =0 mdd m;. Por tanto, definiendo o = Zbi -8; - M;
i=1

es claro que x es la solucion buscada, debido que al tomar clases de equivalencia en cada m;,

todos los sumandos se anulan a excepcion de b; - s; - M;, y por tanto Vi = 1,... ) k: oz = b;

mod m;. Asi pues, queda probado que z es solucion del sistema.

Unicidad de la solucién. Como todos los m; son coprimos, esa solucién es la tnica

existente en ( méd M).

Para demostrarlo, supongamos que existiesen dos soluciones distintas: dx1, zo € Z. Entonces:
Vi=1,...,k 21 =b; médm; y Vi = 1,...,k : 29 = b; mdd m,, por ser todos los m;
coprimos a pares, esto implica que el producto de lo modulos también divide a x; — o
es decir, M | (z; — x3), entonces ;1 = xo méd M. Por tanto, toda solucién del sistema es
congruente con z en ( méd M), tal y como se habia establecido previamente en el enunciado

del Teorema. N

De manera mas general, las congruencias simultaneas pueden ser resueltas si los m; no son

coprimos a pares. Una solucion x existe si y solo si: Vi, j : b; = b; méd (m;, m;).

Todas las soluciones x son entonces congruentes moédulo el minimo comtn multiplo de los

mj.

Versiones del teorema chino del resto fueron también conocidas por Brahmagupta, y

aparecen en el Liber Abaci de Fibonacci (1202).

1.3. La Criba de Eratdstenes

El método méas practico de obtener una lista de nimeros primos es llamado Criba de
Eratéstenes. La criba de Eratéstenes es un procedimiento que permite encontrar todos
los primos menores que un entero positivo n mayor que dos. Se forma una tabla con todos

los nimeros naturales comprendidos entre 2 y n, y se van tachando los ntimeros que no

12



son primos de la siguiente manera: comenzando por el 2, se tachan todos sus multiplos;
comenzando de nuevo, cuando se encuentra un entero que no ha sido tachado, ese nimero
es declarado primo, y se procede a tachar todos sus miultiplos, asi sucesivamente. El proceso

termina cuando el cuadrado del mayor niimero confirmado como primo es mayor que n.

A continuacion ilustramos el método para encontrar los nimeros primos mayores que 1y

menores que 100. Escribimos los nimeros del 1 al 100:

12 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 4
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 533 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 7
172 73 74 75 76 77 78 79 8
81 82 83 8 8 8 87 8 89 9
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

e}

o O O

Y luego de hacer el procedimiento explicado, la lista queda

x (2) (3) x (5) *x (1) %
(D - (1) 4+ = = (1D =

=22 (23) =24 =95 =26 =% 9%
(31) =82 =83 =84« =35 =36 (37) =&
(41) == (43) = =45 =46 (47) =&

S 522 (53 ) 5 SERE SHE SHR &
(61) =62= =63= =64 =65 =66= (67) =6&
(71) == (13) =& == == == =% (19 =86
=8 =82- (83 ) 84 =85 8- 8% 8§
9 927 93 94 95 96 (97 ) 9%

=<

EEEBERIEEE
-

:
:

Hasta aqui hemos encontrado (con la Criba de Eratostenes) todos los primos que hay entre
los primeros cien niimeros, los cuales son: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,
53, 89, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 y 97.
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1.3.1. Refinamiento

Un refinamiento de la criba consiste en tachar los miultiplos del k-ésimo niimero primo
pr, comenzando por (pg)? pues en los anteriores pasos se habian tachado los multiplos de
pr correspondientes a todos los anteriores niimeros primos, esto es 2 - pg, 3 - pr, 4 - Pg, D -

El algoritmo acabaria cuando (pk)2 > n ya que no habria nada que tachar.

Otro refinamiento consiste en generar una lista sélo con nimeros impares (pues los nimeros
pares distintos de 2 se sabe que no son primos), e ir tachando los multiplos de los nameros
primos mediante incrementos de 2 - p, es decir, los multiplos impares (2 -k + 1) - p de cada

primo p. Esto aparece en el algoritmo original.

1.4. Funciones parte entera

En matematica, las funciones de parte entera son funciones: f : R — Z que toman un

ntmero real y devuelven un nimero entero mas proximo, sea por exceso o por defecto.

Segin la forma de considerar el nimero entero més préximo a un ntmero real dado, se

pueden considerar varias funciones:

DEFINICION 1.4.1 (de las funciones menor y mayor entero ([x], |z])). Las funciones
menor entero y mayor entero de un nimero real x se denotan respectivamente por

[x], |x] y se definen como sigue:

[x] := el menor entero que es mayor o igual a x
|z | := el mayor entero que es menor o igual a x.
L4 L L @

0 lz] @ [x]
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La figura anterior justifica el nombre de las funciones |z |, [z], sin embargo, se advierte que
en la literatura también se les suele encontrar respectivamente como funciones techo y piso,
a ésta ultima funciéon (menor entero) con mucha frecuencia se suele llamar también funcion

parte entera o entero mayor y denotar como |z].

La propiedad arquimediana de R asegura que existe un dnico ntimero entero n tal que

n <x <n+ 1. En este sentido las funciones

[z]: R—=Z lz]: R—=1Z
r—=n+1 T —=n

estan bien definidas.

1.4.1. Funcién techo

La funcion techo se aplica a un nimero real x y devuelve el minimo nimero entero k£ no

inferior a  : ceil(x) = min{k € Z : v < k}

Propiedades

» Para cualquier nimero real se cumple que ceil(z) > x.

= El ntimero real x al que se aplica la funciéon techo es un ntimero entero si y soélo si la

funcion techo de z tiene el mismo valor que x, es decir, x € Z si y solo si ceil(x) = .

= La funcion techo tiene puntos de discontinuidad en los ntiimeros enteros pero es diferenciable

para el resto de puntos.

1.4.2. Funcién piso

La funcién piso se aplica a un ntmero real x y devuelve el méximo nimero entero k£ no

superior a x:

15



|z] = max{k € Z: k < x}, Se conoce también como funciéon maximo entero.

Propiedades

= El nimero real x al que se aplica la funciéon piso es un ntmero entero si y sélo si la

funcion piso de x tiene el mismo valor que x. Es decir = € Z si y solo si |z = x.

= Sea x con y numeros reales. En tal caso se cumple:

lz] <z < |z]+1.

|z +m| = |x] + m si m es entero.

2] + ly] < lz+y] <[z] + [y] + 1.

|z] 4+ |—x] = 0 si z es entero, en otro caso es —1.

x — |z] es la parte fraccionaria o mantisa de z.

ceil(x) = —| —x]

SEEER AN

PROPOSICION 1.4.2. Un ntimero m es racional si, s6lo si existe un entero positivo h, tal

que |h-m|=h-m.

16



2. Ntameros primos

En este capitulo comenzamos recordando algunos conceptos fundamentales en aritmética,
las siguientes secciones se dedican a exponer algunas férmulas de niimeros primos anteriormente
conocidas y finalizamos con unos resultados clasicos sobre la distribucion de los niimeros
primos. Todo esto inspirado en realizar una construcciéon muy teorica y formal en el siguiente

capitulo.

Un ntmero entero positivo p, se dice que es nimero primo (o simplemente primo) si p y
1 son los tnicos divisores positivos distintos de p. Aquel niimero entero positivos que no es
primo, se le llama nimero compuesto (o simplemente compuesto), a excepcion del nimero

1 el cual no es primo ni compuesto.

Por ejemplo, todo niimero compuesto es de la forma m = myms, donde 1 < m; < my
1 < mg < m, por ejemplo 6 = 2-3. Los numeros 2, 3, 5, 7 son todos ntimeros primos. Notese

que el tnico primo par es el 2 y todos los primos mayores que 2 son impares.

2.1. Foérmulas que generan ntimeros primos

Entenderemos férmula de niimeros primos, como una féormula que genera exactamente los

nimeros primos, en orden y sin excepcion alguna.

El famoso problema matematico es encontrar una férmula de ntimeros primos explicita, en
el estudio de este han surgido muchos y muy interesantes resultados, a los cuales hacemos

referencia a continuacion.
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Funciones polinomiales

Se sabe que no existe una funcién polinomial no constante P(n) que evaltie niimeros primos
para todos los enteros n La comprobacién a esto es simple: Supongamos que dicho polinomio

existe. Entonces P(1) evaluaria al primo p entonces P(1) =0 mdd p.

Para cualquier k, P(14+k-p) =0 mdd p. Asi que P(1+k-p) no puede ser primo, si lo fuera,
seria divisible por p a menos que fuera el mismo p. La tnica forma en que P(1) = P(1+k-p)
para toda k si la funcion polinomial es constante y eso serfa un absurdo, pues P(n) no es

constante.

Si se recurre a la teoria de nimeros algebraicos, se puede demostrar un resultado atin mas
general: no existe una funciéon polinomial no constante P(n) que evalie un niimero primo

para casi todos los enteros n.

El polinomio cuadratico

P(n) = n® 4+ n + 41 devuelve nimeros primos para todos los enteros no negativos menores
que 40. Los numeros primos para n = 0,1,2,3,... son 41,43,47,53,... la diferencias entre
los términos son 2,4,6,8, 10, ... para n = 40 se obtiene 1681 = 41 - 41, el cual es un nimero
cuadrado perfecto, el menor niimero compuesto para esta formula. De hecho si 41 divide a
n, también divide a P(n).

Basandonos en el Teorema de Dirichlet sobre las progresiones aritméticas se sabe que
funciones lineales f(z) = a - x 4+ b producen infinitos nimeros primos siempre y cuando a y

b sean primos relativos, aunque tal funcién no asumiréd valores primos para cualquier x .

No se conoce si existe un polinomio de al menos grado mayor que 2 que genere una cantidad

infinita de valores que sean niimeros primos.
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Formula basada en un sistema de ecuaciones diofanticas

En [8] se da una forma de generar ntimeros primos, mediante las soluciones a un sistema de
ecuaciones diofanticas: Un conjunto de ecuaciones diofanticas en 26 variables puede ser usada
para obtener niimeros primos. Jones demostr6é que dado un niimero k£ + 2 éste es primo si y

solo si el sistema de 14 ecuaciones diofanticas tiene una solucién en los niimeros naturales.

Férmula en términos de ntiimeros factoriales que generan ntmeros

primos

A lo largo de la historia, se han buscado numerosas formulas para generar nimeros primos.
El nivel mas alto de exigencia para una férmula asf serfa que asociara a cada nimero natural
n el n-ésimo nimero primo. De forma maés indulgente, se puede pedir una funcién f que
asocie a cada nimero natural n un nimero primo de tal forma que cada uno de los valores

tomados s6lo aparezca una vez.

Ademés, se desea que la funcion se pueda calcular en la practica. Por ejemplo, el teorema
de Wilson asegura que p es un nimero primo si y s6lo si (p—1)! = —1 mdd p. Otro ejemplo:
la funcion f(n) =24 (2-n! méd (n+1)) genera todos los nimeros primos, solo los nimeros
primos, y solo el valor 2 se toma méas de una vez. Sin embargo, ambas férmulas se basan en
el calculo de un factorial, lo que las hace computacionalmente “costosas”, también se conoce

una funcion en términos de nimeros factoriales y funcién parte entera:

f)=2+@2-n—1)-(1+ {MJ - {—_(2”)!_1)

2-n+1 2-n+1

El teorema de Wilson nos asegura también que esta formula genera solo niimeros primos
para todos los nimeros naturales, pero al evaluar la formula para algunos ntimeros naturales
n el lector puede darse cuenta del comportamiento de los valores. Esta formula no genera
el conjunto de nimeros primos en forma ordenada y ademaés el nimero primo 2 se repite
infinitas veces, en este trabajo se enuncia y demuestra una férmula que construye al conjunto

de los niimeros primos en forma ordenada y sin repetir ningtin elemento.
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Una férmula recursiva de los niimeros primos anteriormente encontrada

Sea {pn},, , la sucesion de los niimeros primos entonces, se cumple que:

1 p(d) 1
e e | 2 (3

d| M,
n—1
donde M,, = Hp]- y p es la funcion de Mobius.
j=1

Teoéricamente hablando esta féormula es una de las mejores encontradas para el conjunto
de los numeros primos, pues los genera ordenadamente y sin repetir ningan elemento, sin
embargo también lo hace en forma recursiva, esta es una féormula que aparece en mucha
de la literatura de texto e investigacion sobre teoria de nimeros, esta formula tiene mayor
complejidad superior a la que se presenta en este trabajo, pues la formula utiliza la de Mobius

en su definicion.

Recordemos que la definicién de la funcién de Mobius es 1 sobre los nimeros naturales
libres de cuadrados que tengan un ntimero par de factores primos distintos, toma el valor —1
sobre los niimeros naturales libres de cuadrados que tenga un nimero M,, impar de factores
primos distintos y toma el valor de 0 sobre el ntimero 0, esta funcion no es elemental pues no
se conoce una forma sencilla para determinar cuantos factores primos va a tener un nimero

natural.

La funcion de Md&bius es complicada de evaluar pues no tiene una expresion explicita,
eso la hace computacionalmente pesada. Ademads, como que si no fuera poco los indices del
sumatorio se toman sobre un conjunto que no sigue un patréon lineal. El conjunto de los
divisores de M, es complicado de listar para valores grandes y su cardinalidad es orden

exponencial.
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Una férmula de representaciéon para los ntiimeros primos

77777

pn =107 ¢| — 107" LmZ”‘l . CJ , donde ¢ = i (1]8 g) — 0,0203000500000007 . .

n=1

Esta formula es de representacion, en el sentido que el valor de la constante ¢ que no se
conoce exactamente (no se conocen todos los ntimeros primos), lo que podemos decir es
que aunque esta igualdad ha sido presentada como formula, realmente se queda a nivel de

relacion la cual la cumplen los nimeros primos.

2.2. Teorema de Mills

El teorema de Mills afirma que existe una constante 6 tal que L93'”J es un nimero primo

para todos los nimeros naturales n > 1.

Donde 6 indica una constante matemaética llamada constante de Mills y LH?"”J indica
la funcién parte entera de #*™. El teorema fue demostrado en 1947 por Mills, quien sin
embargo, no determiné el valor de #, ni propuso ninguna aproximacién. Sucesivamente el
valor de la constante fue calculado de forma mas precisa. A dia de hoy, se desconoce su
valor exacto, pero si es cierta la hipotesis de Reimann, la constante vale aproximadamente
0 ~ 1,30637788386308069046 . . .

Esta formula no puede generar todos los primos ya que obviamente crece muy répido.
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2.3. Primos en la progresion aritmética p°k + 1 con p

primo.

Dada una progresiéon aritmética c- k + b, una pregunta interesante que nos podemos hacer

es ,para qué valores de ¢ v b la progresion contiene infinitos ntimeros primos?

Es claro que si el maximo comtin divisor entre ¢ y b es (¢,b) = d > 1, entonces la progresion

. , . c b
no contiene niimeros primos ya que para todo k, c-k+b =d- 7 k + p es compuesto pues
c b

dd
infinitos nimeros primos en la progresion aritmética c - k + b es que (¢, b) = 1.

son numeros naturales. De ahi se sigue que una condicién necesaria para que existan

En 1837, Lejeune Dirichlet demostré que ésta es tambiéen una condicion suficiente. La
demostracion de Dirichlet no es elemental, ya que usa argumentos de la teoria analitica de
nimeros y del analisis. Aqui nos restringimos a demostrar el teorema de Dirichlet de una

manera elemental para el caso en que c=p® y b= 1.

En primer lugar mostraremos que, si para todo a existe un nimero primo de la forma
p“k+ 1, entonces existen infinitos ntimeros primos de la forma p®k + 1. Para ello, procedamos
por contradiccion. Supongamos que para todo a existe un nimero primo de la forma p*k+1.
Si hubiera un conjunto finito de nimeros primos de la forma M = p®k + 1, existiera un k
maximo tal que M es un nimero primo. Sea f tal que p” > M. Por hipotesis existe un [ tal
que p°1 4 1 es primo. Pero p°l +1 = p®(p° 1) + 1 lo que contradice la suposicion de que M

sea el mayor primo de esta forma.

Con lo anterior, es suficiente demostrar que la progresion p®k + 1 contiene al menos un

1

ntimero primo. Sean ¢ = 27" y ¢ un divisor primo de "'+ 24 .. . 4+ c+1. Por el teorema

de Fermat sabemos que 2 =2 méd py asi 2" =2 mdd p, 27" =1 méd ¢, de donde p # gq.

Por otra parte ¢ no divide c— 1, yaque sic =1 méd ¢, entonces ¢ '+ 2 4. 4c+1=
p =0 mod ¢, lo cual que implica que p = ¢. Por lo tanto, ¢ { o 1, asi el orden de 2
moédulo ¢ es p®. Aplicando de nuevo el teorema de Fermat, tenemos que 2771 = 1 méd g,

Luego p* | ¢ — 1, que implica que ¢ = p®k + 1. es un primo de la forma deseada.
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2.4. Distribucién de primos

Dado un primo p < n es obvio que p | n!, pero no sabemos de inmediato cuél es la mayor

potencia de p que divide a n!.

Para calcular tal potencia veamos que para cada i, p' aparece en el producto n! = n x

(n—1) x---x2x1en los factores p*,2p*, ..., | = | p'. De ahi se sigue que p* aparece como
p’L
n
un divisor de exactamente | — | nameros de la lista 1,2,...,n. Entonces, si « es la mayor
p

. .. n n n L
potencia de p que divide a n!, tenemos que a = {—J + {—QJ + {—3J +..., pues cada multiplo
p p

. n n n
de p' aporta un factor de p en cada uno de los sumandos {—J , {—QJ ey {—ZJ . Notemos
p p p
n
que la suma es finita, pues si k¥ > log,(n), entonces — | = 0. De esta forma,
p

< | [log,, (n) | i
NP R Y

TEOREMA 2.4.1 (Teorema de Chebyshev). Para todo entero m > 2 se cumple que H pj <
pj<m

4™,

Demostracion. Notemos primero que para m pequeno se comprueba facilmente tal desigualdad.
Ademaés si se demuestra para m = 2] + 1 entonces para m = 20 + 2 se cumplird también
porque no se agregan primos al producto. Luego, supongamos por hipdtesis de induccién

que, para todo k < 21 + 1, la desigualdad se tiene.

Dado que todo primo p, tal que [ +1 < p < 20 + 1, se tiene que p divide (21 4+ 1)! pero no
divide (I 4+ 1)!, se sigue que

2l +1 21 21 ol
H pj<(l+1) (l+1)+<l)<(+)

I+1<p; <20+1
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Combinando esta desigualdad con la hipdtesis de induccién tenemos que

H p; = H ;i H p; < gl1yl :42l+1’

p;<2l+1 pi<l+1  I+1<p; <2041

que es lo que queriamos demostrar. O

Existen otros resultados sobre la distribuciéon de primos, pero su demostraciéon necesita

teoria que esta fuera de los objetivos de este trabajo.

TEOREMA 2.4.2 (Teorema del nimero primo). Sea 7(n) el ntimero de primos menores o
m(n)log(n)

iguales a n. Entonces la sucesion {
n

} converge a 1.
neN

En particular este teorema nos esté diciendo que podemos acotar la funcion m(n) con la
n n
log(n) log(n)’

El Teorema de los niimeros primos es un caso particular de un resultado conocido como

funcion Toalm)’ decir que, existen constantes ¢ y C' tales que ¢ <m(n)<C

og(n)

Teorema de Dirichlet.

TEOREMA 2.4.3 (Teorema de Dirichlet). Sean a y b enteros con (a,b) = 1y m,(z) la

funcién con dominio los reales positivos definida como el nimero de primos de la forma

Tan(n) log(n) }

a + kb con k € N, dentro del intervalo [2,z]. Entonces la sucesion {
n

1
converge ——, donde ¢ es la funciéon de Euler.

¢(b)’

2.5. Postulado de Bertrand

Dedicamos esta seccion a un resultado fundamental en la demostracion de la formula en
el siguiente capitulo, el Postulado de Bertrand permite una mejor comprensién sobre la
distribuciéon de los nimeros primos, tener una idea del comportamiento irregular de estos
numeros es una cuestion muy compleja, sin embargo el postulado de Bertrand que se enuncia

y demuestra a continuacién proporciona una relaciéon entre un primo y su primo antecesor,
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dicha regla es que todo primo mayor que 2 es menor que el doble de su primo antecesor, este

postulado insintia que el conjunto de los niimeros primos puede ser construido recursivamente.

En otras palabras el Postulado de Bertrand establece que dado n € N,n > 2, entre n y
2 - n siempre hay un ntimero primo. Equivalentemente se tiene que si p es primo entonces
el siguiente primo ¢ de p satisface ¢ < 2 - p. Para ser capaces de dar una demostraciéon del

postulado de Bertrand, necesitamos la siguiente funcion aritmética.

DEFINICION 2.5.1. Sea ¥ : (0,00) — R, 9(z) = Z log(p) = log (HP) :

p<x,p primo p<T

Para probar esta identidad necesitamos:

PROPOSICION 2.5.2. Se tiene que Vn > 1:9(n) < 2-n-log(2).

Demostracion. Sea m € NU {0}

= = e N.
m!-(m+1)! m!

M = (Q'TZfl) 2-m+1)!  (2-m+1)--(m+2)

2-m+1
2. 1 2. 1 2. 1
Ahora (141> =) ( m >>< m >+< m+1>22-M.Porlo
s n m m +

tanto se tiene M < 2*™. Sim+1<p<2-m+1=p|((2-m+1)---(m+2))Apfm! Por

1oque< 11 p) | My

m+1<p<2-m—+1

92 -m+1)—9d(m+1)= Z log(p) < log(M) < 2-m-log(2).

m+1<p<2-m—+1
Para n = 1,2 el resultado es trivial. Supongamos cierto el resultado para n < ng — 1.

= Si ng es par:

U (ng) =10 (ng—1) <2-(ng—1)-log(2) <2-mng-log(2).
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= Singesimpar,ng=2-m-+1,

V(ng)=9(2-m+1)=392-m+1)—9Jd(m+1)+JIdm+1)
<2-m-log(2)+2-(m+1)-log(2)

=2-(2-m+1)-log(2) =2 ng-log(2)

puesto que m + 1 < n.

En ambos casos ¥ (ng) < 2 - ng - log(2). Por lo tanto Vn > 1:9(n) < 2-n-log(2). O

TEOREMA 2.5.3 (Postulado de Bertrand). Si n > 1, entonces existe al menos un nimero

primo p tal que n < p < 2-n, esto es, si p, es el r-ésimo primo, Vr > 1 : p,.1 < 2-p,.

Demostracion. Paran < 2° = 512, cada primo de los siguientes 2, 3, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 163,

317, 631 es menor que dos veces su predecesor. Por lo tanto podemos tomar n > 2°. Ahora
o

n

si p® | nl, p*®*L 4 plentonces a(p) = Z {—J pues los numeros 1,2,...,n incluyen

p

1)
=1

n n n ,
exactamente L—J miultiplos de p, {—2J multiplos de p?, ..., {—J multiplos de p'.
p p P’

(2-n)! i = 2.n n
Sea N = = . Por lo tanto t k, = — | =2 =
ea (ny? H p or lo tanto tenemos que k, Z p

p<2-n m=1 pm
Sea p un factor primo de V. Por lo tanto k, > 1.

Supongamos que no hay ningin primo satisfaciendo n < p < 2-n. Entonces p < n.

2 4
Sig.n<p§n:>2-p§2-n<3-pyp2>§~n2>2-n. Se sigue que k, =

2 - 2
{—HJ -2 {EJ =2—2=0, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto Vp | N : p < 3 n.
p p

De esta forma obtenemos que

Zlog(p) < Z log(p) =¥ <2 : n) < % -n -log(2) (Proposicion [2.5.2)).

3
pIN pgg-n
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= 2. 2.
Siky>2=k,= Z ({—WHJ -2 {%J) . Cada término de la suma ({—an -2 {%J)
m=1 p p p D

2-n
es 0 6 1 correspondientemente en el caso que { — J sea par o impar. Para p™ > 2-n el
p

término es 0. Se tiene

log(2 - n)
wE e, Rron
m - log( ) <log(2-n)

IN

Por lo tanto 2 -log(p) < k, - log(p) < log(2-n) = p < V2-n. Esto implica que hay a lo

mas V2 -n valores de p. Ahora se sigue que k,-log(p) < (V2-n)-(log(2-n)). Por lo
P

kp>2
tanto

log(N) < Zlog +Zk¢ -log(p

<3 log(p) + (m ) - (log(2 - m))
p|N

< % 1 -log(2) + (x/z - n) (log(2 - n)) .

2n

2. 2. : :
o B () rwsens (20 < () £ (57) -
o J 2-n—7 J n
4
Por lo tanto 2°™ < 2-n- N = 2-n-log(2) < log(2-n) + log(N) < g-n'log(Q) +

(1 + \/_> (log(2-mn)). Se sigue que % -n -log(2) < (1 + \/ﬂ) - (log(2-n)) lo cual
implica 2 - n - log(2) < <1 + \/_> (log(2-n)).

1 2. 210 log(2 -
Sea § = % > 0 lo cual implica £ = 08 (<log ?2)1/05 ) = I(Z)gg(@l?)) — 1 por lo tanto
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_ log(2 - n)

Tog (210) = log (2'"¢*V)) =log(2 - n) de donde se sigue 2 - n = 200+,

E41

Por lo tanto 2 - n - log(2) < 3- (1 +V2- n) - (log(2 - n)) toma la forma 2100+9 < 30.
(1+&) - (1427079,

Se sigue que 2°¢ = 210049 . 9=5¢ . 9710 < 30. 975 (1 4. ¢) . (2755 1 1).

30 1
Puesto que 30-27° = 32 <1-27°=1- 32 y 27°75¢ 11 < 14277, entonces

28 < (1-277)- (1427°) - (148 =(1-2""9)(14+&) <1+ Porlo tanto 2°¢ < 1+&.

Por otro lado 2°¢ = 24196 >~ 1 4 5. ¢ . 10g(2) > 14 ¢€, lo cual es un absurdo.
PROBLEMA 2.5.1. Sean n y k enteros positivos tales n > 2*. Demostrar que los primeros
k nimeros que son mayores que n y primos relativos con n! son primos.

2

Solucidn. Como n > 2% se sigue que n?> > 2%n. Entonces por el postulado de Bertrand

kn existe al

tenemos que entre cada dos términos consecutivos de la sucesion n,2n,4n,...,2
menos un primo. Asi entre n y n” existen al menos k primos. En Particular, los & menores
nimeros que son mayores que n y que son primos relativos con n! estan entre n y n* .Si uno
de tales ntimeros no fuese primo, digamos/ = ab, y suponiendo que a < b, tendriamos que

a®> <1< n?% Luego a < n, lo que contradice el hecho de que n! y [ son primos relativos. [
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3. Formulacién recursiva para el

conjunto de los niimeros primos

En este capitulo se enuncia y demuestra una construcciéon recursiva del conjunto de los

nimeros primos.

Esta formula nace con una idea muy intuitiva e inductiva: Conocemos los primeros nimeros
primos 2, 3, ..., supongamos que podemos conocer el m—eésimo primos p,,, entonces qué

cantidad g,, debemos sumar a p,, para obtener el siguiente ntimero primo, i.e. ;Quién es g,

tal que ppt1 = Pm + gm?

En este trabajo exhibimos una férmula que teéricamente permite calcular para todo nimero
natural m a g,,, ddndonos asi una construccion recursiva del conjunto de los ntimeros primos,
esta formula es una directa aplicaciéon del postulado de Bertrand. Este Postulado en la
mayoria de textos de teoria de nimeros simplemente se enuncia y demuestra, pero en la
literatura clasica rara vez se ve su aplicacion, aqui tratamos de utilizar su fuerza para cumplir
nuestros objetivos, en este sentido la idea es enunciar y demostrar la formula que proponemos

como una clara y aplicacion directa de este postulado.

El interés propio que tiene este postulado en nuestro trabajo es sorprendente, pues es
la herramienta fundamental para linealizar el conjunto de los nimeros primos utilizando
el aritmética modular. Esta linealizaciéon es un procedimiento comin en matematica, por
ejemplo, el conjunto funciones pueden ser linealizadas localmente por medio de la derivada,
la idea de conjunto puede ser linealizada por medio de los espacios vectoriales, también
muchas ecuaciones diferenciales pueden ser resueltas mediante una combinacion lineal infinita
de funciones més suaves, y muchos mas objetos pueden ser mejor estudiados cuando se
linealizan, asi pues, la linealizacién extrae de lo cadtico en los objetos las propiedades mejor

estudiables.
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La féormula que se propone no es otra cosa mas que el minimo de una funcién lineal por

tramos sobre un hiperparalelepipedo tomando en cuenta sus puntos reticulares, la idea de

niimero primo también se puede linealizar, como veremos a continuacion.

3.1.

Foérmula recursiva de los niimeros primos

En este sesion vamos a exponer y formular los dos teoremas que nos permiten definir una

formula de los ntimeros primos

TEOREMA 3.1.1 (Criba de Eratostenes). Sea p € N, € R tal que r > /p entonces, p es

primo si y solo si el conjunto {g primo: q |p,q#pAqg<r}=10.

Demostracion. “=" Sea A = {q primo : ¢ | p,q # p A q¢ < r}, tenemos que p es primo. A

fines de contradiccion supongamos que A # (), entonces 3¢ € P : q | p,g #pAqg <.
Luego como p es primo que divide a ¢ y ¢ es primo también, entonces se debe tener

que g = p, pero esto es un absurdo pues g # p, asi entonces tenemos que A = ().

Ahora tenemos que A = (). A fines de contradiccion supongamos que p no es primo,
entonces 3¢ € P : ¢ | pA1l < q < p, luego como A = () se debe tener que ¢ ¢ A,
esto implica que ¢ > r > ,/p, entonces ¢ > /p por lo tanto ¢®> > p. Luego como
q| pA1<q< p,entonces existe d € Z : 1 < d < pAp = q-d, entonces q = g,
esto implica que Z—z > p, asi tenemos entonces que p > d?, por lo tanto VP >d > 1,
luego como d > 1, entonces Ipy € P : py | d, entonces py < d < /p < r, luego como
d| pApo| d, entonces py | p, luego como d < p, esto implica que py < p , entonces

po # p por lo tanto asi garantizamos que py € A = ) y esto es un absurdo. Por lo tanto

asi concluimos que p es primo.

Y asi probamos el teorema. O

30



TEOREMA 3.1.2. Sea {p,},y la sucesion de los niimeros primos entonces,

P1 = 2a
D2 :37
n pj—1
n M pj—l Zj:l <(%> . ij) _pn
VYneNn>2:p,.1 = min — il —M -
- Prt1 (t1,..tn)€ED et (pj> J M

En donde:
M = Hpi;
i=1

D={(ty,...,t,) eN"talque Vi=1,...,n: 1<t <p; —1};

o] : R — Z tal que |z] =max{k € Z: k < x}

3.2. Demostraciéon de la existencia de una férmula que

construye recursivamente a los primos
Basta con probar el teorema para demostrar la existencia de dicha férmula.

Demostracion de . Sea f: D — Z tal que

n

Definimos un conjunto B tal que B := f(D). Observamos que |D| = H (pi —1) < o0,
i=1
por lo tanto |B| = |f(D)| < |D| < oo, por lo tanto el conjunto B es finito y no vacio, asi

entonces aseguramos que B tiene un minimo valor, es decir 32 € Z : z = min B. Por lo tanto
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debemos probar que Vn € N;n > 2 : p,.1 = z = min B, para ello haremos lo siguiente:

Sea n € N tal que n > 2, Por el teorema tenemos que

Vr = \/(pn41)  A(r) ={g primo : ¢ | pny1,q # pna Ag <7} = 0.

Por el postulado de Bertrand podemos garantizar que

Pt < 2P0 =V (Pr1) < V(2 pa) <V (0a - pn) =/ ((n)?) = Pa,

asi entonces tenemos que p, > +/(pn+1). Luego tomando r = p, se tiene que el conjunto
A(pn) = {qprimo: q | pui1,q # pni1 A q < pn} = 0, luego esto nos garantiza que Vj =
L...,n:pif poyr.

Por lo tanto 4 (t(l], e ,t%) € D tal que

Pri1 = t(l) mod py

Pnt1 = t?L mod DPn

Luego por el teorema chino del resto tenemos que:

_ M
J

j=1
. M ,
para todo b; € Z tal que Vj = 1,...,n:b;- B =1 mdd p;.
J
. M . .
Puesto que Vj =1,...,n: | —,p; | =1 el pequeno teorema de Fermat nos garantiza que
pj
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MNP MNP (M
ijl,...,n:(—) =1 médpjporlotantijzl,...,n:(—) '(—>El
bj pj pj
mod p;.
p]—Q
Asi que en particularsiVj =1,...,n:b; = (—) entonces, de nuevo el teorema chino
bj

del resto nos asegura que:

(5 () S () ) e

J=1

Asi entonces garantizamos que 3 (t(l), e ,tg) € D y un entero k € Z tales que
n M\ Pt
pr =3 (12 (_) Mk
— pj
j
n M pj—l
Sea ahora () = Z t? . (—) . El postulado de Bertrand nos garantiza que:
— Dj
J=1

pn<pn+1<2'pn:>pn<Q+M'k<2'pn

S0, —Q<M-k<2-p,—Q
pn_Q

= - n
M M

, . DPn — Q 2- Pn — Q
Por lo tant ) <k |—| .
Oor 10 tanto asl aseguralnos que cet ( Wi ) ~ >~ \‘ M J

A t t ) < |—1.
S1 entonces tenemos que cet ( M > ~ \‘ Wi J

Ahora aplicando las propiedades de las funciones parte entera mencionadas en el capitulo 1

33



tenemos que

1572 o () 257 - (552

50 [t

M M M
2p-Q+Q - an Vo_
LM

M

=0puesVn e Nn>2:p, <M.

2'pn_Q
M

Asi entonces garantizamos que

2- n . n
{—pM QJ < ceil (p MQ)'
Asi que por lo tanto se concluye que
2'pn_Q — ceil pn_Q
M M '

Luego esto nos asegura que k = ceil Pn—Q) __|Q—pn .
M M

— ceil (pnM;Q) < 0, lo que es equivalente que

Por lo tanto tenemos que

pry1 =@ — M- {Q;/[an
pj—1
NN S ()7 8) -
= - A0 =M
(G ) L

=f(#,....t)) € f(D) =

Por lo tanto p,.1 € B, entonces asi tenemos que p,.1 > z = min B.

Ahora supongamos a fines de contradiccion que p,,1 > z = min B. Esto que implica que

Pns1 DO puede ser una cota inferior del conjunto f(D). Por lo tanto existe (¢1,...,t5) € D
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tal que

p;j—1
Pogr > f (£, ) =H— M. LHMP”J donde H — Z( <%> )

j=1

entonces esto implica que

H_pn <H_pn
M - M

Luego como {

H_n H_n
H—M{ Mp J 2H—M-< p):H—(H—pn):pn.

M
. . 1 H—p,
Asi entonces garantizamos p,.1 > f (tl, cee n) H—- M- > Pn-
Ahora probaremos que f (t%, e ,tn) que es un numero primo, para ello supondremos lo
contrario.

,t,ll) no es primo,ahora por el postulado de Bertrand tenemos

Supongamos que f (t%, o

que

\/(f (th ce V pn+1 \/ pn) < \/(pn 'pn) = ((pn> ) = Pn.

Luego por el teorema garantizamos que

{gprimo:q| f(t1,....t0),a# f(t1,....t;) Aa < p,} #0.

Luego esto nos asegura que existe un primo q € {p1,...,pn}:

0 F (e ) A # £ (o )

H— n
Porlotantoq|f(t%,...,t}1):H—M-{ pJ.

M

Ahora como q € {p1,...,p,} entonces esto implica que q | M .
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j=1 Pj

n M pj—l
Por lo tanto tenemos que q | H = Z tjl- . ( ) .

Ya que ¢ € {p1,...,pn} entonces esto nos garantiza que existe s € {1,...,n}: ¢ = p,. Es

MNP M
claro que Vj # s,7=1,...,n:ps = q | (t;( ) )y(<—)7p3>:1. Luego como
by Ps
q | H esto nos garantiza que
B 1 M psfl
pS - q | ts : .
Ps

M ps_l
) ) =1 mdd p;.

S

El pequeno teorema de Fermat nos asegura que (

ps—1 ps—1
S B (M
-ty =t, mdd ps , luego como ps =q | | t;- | — , entonces
Ds Ps

esto nos asegura que py | t.. Pero esto es un absurdo porque 1 <t! < p, — 1.

M
Por lo tanto (

Asi entonces garantizamos que justamente f (t}, .. ,t,ll) es un nimero primo.

H — n . .
Luego como p,.1 > f (t%, o ,t}l) =H-M- L P J > pn , entonces esto implica que
1 1 1 1 H —p,
f(tl,...,tn) = p, por lo tanto p, |f(t1,...,tn) =H-M- % . Ahora como
pn € {p1,.- .

,Dn } entonces esto implica que p,, | M.

Por lo tanto tenemos que

g3
w2
=
V]
=
@]
o]
=
)
I
o
S
.
Il
-
3
=
N
<E
VR
I[g
N————
3
L
N~
]
N\
VN
T
N———
=
S
N————
Il
—_
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MNP
Luego como p,, | H esto nos garantiza que p,, | (t}l . (_> >
Dn

pn—1
El pequeno teorema de Fermat nos asegura que (—) =1 mdd p,.

M pn—1 M pn—1
Por lo tanto (—) -t =t méd p,, luego como p, | | t! - (—) , entonces esto
DPn Dn

nos asegura que p, | t}l. Pero esto es un absurdo porque 1 < t}b < p, — 1 .Asi entonces

garantizamos que no debe suceder que p,.; > z = min B, por lo tanto aseguramos que

Pnt1 = min f(D). O

Esto prueba el resultado principal de este trabajo y concluimos que:

Si {pn},ey la sucesion de los niimeros primos entonces,

p1:2a
p2:3a
n pj—1
n MNPt Ej:l <(%> 'tj)—Pn
VneNn>2:p, = - |l = M-
n n -~ Pn+1 tl,.I.EHSED P (p] ) J M

En donde:

D={(t1,...,t,) eN"talque Vi=1,...,n: 1<t <p, —1};
o] :R — Z tal que |z] =méx{k € Z: k <z}
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3.3. Ejemplos

EJEMPLO 3.3.1. Tenemos que p; = 2, p» = 3, usaremos nuestro resultado para encontrar
p3. En este caso tenemos que M =2-3=6; D = {(tl,tg) EN?: 1<t <1,1<t, < 2} =

{(1,1),(1,2)};

2 p—1 23_1( p% pjl-tj) -3

- 6

J

por lo tanto tenemos que f(D) = {f(1,1), f(1,2)}, haciendo los calculos

3-t1+4-t,—3
6

tenemos que:

f(L,)=7-6- —J =7-0=7, f(1,2)=11-6- EJ =11—-6-1=5, Asi por lo tanto

tenemos que
f(D) ={7,5}. Por lo tanto aplicando nuestro resultado tenemos que

ps = min f(D) = min{7,5} = 5, Asi concluimos que p3 = 5.
EJEmMPLO 3.3.2. Ahora encontraremos py. Tenemos que p; = 2, ps =3, p3 =5, M = 2-3:5 =
30;

D = {(tl,tg,tg) EN? 1<t <1,1<t,<2,1<t3< 4}. Por lo tanto se va a tener que

D={(1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),(1,1,4),(1,2,1),(1,2,2), (1,2,3),(1,2,4) } ;
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ot :i <(i_?>pj—1 .t]) e > ((f??)pjl .tj) -5

j=1

154 + 100 - £ + 1296 - £ — 5
:15.t1+100-t2+1296~t3—3o.L Lt §0+ 3 J

Por lo tanto

f(‘D> - {f(1717]‘)7f(17172)7f(17173)7f(17174)7f(1727]')7f(17272)7f(17273)7f(17274)}

Haciendo los calculos se tiene que:

£(1,1,1) = 1411 — 30 - % = 1411 — 30 - 46 = 31;
£(1,1,2) = 2707 — 30 - % = 2707 —30-90 = T;
£(1,1,3) = 4003 — 30 - % = 4003 — 30 - 133 = 13;
£(1,1,4) = 5299 — 30 - % = 5299 — 30 - 176 = 19;
£(1,2,1) = 1511 — 30 - % — 1511 — 3050 = 11;
£(1,2,2) = 2807 — 30 - % — 2807 — 3093 = 17;
£(1,2,3) = 4103 — 30 - % = 4103 — 30 - 136 = 23;
£(1,2,4) = 5399 — 30 - % = 5399 — 30 - 179 = 29.

Asi entonces tenemos que f(D) = {31,7,13,19,11,17,23,29}.

Por lo tanto aplicando nuestro resultado tenemos que py = min f(D) = 7.

39



Conclusiones y Recomendaciones

En base a la teoria expuesta en la investigacion desarrollada, puede concluirse que:

= Se lograron los objetivos planteados: encontrar una férmula recursiva de los niimeros
primos, mostrar mediante esta teoria desarrollada lo profundo de la teoria de las
congruencias mediante el empleo del teorema chino del resto y dar una aplicacién del

postulado de Bertrand, efectivamente la formula es una aplicacién de dicho postulado.

= Exponer la importancia que se tendria conocer los métodos de optimizacion para tratar
méas a fondo la formula, pues el problema se trata de encontrar un minimo valor de

una funcion. La formula por si sola dice eso.

= Haber elaborado un recurso bibliografico de apoyo y consulta disponible a todos los
estudiantes al cual puedan recurrir y extraer informacién que consideren pertinente

segun sus necesidades académicas.

En esta obra se expone una forma de construir recursivamente la sucesiéon de los niimeros

primos.

Se ha estudiado la teoria basica de nimeros y el postulado de Bertrand como parte de
ella para poder comprender el procedimiento que se hizo para encontrar la formula de los

nimeros primos.

También se hacen las siguientes recomendaciones y consideraciones:

= Se recomienda al lector interesado en este escrito comprender cada uno de los resultados
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y técnicas expuestas para poder darse cuenta de lo maravillosa que es la formula

encontrada en esta obra y asi motivarlo més a mejorarla.

Seguir estudiando esta linea de trabajo y dar continuidad a esta investigacion: por
ejemplo estudiar los métodos de optimizaciéon para poder encontrar més generalmente
el minimo valor de la funcion definida en la demostracion del teorema principal de esta

obra.
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