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Resumen

En el presente trabajo de graduacién esta organizado esencialmente en tres capitulos.
En el primero de ellos se presentan los fundamentos tedricos que sustentan nuestra
investigacion, definiendo lo que es superficie regular, que es sobre lo que estaremos
trabajando, asi como también, el plano tangente en un punto p de dicha superficie y
la primera forma fundamental con la que podemos tratar cuestiones métricas sobre
una superficie regular. El objetivo del Capitulo Dos es estudiar la geometria local de
la superficie como la clasificacién de puntos que nos dara la forma de la superficie en
el entorno de un punto, ademas presentar las diferentes tipos de curvas que pasan
por un punto p de la superficie regular. Y nuestro iltimo capitulo contiene la version
local del Teorema de Gauss-Bonnet y una férmula general de mismo, para luego
ilustrar sobre algunas aplicaciones del teorema en su evolucién global en la fisica

tedrica.



Introduccion

En el presente trabajo se dard a conocer el Teorema Local de Gauss-Bonnet que pone
en evidencia una relacién notable entre la topologia de una superficie y la integral
de su curvatura, quedando intimamente ligadas la Topologia y la Geometria (en el

sentido de curvatura).

Una primera versién del teorema fue dada por Gauss en su famoso articulo “Disqui-
sitiones generales circa superficies curvas” 1827; Ges. Werke 4, donde trabaja con
tridngulos geodésicos sobre superficies (esto es, tridngulos cuyos lados son arcos de

geodésicas).

A grosso modo, afirma que el exceso sobre 7w de la suma de los dngulos interiores «,

B, v de un tridngulo geodésico T es igual a la integral de la curvatura de Gauss K

a+ﬁ+7—7r=//KdA
T

sobre T'; esto es

Geodésica

Geodésica
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Por ejemplo, si K = 0, obtenemos a + 8 + v = m; se trata de una extensién del

teorema de Thales para la geometria de las superficies de curvatura nula.

Cuando K = 1, obtenemos

a+pf+y—m=area(T) >0

Asi, sobre la esfera unidad, la suma de los angulos interseccién de un tridngulo

geodésico es mayor que 7, v el exceso sobre 7 es exactamente el drea de T

Similarmente, sobre la pseudoesfera, superficie de curvatura de Gauss constante ne-

gativa, la suma de los dngulos interiores de todo tridangulo geodésico es menor que 7.

La generalizacién de este resultado fue publicada por Bonnet en 1848 referido a una

regién acotada por una poligono geodésico.

El rasgo trascendente es la evolucién del teorema de Thales para superficies de cur-
vatura cero al caso especial publicado por Gauss para triangulos geodésicos, y de
este ultimo al Teorema Local de Gauss-Bonnet, y hoy en dia podemos decir que,
ademas de la elegancia del teorema, este es la piedra angular para la demostracién

de la consistencia relativa de las geometrias no euclideas y otras muchas aplicaciones.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo se hard un recorrido por las definiciones y propiedades que sustentan

nuestro tema de investigacion.

En este apartado introduciremos el concepto de superficie regular, la primera forma
fundamental y su utilidad para la medicién sobre la superficie (longitudes de curvas,

angulos de vectores tangentes, dreas de regiones).

1.1. Funciones diferenciales en el espacio euclideo

Decimos que f : R™ — R™ es diferenciable en xq si existe una transformacion lineal
L: R"— R™ tal que:

f(z) = f(wo) — L(z — o)

|z — x|

=0

Limx—)xo

Definicion 1 Sea f: R" — R™, diremos que f es diferenciable si:
1. es diferenciable en cada punto de su dominio.

2. la matriz D f, = (%(m)) varia continuamente con .
J

Proposicién 1 (Regla de la cadena para aplicaciones). Sea f : U C R" — R™
yg:V CR™— R aplicaciones diferenciables, donde U y 'V son conjuntos abiertos

11
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tales que f(U) C V. Entonces go f: U — R* es una aplicacion diferenciable, y

D(go f)y =DgspyoDf,, peU

Demostracién. Ver [[4],pag 137] 0

Lema 1 (Aplicacién contractiva). Sea A un conjunto abierto en R"; sea f : A —

R" de clase C*. Si Df(a) es no singular, existe a > 0 tal que la desigualdad

| f(z0) — f(z1)| = afzo — 24

para todo xo, x1 en alguna bola abierta B.(a) centrado en a. Se sigue que f es

inyectiva en esta bola abierta.

Demostracién. Ver [[7],pag 64] O

Teorema 1 (Teorema de la funcién inversa). Sea f : R" — R" diferenciable y
zog € R" tal que |Df,,| # 0, entonces f es invertible y cuya inversa es diferenciable

en un entorno de xg.

Demostracién. Sea xzy = f(xg) = 0y Df,, = I, la matriz identidad. Y sea

g(x) = f(z) — x, entonces g(0) =0y Dgo = 0 es la matriz cero.
Como |Dgg| = 0, por continuidad sabemos que hay una bola de radio R y centro en

x9, Br(zo), tal que:

1
|Dg$| < Z, v.f < BR<LL’0>

BR(XO)
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Ahora bien, para cada par z,y € Br(xy) podemos escribir:

g(x) — g(y) = Dg.(x —y) + h(z,y)

Y tenemos que:

1 h(zy) o . . .
a) lim,_,, Tomyl = 0 y por consiguiente si R es suficientemente pequeno

1
W@wﬂ<1m—m

A\

lg(x) —g(w)| < |Dg(x)||lx —y| + |h(z,y)]

[f(@) = fl = lg(x) —g(y) — (x —y)|
> fo =yl — lgf@) — 9@ > oyl ~ gle— 3l = glo—y

del Lema 1 se sigue que f es inyectiva en Bg(zy).

Ahora veremos que f(Bg(zg)) cubre el entorno de radio R/2 de f(xg) = 0.

BR(XO) f(BR(XU))

BR/Z(f(XO))
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Para cada y € Brys(f(xo)) consideremos la siguiente sucesién

.130:0
r =Yy

Ta2 = y—g(ifl)

Ty = y—g(Tn1)
Esta sucesién estd en Br(xg) y converge a una preimagen de y. Esto se sigue facil-
mente de que:

w1 — @o| = [y| < R/2

Asi pues f tiene una inversa

f71 Brpa(f(20)) = Br(zo)

esta construccion de la sucesion x,,, se puede llevar a nivel de funciones simplemente

definiendo

9n : Brja(f(20)) = Br(xo)

CO1mo:

90(9) =0
9n(y) = y—9(gn-1(y))
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de esta manera resulta inmediato que:
1. g, es diferenciable en la Br/s(f(0)).
2. g, converge a f~! uniformemente en Bra(f(z0)).
3. gn' converge uniformemente en Bg/o(f(z0)).

Luego del teorema que literalmente dice:

“Sea g, una sucesién de funciones diferenciables que convergen uniformemente a g.
Supéngase también que la sucesion de derivadas g,’ converge uniformemente a G.

Entonces g es diferenciable y su derivada ¢’ es igual a G.” Ver [[8],pag 157]

Por consiguiente f~! es diferenciable. O

Observacién. Utilizando la regla de la cadena y siendo f~! diferenciable, se tiene

que, la diferencial de la inversa es la inversa de la diferencial, es decir:
D™y, = [Dfs-rn]
Ejemplo 1 Sea f : R? — R? dada por
f(z,y) = (" cosy,e”siny), (x,y) € R?
X=Xo

{©1) e

L . =yo
(xo,y0)| (1.0 =y o)
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Las funciones componentes de f, donde u(z,y) = e* cosy, v(x,y) = e*siny, tienen

derivadas parciales continuas de todas las érdenes. Luego f es diferenciable.

Observemos, como la aplicaciéon f transforma curvas del plano zy. Por ejemplo la
recta vertical x = xg se aplica sobre el circulo u = €™ cosy, v = €™ siny de radio €™,
y la recta horizontal y = yo se aplica sobre la semirecta u = €* cosyg, v = €”sin yy

de pendiente tan .

Se tiene que:

of d :

- = —(e"cosyp, e”sinyp)

890 (z0,y0) X T=x0
= (e* cosyg, €™ sinyy),

2 _ 4 (€™ cosy, e™ siny)

9y (z0,%0) dy Y=o

= (—€"sinyg, €™ cosyo)

Esto se puede comprobar més facilmente calculando la matriz jacobiana de f:
g—“ g—“ e*cosy —esiny
Dfewy =\ a0 o | = o z
rri e’siny  e¥cosy
y aplicando dicha matriz a los vectores (1,0) y (0,1) en (zo, yo).
Notemos que el determinante jacobiano det(D f(,,)) = ¢* # 0y asi, el diferencial

de f en p es no singular para todo p = (z,y) € R% Por tanto, podemos aplicar el

teorema de la funcién inversa para concluir que f es un difeomorfismo' local.

Ahora comprobaremos para este caso que la diferencial de la funcién inversa es la

inversa de la diferencial de la funcion.

1Por un difeomorfismo, se entenders una funcién diferenciable, invertible y con inversa diferen-
ciable.
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Sea
Y1 = e’ cosy
Yo = e¥siny
despejando x e y arriba, tenemos:

y = tan~! w
(Vi)

entonces:

n

F ) = (hl (\/ yi2 + y22) ,tan™" @)

Ast:

1 .
Df ey =

y yva se habia calculado:

e*cosy —e’siny
e*siny e*cosy

Dfy = (

Entonces se tiene que:

COS Yo sin yo

%0 %0 e cosyy —e*0sinyy
-1 o
DI saoyonPl@owo) = - 1
%0 sin2 yo) e sinyy e cosyo

%o (cos Yo+ —oo3 ™

(1o
- \o 1

Por lo tanto se cumple que la diferencial de la funcién inversa es la inversa de la

diferencial de la funcién.
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1.2. Superficies regulares

Intuitivamente consideremos una superficie como un conjunto de puntos del espacio
que asemeja una porcion del plano en un entorno de cada uno de ellos; otra forma

de verlo es que en cada punto tiene uno y solo un plano tangente bien definido.

i Son superficies? ; Por qué si? ;Por qué no?.

Definicién 2 Un subconjunto S C R? es una superficie reqular si, para cada p € S,

existe un entorno V. en R® y una aplicacién o : U — VNS de un subconjunto abierto

U de R? sobre VNS C R3 tal que:

(x(u,v), o v, z(u,v))




Capitulo 1. Preliminares 19

1. ¢ es diferenciable. Esto significa que si escribimos:

o(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) €U

las funciones x(u,v), y(u,v), z(u,v) tienen derivadas parciales continuas de to-

dos los drdenes en U.

2. @ es un homeomorfismo. Como ¢ es continua por la condicion 1, esto significa

1. VNS — U que es continua; es decir, ¢! es

que @ admite tnversa ¢
la restriccion de una funcién continua F : W C R3 — R? definida sobre un

conjunto abierto W que contiene a V N S.

3. Condicién de regularidad. Para cada q € U, la diferencial D ¢, : R* — R3 es

myectiva.

Observacion.

1. La aplicacién ¢ se denomina una parametrizacién o un sistema(local) de
“coordenadas” en (un entorno de) p. El entorno VNS se denomina un entorno

coordenado.

2. La condicién 1 y 3 implican la condicion 2, esto es de gran utilidad en la

préctica.

Si S es superficie regular, U C S, ¢ : Uy — U = ¢(Uy), con Uy C R?, abierto, y de
clase C* tal que:

i. ‘99” X 8@ o 0.

ii. © es 1nyect1va.

Entonces ¢ es un homeomorfismo de Uy sobre U = ¢(Uy) y U es abierto.

Demostracion.
Ver [[4],pag 66] O

Ejemplo 2 Demostrar que la esfera unidad
§* ={(w,y,2) e R, 2* + ¢ + 22 = 1}

es una superficie regular.
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Primero verifiquemos que la aplicacién o, : U C R? — ¢ (U) C R? dada por

pr(@y) = (v, +VT=@+9)) (y)eU

donde R? = {(z,y,2) € R} 2 =0} y U = {(z,y) € R%2? + y*> < 1} es una para-
metrizacién de S?. Obsérvese que ¢;(U) es la parte (abierta) de S? por encima del

plano xy.

Ya que (z,y) € U, se tiene que x°+y* < 1y por consiguiente la funcién ++/1 — (22 + 32)
tiene derivadas parciales continuas de todos los 6rdenes. Por tanto, ¢; es diferencia-

ble y se da la condicién 1.

La condicién 3 se verifica inmediatamente puesto que:

1

Para comprobar la condiciéon 2, observamos que ¢; es inyectiva y que @1 es la

restriccién de la proyeccion (continua) 7(z,y,2) = (x,y) sobre el conjunto ¢;(U).

Por tanto, ¢; ! es continua en o (U).

Ahora recubriremos totalmente la esfera con parametrizaciones similares, de la ma-

nera siguiente. Definimos 5 : U C R? — R? mediante

po(a.y) = (v, —VI= @ +97)

compruébese que ¢, es una parametrizacién y obsérvese que ¢1(U) U po(U) recubre

S? excepto el ecuador

{(z,y,2) eER% 2> +y* =1,z = 0}
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Entonces, utilizando los planos xz y zy, definimos las parametrizaciones

po(@,2) = (0, +y/T— (@2 + 22, 2),
pu(a2) = (2, —V/T= (@ +7),2),
ws(y,2) = (+ 1= (2 + 22)7y72) :
poly2) = (—VI= WP+ 2).9.7)

las cuales, junto con ¢; y (9, recubren a S? completamente, demostrando que S? es
una superficie regular.

Para la mayoria de las aplicaciones, es conveniente relacionar las parametrizaciones

con las coordenadas geograficas en S?. Sea V = {(6,04);0 < 0 < 7,0 < ¢ < 27}y
sea o : V — R3? definida por

(0, ¢) = (sin B cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 0).

Claramente, (V) C S%. Se demostrard que ¢ es una parametrizacién de S?. Ha-

bitualmente 6 se denomina la colatitud (el complementario de la latitud) y ¢ la
longitud.
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Es claro que las funciones sin @ cos ¢, sin#sin ¢, cosf admiten derivadas parciales
continuas de todos los érdenes; de donde, ¢ es diferenciable. Ademas, para que los

determinantes jacobianos.

gg: Z; = cos 0sin ¢,
ggg: ;i = sin” 0 cos ¢,
ggg: ;; = sin® @ sin ¢,

se anulen simultaneamente, es necesario que
cos® @ sin? @ + sin® 0 cos® ¢ + sin* fsin® ¢ = sin*0 = 0

Esto no tiene lugar en V, por tanto se satisfacen las condiciones 1 y 3 de la definicién
2.

A continuacién, observamos que dado un (z,y, 2) € S?—C, donde C es el semicirculo
C ={(z,y,2) € S*;y=0,2 >0},

6 estd univocamente determinado por 6 = cos™! z, pues 0 < § < 7. Conociendo 6,
hallamos sin @ y cos€ a partir de x = sinf cos ¢, y = sinfsin ¢, y esto determina
¢ con unicidad (0 < ¢ < 27). De ahi se sigue que ¢ admite una inversa ¢~ '. Para

completar la verificacién de la condicién 2, deberiamos probar que ¢! es continua.
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1.3. Superficies en implicitas

Definicién 3 Dada una aplicacién diferenciable F : U C R® — R definida sobre un

conjunto abierto U de R3 decimos que p € U es un punto critico de F si:
VFE(p)=0

Y se dice que F(p) € R es un valor critico de F.

Un nimero real a € R se denomina valor regular de F' cuando:
1. Ip € U tal que F(p) =a

2. VF(p) #0

Proposicién 2 Si f: U C R? — R es una funcién diferenciable y a € f(U) es un

valor regular de f, entonces f~1(a) es una superficie reqular de R3.

Demostracién. Seap = (g, yo, 20) un punto de f~'(a). Como a es un valor regular
de f, luego por definiciéon Vf, # 0 asi es posible suponer %(p) = f.(p) # 0.
Definimos la aplicaciéon F': U C R3 — R3 mediante

Fa,y,2) = (z,y, f(2,9,2)),

y denotamos por (u,v,t) a las coordenadas de un punto de R? de donde F' toma sus

valores. La diferencial de F' en p viene dada por

1 0 0
0 1 0
fo fy [

de donde
det (de) =f.#0

Por esta razén podemos aplicar el teorema de la funcién inversa, que garantiza la
existencia de entornos V de p y W de F(p) tales que F' : V. — W es invertible y la

inversa F~1' : W — V es diferenciable.
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Se deduce entonces que las funciones componentes de F'~!, es decir, las funciones.
r=u y=v z=guvt) (uv,t)eW

son diferenciables.

Como

F(fa)nV) = F(f(a)

se tiene que:

fHa)nV = FHE(f(a)n V)
= F'{(u,v,w):w=a}NW)
= F'({(u,v,w):w=a})nF W)
= F'{(u,v,w):w=a})NV

y definiendo la proyeccion:

(1S Hg(V) — R
(u,v) = P(u,v) =g(u,v,a)

Tomando la parametrizacién

p: I3(V) — R?
(u,0) = plu,v) = (u,0,9(u,v))
concluimos que la grafica de ¢ es f~!(a) N V. Luego se tiene que f~'(a) NV es un

entorno ordenado de p. Por tanto, para cada p € f~'(a) se puede recubrir con un

entorno coordenado, y de ahi, f~!(a) es una superficie regular. O
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Ejemplo 3 Las llamadas superficies cuadrdticas o simplemente cuddricas, se defi-

nen mediante las ecuaciones de la forma

flx,y,2) = A* + By’ + C2* + Exy+ Frz + Gyz + Hr + Iy + Jz + K =0

con base en rotaciones y traslaciones de los ejes coordenados, se puede llevar a

f(z,y,2) a uno de los siguientes casos candnicos. ;Cudles son superficies regula-

res?

Tenemos los seis casos siguientes:

1. Elipsoide

2. Hiperboloide de una hoja

3. Hiperboloide de dos hojas:




Capitulo 1. Preliminares

26

4. Paraboloide eliptico

5. Paraboloide hiperbdlico

6. Cono cuddrico

2

—I—b2
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Utilizando la proposicién anterior, definimos para el caso (1), (2) y (3) la funcién

f: R3 — R

(x,y,z) %:l:g—;:l:i—z—l

y cuyo gradiente es

Vf= <i2—x L2 :i:i—j)

a2’ b2’
y este se anula cuando z =y = 2z = 0.
Asi

Vfl,=04p=(0,0,0)

Pero

(0,0,0) ¢ f(0)

entonces 0 es un valor regular de f y f~1(0) que es superficie regular.

Para los conjuntos (4) y (5), definimos a f como

fi R — R
(x,y,2) — Z—;:I:g—;—z
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y cuyo gradiente es

a2’ b2’

Vf= (i2—x L —1)

y como —1 # 0

v, #0

para todo p. Donde 0 es un valor regular de f y f~1(0) que es superficie regular.

Para el caso (6) este se analizara en un ejemplo mas adelante.

Proposicién 3 (Resultado 1til para saber que algo no es superficie).
Sea p un punto de la superficie S. Entonces existe un subconjunto abierto U en R?,
una funcion de clase C* f : U — R, y un entorno abierto V de p en R3 tales que

se cumple una de las tres igualdades siguientes:

SNV ={(z,y,2) ER3: (y,2) € Usz = f(y,2)};
SNV ={(z,y,2) ER®: (z,2) e Usy = f(z,2)};

SNV ={(z,y,2) eR®: (x,y) € Uiz = f(z,9)};
Demostracién. Ver [[6], pdg 124-125] O

Ejemplo 4 El cono S = {(x1, 72, 23) € R® : 1% + 25> = 13} no es una superficie.
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En efecto, si lo fuera, existiria un entorno abierto V de origen 0 de R?® de modo que
la interseccion S NV seria el grafo de una funcién de clase infinito definida en un

subconjunto abierto del plano R2.

Esto implica, en particular, que alguna de las tres proyecciones lineales de direcciones

paralelas a los ejes coordenados,

;i SNV — R?

($1,$2,$3) = (»’CjJ?k)

donde {1, j,k} = {1,2,3}, ha de ser inyectiva. Pero esto es falso porque para valores
suficientemente pequenos de xy, zo, 3, y para cada punto (z1,xe,z3) € SNV, los

puntos (£, £x9, +x3) pertenecen a SN V.

1.4. Funciones diferenciables sobre superficies

Definicién 4 (Curvas en una superficie). Sea S una superficie y C una curva o
un arco de curva del espacio R3. Diremos que C es una curva o arco de curva de S

si C estd contenida en S.
Ejemplo 5 Si a,b,c y d son nimero reales tales que ac # 0.
Las hélices circulares parametrizadas por:

f: R — R3
t +—  (cos(at +b),sin(at + b), ct + d)

son curvas del cilindro S = {(z,y,2) € R®: 22 +y? = 1}.
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Asi lo es la curva C3 de la figura. También la recta C y la circunferencia Csy que se

obtiene para los valores a = 0 y ¢ = 0, respectivamente son curvas de S.

Proposicién 4 Sea p un punto de una superficie reqular S, y sean ¢ : U C R? — S,
¢ :V CR?*— S dos parametrizaciones de S tal que p € o(U)N¢(V) = W. Entonces
el cambio de coordenadas h = ¢ 1o¢ : 7L (W) — =Y (W) es un difeomordismo;

es decir, h es diferenciable y tiene inversa h™' diferenciable.

Demostracién. h = ¢~ o ¢ es un homeomorfismo, ya que es la composicién de
homeomorfismos. No es posible concluir, por un argumento analogo, que h es dire-
fenciable, ya que ¢! estd definida en un conjunto abierto de Sy todavia no sabemos

lo que significa la diferenciabilidad de una funcion sobre S.

Procederemos de la siguiente manera. Sea r € ¢~ (W) y pongamos ¢ = h(r). Como

o(u,v) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v)) es una parametrizacién, podemos admitir que

Ahora extenderemos ¢ a una aplicacién F : U x R — R? definida por
F<U’U7t) = (J?(U,U),y(U,U),Z(U,U) + t) ) (U7U> < Ua teR

Geométricamente, F' aplica un cilindro vertical C', sobre U, en un “cilindro vertical”
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sobre ¢(U), aplicando cada seccién de C' con altura t en la superficie p(u,v) + e,

donde e3 es el vector unitario del eje z.

Es claro que F' es diferenciable y que la restriccion F |UX{0} = . Calculando el

determinante Jacobiano en ¢, obtenemos:

gz 9z
ou 0
o o of = w2,
a_;‘ a_z A(u,v)
ou Ov

‘a_gg @'

— ou Ov

9y Oy

ou  Ov

Az, y)

Por esta razon es posible aplicar el teorema de la funcién inversa, que garantiza la

existencia de un entorno M de o(p) en R? tal que F~! existe y es diferenciable en M.

Por la continuidad de ¢ y para el entorno W de p, existe un entorno N de r en V
tal que ¢(NN) C M, obteniéndose

h’N:F_IO¢|N

es la composicién de aplicaciones diferenciables, por consiguiente h es diferenciable

en r. Como 7 es arbitrario, h es arbitrario en ¢~ (W).

Puede aplicarse exactamente el mismo argumento para demostrar que la aplicacién

h~! es diferenciable, y, por tanto, h es un difeomorfismo. O

Observacion. En otras palabras, si ¢ y ¢ vienen dadas por

o(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) (u,v) €U
o(&,m) = (x(&n),y(&n), 2(§,m) (&) €V
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entonces el cambio de coordenadas h, dado por,

u=u(&n), v=uv&mn), (&n) e (W)

tiene la propiedad de que las funciones u y v admiten derivadas parciales continuas

de todos los érdenes. Como

esto implica que los determinantes jacobianos de h y h~! son no nulos en todos los
puntos. Ahora se dara a conocer una definicion explicita de los que se entiende por

funcién diferenciable sobre una superficie regular.

Definicion 5 Sea f : V C S — R una funcion definida en un subconjunto abierto V-
de una superficie reqular S. Se dice que f es diferenciable en p € V si, para alguna
parametrizacion o : U CR* — S con p € p(U) C V, la composicion fop:R* = R
es diferenciable en p~(p). Y se dira que f es diferenciable en V si es diferenciable

en todos los puntos de V.

La definicién de diferenciabilidad se puede extender facilmente al caso de aplicacio-

nes entre superficies.

Definicién 6 Una aplicacion continua ¢ : Vi3 C S — So de un conjunto abierto
Vi de una superficie reqular Sy en una superficie reqular Sy se dice diferenciable en

p € Vi si, dada las parametrizaciones
01 : U CR2 = S;  ¢y:UyCR2— S,
con p € p1(U1) y o(p1(Ur)) C ¢2(Us), la aplicacion
prlopop Ui = Us

es diferenciable en q = o1 *(p).
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Observacion. Notese que si S, S son superficies y F': S; — S5 es una aplicacion
difereciable, se dira: F es un difeomorfismo si es diferenciable con inversa diferenciable

y se sice que 57 es difeomorfo a Ss.

Ejemplo 6 Sea S? la esfera cuya ecuacién es x® + y*> + 22 = 1 y sea G(z,y,2) =
(x,y,++y/1 — (22 + y?)) (una aplicacion definida de la esfera al hemisferio superior).

Demostrar que G es diferenciable.

G S? — 52
<x7ya Z) = (xvya I (x2+y2))

Se vera que G es diferenciable.

Donde:
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Ast:

ho= 67 o Gop(u,)
— 7 0 Glu, v, /1= (@ + 7))
— 7 (wv, /1= (2 1 7))

= <u7 1))

es diferenciable.

Ademas es diferenciable ya que existen las derivadas parciales
oh Oh
—, — | =(1,1
(au7 8U> ( ? )

Por lo tanto, G es diferenciable en el punto p.

1.5. Plano tangente

Definicién 7 (Plano tangente).

Fijado un punto p en la superficie S denotemos mediante I'(p; S) al conjunto de todas
las parametrizaciones regulares (I, ) tales que 0 € I, a(0) = p y a(I) estd contenido
en S. Notese que no estamos sino coleccionando los arcos de curvas requlares de S
que pasan por p. Por comodidad coleccionamos sus parametrizaciones, a las que pe-
dimos que pasen por p en el instante t = 0. Por supuesto, todo arco de curva regular

de S que pasa por p admite una parametrizacion de este tipo.

Se llama plano vectorial tangente a la superficie S en el punto p al conjunto

T,(5) = {/(0) € B+ (I,a) € (p; $))
= {d(0)|a: I CR — S;diferenciable, a(0) = p}
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W\—/ u

{ (y:((),l)—»UCR2
a(0) =¢q

En consecuencia, T,(S) es el conjunto de los vectores tangentes asociados a los arcos

de curvas requlares de S que pasan por p en el tiempo t = 0.

Proposicién 5 Sea ¢ : U C R? = S una parametrizacion de una superficie reqular

S y sea q € U. FEl subespacio vectorial de dimension 2,

dp,(R?) C R3,
coincide con el conjunto de los vectores tangentes a S en ¢(q).
Demostracién. Sea w un vector tangente en ¢(q), es decir, w = o/(0), donde
a: (—¢g,e) = U es diferenciable y a(0) = p(q). Lacurva 8 = o toa: (—¢,e) = U

es diferenciable. Por la definicién de diferencial , tenemos dy,(5'(0)) = w. De donde,

w € dipg(R?).

Por otra parte, sea w = dip,(v), donde v € R% Es claro que v es el vector velocidad

de la curva v : (—¢,e) — U dada por
v(t)=tv+gq, te(—ee).

Por la definicién de diferencial, w = o/(0), de donde o = ¢ o y. Esto demuestra que

w es un vector tangente. O
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Observacion. Esta proposicion nos dice:

1. T,

»(S) = Img (dy,), es el plano vectorial tangente a S en p.

2. Una base para T,(S) viene dado por B, = {22],, 22| }.
3. dy, : R* = T,S es un isomorfismo de espacios vectoriales.

4. El plano T,(S) + p que pasa por p = ¢(q) se llama plano tangente afin a S en
.

1.5.1. Aplicaciéon tangente.

Con la nocién de plano tangente, podemos hablar de la diferencial de una aplicacion
entre superficies. Sean S7 y Sy dos superficies regulares y sea f : V C S; — S, una
aplicacion diferenciable de un conjunto abierto V' de S} en S;. Si p € V, sabemos
que cada vector tangente w € T,(S) es el vector velocidad o/(0) de una curva pa-
rametrizada diferenciable a : (—e,¢) — V con o/(0) = p. La curva 8 = f o« es tal
que 3(0) = f(p), y por tanto 3'(0) es un vector de T¥,)(S2).

0 ddp(W)

Proposicién 6 Dado w, el vector 5'(0) no depende de la eleccion de «. La aplicacion
tangente o diferencial de f enp, d,f : T,(S1) = T (S2) definida por d, f(w) = 5'(0)

es lineal.

Demostracién. Ver [[4],pig 95] O
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Ejemplo 7 Sea S? C R? la esfera unidad.
§? ={(z,y,2) € R%2* + 1 + 2" =1}

Sea R, : R3? — R3 la rotacién de angulo 6 alrededor del eje z. Entonces R, res-

tringida a S? es una aplicacién diferenciable de S2.

Calculemos (dR,g),(w), p € S% w € T,(S?). Sea a : (—e,e) — S? una curva

diferenciable con a(0) = p, o/(0) = w. Entonces, como R, es lineal,

(@R.g)w) = S (Repoalt))es

= R.p(c/(0)) = Rz p(w)

Obsérvese que R, 4 deja fijo el polo norte N = (0,0,1) y que (dR.q)n : Tn(S?) —

Tn(S?) es precisamente la rotacién del dngulo 6 en el plano T (S?).

Retrospectivamente, lo que hemos hecho hasta ahora es extender las nociones del
célculo diferencial en R? a superficies regulares. Habida cuenta de que el cdlculo di-
ferencial es una teoria esencialmente local, hemos definido una entidad( la superficie
regular) que era localmente como un plano, salvo difeomorfismos, y entonces esta
extension se volvié natural. Deberia esperarse por tanto que el teorema basico de la

funcién inversa se extienda a aplicaciones diferenciables entre superficies.

Diremos que una aplicacién ¢ : U C S; — S5 es un difeomorfismo local en p € U si
existe un entorno V' C U de p tal que ¢ restringida a V' es un difeomorfismo sobre
un conjunto abierto (V') C Sy. Asi el teorema de la funcién inversa para superficies

sS€ expresa:

Proposiciéon 7 Si S y Sy son superficies requlares y ¢ : U C S — So es una
aplicacion diferenciable de un conjunto abierto U C Sy tal que la diferencial Dy, de

p enp e U es un isomorfismo, entonces ¢ es un difeomorfismo local en p.

Demostracién. Ver [[4],pig 96] O
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Ejemplo 8 Considérese la grifica de la funcion z = \/ (z? + y2)2, generada al rotar

la curva z = z*/3 alrededor del eje z.

Como la curva es simétrica con respecto al eje z y admite una derivada continua que
. / 3 2,

se anula en el origen, es claro que la grafica de z = {/ (2% 4 y2)” tiene al plano xy como

plano tangente en el origen. Sin embargo, la derivada parcial z,, no existe en el origen

y la grafica considerada no es una superficie regular segtin se definié anteriormente.

1.5.2. Orientabilidad

Definicién 8 (Vector normal). Sea p un punto de la superficie S. Se denomina
vector normal a S en p y se designa por N, a cualquiera de los dos vectores

unitarios que son ortogonales al plano T,S.

Ejemplo 9 Si S es la esfera de centro en el origen y radio 1 yp = (1,0,0), y ademds

tenemos que T,S = {x = 0}, luego tenemos que el vector normal N, = £(1,0,1).

z

Vp
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Proposicién 8 Sea V un subconjunto abierto de R®, F : V — R wuna funcién

de clase infinito y ¢ € R un valor reqular de F. Sea p un punto de la superficie
S ={(z,y,2) € V: F(z,y,z) = c}. Entonces:

&
oF oF oF
T,(S) ={X e R :< X,VF|, >=0} = { (£.6,&) : | 5-(0) -(0) 5-(0)| | &
ox dy 0z
3
y N, = Hg?g;” es una vector normal a S en p.

Demostracion. La segunda igualdad es consecuencia inmediata de la primera. Pa-
ra ésta, obsérvese que los dos miembros de la igualdad son subespacios vectoriales

de R3 de dimensién dos pues, al ser ¢ valor regular de F', el gradiente VF (p) # 0.

En consecuencia, es suficiente demostrar que para cada vector v € 1,5, su producto

escalar por VF(p) es nulo.

Sea (I,a) € I'(p; S) tal que v = &/(0). Como cada «(t) € S resulta que la funcién
f(t) = F(a(t)) es constante, luego su derivada es idénticamente nula, y en particular,

como queriamos demostrar,

0= f'(0) = DF((0))(a’(0)) =< VF(p),v >

Al medir la variacion del vector normal a una superficie da lugar a la siguiente defi-

nicion de orientabilidad.

Definicién 9 Una superficie S se dice orientable si existe una aplicacion continua
Ng : S — R3 tal que para todo punto p € S, el vector Ng(p) es un vector normal
unitario a S en p. Diremos que Ng es un campo continuo de vectores unitarios

normales a S. Una superficie orientada es el par (S, Ng).
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Observaciéon . Sea F' : V — R una funcién de clase infinito cuyo dominio es el

subconjunto abierto V' de R3, y ¢ un valor regular de F, asi se tiene que

S ={(z,y,2) € V: F(z,y,%z) = ¢} es orientable.

Noétese que, de hecho, Ng : S — S? es una aplicacién que toma valores en la esfera
S? de centro en el origen y de radio uno, pues ||[Ng(p)|| = 1 para cada punto p € S.

1.6. La primera forma fundamental

Hasta aqui nos hemos fijado en las superficies desde el punto de vista de la diferencia-
bilidad. Empezaremos con el estudio de mas estructuras geométricas transportadas

por la superficie. La mas importante de éstas es la primera forma fundamental.

El producto interior natural de S C R? induce en cada plano tangente T,(S) de una

superficie regular S un producto interior, que se denotard por <, > .

Tp(S) = im(dipg) = I{pu. o}

3

Sea ¥, € R definimos el producto punto en R3 como < 0,4 >= Y v;w;
1

Definamos la funcién

I,: T,(9XT,(S) — R
(U, W) = < U,W >,
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Definicién 10 La primera forma fundamental I, en T,(S), es definida por

L,(5,%) = < ¥, >,

en la superficie reqular S en el punto p.

La primera forma fundamental nos permite hacer mediciones sobre la superficie (lon-
gitudes de curvas, angulos de vectores tangentes, areas de regiones) sin referirnos al

espacio ambiente R3.

Ahora expresaremos la primera forma fundamental en la base {¢,, p,} asociada a
la parametrizaciéon ¢ : U C R? — S en p. Como un vector tangente w € T,(S5) es
el vector tangente de una curva parametrizada a(t) = ¢(u(t),v(t)), t € (—¢,¢), con

p = a(0) = p(ug, vo), geométricamente lo podemos ver de la siguiente figura:

Tenemos que:

alt) = @od
= p(ult),v(t))

Como U'y w son vectores tangentes a la curva parametrizada tenemos: v = u’ 3—54—1/ g—f

= _ 100 10p
yw—uau—i-vav
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L(#,%) = <@,w>
= < ,g—i—i-vlg—f, ’g—(’DJr ’g—f>
= < ,Z_gp, ’g—z>+< ’gﬁ,u’g—Z>+ /g%’”/g_f>+< ’g—f,v’g—f>
=

Asi la primera forma fundamental es:
1(0,@) = E(W)* + 2Fu'v' + G(v')’

en donde los valores de las funciones involucradas se evalian en t = 0, y ¢ = (uo, vo)
se tiene:
2
E(uo,v0) = < Pu, Pu Zp = llull

F(ug,v0) = < @u, 0o >, =< Qu, Vo >p

G(UO,U()) = < Py, Yo >p = ‘|()DUH2

son los coeficientes de la primera forma fundamental en la base {¢y, ¢, } de T,(S).

Observacién

1. La matriz de la primera forma fundamental I, de S en el punto p respecto de

la base {@u, ¢, } del plano tangente T,,(S) asociado a la parametrizacén ¢ es:

(7 ¢)

2. Los ntimeros reales E,G y EG — F? son positivos.
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Ejemplo 10 El cilindro recto apoyado sobre el circulo x* +y?> = 1 admite la para-

metrizacion ¢ : U — R3, donde

v

o(u,v) = (cosu,sinu,v)

U={(u,v) e R} 0 <u<2r,—00<v <00}

Para calcular la primera forma fundamental, observemos

Yy = (—sinu,cosu,0)
e, = (0,0,1)
y por consiguiente,
— — ain2 2, —
E = <y, pu>,=sin"u+cosu=1

T
Il

< Puy o >, =0

G = <ppp>,=1
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1.6.1. Calculo de longitudes y angulos

Como mencionamos antes, la importancia de la primera forma fundamental I pro-
cede del hecho de que conociendo I podemos tratar cuestiones métricas sobre una
superficie regular sin otras referencias al espacio ambiente R3. Asi, la longitud de

arco s de una curva prametrizada « : I — S viene dada por

s(t) :/|o/(t)|dt:/\/< (1), (1) >dt:/\/1(a’(t))dt

En particular, si a(t) = ¢(u(t),v(t)) estd contenida en un entorno coordenado co-
rrespondiente a la parametrizacion ¢(u,v), podemos calcular la longitud de arco de

« entre, pongamos por caso, 0 y ¢t mediante

s(t) = / \/E(u’)2 +2Fuv' + G(v')? dt

También el angulo # bajo el que se cortan dos curvas parametrizadas o : I — 5,

B:1— S ent=tyviene dado por:

< (to), B'(to) >ato)
| (t0)]a(to)] B’ (to) | ato)

En particular, al angulo ¢ entre las curvas coordenadas de una parametrizacién

cosf =

¢(u,v) que se interseptan en p, es

< Pu,pp >p F

euloles  VEG

cos p =

1.6.2. Calculo de areas

Otra cuestién métrica que puede tratarse con la primera forma fundamental es el
célculo (o la definicién) del drea de una regién acotada de una superficie regular
S. Un dominio regular de S es un subconjunto abierto y conexo de S tal que su
frontera es la imagen de un circulo mediante un homeomorfismo diferenciable que es
regular (es decir, su diferencial es no nula) excepto en un ntimero finito de puntos.

Una regién de S es la unién de un dominio con su frontera. Una regién de S C R3
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estd acotada si estd contenida en alguna bola de R3.

Consideremos regiones acotadas R que estén contenidas en un entorno ¢(U) de una
parametrizacién ¢ : U C R? — S. En otras palabras, R es la imagen mediante ¢ de

una regién acotada Q C U.

Intuitivamente la funcién |, X ¢,|, definida en U, representa el drea del paralelo-

gramo generado por los vectores ¢, v ©,.

Definicién 11 Sea R C S una region acotada de una superficie reqular contenida en

el entorno coordenado de una parametrizacion ¢ : U C R®* — S. El nimero positivo
[ [leaxodauao=am), Q=¢(m),
Q

Se denomina el drea de R. Donde la integral no depende de la parametrizacion de .

Observacion. Del dlgebra lineal tenemos la identidad:

00 X @ul” + < @y 00 >2 = |0ul* - 00|

|2 = “;Ou’2 : |S0v‘2 — < Qu, Pu >?

— EG-F?

lou X 0y
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de donde el integrando de A(R) se puede escribir como
lou X 0] = VEG — F?

Observacion. En un gran ntimero de superficies, la restriccién que fijamos de la
regiéon () debe estar contenida en un entorno coordenado no es muy grave, pues
existen entornos que cubren la superficie excepto algunas curvas que no contribuyen

para el area.

Ejemplo 11 Calculemos el drea del toro. Para ello, consideramos el entorno coor-

denado correspondiente a la parametrizacion.

¢

) N

o(u,v) = ((a + rcosu)cosv, (a+rcosu)sinv, rsinu), 0 < u < 2w, 0 <u <27
que recubre el toro, exceptuando un meridiano y un paralelo.

Los coeficientes de la primera forma fundamental son

E=7r% F=0, G=(rcosu+a)’

luego

VEG — F?2 =r(rcosu + a)
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Ahora, consideremos la regién R. obtenida como la imagen mediante ¢ de la regién

Q- dada por (¢ > 0 y pequeno),
Q. ={(u,v) eER},0+e<u<2r—¢ 0+e<v<2r—¢}
Utilizando la definicién anterior obtenemos

AR.) = //sr(rcosu+a)dudv

2m—e T—€
= / (r? cosu + ra)du / dv
0+ O+e

= 72(2r — 2¢)(sen(27r — €) — sine) + ra(2w — 2¢)
Haciendo € — 0 en las expresiones de arriba, obtenemos
A(T) = limA(R.) = 4r*ra

Continuaremos con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 12 Los primeros coeficientes fundamentales de la superficie S son:

E(u,v) = cotg’u, F(u,v) =0 y G(u,v) = sin’uw.

Calcular el drea encerrada por el tridngulo curvilineo T', imagen por ¢ del tridngulo
de R? limitado por las rectas {2u = 1},{u =v} y {v =1}.

\Y I u=v
17T V=1

I
c

2u=1 1
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El determinante de la matriz de la primera forma fundamental en el punto (u,v),

respecto de la base del plano tangente Ti,(,,,)S es:

E(u,v)G(u,v) — F*(u,v) = cos®u

El tridngulo curvilineo® R = ¢ }(T') de la figura anterior es el limitado por las rectas

del enunciado, con vértices:

(1, /11 P
b1 = 27 y P2 = 272 , P1= ;

R={(u,v) eR{u<v<1,-<u<l}

N | —

En particular, cosu > 0 en R, luego \/FE(u,v)G(u,v) — F2(u,v) = cosu, por lo que

el area encerrada por T vale

Area(T) = /R VE(u,v)G (u,v) — F2(u,v) du dv

= /cosududv
R
1 1

= /cosu /dv du
1/2 u

1

= /(1 — u) cosudu

1/2

2Un tridngulo curvilineo en la superficie S es un subconjunto P de S que es imagen por una
parametrizacién a de un tridngulo P’ de un abierto U € R2.
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Integrando por partes, y llamando w = sinu, obtenemos

/ucosudu = /udw
= uw—/wdu

= usinu—/sinudu

= wusinu + cosu
Luego la primitiva de (1 — u) cosu es la funcién:
F(u) =sinu —usinu — cosu = (1 —u)senu — cosu
y por tanto,
1 1

1
Area(T) = F(1) — F(1/2) = cos 5 — §sin§ —cos 1



Capitulo 2
Geometria Local de las Superficies

En este capitulo estudiaremos la forma de la superficie en un entorno de un punto,
para ello introduciremos las definiciones: aplicacién de Gauss, curvaturas principales
y direcciones principales, curvatura gaussiana, curvatura media y curvatura geodési-
ca, ademas, clasificaremos los puntos de una superficie y estudiaremos las curvas

especiales sobre las superficies.

2.1. Aplicacién de Gauss

Iniciemos recordando, que dada una parametrizaciéon ¢ : U C R? — S de una
superficie regular S en un punto p € S, podemos elegir un vector unitario normal en

cada punto de ¢(U) mediante la expresién.

7 Pu X Py
N(q) = ———(q), qe U
(q) ,%X%‘() o(U)

Asi, tenemos una aplicacion N : ¢(U) C S — R3 que asocia a cada ¢ € ¢(U) un

vector unitario normal N(q).
Maés generalmente, si V' C S es un subconjunto abierto en S y N : V — R? es una

aplicacion diferenciable que asocia a cada ¢ € V un vector unitario normal en ¢,

decimos que N es un campo diferenciable de vectores unitarios normales en V.

50
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Una orientacién N en S induce una orientacién sobre cada espacio tangente 7,(.5),
p € S, como sigue. Definase una base {v,w} € T,,(S) como positiva si < v x w, N >

es positivo. El conjunto de todas las bases positivas de T,,(.S) es una orientacién para
T,(5).

De aqui en adelante se va a denotar a S como una superficie regular orientable en
la que ha sido elegida una orientacién (es decir, un campo diferenciable de vectores
unitarios normales a N); nos referimos a esto diciendo simplemente que S es una

superficie con orientacion N.

Definicién 12 Sea S C R3 una superficie con una orientacion N. La aplicacion
N : S — R3 toma valores en la esfera unidad S* = {(x,y, z) € R® 2? +y*+ 2% = 1}
La aplicaciéon N : S — S? asi definida, se denomina la Aplicacién de Gauss de

S.

N(p)

Observacion. Es inmediato verificar que la aplicacion de Gauss es diferenciable.
La diferencial d,N de N en p € S es una aplicacién lineal de T,(S) en T, (S?).
Como T,(S) y Tnp)(S?) son planos paralelos, d, N puede observarse como una apli-

cacién lineal en 7,,(5).

La aplicacién lineal d,N : T,(S) — T,(S) opera como sigue. Para cada curva para-
metrizada a(t) en S con a(0) = p, consideremos la curva parametrizada N o a(t) =
N(a(t)) en la es esfera S?; esto equivale a restringir al vector normal N a la curva
a(t). El vector tangente N'(0) = d,N(a/(0)) = (N o a)'(0) es un vector de T,,(5).
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Asi, d,N mide cémo N se aleja de N, en un entorno de p.

Ejemplo 13 Considérese la esfera unidad

S% = {(z,y,2) € R%2? + 9> + 22 =1}

Si a(t) = (z(t),y(t), 2(t)) es una curva parametrizada en S?, entonces
2rx’ +2yy + 222/ =0

lo cual demuestra que el vector (z,y, z) es normal a la esfera en el punto (z,y, z).

Asi N = (z,y,2) y N = (—x,—y, —z) son campos vectoriales unitarios normales en
S2.

Fijamos una orientacién en S? eligiendo N = (—z, —y, —2) como campo normal.

Notese que N apunta hacia el centro de la esfera.

Restringido a la curva a(t), el vector normal

AN (2'(), y'(1), 2'(1)) = N'(t) = (=2'(t), =/ (1), =2'(1));

es decir, d,N(v) = v para todo p € S* y todo v € T,(S?). Nétese que con la eleccién
de N como campo normal (es decir, con la orientacién opuesta) habriamos obtenido
dy(v) =v
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La siguiente proposicién contiene un hecho importante concerniente a d,N.

Proposicién 9 La diferencial d,N : T,(S) — T,(S) de la aplicacion de Gauss es
una aplicacion lineal autoadjunta, es decir, < d,N(v),w >=<v,d,N(w) >, Yv,w €
T,(5).

Demostracién. Como d,N es lineal, basta con verificar que < d,N(w;), wy >=<
wy,d,N(we) > para una base {wy,ws} de T,(S). Sea ¢(u,v) una parametrizacién
de S en py {eu, vu} la base asociada de T,(5). Si a(t) = ¢(u(t),v(t)) es una curva

parametrizada en S, con «(0) = p, tenemos

dpN(/(0)) = dpN(put'(0) + 0u0'(0))
d

— %N(u(t),v(t))!tzo

= N,'(0) + N,o'(0)

en particular, d,N(¢,) = N, y d,N(¢,) = N,. Por lo tanto, para probar que d,N es

autoadjunta, basta demostrar que

< Ny, py >=< g, Ny >



Capitulo 2. Geometria Local de las Superficies 54

Para ver esto, tomemos las derivadas de < N, ¢, >= 0y < N, ¢, >= 0, con respecto

a vy u, respectivamente, y obtenemos

0
— < N,p,> = 0

ov
0Py,
<—, 0, >+ <N, —> =0
ov ? + ov
< Ny, oy >4+ < N,y > = 0

y
0
— < N,p,> = 0
8u 7()0
ON 0y,
< — 0y >+ <N, 14 > = 0
ou ou

<Ny, >+ < N,y > = 0
por consiguiente

< Ny, o >+ < N,y >=0
< Ny, >+ < N,y >=0

Luego,

< Ny, py >= — < N,y >=< Ny, 0 >

Observacién.

1. El operador lineal autoadjunto, llamado el operador de forma de la superficie

S en p, se definird por:

sp=—d,N : T,(S) — T,(5)

y se denominara Operador de Weingarten.
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2.2. Segunda forma fundamental.

El hecho de que s, : T,(S) — T,(S) es una aplicacién lineal autoadjunta nos per-
mite asociar a s, una forma cuadrética @) en T,(95), dada por Q(v) =< s,(v),v >,
v e T,(9).

Se llama segunda forma fundamental de la superficie orientable (S, Ng) en el punto
p € S a la aplicacién bilineal

11,

D

T,(S)xTp(S) — R
(w1, ws) = < sp(w), we >= — < d,N(wy),wy >

Vamos a expresar ahora el operador de Weingarten y la segunda forma fundamental

usando coordenadas locales.

Para ello supongamos que ¢(u,v) es una parametrizacién de la superficie S. Sea
p €Sy a(t)=p(u(t),v(t)) una curva parametrizada en S, con a(0) = p. El vector

tangente a «(t) en p es :

a/:u/gou—l—vl(pv
por lo que al aplicar la diferencial de la aplicacién de Gauss a este vector se tiene:

AN

AN (o) = == (u(t), v(t)) = w'N, + /N, (2.1)

ON ON ’
donde N, = 5 v N, = 5. Ademés N, y N, pertenecen a T,(S) ya que ambos son
ortogonales a N, lo cual se sigue de derivar la relacion < N, N >= 1, con respecto
a las variables u y v, respectivamente. En consecuencia N, y N, se expresan como

una combinacion lineal de los vectores ¢, ¢, por

Nu = a11§0u+(121§01; (22)
Nv = Q1204 F A22Py (23)
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Sustituyendo (2,2), (2,3) en (2,1) obtenemos

dpN(a') = (a11u' + a120")py + (a210" + axv’) e,

que en forma matricial expresamos como

/
d,N(u',v") = ( - ) ( " > (2.4)
A1 Q22 v’

més adelante obtendremos férmulas explicitas para los coeficientes a;; que aparece
en (2,4).

Por otro lado la expresién de la segunda forma fundamental en la base {@y, .}

esta dada por:

IL(d)) = <s,(a),d >,
= — <d,N(),d >,
= — <UN,+ VN, v, +V'p, >,
= — <u'N,+ VN, u'¢, >, — <u'N,+ 0Ny, v'p, >,
= — <u'Ny,,u'p, >, — <VN,,up, >, — <Ny, Vg, >, — <N, v, >,
= —u'u' < Ny, o, > —v'u < Ny, @, > —u'v” < Ny, > —'v" < Ny, s, >
= (U)*(= < Ny, pu >p) + 200 (— < Ny, 0 >p) + (V) (= < Ny, 0 >p)
= o)+ 2fu'v + g(v')?

donde los coeficientes de I, estan dados por:

e = Lip=— <Ny, oy >p=<N,Quu >p
f = Lig=— <Ny >p=<N,0u >p=< N, Qpy >p=— < Ny, 0, >,
g = L22 = —< Nv,@v >p:< N, Gov >p

Por tanto, fijando una parametrizacién ¢ : U C R? — S de S en el punto p, la
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matriz de la segunda forma fundamental 17, en el punto p = ¢(q), respecto a la base
canénica de T,(S) asociada a la parametrizacion ¢(u,v) (haciendo v = uy, v = vy).

Como

B, = {wl(Q> = g—i(q),wz(q) = g—i(q)}

se han calculado los productos reales < s,(w;(q)), w;(q) >. Segtn ya hemos visto la

funcién de clase C*

Lz‘ji UcR? - R
¢ = <sy(wilq)), w(p) >

Por tanto la matriz de I, respecto de la base B, es

L) — ( Li(g) Lu(q) > _ ( ¢ f)
’ Loi(q)  Laz(q) [y

Las funciones L;; se llaman coeficientes de la segunda forma fundamental, o segundos
coeficientes fundamentales de la superficie orientable (S, Ng) respecto a la parame-

trizacion .

Los coeficientes de la primera forma fundamental y los de la segunda forma funda-

mental estan relacionados por,
e f . ajl a9 FE F
[ g a1z G2 F G
—1
aip a1 . € f E F
a1z Q22 f g F G
Para encontrar la inversa de la matriz

(7 ¢)

de donde
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Recordemos que dada una matriz A su inversa viene dada por A™! = —1—Adj(A).

det A
-1
E F B 1 G -F
F G  EG-F?\ _F E

aip Ao B e f E F -
<CL12 a22) __<f 9><F G>
1 (e f)( G —F>
EG-F?2\ f ¢ —-F FE
B 1 (eG—fF —eF—l—fE)

EG—-F2\ fG—gF —fF+gE

B 1 fF—eG eF — fE
 EG-F?\ gF— fG fF—gE

Por lo que

Por lo tanto

de donde se deducen las siguientes expresiones para los coeficientes (a;;) de la matriz

de d,N en la base {py, ¢, }:

fF —eG
=BG e
gF — fG
“2 T pa e
el — fE
@ T pa e
JF —gFE
@2 = pa e

estos coeficientes se conocen como las ecuaciones de Weingarten. Por otro lado

la expresién matricial del operador de Weingarten en la base {¢,, ¢, } estd dada por:
—a11 —aig S11 512
[sp] = —[d,N] = ( ) = ( )
—Qa91 —0a99 S91 S22
~1
_ e f EF F
= [IIp][Ip] =

f g F G
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2.3. Condiciones de compatibilidad.

El papel desempenado por la curvatura y la torsion en las curvas planas lo juegan
en las superficies las formas fundamentales, de manera analoga que con las curvas,
vamos a asignar un triedro a cada punto de una superficie (lo andlogo al triedro de
Frenet) y a estudiar las derivadas de sus vectores. A cada punto de ¢(U) le podemos

asignar un triedro natural definido por los vectores ¢,, ¢, y N.

Al expresar las derivadas de los vectores ¢, ¢, y N con respecto a la base {@., @, N},

obtenemos

Yu = Thow+Thes+onN
Pu = Tlopu + Doy + a1aN
Poo = Toopu + Thp0 + agaN
N = Blou+Bios+mN
Ny = Bipu+ Bipn+ 72N

Donde las tres primeras ecuaciones son llamadas las Ecuaciones de Gauss.
Y vamos a determinar los coeficientes Ffj, aij, By i, para i, 5,k =1,2.

Como N es de longitud 1, entonces N, y N, como son ortogonales a N. Por tanto,

0 =< Ny, N >=<B{py, N >+ < 305, N > + <N, N >
0 =< N,,N >=< Bipy, N >+ < B30,, N > + < 1N, N >

Pero, < ¢,, N >=< ¢,, N >=0y < N, N >= 1. De esta forma, 73 = 72 = 0. Por

otra parte, de lo anterior se desprende que

—e =< @y, Ny >=< B1pu, 0u > + < Bioy, 0o >= B E + BiF
—f =< @0, Nu >=< Bl v, 0u > + < By, 00 >= BIF + BiG
—f =< @u, Ny >=< B30u, Pu > + < B3u, 0o >= B3E + B3F
—g =< @u, Ny >=< B30, 00 > + < B30, 00 >= ByF + B5G

Si se resuelven las dos primeras ecuaciones para 3] y (7 y las otras dos para 33 y



Capitulo 2. Geometria Local de las Superficies

32, se tiene

 JF—eG
/BI_EG—FZ
, eF—fFE
51_EG—F2
1_9F_fG
52_EG—F2
2_fF_9E
BQ—EG—W

Prosiguiendo en esta forma obtenemos

e =< Quu, N >=<T1,00, N > + <T2,0,,N >+ < a; )N, N >= ay;
f =< 0w, N >=<T1,00, N > + < T2,00,, N > + < a;aN, N >= ay
=< Quu, N >=< T, N > + < T5,0,, N > + < anN, N >= g

de esta manera
Q11 = €, CY12=f7 Qo2 = @

Para determinar I'*

ij» Obsérvese que

1 1

< Py Py >= §(< Puy Pu >)u = §Eu
1 1

< Puy Puy >= §(< Pus Pu >)v = EE’U
1 1

< Py Py >= §(< Pvy Po >>v - éGv

1 1
< Py Pyp >= §(< Puvy Pou >)u = §Gu
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Ademas, utilizando lo anterior

1
Fu = (< Puy Po >>u =< Quu, Pv > T < Puy Puv >=< Py Po > +§Ev

1
FU = (< Puy Pu >)y =< Pyy, Po > + < Oy Py >= §Gu+ < Quy Pov >

de donde
< Yoy Pun >= Fy — %E < Pu, P >= Fy — %Gu
Por lo que
%Elz < Qus Pun >=TY < Qu, 00 > T2, < @u,pp >=THLE+ T4 F
F,— %Ev = < Qu Puu >= 1] < Ou, 00 > +2, < 0y, 0 >=T1F+T2,G
%E;z < Puy Pup >= T1y < 0u, pu > 4T < Qu, 0y >=TRE +THF
%Gu = <o, Puw >=T1y < 9,00 > 4T, < @y, 00 >=TLF + TH,G
F, — % v = < Pu o >=Ty < 0y, 00 > 15 < Qu, iy >=TpE + 5, F
%Gv = < Qv 0w >=Thy < @u, 00 > 4T3y < @y, 0y >= T3 F +T3,G

. . 1 2 . . 1
Al resolver las dos primeras ecuaciones para I'y; y I'7;, las dos siguientes para I'}, y

I'%,, v las dos tltimas para '}, y I',, se obtiene

o _ GE,—2FF,+FE, ., GE,—FG, ., _2GF -GG, - FG,
1 2(EG —F?2) B2 2(EG-F?) % 2(EG — F?)
o _ 2BF, — EE, + FE, , FEG,-FE, , EG,—2FF,+FG,
W (BG -2 7 TR (EG-F?) 2 2(EG - F?)

estas ultimas ecuaciones son conocidas como los simbolos de Christoffel de se-

gunda especie.
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Proposicién 10 (Férmulas de Gauss). Sea ¢ una parametrizacion de la superfi-
. . k . .

cie S,y B, F,G; e, f,g yI'j; los coeficientes de la primera, sequnda forma fundamen-

tal y los simbolos de Christoffel de seqgunda especie de S respecto a p, respectivamente.

Se cumplen las siguientes igualdades

eqg — f2 or2, — orz
E (EG _ FQ) - 8;1 - 8;2 + T, + T35, — Tl — ThLI5,

eqg — f? or!t ort
G <EG _ F2> = 852 - 8;2 + F%2F%1 + F%QPb - Fizr%z - F%QF%Q

Demostracién. Ver [[6],pdg 356-361] O

Obsérvese que dadas las funciones F, F, G, e, f,g de u y v, es necesario averiguar si

existe o no una superficie cuyos primeros y segundos coeficientes fundamentales sean

EaFaGaeafag'

En general, la respuesta es negativa, a no ser que se cumplan ciertas condiciones de
compatibilidad. Tales condiciones resultan del hecho de que si la parametrizacién
¢(u,v) es una funcién de clase C*, entonces las derivadas parciales mixtas de tercer

orden de ¢ son independientes del orden en que se realice la derivacion.

Observacion. Las derivadas mixtas de tercer orden de ¢ existen y cumplen ser
independientes del orden de derivacién si sus primeros y segundos coeficientes fun-
damentales cumplen las ecuaciones de compatibilidad llamadas ecuaciones de

Codazzi — Mainards.

€y — fu= eriQ + f(F?2 - Fh) - gF%l

fo—gu=els+ f([5 —T1y) —gl'5y
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Tenemos el siguiente teorema

Teorema 2 (Teorema fundamental de las superficies). Supongamos que E, F
y G son funciones de v y v de clase C?, y e, f y g funciones de u y v de clase C*,
todas ellas definidas en un conjunto abierto que contiene a (ug,vo) y tales que, para

todo (u,v), se cumpla que
1. EG-F?>0,E>0,G>0

2. E,F G, e, f,g satisfacen las ecuaciones de compatibilidad.

Demostracién. Ver [[5],pag 216-217] O

2.4. Curvatura

El propésito de la presente seccién es medir el comportamiento del plano tangente
en el punto p € S, cuando este varia sobre un conjunto abierto de la superficie S.
Esto equivale a medir como cambia el vector normal unitario N en un punto p, al

variar éste sobre una vecindad que lo contenga.

2.4.1. Curvatura Normal

Definicién 13 Sea C' una curva reqular en S que pasa por p € S, k la curvatura
de C en p, y cos =< n, N >, donde n es el vector normal a C' y N es el vector

normal unitario a S en p. El numero k, = kcosf se denomina la curvatura normal
de C C S enp.
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Observaciéon
La curvatura normal de C' no depende de la orientacién C' sino que cambia de signo

con un cambio de orientacién de la superficie.

Dado un punto p de la superficie y a = ¢(u(t), v(t)) una curva regular C' que pasa
por p, la componente de k, en la direccion de N se denomina curvatura normal de

C en p, y tenemos
k,=< K,N >=k <n, N >=kcosf

donde K es el vector curvatura de C' en p.

Recordemos que la tangente unltarla a C en pes el vector t = 52 = / H ||

el vector curvatura es k = % = / H H De esta manera, utilizando el hecho de

que t es perpendicular a N a todo lo largo de la curva, de tal modo que 0 = dt <

t, N >=< dt7N>+<t,CgtV> tendremos

b = - < /H H> o /)
_ % _dy ﬂ dy de
o dt dt [ dt dt

L + Nd—u+N@ du+ dv du+ dv
- dt ‘P” dt war T Puar T ) O\ TP

Por tanto

e(du/dt)® + 2f (du/dt)(dv/dt) + g(dv/dt)?
E(du/dt)? 4+ 2F (du/dt)(dv/dt) + G(dv/dt)*
II

I

Ejemplo 14 Consideremos la esfera de radio a dada por
¢ = (acosfsing,asinfsinp,acosp) 0<O<2mr, 0<op<m

calcular la curvatura normal.
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En este caso

w9 = (—asinf@sing,acosfsing,0)

v, = (acosBcosp,asinfcosp, —asin @)
wgg = (—acosBsing, —asinfsing,0)

wgs = (—asinfcos¢,acosbcosg,0)
Voo = (—acosfsing, —asinfsin g, —acosp)

N = (— cos@sin ¢, — sin 0 sin ¢, — cos @)

Y los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental son

E =< p,pp >= a’sin’p F =< g, 05 >=0 G =< 4,04 >=a’
e =< @pg, N >= asin’¢p f =< Vo, N >=0 g=< g4, N >=a

Por lo que

edf? + 2fdfd¢ + gdp?
Edb? 4+ 2Fd0d¢ + Gdg?
asin®¢df? + adg?
asin®¢df? + a2dg?
1

a

en este caso k, es constante e igual a 1/a en todos los puntos y en todas las direc-

ciones.
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Ejemplo 15 Hallar el vector curvatura normal, k,, de la curva u =1, v =t, de la

superficie o = (u,v,u* +v?) en el punto t = 1.

Ent =1, tenemos que u = 1 y v = 1, asi que al calcular los coeficientes de la primera

y segunda forma fundamental y evaluar en (u,v) = (1,1) tenemos:

Primero encontremos:

. = (1,0,2u)
v, = (0,1,20)
puu = (0,0,2)
puw = (0,0,0)
v = (0,0,2)

N = (40 + 4* + 1) %(—2u, —2v—,1)

Por lo que los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental son:

E(1,1) = 144w’y =4

F(1,1) = 4uwv|g. =4

G(1,1) = 1+4°qy=5

e(1,1) = 2(4u + 4% +1) 2|y = 2/3
f(1,1) = 0[aqy =0

g(1,1) = 2(4u® +40? + 1) 7| g = 2/3
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Y
N(1,1) = (4u® + 40* + 1)_%(—2u, —20—, D)|ay = —1/3(2,2, —1)
Ademas J J
u (%
dt ( ) |t71 Y dt ( )

Y en consecuencia

e(du/dt)* + 2f (du/dt)(dv/dt) + g(dv/dt)* 10
 E(du/dt)® + 2F (du/dt)(dv/dt) + G(dv/dt)* 123

n

Por ello
10

K = kN = ——
369

(2,2,-1)

que es el resultado deseado.

Para dar una interpretacién geométrica de la segunda forma fundamental /17, en
términos de la curvatura normal, consideremos un curva regular C' C S parametriza-
da por a(s), donde s es la longitud de algo de C, y con «(0) = p. Si denotamos por
N(s) la restriccién del vector normal N a la curva a(s), tenemos < N(s), /(s) >= 0.
De donde,

< N(s),a"(s) >=— < N'(s),ad/(s) >
Por lo tanto,

I (d'(0)) = <s5p(a(0)),a/(0) >
= — <d,N(/(0)),a'(0
= — < N'(e/(0)),0/(0)
= < N((0)),a"(0) >
= < N,kn > (p) = ku(p)

>

)
>

en otros términos, el valor de la segunda forma fundamental I, para un vector
unitario v € T,(S) es igual a la curvatura normal de una curva regular que pasa por

p vy es tangente a v. En particular, obtenemos el siguiente resultado.
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Proposicion 11 Todas las curvas contenidas en S que tienen en un punto dado

p € S la misma recta tangente, tienen en ese punto la misma curvatura normal.

La proposicién anterior, nos permite hablar de curvatura normal a lo largo de una

direccién en p. Es conveniente el uso de la terminologia siguiente:

Definicién 14 Dado un vector unitario v € T,(S), la interseccion de S con el plano

que contienen a v y a N, se denomina la seccion normal de S en p a lo largo de v.

A

En un entorno de p una secciéon normal de S en p es una curva regular plana sobre
S, cuyo vector normal n en p es =N (p) o cero; su curvatura es, por esta razon, igual

al valor absoluto de la curvatura normal a lo largo de v en p.

Segun la definicién, la proposicién de arriba dice que el valor absoluto de la curvatura
normal en p de una curva «a(s) es igual a la curvatura de la secciéon normal de S en

p a lo largo de o/(0).
Ejemplo 16 En la esfera unitaria, identificar las secciones normales.

De la esfera unitaria con orientacién N, las secciones normales en un punto p € S?

son circulos de radio 1.

§

52
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2.4.2. Curvaturas principales

Dado el teorema que literalmente dice: Dado A : V' — V una aplicacion lineal
autoadjunta, entonces existe una base ortonormal {e1, eo} de V tal que A(e1) = Ajeq,
A(ez) = Agea, es decir, e y ey son autovectores y A, Ag son autovalores de A;
tenemos que para cada p € S existe una base ortonormal {ej,es} de T,(S) tal que
el d,N(e1) = —kieq, dyN(e2) = —koeo. Ademds ky y ko (k1 > ko) son el maximo y el
minimo de la segunda forma fundamental I, restringida al circulo unidad de 7},(5);

es decir, son los valores extremos de la curvatura normal en p.

Definicién 15 La curvatura normal mazxima ki y la curvatura normal minima ks
se denominan las curvaturas principales en p; las direcciones correspondientes, es
decir, las direcciones dadas por los autovectores ey, es, se denominan las direcciones

principales en p.

Nota. Las direcciones principales de S en p € S son aquellas en la que ocurren los

valores extremos.

El conocimiento de las curvaturas principales en p, nos permite calcular facilmente la
curvatura normal a lo largo de una direccién dada de 7,(S). De hecho, sea v € T,,(.5)

con |v| = 1. Como e; y ey forman una base ortonormal de 7,(S) tenemos

v =e;c080 + eysinb,

donde 6 es el dngulo de e; a v en la orientacién de 7,(S). La curvatura normal k&, a

lo largo de v viene dada por

kn = I1L,(v) =< sp(v),v >=— < d,N(v),v >
= — <d,N(ejcosf+eysinf), e cosf + essinf >
= < erkicost + eskosin®, eq cosl + ey sinf >

= kycos0 + kosin?6

Esta ultima expresién es la de la segunda forma fundamental en la base {ej, ez},

conocida como la férmula de Euler.
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2.4.3. Curvatura gaussiana y curvatura media

Vamos expresar la curvatura de Gauss y la curvatura media en funcién de los coefi-

cientes de la primera y segunda forma fundamental de una superficie S.

Definicién 16 Seap € S y sea s, : T,(S) — T,(5) el operador de Weingarten. El
determinante de s, es la curvatura gaussiana K¢g de S en p. La mitad de la traza de

sp se denomina la curvatura media H de S en p.

Observacién. Matematicamente tenemos:

1. La curvatura de Gauss de S en p es

K¢g = det(s))

2. La curvatura media de S en p es

H, = B traza(s,)

Asi la curvatura de Gauss y curvatura media se relacionan con las curvaturas prin-

cipales por
k1 + ko

2

Pero a partir de las ecuaciones de Weingarten, se obtiene que:

K == klkg, H -

K = d@t(ai]’)
= (11022 — G12021
fF —eG fF—gE_gF—fG el — fE
EG—-F? EG—-F? FEG-F? EG— F?
f2F% — fFgF — eGfF + eGgE B gF%e — gF fE — fGeF + f°GE

(EG — F?2)? (EG — F?2)?
_ [PF?+eGgE — geF? — f°GE  —F?*(ge — f*)+ GE(eg — f?)
B (EG — F?2)? B (EG — F?2)?

(GE — F?)(eg — f?) B eqg — f? _ det(I1)

(EG — F?2)*  EG—F?  det(])
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La férmula

1

oWWEG

o [ 1 0v/G o 1 ovE
u\VE o0 ) Tau\ VG v

nos da la curvatura gaussiana cuando F' = 0, es decir, cuando las curvas de pardame-

tros de una parametrizacién son ortogonales.

Las curvaturas principales son por definicion las raices del polinomio caracteristico

del operador de Weingarten.

En efecto, sea

[ < S11 512 >
Sp] =
S91 S22

la matriz del operador de Weingarten en la base {¢,, ¢, }. Luego el polinomio carac-

teristico tiene entonces la forma

Yo (\) = det(sll_/\ S12 )

521 S99 — A
2
= A" — (811 + S22)\ + S11522 — S12521

= A\ — traza(s,)\ + det(s,)

Por otro lado, el polinomio caracteristico se representa, usando sus raices, como:

Xsp(A) = (A=A)(A—A2)
= A= (A1 + X))+ (M)

Al comparar estas dos ultimas expresiones de x,(A) con el mismo polinomio verifi-

camos que

1
Kq = det(Sp)a Hp = §traza(sp)
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Ahora la curvatura media también la podemos expresar por:

_ leG—2fF +gE
2  EG - F?

En efecto

1
H = 5(/lcl + ko)

= —§(a11 + a22)

_l(fF—eG+fF—gE)
2\ EG—-F? EG-— F?

1 (fF—eG+ fF—gFE
- _§< EG — F? )
1(2fF—eG—gE)
2

EG — F?
LeG — 2fF +gE
2 EG— F?

Ejemplo 17 Al tomar la superficie de Enneper, parametrizada por

u? v3
o(u,v) = (u— 3 + uv?, v — 5 + vu?, u? —112)

encontremos las curvaturas principales
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Lo primero es calcular:

0o = (1 —u?+0% 2uv,2u)
0o = (2uv,1—0v*+u? —20)
O = (—2u,20,2)
Cuw = (20,2u,0)
Yo = (2u,—2v,-2)
y el vector normal es
3 (1) 2 2
N=—"2“"""(-2u,2v,1 —u” —

Asi los coeficientes de la primera forma fundamental son:
E:G:(1+u2—|—v2)2, F=0

Y los de la segunda forma fundamental vienen dados por

Encontremos las ecuaciones de Weingarten

_ fF—eG 201 +u?40?)? 2
T ECF T (et ) (@t )
a2 = —gF_fGIO

EG — F?

el'— fE
N e A

fF—gE 2(1+4+u®+ v2)2 2
g2 = = =

EG-F  (14+u?4+02)"  (14+u2+02)’

Por lo que la matriz de la aplicacién de Weingarten es:

—2 0
B —aj1 —ai2 . (Itu2tv2)?
Sp = B B = 0 B 9
a1 —a22 (1+u2402)?
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De donde se obtiene que las curvaturas principales son

2
(1+u?+ 2)2)2

2
ky = ———
(1 + u?+v?)

ky =

y la curvatura gaussiana y media son:

4
Ko = hikpy— ———
G 12 (1+u2+02)4
1
H - §(k1+k2>
- 1( 2 2 )
2\ (1+u2+0v2)*  (1+u2+02)

= 0

Ejemplo 18 ;FEuxiste una superfice orientada S y un punto p € S tales que la matriz

del operador de Weingarten de S en p respecto a cierta base sea:

1 1 2
-1 2
El polinomio caracteristico de la matriz del enunciado es:

EP+k(1+2)+2—(-1)=0
K +3k+3=0

y cuyo determinante es § = —3, el cual es negativo, por lo que ninguna de la raices

del polinomio es real.

Por ello, la matriz dada no es matriz del operador de Weingarten de una superficie

en ninguno de sus puntos.
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Ejemplo 19 Calcular la curvatura gaussiana y curvatura media de la esfera de radio

a.

Con ayuda de una de los ejemplo anteriores tenemos los coeficientes de la primera y

segunda forma fundamental

E =< @y, pg >= a’sin®¢p F =< oy, 0p >=0 G =< g, pp >= a’
€ =< g, ]\7 >= CLSiIlQQb f=< Pos, ]\7 >=0 g=< Pod) ]\7 >=a

Por lo que la curvatura gaussiana viene dada por

eg — f?
he = ga-p
B asin?¢ x a
© a%sin’g x a2
1
a2

Y la curvatura media es

1eG —2fF + gF
2 EG-— F?
1 asin®¢ * a® + a * a’sin’¢

a2sin’¢ * a2

Q= N
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Ejemplo 20 Calculemos la curvatura gaussiana de la seudoesfera de radio a.

Se llama seudoesfera de radio a a la superficie de revo-
lucion que genera la curva C' llamada tractriz que viene i
dada por la solucién de la siguiente ecuacion diferencial.

dz Va? — 2

dr x
Y la seudoesfera esta representada por la funcién

o(r,0) = (rcosf,rsinf, f(r)), 0<r<a, —oo<f<oo

siendo f/(r) = —¥e=12,

T

Calculemos

r

o, = |cos# sinf, ———

w9 = (—rsinf,rcosh,0)

0 CL2
Prr = » Uy
r2+/a? r2

vor = (—sinf,cos6,0)
(

o

w9 = (—rcosh,—rsind,0)

Y el vector normal viene dado por

o » X
N — % ©o
|90r X 900‘

1
= —(cosOva?—r?sinfva®—1r2r)
a
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Por lo que los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental son:

2
E=<y,, o >= a—2, F =<y, 0y >=0, G =< @g, 09 >=1°
r

2 2

— — rvac —rTr
f=<ws, N >=0, ¢g=< pgg, N >=—

e =< ()OTT,N >= S i
rva? —r a

Por lo que la curvatura gaussiana de la seudoesfera de radio a es:

det(I1) eg — f?
G = pu—
K det(I) ~ EG — F?

a (—rW)

Ejemplo 21 Calcular la curvatura gaussiana de los puntos del toro recubierto por

la parametrizacion:

o(u,v) = ((a+rcosu)cosv, (a+rcosu)sinv, rsinu)

Primero calculemos

0y = (—rsinucosv, —rsinusinv,rcosu)

Do (—(a+rcosu)sinw, (a + rcosu) cosv,0)
D (—rcosucosv, —r cosusinv, —rsinu)

Yuw = (rsinusinv, —rsinucosv,0)

Yoy = (—(a+rcosu)cosv,—(a+rcosu)sinv,0)

Por lo que los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental vienen dados

por:

2

E =< 00>=1" F=<g,0,>=0 G =<4 ¢s >= (a+rcosu)’

e =< g, N >=1 [f=< 90945,]\7 >=0 g=< cp¢¢,]\7 >= cosu(a + rcosu)



Capitulo 2. Geometria Local de las Superficies 78

Dado que

oo 9 o cos u

 EG—-F? r(a+rcosu)

de esta expresion se deduce que K = 0 a lo largo de los paralelos u = 7/2 y u = 37 /2.
En la regién del toro definida por 7/2 < u < 37/2, K es negativa. Y en la regién

dada por 0 < u < 7/2 6 31/2 < u < 27, la curvatura es positiva.

2.4.4. Curvatura geodésica

Definiciéon 17 La curvatura geodésica ky de una curva C en p es la proyeccion

vectorial del vector curvatura K de C' en p, sobre el plano tangente en ese punto.
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Observacién.

1. Sea a una parametrizacién por longitud de arco de C, luego ||o/[| = 1y K = o,
asi con el vector normal unitario N de «, se tiene {a/, N, N x o'} es un triedro
movil, y

by =< o' N x>

2. Al contrario de k,, que depende tanto de los primeros y segundos coeficientes
fundamentales, la curvatura geodésica k,, solo depende de los primeros coefi-

cientes fundamentales y de sus derivadas. Y viene dada por

du du\’ dv du (dv\?
k, [Fi(ds) Frt i) (®) 9 (g, arly ()

dv\® dud®v  Pudv
L (= — vE F?
22< ) * ds ds?  ds® ds -

Observese que a todo lo largo de las curvas v = constante, de parametro u, dv/ds = 0
y du/ds = 1/\/@; vy a todo lo largo de las curvas u = constante, de parametro v,
du/ds =0y dv/ds = 1/v/G. Para el caso de la curvatura geodésica de las curvas de

parametros, tenemos

VvVEG — F?
k = I? VEG-—F2=12Y"" °~
( g)v:cte 11< ) 11 E\/E

dv VEG — F?
= T} VB -  VEG- I

Observacién Si las curvas de parametros son ortogonales entonces F' = 0y I'1;? =

1Gy

—3E> asi que
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2.5. Clasificacion de los puntos de una superficie

Ahora veremos la naturaleza de la superficie en un entorno de un punto p de la
superficie, para obtener una aproximacion local, para ello, usaremos la siguiente

terminologia.

Definicién 18 Un punto p de una superficie S se denomina

1. Eliptico si det(s,) > 0.
2. Hiperbdlico si det(s,) < 0.
3. Parabolico si det(s,) =0, con s, # 0.

4. Plano si s, = 0.

Observacién

1. Ya que K¢ = det(s,) = det(—d,N) = det(d,N) = ay1a — ai2a21, se tiene:
i. p es eliptico si Kg(p) > 0.
ii. p es hiperbdlico si Kg(p) < 0.
iii. p es parabdlico si Kg(p) = 0.

2. Dada la funciéon
§= 5[[ = §(edu + 2fdudv + gdv?)

Se denomina paraboloide osculador en p.

La naturaleza de tal paraboloide determina cualitativamente la naturaleza de la
superficie en el entorno de p. Distinguiremos cuatro casos que dependen del discri-

minante eg — f? que es el determinante de la segunda forma fundamental.

1. Caso eliptico:
Se dice que un punto es eliptico si eg — f2 > 0. En este caso, § serd un
paraboloide eliptico, por ser funciéon de du y dv. Obsérvese que o conserva el
mismo signo para cualquier (du, dv). En las vecindades de un punto eliptico la
superficie estd en un solo lado del plano tangente en el punto y tiene la forma

que se muestra.
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2. Caso hiperbdlico:
Se dice que un punto es hiperbdlico si eg — f2 < 0. En este caso § sera un
paraboloide hiperbdlico, como se ve en la figura, por ser funcién de (du,dv).
En este caso, existen en el plano tangente en p, dos rectas distintas que dividen
al plano tangente en cuatro regiones en las cuales J es alternativamente positivo
y negativo. Sobre las dos rectas es 6 = 0. En las proximidades de un punto
hiperbdlico, la superficie se halla a ambos lados del plano tangente, como en la

figura.

3. Caso parabdlico: Se dice que un punto es parabdlico si eg—f? = 0y €2+ f2+g? #
0, es decir, si eg — f2 = 0 y los coeficientes e, f y g no son todos iguales a cero.
En este caso, § serd un cilindro parabdlico, como se observa, por ser funcion de
(du, dv). En este caso, sélo hay, en el plano tangente en p, una recta a lo largo

de la cual es § = 0, en cualquier otro caso, d conserva el mismo signo.
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4. Caso plano:
Se dice que un punto es plano si e = f = g = 0. En este caso es § = 0, para
cualquier (du, dv). Y el orden del contacto de la superficie con el plano tangente

es mayor que en los casos precedentes.

De acuerdo con el anterior analisis geométrico, es de esperar que las propiedades de
un punto de una superficie , bien sea eliptico, hiperbdlico, parabdlico o plano, no

dependan de la eleccién de la parametrizacion de la superficie y de su orientacion.

Ejemplo 22 Demostrar que la siguiente superficie
o0 = (u,v,u?® +v°)

es eliptica si v > 0, hiperbolica st v < 0 y parabdlica si v = 0.

Primero calcilelos las parciales de ¢ con respecto a las variables u y v, asi
ou = (1,0,2u)
o = (0,1,307)

Obtengamos:

- _1
N o= 2P0 (g 4 90t 4 1) (—2u, — 302, 1)

B lou X @l

Y las derivadas parciales de segundo orden son:

@uu = (07 07 2)
Puv = (07 07 0)
ow = (0,0,60)

Por lo que los coeficientes de la segunda forma fundamental son:

N|=

e = <N, pu>=24+%9" +1)"
f = <]\7,gom, >=0
= < ]\7, oo >= 6v(4u? +0* 4+ 1)

VI
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asi

12v
eg—f*=

(4u? + vt 4 1)

Donde (4u® +v*+1) > 0 para todo (u,v), y tenemos que eg — f2 > 0 si v > 0,
eg— f2<0siv<0yeg— f2=0siv=0.De esta manera, la superficie es eliptica
para valores de v > 0, hiperbdlica para v < 0 y parabdlica si v = 0, porque e # 0

para cualquier (u,v).

Ejemplo 23 Tomando el toro

o(u,v) = ((a+rcosu) cosv, (a+ rcosu)sinwv, rsinu)

de un ejemplo anterior se tiene que los coeficientes de la primera y segunda forma

fundamental vienen dados por:

E =<, p9>=1" F=<ypps>=0 G=< Ve, e >= (a —|—7’cosu)2
e =< @99,]\7 >=r [=< g09¢,]\7 >=0 g=< g0¢¢,]\7 >= cosu(a+ rcosu)

y obtenemos

eg — f*=r(a+rcosu)cosu
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Puntos parabdlicos

6=0

Puntos
hiperbdlicos

Puntos
elipticos

Obsérvese que los segundos coeficientes fundamentales sélo dependen de u. Asi que
eg — f? =0 alo largo de los paralelos u = 7/2 y 37/2, por esta razén, los puntos de
estos paralelos son puntos parabélicos. De igual manera, eg — f2 > 0, para la regién
dada por 0 < u < 7/2 6 37/2 < u < 2m, recordemos que r > 0y a > r, por ello
los puntos en estas regiones son puntos elipticos. Para la regién del toro definida por
/2 < u < 3mw/2, se tiene que eg — f? < 0, por tanto los puntos de esta regién son

puntos hiperbdlicos.

2.6. Curvas especiales sobre superficies

2.6.1. Lineas de curvatura

Llamamos lineas de curvatura a toda curva C' contenida en la superficie S si la
direccion del vector tangente en cada uno de sus puntos coincide con la direccién

principal en ese punto.

Definicién 19 Si una curva reqular conexa C' en S es tal que para todo p € C la
recta tangente de C' es una direccion principal en p, entonces se dice que C' es una

linea de curvatura de S.
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Proposicion 12 Una condicion necesaria y suficiente para que una curva reqular

conexa C' en S sea una linea de curvatura de S es que

para cualquier parametrizacion «(t) de C, donde N(t) = N o a(t) y A(t) es una
funcion diferenciable de t. En este caso, —\(t) es la curvatura (principal) a lo largo

de o/ (t)

Demostracién. Basta con observar que si o/(t) estd contenida en una direccién

principal, entonces «/(t) es un autovector de dN y
AN (d/(t)) = N'(t) = XNt)/(¢).

El reciproco se obtiene a partir de la igualdad: N'(t) = A(t)d/(t), de la cual se

deprende que
(N'(t) = A£)a/ (1)) - pu = 0

y
(N'(t) = A(t)a'(t)) - oo =0

0 sea que

[(Nudu + Nvdu) - A(@udu + Spfudv)] c Py = 0

[(Nydu + Nydu) — AMpudu 4+ @,dv)] - o, =0
es decir,

(_Nu C Py F >\90u ’ gpv)du + (_Nv “ Py + >‘90v ’ (Pv)dv

o también

(e+ AE)du+ (f + AF)dv =0
(f + AF)du + (9 + A\G)dv =0
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Por lo anterior, se desprende que —\ es una curvatura principal y por ello se verifica

que C' es linea de curvatura. O

Ahora, consideremos las direcciones principales. Una curva regular conexa C para-
metrizada por ¢ es una linea de curvatura si y solamente si para cualquier parame-

trizacién de C, a(t) = ¢(u(t),v(t)), t € I, tenemos
dAN(d/(t)) = M) (1)

se deduce entonces que las funciones u'(t) y v/(t) satisfacen el sistema de ecuaciones:

fF—eG , gF—fG

—
EG_r2" T g2t T

eF_fEu’+ fF—gEU,
EG — F? EG — F?

eliminando A en el sistema anterior obtenemos la ecuacién diferencial de las lineas

=\

de curvatura:
(FE — eF) (W) + (9B — eG)u'v' + (gF — fG)(v')* =0 (2.5)

que puede escribirse en la forma

Por lo que una curva es una linea de curvatura si y sélo si satisface la ecuacién

anterior.

Ejemplo 24 Consideremos la siguiente superficie
o = (u,v,u* +0°)

Encontrar las lineas de curvatura.
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Al calcular los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental, tenemos:

E = 1+4u?

F = 4w

G = 1+4°

e = 2(4u2+4v2—|—1)_%
f =20

_1
= 2(4u* +4*+1) °
sustituyendo estos valores en la ecuacién 2.5

—8uw(4u® + 4v* + 1)_%du2 +
3 _ 2(1 + 4v?)(4u® + 40* + 1)7%) dudv +

(2(1 ) (4?4 1)
1
Suv(du® + 4v? + 1) 2dv® =0
al dividir la anterior ecuacién por —8(4u? + 4v? + 1)_%, tendremos:

(udu+vdv)(vdu—udv) =0

udu+vdv =0, vdu—udv=20

La solucién de la primera ecuacién es la familia de circunferencias u? + v = r? y la

solucién de la segunda es la familia de rectas, u = bv, que pasan por el origen.
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2.6.2. Lineas asintdticas

Definicién 20 Sea p un punto de S. Una direccion asintdtica de S en p es una
direccion de T,(S) para la cual la curvatura normal es cero. Por ello una curva
asintotica de S es una curva reqular conexa C C S tal que para cada p € C' la recta

tangente de C' en p es una direccion asintotica.

Una curva regular conexa C' de la parametrizacién ¢ de la superficie, es una curva
asintética si y solo si para cualquier parametrizacién de la curva C' por a(t) =
e(u(t),v(t)), t € I, de C tenemos I1(c/(t)) =0, t € I, ya que k, = £L =0, es decir,
si y sélo si

e(W')’ + 2fu'v + g(v')? =0, tel

Ejemplo 25 Se considera la superficie
2 2)

v = (u,v,u” —wv

Calcular las lineas asintoticas.

Tenemos
G = (17 Oa QU)
Yy = (07 17 _21))
Guu = (07 07 2)
Puwv = (07 07 O)
Gov = (07 Oa _2)
F u v 1
PuX Pu (—2u, 20, 1)
|[Pu X 00 4u? + 02 + 1
Por tanto:

E = oy py,=1+4u

B
I

Dy - Py = —4uv
G = @y @, =144
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- 2
€ = SouuN:
4u? + 402 +1
f = (Puv'ﬁzo
, —2

p— vv-N:
g 7 Vau? + 40?2 + 1

La ecuacién diferencial de las lineas asintéticas es:

2 n2 1 -2
uw)” +2(0)u'v +
\/4u2+4v2+1( ) (0) 4u? + 402 + 1

entonces
2(u)’ —2(v')° =0
que es
() = ()" = (' + o) (' =) =0
asi que

v+v=0 o u—-0v=0

integrando obtenemos:
u(t) = o(t)

Por tanto, las lineas asintdticas son:

oluu) = (u,u,0)
o(u,—u) = (u,—u,0)

(v)* =0
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En un punto hiperbdlico, la siguiente proposiciéon nos dice, en particular, que las

direcciones asintéticas determinan las direcciones principales.

Proposicion 13 Sean wy y wy vectores unitarios de las direcciones asintoticas en
el punto hiperbolico p de la superficie orientada S. entonces, las bisectrices interior

y exterior del angulo que forman wy y wo son las direcciones principales de S en p.

Demostracion. Como las curvaturas principales k1 v ko del punto p tienen signos
opuestos son, en particular, distintas. Por tanto p no es umbilico y existen exacta-
mente dos direcciones principales en p, que ademéds son ortogonales. Como también
lo son las dos bisectrices de un angulo, es suficiente probar que la bisectiz interior

del que forman w; y ws es direccién principal.

Como w; y wy tienen el mismo modulo, un vector director de la bisectriz es e =

Wy + wa.

Para probar que es direccion principal hemos de demostrar que es vector propio del
operador de Weingarten s,, esto es, que los vectores s,(e) y e son proporcionales.
Para ello es suficiente comprobar que s,(e) es ortogonal a la otra bisectriz, que tiene
por vector director a w; — wy. Pero, como w; y wy son direcciones asintoticas, se

tiene:

< spe),wr >=< sp(wy), w1 > + < sp(ws), wy >=< s,(ws), wy >

< spe), wy >=< sp(wy), wy > + < sp(ws), we >=< 5,(wy), wy >

luego restando, y puesto que s, es autoadjunto,

< sple),wy — we >=< s,(wy), wy > — < sp(wy), wy >
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Dado que no necesariamente todos los puntos de una superficie son hiperbdlicos,

tenemos el siguiente resultado de direcciones asintoticas

Proposicion 14 Sea p un punto de la superficie orientada S.
1. Sip es eliptico, ninguna direccion de T,S es asintotica.
2. Sip es hiperbdlico, existen exactamente dos direcciones asintoticas en T,S.
3. St p es parabdlico, existe una unica direccion asintotica en T,S.

4. Sip es plano, todas las direcciones de T,S son asintdticas.

Demostracién. Ver [[6],pag 332] O

2.6.3. Geodésicas

En esta seccion vamos a estudiar aquellas curvas, llamadas geodésicas, que desem-

penan en la superficie el papel que juegan las rectas en la geometria euclidea de

R?.

Definicién 21 Sea C un arco de curva de la superficie S. Decimos que C' es geodési-
ca de S si admite una parametrizacion a(t) tal que, o/(t) # 0 y o'(t) es ortogonal

al plano tangente T,(S) a S en el punto p.

Observacién.

1. Decimos que una curva regular C' es geodésica de S si lo son todos sus arcos

de curva.
2. Las curvas C' a lo largo de las cuales k; = 0 son geodésicas.

3. Dada una parametrizacién « que cumple la definiciéon anterior, para cada t € I,
el vector tangente o/(t) € 1,5, por lo que < o/(t),a”(t) >= 0. Asi que, |a/()]

es constante.
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Para decidir si C' (arco de geodésica) es geodésica de S empleando cualquier para-
metrizacion, o incluso sin més que visualizar un dibujo suyo y de S, se expresa la

siguiente proposicion.

Proposiciéon 15 Un arco de curva C C S, es geodésica de la superficie S si y solo

si en cada punto de C el plano osculador a C' es ortogonal al plano tangente a S.

Demostracion Supongamos que C' es geodésica de S y sea o una parametrizacién
geodésica suya. Asi, para cada t € I tal que () no es punto de infelxién de C' se

tiene

p(5) = Lla'(t), w(t) = a(t) x a”(t)]

mientras que el subespacio de direccién del plano osculador m; a C' en el punto a(t)
estd formado por los vectores ortogonales a w(t), de lo que se deduce que m; y T,,(.5)

son ortogonales.

Reciprocamente, supongamos que el arco C' cumple que en cada uno de sus puntos
que no son de inflexion el plano osculador a C' es ortogonal al plano tangente a S.

Elegimos una parametrizacién a de velocidad unitaria de C.

Entonces, si t € I y a(t) no es un punto de inflexién de C, el vector w(t), por ser
ortogonal a todos los vectores del plano osculador a C' en a(t), pertenece a T),(5).
Ast, T,(S) = L[d/(t),w(t)] v &(t), que desde luego es ortogonal a w(t), lo es tam-
bién a o/(t), pues « es de velocidad unitaria. Por lo tanto, o’(t) es ortogonal al plano

tangente T,(S) a S en el punto «(t).
Por otro lado, si a(t) es un punto de inflexién de C, los vectores o/(t) y () son
linealmente dependientes, pero también ortogonales entre si, luego () es el vector

nulo, y en particular es ortogonal al plano tangente 7,,(S) a .S en p.

Asfi la parametrizacién « es geodésica y por ello también al arco C' lo es. a
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Observacion. Dada una parametrizacion a de una curva C, esta sera geodésica

Si:
1. &"(t)=06

2. a(t) es perpendicular a la superficie en el punto «(t), es decir, paralelo al

vector unitario NV, para todo t.

3. Una curva C es geodésica de una superficie S que la contiene si y solo si el

plano tangente a S en cada punto de C' es ortogonal al plano que contiene C'.

Geodésica

Geodésica

Ejemplo 26 Los segmentos de recta de una superficie son geodésicas.

En efecto, si C' es un segmento de la recta que pasa por el punto p y tiene al vector
w por vector director, C' admite la parametrizacién «, donde «a(t) = p + tw. En
particular, si o”(t) = 0, se tiene que es ortogonal al plano tangente en «(t) para

cualquier superficie que contenga a C'.
Ejemplo 27 Las geodésicas de un plano son los segmentos de recta.

Ya sabemos que los segmentos de rectas son geodésicas de cualquier superficie que
los contenga, y en particular de un plano. Para probar el reciproco basta aplicar la
definicién, pues si T,(5) es el plano que pasa por el punto p y cuya recta normal
tiene al vector v por vector director, y a0 es una parametrizacion geodésica, el vector
o’ (t) es proporcional a v para cada t € I, pues < a(t) — p,v >= 0, al derivar dos

veces se tiene < o’'(t),v >= 0.
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Por tanto, o'(t) = 0 y asf o/(t) = w € R? es constante, o sea, existe ¢ € R3 tal que

a(t) = g+ tw, por lo que a(I) es un segmento de recta.

Ejemplo 28 Sea o una curva parametrizada por la longitud de arco, sobre la esfera

S2. Caleular la curvatura geodésica.

Los vectores normales unitarios en la esfera S?, vienen dados por:

N:M:a@)

Entonces,
la(®)]* = IN]} = 1

=< alt),at) >=
d

= < a(t),a(t) >=2 < d(t),at) >=0

=< d(t),a(t) >=0
> % < d(t),a(t) >=<a"(t),a(t) > + < d(t),d(t) >=0
=< o'(t),a(t) >= — < (1), (t) >= —||a(t)]]* = -1

Sabemos que:

Veamos:
kn =< a”(t), N >=< o’ (t), 0 >= —1
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por una de las ecuaciones anteriores
ky=<a"(t),N x d/(t) >=< a"(t),a x o/ >
Asi las curvas geodésicas son las que cumplen:

ky=<dad"(t),axa >=0

es decir, o L a x /. Asi que los circulos maximos de la esfera son geodésicas. Los
circulos méaximos C' se obtienen al intersectar la esfera con el plano que pase por el

centro O de la esfera.
Ejemplo 29 Consideremos el cilindro
o={(z,y,2) eR’:2? + 9> =1}
Para cada punto p = (o, ¥, 20) de S la recta C; = {(z,y,2) € R® : x = x0;y = yo}

y la circunferencia Cy = {(z,y,2) € R3 : 22 + y*> = 1;2 = 2} son geodésicas que

pasan por p.

LI

- - -

Ya que para el segmento de recta que pasa por el punto p admite una parametriza-

cién a(t) = (zo,v0,t) y dado que o'(t) = 0.
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Para la curva (s, es de notar que el plano tangente a la superficie S en cada punto

de la curva es ortogonal al plano que contiene a la curva.

Sea (3, cuya parametrizacion es

a: R — R
t +— (cos(at +b),sin(at +b),ct + d)

Derivemos
o (t) = —a®*(cos(at + b), sin(at + b),0)

mientras que el plano tangente 7T, ;S tiene por vector ortogonal al gradiente en a(t)

de la funcién 2% + 32, o sea,
2(cos(at + b),sin(at 4 b),0)
que es proporcional a o’(t). Asi pues, la hélice C3 es también geodésica de S.

Tenemos el siguiente resultado sobre existencia y unicidad de geodésicas.

Proposiciéon 16 Sea S una superficie, un punto p € S y un vector tangente no nulo
¢ € T,S.Entonces:

1. Ezxiste una parametrizacion geodésica o de una geodésica de S tal que 0 € T
a(0) =p y o/(0) =¢
2. Si a1 y ag son dos parametrizaciones geodésica de S tales que
0N, a(0)=a0)=p y a;(0)=0a5(0)=¢
se cumple que aq(t) = ay(t), para cada t € I; N Iy

Demostracién. Ver [[6],pag 228] O
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Un resultado mas general para decidir si una curva es geodésica es el siguiente.

Teorema 3 Una representacion natural de una curva, ¢(t) = p(u(t),v(t)) de cla-
se C* de una parametrizacion ¢ de clase C?, es geodésica si y solo si u(t) y v(t)

satisfacen las ecuaciones

2 2 2
d_u_i_ril(du) o du dv +F%2(d_v> _0

dt2 dt) T rdt dt dt
d*v du\>_, dudv dv\”
— I = ) %, —+T%(— ) =0
az ”(dt) 2 22<dt>
Demostracién. Ver [[5],pdg 267-268| O

Ejemplo 30 Calcular las geodésicas de la superficie parametrizada por
o(u,v) = (ucosv,usinv,u), u>0, 0<v<2m

Utilizaremos las ecuaciones del teorema anterior, por ello necesitamos los coeficientes

de la primera forma fundamental y sus derivadas para el calculo de los simbolos de

Chistoffel.

Calculemos:

0y = (cosv,sinv,1)

Yy = (—usinv,ucosv,0)
Asi, los primeros coeficiente de la primera fundamental son:

E = <y, p,>=2
F = <pu,p,>=0

G = <@y Py >=u?
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Por lo que los simbolos de Chistoffel, son:

F%l - F%l = Fb = Fél :F§2 =0

1

F%Q = F%l = -
U
r, = —=
22 9

Y las ecuaciones diferenciales del teorema son:
t
(1)~ Do) =0

Vv"(t) + %t)u’(t)v’(t) =0

en la segunda ecuacién si hacemos f(t) = v'(t), esta se transforma en

0 sea,

integrando, existe ¢ € R tal que

c

(ult))®

log f(t) = log

por lo que

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que la curva C' parametrizada por «a(t),

es una paramatrizacién de velocidad unitaria. Es decir
o/ ()] = 2(' (1)) + (u(t)*(v'(1))”
Al sustituir f(t) = v'(t), resulta

2(u/(£))" + (u(t))*((1))* = 1
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y sustituyendo el valor obtenido para f(t), resulta

O sea

Adem3s
dv c

S =) = 1) =

dividiendo entre si estas dos ultimas ecuaciones, obtenemos

=10 iy - e

g
dv c

Introduciremos la funcién auxiliar w = w(t), de modo que u = csecw, y asi (u(t))* —

c? = c*tan? w, y en consecuencia

du _d(csecw)  du
\/5% = csecw tanw = e dw

De aqui se sigue que dv = v2dw, luego existe a € R tal que v = V2w — a

Y obtenemos
o(esecw, V2w — a) = esec w(cos(vV2w — a), sin(v2w — a), 1)

que es una parametrizacion de una geodésica de la superficie S, dando valores a las

constantes a y c.




Capitulo 3
Teorema Local de Gauss-Bonnet

El Teorema Local de Gauss-Bonnet es para muchos el teorema mas hermoso y pro-
fundo de la geometria diferencial de superficies, el cual fue publicado por Bonnet!

en 1848 referido a una region acotada por una curva simple no geodésica.

El nombre de Gauss ha quedado asociado al teorema porque fue él quien publicé en
1827 un caso especial para tridngulos geodésicos (tridngulos cuyos lados son arcos

de geodésicas de una superficie).

Y donde el quinto postulado de los Elementos de Euclides dio lugar a uno de los
problemas mas famosos y estudiados en la historia de la Geometria: tratar de decidir

si el quinto postulado es o no consecuencia de los otros cuatro.

Por tal razon, el caso especial publicado por Gauss para tridngulos geodésicos, el
cual muestra la relacion existente entre la curvatura de Gauss de una superficie y lo
defectos de 7 de los tridngulos geodésicos, es decir, la diferencia entre 7 y la suma
de los angulos de los triangulos geodésicos, describe geometrias que pueden ser no
euclideas pero que al estudiarse localmente, preservan una geometria que se aproxima

a la euclidea.

'Pierre Ossian Bonnet (22 Diciembre 1819, Montpellier—22 Junio 1892, Paris) fue un matemati-
co francés. El hizo algunas contribuciones importantes a la geometria diferencial de superficies,
incluyendo el teorema de Gauss-Bonnet.

100
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3.1. Formula de Liouville y Teorema de Green

Lema 2 (Férmula de Liouville). Sea ¢ = ¢(u,v) una parametrizacion de una
superficie reqular, tal que las curvas de parametros u y v sean ortogonales y sea,
ademds, ¢ = p(s) = p(u(s),v(s)) una curva C' representada en forma natural, en la

parametrizacion de clase C?.

Supongamos por otra parte que g = HZZ_HH Y G2 = son los vectores unitarios en
u

v
llpw I
la direccion de las curvas de parametros y que 0 = 0(s) es la funcion, a lo largo de
C, descrita por t = (cos®)gy + (sinf)gs, siendo t la tangente unitaria a lo largo de

C. Entonces la curvatura geodésica de C' viene dada por:

df
ky=— +k

dS Ju=cte Cos 6 + kgu:cte sin 9

Sabiendo que k, _ . es la curvatura geodésica de la curva de pardmetro u y k, _
Ju=cte Ju=cte

la curvatura geodésica de la curva de pardametro v.

Demostracion. Calculando la derivada de g; a lo largo de C| se tiene

dgp 891 du 891 dv  dgy dsy du n dgy dsy dv
ds ~ Ouds Ovds "~ ds; du ds  dsy dv ds
dgy du  dgy du d91 dgy
= || Vo = 0sf + ——sinf
i i e

siendo s; la longitud de arco a lo largo de las curvas de parametros u y s, es la

longitud de arco a lo largo de las curvas de parametros v. Analogamente, % =
dg2

T2 cosf + % sinf. Derivando t a lo largo C' y utilizando lo anterior, se tiene
1 S1

k=t = ;li ;;(glcos«9+gQSin9); 0 =0(s)

_ dg . de . dgo de
= (cos Q)d—s (sin 0)gld—s + (sin Q)d— + (cos 0)ggd—s

= j‘zi cos?6 + (Z—i:—l—j—‘z) 008881n0+3251n20+( glsen9—|—gg(:050)§—z
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Luego como U = N xt = —g; senf+go cos . Y que la curvatura geodésica se obtiene

a partir del producto escalar < k, U > se obtiene:

ky = <k U>
= k- (—g1sinf + gycosh)

dg;
= —Cos Qsmﬁgldi—l-cos 0go——

g, <d92 + a4 ) cos A sin? 0g1

S1 dsy dsy d_82
d d d d do
b (2259 o hsin g, — sin® leﬂ + cos f sin? gggﬂ LY
d31 dss dsy dsy  ds
por ser ortogonales un vector unitario y su derivada se tendra que g; - dgl =g - ZZ; =

g - zgf =g d92 = 0, tenemos:

_ dgi 3 dg: 24 -
ky = (g2 . d_sl) cos’f + <92 s cos O sin 6

d92 .9 dg2 3 (10
(g1 51) sin“ cos (91 5 + .

Por ultimo, observemos que la curvatura geodésica a lo largo de las curvas de pardame-

tro u esta dada por ky = go - oy la curvatura a lo largo de la curva de parametro v

d92

iy k=92 91 . Asi, pues,

es ko = —g1- d92 y como g - go = 0, también k; = —g;

do
kg = Ts + kycos?0 + kocos?0sin 0 + kysin® cos 0 + koysin®6

lo cual proporciona el resultado esperado. O
Teorema 4 (Teorema de Green). Sea C' una curva cerrada cualquiera de una

superficie dada por ¢ = (u(t),v(t)), R la region interior y P y Q funciones de los

pardmetros de la superficie. Entonces:

/(PCCZ;;JrQ )dt://(g—g—g—f)dudv
C R

Demostracién. Ver [[2],pdg 356-361] O
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3.2. Teorema Local de Gauss-Bonnet

Definicién 22 Sea o : I — S una aplicacion continua de un intervalo cerrado
I =10,b] en una superficie S. Decimos que o es una curva reqular a trozos cerrada

y simple si:

1. Ezxiste una subdivision 0 =ty < t; < ... <t, =0b, de I tal que o es diferenciable

y reqular en cada [t;,t;1q1], (1 =0,1,...,2).
2. a(0) = a(b).
3. Sit, ' el t#t, entonces a(t) # a(t').
Definicién 23 Los puntos a(t;), (i =0,1,...,n) se llaman vértices de a.

Supongamos que S esta orientada positivamente y sea 6;, —m < 6; < 7 el angulo

que forman o/(t; — 0) y &/(t; + 0); el signo de 6; estd dado por el determinante
[/ (t; — 0),a/(t; + 0), N].

0, >0

Definicién 24 FEl dngulo 0;, —m < 0; < m, se denomina el angulo exterior en el

vértice a(t;).

Definicién 25 Un dominio sobre una superficie se dice que es simplemente conexo
st toda curva cerrada o curva que une dos puntos de su borde divide al dominio en

dos o en mds partes disjuntas.

Definicién 26 Se denomina dominio con borde reqular sobre S a un dominio D C S
tal que el borde OD es igual a D — int(D) es la imagen de una curva o : I — S

reqular a trozos, cerrada y simple.
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Definicién 27 Decimos que el borde 0D de un dominio D en una superficie orienta-
da S esta positivamente orientado si la base ortogonal positiva {d/(t), a(t)} satisface

la condicion de que a(t) apunta hacia el interior de D.

Definicién 28 Un poligono en la superficie S es un subconjunto P de S que es

imagen por una parametrizacion o de un poligono P’ de un abierto U € R2.

Teorema 5 (Teorema Local de Gauss-Bonnet para poligonos curvilineos).
Sea C' poligono curvilineo de clase C? en una parametrizacion de una superficie
reqular. Supongamos, que C' esta orientado positivamente y que su interior, en la

parametrizacion, es simplemente conexo. Entonces

/k:gder//KGdSJrZai:ZW
c R i

siendo kg la curvatura geodésica a lo largo de C', R la union de C y de su interior,

K¢ la curvatura gaussiana y o; los dngulos externos de C.

Demostracién Supongamos, que ¢ = ¢(u,v) es una parametrizacién de una su-
perficie regular tal que las curvas de parametros sean ortogonales; supongamos,
ademds que ¢ = @(s) = ¢(u(s),v(s)) es una representacion natural del poligono
curvilineo C' de clase C? en ¢ = p(u,v), orientado positivamente y cuyo interior es

simplemente conexo; convengamos que

Pu Pu Pov Py

g1 = = Yy g2 = =
leull  VE leoll VG

son los vectores unitarios a lo largo de C' en la direccién y sentido de las curvas de

pardrametros u y v, respectivamente, 6(s) la funcién, derivable a trozos, descrita por
t = (cosf)gy + (sinf)gs siendo ¢ la tangente unidad a todo lo largo de C, como se

muestra en la figura.
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Obsérvese que 0(s) presenta un salto en cada vertice P; de C' igual a un dngulo «,

donde —7 < a; < 7. El d4ngulo «; se llama édngulo externo de C' en P.

Ahora, bien: por la formula de Liouville, se tiene que la curvatura geodésica es:

de
kg = d_ + kgv:cte cos 9 + kgu:cte S 9
s
siendo kg, _ ., ¥ kg,_... las curvaturas geodésicas de las curvas de pardmetros, v =
v=cte Ju=cte )

constante y u = constante, respectivamente. De modo que

df
/kgds = / P /(kgvcte cos + kg, _ .. sinf)ds

c c c
Ahora, bien,
cos ) = {t u) = <(('0u(‘ii_z il (’OU%)  #u) = Z_z < PurPu > d_uH90“H2 - d_uH | = Ed—u
1211wl [pull ol ds |leull  ds ds

y de manera analoga se obtiene

dv

inf =vG—
sin 7

en donde hemos utilizado el hecho de que las curvas de pardmetros son ortogonales

y, por ello, ¢, p, = 0. De este modo, al sustituir en la integral anterior, se tiene que:

d d

/ kyds = / o + / kg NE— +ky_ NG ds
ds ds

C C C
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Del Teorema de Green se tiene que

0 0
/ kyds = / do + / / {%(k;gum\/é) - %(kgvzde\@) du dv
C C R’

siendo R’ el interior y el contorno de u = u(s), v = v(s) en el plano. De las ecuaciones

para v, u constantes, que son

E, G,

k v=cte — ) k u=cte —
Bobomee == pve W= = 50U

resulta que

/ kods =

C

a0 L% (NG_G) v (jm)} dudo
1

E
df {%(Gu)+a< £, )}\/ﬁdudv

WEG VEG) v \VEG

o] ]
c R
o] ]
c R
y en consecuencia, de acuerdo con la férmula de la curvatura gaussiana para cuando
F =0, se tiene que

B 1

Koo L |0 LOVG) 0 10VE
¢ 2WEG |0u \ VE Ou ov \ /G Ov

/k:gds:/dG—//KGvEGdudv
R/

C C

/kgds:/de—/R/KGds

C c

se obtine

Asi se llega a la formula:

En donde R es la unién de C' con su interior en S. Sélo hace falta calcular la f c do.
Como C' es una curva simple, se puede demostrar que el cambio total de # al re-

correrse C' completamente, es igual a 27. En cualquier texto de topologia se puede
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encontrar una demostracion de este hecho. Como la f df mide el cambio de los 6 a
C

todo lo largo de los lados tenemos que [, df + >, o; = 2.

/k;gds—k//KGds:Zw—Z&i
R %

c

Por lo tanto

O

Teorema 6 (Teorema Local de Gauss-Bonnet para poligonos geodésicos).
Sean S una superficie reqular orientable y I' un poligono de lados geodésicos en S de

angulos exteriores «;. Entonces:
//de:%—zai
% i
Donde K es la curvatura gaussiana y R es la region que encierra el poligono T.
Demostraciéon. Como el poligono geodésico esta constituido por lados que son

arcos de geodésicas, entonces k; = 0 en I'. Asi el Teorema Local de Gauss-Bonnet

viene a ser:

//deJrZai:%
R 7

//dezQﬁ—Zozi
" i

se tiene

O

Teorema 7 (Teorema Local de Gauss para tridngulos geodésicos). Sea S
una superficie reqular orientable y C' un triangulo geodésico contenido en S cuyos

angulos valen (1, Ps y Pz, entonces:

/KGdA:ﬁlwﬁﬁg—w
C
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Demostracion. Ya que C estd construido por tres geodésicas que forman un

tridngulo geodésico. Como k; = 0 en C, por el Teorema Local de Gauss-Bonnet,

//de:ZW—Zai, siBi=7—q i=12,3,
R )

representa los angulos internos del tridangulo, como se ve en la figura, entonces

tenemos

b3

b2

/R/de_il@_w

Observacién.

1. Al considerar la esfera de radio a, la curvatura gaussiana es K = 1/a?, y la

Ultima férmula se convierte en

3
Zﬁi =71+ A/d?
i=1

en donde A es el area del triangulo geodésico.
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2. Sila curvatura gaussiana fuese negativa, es decir, si se trata de una seudoesfera,

entonces

3
Zﬁi =7 — A/a?
i=1

3. De modo que la suma de los dngulos internos de un triangulo geodésico es ma-

yor que, menor que o igual a 7, segin que la curvatura gaussiana sea positiva,

negativa o nula.

Corolario 1 Sea {T,, : n € N} una sucesion de triangulos geodésicos en la superficie
S, esto es, cuyos lados son geodésicos de S y que convergen a un punto dado p, esto
es, todos encierran a p y la sucesion de dreas de {T,,} convergen cero. Entonces, si

s Bn Y Yu son los dngulos de {T,,} la curvatura de Gauss de S en el punto p es el
limite siguiente:
Qp + Bn + Tn — T

~ nheo Area(T,)

Demostracién Ver [[6],pag 380] O

Ejemplo 31 Sea S una superficie con curvatura gaussiana Ko < 0, si v C S es

una geodésica cerrada suave, demuestre que v no puede encerrar una region simple

en S.
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Por el Teorema Local de Gauss-Bonnet, tendriamos

/kg(s)ds+//KGdS+Za7:27r

Y

Como v es una geodésica, entonces su cuervatura geodésica k, = 0, se tiene:
//KGdSJrZa7 =21
R

Que es una contradiccién, ya que [ [ KgdS <0y ademés Y a,, = 0.
R

Ejemplo 32 Los habitantes de un planeta cuya curvatura de Gauss es constante,
miden los dngulos de un tridngulo y obtienen 34°, 62° y 83°. Sabiendo que el drea de

dicho tridngulo mide 2,81 km?, calcular la curvatura del planeta. ;Es éste esferico?.

Los habitantes del planeta veran como rectas los lados del tridngulo considerado, pero
seran geodésicas de dicho planeta. Por tanto, podemos aplicar el Teorema Local de
Gauss-Bonnet, y llamando K al valor constante de la curvatura de Gauss de dicho

planeta y €1, €5 v €3 a los dngulos internos de triangulo 7" en cuestion, resulta que:
KGArea(T) = /KgdA =¢eg1texteg—m
T

Expresando los angulos en radianes,

2m(34 + 62 +83) 179
fitertes= 360 ~ 180"
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luego despejando,

—T 1
Kog=(-—)—
“ (2,81) 180

Como la curvatura es negativa el planeta no es esférico.

Ejemplo 33 Determinar todos los términos del Teorema Local de Gauss-Bonnet,

para la imagen, sobre la esfera unitaria, descrita por:

¢ = (cos B sin ¢, sin 0 sin ¢, cos @)

del poligono que tiene los siguientes lados

C, : 0=t o=m/4, 0<t<m/2
Cy : 0=m/2,¢=t, /4 <t <m/2;
Cs : 0=n/2—t,p=m/2, 0<t<m/2;
Cy : 0=0,0=m/2—1t, 0<t<m/4
? 4
o8
- -
€ L ¢,
I = \V
G
i

T
2

En este caso, £ = sin?¢, F = 0y G = 1 y la curvatura gaussiana es K = 1. Por

tanto,

w/2| /2

/R/KGdS:/!mded¢:/ /sin¢d¢ df = 7/2/4

0 |r/4



Capitulo 3. Teorema Local de Gauss-Bonnet 112

Ademsds (Kg),_ onstante = —25\% = —cot ¢ y en esta forma,
w/2 70 2 w/2
/@ﬁz—/&ﬂﬂ%ﬂ%a>ﬁ:—/meW:—w@4
Ci 0 0

Como Cy, C5 y Cy son geodésicas, entonces

/@w:/@w:/@wzo

Cy Cs Cy

En esta forma, se tiene que

/@w:/@w:—m@4

C C1

Por 1ultimo, como las curvas de parametros son ortogonales, entonces

4

Zai =4(n/2) = 2w

1=1

3.3. Foérmula general del teorema local de Gauss-

Bonnet

A pesar que hemos probado el Teorema Local de Gauss-Bonnet bajo una hipdtesis

restrictiva sobre el dominio D.

Si el dominio D no es simplemente conexo la frontera del dominio no es una curva
cerrada, sino que consta de varias curvas cerradas. La orientacién del dominio induce

una orientacién sobre cada una de esas curvas componentes de la frontera.

Consideremos en primer lugar un dominio D en forma de anillo cuya frontera consta
de las curvas C'y C" (diferenciables a trozos). Mediante dos curvas L; y Ly conec-
tamos un punto sobre C' (A y B, respectivamente) con puntos en ¢’ (A" y B' |
respectivamente) y asi dividimos el anillo en dos dominios simplemente conexos que

no se superponen Dy y Ds.
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Denotemos a la parte de C' que pertenece a la frontera de D; por C y sea C la

parte de C de la frontera del dominio Ds, y andlogamente para C’ seria Cy y Cs.

Asi el borde de D; consta de las curvas Cy, Ly, C], Ly y la de Dy de Cy, — Lo, CY,

— L1, donde el signo negativo quiere decir con orientaciéon opuesta.

Representemos por 6y, 0a, ..., 6,,, los angulos orientados en los vértices de C y Cf;

y por Opi1, Oz, ..., 0, en los vértices de Cy y CY.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que los puntos A, A’, By B’ son puntos
de C' o C" en los cuales la curva es regular, estos puntos son, sin embargo, vértices

de los bordes de Dy y Ds. Los dngulos en los vértices del borde de D; seréan:

‘917927 "-7‘9m77A77A’773 YB

y los de D5 son
9m+1,9m+2,...,Qn,éA,(SA/,(SBy(SB/
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Observemos que

Ya+0a=7a+0a =7v5+0p=7p +0p =T

Si aplicamos ahora el Teorema Local de Gauss-Bonnet a cada dominio simplemente

conexo, tenemos:

//KGdA+/kgds+/kgds+/kgds+/kgds
Dy

C1 Ly o Lo
+Y i+ 7a+ 74+ +7e =27
i=1
//K(;dA+/kgds—/k:gds—l—/k:gds—/kgds
Do Co Ly CY Lo

+ Z 9i+5A+5A’+§B+5B’:27T

i=m-+1
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Sumando, miembro a miembro, se tiene

//KGdA—i—/k:gds—l—/k:gds—i—ZQi+47r:47r
D C =1

C/

O lo que es lo mismo

//KGdAnL/kgder/k:gderZGi:O
D C =1

Cl
Si D tiene p agujeros, su frontera 0D con p 4+ 1 componentes, se tiene la férmula de

Gauss—Bonnet generalizada:

//KGdA+/kgds+/k:gds+ZQi = 21(1 — p)
D c C =1
(I
El Teorema Local de Gauss-Bonnet motiva a hacer un estudio mas amplio, exten-

diendo el teorema a regiones méas generales; en particular, a superficies geométricas

enteras dirigida a demostrar el Teorema Global de Gauss-Bonnet.

3.4. Aplicaciones

El Teorema Local de Gauss-Bonnet y en su versién global® se encuentran diversas
aplicaciones del Teorema de Gauss-Bonnet en la demostracién de resultados fisicos
se encuentran una serie de teoremas acerca de singularidades y agujeros negros en
el espacio — tiempo curvo de la Teoria de la Relatividad de Einstein, en el libro de
Hawking-Ellis: “The large scale structure of space-time”, se utiliza el Teorema de

Gauss-Bonnet para demostrar la Proposicion 9.3.2 de dicha obra.

2Sea S una superficie regular y compacta. Entonces fs KgdA = 2mx(S), donde x(S5) es la
caracteristica de Euler-Poincaré de la superficie con x(S) = 2 — 2¢(S), y el nimero g(S) se llama
el género de S.
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También, en el libro editado por A. Held: “General Relativity and Gravitation” pue-
de verse el articulo “The Positive Mass Conjeture” de Dieter R. Brill - Pong Soo

Jang donde se aplica el Teorema de Gauss-Bonnet.

Asi como en la publicacion electrénica del articulo de “Integral Geometry and the
Gauss-Bonnet Theorem in Constant Curvature Spaces”, en la demostracién del Teo-
rema 1 de dicho articulo que es el Volumen 358, nimero 3, Pag. 1105-1115 de Tran-

sactions of the American Mathematical Society.



Conclusiones

En conclusion de nuestro trabajo se profundizo sobre el estudio de que es superficie
regular, asi como sus propiedades como: las curvaturas Gaussina, curvatura normal,
curvatura media y curvatura geodésica que es de mucha importancia para el estudio

y desarrollo de Teorema Local de Gauss-Bonnet.

Poder construir un conocimiento desde la definicion de superficie regular hasta la de-
mostracion del Teorema Local de Gauss-Bonnet, fue muy interesante y se obtuvieron

resultados tales como:

1. La seudoesfera de radio a tiene curvatura gaussiana negativa —a% en todo
punto de la superficie, al contrario, de la esfera de radio a que tiene curvatura

gaussiana positiva a% en cada uno de sus puntos.

2. Para establecer la naturaleza de un punto, es decir, para determinar si un pun-
to es eliptico, hiperbdlico o parabdlico el signo del determinante de la segunda
forma fundamental debe ser mayor que, menor que o igual a cero, respectiva-

mente.

3. Al considerar la esfera de radio a, la curvatura gaussiana es Kg = 1/a?, y para

una tridngulo geodésico en la esfera se tiene:
3
E 51 =T+ A/CL2
i=1

en donde A es el drea del tridngulo geodésico y los 8 son los dngulos interiores

del triangulo geodésico .

117
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4. Sila curvatura gaussiana fuese negativa, es decir, si se trata de una seudoesfera,

entonces

3
Zﬁi =7 — A/a?
i=1

5. De modo que la suma de los angulos internos de un tridngulo geodésico es mayor
que, menor que o igual a m, segin que la curvatura gaussiana sea positiva,

negativa o nula.

Estudiar geometria diferencial fue una gran desafio, ya que la carrera de licenciatu-
ra en matematica no cursamos una materia donde abordaramos a profundidad esta
tematica. Mientras tanto, fue muy interesante poder estudiar conceptos nunca vis-
tos y usar los conocimientos de calculo, andlisis vectorial y algebra lineal estudiados

durante la carrera, consiguiendo obtener un buen aprendizaje.

Por fin esperamos que el estudio abordado en nuestro trabajo pueda ser 1util a otras

personas que deseen estudia geometria diferencial.
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