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1. Introduccion.

En muchas 4reas de las Ciencias Béasicas e Ingenieria existen problemas donde es necesario
encontrar la solucién de una Ecuacion Diferencial Ordinaria. Estas describen fenémenos
que cambian frecuentemente.

Comunmente, una solucién de interés esta determinada especificando los valores de todas
sus componentes en un punto r = a. Esto es un Problema de Valor Inicial (PVI). Sin
embargo, en muchas ocasiones, una soluciéon estda determinada en mas de un punto. Un
problema de este tipo es denominado Problema de Valor de Frontera (PVF). Un PVF muy
trabajado en la actualidad son los de segundo orden, es decir, los PVF que se especifican
en dos puntos:

y' o= flz,y,y)
yla) = «
y(b) = B.

Muchos de los problemas que realmente se presentan en la ingenieria no se pueden resolver
directamente, puesto que solo algunos tipos de ecuaciones diferenciales admiten soluciones
en términos de funciones elementales.

Un problema comun en ingenieria civil es el que se relaciona con la deflexién de una biga de
seccién transversal rectangular sujeta a una carga uniforme, mientras sus extremos estan
soportados de modo que no experimentan deflexién alguna.
La ecuacion diferencial que aproxima la situacién
fisica es de la forma:

2
1] T = Bl + gyl

 — L donde w(z) es la deflexién a una distancia = desde

el extremo izquierdo de la viga, vy [, q, F, S e I re-

presentan, respectivamente, la longitud de la viga, la

intensidad de la carga uniforme, el médulo de elas-

ticidad, el esfuerzo en los extremos y el momento

central de inercia. Esta ecuacién diferencial tiene asociadas dos condiciones de frontera
dadas por la suposicion de que no ocurre deflexion alguna en los extremos de la viga.

w(0) = w(l) =0.

Cuando la viga tiene un espesor uniforme el producto E es constante y la solucion exacta
se obtiene facilmente. No obstante en muchas aplicaciones el espesor no es uniforme y, por
tanto, el momento de inercia I es una funcién de x y se requieren métodos de aproxima-
cion.

Otros ejemplos de PVF se presentan en Fisica, las leyes de Newton y muchas otras se ex-
presan como un problema de este tipo. En biologia aparecen en el modelado de dinamica
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de poblaciones, en la quimica surgen en la evaluacién de las concentraciones de diversos
reactivos durante una reaccion, etc.

A lo largo de los anos se han desarrollado técnicas para encontrar la soluciéon analitica a
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, y por ende, la solucién de los PVF que surgen de los
modelos anteriormente mencionados. Sin embargo, resulta habitual que en la mayoria de
los casos no se conozca la solucién analitica de la misma, y sélo estudios cualitativos de
dichas ecuaciones son presentados en la literatura. Debido a esto, en la practica, resul-
ta impetuoso usar métodos numéricos para dar aproximaciones numéricas de la solucién
(aproximaciones tan buenas como se quiera).

Hoy en dia, en la literatura, existen muchos métodos que ayudan a estimar la solucion
de un PVF de segundo orden, y es por esta razon, que este trabajo se concentrara en el
estudio de algunos métodos.

Sabemos que los polinomios han sido durante mucho tiempo las funciones méas utilizadas
para aproximar otras funciones, principalmente a causa de sus propiedades matematicas
simples. Sin embargo, los polinomios de alto grado tienden a oscilar fuertemente y en
muchos casos son susceptibles de producir aproximaciones muy pobres. Con una funcién
spline combinamos polinomios de bajo grado por lo tanto, su oscilacién es minima de una
manera tal como para obtener una funciéon que es tan suave como sea posible en el sentido
de que tiene continuidad méxima sin ser globalmente un polinomio. Las funciones spline
pueden ser integradas y diferenciadas debido a ser polinomios a trozos y se pueden ser
almacenados e implementado en la computadora con facilidad. Por lo tanto, las funciones
spline se adaptan a métodos numéricos para obtener la solucién de las ecuaciones diferen-
ciales.

En general, el trabajo queda dividido de la siguiente manera:

Capitulo uno: se desarrollan los preliminares tedéricos necesarios para abordar ade-
cuadamente el estudio de los métodos numéricos. Se introducen resultados del Algebra
Lineal, Ecuaciones Diferenciales y Analisis Funcional. Asi mismo, se introducen el méto-
do de Newton Raphson, tanto para una ecuacién como para un sistema de ecuaciones
no lineales, y el método de Runge Kutta, para resolver Problemas de Valor Inicial de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, estudiados en un curso basico de Analisis Numérico,
necesarios al momento de definir los métodos numéricos.

Capitulo dos: se presentaran el estudio de forma analitica la resolucién de problemas
de valor de frontera, los cuales abordaremos temas como, problemas de Sturm-Liouville
y desarrollo en eigenfunciones, aplicaciones de las series de eigenfunciones, soluciones pe-
riddicas estacionarias y frecuencias naturales.

Capitulo tres: se presentaran métodos numéricos para resolver PVF, como: El método
del disparo para problemas lineal y no lineal, método de diferencias finitas para problemas



lineales y no lineales y el método de Rayleigh-Ritz.

Capitulo cuatro: desarrollara la construccion de las curvas spline, donde estudiare-
mos, splines lineales, splines cuadraticas y splines de grado superior.
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2. Objetivos.

2.1. Objetivo General.

Estudiar e implementar los principales métodos numéricos para resolver Problemas de
Valor en la Frontera para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

2.2. Objetivos Especificos.

= Analizar métodos analiticos para resolver Problemas de Valor de Frontera.

» Estudiar e implementar el método del Disparo para ecuaciones diferenciales lineales
y no lineales.

= Estudiar e implementar el método de Diferencias Finitas para problemas lineales y
no lineales.

» Estudiar e implementar el método de Rayleigh-Ritz.

= Aplicacién de Problemas de Valor de Frontera mediante B-splines

11



3. Antecedentes y justificacion.

3.1. Antecedentes.
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).

Filosofo, matematico aleman. Durante toda su vida se entrego
a trabajos eruditos fue autodidacta, en el interés de la mate-
ria. En 1684 publico la notacion usual de la derivada la una

d
variable dependiente y como: (d—y) y publico asi el simbolo
x

de la integral de una funcién (). Leibniz descubre el méto-
do de separacién de variable en 1691, la reduccién de ecuacio-
nes homogéneas a ecuaciones separables en 1691, y el proce-
dimiento para resolver ecuaciones lineales de primer orden en
1694.

Jakob y Johann Bernoulli.

Hicieron mucho por llegar a métodos para resolver ecuaciones diferenciales y ampliar el
alcance de sus aplicaciones.

Jakob Bernoulli (matematico suizo 1654-1705) resolvi6 la ecuacién diferencial

;2 a’
Y by — a3

en 1690 y ademas publico el termino integral en el sentido moderno.

Johann Bernoulli (matemético, medico y filosofo suizo 1667-1748).

En 1694 Johann Bernoulli pudo resolver la ecuacién diferen-

d
cial (d—y = i), a es una constante, aun cuando no se sabia
x
que d(In(z)) = % Ambos resolvieron el problema de la bra-
x

quistécronia (la curva de descenso més rapido) la ecuacién no
lineal de primer orden:

yll+ ) =c
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donde ¢ es una constante, la cual fue resuelta por Leibniz y Newton posteriormente.

Leonhard Euler (matematico y filosofo suizo 1707-1783)

El mateméatico mas grande del siglo XV 111, alumno de Johann
Bernoulli, siendo el matematico mas prolifico de todos los tiem-
pos. Su interés particular fue el planteamiento de problemas ma-
tematicos en mecanica. Euler identifico las condiciones para la
exactitud de las ecuaciones diferenciales de primer orden en
1734-1735, dando a la vez la solucién general de las ecuaciones
lineales homogéneas con coeficientes constantes en 1734,
de 1750 a 1751 extendié estos resultados a las ecuaciones
no homogéneas. Aplico con frecuencia las series de potencias
para resolver ecuaciones diferenciales.

De 1786-1796 propuso un procedimiento numérico, hizo importantes contribuciones a las
Ecuaciones Diferenciales Parciales, y dio el primer tratamiento sistemético del calculo

de variables.

Joseph-Louis de Lagrange (fisico, matematico italiano 1736-1813).

La ecuacién

Utilizo la catedra dejada por Euler, demostré en 1762- 1765
la soluciéon general de una ecuacién diferencial homogénea
de n-ésimo orden como una combinaciéon lineal de n so-
luciones independientes, entre 1774 y 1775 dio un desa-
rrollo completo del método de Derivacion de Parame-
tro, publico en 1788 un tratado de la mecanica newtonia-
na.

Pirre Simén de la Place destaco en el campo de la mecanica
con su obra Traité de Mecanique Celeste.

Uy + Uyy + Uz, = 0.

donde los subindices denotan derivadas parciales, se conoce como: la Ecuacion de Lapla-
ce o como la Ecuaciéon del Potencial; la cual se le reconocio su utilidad en la resolucién
de ecuaciones diferenciales. A finales del siglo XV I1] se habian descubierto muchos méto-
dos elementales para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias.
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Las numerosas ecuaciones diferenciales que no podian ser resueltas por métodos analiticos
originaron la investigacion de métodos de aproximacién numeéricas, ya por 1900 se habian
ideado métodos de integracién numérica bastantes efectivos aunque su aplicacién estaba
restringida por la necesidad de ejecutar sus cédlculos a mano o con equipos de computo
bastante primitivos.

Durante los anos 1950-1960 se desarrollan computadoras cada vez mas poderosas, para
investigar la eficacia por medio de métodos numéricos.

Durante los ultimos quince o veinte anos se han unificado tendencias en especial las grafi-
cas por computadoras, han dado un nuevo impulso al estudio de sistemas no lineales de
ecuaciones diferenciales. Se han descubierto fenémenos inesperados a los que se le ha dado
el nombre de Atractores Extranos, Caos y Fractales, los cuales se estan estudiando
intensamente y estan dando origenes a nuevas concepciones en diversas aplicaciones.

El rapido desarrollo de las funciones spline se debe principalmente a su gran utilidad en
aplicaciones. Las clases de funciones spline poseen muchas propiedades estructurales agra-
dables, asi como excelentes poderes de aproximacién. Splines tienen muchas aplicaciones
en la solucién numérica de una variedad de problemas en matematicas aplicadas y la in-
genieria.

Se acepta comtinmente que se hizo la primera referencia matematica para splines en el afio
1946, en un interesante articulo de Schoenberg, que es probablemente el primer lugar que
la palabra ”spline”se utiliza en relacién con suave, aproximacién polinémica a trozos. Sin
embargo, las ideas tienen sus raices en la aeronave y las industrias de construccién naval.
Splines son tipos de curvas, desarrolladas originalmente por la construccion de buques en
los dias previos a modelos informaticos. Los arquitectos navales necesitaban una forma de
llamar la una curva suave a través de un conjunto de puntos. La solucion fue colocar pesas
de metal (llamado nudos) en los puntos de control, y doblar un metal delgado o viga de
madera (llamado una spline) a través de los pesos. La fisica de la spline de flexién signi-
ficaba que la influencia de cada peso fue mayor en el punto de contacto y disminuyo sin
problemas aun mas a lo largo de la spline. Para obtener més control sobre una determi-
nada regiéon de la spline, la dibujante simplemente anade mas peso. Habia una necesidad
de forma matematica para describir la forma de la curva. A través de la llegada de las
computadoras, las spline han adquirido mas importancia.

Primero fueron utilizados como un sustituto de los polinomios en la interpolacién y luego
como herramienta para la construccion de formas suaves y flexibles en gréaficos por orde-
nador.

En matematicas, en el campo de las ecuaciones diferenciales, un problema de valor de
frontera o contorno se lo denomina al conjunto de una ecuacién diferencial y a las condi-
ciones de frontera o contorno. Una solucién de un problema de condiciones de frontera es
una solucién de una ecuacion diferencial que también satisface condiciones de frontera. Un
problema de condiciones de frontera aparece en muchos aspectos de la fisica, como en las
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ecuaciones diferenciales que explican ciertos problemas fisicos. Problemas que involucran
la ecuacion de onda son comunmente problemas de condiciones de frontera. Muchas clases
de problemas de valores de frontera importantes son los problemas de Sturm-Liouville.
El andlisis de estos problemas involucran funciones propias y operadores diferenciales.
Muchos de los primeros problemas de valor de frontera han sido estudiados mediante los
problemas de Dirichlet, o buscando una funcién arménica (solucién de una ecuacién de
Laplace) cuya solucién estd dada por el principio de Dirichlet.

15



3.2. Justificacion.

En el estudio de las EDO, se determinaron diferentes métodos de resolucién de ciertas
ecuaciones diferenciales como: EDO con coeficientes constantes, de forma analitica. Ahora
analicemos las siguientes ecuaciones.

1. Ecuacion de deflexién de una biga:

dcPw(x) S
T = Ew(m) + —a(x — 1),
S

S 9
7 > 0y 577 > 0 no son constantes.

donde los coeficientes

2. Respuesta de Membrana de una capa Esférica.

t? A2
" ——]1=0, 0<t<l1l yvA>0.
y+(32y2 8) ; Y

Esta ecuacién la modela la respuesta de membrana de una capa esférica.

3. Conductores Eléctricos Solidos.

y" = Xexp(ny),

esta aplicacion involucra la difusiéon de calor generada por la temperatura positiva
dependiente de fuentes.

Al igual que estas EDO existe una gran variedad de ecuaciones las cuales no pueden ser
resueltas con los métodos analiticos conocidos, ante ello surge la necesidad de estudiar
métodos numéricos de solucion de EDO, especificamente a las ecuaciones de problemas de
valor de frontera.

La importancia de estudiar problemas de valor de frontera para ecuaciones diferenciales
ordinarias se debe a que modelan muchos problemas de la realidad, los cuales son de gran
interés en fisica, quimica, biologia e ingenierfa. Por esa razén necesitamos saber la solucién
de la EDO en el intervalo en estudio, por lo que es necesario hacer la implementacién de
una funciéon que aproxime la solucién de dicha ecuacién diferencial, la cual la haremos
mediante la funcion b-splines, dicha aproximacion sera continua y diferenciable en dicho
intervalo. Entonces nos interesa que dichos métodos que resuelven problemas de valor de
frontera representen confiablemente los datos.

El estudio de los PVF para EDO, es una base para el estudio posterior de las Soluciones
Numéricas de las Ecuaciones Diferenciales Parciales.
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4. Planteamiento del problema.

Las ecuaciones diferenciales cuentan con un nimero infinito de soluciones. Con el objetivo
de obtener una solucién tnica debemos imponer condiciones adecuadas en la frontera de
2 denotada por 0f) y, para ecuaciones que dependen del tiempo, condiciones iniciales
adecuados en el tiempo t = 0.

En el caso unidimensional, una posibilidad de la solucién es prescribir el valor de u en
r =ay x =0, obteniendo

—u” (l’) = f (l’) T € (aab> ) (1>
ula) =« u(b) = B,
donde a y 8 son dos nimeros reales dados. Este es un problema de valor de frontera de
Dirichlet.

Realizando doble integracién se ve facilmente que si f € C°([a, b]), la solucién u existe y
es lnica; por otra parte f pertenece a C?([a,b]).

Hay PVF que no es posible resolverlos de forma analitica, si no que se necesitan de méto-
dos numéricos para dar una solucion aproximada, entonces tenemos la necesidad de buscar
métodos adecuados que nos den una solucién aproximada tan cercana a la solucién real.
Nuestro objetivo es resolver PVF tales como:

= Sea

2 2 in(l

x x x
un problema de valor de frontera, y la solucién exacta es

Co 3 . 1

Y=+ R sin(In(x)) — 10 cos(In(x)),

donde 1
Co = E[S — 125sin(In(2)) — 4 cos(In(2))] &~ —0.03920701320
y
11
=15 ~ 1.1392070132

= Considere el problema con valor de frontera
1 43
y'=5B2+20° —yy), 1 <w <3, y(1) =17, ¥B3) = =,

que tiene la solucién exacta

17



= Considere el problema con valor en la frontera

—y" + %y = 2r%sin(7x), 0 <z <1, y(0)=y(l)=0.

Cada uno de estos problemas no se pueden resolver de forma analitica, para ello estu-
diaremos métodos numéricos que ayuden y que nos den una aproximacién con un error
tan pequeno con respecto a la solucién real, para poder identificar que método numérico
nos ayuda con eficiencia a la resolucién de nuestros problemas planteados, aremos una
comparacion entre los métodos numéricos para ver cual método nos da una mejor solucién
aproximada de la solucion real.

18



5. Metodologia.
A continuacién se describen los aspectos importantes de la metodologia de trabajo:

1. Tipo de investigacion.
Este proyecto de investigacion es de caracter bibliografico-descriptivo.

1.1. Bibliografico:
Se ha hecho una extensa recopilaciéon de libros impresos y de libros obtenidos
por Internet para contar con el suficiente material que cubra las necesidades
del estudio y de las que puedan surgir mas adelante. El objetivo es compilar
coherentemente la informacion mas util y destacada del tema.

1.2. Descriptivo:
Ya que se pretende estudiar a detalle las demostraciones de los diversos teore-
mas.

2. Forma de Trabajo
Se tendran reuniones periddicas con el asesor y del trabajo para tratar los diferentes
aspectos de la investigacién como estudiar y discutir la teoria, y tratar los diferentes
aspectos del trabajo escrito.

3. Exposiciones
Se tendran dos exposiciones:

Primera Exposicién (Publica) : Presentacion del Perfil del Proyecto de Investi-
gacion.

Segunda Exposicién (Publica) : Presentacién Final del Trabajo de Investigacién:
resumen de resultados y aplicaciones.
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CAPITULO UNO.

PRELIMINARES.
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6. PRELIMINARES.

En este capitulo se expondran los requerimientos matematicos necesarios para abordar
adecuadamente el estudio de los métodos numéricos usados para aproximar la soluciéon
de problema de valor de frontera de segundo orden. Al mismo tiempo, se introducen el
método de Newton Raphson, tanto para una ecuacién como para un sistema de ecuacio-
nes no lineales, y el método de Runge-Kutta para resolver Problemas de Valor Inicial de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, estudiados en un curso basico de Analisis Numérico,
necesarios al momento de definir los métodos usados en el presente trabajo.

Es importante resaltar que los resultados que se desarrollan en el presente capitulo no
seran tratados de forma detallada por completo, pues el objetivo es solamente dejar asen-
tado un material de repaso, cuyo conocimiento es importante para entender el tema de
interés.

6.1. Calculo.

Los conceptos del limite y continuidad de una funcién son fundamentales en el estudio del
calculo diferencial.

Definicién 1 : Una funcion f definida en un conjunto X de nimeros reales tiene un
limite L en xy denotado por
lim f(z) =L,

T—T0

si dado cualquier nimero real € > 0, existe un nimero real 6 > 0 tal que |f(z) — L| <¢,
siempre que x € X, y 0 < |x — x| < 4.

Definicién 2 : Sea {,}5°, una sucesion de nimeros reales o complejos. La sucesion
{z,}52, tiene limite x (converge a x), si para cualquier € > 0, existe un entero positivo
N(e) tal que |z, — x| < €, siempre que n > N(e).

Notacién lim,, o z, = x, 0 x,, — x cuando n — oo, significa que la sucesion {z,}°,

converge a .

Definicién 3 : Sea f una funcion definida en un conjunto X de nimeros reales y xg € X.
Entonces f es continua en xqy st

lim f(z) = f(zo).

T—T0

La funcion f es continua en X si es continua en cada numero en X.

Definicién 4 : Sea f una funcion definida en un intervalo abierto (a,b) que contiene a
Xo, la funcion es diferenciable en xq si



existe. Bl nimero f'(xo) es la derivada de f en xy. Una funcion que tiene derivada en
cada numero de un conjunto X es diferenciable en X.

Teorema 1 : Si la funcion [ es diferenciable en xq, entonces [ es continua en xg.

El conjunto de todas las funciones que tiene n derivadas continuas en X se denota C™(X),
y el conjunto de funciones que tiene derivadas de todos los ordenes en X se denota C*°(X).

Teorema 2 : Teorema del valor medio. Si f € C'[a,b] y f es diferenciable en (a,b),
entonces eziste un numero ¢ € (a,b) tal que

ro =101

Teorema 3 : (Teorema del valor intermedio.) Si f € Clla,b] y k es cualquier
nimero entre f(a) y f(b), entonces existe un nimero ¢ en (a,b) tal que f(c) = k.

Teorema 4 : Teorema de punto fijo.
1. Sige Ca,b] y g(z) € [a,b] Vx € [a,b], entonces g tiene un punto fijo en [a,b],
2. y si ademas ¢'(x) existe en (a,b) y existe una constante positiva k < 1 con
|9'(x)| <k, Vo € (a,b),
entonces el punto fijo en |a,b] es tunico.
Prueba 1.

Si f(a) = a, 6 f(b) = b, la prueba acaba. Supongamos que f(a) > a, y que f(b) < b,
consideremos f(z) = g(x) — x, entonces tenemos que

fla) =g(a) —a>0

y

f(b) = g(b) = b <0,
de aqui tenemos por teorema (3) que existe p € [a,b] tal que f(p) = 0 entonces g(p) = p,
de a qui g tiene almenos un punto fijo.

Prueba 2.
Por 1) tenemos que g tiene al menos un punto fijo.

Supongamos que z1,xs € |a,b] son puntos fijos de g, donde z; # x2 por teorema (2)
_g(@2) —g(@1)| _ |w2 — 2]

tenemos que existe un ¢ € [a, b] tal que |¢'(c)| = = =1y esto es
w2 — 1] v — 1]
una contradiccién ya que por hipétesis
lg'(z)] <k <1,
por lo tanto ¢ tiene un tnico punto fijo.
OJ
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6.2. Orden de aproximacién O(h").

Definicién 5 : Se dice que f(h) es de orden g(h) cuando h — 0 y h # 0, se denotard por
f(h) = O(g(h)), si existen nimeros reales M >0 y k > 0, tal que

|f ()] < Mlg(h)].

Definicién 6 : Sean p y f funciones, se dice que p(h) aproxima a f(h) con un orden de
aprozimacion O(h™), lo que se denota por f(h) = p(h) + O(h"), si existe un nimero real
M > 0 y un numero natural n tal que,

£ — el _
||
para h suficientemente pequeno.

Al considerar el caso en que p(z) es la n-ésima aproximacién por polinomios de Taylor a
f(z) alrededor de xg, es decir:

- f(k)(%) k f(nﬂ)(f) n+1
f(x) :; o (z — x0) +m($—l’o) ;

para algin ¢ entre x y xy. Cuando z — xy — 0, por la definicién (5) se tiene que:

)

(n+1)
— )"t = f—(f) _ oyt
Of(a — o)) = (o = 0)
ast f(x) = p(x) + O((x — x9)"™!) es decir, p(z) se aproxima a f(z) con un orden de
aproximacion O((z—z()"!). Luego, el Teorema de Taylor se puede enunciar de la siguiente
forma:

Teorema 5 : (Teorema de Taylor.) Si f € C™|a,b] y f®™*V eziste en [a,b], para cada
x € [a,b], existe un nimero £(x) entre xy y v tal que:

n. k) To .
(@) = Z f k(! )(x — 20)F + O™ ),

(1) (¢ (4
donde O(h") = %

Teorema 6 : Teorema de Taylor con Resto Integral.
Sea I un intervalo abierto que contenga al intervalo cerrado de extremos xq, y . Consi-
deremos una funcion f de clase C™"+Y (1), entonces

(z — x0)™ .

/ " ()t = f(x) — f(zo),

es decir,

f(z) = flzo) + / F/(t)dt.
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6.3. Teoria de Algebra Lineal.

Definicién 7 : Una matriz A de orden n x n es invertible, si existe una matriz A=' de
orden n x n, tal que AA™' = A™*A = I, donde I es la matriz identidad de orden n x n.
La matriz A~' denota la matriz inversa de A. Una matriz que no tiene inversa recibe el
nombre de no invertible o singular.

Definicién 8 : (Matriz tridiagonal.) Una matriz A de orden n x n, se le llama tri-
diagonal si las componentes de la matriz a; ; = 0, siempre que |i — j| > 1. Asi

_01,1 a2 0 0 0
Q21 QA22 A22 0 0
0 az2 33 0 0
0 0 Q4.3 0 0
A= . ) .
0 0 0 an_lm_l an_Ln
| O 0 O azn7n_1 a/n7n .

es una matriz tridiagonal.

Ahora para que este sistema de ecuaciones tenga solucion unica estamos interesados en
saber cuando esta matriz es invertible para que tenga solucion unica. Dichas condiciones
nos los da el siguiente teorema.

Teorema 7 : Sea A una matriz tridiagonal, donde las componentes de A son a;;,
para cada i = 1,2,3,....,n y j = 1,2,3,...,n. Supongamos que para i = 2,3,....,n — 1 se
cumple a;;_1a;;41 #0. 5 ’@1,1\ > \Cbl,z’; |ai,i\ P |ai,z>1| + ’ai,iJrl‘; parat=2,3,..n—1y
|| > |ann-1|, entonces A es invertible.

6.4. Teoria de Ecuaciones Diferenciales.

Estamos interesados en problemas en los que se busca una solucién y(x) de una ED de
modo que y(z) satisfaga condiciones adicionales prescritas, es decir, condiciones impuestas
en la solucién y(z) desconocida o sus derivadas.

En el marco de las EDO estamos interesados en los siguientes conceptos:

Definicién 9 : Problema de Valor Inicial. Lo denotaremos por (PVI) de n-ésimo
orden es resolver

(n)

y™ = flz,y,9, 9", .,y ),

sujeto a:
y(z0) = yo, ¥ (x0) = 1, -y ¥V (20) = Y1
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Otro problema consiste en resolver una ED de orden dos o mayor en la cual la variable
dependiente y sus derivadas se especifican en diferentes puntos.

Definicién 10 : Un Problema de Valor de Frontera. Lo denotaremos (PVF), con-
siste en resolver

y' = f(x,y,y)
sujeto a:
y(a) = yo, y'(b) = y1.

Los valores prescritos y(a) = 4o, ¥'(b) = y1, se llaman condicién de frontera.

En el siguiente teorema se establecen las condiciones generales que garantizan la existencia
y la unicidad de la solucién a dicho problema de segundo orden.

Pero antes necesitamos introducir lo siguiente.
Definicién 11 : Se dice que la funcion f(t,y1,y2, -+ ,Ym) definida en el conjunto
D = {(t,us,ug, - ,um)la <t <b, —o0 <u; <oo, para cada i =1,2,--- ,m},

satisface una condicion de Lipschitz sobre D en las variables uy, uo, -+ , U, Si existe
una constante L > 0 con la siguiente propiedad:

|f(t,U1,U2,"' 7um) _f(t7217227"' 7Zm)| S LZ|u] - Zj|- (2>
j=1

Y (t, ug, ugy ey U), (E, 21,20, 2m) € D.
De aqui estamos en condiciones de enunciar el teorema:
Teorema 8 : Supongamos que
D = {(t,us,ug, - ,up)la <t <b, —oo <u; <oo, para cada i =1,2,--+ ,m},

y que fi(t,ug,ug, -+ upy), parai=1,2,---  m es continua en D y cumple la condicion de
Lipschitz. El sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, sujeto a sus condiciones
iniciales, tiene una solucion unica, (ui(t),us(t), - ,un(t)), para a <t <b.

Consideremos la siguiente ecuacién:
y' +p(@)y +q(z)y=0. (3)

Teorema 9 : Ezisten dos soluciones y, (z) ey (x) de la ecuacion (3 ) que son linealmente
independiente en T |, es decir , no eziste una constante c tal que y, (x) = cys () para todo
x €L, donde p, y q son continuas.
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Prueba: Supongamos que y; () e y, (x) son dos soluciones de la ecuacion ( 3 ), teniendo
asi que:

yi +pyr+aqy =0 Yo +pys +qy2 =0
1 (0)=1, y1(0)=0 y2(0) =0 y5(0) = 1.

Ambas soluciones y; (z) e y2 (x) son las soluciones tnicas que satisfacen las condiciones
iniciales indicadas.

Hay que demostrar que y; (z) e yo () son linealmente independientes.

Asumamos que y; () e y2 (z) son linealmente dependientes, sin perdida de generalidad
supongamos que ¥y, () = cys (z), derivando tenemos que y; (z) = cyb (x), aplicando las
condiciones iniciales y; (0) = 0 = ¢y} (0) = ¢ entonces ¢ = 0, ademas tenemos que y; (0) =
1 = ¢y, (0), donde tendriamos que 1 = ¢ x 0, lo que es una contradiccién. Por lo tanto
y1 (z) e ya (x) son linealmente independientes.

O

El wronskiano de dos funciones y; (z) e ys (z) cuando trabajamos en un intervalo Z se
define como:

Y1 Yo

W (yy, = = r— -
(yl yz) yi yé Y1Ys — Y2y

Teorema 10 : Siy; (z), y2 (z) son soluciones de la ecuacion (3) en un intervalo abierto
T linealmente independientes entonces W (y1,y2) # 0 en cada punto t € Z.

Teorema 11 : y; (z), y2 (x) son soluciones de la ecuacion (3) y c1, ca contantes arbitra-
rias, entonces c1yy (x) + caya (x) es también una solucion de (3).

Prueba: Sabemos que

Yl +p(@)yy +q(x)y =0, (4)
Yy +p (@) Yy +q(x)y2 =0, (5)

multiplicando por ¢; la ecuacién (4) y por ¢p la ecuacién (5) y luego sumando ambas
ecuaciones tenemos:

cyf +p(x)cyy +q(x) iy = 0,
coyy +p () coyly + q () coya = 0

(cryy + cays) +p (@) (cryy + c2uh) + q (@) (crn + coy2) = 0.
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De este resultado concluimos que c¢iy; () + cay2 () es solucién de la ecuacién (3).

0
6.5. Teoria de Andlisis Funcional.
6.5.1. Espacios Normados.
Definicién 12 : Una norma de la matriz ||.|| : R™*™ — R es una funcion real no negativo

que satisface las siguientes propiedades:

w ||A]] >0 donde A#0 y ||A|| =0 siy solo si A=0;
w ||aA| = |af||Al| para todo a € R;
= [|[A+ Bl < || Al + | B]|;

= [|AB|| < [|Al[||B]|-

Definicién 13 : Supongamos que V' es un espacio lineal sobre el campo R de los niimeros
reales. La funcion no negativa |.|| de wvalor real se llama una norma en el espacio si
satisface las siguientes propiedades:

» |[v]| >0 donde v #0 y||v|| =0 si y solo siv=0enV.
w ||av]| = |al||v| para todo aeR y v en V.

v fju+ || < |lu|| + ||v]| para todo u y v en V. (Desigualdad triangular.)

Un espacio lineal V', dotado con una norma, se llama un espacio lineal normado.

Definicién 14 : El espacio lineal Ls[a,b] es la coleccion de todas las funciones medibles

f(z) definida en [a,b] tal que
b
[ lt@pds <

donde la integracion es la integracion de Lebesgue.
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Definicién 15 : Sea f(x) € Cla,b] (el espacio de todas las funciones continuas en [a,b])
1

b 3
o f(x) € Lsla,b]. La funcion real ||.||2 definida por ||fll2 = (/ [f(x)]de) es llamada

Lo la norma de f.
En este documento se utiliza la siguiente aproximacion para norma de error Lo

Ly = (/ab[u — U]%l:::)é ~ hé (ui = U3)’,

donde u y U son soluciones exactas y aproximadas respectivamente y h es el tamano de
paso.

Definicién 16 : Una norma vectorial ||.|| : R* — R es una funcion no negativa satisfa-
ciendo las siguientes propiedades:

w ||v]| >0 cuando v # 0 y ||v|| =0 si y solo si v="0 en R".
v o] = [offv]| VaeR.

= Jlut o < lufl + (o] Vo, veR™

Las siguientes normas vectoriales son de uso comun en algebra lineal numérica: la norma-1
||l:- La norma-2 (norma euclidiana)||.||2, norma infinita ||.||c. Si v = (v1, va, ..., v,) " e R,
estas normas se definen como siguen.

Definicién 17 : La norma-1 ||.||1, del vector v es definida como

n
lol = luil-
i=1

Definicién 18 : La norma-2 (norma euclidiana) ||.||2, del vector v esta definida

1
l n 2
o]l = (v/0)* = (Zl ') '
=1

Definicién 19 : La norma infinita || - |, del vector v esta definida por
"
[9lloo = méx| w;].
i=1

Definicién 20 : Una matriz A es convergente a cero si la secuencia de matrices Ay, A%, A3, ...
converge a la matriz nula.
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Teorema 12 : Para una matriz A, la condicion necesaria y suficiente para decir que la
sucesion de matrices I, A, A%, A3, ... converge a la matriz cero, es que la magnitud de los
eigenvalores de A deben ser menor que la unidad.

Teorema 13 : Una condicion necesaria y suficiente para decir que la sucesion de matrices
I+A+ A2+ A%+ ... converge a (I — A)~! es que lim A” = 0.

r—00
La prueba de este teorema se hara mas adelante.
Lema 1 : Para cualquier norma matricial con ||I|| = 1, entonces se cumple la siguiente
desigualdad
I +A)~ <@ —Ap—.
Demostracién:

Por hipétesis sabemos que |||| = 1, entonces
21 = AL < I+ 4)]
I+ A7 < (1 A
U

Lema 2 : Una condicién suficiente para la convergencia de la serie I + A+ A% + A3 + ...
es que || Al < 1 para cualquier norma de una matriz A.

Lema 3 : Sea A alguna matriz; entonces si |A|| < 1 para alguna norma, entonces la
siguiente desigualdad se cumple

LA]"

T—A) P (I+ A+ A2+ A3+ A < 10—,
I =4y = IS =

Demostracién:
Es facil ver que del teorema (13) obtenemos

(I-A) ' (T +A+ A+ A A=A A2
(I—A) 7 —(T+A+A2+ A3+ ..+ A < AT + || A2 + ...
< [A[™ + A + ...
= A+ [JA+ 1A% +-..)

A r+1 ]
- —(IH—HHAH) sif|A|l < 1.
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Lema 4 : Cada norma de la matriz ||Al|, es una funcién continua de n* elementos a;, de
A.

Teorema 14 : Para cada par de normas de una matriz, es decir ||A|l y ||Al’, existe
constantes positivas m y M tal que para toda matriz A de orden n,

m|[All" < [[Al < M[JA]l.
Corolario 1 Para cualquier matriz cuadrada A

A) = inf mdryn—1N(Ax
p(A) (nf, N(@)=1N (Az)

donde el inf se toma sobre todas las normas de vectores, N(.); o equivalentemente

A) = inf ||Al],
p4) = fut 4]

donde el Inf se toma sobre todas las normas naturales.

Teorema 15 : Para cada matriz A de orden n y € > 0 arbitrario, una norma natural, ||.||
cumple que

p(A) < ||A|l < p(A) + €. Donde p(A) denota el radio espectral de A

Los resultados anteriores se pueden resumir en el siguiente teorema.
Teorema 16 : Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. A es matriz convergente.
2. lim ||A"|| = 0 para alguna norma || - ||.
r—00

3. p(A) <1 cuando p(A) es el radio espectral de A.

Demostracién:
Primero demostraremos que (1) y (2) son equivalentes.
Puesto que ||.|| es continua, por el lema (4), y ||0|| = 0, entonces (1) implica (2).

Pero si (2) se cumple por alguna norma, entonces el teorema (14) implica que existe un
M tal que
[A™ [0 < M|[A™] =0,

por lo tanto se cumple (1).

Veamos que (2) y (3) son equivalentes.
Por el teorema (14), sin perdida de generalidad en si asumimos que es la norma natural.
Pero entonces por el lema (4) y el hecho de que

A(A™) = X"(A), donde A es eigenvalor
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nosotros tenemos

[A™]| = p(A™) = p"™(A),
por lo tanto (2) implica (3).
Demostraremos que (3) y (2)son equivalentes.
Por otro lado, por el teorema (15) podemos encontrar un € > 0 y una norma natural, es

decir N(.), tal que
N(A) <pA)+e=6<1,

entonces

N(A™) < [N(A))™ < o™,
de modo que ll'm0 N(A™) = 0. Por tanto (3) implica (2).

Teorema 17 :

1. La serie geométrica I + A+ A% + A3 4 ... converge si y solo si A converge.

2. Si A es convergente, entonces [ — A es no singular y (I — A)™ ' =T+ A+ A% + ...

Demostracion:

Una condicién necesaria para la serie en la parte (1) para que converja es que lim A™ = 0,
m—00

es decir que A converge.

La condicién suficiente seguira de la parte 2.

Sea A convergente, de donde por el teorema 16 sabemos que p(A) < 1.

Ya que los eigenvalores de I — A son 1 — A(A) se deduce que el det(I — A) # 0 y por lo
tanto esta matriz es no singular. Consideremos la siguiente identidad

(I-AT+A+ A2+ A .)=1-A"
que es valida para todos los enteros r. Entonces
I+A+A+ A+ +A = (I — A)"H I — Ar+ly
= (I-A)"1—(I-A)"1tA+
= (I —A)~
como r — 0o, A" — 0.

Por lo tanto la serie I + A+ A% + A3 + ... + A" converge a (I — A)~! si A" — 0 cuando
r — 0.
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6.5.2. Conjuntos Convexos.

Definicién 21 : Un conjunto A se llama convezo si juntamente con cada par de puntos
x €A, ye A, el conjunto contiene a todo el segmento que une x con y.

Ejemplo 1 : Cada bola B(a,r) es un conjunto convexo, pues si z = (1 — ANz + Ay,
donde x,y € B(a,r), 0 < A < 1 entonces |z —a|l = [(1 — N)(z —a) + My — a)| <
(1=XN)(x—a)|+[My—a)| =1 =N|z—a|+ANy—a|] <(1—=Nr+Ar=1. Por lo tanto
B(a,r) es un conjunto convezo.

Definicién 22 : La interseccion de todos los conjuntos convexos que contienen al conjunto
A se llama capsula convexa de A.

Ejemplo 2 En R3 tenemos el siguiente conjunto de puntos, el rombo cerrado por los
segmentos de rectas forman la capsula convexa.

Ejemplo 3 : Si F' = (ag,a1, - ,a,) es un conjunto de n + 1 puntos de R™ tales que
los vectores ay — ag para (k = 1,2,3,--- ,n), son linealmente independientes, la capsula
convezxa de F' se le llama simple con vértices ay, (k=1,2,3,--- ,n). Este conjunto consta

de todos los puntos x de la forma x = toag+tia1+- - - +t,a,, donde cada t, es no negativo

y n
d t=1
k=0

6.6. Meétodo de Newton Raphson y Runge Kutta.

En esta seccion introduciremos dos métodos necesarios para el estudio de los métodos que
se emplearan para aproximar la soluciéon de un PVF de segundo orden. Dichos métodos son
el Método de Newton, tanto para aproximar una ecuacion o un sistema de ecuaciones
no lineales, y el método de Runge Kuttla, para resolver PVI de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

6.6.1. Método de Newton.

El método de Newton (o método de Newton-Raphson), es una de las técnicas numéri-
cas para resolver un problema de busqueda de raices f(x) = 0, mas poderosas y conocidas.
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El estudio de este método lo haremos por los polinomios de Taylor.

Supongamos que f € C?[a,b]. Sea T € [a,b] una aproximacién de p talque f'(Z) # 0y
|p — T| es pequeno. Consideremos el primer polinomio de Taylor para f(x) expandido
alrededor de 7.

F@) = 1) + (e - 7)) + e,

donde £(z) esta entre z y Z. Dado que f(p) = 0 esta ecuacién, con x = p, da

(p—7)°

5 f"(&(p))-

0=f@) + -2/ @+

El método de Newton se obtiene suponiendo que, como |p — T| es tan pequeno, el
termino que contiene (p — Z)? es mucho menor y asf

0~ f(x)+ (p—2)[' (@),

despejando p de esta ecuacion obtenemos

PRT—

Esto nos prepara para introducir el método de Newton, el cual comienza con una aproxi-
macion po y genera la sucesién {p,}22  definida por

f(pn—l)

Dn = Pn1 — =, paran > 1. (6)

f(pa-1)’
Teorema 18 : Convergencia del método de Newton.
Sea f € C*[a,b]. Sip € [a,b] es tal que f(p) =0y f'(p) # 0, entonces existe & > 0 tal

que el método de de newton genera una sucesion {p,}5°,, que converge a p para cualquier
aprozimacion inicial pg € [p — 0,p + 4].

Demostracion: la prueba esta basada en analizar el método de Newton como un esquema
de iteracién funcional p, = g(p,_1), paran > 1, con

1@
ola) = — s 7)

Sea k un numero cualquiera en (0, 1). Primero debemos encontrar un intervalo [p—d, p+4§],
que g mapea en si mismo y en que |¢'(z)| <k, Yz € (p—d,p+ ).
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Como f'(p) # 0,y f' es continua, existe 0; > 0 tal que f'(z) # 0, Vx € [p—d1, p+61] C [a,b],
por tanto, g esta definida y es continua en [p — d1,p + d1| ya que f(z), f'(x)y por tanto
f(z) f(z)
f'(z) f'(z)

ser suma de funciones continuas, También,

o F@P@) - S @) )
gle)=1 )P PP

Vo € [p—01,p + 1] y como f € C?[a,b], tendremos g € C'[p — &1, p + d1]. sustituyendo
)

f(p) = 0 tenemos
J(p) = F)f"v) _
[f'(p)]?
Como ¢’ es continua, por definiciéon de continuidad tenemos Ve > 0 existe d > 0 tal que
ld'(x) — ¢'(p)| < €y como ¢'(p) = 0 tenemos que |¢'(z)| < € en particular tenemos que se
cumple para 0 < d; y € > k tenemos que

es continua por ser un composicion de funciones continuas, ademas xr — por

1§/ ()| <k, Ve €[p—30,p+0] C[p—d1,p+ il

Ahora falta ver que g : [p — d,p + ] — [p — 9, p + J]. Consideremos = € [p — 4, p + 0] por
teorema (2) tenemos que para algiin numero & entre z y p se tiene

g(r) — g(p)
T—p
g(x) —g(p) = g'(§)(z —p)
l9(x) = g(p)| = 14" (OI|x — pl,

por ecuacién (7) tenemos que g(p) = p, de a qui

=4'(6),

l9(x) — p| = |g(z) — g(p)| = lg'(O)llz — pl,
y como encontramos que |¢'(x)| < k de a qui que
l9(x) — p| = |g(z) — g(p)| = lg'(Ollz — p| < K|z —p| < |z —pl.
Puesto que x € [p— 0, p+ 4], tenemos que |z — p| < d, y que |g(z) — p| < 4, por lo que

de a qui concluimos que g : [p — d,p+ 8] — [p — d,p + d]. De a qui tenemos que cumple
con las condiciones del teorema ( 4), entonces la sucesion {p, }>2 , definida por

f(pn—l)
Pn = G(Pn-1) = Pn-1 — 55—, para n = 1,
9( 1) 1 f’(pn_1)

converge a p para cualquier py € [p — §,p + J].

34



6.6.2. Método de Newton para sistemas de ecuaciones no lineales.

Para la solucion de sistemas no lineales utilizamos el método de Newton. Sea f : R — R”
suave; f (x) = (fi(z)--- fu (2))", 2 € R"; f; : R" — R; encontramos z* € R” tal que
f (%) = 0.

Sea z* una es estimacién de x*. La aproximacién localmente de primer orden de Taylor:
tenemos la aproximacion lineal

f(z) = f(xk) +J(a:k) (x—xk),

k

donde J (x"‘) es la matriz jacobiana de f (x) en x = x”, en otras palabras

J(xk)zj = <g§;> (xk) con i,j c {1727"' 7n}'

Sea z"*1 tal que f (xk) +J (m’“) (mk“ — ;p’f) —0.
J (.Tk) no singular entonces, despejando z**! tenemos: La recursién definida por:

P (7 ()7 ().
Lema 5 : Sea f : R® = R", f € C*(R") con jacobiano J localmente Lipschitz y continua
en el punto x*, quiere decir que existe una bola abierta N con radio positivo con centro en

x* tal que

T () = J @) [[< L[| 2 =2 ||, VoeN. (8)

donde L, es una constante positiva. Entonces para v € N
fa®) = flx)+J(2) (2" =) + E (2" —x), (9)
donde el error E (z* — x) satisface
I B ) I< 5L | "~ | (10)
Prueba.

Por Teorema (6), la expancién de Taylor de primer orden de f en x tenemos: f (x 4+ h) =
)+ fo J (@ + th) hdt.

Sea h = x* — x, sustituyendo en la expansion de Taylor, deducimos que

f*) = f(x +f0 (x 4+t (x* —x))(x*—x)dt.
f(x)+J( )(:E —x +f0 [J(x+t(z*—x)—J ()] (" —x)dt.
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De a qui igualando con la ecuacién (9) tenemos:

E(a:*—x):/o [J(z+t(x"—x))—J(2)](z" —x)dt,

aplicando norma tenemos:

I E (2" — ) | Jo 1T (@ +t (@ =) = J (2)] («" — ) || dt.

<
< @+t —a)—J @) | || (= —a) | dt.

Usando desigualdad triangular, tenemos que Vo € Ny t € [0,1],

Tzttt —z)=J (@) | < [ J@+t(e—x)=J@) [+ J @)= J @) |
S Lozttt —z) —a" [[+Le ||z — 2" |= @ —1) L || 27 — 2 |,

utilizando la hipétesis que J es localmente lipschitz y « + t (z* —z) € N, Vt € [0,1].
Teniendo asi que

1

1
HE(a:*—chIS/O <2—t>L*Hx*—xuw*—xudt:/o (@ t) L. | 2" —x | dt.

1
3
IE@ —2) < Llla—a|* | 2-t)dt =L ||a"—z|*.
0 2

O

Teorema 19 : (Convergencia local del método de Newton): Sea f(x*) = 0 con
J (z*) no singular y localmente Lipschitz y continua en x*. Entonces existe un N =
N (z*,0) una vecindad de z* tal que si z* € N para algin ko > 0, entonces ¥ € N
y para todo k > ko. Entonces también ¥ — x* cuando k — oo,y la tasa de convergencia
es cuadratica.

= En condiciones del teorema (19) z* esta suficientemente cerca de z*.

Prueba: Elijamos A tal que Vo € N, J (z) es no singular || J (x)~" ||< 7 sujeto a (8) y
Iz —a" < 5

Asumamos que ¥ € N, de aqui tenemos que J (z) ' existe y también z¥*! es igualmente
definido. En el Lema (5) con x = ¥ y f (2*) = 0 tenemos:

0=f(a")+J(z") (2" —2*) + E (z* — 2").

multiplicando por J ($k)_1 y usando 2! = 2% — J (xk)_l f (=%,
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1

O::c*—xkﬂ—l—J(xk)f E(:c*—a:k)

entonces
| 2F+ — 2 ||=|| J (xk)_lE (zF —2%) < J (xk)_l |- | E(z* —2").
Del lema (5) y la elecciéon de N obtenemos la tasa de convergencia cuadratica
k+1 * 3 k * (12
|+ = < SyLa |2k = o | ()

1
3vLx«

Ahora bien, de la ecuacion (11) y de la definicién de N, deducimos ya que || z —x* || <

tenemos:

k+1

1
R - e S e |

dado que z* € N. De este resultado y de la ecuacién (11) inductivamente tenemos que
toda subsecuencia iterativa de ' definidas, anteriormente de N, convergen a x*, cuadra-
ticamente.

O

6.6.3. Método de Runge-Kutta.

Es un método de resolucion numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias. Para intro-
ducirlo definamos el PVI:

y/ = f(tvy)7 y(tO) = Yo
Entonces el método de Runge-Kutta de cuarto orden para este problema esta dado
por la siguiente ecuacion:

1
Ynt1 = Yn + g(lﬁ + 2ky + 2ks + ky)

donde:
kl - hf(tn7yn)7
h kq
ko = hf(t — —
2 f( n+ 2:yn+ 2)7
h ko
k3_hf<tn+§7yn+?)u

ki4 = hf(tn + hvyn + k3)7

Vn > 0. Por ser de cuarto orden, se tiene que el error de paso por teorema de Taylor es de
O(h®), mientras que el error acumulado tiene orden O(h*).
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CAPITULO DOS.

EIGENVALORES CON PROBLEMAS DE VALOR EN LA FRONTERA.
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7. Eigenfunciones y problemas con valores en la fron-
tera.

7.1. Problemas de Sturm-Liouville y desarrollo en eigenfuncio-
nes.

Diversos problemas con valores en la frontera dan como resultado por separaciéon de
variables la misma ecuacién diferencial ordinaria.

X"(x)+ XX (z)=0 (0<az<L), (12)

con un eigenvalor A, pero con diferentes condiciones de frontera, tales como

X (0)=X (L) =0, (13)
’ X'(0) = X' (L) =0, (14)
’ X (0)=X'(L) =0, (15)

dependiendo de las condiciones de frontera originales.

7.1.1. Problemas de Sturm-Liouville.

Para unificar y generalizar el método de separacion de variables es 1til formular un tipo
general del problema del eigenvalor que incluya como casos especiales cada uno de los
mencionados previamente. La ecuacién (12), con y en vez de X como variable dependien-
te, puede escribirse en la forma

a4
dzx

dy

b0 ] ey ar@i=o (10

donde p(x) = r(z) = 1y ¢q(x) = 0. De hecho, cualquier ecuacién diferencial lineal de
segundo orden del tipo

A@)y"+ B(x)y +C(x)y+AD (z)y =0,

toma la forma dada en (16) después de multiplicarse por un factor adecuado.
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Definicién 23 : Problema de Sturm-Liouville.

Un problema de Sturm-Liouwville es un problema con valores en la frontera de la forma

d

@] - a@uear@i=0 @<a<n; (17)

ary (a) — azy’ (a) =0,  Pry (b) — Py’ (b) =0, (18)

donde tanto oy y s como By y Po son diferentes de cero. El pardmetro X en (17) es el
“etgenvalor” cuyos posibles valores (constantes) se buscan.

Noétese que el problema de Sturm-Liouville dado en (17)-(18) siempre tiene la solucién
trivial y(x) = 0. Por consiguiente se buscan los valores de A —los eigenvalores— para
los cuales este problema tiene una solucién real no trivial (una eigenfuncién) y cada ei-
genvalor cuenta con su eigenfuncién asociada (o eigenfunciones). Puede advertirse que
cualquier constante (diferente de cero) miultiplo de una eigenfuncién serd también una
eigenfuncion. El siguiente teorema ofrece condiciones suficientes bajo las cuales el proble-
ma dado en (17)-(18) presenta una sucesién infinita {\,}7° de eigenvalores no negativos,
donde cada eigenvalor A, tiene (por la diferencia de un miltiplo constante) exactamente
una eigenfuncién asociada y, ().

Teorema 20 : FEigenvalores de Sturm-Liouwville.

Asumamos que las funciones p (z), p' (x), q(z) y r(x) de la ecuacion (17) son continuas
en el intervalo [a,b] y que tanto p (x) >0 como r(x) > 0 en cada punto de [a,b]. De este
modo los eigenvalores del problema de Sturm-Liouville dado en (17)-(18) constituyen una
sucesion creciente

M <A< A3 << A1 <Ay <0\ (19)
de numeros reales con
lim A,, = +oo. (20)
n—oo

Salvo por un factor constante, solo una eigenfuncion y, (x) se asocia con cada eigenvalor
An. Ademds, si q(x) = 0 en [a,b] y los coeficientes aq y ag, B1 y Pa en (18) son todos no
negativos, entonces los eigenvalores son todos no negativos.

Observacion 1 : Es importante poner atencion a los signos de (17) y (18) cuando se ve-
rifica la hipdtesis del teorema (20). Algunas veces el problema de Sturm-Liouville dado en
(17)-(18) se llama regular si satisface las hipdtesis del teorema (20); en caso contrario,
es singular.
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7.1.2. Eingenfunciones ortogonales.

El desarrollo de una funcién dada en términos de las eigenfunciones de un problema de
Sturm-Liouville depende de una propiedad de ortogonalidad crucial de estas eigenfun-
ciones. Diremos que las funciones ¢ (x) y ¥ (z) son ortogonales en el intervalo [a,b] con
respecto a la funcién de peso r (x) siempre que

b
[ e@uv@r@d=o (1)

El siguiente teorema implica que cualesquiera dos eigenfunciones en un problema de Sturm-
Liouville regular asociadas con eigenvalores distintos son ortogonales con respecto a la
funcién de peso r (z) en la ecuacién (17).

Teorema 21 : Ortogonalidad de eigenfunciones.
Supongase que las funciones p, q y r en el problema de Sturm-Liouville de las ecuaciones

(17)-(18) satisfacen las hipdtesis del teorema 20 y que y; (z) y y; (x) son eigenfunciones
asociadas con los eigenvalores distintos \; y \;. Entonces

/ i (2) y; (2) 7 (2) da = 0. (22)

Demostracion. Se inicia con las ecuaciones

& PO - a@ur @ = 0
23
@] - a@u @ = o

FEstas ecuaciones implican que \;, y; y \;, y; son parejas eigenvalor-eigenfuncion. Si se
multiplica la primera ecuacion por y; y la segunda por y; , y luego se restan los resultados,
se obtiene

d

e |p@ | = e |90 2]+ =A@ =0

Por tanto,
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(N = Nj)r (@) yay; = yi% {p (x) %] = yj% lp (v) Zﬂ

_ 4 () dy; _ dyi
N dxpx yzd:c yjd:c ’

las dos ultimas igualdades pueden verificarse por derivacion directa. Por consiguiente, in-
tegrando de x = a a x = b se llega a

b
b
/ N = M) 7 (@) waygde = [p () (wav; — vivi)] - (24)
Por la condicion de frontera dada en (18) se tiene que
oy (a) —agy; (@) =0y aqy;(a) — gy (a) = 0.

Debido a que aq y as son diferentes de cero, se concluye que el determinante de los coefi-
cientes deben ser cero:

yi (@) y; (a) — y; (a) y; (a) = 0.
De manera similar, la sequnda condicion de la frontera en (18) implica que

yi (b) yj (b) — y; (b) y; (b) = 0.

De este modo, el lado derecho en la ecuacion (24) se anula. Puesto que \; # \;, se llega
al resultado dado en (22) y se completa la prueba.

7.1.3. Desarrollo en eigenfunciones.

Supongamos ahora que la funcién f (z) puede representarse en el intervalo [a, b] por una
serie en términos de eigenfunciones

f(z)= Z CmYm, (25)

m=1
donde las funciones y1, y2, y3, - - - son las eigenfunciones del problema de Sturm-Liouville
regular en las ecuaciones (17)-(18). Para determinar los coeficientes c¢;, ca, c3, -+, se
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generaliza la técnica por medio de la cual se determinaron los coeficientes de Fourier.
Primero se multiplica cada lado de la ecuacién (25) por y,, (x) r (z) y después se integra de
r =a ax =>b. Bajo la consideracion de que la integracién por partes es valida, se obtiene

/ f @)y (@) (@) de =) Cm/ Ym () yn () 7 (2) do. (26)

Pero debido a la ortogonalidad en (22), el inico término diferente de cero en el lado derecho
de la ecuacién (26) es aquel en el que m = n. Asi, la ecuacién (26) toma la forma

/abf () Yn (7)1 () dv =y /ab [yn ()] 7 (2) daz,

y por tanto

ST @y @) (@) de
J2 lon () () de

De esta manera se define la serie en términos de eigenfunciones en (25) —representando

f (z) en términos de las eigenfunciones del problema de Sturm-Liouville dado— con base
en la eleccién de los coeficientes especificados en la ecuacion (27).

(27)

n

Teorema 22 : Convergencia de la serie de la eigenfuncion.

Sean y1, Yo, Y3, - -+ las eigenfunciones de un problema de Sturm-Liouville regular en [a, b].
Si la funcion f(x) es suave por tramos en [a,b], entonces la serie en términos de eigen-
funciones de la ecuacion (25) converge en a < x < b al valor f(x) en cualquier punto
donde f sea continua, asi como en el promedio 5 [f (x%)+ f(z7)] de los limites de los
lados derecho e izquierdo de cada punto de discontinuidad.

7.2. Aplicaciones de las series de eigenfunciones.
7.2.1. Vibraciones longitudinales de barras.

Supongamos que una barra uniforme elastica tiene longitud L, area de seccién transversal
A y densidad § (masa/unidad de volumen), a la vez que estd definida en el intervalo
0 < = < L cuando no se encuentra estirada. Se consideran vibraciones longitudinales de la
barra aquellas en las cuales cada seccién transversal (normal al eje ) se mueve tinicamente
en direccién x. Puede entonces describirse el movimiento de la barra en términos del
desplazamiento u (x,t) de la seccién transversal en el tiempo ¢, cuya posicién es x cuando
la barra no esta estirada (y en reposo); esta seccién particular debe entenderse como
la seccién transversal x de la barra. Entonces la posicion en el tiempo t de la seccion
transversal « es « + u (z,t). Con base en la ley de Hooke y de la definicién del mddulo
de Young E del material de la barra, se concluye en consecuencia que la fuerza F (z,t)
ejercida por la barra a la izquierda de la seccién transversal z es
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F (z,t) = —AFEu, (z,t), (28)

donde el signo menos significa que F' actia hacia la izquierda cuando u, (z,t) > 0. Para ver
porqué esto es asi, se considera el segmento de la barra ubicado entre la seccion transversal
x y la seccién transversal x + Az como se muestra en la siguiente imagen.

F(z,t) F(z+ Az, t)
& r+ Ax

Segmento pequefio de la barra.

En el tiempo ¢ los extremos de este segmento estan en v +u (x,t) y x+Ax+u (z + Az, t),
respectivamente, de tal manera que su longitud (originalmente Az > 0) es ahora (usando
el teorema de valor medio)

Azx+u(r+ Az, t) —u(x,t) = Az +u, (2,t) Az

para alguna Z entre x y x + Az. De esta manera, si u, (z,t) > 0 y Az es suficientemente
pequeno, entonces (por continuidad) wu, (Z,t) > 0. Asi, el segmento estd en realidad esti-
rado a una longitud mayor que Ax, y por tanto seria necesario que las fuerzas F (z,t) y
F (x 4+ Ax,t) actuaran a la izquierda y a la derecha, respectivamente (como se indicé en la
imagen anterior), para sustentar este estiramiento. Se toma la ecuacién (28) como punto
de partida para deducir la ecuacion diferencial parcial que la funcién de desplazamiento
u (x,t) satisface cuando los desplazamientos son suficientemente pequenos para que pueda
aplicarse la ley de Hooke.

Si se aplica la segunda ley de movimiento de Newton al segmento de la barra entre la
seccién transversal x y la seccién transversal x + Ax, se obtiene

(0AAZ) uy (Z,t) ~ —F(x+ A x,t)+ F(x,t)
(29)
= AFE[u, (v + Az, t) — u, (x,1)],

donde 7 representa el punto medio de [z, x + Az]| porque este segmento tiene masa d AAx
y aceleracién aproximada uy (z,t). Cuando se divide la expresién en (29) entre JAAz y
se toma el limite conforme Az — 0, el resultado es la ecuacion de onda de una dimensién

Pu 0%

72 =% o (30)
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donde
2_ = 31
a 5 (31)

Debido a que (30) es idéntica a la ecuacién de la cuerda vibrando, se concluye de la solucion
de d’Alembert que las vibraciones (libres) longitudinales de una barra con extremos fijos
estan representadas por ondas de la forma u (z,t) = g (x £+ at). La velocidad a = \/E/d
con la cual estas ondas viajan es la velocidad del sonido en el material de la barra. De
hecho, la ecuacién de onda dada en (30) describe también las ondas del sonido ordinario de
una dimensién en un gas dentro de un tubo. En este caso, en la ecuacién (31) E representa
los médulos de volumen (incremento fraccional en densidad por incremento unitario en
presién) de gas y 0 su densidad de equilibrio.

7.2.2. Vibraciones transversales de barras.

Ahora se estudian las vibraciones de una barra elastica uniforme en la cual el movimiento
de cada punto no es longitudinal, sino perpendicular al eje x (el eje de la barra en su
posicion de equilibrio). Sea y (x,t) el desplazamiento transversal de la seccién x en el
tiempo ¢, como se indica en la siguiente imagen.

yla, t)

Barra con vibraciones transversales.

La idea es deducir una ecuacion diferencial parcial que satisfaga la funcién de deflexién
y (z,t). De acuerdo con un principio dindmico general, se puede transformar la ecuacién
estatica EIy™ = F en una ecuacién dindmica (sin fuerza externa) reemplazando F' con

una fuerza inercial inversa F' = —py;; —donde p es la densidad lineal (masa/longitud) de
la barra—, y reemplazando también y¥ por y,,... Esto resulta en
o'y Py
El— =—p—
ox?t P o
que puede escribirse en la forma
Py 40
— — =0 32
ot? ta ox?t ’ (32)
donde Bl
at = — (33)
p



7.3. Soluciones Peridodicas estacionarias Y frecuencias naturales.

La solucién

- t t
y(x Z A, cos (m;a ) + B, sin (m;a )] sin <?>

o (34)
nmat nwy
:ZC’ cos( 7 —%)sm( 7 >
al problema de vibracion de una cuerda
Py ,0% T
— =a"— =4/ —; 35
o2~ ¢ ox2 T\ (35)
y(0,t) =y(L,t) = 0. (36)

La solucién de la ecuacion (34) describe las vibraciones de una cuerda con longitud L
y de densidad p, bajo una tensiéon T’; los coeficientes constantes en la ecuacion (34) se
determinan por las condiciones iniciales dadas en (37).

En particular, se observa de los términos de la ecuacién (34) que las frecuencias naturales
(angulares) de vibracién (en rad/seg) de la cuerda estdan dadas por

Wy = — (38)

paran =1,2,3,... Estos son los inicos valores de w para los cuales la ecuacién (35) tiene
una solucién periédica permanente de la forma

y(x,t) = X(z) cos(wt — ) (39)

que satisface las condiciones de frontera dadas en (36). Pero si se sustituye la ecuacién
(39) en (35) y se cancela el factor cos(wt — ), se encuentra que X (x) debe satisfacer la
ecuacion

a?X"(x) +w?X(z) =0

cuya solucién general

X(z) = Acos <a; ) + Bsin (if)
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nma
satisface las condiciones dadas en (36) sélosi A =0y w = —  bara algun entero positivo
n.

7.3.1. Vibraciones forzadas y resonancia.

Ahora asuma que la cuerda esta bajo la influencia de una fuerza periddica externa F (t) =
Fycos (wt) (fuerza/unidad de masa) que actia de manera uniforme sobre la cuerda a lo
largo de su longitud. Entonces, de acuerdo con la ecuacién (34), el desplazamiento y (z, t)
de la cuerda satisface la ecuacion diferencial parcial no homogénea

Py _ 0%

— =a"—= + Fycos(wt), 40

e~ g T Focostwt) (40)
junto con condiciones de frontera dadas en (36) y (37). Por ejemplo, si la cuerda inicial-
mente estd en reposo en posicion de equilibrio cuando la fuerza externa inicia su accion,
se tiene que encontrar una solucién de la ecuacién (40) que satisfaga las condiciones

y<07 t) = y<L7t) = y(l’, O) = yt(xa 0) =0, (41)

donde 0 < x < L. Para lograr esto, es suficiente con obtener primero una soluciéon parti-
cular y, (x,t) de la ecuacién (40) que satisfaga las condiciones de frontera dadas en (36),
y encontrar después una solucién y,. (z,t) como la ecuacién (34) del conocido problema
dado en las ecuaciones (35)-(37) con

f@) = —yp(x,0) vy g(x) = Diyp(x,0).
Evidentemente,
y(, 1) = ye(, 1) + yp(2, 1),
deberd satisfacer las ecuaciones (40) y (41). De esta manera, la nueva tarea serd buscar
Yp (x,t). Un examen de los términos individuales en la ecuacién (40) sugiere intentar con

yp(z,t) = X(x) cos(wt). (42)

La sustitucién de esta propuesta en la ecuacién (40), después de cancelar el factor comiin
cos(wt), obtiene la ecuacién diferencial ordinaria

A’ X" + WX = F,
con la solucién general

X(x) = Acos (“5) + Bsin (%) _h

. (43)

w?’

E
La condicién z(0) = 0 requiere que A = —g, y entonces X (L) = 0 necesita que
w

X0 2 (o2 1)) i (22 <o ”
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Ahora asumamos que la frecuencia w de la fuerza periédica externa no es igual a ninguna
de las frecuencias naturales w,, = nwa/L de la cuerda. Entonces sin(wz/a) # 0, de tal
modo que ahora podemos despejar B en la ecuacién (44) y luego sustituir el resultado en
la ecuacion (43) para obtener

E L E L
X(z) = =2 ( cos L)) -2 [C(.)S (wL/a)] sin <%> : (45)
w? a w?sin(wlL/a) a
Como consecuencia, con esta eleccién de X (x) la ecuacién (42) proporciona la solucién
particular deseada y,(x,t).

Noétese, sin embargo, que conforme el valor de w se aproxima a w,, = nma/L con n impar,
los coeficientes de sin(wz/a) en la ecuacion (45) tiende a +o00; asi se presenta el fenémeno
de la resonancia. Esto explica porqué cuando solo se pulsa una de dos cuerdas idénticas
cercanas, la otra también comenzara a vibrar debido a que su frecuencia fundamental
es excitada a través del aire por una fuerza periddica externa. Obsérvese ademas que si
w = w, = nra/L con n par, entonces puede elegirse B = 0 en la ecuacién (44) para que
en este caso no haya resonancia.

La cuerda vibrando es tipica de sistemas continuos con una secuencia infinita de frecuencias
naturales de vibracion. Cuando una fuerza externa periddica actiia sobre un sistema de este
tipo, pueden ocurrir vibraciones de resonancia potencialmente destructivas si la frecuencia
impuesta es muy cercana a una de las frecuencias naturales del sistema. En consecuencia,
un aspecto importante de un diseno estructural adecuado es evitar este tipo de vibraciones
de resonancia.

7.3.2. Frecuencias naturales de la viga.

En la figura se muestra una viga uniforme de longitud L, densidad lineal p y mddulo de
Young E, sujeta en cada extremo. Para 0 < x < L y t > 0, su funcién de deflexién y(z, t)
satisface la ecuacién de cuarto orden

2 4 E[
Py w2y, ( _ —) (46)
x P

y(x, 1)

desarrollada en la seccién (7.2), donde I representa el momento de inercia de la seccién
transversal de la viga alrededor de su eje horizontal de simetria. Dado a que tanto su
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desplazamiento como su pendiente son cero en cada extremo fijo, las condiciones en la
frontera son

y(0,8) = 4,(0,8) =0y y(L,t) = yu(L,t) = 0. (47)

Aqui no se consideran las condiciones iniciales porque unicamente se desea encontrar las
frecuencias naturales de vibracion de la viga. Las frecuencias naturales son los valores de
w para los cuales la ecuacion (46) tiene una solucién no trivial de la forma

y(x,t) = X () cos(wt — ), (48)

que satisface las condiciones dadas en la ecuacién (47). Al sustituir y(x,t) de la ecuacién
(48) en (46) cancelando el factor comin cos(wt — ), se obtiene la ecuacion diferencial
ordinaria de cuarto orden —w?X + a*X® = 0; esto es,

2

w
XW X =0 (49)

2
. . w . -,
Si se escribe at = —» buede expresarse la solucion general de la ecuacion (49) como
a

X(z) = Acosh(ax) + Bsinh(ax) + C cos(ax) + D sin(ax),

X'(z) = a(Asinh(azx) + Bcosh(az) — C'sin(ax) + D cos(ax)).

Las primeras condiciones dadas en la ecuacién (47) se obtienen
X0)=A+C=0 y X'(0)=a(B+D)=0
de tal manera que C' = —A y D = —B por tanto, las otras condiciones de (47) consiguen

X (L) = A(cosh(aL) — cos(aL)) + B(sinh(aL) —sin(aL)) =0

éx’@) _ A(sinh(aL) + sin(aL)) + B(cosh(aL) — cos(aL)) = 0.

Para que estas dos ecuaciones lineales homogéneas en A y B tengan una solucién no tri-
vial, el determinante de los coeficientes debe ser cero:

(cosh(aL) — cos(aL))? — (sinh*(aL) — sin?(aL)) =0

(cosh?(aL) — sinh?®(aL)) 4 (cos?(aL) — sin*(aL)) — 2 cosh(aL) cos(al) = 0

2 — 2 cosh(aL) cos(alL) = 0.
Entonces § = aLL debe ser una raiz diferente de cero de la ecuacion

cosh(z) cos(z) = 1. (50)
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En la figura se muestra que esta ecuacién tiene una sucesion creciente de raices positivas
2.2 .
{B,}5°. Como w = a?a? = BL—Z ya? = %, de esto se concluye que la frecuencia (angular)

natural de vibracion de la viga con extremos empotrados esta dada por

(51)

paran = 1,2,3,... Entonces las raices de la ecuacién (50) son 5 =~ 4.73004, 5, ~ 7.85320,

B3 = 10.99561 y £, = w para n > 4 como se indica en la figura.

7.3.3. Oscilaciones de temperatura subterranea.

Considérese que la temperatura subterranea de algin lugar en particular es una funcién
u(z,t) dependiendo del tiempo t y de la profundidad x por debajo de la superficie. Entonces
u satisface la ecuacion de calor u; = ku,,, donde k es la difusividad térmica del suelo.
Puede considerarse que la temperatura u(0, t) en la superficie z = 0 se conoce a partir de los
registros climatologicos. De hecho, la variacién peridédica de las temperaturas superficiales
promedio mensuales, dependen de la estacién del ano, con un maximo en la mitad del
verano (julio en el hemisferio norte) y un minimo en la mitad del invierno (enero), es muy
parecida a las oscilaciones del seno o coseno. Por tanto, se asumira que

u(0,t) = Ty + Ag cos(wt), (52)

donde t = 0 corresponde a la mitad del verano. En este caso, Tj es la temperatura anual
promedio y Ag la amplitud de variacién de la temperatura de acuerdo con la estacién,
mientras que w se elige de tal manera que el periodo de u(0, t) sea exactamente de un ano.
(En unidades cgs, por ejemplo, w seria 27 dividido entre el niimero de segundos 31, 557, 341
comprendidos en un afio; asfi w &~ 1.991 x 1077 .)

Es razonable considerar que la temperatura a una profundidad fija también varia periodi-

camente en el tiempo ¢. Si se introduce U(z,t) = u(x,t) — Ty por conveniencia, entonces
interesa encontrar soluciones periddicas de la ecuacion de calor de la forma
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U(z,t) = A(x) cos(wt — ) = V(z) cos(wt) + W (z) sin(wt), (53)

del problema:

ou 0*U
U(0,t) = Ag cos(wt). (55)

Para resolver este problema, considérese U(x,t) de la ecuacién (53) como la parte real de
la funcién de valores complejos

U(z,t) = X(x)exp(iwt). (56)

Entonces se busca que U (z,t) satisfaga las condiciones

U,(z,t) = kUsu(z, ), (57)

U(0,t) = A exp(iwt). (58)
Si se sustituye la ecuacién (56) en (57), se obtiene iwX = kX"; esto es,

X' —aX =0, (59)

[ 1w L Jw
(144)

dado que Vi = iW Por consiguiente, la solucién general de la ecuacién (59) es

X(z) = Aexp (—(1 + i) %) + Bexp ((1 + m&) . (61)

Asimismo para que U(z,t), por tanto X (z), sea acotada conforme z — 400, es necesario
que B = 0. Se observa también de las ecuaciones (58) y (56) que A = X(0) = Ay. De esta
manera,

donde

w

X(z) = Agexp (—(1 +1) ﬂ) . (62)

Finalmente, la solucion del problema original de las ecuaciones (54)-(55) es:
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Ulz,t) = ReU(x,t) = ReX(x)exp(iwt)

= Re :(A0 exp(iwt) exp (—(1 - 2)95&)}
= Re :Ao exp (—l’ ;—k) exp (i(wt - x\/%)ﬂ :

Ul,t) = Ayexp (_\/% cos (wt - \/%)) . (63)

Asi, la amplitud A(x) de la temperatura anual se amortigua exponencialmente como una
funcion de la profundidad z:

por lo tanto

w

A(z) = Agexp <—m ﬁ) . (64)

Existe ademds un retardo v(z) = x| ;—k en la profundidad x.

7.4. Problemas en coordenadas cilindricas.

Cuando el laplaciano V*u = u,, + vy, + w,, de una funcién v = u(x,y, 2) se transfor-
ma sustituyendo x = rcos(f), y = rsin(f), el resultado es el laplaciano en coordenadas
cilindricas:

Pu  1ou  10%u d*u

2, _ " _ - -
Vu=ge o Tree T o

(65)

Para una aplicacién tipica, considérese un cilindro sélido uniforme muy largo de radio ¢,
centrado a lo largo del eje z como se muestra en la siguiente imagen.

Cilindro so6lido uniforme grande de radio r = c.
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Supdngase que se calienta a una temperatura inicial radialmente simétrica (¢t = 0) que
depende sélo de la distancia r desde el eje z (pero no de la coordenada angular 6 o de la
altura z de un punto). Considérese también que iniciando en el tiempo t = 0 la condicién
en la frontera

(Blu + ﬁQ%) ’r:c: 07 (66)

es impuesta en la superficie lateral r = ¢ del cilindro. Noétense los siguientes casos especiales
para la ecuacién (66):

= Se reduce a la condiciéon u =0si f; =1y By = 0.
= Se reduce a la condicion de aislamiento v, =0si f; =0y By = 1.
= Se reduce a la condiciéon de transferencia de calor hu +u, =0si f; =hy [y = 1.

Es razonable esperar que la temperatura v dentro del cilindro en el tiempo ¢ depende solo
de r, por lo que puede escribirse u = u(r, t). Entonces ugg = u,, = 0; asi, la sustitucién de
la ecuacién (65) en la ecuacién de calor u; = kV?u obtenemos el problema con valor en la
frontera

0 0? 10

a—;‘:k<a—f+;a—:) (r < c,t > 0); (67)
ﬁlu(cv t) + 52“1"(07 t) = 07 (68)

u(r,0) = f(r) (temperatura inicial). (69)

Para resolver este problema por separacion de variables, se sustituye
u(r,t) = R(r)T'(r),

en la ecuacién (67); de este modo se obtiene

1
RT' =k (R”T + —R’T) : (70)
r
La division entre kRT resulta en
R + R T
R 71
R kT (71)
Por tanto, R(r) debe satisfacer la ecuacién
1
R'+-R +AR=0, (72)
r

de la misma manera que lo hace la ecuacién f; R(c) + 52 R/ (¢) = 0, que se obtiene a partir
de la ecuacién (68). Ademds, la ecuacién
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T = kT,

implica que T'(t) = exp(—Akt) , con algiin multiplo constante. Debido a que la difusividad
k es positiva, se sigue que A debe ser no negativa si T'(t) permanece acotada conforme
t — 400, como se requiere para el problema fisico que representan las ecuaciones (67)-
(69). Por tanto se escribe A = «, de tal manera que la ecuacién (72) toma la forma

R’ +rR + a*r’R = 0. (73)

7.4.1. Problema de Sturm-Liouville singular.
La ecuacién (73) con z = r y y(x) = R(r) la ecuacién paramétrica de Bessel
22y + xy + P2ty =0, (74)
de orden cero. En general, la ecuacion paramétrica de Bessel
o2y + xy + (o?2® —n?)y =0, (75)

tiene la solucién general

y(x) = AJ,(ax) + BY,(ax), (76)

si a = 0. Después de dividir entre x, la ecuacién de Bessel dada en (75) toma la forma de
Sturm-Liouville

d ( d n?
e (x%) -y + Azy =0, (77)
con p(x) = z, q(z) = %2, r(z) =z y A = a® Se desea ahora determinar los valores no

negativos de A para los cuales existe una solucién de la ecuacién (77) en (0,¢) que es
continua (al igual que su primer derivada) en el intervalo cerrado [0, ¢] y que satisface la
condicién de frontera

Bry(c) + Bay'(c) = 0, (78)

donde 1 y 2 son ceros.

El problema de Sturm-Liouville asociado con las ecuaciones (77) y (78) es singular debido
a que p(0) = r(0) =0y ¢(x) — 400 conforme x — 0, mientras que en el teorema (20) se
asumié que p(z) y r(x) eran positivas y que ¢(z) era continua en todo el intervalo. Este
problema tampoco puede ajustarse al patrén de la seccién (7.1), donde no se impone una
condicién similar a la dada en (78) en la frontera izquierda = = 0. Sin embargo, el requisito
de que y(x) sea continua en [0, ¢| juega el papel de una condicién de este tipo. Debido a
que Y, (z) — —oo conforme z — 0, la solucién en la ecuacién (76) para a > 0 puede ser
continua en z = 0 s6lo si B = 0, de tal manera que
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y(@) = Jn(ax),

con un multiplo constante. Queda solamente por imponer la condicién de la ecuacién (78)
en r = c.

Es conveniente distinguir los casos s = 0y B2 # 0, pues si S = 0, la ecuacién (78) toma
la forma simple

y(e) = 0. (79)

Si By # 0, se multiplica cada término en la ecuacién (78) por 6_62 y entonces se escribe

h = % para obtener la condicién equivalente

hy(c) + cy'(c) = 0. (80)

Se asume de aqui en adelante que h > 0.

Caso 1 A = 0. Primero considérese la posibilidad de un eigenvalor nulo A = 0. Si
A =0, n = 0, entonces la ecuacién (77) se reduce a la ecuacién (xy’)’ = 0 con solucién
general

y(x) = Alnz + B,

y la continuidad en [0, ¢| requiere que A = 0. Pero entonces la ecuacién (79) implica que
B = 0 al igual que en la ecuacién (80), a menos que h = 0, caso en el cual A = 0 es un
eigenvalor con eigenfuncién asociada y(z) = 1.

Si A =0 pero n > 0, entonces (91) es simplemente la ecuacién
ny// + J}y/ o n2y =0,

con la solucién general, sustituyendo la solucién de prueba y = z* en

y(x) = Az" + Bx ™",

y la continuidad en [0, ¢| requiere que B = 0. Pero es facil verificar que y(xz) = Az™ no
satisface la ecuacién (79) ni la ecuacién (80) a menos que A = 0. De este modo, A = 0
no es un eigenvalor si n > (. Por tanto, se ha demostrado que A = 0 es un eigenvalor del
problema dado en las ecuaciones (77)-(78) si y sélo si n = h = 0 y la condicién de frontera
en z = ces y'(zr) =0, en cuya circunstancia una eigenfuncién asociada es y(z) = 1. En
este caso se escribe

A=0 vy ylz)=1

Caso 2 A > 0 entonces A = a? > 0, y en este caso la tnica solucién de la ecuacién
(77) que es continua en [0, ¢] con un multiplo constante,
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y(x) = Jn(ox).
Entonces la ecuacién (79) implica que J,(ac) = 0; en otras palabras, ac debe ser una raiz
positiva de la ecuacién:

Jn(z) = 0. (81)

Las graficas de Jy(z) y Ji(x) son como las que se muestran en la siguiente gréfica.

Gréficas de la funciones de Bessel Jy(x) y Ji(z).

La gréfica de J,(z) paran > 1 se parece a las de J;(z), incluso en el caso en que J,(0) = 0.
En particular, para cada n = 1,2,3,..., la ecuacién (81) tiene una sucesién creciente
infinita {v,}32, de raices positivas tales que 7,, — 400 conforme k — +o00. Estas raices
paran < 8y k < 20.

d
Si y(z) = Ju(ax), de tal manera que d_y = aJ! = (ax), entonces la ecuacién (80) implica
x
que

hJ,(ac) + acd) (ac) = 0,

esto es, que ac es una raiz positiva de la ecuacién

hdn(n) + zJ (x) = 0. (82)

Se sabe que esta ecuacién también tiene una sucesién infinita creciente {7,x}52; de raices
positivas que divergen a +o00. Si h = 0, entonces la ecuacién (82) se reduce a J! (z) = 0.
Si cualquiera de las condiciones en la frontera en las ecuaciones (79) y (80) se cumple,
entonces el k-ésimo eigenvalor positivo es

2
>\k = ll;a
c
donde se escribe 7y para la k-ésima raiz positiva correspondiente de las ecuaciones (81) o
(82); la eigenfuncién asociada es

yi(z) = Jy (%) :

En la siguiente tabla se resume lo anterior para una rapida referencia. El caso excepcional
en que n = h = 0 corresponde a la condicién en la frontera y'(¢) = 0 se menciona por
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separado. Se han analizado sélo eigenvalores no negativos, pero puede probarse que el
problema en las ecuaciones (77)-(78) no tiene eigenvalores negativos.

Condiciones de frontera. Eigenvalores. Eigenfunciones asociadas.
Caso 1: y(c)=0. =Y/
{’yk}l las raices positivas yr (2) = J, <M)
c

Caso 2: hy(c)+cy (c) =0; 7, =7/
h#0yn#0. {7 }5° las raices positivas  yg (7) = J, <M>
de hJ, (z) +xJ, (x) =0

Caso 3: ¥ (c) =0, Yo =0, v = i/
n=0. {7} las raices positivas yo (z) = 1.
de Jj (x) = 0. yr (z) = Jo (ka)
c
Figenvalores y eigenfunciones del problema singular de Sturm-Liouuville.
d | d 2
dx {xﬂ _ %y +Azy =0, Biy(c) + Fay'(c) = Oen [0, c].

7.4.2. Serie de Fourier-Bessel.

Ahora que se sabe que el problema singular de Sturm-Liouville en las ecuaciones (77)-(78)
tiene una secuencia infinita de eigenvalores y eigenfunciones asociadas similares a las del
problema regular de Sturm-Liouville, se pueden analizar los desarrollos de la eigenfuncién
en términos de series. En los casos 1 o 2 de la tabla anterior se espera una funcién suave
por tramos f(z) en [0, ¢] que tenga una serie de la eigenfuncién de la forma

0= 3 aunla) = e (L5). 53

k=1

mientras que en el caso de excepciéon 3 la serie tendra también un término constante cg
correspondiente a Ay = 0, yo(z) = 1. Si la conclusién del teorema (21) se ha de cumplir (a
pesar de que sus hipdtesis no se satisfagan), entonces las eigenfunciones

Jn (M> L k=1,23,..
C

deben ser ortogonales en [0, c] con funcién de peso r(z) = x. De hecho, si se sustituye
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w0 ()., = 2 (),

en la ecuacién (24), el resultado es

v [ () () = [ ()8 () 2. (2) 0 ()

= %I (i) L (V) — i (v5) 5 (7i)-

(84)
Es claro que la cantidad en la ecuacién (84) es cero si ; y 7; son ambas raices de la
ecuacion (81) tenemos que J,(x) = 0, mientras que si son raices de la ecuacién (82), ésta
se reduce a

In(i) [=hIn ()] = (%) [=hIn ()] = 0.

En cualquier caso, se observa que si ¢ # j, entonces

/chjn (%) T (%) dz = 0. (85)

Esta ortogonalidad con la funcién de peso r(z) = x es lo que se necesita para deter-
minar los coeficientes de la serie de la eigenfuncién en la ecuacién (83). Si se multiplica

x
cada término de la ecuacion (83) por z.J, <7L> y se integra término a término, se obtiene
c

/chf(a:)Jn (25 ar = T2, /OCM ()0, ()

= o [ [ () e

por la ecuacién (85). Entonces

/chf(x)Jn (%) dx

k= T 3 (86)
/Ox[Jn (%)} dx.

Con estos coeficientes, la serie expresada en la ecuacién (83) se denomina serie de Fourier-
Bessel. Se sabe que una serie de Fourier-Bessel para una funcién suave por tramos f(z)
satisface la conclusién de convergencia del teorema (22). Esto es, converge en el valor
promedio 3 [f(z+4) + f(z—)] en cada punto de (0,¢) y por tanto en el valor f(z) en cada
punto interior de continuidad.
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7.4.3. Coeficientes de Fourier-Bessel.

A pesar de su apariencia, las integrales en el denominador de la ecuacién (86) no son
dificiles de evaluar. Supéngase que y(z) = J,(ax), de tal manera que y(n) satisface la
ecuacion paramétrica de Bessel de orden n,

d | dy 9 n?

— |lz— |+ |a'x — — =0. 87

dx { dm] ( z )Y (87)
Al multiplicar esta ecuacién por 2zy’(x) e integrar por partes, puede obtenerse facilmente
la férmula

20 /ch [Jn(az)]? doe = o2 [T (ac)) + (a*c — n?) [Ju(ac))?. (88)

Supdngase ahora que a = %, donde 7, es una raiz de la ecuacién J,(z) = 0. Aplicamos

la ecuacion (88) asi como la férmula de recurrencia
o J (z) = nd,(x) — xJps (),

lo que implica que J),(7k) = —Jn41(7k), €l resultado es

2 2

/ch [Jn (M)de - % [’]’/‘(7’“>r _ % () (59)

c

Los otros datos de la siguiente tabla se obtienen de manera similar a partir de la ecuacion
(88). Las series de Fourier-Bessel con n = 0 son las mas comunes.
Las formas que toman en los tres casos se presentan a continuacién.

0 Tyt - ‘ KT\ 12
{7V };" Raices positivas Valor de / x [Jn (—)} dx.
0 c
de la ecuacion.
C2 )
Caso 1: Jn () = 0. 5 [Jot1 ()]
c? (fy,f—n2—|—h2> )
Caso 2: hdy (z) +xJ! (z) = 0. 27 [ (71)]
k
h y n ambas diferentes de cero.
C2 2
Caso 3: J) (z) = 0. 5 [Jo (7)]”

Caso 1: Con n = 0: Si {7;}° son las raices positivas de la ecuacién Jy(z) = 0, entonces
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o0

fa) = Y e ()

k=1

k= m /OC zf(z)Jo (%) dx.

Caso 2: Con n = 0: Si {7x}32 son las raices positivas de la ecuacién hJy + Ji(x) = 0 con
h > 0, entonces

(90)

fla) = S e (55)

C

272 o (91)
k c k
cp = I @ f(x)Jo <—) dz.
¢ (9 + h2) [Jo(w)) ™" ¢
Caso 3: Si {7}, son las raices positivas de la ecuacién Ji(x) = 0, entonces
_ (T
f@) =+ 0 ()
k=1
_ 2 [ d (92)
Co - =2 ; x f(z)dz,
c 2z /C xf(x)J (7]&) dx
o= o~ )dr
¢ [Jo(m)]* Jo ¢
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CAPITULO TRES.

APROXIMACION A LOS EIGENVALORES.
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8. APROXIMACION A LOS EIGENVALORES.

8.1. Algebra Lineal y Eigenvalores.

Cotas para aproximar los valores caracteristicos.

Teorema 23 : (Teorema del circulo de Gerschgorin.)
Sea A una matriz de n X n y denotemos con R; el circulo en el plano complejo con centro
ai; Yy radio Z la;;|; es decir,

=L

n
R, = {ZE(C Dz —ay] < Z |ai;| }.
=1,
Donde C denota el plano complejo. Los valores caracteristicos de A estdn contenidos den-
tro de R = J_, R;. Més aun, la unién de cualquier k de estos circulos que no tenga una
interseccién con los (n — k) restantes contendré exactamente k (contando multiplicidades)
de los valores caracteristicos.

Demostracion:
Supongamos que A e un valor caracteristico de A con el vector caracteristico asociado x,

donde [|x||« = 1. Dado que Ax = \x, la representacién equivalente por componente es

n
E ;T = A\T;, para cada i=1,2,....n.
j=1

Si k es un entero con |zx| = ||z||o = 1, esta ecuacion, con i = k, implica que
n
g ap;Tj = ATy,
i=1
por tanto

n

Z Al = ()\ — akk)xk-

=Ltk
y
n n
A — agl.|zk| = | Z ar;r;| < Z |ax;| |5
j=Lih j=1ik

Como |z;| < |zg| =1, para toda j = 1,2,...,n.

n

N—aw] < ) -

i=1j#k
Por tanto, A € Ry, lo cual prueba la primera afirmacién del teorema. La segunda parte
requiere un argumento de continuidad ingenioso.

62



8.2. Matrices Ortogonales y Transformaciones Similares.

Definicion 24 : Una matriz Q se dice ortogonal si sus columnas {¢t,q5, -+ ,q.,} for-
man un conjunto ortonormal en R™.

Teorema 24 : Suponga que () de n X n es una matriz ortogonal, entonces

1. Q es invertible con Q! = Q;
2. Para cualquier  y y en R, (Qm)to = y;

3. Para cualquier ¢ en R", ||Qz||2 = ||z||2.

Definicién 25 : Diremos que dos matrices A y B son similares si existe una matriz no
singular S con A = S~'BS.

Teorema 25 : Suponga que A y B son matrices similares con A = ST'BS y X\ es un
eigenvalor de A con eigenvectro asociado x. Entonces A es un eigenvalor de B con eigen-
vector asociado Sz.

Prueba. Sea x # 0 es tal que
ST'BSx = Ax = \x.
multiplicando por la izquierda por la matriz S tenemos
BSx = \Sx.

Como x # 0 y S es no singular, Sx # 0. Entonces, Sx es un eigenvector de B correspon-
diente al eigenvalor \.

Teorema 26 : Una matriz A de n X n a una matriz diagonal D si y solo si A tiene n
eigenvectores linealmente independientes. En este caso, D = S7YAS, donde las columnas
de S consisten de los eigenvectores, y el i-ésimo elemento de la diagonal de D es el eigen-
valor de A que corresponde a la i-ésima columna de S, donde las matrices S y D no son
unicas.

Corolario 2 : Una matriz A de n X n que tiene n eigenvalores distintos es similar a una
matriz diagonal.

Teorema 27 : (Schur)
Sea A una matriz arbitraria. Ezviste una matriz U no singular con la siguiente propiedad

T =U"'AU.

donde T es una matriz triangular superior cuyas entradas diagonales consisten de los
eigenvalores de A.
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Teorema 28 : Una matriz A de n x n es simétrica si y solo si existe una matriz diagonal
D y una matriz ortogonal QQ con A = QDQ".

Prueba.
Primero supongamos que A = QDQ", donde @ es ortogonal y D es diagonal. Entonces

A'=(QDQ"' = (Q")'DQ' = QDQ" = A,

de aqui A es simétrica.

Para probar que cada matriz simétrica A puede escribirse en la forma A = QDQ?, primero
consideremos los eigenvalores de A. Si Avy = A\jvy vy Avy = A\gvy, con A\ # \g, entonces
Al = A por lo que tenemos

(AL — Xo)Vivy = (\vi)'ve — vi(Mava) = (Avy)'vy — Vi(Avy) = viA'vy — viAv, = 0,

también vivy = 0. Podemos seleccionar vectores ortonormales para distintos eigenvalores
simplemente normalizando todos eigenvectores ortogonales. Cuando los eigenvectores no
son distintos, asi tenemos sub-espacios de eigenvectores para cada multiplo de eigenvalo-
res, y con la ayuda del proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt podemos encontrar
un conjunto de n eigenvectores ortonormales.

Corolario 3 : Suponga que A de n X n es una matriz simétrica, entonces existen n eigen-
vectores de A que forman un conjunto ortonormal, y los eigenvalores de A son nimeros
reales.

Prueba. Si Q) = ¢;; y D = d;; son la matrices especificadas en el teorema (28) entonces
D =Q'AQ = Q 'AQ implica que AQ = QD.
Sea1<i<nyseav;=(quy - ,qn) lai-ésima columna de Q. Entonces
Av; = dyvi,

y d;; es un eigenvalor de A con eigenvector, v;, de la i-ésima columna de (). Las columnas
de @ son ortonormales, también los eigenvectores de A son ortonormales.

Multiplicando esta ecuacién por la izquierda por v tenemos
VgAVi = d“V§VZ

Entonces viAv; y viv; son ntmeros reales y viv; = 1, los eigenvalores d;; = viAv; es un
numero real, para cada : =1,2,---  n.

Teorema 29 : Una matriz A es definida positiva si y solo si todos los eigenvalores de A
son positivos.

64



Prueba. Primero supongamos que A es definida positiva y que A es un eigenvalor de A
con eigenvector asociado respectivo x, con ||x||; = 1. Entonces

0 < x'Ax = M\x'x = )\Hng =\

Ahora, supongamos que A es simétrica con eigenvalores positivos. Por corolario anterior,
A tiene n eigenvectores, v, v2, ... v" que forman un conjunto ortonormal y, por tan-
to el conjunto es linealmente independiente. Entonces para cualquier x # 0 existen n

b1, B2, - -+, By constantes tnicas distintas de cero tal que

n
X = Z Biv',
i=1

Multiplicando por x!A tenemos

x'Ax = x* (Z B,-Avi) =x' (Z Bi)\ivi> = Z Z B BiNi (vi)t v
=1 =1 =1 i=1
Pero los vectores v!,v2, -+ v" también forman un conjunto ortonormal
. : 0, sii#7,
(V) v = { i
1, sit=7.

Esto resulta con el hecho que los A; son todos positivos, lo que implica que

XtAX = Zn: Zn:ﬁ]ﬁl/\l (VZ) tVi = Zn: )\,Lﬁf > 0.
i=1

j=1 i=1

Entonces A es definida positiva.

8.3. Meétodo de la potencia.

El método de la potencia es una técnica iterativa que permite determinar el valor carac-
teristico dominante de una matriz, es decir, el valor caracteristico con mayor magnitud.
Un aspecto 1til del método de la potencia es que no sélo produce un valor caracteristico,
sino un vector caracteristico asociado.

Para aplicar el método de la potencia supondremos que la matriz A de n X n tiene n
valores caracteristico Ai, Ag,..., A\, con un conjunto asociado de vectores caracteristicos
linealmente independientes {v(l), IS v(”)}. Mas aun, supondremos que A tiene exac-
tamente un valor caracteristico, A;, cuya magnitud es la mayor, por lo que |A1| > |Ag| >
A3l > .. > (Al > 0.
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Si x es un vector cualquiera en R"™, el hecho de que {v(l),v(z), ...,v(”)} sea linealmente
independiente implica que existe las constantes (1, 5s, ..., 8, con

X = Z/ij(j)‘
j=1

Al multiplicar ambos lados de la ecuacién por A, A%, A3, ..., A* ... obtenemos:

Ax = Z ﬁjA’U(j) = Z Bj)\jv(j),
j=1

j=1

Ax =) Bia A =" BN 0,
j=1 j=1
En general

Arx = Z ﬂj/\fv(j).
j=1

Si factorizamos A} en cada término de la derecha de la tltima ecuacién, entonces
n /\ k .
A =MY " (A_i) v,
j=1

Como || > |)j], para cualquier j = 2, ..., n, tenemos klim N/ M) =0,y
—00

lim Afx = lim A\Fp00, (93)
k—00

k—00

Esta sucesién converge a cero si |A;| < 1y diverge si |A;| > 1, naturalmente a condicién
de que p; # 0.

De la relacién expresada en la ecuacién (93) puede obtenerse una ventaja al escalar en
forma adecuada las potencias de A*x para asegurarnos de que el limite de la ecuacién (93)
sea finito y no cero. El escalamiento comienza seleccionando x como un vector unitario
x(® en relacién con ||.|[s y un componente :1:1(,?,) de x(© con

7 = 1= IOl

Sea yM) = Ax(® y definimos pM = yl(,(l)). Con esta notacion.

0 Bidivg) + Y Bidul) Broge + Y BN/ M)of)
y_ Y =2 =2
ph =yl = x’gg) = . = — =\ 1] . ‘
Po Blvz()o + Z ﬁjvz(%) @1)1(00) + Z ﬁjvg))
=2 J=2
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Entonces, sea p; el menor entero tal que
5] = 5 e

y definimos x(") por medio de

1 1
x(1) = Y 1) _ WAX(O)
Yp1 Yp1
Entonces
) = 1= [V
A continuacion definimos X
y® = Ax) = A%
Ypa
y
o |PAI Z 5,Xg) Brofl) + Z 80/ X))
2 Y L i
/’6(2) - ylgl) - ?i) = F — = )\1
x ‘ ) '
G TRV RS ST PO N E YRS SETOVEN T
L 7j=2 | j=2

Sea po el entero mas pequeno con

9] = [y oo

Y definimos ) ) )
@_ 1 401 420
—y z\".
D7D ys ys

@ —

o o m o) m o ]
De modo semejante definimos las sucesiones de los vectores {x(™}>_ v {y(™}>_ in-
ductivamente hacemos lo mismo con una sucesién de escalares {u(™}2°_, mediante

Bivpn_, + > (A M) B
W) =y ] (94)
By + > (A /M) B
=2

ym A<m>x<0>
m)

ypm H ypk

2 —
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donde cada paso p,, sirve para representar el entero mas pequeno para el cual

o] = 11y oo
Al examinar la ecuacién (94) vemos que, como |A;/A| < 1 para cualquier j = 2,3, ..., n,
iy, oo 1™ = Aq, siempre y cuando elijamos (¥ de modo que B; # 0. Més atin, la
sucesion de vectores {x(™}%°_ converge al vector caracteristico asociado a A;, que tiene
norma uno I.

Desventajas del método de la potencia.

La desventaja es que al inicio no se sabe si la matriz tiene o no un solo valor caracteristico
dominante. Tampoco se sabe cémo seleccionar x(*) para estar seguro de que su represen-
tacion mediante vectores caracteristicos de la matriz contenga una contribucién distinta
de cero del vector caracteristico asociado al valor caracteristico dominante, en caso de que
exista.

Observacién:

= La rapidez con que {u(™}>_, converge a \; se determina mediante las razones
IX;/ M|, para j = 2,3,...,n, y, particularmente, mediante [Ay/A;|™. La rapidez de
convergencia es O(|A2/A1]™).

= No es necesario que la matriz tenga valores caracteristicos distintos para que converja
el método de la potencia. Es decir si el valor caracteristico dominante y tinico, Ay,
tiene una multiplicidad r mayor que 1, y v, v® ... v(") son vectores caracteristico
linealmente independientes asociados a A, el procedimiento todavia convergera a A;.
En este caso, la sucesién de vectores {x(™}%_, converger4 a un vector caracteristico
de \; de I, con norma uno, que es una combinacién lineal de v, v . v y
depende de la eleccién del vector inicial x(©).

Cuando A es simétrica, podemos hacer una variacién en la eleccién de los vectores x(™)
y™ v escalares p™ para mejorar significativamente la razén de convergencia entre la
sucesién {pu™}2°_, y el valor caracteristico dominante A;. De hecho, aunque la razén de
convergencia del método general de potencia es O(|\y/A1|™), la del método modificado
para matrices simétricas es O(| Ao/ |*™).

El siguiente teorema ofrece una cota de error para aproximar los valores caracteristicos de
una matriz simétrica.

Teorema 30 : Si A es una matriz simétrica de n X n con los wvalores caracteristicos
A A2y s An U || Az — A2||2 < € para algin vector  con ||x||a = 1 y con el nimero real A,
entonces

min [\ — A <e.
1<j<n
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Método de la potencia inversa.

Es una modificacién del método de la potencia que ofrece una convergencia mas rapida.
Se usa para determinar el valor caracteristico de A mas cercano a un nimero ¢ especifico.

Supongamos que la matriz A tiene los valores caracteristicos Ai, As, ..., A, con los vec-

tores caracterfsticos linealmente independientes vM, v ... v Consideremos la matriz

(A—qI)™!, donde q # \; parai=1,2,...,n. Los valores caracteristicos de (A — ¢qI)~! son
1 1 1

ceey

M—q¢  X—q A — ¢

con los vectores caracteristicos v, v®, ... o™ Al aplicar el método de la potencia en
(A —qI)~! obtenemos

Y = (A — qI)~IxnD),

Bi—l)
>

o =g = )
B U
; Ty =gt
Y (m)
yp7VL
donde p,, representa en cada paso el entero méds pequeno para el cual ]y,(,ZL)| = |y || co-
La sucesién {u™} de la ecuacién (3) converge a 1/(\; — ¢), donde
1 1

——— = max —,
Ak =gl 1sisn [N =g

v M\ ~ g+ 1/u™ es el valor caracteristico de A mas cercano a q.
Cuando k se conoce, la ecuacién (95) puede escribirse asi.

- e —al™
aoff Y 5 [

s —

m _ L =g LT (96
s M —q - Ao —q]™ ! ' )
k k — i
/Bk‘vl()'rgfl + Z ﬁj |:)\ _ q:| /UI(7JWZ—1

j=1,5#k J

Por tanto, la eleccién de ¢ determina la convergencia siempre y cuando 1/(\; — q) sea
un valor caracteristico dominante y tnico de (A — ¢I)~! (aunque puede ser un valor
caracteristico multiple). Cuando més se acerque ¢ a un valor caracteristico \; de A, mds
rapido sera la convergencia, porque ésta es del orden de
)
Y

0< A—g" m) :O< (A — )

(A —q)7! (A=1q)
69




donde X representa el valor caracteristico de A, que es el segundo mas cercano a q.

El célculo del vector y(™ se obtiene de la ecuacién

En términos generales, para resolver este sistema se utiliza la eliminacién gaussiana con
pivote.
La eleccion de ¢ puede tener como base el teorema del circulo de Gerschgorin.

Hay muchas técnicas para obtener aproximaciones a los otros valores caracteristicos de
una matriz, una vez calculada una aproximacion al valor caracteristico dominante.

8.4. Método de Householders.

Transformacion Householders.

Definicién 26 : Sea w € R™ con w'w = 1. Entonces la matriz de n X n

P =1 - 2wu,

es llamada una Transformacion Householders.

Teorema 31 : Una transformacion de Householders, P = I — 2ww', es simétrica y or-
togonal, también P~1 = P.

Prueba. Se sigue de
que

P'=(I-2ww')!=1—-2ww'=P.
Ademas, wiw = 1, también

PP' = (I —2ww")(I —2ww') = I — 2ww' — 2ww' + dww'ww' = |
y Pl =Pt =P
El método Householder’s comienza con la determinacién de una transformaciéon PM) tal

que A® = PMAM donde
aﬁ):O para j =3,--- ,n. (97)
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Por simetria también tenemos ag) = 0.
Elegimos un vector w = (wy, wy, -+ ,w,)" también que w'w = 1, con la ecuacién (97) y
la matriz

A® = pUAPE) — (] —2ww!)A(I — 2ww?),
tenemos aﬁ) =a1y aﬁ)
n incognitas wy, - -+ , wy,.

= (0 para j = 3,--- ,n esta eleccién impone n condiciones a las

. 2
Seleccionando w; = 0 nos aseguramos que a? = ai ueremos que
11

PY =T —2ww!,

satisfaga
P(l)<a11, agy, - ,anl)t = (all, «, O, s ,O)t, (98)

donde « lo seleccionaremos mas tarde, para simplificar la notacién anterior denotamos por

A

W = (wy, -+ ,w,)" € Ry = (agi, -+ ,al,) € R,

P=1,,—2ww.

Sustituyendo en la ecuacién (98) obtenemos

100 .. ... 00 a aiq a1
ar 0 o
PO |ag | = @:p?g:()’
QAn1 P
con A
Py = (I, —2ww')y =y — 2(W'y)W = (a,0,--- ,0)". (99)
Sear = W'y entonces (a, 0, - - - ,0)t = (@91 —2rwy, as1 —2rws, - - - , @y —2rwy,)!, y podremos

determinar todos los wj;, si logramos determinar « y r, igualando las componentes tenemos

Q= a9 — 2rws,

y
0=a;; —2rw; parai=3,---,n.
Entonces
2rwy = a9 — Q, (100)
y
2rw; =a;; paraj=3,---,n. (101)
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Elevando ambos lados de las ecuaciones anteriores y sumando los correspondientes térmi-

nos tenemos
n n
2 2 2
4r E = (a9 —a)” + E ajy-
Jj=2 Jj=3

Como ww' =1y w; = 0 tenemos que ) 7, = 1, de aqui

4o* = Z a3 — 2aas + o (102)

j=2
De la ecuacién (99) y del hecho que P es ortogonal implica que
a? = (a,0,---,0)(a,0,---,0)" = (Py)'Py = 3'P'Py.

Entonces
n
2 2
a —E aj1>
Jj=2

sustituyendo este resultado en la ecuacion (102), tenemos

n

2 = E %2'1 — Qao.

=2

Haciendo 2r? = 0 se cumple solo si Ay = ag; = -+ = a,; = 0, eligiendo

n 1/2
a = —sgn(ay) (Z a§1> ,
=2
Lo que implica que
n n 1/2
27“2 = Za?l + |CL21| <Z CL§1> .
=2 =2

Con esta eleccién de « y 272, resolviendo la ecuaciones (100) y (101) obtenemos

o1 — @ y w:% paraj:?)... n
2r T oy ’ ’

Wo =

En resumen para la transformacién de P(Y) tenemos

n 1/2
a = —sign(as) (Z aj2-1> ,
j=2



o1 — X

2r
Y a
j1 .
_ 41 —3... n
wy =5, para S am
Con esta elecciéon
aﬁ) ag) 0 0]
2 2 2 2
ETEr
A(Q) — P(l)AP(l) — O a32 a33 e a3n
| 0 ag) a%) aﬁ_
Habiendo encontrado P! y calculado A®), el proceso se repite para k = 2,3,--- ,n — 2,
como sigue
" 1/2
k
0= —sgn (ol ( 3 <a;z>2) |
j=k+1
1 1 1/2
W ) e uf® o,

U
k) 1k
Wiy1 = 2—7“7
4

PFE — 1 _ow®) . (W(k))t

Y

AU+ — p) A8) plk).

8.5. Meétodo de deflacidn.

En el método de deflacién debemos formar una matriz B nueva cuyos valores caracteristi-
cos sean iguales a los de A, salvo que el valor caracteristico dominante de A se reemplaza
con el valor caracteristico 0 en B.

Teorema 32 : Supongamos que A1, As, ..., A\, son valores caracteristicos de A con los vec-
tores caracteristicos asociados vV, v® .. v™ y que A\ tiene multiplicidad 1. Sea x el
vector con vV = 1. Entonces, la matriz

B=A-\vWe,
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tiene los wvalores caracteristicos 0, o, A3, ..., A\, con los vectores caracteristicos asociados
v w® w® L w™ | donde v y w estdn relacionados por la ecuacion

o = (N — A)w? + A (2w ) (103)
para cualquier 1 = 2,3,4,...,n.

La deflacion de Wielandt se inicia con la definicién

1
t
X = —(1) (ail,&ig, ...,Clin) s

)\1’0-

)

donde v§1) es una coordenada del vector caracteristico v(!) distinto de cero y los valores

a;1, o, ..., G son los elementos del i-ésimo reglén de A.
Con esta definicion veamos que satisface las condiciones del teorema

1 1 <
xtv(l) = —— a1, iz, ..y Qi) (Vgl), vgl), ey V(l))t = Z aijvél),

)\1VZ(-i) " )\1V@@ j=1

donde la suma es la i-ésima coordenada del producto Av(). Dado que Av() = X\;v(D, esto

significa que
n

Z CLZ‘jV;U = )\1V£1),

j=1

lo que implica que
1

)\1V

xtv(l) = (Alvgl)) = 1.

@
1

Por lo tanto x satisface las hipotesis del teorema. Mas aun, el i-ésimo renglén de B =
A — )\ vDx?! consta por completo de elementos de cero. Donde \; es el valor caracteristico

mas grade de A en valor absoluto, con v{1) el vector asociado para A;.

Si A # 0 es un valor caracteristico con vector caracteristico asociado w, la relacion
Bw = Aw implica que la i-ésima coordenada de w también debe ser cero. En conse-
cuencia, la columna de la matriz B no aporta nada al producto Bw = Aw. Asi, la matriz
B puede ser reemplazada por una matriz B’ de (n — 1) x (n — 1) obtenida al suprimir en
B el i-ésimo renglén y la i-ésima columna. La matriz B’ tiene los valores caracteristicos
A2y Az, ooy Ap. S| Ag| > | A3, se aplica nuevamente el método de la potencia a la matriz B’
para determinar este nuevo valor caracteristico dominante y un vector caracteristico w’'(?)
asociado a Ay respecto a la matriz B'.

Aunque este proceso de deflacién puede servir para obtener aproximaciones a todos los
valores y vectores caracteristicos de una matriz, el proceso es susceptible al error de re-
dondeo. Si lo empleamos para calcular todos los valores caracteristicos de una matriz, las
aproximaciones conseguidas deberan usarse como valores iniciales del método de la poten-
cia inversa aplicado a la matriz original. Esto garantiza que las aproximaciones converjan
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en los valores caracteristicos de la matriz original, no a los de la matriz reducida, que
probablemente contenga errores.

Algoritmo QR.

Los métodos de deflaciéon generalmente no son adecuados para calcular todos los valores
caracteristicos de una matriz, debido al crecimiento del error de redondeo. El algoritmo
QR, es una técnica de reduccién matricial que permite determinar simultaneamente todos
los valores caracteristicos de una matriz simétrica.

Para aplicar el método @R, partimos de una matriz simétrica en forma tridiagonal; es
decir, las tinicas entradas no nulas de la matriz estan en la diagonal o en las subdiagonales
directamente arriba o abajo de la diagonal. Si esta no es la forma de la matriz simétrica,
el primer paso consiste en aplicar el método de Householder para calcular una matriz
simétrica tridiagonal similar a la matriz dada.

Asumamos que la matriz simétrica A cuyos valores caracteristicos calcularemos es tri-
diagonal.
Denotemos por A la matriz de este tipo, asi podremos simplificar un poco la notacién.

[ a; by O - o 0]

by ay b3 :
A= 0 bg as

. . . 0

_0 cee e 0 b, |

Si by =0 0 b, = 0, entonces la matriz 1 x 1 [a;] o bien [a,] produce inmediatamente un
valor caracteristico a; o a,, de A.

Cuando b; = 0 para algun j, donde 2 < j < n, el problema se puede minimizar conside-
rando, en vez de A, las matrices mas pequenas

ag by 0 o o 0 a; bi 0 e o 0
by as by . : bit1 ajr1 bjio :
0 b3 ag " . v 0 bjva ajy2
0 0
bj1 n
i 0 0 bj—1 aj—1 | i 0 0 b, an |

)



Si ninguna b; es cero, el método QR forma una sucesién de las matrices A = AN A®) AG)
asi;

1. AW = A se factoriza como un producto AM = QMWRM  donde QM es ortogonal y
RM es triangular superior.

2. A® se define como A® = RMQM),

En general, A® se factoriza como un producto AW = Q® R de una matriz ortogonal Q)

y de una matriz triangular superior R®. Después, definimos A®*1) como el producto de R!
y QY en la direccién inversa AW+t = ROQ® Dado que Q¥ es ortogonal, R = Q0" A
y

i)

AD = RO = (Q(i)iA(i))Q(i) = QW AWQW,

Y AG+D es simétrica con los mismos valores caracteristicos que A®. Por la forma en que
definimos R® y Q@ también podemos garantizar que ACtD) es tridiagonal.
Continuando por induccién, AC*1) tiene los mismos valores caracterfsticos que la matriz
original A. El éxito del procedimiento se debe al hecho de que AU+ tiende a una matriz
diagonal con los valores caracteristicos de A a lo largo de la diagonal.

Para describir la construccién de las matrices de factor Q¥ y R® . necesitamos mane-
jar el concepto de matriz de rotacion.

Definicién 27 : Una matriz de rotacion P difiere de la matriz identidad en cuatro ele-
mentos como mazximo. Fsto tiene la forma

Pi="Py=cos(0) y  Py=—F;=sin(d),
para algin 0 e i # 7.

En cualquier matriz de rotacién P, la matriz AP difiere de A sélo en la i-ésima y j-ésima
columnas y la matriz PA difiere de A sélo en la i-ésimo y j-ésimo renglones. Para cualquier

i # 7, podemos elegir el angulo ¢ de modo que el producto PA tenga un elemento cero
para (PA);;.

La factorizacién de A en AW = QWRM utiliza un producto de n — 1 matrices de
rotacion de este tipo para construir

RY =P,P, ;..PAY,
Primero establecemos que la matriz de rotacion P, tenga
PH = P22 = 008(02) y P12 = —P21 = Sin(eg),

donde
by

YCET
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entonces, la matriz

AN = pAW),
tiene un cero en la posicién (2, 1), ya que el elemento (2,1) de Agl) es
—byay a1by
CVB+d  VB+a

Como la multiplicacién P,AM) afecta a los renglones 1 y 2 de A, la nueva matriz no
necesariamente conserva los elementos cero en las posiciones (1,3),(1,4),...,(1,n). Sin

(— sin(Qg))al + (COS(QQ))Z)Q

embargo, AW es tridiagonal y, por tanto, los elementos (1,4), ..., (1,n) de Agl) son cero.
Sélo el elemento (1,3), el del primer renglén y tercera columna, puede hacerse distintos
de cero.

En términos generales, seleccionamos la matriz P, de modo que el (k,k — 1)-ésimo ele-
mento de A,(:) = PkA,(Cljl sea cero, lo cual hace que el (k — 1,k + 1) elemento se convierta

en uno distinto de cero. La matriz A,(:) tiene la forma

21 T 0 .- 0
0 ) . )
0
AW = 3 00z Qe e
0 e oy O
bit1 g1 b o 0
) ) ) 0
b,
| 0 0 by ay |
Y Py, tiene la forma
Iy O O
Ck+1 Sk+1
Poi=10 O ,
—Sk+1 Ck+1
O O [n—k—l

donde O denota la matriz nula con la dimensién adecuada.

Elegimos las constantes ¢y = cos(fg11) v Sgr1 = sin(fxs1) en Pryq de modo que el (k +
(1) ) : _ 2 2

1, k) elemento de Ak,Jr1 sea cero; es decir, Sg12 — Cry1bp41 = 0. Puesto que ¢ +xj,, = 1,

la solucién a esta ecuacion es
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br41 Lk

Spi] = —F— y Cpy1 = —F/———,
2 2 12 2
[ by + 23,

y A,(;le tiene la forma

T R L T T O |
0 : . )
0
o | 0 s @ Tk
A= . )
0 Zky1 Ykt1 O
bit2 Qrya bpyo - 0
0
0 I S b, a,
Al proseguir con esta construccion en la sucesién P, ...., P, obtenemos las matriz triangular
superior
T L T T |
0 . . )
RW = AW —
0
Tn—2
Zn—1 4n-1
0 0 Tn

La otra mitad de la factorizacién QR es la matriz
QY = PiPL.. P,
porque la ortogonalidad de las matrices de rotaciéon implican que

QWRW = (PLPL...PY).(P,...PsP) AV = AW,
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La matriz Q(l) es ortogonal porque
(QM)IQW = (PLPL...PHY(PLPL...P!) = (P,...PsPy)(PLPL..PY) = 1.

Ademids, QM) es una matriz Hessenberg superior. En consecuencia, A® = ROQW es
también una matriz Hessenberg superior, ya que la multiplicacién de Q™) de la izquierda
por la matriz triangular superior R no influye en los elementos del tridngulo inferior. Lo
anterior implica que A® se acerca més a ser una matriz diagonal que A®. El proceso se
repite para construir A®), A® ...

8.6. Descomposicion en Valores Singulares.

En esta seccion consideramos la factorizacion de una matriz general A de m x n llamada
Descomposiciéon en Valores Singulares. Esta factorizacion toma la forma

A=USV".

Donde U de m x m es una matriz ortogonal, V' de n X n una matriz ortogonal, y S de
m X n una matriz cuyos elementos distintos de cero se encuentra a lo largo de la diagonal
principal. Vamos a suponer que m > n.

Definicién 28 : Sea A de m X n una matriz.

1. El rango de A denotado por Rango(A) es el numero de renglones linealmente inde-
pendientes de A.

2. La nulidad de A, denotado por Nulidad(A), es n — Rango(A), y describe el conjunto
mas grande de vectores linealmente independientes v en R™ para el cual Av = 0.

Teorema 33 : El numero de renglones linealmente independiente de una matriz A de
m X n es el mismo que el numero de columnas linealmente independientes de A.

Teorema 34 : Sea A de m X n una matriz.

1. Las matrices AtA y AA' son simétricas.
2. Nulidad(A) = Nulidad(A*A).
3. Rango(A) = Rango(A'A).

4. Los eigenvalores de A'A y de AA' son reales y no negativos.
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5. Los eigenvalores no negativos de AAt y A'A son los mismos.

Prueba.
(1) Porque (A*A)t = A'(A")! = A'A, esta matriz es simétrica y también es similar a AA".

(2) Sea v # 0 un vector con Av = 0. entonces
(A'A)v = A'(Av), tambien Nulidad(A) < Nulidad(A'A).
Ahora supongamos que v es un vector con A*Av = 0. Entonces
0=v'A'Av = (Av)'Av = ||Av]||3, eso implica que Av = 0.

Entonces la Nulidad(A*A) < Nulidad(A). como consecuencia, Nulidad(A*A) = Nulidad(A).

3) Las matrices A v A! ambas tiene n columnas vy tienen el mismo grado de nulidad,
y y g
también

Rango(A) = n — Nulidad(A) = n — Nulidad(A'A) = Rango(A'A).

(4) La matriz A'A es simétrica entonces sus eigenvalores son niimeros reales esto por
Corolario (3). Supongamos que v es un eigenvector de A*A con ||v||2 = 1 correspondiente
al eigenvalor A\. Entonces

0< HAVH% = (AV)!(Av) = VI A'Av = vI(ATAv) = vI(\v) = W'V = )\HVH% =\

(5) Sea v un eigenvector de un eigenvalor A # 0 de A’A. Entonces
A'Av = Av implica que (AA")Av = \Av.

Si Av = 0, entonces A'Av = A'0 = 0, contradiciendo la asuncién que X # 0. Entonces
Av # 0 y Av es un eigenvector de AA!, asociado con A. La conclusién reversa también
se sigue de este argumento porque si A # 0 es un eigenvalor de AA" = (A")!, entonces A
también es un eigenvalor de A*(A")" = A*A.

0

Construccién en Descomposicién de Valores Singulares.
Una de las propiedades de la descomposicion de valores singulares de una matriz general es
que se permite una generalizacion de los eigenvalores y los eigenvectores en esta situacion.
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Nuestro objetivo es determinar una factorizacién de la matriz A de n x n, donde m > n,
en la forma

A=USV,
donde U es una matriz ortogonal de m x m, V es una matriz ortogonal de n xn y S es una
matriz diagonal, que sus entradas distintas de cero son (S); =s; > 0, parai=1,--- ,n.

Como se muestra en la siguiente imagen.

filas filas filas filas

E E E =

1 columnas

il columnas m columnas 1 columnas

Construccién de S en la Factorizacién A = USV?.

Nosotros construimos la matriz S encontrando los eigenvalores de la matriz simétrica A*A.
Estos eigenvalores son ntimeros reales no negativos, y los ordenamos de mayor a menor

denotados por
S%>Sg’.-- ’Sz:-.-zsnzo‘

Denotando por s al eigenvalor mas pequeiio que sea distinto de cero de A'A. La raiz
cuadrada positiva de estos eigenvalores de A'A tiene como entradas en la diagonal de S.
Ellos son llamados Valores Singulares de A. Entonces

s, 0 -+ 0
0 S92 :
S=10 -~ 0 s,
0 .. 0
_0 . .. 0_

donde s; = 0 cuando k < 7 < n.
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Definicién 29 : Los valores singulares de una matriz A de m X n son las raices cua-
dradas positivas de los eigenvalores distintos de cero de la matriz simétrica A*A.

Construccién de V en la Factorizacién A = USV?.

La matriz A'A de n x n es simétrica, también por el teorema (28), nosotros tenemos una
factorizacion

A'A =V DV,

donde D es una matriz diagonal cuyas entradas en la diagonal son los eigenvalores de
A'A, v V es una matriz ortogonal cuya i-ésima columna es un eigenvector con norma
1 correspondiente al eigenvalor sobre la i-ésima entrada de la diagonal de D. La matriz
diagonal especifica depende del orden de los eigenvalores a lo largo de la diagonal. En la
eleccién de la matriz D también son escritos en orden decreciente. Las columnas denota-
das por v}, v .- vl de la matriz ortogonal V' de n x n son eigenvectores ortogonales
correspondientes a los eigenvalores correspondientes. Multiples eigenvalores de A'A permi-
te multiples elecciones de correspondientes eigenvectores, también D no esta unicamente
definida, del mismo modo para V. No hay problema con la elecciéon de V', porque los ei-
genvalores de A*A son todos no negativos, teniendo asi D = S2.

Construccién de U en la Factorizacién de A = USV.

Una construccién de la matriz U de m x m, consideramos los valores distintos de cero
S$1 > 89 >,---,> s > 0y las correspondientes columnas en V' dados por vi,va, -, Vg.
Definimos )
u;, = —Av;, parait=1,2,--- k.

i
Usamos estos como los primeros K de m columnas de U. porque A es de m x n y cada v;
es de n x 1, el vector u; es de m x 1, como se requiere. En adicién, para cada 1 <1< ky
1 < j <k, el hecho que los vectores vy, va, - - ,Vj. son eigenvectores de A'A que forman
un conjunto ortonormal implica que

' 0 i1 # g,

1 1 1 8
wu; = —Av; | —Av; = VIATAv; = —vIAsiv; = vlv, =
] . . .
S; 5 5;8; 5;8; S; 1 sii=j.

También las primeras k columnas de U forman un conjunto de vectores ortonormales en
R™. Mas aun necesitamos m — k columnas adicionales de U. Para esto primero necesi-
tamos encontrar primero m — k vectores que unidos a los primeros k vectores columnas
formen un conjunto linealmente independientes. Entonces podemos aplicar el método de
Gram-Schmidt para obtener las columnas apropiadas adicionales.
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Verificando la factorizacién A = USV.

Para verificar que el proceso da la Factorizacion A = USV?, primero recalcamos que la
transpuesta de una matriz ortogonal es también la inversa de la matriz. Entonces para
mostrar que A = USV!, podemos mostrar la relacién equivalente AV = US.

Los vectores vi, vy, -+, vy forman una base en R", Av; = s;u;, para i = 1,--- .k y
Av;, = 0, para 1 = k + 1,--- ,n. Solamente las primeras k columnas de U producen
entradas distintas de cero en el producto US, también tenemos

Av = Alvivy -+ v,

= [Av; Avy -+ Av,)]

= [slulszug---skukO---O]
sy, 0O - 0 0 --- 0]
0 . .
= [wuy - 0---0 | 0 ... 0 s 0 .-- 0]=US
0 0 0 - 0
0 -+ - 0 0 -+ 0|

Esto completa la construccién de la descomposicién en valores singulares de A.
Un método alternativo para encontrar U.

La parte (v) del teorema (34) indica que los eigenvalores de distintos de cero de A*A y los de
AA! son los mismos. En adicién a los correspondientes eigenvalores de las matrices simétri-
cas A'Ay AA! forman un subconjunto ortonormal completo de R" y R™, respectivamente.

En resumen, para determinar la descomposicién en valores singulares de la matriz A de
m X n podemos:

» Encontrar los eigenvalores s? < s3 < -+ < s2 < 5,47 = --- = (0 para la matriz
simétrica A’A y colocar la raiz cuadrada positiva de s? en la entrada diagonal de
(S)i; de n x n de la matriz S.

» Encontrar un conjunto ortonormal de vectores {vy, vy... v, } correspondientes a los
eigenvalores de A'A y construir Is matriz V' de nxn con esos vectores como columnas.
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» Encontrar un conjunto ortonormal de eigenvectores {vy, v ... v, } correspondientes a
los eigenvalores de AA" y construir la matriz U de m X m con esos vectores como
columnas.

Entonces A tiene la descomposicién de valores singulares A = USV?.
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CAPITULO CUATRO.

METODOS NUMERICOS DE PROBLEMAS DE VALOR DE FRONTERA.
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9. METODOS NUMERICOS DE PROBLEMAS DE
VALOR DE FRONTERA.

9.1. Meétodo del disparo lineal.
El siguiente teorema establece las condiciones generales que garantizan que exista la so-
lucién a un problema de valor de frontera de segundo orden y que dicha solucion sea
Unica.
Teorema 35 : Supongamos que la funcion f en el problema de valor de frontera
y'=flz,y,y), a<z<b yla)=a, yb) =74,
es continua en el conjunto
D={(z,y,y)] a<z<b —-oo<y<oo, —oo<y <oo,},
y que fy y fy también son continuas en D. Si
i) fy(z,,9') >0 V(x,yy) €D,y

ii) Eziste una constante M, con

\fy(z,y, 9 )| <M, Y(z,y,y) € D,

entonces el problema de valor de frontera tiene una solucion unica.
Ejemplo 4 : El problema de valor de frontera

y" +exp(—zy) +sin(y) =0, 1<z<2, y(l)=y(2) =0,

tiene
f(x,y,y) = —exp(—zy) — sin(y').
Puesto que
(@, y,y) =2e™™ >0, ya que 1 < x < 2,
Yy

|fy'(‘r7y7y/>| = ‘ - COS(Q/)’ < 17

este problema tiene solucion unica, por el teorema (35).
Cuando f(x,y,y’) tiene la forma
flz,y,y") = p(@)y" + q(z)y + r(z),

la ecuacién diferencial

y' = f(z,y.9),
es una ecuacién diferencial lineal. Este tipo de problemas ocurren frecuentemente, y en
este caso el teorema (35) puede simplificarse de la siguiente forma.
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Corolario 4 : Si el problema lineal de valor de frontera
y' =p(@)y +q@)y+r(@), a<z<d yla)=a, yb) =4, (104)
satisface
(i) p(x), q(x) yr(z) son continuas en [a,b],
(i1) q(z) > 0 Vz € [a, b,
entonces el problema tiene una unica solucion.

Para esta prueba nos vamos a auxiliar de los siguientes teoremas:

Teorema 36 : (Teorema de alternativa).
Si p(x), q(z) y r(z) son continuas en [a,b], se da una y solo una de las siguientes alter-
nativas:

B El problema (104) tiene solucion inica.

B El problema homogéneo denotado por Lly| = y" — p(x)y — q(z)y = 0, y(a) = 0,
y(b) = 0, tiene solucidn distinta de la trivial.

Prueba.

Si el problema homogéneo asociado tiene solucion distinta de la trivial, la solucién de
(104) en caso de existir, no es unica, pues se puede obtener otra distinta sumandole una
solucion del problema homogéneo por consiguiente, las dos alternativas no se pueden dar
simultaneamente.

Veamos que siempre se da una de las dos alternativas. Sean y; y y, las soluciones de (104)
teniendo asi /
L] =r(x),  wle) =a,  yi(a) =0,
/ (105)
Lly,] =0, y2(a) =0, ya(a) = 1.
De aqui con las hipotesis del corolario y el teorema de existencia y unicidad de pro-
blemas de valor inicial el sistema de ecuaciones (105) tiene solucién tnica en [a, b].

Ahora si y(b) = 0, entonces 7, es una solucién no trivial del problema homogéneo.

Si ya(b) # 0, la funcién: o)
B —yi(b
y(z) = yi(x) + yz—(b)yQ(x)’ (106)

es solucién de (104). Si esta solucién no fuera tnica, restando dos soluciones distintas
obtendriamos una solucion no trivial del problema homogéneo.
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Hasta ahora hemos probado que (104) tiene solucién, falta ver que es unica, para ello de-
bemos probar que el problema homogéneo L[y], tiene la solucién trivial. Para ello haremos
uso del principio del maximo.

Teorema 37 : (Principio del mdximo).
Sea u € C*(a,b) N C([a,b]) y q(x) =0 en [a,b].

(i) Si Liu] <0 en (a,b), entonces mdzypnu < mdr{u(a),u(b),0}.
(ii) Si Lu] = 0 en (a,b), entonces minj,pyu = min{u(a),u(b),0}.

Prueba. (i) Supongamos para empezar que L{u] < 0 en (a

,b). Sea T € (a,b) un punto de
méximo. De aqui tenemos que v/ () =0y «"(Z) < 0, si u(Z)

> 0 se tiene que
Llu)(z) = —u"(Z) + p(@)u'(Z) + q(Z)u(Z) >0,
lo que es una contradiccion.
Si la desigualdad no es estricta, consideremos
uc(z) = u(x) + ee”,
con € > 0 pequeno y M > 0 grande. Se tiene que
Liul(z) = L[u](z) + ee™* (—=M* + Mp(z) + q(z)) .

Tomando M suficientemente grande (cuan grande, depende sélo de méxp, j|p| y max, 4q),
se tiene que Lfu < 0. Asi pues

MAX[q 4% < MAX[,p e < max{u(a),u(b),0}.
Pasando al limite € — 0 se tiene el resultado.

(ii) Se demuestra aplicando el apartado (i) a —u.

O

Con estos teoremas tenemos casi terminada la prueba, ya que por hipétesis ¢(x) > 0 en
[a,b]. Aplicando el principio del méximo al problema homogéneo, tenemos que su tnica
solucién es la trivial, asi por teorema (36) nos garantiza que el sistema (104) tenga solucién
Unica.
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Probemos que la ecuacién (106) es solucién de la ecuacién (104), primero calculemos la
primera derivada de la ecuacién (106) asi:

+ /6 B yl(b>y/ (1]),

2
Ya(b)
ahora derivemos nuevamente:

y'(2) = o) + 5;2—%)%%@,

Ahora sustituyamos (), ¥4 (x) y asociemos convenientemente de la siguiente manera:

B — y1(b)

(D) (p(x)yy + q(x)y2),

y' = p@)y; + q(@)y +r(z) +

i) e,

4 B — yl(b)
y2(b)

y2(b)

= pla) (yi yé) +q(x) (y1 +

= px)y +q(x)y +r(x).

Veamos que cumple con su valor de frontera:

B — y1(b)

y(a) = wyi(a)+ yg—(b)yQ(a)’
_ . B —y1(b)
IR (Y b

y

B B —y1(b)

y(b) = wyi(b) + (D) ya(b),
_ yl(b) + B - yl(b) yz(b)

y2(D) ’

= y(b) + (B —wm(b)),
—- B

Por lo tanto, y(z) es la solucién tnica a nuestro problema con valor en la frontera, na-
turalmente a condiciones de que y,(b) # 0. Si consideramos que y»(b) = 0, tenemos una
contradiccién con las hipétesis del corolario (4) ya que por teorema (36) el problema ho-
mogeneo tendria soluciéon distinta de la trivial, y ya se probd que eso no puede pasar.
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El método del disparo para las ecuaciones lineales se basa en la sustitucion del problema
lineal con valor de frontera para dos problemas de valor inicial de la ecuacién (105). Exis-
ten métodos para aproximar las soluciones y; () e yo(z), una vez que contamos con estas
aproximaciones, la solucién del problema de valor de frontera se aproxima por medio de
la ecuacién (104).

Desde el punto de vista grafico, el método tiene el aspecto que se observa en la siguiente
figura.

B—n(®)

yix) =pk) + 20

Vi)

En el siguiente algoritmo se usa el método de Runge-Kutta de cuarto orden para obtener
las aproximaciones de y;(x) e ya(x).

El algoritmo tiene la caracteristica adicional de obtener aproximaciones para la derivada
de la solucion del problema con valor de frontera y también la solucién del problema en
si mismo.

Algoritmo 1 : Método del Disparo Lineal.

Para aprozimar la solucion del problema de valor en la frontera

" +p@)y +q@)y+r(z), paraa <z <b,
con las condiciones en la frontera y (a) = «, y y (b) = .

El sistema de ecuaciones (105) se escriben y se resuelven como un sistema de primer orden.

ENTRADA: extremos del intervalo a, b, las funciones continuas p (x), q(x) y r (z), con-
diciones en la frontera o, 8 y el numero de subintervalos n.

SALIDA: aproximaciones W1 a y; W ay/ en los nodos de la particion del intervalo [a,b].

Paso 1. Tome h = (b—a) /n;
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Paso 2.

Uy o = Q5

=0,1,2,--- ,n— 1 hacer los pasos 3 y 4.
(El método de Runge-Kutta para sistema es usado en los pasos 3y 4.)

Paso 8. Tome x = a + (i)h;

Paso 4. Tome k11 = hugy;;

]{31 2= h[ ( )’LLQz + Q(J?)ULZ‘ + T’(I‘)],’
ko1 = hlug; + kl 2l

k2,2 = hip(z + h/Q)(U + k1) + q(z + 7/2)(urs + shia) +r(z + h/2));
ks = hlug; + %kz 2]

ksp = h[p(z + 1/2)(uz; + gka) + qla + h/2) (ur; + 3hon) + 7z + h/2)];
]{341 = h[UQZ + k‘32]

k472 = [ (CL’ + h) (UQ’z + ]C372> + Q(l’ + h) (Ul,i + ]{/’371) + T(I + h)],

Uil = Up; + %[k‘u + 2ko 1 + 2ks 1 + kaal;

U iv1 = Uz + 5[k12 + 2kop 4 2k3 2 + Kao);

k/l,l = hvg’i;

/fll,z = hip(x)va; + q(z)v1 )5

k’ég = hlvg; + %kig]:'

ko = hlp(z + h/2)(ve; + 5K o) + q(x + h/2) (01 + 541

k§,1 = h[”li + %kég];'

ko = hlp(x + 1/2)(va + 5k55) + gz + h/2)(v1i + 5K5,)];

kﬁm = h[”zi + k/32] ;

kio = h[p(x 4+ h)(ve; + k55) + (@ + h) (v + k3 )];

V1is1 = V1 + gk 4 2k, 4 2k%, + Ky

Ugip1 = Vo + gkl + 2k 5 + 2KG o + K ,);

Paso 5. Tome wy o = a;

Paso 6 Para i =
Tome Wi = uy; + wa o145
Wa = ug; + wagva;;
T =a+1ih;
SALIDA (Z‘, Wl, WQ)

wao = (B —urn) [/ (V1n);
SALIDA (a, W10, UJQ,O).

]_727... N

Paso 7. Parar. (Proceso completado.)
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Ejemplo 5 : El problema de valor de frontera

" 2 2 sin(In(z))

J— , pu— =

tiene solucion exacta

Co 3 . 1
Y=+ =10 sin(In(x)) — 10 cos(In(x)),

donde

1
Cy = 1—0[8 — 12sin(In(2)) — 4 cos(In(2))] ~ —0.03920701320,

11
c = 0 co ~ 1.1392070132.

Si queremos aplicar el algoritmo (1) a este problema es necesario aprozimar las soluciones
de los problemas con valor inicial

-2 2 sin(In(x
=2 o OO <o) = 1) =0

2 2
Ys = _Eyé + 20 1<2 <2, 95(1) =0, y(1) = 1.

En la siguiente tabla se incluyen los resultados de los calculos cuando se emplea el algo-
ritmo (1), con un tamano de paso h = 0.1. Wy aproxima la solucién del problema de valor
de frontera dado, f(x) es el valor real de funcion.

92



X; Aprox (X;) | Y(X;) | error
1.00000 1.00000 1.00000 | 0.00000
1.10000 1.09263 1.09263 | 0.00000
1.20000 1.18708 1.18708 | 0.00000
1.30000 | 1.28338 | 1.28338 | 0.00000
1.40000 1.38145 1.38145 | 0.00000
1.50000 1.48116 1.48116 | 0.00000
1.60000 1.58239 1.58239 | 0.00000
1.70000 1.68501 1.68501 | 0.00000
1.80000 | 1.78890 | 1.78890 | 0.00000
1.90000 1.89393 1.89393 | 0.00000
2.00000 2.00000 2.00000 | 0.00000

En la siguiente imagen se muestra la gréafica de la solucién y la aproximacion a la ecuacion
diferencial

2.2 T T T T .
Aproximacion ——

Solucion real ——

1.6 T

1.4 T

12 T

9.2. Meétodo del disparo para problemas no lineales.

El método del disparo para problema no lineal con valor de frontera de segundo orden

y' = f(z,y,y), a<x<b, yla) = a, y(b) = B, (107)

se parece al caso lineal, excepto la solucion del problema no lineal no puede expresarse
como una combinacién lineal de las soluciones a los problemas de dos valores iniciales. Ne-
cesitamos en cambio, utilizar las soluciones de una sucesiéon de problemas de valor inicial
de forma que contenga un pardametro ¢, para aproximar la solucién del problema de valor
de frontera.
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v' = flx,y,y), a<xz<b, yla) =a, y(a) =t (108)

Esto lo hacemos escogiendo los parametros t = t;, de tal forma que
k—o00

donde y(x,t;) denota la solucién del problema con valor inicial de la ecuacién (108) con
t =t y y(z) denota la solucién al problema con valor en la frontera de la ecuacién (107).

Esta técnica se conoce con el nombre del disparo, por la analogia con el procedimiento
de dispararles a los objetos situados en un blanco fijo, graficamente tenemos la siguiente
figura.

A

g by(b,ty))
_i,l'[f?.f(]]— 'I .-"'I 0/

ylx.to)

Pendiente #g

e
la, o )

a h

Figura 2.2: Método del Disparo para el caso no lineal.

Comenzamos con un parametro ty que determina la elevacion inicial a la cual se le dispara
al objetivo desde el punto (a, ) y a lo largo de la curva descrita por la solucién al problema
de valor inicial:

y” = f(xayay/)v a<zx< b7 y<a) = Q, y/(a) = tp.

Si y(b, tp) no esta suficientemente cerca de 3, corregimos la aproximacion seleccionando
las elevaciones t1, t9, y asi sucesivamente hasta que y(b, ) este bastante cerca de acertar
el blanco 3, como se muestra en la siguiente grafica:
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Para determinar los parametros t;, supongamos que un problema de valor de frontera de
la ecuacion (107) satisface las condiciones del teorema (35). Si y(x,t) denota la solucién
del problema de valor inicial de la ecuacién (108), el problema consistird en determinar ¢
tal que

y(b,t) — B = 0. (109)

Esta es una ecuacion no lineal en ¢ de los cuales hay diferentes métodos para calcular dicha
aproximacion.

Si queremos emplear el método de la secante para resolver el problema, necesitamos elegir
las aproximaciones iniciales ty,t; y luego generar los términos restantes de la sucesién
mediante

(y(b, tr—1) — B)(te—1 — tr—2)
Y(b,te—1) — y(b, tk—2)
Para generar la sucesién {t;} con el método de Newton, que es mas poderoso, solo nece-

sitamos una aproximacion inicial ¢y3. Sin embargo la iteracion tiene la forma

y(b7 tk—l) - B
%(ba tk—l)

by =11 — , parai=1,2,---

te=th1 — , (110)

y requiere conocer %(b, tr—1). Esto es un problema porque no se conoce una representacion
explicita de y(b, tx_1); conocemos solo los valores de y(b, o), y(b,t1), -, y(b,tr,_,)-

Ahora supongamos que reescribimos el problema de valor inicial de la ecuacién (108)
haciendo énfasis en que la solucion se basa tanto en  como en el pardmetro ¢:

y'(z,t) = f(x,y(x,t),y (z,1), a <z <D, yla,t) = a, y(a,t) =t. (111)
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Hemos conservado la notacién prima para indicar la derivada respecto a z, puesto que
necesitamos determinar %(b, t), cuando t = t;_1, primero tomamos la derivada parcial de
la ecuacién (111) respecto a t. Esto significa que:

oy . _ 0f ,
E(xv t) - a(l’? y(l’, t)v Yy (:L‘7 t))
_of , or Of , Jy
of : 9y’
8_y,(xa y(l’, t)a Y (l’, t))a(xa t)
Dado que x y t, son independientes, % = 0, sustituyendo en la ecuacién anterior tenemos:
y" of / dy of / oy
_ Y97 ha 4 =L - 112
o (@0) o (,9(2, 1),y (1) 5 (,8) + ay,(azy(ﬂf,t),y (@,0) 55 (@:8),  (112)
con a < x < b. Las condiciones iniciales dan
dy _ y' _
E(a,t) =0y W(%t) = 1.

Si simplificamos la notaciéon usando z(z,t) para denotar %(w,t) y si suponemos que el
orden de derivacién de z y t pueden invertirse, con las condiciones iniciales dadas en la
ecuacién (112) se convierten en el problema de valor inicial

2z, t) = g—g(x,y,y')z(x,t) + g—;(x,y,y’)z’(:v,t), a<xz<b, 2(a,t) =0, 2'(a,t) =1.
(113)

Asi pues el método de Newton requiere que los dos problemas de valor inicial sean resueltos
en cada iteracion de las ecuaciones (111) y (113), entonces de la ecuacién (110) tenemos,

y(b7 tk—l) - /8
Z(b, tk—l)
Desde luego estos problemas de valor inicial no pueden resolverse exactamente; en el

siguiente algoritmo se aproximan por el método de Runge-Kutta de cuarto orden para
aproximar las dos soluciones que requiere el método de Newton.

th = tr_y — (114)

Algoritmo 2 : Método del Disparo no Lineal con el método de Newton.

Para aprozimar la solucion del problema no lineal con valor en la frontera

v ' =f(x,y.9), a<z<b, yla)=a, y(b)=7p;

96



Las ecuaciones (112) y (113) se escriben y se resuelven como sistema de
primer orden.

ENTRADA: extremos del intervalo a y b; condiciones en la frontera «, (B; numero de
subintervalos n > 2; tolerancia Tol; numero mdximo de iteracion M.

SALIDA: aproximaciones wy; a y(x;); we,; ay'(x;) parai=0,1,2,---n o un mensaje que
el numero mdzximo de iteraciones fue excedido.

Paso 1. Tome h = (b—a)/n;
k=1;
TK = (5 - a)/(b - a).
Paso 2. Mientras (k < M) hacer los Pasos 3-10.

Paso 3. Tome wy o = o

’wg,g = TK,
Uy = 07
us = 1;
Paso 4. Parai=1,--- ,n hacer los Pasos 5-6.

(El método de Runge-Kutta para sistema es usado en los Pasos 5y 0.)
Paso 5. Tome x = a + (i — 1)h;

Paso 6. Tome ki1 = hwg;_1;
kl,Z = hf(x, W1,i—1, w2,z>1);
koy = h(wy;—1 + %km);
koo = hf(x+ %, Wy ;-1 + %kl,h Wo ;-1 + %km);
kg1 = h(wa;—1 + %k’zz);
kso = hf(x + %, Wy ;-1 + %/@,1, Wo ;-1 + %k/’u);
ky1 = h(wai—1 + k32);
kyo=hf(zx+h,w i1+ kg1, w1+ ks2);
wy; = wii—1 + (k11 + 2keq + 2ks 1 + ka1)/6;
Wa; = W i1 + (k12 + 2ko o + 2k3 2 + k4 2)/6;

]{7/171 = h'Ll,Q,

klg = hlfy(z + 5% wiiy, wa 1) (us + 31 ,)
+ Ly (@ + 5wy, wa 1) (ug + 5K ,)];

ki q = h(ug + 5kh,);

k3o = h[f,(z + %7 Wy i1, Wa,i—1) (U1 + %k’gl)
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+fy (@ + B wrioy, wa 1) (ug + 3k ,)];
kfﬁm = h(uz + ké,z);
kio = hlfy(z + hywi i1, wa1)(ur + kg 1)
+fyr (T 4 by w1, wa 1) (ug + ko)
ur =y + gk + 2k g + 2k + KL ;
Uy = Uy + %[%72 + 2k 5 + 2k5 5 + K o);

Paso 7. Si |wy,, — B| < TOL entonces hacer los Pasos 8-9.

Paso 8. Parat1=1,---,n
tome xr = a + th;
SALIDA (.CIZ‘, Wy,i, 'lUgyi).

Paso 9. (El procedimiento es completado.)
PARAR.

Paso 10. Tome TK = TK — “2=5;

(El metodo de Newton es usado en el calculo de TK')
k=k+1,;

Paso 11. SALIDA (’Numero mdximo de iteraciones se ha excedido’);
PARAR.

Ejemplo 6 Considere el problema con valor de frontera

1 43
y'=5B2+20° —yy), 1 <w <3, y(1) =17, y(3) = =,
que tiene la solucion exacta
(z) = 2* + 16
ylx) = e

Si queremos aplicar el algoritmo (2), a este problema hay que aproximar los problemas de
valor inicial

1
y'= (32420 —yy), 1< a <3, y(1) =17, /(1) = 1y,

0 1
2= %z + a—;iz’ = —g(y’z +y2'), 1<2<3, 2(1)=0, 2'(1) =1,

en cada paso de la iteracion.
Aplicando el algoritmo (2) obtenemos la siguiente tabla:

98



X; Aprox y(X;) | Aprox dy/dx(y(X;)) | y(X5) error
1.00000 |  17.00000 —14.00001 17.00000 | 0.00000
1.05000 | 16.34060 —12.41249 16.34060 | 0.00000
1.10000 | 15.75546 —11.02315 15.75545 | 0.00000
1.15000 | 15.23555 —9.79831 15.23554 | 0.00000
1.20000 | 14.77334 —8.71112 14.77333 | 0.00000
1.25000 | 14.36250 —7.74001 14.36250 | 0.00000
1.30000 | 13.99770 —6.86747 13.99769 | 0.00000
1.35000 | 13.67435 —6.07916 13.67435 | 0.00000
1.40000 | 13.38857 —5.36328 13.38857 | 0.00000
1.45000 | 13.13699 —4.71000 13.13698 | 0.00000
1.50000 | 12.91667 —4.11112 12.91667 | 0.00000
1.55000 | 12.72508 —3.55974 12.72508 | 0.00000
1.60000 | 12.56000 —3.05001 12.56000 | 0.00000
1.65000 | 12.41947 —2.57696 12.41947 | 0.00000
1.70000 | 12.30177 —2.13634 12.30176 | 0.00000
1.75000 | 12.20536 —1.72450 12.20536 | 0.00000
1.80000 | 12.12889 —1.33828 12.12889 | 0.00000
1.85000 | 12.07115 —0.97495 12.07115 | 0.00000
1.90000 | 12.03105 —0.63214 12.03105 | 0.00000
1.95000 | 12.00763 —0.30776 12.00763 | 0.00000
2.00000 | 12.00000 —0.00000 12.00000 | 0.00000
2.05000 | 12.00738 0.29274 12.00738 | 0.00000
2.10000 |  12.02905 0.57188 12.02905 | 0.00000
2.15000 | 12.06436 0.83867 12.06436 | 0.00000
2.20000 | 12.11273 1.09421 12.11273 | 0.00000
2.25000 | 12.17361 1.33950 12.17361 | 0.00000
2.30000 | 12.24652 1.57542 12.24652 | 0.00000
2.35000 | 12.33101 1.80276 12.33101 | 0.00000
2.40000 | 12.42667 2.02222 12.42667 | 0.00000
2.45000 | 12.53311 2.23444 12.53311 | 0.00000
2.50000 | 12.65000 2.44000 12.65000 | 0.00000
2.55000 | 12.77701 2.63941 12.77701 | 0.00000
2.60000 | 12.91384 2.83313 12.91385 | 0.00000
2.65000 | 13.06023 3.02161 13.06024 | 0.00000
2.70000 | 13.21592 3.20521 13.21593 | 0.00000
2.75000 | 13.38068 3.38430 13.38068 | 0.00000
2.80000 | 13.55428 3.55918 13.55429 | 0.00000
2.85000 | 13.73653 3.73016 13.73654 | 0.00000
2.90000 | 13.92724 3.89750 13.92724 | 0.00000
2.95000 | 14.12623 4.06145 14.12623 | 0.00000
3.00000 | 14.33333 4.22222 14.33333 | 0.00000
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En la siguiente imagen se muestra las grdaficas de la solucion real y de la aprorimacion:

17 T T
Solucion ——

Aproximacion ——

15 —

14 .

12 1 1 1

9.3. Métodos de diferencias finitas para los problemas lineales.

Aunque el método del disparo puede emplearse en los problemas lineales y no lineales de
valor de frontera, a menudo presentan problemas de inestabilidad. Los métodos expuestos
a continuacion tienen mejores caracteristicas de estabilidad.

Los métodos para resoluciéon de problema de valor de frontera que contiene diferencias
finitas reemplazan las derivadas en la ecuacién diferencial mediante una aproximacién de
cocientes de diferencia adecuada. Se selecciona el cociente de diferencia para mantener un
orden especificado de error de truncamiento. Pero por la inestabilidad de las aproximacio-
nes de diferencias finitas a las derivadas, no podemos escoger un parametro h demasiado
pequeno. El método de diferencias finita para el problema de valor de frontera de segundo
orden

Y =p(x)y +q@)y +r(r), a<z<byle)=aya)=p (115)

requiere utilizar las aproximaciones del cociente de diferencias para aproximar tanto a
y' como a y”. Primero seleccionamos un N > 0 y dividimos el intervalo [a,b] en N +
1 subintervalos iguales cuyo extremos son los puntos de maya: z; = a + th para ¢ =
0,1,2,--- ,N+1,donde h = ]l\’,jr"bl En los puntos de red del interior, x; parat=1,2,--- , N,
la ecuacién diferencial a aproximar es:

y" = p(@)y + q(x:)y + (). (116)

Al desarrollar y en el tercer polinomio de taylor alrededor de x;, evaluando en ;1 y x; 1
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tenemos, suponiendo que y € C*[z;_1, 7,

h2 h3 h4
y(wien) = y(wi + h) = y(ws) + hy'(w) + Sy (@) + =y (@) + ﬁy(‘” &),
para algin & en (¢4, 7i11), ¥
h2 h3 h4 A
y(ria) =yl — h) = y(w:) = hy'(2) + v (@) = -y (@) + oV &),

para algin & en (x;_1,z;), sumando estas dos ultimas ecuaciones tenemos
4

1 h
Y(ip1) +y(zioa) = 2y(z) + A2y (2) +

S W EN +y €],

y al despejar y”(z;) se obtiene

1 h? _
y'(x:) = ﬁ[l/(xm) —2y(x;) + y(@im1)] — ﬁ[y(“)(ff) +y (&),
Podemos aplicar el teorema de valor intermedio para simplificar a un mas esta expresién
y transformarla en:

1 h?
y//(??i) = ﬁ[@/(%ﬂ) — 2y(w;) + y(zi1)] — Ey(4)(5i>’ (117)
para algin & € (x;_1,2;41). A esta ecuacién le llamamos férmula de las diferencias
centradas para y"(z;).

De manera andloga se obtiene una formula de este tipo para y/(z;), que da por resultado

1 h?

_h[y<xi+1> —y(zim1)] — —y"(m), (118)

Z/(xz')ZZ 6

para algin 7; € (7,_1, Ti1).

La utilizacién de las formulas de las diferencias centradas en la ecuacién (116) generan la
ecuacion
ZT; -2 ;) +ylx;— ZT; — Ti—
y(@it1) 9(2 ) + y(xi-1) = p(z) y(@ir1) — y(@iz1) +q(z)y(z)+
h 2h
h2

r(xi) — 7[2]9(561)9'"(770 —yW(&).

Un método de diferencias finitas con error de truncamiento de orden O(h?), se obtiene
empleando esta ecuacién junto con las condiciones de frontera y(a) = a y y(b) = 5 para
definir

Wy = @, WN+1 :67
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—Wit1 + 2w; — wi—q Wiy — Wi—1
A s et Nepr — — (s 11
(=) o) (P2 gt = —rm), (19)
parat=1,2,--- N.

En forma que consideramos, la ecuacién (119) y se reescribe como

- <1 + gp(l’z‘)) wi—1 + (24 hPq(x))w; — (1 + gp(l’i)> wipr = —h'r(z;),

y el sistema de ecuaciones resultantes se expresa en forma de matriz tridiagonal de N x N

Aw =1 (120)
[2+h2q(z1)  —1+ Lp(ay) 0 0 0 ]
—1—2p(zs) 2+ h%q(zs) —1+2p(zs) ... ... 0 0
0 —1—2p(z3) 2+ h%q(zs) .. .. 0 0
A= 0 0 —1—bp(zg) o . 0 0
0 0 0 2—|—h2q(IN_1) —1—{—%]?({[']\[_1)
L 0 0 0 e e —1=p(zy) 24 hPq(zy)
(121)
ST
Ws
w=|
WN-1
- wN -
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[ —h2r(x) + (1+ Zp(a1)) wo

—h2r(zs)

—h2T(IN_1>

| —hPr(rn) + (1+ Lp(x1)) WN+1 |

El siguiente teorema establece las condiciones bajo las cuales el sistema (120) tiene solu-
cién tunica.

Teorema 38 : Suponga que p, q y r son continuas en |a,bl. Siq(x) = 0 en [a,b], entonces
el sistema tridiagonal (120) tiene una solucion unica siempre y cuando h < %, donde
L = mdz,<o<p|p()|.

Prueba.
Por hipétesis tenemos que L = méx,<,<p|p(2)| y b < % entonces Vz; € [a,b] tenemos que

h
—2L < op(z) < 5L
5 2p(33 )

(122)

h h h

-1 ——=L < —plz;) < =L 1,
< 5 2p(x) 5 <

h
1< Dy <1 ,

2
de la matriz A las componentes a;;—; = —1 — %p(xl) #0y a1 =—-1+ %p(a:z) # 0 por
resultado para ¢t = 2,3,--- ,n — 1. Por lo tanto:
Qii—1, Qiiv1 70 parai=2,3,--- ,n— 1. (123)
la1 1] = |2 + h?q(z1)| como g(x) > 0 entonces |ay 1| =2y |aro] =] —1+ %p(xl)\ < 2 por

(122) se tiene que |a; 2| < 2.
Por lo tanto tenemos

\a1,1| > |a1,2\. (124)
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Ahora |a;;| = |2 + h%q(z;)| > 2 ya que g(z) > 0, ademds

a1 =|—1— p(x;)|, si &p(z;) > 0 tenemos que |a;;—1| < 1
Y |a; 1] = | — 1+ &p(z;)| < 1 asi que
|aii| = |aii-1] + [aiii]. (125)

Si %p(%) < 0 tenemos que |a;,;—1| = 1+ %P(%) y laiiqa| =] -1+ %P(%” =1- %p(fl?z

)

entonces |a; ;1| + |az41| = 1+ 2p(z;) + 1 — &p(z;) = 2 y como |az;| = |2+ hiq(z1)| = 2
tenemos que

|aii| = |aii-1] + [aii]- (126)

De las ecuaciones (125) y (126) tenemos que si 2p(z;) < 0 o 2p(z;) > 0 se cumple que:
la;i| > |aii—1| + |aiit1| parai=2,3,--- ,n—1 (127)
Luego tenemos por un razonamiento similar
|| > |@nn-1]. (128)

Por las ecuaciones (123), (124), (127) y (128) tenemos que se cumplen las hipétesis del
teorema (7), teniendo que la matriz de la ecuacion (121) es invertible y por lo tanto tiene
solucién tunica.

O

Conviene senalar que las hipdtesis del teorema (38), garantizan una solucién dnica al pro-
blema de valor de frontera (115), pero no que y € C*[a, b]. Para asegurarnos que el error
de truncamiento tiene el orden O(h?), debemos establecer que y™* es continua en [a, b].

Algoritmo 3 Método Diferencias Finitas Lineal.

Aprozima la solucion del problema de valor de frontera lineal

vV ' =p@)y +q(x)y+r(x), paraa <z <b,
con las condiciones en la frontera y(a) = a, yy(b) = 5.

ENTRADA: extremos del intervalo a, b; condiciones en la frontera «, 3; un entero N > 2.

SALIDA: aproximacion w; a y(x;) para cadai=0,1,--- N + 1.

104



Paso 1 Tome h = (b—a)/(N + 1);
r=a+h;
ar = 2+ h*q(x);
b = —1+ (h/2)p(x);
dy = —h2r(z) + (1 + (h/2)p(x))as

Paso 2 Parai=2,---,N—1
tome x = a + th;
a; = 2 + h*q(x);
b = —1+ (h/2)p(x);
¢ = —1—(h/2)p(x);
d; = —h?r(z);

Paso 3 Tome x = b — h;
ay = 2+ h*q(x);
ex = —1— (h/2)p(a);
dy = —h*r(z) + (1 — (h/2)p(x))B:

Paso 4 Tome l; = aq;
Uy = bl/al;
21 = d1/51;

Paso 5 Parai=2,---,N—1
tome l; = a; — c;u;_1;
U; = bz’/li;
2 = (di — ¢izio1) /li;

Paso 6 Tome Ly = ay — cyun_1;
ZN = (dN - CNZNfl)/lNS

Paso 7 Tome wy = «;
wni1 = f;
WN = ZN;

Paso 8 Parai=N—1,---,1
tome w; = z; — U;Wiy1;
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Paso 9 Parai=0,--- ,N+1
tome x = a + th;
SALIDA (z,w;)

Paso 10 Procedimiento completado.

O

Ejemplo 7 Utilizaremos el algoritmo (3) para aprozimar la solucion al problema lineal
con valor de frontera

) 2 sin(In(z
yi’:—7y1+;yl+%, 1<e<2,y()=1,y(2) =2

que también se aproxima mediante el método del disparo. En este ejemplo usaremos N = 9,
de modo que h = 0.1, aplicando el algoritmo (3) obtenemos los siguientes resultados.

X; | Aproz (X;) | Y(X;) | error
1.00000 | 1.00000 | 1.00000 | 0.00000
1.10000 | 1.09260 | 1.09263 | 0.00737
1.20000 | 1.18704 | 1.18708 | 0.01292
1.30000 | 1.28334 | 1.28338 | 0.01662
1.40000 | 1.38140 | 1.38145 | 0.01855
1.50000 | 1.48112 | 1.48116 | 0.01884
1.60000 | 1.58236 | 1.58239 | 0.01761
1.70000 | 1.68499 | 1.68501 | 0.01499
1.80000 | 1.78888 | 1.78890 | 0.01110
1.90000 | 1.89392 | 1.89393 | 0.00607
2.00000 | 2.00000 | 2.00000 | 0.00000

En la siguiente imagen se muestran las grdficas de la solucion real y la aproximacion a la
ecuacion diferencial

106



Grafica de la solucion real y la grafica de la aproximacion.

Solucion real —
Aproximacion ——
2 -
1.8 -
1.6 =
1.4 —
12 =
1 1 1 1 |

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

9.4. Meétodos de diferencias finitas para los problemas no linea-
les.

Para el caso del problema no lineal general con valor en la frontera
y' = f(z,y,y), a<z<b, yla) =a, yb) =4

el método de diferencias se parece al que se aplico a los problemas lineales. Sin embargo
aqui el sistema de ecuaciones no sera lineal, y por lo mismo, se requiere un proceso itera-
tivo para resolverlo.

Para el desarrollo del procedimiento supondremos que f satisface las siguientes condicio-
nes:

* f vy las derivadas parciales f, y f, son continuas en
D= (z,y,y)] a<xz<b —-oo<y<oo —o0o<y <oo.
* fy(x,y,y') = d en D, para algin § > 0.
* Existen las constantes K y L, con
K =mazqyeplfy(z,y, ) vy L =maveyyenlfy(@,y,9)].

Esto garantiza que, conforme con el teorema (35), exista una solucién tinica. Al igual que
en el caso de la ecuacién lineal, dividamos [a,b] en (N + 1) subintervalos iguales cuyos
extremos se encuentran en x; = a + ¢h, para ¢ = 0,1,2,--- , N + 1. Supongamos que la
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solucién exacta tiene una cuarta derivada acotada nos permite reemplazar y"(z;) v v'(z;)
en cada una de las ecuaciones

y'(Xi) = flos, y(Xa), ¥ (X3)),

por la formula adecuada de diferencias centradas que se incluyo en las ecuaciones (117) y
(118). Esto nos da para todo i =0,1,2,--- | N

h?

y(@i1) — 2y(xi) + y(i-1) = ( zi, y(:) y(@i1) — y(wio1) _ h_Zy,,,(n')
h2 79 1) 2h 6 (2

para algin & y n; en el intervalo (z;_1,%;11).

Como en el caso de la ecuacién lineal, los resultados del método de diferencias se emplea

cuando se eliminan los términos de error y las condiciones de frontera:

Wy = @, WN41 :/87

Wig1 — 2w; + Wiy Wit — W;
12 +f (xiawiaT) =0,

para todoi=1,2,3,--- ,N.

El sistema no lineal de N x N obtenido con este método es:

2U}1 — Wy + h2f <x1,w1,%> —a = 0,

—wy + 2w2 — Ws + h2f <LU2, Wa, %) = 0,

(129)

WN — WN-2 )

—wy_g + 2wy —wy + h*f («’UNl, WN—1, 5%

—WnN-1 +2wN+h2f (xN7wN75_2—QZN1) _/6 = 07

tiene una solucién tunica siempre y cuando h < %

Aplicando el método de Newton para sistemas no lineales, Fara a;))roximar la solucién

de este sistema. Se genera una sucesién de iteraciones {(w; ', wsy ', w; ) w](\,))t},

que converge al sistema de ecuaciones (129), a condiciones que la aproximacién inicial

(w§°),w§°),w§0>, e ,w](\(,)))t se acerque lo suficiente a la solucién (wy,wq, w3, -, wx)" y
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que la matriz jacobiana con el 7j-ésimo elemento,

J<w17 Wz, W3, - - 7wN)ij

( h o we
‘”afy’(”“"“w“wg—ffu”)’ parai=j -1y j=23,- N

Wit1 — Wi—1

2+h2fy(l‘i7w’i7 oh ), parai:jy ].:1’27---’_]\f7

Wit1 — Wi—1

o7 ), parat=7+1y 7=1,2,--- N —1,

h
g

\

donde wy = a y wyyq = 5.

El método de Newton para los sistemas no lineales requieren que en cada iteracion del
sistema lineal de N x N,

J(wy, wa, ws, - -+ ,wy)(vy, V2, Vs, -+, UN)"

= —(2w1 — wy + A2 f (xl,wl,w) —a,

_w1+2w2_w3+h2f (x%w?vujgz;h,wl) y T T

2
—wWN_g +2wWNn_1 —wN + I f | Ty_1, W1,

2h

WN — WN-2 )
b

—wy_1 + 2wy + B f (JUN, WN, %) - B)t,

se despejen vy, vg, Vs, - -+, Un, POrquUe

wgk) = wfk_l) +wv;, paracada i=1,2,--- N.

Puesto que J es tridiagonal, esto no representa ningtin problema tan dificil como podria
parecer a primera vista. Podemos aplicar el algoritmo de la factorizacion de Crout para
los sistemas tridiagonales.

Algoritmo 4 Método Diferencias Finitas No Lineal.

Aproxima la solucion del problema de valor de frontera no lineal

y'=f(z9,y), paraa <z <D,
con las condiciones en la frontera y (a) = «, y y (b) = .
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ENTRADA: extremos del intervalo a,b; condiciones de frontera o, 3; un entero N > 2;
tolerancia TOL; nimero mdximo de iteraciones M.

SALIDA: aproximacion w; a y(x;) para cada i = 0,1,--- N + 1 o un mensaje que el
numero mazimo de iteraciones fue excedido.

Paso 1 Tome h = (b—a)/(N +1);
Wy =
Wy =

Paso 2 Parat1=1,--- N
w; = a+i (5=2) h;

Paso 3 Tome k = 1;

Paso 4 Mientras k < M (Hacer los Pasos 5-16)

Paso 5
Tome x = a + h;
t = (w2 — a)/(2h);
a; = 2 =+ h2fy(x7 U)l,t);
by = =1+ (h/2) fy(z,wi, t);
di = — (2w, — wy — o+ B2 f(z, w1, 1));

Paso 6 Parai=2,--- , N —1
tome xr = a + th;
t = (Wip1 —wi—1)/(2h);
a; =2+ h2fy(x7wivt);
by =—14 (h/2)fy(x,w;,t);
¢ =—1—(h/2)fy(x,w;,t);
di = —(2w; — wip1 — w1 + W2 f(z,w;, t));

Paso 7 Tome x = b — h;
t= (8 —wn-1)/(2h);
an =2+ h*f,(z,wy,t);
CN = —-1- (h/2)fy/(x,wN,t);
dN = —(211)1\] — WN-1 — 6 + hzf(x,wN,t));
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Paso 8 Tome l; = aq;
uy = by /ay;
z21 = dl/ll;

Paso 9 Parai1=2,--- , N —1
li = a; — ciui1;

u; = b;/li;
2y = (di - Cizi71>/li;

Paso 10 Tome ly = any — cyun_1;
ZN = (dN —CN — ZN—1)§

Paso 11 Tome vy = zp;
Wy = WN + UN;

Paso 12 Parat=N—1,---,1
tome v; = z; — UVit1;

W; = W; +Ui;

Paso 13 Si ||[v|| < TOL (Hacer los Pasos 14-15)

Paso 14 Parat=20,--- ,N+1
tome xr = a + th;

SALIDA (z,w;);

Paso 15 ALTO (El procedimiento fue completado.)

Paso 16 Tome k =k + 1,

Paso 17 SALIDA (’Nimero mdzimo de iteraciones fue excedido’)
(’El procedimiento no fue completado.’)

ALTO.
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Ejemplo 8 : Al aplicar el algoritmo (4), con N = 9; con una tolerancia de 107> al
problema no lineal de valor de frontera

1
y'=g(32+22% —yy), 1 <0 <3, (1) =17, y(3) =

se obtienen los resultados:

X; Aprox y(X;) | y(X3) error
1.00000 | 17.00000 | 17.00000 | 0.00000
1.20000 | 14.76689 | 14.77333 | 0.00645
1.40000 | 13.37937 | 13.38857 | 0.00920
1.60000 | 12.55005 | 12.56000 | 0.00995
1.80000 | 12.11935 | 12.12889 | 0.00954
2.00000 | 11.99157 | 12.00000 | 0.00843
2.20000 | 12.10583 | 12.11273 | 0.00690
2.40000 | 12.42150 | 12.42667 | 0.00516
2.60000 | 12.91048 | 12.91385 | 0.00337
2.80000 | 13.55267 | 13.55429 | 0.00162
3.00000 | 14.33333 | 14.33333 | 0.00000

43

Y

En la siguiente imagen se obtienen las grdficas de la solucion real y la aprorimacion:

17

16

15

14

13

12

11

solucion ——

aproximacion ——

9.5. El método de Rayleigh-Ritz.

El método del disparo para aproximar la solucién de un problema de valor de frontera
sustituyd dicho problema con un par de problemas de valor inicial. El enfoque de diferen-
cias finitas reemplaza la operacién continua de diferenciacién con la operacion discreta de
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diferencias finitas. El método Rayleigh-Ritz es una variante que aborda el problema desde
una tercera perspectiva. Primero se reformula el problema con valor de frontera como un
problema que consiste en seleccionar, el conjunto de todas las funciones suficientemente
derivables que satisfacen las condiciones de frontera, aquella que reduzca al minimo de-
terminada integral. Después, el tamano del conjunto de todas las funciones factibles se
disminuyen, obteniéndose asi una aproximacion a la solucién al problema de minimiza-
cién y, en consecuencia, una aproximacion a la solucién del problema con valor de frontera.

Para describir el método de Rayleigh-Ritz consideremos la aproximaciéon de una solucién
al problema lineal con valor de frontera en dos puntos, a partir del analisis del esfuerzo de
una viga. Este problema con valor en frontera se describe mediante la ecuacion diferencial.

‘d% (m)j_z) +a(@)y = f(z), para0 <o <1 (130)

con las condiciones de frontera
y(0) = y(1) = 0. (131)
Esta ecuacién describe la deflexién la funcion y(z) de la viga de longitud 1 que tiene una

seccién transversal variable que estd representada por ¢(x). La deflexién se debe a los
esfuerzos agregados p(x) y f(z).

En el analisis que sigue, supondremos que p € C'0,1] y que ¢, f € C[0,1]. Mas ain
supondremos que existe una constante § > 0 tal que

p(x) > 0, tal queg(x) >0, para cada x € [0,1].

Las suposiciones anteriores son suficientes para garantizar que el problema de valor de
frontera de la ecuacion (131),tiene una tnica solucién.

Problemas de Variacién.

Como en el caso de los problemas con valor en frontera que describen fenémenos fisi-
cos, la solucién a la ecuacién de la viga satisface la propiedad variacional. En el caso
de la ecuacion de la viga, el principio variacional resulta indispensable para desarrollar el
método de Rayleigh-Ritz y caracteriza la solucién de esa ecuacién como la funcién que re-
duce al minimo cierta integral sobre las funciones en CZ[0, 1],el conjunto de esas funciones
u en C?[0, 1] con la propiedad de que u(0) = u(1) = 0.

El siguiente teorema establece la caracterizacion.

Teorema 39 : Sea p € C0,1], ¢, f € C[0,1], y

p(z) =290 >0, glx) 20, para 0 <z < 1.

113



La funcion y € CZ[0,1] es la solucidn tnica de la ecuacidn diferencial

_dix ( (z )Zz) +q(z)y = f(x), para 0 < x <1, (132)

si y solo siy es la solucidn inica en C3|0,1], que reduce al minimo la integral

= [ @ + o)t - 27 @) (133)

La demostracién consta de tres pasos.
Primero se demuestra que cualquier solucién y de (133) satisface también la ecuacion

[ st = [ o) 55 @) + gt (134
para cada u € C2[0, 1].

En el segundo paso se demuestra que y € C2[0, 1] es solucién de la ecuacién (134) si y solo
si la ecuacién (134) se cumple para cada u € CZ[0, 1].

En el dltimo paso se muestra que (134) tiene una tnica solucién, la que ademads sera so-
lucién de (134) y de (133), de modo que las soluciones de (133) y de (134) son idénticas.

Reduciendo al minimo la integral, el método de Rayleigh-Ritz aproxima la solucién y, no
sobre todas las funciones en C2[0, 1], sino que sobre un conjunto més pequeiio de las que
contienen combinaciones lineales de ciertas funciones bésicas ¢1, ¢, - -, ¢,, las funciones
basicas linealmente independientes y satisfacen:

$;(0) = ¢;(1) =0, paracadai=1,2,3, ---,n
Después de encontrar las constantes c¢;, ca, - -+, ¢, que reducen al minimo [ [Z?:l cipi], se

obtiene una aproximacién ¢(z) =Y ., ¢;¢;(x) a la solucién y(z) de la ecuacién (133).

Conforme a la ecuacién (134)

Ip] = I [ZQ@@)];

n 2

= [ 1o [Z (@)

n

+q(a) [Z ci@(x)] —2f(@) S i) ¢ da,

i=1 i=1 i=1
(135)
y cuando se considera I como una funcién ¢y, ¢, - -+, ¢,, para que ocurra un minimo es
necesario tener 51
=0, para j=1,2,---.n (136)
8cj
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Al derivar la ecuacién (135) se obtiene

g—clj = /0 {219(9:) > (@) (x) +2q(x) Y i) dy(x) — 2 f(x)gbj(x)} d,

i=1 =1

y al sustituir en la ecuacion (136) se obtiene

0=Z;[ [ 6@t + atwoasyin) | a - [ e asn)

para todo 7 =1,2,--- ,n.

Las ecuaciones descritas en anteriormente dan como resultado un sistema lineal de n X n,
digamos Ac = b en las variables ¢y, ¢, - - -, ¢,, donde la matriz A es simétrica y esta dada
por

o = [ )6l ()65 (0) + aa)enta)s o)l
y b se define por medio de X
b, = /0 f(z)gi(x)dx.

La eleccién mas elemental de las funciones basicas requiere la intervenciéon de polinomios
lineales seccionados. El primer paso consiste en formar una particién de [0, 1] al escoger
los puntos g, 1, - -+, Tpi1 CON

O=xg< 21 < - <Tp < Ty = 1.

Al utilizar h; = x;41 — z;, para todo ¢ = 0,1,2,--- ;n, definimos las funciones béasicas
O1(x), pa(x), -+, dn(x), mediante

(0, si 0< o< aioy,
1 :
(x —x2q), stz <o <y,
hi—
¢i(x) = (138)
1 :
E(xiﬂ — ), sl x; < T < Ty,
1
\07 si Tiv1 < T < 1,
para todo i =1,2,--- ,n, graficamente tenemos:
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oy [!)

—

0 L1 I Tigq 1

Las funciones ¢, son lineales y seccionadas; por ello, aunque las derivadas ¢} no son conti-
nuas, son constantes en el subintervalo abierto (z;,z;11) para todo j =0,1,2,--- ,n. Por
tanto tenemos:

0, si 0<z<uzq,
1 :
h , Sl T < <y,
i1
i(x) = (139)
1 :
—E, S1 T; < T < Tjyqr,
i
L0, st xi < <1,

para todoi=1,2,--- . n.

Como ¢; y ¢, son distintos de cero sélo en (z;_1,T;11),

¢i(x)¢;(x) =0, y ¢i(a)¢;(x) =0,

excepto cuando j es i — 1,7,72 4+ 1. En consecuencia, el sistema lineal dado por la ecuacién
(138) se reduce a un sistema lineal tridiagonal de n x n. Los elementos distinto de cero de
A son:

w = [ (P W@ + o) 0.0}

— LY [ d LY [ d
- (— / o+ (g / ol
1 2 prx 1 2 pmig
+ (h ) / (z — xi1)%q(z)dx + (h_> / (2511 — 7)%q(z)dx,
i—1 i1 i x;
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para todo i =1,2,--- ,n;

G = / [p(@)8(0) o (2) + q(@)bs(x) i ()} o,

?

_ (%)2 /+ p(z)dz + (hi)? /miml(:ci+1 — 2)(z — z)q(x)dz,

paratodoi=1,2,--- . n—1;y

Gii1 = / [p(@)64(2)d 1 (2) + 4(@)b(2)di (2)} da,

- ( hl) [ ptotes ( hl) [ =) = et

para cada ¢ = 1,2,--- ,n. Las entradas en b son:

1
-1

1 = Tit1
b= [ @t = [ e ap@ds + g [ =)

para todoi=1,2,--- ,n.

Hay seis tipos de integrales a evaluar :

1 2 rmin
Qi = (—) / (xip1 — z)(x — z;)q(x)dr parai=1,2,--- ,n—1,

Q2 =

1\ [
h ) / <$—$1_1)2Q($)d$ para’i - 1727"' ) T,
i1

1 2 Ti4+1
Qsi = _) / (Tig1 — $)2Q(9ﬁ)dﬂ7 parat=1,2,--- n,

@Qs; =

/ (x —xi1) f(x)dx parai=1,2,--- ,n,
Ti—1

2
Qui = (h¢1—1> /xilp(x)dx parai=12--- ,n+1,

1 Li+1
Qo = E) (i1 — @) f(x)dx para i =1,2,---,n,
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La matriz A y el vector b del sistema lineal Ac = b contienen los elementos

7%} = Q4,i + Q4,z’+1 + Qz,i + Qgﬂ-, para 1 = 17 27 ceen,
Giiv1 = —Quit1 + Qi parai=1,2--.n—1,
Qi1 = —Q4,@' + Q1i-1, parai=2,3,---,n,
y
bi = Qs+ Qsi, para i=12--- n.
Los coeficientes de ¢ son desconocidos ¢y, ¢o, - -+, ¢,, a partir de los cuales se construye la

aproximacién de Rayleigh-Ritz ¢, dada por

¢(x) = Z Ci®;-
i=1

Una dificultad practica de este método es la necesidad de evaluarlas 6n integrales. Pue-
den evaluarse directamente o mediante una formula de cuadratura, como el método de
Simpson. Un método alternativo para la evaluacién de la integral consiste en aproximar
las funciones p, ¢ y f, con su polinomio interpolante lineal seccionado, e integrar luego la
aproximacion.

Supongamos por ejemplo la integral @y ;. La interpolacion lineal segmentaria de ¢(z) es

n+1
Py(x) =Y qlw:)i(x),
i=0
donde ¢4, - - -, ¢, se definen en la ecuacién (139) y
xl_x, si 0< <o,
xy
$o(z) =
0, en otro caso
y
T — Ty _
, stz <x <,
1—=x,
¢n+1(l‘) =
0, en otro caso .

Dado que el intervalo de integracion es [z;, z;+1], P;(x) se reduce a

Py(x) = q(x:)¢i(z) + q(is1)Pira ().

Este es el polinomio interpolante de primer grado, asi:
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lg(z) — P,(z)| = (’)(h?), para x; < = < Tiiq,

si ¢ € C?*[zy,xiy1]. Para todo i = 1,2,--- ,n — 1, la aproximacién a @y, se obtiene al
integrar la aproximacion de la siguiente manera:

01 — (hl) /:“mﬂ—x)(w—mq(as)das,

<l)2 /;+1($i+1 _ )@ — ) {Q(%)(%H — ) n q(wi41)(x — x;) dr,

Q

hi hi hi

- T;[Q(xi) + q(zig1)]-

M4s aun, si ¢(z)inC?[x;, ;1] entonces

hi

Q1= 3l + )] = 00

Las aproximaciones a las otras integrales se derivan de manera parecida y estan dadas por:

hi_ hz
Q2 = 121[3Q($z‘)+Q($i—1)], Qsi = E[3Q(xi)+Q(xi+l)]u
Qui = @) +plnl Qu = TE2f) + S
h;
Qsi = E[Qf(%)*'f(wwl)]-

En el siguiente algoritmo se establece el sistema lineal tridiagonal, y se incorpora el algo-
ritmo de la factorizacién de Crout para resolver el sistema. Las integrales (1, Q24, - - -,
(s, pueden calcularse por cualquiera de los métodos interpolantes o Simpson.

Algoritmo 5 Método Segmentario Lineal de Rayleigh-Ritz.

Aproximacion a la solucion del problema de valor de frontera

T (pu);l—i) +a@)y=f(2), para0 <z <1, cony(0) =0 yy(1) =1

con la funcion segmentaria lineal

n

o) = Z cidi()

=1
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ENTRADA: un enteron > 1; puntos o =0 <z < -+ < x, < Tpy1 = L.

SALIDA: coeficientes c1,cCa, -+ , Cp.

Paso1  Parai=0,---,n
tome h; = x;11 — x;;

Paso 2 Parai=1,---,n defina las bases segmentarias lineales por
(
0, 0< o<y,
T — Tj—1
h y  Li-1 g x g T,
i—1
¢i(x) =
Tit1 — T
zh' y T ST K Ty,
i
\O’ Tit1 < T < 1.
Paso 3 Para cadaiv=1,--- ,n— 1 calcule

Ql,ia Q2,i7 Qs,z‘, Q4,z‘, Q5,z‘, Qﬁ,z‘;
Calcule QQ,n; Q3,n7 Q4,n7 QB,n; Qﬁ,n-

Paso 4 Para cada1=1,2,--- ,n—1
tome ; = Q47i + Q4,i+1 + Q2,i + Qs
5@' = Ql,i - Q4,i+1;
bi = Qs + Qs

Paso 5 Tome ap = Qun + Quny1 + Qo + Q305
bn = Q5,n + QG,'rL;

Paso 6 Tome ay = ay; (Los pasos 6-10 resuelven un sistema tridiagonal lineal.)

& = Pi/ag;

Z1 =b1/a1;

Paso 7 Parai1=2,--- ,n—1
Tome a; = a; — Bi—1&i-1;
&= 51'/04';
Zi = (bi - 52'21'—1)/@1;
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Paso 8  Tome a, = o, — Bp_1&n_1;
Zn = (bn - ﬁnflznfl)/an;
Paso 9  Tome ¢, = zp;
SALIDA (cy).
Paso 10 Parai=n—1,---,1
tome ¢; = z; — &§iCita;
SALIDA (¢;).
Paso 11 Alto. (Procedimiento completo.)

En el siguiente ejemplo se utiliza el algoritmo (5).

Ejemplo 9 Considere el problema con valor en la frontera

Sea h; = 0.1 tal que v; =0.1(¢ — 1) parai=1,2,3,---

Aplicando el algoritmo (5), donde p(z) =1, q(x) = 7%, f(x) = 2w2sin(wx) obtenemos la

—y" + 7y = 2r%sin(nz), 0 <z <1, y(0) =y(1) =0.

.10.

sigutente tabla, donde la aprorimacion lineal seccionada es

9
¢(x) = Z Cii

T ¢(x:) y(o) | |y(@:) — o)
0.1000000 | 0.3077473 | 0.3090170 0.0012697
0.2000000 | 0.5853702 | 0.5877853 0.0024151
0.3000000 | 0.8056929 | 0.8090170 0.0033241
0.4000000 | 0.9471488 | 0.9510565 0.0039077
0.5000000 | 0.9958912 | 1.0000000 0.0041088
0.6000000 | 0.9471488 | 0.9510565 0.0039077
0.7000000 | 0.8056929 | 0.8090170 0.0033241
0.8000000 | 0.5853702 | 0.5877853 0.0024151
0.9000000 | 0.3077473 | 0.3090170 0.0012697
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En la siguiente imagen se muestra la grdfica de la solucion real y de la aprorimacion:

1 T T T T )
Aproximacion ——
Solucion real ——
0.8 =
0.6 - -
0.4 -
0.2 =
0 ! 1 ! 1
1] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

9.6. B-Spline Basicas.

La utilizacién de las funciones lineales seccionadas basicas produce una solucion aproxima-
da a las ecuaciones (130) y (131), que es continua pero no diferenciable en [0, 1. Se requiere
un conjunto mas complicado de funciones bésicas para construir una aproximacion que
pertenezca a C3[0, 1]. Dichas funciones se parecen a los trazadores ctibicos interpolantes.

Recordemos que el trazador cibico interpolante S en los cinco nodos xg, x1, 2, T3 V T4
para una funcion f esta definido por:

a. S es un polinomio ctibico, denotado por S, en [z;, x;41]Vj=0,1,2,.
b. S(z;) = f(z;), para j =0,1,2,3,4,

c. Sj(xjr) = Sj(wj41) paraj=0,1,2,

d. Si,i(rj1) = Si(rj) paraj=0,1,2,

e. 87 (rj1) = S)(xj41) paraj=0,1,2,

f. Se satisface una de las siguientes condiciones de frontera:

(1) Libre:  S"(xg) = S8"(x4) =0
(17) Sujeto:  S'(xo) = f(xg) vy S'(x4) = f'(x4)
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La unicidad de la solucién requiere que el nimero de constantes en (a) que son 16, sea
igual al de las condiciones en (b) a (f) por lo cual solo una de las condiciones de frontera
en (f), puede especificarse para los trazadores cibicos interpolantes.

Las funciones de trazadores ctibicos que utilizaremos en nuestras funciones basicas reciben
el nombre de trazadores B 6 trazadores en forma de campana. Estos difieren en los tra-
zadores interpolantes en que satisfacen ambos conjuntos de las condiciones de frontera en
(). Para ello se debe flexibilizar dos de las condiciones de (b) a (e). Puesto que el trazador
debe tener dos derivadas continuas en [xg, z4], en la descripcién de los trazadores interpo-
lantes eliminamos dos de las condiciones de interpolacién. En particular, modificamos la
condicién en (b) y la transformamos en:

(b) S(z;) = f(z;), para j =0,2,4,

El trazador B basico, S, que se define a continuaciéon y que se muestra en la siguiente
grafica, usa los nodos uniformemente espaciados g = —2, xr1 = —1, 29 = 0, x3 = 1,
x4 = 2. Satisface las condiciones de interpolacion

(b) S(xo) =0, S(zp) =1, S(z4) = 0.

Y también ambos conjunto de condiciones

(i) S"(z0) = S"(x4) = 0, y (i) S'(wo) = &' () = 0.

En consecuencia, S € CZ(—00,0), y
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1

Z(Z—i—x)?’, si -2 <z < -1,
1 3 3 :

Z[(2+x) —4(1—90)}, si -1 < =z < 0,
1

Z[(Q—x)?’—él(l—:c)g], si 0 < x < 1,
1 ; .

Z(2—x), si 1 < x < 2
0, si 2 < .

Para construir las funciones basicas ¢; en CZ|0, 1], primero dividimos [0, 1] seleccionando un
entero positivo n y definiendo h = —— Asi obtenemos los nodos uniformemente espaciados

n+1
x; = hi, para todo i = 0,1,2--- ,n + 1. Después definimos las funciones bésicas {¢;}/}
como:
( x x+h
S<E>_4S<h)’ si 1 = 0,
—h h
S<Ih )—S(x—;; ), si i o= 1,
—ih
oi(z) = S(x hZ ), si 2 <1 < n—1,
- —(n+2
S(x hnh) —S(—x <7;L+ )h>, si T = n,
— 1 — 2
S(W)‘“(W) N A

(141)
Donde {;}"*} es un conjunto de trazadores ctibicos linealmente independientes que sa-
tisfacen ¢;(0) = ¢;(1) = 0 para todo ¢ = 0,1,2,--- ,n,n + 1.

Probemos que {¢;} son linealmente independientes.
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La prueba la haremos por induccién: Caso base n = 0 tenemos que agpg + a1¢; = 0 con
ag, a; # 0, teniendo a si que ¢y = —Z—;él luego de evaluar ¢; tenemos que por los sistemas
(140) y (141), por como estan construidas se llega a una contradiccién por lo tanto ¢g, ¢
son linealmente independientes.

Hipétesis inductiva.
Supongamos que se cumple para n = k, y probemos que se cumplen para n = k + 1. De
lo que tenemos lo siguiente

apPo + ar1¢1 + -+, apQr + a1 Pp1 = 0,

y por hipdtesis inductiva tenemos que:

appo + a1 + -+, apdr =0,

entonces
1911 =0 & app =0,

por lo tanto {¢;}4 son linealmente independientes.

Las gréaficas de ¢; para 2 < i < n — 1 se muestran en la siguiente grafica:

125



Puesto que ¢;(x) y ¢}(z) son distintas de cero sélo para = € [z;_9, Z;12], la matriz de apro-
ximacion de Rayleigh-Ritz es una matriz de banda con un ancho maximo de banda de siete:

0,0 ap1 ao2 apz 0 0
10 G171 A12 A13 dA14
Q20 Aa21 G292 A23 a24 a2 5
azo G31 Az2 A33 A34 azs az.e
A= Qg0 Qa1 Q42 A43 A44 Q45 Q4.6
0 as1 as2 asz asa as s as 6 0
(p—2 n+1
an—l,n—i—l
a'n,n+1
L 0 0 Upntin—2 OGptin—1 Aniln an—i—l,n—i—l_
donde )
s = [ (l)ei(a)oh @) + ale)on(aros(o)}de
para todo i, =0,1,2,--- ;n,n+ 1. El vector b tiene los términos

1
b= [ f@oia)d.
0
Veamos que la matriz A es definida positiva.

Primero veamos que es simétrica de la siguiente manera:

a; = / (P(@)3(@)0(x) + a(@)n ()6 (2) }da.

Qjiy
para todo i # j por lo tanto la matriz A es simétrica.

n+1

(142)

Ahora tenemos que para C' = (cg,c1,Co, *+ ,CnyCug1)' ¥ O(7) = Z ci¢i(x), de aqui tene-
=0

mos que:

CHAC = / (@)@ @) + ¢(@)[9(@)P }da.
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Como estamos considerando que p(x) > 0, ademés g(x) > 0 de aqui tenemos que g(z)[¢(z)]* >
0, si consideramos que C*AC = 0 para todo vector X distinto del vector cero, si y solo

si ¢'(x) = 0 en el intervalo [0, 1]. Como tenfamos que ¢, ¢), ---, ¢, forman una base
linealmente independientes, también tenemos que ¢'(z) # 0 en el intervalo [0, 1] y asi que
C'AC = 0 si y solo si C es igual al vector cero.

Por lo tanto tenemos que la matriz A es definida positiva, y por teorema que dice: Si una
matriz es definida positiva entonces es invertible. Esto nos garantiza que nuestro
sistema tiene solucién tnica. [J

También el sistema lineal Ac = b puede ser resuelto por el algoritmo de Cholesky’s
o por Eliminacién Gaussiana. En el siguiente algoritmo detalla la construccion de la
aproximacién cubica spline ¢(x) por el método de Rayleigh-Ritz para los problema de
valor de frontera lineales.

Algoritmo 6 Método Cubico Spline de Rayleigh-Ritz.

Aproximacion a la solucion del problema de valor de frontera

& (pu);—i) ta(@)y=/(x), para 0 <z <1, cony(0) =0 yy(l) =1

con la suma de cubicos spline
n

P(z) = Z cipi(z)

ENTRADA: un enteron > 1.

SALIDA: coeficientes cg,C1, -+ ,Cpit-
Paso 1 Tome h=1/(n+1);

Paso 2 Para:1=0,1,--- ,n+1
tome x; = th;
T o=x_1=0;
Tnt2 = Tpyz = 15

Paso 3 Defina la funcion S por
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Paso 4

Paso 5

(

07 x<—2
2+a)’ —2<z< -1,
S(x) = i[(2+x)3—4(1+x)3], —1<z<0,

[(2-2)-4(1-2)’], 0<z<]1,

N

\%(2—3:)3, 2<zx

Defina las bases cubicas spline {¢;}14) por

s (3) s (557):

T —h z+h
o))

le (27) = S

Parat=0,--- ,n+ 1 hacer los pasos 6-9

Paso 6  Paraj=i,i+1,--- min{i+3,n+1}

tome L = max{z;_2,0};
U= mz’n{xi+2, 1}:'

U
asj = / [D(2) (@) (@) + a(0)u(x)oy ()] da

Sii# j, tome a;; = a;;. (Por ser A simetrica)
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Paso 7 Sii >4 entonces para j =0,---,1—4 tome a; ; = 0.
Paso 8  Sii<n—3 entonces para j =i+4,--- ,n+1 tome a;; =0.

Paso 9 Tome L = max{x;_o,0};
U =min{z;42,1};
bi= [, f(x)¢i(z)da.
Paso 10  Resolver el sistema lineal Ac = b, donde A = (a;;), b= (bo,"+ ,bps1)

c=(co, + ,Cnr1)t

Paso 11 Parai=0,--- ,n+1
SALIDA (¢;);

Paso 12 Parar (Procedimiento completado.)

Ejemplo 10 Considere el problema de valor de frontera
—y" + 7y = 2r%sin(x), para 0 < x <1, con y(0) = y(1) = 0.

En la siguiente ilustracion del algoritno (6) tomamos h = 0.1 obtenemos:

x; ¢ o(z;) y(x;) error
0.00000 | 0.00001 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
0.10000 | 0.20943 | 0.30902 | 0.30902 | 0.00000
0.20000 | 0.39836 | 0.58779 | 0.58779 | 0.00001
0.30000 | 0.54830 | 0.80903 | 0.80902 | 0.00001
0.40000 | 0.64456 | 0.95107 | 0.95106 | 0.00001
0.50000 | 0.67773 | 1.00001 | 1.00000 | 0.00001
0.60000 | 0.64456 | 0.95107 | 0.95106 | 0.00001
0.70000 | 0.54830 | 0.80903 | 0.80902 | 0.00001
0.80000 | 0.39836 | 0.58779 | 0.58779 | 0.00001
0.90000 | 0.20943 | 0.30902 | 0.30902 | 0.00000
1.00000 | 0.00001 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000

En la siguiente imagen se muestra la grdfica de la solucion real y de la aprozimacion:
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CAPITULO CINCO.

EXPERIMENTACION NUMERICA.
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10. EXPERIMENTACION NUMERICA.

En esta seccion se hace un estudio en cuanto a las aproximaciones que haces los diferentes
métodos numéricos para aproximar las diferentes ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 11 Demuestre que el problema con valor en la frontera

= () + oty = 1), (133

0<z<1, y(0) =, y(1) =25,

puede transformarse con un cambio de variable, en la forma

¢ <p(x)§_;) fg@)r=F@), 0<z<1,  2(0)=2(1)=0.

Prueba:
Hacemos un cambio de variable

donde

—di(p(x)(2’+ﬁ—a))+Q($)(2+5$+(1—$)a) = flz)
—§(p(ﬂf)2’) - %(p(iv)(ﬂ —a)) +q(2)(2) +q(z)(Br + (1 —z)a) = [f(z)
—%(p(w)Z’) +q(2)(2) = f(2) +p'(2)(8 — o) — q(z)(Bz -
———(p()2) + q(2)(2) = F(x)

Para finalizar, se presenta un conjunto de gréaficas y los datos correspondientes de los
métodos en estudio, para hacer una comparacion de los métodos lineales y no lineales.
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Anadlisis de los métodos lineales

Ejemplo: Consideremos el siguiente problema de valor de frontera lineal.

28
y' = —2Tx+ 3 (144)
y(0) =1, y(1) =0, n = 10. (145)
el cual tiene por solucion exacta
9 14 7
y(x) = —§x3 + 312 — 3% + 1. (146)

Solucién:
Para aplicar el método de Rayleigh-Ritz y el método de trazadores cibicos de Rayleigh-
Ritz debemos escribir la E.D (144) y las condiciones de frontera (145) en la forma

2 (0 52) + ataly = ).

y
y(0) = y(1) = 0.
Para ello vamos a ocupar el ejemplo (11), haciendo un cambio de variable
z(x) = y(z) — (1 — =), (147)
obtenemos la E.D p g 0
z
[ ==Z) = 29 - <zx<l1 14
dx( dx) 7x—|—3, Usz=l, (148)
y las condiciones de frontera
2(0) = 2(1) = 0. (149)

Entonces la solucién para la E.D (148) se transforma en

9 14
Método del disparo.

0.1 | 1.00000 | 1.00000 0
0.2 ] 0.92550 | 0.92550 0
0.3 ] 091733 | 0.91733 0
0.4 ] 0.94850 | 0.94850 0
0.5 0.99200 | 0.99200 | 2.2204x10~1'°
0.6 | 1.02083 | 1.02083 0

0.7 | 1.00800 | 1.00800 | 4.4409x1071°
0.8 | 0.92650 | 0.92650 | 1.1102x10716
0.9 | 0.74933 | 0.74933 | 5.5511x 10716
1.0 | 0.44950 | 0.44950 | 4.4409x10~16
z: solucion aproximada, y: solucion real
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Método de diferencias finitas.
[ [2(w) =y | ) [ ly(e) — 2(x)]]

0.1 | 1.00000 | 1.00000 0
0.2 ] 0.92550 | 0.92550 0
0.3 ] 091733 | 0.91733 0

0.4 | 0.94850 | 0.94850 | 2.2204x10~1'6
0.5 [ 0.99200 | 0.99200 | 4.4409x10~'°
0.6 | 1.02083 | 1.02083 | 2.2204x10~'°
0.7 | 1.00800 | 1.00800 | 8.8818x10~1'6
0.8 | 0.92650 | 0.92650 | 4.4409x10~1'6
0.9 | 0.74933 | 0.74933 | 9.9920x 1016
1.0 | 0.44950 | 0.44949 | 8.3267x1071°
z: solucién aproximada, y: solucién real

Método de Rayleigh-Ritz.
Lo () =z | 2(w) [yle)=z2() - (e —1) | Jy(@) — o) |

0.1 | 0.02500 | 0.02500 0.92550 2.4286x 1077
0.2 ] 011733 | 0.11733 0.91733 4.1633x 10717
0.3 | 0.248500 | 0.248500 0.94850 8.3267x 10717
0.4 | 0.392000 | 0.392000 0.99200 1.6653x 10716
0.5 | 0.520833 | 0.520833 1.02083 1.1102x 10716
0.6 | 0.608000 | 0.608000 1.00800 0.3.3307x1071°
0.7 ] 0.626500 | 0.626500 0.92650 0

0.8 | 0.549333 | 0.549333 0.74933 5.5511x 10716
0.9 | 0.349500 | 0.349500 0.44950 6.1062x10~1°

: solucién aproximada de la E.D (148), z: solucién real de la E.D (148
y: solucidn real de la E.D (150), ¢: solucién aproximada de la E.D (150).

Método de trazadores ciibicos splin de Rayleigh-Ritz.

0 -0.00857 0 0 1 0
0.09090 | 0.00703 | 0.02003 | 0.02003 | 0.92912 2.6160x 10~ "
0.18181 | 0.06055 | 0.09691 | 0.09691 | 0.91510 4.7127x10~"
0.27272 | 0.13843 | 0.21036 | 0.21036 | 0.93764 9.4429x10~"
0.36363 | 0.22717 | 0.34009 | 0.34009 | 0.97645 1.4009%107°
0.45454 | 0.31324 | 0.46581 | 0.46581 | 1.01126 1.9062x107°
0.54545 | 0.38311 | 0.56724 | 0.56724 | 1.02178 2.4817x107°
0.63636 | 0.42326 | 0.62408 | 0.62408 | 0.98772 2.8805x107°
0.72727 | 0.42017 | 0.61607 | 0.61607 | 0.88880 2.8911x10°°
0.81818 | 0.36032 | 0.52291 | 0.52291 | 0.70473 2.4731x107°
0.90909 | 0.23017 | 0.32431 | 0.32431 | 0.41522 1.1161x107°

1 0.01622 0 0 0 3.48541.1161x10~1'¢
C;: constantes de la funcién base, 1:solucién aproximada de la ecuacién (148), z:
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solucién real de la ecuacién (148), y:solucién real de la ecuacién (150), ¢: solucién
aproximada de la ecuacién (150).

Se particiona el intervalo [0, 1] en diez subintervalos de igual longitud y en virtud de las
tablas de cada método y basados en los errores respeto a la solucién real y aproximada
de los métodos del Disparo, Diferencias Finitas,Rayleigh-Ritz y Trazadores cubicos de
Rayleligh-Ritz, para este caso particular el método del disparo aproxima mejor a la E.D
(150).

Se muestra en las gréficas las soluciones reales y aproximadas, y aunque graficamente se
observa que los cuatro métodos aproximan de la mejor manera a la solucion real, podemos
ver mediante el error que el método del disparo es mejor para modelar la solucién. Aunque
esto no quita el hecho que los demas métodos den una buena aproximacién.

Grafica de la solucion real y la soluciéon aproximada.

Disparo Lineal Diferencias Finitas Lineal
14 T T T T T T T T T 14 T T T T T T T T T

— Aproximacion — Aproximacion

a8 Solucion real ol Solucion real

Rayleigh-Ritz B-spline
0.7 T T T T T T T 0.7 T T T T T T T T T
— Aproximacion — :Aproximacion;
Solucion real — :Solucion real; ||
L L _[]71 1 1 1 L 1 1 1 1 1
0.7 08 0.3 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Ejemplo: Consideremos el siguiente problema de valor de frontera lineal

d
—%(exy’) +e'y=x+ 2+x)e", y(0)=y(1) =0, h=0.1

y la solucion real
y(r) = (x = 1) —1).

Método del disparo.
0. 0 0 0
0.1 | 0.0856457 | 0.0856463 | 6.1030x 10~
0.2 | 0.1450144 | 0.1450153 | 9.9604x 10~
0.3 | 0.1814260 | 0.1814272 | 1.2025x107°
0.4 | 0.1978067 | 0.1978079 | 1.2668x10~°
0.5 | 0.1967334 | 0.1967346 | 1.2191x107°
0.6 | 0.1804742 | 0.1804753 | 1.0835x10~°
0.7 | 0.1510235 | 0.1510244 | 8.7987x10~"
0.8 1 0.1101335 | 0.1101342 | 6.2358x10~"
0.9 | 0.0593427 | 0.0593430 | 3.2707x10~"
1.0 0 0 0

Método de diferencias finitas.
0. 0 0 0
0.1 0.08571 | 0.08564 | 7.2152x107°
0.2 | 0.14513 | 0.14501 | 1.1726x10~*
0.3 ] 0.18156 | 0.18142 | 1.4098x10~*
0.4 | 0.19795 | 0.19780 | 1.4789x10~*
0.5 | 0.19687 | 0.19673 | 1.4170x10~*
0.6 | 0.18060 | 0.18047 | 1.2540x10~*
0.7 0.15112 | 0.15102 | 1.0138x10~*
0.8 | 0.11020 | 0.11013 | 7.1534x10~°
0.9 | 0.05938 | 0.05934 | 3.7354x107°
1.0 0 0 0

Método de Rayleigh-Ritz.
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0.1 | 0.085605 | 0.085646 | 4.1015x10~°
0.2 | 0.144940 | 0.145015 | 7.5580 x10~°
0.3 | 0.181325 | 0.181427 | 1.0211 x10~*
0.4 | 0.197689 | 0.197808 | 1.1945x10~*
0.5 | 0.196608 | 0.196735 | 1.2679 x10~*
0.6 | 0.180352 | 0.180475 | 1.2358 x10~*
0.7 | 0.150915 | 0.151024 | 1.0948x10~*
0.8 | 0.110050 | 0.110134 | 8.4247x10~°
0.9 | 0.059295 | 0.059343 | 4.7775 x107°

Grafica de la solucidon real y la solucién aproximada.

Disparo Lineal
0.1608

Aproximacion Aproximacion
0181 Solucion real 0.1608 | Solucion real
016} g 0.1608 E
0141 g 0.1608
012f B 0.1608 -

01} i 0.1608 - R
0.08} i 0.1608 - R
0.06} i 0.1608 - g
004 4 01607 - 4
002 4 01607 - 4

0 L L L L L L L L L 0.1607 L I I L L L L =
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 02432 02432 02432 02432 02432 02432 02433 02433 02433
Diferencias Finitas Lineal
0.2 T T T T 0142 F T T
Aproximacion Apraximacion

0.18 Solucion real Solucion real
016 i 0141+
014

014+
0.12
01 0139}
0.08
006 0138
0.04
0137 -
0.02
0 . . . . L . . . . L I L ! L L L L L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1 0178 018 0182 0184 0186 0188 019 0192 0194 0196
Rayleigth-Ritz
0.2 T T T T 0.192 T T T T
Aproximacion Aproximacion
018 Solucion real 019k Solucion real
016
0188
014
0186
012
01841
01F
01821
0.081
0.18r
006
01781

004 L 1 L L L L L Il 1 1 1 1 Il 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 053 054 055 056 057 058 059 06 0.61
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Anadlisis de los métodos no lineales.

Ejemplo: Consideremos el siguiente problema de valor de frontera no lineal

1
y' = g(32 +22° — yy), 1<2r<3 (150)
43 5
y(1) =17, y(3) = 3 usando N =20, M =10, TOL =10 (151)
el cual tiene por solucion exacta
16
y(z) = 2% + — (152)

Método Disparo no lineal.
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X; Aprox y(X;) | Aprox dy/dx(y(X;)) | y(X5) error
1.00000 17.00000 —14.00001 17.00000 | 0.00000
1.05000 16.34060 —12.41249 16.34060 | 0.00000
1.10000 15.75546 —11.02315 15.75545 | 0.00000
1.15000 |  15.23555 —9.79831 15.23554 | 0.00000
1.20000 14.77334 —8.71112 14.77333 | 0.00000
1.25000 14.36250 —7.74001 14.36250 | 0.00000
1.30000 13.99770 —6.86747 13.99769 | 0.00000
1.35000 13.67435 —6.07916 13.67435 | 0.00000
1.40000 | 13.38857 —5.36328 13.38857 | 0.00000
1.45000 13.13699 —4.71000 13.13698 | 0.00000
1.50000 12.91667 —4.11112 12.91667 | 0.00000
1.55000 12.72508 —3.55974 12.72508 | 0.00000
1.60000 12.56000 —3.05001 12.56000 | 0.00000
1.65000 | 12.41947 —2.57696 12.41947 | 0.00000
1.70000 | 12.30177 —2.13634 12.30176 | 0.00000
1.75000 12.20536 —1.72450 12.20536 | 0.00000
1.80000 12.12889 —1.33828 12.12889 | 0.00000
1.85000 12.07115 —0.97495 12.07115 | 0.00000
1.90000 12.03105 —0.63214 12.03105 | 0.00000
1.95000 | 12.00763 —0.30776 12.00763 | 0.00000
2.00000 12.00000 —0.00000 12.00000 | 0.00000
2.05000 12.00738 0.29274 12.00738 | 0.00000
2.10000 12.02905 0.57188 12.02905 | 0.00000
2.15000 12.06436 0.83867 12.06436 | 0.00000
2.20000 12.11273 1.09421 12.11273 | 0.00000
2.25000 12.17361 1.33950 12.17361 | 0.00000
2.30000 12.24652 1.57542 12.24652 | 0.00000
2.35000 12.33101 1.80276 12.33101 | 0.00000
2.40000 12.42667 2.02222 12.42667 | 0.00000
2.45000 12.53311 2.23444 12.53311 | 0.00000
2.50000 12.65000 2.44000 12.65000 | 0.00000
2.55000 12.77701 2.63941 12.77701 | 0.00000
2.60000 12.91384 2.83313 12.91385 | 0.00000
2.65000 13.06023 3.02161 13.06024 | 0.00000
2.70000 | 13.21592 3.20521 13.21593 | 0.00000
2.75000 13.38068 3.38430 13.38068 | 0.00000
2.80000 13.55428 3.95918 13.55429 | 0.00000
2.85000 13.73653 3.73016 13.73654 | 0.00000
2.90000 13.92724 3.89750 13.92724 | 0.00000
2.95000 14.12623 4.06145 14.12623 | 0.00000
3.00000 | 14.33333 4.22222 14.33333 | 0.00000

Método de diferencias finitas
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1 17.0000 | 17.0000 0

1.1 | 15.8042 | 15.7555 | 4.8725x10~*
1.2 | 14.7429 | 14.7733 | 3.0454x102
1.3 | 13.8739 | 13.9977 | 1.2378x107!
1.4 | 13.2226 | 13.3886 | 1.6599x1071
1.5 | 12.7548 | 12.9167 | 1.6182x10~!
1.6 | 12.4196 | 12.5600 | 1.4037x10~*
1.7 | 12.1839 | 12.3018 | 1.1784x10!
1.8 | 12.0306 | 12.1289 | 9.833x1072
1.9 | 11.9491 | 12.0311 | 8.1943x1072
2.0 11.9319 | 12.0000 | 6.8146x10~2
2.1 | 11.9726 | 12.0290 | 5.6443x10~2
2.2 | 12.0663 | 12.1127 | 4.6423x1072
2.3 | 12.2088 | 12.2465 | 3.7763x10~2
2.4 | 12.3965 | 12.4267 | 3.0208x10~2
2.5 | 12.6264 | 12.6500 | 2.3558x10~2
2.6 | 12.8962 | 12.9138 | 1.7664x10~2
2.7 13.2035 | 13.2159 | 1.2416x1072
2.8 | 13.5465 | 13.5543 | 7.7423x1073
29| 13.9236 | 13.9272 | 3.6041x1073
3 14.3333 | 14.3333 2x10~1
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Grafica segin Método diferencias finitas no lineal.

17 T T

Solucion —
Aproximacion ——
16 -1
15 —
14 - -
13 —
12 ! ! 1
1 1.5 2 2.5 3
Grafica segiin Método Disparo no lineal.
17 T T T R
solucion ——
aproximacion ——
16 - —
15 -1
14 - -
13 -1
12 - —
11 ! ! 1
1 1.5 2 2.5 3
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