UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

ESCUELA DE MATEMATICA

Universidad de El Salvador

Hacia la libertad por la cultura

PROYECTO DE GRADO TITULADO:

TEORIA DE ESTABILIDAD

DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

PREVIO A LA OBTENCION DEL TITULO DE:

LICENCIADA EN MATEMATICA

Estudiante: Mayra Yamileth Morales Pena. Carné: MP08012
Asesor: MSc. Carlos Ernesto Gamez Rodriguez.

Co-asesor: Dr. Simén Alfredo Pena Aguilar.

Ciudad Universitaria, viernes 22 de noviembre de 2013



Dedicatoria

A mis padres, Ricardo e Isabel por su incondicional

apoyo, amor y comprension.



Agradecimientos

A Dios, por darme esperanza y las fuerzas para seguir adelante.

A mis padres, por ser mi ejemplo de esfuerzo y dedicacion.

A mis hermanas, Ingrid y Brenda, y mi hermano Josué; por su alegria y sus palabras de
aliento.

A mi asesor, MSc. Carlos Gamez, por su disposicién y por colaborar en cada aspecto de
este trabajo.

A mi co-asesor, Dr. Simén Penia, por sus oportunas apreciaciones, revisiones y evaluaciones.

Al MSc. Dimas Tejada, por revisar el perfil de este proyecto y hacer las correcciones
pertinentes.



Resumen

Este trabajo consiste en el estudio de un tema que tiene fundamental importancia en el
estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales ordinarias, vistas como modelos de la
realidad; el cudl es la estabilidad. Se presenta de manera intuitiva y formal los conceptos
de estabilidad, estabilidad asintética e inestabilidad; y la impotancia que tiene que una

ecuacién/sistema diferencial ordinario sea estable.

Se estudia la estabilidad de sistemas lineales y la relaciéon estrecha que existe entre la
estabilidad de un sistema no homogéneo con la estabilidad de la solucién nula del sistema
homogéneo asociado. También se estudia la teoria en el caso de coeficientes constantes,

que es mucho mas completa y un criterio que permite decidir dicha estabilidad.

Se estudia también la estabilidad de sistemas ordinarios no lineales, basada en los métodos
directo e indirecto del matematico ruso Aleksandr Liapunov, que consiste en un andlisis

global y local respectivamente, de la estabilidad del sistema en sus puntos criticos.
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1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales constituyen la parte central de una de las ramas maés impor-

tantes de la Matematica: el Anélisis.

Las ecuaciones diferenciales sirven como modelo matematico para el estudio de problemas
que surgen en disciplinas muy diversas. Desde sus comienzos han contribuido de manera
muy notable a solucionar muchas cuestiones y a interpretar numerosos fenémenos de la
naturaleza. Su origen histérico es inseparable de sus aplicaciones a las ciencias fisicas,
quimicas e ingenieria, ya que para resolver muchos problemas significativos se requiere
la determinacién de una funcion que debe satisfacer una ecuacién en la que aparece su

derivada. Las ecuaciones diferenciales son la expresiéon matematica de las leyes naturales.

Uno de los aspectos més importantes en el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales
es la estabilidad. El concepto de estabilidad asi como el de inestabilidad estan presentes
en la vida cotidiana. Es de uso comtn decir: el estado de salud de una persona es estable,
cierta moneda es inestable, etcétera; incluso en muchas areas del conocimiento, se maneja
dicho concepto de manera intuitiva. Es comun oir a un ingeniero decir que una estructura es
estable o no lo es, un quimico dice que una reaccién se ha estabilizado, un economista suele
decir que el precio de determinado producto es estable, un fisico diria que el movimiento
de una particula es estable, etc. Asi que un concepto que aparece frecuentemente en todas

las ciencias, merece ser definido en términos precisos.

El presente trabajo pretende ser una introducciéon al extenso tema de la teoria de estabili-
dad, de gran actualidad e importancia hoy en dia, a pesar de haber transcurrido un poco
mas de un siglo en que fuera presentado en términos precisos por el matematico ruso A.
M. Lyapunov (1857-1918) en su tesis doctoral “El problema general de la estabilidad del
movimiento” publicada por primera vez en 1892, la cual no recibié la antenciéon debida

alrededor de 25 anos.
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2. Planteamiento del Problema

Suponga que se esta analizando un fenémeno fisico, bioldgico, etc. que evoluciona con el
paso del tiempo, y cuyo comportamiento se rige por una e.d.o. de primer orden, junto con

unas determinadas condiciones iniciales .

De este modo, la posicién que ocupa en el instante ¢ la particula que partio del punto xq

en el instante t, vendra dada por el valor de la solucién x (t; ¢y, zo) del problema de valor
inicial {l’/ = f(t,ff), x (tO) = Xo-

Ahora bien, dado que se suelen cometer errores al estimar la posicién inicial (errores
humanos, de los aparatos de medida, etc), lo que en realidad se conoce no es la posicién

exacta de partida z( sino un valor aproximado % .

De este modo, lo que verdaderamente se toma como posicién real de la particula es
x (t;to, To) en lugar del verdadero valor x (t; g, zo) . Resulta fundamental conocer si cuan-
do se comete un error pequeno al aproximar xy por T, las correspondientes soluciones

x (t;to, o) v x (t; 19, To) se mantienen préximas.

Cuando el tiempo t recorre un intervalo acotado, el resultado queda garantizado por el
Teorema de Dependencia Continua de las Soluciones respecto de los Datos Iniciales. Este
teorema afirma que al menos en intervalos acotados de tiempo, las soluciones x(t;ty, zo) y

x(t; to, Tg) serdn préximas cuando zg y To sean proximos.

En general, pues, se tiene solamente dependencia continua en intervalos cerrados y acotados
de tiempo. Tanto 6 mas importante que ésta, es la dependencia continua de los datos

iniciales en intervalos no acotados de tiempo. Surge asi el concepto de FEstabilidad.

Una solucion z(t) es estable si toda solucién que comienza cerca de z(t) permanece proxima
a ella para todo instante posterior. Si, ademas, todas las soluciones que comienzan cerca

de z(t) convergen a z(t) cuando t — oo, se dice que x(t) es asintdticamente estable.

Teoria de Estabilidad de EDOs 9



Planteamiento del Problema

Entonces el problema al cual se dedica la atencién es el siguiente:

Estudiar la dependencia de las soluciones de una ecuacion/sistema diferencial ordina-
ria respecto de los datos iniciales sobre intervalos no acotados de tiempo. Asi, se busca
determinar cuando una solucién serd estable (asintéticamente estable) o no, segin esta
dependencia. Ademads estudiar la estabilidad de sistemas del tipo x = f (t,x) no lineales

donde no se requieren expresiones explicitas para las soluciones del sistema en cuestion.

Teoria de Estabilidad de EDOs 10



3. Justificacion

La importancia de estudiar la estabilidad de las ecuaciones diferenciales ordinarias se debe
a que generalmente representan modelos de la realidad. Entonces interesa que la ecuacion
diferencial represente confiablemente los datos en estudio, teniendo presente que tales datos
son obtenidos por medios que de una u otra forma conllevan errores de medicién. Por lo
que interesa estudiar como varian las soluciones cuando se hacen pequenos cambios en las

condiciones iniciales del problema.

Se esperaria que a condiciones iniciales préximas correspondan soluciones préximas, pues,
en otro caso, la fiabilidad de la ecuacién diferencial como modelo de la realidad dejaria
mucho que desear; hay que tener presente que el dato que refleja el estado inicial que
determinara univocamente la evolucién del sistema, nunca se conocera con exactitud, pues
cualquier método o instrumento que se utilice para su medida estard inevitablemente
afectado de error. Es indispensable, por ello, tener la garantia de que las soluciones seran
proximas cuando sus datos iniciales sean préximos, a fin de que la solucién obtenida difiera

poco de la que seria la solucién “verdadera”.

Este trabajo trata de resaltar la importancia de la estabilidad de las ecuaciones dife-
renciales ordinarias por las diversas aplicaciones que tienen como modelos de la realidad
observable. Ademas de que presenta la oportunidad de poner en practica los conocimientos
y experiencia adquiridos en la carrera de licenciatura en matemética en un tema que atin

no se estudia mucho en la escuela de matemaéatica
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4. Objetivos

Objetivo General

Estudiar la dependencia de las soluciones de una ecuacién diferencial ordi-
naria y de sistemas con respecto a las condiciones iniciales en intervalos no

acotados de tiempo.

Objetivos Especificos

Comprender la importancia de la estabilidad de las soluciones de ecuaciones diferen-

O

ciales ordinarias como modelos de la realidad observable.

Estudiar la estabilidad de las soluciones de una ecuacion diferencial ordinaria y de

@)

sistemas de primer orden lineales, semi-lineales y auténomos.

o

Estudiar el método directo e indirecto de estabilidad de Lyapunov.

o

Analizar la estabilidad de un modelo especifico.
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5. Metodologia

A continuacién se describen los aspectos importantes de la metodologia de trabajo:

1. Tipo de investigacion.

Este proyecto de investigacién es de caracter bibliografico-descriptivo.

1.1 Bibliografico:
Se ha hecho una extensa recopilacion de libros impresos y de libros obtenidos
por Internet para contar con el suficiente material que cubra las necesidades
del estudio y de las que puedan surgir mas adelante. El objetivo es compilar

coherentemente la informacién mas til y destacada del tema.

1.2 Descriptivo:
Ya que se pretende estudiar a detalle las demostraciones de los diversos teore-

mas.

2. Forma de Trabajo
Se tendran reuniones periddicas con el asesor y co-asesor del trabajo para tratar los
diferentes aspectos de la investigaciéon como estudiar y discutir la teorfa, tratar los

diferentes aspectos del trabajo escrito y de las presentaciones.

3. Exposiciones
Se tendran tres exposiciones:
Primera Exposicién (Publica) : Presentacion del Perfil del Proyecto de Investi-
gacion.
Segunda Exposicién ( Piblica) : Presentacion del primer avance en el Trabajo
de Investigacion.
Tercera Exposicién (Piblica) : Presentacién Final del Trabajo de Investigacion:

ultimo capitulo, resumen de resultados y aplicaciones.

Teoria de Estabilidad de EDOs 13



CAPITULO UNO

Teoria de Estabilidad segiin Liapunov




6. Capitulo 1: Teoria de Estabilidad segin Liapunov

6.1. Dependencia Continua de las Soluciones respecto a los Da-
tos Iniciales

Consideremos la ecuacion

x' = f(t,x(1)) con  x(ty) = X (6.1)

donde f € C'[J x D,R"| con J = (a,b) y —o0 < a < b < 400; D es un subconjunto abierto
y conexo de R™ y (ty,%¢) € J x D. La solucién de con la condicién inicial x (tg) = o,
to > 7; se denotard como x (t; tg, Xo). Generalmente, se fija un punto (ty,x) € J x D y se
busca luego la solucion de . El objetivo ahora consiste en estudiar el comportamiento
de las soluciones de la E.D.O. en relacion con la variacién de los datos iniciales. Si

variamos “poco” los valores iniciales, cabe preguntarse:

o ;Coémo se comportan las soluciones que corresponden a datos iniciales “cercanos” a

(to, Xo)?
o ;/Se mantendran cercanas entre si dichas soluciones?

o Si esto sucede, jsobre qué tipo de sub-intervalo del dominio de definicion de la

solucion se mantendra la cercania?

Antes de precisar qué es dependencia continua de las soluciones respecto a los datos ini-

ciales, se vera un ejemplo:

Ejemplo 1 Sea 2/ = x con x (ty) = x¢. Se denota con z (t;tg, zo) a su solucién. En este

caso x (t;tg, xg) = xoexp (t —tyg) con t € R.

Teoria de Estabilidad de EDOs 15



6.1 Dependencia Continua de las Soluciones respecto a los Datos Iniciales

< Eto
9615\

Figura 6.1: Soluciones de =’ = x con z (ty) = xo.

Se observa que z( y x pueden estar tan cercanos como se desee, sin embargo

|z (t; to, xo) — x (t;to, 23)| = exp (t — to) |xo — x| — +00

Sea J* = [to — T1,to + T], el cual estd contenido en el dominio de z (u; ¢, zo), para todo
Ty > 0, Ty > 0. Entonces, siendo € > 0 un nimero dado, si |z¢ — x| < exp (—T3), entonces

| (t:t0, o) — x (L0, x)| < e, VE € J"

Definicién 1. Diremos que la solucién z (¢; to, o) del P.V.I. (6.1)) depende continuamente
de los datos iniciales (o, xg), si para todo € > 0 y para todo intervalo compacto J*
contenido en el dominio de x (; %9, Xg), existe un entorno V' del punto (¢, X¢) tal que para

todo (t5,x3) € V, la solucién x (t;t5, x3) estd definida para todo t € J* y ademds

|x (t;t0, x0) — x (t; 85, x5)|| <e, VteJ

En lo que sigue, procederemos a mostrar que bajo las hipotesis del Teorema de Existencia

y Unicidad Local las soluciones de (6.1]) dependen continuamente de los datos iniciales.

Probemos en primer lugar el siguiente lema auxiliar.

Teoria de Estabilidad de EDOs 16



6.1 Dependencia Continua de las Soluciones respecto a los Datos Iniciales

Lema 1. Sea U un conjunto compacto contenido en J x D. Entonces existen constantes

a* >0y b* > 0 tales que el conjunto

A - U(to,XQ)EUB (t(]?XU)

es un subconjunto compacto de J x D, donde

B (to,%0) = {(t,%) : [t —to| < a", [Ix = %o|| <07}

Demostracion. Como J x D es abierto, para cada (tg, %) € U, existen constantes o > 0
y B > 0, tales que el conjunto {(¢,x): |t —to| < a, [|[x — %ol < 5}, estd contenido en
J x D. Por lo tanto la unién de todos estos conjuntos forman un cubrimiento abierto de
U. Teniendo en cuenta la compacidad del conjunto U y el Lema del nimero Lebesgue (ver

apéndice), se obtiene que existen constantes a* > 0y b* > 0, tales que A C J x D.

Probemos que A es un conjunto compacto. Sea (t,x) € A, entonces existe un punto

(to,xo) € U tal que |t —to| < a* y ||x — x¢|| < b*. Esto implica que

[t <[t —tol + [to] < @™+ to] ]| < I = %ol + [Ix0l] <" + [0l

Teniendo en cuenta la compacidad del conjunto U, se sigue que A es un conjunto acotado.

Para concluir la prueba de nuestra afirmacién mostremos que A es un conjunto cerrado.

Sea {(tr,Xx) ren C A, tal que limy oo (15, %) = (5, x%).

Por la construccién del conjunto A, se sigue para cada k € N, existe un punto (t’g, X’S) eU

tal que ‘tk — t'g! <a'y ka — x'&‘H < b*. Como la sucesion { (¢, x{) esta contenida

}keN
en U, ella posee una subsucesion convergente en U. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que ella misma es convergente; es decir, limy_, (t’g,x’g) = (to,io) € U. Tiene

lugar

[t —to| < |t* —ti| + |tr — 5] + |6 — To ,

Teoria de Estabilidad de EDOs 17



6.1 Dependencia Continua de las Soluciones respecto a los Datos Iniciales

Il = %ol < [Ix" = x| + [J3r — x| + [x5 — %o -

Haciendo tender k — oo, obtenemos que |t* —fo| < a* y ||x* — Xo| < b*. Lo cual prueba

que (t*,x*) € A.

Teorema 1. Dependencia Continua de los Datos Iniciales

Bajo las hipdtesis del Teorema de existencia y unicidad, las soluciones de dependen

continuamente de los datos iniciales.

Demostracion. Consideremos un conjunto compacto U C J x D. Sea A el conjunto
compacto dado por el Lema 1. Denotemos por M = max {||f (¢,x)] : (t,x) € A} y sea
K > 0 la constante de Lipschitz de f |4. Escojamos una constante 6 > 0 de manera que
d < min {ax*,v/m,1/k}, con a* > 0y b* > 0 las constantes dadas por el Lema 1.
Consideremos el subconjunto C* de C'[[—4, 0], R"] formado por las funciones ¢ tales que:
%) ¢ (0) =0,

b) lp ()] < b7, vt € [=4,4].

Para cada y = (t9, %) € U, definamos sobre C* un operador T}, de la manera siguiente:
t+to
T,p (1) ::/ f(s,p(s—ty) +x0)ds, te][=6,0].
to

Se observa que si ¢ es un punto fijo de 7T}, entonces

Spl(t> - f(t+t0790(t)+x0)7
de donde se sigue que x (t) = ¢ (t —ty) + Xo es solucién del P.V.I. (6.1]), para todo ¢t €
[to — 0,10 + 0] .

Utilizando razonamientos analogos a los de la prueba del Teorema de Existencia y Unicidad
Local, se obtiene que T, : C* — C* es una contraccién uniforme respecto a y, con y € U.

Ademas, no es dificil probar que T} es continuo en y. Por lo tanto, en virtud del Teorema

Teoria de Estabilidad de EDOs 18



6.1 Dependencia Continua de las Soluciones respecto a los Datos Iniciales

de la Contraccion Uniforme (ver Apéndice) se sigue que ¢ (¢;t9,Xo) es continua en (o, Xq)
sobre U, uniformemente en ¢ con t € [—4,]. De donde a su vez concluimos que la funcién
x (t;t9,X0) = X0+ ¢ (t — to; to, Xo) es continua en (ty, Xq) sobre U, uniformemente en ¢, con

t € [to—0,to+ ).

Sea ahora (g, Xo) un punto cualquiera en J x D. Segiin el Teorema de Existencia y Unicidad
de Soluciones no Prolongables (ver Apéndice), existe una unica solucién x (¢;tg,X¢) no

prolongable del P.V.I. (6.1)), definida sobre un intervalo (o, 3).

H 61, 2(t + to + 01, to, z0))

I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

1 N : |

- T ——

to + k6 3

I to+ns

t0+(k+1)6:

to + (n —1)8

Figura 6.2: Existencia de una Solucién no Prolongable

Sea T € (v, B). Sin pérdida de generalidad, supongamos que 7 > tg, el caso 7 < t, se analiza
de manera andloga. Pongamos U = {(t,x (t;to, X)) : t € [to, 7|}, el cudl es un subconjunto
compacto de J x D. Por lo demostrado previamente, x (¢; £, ) es continua en (&, 7) sobre

U, uniformemente en ¢, con ¢t € [ — §,& + 4.

Para pobar que x (t;£,n) es continua en (£,n) uniformemente sobre [tg, 7| particionemos

el intervalo [tg, 7] como sigue:

to<ti<to<...<tp=tg+kd<tp1<...<t, 1<T7T

donde n es el menor entero positivo tal que tg+ (n —1)§ < 7 < tg + nd.
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6.1 Dependencia Continua de las Soluciones respecto a los Datos Iniciales

Teniendo en cuenta la unicidad de las soluciones de (6.1]), se sigue que:

X (t +t1;t0,%X0) = X (t + t15t1,X (t1; %0, X0)) -

Lo cual implica que la continuidad de x (; ¢y, Xo) en (tp,Xo) es uniforme sobre el intervalo
[to, to + 20]. Por lo tanto, x (s;&,n) es continua en (£, n) sobre U, uniformemente en s, con

s € [€— 26,6 +26] N [to, 7.

Supongamos ahora que z (s;£,n) es continua en (£,n) sobre U, uniformemente sobre

(€ — k0,& + kd] N [to, T].

Nuevamente, por la unicidad, tenemos que

X (t + tg;to, X0) = X (¢t + g th, X (i o, X0))

lo cual implica la continuidad de x (s; &, 1) respecto de (§,n) € U, uniformemente sobre el

intervalo [§ — (k+ 1) d,& + (k + 1) 6] N [t, T]. Esto concluye la prueba del Teorema.

]

Supongamos que el campo vectorial f satisface las condiciones del teorema de existencia y
unicidad. Sea (tg,Xo) en J x D y denotemos por (« (to,Xo) , 5 (t9, Xo)) al intervalo maximal

de existencia y unicidad de x (¢;tg, Xo). Definamos el siguiente conjunto:

Q (f) = {(t;to,XQ) : O[(t[),Xo) <t < B(to,XO) , (to,Xo) e Jx D} .

Al conjunto Q (f) se le llama dominio de definicién de x (t; to, Xg).

A partir del Teorema de Existencia y Unicidad y el Teorema sobre la Dependencia Continua

de las Soluciones respecto a los Datos Iniciales, se sigue que €2 (f) es un conjunto abierto.
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6.2 Estabilidad, Estabilidad Asintética e Inestabilidad. Idea Intuitiva

6.2. Estabilidad, Estabilidad Asintética e Inestabilidad. Idea In-

tuitiva

A manera de ejemplo, consideremos el movimiento de una cdnica que se mueve bajo la

accion de la gravedad sobre diferentes superficies como las mostradas en la Figura 7.3.

En los cuatro casos, la canica se encuentra en una posicién de equilibrio, pero ;jcual sera
el movimiento que ejecuta la cdnica si la sacamos “un poco” de su estado de equilibrio y

la soltamos?

En los casos (a) y (b) , la cdnica se mantendra cerca de su posicién de equilibrio oscilando
alrededor de ésta, pero ademads, debido a la friccién, la canica tendera a ocupar dicha
posicion de equilibrio. En ambos casos, el equilibrio se dice ser asintéticamente estable, la
unica diferencia que existe en estos dos casos, es que la “perturbacién” que le hagamos a

la cénica para sacarla de su estado de equilibrio debe ser mucho menor para el caso (b) .

Si ahora nos fijamos en la cédnica del inciso (c¢) , cualquier “perturbacién” por pequena que
ésta sea, hard que la cénica se aleje de su posicion de equilibrio; en este caso el equilibrio

es inestable.

Finalmente, en (d) , para cualquier “perturbacién” pequena de la canica, ésta permanecera
“cerca’” de la posicion de equilibrio pero no tendera a acercarse a dicha posicion de equilibrio

y estaremos en presencia de estabilidad (no asintética).

(a) (b} {c) (d)

Figura 6.3: Movimiento de una canica sobre diferentes superficies

Teoria de Estabilidad de EDOs 21



6.3 Definiciones Formales

6.3. Definiciones Formales

Counsideremos el sistema

x' = f(t,x) (6.2)

para simplificar la exposicién supondremos que f € C'[J x D,R"|, J = (1, +o0), T > —00

y D es un subconjunto abierto y conexo de R".

Definicién 2. Diremos que la solucién x(t; ¢y, xo) del sistema (6.2]) es estable en el instante

to € J, si dado € > 0, existe § = d(e,ty) > 0, tal que se verifica que

HX(t;to,Xo) — X(t;to,xl)l‘ <eg, Vit>t y X1 € Bs (Xo) ,

donde Bs (x9) = {x € D : ||x — x¢|| < 4}

Si la solucién no es estable en el instante ¢y, se dice que x(t;ty,Xo) es inestable en .

Definicién 3. La solucién x(t; tg, Xo) del sistema (6.2)) es asintéticamente estable, si ade-

méas de ser estable existe p > 0 tal que

lim ||x(¢; to, %0) — x(t; 10, x1)|| = 0, V x; € Bs(x0) .

t——+o00

Observacion 1. En las definiciones 2 y 3 cuando 0 y p sean independientes de t,, diremos
que la solucién x (;tg, xo) es uniformemente estable y uniforme asintéticamente estable,

respectivamente.
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6.4 Estabilidad de la Solucion Trivial

Las figuras 2.3 y 2.4 ilustran los conceptos de Estabilidad y Estabilidad Asintotica.

Figura 6.5: Ilustracion del concepto de Estabilidad Asintética

6.4. Estabilidad de la Solucion Trivial

El estudio de la estabilidad de una solucién ¢(t) de (6.2) siempre se puede reducir al
estudio de la estabilidad de la solucién trivial de un sistema equivalente a (6.2]). En efecto,

pongamos y (t) = x (t) — ¢ (t), donde x () es una solucién arbitraria de (6.2]). Entonces

Y (t) =[x (@) = f (& (p(1) =ty ) +¢ () = f(tel)
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6.4 Estabilidad de la Solucion Trivial

Definiendo
gty)=ftyt)+e@)—fte()

y considerando el sistema y’ = ¢ (¢,y), obtenemos lo deseado. Por lo tanto, sin pérdida

de generalidad de aqui en adelante supondremos que f (t,0) = 0 para todo t > 7.

Supongamos que X (t;tg,Xo) = 0. Geométricamente la estabilidad dice que las solucio-
nes de (6.2), para t > ty, permanecen en un tubo de radio € > 0 para datos iniciales

suficientemente pequenos. (Ver Figura 2.5)

wolt)

Figura 6.6: Estabilidad de la Solucién Trivial

La inestabilidad dice que existe g9 > 0, tal que para cualquier § > 0 es posible escoger
T >ty y un vector x; con ||x1]| < d§ para los cuales se satisface que: ||x(7T;t,X0o)|| > €o.

(Ver figura 2.6)

Figura 6.7: Inestabilidad de la Solucién Trivial

Definicién 4. Diremos que una solucion es estable, si ella es estable para todo ty > 7.
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6.4 Estabilidad de la Solucion Trivial

Proposicién 1. Sea ty > 7. Si la solucion trivial x (t) = 0 de es estable (asintdtica-
mente estable) en to, entonces x (t) = 0 es estable (asintdticamente estable) en cualquier

otro instante t1 > T.

Demostracion. Supongamos que x (t) = 0 es estable en ¢y y que t; € (7, tp).

En virtud de la dependencia continua de los datos iniciales, se tiene que para todo &1 > 0,

existe 01 = 01 (g1, to, t1) > 0 tal que:

||X (t;tl,Xl)H < é€q, Vite [tl,to] Yy X € ]B(;l (0) .

Por otra parte, como x(t) = 0 es estable en ty, se tiene que para todo € > 0, existe

d(e, to) > 0 tal que: si ||x¢] < 0, entonces

% (t; to, %0)|| <&, Vt>t.

Por lo tanto, si 0 < £; < 9, entonces

[x (to;t1, x1)[| < &1 <6 <e,

De donde se sigue que para todo € > 0, existe 07 = 67 (e, to, t1,0) > 0 tal que

Ix(t;t1,%x1)]| <e, Vt>t y X €Bsr(0).
Supongamos ahora que t; > ty. Definamos
V(ty,e) = {x € R"/x =x(t1;t0,X0), conxg € Bs (0)}.

Por la dependencia continua de los datos iniciales, la aplicaciéon xg — x (t1,t0,Xq) es

un homeomorfismo para cada t;,ty fijos. Por lo tanto, existe d; = d1(g,tp) > 0 tal que
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Bs, (0) C V(t1,¢). Con este 6;(,ty) > 0, tenemos que

||X (t;tl,Xl)H <eg, Vit > tq, ||X1|| < 51 (5,t0)

Lo cual implica la estabilidad de x =0 en t = t4.

]

En virtud de la proposicién 1, de aqui en adelante sélo diremos que x = 0 es estable o

asintéticamente estable sin especificar en qué instante.

6.5. Ejemplos

Ejemplo 1. Consideremos el problema de estimar el crecimiento de una poblacién, donde
el medio s6lo puede sostener de manera “estable” un méximo K de poblacién (la capacidad
de soporte del medio), de modo que si z(t) estuviese por encima de K, la tasa seria negativa
y la poblacién decreceria acercandose a K; si x(t) = K, la tasa seria nula y, por tanto,
la poblacién constante, y, finalmente, si z(¢) se mantiene por debajo de K, la tasa seria
positiva, creciendo entonces la poblacién, aunque menos rapidamente cuanto mas proxima

esté a ese valor K.

La manera més simple de reflejar matematicamente ese comportamiento es imponer que la
tasa de crecimiento z’/x sea proporcional a la diferencia (K —z). Se tiene asi la denominada

ecuacion logistica:

propuesta por Verhulst en 1836.
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Luego, la solucién tnica del problema de valor inicial:

esta dada por

Obsérvese que

' =ax (1l —2/K)

x(0) = o

o K$0
20+ (K — x0) exp (—at)

(1)

lim z (t) = K

t—o00

cualquiera que sea la condicion inicial xqg # 0. Es decir, la poblacién se estabiliza a

largo plazo en el valor K (capacidad de soporte del medio en que aquélla evoluciona)

independientemente del tamano inicial del que parta (excepto si zy = 0, naturalmente).

La solucién estacionaria z (t) = K se dice que es (asintdticamente) estable por esa

propiedad que tiene de que todas las demas soluciones (excepto la trivial) convergen a ella

cuando ¢ — oo. La solucién estacionaria x (t) = 0 es, por el contrario, inestable: en cuanto

xo es distinto de 0, por pequeno que sea, la correspondiente solucién se aleja de ella. El

aspecto de las gréaficas de las soluciones de la ecuacion logistica se muestran en la figura

2.7:

%)

25

%5

Kj2

~o

Punto de inflexion

™ Crecimiento exponencial

>
=
t

Figura 6.8: Soluciones de la Ecuacion Logistica
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Ejemplo 2. Consideremos la ecuacién diferencial
/

x = ax, a €€ R

Las soluciones estan dadas por

x(t) =z (to) exp (a (t —to)), to € R

como sabemos. Si a = 0, las soluciones son z(t) = x(ty), y todas ellas son, claramente,

estables, tomando cualquier g € R. Si a < 0, se tiene

[y (t) =z ()] = |y (to) — x (to)| exp (a (t = t0)) ()

de donde, por ser a < 0, resulta inmediatamente que toda solucién z(t) es asintéticamente

estable (cualquiera que sea 5 € R).

Finalmente, de la misma expresion (*) se deriva que, si a > 0, todas las soluciones son,
dado 8 € R, inestables: tomando, por ejemplo, ¢ = 1, es claro que, cualquiera que sea
d > 0, existen soluciones y(t) con |y(tg) — x(to)| < d tales que |y (t) —x (t)] > € para

valores (todos, de hecho) ¢t > t*, para un cierto t* > t,.

Este ejemplo pone de manifiesto cémo la dependencia continua de la soluciéon respecto
al dato inicial, que, por supuesto, se da cualquiera que sea el signo de a en intervalos
compactos [0, 7], no es uniforme en t en el intervalo [0,00) cuando a > 0; de ahi que en

este caso las soluciones no sean estables.

En este ejemplo observamos que la propiedad de estabilidad es, dependiendo del signo
de a, la misma para todas las soluciones de la ecuacion. Esta es una caracteristica de
las ecuaciones lineales, pero, en general, para ecuaciones no lineales, eso no tiene por qué

OCurrir.

Ejemplo 3. La solucion del P.V.1I.
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€S

Zo

IL‘(t)Z 1—l’o(t—t0)

Las soluciones positivas (xo > 0) estdn definidas en (—o00, I/z+t) v las negativas (zo < 0),
en (1/zo + ty,00); se tiene ademds la solucién trivial z(¢) = 0, ¢ € R, correspondiente a

la condicién inicial z(ty) = 0, cualquiera que sea to € R.

Si Zop > 0, la correspondiente solucién no esta definida en [, 00) para ningin 8 € R; falla,

pues la condicion previa de la definiciéon de estabilidad y la solucién es inestable.

Si Zp < 0, la solucién z(t) = z(t; 5, %), para un cierto § € R, estd definida en (Y +
B,00) D [B,00). Dados tg > y xo < 0, la solucién x(t;tg, xo) estd definida en (/z, +

to, 00) D [tg, 00) vy verifica

|20 — @ (to)]

otito20) = 2Ol = g o]~ 2 () ¢~ o)

= |70 — 2 (o] o
L ol (F—to)] [1+ |7 (to)] (t — to)] < |zo (to)]

de donde se deduce que, dado € > 0, si xy es tal que |zg —Z (tp)| < § = ¢, entonces

x (t;to, o) esta definida y verifica |x (¢;to,29) — Z (t)| < € para todo t > ty, y, ademads,

lim |x (¢; to, o) — Z (t)] = 0 cuando t — oo; es decir, Z (f) es asintéticamente estable.

La solucion x (t) = 0 estd, por supuesto, definida para todo t > 3, con cualquier § € R,
pero es inestable, pues para cualquier valor xy > 0, por pequeno que sea, la solucién
x (t;to, p) no estd definida en [3,00) (y ademds tiende a oo para t — 1/ + tg); si que
es cierto que, si xg < 0, limy_, |z (¢; 0, 20)| = 0, lo que supone una suerte de estabilidad

(asintética) unilateral o semiestabilidad para la solucién trivial z (t) = 0.
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Observacion 2. La estabilidad aqui definida es la que se conoce como “estabilidad en el
sentido de Liapunov”. Se trata de una estabilidad “a la derecha”; se podria definir de
una manera completamente andloga una estabilidad “a la izquierda” considerando en las

definiciones anteriores el intervalo (—oo, ] y el lim z(t) cuando t — —ooc.

Normalmente, interesa estudiar la estabilidad a la derecha como parte del analisis del
comportamiento a largo plazo (o sea, en el sentido de los tiempos crecientes) de las solu-
ciones de un sistema y, por ello, el término estabilidad se referira sistematicamente a la

estabilidad a la derecha (en el sentido de Liapunov).

En la practica, interesa estudiar la estabilidad de ciertas soluciones que representan com-
portamientos significativos del sistema fisico modelado por la ecuacién diferencial, parti-

cularmente soluciones constantes (o estacionarias) y soluciones periddicas.

El calificativo de “estable” que se aplica a los puntos de los sistemas planos, no se correspon-
de exactamente con las definiciones que damos aqui. Los nodos y focos estables representan
soluciones estacionarias asintoticamente estables segtin la presente definicién. Los puntos
de silla y los nodos y focos inestables corresponden, éstos si, a soluciones estacionarias

inestables, mientras que los centros son estables pero no asintoticamente estables.
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7. Capitulo 2: Estabilidad de Sistemas Lineales Ordi-
narios de Primer Orden

En este capitulo se consideran los sistemas lineales no homogénos del tipo:

X =A{)x({t)+b(t) t € J (7.1)

donde A () € C[J,R™"] y b € C[J,R"].

Definicién 5. Diremos que el sistema (7.1]) es estable (asintéticamente estable), si toda

solucién de (7.1)) lo es.

7.1. Estabilidad de la Solucién Trivial de Sistemas Homogéneos

Al estudiar las propiedades de estabilidad de una solucion X (¢) del sistema lineal (7.1]),
hay que estimar ||x(¢) — X(t)|| para soluciones x (t) tales que ||x (t9) — X (t)|| sea pequenio;
pero la funcién x (t) — X () es solucién del sistema homogéneo asociado x’ = A () x , con
lo que las propiedades de estabilidad de una soluciéon cualquiera del sistema lineal no
homogéneo son exactamente las mismas que las de la soluciéon nula del sistema homogéneo

asociado.

En particular, cualquier solucién no nula del sistema x' = A (¢)x(t) + b () tiene las

mismas propiedades de estabilidad que la solucién x (¢) = 0. Hemos dicho:

Proposiciéon 2. El sistema es estable (asintdticamente estable) siy sdlo si la solucion

trivial del sistema lineal homogéneo asociado:

X (t) = A () x () (7.2)
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7.1 Estabilidad de la Solucion Itivial de Sistemas Homogéneos

es estable (asintdticamente estable).

Demostracion. 7 =" Supongamos que (|7.1)) es estable, la estabilidad asintética se prueba

de modo andlago.

Sea x (t; tg, Xg) una solucién fija y x (¢) cualquier solucién de ([7.1)) y definimos y (t) =

x (t) — x (;t9,%x0) la cual es solucién de (7.2)).
Como x (t;tg, Xg) es estable, se tiene que: dado £ > 0, existe § = § (tg, €) tal que:

si ||x (to) — xo|| < & , entonces ||x (t) —x (t;t0,%X0)|| < €, V t> to. lo cual implica que :
ly@l=l10-y@®)l <e, Yizto, sillyto)ll=10-y (o)l <d.

Es decir que la solucién trivial de ([7.2)) es estable.

? =" Si la solucién trivial es estable:
Dado € > 0, existe § = d (t,¢) tal que si [|0 —y (to)|| < =[]0 —y (to)|| < eV > 1o,

es decir ||xg — x (to)]| < 0 = ||x (t;t0,x0) —x (¢))|| < e Vt > to, de aqui que z (¢; 9, Xg) es

estable.

]

La Proposicion 2 es muy importante por cuanto dice que para el estudio de la estabi-
lidad de sistemas lineales no homogéneos, basta con estudiar la estabilidad de la solucion
trivial del sistema lineal homogéneo asociado (que serd el mismo si el sistema era ya ho-

mogéneo).

Tiene sentido, por ello, decir de un sistema lineal que es estable, asintéticamente estable

o inestable.
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7.2. Acotacion y Estabilidad

En general, las propiedades de acotacién (a la derecha) y de estabilidad de una solucién
son independientes. Por ejemplo, las soluciones x (t) =t + x5 de 2’ = 1 son estables, pero

no acotadas.

Sin embargo, para los sistemas lineales homogéneos se tiene:

Teorema 2. La ecuacion es estable si, y solo si, todas sus soluciones son acotadas.

7

Demostracion. ” <= " Supongamos que todas las soluciones de estan acotadas en
[T,00) v sea ty > T ;entonces,existe una constante M tal que ||® (¢)|| < M parat € [1,00) ,
siendo @ () la matriz fundamental del sistema que verifica ® (¢y) = I (las columnas de una
matriz fundamental son soluciones linealmente independientes del sistema). Dado € > 0,

||x0|| < ¢/m implica que |® (t) xo| < |P (t)||x0| < €, parat € [1,00) , es decir, la solucién

trivial estable.

7 =" Supongamos que la solucién x (t) = 0 de ([7.2)) es estable. Entonces

||x; (t;to,9¢i/2)|| < e, YVt >ty, i =1,...,n,

donde {ey, ..., e,} es la base candnica de R y ¢ es el nimero dado en la definicién de esta-
bilidad. Luego, si @ (¢) denota a la matriz fundamental del sistema ([7.2)) cuyas columnas
son las soluciones x; (; o, %¢i/2), entonces ® (t) esta acotada, lo cual a su vez implica la

acotacién de las soluciones del sistema ([7.2]).

]

Cabe notar que el Teorema 2 no es valido para sistemas no lineales. En efecto, conside-

remos la ecuacion
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2" = sin® (z) con z (0) = z

Sus soluciones vienen dadas por:

arcctg (ctgzo — t) ; si xg#km (k€Z)
z(t) =

km : si ro = km

cuyo grafico es :

Figura 7.1: Soluciones de 2’ = sin” (z) con z (0) = g

Del gréfico se observa que las soluciones estan acotadas y sin embargo la solucién trivial

no es estable.

7.3. Estabilidad Asintdtica Global

La estabilidad asintética para los sistemas lineales tambien presenta algunas particulari-

dades:
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Definicién 6. Si una solucién X (t) es estable y toda solucién del sistema converge a ella

cuando t — oo, se dice entonces que X (t) es globalmente asintéticamente estable.

Pues bien, si un sistema lineal es asintoticamente estable, es , automaticamente, global-

mente asintéticamente estable, como se verd a continuacion.

Recuérdese, por otra parte, que una solucién X (t) es asintéticamente estable si cumple dos

requisitos:
i) es estable, y

ii) toda solucién que comienza en t = ¢, suficientemente cerca de X (t) converge a X ()

cuando t — oo.

Aunque pueda resultar poco intuitivo, la segunda condiciéon no implica la primera. Pues
bien, esta situacion extrana no se da en los sistemas lineales; en estos, la convergencia de
todos las soluciones a 0 cuando t — oo, equivale a la estabilidad asintética (global) de la

solucion trivial, o sea, de cualquier solucion. Se tiene, en efecto, el siguiente:

Teorema 3. La solucion trivial de es asintoticamente estable si y solo si

limy 400 || (£5 10, %0)|| = 0, para todo x, € R™.

Demostracion. 7 <= " Si toda solucion converge a 0 cuando t — oo , todas las soluciones
estan acotadas en el intervalo [T, 00) ; por tanto, el sistema es estable por el Teorema 2, lo
que, junto a la hipotesis implica, por definicion, que el sistema es asintoticamente estable

(globalmente, ademaés).

7

= 7 Supongamos que la solucién trivial de x’ = A (t)x es asintiticamente estable.

Entonces, existe p > 0 tal que para ||xo| < p se satisface que lim; o ||x (£;t0,%0)|| =
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0. Para concluir que lim; . [|x (¢;t0,%0)|| = 0 para datos iniciales con norma > p , es

suficiente definir

X (t7 tOJ XO)

?0 =

P
27

¢ (t) tambien es solucién y se tiene || (to)|| = #/2. Con lo que ||¢ (t)|| = 0 cuando t — oo,

y lo mismo ocurrird con x (t; tpXo) -

]

Observacion 3. En general, el conjunto 2 = {XO eR"™: tlirgzo Hx(t;to,xo)H} = 0 se lla-
ma region de atraccion de la solucién trivial de . El Teorema anterior junto con la
Proposicién 2 nos dice que para sistemas lineales homogéneos €2 es todo R", si el siste-
ma es asintéticamente estable. En este caso se dice que la solucion trivial es globalmente

asintoticamente estable.

Ejemplo 4. El teorema 3 no es valido para sistemas no lineales, tal como veremos a

continuacion. Consideremos el sistema

v ==L 42t — 3 (t — 1) — 1) ytexp (Y*2 (1 — 1))

con z (1) = zg, y (1) = yo.
Se puede verificar que

z (t) L+ (t—1)ygeaplys (1 —1)]
y(t) 2

t—o0

es la solucién general de 1) Y ademés lim ||z ()| = 0, para todo z (1) =

(an yO)T € RQ’
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T
Sin embargo para 0 < § < % , N suficientemente grande y zog = z (1) = <%, \/1_N) , se
verifica que ||zg]| < 0 y eligiendo t* =1+ N , se tiene
1 1 1
51 z0)| > x ()| = s +— > =
2 1.0l = I ()] = ey ¢ ¢
Por lo tanto la solucién trivial de (7.3)) es inestable.
7.4. Sistemas Lineales con Coeficientes Constantes
Consideremos el siguiente sistema lineal a coeficientes constantes
x' (t) = Ax (t) (7.4)

Para sistemas lineales a coeficientes constantes su estabilidad se puede caracterizar com-
pletamente a través de los autovalores de la matriz A. El siguiente teorema nos da preci-

samente esa caracterizacion.

Teorema 4. (a) Cada solucion x = ¢ (t) de X' = Ax es estable si todos los eigenvalores

de A tienen parte real negativa.

(b) Cada solucion x = ¢ (t) de X’ = Ax es inestable si al menos un eigenvalor de A tiene

parte real positiva.

(c) Supongase que todos los eigenvalores de A tienen parte real < 0 y Ay = ioy, ... ,

Al = to; tienen parte real igual a cero. Sea k; la multiplicidad de \; = io;. Esto significa

que el polinomio caracteristico de A puede ser factorado en la forma
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donde todas las raices de q (\) tienen parte real negativa. Entonces, cada solucion x = ¢ (t)
de X' = Az es estable si A tiene k; eigenvectores linealmente independientes para cada

eigenvalor \; = ic;. De otra manera, cada solucion ¢ (t) es inestable.

Demostracion. (&) Cadasolucién x = ¢ () de x' = Ax es de la forma ¢ () = exp (At) ¢ (0).
Sea ¢;; (t) el ij—ésimo elemento de la matriz exp (At), y sean ¢, ..., las componentes

de ¢ (0). Entonces, la i—ésima componente de ¢ (t) es
i (1) = b (1) 91 + o+ Pin (1) 0 = Z¢ij ()¢
j=1

Supongamos que todos los autovalores de A tienen parte real negativa. Sea —a; el tamano
de las partes reales de los eigenvalores de A. Se puede mostrar que para cada nimero —a,

con —ay < —a < 0, podemos encontrar un nimero K tal que
|63 ()| < Kexp(—at)  t>0
Consecuentemente,

loi (1) < Kexp(—at) ||¢8] = Kexp(—at) ) ||

J=1 J=1

para algunas constantes positivas K y «. Ahora |g0?‘ < |l¢ (0)||. Por tanto,
I (1)) = méx {lp1 ()] .- .-, en ()]} < nK exp (—at) [l¢ (0)]

Sea € > 0 dado. Escogemos 0 (¢) = -=. Entonces

le@®lf<e si wO)l<dle) vy 20
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ya que
nKe
nk

le ()] < nK exp (—at) [|¢ (0)]| < =

Por tanto, la solucién de equilibrio x () = 0 es estable.

(b) Sea A un eigenvalor de A con parte real positiva y sea v un eigenvector de A con
eigenvalor . Entonces, ¢ (t) = cexp (At)v es una solucién de x’ = Ax para alguna

constante c.

1. Si A es real entonces v es también real y

I (O = lel exp (AL) [|v]]

Entonces, ||¢ (t)|| se aproxima a infinito cuando ¢ tiende a infinito, para cualquier eleccién

de ¢ # 0 sin importar que tan pequena sea. Por tanto x (¢) = 0 es inestable.

2. Si A = a +if3 es complejo, entonces v = v! + iv? es también complejo. En este caso

exp (a+1if) -t (v +iv?) = exp (at) (cos (Bt) + isin (Bt)) (v + iv?)

= exp (at) [(v' cos (Bt) — vZsin (Bt)) + i (v sin (8t) + v cos (Bt)) ]
es una solucion de valores complejos de x' = Ax . Luego
¥ (t) = cexp (at) (v'cos (Bt) — v*sin (5t))

es una solucién de valores reales de x' = Ax, para cualquier eleccién de la constante c.
Claramente, |7 (t)|| no es acotada cuando ¢ tiende a infinito si ¢ y ya sea v 6 v es distinto

de cero. Por tanto, x (t) = 0 es inestable.
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(C) Si A tiene k; eigenvectores linealmente independientes para cada eigenvalor \; = io;

de multiplicidad k;, entonces podemos encontrar una constante K tal que

Hexp (At);|| < K

Entonces,

lp @I < nK e (0)]

para cada solucién ¢ (t) de x’ = Ax. Se sigue ahora inmediatamente de la prueba de (a)

que x (t) = 0 es estable.

Por otro lado, si A tiene menos de k; eigenvectores linealmente independientes con eigen-

valor \; = i0;, entonces X’ = Ax tiene soluciones ¢ (t) de la forma

¢ (t) = cexp (iojt) [V +t (A —io;I) V]

donde (A —i0;1) v # 0. Sio; = 0, entonces ¢ (t) = ¢ (v + tAv) es de valor real. Més atin,

|¢ (t)]] es acotada cuando ¢ tiende a infinito para cualquier eleccién de ¢ # 0. Similarmente,
ambas, la parte real e imaginaria de ¢ (t) son acotadas en magnitud para ¢ (0) # 0
arbitrariamente pequeno, si o; # 0. Por tanto, la solucién de equilibrio x(t) = 0 es

inestable.

]

Observacion 4. Si todos los eigenvalores de A tienen parte real negativa, entonces cada
solucién x (t) de x’ = Ax se aproxima a cero cuando ¢ tiende a infinito. Esto se sigue
inmediatamente de ||x ()| < K exp (—at) ||x (0)]] que se obtuvo en la prueba de la parte

(a) del Teorema 4.
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Por tanto, la solucién de equilibrio x () = 0 no solo es estable, sino también asintdtica-

mente estable. La condicién sobre los autovalores para deducir la estabilidad asintética no

es valida para sistemas con coeficientes variables, como muestra el siguiente ejemplo:

Sea el sistema x’ = A (t) x con:

—1+4 2cos? (t 1 — 2gin (t) cos (¢
N 3 cos? (1 L sin (1) cos (1)
—1—2sin(t)cos(t) —1+ 2sin’(¢)

Los autovalores de A (t) son (excepcionalmente) independientes de ¢ y valen (-1%iv7) /4.
Tienen, pues, parte real negativa. Por otro lado, se puede comprobar directamente que la

funcién

~ O )
sin (%)

es solucion del sistema; crece exponencialmente con t y, en consecuencia, el sistema no es

asintoticamente estable.

Ejemplo 5. Determine si cada solucién x (t) de la ecuacién diferencial

-1 0 0
xX'=]1-2 -1 2 |x
-3 -2 -1

es estable, asintéticamente estable, o inestable.

Solucién. El polinomio caracteristico de la matriz
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-1 0 0
A=| 2 -1 2
-3 -2 -1
es
—1-A 0 0
p(N) =det (A — ) = det —2 _—1—\ 2
-3 -2  —1-=2A
=—(1+A’ =41 +N)=—(1+N) (N +21+5)
Por tanto, A = —1 y A = —1 4 2¢ son los eigenvalores de A. Ya que los tres eigenvalores

tienen parte real negativa, concluimos que cada solucién de la ecuacién diferencial x’ = Ax

es asintoticamente estable.

Ejemplo 6 Probar que cada solucién de la ecuacién diferencial

es inestable.

Solucién. El polinomio caracteristico de la matriz

€S

A:
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p(A) = det (A — XI) = det =(1-)>=25

Por tanto A = 6 y A = —4 son los eigenvalores de A. Ya que un eigenvalor de A es positivo,

concluimos que cada solucién x = ¢ (t) de x’ = Ax es inestable.

Ejemplo 7 Mostrar que cada solucién de la ecuacion diferencial

es estable, pero no asintéticamente estable.

Solucion. El polinomio caracteristico de la matriz

0 -3
A:
2 0
€S
-\ -3
p(N\) =det (A — AI) = det =X\ +6
2 =\

Asi, los eigenvalores de A son A = £v/6i. Por lo tanto, por la parte (c) del Teorema
4, cada solucion x = ¢ (t) de x’ = Ax es estable. Sin embargo, ninguna solucién es
asintéticamente estable. Esto se sigue inmediatamente del hecho de que la solucion general

de X’ = Ax es

—\/6 sin (\/Bt) \/6 CcoS (\/ét)

x(t)=a +Co

2 cos (\/ét) 2sin (\/ét)
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Por lo tanto, cada solucién x (t) es periddica, con periodo 27/v6, y ninguna solucién x ()

(excepto x (t) = 0) se aproxima a 0 cuando ¢ tiende a infinito.

Ejemplo 8 Mostrar que cada solucién de la ecuacion diferencial

2 -3 0
x' = 0 —6 —2 |x
—6 0 -3

es inestable.

Solucion. El polinomio caracteristico de la matriz

2 -3 0
A= 0 —6 -2
—6 0 -3
es
2—-X =3 0
p(A)=det(A—X)=det| 0 —6-—X -2 =N\ +7)
—6 0 —3—-A
Por lo tanto, los eigenvalores de A son A = —7 y A = 0. Cada eigenvector v de A con
eigenvalor 0 debe satisfacer la ecuacion
2 -3 0 U1 0
Av = 0 —6 —2 vy | =10
—6 0 -3 U3 0
. . 3vg ; . .
Esto implica que v; = — y v3 = —3w,, asi que cada eigenvector v de A con eigenvalor 0

2
debe ser de la forma
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Consecuentemente, cada solucién x = ¢ (t) de x’ = Ax es inestable, ya que A = 0 es un
eigenvalor de multiplicidad 2 y A sélo tiene un eigenvector linealmente independiente con

eigenvalor 0.
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8. Capitulo 3: Criterio de Estabilidad de Routh-Hurwitz

8.1. Ciriterio de Estabilidad de Routh-Hurwitz

Conocer Re () donde A representa los valores propios de un sistema lineal con coeficientes
constantes, basta casi siempre para precisar la estabilidad del sistema (y de una ecuacion,
que era estable si lo era su sistema equivalente y ambos tienen el mismo polinomio ca-
racteristico). El problema es que para n > 2, normalmente los A no son calculables (sin

métodos numéricos). Pero este hecho no impide estudiar la estabilidad.

El criterio de Estabilidad de Routh-Hurwitz brinda una manera de saber si un sistema
lineal con coeficientes constantes o una ecuacion diferencial con coeficientes constantes, es
estable o no, a partir de los coeficientes del respectivo polinomio caracteristico.Se demos-

trara este criterio y luego se veran algunos ejemplos de como utilizarlo.

Definicion 7. Diremos que

P, (2) =apz" +a12" '+ ... Fap_12 +a,, ag>0,

con a; € R, es un polinomio de Hurwitz, si todas sus raices tienen parte real negativa.

Lema 2. Si P, (z) es un polinomio de Hurwitz, entonces a; >0, Vi =1,...,n.

Demostracion. Sean zi, ..., z, las raices reales de P, (2) y a4, ..., o, sus correspondientes
multiplicidades. Denotemos con 2,41, ..., 2p14 las raices complejas de P, (2) y B, ..., By sus

respectivas multiplicidades.
Por hipétesis Re (z) <0, k=1,2,...,p+q.
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Sabemos que

p q
P, (2) = CLOH (2 —2)™ H (2 — anLq)B]c (2 — 5p+q)ﬁk
k=1 k=1
Pongamos 2z, = —by, con by > 0, k = 1,2,...,p ¥ 2j4p = —bjyp +icj, con bj, > 0,
j=1..4q.
Asi

p
= J

H(ku)%) (

q
k=1 =

(22 + 2bj4pz + 02, + c§)6j>

P, (2) =ap (

1
lo cual implica que todos los coeficientes de P, (z) son mayores que cero.

O

Corolario 1. En el caso n < 2 la condicion anterior es sufieciente también, es decir, todo

polinomio de sequndo grado es de Hurwitz si y sélo st a; > 01 =20,1,2.

Demostracion. Cuandon =1, Py (2) = apz+a1 =0, a9 >0<= 2z = —a1/qy < 0 <

a; > 0. Por tanto, P; (z) es de Hurwitz.

Para n = 2, sea el polinomio Py(\) = a\? + b\ + ¢, a > 0, entonces

_ —b= Vb2 — 4dac
N 2

A

Si las raices son reales, como vb? — 4ac < Vb? = b ya que ¢ > 0, se tiene entonces que

ambas raices tienen parte real negativa.

Si las raices son complejas se tiene que la parte real —b es siempre negativa.

Denotaremos por H,, al conjunto de todos los polinomios de Hurwitz de grado n.
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Definicién 8. Diremos que F'(z) es un polinomio asociado a P, (z) si existe o« > 0 tal

que

F(z)=(1+az)P,(2) + P, (—2).

Lema 3. Sea P, (z) € H,. Entonces su asociado F (z) € Hpy1.

Demostracion. Definamos una familia de polinomios de F), (z) como sigue

Fu(2) = (1+az) P (2) + uP (=2); pe(01]

Y demostraremos que F,(z) € H,11, Vue [0, 1].

Observemos que si p = 0, entonces Fy (z) = (1 + az) P, (2)€H,+1, ya que o > 0 , entonces

todas las raices de Py (z) tiene parte real menor que cero.

Luego si p € (0, 1], como las raices de cualquier polinomio dependen continuamente de sus

coeficientes, tenemos que los ceros de F},(z) como funciones de 1, son continuas; es decir,

z][O,l]—HC

j=1,...,n+ 1 son funciones continuas.

Supongamos que existe un g € (0,1] y un indice 1 < j < n tal que Rez; (1) = 0y

Re z; (1) < 0, Y € [0, ).

Denotando con z; (ft) =i (8 # 0), tenemos que Fj (z;) = 0y F; (2;) = 0. Lo cual implica

que

(1+ifa) P, (if) = —pPy (—i8) y (1 —ifa) By (—if) = =Py, (if)
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excluyendo P, (—i) en ambas ecuaciones e igualando, tenemos que:

P, (iB) (1 +a”8* — i) = 0.

Como [i* <1, entonces, (1 + o?6% — i) > 0, por tanto P, (i8) = 0; es decir, i3 es raiz de
P, (z). Contradiccién. Luego, no existe ji € (0, 1] tal que Re[z; (f1)] = 0y asi necesariamente

Re[z; ()] <0,V € (0,1] y j=1,...,n+ 1. Tomando p = 1 se obtiene lo deseado.
[l

Lema 4. Si F (z) € H,.1 , entonces ezxiste « >0 y P, € H, tal que F es el asociado de

P,.

Demostracion. Sea

F(2)=AzT + A2+ .+ Apz + Anyr, Ay > 0.

Mostraremos que existe un a > 0 y un polinomio P, (z) tal que

P,(2)=2"4+a12" '+ . an_12 + ap,

tal que

F(z)=(1+4az)P,(2)+ P, (—2) (8.1)

Si se verifica (8.1]), entonces se tiene que

F(—2)=(1—-az)P,(—2) + P, (2) (8.2)

Excluyendo P, (—z) de (8.1) y (8.2), obtenemos

o?2*P, (2) = (az — 1) F (2) + F (—=2) (8.3)
Sustituyendo F (z) en (8.3)), se tiene que
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0?22P, (2) = @Az 4 (ady — Ao+ (1) Ag) 2 4 (ady — A+ (—1)" Ay 2"+ .

(8.4)

oA+ (@A — 24,) 2

n

Lo cual implica que eligiendo o = , los coefientes del polinomio P, (z) se determinan

n+1
univocamente.

Definamos

o (2) = (@2 = 1) F (2) + pF (=2),  pel0,1).

Mostremos que
a) v, (z) tiene una raiz real positiva y (n + 1) raices con parte real negativa, Vi € [0,1);

b) l@'rrlwu (2) posee n raices con parte real negativa y dos con parte real nula.
=

Probemos a). Si = 0, entonces vy (2) = (az — 1) F(2). Asi, vy (2z) = 0 si y sélo si

z=— 6 F(z) =0. Por lo tanto, vy cumple con a).
«

Probemos que esta disposicién de las raices de vy (2) se mantiene con respeto a los poli-

nomios v, (z), YV € [0,1).

En efecto, supongamos que existen i € (0,1) y un 1 < j <n+ 2 tales que z; (1) =i es

raiz del polinomio v; (2). Entonces v (i) =vj (—if) =0. Asi

(aBi — 1) F (i) + iF (—iB) = 0,

—(afi+ 1) F (=if) + iF (i) = 0

de donde se sigue que (excluyendo F' (—if3) e igualando)

—(1+api) (1 — afi) F (if) + i*F (i) = 0,
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o bien

F(iB) [i* —1-a’B*] =0

Esto implica que F (i) = 0 ya que *> < 1.Contradiccién, pues F (z) € H,1. Con esto

queda probado a).

2A
Probemos b). Sustituyendo F (z) y a = A—n en v, (z) , obtenemos
n+1
24, 24,
v, (2) = A"+ < — A1+ MAn—1) 24 2A—pA) 2+ Ay (n—1).
An-‘rl An—i—l

Notemos que
vi(2) = (az = 1) F(2) + F(=2),

por lo cual vy (2), de acuerdo a (8.3)), lo podemos escribir como

24,
An+1

vy (2) = a?2*P,(2) con a=

Luego, vy (z) posee sélo dos raices nulas ya que el término libre de P, (z) es distinto de
cero. Ahora, teniendo en cuenta la disposicién de las raices de v, para p€[0, 1) y la relacién
existente entre las raices y los coeficientes de un polinomio (relaciones de Cardano-Viéte,

ver apéndice), obtenemos que

L A0-p A
sz(u)_ A (i—1)  Apny Vi € [0,1).

De donde se sigue

n—+2 n—+2
A, A,
ER@ , VueOlyhmERe

n+1 p—1- n+1

Esta tdltima igualdad muestra que las raices que tienden a cero cuando p — 17, son la

positiva y una con parte real negativa; ya que si fuesen dos raices con parte real negativa

las que tienden a cero, tendriamos que
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lo cual es una contradiccidn.

Consideremos el polinomio P, (z) y supongamos que los a; > 0,Vi =0,1,2, ...

Formemos una matriz n x n como sigue, donde a; =0si¢ >n

y sean

a1
ANEES ay, Dy =

a3

Teorema 5. (Criterio de Routh-Hurwitz) Las raices de P, (z) poseen parte real ne-

Qo

Q2

ay

as

as

a1

a3

as

gativa si y solo si N; > 0,1=1,...,n.
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Qn
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as a4 a3 as
0 0 0 0
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Demostracion. (=) Asumamos que P, € H,. Realicemos la prueba por induccién. Sea
Py (2) = agz+ay. Asiz = —a1/ey < 0y Ay = a; > 0. Consideremos P, (2) = agz*+a1z+as.

a; ap a; 1
Luego Hy = yasique Ay =a; >0y Ay = = ajay > 0.

0 (45} 0 a2
Supongamos que para todo P, € H,, se verifica que A; >0, j =1,...,n. Sea F' € H, 4,

de acuerdo con el Lema 4, existe « > 0y P, € H, tal que

F(z)=(14az)P,(2)+ P, (—=2).

Por comodidad pongamos o = 2¢, donde ¢ > 0. Entonces

F (2) = 2capz""" + (ap + ao (—1)" + 2cay) 2" + (a1 + (=1)" ay + 2caz) 2"t + ... (8.5)

oo (2an-g + 2can_1) 2% + 2canz + 2ay,.

Supongamos por ejemplo que n es par, el caso n impar se analiza en forma similar. De

(8.5) obtenemos que:

F (2) = 2capz"™ + (2a¢ + 2cay) 2" + 2cagz" ' + .. 4 (2an_2 + 2¢a,_1) 2 + 2ca,2 + 2ay;

de donde se sigue que:

2a09 + 2caqy  2cag 0 ... 0

2a9 + 2cas 2cas 2ag+ 2ca; --- 0

Mpr = | 2a4+2cas 2cay, 2as+2caz ... 0
0 0 0 2a,

1
Multiplicando la segunda columna por —— y sumandola a la primera; la cuarta la multi-
c
plicamos por —— y la sumamos a la tercera; y asi sucesivamente hasta llegar a la n-ésima
c

columna, obtenemos
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2ca; 2cag 0 ... O

2cas 2cay 2cay ... O

Mpr = 2cas 2cas 2caz ... 0O
0 0 0 ... 2a,

De donde se sigue que:

N, = (20)" Ay,

An—i—l = 2anAn

Teniendo en cuenta que A; > 0, V5 =1,...,n , se sigue que Aj >0,Vy=1,...n+ 1.

(<) Sea P, (%) un polinomio dado, con a; > 0,Vj =1,...,ny A; >0,Vj=1,..,n. La

prueba la realizaremos por induccion.

Sea P;(z) = apz + a1, como Ay = a; > 0, entonces z; = —a1/ay < 0.
. ar Ao . .
Para n = 2 consideremos P, (z) = aoz? 4+ a1z + as. Luego My = . Por hipoétesis
0 Q9
ar Qo .. .
ANl =a; >0y Ny = = ajas > 0, esto significa que ai,as > 0; aplicando el
0 (05}

Corolario 1 se tiene el resultado.

Supongamos que nuestra afirmacién es cierta para todos los polinomios de grado n.
Ahora sea F' (z) un polinomio de grado (n + 1) con coeficientes positivos tal que Aj >0,
Vi=1,...,n+ 1.

Teoria de Estabilidad de EDOs 56



8.1 Criterio de Estabilidad de Routh-Hurwitz

De las férmulas (8.3)) v (8.4) se sigue que existe un polinomio P, () tal que

24,
An+1

F(z)=1+4+az)P,(2)+ P, (—2), con a= > 0.

Exactamente igual que en la prueba de la necesidad se obtiene que
Al = QCAl, AQ = (20)2 AQ,...,An = (20)n An7An+1 = ZanAn

Lo cual implica que AA; > 0, j = 1, ..., n. Por la hipétesis inductiva obtenemos que P, (z) €

H, y por el Lema 3 concluimos que F' € H, .

Ejemplo 6. En el sistema

¥ =x—=z

Yy =3r—y
d=rx+y—=z
tenemos:
1 10

Mz:=1]3 01
00 3

Como los menores:

11
1>0, <0, |IM3| <0

3 0

no son todos positivos, entonces el sistema es inestable.
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Ejemplo 7.

2 4" 482" + 8 + 4 = 4t

=PA) =X +4N+8\ +8\+4=0

Como todos los menores:

4> 0; =24 >0, 8 8 4 |=128>0,

son positivos, la ecuacion es estable.
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9. Capitulo 4: Sistemas Lineales Semi-Auténomos y
Sistemas Semi-Lineales

9.1. Sistemas Lineales Semi-autonomos

En esta seccién estudiaremos bajo que condiciones se puede establecer la estabilidad de

sistemas del tipo

X = (A+C1)x(t) (9.1)

con A € Ry C e C|(ty,00) , R™™].

C (t) representa una “perturbacién” no auténoma de A. Es natural esperar que si C () es,
en algin sentido “pequena” cuando t — 0o, las soluciones del sistema (9.1)) se comporten

mds o menos como las soluciones de x’ = Ax.

Teorema 6. Si la matriz A tiene todos sus autovalores con parte real negativa y

/Ooo IC (#)]| dt < o (9.2)

entonces la solucion trivial de es asintoticamente estable.

Demostracion. De (9.1]) se obtiene que

x(t) = exp(Af)xo + /0 exp(A(t — ))C(s)x(s)ds

Formula que se comprueba por simple derivacion, y que esta sugerida por el método de
variacién de las constantes aplicado a x’ = Ax + C (¢) x, contemplando C (t) x (t) como

un término no homogéneo b ().

Como todos los autovalores de la matriz A tienen parte real negativa, existen constantes

positivas K > 0y a > 0 tales que
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lexp (At)[| < K exp(—at),  Vi=0

Combinando estas dos ultimas relaciones se tiene

I ()] < [lexp (AL)][ [Ixoll +/0 lexp (A (= 5)) C (s)x(5)]| ds
< Kexp (—at) ||| +/0 K([C(s)]lIx (s)[l exp (= (t = s)) ds

I (#)[ exp (at) < K [xo +/0 KC ()l lIx (s)]| exp (as) ds

Usando el Lema de Gronwall (Ver apéndice) y (9.2) se obtiene que

1 (#)[ exp (at) < K [xo]| exp (/0 K|[C(s)ll dS)

Lo cual implica que

[x () < K™ [Ixol| exp (—at), Vi =0,

donde K* = Kexp { [;* K ||C(s)||ds} . Lo cual a su vez prucba nuestra afirmacion.
De la demostracion del Teorema anterior se obtiene facilmente el siguiente

[]

Corolario 2. 1. Si ||[C(t)|| <6, Vt > 0, con § > 0 suficientemente pequeno y los auto-
valores de la matriz A tienen parte real negativa, entonces la solucion trivial del sistema

es uniforme asintéticamente estable.

2.5i las soluciones de X' = Ax estdn acotadas sobre [0,00) y se satisface (9.9), entonces

las soluciones de también estan acotadas sobre [0,00).

9.2. Estabilidad de Sistemas Semi-Lineales

Counsideremos el sistema semi lineal
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x' =A({t)x+f(t,x), f(t,0) =0, Vt>r, (9.3)

donde A () € C'[J,R™"] y f € C'[J x D,R").

Definicién 9. La solucion trivial de (9.3]) es exponencial asintéticamente estable, si existen

constantes K > 1y a > 0 tales que toda solucién x (t), con x (ty) = X, satisface que

Ix (@) < Kxollexp (=a(t —t)) >t

Proposicién 3. Sea ® (t) la matriz fundamental del sistemax' (t) = A (t)x(t) y K (t,s) =
® (t) @1 (s) la matriz de transicion. Entonces todas las soluciones de x' (t) = A (t)x (t)

son uniformemente estables si y solo si existe una constante M > 0, tal que

K (t,9)| < M, Vi,s: 0<s<t<oo

Demostracion. La demostracion es consecuencia del hecho que x(¢; tg, Xo) = K(¢, to)xo:

(=) Como todas las soluciones de x’ (t) = A (¢) x (¢) son uniformemente estables entonces
la solucién trivial es estable y dado 6 > 0 (que no depende de ty) existe € > 0 tal
que si ||xo|| < & entonces x (t;t9, %) < . Luego, ||x (¢;t0,%o)|| = [|® (£) P~ (to) %o <
@ (£) @~ (¢o)]] |Ixol| < ||® (t) @7t (¢0)]]d < & . Tomando M = ¢/s y considerando que este

0 es valido para todo tg, se tendra que

1K (t,s)] < M, Vis: 0<s<t<oo

|1 (£ to, o) |
[0l
decir que ||x (¢;t0%0)|| < M ||xo|| y tomando ||x¢]| < 0, se tendra que ||x (¢;t0,%0)| < e,

(<) Si|K(t )] < M, Vit,s: 0<s<t<oo,en particular , €s

con € = M |[|xo|
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Teorema 7. La solucion trivial de X' (t) = A (t)x(t) es exponencialmente estable si y

solo si es uniforme asintoticamente estable.

Demostracion. (=) Notemos que exponencialmente estable implica uniforme asintética-

mente estable.

(<) Demostremos el reciproco. Sabemos que existe 6 > 0, tal que ||x (t9)|| < J implica
que lim; o ||x (¢)|| = 0. Luego, dado ¢ > 0, existe T' = T (¢) > 0 tal que: si t >ty + T,
entonces ||x (t)|| < . Tomemos € > 0 de modo que € = §/2 y sea n € N tal que nd > 1.

Definamos ahora

x ()

I

w(®) (5—1), F> 1o, x(t) = Xo.

n

1 )
Entonces ||¢ (to)|| = 6 — — < § y por tanto ||¢ (t)]] < Y sit>to+T. Lo cual implica
n

5. 1. ,
@I < lxoll 56 = ) L sit>ty+T

Haciendo tender n — oo, se obtiene que:

1 .
@) < B [[%ol[ , si t>ty+T.
Mostremos que
ol <l s s ren

En efecto, por la unicidad de las soluciones se tiene que:

x(t) = x(t;to, x0) = x(t, to + T, x(to + 1)), Vt>r (9.4)

Entonces

1 1 .
e @l < 5 lxt + D) < 5 lIxoll,  si ¢ =2t +2T

El resto sigue por induccion.
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Teniendo en cuenta que 27" = exp (—r1n2), obtenemos ||x (t)|| < exp (—rln2)||xof|, si

tZto—f—TT,TGN.

Sea t > tg + T arbitrario. Entonces existe un » € N tal que to + 7T < t < tg +
(r+1)T. De donde se sigue que (t=to=T)/7 < r lo cual a su vez implica que exp (—r1n2) <

exp [— In 2(t—to=T)/7] y por tanto

t—to
T

|x (t)]] < ||%0]| exp (In2) exp (—ln2 ) : si t>to+T (9.5)

Supongamos ahora que t € [tg,to 4+ T]. Como la solucién trivial de x' (t) = A () x (t) es

uniformemente estable, existe una constante M > 0 tal que

Ix (O < Ml[xoll, — si >t

Como t € [tg, 1o + T, entonces (t=to)/7 < 1; y por tanto

t—1 1
exp (—ln2 0) 2exp(—ln2):§.
. . t—1o
Luego, si t € [tg,to + T, se tiene que 1 < 2exp [ —In2 y por ende
t—to
e ()1 < Mllxol| < 2M [|o] exp { —In2— (9.6)

Combinando (9.5)) y , obtenemos que existen constantes K > 1 y a > 0,tales que
[x (O] < K [xol| exp (= (t = t0)), V12> to.

In2
Donde a = DT, K = méax{2,2M}.

Teorema 8. (a) Si las soluciones de x' (t) = A (t)x(t) son uniformemente estables y

existe una funcion continua e integrable m : [ty, +00) — R tal que

[£) <m@) [, Vv (tx)eJxD, (9.7)
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entonces la solucion trivial de es uniformemente estable.

(b) Silas soluciones de x' (t) = A (t) x (t) son uniforme asintéticamente estables, entonces
bajo la condicion siendo m una funcion continua y fttH m(s)ds < C, Yt >ty la

solucion trivial de es uniforme asintoticamente estable.

Demostracion. Probemos (a).

Sea x (t) la tinica solucién de (9.3) tal que x (ty) = x¢. Supongamos que [to, /5) es el intervalo
maximal de existencia de x (¢). Utilizando variacién de parametros, de (9.3 obtenemos

que:

x (t) = K (¢, t0) xo —I—/t K (t,s)f (s,x(s))ds, t € [to, B); (9.8)

Teniendo en cuenta que la solucién trivial de x’ (t) = A (¢) x (t) es uniforme estable, existe

una constante M > 0 tal que:

1K (¢, 20)]] < M (9.9)
Luego, de y (9.9) se sigue:
t
[x (&[] < M [0 +/ M|t (s,x(s))llds,  t € [to, ) (9.10)
to

Combinando (9.7) y (9.10)), obtenemos

% ()] < M [|xol| + M/t m(s) |[x(s)lds, € [to, B) (9-11)

Aplicando la desigualdad de Gronwall a (9.11]), se tiene que:

Ix (Bl < M [0 exp (M /t:m(s) ds> < M |[xo| exp (M /Oom(s) ds) Vte o B).

to

Esto prueba que las soluciones del sistema ((9.3)) son prolongables a infinito y uniformemente

estables.
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Probemos (b).

La prueba de (b) es andloga a la de (a), s6lo se debe tener en cuenta que: si m : [tg, 00) —

iy . 1
R* es una funcién continua y ftt+ m(s)ds < C, V't > tp, entonces

¢
C
_ _ < >
/exp( a(t s))m(s)ds_l_exp(_a), Vt>0, a>0

to

En efecto, del teorema del valor medio para integrales se sigue que:

—k—1

/ttk exp (—a(t — s))m(s) ds = exp (—ak) /;k m (s)ds

< exp (—ak) /t m(s)ds < exp (—am)C

t—k—1
donde £ € [t — k — 1,¢t — k]. Lo cual implica que:

/ exp (—a(t —s))m(s)ds < Zexp (—ak)C = ¢

to  1—exp (—a)
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Los Métodos de Liapunov




10. Capitulo 5: Los Métodos de Liapunov

10.1. Estabilidad de Sistemas No Lineales

Ya se ha estudiado la estabilidad de sistemas lineales. Ahora pasamos a estudiar la esta-
bilidad de sistemas no lineales auténomos de primer orden expresados en forma normal.

Concretamente, sistemas de la forma

donde el término no lineal f : D — R” es una funcién de clase C* en un abierto D, con

D C R"™ un conjunto abierto y conexo tal que 0 € D.

Muchas ecuaciones diferenciales no las sabemos resolver e incluso, aunque se pudieran
calcular sus soluciones, a veces no es necesario determinarlas explicitamente pues solo se

pretende conocer el comportamiento de las mismas.

El método que emplearemos para tal estudio posee la desventaja, que precisa de la cons-
truccion de ciertas funciones para las cuales no existen métodos analiticos para su cons-
truccion y todo depende de la habilidad del usuario, aunque en muchos casos el problema

en consideracion sugiere la forma de la funcion adecuada.
Vamos a ver un ejemplo en el que se manifiestan estas ideas:

Consideremos que 1 (t) y x2 (t) representan las poblaciones, a lo largo del tiempo, de
dos especies que compiten entre si por el alimento y el espacio vital limitados en su
microcosmos. Supongamos que las tasas de crecimiento de las poblaciones, x; (t) y xo (%),

estan gobernadas por un sistema de ecuaciones diferenciales

T (t)

) (t)

X' (t) = f (x(t)) donde x(t)=
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En la mayoria de los casos este sistema sera de tal forma que no sabremos calcular sus solu-
ciones, esto es, no podremos obtener x; (t) y x2 (t), que nos dirfan el nimero de individuos
de cada especie en un tiempo t. Sin embargo, hay algunas propiedades de tipo cualitati-
vo, que son interesantes y a las que con frecuencia pueden darse respuestas satisfactorias
sin necesidad de determinar explicitamente las soluciones. Por ejemplo, consideremos las

siguientes cuestiones:

1. {Hay valores para los cuales ambas especies coexisten en un régimen permanente?
Es decir, jexisten nimeros «a, 8 tales que z1 (t) = a y x5 (t) = [ son soluciones del
sistema x’ (t) = f (x (£))? Si tales valores existen se les llama valores (soluciones) de

equilibrio o puntos criticos.

2. Supongamos que las dos especies coexisten en equilibrio, e introducimos en un mo-
mento ¢, algunos miembros de una de las especies presentes en el microcosmos don-
de conviven. ;Permaneceran las poblaciones cerca de los valores de equilibrio pa-
ra todo tiempo futuro?, es decir, si ¢ (¢) es una solucién de equilibrio del sistema
x'(t) = f(x(t)) y ¥ (t) es otra solucién tal que ¢ (ty) estd préximo a o (o), /se

verificard que 9 (t) — ¢ (t) cuando t — +o0?.

3. Si conocemos el numero de individuos de cada especie en un tiempo tg, ;Cudl sera
la evolucién de las especies cuando transcurre el tiempo? Si no tienden a valores de

equilibrio, jtriunfard una de las especies?.

Veremos, en este tema, que para responder a estas cuestiones no necesitamos resolver el

sistema x’ (t) = f (x (t)). Para ello, empezaremos definiendo los principales conceptos.

Definicién 10. Diremos que un punto xg € D es un punto de equilibrio critico, estacio-

nario o fijo del sistema x’ (t) = f (x (t)) cuando la velocidad del sistema en ese punto sea
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cero. Es decir, cuando f (xq) = 0.

Si xg es un punto de equilibrio, la funcién constante x (t) = x es una solucién del sistema

no lineal, pues

X (1) =0=f(xo) = f(x(t), Viek.

Supondremos en lo que sigue que los puntos criticos de los sistemas auténomos que con-
sideremos estan aislados, esto es, existe un entorno del punto critico donde no hay otro

punto critico.

Ademas, supondremos que el punto critico aislado a estudiar es el 0, lo cual no supone
ningun tipo de restriccion pues de no ser asi bastara hacer un cambio de coordenadas
adecuado: si xg es un punto de equilibrio del sistema x' (t) = f(x(t)), el cambio de

variable

A
X=X — X

transforma dicho sistema en

del cual 0 es un punto de equilibrio.

La pregunta que nos hacemos ahora es, dado un punto de equilibrio de un sistema no
lineal, jcémo se comportan las trayectorias del sistema no lineal que parten de puntos

cercanos al punto de equilibrio?

A grosso modo, diremos que un punto de equilibrio es estable ¢ asintoticamente esta-
ble cuando las trayectorias que parten de puntos suficientemente cercanos al punto de

equilibrio, no se alejan de él o tienden a él, respectivamente.

Y es inestable cuando no es estable; es decir, cuando existen trayectorias que se alejan del

punto de equilibrio aunque partan de puntos muy proximos.
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A continuacién, presentamos la definicién formal:

Definicién 11. Sea xg € D un punto de equilibrio del sistema x’ (t) = f (x (¢)). Diremos

que ese punto es:

o Estable (E) siy solo si para todo € > 0 existe algin 6 > 0 tal que

||X(t0) — X0|| < 6 — ||X(t) — X()H <e¢ vt > to.

Aqui, x (t) denota a una trayectoria cualquiera del sistema.

o Asintdticamente estable (AE) siy sélo si es estable y, ademads, existe dp > 0 tal

que

Ix (to) — Xol| < dp = tlim x (t) = xo.
—00

o Inestable (I) cuando no es estable.

A continuacién, se ilustran graficamente los anteriores conceptos:

Figura 10.1: Estabilidad de Liapunov de un punto de equilibrio
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Figura 10.3: Ilustracién gréfica de (E), (EA) e (I)

Estas definiciones son parecidas, pero no iguales, a las dadas en el caso de sistemas lineales.

Conviene entender las diferencias.

La primera diferencia es que son los propios sistemas lineales los que se definian como
inestables, estables o asintoticamente estables; pero al trabajar con sistemas no lineales
son sus puntos de equilibrio los que se definen como tales. En particular, un sistema no

lineal puede tener simultdneamente puntos de equilibrio estables e inestables.

Otra diferencia importante es el caracter local que tienen las definiciones en el caso no
lineal, en contraposicién al cardcter global del caso lineal. Por ejemplo, si un sistema lineal

es AE, todas sus trayectorias tienden al origen. En cambio, dado un punto de equilibrio
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AE de un sistema no lineal, tan s6lo podemos afirmar que tienden a él las trayectorias que
empiezan sucientemente cerca de ese punto, en un zona que recibe el nombre de cuenca

de atraccion.

10.2. Linealizacion. Método Indirecto.

El método de linealizaciéon de Liapunov se refiere al andlisis de estabilidad local.

La idea detras del método de linealizacion para estudiar la estabilidad de un punto de equi-
librio de un sistema no lineal auténomo consiste en construir un sistema lineal homogéneo
a coeficientes constantes que “se parezca” al sistema no lineal original en las proximidades
del punto de quilibrio, con la esperanza (no siempre fundada) de que el comportamiento

dindmico de ambos sistemas sea “el mismo”.

Definicién 12. Sea x, € D un punto de equilibrio del sistema no lineal x’ (t) = f (x (¢)).

Entonces, diremos que

o,
A= Df (x0) = (52 )
j 1<i,j<n

es la matriz del sistema linealizado de x’ (t) = f (x(¢)) en el punto xo.

Ahora recordamos el teorema de caracterizacion visto en el capitulo 2:

Teorema 9. Sea A la matriz del sistema linealizado de un sistema no lineal en un punto

de equilibrio. Entonces:

o Si A tiene algiin autovalor propio de parte real positiva, el punto de equilibrio es I.
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o Si todos los autovalores propios de A tienen parte real negativa, el punto de equilibrio

es AE.

o En los otros casos, la linealizacion no decide la estabilidad.

Observacion 5. Cuando A no tiene ningin autovalor propio de parte real nula, las trayecto-
rias del sistema no lineal en las proximidades del punto de equilibrio tienen el “mismo” as-
pecto que las trayectorias del sistema linealizado, segiin el Teorema de Hartman-Grobman

(ver Apéndice).

Ejemplo 8. Determinar la estabilidad para el punto critico (0,0) del sistema

¥ =—z—y—32%

Yy = —2x — 4y + ysin (x)

La matriz del sistema linelizado correspondiente es

ambos con parte real negativa, por lo cual el punto

—54++/33
2

Cuyos autovalores son A =

critico (0,0) del sistema es asintéticamente estable.

10.3. Funciones de Liapunov. Método Directo.

El Método de las funciones de Liapunov puede proporcionar informacién cuando el método

de linealizacién no sirve para decidir la estabilidad.
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Consiste en construir una funcién V (x) : D — R que “mide” la distancia al punto de
equilibrio (por ejemplo, V (x) = [|x — x¢||*), para después estudiar si el valor de esa funcién
aumenta, no aumenta o disminuye a lo largo de las trayectorias del sistema, en cuyo caso

el punto de equilibrio sera inestable, estable o asintéticamente estable, respectivamente.

Asi pues, para aplicar esta idea, necesitamos dos cosas:

o Saber que funciones V' (x) “miden” la distancia al punto de equilibrio; y

o Estudiar la variacién del valor de la funcién V' (x) sobre las trayectorias del sistema

no lineal x' = f (x).

Empezamos por el segundo punto. Sea V (x) la funcién definida mediante la férmula

V(x) £ (VV (%), f(x))

donde VV (x) denota el gradiente de la funcién V' (x) y (-, -) denota el producto escalar.

Ahora dada una trayectoria cualquiera x (t) del sistema no lineal, aplicamos la regla de la

cadena para calcular la derivada de la composicion V' (x (t)) respecto al tiempo ¢.

Usando la notacién x (t) = (x; (t), ..., X2 (t)), vemos que

d 1% , )% ;o ,
g Vx@O)}=g - x@)x {0) +..+ 5~ x([0)x, () = (VV (x (1)), x' (1))

= (VV (x (1), f (x(1)) =V (x(t)).
En la dltima igualdad hemos usado que x (t) es una solucién del sistema no lineal. Es decir,
que X' (t) = f (x (t)). Por tanto, estudiando el signo de la funcién V (x) = (VV (x), f (x))

cerca del punto de equilibrio, podremos saber si el valor de la funcién V (x) aumenta o

disminuye a lo largo de las trayectorias. Las siguientes definiciones hacen referencia al
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signo que tiene una funcién alrededor de un determinado punto.

Definicién 13. Diremos que una funcién V' (x) : R* — R es:

Definida positiva en xq cuando V' (xg) = 0, pero V (x) > 0 para todo X # Xg, X & Xg.

@)

Semi-definida positiva en xo cuando V (x9) = 0y V (x) > 0 para todo x # X,

@)

X ~ Xp.

Definida negativa en xo cuando V (x9) = 0, pero V (x) < 0 para todo x # X,

(@)

X = Xg.

Semi-definida negativa en x¢ cuando V (x9) = 0y V (x) < 0 para todo x # X,

o

X ~X Xp.

Observacion 6. Las formas cuadraticas positivas definidas (semi-definidas, etc.), es decir,
funciones de la forma V (x) = x'Px donde P € R™*™ P = P! > 0 (> 0, etc.) son definidas

positivas (semi-definidas, etc.) con respecto a la definicién anterior.

Para clarificar, en la medida de lo posible, estos conceptos, observamos que:

o Si una funcién es definida, también es semi-definida.

o Existen funciones que son semi-definidas, pero no son definidas. Ejemplo: V (z,y) =

x2.

o Existen funciones que no son ni definidas ni semi-definidas. Ejemplo: V' (z,y) = zy.
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o La funcién idénticamente nula es tanto semi-definida negativa como semi-definida

positiva.

o Una funcién definida positiva en un punto “mide” la distancia al punto ya que su

valor disminuye/aumenta conforme nos acercamos/alejamos del punto xg.

La tnica diferencia entre funciones definidas y semi-definidas es que las segundas pueden
anularse en puntos tan cercanos como queramos al punto xg. Por ejemplo, V' (x,y) = x*+1>
es definida positiva, pero V (z,y) = 22 s6lo es semi-definida positiva. Estas funciones V' (x)

se conocen como funciones de Liapunov.

La importancia de estos conceptos radica en los siguientes resultados, que son conocidos

como los Teoremas de Liapunov.

Teorema 10. (Estabilidad y Estabilidad Asintdtica) Sea xo = 0 un punto de equilibrio
para el sistema X' (t) = f (x(t)). Sea V : D — R una funcidn definida positiva continua-

mente diferenciable.

1. Si V:D — R es semi-definida negativa en X, entonces x, es estable.

2. SiV:D — R es definida negativa en X, entonces X, es asintéticamente estable.

Demostracion. Supéngase que V : D — R es semi-definida negativa en xq.

Dado ¢ > 0, consideramos la bola cerrada B (0,¢) C D. Ya que su frontera S (0,¢) es
compacta (cerrada y acotada) y V' es continua, V' admite un minimo m en S (0, ¢) por el

teorema de los valores extremos.
Tal minimo es positivo porque V' es definida positiva:
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min V(x) =m > 0.
{xilixl[=e}

Ya que V es continua, en particular en el origen, existe un 6 > 0 tal que

% € B(0,0) = |V (%) - V(0)] = V (%) < m.

Afirmamos que este § es el “ correcto” requerido en la definicién de estabilidad, asi que

cualquier trayectoria que comience en B (0,0) nunca sale de B (0,¢).

Escogiendo x € B (0,) como la condicién inicial para x’ (t) = f (x (t)), y procediendo por
contradiccién suponemos que la trayectoria x (¢; 0, X) no esta enteramente contenida en la

bola B (0.e).

Entonces existe un tiempo T en el cual la trayectoria intersecta la frontera de B (0, ¢), es

decir, V (x (¢;0,%x)) > m.

Pero la derivada de V con respecto al tiempo, esto es V, es semi definida negativa, por tanto
V' es no creciente a lo largo de las correspondientes trayectorias (esto es, V' (x (;0,%)) <
V(x).

Por tanto,

m<V(x(#0,x)) <V (X)<m

lo cual es una contradiccién. Por tanto, la trayectoria esta contenida en B (0,¢).

Dado & > 0, hemos construido un § > 0 tal que si x € B (0,d) entonces x (¢;0,%X) € B (0,¢)

para todo t > 0. Por tanto, 0 es un punto de equilibrio estable.

Supongamos ahora que V : D — R es definida negativa en xq.

Por supuesto, esto implica que V es también semi definida negativa, por tanto la propie-
dad de estabilidad en la definicién de estabilidad asintética es satisfecha por el punto de
equilibrio x¢y = 0.

Afirmamos que lim; ;. x(¢;0,%X) = 0 6, mas explicitamente que para todo & tal que

0 < €’ < g, existe un cierto tiempo 7" tal que x (¢;0,%) € B (0,&') para todo t > T.
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En efecto, en vista de la estabilidad y del tiempo invariante, para todo & > 0 existe un

d' > 0 tal que, si x (T) € B(0,0"), entonces x (¢; T,x (T)) € B(0,e') para todo t > T.
Por tanto, s6lo necesitamos probar que existe 1" tal que x (1) € B (0,d).
Para proceder por contradicciéon, suponemos que este no es el caso.

Entonces, para todo t > 0 tenemos

X (t;0,%) € B(0,e)\B(0,)

Ya que B (0,6) \B (0,0') es compacto, y V es continua y definida negativa, V alcanza un

maximo negativo —u en el.

Por tanto, V (x) < —p si x € B(0,¢) \B (0,0) y finalmente

Tomando ¢ — oo obtenemos una contradiccién, porque V (x) > 0 ¥x € B (0,¢), pero el

miembro derecho tiende a —oo. Luego existe T talque x (T') € B (0,¢').

Teorema 11. (Inestabilidad) Consideremos el sistema no lineal X' (t) = f (x(t)) . Supon-
gamos que existe una funcion continuamente diferenciable V : D — R y un escalar € > 0

tal que

V(0)=0 (10.1)

V(x)>0, x€B(0g), x#0 (10.2)

Teoria de Estabilidad de EDOs 79



10.3 Funciones de Liapunov. Método Directo.

Ademds, suponemos que para cada 6 > 0 suficientemente pequeno existe xo € D tal que

|x0|l <& y V (x0) > 0. Entonces, el punto de equilibrio O del sistema es inestable.

Demostracion. Supongamos, por contradiccion, que existe 6 > 0 tal que si xo € B (0,0),

entonces x (t) € B(0,e), t > 0.

Por hipétesis, existe xo € D tal que V (x9) = ¢ > 0y ||xo]| < d. En este caso, se sigue de

(10.2) que V (x (t)) >0, ¢t > 0, y por tanto, V (x (t)) > ¢ > 0, t > 0.

Asi, sobre la trayectoria, V (x (t)) > 0, t > 0, donde x (t), t > 0, denota la solucién de la

ecuacion no lineal con condicion inicial xg.

Ahora, consideramos el conjunto S = {y € R": y =x(t),t > 0} y notemos que S es

compacta.
Ya que V (x(t)) > 0, t > 0, se sigue que existe d = minyg V (y) > 0.

Luego, ya que V (+) es continua sobre B (0, €) se sigue que existe o > 0 tal que V (x) < a,

x € B(0,6) NS. Por tanto, se sigue que

a>V(xt)=V(xt)) —i—/ttV(X(s))ds >t (t—t)d t >t (10.3)

Ya que el miembro derecho de (10.3) no es acotado se sigue que existe ¢ > t; tal que

a < ¢+ (t —t1)d, que contradice ([10.3)).

Por tanto, no existe § > 0 tal que si xo € B (0,§), entonces x (t) € B (0,¢), t > 0.

Asi, el punto de equilibrio 0 del sistema es inestable.

O
Observacion 7. La mayor dicultad practica del método de Liapounov es hallar alguna
funcion denida positiva o negativa que permita aplicar alguno de los teoremas. No es facil.

Una eleccion estdndar es tomar la energia mecdnica (cinética mas potencial) como funcion

V' (x) en los problemas mecanicos.
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Otra dificultad es que el teorema solo brinda condiciones suficientes; por lo tanto, el hecho
de no encontrar una funcién candidata a Liapunov que satisfaga las condiciones de estabi-
lidad o de estabilidad asintdtica no significa que el origen es inestable o no asintéticamente

estable.

10.3.1. Interpretacién Fisica

El Método Directo de Lyapunov permite determinar si un punto de equilibrio de un sistema

dinamico es estable sin determinar explicitamente sus soluciones.

La idea fisica detras de los teoremas de Liapunov; de estabilidad, estabilidad asintotica e

inestabilidad es la siguiente :

Considerar un sistema que este “aislado” en el sentido de que no hay fuerzas externas ac-
tuando sobre él. Supongamos que podemos identificar los estados de equilibrio del sistema

y que xg = 0 es uno de los puntos de equilibrio (posiblemente el tinico).

Ahora, supongamos que es posible definir, en algin sentido, la energia total del sistema,
la cual es una funcion que tiene la propiedad de ser igual a cero en el origen y positiva en

otra parte. En otras palabras, la energia tiene un minimo local o global en xy = 0

Si el sistema, el cual esta inicialmente en el estado de equilibrio xy = 0, es perturbado a un
nuevo estado inicial diferente de xo = 0 (donde el nivel de energia es positivo), entonces
hay varias posibilidades. Si la dinamica del sistema es tal que la energia no crece con el
tiempo, entonces el nivel de energia del sistema no se incrementa més alla del valor positivo
inicial. Dependiendo de la naturaleza de la funcién de energia, esto podria ser suficiente

para concluir que el equilibrio xy = 0 es estable.

Si la dindmica es tal que la energia del sistema es decreciente monétonamente con el tiempo
(la energia de hecho se reduce a cero), entonces esto podria ser suficiente para concluir

que el equilibrio xg = 0 es asintéticamente estable.
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Por dltimo, si la funcién de energia continta incrementandose mas alla del valor inicial,

entonces uno podria ser capaz de concluir que el equilibrio xq = 0 es inestable.

Tal enfoque de analizar el desarrollo cualitativo de sistemas mecénicos fue inicialmente
explorado por Lagrange quien mostré que el equilibrio de un sistema mecéanico conservativo
es estable si corresponde a un minimo local de la funcién de energia potencial y que este es
inestable si corresponde a un méximo local. Liapunov tuvo la habilidad de extraer de este

tipo de razonamiento una teoria general que es aplicable a cualquier ecuacién diferencial.

Esta teoria requiere de la busqueda de una funcion que satisfaga las propiedades antes
mencionadas. Hablamos de las funciones de Liapunov que son una generalizacién de la

energia de un sistema mecanico.

10.3.2. Interpretacién Geomeétrica en R?

Se mostro en el anteproyecto de este trabajo de investigacién que si V' (x) es una funcién
de Lyapunov, el conjunto de los x tal que V (x) = ¢ , para alguna contante ¢ > 0 es una
hipersuperficie cerrada (denominada superficie de Lyapunov o superficie de nivel ) en el

espacio de estados que encierra al origen.
El uso de las superficies de Liapunov hace que el teorema sea facilmente interpretable:

Las superficies que corresponden a constantes decrecientes 0 < ca < ¢; , se encuentran
integramente contenidas como lo muestra la Figura 10.4 para el caso de R? . La condicién
1% (x) < 0 se puede interpretar geométricamente ya que la misma significa que el producto

escalar entre el gradiente de V' (x) y el campo vectorial f (x) es negativo:

VV (%) - f (x) = [VV ()| [l (x)[[ cos () < O

donde 6 es el dngulo entre VV (x) y f (x).
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Vixi=c;
C‘lr = C2
:C2

Stiperficies
de 1, x
e Lyapurav = ,
Pt 1,,%,)
%1

Figura 10.4: Interpretacién Geométrica de las Superficies de Liapunov para el caso R2.

Teniendo en cuenta que f es un vector tangente a la trayectoria solucién, la condicién
1% (x) = VV (x) - f (x) < 0 significa que cuando una trayectoria cruza una superficie de

Liapunov, esta trayectoria lo hace hacia adentro y nunca vuelve a salir.

Ademas cuando V(X) < 0 las trayectorias se mueven desde una superficie hacia otra

interior correspondiente a un ¢ menor.

Cuando ¢ decrece, las superficies de Liapunov correspondientes se achican hacia el origen
mostrando que las trayectorias se aproximan al origen a medida que transcurre el tiempo.
En cambio, si V (x) < 0 no se puede asegurar que las trayectorias converjan al origen,
pero se puede concluir que el origen es estable ya que las trayectorias quedaran contenidas
en algin entorno ¢ del origen si la condicién inicial x( esta dentro de alguna superficie de

Liapunov contenida en dicho entorno e.
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10.3.3. Ejemplos

El siguiente ejemplo pone de manifiesto que la energia total de un cierto sistema fisico es
una funcién de Liapunov que nos permite detectar la estabilidad del punto de equilibrio

del sistema.

Ejemplo 9. Consideremos una particula de masa m en movimiento cuya posicion esta

dada por una variable escalar, . Para describir su estado completo, necesitamos también
especificar su velocidad, z’. Asumimos que el movimiento estd determinado por fuerzas

F (x) que dependen solo de la posicién y no de la velocidad (es decir, no hay friccién 6

amortiguacién). Ya que masa por aceleracién es igual a las fuerzas actuando sobre la

particula, la ecuacién diferencial que determina el movimiento esta dada por mz” = F' (z)

con F e C'(R), F(0) =0y xF (z) <0, si x # 0. El sistema equivalente a tal ecuacién

es

Dadas las condiciones, (x1,2z2) = (0,0) es el inico punto de equilibrio del sistema. Que-

remos resolver para una cantidad (energia), que se conserva a lo largo de las trayecto-
rias “integrando” la ecuacion diferencial. Podemos multiplicar ambos lados de la ecuacion

max” = F (x) por 2/, obteniendo

ma'x' = F (z) 2/,

mz"z' — F (z)2' =0,
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1 .
—m(x’)z—/ F(s)ds=FE,
2 0

donde F es constante a lo largo de las trayectorias. La energia potencial del campo de

fuerza se define como la integral negativa del campo de fuerza,

Luego,
1
E(xz,2') = 3 (") + U (2)

es constante a lo largo de las soluciones. La cantidad F (z,2’) es llamada la energia o

1
energia total, y es la suma de la nergia potencial U (z) y la energia cinética om (z')?.

Debido a que existe una funcién que es constante a lo largo de las trayectorias, estos

sistemas son a menudo llamados sistemas conservativos. La siguiente funcion es una funcién

de Liapunov asociada al sistema:
L
V (21, 29) = 3™MTs + U (1)

En efecto, V' (0,0) =0y si (z1,22) # (0,0), se tiene que

—/ F(s)ds>0six; #0
0

ya que la grafica de —F en una vecindad del origen es necesariamente como la de la Figura

10.5. Asi que V' es definida positiva. Finalmente:

WLV

1
ot = —F (0) 0} + masrly = —F (1) @y + may—F (1) = 0

Asi que V es semi-definida negativa.
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Por lo tanto, el punto de equilibrio (0,0) del sistema es estable.

F(xq) ﬂ

—F(x1)

X1

Figura 10.5: Gréfica de la funcién —F (z1) con 1 F (z1) < 0

Ejemplo 10. Consideremos el sistema

I 3

I 3

Definamos V (21, x2) = 23 + 3. La funcién V (x1, z2) es definida positiva

V= 211 (—1:2 — :U:f) + 215 (931 — mg’) = -2 (:E‘l1 + x;l)

es definida negativa. Por lo tanto, el punto de equilibrio (0, 0) del sistema es asintéticamente

estable.

Ejemplo 11. Consideremos el sistema no lineal

o ()= -z (t) +a5(t), x1(0) =z, t>0,
ahy = x5 (t) + a8 (), x2(0) = 290.

1 1
Para examinar la estabilidad de este sistema consideramos V (1, x2) = —éx? + Zxé
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Notar que sobre la linea 1 = 0, V' (21, 25) > 0 en puntos arbitrariamente cerca del origen.

Calculando V (zy, z5) tenemos
V (21, 20) = —222) + a3ty = 28 + 25 — 2525 + 2345
Ahora, existe una vecindad N del origen y § € (0,1) tal que |—z5z§ + 2325 < § (2§ + 29),

(z1,23) € N, lo cual implica que V (z1,22) > (1 —8) (28 + 28) > 0, (21, 25) € N. Por

tanto, se sigue del Teorema 11 que el punto de equilibrio (0,0) del sistema es inestable.

10.4. Aplicaciéon a un Sistema Fisico

Sistema de Nivel de Liquidos de Dos Tanques Interconectados.

El sistema bajo andlisis esta formado por dos tanques conectados en cascada, es decir,
el flujo de salida del primer tanque es el flujo de entrada del segundo tanque, como se

muestra en la Figura 10.6.

Figura 10.6: Sistema Hidrailico de Dos Tanques en Cascada

El modelo matematico del sistema esta definido por:
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. W
h“t):%fﬁ m

(10.4)
(1) = S VI = Vs

Donde h; y ho son los niveles de los tanques, f. el flujo de alimentacion o entrada, w; y wy
son las razones del flujo de salida de cada depésito, y A; el area de la seccién transversal

de cada tanque.

A. Sistema Hidraulico con entrada unitaria

Para fines practicos del estudio tomamos los siguientes valores:
w; = wy = Ay = fo =1 (unidades) .

Sustituyendo, el sistema ((10.4)) se convierte en:

¢

hi(t) =1—Vh
(10.5)

hy (t) = vVhi = Vhe

\
El siguiente paso de la metodologia es encontrar los puntos de equilibrio. Para ello primero,

igualamos a cero las derivadas, es decir:

Bet)=1—+/hy =0 (10.6)
Hy (1) = Vi = Vha =0 (10.7)

De la ecuacién ((10.6) obtenemos que 1 —+/h; =0 ... hy = 1.
De la ecuacién ((10.7) y sustituyendo hy: v/h1 — v/hy = 0 .. hy = 1. De lo anterior se

observa que el sistema tiene un sélo punto de equilibrio (para estas condiciones) el cual

se encuentra en (h; = 1,he = 1). A continuacién, se prueba la estabilidad del punto de

equilibrio usando primero el método indirecto de Liapunov, es decir, usando linealizacién,

para ello se determina el Jacobiano establecido por el Teorema 9 definido como:
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y oh on
_of _ | on, on,
A=gp I=re= {35, o,
ahl ahQ h=PF

Resultando:
1 1
— 0 _Z
Ao | 2m [z
1 1 1 1
Wi Vi ey \ 2
Se encuentran los valores propios de A:
A= 0 1
det (A — A) = det 12 = (/\ + 5) (A+1)
——  A+1
Y los valores propios son:
1
AL = —5 y A =—1

Entonces, debido a que A no tiene autovalores nulos o imaginarios con parte real nula,
tenemos por el Teorema de Hartman-Grobman (ver Apéndice) que existe un homeomor-
fismo h que transforma las trayectorias del sistema no lineal en las del sistema linealizado,
preservando la parametrizacién, o sea el sentido en el que se recorren, por lo cual podemos
estudiar la estabilidad del punto critico del sistema no lineal a partir de su matriz lineal
A; y dado que, los valores propios de A son reales negativos, el punto de equilibrio es

asintéticamente estable, de acuerdo al Teorema 9.

Ahora, usando el método directo de Liapunov. Debido a que el punto critico del

sistema no es (0,0), hacemos x' (t) = f (¢,x (t) + X¢), es decir, una traslacién del sistema,

de tal manera que su punto critico ahora es (0,0). El sistema resultante es:

hll(t)zl—\/h1+1

Wy (t) =i +1—Vhy + 1

(10.8)
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Sea la funcién V (h) = h” Ph : R? — R, donde P = identidad, es decir:

V(h) =5 (ki + h3)

DN | —

V' (h) es una funcién definida positiva, verificaremos que es una funcién de Liapunov para

el sistema ([10.5)). Calculamos:

La cual nos queda como:

V(h) = h (1—\/h1+1>+h2 <\/h1+1—\/h2+1>

Ahora, se debe comprobar que V (h) es definida negativa en (0,0). Para ello hacemos lo
siguiente: Multiplicamos y dividimos ambos términos por sus respectivos conjugados, y

obtenemos:

7y = ) ha (b — ho)
l+vVhi+1 Vhi+1+vVha+1

Ahora, completando cuadrados en el numerador del segundo término, tenemos:

1 S|

—(Zhy —hy ) + =h2

V() = () (2 : 2> 4
1++vh +1 Vii+1++Vhy +1

1 2
—(zhi—h
()

1 1
= + hi —
Vhi+1+Vhy+1 1{4(\/h1+1+\/h2+1) 1+\/h1+1}

El primer término es siempre negativo 6 cero, se necesita verificar esto mismo en el segundo

término; para ello nos preguntamos si:

(;4(\/h1+1+\/h2+1)>1+\/h1+1?

Lo cual significaria que:
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3Vhi+14+4/hy+1—-1>0

Y esto es cierto, si por ejemplo, se escoge (hy, hy) € B (0, %) Asi, escogiendo B = B (0, ¢)

con 0 < € < 1, se tiene que 1% (h) es definida negativa en B. Por tanto, aplicando del
Teorema 10 se tiene que el punto de equilibrio (0,0) del sistema trasladado (10.11)) es

asintéticamente estable. Y asi también, el punto de equilibrio (1,1) del sistema original
(10.10|) es asintéticamente estable.

El retrato de fases es el siguiente:

h1 "= (falAt) - (wl/A) sqri(h1) fe=1 w2=1
h2 " = (w1iAt) sqrfh1) — (w2/At) sqri(h2) At=1 wi=1

Figura 10.7: Retrato de Fases del Sistema 10.5

B. Sistema Hidraulico sin Entrada

Considérese un flujo de entrada cero y seguimos considerando el area de los dos tanques
iguales y de magnitud unitaria. De igual manera consideramos el mismo el factor de aper-
tura en las dos valvulas, con lo cual los parametros del modelo son: A; =1, wy =wy =1y

fe = 0 Veremos que en este caso, podemos determinar la estabilidad de manera intuitiva.

Para el sistema sin entrada el modelo (10.4)) tiene la siguiente forma:
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I (1) = —Vn
4 (10.9)

hy (t) = vVhi = Vhe

\

Para encontrar el punto de equilibrio, las ecuaciones diferenciales se igualan a cero

—\/h_1:O —h;1 =0
\/h_l—\/h_2:0 — hy =0

Asi, es facil ver que el punto de equilibrio (PE) se encuentra en (0,0), el cual es diferente

al del caso anterior, con lo cual se demuestra la existencia de multiples puntos de equilibrio

en un sistema no lineal.

h1 ' = (felat) — (w1lat) sgri(h1)
h2 ' = {w1/At) sgqrifh1) — (w2/At) sgrith2)

e
nn
- O
£ =
-
W

Figura 10.8: Retrato de Fases para Diferentes Condiciones Iniciales

En el retrato de fases de la la Figura 10.8 se observa la trayectoria para diferentes condi-

ciones iniciales. Por ejemplo, para la condicion inicial h; = 1y hy = 0, el tanque 1 inicia
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con una altura unitaria y durante la evolucién, hacia el origen, transfiere su volumen al
tanque 2 con un factor de apertura en la valvula w;. El tanque a su vez, desahoga su vo-
lumen quedandose finalmente ambos tanques con una altura de cero. Entonces cualquier

trayectoria del retrato de fases terminara en el punto de equilibrio. Ahora comprobamos
estos resultados con los métodos de Liapunov

La matriz linealizada no esta definida para este sistema. Asi que usamos el método directo

de Liapunov:
Lo o
Tomamos nuevamente V' (h) = 5 (h{ + h3), entonces
V(h) = h (—\/hl) ¥ hy (\/h1 - \/hQ) = bV 4 hPhy — B
Pero observamos que no podemos encontrar un entorno del origen en el cual V (h) =

—hi/ *+ hi/ *hy — hz/ ? sea definida negativa, ya que no esté definida para valores negativos;
y es que de hecho el modelo no tiene sentido para valores de hy y hy negativos, ya que

estos representan la altura del liquido en cada tanque. Tenemos entonces que el diagrama

de fases indica que el punto de equilibrio es asintéticamente estable, pero no lo podemos

demostrar con los métodos de Liapunov.

C. Sistema Hidraitlico con f. = 0.5.

Por otro lado, para un flujo de entrada constante f. = 0.5, y A, = 1, w; = wy = 1. El

punto de equilibrio con entrada de flujo constante representa la permanencia constante de
los estados en un punto diferente al origen. Para demostrar la estabilidad con f. = 0.5, las

ecuaciones son

B(0) = 5 — Vi
(10.10)

By (8) = VEr — VEa

\
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Igualando a cero para obtener su punto de equilibrio

2 2
0.5—v/h =0 —wh:(§> =<&3 =0.25

w1 1

2 2
i iea (£ () e

2

El diagrama de fases se muestra en la Figura 10.9. En éste se ilustra la nueva trayectoria de

evolucién del sistema y como el punto de equilibrio ha cambiado a hy = 0.25 y hy = 0.25.

h1' = {felAt) - (wliAt) sgrifh1) fe=05 w2=1
h2° = (w1/At) sqrtihl) — (W2/At) sqrtih2) At=1 wi=1
= T T T R T T T T T T
i ¢ i &t i Rt b g e M '
: 3 ; : ] s i
04l 4
02t o .
o O e R T L S A e T e T e / _________________________________________ -
0.2k .
04k -
= . 4l
08k 4
¢l i
1 | | 1 | 1 1 1 | 1 |
-1  -08 -D8 -04 -D2 i 02 04 0B OB 1

Figura 10.9: Retrato de Fases para el Sistema de Dos Tanques con f. = 0.5.

De igual manera que en el primer caso, calculamos el Jacobiano y lo evaluamos en el punto
de equilibrio:

ofh o -
A9 | Oh Ohy _| 2w Y
o), 1h=PE Afs 0fy 1 1 1 -1
Ohy  Ohy / h—pg 2h1/2 2h;/2 (0.25,0.25)

Calculamos los valores propios de la matriz A, desarrollando det (A — A):

A+1 0 )
det (A — A) = det =A+1)A+1)=A+1)".
-1 A+1
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10.4 Aplicacién a un Sistema Fisico

Se observa entonces, que los valores propios del sistema son reales y negativos, por lo tanto
el punto de equilibrio es asintéticamente estable, como ya se habia observado en la Figura

10.9.

Ahora, por el método directo de Liapunov Primero, se debe realizar la tralacién del

sistema, ya que el punto de equilibrio no es el origen. El sistema trasladado es:

( 1 1
W) ==—/h +=
1 () 5\t

1 1

| 0= hs oy

(h?3 + h3), entonces

(10.11)

l\')l»—t

Y tomamos nuevamente V (h) =

V(h)=h (%—m)mg <\/h1+}l—\/h2+i>

Luego, multiplicando y dividiendo ambos términos por sus respectivos conjugados, obte-

nemos:

hg)

——i—”hl—l—— \/h1—|— +\/h2+1

Ahora, completando cuadrados en el numerador del segundo término, tenemos:

2
hy — h h3
)

—+\/h1+— \/h1—|— +\/h2+4_1

1 2
(i)
1 1
2 +h?

- 1 1 i 0N\ 1 [ 1
\/h1+1+\/h2+1 4(\/h1+1+\/h2+1> 4_1—'— hl—f—z

El primer término es siempre negativo 6 cero, se necesita verificar esto mismo en el segundo

término; para ello nos preguntamos si:
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10.4 Aplicacién a un Sistema Fisico

1 1 1 / 1
; _ _ _ _?
¢4<\/h1—|—4+\/h2+4>>4+ h1+4

Lo cual significaria que:

/ 1 / 1 1
- +4 - —=>0
3 h1+4+ h2+4 4>

Y esto es cierto, si por ejemplo, se escoge (hy, he) € B (O, %)

El aspecto de V (h) en B (0,1) es el siguiente:

8

-04 -04

Figure 10.10: Gréfico de V (h) en B (0,1) con f. =0.5

4

1 .
Asi, escogiendo B = B(0,¢) con 0 < ¢ < 5 5e tiene que V' (h) es definida negativa en B.

Por tanto, aplicando del Teorema 10 se tiene que el punto de equilibrio (0,0) del sistema

trasladado

10.11

11
es asintoticamente estable. Y asi también, el punto de equilibrio (é_l’ Z)

del sistema original (10.10]) es asintéticamente estable.

Teoria de Estabilidad de EDOs 96



11. Conclusiones

A continuacién se presentan las principales conclusiones, a las que se ha llegado a lo largo
del desarrollo de este proyecto y que resumen los aspectos mas sobresalientes de la teoria

estudiada:

1. Bajo condiciones bastante generales, se cumple que en intervalos compactos de tiem-

po, a datos iniciales préximos corresponden soluciones proximas.

2. Determinar la estabilidad de la solucion trivial del sistema homogéneo asociado a un
sistema no homogéneo lineal, es suficiente para determinar la estabilidad del resto

de soluciones.

3. La teoria méas completa de estabilidad se tiene para las ecuaciones y sistemas lineales

con coeficientes constantes.

4. El criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz, es una forma sencilla de determinar
la estabilidad de un sistema de coeficientes constantes; sin embargo, debido a que
requiere el calculo de determinantes, puede volverse ineficiente al aplicarlo a sistemas

de gran dimension.

5. Determinar la estabilidad de sistemas del tipo semi auténomos y semi lineales re-
quiere de ciertas condiciones especiales adicionales, generalmente relacionadas con

acotacién y convergencia.

6. La metodologia para el analisis de estabilidad de los puntos de equilibrio de sistemas
no lineales desde el punto de vista de Liapunov, basados en el método directo como en
el indirecto, permite obtener resultados formales de estabilidad con un cierto grado

de dificultad; sobre todo al momento de la selecciéon de la funcion de Liapunov.
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12. Recomendaciones

A continuacién se presentan algunas recomendaciones referentes a diferentes aspectos que
conlleva la realizacién de un proyecto de este tipo; y que pueden ser de utilidad para otros

estudiantes:

1. Estudiar Teoria de Estabilidad de EDOs es un tema 1til e interesante, y requiere
de conocimientos vistos en las materias de calculo; por lo cual es una buena forma
de mejorar la comprension y aplicacion de muchos conceptos; haciendo de este tema

una buena opcién para incluirse en los estudios de licenciatura.

2. A la hora de iniciar con este proyecto, se encuentra la dificultad de que no hay
modelos ni alguna guia de facil acceso que puedan orientar mejor al estudiante en su
trabajo, por lo cual se recomienda la elaboracién de una guia con las normas de cémo
realizar un proyecto de este tipo que se ajusten a la escuela de matemaética, y que
se puedan poner a disposicion del estudiante modelos de trabajos antes realizados

especialmente en forma digital.

3. Otra forma de facilitar la elaboracién de un proyecto de grado esque en materias
como seminario se deberia enfocar la atenciéon en cémo elaborar el perfil de un tal
proyecto, de esta manera los estudiantes que deban realizar este proceso lo haran de

forma mas rapida y eficiente, ya que contaran con la base para hacerlo.

4. Referente al tema de estudio hay muchas cuestiones que se pueden seguir estudiando:
como la construccion de funciones de Liapunov para lo cual existen algunos crite-
rios, las diversas aplicaciones que tiene en problemas fisicos, y temas de estabilidad

avanzada; los cudles serian una buena opcién para trabajos futuros.
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13. Apéndice

13.1. Teorema de Punto Fijo de Banach

Definicién. Espacio métrico completo.

Un espacio métrico (X, d) se dice que es completo si toda sucesion de Cauchy converge,

es decir, existe un elemento del espacio que es el limite de la sucesion.

Sea F un espacio métrico completo (E,d) y T : E — E una transformacién.

Definicién. Punto fijo y contraccién.

Se dice que x € E es un punto fijo de la transformacion T, si Tx = x. Diremos que
la aplicacién T : F — E es una contraccion, si existe una constante L € [0,1), tal que

d(Tz, Ty) < Ld(z,y), para todo z,y en FE.

Teorema. Si T : E — E es una contraccion, entonces T' posee un unico punto fijo en E.

13.2. Teorema de Existencia y Unicidad Local

Definicién. Condicion global de Lipschitz

Sea J un intervalo y D un subconjunto de R™. La funcién f : J x D — R" se dice que es
globalmente Lipschitz, respecto a x € D, uniformemente en ¢ € J, sobre J x D, si existe

una constante K > 0, tal que
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13.2 Teorema de Existencia y Unicidad Local

If (t,%1) — f(t,x2)|| < K||x1 — %2 , V(t,x;) € JxD, i=1,2.
Condicion local de Lipschitz

Diremos que f es una funcién localmente Lipschitz sobre J x D, si para todo punto
P € J x D, existe un entorno Vp del punto P, tal que la restriccién de £ a Vp (f |v,) es

globalmente Lipschitz

Lema. Supongamos que f € C'[J x D,R"|. El problema es equivalente a la resolucion

de la ecuacion integral

x (t) :x0+/t f(s,x(s))ds

El resultado que se presenta a continuacién da la existencia y unicidad de soluciones del

P.V.I. (6.1 bajo condiciones bastante generales.

Teorema. Si f € C'[J x D,R"| es localmente Lipschitz en su sequnda variable, unifor-

memente con respecto a la primera, entonces para cualquier punto (to,xo) € J x D, eziste

0 > 0 y una unica solucion de definida en J, = (to — d,to + 0).

Demostracion. Elijamos constantes » > 0y s > 0 tales que el conjunto

D*={(t,x) e RxR": |t —to] <r,||x—x0] <5},

esté contenido en J x D. Llamemos M = méx {||f ({,x)|| : ({,x) € D*}, y sea K > 0 la

constante de Lipschitz de f |p-.
Tomemos ahora un nimero 6 > 0 tal que 0 < 0 < min{r,s/m,/k}, ysea Jy = [to — J,ty + 0].

Consideremos ahora el subconjunto C* de C'[J;, R"] formado por las funciones que satis-

facen las condiciones siguientes:
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13.3 Teorema de la Contraccion Uniforme

a) @(t()) = Xy,
b) [lo(t) —xoll < s, t €y

Teniendo en cuenta el Lema definamos en C* un operador 7' mediante la siguiente férmula:

T(p(t)zxo—l—/tf(s,go(s))ds, teJ.

Los puntos fijos del operador T" son soluciones del P.V.I. . Ahora probaremos que T
es una contraccion de C* en si misma. Es facil ver que si ¢ € C*, entonces Tp € C*.
Ademas, C* es un subconjunto cerrado de C'[J1,R"], por lo que C* es un espacio métrico
completo, con la métrica inducida por la norma del espacio C' [J;, R"]. Por otra parte, para

todo @1, o € C* y t € Jy, se verifica que

[T (t) = Tepa (B)]| < /t 1f (5,601 (5)) = f (5,02 (s))| ds

<K

/t lon (s) — 2 (s)]] ds

S Kt —tol lor = @of| < Kb |1 — o[, VE € J1.

Asi que

[Tp1 — Ts|| < K0 |lo1 — @2l -

Teniendo en cuenta la eleccién de §, obtenemos que T : C* — C* es una contraccién.

Entonces, por el teorema de punto fijo de Banach existe un tnico punto fijo para 7" en C*,

el que a su vez es la tnica solucién del P.V.1. (6.1)) definido en J;

13.3. Teorema de la Contraccién Uniforme

Supongamos que G es un espacio topolégico y E un espacio métrico completo (E,d) y

consideremos una familia de operadores T}, : £ — E, con y € G. Diemos que T}, es una
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13.4 Teorema de Existencia y Unicidad de Soluciones no Prolongables

contraccién uniforme, si existe una constante L € (0, 1) tal que d (Tyxy, Tyz2) < Ld (21, x2)

para todo z1, 20 € Fey € G.

Teorema. SiT, : E — E es una contraccion uniforme y para cada x en E, Tz es continuo
en y, entonces el inico punto fijo de T, al cual denotaremos por g (y), es continuo en y.

[¢]
Ademds, si interior G = G # 0 y T,x es continuamente diferenciable en x ey, entonces

ge Ot [é,E]

13.4. Teorema de Existencia y Unicidad de Soluciones no Prolongables

Teorema. Bajo las hipotesis del teorema de existencia y unicidad local, el P.V.I.
admite una unica solucion ¢ no prolongable, definida sobre el intervalo J* = («, B) llamado

el intervalo maximal de existencia.

13.5. Relaciones de Cardano Viete

P,(x)=ag(z —21) (2 —23) ... (x — ) = 2" + apn_12" " + ... + a1z + ag

donde z1, ..., x, son sus raices. Se verifica que:

ag = (—x1) (—xg) -+ (—xn) = (=1)" w129+ - 1,
a1 = (—x2) (=x3) -+ (=xn) + (=@1) (=23) - (—2n) + ...+ (—21) (=22) -+ (—@n1)

= (—1)n_1 HJ]Z + (—1)n_1 sz + ...+ (—1)n_1 Hl’z = Z (_1>n_1 sz
i#1 1#2 i#n J=1 i#]

Se obtiene entonces que:
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13.6 Lema de Lebesgue

13.6. Lema de Lebesgue

Definicién. Sea (X, 7) un espacio topolégico y K C X un subconjunto, diremos que K
es secuencialmente compacto si dada una sucesion (z,,), .y en K, existe una subsucesion

(T, ) ey convergente a un punto de K.

Lema. Si (X, d) es un espacio métrico y K C X un subconjunto secuencialmente compacto
y {Ai},c; es un cubrimiento abierto de K, entonces existe r > 0 tal que para cada x € K
existe i € I de modo que B (x,r) C A;. (A este r > 0 se le llama nimero de Lebesgque del

cubrimiento).

13.7. Desigualdad de Gronwall

Lema. Desigualdad de Gronwall Supongamos que u, 3 € C[R,R*] y sea ¢ una cons-

tante no negativa. La desigualdad
t
p(t) <c —I—/ B(s)dsu(s)ds, t >t
to

implica que

u(t) < cexpl / Bls)ds) ¢t

Una demostracion de este resultado se puede ver en la pagina 11 de [3] (Ver Bibliografia).
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13.8 Teorema de Hartman-Grobman

13.8. Teorema de Hartman-Grobman

Teorema 12. Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema no lineal dado por X' = f (x)
donde f: D — R" , con D C R , es continuamente diferenciable y D es un entorno del
origen. Sea la matriz Jacobiana

af

A= s

(X) |x=0  continua sobre D

Entonces, si A no tiene autovalores nulos o imaginarios con parte real nula, exriste un
homeomorfismo h, es decir una funcion que tiene inversa y ambas continuas, definida en
un entorno abierto U del origen, tal que para cada xo € U, hay un intervalo abierto Iy C R

que contiene al cero de modo que para todo xg € U yt €l :

h (¢ (t;t0,x0)) = exp (A (t — to)) h (%)

donde ¢ (t;tg,xo) representa la solucion de X' = f (x) dada a partir de la condicion inicial

x (0) = x¢ a partir del instante inicial t = tq .

Es decir, que h transforma las trayectorias del sistema no lineal en las del sistema linea-

lizado, preservando la parametrizacion, o sea el sentido en el que se recorren.
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