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INTRODUCCIÓN.

De la relación f(x) = y interesa saber si existe o no solución, en el caso a�rmati-
vo, si esta es única, y si hay varias soluciones, la pregunta es cómo están distribuidas
en el dominio de de�nición; en cuanto a la estabilidad interesa saber cómo cambian
las soluciones bajo alteraciones del valor y o perturbaciones de la función f . En
esta tesis se analiza la existencia y estabilidad de soluciones para problemas del
tipo f(x) = y bajo la herramienta del grado topológico de Brouwer.

Ya que la mayoría de las ecuaciones pueden resolverse de forma explícita, bajo
el uso tanto de métodos numéricos para obtener información cuantitativa como mé-
todos analíticos y topológicos que proporcionan información cualitativa, a�rmamos
que para caracterizar la existencia y la estabilidad de soluciones han de emplearse
técnicas topológicas, lo que consiste en el objeto de estudio de este proyecto de
investigación denominado: Teoría de grado topológico de Brouwer. Aplicaciones al
análisis y al cálculo de la variable compleja. El origen de dichas técnicas se encuen-
tra en los trabajos de C. F. Gauss y A. L. Cauchy, retomados a �nales del siglo
XIX por L. Kronecker, J. Hadamard, H. Poincaré y L. E. J. Brouwer, quien �nal-
mente desarrollo la teoría de grado topológico de funciones continuas en espacios
de dimensión �nita con la publicación en 1911 , esta teoría es conocida como grado
de Brouwer.

Inicialmente se proporciona una descripción general del grado topológico, ade-
más se provee la construcción y formalización de la de�nición, a �n de garantizar
que dicha herramienta ciertamente posee las cualidades que se le adjudican.

En primer lugar se trabaja la teoría de grado topológico para funciones dife-
renciales con derivada continua y para valores regulares, posteriormente se alteran
las restricciones con respecto a las tres variables inmersas en el estudio de la fun-
ción grado, es decir, se modi�can la función, el dominio y el punto; básicamente,
levantaremos la restricción de la hipótesis relativa a que el valor sea regular, me-
diante el uso del lema de Sard; posteriormente a expensas de suavizar las funciones
a través de un proceso de regularización, especifícamente la convolución, �nalmente
llegamos a concretar la de�nición del grado topológico para funciones continuas; es
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INTRODUCCIÓN. iv

durante todo este proceso en donde se presentan las principales propiedades que
resultan ser fundamentales para las aplicaciones de la teoría de grado.

Se presenta un capítulo completa y únicamente orientado a las aplicaciones del
grado topológico al análisis y al cálculo de variable compleja. Con respecto al aná-
lisis y a la topología se retoman resultados tales como el teorema de punto �jo de
Brouwer, el teorema de Borsuk , el cual trata especí�camente del grado topológi-
co de funciones impares y el corolario de Borsuk - Ulam; inmediatamente después
se contempla la teoría previa necesaria para comprender los resultados que se ex-
pondrán de la relación del grado topológico con respecto a tópicos de cálculo de
variable compleja, como una anticipación a los requerimientos que la investigación
precisa, y bajo un análisis minucioso de la teoría de funciones holomorfas se sin-
tetizan algunas demostraciones de teoremas conocidos como lo son el principio del
argumento, el teorema de Rouché y el teorema fundamental del álgebra, dandoles
una nueva demostración más práctica y haciendo notable la brevedad en cuanto a
la prueba a partir de la teoría de grado, sin reducir el análisis inmerso, detallando
así las ventajas que provee una herramienta tan versátil como lo es el grado topoló-
gico de Brouwer, colaborando en reducir la construcción y complicación de muchas
demostraciones clásicas.
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DATOS HISTÓRICOS.

A continuación se describe cronológicamente las contribuciones de �guras céle-
bres de cuyo estudio partieron las técnicas que conducirían al desarrollo de la teoría
del grado topológico de Brouwer.

Parece difícil atribuir a alguien en concreto la formalización del concepto de
grado de Brouwer. Más bien se puede decir que constituye un ejemplo típico de
creación matemática escalonada donde los avances parciales desempeñaron un pa-
pel fundamental en la formulación general. Instrumentos matemáticos similares,
que proporcionan una descripción semejante a la del grado respecto a un objeto
ya habían sido introducidos en épocas anteriores por Kronecker y conceptos análo-
gos sobre campos vectoriales introducidos por Poincaré en su estudio de sistemas
autónomos de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. Otros conceptos
preconcebidos que están íntimamente relacionados con la noción de grado son la
demostración dada por Gauss del teorema fundamental del álgebra, algunos teore-
mas de Sturm, Liouville, Cauchy, Hermite y Sylvester sobre raíces de polinomios
constituyen una motivación de la teoría del grado topológico basada en la noción
de índice de un punto respecto de una curva continua.

Por su misma naturaleza es claro que los orígenes de la teoría de grado to-
pológico hay que buscarlos en los primeros intentos de la resolución de ecuaciones
algebraicas: zn + a1z

n−1 + . . .+ an = 0 ; an 6= 0.

La existencia de al menos una solución de la ecuación anterior constituye una de
las formulaciones del teorema fundamental del álgebra. Las ecuaciones de primer y
segundo grado fueron estudiadas ya por los matemáticos babilónicos, por Diofanto
de Alejandría (año 250 A.C.) y por Mohamed Ibn Musa Al-Kharizmi (siglo IX).
La escuela italiana de algebristas del siglo XVI abordó con éxito la resolución de
las ecuaciones de tercer y cuarto grado por radicales. La fórmula para la ecuación
de tercer grado fue obtenida por Scipión del ferro, Antonio María de Fior, Nico-
lo Tartaglia y Jerónimo Cardano, y la fórmula para la ecuación de cuarto grado
fue establecida por Ludovico Ferrari (1522-1565). Intentos fallidos de resolución
de ecuaciones algebraicas de grado superior se deben a Walter Von Tschisnhausen
(1651-1708). La demostración de la supuesta imposibilidad se debe a Abel en el
siglo XIX. Después del éxito de la escuela italiana, las investigaciones se centra-
ron en dar demostraciones del teorema fundamental del álgebra. Demostraciones
no completas fueron dadas por D'Alembert en 1746, Euler en 1749 y Lagrange
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DATOS HISTÓRICOS. 2

en 1772. Karl-Friedrich Gauss, consideró muy importante el teorema fundamental
del álgebra, dando hasta cuatro demostraciones del mismo: la primera en 1799,
la segunda en 1815, la tercera en 1816 y la cuarta en 1849. Es justamente en las
demostraciones primera y cuarta del teorema fundamental del álgebra dadas por
Gauss donde se encuentran los primeros argumentos e ideas de la teoría del grado
topológico. Utilizando propiedades de las curvas algebraicas (no formalizadas hasta
el año de 1933 por Ostrowski), consigue probar que dentro de un circulo de radio
su�cientemente grande, la curva algebraica dada por la parte real de la ecuación:
zn + a1z

n−1 + . . . + an = 0 ; an 6= 0 que tiene al menos un punto común con
la curva algebraica dada por la parte imaginaria de la ecuación, de esta forma se
inicia la línea de investigación y así los orígenes de la teoría de grado se remontan
a las demostraciones del teorema fundamental del álgebra dadas por Gauss, estas
ideas fueron utilizadas por Kronecker para establecer la teoría del índice, teoría que
se introduce mediante procedimientos analíticos.

Una construcción completamente diferente, con técnicas de topología se debe
a Brouwer, resolviendo las cuestiones abiertas y dando consistencia a la teoría.
L.E.J. Brouwer estableció el grado para funciones continuas, en 1912 (para espa-
cios de dimensión �nita el grado topológico se denomina grado de Brouwer). Las
contribuciones posteriores de Hopf, establecen una nueva aportación al trabajo de
Brouwer. Más tarde Leray y Schauder extendieron estas construcciones a perturba-
ciones compactas de la identidad en dimensión in�nita. Pero en verdad, debemos
señalar que el camino hacia una construcción analítica del grado fue descubierto
por la investigación de Sard, sobre la medida del conjunto de los valores críticos
de funciones diferenciables, en 1942. En 1951 Nagumo, estableció una construcción
analítica elemental y presenta un nuevo enfoque para de�nir el grado topológico
para una función continua; este tratamiento del tema suele llamarse enfoque dife-
rencial y en general los lineamientos son dados por Lloyd y Amman. Como dato
adicional, Agustín Louis Cauchy (1789-1857), en una memoria presentada a la Aca-
demia de Turín el 17 de noviembre de 1831 y en el artículo del año 1837, introduce
un nuevo cálculo que se puede emplear en la resolución de ecuaciones de todos los
grados: el cálculo de índices de funciones.

Hay esencialmente tres métodos generales para manejar la teoría, estos son el
método geométrico, el analítico y el algebraico.

El método geométrico, utiliza sólo algunos hechos del álgebra lineal y topología
simple y se basa en aproximaciones de aplicaciones continuas. Este tipo de enfoque
se utilizó, de hecho, por primera vez por Leray en 1948-1949, en sus conferencias
inéditas en el Colegio de Francia, pero los detalles y la forma de la presentación
se deben a Dugundji [1985]. Peitgen - Siegberg [1981], hacen una recapitulación de
este enfoque para encontrar algoritmos para el cálculo de puntos �jos.

El segundo método, la versión analítica, basado en el uso de diversas herra-
mientas de análisis, tiene sus raíces en el trabajo de Kronecker, quien inició lo que
podría llamarse una teoría grado con sus estudios desarrollados en el marco de
mapeos C1 en 1878. Varios enfoques analíticos para mapeos continuos también los
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facilitaron Nagumo [1951] y Heinz [1959]. En 1969 utilizando el enfoque analítico y
considerando los aportes de Schwartz se extiende el teorema antipodal de Borsuk.

El tercer método, basado en las herramientas de la topología algebraica, cuya
descripción más breve se encuentra en la monografía de Dold de [1972], en la que
se muestra las propiedades de normalización, de adición, y homotopía con el �n de
caracterizar el grado. Este método, que de hecho se demostró por primera vez por
Führer [1971] y más tarde, pero de forma independiente Zeidler [1972] y Amann-
Weiss [1973], implica que cada uno de los enfoques mencionados nos lleva a la misma
noción de grado.

No es exagerado referirse respecto de la nueva herramienta de Brouwer como
un instrumento extraordinario, es de hecho una serie asombrosa de conjeturas que
se hacen realidad, y de nuevos teoremas y conceptos que en su momento iban a
ser fundamentales en topología, todos producidos en menos de dos años. Luitzen
Egbertus Jan Brouwer fue un matemático holandés (1881-1966), graduado en la
Universidad de Ámsterdam donde fue discípulo de Diederik Korteweg. Sus trabajos
ocuparon temas como lógica, topología, teoría de la medida y análisis complejo.
Brouwer además de formular su teorema de punto �jo, demostró la importancia de
los espacios cartesianos y funda el intuicionismo matemático, como antagónico al
formalismo matemático de su época.

Si bien es cierto que herramientas matemáticas similares habían sido introdu-
cidas con anterioridad, el avance de�nitivo lo dieron Hadamard en 1910 y el mismo
Brouwer en sus artículos expuestos en los años 1910, 1911 y 1912, por tanto el
primer autor que dio una de�nición del grado de una función continua fue Brouwer
en su artículo publicado en el año 1911 y a partir de allí fue denominado grado
topológico de Brouwer.



Capítulo 1

FORMALIZACIÓN DE LA DEFINICIÓN DE
GRADO TOPOLÓGICO.

La teoría del grado topológico se puede considerar como el estudio de las técni-
cas que nos permiten obtener información sobre la existencia de soluciones de una
ecuación de la forma:

(Ec. 1.1.1) y = f(x)

donde x e y varían en espacios apropiados y f es una aplicación continua.

Se aborda en primera instancia el caso RN, ya que la ventaja al iniciar el estudio
en este espacio de Banach es que los resultados se podrán interpretar en el contexto
de cualquier espacio normado de dimensión �nita. Se destaca que en el desarrollo de
esta teoría se trabajará con funciones de�nidas sobre conjuntos abiertos y acotados
de RN.

Muchos de los problemas a tratar generalmente encajan en el modelo siguiente:
dado un elemento y ∈ RN, Ω un subconjunto abierto y acotado de RN y una función
continua f : Ω −→ RN, el objetivo es hallar x ∈ RN, tal que: f(x) = y , descartando
la posibilidad de tener soluciones en la imagen de la frontera de Ω, ∂Ω .

Planteada la ecuación interesa saber si existe o no solución, como también si es-
ta es única. En el caso a�rmativo de que existan varias soluciones nos preguntamos
cómo están distribuidas en Ω, evitando ∂Ω. Sin embargo, existe otra inquietud su-
mamente importante, supongamos que ya está resuelto el problema (Ec. 1.1.1), nos
interesa saber cómo cambia el resultado de la ecuación si alteramos o modi�camos
la función f y el valor y, y si al realizar esta acción se presenta estabilidad en las
respuestas obtenidas en la situación inicial. Por ejemplo consideremos una ecuación
polinomial en RN, cuyos coe�cientes han sido obtenidos por interpolación de ciertos
datos experimentales, (los cuales, usualmente contienen pequeños, pero inevitables
errores), en esta situación siempre es deseable saber si los ceros o las raíces del
polinomio, están cercanos a los ceros del polinomio verdadero. Para ilustrarlo dis-
pongámonos a sustituir la función f y el valor y, por f̃ y ỹ, respectivamente, como
podemos tomar ε > 0, tan pequeño como se quiera, concluimos que f y f̃ están tan
próximas como se desee, sin embargo las soluciones de ambas ecuaciones pueden
ser drásticamente diferentes, y a pesar de que f y f̃ sean una deformación continua
de la otra, ambas pueden cuanti�car situaciones diferentes y hasta es probable que
se pierdan soluciones, luego para evitar este tipo de di�cultades, se colocará en la
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1.1. GENERALIDADES Y DEFINICIONES PREVIAS. 5

construcción de la teoría de grado, la condición y /∈ f (∂Ω). De forma que en el desa-
rrollo de este proyecto de investigación se incluirá el resultado principal que consiste
en a�rmar que el grado topológico es invariante bajo pequeñas perturbaciones de
la función f . Esta propiedad se utiliza estratégicamente para obtener información
acerca de la existencia de soluciones de una ecuación del tipo f(x) = y, mediante
f̃(x) = ỹ , y así garantizar que el grado topológico de Brouwer es una herramienta
que esencialmente suministra información sobre la existencia y estabilidad de tales
soluciones.

Al considerar la función: f : Ω −→ RN continua, con Ω ⊂ RN abierto y
acotado e y ∈ RN, tal que y /∈ f (∂Ω), se dirá que la terna (f,Ω, y) es admisible
y se denotará por deg (f,Ω, y) al número entero asociado a dicha terna. Por tanto,
la meta es construir una función cuyo dominio sean las ternas admisibles y contra
dominio los enteros: deg : {(f,Ω, y) : terna admisible } −→ Z y el propósito es

consolidar los resultados que garanticen el poder calcular deg
(
f̃ ,Ω, ỹ

)
en lugar

de deg (f,Ω, y) , entonces con base en la invariancia bajo perturbaciones, ambos
grados han de ser idénticos, bajo determinadas condiciones obteniéndose la infor-
mación buscada, esta propiedad se busca que sea menos restrictiva haciendo uso de
funciones pertenecientes a C

(
Ω
)
y en un contexto más general.

1.1. GENERALIDADES Y DEFINICIONES PREVIAS.

En toda la discusión de la formalización del grado topológico se considera
Ω ⊂ RN (espacio de Banach RN) como un subconjunto abierto no vacío y acotado y
la función f ∈ C1

(
Ω , RN

)
, aunque muy bien puede considerarse f ∈ C k

(
Ω , RN

)
,

sin embargo esta particularidad de tomar una función de clase C1 es con el propósito
de asegurar la existencia de una derivada continua; lo que pronto se pondrá de
mani�esto que es necesario para aplicar la de�nición.

DEFINICIÓN 1.1.1. y− PUNTO.

Se dice que x ∈ Ω ⊂ RN es un y−punto de f si y sólo si f(x) = y si y sólo si
x ∈ f−1({y}).

DEFINICIÓN 1.1.2. VALOR REGULAR.

Se dice que y ∈ RN es un valor regular de f si para todo x ∈ f−1({y})
se tiene que Df (x) es sobreyectiva y si además f−1({y}) ∩ Sf (Ω) = Ø , donde:
Sf (Ω) = {x ∈ Ω : Jf (x) = 0} conjunto de puntos críticos.

Un punto x ∈ Ω ⊂ RN se dice regular si no es crítico y un punto y ∈ RN que
no es valor regular se llama valor crítico de f .
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1.2. DEFINICIÓN DE GRADO TOPOLÓGICO DE BROUWER.

DEFINICIÓN 1.2.1. GRADO TOPOLÓGICO.

Sea Ω un subconjunto abierto y acotado de RN y f : Ω −→ RN

una función de clase Ck, con k ≥ 1. Si y ∈ RN�f (∂Ω) es valor regular
de f , de�nimos deg (f,Ω, y) por:

(Ec. 1.2.1) deg (f,Ω, y) =

{∑
x∈f−1({y}) sgn (Jf (x)) si f−1({y}) 6= ∅.

0 si f−1({y}) = ∅.

La ecuación 1.2.1. esencialmente es para funciones derivables con derivada con-
tinua y posee coherencia bajo el siguiente hecho:

TEOREMA 1.2.2. EL CONJUNTO DE PREIMAGENES DE UN VALOR REGULAR ES
UN CONJUNTO FINITO.

Sean y un valor regular de f ∈ C1(Ω), entonces el conjunto de las preimagenes,
f−1({y}), es un conjunto �nito.

DEMOSTRACIÓN.

Por hipótesis f ∈ C1(Ω) , dado que y es un conjunto unipuntual en RN, ha de
considerarse como un conjunto cerrado y acotado de RN , por tanto compacto, de
forma que el conjunto de imagenes inversas de y , f−1({y}) es compacto en Ω , en
particular un subconjunto cerrado de Ω .

f−1({y}) contiene en su totalidad puntos regulares, pues son las preimagenes
de un valor regular, de manera que:

(Ec. 1.2.2) Df (xi) 6= 0 , ∀ xi ∈ f−1({y})

lo que garantiza, mediante los desarrollos de Taylor, que se puede obtener un
disco de radio ε en el que xi sea el único valor que satisfaga la ecuación f(x) = y,
lo que sería un indicador de que el conjunto de preimagenes del valor regular y ,
f−1({y}) , está formado en su totalidad por ceros aislados de F (x) = f(x)− y = 0.

Así, se busca demostrar inicialmente que si x0 ∈ f−1({y}) entonces x0 es un
cero aislado. Procederemos por contradicción, por lo que se supone que existe una
sucesión {xn} ⊂ f−1({y}) tq.: xn → x0 . En este sentido la compacidad del
conjunto f−1({y}) es útil para asegurar que la sucesión xn sea convergente al
punto x0 .
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El desarrollo de Taylor de orden 1 permite escribir:

(Ec. 1.2.3) 0 = f(xn)− f(x0) = Df (x0)(xn − x0) + o (‖xn − x0‖)

implica que: Df (x0)(xn − x0) = o (‖xn − x0‖)

de lo que podemos inferir que para todo r > 0 existe n0 tq.: si n ≥ n0 entonces

(Ec. 1.2.4) ‖Df (x0)(xn − x0)‖ < 1
2 r ‖xn − x0‖.

En relación a la teoría de operadores basta recordar el resultado siguiente:

Si T es un operador lineal de X sobre Y , donde X y Y son espacios linea-
les normados. Entonces, la inversa T−1 existe y es continua sobre su dominio de
de�nición , si y sólo si existe una constante m > 0 tal que:

(Ec. 1.2.5) m ‖x‖ ≤ ‖Tx‖ para toda x ∈ X.

Así dado que y es un valor regular, f−1({y}) contiene en su totalidad puntos
regulares, cumpliéndose la (Ec. 1.2.2) y en particular para x0 ∈ f−1({y}) se tiene
Jf (x0) 6= 0 , por lo que Df (x0) es inversible, de manera que existe r > 0 tal que
∀u ∈ RN :

(Ec. 1.2.6) ‖Df (x0)(u)‖ ≥ r ‖u‖

obteniendo la contradicción.

OBSERVACIÓN.

La cálidad de compacto permite que de todo recubrimiento por abiertos se logre
extraer un subrrecubrimiento �nito.

Bajo el supuesto de que y es un valor regular de f , tenemos que Jf (xi) 6= 0 ,
con xi ∈ f−1({y}) . Entonces por el teorema de la función inversa existe una
vecindad o entorno abierto Wi para cada xi ∈ f−1({y}) y un entorno Vi de
f(xi) en RN tq.:

f (Wi) = Vi , es decir, f |Wi
: Wi −→ Vi

y además se tiene una inversa

(f |Wi)
−1

: Vi −→Wi de clase C1 en Vi .

De forma que en cada entorno Wi , existe un sólo y−punto de f , esto
demuestra que f −1({y}) consiste de puntos aislados, es decir, si xi ∈ f −1({y})
entonces existe una vecindad Wi tq.:

(Ec. 1.2.7) Wi ∩ f −1({y}) = {xi}

luego se observa que los Wi cubren a f −1({y}) ⊂ Ω , �nalmente siendo Ω
compacto lo es también f −1({y}) y podemos extraer un subrrecubrimiento �nito
de f −1({y}) .
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1.3. FÓRMULA DE REPRESENTACIÓN INTEGRAL DEL
GRADO TOPOLÓGICO.

Esta parte del trabajo de investigación está enfocada a garantizar la represen-
tación integral del grado topológico y a demostrar que esta es equivalente a la ya
enunciada de�nición del grado topológico de Brouwer.

DEFINICIÓN 1.3.1. REPRESENTACIÓN INTEGRAL DEL GRADO TOPOLÓGICO.

Sean Ω un conjunto abierto y acotado de RN, f una función pertenecientes a
las clases C1

(
Ω,RN

)
∩ C

(
Ω,RN

)
y b ∈ RN tq.: b /∈ f(∂Ω).

Se considera 0 < ε < dist(b, f (∂Ω)) y una función ϕ ∈ C (]0,∞[,R) con soporte
compacto contenido en ]0, ε[ , y tal que:

(Ec. 1.3.1)
´
RN ϕ (|x|) dx = 1

donde |.| es la norma euclidea de RN, |x| =
(∑N

k=1 x
2
k

) 1
2

, para todo x ∈ RN.

Llamamos el grado topológico de Brouwer de f en Ω, en relación con el valor
regular b al número:

(Ec. 1.3.2) deg (f,Ω, b) =
´

Ω
ϕ (|f(x)− b|) Jf (x)dx .

El objetivo es demostrar que el número deg (f,Ω, b) además de ser un entero,
es también independiente de ε y de ϕ , para ello necesitamos unos lemas técnicos.
Posteriormente la de�nición 1.3.1. será de gran ayuda para abordar el resultado que
hace referencia a que el grado topológico es constante en una componente conexa
de RN \ f (∂Ω).

LEMA 1.3.2.

Sea g una función de clase C2 de Ω ⊂ RN en RN−1 .

Haciendo:

(Ec. 1.3.3) Bi = det ( ∂1 g , . . . , ∂i−1 g , ∂i+1 g , . . . , ∂N g)

se obtiene:

(Ec. 1.3.4)
∑N
i=1(−1)i∂iBi = 0.
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DEMOSTRACIÓN.

Ya que por hipótesis g ∈ C2(Ω,RN−1) se considera g =
(
f1 , f2 , . . . , fN−1

)
g : Ω ⊂ RN −→ RN−1 ;

(x1, x2, . . . , xN )  
(
f1 (x1, x2, . . . , xN ) , f2 (x1, x2, . . . , xN ) , . . . , fN−1 (x1, x2, . . . , xN )

)
.

Haciendo:

Bi = det ( ∂1 g , . . . , ∂i−1 g , ∂i+1 g , . . . , ∂N g)

↑ ↑
El subíndice i representa la columna que hace falta.

En efecto, Bi carece de la columna

∂i g =


∂f1

∂xi
∂f2

∂xi
...

∂fn

∂xi



de forma que: ( ∂1 g , . . . , ∂i−1 g , ∂i+1 g , . . . , ∂N g) es una matríz de (N − 1) x (N − 1),
cuya representación matricial es la siguiente:


∂f 1

∂x1
· · · ∂f 1

∂xi−1

∂f 1

∂xi+1
· · · ∂f 1

∂xN
...

. . .
...

...
. . .

...
∂f N−1

∂x1
· · · ∂f N−1

∂xi−1

∂f N−1

∂xi−1
· · · ∂f N−1

∂xN


N−1 xN−1

Ya que el objetivo es demostrar la ecuación 1.3.4, se utiliza el siguiente re-
sultado relativo a la derivada de un determinante de funciones, especí�camente el
determinante de la matriz de derivadas parciales respecto de la función g .

∂iBi =
∑N
j=1 det( ∂1 g , . . . , ∂j−1 g , ∂i j g , ∂j+1 g , . . . , ∂i−1 g , ∂i+1 g , . . . , ∂N g)

↓
∂i ∂ j g

por lo que escribimos:

∂iBi =
∑N
j=1 cij ;

donde los cij denotan los menores, es decir, los determinantes de una matríz de
dimensiones (N − 2) x (N − 2) luego de eliminar �la i y columna j en una matríz
de (N − 1) x (N − 1).
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Consideraremos diferentes de�niciones para cij , dependiendo de si j < i , i < j
o i = j .

Si j < i :

cij = det ( ∂1 g , . . . , ∂j−1 g , ∂i j g , ∂j+1 g , . . . , ∂i−1 g , ∂i+1 g , . . . , ∂N g)

↑ ↑
la columna ∂i j g está donde deberı́a estar ∂ j g.

Ahora para el caso i < j

cij = det( ∂1 g , . . . , ∂i−1 g , ∂i+1 g , . . . , ∂j−1 g , ∂i j g , ∂j+1 g , . . . , ∂N g)

↑ ↑
la columna ∂i j g está donde deberı́a estar ∂ j g.

Finalmente para el caso i = j hacemos Cii = 0 , para 1 ≤ i ≤ N .

El objetivo principal es demostrar que:
∑N
i=1(−1)i∂iBi = 0 , se procede

designando por α al miembro izquierdo de esta ecuación, luego se sustituye ∂iBi
por

∑N
j=1 cij a �n de obtener la siguiente linea de igualdades:

α =
∑N
i=1(−1)i∂iBi =

∑N
i=1(−1)i

∑N
j=1 cij =

∑N
i=1

∑N
j=1(−1)icij

=
∑N
i,j=1 (−1)icij

↓
Cofactor.

Para trabajar con la expresión anterior debemos demostrar que:

cij = (−1) j+i−1 cji

En efecto:

Supongamos por ejemplo j < i, luego sabemos que:

cij = det ( ∂1 g , . . . , ∂j−1 g , ∂ij g , ∂j+1 g , . . . , ∂i−1 g , ∂i+1 g , . . . , ∂N g)

↑ · · · ↑ ↑
j − 1 intercambios sucesivos.

El intercambio de dos renglones (o columnas) distintas tiene el efecto de múl-
tiplicar el determinante por (−1).

Así desde la columna ∂1 g hasta la columna ∂ij g existen j elementos, por tanto
j − 1 intercambios sucesivos, de forma que cij equivale también a:

(Ec. 1.3.5) cij = (−1) j−1 det( ∂ij g , ∂1 g , . . . , ∂j−1 g , ∂j+1 g , . . . , ∂i−1 g , ∂i+1 g , . . . , ∂N g)



1.3. FÓRMULA DE REPRESENTACIÓN INTEGRAL DEL GRADO TOPOLÓGICO. 11

Dado que el objetivo es trabajar con cij y cji , para posteriormente concluir
mediante transitividad, obtenemos asimismo la expresión para cji :

cji = det ( ∂1 g , . . . , ∂j−1 g , ∂j+1 g , . . . , ∂i−1 g , ∂ij g , ∂i+1 g , . . . , ∂N g)

↑ · · · ↑ ↑ · · · ↑ ↑
Puesto que hace falta la columna j hay i− 1 elementos, desde la columna ∂1 g

hasta la columna ∂ij g y por lo tanto existen i− 2 intercambios.

= (−1) i−2 det ( ∂ij g , ∂1 g , . . . , ∂j−1 g , ∂j+1 g , . . . , ∂i−1 g , ∂i+1 g , . . . , ∂N g)

Al multiplicar por ambos lados por (−1)(−1) = 1 = (−1)2 el resultado no se
altera, luego:

(Ec. 1.3.6) cji = (−1) i det( ∂ij g , ∂1 g , . . . , ∂j−1 g , ∂j+1 g , . . . , ∂i−1 g , ∂i+1 g , . . . , ∂N g)

Despejando los determinantes de las ecuaciones 1.3.5 y 1.3.6 respectivamente,
se obtiene:

cij(−1)−j+1 = det( ∂ij g , ∂1 g , . . . , ∂j−1 g , ∂j+1 g , . . . , ∂i−1 g , ∂i+1 g , . . . , ∂N g)

y también

cji (−1)−i = cji
1

(−1) i = cji
1i

(−1) i = cji

(
1
−1

) i
= cji (−1) i

= det( ∂ij g , ∂1 g , . . . , ∂j−1 g , ∂j+1 g , . . . , ∂i−1 g , ∂i+1 g , . . . , ∂N g)

por transitividad: cij(−1)−j+1 = cji(−1) i =⇒ cij = (−1) j+i−1cji .

Haciendo uso de está última implicación:

α =
∑N
i,j=1 (−1)icij

=
∑
i,j (−1)i (−1) j+i−1 cji

=
∑
i,j (−1)2i (−1) j−1 cji

=
∑
i,j (−1) j−1 cji

= −
∑
i,j (−1) j cji = −α

Lo que en resumen se puede expresar en la siguiente línea de igualdades:

α =
∑N
i,j=1 (−1)icij = −

∑N
i,j=1 (−1) jcji = −α

luego α = 0, concluyendo la prueba.
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LEMA 1.3.3.

Sea f ∈ C2(Ω,RN) con Ω ⊂ RN donde: f = (f1, . . . , f j−1, f j , f j+1, . . . , fN )

Designando por Aij(x) al cofactor de ∂ i f j(x) (donde el indice i contabiliza las
columnas y j designa las �las) en el jacobiano Jf (x). Entonces para todo 1 ≤ j ≤ N
�jo se obtiene:

(Ec. 1.3.7)
∑N
i=1 ∂ iAij = 0.

DEMOSTRACIÓN.

El cofactor Aij de ∂i f j(x) y está dado por:

Aij = (−1)i+j det (∂l f
k) k 6=j, l 6=i

Donde: det (∂lf
k) k 6=j, l 6=i es el menor de la matríz Jf (x) de NxN que resulta

de eliminar el renglón j y la columna i , y es un determinante de (N − 1) x (N − 1).

Para un j �jo, se propone la función auxiliar siguiente:

g = (f1, . . . , f j−1, f j+1, . . . , fN )

↓
carece de f j .

Tenemos que g es una función de clase C2 de Ω en RN−1 cumpliendo las hipó-
tesis del lema 1.3.2.

Bi = det (∂1g, . . . , ∂i−1g, ∂i+1g, . . . , ∂Ng)

Columnas del determinante y se carece de la columna ∂i g.

Por el lema 1.3.2. existe una analogía entre

∑N
i=1(−1) i∂iBi = 0 y

∑N
i=1 ∂iAij = 0

por lo que se da la siguiente igualdad:

Aij = (−1) i Bi ; 1 ≤ i , j ≤ N ; �
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LEMA 1.3.4.

Sean Ω subconjunto abierto y acotado de RN , f ∈ C1(Ω,RN) ∩ C(Ω,RN) ,

con 0 /∈ f(∂Ω) , sea ψ ∈ C ([0,+∞[ ,R) , cuyo soporte compacto

spt ψ = {x/ψ(x) 6= 0} ⊂ ]0, ε[ con 0 < ε < dist (0, f(∂Ω)) y tal función

cumple con la particularidad de que:
´∞

0
rN−1 ψ(r)dr = 0.

Entonces:

(Ec. 1.3.8)
´

Ω
ψ (|f(x)|) Jf (x)dx = 0.

DEMOSTRACIÓN:

La idea de la prueba es escribir la función: ψ (|f(x)|) Jf (x) como la divergencia
de una función que es nula en las proximidades del borde ∂Ω y luego hacer una
integración por partes.

Supongamos por un instante que f ∈ C2 y sea γ : [0, +∞[ −→ R de�nida de
la siguiente forma:

(Ec. 1.3.9) γ(r) =

{
0 ; para r = 0.

r−N
´ r

0
tN−1 ψ(t)dt ; para r > 0.

Inicialmente se debe garantizar que:γ ∈ C1
c (]0,∞[ ,R) y r γ ′ + N γ = ψ, γ

es de clase C1 debido a su de�nición, y ya que γ depende de ψ ∈ C ([0,+∞[ ,R),
cuyo soporte es por hipótesis spt ψ ⊂ ]0, ε[, 0 < ε < dist (0, f(∂Ω)) se asegura que
γ ∈ C1

c (]0,∞[ ,R).

A continuación el objetivo es demostrar la ecuación r γ ′ +N γ = ψ , conside-
rando el caso para r > 0 , ya que por la misma de�nición de γ , si r = 0 entonces
r γ ′(r) +N γ(r) = 0. Así:

γ(r) = r−N
´ r

0
tN−1 ψ(t)dt.

γ ′(r) = −N r−N−1
´ r

0
tN−1 ψ(t)dt + r−N d

dr

´ r
0
tN−1 ψ(t)dt.

De forma que:

r γ ′(r) +N γ(r)

= r
[
−N r−N−1

´ r
0
tN−1 ψ(t)dt + r−N d

dr

´ r
0
tN−1 ψ(t)dt

]
+N r−N

´ r
0
tN−1 ψ(t)dt
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= −N r−N
´ r

0
tN−1 ψ(t)dt+ r−N+1 [tN−1 ψ(t)] |r0 +N r−N

´ r
0
tN−1 ψ(t)dt

= r−N+1 [rN−1 ψ(r)]

= r−N+1+N−1 ψ(r)

= r0 ψ(r) = ψ(r).

Asegurando que: r γ ′ +N γ = ψ.

Como un recurso auxiliar hacemos F (y) = γ (‖y‖) y , para y ∈ RN de tal
forma que:

F (y) = γ (‖y‖) . y

↑ escalar ↖ vector.

= (γ (‖y‖) . y1 , . . . , γ (‖y‖) . yN )

↓ ↓
F1(y) FN (y)

‖.‖ γ
RN −→ R+

0 −→ R

y =


y1

y2

...
yN

 √
y2

1 + · · ·+ y2
N  γ

(√
y2

1 + · · ·+ y2
N

)

Pues la norma aplicada a un vector es una función de RN a R+
0 y γ es una

función de [0,+∞[ , es decir, de R+
0 a R.

Ya que Div F = ∂F1(y)
∂y1

+ ∂F2(y)
∂y2

+ · · · + ∂FN (y)
∂yN

, se trabajará inicialmente
con la primera componente del vector F (y), pues las demás funciones componente
tendrán un comportamiento idéntico.
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Así la derivada parcial de F1(y) = γ (‖y‖) . y1 respecto de la primera compo-
nente de y ∈ RN se obtiene mediante la regla de la derivada de un producto

∂F1

∂y1
(y) = ∂ γ(‖y‖)

∂y1
.y1 + γ (‖y‖) . ∂∂y1 y1

= ∂ γ(‖y‖)
∂y1

.y1 + γ (‖y‖) .

Consideremos la composición de funciones: µ = γ ◦ η , donde η designará la
norma euclídea ‖.‖ aplicada a un vector de RN, η = ‖y‖

µ : η = ‖.‖ γ

RN −→ R+
0 −→ R.

Atendiendo esta notación γ (‖y‖) es equivalente a considerar µ(y) con y ∈ RN.
De forma que:

∂
∂y1

µ (y) = γ ′(η(y)) . ∂η(y)
∂y1

↓

∂(η(y))
∂y1

= ∂
∂y1

(√
y2

1 + y2
2 + · · ·+ y2

N

)
= ∂

∂y1

[(
y2

1 + y2
2 + · · ·+ y2

N

) 1
2

]
= 1

2 .
(
y2

1 + y2
2 + · · ·+ y2

N

)− 1
2 . 2y1

= 1
2

(
1√

y21+y22+···+y2N

)
(2y1) =

(
1
‖y‖

)
(y1) .

Así para la derivada parcial de F1(y) respecto de la primera componente de
y ∈ RN:

∂F1

∂y1
(y) = ∂ γ(‖y‖)

∂y1
.y1 + γ (‖y‖) . ∂∂y1 y1

= ∂ γ(‖y‖)
∂y1

.y1 + γ (‖y‖)

= ∂µ(y)
∂y1

. y1 + γ (‖y‖)

= γ ′ (‖y‖) . y1‖y‖ . y1 + γ (‖y‖)

= γ ′ (‖y‖) . y1 . y1‖y‖ + γ (‖y‖)
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y similarmente:

∂F2

∂y2
(y) = γ ′ (‖y‖) . y2 . y2‖y‖ + γ (‖y‖)

...
∂FN−1

∂yN−1
(y) = γ ′ (‖y‖) . yN−1 . yN−1

‖y‖ + γ (‖y‖)

∂FN
∂yN

(y) = γ ′ (‖y‖) . yN . yN
‖y‖ + γ (‖y‖)

de forma que:

Div F =
(
y1.y1+y2.y2+···+yN−1.yN−1+yN .yN

‖y‖

)
. γ ′ (‖y‖) +N . γ (‖y‖)

utilizando el hecho de que
∑N
k=1 y

2
k =

(√∑N
k=1 y

2
k

)2

= (‖y‖)2, se obtiene

�nalmente la expresión para el divergente de F (y) = γ (‖y‖) . y :

Div F = ‖y‖2
‖y‖ . γ

′ (‖y‖) +N . γ (‖y‖)

= ‖y‖ γ ′ (‖y‖) +N . γ (‖y‖) = ψ (‖y‖)
↓ ↓ ↓ ↓

Considerándolos como valores en R+ \ {0}, ya que: γ ∈ C1
c (]0,+∞[ ,R).

La última igualdad se a�rma mediante la fórmula r γ ′ +N γ = ψ .

Recordemos que el propósito es llegar a demostrar la ecuación 1.3.8 ,
reexpresando ψ (|f(x)|) Jf (x) como la divergencia de una función que es nula en
las proximidades del borde ∂Ω y luego realizar una integración por partes.

Considerando:

Div F (f(x)) = Div F (y) = ∇ . F |y=f(x)

= ‖y‖ γ ′ (‖y‖) +N . γ (‖y‖) = ψ (‖y‖) = ψ (‖f(x)‖)

es posible escribir:

ψ (|f(x)|) Jf (x) = Jf (x) . ∇ . F |y=f(x) ; f(x) ∈ RN.
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Ahora el objetivo es garantizar:

(Ec. 1.3.10) Jf (x) . ∇ . F |y=f(x)=
∑N
i=1 ∂i

∑N
j=1 Aij(x)F j(f(x)).

Para posteriormente hacer uso del lema 1.3.3, se hace un análisis del miembro
derecho de la ecuación 1.3.10 :

∑
i ∂i

∑
j Aij(x)F j(f(x)) ; con x ∈ Ω ⊂ RN y f(x) ∈ RN.

↓ ↘

∂i =


∂f1

∂xi
∂f2

∂xi
...

∂fN

∂xi


Aij = (−1)i+j det (∂l f

k) k 6=j filas, l 6=i columnas
↑ ↖

Cofactor Menor de (N − 1) x (N − 1)
de (N − 1) x (N − 1) .

desde luego se procede con la idea de derivada de un producto.

∑
i ∂i

∑
j Aij(x)F j(f(x))

=
∑

i

∑
j (∂i (Aij)(x)) F j(f(x)) +

∑
i

∑
j Aij(x) ∂i

(
F j(f(x))

)
Mediante el uso del lema 1.3.3∑N
i=1 ∂i (Aij)(x) = 0.

=
∑

i

∑
j Aij(x) ∂i

(
F j(f(x))

)
; por la regla de la cadena

F (y) = γ (‖y‖) .y
↓ ↘

F : RN −→ RN γ : R+
0 −→ R;

∂ F◦f
∂y (x) =

∑
k
∂F j

∂yk
(f(x)) ∂i f

k(x)

∂i
(
F j(f(x))

)
=
∑
k
∂F j

∂yk
(f(x)) ∂i f

k(x)

=
∑
k ∂i f

k(x) ∂F
j

∂yk
(f(x))

=
∑

i

∑
j Aij(x)

∑
k ∂i f

k(x) ∂F
j

∂yk
(f(x)) ; reordenando con respecto

a las sumatorías.

=
∑

j

∑
k

(∑
i Aij(x) ∂i f

k(x)
)
∂F j

∂yk
(f(x))
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El siguiente paso es demostrar que:
∑

i Aij(x) ∂i f
k(x) = δ k j Jf (x)

∂i f
k(x)Aij(x) ; si k = j.

= ∂i f
j(x)Aij(x); donde Aij(x) denota cofactor, que resulta de eliminar

la columna i y la �la j en det
(
∂f j

∂xi
(x)
)

1≤i , j≤N
.

= ∂i f
j(x) .

(
(−1)i+j det (∂ l f

s)s6=j , l 6=i

)
.

Luego
∑N
i=1Aij(x)∂if

j(x) es la denominada expansión de Jf (x) = det
(
∂f j

∂xi
(x)
)

1≤i , j≤N

por cofactores en el j−ésimo renglón, cuando k = j .

Finalmente haciendo uso de la de�nición de δelta de Kronecker :

δ k j =

{
1; si k = j

0; si k 6= j

Se obtiene:∑N
i=1 Aij(x) ∂i f

k(x) = δ k j Jf (x)

De manera que sustituyendo esta última igualdad en la expresión:∑
j

∑
k

(∑
i Aij(x) ∂i f

k(x)
)
∂F j

∂yk
(f(x))

=
∑

j

∑
k (δ k j Jf (x)) ∂F j

∂yk
(f(x)) ; Al tomar k = j , en la de�nición

de δelta de Kronecker.

=
∑N

j=1 (Jf (x)) ∂F j

∂y j
(f(x))

↓

∇.F |y=f(x)

De manera que por la discusión precedente, se obtiene:

∑
i ∂i

∑
j Aij(x)F j(f(x)) = Jf (x). (∇.F ) (f(x))
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Finalmente:

ψ (|f(x)|) Jf (x) = Jf (x)∇.F |y=f(x)=
∑N

i=1 ∂i
∑N

j=1 Aij(x)F j(f(x))

a �n de obtener la ecuación 1.3.8 integramos la ecuación anterior sobre Ω

´
Ω
ψ (|f(x)|) Jf (x)dx =

∑N
i=1

´
Ω
∂i

(∑N
j=1 Aij(x)F j(f(x))

)
dx

puesto que F j (f(x)) = 0 en un vecindario de la frontera ∂Ω , una integración
por partes muestra que la última integral es nula.

Así el lema ha sido demostrado para una función f de clase C2, el caso general
se deduce por la regularización de la función f .

A continuación el objetivo es veri�car que la de�nición del grado topológico es
independiente de ε y de la función ϕ .

PROPOSICIÓN 1.3.5.

De acuerdo a las hipótesis y la notación de la de�nición 1.3.1, el grado
topológico de Brouwer de f en Ω, en relación con el valor regular b,
deg (f,Ω, b) =

´
Ω
ϕ (|f(x)− b|) Jf (x)dx es independiente de ε y de la función ϕ ,

previsto que ε < dist (b, f (∂Ω)).

DEMOSTRACIÓN.

Sean ε0 = dist (b, f (∂Ω)) y 0 < ε1 , ε2 < ε0. Si ϕ1 y ϕ2 tienen su soporte
contenido en ]0, ε1[ y ]0, ε2[ y son tales que:

´
RN ϕ1 (|x|) dx =

´
RN ϕ2 (|x|) dx = 1

luego haciendo ψ = ϕ1 − ϕ2 , en el lema 1.3.4 se obtiene:

´
Ω
ψ (|f(x)− b|) Jf (x) dx = 0 �

La siguiente fórmula de representación fue usada por Heinz (1959) para intro-
ducir la de�nición del grado topológico de Brouwer. Los trabajos de Heinz se ubican
dentro del método analítico, basado en el uso de diversas herramientas de análisis
y bajo un enfoque diferencial.
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PROPOSICIÓN 1.3.6. FÓRMULA DE REPRESENTACIÓN INTEGRAL DEL GRADO
TOPOLÓGICO.

Sea f ∈ C1(Ω), b /∈ f(∂Ω) ∪ f(Sf ) y sea ϕε ∈ C1
c (RN)

ϕε : RN −→ R tq.:
´
RN ϕε(x)dx = 1 y spt (ϕε) ⊂ B(0, ε)

entonces existe ε0 > 0 tq.:

(Ec. 1.3.11) deg(f,Ω, b) =
´

Ω
ϕε(f(x)− b) Jf (x) dx

para todo 0 < ε < ε0.

La proposición 1.3.6 es de hecho la garantía de que ambas de�niciones del grado
topológico de Brouwer, de�nición 1.2.1 y la de�nición 1.3.1 son equivalentes.

PRUEBA:

Por hipótesis: p /∈ f (Sf ∪ ∂Ω), lo que garantiza que b es un valor regular de f ,
por tanto el conjunto f−1 ({b}) = {a1, a2, . . . , ak} es un conjunto �nito de puntos
regulares.

Por el hecho de que f es una función de clase C1, mediante el teorema de
Taylor podemos obtener un disco de radio positivo dentro del cual existe un único
punto que satisface f(x) = b , es decir, cada ai ∈ f−1 ({b}), con i = 1, 2, . . . , k ,
es un cero aislado para f(x)− b = 0 .

Por el supuesto de que existen funciones ϕε : RN −→ R continuas con
spt (ϕε) ⊂ B (0, ε) e

´
RN ϕε (x) dx = 1 para ε > 0 su�cientemente pequeño,

podemos elegir entornos abiertos, disjuntos dos a dos y disjuntos con ∂Ω para cada
punto regular ai , Ui = Ui(ai, ε) ⊂ Ω ⊂ RN para todo i = 1, 2, . . . , k.

Una propiedad interesante del jacobiano es que cuando este es diferente de
cero en el entorno de un punto dado, entonces el teorema de la función inversa
garantiza que la función f es localmente invertible en un vecindario de ai ,
además las hipótesis correspondientes al teorema de la función inversa aseguran
que x ∈ Ui (ai, ε) , tienen una vecindad en la que f es uno a uno (inyectiva).

Así considerando: f : Ui (ai, ε) −→ B (b, ri) y ya que ai es un punto regular,
Df |Ui 6= 0 , la función f es inversible y f |Ui es inyectiva (por el teorema de
inversión local, f es un difeomorfísmo).

Si ϕε (f(x)− b) 6= 0 signi�ca que f(x)− b está en el soporte de ϕε ,

spt ϕε = {f(.)− b : ϕε (f(.)− b) 6= 0} , mientras que x está en el soporte de
f , spt f ⊂ ∪ki=1Ui , por lo que el soporte de ϕε depende del soporte de f , de
este análisis se in�ere que: spt ϕε (f(.)− b) ⊂ spt f ⊂ ∪ki=1Ui .
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A continuación utilizamos el miembro derecho de la ecuación 1.3.11, con la
variante de que la integración no se realiza sobre todo Ω sino sobre un Ui arbitrario,
posteriormente se generaliza, de esta forma:

´
Ui
ϕε (f(x)− b) Jf (x)dx =

´
Ui
ϕε (f(x)− b) sgn (Jf (x)) |Jf (x)| dx .

Por ser f una función de clase C1, hemos conseguido mediante el teorema de
Taylor un entorno abierto en el que únicamente existe un ai , luego Jf |Ui=Ui(ai,ε) 6=
0 , y por la continuidad del Jacobiano de f en este entorno, el Jf sobre Ui no
cambia de signo, ya que sólo hay un punto regular como centro de cada entorno
Ui = Ui (ai, ε) por lo que para sgn (Jf (x)) tomamos el representante sgn (Jf (ai)),
por lo que:

´
Ui
ϕε (f(x)− b) sgn (Jf (x)) |Jf (x)| dx

= sgn (Jf (ai))
´
Ui
ϕε (f(x)− b) |Jf (x)| dx ;

Por el cambio de variables.

z = f(x)→ dz = Jf (x)dx.

= sgn (Jf (ai))
´
B(b,ri)

ϕε (z − b) dz

= sgn (Jf (ai))
´
B(0,ri)

ϕε (u) du ; nuevamente por cambio
de variables y dado que
una de las hipótesis es´
RN ϕε(x)dx = 1.

= sgn (Jf (ai)) .

De manera que habiendo trabajado individualmente los entornos Ui obtene-
mos

´
Ui
ϕε (f(x)− b) Jf (x)dx = sgn (Jf (ai)).

Ahora dado que ϕε : RN −→ R, es claro que sptϕε ⊂ RN, asimismo ϕε (f(x)− b)
toma x ∈ spt f ⊂ ∪ki=1Ui , considerando f |Ui : Ui (ai, ε) −→ B (b, ri), así ϕε toma
valores de f(x) es decir en el conjunto de llegada de f , especí�camente en B(b, ri)
, por lo que se realiza la siguiente escogitación de 0 < ε ≤ ε1 = inf (r1, r2, . . . , rk),
dándole consistencia a la hipótesis spt ϕε ⊂ B(0, ri); ∀i = 1, 2, . . . , k.

Proseguimos la demostración considerando la restricción b /∈ f
(
Ω \ ∪ki=1Ui

)
,

pues no pueden haber soluciones de la ecuación f(x) = b fuera de ∪ki=1Ui , ya que
las únicas imagenes inversas de b por f son a1, a2, . . . , ak ; es importante destacar
además que Ω \ ∪ki=1Ui es un conjunto acotado.
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Puesto que los Ui = Ui(ai, ε) ⊂ Ω, con i = 1, 2, . . . , k , son disjuntos dos a
dos, Ui ∩ Uj = Ø ; i 6= j , y que además no se integra sobre Ω, sino que sobre Ω,
ya que x /∈ ∂Ω , pues Ui ∩ ∂Ω = Ø , deducimos que:

´
Ω
ϕε (f(x)− b) Jf (x)dx

=
´

Ω\∪ki=1Ui
ϕε (f(x)− b) Jf (x)dx+

´
∪ki=1Ui

ϕε (f(x)− b) Jf (x)dx

=
∑k
i=1

´
Ui

ϕε (f(x)− b) Jf (x)dx

=
∑k
i=1 sgn (Jf (ai))

= deg(f,Ω, b) .

Concluyendo de manera a�rmativa la equivalencia de ambas de�niciones del
grado topológico de Brouwer, además de asegurar muy exhaustivamente la fórmula
de representación integral del grado topológico.



Capítulo 2

PROPIEDADES FUNDAMENTALES DEL
GRADO TOPOLÓGICO DE BROUWER.

Como se ha explicado previamente, la de�nición del grado topológico utiliza
esencialmente funciones de clase Ck con k ≥ 1, en este capítulo el objetivo principal
es conocer las diferentes propiedades que posee la función deg al modi�car o
perturbar el primer parámetro de la terna admisible, la función; Posteriormente se
garantizará, mediante un proceso de regularización, el poder escoger una función
únicamente continua en lugar de una función de clase Ck.

A continuación se presenta el primer resultado fundamental que provee la base
de este estudio.

2.1. ANALIZANDO deg BAJO LA MODIFICACIÓN DEL 1er
PARÁMETRO, LA FUNCIÓN.

PROPOSICIÓN 2.1.1. LOS GRADOS TOPOLÓGICOS RESPECTO DE FUNCIONES
EXTREMADAMENTE CERCANAS SON IDÉNTICOS.

Sea φ ∈ C1
(
Ω
)
, p /∈ φ (Sφ) ∪ φ (∂Ω). Existe δ > 0 tq.: si ψ ∈ C1

(
Ω
)
y

(Ec. 2.1.1.) ‖φ− ψ‖1 ≤ δ

es decir,

(Ec. 2.1.2.) ψ ∈ B1 (φ, δ) =
{
ξ ∈ C1

(
Ω
)

: ‖φ− ξ‖1 ≤ δ
}
.

Entonces: p /∈ ψ (Sψ) ∪ ψ (∂Ω) y deg (φ,Ω, p) = deg (ψ,Ω, p).

DEMOSTRACIÓN.

Por hipótesis p /∈ (φ (Sφ) ∪ φ (∂Ω)), en particular implica que p /∈ φ (Sφ), por lo
que p es un valor regular respecto de φ, luego φ−1 ({p}) consiste en ser un conjunto
�nito o es vacío, por lo que trabajamos por separado cada uno de estos casos.

23
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1ER CASO: φ−1 ({p}) es un conjunto un conjunto vacío.

Fig. 01. Ilustración respecto a la aplicación de
la función φ sobre Ω , garantizando p /∈ φ

(
Ω
)
.

Dado que φ ∈ C1
(
Ω
)
, donde Ω es un subconjunto compacto de RN, (por ser Ω

un subconjunto abierto y acotado de RN), y bajo el supuesto de que φ−1 ({p}) = Ø ,
implica que no hay ningún elemento en Ω que genere el valor regular p , mediante la
aplicación φ, pues la compacidad se conserva bajo aplicaciones continuas, de forma
que se puede asegurar que ρ

(
p, φ

(
Ω
))
> 0 , además ya que p /∈ (φ (Sφ) ∪ φ (∂Ω)),

se garantiza que ρ (p, φ (Ω)) > 0 .

Se excluye de este análisis el caso en el que se tiene la mínima distancia
ρ (p, φ (Ω)) = 0 pues el valor regular p se encontraría en la frontera.

Elegimos δ = 1
2ρ
(
p, φ

(
Ω
))
> 0 , de manera que ∀x ∈ Ω :

(Ec. 2.1.3.) ‖φ (x)− p‖ = Sup {|φ(x)− p| : x ∈ Ω}
≥ 2δ = ρ

(
p, φ

(
Ω
))

↓
inf

{
ρ (p, y) : y ∈ φ

(
Ω
)}

↓
ρ (p, y) = |p− y|

= máx {|pi − yi| : i = 1, . . . , N}

Es importante mencionar entorno a la discusión de las normas, que en la
ecuación 2.1.2, la norma del espacio C1, ‖.‖1 , posee la siguiente de�nición:

(Ec. 2.1.4.) ‖ψ − φ‖1 = ‖ψ − φ‖+ ‖∇ (ψ − φ)‖

= Sup{|ψ(x)− φ(x)| : x ∈ Ω}+ Sup{|∇ (ψ(x)− φ(x))| : x ∈ Ω}

= Supx∈Ω {máx 1≤i≤N |ψi(x)− φi(x)|}+Supx∈Ω

{
máx 1≤i≤N

∣∣∣ ∂
∂xj

(ψi − φi) (x)
∣∣∣}.
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Entonces ∀x ∈ Ω se tiene:

(Ec. 2.1.5.) ‖φ(x)− ψ(x)‖ ≤ ‖φ− ψ‖1 < δ.

A continuación el objetivo es determinar la relación de distancia entre ψ(x) y
p, por lo que se procede de la siguiente forma:

‖φ(x)− p‖ = ‖φ(x)− ψ(x) + ψ(x)− p‖ ; mediante la desigualdad triangular.

≤ ‖φ(x)− ψ(x)‖+ ‖ψ(x)− p‖

=⇒ ‖φ(x)− p‖ − ‖φ(x)− ψ(x)‖ ≤ ‖ψ(x)− p‖ ; ∀x ∈ Ω

=⇒ ‖ψ(x)− p‖ ≥ ‖φ(x)− p‖ − ‖φ(x)− ψ(x)‖ ; utilizando la ecuación 2.1.5.

> ‖φ(x)− p‖ − δ; bajo el uso de (Ec. 2.1.3).

> 2δ − δ = δ.

Finalmente ‖ψ (x)− p‖ > δ, para todo x ∈ Ω , por lo que p /∈ ψ
(
Ω
)
en

consecuencia ψ−1 ({p}) = Ø, es decir, p no tiene imagenes inversas en Ω mediante
ψ−1, luego se asegura que p /∈ ψ (Sψ) ∪ ψ (∂Ω), por ser Sψ ⊂ Ω y por ∂Ω ⊂ Ω.

Concluyendo que: deg (ψ,Ω, p) = deg (φ,Ω, p) = 0.

2DO CASO: φ−1 ({p}) es un conjunto �nito.

De acuerdo a la hipótesis: p /∈ φ (Sφ) ∪ φ (∂Ω), p es un valor regular, de forma
que por el teorema 1.2.2. , φ−1 ({p}) es un conjunto �nito, φ−1 ({p}) = {a1, . . . , ak}.

Puesto que φ es una función de clase C1, mediante el desarrollo de Taylor es
posible obtener un disco de radio positivo dentro del cual existe un único punto que
satisface φ(x) = p, esto permite elegir r de forma tal que las bolas:

Q (ai, r) =
{
y ∈ RN : ρ (ai, y) < r

}
; i = 1, 2, . . . , k ;

↓
|ai − y| = máx

{∣∣aij − yj∣∣ : j = 1, 2, . . . , N
}
.

sean disjuntas y en consecuencia los ai son puntos aislados que satisfacen la
ecuación φ(x) = p.
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En adelante el propósito es mostrar que existe r > 0, δ > 0 tal que si
ψ ∈ C1

(
Ω
)
cumpliendo (Ec. 2.1.1.) , entonces ψ admite exactamente un p−punto

en Q (ai, r) i = 1, 2, . . . , k , es decir, en cada bola existe exactamente un punto
x ∈ Ω que satisface la ecuación ψ (x) = p .

Elegimos r0 de forma tal que las bolas Q (ai, r0) sean disjuntas y no corten al
conjunto ∂Ω ∪ Sφ;

0 < r0 < min
{
ρ(ai,aj)

3 ; i 6= j; i, j = 1, 2, . . . , k
}
∧min

{
ρ(ai,∂Ω∪Sφ)

3 ; i = 1, 2, . . . , k
}

se introduce la siguiente notación

(Ec. 2.1.6.) Q(r0) = Q (a1, r0) ∪ · · · ∪Q (ak, r0) = ∪ki=1Q (ai, r0).

Ya que φ−1 ({p}) = {a1, . . . , ak} es un conjunto �nito de puntos regulares que
además son aislados, cada bola Q (ai, r0) con i = 1, 2, . . . , k , es un conjunto �nito
dentro del conjunto compacto Ω ⊂ RN, en consecuencia cada bola Q (ai, r0) es com-
pacta. Dado que la unión �nita de una colección cualquiera de conjuntos compactos
es compacta, se in�ere que Q(r0) = ∪ki=1Q (ai, r0) es un conjunto compacto.

Como cada ai es un punto regular, Jφ (ai) 6= 0 para cada i ∈ {1, 2, . . . , k} y
denotamos por:

(Ec. 2.1.7.) c = mı́n {|Jφ (ai)| : i = 1, 2, . . . , k} > 0 .

Ya que Jφ es una aplicación lineal continua sobre Ω , pues φ ∈ C1
(
Ω
)
, por el

teorema de Heine Cantor, la aplicación Jφ es uniformemente continua.

Si denotamos por ci = |Jφ (ai)| para i = 1, 2, . . . , k , podemos realizar el análisis
para cada una de las bolas Q (ai, r0) de la siguiente forma:

tomando en particular ε = 1
3 ci , existe δ > 0 tq.: |Jφ (ai)− Jφ (x)| < ε siempre

que |ai − x| < δ , de manera que:

|Jφ(x)| = |Jφ(x)− Jφ (ai) + Jφ (ai)|
= |Jφ (ai)− (Jφ (ai)− Jφ (x))| ; |a− b| ≥ ||a| − |b||
≥ |Jφ (ai)| − |Jφ (ai)− Jφ (x)|
≥ ci − 1

3 ci = 2
3 ci .

De forma que |Jφ(x)| ≥ 2
3 ci ≥

2
3 c , por (Ec. 2.1.7.).
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De lo anterior se a�rma que existe 0 < r1 < r0 tal que |Jφ (x)| ≥ 2
3 c , para

todo x ∈ Q(r1) = ∪ki=1Q (ai, r1). De manera directa: el jacobiano es una función
continua, si en cierto x su valor absoluto es mayor que c entonces en un entorno
es mayor que 2

3 de c .

Según (Ec. 2.1.4.), el que la función ψ esté cerca de φ según la norma ‖.‖1 ,
‖ψ − φ‖1 ≤ δ , signi�ca que no sólo están cerca los valores de la función, sino
también todas las derivadas parciales de orden 1 lo están, y en tal caso el jacobiano
de ψ está próximo del jacobiano de φ uniformemente, para todo x ∈ Ω , por lo que
se elige δ1 > 0 de tal forma que se cumpla (Ec. 2.1.2.), entonces ∀x ∈ Ω se tiene:

(Ec. 2.1.8.) ‖Jφ (x)− Jψ (x)‖ = Sup
{
|Jφ (x)− Jψ (x)| : x ∈ Ω

}
≤ 1

3c

siempre que: ‖φ− ψ‖1 ≤ δ1.

Se deduce que sí x ∈ Q (r1) y ψ ∈ B1 (φ, δ1) , es decir, ‖φ− ψ‖1 ≤ δ1 entonces:

‖Jψ (x)‖ = ‖Jφ (x)− Jφ (x) + Jψ (x)‖ ; |a− b| ≥ ||a| − |b||.

≥ ‖Jφ (x)‖ − ‖Jφ (x)− Jψ (x)‖
↓ ↓
≥ 2

3 c ≤ 1
3 c

≥
(

2
3 −

1
3

)
c = 1

3 c.

Obteniendo:

(Ec. 2.1.9.) ‖Jψ (x)‖ = Sup {|Jψ (x)| : x ∈ Q (r1)} ≥ 1
3 c > 0;

siempre que: ‖φ− ψ‖1 ≤ δ1.

Se deduce por (Ec. 2.1.9.) que: ψ (Q (ai, r1)) es un conjunto de valores regulares,
para todo i = 1, 2, . . . , k .

El resto de la prueba consiste en aplicar el teorema de contracción para probar
que efectivamente ψ tiene un sólo p−punto en cada Q (ai, r1).

En esta parte se hace indispensable recordar que en un espacio métrico (X, d),
una función f se denomina contracción si existe un número α < 1 tq.:

(Ec. 2.1.10.) d (f(x), f(y)) < αd(x, y) , ∀x, y ∈ X.
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El teorema de contracción a�rma, que una función contracción en un espa-
cio métrico completo, posee un único punto �jo. Ya que RN es un espacio métri-
co completo (Banach) con cualquiera de sus distancias usuales, resta el garanti-
zar una aplicación que tenga las caracteristicas de una contracción, de tal forma
que nos centraremos en el estudio de las soluciones de la ecuación: ψ(x) = p en
Q (ai, r1) ; 0 < r1 < r0; ∀i ∈ 1, . . . , k .

Es claro que basta probarlo para una bola Q (ai, r1) arbitraría de manera que
�jamos un índice i y simpli�camos la nomenclatura introduciendo la siguiente no-
tación:

a = ai y h = φ (ai)− ψ (ai) = φ (a)− ψ (a)

iniciamos el análisis de la siguiente manera:

ψ (x) = p = φ (a) ; φ−1 ({p}) = {a1, a2, . . . , ak}
⇐⇒ φ (ai) = p ; i = 1, 2, . . . , k .

= φ (a) + ψ (a)− ψ (a)

= ψ (a) + φ (a)− ψ (a)

= ψ (a) + h

De forma que estudiar las soluciones de ψ (x) = p equivale a buscar las solucio-
nes de ψ (x)− ψ (a) = h en Q (a, r1), el cual veremos que representa un problema
de punto �jo.

Con el propósito de que la bola Q (a, r1) este centrada en el origen Q (0, r1), se
realiza la traslación de coordenadas siguiente x = z + a , ∀z ∈ Q (0, r1), asi bajo
este cambio de variables ψ (x) = ψ (z + a) , reescribimos la ecuación:

h = ψ (x)− ψ (a)
= ψ (z + a)− ψ (a)
= ψ (z + a)− ψ (a)−Dψ (a) .z +Dψ (a) .z .

(Ec. 2.1.11.) h = ψ (z + a)− ψ (a)−Dψ (a) .z +Dψ (a) .z .

Considerando la aplicación T : Q (0, r1) −→ RN de�nida como:

(Ec. 2.1.12.) T (z) = ψ (z + a)− ψ (a)−Dψ (a) .z

en la ecuación 2.1.11 obtenemos:

(Ec. 2.1.13.) h = T (z) +Dψ (a) .z

Por de�nición, la diferencial de ψ en a es un operador líneal, y más aún Dψ (a)
es un operador líneal inversible, por (Ec. 2.1.9.).
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Como ψ es una aplicación de RN, entonces se le puede asociar directamente con
la matriz de sus derivadas parciales. Así que se puede multiplicar por la izquierda a
ambos miembros de la ecuación Dψ(a).z = h−T (z) por la inversa de dicha matriz,
(Dψ(a))

−1

(Dψ(a))
−1
Dψ(a).z = (Dψ(a))

−1
(h− T (z))

=⇒ z = (Dψ(a))
−1

(h− T (z)); denotamos la inversa de (Dψ(a))
−1 por V .

Se puede pensar que el operador inverso V
consiste directamente en multiplicar a la
izquierda por la inversa de la matriz Dψ(a).

=⇒ z = V (h− T (z))

De�nimos la aplicación W : Q (0, r1) −→ RN como: V (h− T (z)) = W (z)
para obtener:

(Ec. 2.1.14.) z = V (h− T (z)) = W (z)

así h = ψ (x)− ψ(a) representa un problema de punto �jo.

Estudiar la ecuación ψ (x) = p , para algún x ∈ Q (a, r1) equivale a analizar,
luego de la traslación de coordenadas, la relación ψ (z + a) = p = φ (a) , para algún
z ∈ Q (0, r1) y equivale a su vez a resolver W (z) = z , para algún z ∈ Q (0, r1).

Lo siguiente consiste en demostrar que la ecuación W (z) = z admite exacta-
mente una solución en Q (0, r1) para algún r1 < r0 y cuando ‖φ− ψ‖1 < δ1 ,
para algún δ1 < δ , es decir, garantizar que W (z) = z tiene un único punto �jo
en Q (0, r1).

Para aplicar el teorema de la contracción, inicialmente nuestro propósito es
mostrar que W es efectivamente una contracción.

Ya que: z = V (h− T (z)) = W (z), donde T (z) = ψ (z + a)− ψ (a)−Dψ (a) .z se

estima la componente (T (z)− T (y))l para y , z ∈ Q (0, r1), 1 ≤ l ≤ N, donde
l cuanti�ca las funciones componente ya que ψ = (ψ1, ψ2, . . . , ψN−1, ψN )

con ψ ∈ C1
(
Ω
)
y en notación de operadores se escribirá (Tz − Ty)l .
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Dado que T : Q (0, r1) −→ RN es un operador lineal:

(T (z)− T (y))l = ψl (z + a)−ψl (a)−Dψl (a) .z−ψl (a+ y)+ψl (a)+Dψl (a) .y

= ψl (z + a)− ψl (a+ y)−Dψl (a) . (z − y)

(Ec. 2.1.15.) (T (z)− T (y))l = ψl (z + a)−ψl (a+ y)−Dψl (a) . (z − y)

Se trabajará por separado la expresión ψl (z + a)− ψl (a+ y) de (Ec. 2.1.15.)

ψl (z + a)− ψl (a+ y) ;
∀ y , z ∈ Q (0, r1)
derivando e integrando
respecto a θ ∈ [0, 1].

=
´ 1

0
d
dθ ψl (a+ θz + (1− θ) y) dθ ;

mediante el
teorema del valor medio.

=
´ 1

0
Dψl (a+ θz + (1− θ) y) (z − y) dθ ;

por la derivada implícita.
1 ≤ l ≤ N ; ∀ y , z ∈ Q (0, r1).

=
´ 1

0

∑N
j=1

∂ψl
∂xj

(a+ θz + (1− θ) y) . (zj − yj) dθ

=
´ 1

0

∑N
j=1 (zj − yj)

[
∂ψl
∂xj

(a+ θz + (1− θ) y)
]
dθ ;

zj − yj sale como una
constante por carecer
de la variablede integración.

=
∑N
j=1 (zj − yj)

´ 1

0

[
∂ψl
∂xj

(a+ θz + (1− θ) y)
]
dθ.

Obtienendo:

(Ec. 2.1.16.) ψl (z + a)−ψl (a+ y) =
∑N
j=1 (zj − yj)

´ 1

0

[
∂ψl
∂xj

(a+ θz + (1− θ) y)
]
dθ

Sustituyendo la igualdad 2.1.16 en (Ec. 2.1.15.)

(T (z)− T (y))l

=
∑N
j=1 (zj − yj)

´ 1

0

[
∂ψl
∂xj

(a+ θz + (1− θ) y)
]
dθ −Dψl (a) . (z − y)

=
∑N
j=1 (zj − yj)

´ 1

0

[
∂ψl
∂xj

(a+ θz + (1− θ) y)
]
dθ −

∑N
j=1 (zj − yj)

[
∂ψl
∂xj

(a)
]
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=
∑N
j=1 (zj − yj)

´ 1

0

[
∂ψl
∂xj

(a+ θz + (1− θ) y)− ∂ψl
∂xj

(a)
]
dθ

Bajo el cambio de variables
ζ = a+ θz + (1− θ) y .

=
∑N
j=1 (zj − yj)

´ 1

0

[
∂ψl
∂xj

(ζ)− ∂ψl
∂xj

(a)
]
dθ

Sumando y restando
∂φl
∂xj

(ζ) y ∂φl
∂xj

(a).

=
∑N
j=1 (zj − yj)

´ 1

0

[
∂ψl
∂xj

(ζ)− ∂φl
∂xj

(ζ) + ∂φl
∂xj

(ζ)− ∂φl
∂xj

(a) + ∂φl
∂xj

(a)− ∂ψl
∂xj

(a)
]
dθ

Se toman las parejas del integrando
en orden y se busca una acotación
apropiada para cada una de ellas.

Mediante (Ec. 2.1.1.) y (Ec. 2.1.4.) es posible obtener desigualdades para

∂ψl
∂xj

(ζ)− ∂φl
∂xj

(ζ) y para ∂φl
∂xj

(a)− ∂ψl
∂xj

(a).

(Ec. 2.1.17.)∣∣∣∂ψl∂xj
(ζ)− ∂φl

∂xj
(ζ)
∣∣∣ ≤ δ =⇒

´ 1

0

∣∣∣∂ψl∂xj
(ζ)− ∂φl

∂xj
(ζ)
∣∣∣ dθ ≤ ´ 1

0
δdθ = δ.θ |10= δ.

(Ec. 2.1.18.)∣∣∣ ∂φl∂xj
(a)− ∂ψl

∂xj
(a)
∣∣∣ ≤ δ =⇒

´ 1

0

∣∣∣ ∂φl∂xj
(a)− ∂ψl

∂xj
(a)
∣∣∣ dθ ≤ ´ 1

0
δdθ = δ.θ |10= δ.

Para el análisis ∂φl∂xj
(ζ)− ∂φl

∂xj
(a) introducimos la función ε : [0, r1] −→ R de�nida

como sigue:

ε (r) = Sup r∈[0,r1]

{´ 1

0

∣∣∣ ∂φi∂xj
(a+ θz + (1− θ) y)− ∂φi

∂xj
(a)
∣∣∣ dθ : z, y ∈ Q(0, r), i, j = 1, 2, . . . , N

}
de forma que se obtiene:

(Ec. 2.1.19.)
´ 1

0

∣∣∣ ∂φi∂xj
(ζ)− ∂φi

∂xj
(a)
∣∣∣ dθ ≤ ´ 1

0
ε (r) dθ = ε (r) .θ |10= ε (r) .
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Antes de proseguir es conveniente dar la forma explícita del vector (Tz − Ty)
y su respectiva norma:

(Tz − Ty) =
(
(T (z)− T (y))1 , (T (z)− T (y))2 , . . . , (T (z)− T (y))l , . . . , (T (z)− T (y))N

)
= ((T1z − T1y) , (T2z − T2y) , . . . , (Tlz − Tly) , . . . , (TNz − TNy))

|Tz − Ty| = máx {|Tiz − Tiy| : i = 1, 2, . . . , l, . . . , N} ; y, z ∈ Q(0, r).

Para cada componente tenemos la igualdad:

(T (z)− T (y))l = Tl(z)− Tl(y)

=
∑N
j=1 (zj − yj)

´ 1

0

[
∂ψl
∂xj

(ζ)− ∂φl
∂xj

(ζ) + ∂φl
∂xj

(ζ)− ∂φl
∂xj

(a) + ∂φl
∂xj

(a)− ∂ψl
∂xj

(a)
]
dθ

Al aplicar normas a ambos miembros

|Tz − Ty|

≤
∣∣∣∑N

j=1 (zj − yj)
∣∣∣ (´ 1

0

∣∣∣ ∂ψl∂xj
(ζ)− ∂φl

∂xj
(ζ)
∣∣∣ dθ + ´ 1

0

∣∣∣ ∂φl∂xj
(a)− ∂ψl

∂xj
(a)
∣∣∣ dθ + ´ 1

0

∣∣∣ ∂φi∂xj
(ζ)− ∂φi

∂xj
(a)
∣∣∣ dθ)

sustituyendo las acotaciones expuestas en (Ec. 2.1.17.), (Ec. 2.1.18.) y (Ec. 2.1.19.)
se consigue

(Ec. 2.1.20.) |Tz − Ty| ≤
∣∣∣∑N

j=1 (zj − yj)
∣∣∣ ´ 1

0
[2δ + ε(r)] dθ

Sin embargo es preciso analizar que:
∣∣∣∑N

j=1 (zj − yj)
∣∣∣ =

∑N
j=1 |zj − yj | es una

suma de N elementos todos distintos, en cambio al considerar la norma asociada
al máximo |z − y| = máx {|zi − yi| : i = 1, 2, . . . , N} esta sólo tomará uno de
tales valores absolutos, que es el máximo valor absoluto de la diferencia entre com-
ponentes, posteriormente para acotar se múltiplica por N , que es la cantidad de
sumandos; por consiguiente la desigualdad 2.1.20. se torna

|T (z)− T (y)| ≤ N |z − y|
´ 1

0
[2δ + ε(r)] dθ ≤ N |z − y| [[2δ + ε(r)] .θ]

1
0

(Ec. 2.1.21.) |T (z)− T (y)| ≤ N |z − y| (2δ + ε(r))
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A �n de asegurar la condición de contracción para la aplicaciónW , examinamos
lo siguiente:

W (z)−W (y) = V (h− Tz)− V (h− Ty)

= V (h− Tz − h+ Ty) ; pues V = (Dψ (a))
−1

es un operador lineal.

= V (Ty − Tz);

Entonces aplicando normas a ambos miembros de la igualdad precedente:

|W (z)−W (y)| = |V (T (z)− T (y))|

≤ |V | |T (z)− T (y)|;
bajo el uso de (Ec. 2.1.21.).

≤ N |z − y| |V | [2δ + ε(r)]

≤ {N . 2δ . |V |+N . ε(r) . |V |} |z − y|

(Ec. 2.1.22.) |W (z)−W (y)| ≤ {N . 2δ . |V |+N . ε(r) . |V |} |z − y|

Lo siguiente es demostrar que: N . 2δ . |V |+N . ε(r) . |V | en (Ec. 2.1.22.) es una
constante estrictamente menor que 1 y así asegurar la condición para la contracción.

La función auxiliar ε(r) posee la particularidad de que ĺımr−→0+ ε (r) = 0, por
lo que se escoge un r adecuado, especí�camente r ≤ r1 su�cientemente pequeño tal
que: N . ε(r) . |V | < 1

6 , y eligiendo δ ≤ δ1 , tal que: N . 2δ . |V | < 1
6 , posteriormente

sustituyendo ambas desigualdades en (Ec. 2.1.22.) se obtiene la contracción.

En consecuencia la ecuación ψ (x) = p en su equivalente W (z) = z , con
z ∈ Q (0, r) , r < r1 < r0, es una contracción y la ecuación admite una única
solución en Q (0, r) y este proceso se lleva a cabo para cada bola Q(ai, r) con
i = 1, . . . , k. Luego ψ (x) = p tiene una y sólo una solución a la que designaremos
bi en Q(ai, r) para cada i.

Lo siguiente es a�rmar que no existen otras soluciones fuera de ∪ki=1Q (ai, r) ,
es decir, la totalidad de soluciones de ψ(x) = p , ψ−1 ({p}) = {b1, b2, . . . , bk} están
incluidas en Q (r) .
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Así el siguiente paso en la demostración, es garantizar que ψ−1 (p) ⊂ Q(r).

Se escoge δ tal que δ ≤ 1
2 l(r) = 1

2 min {|φ (x)− p| : x /∈ Q (a1, r) ∪ . . . ∪Q (ak, r)}

Asumimos que ψ(x) = p para algún x ∈ Ω \Q(r). Entonces:

|φ(x)− ψ (x)| ≥ l(r) ≥ 2δ > |φ(x)− ψ (x)|

lo que sugiere una contradicción y esto prueba este caso.

El que ψ−1 (p) ⊂ Q(r) = ∪ki=1Q(ai, r); con r < r1 < r0 , garantiza que:
Q(r) ∩ ∂Ω = Ø y en consecuencia p /∈ ψ (∂Ω).

Por el supuesto de que φ−1 ({p}) = {a1, a2, . . . , ak}, se obtiene por de�nición:

(Ec. 2.1.23.) deg (φ,Ω, p) =
∑k
i=1 sgn (Jφ (ai))

por los resultados previos, ψ
−1

({p}) = {b1, b2, . . . , bk} entonces:

(Ec. 2.1.24.) deg (ψ,Ω, p) =
∑
bi∈ψ−1 ({p}) sgn (Jψ (bi))

=
∑k
i=1 sgn (Jψ (bi))

Ya que ∀i = 1, . . . , k , Jφ es continua en cada Q (ai, r) y Jφ(x) 6= 0, ∀x ∈
Q (ai, r), se deduce que Jφ tiene un signo constante en Q (ai, r) , pues posee un
único cero en cada bola, y además el desarrollo de Taylor asegura que existe un
entorno alrededor del punto ai , con elementos distintos de cero, en donde la función
no se anula, y dado que bi ∈ Q(ai, r) se a�rma que:

(Ec. 2.1.25.) sgn (Jφ (ai)) = sgn (Jφ (bi)).

Retomando (Ec. 2.1.8.) inferimos que:

|Jφ (bi)− Jψ (bi)| = Sup
{
|Jφ (bi)− Jψ (bi)| : bi ∈ Q(ai, r) ⊂ Ω

}
≤ 1

3 c

Además al considerar ψ
−1

({p}) = {b1, b2, . . . , bk} y φ−1 ({p}) = {a1, a2, . . . , ak}
resulta que ψ (bi) = p = φ (ai) ; en Q(ai, r1) con r < r1 < r0 , de esta discusión
se consigue:

(Ec. 2.1.26.) sgn (Jφ (bi)) = sgn (Jψ (bi))
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Utilizando (Ec. 2.1.25.) y (Ec. 2.1.26.), procedemos por transitividad, consi-
guiendo �nalmente:

(Ec. 2.1.27.) sgn (Jφ (ai)) = sgn (Jψ (bi))

Concluimos que:

deg (φ,Ω, p) =
∑k
i=1 sgn (Jφ (ai)) ; por (Ec. 2.1.27.)

=
∑k
i=1 sgn (Jψ (bi))

= deg (ψ,Ω, p) �

2.2. deg ES CONSTANTE EN CADA COMPONENTE CONEXA DE
RN \ f (∂Ω).

A continuación se presenta una serie de resultados auxiliares, pero indispen-
sables para demostrar el resultado fundamental por el que principalmente se ha
creado esta sección: �el grado topológico es constante en cada componente conexa
de RN \ f (∂Ω)�

LEMA 2.2.1.

Sea f ∈ C1
c (Ω,R) , Ω un dominio abierto de RN, K = spt (f)

y γ : [0, 1] −→ RN un arco o camino continuo tal que:

(Ec. 2.2.1.) A = {k + γ(s) : k ∈ K, s ∈ [0, 1]} ⊂ Ω.

Entonces existe una función ψ ∈ C1
c

(
Ω
)
tq.:

(Ec. 2.2.2.) div (ψ) (x) = f(x− γ(0))− f(x− γ(1)).

PRUEBA.

La demostración se divide en dos casos.

CASO 1.

Inicialmente suponemos que el arco γ : [0, 1] −→ RN está de�nido como
γ(s) = s x0 , para s ∈ [0, 1], consideraremos también la notación γ(t) = t x0, con
t ∈ [0, 1], de manera que (Ec. 2.2.2.) se reexpresa de la siguiente forma

(Ec. 2.2.3.) A = {k + t x0 : k ∈ K, t ∈ [0, 1]}
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El objetivo es demostrar que existe ψ ∈ C1
c

(
Ω
)
tq.:

(Ec. 2.2.4.) div (ψ) (x) = f(x)− f(x− x0).

Sea F : Ω −→ R, de�nida como:

(Ec. 2.2.5.) F (x) =
´ 1

0
f(x− t x0) dt

Ya que f ∈ C1
c (Ω,R) , F ∈ C1

(
Ω
)
. Dado que F (x) 6= 0 implíca que f(x) 6= 0 y

por la de�nición de F se garantiza que spt F ⊂ spt f así: x− t . x0 ∈ K = spt (f)

Con el propósito de mostrar que spt (F ) ⊂ A ⊂ Ω se realiza el siguiente
análisis:

si x ∈ spt (F ) implica que F (x) 6= 0, entonces existe t ∈ [0, 1] tq.:
f(x − t . x0) 6= 0, luego x − t . x0 ∈ K = spt (f) , es decir, x ∈ K + t . x0 y
por ende x = t . x0 +k ∈ A , pues A contiene los elementos k ∈ K ; como A ⊂ Ω
se obtiene �nalmente spt (F ) ⊂ A ⊂ Ω .

La línea de demostración: x ∈ K+ t . x0 vale para argumentar compacidad, ya
que K es un soporte compacto y t . x0 consiste de un sólo punto, luego la suma
de compactos K + t . x0 constituye un compacto.

Sí t ∈ [0, 1] y x − t . x0 /∈ K entonces f(x − t . x0) = 0 pues K = spt (f).
Luego sí x /∈ ∪t∈[0,1]K + t . x0 entonces F (x) = 0 .

F (x) =
´ 1

0
f(x− t . x0) dt sólo puede ser distinta de cero, si f(x− t . x0) lo es,

por lo que se asegura que F ∈ C1
c (Ω)

Se supone la función auxiliar

(Ec. 2.2.6.) ψ(x) = F (x) . x0

para x0 ∈ RN, la cual pertenece a las funciones de clase C1
c

(
Ω
)

y nos
disponemos a calcular su divergente:

div ψ(x) = ∇ . ψ(x)

= ∂
∂x1

(
F (x) . x1

0

)
+ ∂

∂x2

(
F (x) . x2

0

)
+ · · ·+ ∂

∂xN

(
F (x) . xN0

)
↓

constante.
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=
∑N
i=1

∂
∂xi

(
F (x) . xi0

)
↓

constante.

=
∑N
i=1

[
∂
∂xi

(´ 1

0
f(x− t . x0) dt

)]
. xi0

=
∑N
i=1

[´ 1

0
∂
∂xi f(x− t . x0) dt

]
. xi0 ; f ∈ C1

c (Ω,R) .

por la regla de la cadena

=
∑N
i=1

[´ 1

0

∑N
j=1

∂
∂x j (f(x− t . x0)) ∂x j

∂x i dt
]
. xi0 ;

∂x j

∂x i =

{
0 ; i 6= j

1 ; i = j

=
∑N
i=1

[´ 1

0
∂
∂x i f(x− t . x0) dt

]
. xi0 ;

=
´ 1

0

{∑N
i=1

∂
∂x i f(x− t . x0)xi0

}
dt ;

por la regla de la cadena podemos obtener una expresión para d
dt f(x− t . x0):

d
dt f(x− t . x0) = f ′ (x− t . x0) . (−x0)

= −
∑N
i=1

∂
∂x i f(x− t . x0)xi0

implica que:∑N
i=1

∂
∂x i f(x− t . x0)xi0 = − d

dt f(x− t . x0) .

Así:

=
´ 1

0

{∑N
i=1

∂
∂x i f(x− t . x0)xi0

}
dt ;

↓ ↓
sustituyendo por − d

dt f(x− t . x0)

= −
´ 1

0
d
dt f(x− t . x0) dt

= − [f(x− t . x0)] |10

= − [f(x− x0)− f(x)]

= f(x)− f(x− x0). �
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CASO 2.

Bajo las mismas suposiciones del caso 1. Sea f ∈ C1
c (Ω,R) , K = spt(f) , Ω un

dominio de RN y para algún arco γ : [0, 1] −→ RN que satisface:

(Ec. 2.2.7.) A = {k + γ (s) : k ∈ K , s ∈ [0, 1]} = ∪s∈[0,1]K + γ (s)

Para cada s, t ∈ [0, 1] se de�ne la relación de equivalencía s ∼ t si y sólo si
existe ψ ∈ C1

c (Ω) tq.:

(Ec. 2.2.8.) div (ψ) (x) = f(x− γ(s))− f(x− γ(t))

tal relación de equivalencía determina una partición por subconjuntos disjuntos
del intervalo cerrado [0, 1] según sus clases de equivalencía y es su�ciente mostrar
que cada clase de equivalencía es un conjunto abierto de [0, 1] , ya que sí se prueba
que las clases son abiertas y argumentando mediante la conexión del conjunto [0, 1],
se tendrá que existe una única clase y en de�nitiva 0 ∼ 1 . La demostración de que la
igualdad 2.2.8. es efectivamente una relación de equivalencia se muestra en detalle
en el apéndice B.

Para probar que cada clase es abierta �jamos s , s ∈ [0, 1] y sea C la clase de
equivalencía para s. Debemos mostrar que C es un conjunto abierto de [0, 1].

De�nimos la función

(Ec. 2.2.9.) fs(x) = f(x− γ(s))

e introducimos la notación siguiente:

(Ec. 2.2.10.) Ks = spt (fs) ⊂ Ω.

es posible inferir que: Ks = K + γ(s) con spt (f) = K , pues sí fs(x) 6= 0
implica que: f(x − γ (s)) 6= 0 y sucede siempre que x − γ (s) ∈ K = spt (f) y
para el s �jo que se ha considerado x ∈ K + γ (s) = Ks , donde K es el soporte
compacto (cerrado y acotado) de f y dado que γ es una función arco-conexa (en
particular una aplicación continua), se obtiene que Ks es un soporte compacto,
�nalmente x ∈ K + γ (s) = spt (fs) = Ks ⊂ Ω .

Para ver que C es un conjunto abierto necesitamos mostrar que todos sus
puntos son interiores. Así para un ε > 0 conveniente se tiene:

(Ec. 2.2.11.) {t ∈ [0, 1] : |t− s| < ε} ⊂ C .

obtenemos subconjuntos abiertos de la clase de equivalencía C de s , además
de todo recubrimiento abierto del conjunto compacto [0, 1] se posee una subcolección
fínita, es decir, un subrecubrimiento abierto �nito que también lo recubre.
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Ya hemos de�nido la función fs(x) = f(x − γ (s)) con spt (fs) = Ks ⊂ Ω ,
además para dicho s de�nimos el conjunto siguiente:

(Ec. 2.2.12.) As = {k + θ.ht : k ∈ Ks, θ, t ∈ [0, 1]} ,

donde: ht = γ(t) − γ(s) y por la continuidad de γ : [0, 1] −→ RN, se a�rma
que ht es continua.

Como Ks = spt (fs) es un subconjunto compacto del abierto y acotado Ω,
ρ(Ks, ∂Ω) > 0, pues ∂Ω = Ω∩RN \ Ω y por lo tanto existe ε > 0 tq.: sí |t− s| < ε
entonces:

(Ec. 2.2.13.) |ht| = |γ(t)− γ(s)| < 1
2ρ(Ks, ∂Ω)

De igual forma haciendo η = 1
2 ρ (Ks,Ω

c) > 0 y por la continuidad de γ ,
existe ε > 0 tq.:

(Ec. 2.2.14.) |ht| = |γ(t)− γ(s)| < η = 1
2 ρ (Ks,Ω

c)

siempre que: |t− s| < ε . Fijando t tq.: |t− s| < ε y con As ⊂ Ω, en conjunto
con el supuesto de que para algún θ ∈ [0, 1]

(Ec. 2.2.15.) x = k + θht ∈ Ωc

Entonces

(Ec. 2.2.16.) |x− k| = θ |ht| < θη ; θ ∈ [0, 1]; por (Ec. 2.2.14.)

Ahora considerando que k ∈ Ks y bajo el supuesto expresado en (Ec. 2.2.15.)
tenemos que:

(Ec. 2.2.17.) |x− k| = ρ (k,Ωc) < η = 1
2 ρ (Ks,Ω

c).

Mediante la desigualdad |x− k| < θη con θ ∈ [0, 1] descrita en (Ec. 2.2.16.)
y |x− k| = ρ (k,Ωc) < η con η = 1

2 ρ (Ks,Ω
c) , en (Ec. 2.2.17.), se logra la

contradicción.
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Finalmente, bajo el uso del caso 1 del presente lema, existe ψ ∈ C1
c (Ω) tq.: si

|t− s| < ε entonces

div (ψ) (x) = fs (x)− fs ((x− ht))

= f (x− γ(s))− f (x− ht − γ(s))

= f (x− γ(s))− f (x− γ(t) + γ(s)− γ(s))

= f (x− γ(s))− f (x− γ(t))

por lo que s ∼ t y en consecuencia la clase C es un conjunto abierto de [0, 1].

PROPOSICIÓN 2.2.2 �EL GRADO TOPOLÓGICO ES CONSTANTE EN
CADA COMPONENTE CONEXA DE RN \ f (∂Ω) �.

Sea f ∈ C1(Ω,RN) . Sea θ una componente conexa de RN \ f (∂Ω) y sean los
valores regulares b1 , b2 ∈ θ \ f (Sf ) entonces:

(Ec. 2.2.18.) deg (f,Ω, b1) = deg (f,Ω, b2).

Signi�ca que:

Si θ designa una componente conexa de [f (∂Ω)]
c y el conjunto de todos los va-

lores regulares de f que están en θ es denotado por θr = {p ∈ θ ⊂ [f (∂Ω)]
c
/Jf (p) 6= 0}

entonces deg (f,Ω, .) |θr es constante.

Se inicia la demostración asumiendo que la función está en C2
(
Ω
)
luego sua-

vizamos la restricción a una función en C1
(
Ω
)
. Así vamos a considerar f ∈ C2

(
Ω
)

que tiene la propiedad de tener tanto a b1 como a b2 como unos de sus valores
regulares.

A �n de utilizar el hecho de que �un conjunto abierto conexo de RN es arco-
conexo�, inicialmente garantizaremos que [f (∂Ω)]

c es abierto, con este propósito
realizamos el siguiente análisis:

Por de�nición: ∂Ω = Ω ∩ RN \ Ω la cual es una intersección entre cerrados y
por tanto ∂Ω es un conjunto cerrado.
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Ya que Ω es abierto y acotado se puede considerar que ∂Ω subconjunto de
RN está contenido en una N−bola B(a, r) para algún r > 0 y algún a de RN,
por tanto es un conjunto acotado.

Así, por la argumentación precedente ∂Ω se considera un conjunto compacto
y dado que f ∈ C2

(
Ω
)
, y en particular f es una aplicación continua, implica

que f (∂Ω) es un conjunto compacto en RN, pues la compacidad se conserva bajo
aplicaciones continuas, por tanto [f (∂Ω)]

c
= RN \ f (∂Ω) es abierto.

De los resulados topológicos se conoce que: un conjunto abierto de RN es co-
nexo si y sólo si es conexo por caminos ó arcoconexo. Por hipótesis θ es una com-
ponente conexa de [f (∂Ω)]

c , y como RN \ f (∂Ω) es un conjunto abierto, luego
θ ⊂ [f (∂Ω)]

c
= RN \f (∂Ω) es un conjunto abierto conexo de RN y en consecuencia

arcoconexo.

Supongamos que θ contiene los valores regulares b1 y b2 , se considera la función
arco-conexa γ : [0, 1] −→ θ como el camino que los une, con: γ (0) = b1 y γ (1) = b2.

γ es una aplicación continua del compacto [0, 1] a θ, así la traza de γ es com-
pacta, (pues la compacidad se conserva bajo aplicaciones continuas), luego existe
un entorno abierto ó una bola abierta con ε0 su�cientemente grande , Nε0−entorno,
en θ que contiene γ ([0, 1]).

Sea ϕε : RN −→ R una familia de funciones continuas tal que:

(Ec. 2.2.19.) spt (ϕε) = Kε ⊂ Ω

(Ec. 2.2.20.)
´
RN ϕε(y)dy = 1

(Ec. 2.2.21.) Kε = Q (0, ε) =
{
y ∈ RN/ρ (0, y) < ε

}
↓

ρ (0, y) = |y| = máx {|yi| : i = 1, . . . , N}.

Por �la representación integral del grado�, el grado topológico es independiente
de ε y ϕ , así se puede elegir la misma función ϕ para ambas representaciones
respecto de b1 y de b2 , y ya que existe ε tq.: 0 < ε ≤ ε0 , e implica que:

(Ec. 2.2.22.) deg (f,Ω, bi) =
´

Ω
ϕε (f(x)− bi) Jf (x)dx ; para i = 1, 2.
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Tomando ε = 1
2 mı́n {ε0 , ρ (γ, θc)} , donde ρ (γ, θc) es estrictamente positiva,

ya que: γ : [0, 1] −→ θ posee traza compacta y γ (s) ∈ θ ⊂ [f (∂Ω)]
c

= RN \f (∂Ω),
∀s ∈ [0, 1], así para todo s ∈ [0, 1] se considera:

(Ec. 2.2.23.) K s , ε = {z + γ(s) : z ∈ spt (ϕε) = Kε, s ∈ [0, 1]} ⊂ Ω

se in�ere entonces que: ∪s∈[0,1]K s , ε ⊂ Ω , y de acuerdo al caso 2 del Lema
2.2.1, existe ψ ∈ C1

c

(
RN
)
con spt (ψ) ⊂ θ tq.:

(Ec. 2.2.24.) div (ψ) (f(x)) = ϕε (f(x)− γ(0))− ϕε (f(x)− γ(1))

= ϕε (f(x)− b1)− ϕε (f(x)− b2).

Multiplicando ambos miembros de (Ec. 2.2.24.) por Jf (x) e integrando sobre Ω
obtenemos:

´
Ω
div (ψ) (f(x)) Jf (x) dx

=
´

Ω
ϕε (f(x)− b1) Jf (x) dx−

´
Ω
ϕε (f(x)− b2) Jf (x) dx;

Por la representación integral
del grado topológico.

= deg (f,Ω, b1)− deg (f,Ω, b2).

Entonces:

(Ec. 2.2.25.) deg (f,Ω, b1) = deg (f,Ω, b2)+
´

Ω
div (ψ) (f(x)) Jf (x) dx

.

Dado que f ∈ C2
(
Ω
)
y ψ ∈ C1

c

(
RN
)
tq.:

(Ec. 2.2.26.) [spt (ψ) ∩ f (∂Ω)] ⊂ [Ω ∩ f (∂Ω)] = Ø

Por lo que se cumplen las hipótesis del lema 1.3.4., entonces existe ξ ∈ C1
c

(
Ω
)

tq.: div (ξ) (x) = div (ψ) (f(x)) Jf (x) con spt (ξ) ∩ f (∂Ω) = Ø , pues b1 y
b2 /∈ f (∂Ω).

Así la ecuación (Ec. 2.2.25.) se transforma en:

(Ec. 2.2.27.) deg (f,Ω, b1) = deg (f,Ω, b2) +
´

Ω
div (ξ) (y) dy
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Para nuestros propósitos utilizaremos el teorema clásico de la divergencía que
dice que la integral de la divergencia de un campo es igual a su �ujo a través del
borde. En este caso, la integral de la divergencia resulta ser cero porque el campo
se anula sobre el borde, de forma que:

(Ec. 2.2.28.)
´

Ω
div (ξ) (y) dy = 0

concluyendo: deg (f,Ω, b1) = deg (f,Ω, b2); con f ∈ C2
(
Ω
)
.

A continuación se considera θ y γ : [0, 1] −→ θ como en la 1era parte y se
debilita la restricción f ∈ C2

(
Ω
)
regularizando f ∈ C1

(
Ω
)
.

Por la proposición 2.1.1, existe δ (bi) > 0 , para i = 1, 2 tq.: ‖g − f‖1 ≤ δ (bi)
e implica que bi /∈ (g (∂Ω) ∪ g (Sg)) y deg (f,Ω, bi) = deg (g,Ω, bi).

Haciendo: δ = 1
2 mı́n {δ (b1) , δ (b2) , ρ (γ , f (∂Ω))} , se demostrará que b1

y b2 está en la misma componente conexa de RN \ g (∂Ω) a condición de que
‖f − g‖1 < δ.

∀x ∈ ∂Ω , s ∈ [0, 1] , tenemos:

|f(x)− γ (s)| = |f(x)− g(x) + g(x)− γ (s)|; Por desigualdad triangular.

≤ |f(x)− g(x)|+ |g(x)− γ (s)|

e implica que:

(Ec. 2.2.29.) |γ (s)− g(x)| ≥ |γ (s)− f(x)| − |f(x)− g(x)|.

Mayorizando |γ (s)− f(x)| donde: γ : [0, 1] −→ θ ⊂ RN \ f (∂Ω)

ρ (γ (s) , f (∂Ω)) = inf {ρ (γ (s) , f (x)) : f(x) ∈ f (∂Ω)}
↓

ρ (γ (s) , f (x)) = |γ (s)− f (x)|

por tanto ∀x ∈ ∂Ω , s ∈ [0, 1] , tenemos:

(Ec. 2.2.30.) |γ (s)− f(x)| ≥ ρ (γ (s) , f (∂Ω)).
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Minorizando |f(x)− g(x)|.

Por ‖f − g‖1 < δ , tenemos que para toda x ∈ ∂Ω y toda s ∈ [0, 1]

|f(x)− g(x)| < δ = 1
2 mı́n {δ (b1) , δ (b2) , ρ (γ (s) , f (∂Ω))}

y en particular:

(Ec. 2.2.31.) |f(x)− g(x)| < δ = 1
2 ρ (γ(s) , f (∂Ω)).

Sustituyendo (Ec. 2.2.30.) y (Ec. 2.2.31.) en (Ec. 2.2.29.)

|γ (s)− g(x)| ≥ |γ (s)− f(x)| − |f(x)− g(x)|

≥ ρ (γ(s) , f (∂Ω)) − 1
2 ρ (γ(s) , f (∂Ω))

≥ 1
2 ρ (γ(s) , f (∂Ω))

> 0 .
↘
Estrictamente mayor que cero pues :

γ : [0, 1] −→ θ ⊂ RN \ f (∂Ω).

∴ γ (s) ∈ RN \ g (∂Ω) , ∀s ∈ [0, 1].

Ya que γ une a b1 y b2 , deducimos que b1 y b2 pertenecen a la misma
componente conexa de RN \ g (∂Ω) .

Finalmente tomando g ∈ C2
(
Ω
)
tq.: ‖g − f‖1 ≤ δ tenemos:

deg (f,Ω, b1) = deg (g,Ω, b1) = deg (g,Ω, b2) = deg (f,Ω, b2).

↓ ↓ ↓

Prop. 2.1.1 1era parte de Prop. 2.1.1. �
esta proposición.
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2.3. LEVANTANDO LA RESTRICCIÓN DE QUE p SEA UN
VALOR REGULAR.

Anteriormente en la de�nición 1.2.1, se mencionó de manera explícita que el
valor correspondiente al tercer parámetro de la terna admisible debe ser regular,
sin embargo en está sección el propósito va orientado a modi�car esta restricción,
a �n de tomar cualquier clase de valor, sea regular o crítico.

A continuación se enuncia el lema de Sard, el cual es de vital importancia para
el objetivo expuesto.

LEMA 2.3.1 SARD.

Sea Ω un subconjunto abierto y acotado de RN, f ∈ C1(Ω,RN) y
Sf = {x : x ∈ Ω, Jf (x) = 0} el conjunto de puntos críticos de f . Entonces
f (Sf ) es de medida nula.

La demostración del lema de Sard es presentada en el apéndice A debido a su
extensión.

La siguiente de�nición es enunciada con el objetivo de levantar la restricción
de que p sea un valor regular.

DEFINICIÓN 2.3.2. GRADO TOPOLÓGICO RESPECTO DE UN VALOR CRÍTICO.

Sea φ ∈ C1
(
Ω
)
, p /∈ φ (∂Ω) y sin embargo es tal que p ∈ φ (Sφ).

De�nimos deg (φ,Ω, p), el grado de φ en Ω , con respecto a p , como el número
deg (φ,Ω, q) para q /∈ (φ (Sφ) ∪ φ (∂Ω)) tq.:

(Ec. 2.3.1.) |p− q| < ρ(p, φ (∂Ω)).

JUSTIFICACIÓN.

Por el lema de Sard φ (Sφ) es un conjunto de medida nula, así de manera
implícita se tiene que el conjunto de valores regulares es denso en RN, de forma
que considerando el hecho que los valores críticos son aislados y eligiendo un r > 0
adecuado, cada bola Q (p, r) contiene puntos que resultan ser valores regulares de
la función φ .
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Así

(Ec. 2.3.2.) Q (p, r) * φ (Sφ)
↓

Q (p, r) =
{
y ∈ RN : ρ (p, y) < r

}
;

↓
|p− y| = máx {|pi − yi| : i = 1, . . . , N}

por tanto, existe qr ∈ Q (p, r) tq.: qr /∈ φ (Sφ) .

Puesto que Ω es abierto y acotado de RN, ∂Ω = Ω∩RN\Ω es un conjunto cerrado
y absolutamente acotado; dado que la compacidad se conserva bajo aplicaciones
continuas, se obtiene que φ (∂Ω) es igualmente un conjunto compacto.

Dado que una de las hipótesis consideradas es que p /∈ φ (∂Ω) , para r lo
su�cientemente pequeño tal que:

(Ec. 2.3.3.) r < ρ (p, φ (∂Ω))
↓
inf {ρ (p, y) : y ∈ φ (∂Ω)}

Dado que φ (∂Ω) es un conjunto compacto y además, ya que la distancia es una
función continua, se garantiza la existencia del infímo.

se tiene que: Q(p, r) ∩ φ (∂Ω) = Ø , luego existe un valor regular lejos de
la imagen de la frontera, qr /∈ (φ (Sφ) ∪ φ (∂Ω)) tal que: |p− qr| < ρ (p, φ (∂Ω)).

Asumimos que:

(Ec. 2.3.4.) |qi − p| < ρ (p, φ (∂Ω)) , i = 1, 2
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q1 y q2 son tales que:

(Ec. 2.3.5.) qi /∈ (φ (∂Ω) ∪ φ (Sφ)) , i = 1, 2

entonces:

(Ec. 2.3.6.) qi ∈ B (p, ρ (p, φ (∂Ω))) ⊂ RN\φ (∂Ω) , i = 1, 2.

Para cada par de puntos en B (p, ρ (p, φ (∂Ω))) se puede obtener una combi-
nación lineal convexa, luego la convexidad implica la conexidad de la misma, así
B (p, ρ (p, φ (∂Ω))) es un conjunto conexo el cual está incluido en RN\φ (∂Ω), y en
consecuencia está en una componente conexa de (φ (∂Ω))

c , por tanto, q1 , q2 y p
están en la misma componente conexa y por la proposición 2.2.2, respecto a que el
grado es constante en cada componente conexa, se tiene:

(Ec. 2.3.7.) deg (φ,Ω, q1) = deg (φ,Ω, q2) .

Así la de�nición no depende del punto qi escogido, por lo que se concluye que
los grados son iguales. �

2.4. deg ES INVARIANTE BAJO HOMOTOPÍAS.

A continuación se presenta el tercer resultado fundamental relativo a la inva-
riancia del grado topológico bajo homotopías, los dos primeros literales son ver-
siones de las proposiciones 2.2.2 y de 2.1.1. respectivamente, considerando valores
regulares o críticos.

TEOREMA 2.4.1. INVARIANCIA DEL GRADO TOPOLÓGICO BAJO HOMOTOPÍAS.

Sea φ ∈ C1
(
Ω
)

i) deg (φ,Ω, .) es constante en cada componente conexa de RN \ φ (∂Ω) .

ii) Si p /∈ φ (∂Ω). Entonces existe ε > 0 tq.: ‖ψ − φ‖1 ≤ ε

e implica que: p /∈ ψ (∂Ω) y deg (φ,Ω, p) = deg (ψ,Ω, p).
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iii) Si H es una C1−homotopía entre φ y ψ y p /∈ Ht (∂Ω) , ∀t ∈ [0, 1]

entonces deg (φ,Ω, p) = deg (ψ,Ω, p).

iv) Si p /∈ φ (∂Ω), entonces deg (φ+ a , Ω , p+ a) = deg (φ , Ω , p)

para toda a ∈ RN.

DEMOSTRACIÓN i) .

Sea θ una componente conexa de RN \ φ (∂Ω) y p1 , p2 ∈ θ ambos valores
críticos de φ. El lema de Sard menciona de manera ímplicita que el conjunto de
valores regulares de una función de clase C1

(
Ω
)
es denso en RN, por lo que es

posible elegir qi , para i = 1, 2, valores regulares de φ tal que cumplan el requisito
de la de�nición 2.3.2, qi /∈ (φ (Sφ) ∪ φ (∂Ω)), para i = 1, 2.

Ya que estamos en la componente conexa θ de RN�φ (∂Ω) así basta elegir qi
que cumpla:

(Ec. 2.4.1.) |qi − pi| = |pi − qi|

< ρ (pi, φ (∂Ω)); para i = 1, 2.

= inf {ρ(pi, y) : y ∈ φ (∂Ω)}; para i = 1, 2.
↓

|pi − y| = máx
{∣∣pij − yj∣∣ : j = 1, . . . , N

}
.

Cuando se cumple la desigualdad (Ec. 2.4.1.) se asegura que qi /∈ φ (∂Ω), además
se ha elegido qi ∈ θ \ φ (Sφ) para i = 1, 2 , tal que:

(Ec. 2.4.2.) qi ∈ B (pi, ρ (pi, φ (∂Ω)))

en donde la existencia de la bola se garantiza por el lema de Sard.

q1, q2 ∈ θ\φ (Sφ) , por lo que q1 y q2 están en la misma componente conexa θ de
RN \φ (∂Ω), así q1 , q2 /∈ φ (∂Ω), donde q1 y q2 son valores regulares de φ ∈ C1

(
Ω
)
,

cercanos a los valores críticos p1 y p2 respectivamente, por lo que se cumplen todas
las hipótesis de la proposición 2.2.2. (cierta para valores regulares únicamente) que
explícitamente menciona que el grado es constante en cada componente conexa, es
decir:

deg(φ,Ω, .) |θr es constante .
↖Conjunto de todos los valores
regulares de φ que están en θ.
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por lo que obtenemos el siguiente resultado:

(Ec. 2.4.3.) deg (φ,Ω, q1) = deg (φ,Ω, q2).

Ya que φ ∈ C1
(
Ω
)
donde q1 y q2 son valores regulares de φ y además q1 , q2 /∈

φ (∂Ω) , podemos utilizar la de�nición 2.3.2 en donde de�nimos el grado de φ en Ω
relativo a p /∈ φ (∂Ω) de la siguiente forma:

(Ec. 2.4.4.) deg (φ,Ω, pi) = deg (φ,Ω, qi) , para cada i = 1, 2.

deg (φ,Ω, p1) = deg (φ,Ω, q1) = deg (φ,Ω, q2) = deg (φ,Ω, p2)

↓ ↓ ↓

De�nición 2.3.2 proposición 2.2.2. de�nición 2.3.2.

Finalmente obtenemos: deg (φ,Ω, p1) = deg (φ,Ω, p2) . �

DEMOSTRACIÓN ii) .

Fijarse que con respecto a la proposición 2.1.1. la diferencia está en las restric-
ciones que debe cumplir el punto p en el cual es evaluado el grado topológico:

p /∈ (φ (Sφ) ∪ φ (∂Ω)) p /∈ φ (∂Ω).

p /∈ (ψ (Sψ) ∪ ψ (∂Ω)) p /∈ ψ (∂Ω) .

Valores regulares. Cualquier tipo
de valor ya sea
regular o crítico.

p /∈ φ (∂Ω) , consideraremos el caso en que p es un valor crítico de φ, de acuerdo
a las hipótesis φ ∈ C1

(
Ω
)
y por el lema de Sard que menciona de manera implícita

que el conjunto de valores regulares de una función C1
(
Ω
)
es denso en RN , existe

q ∈ RN�φ (∂Ω) , tal que: q /∈ φ (Sφ) , lo que signi�ca que q es un valor regular de
φ , y es tal que: q /∈ (φ (∂Ω) ∪ φ (Sφ)) y además:

(Ec. 2.4.5.) |p− q| < ρ(p, φ (∂Ω)) , φ (∂Ω) ⊂ RN

↓
inf {ρ(p, y) : y ∈ φ (∂Ω)}

↓
|p− y| = máx {|pi − yi| : i = 1, . . . , N}
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se tomará particularmente:

(Ec. 2.4.6.) |p− q| < 1
2 ρ(p, φ (∂Ω))

por lo que se asegura que p y q pertenencen a la misma componente de RN�φ (∂Ω).

Hasta el momento se tiene que φ ∈ C1
(
Ω
)
, q /∈ (φ (Sφ) ∪ φ (∂Ω)) cumpliendo

las hipótesis de la proposición 2.1.1, por lo que existe ε0 > 0 tq.:

(Ec. 2.4.7.) 0 < ε0 <
1
2 ρ (p, φ (∂Ω)).

Así es posible conseguir ψ ∈ C1
(
Ω
)

tal quev q /∈ (ψ (Sψ) ∪ ψ (∂Ω)) y
deg (ψ,Ω, q) = deg (φ,Ω, q), siempre que: ‖φ− ψ‖1 < ε0.

Ahora el objetivo es demostrar que ρ (p, ψ (∂Ω)) > |p− q|.

Para toda x ∈ ∂Ω tenemos que:

|ψ(x)− p| = |ψ(x)− p+ φ(x)− φ(x)| = |φ(x)− p+ ψ(x)− φ(x)|

= |φ(x)− p+ ((−1) (φ(x)− ψ(x)))|

= |(φ(x)− p)− (φ(x)− ψ(x))|

Por las propiedades del valor absoluto
|x| − |y| ≤ |x− y|

≥ |φ(x)− p| − |φ(x)− ψ(x)|

Por simetría
|φ(x)− ψ(x)| = |ψ(x)− φ(x)|

≥ |φ(x)− p| − |ψ(x)− φ(x)|

(Ec. 2.4.8.) |ψ(x)− p| ≥ |φ(x)− p| − |ψ(x)− φ(x)|

Mayorizando. |φ(x)− p| de (Ec. 2.4.8.)

(Ec. 2.4.9.) ∀x ∈ ∂Ω : |φ(x)− p| ≥ ρ (p, φ (∂Ω))
↓

inf {ρ(p, y) : y ∈ φ (∂Ω)}
↓

|p− y| = máx {|pi − yi| : i = 1, . . . , N}
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Minorizando. |ψ(x)− φ(x)| de (Ec. 2.4.8.)

‖φ− ψ‖1 < ε0 <
1
2 ρ (p, φ (∂Ω))

donde por (Ec. 2.1.4.) se in�ere que |φ(x)− ψ(x)| ≤ ‖φ− ψ‖1 , ∀x ∈ Ω

y particularmente: ∀x ∈ ∂Ω : se tiene:

(Ec. 2.4.10.) |ψ(x)− φ(x)| ≤ ‖φ− ψ‖1 < ε0 <
1
2 ρ (p, φ (∂Ω))

∀x ∈ ∂Ω : |ψ(x)− p| ≥ |φ(x)− p| − |ψ(x)− φ(x)|
↓ ↘

≥ ρ (p, φ (∂Ω)) < 1
2 ρ (p, φ (∂Ω))

≥ 1
2 ρ (p, φ (∂Ω))

> |p− q|

Pues q NO pertenece a φ (∂Ω) .

|ψ(x)− p| ≥ |φ(x)− p| − |ψ(x)− φ(x)| ≥ 1
2 ρ (p, φ (∂Ω)) > |p− q|

se obtiene:

(Ec. 2.4.11.) |p− q| < 1
2 ρ (p, φ (∂Ω)) ≤ ρ (p, ψ (∂Ω))

y así p , q pertenecen a la misma componente conexa de: RN \ ψ (∂Ω).

Por i) del teorema 2.4.1 deg (φ,Ω, .) y deg (ψ,Ω, .) son constantes en cada
componente conexa de RN \ φ (∂Ω) y de RN \ ψ (∂Ω) respectivamente, luego se
concluye que:

deg (ψ,Ω, p) = deg (ψ,Ω, q) = deg (φ,Ω, q) = deg (φ,Ω, p).

↓ ↓ ↓

De�nición 2.3.2 proposición 2.1.1. de�nición 2.3.2.

Finalizando la demostración 2do literal del teorema 2.4.1 . �
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Antes de realizar la prueba de iii) del teorema 2.4.1 . necesitamos precisar lo
que signi�ca una C1−homotopía y las particularidades que cumple.

DEFINICIÓN 2.4.2. C1−HOMOTOPÍA.

Sean φ , ψ ∈ C1
(
Ω
)
y H : Ω x [0, 1] −→ RN una C1−homotopía entre φ y ψ si:

(Ec. 2.4.12.) Ht ∈ C1
(
Ω
)

, ∀t ∈ [0, 1].

(Ec. 2.4.13.) ĺımt−→s ‖Ht −Hs‖1 = 0 ,∀t ∈ [0, 1].

(Ec. 2.4.14.) H0(x) = φ (x) ∧ H1(x) = ψ (x) , ∀x ∈ Ω.

Donde Ht(x) = H(x, t) ; x ∈ Ω , t ∈ [0, 1] .

DEMOSTRACIÓN iii) .

De�nimos u : [0, 1] −→ Z como

(Ec. 2.4.15.) u(t) = deg (Ht,Ω, p) = deg (H(x, t),Ω, p).

Mostraremos que u es continua. Ya que por hipótesis H es una C1− homotopía
entre φ y ψ, H cumple la propiedad expresada en (Ec. 2.4.13.) y dado que el límite
existe tenemos que por de�nición:

(Ec. 2.4.16.) ∃ δ > 0 tq.: |t− s| < δ =⇒ ‖Ht −Hs‖1 ≤ ε

lo que asegura la continuidad de la función u sobre [0, 1] y además constituye
la hipótesis principal del literal ii) del teorema 2.4.1 .

Fijamos t ∈ [0, 1] y asumimos p /∈ Ht(∂Ω) , e implica que existe ε > 0 tq.:
‖Ht −Hs‖1 ≤ ε . Entonces:

(Ec. 2.4.17) p /∈ Hs(∂Ω), s ∈ [0, 1] ∧ deg (Ht,Ω, p) = deg (Hs,Ω, p).

deg (Ht ,Ω, p) = deg (Ht ,Ω, q) = deg (Hs ,Ω, q) = deg (Hs ,Ω, p)

↓ ↓ ↓

De�nición 2.3.2. proposición 2.1.1. de�nición 2.3.2.

↓
|p− q| < ρ(p, φ (∂Ω)) , φ (∂Ω) ⊂ RN.
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(Ec. 2.4.18) deg (Ht,Ω, p) = deg (Hs,Ω, q) ; para t, s ∈ [0, 1].

La aplicación u(t) = deg (Ht,Ω, p) ∈ Z , ∀t ∈ [0, 1], manda el conjunto conexo
[0, 1] a un conexo de Z, sin embargo en Z no existen conjuntos conexos, a menos
que sea un conjunto unipuntual.

Dado que �el grado es constante en cada componente conexa�, u(0) = u(1) ,
por lo que deducimos que u es una función constante en [0, 1], esto es:

(Ec. 2.4.19) deg (H0,Ω, p) = deg (H1,Ω, p)

(Ec. 2.4.20) deg (φ,Ω, p) = deg (ψ,Ω, p) . �

DEMOSTRACIÓN iv) .

El resultado se sigue inmediatamente de la fórmula de representación integral
del grado topológico, descrita en la proposición 1.3.6., especí�camente:

(Ec. 2.4.21) deg (φ , Ω , p) =
´

Ω
ϕε (φ (x)− p) Jφ (x) dx ; ∀ 0 < ε < ε0.

Así sustituyendo φ por φ+ a y p por p+ a en (Ec. 2.4.21)

(Ec. 2.4.22) deg (φ+ a , Ω , p+ a) =
´

Ω
ϕε (φ (x) + a− p− a) Jφ (x) dx

=
´

Ω
ϕε (φ (x)− p) Jφ (x) dx

= deg (φ , Ω , p) �

El 3er resultado del teorema 2.4.1 menciona que si H es una C1−homotopía
entre φ y ψ y p /∈ Ht (∂Ω) ; ∀t ∈ [0, 1] entonces: deg (φ,Ω, p) = deg (ψ,Ω, p) ,
una consecuencia de este es precisamente el corolario 2.4.2. a continuación.

COROLARIO 2.4.2 EL GRADO TOPOLÓGICO DE φ DEPENDE ÚNICAMENTE DE
LOS VALORES QUE TOME φ EN SU FRONTERA.

Sea φ , ψ ∈ C1
(
Ω
)
tq.:

(Ec. 2.4.23) φ (x) = ψ(x) , si x ∈ ∂Ω.

Entonces para todo p ∈ RN�φ (∂Ω): deg (φ,Ω, p) = deg (ψ,Ω, p).
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DEMOSTRACIÓN.

Considerando la homotopía convexa

(Ec. 2.4.24) H (x, t) = tφ (x) + (1− t)ψ(x)

donde para todo x ∈ ∂Ω, φ (x) = ψ(x) , es decir, asumimos que ambas funciones
coinciden en la frontera, de tal forma que H (x, t) puede reexpresarse como:

(Ec. 2.4.25) H (x, t) = tφ (x) + (1− t)ψ(x)

= tφ (x) + (1− t)φ(x)

= φ (x)

Analizamos para p ∈ RN�φ (∂Ω), así si p /∈ φ (∂Ω) implica que:

(Ec. 2.4.26) p /∈ H (x, t) = tφ (x) + (1− t)ψ(x) ; ∀x ∈ ∂Ω, ∀t ∈ [0, 1].

obteniendo: p /∈ H (∂Ω, t) , ∀t ∈ [0, 1] y el resultado sigue inmediatamente
del teorema 2.4.1, iii)

deg (φ,Ω, p) = deg (ψ,Ω, p) �

2.5. GRADO TOPOLÓGICO PARA FUNCIONES CONTINUAS.

Con el propósito de debilitar la restricción de considerar la función de la terna
admisible como una aplicación de clase C1

(
Ω
)
e introducir la de�nición del grado

de Brouwer para funciones continuas, usamos el teorema de extensión de Tietze y se
aproximan funciones continuas mediante funciones diferenciables, (regularización).

TEOREMA 2.5.1 TEOREMA DE EXTENSIÓN DE TIETZE.

Sea X un espacio métrico, A ⊂ X un conjunto cerrado y sea f : A −→ R una
función continua y acotada. Entonces existe una función continua g : X −→ R, la
cual coincide con f restringida sobre A tal que:

(Ec. 2.5.1) Supx∈Xg(x) = Supx∈Af(x) ∧ Infx∈Xg(x) = Infx∈Af(x)



2.5. GRADO TOPOLÓGICO PARA FUNCIONES CONTINUAS. 55

En torno a la teoría de regularización, es necesario precisar las características
que debe poseer una función que provee la convolución.

DEFINICIÓN 2.5.2 .

Una función θ : RN −→ R es llamada una simétrica positiva si:

i) θ ∈ C∞c
(
RN
)
.

ii) spt (θ) ⊂
{
x ∈ RN : |x|2 ≤ 1

}
; |x|2 =

√∑N
i=1 x

2
i .

iii)
´
RN θ (x) dx = 1.

iv) θ (x) = µ (|x|2) para alguna µ : R+ −→ R.

v) θ (x) ≥ 0 para toda x ∈ RN.

Como un ejemplo, la función θ : RN −→ R de�nida por:

(Ec. 2.5.2) θ (x) =

{
C exp

(
1

|x|22−1

)
; |x|2 < 1

0 |x|2 ≥ 1

es una simétrica positiva si la constante C se escoge tal que
´
RN θ (x) dx = 1.

Para mayor detalle de la de�nición 2.5.2 se remite al lector al apéndice C.

LEMA 2.5.3.

Sea Ω ⊂ RN un subconjunto abierto y acotado, f : Ω −→ R una función
continua. Entonces

(Ec. 2.5.3) ∀ ε > 0 , ∃ f̃ ∈ C∞
(
RN
)

tq. :
∣∣∣f̃(x)− f(x)

∣∣∣
2
≤ ε , ∀x ∈ Ω.

DEMOSTRACIÓN:

Sea f : Ω −→ R , donde Ω ⊂ RN es un subconjunto compacto del espacio
métrico RN. Dado que la compacidad se conserva bajo aplicaciones continuas, f

(
Ω
)

es por tanto cerrado y acotado, con esto probamos que la función f es acotada; así
es posible a�rmar que toda función continua restringida a un conjunto compacto
es una función acotada.

Ya que f : Ω −→ R es una función continua y acotada, entonces por el teorema
de extensión de Tietze, existe una función continua, más precisamente una extensión
continua de f , g : RN −→ R , la cual coincide con f sobre Ω tal que cumple
(Ec. 2.5.1).
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Dado que g : RN −→ R es una extensión continua de f ; si se restringe g al
conjunto compacto:

(Ec. 2.5.4) K =
{
x ∈ RN : ρ

(
x,Ω

)
≤ 1
}

↓
ı́nf
{
ρ (x, y) : y ∈ Ω

}
; Ω ⊂ RN

↓
|x− y| = máx {|xi − yi| : i = 1, 2, ..., N}.

El teorema de Heine-Cantor explícitamente menciona que toda función continua
sobre un conjunto compacto de un espacio métrico es uniformemente continua; por
lo que la función g es uniformemente continua sobre el conjunto compacto K.

Por consiguiente: f : Ω ⊂ RN −→ R y g : K ⊂ RN −→ R son funciones
uniformemente continuas sobre los conjuntos compactos Ω y K respectivamente.

En el tratamiento de funciones continuas se puede aproximar uniformemente
toda función continua por funciones derivables inde�nidamente. De modo más pre-
ciso vamos a considerar una función θr : RN −→ R de�nida por θr(x) = 1

rN
θ
(
x
r

)
y que posea las propiedades expresadas en la de�nición 2.5.2. e introducimos la
convolución fr = θr ∗ g , en donde θr es una función in�nitamente diferenciable y
g es una aplicación uniformemente continua y en particular continua, de forma que
fr ∈ C∞

(
RN
)

; ∀r > 0.

Ya que g es uniformemente continua sobre el conjunto compacto K, (Ec. 2.5.4),

entonces existe 0 < r < 1 tq.: |y − z|2 ≤ r con y, z ∈ K y se in�ere que:

(Ec. 2.5.5) |g(y)− g(z)| ≤ ε
LN(K)

donde LN es la medida de Lebesgue en RN.

Mediante la convolución (regularización): fr = θr ∗ g = g ∗ θr

(Ec. 2.5.6) g ∗ θr (x) =
´ +∞
−∞ g(t) θr (x− t) dt

=
´ −∞

+∞ −g(x−u)θr (u) du =
´ +∞
−∞ g(x−u) θr (u) du.
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(Ec. 2.5.7) g(x)− (g ∗ θr) (x)

= g(x)−
´ +∞
−∞ (g(x− u)) θr (u) du

= g(x)
´
RN θr (u) du−

´ +∞
−∞ (g(x− u)) θr (u) du ;

Utilizando
la 3era propiedad
de la de�nición 2.5.2.´
RN θr (u) du = 1.

=
´
RN g(x) θr (u) du−

´ +∞
−∞ (g(x− u)) θr (u) du ;

=
´ +∞
−∞ (g(x)− g(x− u)) θr (u) du ;

Puesto que:
θr (u) = 0 y g(x− u) = 0
fuera de
K =

{
x ∈ RN : ρ

(
x,Ω

)
≤ 1
}
.

=
´
K

(g(x)− g(x− u)) θr (u) du .

Dado que g es una extensión continua de f , se tiene que para todo ε > 0 dado,
existe un n0 tal que para n ≥ n0 , se cumple para u ∈ K que: |g(x)− g(x− u)| ≤ ε.

(Ec. 2.5.8)
∣∣´
K

(g(x)− g(x− u)) θr (u) du
∣∣

≤
´
K
|g(x)− g(x− u) θr (u)| du

=
´
K
|g(x)− g(x− u)| |θr (u)| du ;

utilizando la
5ta propiedad
de la de�nición 2.5.2.
θr (x) ≥ 0 para toda x ∈ RN.

≤
´
K
|g(x)− g(x− u)| θr (u) du ;

sustituyendo
|g(x)− g(x− u)| ≤ ε.

≤
´
K
ε θr (u) du = ε

´
K
θr (u) du = ε.

Utilizando
la 3era propiedad
de la de�nición 2.5.2.´
RN θr (u) du = 1.
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En orden, siendo g uniformemente continua sobre el compacto K,
entonces existe 0 < r < 1 tq.: |y − z|2 ≤ r con y, z ∈ K e implica que:
|g(y)− g(z)| ≤ ε

LN(K) , de forma que para toda x ∈ Ω :

(Ec. 2.5.9) |fr(x)− f(x)| =
∣∣´

RN θr (x− y) (g(y)− g(x)) dy
∣∣ ≤ ε

y es su�ciente para inferir que: f̃ = fr . �

DEFINICIÓN 2.5.4 .

Sea φ ∈ C
(
Ω
)
y sea p ∈ RN \ φ (∂Ω). De�nimos deg (φ,Ω, p), el grado de φ y p

con respecto a Ω, como el grado deg (ψ,Ω, p) para cualquier ψ ∈ C1
(
Ω
)
tq.:

(Ec. 2.5.10) |ψ (x)− φ (x)| < ρ (p, φ (∂Ω)) ; ∀x ∈ Ω.

donde

(Ec. 2.5.11) |ψ (x)− φ (x)| = máx {|ψi (x)− φi (x)| : i = 1, 2, . . . , N}.

(Ec. 2.5.12) ρ (p, φ (∂Ω)) = inf {ρ (p, y) : y ∈ φ (∂Ω)}
↓

máx {|pi − yi| : i = 1, 2, . . . , N}.

JUSTIFICACIÓN.

Dado que φ = (φ1, φ2, . . . , φN ) ∈ C
(
Ω,RN

)
, podemos aplicar el lema 2.5.3

para cada φi : Ω −→ R continua, con i = 1, . . . , N , de manera que existen

f̃i ∈ C∞
(
RN
)
, funciones componentes f̃i : RN −→ R, con i = 1, . . . , N , de

forma que f̃ =
(
f̃1, f̃2, . . . , f̃N

)
∈ C∞

(
RN
)
y tq.:

(Ec. 2.5.13)
∣∣∣f̃i(x)− φi(x)

∣∣∣
2
≤ ε ; ∀x ∈ Ω ; i = 1, . . . , N .

En particular existe ξi ∈ C1
(
RN
)
tq.:

(Ec. 2.5.14) |ξi(x)− φi(x)|2 ≤ ε ; ∀x ∈ Ω ; i = 1, . . . , N .
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Es posible encontrar las funciones ξi de forma tal que cumplan con

(Ec. 2.5.15) |ξi(x)− φi(x)| < ρ (p, φ (∂Ω)) ; ∀x ∈ Ω .

y por tanto obtenemos : ψ = (ξ1 , . . . , ξN ) ∈ C1
(
Ω
)
tal que:

(Ec. 2.5.16) |ψ(x)− φ(x)| < ρ (p, φ (∂Ω)) ; ∀x ∈ Ω

además como p /∈ φ (∂Ω) y ψ ∈ C1
(
Ω
)
, se in�ere que p /∈ ψ (∂Ω). �

A continuación demostraremos que dos funciones cumpliendo las condiciones
de la de�nición 2.5.4. poseen grados idénticos :

COROLARIO 2.5.5.

Si ψ1 , ψ2 ∈ C1
(
Ω
)
, y son tales que:

(Ec. 2.5.17) |ψ1(x)− φ (x)| < ρ (p, φ (∂Ω)) ; ∀x ∈ Ω .

(Ec. 2.5.18) |ψ2(x)− φ (x)| < ρ (p, φ (∂Ω)) ; ∀x ∈ Ω .

Entonces:

(Ec. 2.5.19) deg (ψ1,Ω, p) = deg (ψ2,Ω, p).

PRUEBA.

En efecto, considerando la combinación lineal convexa de ψ1 , ψ2 ∈ C1
(
Ω
)
:

(Ec. 2.5.20) H (x, t) = tψ1(x) + (1− t)ψ2(x) , x ∈ Ω , t ∈ [0, 1]

la cual es una C1−homotopía entre ψ1 y ψ2 , que cumple además con
p /∈ H ((∂Ω) , t) , ∀t ∈ [0, 1].
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Para toda x ∈ Ω se tiene que:

(Ec. 2.5.21) |H (x, t)− φ (x)|

= |tψ1(x) + (1− t)ψ2(x) + t (φ (x))− t (φ(x))− φ (x)|;

= |t (ψ1 (x)− φ(x)) + (1− t) (ψ2(x)− φ (x))|;

aplicando
desigualdad triangular.

≤ t |ψ1 (x)− φ(x)|+ (1− t) |ψ2(x)− φ (x)| ;

sustituyendo (Ec. 2.5.17)
y (Ec. 2.5.18).

< t ρ (p, φ (∂Ω)) + (1− t) ρ (p, φ (∂Ω))

= ρ (p, φ (∂Ω)) .

Finalmente se obtiene la condición principal de la de�nición 2.5.4.

(Ec. 2.5.22) |H (x, t)− φ (x)| < ρ (p, φ (∂Ω))

Ya que H es una C1−homotopía entre ψ1 y ψ2 , p /∈ Ht (∂Ω) , ∀t ∈ [0, 1]
entonces por el teorema 2.4.1. concluimos deg ( ψ1 ,Ω, p) = deg ( ψ2 ,Ω, p). �

PROPOSICIÓN 2.5.6.

Siendo φ ∈ C
(
Ω
)
y considerando p ∈ RN \φ (∂Ω). De�nimos deg (φ,Ω, p) como

el grado deg (ψ,Ω, p) para cualquier ψ ∈ C1
(
Ω
)
tq.:

(Ec. 2.5.23) |ψ (x)− φ (x)| < ρ (p, φ (∂Ω)) ; ∀x ∈ Ω.

la función ψ puede ser elegida tal que p /∈ ψ (Sψ) .
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DEMOSTRACIÓN.

Tomando χ ∈ C1
(
Ω
)

tq.:

(Ec. 2.5.24) ‖φ− χ‖ < 1
2 ρ (p, φ (∂Ω))

donde

(Ec. 2.5.25) ‖φ− χ‖ = sup {|φ (x)− χ (x)| : x ∈ Ω}
↓

máx {|φi (x)− χi (x)| : i] = 1, . . . , N}.

Por el lema de Sard es posible elegir q ∈ RN tq.: q /∈ χ (Sχ) y que cumpla
además |p− q| < 1

2 ρ (p, φ (∂Ω)), esta desigualdad es una condición similar a la de
la de�nición 2.3.2., aunque más restrictiva.

Consideremos la siguiente función:

(Ec. 2.5.26) ψ (x) = χ (x) + p− q

Claramente ψ ∈ C1
(
Ω
)
, pues depende de χ ∈ C1

(
Ω
)
y

(Ec. 2.5.27) |ψ (x)− φ (x)|

= |χ (x) + p− q − φ (x)|

= |χ (x)− φ (x) + p− q|;

desigualdad triangular.

≤ |χ (x)− φ (x)|+ |p− q|
↙ ↘

‖φ− χ‖ < 1
2 ρ (p, φ (∂Ω)) |p− q| < 1

2 ρ (p, φ (∂Ω))

↓
sup {|φ (x)− χ (x)| : x ∈ Ω}

< 1
2 ρ (p, φ (∂Ω)) + 1

2 ρ (p, φ (∂Ω))

= ρ (p, φ (∂Ω)).
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Tenemos que:

(Ec. 2.5.28) ψ (x) = χ (x) + p− q =⇒ ψ (x)− p = χ (x)− q

de forma que buscar soluciones para ψ (x) = p es equivalente a buscar
soluciones para χ (x) = q y

(Ec. 2.5.29) ∀x ∈ Ω : Jψ(x) = Jχ(x)

en consecuencia q /∈ χ (Sχ) implica p /∈ ψ (Sψ) .

Queda por demostrar que: p /∈ ψ (∂Ω) y para ello se procede por contradicción.

Si p ∈ ψ (∂Ω) implica que q ∈ χ (∂Ω) y mediante la desigualdad triangular:

(Ec. 2.5.30) ρ (p, χ (∂Ω)) ≤ ρ (p , q) + ρ (q, χ (∂Ω)) ;

≤ |p− q|+ ρ (q, χ (∂Ω))

q ∈ χ (∂Ω)
por tanto
ρ (q, χ (∂Ω)) = 0 .

< 1
2 ρ (p, φ (∂Ω)).

Mientras que si se analiza de la siguiente manera:

|χ (x)− p| = |χ (x) + φ (x)− φ (x)− p|

= |φ (x)− p+ χ (x)− φ (x)|

= |φ (x)− p − (−χ (x) + φ (x))|

≥ ||φ (x)− p| − |φ (x)− χ (x)||

= |φ (x)− p| − |χ (x)− φ (x)|
↙ ↘

por la hipótesis de que ‖φ− χ‖ < 1
2 ρ (p, φ (∂Ω))

p ∈ RN \ φ (∂Ω) : ↓
ρ (p , φ (∂Ω)) sup {|φ (x)− χ (x)| : x ∈ Ω} .

implica que �nalmente que:

ρ (p, χ (∂Ω)) > 1
2 ρ (p, φ (∂Ω))

lo que es imposible provocando la contradicción con (Ec. 2.5.30) �
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2.6. PERTURBACIÓN DE LA FUNCIÓN deg RESPECTO DE LA
VARIABLE Ω.

En el estudio de la teoría de grado topológico, se han obtenido las diferen-
tes propiedades mediante la perturbación del 1er y 3er parámetro de la función
deg : {(f,Ω, p) : ternas admisibles} −→ Z , gracias a estos resultados es posi-
ble obtener el grado para una función que es únicamente continua, como también
conseguir el grado topológico con respecto a un valor crítico, de manera que pertur-
bando la función grado respecto del parámetro Ω obtenemos dos de las propiedades
más importantes en torno a esta teoría; la primera dice que el grado es aditivo
respecto de la variable Ω y la segunda que es invariante respecto de la sustracción
de conjuntos cerrados, bajo determinadas condiciones.

TEOREMA. 2.6.1 ADITIVIDAD RESPECTO DEL DOMINIO Y PROPIEDAD DE ES-
CISIÓN.

Sea φ una función continua y p /∈ φ (∂Ω):

1.- (ADITIVIDAD). Sea Ωi una sucesión �nita de abiertos disjuntos dos a dos,

con Ωi ⊂ Ω para 1 ≤ i ≤ n tal que: Ω = ∪1≤i≤n Ωi y φi = φ |Ωi . Entonces:

(Ec. 2.6.1.) deg (φ,Ω, p) =
∑

1≤i≤n deg (φi,Ωi, p)

2.- (ESCISIÓN). Si K ⊂ Ω es cerrado y p /∈ φ (K). Entonces

(Ec. 2.6.2.) deg (φ,Ω, p) = deg (φ,Ω−K, p).

De manera intuitiva la propiedad de escisión dice que se pueden extraer con-
juntos cerrados que no aporten p puntos.

DEMOSTRACIÓN.

1.- En primer lugar demostraremos que para todo i = 1, 2, ..., n se tiene que
∂Ωi ⊂ ∂Ω .

Para ello procederemos por contradicción, es decir, supongamos que existe
x ∈ ∂Ωi tal que x /∈ ∂Ω. Entonces teniendo en cuenta que ∂Ωi ⊂ Ωi ⊂ Ω y dado
que x /∈ ∂Ω , debe ser que x pertenece al interior de Ω , dicho de otra forma x ∈ Ω,
el cual es abierto y acotado.

Luego ya que por hipótesis Ω = ∪1≤i≤n Ωi donde cada Ωi con 1 ≤ i ≤ n es
disjunto con los demás, existe algún j 6= i tal que x ∈ Ωj y por lo tanto existe
alguna bola B (x, r) tal que x ∈ B (x, r) ⊂ Ωj pero como x ∈ ∂Ωi entonces
Ωi ∩ B (x, r) 6= ∅ y así existen i, j tal que i 6= j y Ωi ∩ Ωj 6= ∅ , lo cual es una
contradicción.
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Ahora ya que el resultado que se pretende demostrar es para una función
continua, elegimos una función ψ de clase C1 con p /∈ ψ (∂Ω) que cumple con:

(Ec. 2.6.3.) ‖φ− ψ‖ < η

esta escogitación es posible debido a que el conjunto de funciones de clase C1

es denso en el conjunto de funciones continuas.

Dado que ∂Ωi ⊂ ∂Ω se tiene que p /∈ ψ (∂Ωi) y para todo x ∈ Ωi la
ecuación 2.6.3 es válida.

Así mediante la de�nición del grado topológico para funciones continuas a través
de una función de clase C1 sobre Ω , se completa el esquema. La idea en sí es
de�nir el grado de la función continua φ sobre Ω, a través de la función
ψ ∈ C1

(
Ω
)
su�cientemente cercana a φ según la norma ‖φ− ψ‖ < η, así se obtiene:

deg (φ,Ω, p) = deg (ψ,Ω, p).

Ahora designamos ψi = ψ |Ωi entonces para todo i tenemos que:

(Ec. 2.6.4.) deg (ψi,Ωi, p) = deg (φi,Ωi, p)

y el resultado se sigue del cálculo directo:

(Ec. 2.6.5.) deg (φ,Ω, p) = deg (ψ,Ω, p)

=
∑
x∈ψ−1{p} sgn (Jψ (x))

=
∑n
i=1

∑
x∈ψ−1

i {p}
sgn (Jψi (x))

=
∑n
i=1 deg (ψi,Ωi, p)

=
∑n
i=1 deg (φi,Ωi, p). �

2.- Inicialmente se observa que el subconjunto K ⊂ Ω es cerrado y por lo tanto
es un conjunto compacto entonces φ (K) es también un compacto. Se considera una
función ψ de clase C1 , con p /∈ ψ (∂Ω).

La función ψ ha de cumplir la desigualdad en (Ec. 2.6.3.) y en particular:

(Ec. 2.6.6.) ‖φ− ψ‖ < ρ (p, φ (K)).

A�rmamos que ρ (p, φ (K)) > 0 , ya que por hipótesis p /∈ φ (K). Mediante
(Ec. 2.6.6.) deducimos además que p /∈ ψ (K) de manera que ψ−1 {p} ∩K = ∅.
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Comprobaremos en primer lugar que

(Ec. 2.6.7.) deg (φ,Ω, p) = deg (ψ,Ω−K, p)

y luego que

(Ec. 2.6.8.) deg (ψ,Ω−K, p) = deg (φ,Ω−K, p).

La igualdad 2.6.7. se obtiene del cálculo siguiente:

deg (φ,Ω, p) = deg (ψ,Ω, p) ;
mediante la desigualdad
‖φ− ψ‖ < η

=
∑
x∈ψ−1{p} sgn (Jψ (x)) ;

de�nición del grado topológico.

=
∑
x∈ψ−1{p}∩(Ω−K) sgn (Jψ (x)) ;

no hay ningún problema en
reexpresar así ya que
el conjunto K no aporta
p puntos
ψ−1 ({p}) ∩K = ∅.

= deg (ψ,Ω−K, p) ;
como ψ−1 ({p}) ⊂ Ω \K
es posible aplicar
nuevamente
la de�nición
del grado topológico.

Para la segunda sencillamente observemos en primer lugar que

(Ec. 2.6.9.) φ (∂Ω) ⊃ φ (∂Ω−K)

y por lo tanto

(Ec. 2.6.10.) ρ (p, φ (∂Ω)) ≤ ρ (p, φ (∂Ω−K)).

Esta última desigualdad se basa en la idea de la mínima distancia del valor p
al conjunto φ (∂Ω), con p /∈ φ (∂Ω) y puede que al retirar el conjunto K se elimine
el punto que hace que la distancia sea pequeña.

Luego por la forma en que ha sido elegida ψ , y por las ecuaciones 2.6.9 y 2.6.10

(Ec. 2.6.11.) ‖φ− ψ‖ < ρ (p, φ (∂Ω)) ≤ ρ (p, φ (∂Ω−K)).
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Finalmente de la desigualdad 2.6.11, se in�ere que ‖φ− ψ‖ < ρ (p, φ (∂Ω−K))
y mediante la de�nición del grado topológico para funciones continuas a través de
una función de clase C1 sobre Ω , se tiene que:

deg (ψ,Ω−K, p) = deg (φ,Ω−K, p) �

2.7. deg ES INVARIANTE BAJO COMPOSICIÓN CON
DIFEOMORFISMOS DE CLASE C1.

Antes de demostrar que la función grado es invariante bajo cambios de coorde-
nadas mediante funciones de clase C1, especí�camente, mediante difeomor�smos,
necesitamos precisar las siguientes nociones:

DEFINICIÓN 2.7.1. HOMEOMORFISMO

Sean M y N espacios métricos. Una aplicación f : M −→ N se dice que es
homeomor�smo, si f es continua, biyectiva y f −1 es continua.

De manera intuitiva, un homeomor�smo es una función que pasa biunívoca-
mente abiertos en abiertos.

DEFINICIÓN 2.7.2. DIFEOMORFISMOS DE CLASE C1.

Sean E y F dos espacios de Banach, V un abierto de E y W un abierto de F .
Un difeomor�smo f entre los abiertos V , W es una aplicación f : V −→W que es
biyectiva, diferenciable de clase C1 (considerada como aplicación de V en F ), tal
que la aplicación recíproca g = f−1 : W −→ V es también diferenciable de clase
C1 (considerada como aplicación de W en E).

CARACTERIZACIÓN 2.7.3. C1−DIFEOMORFISMO.

Se dice que f : RN −→ RN es un C1−difeomor�smo,

si f−1 existe y ambas f y f−1 son funciones de clase C1.

TEOREMA 2.7.4. TEOREMA DE LA FUNCIÓN INVERSA.

Sea f : A ⊆ RN −→ RN una función de clase C1 . Supongamos que para
a ∈ A , la diferencial Df (a) es invertible y que f(a) = b . Entonces existen abiertos
U, V ⊂ RN tales que: a ∈ U , b ∈ V y f : U −→ V es una función biyectiva y la
inversa f−1 : V −→ U es de clase C1 y además Df−1 (b) = [Df(a)]

−1 .

Como consecuencia del teorema de la función inversa, si A es un abierto de
RN y g : A −→ RN es una aplicación inyectiva y diferenciable de clase C1 tal que
Jg (x) 6= 0 para todo x ∈ A , entonces g(A) es abierto en RN y g : A −→ g (A) es
un difeomor�smo de clase C1 .



2.7. deg ES INVARIANTE BAJO COMPOSICIÓN CON DIFEOMORFISMOS DE CLASE C1.67

TEOREMA 2.7.5. INVARIANCIA DEL GRADO BAJO UN CAMBIO DE COORDENADAS.

Sean φ ∈ C
(
Ω,RN

)
y p /∈ φ (∂Ω). Se considera f : RN −→ RN un

C1−difeomor�smo y sea E ⊂ RN un conjunto abierto y acotado tq.: f (E) = Ω ,
es decir, f : E ⊆ RN −→ Ω ⊂ RN.

Se de�ne la función ψ ∈ C
(
E;RN

)
como ψ = f−1 ◦ φ ◦ f además se cumple

la condición q /∈ ψ (∂E), con q = f−1 (p).

Entonces deg (φ , Ω , p) = deg (ψ , E , q) , es decir, el grado topológico, deg (φ,Ω, p),
es invariante bajo un cambio de coordenadas mediante difeomor�smos de clase C1.

OBSERVACIÓN.

Por ser f un C1−difeomor�smo, existe f−1 y f , f−1 ∈ C1
(
RN
)

y la de�nición de la función f−1 es : f−1 : Ω ⊂ RN −→ E ⊆ RN

donde E ⊂ RN es un conjunto abierto y acotado.

DEMOSTRACIÓN.

Ya que f es un difeomor�smo tenemos que por la biyectividad de la función
y especí�camente la sobreyectividad, todo elemento de ∂Ω es imagen de algún
elemento de ∂E , es decir, f (∂E) = ∂Ω.

Si sucediera que:

(Ec. 2.7.1.) q ∈ ψ (∂E) =⇒ f−1 (p) ∈
(
f−1 ◦ φ ◦ f

)
(∂E)

=⇒ f
(
f−1 (p)

)
∈
(
f ◦ f−1 ◦ φ ◦ f

)
(∂E)

=⇒ f
(
f−1 (p)

)
∈ (id ◦ φ ◦ f) (∂E)

=⇒ p ∈ φ ◦ f (∂E) = φ (f (∂E)) = φ (∂Ω)

=⇒ p ∈ φ (∂Ω)

Lo cual NO puede pasar, puesto que está contemplado en las hipótesis que:
p /∈ φ (∂Ω) por tanto q /∈ ψ (∂E).

La cadena de implicaciones anteriores también puede considerarse de manera
recíproca.
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f φ f−1

↓ ↓ ↓
(Ec. 2.7.2.) E ⊆ RN −→ Ω ⊂ RN −→ φ (Ω) ⊂ RN −→ E ⊆ RN

(Ec. 2.7.3.)
(
f−1 ◦ φ ◦ f

)
(E) = f−1 (φ (f (E)))

= f−1 (φ (Ω)) = E

por lo que ψ es un automorfísmo.

Para demostrar la invariancia del grado topológico bajo un cambio de coorde-
nadas, se considera inicialmente φ ∈ C1 (Ω); por hipótesis se conoce que p /∈ φ (∂Ω),
por lo que es preciso demostrar además que:

p /∈ φ (Sφ) implica que q /∈ ψ (Sψ)

↓ ↓
Sφ ⊂ Ω Sψ ⊂ E .

(Ec. 2.7.4.) p /∈ φ (Sφ) ; aplicando f−1.

=⇒ f−1 (p) /∈
(
f−1 ◦ φ

)
(Sφ)

↓
f : E ⊆ RN −→ Ω ⊆ RN

↓
Sφ ⊂ Ω .

=⇒ q /∈ ψ (Sψ) ; por hipótesis q = f−1 (p) .

(Ec. 2.7.5.) deg (ψ , E , q) =
∑
y∈ψ−1({q}) sgn (Jψ (y))

=
∑
ψ(y)=q sgn (Jψ (y))

ψ (y) = q =⇒
(
f−1 ◦ φ ◦ f

)
(y) = q = f−1 (p)

Por la propiedad multiplicativa de los jacobianos, argumentamos lo siguiente,
ya que por hipótesis f es un C1−difeomor�smo por lo que f es diferenciable en
el conjunto abierto E de RN y que φ es diferenciable en la imagen f(E) = Ω y
por lo que f−1 es diferenciable sobre el conjunto imagen φ (Ω). Entonces la función
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composición ψ = f−1 ◦ φ ◦ f es diferenciable en E , y por la forma matricial de la
regla de la cadena, las correspondientes matrices jacobianas se hallan relacionadas
como sigue:

(Ec. 2.7.6.) Jψ(y) = J(f−1◦φ◦f) (y) = Jf−1 (φ (f (y))) .Jφ (f (y)) .Jf (y)

La condición su�ciente (aunque no necesaria) para que una función sea biuní-
voca (que exista inversa) es que el determinante jacobiano de la función sea no
nulo.

(Ec. 2.7.7.) f
(
f−1 ◦ φ ◦ f

)
(y) = f

(
f−1 (p)

)
=⇒

(
f ◦ f−1 ◦ φ ◦ f

)
(y) =

(
f ◦ f−1

)
(p) = (id) (p)

=⇒ (φ ◦ f) (y) = p

de ahí que dado que el jacobiano de la función inversa de f es la matriz inversa
del jacobiano de f

∂f−1

∂x =
[
∂f
∂y

]−1

y=f−1(x)
, en donde se ha considerado x = f(y).

se prosigue con respecto a la ecuación 2.7.5.

deg (ψ , E , q) =
∑
y∈ψ−1({q}) sgn (Jψ (y))

=
∑
ψ(y)=q sgn (Jψ (y))

=
∑

(f◦ψ)(y)=p sgn (Jφ (f (y)) . Jf (y))

=
∑
y∈(f◦ψ)−1(p) sgn (Jφ (f (y)) . Jf (y));

J(f◦ψ) (y) = Jφ (f (y)) . Jf (y) .

=
∑
φ(x)=p sgn [det (∇φ (x))]

considerando: f (y) = x , donde f (E) = Ω

p /∈ φ (∂Ω) , donde φ ∈ C
(
Ω,RN

)
.

=
∑
x∈φ−1({p}) sgn [Jφ (x)]

= deg (φ , Ω , p). �



Capítulo 3

APLICACIONES DE LA TEORÍA DE GRADO
TOPOLÓGICO AL ANÁLISIS Y AL CÁLCULO

DE VARIABLE COMPLEJA.

El presente capítulo principalmente detalla las ventajas que provee una herra-
mienta tan versátil como lo es el grado de Brouwer, por ejemplo el sintetizar algunas
demostraciones de teoremas conocidos en importantes áreas de las matemáticas.

En las secciones siguientes se abordan algunas consecuencias del concepto de
grado topológico, especí�camente el teorema de punto �jo de Brouwer, el teorema
de Borsuk y el corolario de Borsuk-Ulam y posteriormente se trabaja con especial
interés en el cálculo de variable compleja, especí�camente el principio del argu-
mento, el teorema de Rouché y el teorema fundamental del álgebra ilustrarán este
hecho.

3.1. APLICACIONES DE deg EN RN.

Una aplicación inmediata de la de�nición de grado topológico de Brouwer es,
precisamente, el teorema que lleva su nombre, el conocido teorema de punto �jo de
Brouwer, el cual expresa que toda función continua de la bola unidad en si misma
tiene al menos un punto �jo.

DEFINICIÓN 3.1.1. PUNTO FIJO.

Sea X un conjunto y φ : X −→ X una función. Se dice que x ∈ X es un punto
�jo de φ si φ (x) = x, o bien si x es un cero de ψ1 = id− φ .

Como hemos estudiado anteriormente, la teoría del grado topológico nos per-
mite decidir, bajo determinadas circunstancias, cuando existe una solución de una
ecuación del tipo φ (x) = p o equivalentemente la existencia de algún cero de
ψ(x) = φ (x) − p. En particular la existencia de algún punto �jo de φ se tradu-
ce en la existencia de algún cero de la función ψ (x) = φ (x)− x.

70
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DEFINICIÓN 3.1.2. PROPIEDAD DEL PUNTO FIJO.

Sea X un espacio vectorial normado, S ⊂ X . Se dice que S tiene la propiedad
del punto �jo si cada función φ : S −→ S continua tiene un punto �jo.

OBSERVACIÓN.

Supongamos que Ω es un abierto tal que Ω es homeomorfo a B = B(0, 1) es
decir existe una función h : Ω −→ B continua con inversa h−1 continua. Entonces
es fácil probar que Ω tiene la propiedad del punto �jo si y sólo si B la tiene; más
precisamente si φ : Ω −→ Ω es continua consideraremos ϕ = h ◦ φ ◦ h−1 : B −→ B
y entonces resulta que: y ∈ B es un punto �jo de ϕ si y sólo si x = h−1(y) es un
punto �jo de φ.

(Ec. 3.1.1.) ϕ (y) = y =⇒
(
h ◦ φ ◦ h−1

)
(y) = y

=⇒
(
h−1 ◦ h ◦ φ ◦ h−1

)
(y) = h−1 (y)

=⇒
(
id ◦ φ ◦ h−1

)
(y) = h−1 (y)

=⇒
(
φ ◦ h−1

)
(y) = h−1 (y)

=⇒ φ
(
h−1 (y)

)
= h−1 (y).

A continuación será enunciada y demostrada la propiedad de normalización,
la cual ha sido ubicada especí�camente en esta parte del trabajo por hacerse uso
directo de ella y ya que su demostración es casi inmediata no provoca inconvenientes.

De manera general la propiedad de normalización dice que: si f = id, la aplica-
ción identidad en RN, de�nida por id(x) = x, entonces, f(x) = y, con y /∈ f (∂Ω),
tiene la única solución x = y.

TEOREMA 3.1.3. PROPIEDAD DE NORMALIZACIÓN.

Si φ = id entonces:

(Ec. 3.1.2.) deg (φ,Ω, p) =

{
1 ; si p ∈ Ω.

0 ; si p /∈ Ω.

DEMOSTRACIÓN.

Es claro que si p /∈ Ω entonces φ−1 ({p}) = ∅ y por lo tanto deg (φ,Ω, p) = 0.
Por otro lado si p ∈ Ω entonces φ−1 ({p}) = {p} y Jφ ({p}) = det Dφ ({p}) = 1,
luego deg (φ,Ω, p) = 1.
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TEOREMA 3.1.4. PUNTO FIJO DE BROUWER.

Sea Ω un abierto de RN tal que Ω sea homeomorfo a B. Entonces Ω posee la
propiedad del punto �jo.

DEMOSTRACIÓN.

A demostrar que toda ϕ : B −→ B continua tiene al menos un punto �jo, es
decir, basta probar que B tiene la propiedad del punto �jo.

Sea φ : B −→ B continua, supongamos además que para todo x ∈ ∂B se tiene
que φ (x) 6= x .

De�nimos la homotopía

(Ec. 3.1.3.) H (t, x) = x− tφ (x)

de manera que H0 = id y H1 = id− φ .

A demostrar ĺımt−→s ‖Ht −Hs‖ = 0 , ∀s ∈ [0, 1]:

(Ec. 3.1.4.) ĺımt−→s ‖Ht −Hs‖

= ĺımt−→s ‖x− tφ (x)− x+ sφ (x)‖

= ĺımt−→s ‖sφ (x)− tφ (x)‖

= ĺımt−→s ‖(s− t) (φ (x))‖

= ĺımt−→s |s− t| ‖(φ (x))‖ = 0 , ∀s ∈ [0, 1] .

Observemos que si x ∈ B entonces para todo t ∈ [0, 1) se tiene que tφ (x)
pertenece al interior de B , tφ (x) ∈ B , de manera que para todo t ∈ [0, 1) vale que
0 /∈ Ht (∂B). Luego argumentamos mediante la invariancia bajo homotopía

Siendo H una homotopía y ∀t ∈ [0, 1], Ht es una función continua,
con 0 /∈ Ht (∂B) entonces:

(Ec. 3.1.5.) deg (Ht, B, 0) = deg (H0, B, 0)

y por la propiedad de normalización, ya que H0 = id , la función identidad,
entonces:

(Ec. 3.1.6.) deg (H0, B, 0) =

{
1; si 0 ∈ B.
0; si 0 /∈ B.
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El resultado se sigue de la invariancia bajo homotopía:

(Ec. 3.1.7.) deg (id,B, 0) = 1 = deg (id− φ,B, 0).

Finalmente B posee la propiedad del punto �jo. �

Para abordar el teorema de Borsuk y el corolario de Borsuk-Ulam se requiere
del concepto de conjunto simétrico respecto del origen y de la de�nición de una
función impar. Consideremos un espacio vectorial normado X , diremos que A ⊂ X
es un conjunto simétrico respecto del origen si cada vez que x ∈ A se tiene que
−x ∈ A y se dice que φ : A −→ X es una función impar si para todo a ∈ A se tiene
φ (−a) = −φ (a).

TEOREMA 3.1.5. TEOREMA DE BORSUK.

Sea Ω ⊂ X un entorno abierto acotado y simétrico del cero (origen) y φ
una función continua, con 0 /∈ φ (∂Ω).

Si φ |∂Ω es impar entonces el grado deg (φ,Ω, 0) es impar.

DEMOSTRACIÓN.

Basta probar el teorema para X = RN . Consideremos la función continua ϕ

de�nida por ϕ (x) = φ(x)−φ(−x)
2 que es impar, con 0 /∈ φ (∂Ω), el detalle a

continuación:

(Ec. 3.1.8.) ϕ (−a) = φ(−a)−φ(−(−a))
2 = φ(−a)−φ(a)

2

= − −φ(−a)+φ(a)
2

= − φ(a)−φ(−a)
2 = − ϕ (a)

y además coincide sobre el borde ∂Ω con φ , es decir

(Ec. 3.1.9.) ϕ |∂Ω= φ |∂Ω.

(Ec. 3.1.10.) ϕ (x) = φ(x)−φ(−x)
2 ; ya que por hipótesis

φ |∂Ω es impar.

= φ(x)−(−(φ(x)))
2

= 2 φ(x)
2 = φ (x).
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Luego dado que ambas funciones son continuas con 0 /∈ φ (∂Ω) tq.: φ |∂Ω= ϕ |∂Ω

deduciremos un resultado similar al del corolario respecto de la dependencia del
grado sobre los valores del borde para funciones de clase C1 .

Así que consideramos la homotopía inducida por la combinación lineal convexa
de φ y ϕ , es decir, ∀x ∈ Ω y t ∈ [0, 1]

(Ec. 3.1.11.) H (t, x) = tφ (x) + (1− t)ϕ (x).

Observemos que de acuerdo a la hipótesis como ambas coinciden sobre el borde
de Ω se tiene que si x ∈ ∂Ω y t ∈ [0, 1] entonces H (t, x) = φ . Luego para todo
t ∈ [0, 1] vale que 0 /∈ H (t, ∂Ω) y el grado está de�nido a lo largo de la deformación.

Así por la invariancia mediante homotopías establecida se obtiene:

(Ec. 3.1.12.) deg (φ,Ω, 0) = deg (ϕ,Ω, 0).

Por la formalización del grado topológico se puede obtener el grado para una
función continua mediante una función de clase C1, por lo que es posible hacer una
escogitación apropiada de una función impar ψ de clase C1.

Ya que Ω ⊂ RN simétrico y φ una función continua impar sobre Ω, con
0 ∈ RN \ φ (∂Ω). Entonces es posible que para cada ε > 0 existe ψ ∈ C1

(
Ω
)
impar,

con 0 /∈ ψ (∂Ω), tq.: ‖φ− ψ‖ < ε y más particularmente:

(Ec. 3.1.13.) |ψ (x)− φ (x)| < ρ (p, φ (∂Ω)) ; ∀x ∈ Ω.

y por de�nición:

(Ec. 3.1.14.) deg (ϕ,Ω, 0) = deg (ψ,Ω, 0) =
∑
x∈ψ−1{0} sgn Jψ(x)

Finalmente, dado que por hipótesis Ω ⊂ X es un entorno abierto acotado y
simétrico con respecto del cero y ψ es una función impar de clase C1 con 0 /∈ ψ (∂Ω),
se tiene que:

(Ec. 3.1.15.) deg (ψ, ∂Ω, 0) = 0

y cada vez que ψ (x) = 0 se tendrá también que ψ (−x) = 0 , por lo que se
concluye que deg (ψ,Ω, 0) es impar.

Por la discusión precedente, deg (φ,Ω, 0) = deg (ψ,Ω, 0) , en consecuencia el
grado deg (φ,Ω, 0) es impar.

�
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COROLARIO 3.1.6. BORSUK-ULAM.

Sea Ω ⊂ X un entorno simétrico respecto del cero y ψ ∈ C (∂Ω). Si ψ
(
Ω
)

y en particular ψ (∂Ω) está contenido en un subespacio vectorial propio X0 ⊂ X.
Entonces existe un punto x ∈ ∂Ω tal que ψ (x) = ψ (−x) o sea ψ tiene la misma
imagen sobre al menos un par de puntos antipodales.

DEMOSTRACIÓN.

Por contradicción, supongamos sin pérdida de generalidad que X = RN y un
subespacio propio X0 = RM con M < N . Ya que estamos en un espacio métrico y
siendo Ω ⊂ RN un conjunto cerrado, ψ : Ω −→ RN y en particular ψ : ∂Ω −→ RN

una función continua, por el teorema de extensión de Tietze podemos extender ψ
a una función ψ : RN −→ RN , la cual coincide con ψ en Ω y en particular en
∂Ω, además podemos de�nir φ : Ω −→ RN como:

(Ec. 3.1.16.) φ (x) = ψ(x)−ψ(−x)
2 ; ∀x ∈ Ω.

la cual es una función que al igual que ψ coincide con ψ en Ω , por lo que así
como ψ mapea Ω en RM (por hipótesis) , también φ mapea Ω en RM, φ

(
Ω
)
⊂ RM,

a causa de la extensión ψ proporcionada por el teorema de Tietze.

(Ec. 3.1.17.) φ (−x) = ψ(−x)−ψ(−(−x))
2

= ψ(−x)−ψ(x)
2

= − ψ(x)−ψ(−x)
2 = − φ (x).

Así φ resulta ser impar con φ
(
Ω
)
⊂ RM .

Ahora para todo x ∈ ∂Ω y por la imparidad de la función φ

(Ec. 3.1.18.) φ (−x) = −φ (x) 6= φ (x).

y de acuerdo al teorema de Borsuk aplicado a φ |∂Ω se tiene que deg (φ,Ω, 0) 6=
0, pues es un número impar.

Por ser φ una extensión a RN, φ (∂Ω) contendría un entorno abierto del origen y
dado que el grado es localmente constante, es decir, constante en cada componente
conexa de RN \ φ (∂Ω), se a�rma que para un k lo su�cientemente grande, se tiene
que:

(Ec. 3.1.19.) deg (φ,Ω, (0, 0, . . . , 0)) = deg
(
φ,Ω,

(
0, 0, . . . , 0, 1

k

))
↓ ↓

N componentes N elementos
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Sin embargo, ya que
(
0, 0, . . . , 0, 1

k

)
/∈ RM , tenemos que:

(Ec. 3.1.20.) deg
(
ψ,Ω,

(
0, 0, . . . , 0, 1

k

))
= 0

y dado que ψ es una extensión de ψ mediante el teorema de Tietze y por la
forma en que ha sido de�nida φ mediante ψ se contradice que

(Ec. 3.1.21.) deg (φ,Ω, 0) 6= 0

por lo que se contradice que φ (∂Ω) está contenido en un subespacio
propio de RN.

�

3.2. APLICACIONES DE deg en C.

En esta sección se proporciona una demostración a partir de la teoría de gra-
do topológico de Brouwer de resultados clásicos del cálculo de variable compleja;
especí�camente del principio del argumento, el teorema de Rouche y el teorema
fundamental del álgebra.

Se hará uso de las funciones analíticas, y en particular de las funciones mero-
morfas (funciones de�nidas en C, excepto en los polos), por ser de gran utilidad para
localizar raíces de ecuaciones dentro de curvas. Por lo que es conveniente enunciar
una de las fórmulas más valiosas del análisis complejo, la cual consiste en contar
las raíces de una ecuación en el interior de una curva cerrada.

TEOREMA 3.2.1. DE CONTEO DE RAÍCES Y POLOS.

Sea f analítica en una región A excepto para los polos en b1, . . . , bm y ceros en
a1, . . . , an , contados con su multiplicidad. Sea γ una curva cerrada homotópica a
un punto en A y que no pasa a través de ninguno de los puntos aj o bk . Entonces:

(Ec. 3.2.1.)
´
γ
f ′(z)
f(z) dz = 2πi

[∑n
j=1 I (γ, aj)−

∑m
k=1 I (γ, bk)

]
donde la primera suma recorre todos los ceros de f , contados tantas veces como

indiquen sus multiplicidades, y la segunda suma recorre los polos de f , contados
tantas veces como indiquen sus ordenes.
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De manera general, este teorema considera una curva orientada en sentido
positivo (antihorario), que se pueda deformar hasta un punto en el interior de un
conjunto abierto Ω del plano complejo, así para cada punto z ∈ Ω,

(Ec. 3.2.2.)
´
γ
f ′(z)
f(z) dz = 2πi [Zf − Pf ]

Donde Zf es el número de ceros dentro de γ y Pf es el número de polos dentro
de γ, cada uno contado con su multiplicidad y su orden respectivamente.

TEORÍA DE GRADO TOPOLÓGICO, DIMENSIÓN N = 2, CASO COMPLEJO.

Ya que R2 ∼ C es posible de�nir el grado para N = 2. Sea Ω ⊂ C un abierto
acotado y simplemente conexo, cuya frontera γ = ∂Ω es una curva continua orien-
tada positivamente. Dada una función f : Ω −→ C meromorfa, salvo en un número
�nito de puntos llamados polos, y es tal que f (z) 6= 0 con z ∈ γ , es decir, z ∈ ∂Ω.
Así se tiene la siguiente fórmula, que es un caso particular del teorema de los ceros
y polos, y cuenta los ceros de f (con su multiplicidad):

(Ec. 3.2.3.) 1
2πi

´
γ
f ′(z)
f(z) dz = # {ceros de f en Ω}

↓
γ es una curva cerrada, continua
y orientada positivamente.

Esta última igualdad no es otra cosa que el índice de la curva f ◦ γ respecto
del origen, y este índice está de�nido para cualquier curva continua, con la única
condición de que no existan soluciones en ∂Ω, y especí�camente este detalle es lo que
permite extender la de�nición del grado topológico bajo la noción de coincidencia
con el número de vueltas de una curva con respecto a un punto.

Anteriormente se garantizó la de�nición 1.2.1. del grado topológico de Brouwer,
en esta ocasión el propósito es asegurar la subsecuente a�rmación:

TEOREMA 3.2.2. COINCIDENCIA DE LA DEFINICIÓN DE GRADO TOPOLÓGICO
CON EL ÍNDICE DE UNA CURVA.

Sea Ω un conjunto abierto y acotado cuya frontera es la imagen de una C1−curva
simple, cerrada y positivamente orientada γ. Asumamos que: f : C −→ C es holo-
morfa en un cierto vecindario Ω y p /∈ f (∂Ω) es un valor regular de f , es decir,
f ′ (z) 6= 0 siempre que f (z) = p . Entonces:

(Ec. 3.2.4.) deg (f,Ω, p) = 1
2πi

´
γ

f ′ (z)
f(z)−pdz.
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OBSERVACIÓN.

Notar que en el caso general, cuando la función f es analítica (sin distinción
en si es meromorfa), al ser Ω un abierto acotado, la condición f 6= 0 en ∂Ω implica
que f sólo puede tener raíces en un número fínito de componentes conexas de Ω, de
esa forma, al sumar el grado de f sobre dichas componentes conexas, resulta una
suma �nita. Puede haber únicamente un número �nito de polos en cualquier región
acotada, ya que los polos son aislados.

DEMOSTRACIÓN.

Denotamos por A al conjunto de todas las soluciones de f (z) = p en Ω , es
decir:

(Ec. 3.2.5.) A = {z ∈ Ω : f(z) = p}

Para el detalle de la demostración consideraremos dos casos, cuando A = ∅ y
cuando A = {z1, z2, . . . , zn} y en ambos se busca concluir mediante transitividad.

Caso A = ∅ .

Asumimos que A = f−1 ({p}) = ∅, así por la misma de�nición de grado topo-
lógico deg (f,Ω, p) = 0.

Tomando el miembro derecho de (Ec. 3.2.4.) y dado que γ es una C1−curva
simple, cerrada y positivamente orientada, que por lo regular consiste de la frontera
de Ω, ∂Ω y dado que hemos supuesto que f es holomorfa en un vecindario de Ω, se
procede bajo el uso del teorema de Cauchy, el cual establece que:

si γ es una curva cerrada simple (es decir, que intersecta con ella misma en sus
extremos y da un único giro) y si g es analítica (todas las derivadas de g existen)
en y dentro de γ, entonces:

(Ec. 3.2.7.)
´
γ
g = 0.

Haciendo

(Ec. 3.2.8.)
´
γ
g (z) dz =

´
γ

f ′ (z)
f(z)−pdz

donde g(z) = f ′ (z)
f(z)−p es analítica con la derivada g ′ (z) continua sobre y en el

interior de una curva cerrada simple γ . Entonces:

(Ec. 3.2.9.)
´
γ

f ′ (z)
f(z)−pdz = 0.
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Ahora consideremos el caso A 6= ∅.

Sea A = {z1, z2, . . . , zn} �nito, ya que por hipótesis p /∈ f (∂Ω) , donde f es
holomorfa en un vecindario de Ω y por tanto continua, se a�rma que: A∩ ∂Ω = ∅.

Dado que f−1({p}) 6= ∅ tenemos que:

(Ec. 3.2.10.) deg (f,Ω, p) =
∑
x∈f−1({p}) sgn (Jf (x)) .

Ya que Ω es una región, por ser

un conjunto abierto y acotado,

y dado que: A = {z ∈ Ω : f(z) = p},
z1, z2, . . . , zn ∈ A ⊂ Ω ,

todos ellos distintos.

=
∑n
i=1 sgn (Jf (zi)).

Sea g(z) = f ′ (z)
f(z)−p analítica en Ω \ {z1, z2, . . . , zn}, esto es g es analítica en

Ω, excepto para singularidades aisladas en z1, z2, . . . , zn , entonces dado que el
teorema de Cauchy exige que la función debe ser analítica en y dentro de curva
cerrada simple γ para obtener una integral de valor cero, podemos asegurar que si
la función g no es analitica en todo el interior de γ , entonces la integral puede o
no ser cero, así en el miembro derecho:

(Ec. 3.2.11.) 1
2πi

´
γ

f ′ (z)
f(z)−pdz 6= 0

Fig. 02. Esbozo respecto al supuesto que cada γk
consiste en ser un circulo (curva cerrada simple), en

consecuencia
´
γk

f ′ (z)
f(z)−pdz = 2πi ; para 1 ≤ k ≤ n.
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De manera que se suponen curvas cerradas simples γ1, . . . , γn , con f analítica
en la región entre γ y γ1, . . . , γn . Entonces:

(Ec. 3.2.12.)
´
γ

f ′ (z)
f(z)−pdz =

∑n
k=1

´
γk

f ′ (z)
f(z)−pdz

Si se supone que cada γk consiste en ser un circulo (curva cerrada simple)
tenemos que:

(Ec. 3.2.13.)
´
γk

f ′ (z)
f(z)−pdz = 2πi ; para 1 ≤ k ≤ n.

De forma que:

(Ec. 3.2.14.) 1
2πi

´
γ

f ′ (z)
f(z)−pdz = 1

2πi

∑n
k=1

´
γk

f ′ (z)
f(z)−pdz

= 1
2πi . 2πi n = n .

Finalmente se argumenta por la cardinalidad de A. �

Así tanto el grado deg (f,Ω, y) como I (f ◦ γ , 0) son un número entero que
(intuitivamente) cuenta el número de soluciones estables en Ω ⊂ R2 de la ecuación
f(x) = y. De forma que respecto al grado topológico y su relación con la integral

compleja ponemos de mani�esto la coincidencia del índice de una curva γ continua
cerrada y orientada positivamente en C y el número de vueltas que contabiliza, con
el número de soluciones estables que proveé la aplicación de grado topológico en
R2, vía la identi�cación C ∼ R2.

A continuación el objetivo es justi�car el índice de un campo y su relación
con el grado, usualmente llamado índice de Poincaré. En esta discusión es de vital
importancia es uso de la a�rmación de que la función grado es constante en cada
componente conexa del conjunto RN \ φ (∂Ω) .

DEFINICIÓN. 3.2.3. EL ÍNDICE DE POINCARÉ.

Sea φ ∈ C
(
Ω
)
y x0 ∈ Ω ⊂ RN un p−punto aislado de φ , (φ(x0) = p si y sólo si

x0 ∈ φ−1({p})). Consideremos la colección Γx0 de todos los abiertos que contienen
a x0 y a ningún otro p−punto de φ. Si U1, U2 ∈ Γx0

, entonces U1 ∪ U2 ∈ Γx0
.
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La propiedad de escisión establece que si K ⊂ Ω es cerrado y p /∈ φ (K).
Entonces:

(Ec. 3.2.15.) deg (φ,Ω, p) = deg (φ,Ω−K, p).

De manera implícita la propiedad de escisión dice que el conjunto K, no aporta
p−puntos. Luego bajo el uso de esta propiedad se comprueba que:

(Ec. 3.2.16.) deg (φ,U1, p) = deg (φ,U2, p)

de manera que deg (φ,U, p) es el mismo para todo U ∈ Γx0
.

Así se de�ne el índice del campo φ en el punto x0 como deg (φ,U, p) para algún
U ∈ Γx0

y se denota por i (φ, x0, p).

JUSTIFICACIÓN.

Para veri�car que la de�nición es correcta sólo debemos comprobar (Ec. 3.2.16.).

Teniendo en cuenta que U1 y U2 son abiertos de x0, podemos considerar

(Ec. 3.2.17.) U = B (x0, r) ⊂ U1, U2 .

De forma que:

(Ec. 3.2.18.) Ki = Ui −B(x0, r) = Ui − U

es un subconjunto cerrado de Ui , para i = 1, 2.

Fig. 03. Diagrama de conjuntos que representa
la relación de los Ui, para i = 1, 2 y B (x0, r).
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Analizando bajo la teoría de conjuntos

(Ec. 3.2.19.) U1 −K1 = B (x0, r)

(Ec. 3.2.20.) U2 −K2 = B (x0, r)

de manera que por transitividad de las ecuaciones 3.2.19. y 3.2.20. se
obtiene:

(Ec. 3.2.21.) U1 −K1 = U2 −K2 = B (x0, r) = U .

Posteriormente bajo el uso de la propiedad de escisión se tiene que :

(Ec. 3.2.22.) deg (φ,U1, p) = deg (φ,U1 −K1, p)

= deg (φ,U2 −K2, p) = deg (φ,U2, p)

�nalmente deg (φ,U, p) es el mismo para todo U ∈ Γx0 �

Si la preimagen de φ del punto p es �nita entonces sus puntos son aislados y
podemos expresar el grado a través de la suma de sus índices; más precisamente se
tiene el siguiente teorema:

TEOREMA.3.2.4. EL GRADO COMO SUMA DE ÍNDICES.

1. Si φ es una función continua, con p /∈ φ (∂Ω) y φ−1 {p} �nito entonces

(Ec. 3.2.23.) deg (φ,Ω, p) =
∑
x∈φ−1{p} i (φ, x, p)

DEMOSTRACIÓN.

1. Supongamos que φ−1 {p} = {x1, x2, . . . , xn}. Consideraremos una sucesión
�nita de entornos abiertos disjuntos dos a dos {Uj}1≤j≤n de los p−puntos, tal que:
Ω = ∪1≤j≤n Uj y para j, φ |Uj= φj .

Entonces:

(Ec. 3.2.24.) deg (φ,Ω, p) =
∑

1≤j≤n deg (φj , Uj , p)

↓
deg (φj , Uj , p) = i (φj , xj , p)

=
∑

1≤j≤n i (φj , xj , p)

=
∑
xj∈φ−1{p} i (φ, xj , p) . �
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TEOREMA.3.2.5. PRINCIPIO DEL ARGUMENTO.

Sea U ⊂ C, f : U −→ C analítica y Ω un dominio acotado tal que Ω ⊂ U y
0 /∈ f (∂Ω). Entonces

(Ec. 3.2.25.) deg (f,Ω, 0) = 1
2πi

´
∂Ω

f ′(z)
f(z) dz = Zf = Indγ◦f 0

donde Zf es el número de ceros de f en Ω contados con su multiplicidad.

DEMOSTRACIÓN.

Al ser Ω un abierto acotado, la condición f (z) 6= 0 en ∂Ω implica que f sólo
puede tener raíces en un número fínito de componentes conexas de Ω, de esa forma,
al sumar el grado de f sobre dichas componentes conexas, resulta una suma �nita.
Puede haber únicamente un número �nito de polos en cualquier región acotada, ya
que los polos son aislados.

Si z0 es un cero de f , z0 ∈ f−1 ({0}) entonces es aislado y por lo tanto existe
ε0 > 0 tal que si ε < ε0 y z ∈ B∗ (z0, ε) = B (z0, ε)− {z0} entonces f(z) 6= 0.

Considerando que f es una función analítica y en particular continua sobre
Ω y z0 es un p−punto, con p = 0, luego el grado está de�nido como el índice de
Poincaré, más precisamente: si ε < ε0 entonces deg (f,B (z0, ε) , 0) = i (f, z0, 0).

Ahora supongamos que z1, z2, . . . , zn son todos los ceros de f ; entonces de
acuerdo al teorema relativo al grado como suma de índices existen entornos disjuntos
dos a dos Bj = B (zj , ε) , con j = 1, 2, . . . , n tal que:

(Ec. 3.2.26.) deg (f,Ω, 0) =
∑

1≤j≤n deg (fj , Bj , 0)

=
∑

1≤j≤n i (fj , zj , 0)

=
∑n
j=1 i (f, zj , 0)

=
∑
zj∈φ−1{0} i (f, zj , 0)

Por otro lado los entornos se pueden elegir de forma tal que para
cada j = 1, 2, . . . , n exista gj holomorfa en Bj tal que si z ∈ Bj entonces
f(z) = (z − zj)mj gj (z) con gj (z) 6= 0 y mj la multiplicidad del cero zj .
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Ahora tomamos derivada logarítmica:

(Ec. 3.2.27.) f(z) = (z − zj)mj gj (z)

(Ec. 3.2.28.) f ′ (z) = mj . (z − zj)mj−1
. gj (z) + (z − zj)mj g ′j (z)

(Ec. 3.2.29.) f ′(z)
f(z) =

mj . (z−zj)mj−1 . gj(z) + (z−zj)mj g ′j (z)

(z−zj)mj gj(z)

=
mj
z−zj +

g ′j (z)

gj(z)

e integramos a ambos lados:

(Ec. 3.2.30.)
´
∂Bj

f ′(z)
f(z) =

´
∂Bj

mj
z−zj +

´
∂Bj

g ′j (z)

gj(z)

teniendo en cuenta que
g ′j (z)

gj(z)
es analítica en Bj por el teorema de Cauchy

que establece que si ∂Bj es una curva cerrada simple y si g es analítica en y

dentro de ∂Bj , entonces se tiene que:
´
∂Bj

g ′j (z)

gj(z)
dz = 0 , de manera que para todo

j = 1, 2, . . . , n :

(Ec. 3.2.31.)
´
∂Bj

f ′(z)
f(z) =

´
∂Bj

mj
z−zj

(Ec. 3.2.32.) 1
2πi

´
∂Bj

f ′(z)
f(z) dz = 1

2πi

´
∂Bj

mj
z−zj dz

= mj

{
1

2πi

´
∂Bj

1
z−zj dz

}
= mj

la última igualdad se obtiene del supuesto de que z1, z2, . . . , zn son todos los
ceros de f , y dado que no existe ningún polo en Bj como tampoco en ∂Bj y
únicamente existe el cero zj correspondiente a cada Bj .

(Ec. 3.2.33.)
´
∂Bj

1
z−zj dz = 2πi (Zf − Pf ) = 2πi

así utilizando la teoria desarrollada respecto al índice de una curva continua en
el plano complejo, índice de Poincaré, se tiene para cada j = 1, 2, . . . , n la igualdad

(Ec. 3.2.34.) i (f, zj , 0) = deg (f,Bj , 0) = 1
2πi

´
∂Bj

f ′(z)
f(z) dz = mj ;

multiplicidad de ceros
individuales.

Finalmente sumando sobre j se obtiene la totalidad de ceros o soluciones. �
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TEOREMA 3.2.6. ROUCHÉ.

Sea Ω ⊂ R2 un dominio acotado y U un abierto tal que Ω ⊂ U . Si f , g son
analíticas en U tales que

(Ec. 3.2.35.) |f(z)− g(z)| < |f(z)|

para todo z ∈ ∂Ω entonces f y g tienen la misma cantidad de ceros contados
con sus multiplicidades en Ω.

DEMOSTRACIÓN.

La demostración mediante la herramienta del grado topológico de Brouwer es
una consecuencia del principio del argumento de Cauchy que básicamente expresa
que si f(z) es una función meromorfa (holomorfa sobre todo un subconjunto abierto
U del plano complejo, excepto en el conjunto de polos aislados de la función) de�nida
como sigue:

Sea U ⊂ C, f : U −→ C analítica y Ω un conjunto abierto límitado (acotado)
por el camino simple y cerrado (sin cortes consigo mismo, el cual posee una orien-
tación antihoraria) ∂Ω, donde Ω ⊂ U y 0 /∈ f (∂Ω), y tal que f no tiene ceros ni
polos en ∂Ω, entonces se cumple la siguiente relación:

(Ec. 3.2.36.) deg (f,Ω, 0) = 1
2πi

´
∂Ω

f ′(z)
f(z) dz = Zf − Pf

Sin embargo dado que la función es meromorfa, carece de polos, así:

(Ec. 3.2.37.) deg (f,Ω, 0) = 1
2πi

´
∂Ω

f ′(z)

f(z) dz = Zf .

Además, la demostración del teorema de Rouché hace uso de la invariancia del
grado bajo homotopías, como detallamos a continuación:

para todo t ∈ [0, 1] y z ∈ ∂Ω se tiene que:

(Ec. 3.2.38.) |(1− t) f (z) + tg (z)|

= |f (z)− t (f (z)− g (z))|

≥ ||f (z)| − t |f (z)− g (z)|| ; pues por hipótesis:

|f(z)− g(z)| < |f(z)|

≥ |f (z)| − t |f (z)− g (z)| > 0
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Luego si H : [0, 1] xΩ −→ Ω con

(Ec. 3.2.39.) H (t, z) = (1− t) f (z) + tg (z), ∀t ∈ [0, 1] , 0 /∈ H (∂Ω)

mediante la invariancia del grado bajo homotopías se tiene que Ht consiste de
una función continua para todo t ∈ [0, 1] y

(Ec. 3.2.40.) deg (Ht,Ω, p) = deg (H0,Ω, p)

de tal forma que:

(Ec. 3.2.41.) deg (f,Ω, 0) = deg (H1,Ω, 0)

= deg (H0,Ω, 0) = deg (g,Ω, 0) . �

El próximo teorema establece que si una función continua φ sobre Ω tiene la
propiedad de que para algún origen w en Ω y para todo punto x de su borde,
φ (x)− w no es una dilatación del punto x− w entonces φ tiene un punto �jo.

Cabe destacar que este resultado es ubicado en esta parte, ya que será aplicado
inmediatamente después en la demostración del teorema fundamental de álgebra.

TEOREMA 3.2.7. DILATACIONES Y PUNTOS FIJOS.

Sea Ω ⊂ RN abierto y acotado y φ ∈ C
(
Ω
)
. Si existe w ∈ Ω tal que para todo

x ∈ ∂Ω y para todo c > 1 se tiene que φ (x) − w 6= c. (x− w) entonces φ tiene un
punto �jo.

DEMOSTRACIÓN.

Por contradicción. Supongamos que φ no tiene puntos �jos y consideremos la
homotopía

(Ec. 3.2.42.) H(t, x) = (x− w)− t (φ (x)− w) = x− w − t (φ (x)− w)

la cual es una combinación lineal convexa para x ∈ Ω y t ∈ [0, 1].

Veamos que 0 /∈ Ht (∂Ω) para todo t ∈ [0, 1]. Resulta claro considerando t = 1:

(Ec. 3.2.43.) H (1, x) = H1 (x) = (x− w)− (φ (x)− w) = x− φ (x).
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De tal forma que:

(Ec. 3.2.44.) H (1, .) = H1 (.) = id − φ.

(Ec. 3.2.45.) H (0, .) = H0 (.) = id − w.

Si para algún 0 < t < 1 existe x ∈ ∂Ω tal que Ht (x) = 0 entonces

(Ec. 3.2.46.) (x− w)− t (φ (x)− w) = 0 =⇒ t−1 (x− w) = φ (x)− w

contradiciendo la hipótesis (de que es una dilatación del punto).

Luego nuevamente por la invariancia por homotopía, siendo H una homotopía
y ∀t ∈ [0, 1], Ht es una función continua, con 0 /∈ Ht (∂Ω), entonces:

(Ec. 3.2.47.) deg (Ht,Ω, 0) = deg (H0,Ω, 0)

así se tiene que:

(Ec. 3.2.48.) deg (H0,Ω, 0) = deg (H1,Ω, 0)

es decir,

(Ec. 3.2.49.) deg (id− w,Ω, 0) = deg (id− φ,Ω, 0).

Como w ∈ Ω entonces utilizando la propiedad de escisión y considerando a w
como un conjunto unipuntual cerrado

(Ec. 3.2.50.) deg (id− w,Ω, 0) = deg (id,Ω, 0)

luego mediante la propiedad de normalización:

(Ec. 3.2.51.) deg (id,Ω, 0) = 1 = deg (id− w,Ω, 0)

y concluimos que deg (id− φ,Ω, 0) = 1 , es decir, id−φ tiene un p−punto , con
p = 0 y en consecuencia φ un punto �jo.

�
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Finalizamos esta sección dando una demostración del teorema fundamental del
álgebra utilizando teoría de grado, más precisamente rrecurriendo a la invariancia
bajo homotopía del grado topológico.

TEOREMA 3.2.8. FUNDAMENTAL DEL ÁLGEBRA.

Si

(Ec. 3.2.52.) h(z) =
∑n
i=0 aiz

i ∈ C [X]

es un polinomio con coe�cientes complejos y de grado mayor o igual a 1, en-
tonces h se anula en algún z0 ∈ C.

DEMOSTRACIÓN.

Podemos suponer que h es polinomio mónico, es decir, el coe�ciente principal
del término de mayor grado es 1. En primer lugar observamos que h es homotópico
al polinomio zn , mediante

(Ec. 3.2.53.) H (t, z) = zn + (1− t)
[
a0 + a1z + . . .+ an−1z

n−1
]
,

Luego se concluye que

(Ec. 3.2.54.) deg (h,B, 0) = deg (H0, B, 0)

= deg (H1, B, 0) = deg (zn, B, 0) = n 6= 0.

Siendo Ω ⊂ RN abierto y acotado y ya que h(z) =
∑n
i=0 aiz

i es una función
holomorfa (por ser in�nitamente diferenciable) y por tanto continua sobre Ω , ahora
mediante el teorema de dilataciones y punto �jo, tomaremos particularmente w =
0 ∈ Ω tal que para todo x ∈ ∂Ω y para todo c > 1 se tiene que:

(Ec. 3.2.55.) h(z)−w = h(z)−0 = h(z) =
∑n
i=0 aiz

i 6= c . (z − 0) = cz
.

↓
polínomio mónico.

Entonces h tiene un punto �jo y se asegura la existencia de una solución, así
existe z0 ∈ B ⊂ C tal que h (z0) = 0.

�
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APÉNDICE A. LEMA DE SARD.

LEMA DE SARD.

Sea Ω un subconjunto abierto y acotado de RN, f ∈ C1(Ω,RN) y
Sf = {x : x ∈ Ω, Jf (x) = 0} el conjunto de puntos críticos de f . Entonces

f (Sf ) es de medida nula.

DEMOSTRACIÓN.

Es su�ciente considerar que f ∈ C1(Ω,RN), pues provee los siguientes resulta-
dos:

# Dado que la compacidad se conserva bajo aplicaciones continuas, f (Ω)
es un conjunto compacto.

# Sf es acotado pues es subconjunto del abierto y acotado Ω de RN,
mientras que Sf es un conjunto cerrado, por tanto Sf es compacto.

# El demostrar que µN
(
f
(
Sf
))

= 0 implica que µN (f (Sf )) = 0, ya
que evidentemente Sf ⊆ Sf e implica que f (Sf ) ⊆ f

(
Sf
)
.

# Si el dominio de de�nición de una función continua es compacto, po-
demos asegurar la existencia de un elemento máximo y un mínimo.

# El teorema de Heine-Cantor asegura que una función continua en un
compacto es uniformemente continua.

De la demostración se excluye el caso: Sf = {x : x ∈ Ω, Jf (x) = 0} = ∅
pues provoca que f (Sf ) tenga medida nula , concluyendo la prueba , por lo que
asumimos Sf ⊂ Ω tq.: Sf 6= ∅.

89
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Consideraremos Ω como un cubo de lado a , luego se particiona de la siguiente
manera:

para k ≥ 1 entero, dividimos el cubo en kN cubos ci de lado a
k con 1 ≤ i ≤ kN ,

de tal forma que: Ω = ∪kNi=1ci y bajo estos supuestos Sf ∩ Ω equivale a

(Ec. A.01.) Sf ∩ ∪k
N

i=1ci 6= ∅.

Si ci es tal que Sf ∩ ci 6= ∅ consideremos x ∈ Sf ∩ ci y y ∈ ci.

Se de�ne Tx : Ω→ RN como:

(Ec. A.02.) Tx(y) = f (x) +∇f (x)(y − x).

y es el trasladado del hiperplano vectorial ∇f(x)(y − x) por un vector f(x).

Usando el hecho de que la aplicación ∇f es uniformemente continua en Ω

Dado ε > 0, ∃δ > 0 tq.: |x− y| < δ ,

(Ec. A.03.) |f(y)− Tx(y)| ≤ ε |x− y|

=⇒ |f(y)− f(x)−∇f(x)(y − x)| ≤ ε |x− y|

para cada par de puntos x , y ∈ ci ⊂ Ω, donde ε depende |x− y|.

Si ci es tal que Sf ∩ ci 6= ∅ consideraremos x ∈ Sf ∩ ci y y ∈ ci para
inferir que f (ci) posee una medida de Lebesgue n−dimensional pequeña.

En efecto:

Si x ∈ Sf ∩ ci , entonces para toda y ∈ ci se obtiene:

(Ec. A.04.) |x− y| = |y − x| ≤ a
√
N
k .

El detalle de la demostración de la desigualdad A.04. a continuación.

Dados los elementos de RN

(Ec. A.05.) x = (x1, x2, ..., xN ) ∈ (Sf ∩ ci) ⊂ Ω ⊂ RN

y

(Ec. A.06.) y = (y1, y2, ..., yN ) ∈ ci ⊂ Ω ⊂ RN
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Consideramos el valor absoluto de la diferencia entre componentes, como sigue

(Ec. A.07.) |x1 − y1| ≤ a
k , . . . , |xi − yi| ≤

a
k , . . . , |xN − yN | ≤

a
k

válido sólo para coordenadas de la misma dimensión. Así considerando el caso
particular de N = 2 , para posteriormente generalizar:

(Ec. A.08.) |y − x| = |(y1,y2)− (x1, x2)|

= |(y1 − x1, y2 − x2)|

=
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 ; |x1 − y1| ≤ a
k

; |x2 − y2| ≤ a
k

≤
√

(ak )2 + (ak )2 =
√

2ak ; longitud de la diagonal.

De manera que generalizando para dimensión N , siendo x, y ∈ Ω ⊂ RN

(Ec. A.09.) |y − x| = |(y1, y2, ..., yN )− (x1, x2, ..., yN )|

= |(y1 − x1, y2 − x2, ..., yN − xN )|

=
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + ...+ (yN − xN )2

≤
√

(ak )2 + (ak )2 + ...+ (ak )2 =
√
N a
k

Ya que Jf (x) = 0, pues x ∈ Sf ∩ ci , signi�ca que f ′(x)(y−x) está contenido
en un hiperplano de RN, denotado Hx , además Tx = f(x) +∇f(x)(y − x) mapea
Ω en un hiperplano Hx de dimensión N − 1 .

De forma que sustituyendo (Ec. A.04.) en (Ec. A.03.):

Si x ∈ Sf ∩ ci , entonces para toda y ∈ ci se obtiene:

(Ec. A.10.) |x− y| = |y − x| ≤ a
√
N
k

e implica que:

(Ec. A.11.) |f(y)− f(x)− f ′(x)(y − x)| ≤ a
√
N
k ε .

Del hecho de que f ′(x)(y − x) está contenido en Hx se deduce:

(Ec. A.12.) dist(f(y), f(x) +Hx) ≤ a
√
N
k ε; cuando: |y − x| ≤ a

√
N
k

.
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En lo que sigue la idea es adaptar varios resultados a funciones de varias varia-
bles reemplazando la recta tangente por el plano tangente.

Ya que hemos consideraremos Ω como un cubo de lado a , luego para k ≥ 1
entero, particionamos el cubo en kN cubos ci de lado a

k con 1 ≤ i ≤ kN . Si elegimos
un cubo ci y tomamos cualesquiera dos puntos de él, todo el segmento que los une,
tomándolos como extremos está contenido en el mismo cubo ci , por tanto cada
cubo ci es convexo lo que implica conexidad por caminos.

El teorema del valor medio (de Lagrange) o teorema de los incrementos �nitos
es una propiedad de las funciones derivables en un conjunto abierto, acotado y
convexo, en particular Ω ⊂ RN y f : Ω −→ R una función real diferenciable sobre
ese abierto. Entonces :

(Ec. A.13.) ∃ ξ ∈ ci tq.: f(y)−f(x)
y−x = f ′(ξ)

=⇒ f(y)− f(x) = f ′(ξ) (y − x)

=⇒ f(y)− f(x) = f ′ (x+ θ (y − x)) (y − x); θ ∈ [0, 1].

Observación: la función debe ser a valores en R , dado que nuestro problema se
trata de una función a valores en un espacio RN con N > 1, se utilizará la métrica
‖.‖ y el determinante para la matriz de derivadas parciales.

Ya que el teorema del valor medio permite escribir:

(Ec. A.14.) f(y)− f(x) = f ′ (x+ θ (y − x)) (y − x) ; θ ∈ [0, 1].

Aplicando normas a ambos
miembros de la desigualdad

=⇒ |f(y)− f(x)| = |f ′ (x+ θ (y − x)) (y − x)|; θ ∈ [0, 1].

Dado que todo conjunto no vacío de números reales que esté acotado (en par-
ticular acotado superiormente) admite un supremo se garantiza la existencia de
Sup0≤t≤1 |f ′(x+ θ(y − x))| .

(Ec. A.15.) |f(y)− f(x)| ≤ |y − x| Sup0≤t≤1 |f ′(x+ θ(y − x))|;

≤ |y − x| Máxx∈Ω ‖f ′(x)‖; |y − x| ≤ a
√
N
k .

≤ a
√
N
k Máxx∈Ω ‖f ′(x)‖.
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Por la desigualdad (Ec. A.11.) y ya que Jf (x) = 0, la aplicación Tx = f(x) +

∇f(x)(y − x) mapea Ω en un hiperplano Hx de dimensión N − 1, la relación
(Ec. A.12.), dist (f(y) , f(x) +Hx) ≤ a

√
N
k ε , sólo da la longitud de una dimensión,

el espesor, así si ci es tal que: Sf ∩ ci 6= ∅, entonces el conjunto f(z) con z en ci
está contenido en el bloque de espesor

(Ec. A.16.) 2 ε .
(
a
√
N
k

)
.

En la desigualdad

(Ec. A.17.) |f(y)− f(x)| ≤ a
√
N
k Máxx∈Ω ‖f ′(x)‖; |y − x| ≤ a

√
N
k .

denotando por: L =Máxx∈Ω ‖f ′(x)‖, se deduce que la longitud para cada una
de las N − 1 dimensiones restantes del cubo ci es:

(Ec. A.18.) 2 L a
√
N
k .

Finalmente se obtiene la estimación:

(Ec. A.19.) µN (f(ci)) ≤ 2 ε .
(
a
√
N
k

)
.
(

2 L a
√
N
k

)N−1

cuando |y − x| ≤ a
√
N
k .

y puesto que hay kN cubos ci , ∀k ≥ 1 se tiene:

(Ec. A.20.) Ω = ∪kNi=1ci −→ f(Sf (Ω)) ⊂ ∪kNi=1 f (ci)

(Ec. A.21.) µN (f(Sf )) ≤ 2 kN ε .
(
a
√
N
k

)
.
(

2 L a
√
N
k

)N−1

= 2NLN−1 . kN .
(
a
√
N
k

)N
. ε

= 2NLN−1 .
(
a
√
N
)N

. ε .

Gracias a que el dominio Ω es compacto el valor de ε cuando |y − x| ≤ a
√
N
k

no es excesivo, mientras que haciendo k →∞, µN ( f (Sf )) = 0 . �
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APÉNDICE B. RELACIÓN DE EQUIVALENCIA (Ec. 2.2.8.).

Este suplemento esta dedicado especí�camente a exponer la relación de equi-
valencia utilizada en la demostración del caso 2 del lema 2.2.1, (Ec. 2.2.8.).

Para cada s, t ∈ [0, 1] se de�ne la relación de equivalencía s ∼ t si y sólo si
existe ψ ∈ C1

c (Ω) tq.:

(Ec. B.01.) div (ψ) (x) = f(x− γ(s))− f(x− γ(t))

tal relación de equivalencía determina una partición por subconjuntos disjuntos
del intervalo cerrado [0, 1] según sus clases de equivalencía.

A demostrar que efectivamente es una relación de equivalencía:

REFLEXIVIDAD.

(Ec. B.02.) ω ∼ ω : div (ψ) (x) = f(x− γ(ω))− f(x− γ(ω)) = 0

para todo ω ∈ [0, 1].

El hecho de que ω ∼ ω es claro pues basta considerar el camino constante:
γ : [0, 1] −→ RN, dado por γ(ω) = c (constante), ∀ω ∈ [0, 1] y así obtenemos una
función constante

(Ec. B.03.) f(x− γ(ω)), ∀x ∈ K = spt (f) ⊂ A.

donde A = {k + γ (s) : k ∈ K , s ∈ [0, 1]}.

Luego el divergente de una función constante ψ es igual a cero.

SIMETRÍA.

La simetría se obtiene por el siguiente motivo:

(Ec. B.04.) ω ∼ s

div (ψ) (x) = f(x− γ(ω))− f(x− γ(s)) ; ∀ω, s ∈ [0, 1] .

entonces la función contraría −ψ (x) posee su divergencia como sigue:

(Ec. B.05.) s ∼ ω

div (−ψ) (x) = f(x− γ(s))− f(x− γ(ω)) ; ∀ω, s ∈ [0, 1] .
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TRANSITIVIDAD.

La transitividad se sigue de ω ∼ s y s ∼ t

(Ec. B.06.) ω ∼ s

div (ψ) (x) = f(x− γ(ω))− f(x− γ(s));

∀ω, s ∈ [0, 1] , ψ ∈ C1
c (Ω).

(Ec. B.07.) s ∼ t

div (λ) (x) = f(x− γ(s))− f(x− γ(t));

∀s, t ∈ [0, 1] , λ ∈ C1
c (Ω).

implica que existe τ(x) = ψ(x)+λ(x), y dado que la divergencía es un operador
líneal:

(Ec. B.08.) div τ(x) = div (ψ(x) + λ(x))

= div (ψ) (x) + div (λ) (x)

= f(x− γ(ω))− f(x− γ(t))

∴ ωRs ∧ sRt −→ ωRt.

concluyendo de manera a�rmativa la veri�cación de que la ecuación 2.2.8. es
en efecto una relación de equivalencia.
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APÉNDICE C. JUSTIFICACIÓN DE LA DEFINICIÓN 2.5.2.

A continuación se presentan los argumentos para garantizar que la aplicación

(Ec. C.01.) θr : RN −→ R; θr(x) = 1
k θ1

(
x
a

)

donde θ1

(
x
a

)
=

 exp

(
−1

1−| xa |22

)
;
∣∣x
a

∣∣
2
< 1

0
∣∣x
a

∣∣
2
≥ 1

cumple la de�nición 2.5.2. que es fundamental para la regularización de funcio-
nes y posteriormente utilizada para la convolución.

El soporte de θ1 es la bola
∣∣x
a

∣∣
2

=
|x|2
|a|2

< 1, que de modo preciso es

equivalente a |x|2 < |a|2 ; sin embargo, a ∈ R, por lo que la norma euclidea

|a|2 es el valor absoluto |a|.

i) θr ∈ C∞c
(
RN
)

(Ec. C.02.) θr(x) = 1
kθ1

(
x
a

)
= 1

k exp

(
−1

1−| xa |22

)
↓

Por ser una función exponencial
θr es in�nitamente diferenciable.

La argumentación de que θr es una función con soporte compacto, se basa en
el hecho de que el soporte de θr depende del soporte de θ1 , así spt (θ1) consiste de
todos los x ∈ RN tales que |x|2 < |a|.

ii) spt (θr) ⊂
{
x ∈ RN :

√∑N
i=1 x

2
i ≤ 1

}
;

El soporte de θr depende del soporte de θ1.

(Ec. C.03.) spt (θr) ⊂
{
x
a ∈ R

N :
∣∣x
a

∣∣
2
< 1
}

=
{
x
a ∈ R

N : |x|2 < |a|
}
↓

a ∈ R.



APÉNDICE C. JUSTIFICACIÓN DE LA DEFINICIÓN 2.5.2. 97

iii)
´
RN θr (x) dx = 1.

(Ec. C.04.) θr(x) = 1
kθ1

(
x
a

)
= 1

k exp

(
−1

1−| xa |22

)
↓

tomando k =
´ ´
· · ·
´
RN θ1

(−→x
a

)
dx ; a ∈ R.

(Ec. C.05.) θ1

(−→x
a

)
= exp

(
−1

1−| xa |22

)
;
∣∣x
a

∣∣
2
< 1.

(Ec. C.06.)
´ ´
· · ·
´
RN θ1

(−→x
a

)
dx ; y = x

a −→ dy =
(

1
a

)
dx

↓
dyi =

(
1
a

)
dxi

↓
a dy = dx

(Ec. C.07.)
´ ´
· · ·
´
RN θ1

(−→x
a

)
dx =

´ ´
· · ·
´
RN θ1 (y) (a dy)

=
´ ´
· · ·
´
RN θ1 (y) (a dy1 . . . . . a dyN )

= aN
´ ´
· · ·
´
RN θ1 (y) dy

´ ´
· · ·
´
RN θr (x) dx =

´ ´
· · ·
´
RN

1
k θ1

(−→x
a

)
dx

↓
Por el cambio de variables 1

k puede salir de la integral.

= 1
aN

´ ´
···
´
RN θ1(y)dy

´ ´
· · ·
´
RN θ1

(−→x
a

)
dx = 1 .

iv) θr (x) = µ (|x|2) para alguna µ : R+ −→ R.

(Ec. C.08.) θr(x) = 1
kθ1

(
x
a

)
= 1

k exp

(
−1

1−| xa |22

)

puede ser escrita como µ (|x|2) para alguna µ : R+ −→ R, considerando
θr(x) = µ

(∣∣x
a

∣∣
2

)
, donde |.|2 es la norma euclídea que toma un vector de RN y lo

lleva a R+ pues |x|2 =
√∑N

i=1 x
2
i , de manera que |.|2 : RN −→ R+, así se asegura

que µ toma valores en R+.
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(Ec. C.09.) µ ◦ |.|2 = µ (|.|2) = exp
(
−1

1−|.|22

)

= exp
(

1
|.|22−1

)
; para |.|2 < 1.

donde |.|22 ∈ R+, implica |.|22−1 ∈ R y por ende 1
|.|22−1

∈ R con |.|22−1 6= 0,

por lo que se debe tomar |.|2 < 1.

Si se escogiera |.|22 = 1 tendríamos e−∞ = 0, por lo que cuando el vector de RN

es unitario este no está en el soporte de θ1 y en consecuencia tampoco en el soporte
de θr.

(Ec. C.10.) K = spt θr = spt θ1 = {x/θ1(x) 6= 0} =
∣∣x
a

∣∣
2
< 1.
↓

|x|2 < |a|.

v) θr (x) = 1
kθ1

(
x
a

)
≥ 0 para toda x ∈ RN.

Por su misma de�nición esta propiedad es cierta.
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