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Resumen

En el presente trabajo se aborda un modelo epidemiologico SEIR para la tuberculosis. Pa-
ra su estudio se han incluido teorias bésicas sobre la existencia, unicidad y estabilidad de
soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales obteniéndose una caracterizacion de las
soluciones por medio de sus puntos singulares, estabilidad e inestabilidad de los mismos, y
el parametro umbral R. Se realizaron simulaciones del modelo utilizando MATLAB para

poder contrastar la teoria con los resultados empiricos.

Abstract

In the present paper a study regarding the SEIR model for tuberculosis is being presented.
For this, theory on existence, uniqueness and stability on solutions of systems of differential
equations has been included. A characterization of the solutions is made through its singu-
lar points, its stability and instability and the threshold parameter Ry. Simulations using
MATLAB were performed in order to compare the theoretical results with the empirical

ones.
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Introduccion

Durante unas cuantas décadas, los mateméaticos se han preocupado por estudiar enferme-
dades epidemiologicas mediante modelos matematicos. El interés de estudiar estas enfer-
medades mediante modelos mateméaticos surgieron por la preocupacion de que se diera
lugar de pandemias o plagas en poblaciones enteras. Ademas, ha sido de interés buscar
soluciones factibles para controlar estas enfermedades y que sus danos y pérdidas dismi-

nuyan.

Los origenes de la modelacién moderna de epidemias datan desde 1927, con la propuesta de
Kendrick y McCormick del modelo STR (Susceptible, Infectado, Removido). Este enfoque
ha impactado positivamente en el drea de modelaciéon y control de epidemias. En términos
historicos, las enfermedades infecciosas has constituido una amenaza muy grave para la so-
ciedad. Durante la mayor parte del siglo XX las pandemias (epidemias que se propagan por
areas y poblaciones de enorme tamano) se habian ya considerado amenazas del pasado; la
medicina moderna se habia ocupado para siempre de la peste, la viruela y otras catastrofes
de caracter contagioso. No obstante, los cambios ambientales actuales han propiciado cam-

bios en las distribuciones geograficas de organismos en general y de parasitos en particular.

En el primer capitulo de este trabajo se presenta la teoria basica sobre ecuaciones diferen-
ciales, y sobre sistemas de ecuaciones diferenciales. Se aborda un resultado muy impor-
tante, el Teorema Fundamental de Existencia y Unicidad de soluciones de una ecuacion
diferencial, resultado que sera aplicado en el capitulo 3. Ademas, se aborda, si de manera
muy superficial, el concepto de estabilidad de una soluciéon de una ecuacion diferencial,

tanto estabilidad asintotica como la inestabilidad.

En el capitulo 2 se abordan los modelos matematicos biologicos y epidemiolégicos. En los
modelos biologicos podemos encontrar el modelo Malthusiano, modelo béasico que permite
representar el desarrollo de una poblacion que crece sin limite conforme avanza el tiem-
po, v el modelo logistico discreto, modelo méas realista que limita el crecimiento de una

poblacién a un valor K llamado capacidad del ambiente, y a partir del cual la poblacién
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comienza a decrecer en caso de llegar hasta este punto. Se establece la definicion de ecua-
cion en diferencia, y algunos aspectos importantes sobre un modelo matematico como lo
son los puntos de equilibrio y su estabilidad. En los modelos epidemiologicos se aborda
tunicamente el modelo conocido como SIR que basicamente consiste en dividir una pobla-
cion N en tres clases: Susceptible, Infeccioso y Recuperado, y se define el ntimero béasico
de reproduccion Ry tanto para el modelo STR como para cualquier modelo epidemiologico

en general catalogandolo como un valor umbral.

En el Gltimo capitulo se presenta un andlisis teérico de un modelo matematico para la
tuberculosis y se sustentan los resultados obtenidos en esta parte con simulaciones hechas
mediante MATLAB. El modelo estudiado es del tipo SEIR y se estudian sus puntos

criticos y la estabilidad en dichos puntos.



Capitulo 1

Teoria Fundamental sobre Ecuaciones

Diferenciales Ordinarias

En el primer apartado de este capitulo se plantean las cuestiones generales relativas a
las ecuaciones no lineales, poniendo de relieve las dificultades que surgen con respecto a
la teoria desarrollada para las ecuaciones lineales, se enuncian y comentan los resultados
fundamentales de existencia y unicidad de soluciones, posponiendo su demostraciéon para

el capitulo posterior.

En la seccién 1.2 se estudian con cierto detalle las ecuaciones autdnomas escalares®. Para
ellas, es posible realizar un estudio cualitativo sin grandes complicaciones, lo que permite
ilustrar, a un nivel elemental, aspectos del tratamiento avanzado de las ecuaciones diferen-
ciales. En este apartado no se utiliza en él la teoria fundamental de existencia y unicidad
que se comenta en la seccién 1.1 y que se desarrolla en el capitulo 2.

La seccion 1.3 estd dedicada a distintas aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de
primer orden. Las secciones 1.1 y 1.2 contienen los elementos esenciales del tratamiento

de las ecuaciones de primer orden.

!Escalares porque la variable dependiente x es tomada en R.

10
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1.1. La ecuacién de primer orden

Comenzamos presentando, en este apartado, un panorama general sobre los problemas
y resultados de la teoria de ecuaciones diferenciales, senalando, en particular, que son
muy excepcionales las ecuaciones que se pueden resolver explicitamente (por métodos
especiales que se pueden estudiar en el apéndice); ello conduce a abordar su estudio por
una doble via: un estudio cualitativo que, basado en los resultados de la teoria fundamental
de existencia y unicidad, permite obtener el maximo de informacion sobre las propiedades
de las soluciones, aun cuando no conocen éstas de modo explicito, y un analisis numérico

que permite aproximar los valores de dichas soluciones con la precisién deseada.

El problema de valor inicial

Definiciéon 1. Consideramos la ecuacion diferencial de primer orden en forma normal

' = f(t,x) (1.1)

donde f es una funcion definida y continua en cierto subconjunto abierto D de R%. Se dice
que z(t) es solucion de (1.1) en el intervalo I C R si x(t) tiene derivada continua en I y

verifica:

1. (t,z(t)) € D para todot € 1, y

2. 2'(t) = f(t,x(t)) para todot € 1.

Observacioén. Si [ es un intervalo cerrado en alguno de sus extremos, habra que considerar

en el punto 2) la correspondiente derivada lateral.

Nos interesa entonces, saber de la existencia de soluciones, modo de obtenerlas, propiedades
que poseen, etc. Las respuestas no son tan simples como para las ecuaciones lineales. Por

ejemplo, (|11, Capitulo 1]), la ecuacion (1.1) es lineal, o sea de la forma

2'(t) = a(t)x + b(t) (1.2)
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con a(t) y b(t) funciones continuas en un intervalo (o, w) C R, las soluciones estan dadas
explicitamente por la formula

t ; t
z(t) = (K +/ b(s)e ™ Jo a(u)d"ds> (ei Jeo a(s)d5> (1.3)

to

con t € (a,w) (en el Apéndice se detalla el procedimiento con el que se obtiene esta
solucion). Para cada valor de K € R se tiene una solucion de (1.2), y toda solucion de
(1.2) es de la forma (1.3) para un cierto valor de la constante K. Se puede decir por ello,
muy apropiadamente, que (1.3) es la solucion general de la ecuacion lineal (1.2). Para las
ecuaciones no lineales, la situacion es més compleja, y la nociéon de solucion general como
formula que depende de una constante arbitraria y de la que se obtiene explicitamente
cada solucién de la ecuacion especificando un valor de dicha constante, puede no tener

sentido. En resumen, al tener una ecuaciéon diferencial pueden darse tres casos:

= Puede obtenerse una férmula de la solucién pero puede no abarcar todas las solu-

ciones.

= No pueda encontrarse una féormula que me represente la solucién de la ecuacién

diferencial, pero que si pueda expresarse en funcion de integrales.
= La ecuacion diferencial no pueda resolverse mediante integracion elemental.
Veamos unos ejemplos.
Ejemplo 1. Sea la ecuacion
v = 2 (1.4)

Se trata de una ecuacion de Bernoulli (ver Apéndice) con (n = 2). El cambio de variable

v = 2! la convierte en

V=1
cuya solucion de esta ultima ecuacion diferencial de primer orden es v(t) = —t + K.
Deshaciendo el cambio de variable,
v(t) = —t+K
= x7t) (1.5)
o o) = ——
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tenemos la formula x(t) = K;—t’ que, al variar K € R, obtenemos las soluciones de
(1.4). Pero la funcion x(t) = 0 es también solucion de la ecuacién (puede comprobarse
directamente), y, sin embargo, no se obtiene de (1.5) para ningun valor de K. Ello es
porque en el cambio de variable v = 1/x queda excluido precisamente el valor cero para
la variable 22. Vemos pues, que aun siendo posible obtener, mediante las técnicas del
calculo infinitesimal, una formula dependiente de una constante arbitraria que proporcione
soluciones de la ecuacion, puede ocurrir que no estén incluidas en ella todas las soluciones.
En muchos casos, es posible “‘recuperar” todas las soluciones que se pierden, revisando los

. . . t
pasos que se han dado para obtener la formula. Las ecuaciones diferenciales 2’ = —— y
x

z' = 32" son otros ejemplos de este tipo.

Estos ejemplos muestran que, incluso cuando son aplicables, los métodos elementales ba-
sados en las técnicas del calculo infinitesimal tienen sus limitaciones en cuanto al objetivo
de obtener mediante una formula todas las soluciones de una ecuacion diferencial: puede
obtenerse una formula explicita, pero no da todas las soluciones, o bien, en otros casos, se
obtiene una ecuaciéon implicita, y no es posible expresar x explicitamente en funciéon de ¢.
Pero aun hay mas, en realidad, son casos muy especificos de ecuaciones diferenciales que
pueden resolverse mediante formulas. Entonces, diremos que una funciéon es representable
por una férmula, o que es una funcién elemental, si es una combinacién finita de las ope-
raciones elementales del calculo, a saber, operaciones algebraicas, més la composicion con

funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas, y sus inversas.

Ejemplo 2. Las soluciones de la ecuacion

dl’ 42
— =
dt

son las funciones
z(t) = / e dt+C
y no se puede explicitar mas porque la primitiva que aparece en esta tltima expresion no

es una funcion elemental.

Pues bien, aun incluyendo la operacion de integraciéon indefinida en la nocién de funcién

elemental, hay ecuaciones diferenciales cuyas soluciones no son funciones elementales, y
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serdn, por tanto, imposibles de resolver mediante técnicas de integracion elemental que

conduzcan a férmulas.

Ejemplo 3. La ecuaciéon

¥ =t+ 2

no es resoluble elementalmente a pesar de la simplicidad de la ecuacion diferencial.

Nos interesa saber si, dada una ecuacion diferencial 2/ = f(t, ), ésta tiene solucion (exis-
tencia) por vias indirectas, sin pretender obtenerlas de manera explicita. Los resultados
que constituyen la teoria fundamental de las ecuaciones diferenciales ordinarias garan-
tizan, como veremos, dicha existencia bajo hipotesis muy generales sobre la funcién f.
Vamos a abordar la cuestion centrando la atencion, como para las ecuaciones lineales, en

el problema de valor inicial, al cual nos referiremos de ahora en adelante como PVI

Definicién 2. Un problema de valor inicial o problema de Cauchy para una ecuacion

diferencial es un problema de la forma

x’ = f(t,x)

I(to) = X

(L.6)

que consiste en: dado (to,xo) € 2, determinar si existe (y hallarla explicitamente si
es posible) una solucion de la ecuacion diferencial ' = f(t,x) que satisfaga ademds la

condicion inicial z(tg) = xo.

Geométricamente, se tiene que dado un punto (o, xg) € Z, se quiere encontrar una solucion
de la ecuacion x(t) tal que su grafica {(¢,z(t)), t € I} pase por el punto (ty, xy) (ver figura
1.1).

Cualquier solucion de la ecuacion ' = f(t,z) es solucion de un cierto problema de valor
inicial (para los datos (to, z(to)), con cualquier ¢y perteneciente a su intervalo de definicion),
y viceversa, con lo que la cuestion general de la existencia de soluciones de la ecuacion
se reduce al de la existencia de soluciones del problema de valor inicial a ella asociado.
Resumiendo, si se tiene un problema de valor inicial antes de resolverlo deberemos pre-
guntarnos si existe solucion al problema y si ésta es inica. Veamos un resultado general

de existencia y unicidad.
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~

Figura 1.1: Solucién geométrica de un PVI

Teorema 1. Sea f(t,x) una funcion continua en un conjunto abierto & del plano. Supon-
gamos que Of [Ox existe para todo punto de D y que es continua en 9. Dado (to,xo) € D,

existe un niumero h > 0 con la propiedad de que el problema de valor inicial

7' = f(t>x)

l’(to) = X

tiene una, y solo una, solucion en el intervalo (to — h,ty + h).

En el siguiente capitulo se vera la demostraciéon para un problema més general.

Observemos que la existencia y unicidad de la soluciéon se asegura sélo en un entorno de

xo. Por el momento, se discutird y profundizara un poco sobre el teorema.

» Las hipétesis sobre la funcién f. La hipotesis de que 0f/0x sea continua se
puede sustituir por la condicién algo més general de que f sea localmente [ipschit-
ziana (respecto a la variable x), definicion que se dard mas adelante. Aunque en la
demostracion que alli se vera se utiliza esa condicion para establecer la existencia de
solucién, es posible probar por otros medios que el problema de valor inicial tiene
al menos una solucion con sélo suponer f continua. Por otro lado, se necesita algin

tipo de hipoétesis adicional sobre f, ademas de la continuidad, para garantizar la
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unicidad de la solucion. Por ejemplo, el PVI

x = 373

z(0) = 0
tiene infinitas soluciones en cualquier intervalo (—h, h)

(t—a)® t<a

1. z(t) =
0 t>a
0 t<b
2. z(t) =
(t—0b)2 t>b
(t—a)® t<a
3.z(t)=<% 0 a<t<b

(t—0)> t>b

por pequefio que sea h; aparte de x(t) = 0y z(t) = 3, se pueden construir infi-
nitas soluciones de la forma ya mostrada anteriormente. Observemos que la fun-
cion f(t,r) = 32%® es continua en todo (t,z) € R?, pero su derivada parcial
df /0x = 227" no es continua en ningtin subconjunto abierto del plano que contenga

al origen (0,0) (f tampoco es localmente lipschitziana).

hy

Figura 1.2: Solucién de 2’ = 322/3
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Definicion 3. Sea u(t) una solucion de la ecuacion diferencial ' = f(t,z) definida en el
intervalo I,. Sea I, el intervalo de definicion de otra solucion v(t) de ' tal que I, C I,.

Se dice que v(t) es una prolongacion de u(t) si v| = u.

Lo que establece el teorema 1 es que existe un nimero A > 0 y una solucién z(t) del
PVI (1.6) definida en I = [to — h,to + h], tales que, si v(t) es cualquier otra solucion del
problema de valor inicial con intervalo de definicion I,, entonces z(t) es una prolongacion
de la restriccion de v(t) a I N I,. Esto se traduce, en que mientras estemos dentro de
I = (ty — h,to + h), no hay ninguna funcién con definicion distinta de x(t) que satisfaga
la ecuacion diferencial y la condicion inicial x(tg) = . Pero a su vez, esa solucion x(t)
definida en I = (to — h,ty+ h) se puede prolongar a un intervalo mas amplio. Veamos: sea
ti=ty+hyx =ax(ty+ h), entonces el PVI
¥ = f(t,x)
z(t)) = 3

tiene, por el teorema 1, una solucion tnica z1(¢) en un intervalo [t; — hy,t; + hy], para un
cierto hy > 0. Por la unicidad, tenemos que z(t) = x1(t) para t € [a,to + h], siendo a el

mayor de los nimeros ty — h, t; — hy; por lo tanto, la funcion v(t) definida por
x(t), para te (to—h,to+h)
u(t) =

x1(t), para t€[tog+h,to+h+ h

es una prolongacion de la solucién z(t) (seria una prolongacion “a la derecha”); analoga-

mente se procedera hacia la izquierda de ty — h.

Si continuamos asi, irfamos prolongando la solucién local proporcionada por el teorema 1.

1.2. Ecuaciones auténomas

Una ecuacion diferencial ordinaria del tipo
o' = f(z) (1.7)

se llama autdnoma por la independencia del tiempo t de f(t, ), “autébnoma” respecto al

tiempo.
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VN

th—h t tvth t,+h+h

Figura 1.3: Prolongacién de solucién de un PVI

Se sabe que uno de los principales objetivos de la teorfa de las ecuaciones diferenciales es el
de lograr una descripciéon lo méas completa posible del comportamiento de las soluciones de
una ecuacion y, en definitiva, del sistema fisico modelado por ésta, cuando no se dispone

de una féormula que las represente.

En este apartado se pretende mostrar como para las ecuaciones auténomas escalares es
posible desarrollar un estudio cualitativo de las soluciones a partir de la propia ecuacion sin
grandes complicaciones técnicas. Ello permite ilustrar a un nivel elemental algunas de las
cuestiones importantes del andlisis “moderno” de las ecuaciones diferenciales ordinarias,
introduciendo conceptos como los de estabilidad y bifurcacion, y técnicas caracteristicas

de esta teoria.

El problema de valor inicial.

Supondremos, por simplicidad, que f est& definida en todo R y nos planteamos el problema
de valor inicial

g = f(2)
z(ty) = o, to, xo € R dados.

(1.8)

Las ecuaciones auténomas son un caso particular de ecuaciones en variables separables
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(ver Apéndice), con lo que, supuesta f continua en R, el PVI (1.8) tiene, si f(x¢) # 0,

una soluciéon tnica definida implicitamente por

z(t) 1
/xo m ds (1.9)

en un cierto intervalo (to — h,to + h).

Si f(zo) = 0, la funcion constante x(t) = ¢ es solucion de (1.8), aunque no necesariamente
tnica. Vamos a probar que, si f tiene derivada continua en R, también hay unicidad local
de solucion en el caso f(zg) = 0. Supongamos que la funcion u(t) = z(t; to, xo) es solucion

de (1.8) en un intervalo (to — h,to + h). Entonces,
t t
u(t) = 70 +/ W (s)ds = zo +/ Flu(s)) ds (1.10)
to to

Como u es continua, se tendra que u(t) € [xg — r,x0 + 1] para todo t € (to — h,to + h),

para un cierto r > 0. Sea

K =méx{|f'(z)|: ® € [xg — 7,20 + 1|}
Por el teorema del valor medio

|f(x) = f(xo)| < K|z — x|, six € [xg— 1,20+ 7]
lo que, si suponemos f(xg) =0, da
|f(2)] < K|z — x0]|, six € [xg—1 20+ 7] (1.11)
Utilizando (1.11), se obtiene de (1.10)
t
|u(t) — zo| < K/to |u(s) — xo| ds

de donde, por la desigualdad de Gronwall, se deduce que

u(t) = xo para todo t € (to — h,to + h)

Tenemos entonces, el siguiente resultado para ecuaciones auténomas:
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Teorema 2. Sea f una funcion continua y con derivada continua en R. Dados tg, x¢g € R,

existe un nimero h > 0 con la propiedad de que el problema de valor inicial

o = flz)

(1.12)
z(ty) = =g, to, o € R dados.

tiene una, y solo una, solucion en el intervalo (to — h,to+ h).

Antes de tratar el problema del intervalo mazximal de existencia de la solucién de un
problema de valor inicial, veamos una importante propiedad de invariancia por traslaciones

en el tiempo del conjunto de soluciones de una ecuacién auténoma:

Proposicién 1. Sea z(t) una solucion de la ecuacion (1.7). Entonces, para cada C € R,

la funcion y(t) = x(t + C) es también solucion de (1.7).

Demostracion. Si y(t) es una solucion de (1.7) entonces debe satisfacerla. Entonces

d(t +C)

y(t)=a't+0C) —

=2'(t+0) = f(z(t+C)) = f(y(?))
m

Observacion. Este resultado de invariancia es aplicable s6lo para las ecuaciones auto-
nomas; es decir, no es cierto para las ecuaciones no auténomas. Para ello, considérese la

ecuacion lineal 2’ = z/t.

Uno de los aspectos més importantes sobre las ecuaciones auténomas es el siguiente:

Toda solucion de (1.7) es o constante, o estrictamente creciente, o estrictamente

decreciente en todo su intervalo de definicién.

Una ecuacion auténoma escalar no tiene, por lo tanto, soluciones oscilatorias. Si es un
modelo para la evolucién de un determinado fenomeno fisico, s6lo habria en éste, procesos
de crecimiento o de decrecimiento, o bien situaciones de equilibrio correspondientes a las
soluciones constantes, las cuales, como después veremos, juegan un papel decisivo en el
comportamiento de conjunto de las soluciones de la ecuaciéon. Estas soluciones son cons-

tantes, denominadas soluciones estacionarias o equilibrio por su significado dinadmico para
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el sistema fisico bajo estudio, estin dadas por los ceros de al funcion f, pues el que la

funcion constante x(t) = = sea solucion de (1.7) es equivalente a que f(Z) = 0.

Obsérvese como la existencia o no de soluciones estacionarias (determinadas por los ceros
de la funcion f) informa sobre el intervalo de existencia, el recorrido y el comportamiento
asintotico de las demés soluciones. Asi, si f no tiene ningun cero a la derecha de xy € R,
entonces x(t; zo) no es acotada para t € [0,w) si f(xg) > 0, o para t € (a,0] si f(xg) <0
({x(t;z0) : t € ]0,)} = [, 00), 81 f(z0) > 0,y {z(t;x0) : t € (v, 0] }[g, 00), si f(z0) < 0).

Y analogamente si no hay ceros a la izquierda de z.

En particular,

Si f no se anula nunca (o sea, la ecuacion (1.7) no tiene soluciones estaciona-

rias), entonces toda solucion de (1.7) toma todos los valores reales.

Si hay alguna solucion estacionaria, el intervalo de existencia de cualquier solucién es no
acotado. Si f tiene dos ceros z1 y 29, con z1 < zs, las soluciones correspondientes a valores
iniciales zg € (z1,22) y se aproximan a uno de ellos cuando t — oo y al otro cuando

t — —o0, dependiendo del signo de f(xo).

Si se puede afirmar de una solucion z(t;zp) que es acotada para t € [0,w), entonces,
aunque no conozcamos exactamente los ceros de la funcion f, sélo puede suceder que, de
acuerdo a lo anterior, que f(zg) = 0, y se trata de una solucion estacionaria, o que exista
un cero de f a la derecha de xg, si f(zg) > 0, 0 a la izquierda si f(z¢) < 0. Esto implica

que w = 0o y que x(t;xy) converge a una solucion estacionaria cuando t — oo.

1.3. Modelos no lineales de primer orden

En [11] se describen algunos modelos que dan lugar a ecuaciones de primer orden. Ana-
lizaremos algunos modelos no lineales de primer orden, o que son reducibles a primer

orden.
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Dinamica de poblaciones

Un sistema dindmico es una manera de describir como cambian en el tiempo todos los
puntos de un espacio dado. Asi entonces, estudiar los cambios que ocurren en los feno-
menos naturales implica senalar qué es lo que cambia, como, donde, para qué y cuando
se efecttia el cambio. Un sistema dinamico es aquel que estudia el movimiento o cambio
de los cuerpos o de las cosas. La teoria sobre dinamica de poblaciones es también muy
extensa. Si el lector desea profundizar mas sobre ello, puede consultar cualquiera de los

textos citados en la bibliografia.

Las ecuaciones diferenciales que describen los fenomenos demogréficos (en una primera
aproximacion) son bastante sencillas; ademas, la interpretacion de los resultados en tér-
minos del modelos es muy directa e intuitiva; finalmente, en estos modelos se aprecia muy
claramente la gran diversidad de comportamientos cualitativos diferentes que, con base
en una misma ecuacion general, se pueden presentar segin se concreten los pardmetros
en unos u otros valores. Mas adelante se vera en el estudio de los sistemas de ecuaciones
diferenciales, los ejemplos extraidos de la dindmica de poblaciones vuelven a ser los mas

intuitivos y de interpretaciéon méas directa.

Recordaremos, de manera breve, algunos conceptos basicos. Se considera una poblaciéon
aislada formada por x individuios. Por légica, x es una variable entera, pero los modelos
diferenciales de dinadmica de poblaciones suponen, por simplificar, que z es una variable
real, asi como t el tiempo. Cuando hablamos de tasa instantdnea de crecimiento, nos refe-
rimos (que es el término que nos interesa utilizar) a la derivada 2/(t) o como z/(t)/x(t) a
la tasa relativa. En todo este contexto, el crecimiento se entiende en sentido neto, es decir,

puede ser tanto positivo como negativo.

Las hipotesis usuales sobre la evolucion de z a lo largo del tiempo suponen tasas (relativas)
de mortalidad m = m(z) y de natalidad n = n(x) que pueden depender de la poblacion

presente.

La ecuacion basica de la dindmica de poblaciones aisladas estd dada por



1.3. MODELOS NO LINEALES DE PRIMER ORDEN 23

Tasa de crecimiento = Tasa de natalidad — Tasa de mortalidad

que se traduce en

donde r(x) es la tasa (relativa) neta de crecimiento. Es decir,
v'(t) = x(t)r(z(t))
que por comodidad, escribiremos
' =uxr(z) = f(x) (1.13)

El caracter autonomo de la ecuacion se debe a la hipotesis de que la evolucion de la pobla-
cion es aislada e independiente del tiempo: las tendencias de la natalidad y la mortalidad
solo dependen de cuanta poblacion hay en un momento dado, y no del momento en si. Se

trataria asi, de leyes demograficas “invariables”.

Una primera observacion que puede hacerse que, si f(z) es una funcién continua con de-
rivada continua, se puede aplicar el teorema de existencia y unicidad, y concluir que si
inicialmente x(0) es positivo, entonces x sigue siendo positivo para todo t > 0 para el
que esté definida. Esto se debe a que, al ser f(0) = 0, z(t) = 0 es solucidn de (1.13), y
la unicidad hace imposible que exista t* > 0 para el cual z(t*) = 0. La importancia de
esta conclusion reside en la posibilidad de limitarse a analizar el comportamiento de las
soluciones en el semiplano x > 0, a efectos de interpretar los resultados en términos de

poblaciones. Es claro si z(t) < 0, no tendria sentido, si hablamos de poblaciones.

El comportamiento de la funciéon r(z) es muy diverso. En orden de complejidad creciente,

examinemos algunos de ellos:

n Tusa de crecimiento constante. En este caso obtenemos la ecuacién lineal
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cuya solucion sabemos que esté dada por

cuyo comportamiento es exponencial creciente (si 7 > 0) o decreciente (si 7 < 0). En

dinamica de poblaciones, este modelo se llama tambien malthusiano?.

» Tasa de crecimiento decreciente. Supongamos que 7 () es decreciente y negativa para

valores grandes de x (a partir de un cierto K)

r(z) >0 para 0<zx< K

r(r) <0 para x>K

Estas condiciones se imponen cuando el hébitat es limitado, y un niimero excesivo
de individuos trae consigo un elevado indice de mortalidad y, por tanto, una tasa de

crecimiento negativa.

En este caso, tenemos para f(x) = ar(z) los siguientes datos:

e f(0)=0
o f(x)>0paral <z < K
e f(K)=0

o f(xr) <Oparazxz>K

Puede obsevarse el grafico, para constatar estos datos.

La ecuacion logistica

2 = axr — bx?

es un ejemplo a este tipo de ecuaciones, con tasa de crecimiento decreciente, con

a>0yb>0.

Si reescribimos la ecuacion como 2’ = z(a — bx) vemos que r(x) = a — bz cumple las

hipotesis de (b), ya que r(z) es lineal y K = a/b.

’Debido a Malthus, economista y demoégrafo inglés que postuld que las poblaciones humanas crecen a
ritmo exponencial, mientras que los recursos alimenticios crecen linealmente, profetizando asi la catastrofe

demogréafica en tiempo muy corto.
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Figura 1.4: Campo de direcciones y soluciones de ' = zr(x)

cuando 7(x) es decreciente y negativa para valores grandes de z.

Una de las técnicas més interesantes de la teoria de ecuaciones es que, con indepen-
dencia de la expresion analitica de las soluciones (si es que se puede obtener), su
comportamiento cualitativo depende exclusivamente de la estructura de signos de f,
y ésta, a su vez, solo depende de hipotesis de tipo muy general sobre la poblacion.
Dicho de otra manera, las meras hipotesis enunciadas sobre f garantizan que toda
solucion x(t) con x(0) > 0 tiende a estabilizarse en K cuando t — oco. Esta propie-
dad hace que se le conozca como poblacion de saturacion o capacidad de soporte del

habitat dado.

» Tasa de crecimiento con dos ceros. Suponemos ahora que 7(z) se anula para dos

valores k < K y que tiene la siguiente estructura de signos:

rz) <0 si O<z<k
r(z)>0 si k<z<K

r(z) <0 si z>K

Esta situacién se presenta en diversas circunstancias, en particular cuando la po-
blacion es relativamente compleja y sensible al entorno, y requiere un minimo de
individuos presentes para poderse desarrollar, dandose asi un fendmeno de umbral,

llamado también efecto Allee en este contexto biologico: si z(0) < k, la poblacion se



1.3. MODELOS NO LINEALES DE PRIMER ORDEN 26

\

k K\

Figura 1.5: Grafica de f(z), tasa de crecimiento con dos ceros,

r(x) se anula para dos valores.

extinguiré, en el sentido de que x(t) — 0 cuando t — o0, si bien, desde el punto de
vista puramente matematico, nunca llega a hacerse exactamente cero (ello violaria la
unicidad de soluciones). En la préctica esto significa que a partir de cierto instante

t la poblacion z(t) es tan pequena que el modelo deja de tener sentido.
Obsérvese el campo de direcciones y las soluciones de (1.13) en la figura 1.6.

Esta situacion que se da aqui se le conoce como biestabilidad: dependiendo del estado
inicial 2(0), se dan dos posibilidades, o bien x(t) — 0 o bien 2(¢) — K cuando t — oc.

Una tercera posibilidad es que z(t) — k, pero ésta solo se da si z(0) = k.

s Interaccidon con el exterior

Si suponemos ahora que la poblacion no esta aislada, sino que se ve sometida a
fendmenos migratorios de entrada y salida, o sus individuos se ven sometidos a

depredacion, se obtienen ecuaciones del tipo
' =xr(z) + c(t, x) (1.14)
donde c(t, x) representa el flujo neto de poblacién por unidad de tiempo. Esta ecua-

cién es, en general, no auténoma, y la dependencia de t suele reflejar la presencia de

componenetes estacionales en los fendmenos migratorios.
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Figura 1.6: Campo de direcciones y soluciones de ' = zr(x)

cuando r(z) se anula para dos valores k, K, k < K.

El caso mas sencillo es cuando c(t, z) es constante, es decir

' =uxr(z)+c (1.15)

Recordemos que si bien es cierto, existen técnicas para resolver ecuaciones y en-
contrar formulas para las soluciones de dichas ecuaciones, muchas veces no pueden
resolverse por este método. Por esta razon, el estudio cualitativo de las ecuaciones
es méas recomendable para poder obtener informacién de las soluciones o del com-
portamiento de las soluciones de la ecuacion diferencial o del sistema de ecuaciones

diferenciales que se quiera estudiar.

Desde el punto de vista analitico, y a pesar de su aparente similitud, esta ecuaciéon
tiene muy poca relacion con la correspondiente a ¢ = 0, y a la hora de resolverla por
separacion de variables es probable que las integrales que hay que calcular sean muy
diferentes segtin sea ¢ = 0 6 ¢ # 0. Sin embargo, como sabemos, desde el punto de
vista geométrico o cualitativo lo Ginico que interesa es la estructura de signos de la

funcion que define la ecuacion.
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1.4. Existencia y unicidad de soluciones. Resultados lo-

cales

Nos planteamos el problema de valor inicial

X = f(t,X)
X(to) = X()

(1.16)

donde se supone que f(t, X) = (fi1(t, X), fo(t, X), ..., fo(t, X)) es una funcion continua en
un subconjunto abierto 2 de R"*! con valores en R™, y (to, Xo) = (to, Xo1, Xo2, - - - » Xon)
es un punto dado de Z.

Para probar la existencia de solucion del PVI (1.16), vamos a utilizar el método de apro-
zimaciones sucesivas. El punto de partida es la observacion de que (1.16) es equivalente a

la ecuacion integral

X(1) :Xﬁ[ £(s, X(s)) ds (1.17)

es decir, que si X(t) es solucion de (1.16) en un intervalo I, entonces es solucion en I de
(1.17), y, reciprocamente, si X (¢) es una funcién continua que satisface (1.17), entonces es

solucion (1.16).

Definicion 4. Se dice que la funcion f(t, X) es (globalmente) lipschitziana (o que satisface
la condicion de Lipschitz), respecto a la variable X, en un conjunto A C R x R", si eziste

una constante K > 0 tal que

para todo par de puntos (t,X),(t,Y) de A. La constante K se dice que es una constante

de Lipschitz de f(t, X) en A.

La propiedad de ser lipschitziana no depende de la norma considerada en R"”, aunque si
se cambia la norma puede cambiar el valor de la constante K.

Claramente, si f es lipschitziana (con respecto a X), f es continua respecto a X para cada

t fijo.
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Definicion 5. Se dice que f es localmente lipzchitziana en un conjunto abierto ¥ C RxR"

st f(t, X) es lipschitziana en todo “rectdngulo”
R={t,X)e Z : |t—ty] <a, |X — Xo| <b}
contenido en 9.

Observacion. En caso de no indicarse si una funciéon es localmente lipschitziana debera

entenderse que es globalmente lipschitziana.

Tenemos el siguiente resultado:

Proposicidn 2. Si f(t, X) es continua y sus derivadas primeras 0f;/0x; (i,j =1,2,...,n)

existen y son continuas en 9, entonces f(t, X) es localmente lipschitziana en 2.

Demostracion. Sea R un rectangulo contenido en & y sean (¢, X), (¢,Y) dos puntos de R.

Se considera la funcion ¢ : [0,1] — R" dada por
o(s) = f(t, (1 = s)Y + sX)
Se tiene entonces
¢(0) = f(t,Y), o(1)= f(t,X)

en donde (¢, (1 — s)Y + sX) € R para todo s € [0, 1].

Para cada componente de ¢(s) = (¢1($), ..., dn(S)) se tiene por el teorema del valor medio

para funciones escalares, que existe un \; € [0, 1] tal que
¢i(1) — ¢:(0) = ¢(\i)(1 - 0)

Reescribiendo esto tltimo en término de las funciones f;:

30 = 0 Y) = T2 = ) o+ S — )
(6, X
siendo z; = (1—X;)Y + XX € R. Si M es una cota para % ,con (i,7=1,2,...,n)
Ly

en R (son funciones continuas y R es compacto) entonces

|fz(t7X) - fz(t’Y>| < M‘X - Y|
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de donde
|f(t, X) = f(t,Y)] < K|X = Y]

con K = nM?3.

Observacion. La condiciéon de la proposicion anterior es suficiente, pero no necesaria.
Por ejemplo, la funcion

f(t,z) =|z|, (t,2) € R?

es lipschitziana en todo R?, ya que

[f(t,2) = f(t )l = || = lyl] < [X =Y

y, por tanto, lo es en cualquier abierto & que contenga puntos (¢,x) con z = 0, pero no
es derivable con continuidad respecto a x en un tal &, ya que, simplemente, no existe la
derivada respecto a x en x = 0.

3 es continua en todo R2, pero no es lipschitziana

Por otro lado, la funcion f(t,z) = z%/
en ningtn rectangulo de R? que contenga un segmento de la recta x = 0, pues si lo fuese

existiria una constante K > 0 tal que
para todo x suficientemente proximo a x = 0. Pero esto implicaria que

<K

lim —
220 [2[1/3

lo que no es cierto.

El que una funcién f sea lipschitziana viene a representar un grado de singularidad inter-
medio entre la continuidad y la derivabilidad. También es interesante senalar que donde
realmente interviene la continuidad de las derivadas parciales en la demostracion de la
proposiciéon es para tener su acotaciéon en rectangulos R compactos. En caso de existir
las derivadas en todo punto de R, la condiciéon de ser acotadas no so6lo es suficiente sino
también necesaria para que la funciéon f sea lipschitziana en R. En efecto, supongamos que

la funcion f : [a,b] — R es derivable, que f'(x) no es acotada R y que, sin embargo, existe
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K > 0 tal que |f(z) — f(y)| < K|z — y|. Entonces, existe T € [a, b] tal que |f'(x)| > 2K.

Pero esto implica que
[f(@+h) - f(2)]

K
3 >

para |h| suficientemente pequeno, lo que contradice la hipotesis de lipschitzianidad.

Obtenemos otro resultado importante:

Proposicion 3. i f(t, X) es continua y localmente lipschitziana en 9 C R y A es un

subconjunto compacto de 9, entonces f es lipschitziana en A.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que f no es lipschitziana en A. En-
tonces,, cualquiera que sea n € N, existe un par de puntos (t,, X,), (t,,Y,) de A tales

que
| f(tn, X0) = f(tn, Yn)| > n| X, — Y| (1.18)

Como A es compacto, existe una subsucesion convergente en A de la sucesion de puntos
{(t,, X,)} tal que (t,,,X,,) — (£,Y) € A, cuando k — oco. De la misma manera se tiene
para la sucesion {(¢,,Y,)}; existe una subsucesion {(t,,,Y,,)} de A tal que (t,,,Y,,) —

(t,X) € A, cuando k — oo.

Entonces, por (1.18) se tiene

1 1
{ — < 7 PR — < 1 PR —
khm | X, — Yo, khm nk”(t"k’Xn’“) f(tn,, Yo, )l khm nk(QM) 0

siendo M = mj’xx|f(t,X)|.

En consecuencia,

X =Xy, = Yn,) + Y, =Y
de donde X =Y, y por tanto

(tne, Xn,) — (EHX)€EA

(to, Vo) — (LY)€ A (119)

cuando t — oco. Como f es, por hipotesis, localmente lipschitziana, seré lipschitziana, con

constante K, en un rectangulo de la forma

R={t,X)€e 2 :|t—t<a, |X—-X|<b}
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contenido en 2. Por (1.18), existird un ng tal que (t,,, Xn,), (tn,, Yn,) € R para ng > ng

Yy, por tanto,

’f(tnank) - f(tnkyynkﬂ S K|Xnk - YTL]J; para ng Z o

lo cual contradice (1.18) para ny > K. |

Teorema 3 (Teorema fundamental de existencia y unicidad local). Sea f(t, X) una fun-
cion continua y localmente lipschitziana en un conjunto abierto 2 C R x R™ y sea (to, Xo)

un punto de 9. Entonces existe un numero h > 0 con la propiedad de que el PVI

X o= f(tX)
X(to) = XO

tiene una, y solo una, solucion en el intervalo (to — h,ty + h).
Demostracion. Sean a > 0, b > 0 tales que el rectangulo

R={(t.X) : [t —to| <a, |X — Xo| <b}

esté contenido en 2. Sea K > 0 una constante de Lipschitz de f en Ry sea M =
méXR |f(t>X)|

Definimos h = min{a,b/M} (la eleccién de este valor es debido a la forma en que se

demuestra el teorema) y reducimos el rectangulo R al rectangulo

Fijamos el rectangulo R, es decir, las constantes a,b, K y M. Si consideramos otro rectan-
gulo distinto, entonces deben variar estas constantes y, consecuentemente, el intervalo de
existencia de solucion (to — h,to + h).

Como sabemos, el PVI (1.16) es equivalente a la ecuacién integral

X@:%+KU@X@MS (1.20)
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Si u(t) es una funcion continua en (to — h,to + h) tal que u(ty) = Xo y (¢,u(t)) € Ry para

t € (to — h,to + h), entonces la funcion
t
v(t) == (Tu)t = Xy + / f(s,u(s))ds, |t—to| <h (1.21)

tiene esas mismas propiedades. En efecto, teniendo en cuenta que (¢, u(t)) € Ry C R para

|t —to| < h, se tendra

o(t) - Xo| = ‘X+/tfsus)ds—

/fsu
§/|fsu )| ds

M|t — o]
< Mh<b

IN

por la eleccion de h.

Por induccion, formamos las iterantes de Picard (ver Apéndice B) X/(t), j = 0,1,2,...,

dadas por
Xt) = Xy, XITHt) = Xo + /t f(s, X7(s))ds (1.22)

estdn bien definidas y tienen su gréfica en Ry, para t —ty < b.

Utilizando la condiciéon de Lipschitz de f en R, se prueba en primer lugar que las iterantes
de Picard convergen uniformemente en (ty — h,tp + h) a una funcién continua X (). Esta
funcion verifica obviamente la condicion inicial X (ty) = Xo (pues la verifican todas las
Xi(t)) y también que (¢, X(t)) € Ry para t € (tg — h,to + h); en efecto, dado € > 0 se

tiene, para j suficientemente grande,
X (1) — Xo| < |X(t) — X(t)| +|X7(t) — Xo| <e+b, [t—to] <h

de donde, siendo € > 0 arbitrario, se deduce que |X(t) — Xo| < b para |t — t5] < h. Ello

permite probar, utilizando de nuevo la condiciéon de Lipschitz en R, que

lim f(s X (s ds—/ f(s

Jj—00 to
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Entonces tenemos que la funcion limite X (¢) satisface
t
X0 =Xo+ [ Jls.X(5)ds
to

Es decir, satisface el PVI (1.16). Hemos demostrado la existencia de solucion del PVI |

nos falta ver la unicidad de tal solucién.

Supongamos que Y () es otra solucion del PVI (1.16) en (ty—h, to+h). Entonces, Y cumple
que Y (t) — Xo| < b, es decir, su grafica esta en Ry. En efecto, supongamos que esto no se
cumple; entonces existe un ¢ con ty < t < to+h, tal que |Y(t)— Xo| > b > Mh. Pero siendo
Y (t) — Xo| continua, existird un primer t* = inf{t € (to — h,to + h) : |Y(t) — Xo| > 0},

ty < t* < t, tal que
Y(t") — Xo| = b (1.23)
Como Y (t) es solucion del PVI se tendra

Y () ~ Xo| =

f(s,Y(s))ds

< M(t*—t)) < Mh <b

lo que, a causa de la desigualdad estricta, esta en contradiccion con (1.23).

Sean ahora X (t), Y (t) dos posibles soluciones del PVI (1.16) en el intervalo (to— h, to+h).

Entonces

X(t)-Y(@)| = [f(s,X(s)) = f(5,Y(s))]ds
< /|st F(s, Y (s)] ds
< K / X(s) — V(s)] ds

Por la desigualdad de Gronwall (ver Apéndice B) aplicada a la funcion u(t) = | X (t) =Y (¢)|
se tendra que | X (t) — Y (¢)| =0, es decir X (t) = Y (¢t) para t € (to — h,to + h). |

Observacioén. Veamos algunas observaciones importantes:

1. El resultado de unicidad que acabamos de demostrar establece que, entre las fun-
ciones continuas definidas en el intervalo (tg — h,to + h), hay una sola X(t) que
satisface el problema de valor inicial (1.16). Si v(t) es solucién de la ecuacion di-

ferencial en el intervalo I, con t, € [,, vy satisface la misma condicién inicial:
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v(tg) = Xo, es claro que el anterior argumento de unicidad se aplica al intervalo
I, N (tg — h,to + h) C (tg — h,to + h), y, en consecuencia, X (t) = v(t) para todo
t € I,U(toy—h, to+h). Esto quiere decir, que mientras estemos dentro de (to—h, to+h),
no hay ninguna otra funcioén con definicion distinta de X (¢) que satisfaga la ecuacion
diferencial y la condicion inicial X (y) = X. Este es, en definitiva, el significado de

la propiedad de unicidad de soluciéon que establece el teorema anterior.

2. El problema de valor inicial (1.16) tiene al menos una solucién con sélo suponer f
continua, de acuerdo con el teorema de Peano, el cual veremos més adelante. Ademas,
se necesita algin tipo de hipotesis adicional sobre f a parte de la continuidad para

garantizar la unicidad de solucion, ya que por ejemplo, el PVI
o =323 2(0)=0

tiene infinitas soluciones en cualquier intervalo [—h, h|, por pequeno que sea. La fun-
cion f(t,x) = 23 es continua en todo (¢, z) € R, pero no es localmente lipschitziana

en ningin subconjunto abierto del plano que contenga al origen.

1.5. Estabilidad

La estabilidad de un sistema de ecuaciones diferenciales, y de los sistemas dinamicos en
general, es una de las caracteristicas mas importantes de éstos. Al estudiar la estabilidad
de dichos sistemas, surgen diferentes problemas segtin la manera en que se le caracterice
y segun los sistemas que se consideren. Por ejemplo, para los sistemas lineales existen
métodos para poder determinar su estabilidad, como por ejemplo el criterio de Routh-
Hiirwitz y el de Nyquist (ver bibliografia). Sin embargo para sistemas no lineales, estos

métodos no tienen validez.

En esta seccion estudiaremos la teoria basica y més general sobre estabilidad de sistemas

de ecuaciones lineales.

En la ecuacion

X/

[t X) (1.24)
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suponemos que f es continua y localmente lipschitziana respecto a X en un conjunto

abierto 2 C R x R" tal que
2 > {(t,0) e R"*! . t > B}

para un cierto 5 € R. Representamos, como de costumbre, por X (¢;,tq, Xo) 0 ¢(t; to, Xo)

la solucion tinica de (1.24) que satisface la condicion inicial X (¢g) = X.

Definicion 6. Sea Z(t) una solucion de X' = f(t, X) definida en el intervalo [f,00). Se
dice que T(t) es estable si, dados to > [ ye >0, ezxiste 6 = d(e,ty) > 0 tal que, para todo
Xo que satisfaga

| Xo — Z(to)| <0

la solucion X (t;ty, Xo) estd definida y verifica
[ X (t;t0, Xo) —2(t)| < €

para todo t > to. Se dice que T(t) es asintdticamente estable si es estable y si, ademds,

existe n = n(to) > 0 tal que | Xy — Z(to)| < n implica
[ —» 00

Una solucion que no es estable se dice que es inestable.

Observaciéon. 1. La estabilidad aqui definida es la que se conoce como «estabilidad en
el sentido de Liapunovs. Se trata de una estabilidad «a la derecha»; se podria definir
de una manera completamente anéloga una estabilidad «a la izquierda» consideran-
co en las definiciones anteriorres el intervalo (—oo, 8] y el lim X (¢) cuando ¢t — —oc.
Normalmente, interesa estudiar la estabilidad a la derecha como parte del anélisis
del comportamiento a largo plazo (o sea, en el sentido de los tiempos crecientes) de
las soluciones de un sistema y, por ello, el término estabilidad se referira sistematica-
mente a la estabilidad a la derecha (en el sentido Liapunov). Como iremos viendo, en
la practica interesa estudiar la estabilidad de ciertas soluciones que representan com-
portamientos significativos del sistema fisico modelado por la ecuacion diferencial,

particularmente soluciones constantes (o estacionarias) y soluciones periodicas.



1.5. ESTABILIDAD 37

2. Se puede comenzar con una definicion menos estricta de estabilidad que, al final,
resulta equivalente a la dada aqui. Siendo Z(¢) una solucion de X’ = f (¢, X) definida
en [f,00) se dice que Z(t) es estable en [ty,00) con ty > 3, si, dado & > 0, existe 6 =
d(e,tp) > 0 tal que toda solucion X (¢) de X' = f(t, X) para la que | X (to) —Z(to)| < 0
(0 <€), esta definida y verifica | X (ty) — Z(to)| <  para todo t > t,. Formulada asi,
la propiedad de estabilidad depende de t;, con lo que se plantea si una solucién
puede ser estable para un ty > [ y no para otro t; > 3. Esto no ocurre, ya que si
z(t) = X(t;t9, Xo) es estable en [ty,00) segtin esta definicion; si ¢, < g, entonces,
por la continuidad respecto a los datos iniciales, existe d; = d1(t1,¢,%,9) > 0 tal
que | X (t1) — z(t1)| < 1 implica | X (t) — z(t)| < I para t € [t1,t0]. En consecuencia,
| X (t) — z(t)| < e para todo t > t; siempre que |X(t1) — Z(t1)| < 61, es decir, Z(t)
es estable en [t1,00). Para el caso t; > t; recurrimos al homeomorfismo T}, : Xy —
X (t1;to, Xo). Por la continuidad de Ty,, dado 0 existe d; = d1(t1,¢) > 0 tal que, si
| X — X(t1;t0, Xo)| < & entonces [T, (2) — Zo| < 4, es decir, 2 = X (15, Xo) para
algin Xy tal que | Xo — Zg| < 6; tendremos por tanto, que | X (¢ : t1,2) — z(t)| < e
siempre que |X — Z(t1)] < 9, es decir, la estabilidad de z(t) en [t;,00). Asi pues,
si Z(t) es «estable en [ty, 00)» también lo es en [t;,00) con t; > [ cualquiera. En
todo caso, el d(g,ty) de la definicion de estabilidad dependera, en general, de %, el
«instante inicialy en el que se compara una solucion genérica con la solucion Z(t).

Cuando es independiente de ¢, se dice que la estabilidad de z(t) es uniforme.

Estabilidad para sistemas lineales

Corolario 1. FEl sistema X' = AX, A malriz de constantes, es asintdticamente estable

st, y solo si, todos los autovalores de A tiemen parte real negativa.

Observacion. La condicion sobre los autovalores para deducir la estabilidad asintética

no es valida para sistemas con coeficientes variables.
Ejemplo 4. Sea el sistema X' = A(t)X con

—1+ 3cos?t 1— 3sentcost
At) = 2 2

—1- %sentcost —1+ %seth
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—l+iVT ST
. YT T
Tienen pues parte real negativa. Por otro lado, se puede comprobar directamente que la

Los autovalores de A(t) son independientes de t y son \; =

funcion

—cost
ot/2

sent

es solucion del sistema; crece exponencialmente con t y, en consecuencia, el sistema no es

asintoticamente estable.

Estabilidad para sistemas no lineales. Linealizacién

Los resultados que acabamos de ver para sistemas lineales son interesantes por si mismos
y a la hora de aproximar un sistema general no lineal por uno lineal en el sentido que

ahora vamos a exponer.

Para estudiar la estabilidad de una solucién Z(¢) de un sistema no lineal hay que estimar
la norma de y(t) = X(t) — Z(¢), siendo X (¢) una solucion genérica de (1.24). Si hacemos

el cambio de variable
y(t) = X(t) — 2(1) (1.25)
se tendra que
y(t) =X'(t) = 2'(t) = f(t, X) = f(t, )

es decir, y(t) definida por (1.25) satisface la ecuacion

y(t) = f(t.y+2(t) - f(t,2(t) = g(t, y) (1.26)
equivalente a (1.24) y que hemos denominado ecuacidn variacional de (1.24) (relativa a la
solucion Z(t)). Note que ¢(¢,0) = 0 para todo t € [3,00).
Es claro que las propiedades de estabilidad de Z(t) como solucion de (1.24) seran las
mismas que las de la solucion y(¢) = 0 de la ecuacion diferencial (1.26). Si suponemos que

f tiene derivadas primeras continuas respecto a z1, ..., x,, entonces la ecuacion (1.26) toma

la forma

y'(t) = ft,y(t) +2(1) = f(t,2(t) = [Dx f(t, 2(t) ]y + R(t, 7, y) (1.27)
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con R(t,z,y) = o(|y(t)|) cuando |y(t)| = 0, o, en otros términos,
y = A(t)y + h(t,y) (1.28)

con A(t) = Dyg(t,y) = Dxf(t,z(t)) y h(t,y) = o(]y|) cuando |y| — 0 para cada t > 3
(esto ultimo implica que h(t,0) = 0). Dado que h(t,y) es pequeno para |y| pequeno y, por
tanto, g(¢,y) proxima a la funcion lineal A(t)y para |y| pequeno, es razonable conjeturar
que el comportamiento de las soluciones de (1.28) proximas a y(t) = 0 que es lo que hay
que analizar para estudiar la estabilidad de esta soluciéon sea anélogo al de las soluciones

de la ecuacion lineal
y = A(t)y (1.29)

(la ecuacion variacional lineal de (1.24) o aproximacion lineal o primera aproximacion de
(1.28)) también en las proximidades de y(¢t) = 0. En otras palabras, que y(t) = 0, como
solucion de (1.28) (o, lo que es lo mismo, Z(t) como soluicion de (1.24)), sea estable (res-
pectivamente, asintoticamente estable, respectivamente inestable) si, y solo si el sistema
lineal ¥’ = [Dxg(t,0)]y es estable (respectivamente asintoticamente estable, respectiva-
mente inestable). Si esto fuese asi, la estabilidad para soluciones de una ecuacion no lineal

se reduciria al estudio de la estabilidad de ecuaciones lineales, siempre méas facil.

La conjetura no siempre es valida, como se muestra en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 5. Sea el sistema

¥ = y+ex(x?+y?)

(1.30)
y = —x+ey(a®+1y?)
en donde € € R. Se tiene,
ofi Ofi
or oy e(x? + y?) + 2ex? 1+ 2zexy
0 1
-1 0
0fs 0f2 —1+ 2exy e(z? + y?) + 2ey? 00
or Oy
con lo que la aproximacion lineal alrededor de (0,0) es
=y
(1.31)
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cualquiera que sea € € R (y coincide con (1.30) para el valor £ = 0); para ella, la solucion
trivial es estable (se trata del caso centro). Para analizar la estabilidad de la solucion
trivial de (1.30), hacemos un cambio a coordenadas polares (ver [L1, Capitulo 4]). De

r(t) = \/2%(t) + y2(t) se tiene
rr’ =z’ + yy = x(y +ex(a® + v°) + y(—z + ey(a® + y°)) = er’

o sea ' = er® a lo largo de cualquier solucién distinta de la trivial. Por otra parte, de
tan 0(t) = y(t)/x(t) se tiene
y'o —a'y

2
(1+ tan®0)0" = .

ﬁ&’ =Pt eay(a® +y?) —y® —exy(a® + )
2 x?
es decir, ¢/ = —1. Asi pues, se tiene el sistema equivalente a (1.30) (fuera del origen)
o= erd
(1.32)
¢ = -1
que se puede integrar elementalmente
) ! 6(t) = —t + C (1.33)
r(t) = ————, =— :
vV Cl — 2¢t 2
La soluciéon que satisface la condicion inicial r(tg) = rg, 0(tg) = 0y es
To
r(t) O(t) =0y — (t — to) (1.34)

/1= 2er2(t—to)

Si e > 0, el intervalo maximal de existencia de (1.32) es (o, w) = (—o0,ty + Y/2e713); nin-
guna solucion, pues, esta definida en [ty, 00) (y se alejan, todas de (0,0) cuando ¢ crece.

teniéndose lim () = 0o0). La solucién trivial, es por tanto, inestable.
t—w™

Si e < 0, el intervalo de definicion de (1.32) es (ty — 1/2|e|r3, o0); considerando por ejemplo,
el intervalo [0, 00), vemos que, dado € > 0, se tiene, por la expresion (1.32) para r(t), que
si |rg| < d = ¢, entonces la correspondiente soluicon esta definida y verifica |r(t)| < € para
todo t € [ty,00); ademas tliglo r(t) = 0). cualquiera que sean rq, fp; en consecuencia, la

solucion (z(t),y(t)) = (0,0) es asintoticamente estable.
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Asi pues, la estabilidad simple (es decir, no asintética) de la ecuacion lineal (1.31) no se
conserva, incluso para pequenas perturbaciones (¢ pequefio): dependiendo del signo de
éstas se tiene inestabilidad o estabilidad asintética para la solucién trivial de la ecuaciéon

perturbada no lineal (1.30).

1.6. Sistemas Autémomos. Aspectos locales y globales

del diagrama de fases.

A partir de esta seccién nos centraremos en los sistemas autoénomos
X' = f(X)

por su importancia en las aplicaciones y por las notables propiedades cualitativas de sus
soluciones. En realidad, no se perderia generalidad desarrollando desde el principio la teoria
para este tipo de sistemas, pues cualquier sistema de ecuaciones diferenciales X' = f(¢, X)

se puede convertir en uno auténomo mediante el artificio

X' = f(taX)
=1

(1.35)

es decir, considerando a la variable ¢ como una variable de estado més. Los resultados de
existencia, unicidad y dependencia continua vistos en el capitulo anterior se obtendrian del
mismo modo suponiendo f(t, X) localmente lipschitziana conjuntamente respecto a (t, X),
hipotesis ligeramente menos general que suponer a f continua en (¢, X) y localmente lips-
chitziana respecto a X. Se paga el precio, eso si, de aumentar una unidad la dimension del
sistema, lo que, para determinados aspectos, puede resultar un inconveniente; por ejemplo,
las ecuaciones escalares pasan a ser equivalentes a un sistema de dimension 2, pero parece
claro que en lo relativo a su posible integraciéon elemental convendré considerarlas como
tales ecuaciones escalares; por otra parte, en ocasiones es importante resaltar el papel
especial de la variable t en el segundo miembro de la ecuacion; asi, la esencial nociéon de
punto de equilibrio pierde su simplicidad y requeriria separar explicitamente ¢ del resto de
las variables: en otro caso (1.35) no tendria, propiamente hablando, de puntos de equilibrio

a causa de la ultima ecuacion. Otra circunstancia en que esto se produce es, por ejemplo,
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cuando una ley originalmente autdnoma: X' = f(X), sufre una perturbacion no auténoma:

X'= f(X) + g(t, X), por ejemplo, periddica.

En el primer apartado se exponen las cuestiones generales relativas a sistemas auténomos,
en particular, la concrecidon a ellos de los resultados fundamentales del capitulo anterior.
En el apartado 1.7 se analizan los enfoques que pueden considerarse para el estudio del

diagrama de fases de un sistema auténomo general.

Generalidades

En esta seccion se expondran los resultados basicos de existencia y unicidad de soluciones,
se introducen las nociones fundamentales de trayectorias y diagrama de fases que ya co-
nocemos para los sistemas lineales de coeficientes constantes X’ = AX, un caso particular

de sistemas auténomos.

Se estudia también el flujo definido por un sistema autéonomo, concepto que da pie al méas

general de sistema dindmico.

Trayectorias. Diagramas de fases.

Consideremos, pues, un sistema auténomo
X' = f(X) (1.36)

Supondremos desde aqui que f es continua y tiene derivadas primeras continuas en un
conjunto abierto ¥ € R". El teorema fundamental de existencia y unicidad nos dice que

el problema de valor inicial (PVI )

X' = f(X)
X(tg) = Xo, to € R, Xy € Z dados

(1.37)

posee una tnica solucion X (t) definida en un intervalo mazimal (o, w) = (a(to, Xo), w(to, Xo)) =
I(to, Xo).
El conjunto de soluciones de un sistema auténomo tiene una importante propiedad de

«invariancia por translaciones en el tiempo».
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Proposicion 4. Sea X(t) una solucion del sistema X' = f(X). Entonces, para cada
CeR, y(t) = X(t+C) es también una solucion de X' = f(X). Si X(t) estd definida en
(a,w), y(t) = X(t+ C) lo estard en (a« — C,w — C).

Corolario 2. Si ¢(t), definida en (o,w), es solucion del PVI

X = f(X)
X(0) = X, . Xo € Z dado

entonces y(t) = p(t — to), definida en (a + to,w + o), es solucion del PVI

X' = f(X)
X(ty) = Xo, to € R, Xy € I dados

De acuerdo a la proposicion anterior, y(t) = o(t — to) es solucion del sistema (1.36), y

ademas satisface y(tg) = ¢(to — to) = ¢(0) = Xo.

Como consecuencia, no se pierde generalidad si consideramos tinicamente problemas de
valor inicial de la forma
X' = fX)

(1.38)
X(0) = Xo, Xo € 2 dado

es decir, con instante inicial {, = 0. Denotaremos a la solucion de (1.36), definida en el
intervalo maximal (o, w) = (a(Xy),w(Xo)) = I(Xy), por X(t) o bien X(¢;ty, Xo) para
poner de manifiesto su dependencia del valor inicial Xy. Con esta notacion, el anterior co-

rolario se podria enunciar asi: La solucion mazimal que pasa por (ty, Xo) es X(t — to, Xo)

(O gO(t — to, Xo))

En cuanto a la estimacion del tamafio del intervalo de existencia (a,w) = (a(Xj),w(Xp))

de una solucion, se tiene el resultado fundamental:

Proposicion 5. Si X(t) € K, subconjunto compacto de 9, para todo t € [0,w), entonces

w = o0 (y andlogamente para (c,0]).

Como en los sistemas lineales autonomos X’ = AX, la trayectoria u drbita de una soluciéon

X (t) de (1.36) es la proyeccion sobre R™ de la grafica Gx = {(t, X (t));t € (o, w)}, es decir,
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el conjunto

imagen de (a,w) por X(t).

La semitrayectoria positiva de X (t) es el conjunto

YHX(®) ={X(#) : te[0,w)}
v la semitrayectoria negativa el conjunto

7 (X(t) = {X(1) : t € (a, 0]}

En particular, un punto de equilibrio X del sistema X’ = f(X) es la trayectoria de una
solucién constante X (t) = X para todo t € R. Claramente, X € Z es punto de equilibrio
si, y solo si, f(X)=0¢€ R™

Si 7y es la trayectoria de una solucién no constante X (), entonces, por la unicidad de solu-
cion del PVI (1.37), no contiene puntos de equilibrio; en consecuencia, X'(t) # (0,0,...,0)
para todo t € («,w) y esta bien definido el vector tangente a 7 en cada uno de sus puntos;
7 es, por tanto, una curva de clase €' en R contenida en 2 (de hecho, es de clase 6> por
la hipotesis que hemos realizado de que f es de clase €1). El vector tangente a v en un

determinado punto coincide con el campo vectorial definido por f:
75X~ f(X)eR"

que representamos geométricamente dibujando el vector f(X) con origen en X, asig-
na al punto en cuestion, pues el hecho de ser X(¢) solucion de (1.36), significa que
X'(t) = f(X(t)). Las trayectorias del sistema X’ = f(X) son, pues, las denominadas
curvas integrales del campo vectorial X — f(X). Sobre cada trayectoria queda determi-
nada una orientacion por el sentido en que varia X (¢, Xy) cuando t crece, o sea, por el
sentido en que aquélla se «recorrey» a partir de Xj; lo visualizamos dibujando una flecha

sobre la representacion grafica de las trayectorias.

El diagrama de fases de un sistema X’ = f(X) es el conjunto de trayectorias de sus so-

luciones en tanto que subconjuntos de 2 C R™. De manera muy general, el objetivo de
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la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales es la descripcion lo mas completa posi-
ble del diagrama de fases, con un énfasis especial en el comportamiento asintotico de las
trayectorias y la deteccion de trayectorias especiales que puedan representar «pautas de

comportamiento» a largo plazo del sistema.

Si X () es una solucion no constante, todas las soluciones de la forma X (t+C'), C € R, que
son funciones distintas a X (t), tienen la misma trayectoria. A pesar de ello, dos trayectorias
distintas no se pueden cortar nunca. Desde luego, no puede ocurrir para dos soluciones
distintas X (), y(t) que X(t*) = y(t*) para un cierto instante t*, pues ello violarfa la
unicidad de solucion del PVI (1.37) con to = t* y Xo = X (t*) = y(t*). Pero, en principio,
no estaria descartado el que para dos soluciones distintas X (¢), y(¢) pudiese ocurrir que
X(t1) = y(t2) con t; # to. La interpretancion geométrica anterior excluye el que eso pueda
tener lugar del modo ilustrado en la figura siguiente, o sea, con las trayectorias cortandose
transversalmente. Pero podrian cortarse con la misma tangente (Fig. 1.7), por lo que es

necesario dar una demostraciéon analitica.

Figura 1.7: Izquierda: P = X (t1) = y(t2). { f(P)?. Derecha: P =
X(t1) = y(t2)

Proposicion 6. Sean X(t), y(t) dos soluciones de X' = f(X) tales que X (t1) = y(t2)
para ciertos ty,te, t1 # to. Entonces, y(t) = X(t + t1 — ta) para todo t en el intervalo de

definicion de y(t). En consecuencia, las trayectorias de dos soluciones X (t), y(t) satisfacen



1.6. SISTEMAS AUTONOMOS. 46
y(t) = X(t+ 7) para cierto T € R.

Demostracion. Sea (a,w) el intervalo maximal de existencia de la solucion X (¢). La funcion
Z(t) = X(t + tl - tg)

es solucion de la ecuacion en el intervalo (o + (ta — to),w + (t2 — t1)), por la proposicion
4, v satisface

z(ts) = X(t1) = y(t2) por hipotesis

de donde, por la unicidad de solucion del PVI (1.37), y(t) y z(¢) han de estar definidas en

el mismo intervalo maximal y coincidir en él. Asi pues, y(t) = X (t + to — 1) |

Tampoco puede ocurrir que una trayectoria se corte a si misma (un corte transversal esta

excluido, como antes, por la interpretacion geométrica de las trayectorias).

Se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 7. Sea X (t) una solucion de X' = f(X). Si existen t, to, t1 # to, tales que
X(t1) = X(t2), se verifica que:

a) O bien X(t) = X € 9 para todo t € R (con X un punto de equilibrio del sistema).
b) O bien X(t) es una funcidon periddica y su trayectoria es una curva cerrada simple 3.

Demostracion. Supongamos que, por ejemplo, to > ti(ts —t; = C > 0). Aplicando el
resultado anterior con y(t) = X (t), tenemos que, si fuese w < 0o, el intervalo de definicion
de X (t) se podria extender hasta w + (3 — t1), lo que contradice el cardcter maximal
de w; ha de ser, pues, w = oo. Cambiando los papeles entre t; y t9, argumentando que
2(t) = X (t+ta—ty), se tiene asimismo que @ = —oo. En resumen, el intervalo de definicion

de X (t) es (—00,00) v ademas
X(t)=X(t+1t —to)

Sea P el conjunto de todos los periodos de la solucion X (t), o sea el conjunto de nimeros

7 € R tales que X(t + 7) = X(¢) para todo t € R. P no es vacio pues hemos visto

3Una curva v = {X(t) € R® : t € [a,b]}, X(¢) continua, es cerrada simple si X(a) = X(b) y
X(t1) # X(t2) siempre que [t; —t3] <b—a
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que t; —ty € P. Sim, » € P, es claro que 74 + 5 € P; ademés, P es cerrado en
R: si 7, — 7 entonces, por la continuidad de X(t), se tendrd que para cada t € R
X(t+7)=lmX(t+7,) =lim X(t) = X(t) para todo t € R, n — oo, por lo tanto, 7 € P.

Afirmamos entonces que:

a) P =R, y, en consecuencia, X (t) = X para todo t € R, para un cierto X € 2.

b) O bien existe un minimo niimero positivo T en P, tal que P consiste en el conjunto de
miultiplos enteros de T, lo que significa que X (¢) es una funciéon periddica de periodo

T.

En efecto, supongamos que no existe un minimo nimero positivo 7' en P. Vamos a probar
que, entonces, cualquier » € R es periodo. Por nuestra hipoétesis, dado £ > 0 cualquiera,
existe 7 € P tal que 0 < 7 < ¢; por la propiedad arquimediana de R, existe un entero m

tal que mr <r < (m+ 1)7, y por tanto,

|r —m7| < T <e conmr periodo

lo que implica, por ser P cerrado, que r € P, es decir, P = R y se da a) de la alternativa.

Si por el contrario, existe un 7" minimo entre los periodos positivos, se tiene que, para todo
T € P, existe m € Z tal que 7 = m7T. En efecto, si no fuese asi, existiria un entero ¢ tal
que |7 —¢T| < T. Pero como |1 — ¢T| es periodo, habria contradiccion con el hecho de ser
T minimo. Asi pues, P es el conjunto de miiltiplos enteros de T'. La 6rbita de una solucién
periddica de periodo minimo 7' es una curva cerrada simple v = {X(¢) e R" : t € [0, T},
se tiene X (0) = X(T') y X(t1) # X(t2) si [ty — ta| < T pues, si no, |t; — t5| seria periodo,

lo cual seria una contradiccion del cardcter del minimo de 7. [ ]

Al hablar de la trayectoria del punto X € 2 queremos decir que la trayectoria de la solu-
cion (tnica) p(t, X) que «comienza» en X para t = 0. Representa el lugar geométrico de
los estados que el sistema adopta a lo largo del tiempo a partir del estado inicial represen-
tado por X. Por la proposicion 6, por cada punto de ¥ pasa una tnica trayectoria; por

otro lado, una trayectoria v es «la trayectoria de todos sus puntos»; en efecto, si v es la
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trayectoria de la solucion X (t) = ¢(t, P) que comienza en Py @) es otro punto de 7y, enton-
ces, Q = X (t*) = ¢(t*, P) para un cierto t* # 0. Tomando @) como punto inicial, se tendra
una solucion tnica del sistema y(t) = ¢(t, Q) tal que y(0) = Q. Considerando la funcion
z(t) = X (t + t*), también solucion por la proposicion 4, se tendra que z(0) = X (t*) = Q,
de donde, por unicidad, z(t) = y(t), es decir, y(t) = X (t + t*) para todo t del intervalo
de definicion de y(t) y ambas soluciones X (¢) e y(t) tienen a v por trayectoria (X(¢) e
y(t) representan dos parametrizaciones distintas de la curva ). Vemos asi la relacion entre
la unicidad de trayectoria que pasa por cada punto de & y la multiplicidad infinita de

soluciones de la que proviene cada trayectoria (Fig. 1.8).

Figura 1.8: La evolucién de ) es una traslacién sobre v de la

evolucion de P.

Los resultados anteriores proporcionan ya una primera aproximacion a la estructura del
diagrama de fases de X’ = f(X), consta de trayectorias que no se cortan 'y pueden ser de

tres tipos:

1. Curvas abiertas simples.
2. Curvas cerradas simples (correspondientes a soluciones periddicas).

3. Puntos (puntos de equilibrio correspondientes a soluciones constantes).
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El primero es el tipo general de trayectoria. Un diagrama de fases puede o no contener
puntos de equilibrio u 6rbitas cerradas; cuando estan presentes estos tipos especiales de
trayectoria suelen representar comportamientos significativos del sistema modelado por
X' = f(X).

Un resultado méas simple e interesante en el camino hacia una mejor comprensiéon del

diagrama de fases es el siguiente:

Proposicion 8. Supongamos que lim X (t) = € € & cuando t — w, para una solucion
X(t) de X' = f(X). Entonces, w = 0o y & es un punto de equilibrio del sistema. (y

andlogamente para t — «).

Demostracion. Silim X (t) = £ cuando t — w, entonces { X (t) : t € [0,w)} esta contenido

en un subconjunto compacto de &, de donde w = oco. Por otra parte

X(t)—=¢ <= X;(t)=>Nj=12,....,n cuandot— oo

S |X3(t1) — Xj(t2)| — 0 cuando t1,t9 — 00

Tomemos un h > 0 fijo y sea t, = t; + h, t = t;. Entonces
| X;(t+h) — X;(t)] =0 cuando t — oo
Aplicando el teorema del valor medio
|1 X;(t+ h) = X; ()] = hIXG(m)] = Al fi(Xi(7), - .. Xu(75))]
con 7; € [t,t + h]. Sit — oo, 7; = 00, y, por la continuidad de f;
Rl f;(Xi(75)s o, Xn(73))] = Bl f;(A1, ..., An)| cuando t — oo

de donde
fj(Al,...,)\n):O, i=12....n

es decir, A = (A1,...,A,) es un punto de equilibrio del sistema. |

La idea intuitiva de este resultado es que una trayectoria no puede «morir» en un punto

de Z que no sea de equilibrio.
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La proposiciéon 8 permite también describir de una manera muy completa el diagrama de

fases de una ecuacion escalar auténoma.

Supongamos, para simplificar, que f(X) esta definida en todo R y que sus ceros (puntos
de equlibrio de la ecuacion X’ = f(X)) son aislados, o sea, si X es tal que f(z) = 0,
existe € = €(Z) > 0 de modo que f(X) # 0 para todo X € [z —€,T + €], X # T; esto
implica que hay a lo méas una cantidad numerable de ellos {...Z;, Z;41,...}. Si X(t) es
una solucion no constante de la ecuacion X’ = f(X), entonces X'(t) no cambia de signo en
todo su intervalo de definicién («, w); en efecto, en otro caso existiria, por la continuidad
de X'(t), un t* € (a,w) tal que X'(t*) = f(X(t*)) = 0; pero esto implicaria que X (t*)
es un punto de equilibrio de la ecuacion, contra la unicidad de trayectoria que pasa por
cada punto de R. Asi pues, toda soluciéon no constante es o bien estrictamente creciente
o bien estrictamente decreciente en todo su intervalo de definicion. Si Xy no es punto de

equilibrio, se dan las siguientes posibilidades:

a) T; < Xo < T4 para un cierto j. En este caso, se tendrd z; < ¢(t, Xo) < Z;41 para
todo t € (a(Xo),w(Xo)), lo que implica a(Xy) = —o0 v w(Xy) = oo por la proposi-
cion 5. Si f(Xg) > 0, p(t, Xo) es estrictamente creciente; como ademéas esta acotada
superiormente, existira lim (¢, Xo) = § < Z;41 cuando ¢t — oo; por la proposicion
8, habra de ser { = 7,;;. Analogamente, lim (¢, Xy) = Z; cuando ¢ — —oo. La
trayectoria de Xy es el intervalo abierto (Z;,Z,+1) recorrido en sentido creciente. Si
f(Xo) <0, lim ¢(t, Xy) = Z; cuando t — oo y lim ¢(¢, Xy) = Z;+1 cuando t — —o0 y

la trayectoria de X es ese mismo intervalo recorrido en sentido decreciente.

b) Z,, < Xy (supuesto que existe un mayor punto de equilibrio Z,,). Se tendra que
Tm < @(t, Xo). Si f(Xo) > 0, ¢(t, Xo) es estrictamente creciente. Como {p(t, Xo) : t €
((X0), 0]} C (Z, 0] se tendra a(Xy) = —oo y, como antes, lim ¢(t, Xo) = Z,, cuando
t - —ocoy {p(t,Xo) : t € (a(Xo),0]} = (Zm, Xo|. Por su parte, {o(t,Xo) : t €
[0,w(X())} no puede ser acotado, pues de lo contrario existiria un punto de equilibrio
mayor que T,,, por la proposicion 8. Asi pues, lim p(t, Xy) = oo cuando ¢t — w, y la
trayectoria de X es el intervalo (Z,,, 00) recorrido en sentido creciente; w(Xy) puede ser
finito o infinito, dependiendo de la ecuacion de que se trate. Sif(Xy) < 0, w(Xy) =

oo, lim¢(t, Xog) = T, cuando t — oo, limp(t, Xy) = oo cuando ¢t — «a(Xp) y la
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trayectoria de Xy es también el intervalo (Z,,, c0) recorrido en sentido decreciente.

¢) Xo < T, (supuesto que existe un menor punto de equilibrio Z,). En este caso la
trayectoria de X es el intervalo (—oo, Z,,), recorrido en sentido creciente si f(Xy) > 0
— siendo (a(Xjp),00), en el intervalo temporal de definicion de la soluciéon — y en

sentido decreciente si f(Xy) < 0 — con intervalo temporal de definicién (—oo, w(Xy))

d) Si f no tiene ningin cero, entonces no hay puntos de equilibrio y la trayectoria de
cualquier Xy € R es todo R, recorrido en sentido creciente si f > 0 y en sentido

decreciente si f < 0. En general, no se puede afirmar nada sobre la finitud o no de

a(Xp) y w(Xop).

Vemos entonces, que solo hay dos tipos de trayectorias: puntos de equilibrio — correspon-
dientes a soluciones constantes — e intervalos abiertos, acotados o no — correspondientes

a los demés estados iniciales —.

Ecuacién de las trayectorias

Dado el sistema auténomo

dx
d_tl = fl($17~--a$n)
: (1.39)
dz,
” = folz1,...,2)

supongamos que P = (Py,... P,) no es punto de equilibrio del mismo; entonces, f;(P) # 0
para algin j = {1,...,n}; sea, por ejemplo, fi1(P) # 0; en la soluciéon correspondiente al
dato inicial X (0) = P se podra invertir (localmente) la funcion x;(t) para tener ¢t = t(z1)

dado que
d.T1

- PV =[P B) #0

Se tendré entonces, para |z, — Pi| pequeno

$j:1/1j($1)7 j:2,...,n (140)
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expresiones que constituyen las ecuaciones cartesianas de la correspondiente trayectoria
(se ha eliminado la variable t). Las funciones (1.40) satisfacen, por la regla de la cadena,

% :% dt _ fj(.Z‘l,...,SL’n)
dxl dt dJJl f1<$1,...,l’n)

es decir, la trayectoria considerada satisface el sistema de ecuaciones (no auténomo)

dxj _ fj(l'l, ce ,l’n)
dry fi(zy, ..o 2n)

L i=2....n (1.41)

Supongamos ahora que , reciprocamente, nos planteamos el problema de valor inicial para

el sistema (1.41) correspondiente a la condicion inicial

z;(P)=P;, j=2,...,n (1.42)
Por el teorema de existencia y unicidad local, habra una solucion tnica

rj=pj(x1), j=2,...,n (1.43)

de dicho problema para |x; — P;| suficientemente pequenio, solucién que se puede parame-

trizar por t del modo siguiente:
La ecuacién autdnoma

dx
d_tl = fi(z1,02(71), .- pulz1)) (1.44)
tiene una solucion dnica xy = x1(t) que verifica la condicion inicial z1(0) = Py, definida
para [t| suficientemente pequeno. Formemos ahora la funcion {x1(t), pa(t), ..., n(t)}, la
cual se comprueba inmediatamente que es solucion del sistema (1.39) (por (1.44) y la

regla de la cadena aplicada al resto de las componentes). La trayectoria de esta solucion

satisface (1.41) y (1.42) y ha de ser, por unicidad, la curva dada por (1.43).

Vemos pues, que toda trayectoria de (1.39) satisface el sistema (1.41) y que toda solucion
de (1.41) es trayectoria de una solucién de (1.39). En razon de ello, el sistema (1.41)
se denomina ecuacion diferencial de las trayectorias de (1.39). Para no destacar ninguna

variable en especial, podemos escribirla en la forma llamada simétrica:

dl’l dQJg da:n

dfl(xl,...,mn) - dfg(ill'l,...,l'n) - dfn<x17---7$n)

(1.45)
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(para todo punto que no sea de equilibrio, alguno de los denominadores de (1.45) es distinto
de cero). No hay que perder de vista que los argumentos que conducen a la ecuacion de

las trayectorias son validos fuera de los puntos de equilibrio; por ejemplo, dado el sistema

dl’l
4
- = —ul- v} — 3)
la ecuaciéon de las trayectorias es
dCL’Q . T
dl’l N i)

cuyas soluciones estan dadas por 2 + 22 = K? con K constante arbitraria. Si no se tiene
en cuenta esa advertencia, podria pensarse que para K = 1 se tendria la cincuferencia
r? 4+ 22 = 1 como una trayectoria més del sistema; pero obsérvese que, en realidad, todos
los puntos de z? 4+ 22 = 1 son puntos de equilibrio, y, por tanto, cada uno de ellos es, por si
mismo, trayectoria. Asi pues, el diagrama de fases esta constituido por las circunferencias
de centro el origen y radio arbitrario r # 1, el origen y los puntos (considerados indivi-

dualmente) de la circunferencia 23 + 23 = 1

Para el objetivo propuesto de obtener una descripcion lo méas detallada posible del diagra-
ma de fases, la ecuacion de las trayectorias puede ser un instrumento ttil; en particular,
en el caso de un sistema de dos ecuaciones, pues entonces la ecuacion (1.41) es escalar y

cabe examinar si le es aplicable alguno de los métodos de integracion elemental conocidos.

El flujo definido por un sistema auténomo. Sistemas dindmicos

Contemplando a x(¢; tg, ), solucion de (1.36) que satisface la condicion inicial X (¢;0, Xo) =
X, como una funcién de n + 1 variables, t y las n componentes del dato inicial X, se tiene

una aplicaciéon ¢ cuyo dominio de definicion es el conjunto
W={tX)eRx2 :tel(X)} (1.46)
y que esta dada por

W (t,X)—=ept,X)eP (1.47)
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Es decir, ¢ hace corresponder a (t, X) € W el punto de la trayectoria que comienza en X

que se alcanza cuando han transcurrido ¢ unidades de tiempo.

Teorema 4. W es un conjunto abierto en R X & y ¢ es una aplicacion continua y con

derwadas primeras continuas en W.

La aplicacion ¢ se denomina flujo de la ecuacion diferencial X’ = f(X); se escribe también
o(t,X) = ¢i(X). Por ejemplo, si f(X) = AX, siendo A una matriz n X n, entonces
i (X) = et X,

La siguiente propiedad de la aplicacion de flujo condensa, en cierto modo, las propiedades
esenciales de unicidad de solucion del PVI (1.37) y de «invariancia por traslaciones en el

tiempo» de los sistemas autonomos que hemos utilizado repetidamente en este apartado.

Teorema 5. La aplicacion de flujo ¢ verifica:

1) ¢o(X) =X para todo X € 9.

1) Sito € I(X) yt1 € I(p,(X)), entonces t1 +to € I(X) y

Pty+to (X) = $u (90152 (X)) (148)
Demostracion. La afirmacion i) es evidente. En cuanto a i), consideremos las funciones

y(t> = go(t, Pta (X))
soluciones maximales de X' = f(X); la primera por definicion y la segunda por la propo-

sicion 4. Como

Y(0) = @1, (X) = (0 + 2, X) = 2(0)

y(t) y z(t) han de estar definidas en el mismo intervalo maximal — que no es otro que
I(¢1,(X)) — y coinciden en él; en particular, ¢; esta en dicho intervalo, por hipotesis, con
lo que ty +15 € I(X) y 2(t) = @ty + t2,X) = @140, (X) = y(t1) = @t 01, (X)) =
e (1 (X)) u

Teorema 6. Dados (t, Xo) € W y un entorno abierto U C 2 de X, tal que {t} xU C W,

se tiene lo siguiente:
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1) La aplicacion o7 : U — P dada por X — @i(X) = ¢(t,X) transforma U en un

conjunto abierto.
11) ¢f estd definida en V' y transforma V en U.
1) ¢ i(pe(X)) = X para todo X € U, y oi(p_i(y)) =y para todo y € V.

Demostracién. Dado (t,X,) € W, ciertamente existe, por ser W abierto en R x 2, un
entorno abierto U = U(Xy) C 2 tal que (¢, X) € W para todo X € U, lo que quiere decir
que t € I(X) para todo X € U, y, en consecuencia, estd bien definida la aplicacion (de
clase €', por el teorema 4) ¢; : U — 2 dada por X — ¢i(X) = ¢(t, X).

Dado X € U, la funcion z(t) = o(t + t, X) esta definida y es solucion para ¢ tal que
0<t+t<t oseate[—t0],y verifica z(0) = p(¢, X) := y; por unicidad, se tendra, en
consecuencia, que (t,y) esta definida en [—t,0] y ¢(t,y) = @(t +t, X) cualquiera que sea
y € V :i= ¢i(U). Ademaés, por el teorema 5 ¢_i(¢i(X)) = ¢o(X) = X para todo X € U
y ¢i(p_i(y)) = ¢(y) para todo y € V. Queda por ver que V es abierto; sea V* DO V el
subconjunto maximal de W en que y_z esté definida; V* es abierto por ser W abierto, y
como p_; : V* — 9 es continua (por serlo ¢), U es abierto por ser la imagen inversa por

w_z del abierto V. |

Definicion 7. Sea ¥ un subconjunto abierto de R" y sea ¢ : R X P — & una aplicacion
de clase €'; para cada t € R definimos una aplicacion ¢; : 2 — 9 dada por o(X) =

o(t,X), X € Z. Diremos que ¢ es un sistema dinamico (o flujo) en Z si se verifica

i) wo: P — D esla aplicacion identidad.
i) Q1 s = Qiys para todo part,s € R.

De la propia definicion se tiene que ¢; : 2 — 2 es una aplicacion €' con inversa

(p1)™' = vt que también es €' (basta tomar s = —t en i1)). Z se dice que es el es-
pacio de estados del sistema dindmico; para cada X € 2, la aplicaciéon X : R — 2
dada por p*(t) = ¢(t,X),t € R, se llama movimiento a partir de X, y su imagen
Y(X) = {oX(t) : t € R} C Z es la drbita o trayectoria que pasa por X. Una trayec-

toria es no vacia y dos trayectorias o bien son idénticas o bien no tienen ningin punto en
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comin. La familia de trayectorias se donomina diagrama de fases del sistema dinamico.

Por ejemplo, si A es una matriz real de n x n, entonces la aplicacion ¢ : R x R" — R"
dada por ¢(t,X) = X es un sistema dindmico: las propiedades que conocemos de
la exponencial de matrices implican las propiedades 7) y ii); este sistema dinamico esta
asociado a la ecuacion diferencial X' = AX: el movimiento o~ (t) = X (t) satisface X'(t) =
AX(t) para todo t € Ry X(0) = X. En general, de cualquier sistema dindmico se puede
obtener una ecuacion diferencial auténoma X' = f(X). En efecto, basta definir el campo
vectorial f(X) en 2 por

_ dey (X )
dt

f(X) (1.49)

t=0
y entonces, la funcion X (t) = ¢~ (¢) es la solucion de X’ = f(X), definida en todo ¢ € R,
que satisface la condicion inicial X (0) = X. Las trayectorias de X’ = f(X), son, natural-

mente las trayectorias del sistema dindmico segin las acabamos de definir.

Reciprocamente, los teoremas 4 y 5 obtenidos a partir de la teoria fundamental de ecua-
ciones diferenciales, nos dicen que un sistema auténomo X’ = f(X) definiria un sistema

dinamico si todas sus soluciones estuviesen definidas para todo ¢t € R.

1.7. Aspectos locales y globales del diagrama de fases

Dado el sistema X’ = f(X), nos hemos propuesto alcanzar un conocimiento lo més com-
pleto posible de sus trayectorias: aspecto general, existencia y propiedades de trayectorias
distinguidas (puntos de equilibrio y érbitas cerradas, en particular), permanencia o no en
un conjunto acotado, comportamiento asintético, etc. Empezabamos en el apartado 1.6
viendo la estructura general de un diagrama de fases y veiamos después como en deter-
minados casos la ecuacion de las trayectorias permite, cuando n = 2, encontrar éstas mas
o menos explicitamente; asi ocurre para las ecuaciones de Lotka-Volterra y los sistemas
conservativos. Otras veces, un cambio a coordenadas polares hace posible obtener de forma

explicita las soluciones del sistema y las correspondientes trayectorias. Incluso hay siste-
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mas, como el de las ecuaciones de Lotka-Volterra con competencia intraespecifica, para
los que no hay posibilidad de realizar integracién elemental alguna pero cuyo diagrama
de fases se puede describir mediante argumentos simples del calculo infinitesimal combi-
nados con las propiedades béasicas de sus soluciones que derivan de la teoria fundamental

resumida en el apartado 1.6.

En todos estos casos (y en algin otro, como el de los sistemas gradiente) se consigue
un conocimiento global del diagrama de fases. Lo mismo ocurria con los sistemas lineales
X' = AX, (ver [11]). En R?, en particular, vefamos muy claramente que, cuando det A # 0,
el caracter del origen en tanto que tnico punto de equilibrio (punto de silla, nodo, foco o
centro) determinaba la estructura global del diagrama de fases: el aspecto de las trayec-

torias en un entorno del origen dada la pauta de su comportamiento en todo R2.

Para un sistema no lineal general la situacion es, sin embargo, muy otra. Un sistema no
lineal puede tener, por una parte, mas de un punto de equilibrio y, por otra, el aspecto del
diagrama de fases en el entorno de éstos no tiene por qué determinar (aun en el caso de un

tnico punto de equilibrio) la estructura global. Consideremos, por ejemplo, los sistemas

¢ = z4y+a(@®+y?
y+ x(2® +y°) (1.50)

Yy = —z+y+yle*+y?)

Y = v4y—x(@®+y?
y —a(z® +y°) (151)

y = —z+y—yl@*+y?)

Ambos tienen al origen (0,0) como tinico punto de equilibrio. Para determinar el resto
de las trayectorias conviene pasar a coordenadas polares; haciendo el cambio, se tiene

entonces

(1.52)

(1.53)
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Las ecuaciones estan desacopladas y se resuelven por integracion elemental. La segunda
ecuacion de (1.52) y (1.53), que da 6(t) = —t + 6, dice simplemente que el radio vector
rota (a favor de las agujas del reloj) a una velocidad angular constante. Integrando las

ecuaciones en r se tiene para el sistema (1.52)

1 1
e e K =14 = >1 1.54
"= JRee=t 2 (154

y para el sistema (1.53)

1 1
e K= ——1>-1 1.55
)= e r2 (1.59)

De acuerdo con (1.55), el intervalo maximal de definicién de la solucion de (1.50) correspon-
1

diente a r(0) = rg =1/vE=1y 0(0) = 0 es (—oo, 3 In K). El aspecto de su trayectoria es

el de una espiral que se desarrolla desde el origen: cuando t — —oo, 7(t) — 0, 6(t) = —c0

1
(0 sea, da vueltas sin fin), y que se va al infinito cuando ¢ — 3 In K asint6ticamente a la

1
recta 8 = —§an + 6.

(@ y (b) y

Figura 1.9

En el diagrama de fases del sistema (1.51) hay una trayectoria muy especial: la circunferen-
cia = 1, correspondiente a las soluciones de la forma x(t) = cos(6y—t), y(t) = sen(fy—1).
Viene dad por (1.55) para el valor K = 0, pero es algo que podria haberse deducido di-

rectamente de (1.53), pues siempre que en un sistema en polares la ecuacion en 1’ sea de
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la forma " = f(r)g(@), los ceros de la funcion f, f(f) = 0, 7 > 0, determinan soluciones
{r(t) =7, 0(0)} del sistema cuyas trayectorias, en las coordenadas cartesianas originales,
son circunferencias x2 + y? = 72. Las trayectorias de los puntos del circulo abierto r < 1
estan definidas para todo ¢t € R, segin se deduce de (1.55), y estan dadas en coordenadas

polares por

1
r=——— K>0 (1.56)

VEKe20 41

(se puede tomar 6y = 6(0) = 0 y, por otro lado, se tiene ry = r(0) = 1/vi+k). Las curvas
(1.56) son espirales que se desarrollan desde el origen (limr(t) = 0 cuando t — —o0)
y se acercan en espiral, desde el interior, a la circunferencia r = 1 cuando ¢t — oco. Para
—1 < K < 0 se tienen las trayectorias correspondientes a condiciones iniciales tales ry > 1.
El intervalo maximal de definicion de las soluciones de las que provienen es, segin se ve
en (1.55), (1/2In|K|,00). Cuando ¢ — oo se acercan en espiral , por el exterior, a la
circunferencia r = 1, y se van al infinito cuando ¢t — 1/2In|K| < 0 asintoticamente a la
recta § = 1/2In |K|.

En ambos casos, el aspecto del diagrama de fases en un entorno del origen es practicamente
el mismo: espirales que se alejan de él al crecer ¢, recordando el aspecto — local — de un

punto espiral inestable de un sistema lineal (la aproximacion lineal alrededor del origen es

¥ = x+
Y (1.57)

/

y = —z+y

para los dos sistemas, y el origen es, para (1.57), un punto espiral inestable). Sin embargo,
las caracteristicas globales, la dindmica de uno y otro sistema es completamente distinta.
En el primero de ellos todas las trayectorias se alejan hacia el infinito (en tiempo finito) y
no hay ninguna — pauta de comportamiento — a largo plazo de las soluciones del sistema.
En el segundo, en cambio, la 6rbita r = 1, correspondiente a las soluciones periddicas,
representa el comportamiento estable, observable del sistema: a largo plazo, cualquiera
que sea el estado inicial del sistema, ésta mostrara, en la practica, un comportamiento
oscilatorio (la solucion trivial es inestable y cualquier minima perturbacion que sufra
alejara al sistema de ella para acercarse al comportamiento periodico). La orbita r =

1 es un ejemplo de ciclolimite (estable) del sistema. Se comprende que la presencia de
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estemtipo de Orbitas es una caracteristica muy relevante y que serdn de gran utilidad los
criterios que permitan detectarlas en un sistema dado. Un resultado fundamental en este
sentido es el teorema de Poincaré-Bendizson. Este estudio global tiene, de todos modos,
un alcance limitado y, muy frecuentemente, hay que — conformarse — con un anéalisis local
del diagrama de fases, es decir, con el aspecto que presenta en el entorno de cada uno de
los puntos X € Z en qu esta definido el sistema. En este analisis local, es decisivo el que
X € 2 sea un punto de equilibrio (o singular) o un punto ordinario (o regular) del sistema,
como ya era aparente en los diagramas de fases de los sistemas lineales. Se dice que p € ¥
es un punto ordinario o regular del sistema X’ = f(X) si f(p) # 0. En el entorno de
un punto ordinario no existen, por la continuidad de f, puntos de equilibrio del sistema;
por tanto, por cada punto préximo a p, como por el propio p, pasa una trayectoria y el
conjunto de ésta forma, alrededor de p, un haz de curvas que no se cortan. Se tiene, con

precision, el siguiente resultado general:
Teorema 7. Sea p un punto ordinario del sistema
X' = f(X) (1.58)

En un entorno V' de p suficientemente pequeno, existe un cambio de coordenadas diferen-
ciable

Y = h(X)
con h(p) = 0 € R", mediante el cual el sistema (1.58), en V', se transforma en el sistema
=1 1y%=0 ..y,=0 (1.59)

correspondiendo a la solucion ¢(t, Xo) de (1.58), donde Xo € V y t es tal que ¢(t, Xo) € V,
la solucion de (1.59) W(t, h(Xy)) = h(o(t, Xo)).

Las soluciones de (1.59) se calculan trivialmente:

yi(t) =t+y), 12(t) =95, .. ya(t) = yp (1.60)

la representacion geométrica de sus trayectorias es asimismo inmediata: son rectas paralelas

al eje y;
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Figura 1.10

Veamos que, en el entorno de un punto ordinario p, el diagrama de fases de cualquier
sistema auténomo es esencialmente el mismo: curvas regulares que forman un haz que,
mediante un cambio de coordenadas regular, se transforman en rectas paralelas. El sistema
(1.59) juega un papel, por tanto, de forma canoénica de todos los sistemas auténomos en

el entorno de un punto ordinario.
Ejemplo 6. Consideremos el sistema

X = I
! (1.61)
El origen es, como sabemos, un punto de silla y las trayectorias en el entorno de un punto

ordinario p = (p1, p2) estan dadas por 1, xs =constante. Si tomamos. entonces, las nuevas

coordenadas (supuesto p; # 0)

Y1 = hl(ﬂ?l/pl), Y2 = T1T2 — P1P2 (1-62)

se comprueba inmediatamente que, en (y,y2), el sistema tiene la forma ¢} =1, y5 = 0 en

un entorno del origen.

Observacion. 1. Si f es de clase €, entonces h es de clase €, por las propiedades

de diferenciabilidad del flujo.
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Figura 1.11

2. Dos sistemas autonomos X' = f(X), X € V, v = g(y), y € U, se dice que son
diferenciablemente equivalentes si existe un difeomorfismo A : V — U tal que
h(p(t, X)) = (t,h(X)) para todo (t,X) € W, siendo ¢, los respectivos flujos
y W el abierto en el que est4 definido ¢.

3. El teorema se denomina a veces teorema de rectificacion, en razon de que el difeo-

morfismo h transforma las orbitas del sistema (1.58) en rectas (las «rectificay).

En el anélisis local del diagrama de fases que nos hemos planteado, el teorema 7 pro-
porciona informaciéon precisa y suficiente sobre el comportamiento de las trayectorias en
el entorno de un punto ordinario. La situacion es muy distinta y mas compleja para los
puntos de equilibrio para los sistemas lineales estudiados en [11]; cabe esperar, ademas,
que aqui, en esencia, todos los diagramas de fases son el mismo en el entorno de un punto

ordinaro.

Parece natural abordar el estudio del diagrama de fases en el entorno de un punto de

equilibrio * conjeturando, dado que
X' =f(X)=f(@)+Df(z)(X —2)+ F(X,z) (1.63)

f() = 0y R(X,Z) es pequenio para X proximo a T, que el comportamiento de las

trayectorias de X’ = f(X) en el entorno de = serd andlogo al de las trayectorias del
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sistema lineal

y' =Ay, A=Df(z) (1.64)

en el entorno del origen (Y = X —7), comportamiento que se estudia en [11]. Los resultados
de estabilidad anteriormente dan una primera respuesta a la conjetura, al menos en lo

relativo al comportamiento a largo plazo de las trayectorias de puntos proximos a .

1. Si RA < 0 para todo autovalor A de la matriz A, existe un entorno U de Z tal que, si

X € U, entonces ¢(t, X) esta definida apra todo ¢ > 0y lim (¢, X) cuando ¢ — oo.

2. Si RA > 0 para todo autovalor A de la matriz A, existe un entorno U de Z tal que si
X eU, X #z, p(t,X) sale de U, es decir, existe t* = t*(Xy) tal que ¢(t,X) ¢ U

para todo t > t* y lim (¢, X) = Z cuando t — —oc.

3. Si kA > 0 para algin autovalor A de A, se tiene que, dado un entorno U cualquiera

de 7, hay trayectorias que comienzan todo lo cerca que se quiera de T que salen de

U.

&) (B

Estabilidad Estabilidad asintotica Inestabilidad

Figura 1.12: Conceptos de Estabilidad

Maés generalmente, si A\ # 0 para todo autovalor A de A, entonces existe un homeomor-
fismo h de un entorno V' de Z sobre un entorno U de 0 € R™ que transforma las soluciones

de X' = f(X) en las del sistema (1.64).
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1.8. Estabilidad de un modelo matematico

Los conceptos de estabilidad e inestabilidad estdn presentes en la vida cotidiana. En mu-
chas areas del conocimiento, se maneja dicho concepto de manera intuitiva; por ejemplo,
un ingeniero dice que una estructura es estable o no lo es, un quimico dice que una reac-
cion se ha estabilizado, un economista suele decir que el precio de determinado producto

es estable, un fisico puede decir que el movimiento de una particula es estable, etc.

A manera de ejemplo, consideremos el movimiento de una canica que se mueve bajo la

accion de la gravedad sobre diferentes superficies, como lo muestra la figura 1.13.

Figura 1.13

En los cuatro casos, la canica se encuentra en una posiciéon de equilibrio, pero jcuél sera el

movimiento de la canica si la sacamos “un poco” de su estado de equilibrio y la soltamos?

En los casos a) y b), la canica se mantendra cerca de su posicion de equilibrio oscilando
alrededor de ésta, pero ademas, debido a la friccion, la canica tenderd a ocupar dicha
posicion de equilibrio. En ambos casos, el equilibrio se dice ser asintéticamente estable, la
unica diferencia que existe en estos dos casos, es que la “perturbacion” que le hagamos a

la canica para sacarla de su estado de equilibrio debe ser mucho menor para el caso b).

Si ahora nos fijamos en la canica del caso ¢), cualquier “perturbacion” por pequena que esta

sea, la canica se alejard de su posiciéon de equilibrio, en este caso el equilibrio es inestable.

Finalmente, en d), para cualquier “perturbacion” pequena de la canica, ésta permanece-
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ra “cerca” de la posicion de equilibrio pero no tenderd a acercarse a dicha posicion de

equilibrio, aqui estamos en presencia de estabilidad (no asintotica).

La estabilidad es una de las caracteristicas méas importantes de los sistemas dinamicos. Al
analizar la estabilidad de dichos sistemas, surgen diferentes problemas segiin la manera en

que la caracterice.

La riqueza dindmica de los sistemas no lineales presenta ciertos fenémenos que no se
evidencian al estudiar los sistemas lineales. Uno de estos fenomenos es la existencia de
multiples puntos de equilibrio aislados. Un sistema lineal puede tener un solo punto de
equilibrio aislado, y por lo tanto un s6lo estado de régimen estacionario que, si el punto
es asintoticamente estable, atrae al estado del sistema independientemente del estado
inicial. En cambio, los sistemas no lineales pueden tener varios puntos de equilibrio, y la
convergencia a uno estable depende del estado inicial. Debido a esto, resulta importante
estudiar la estabilidad de los diferentes puntos de equilibrio de los sistemas no lineales

para poder entender mejor el comportamiento del mismo.

Cuando formulamos un modelo, nos interesa saber, en primer lugar, si estos estan bien
planteados; es decir, que las soluciones del modelo son razonables. Asi por ejemplo, si ob-
tenemos soluciones negativas, nuestro modelo no es correcto, pues estas no tienen sentido
para nuestro problema biologico. Una vez que hayamos corroborado que nuestros modelos
tienen sentido bioldgico, queremos obtener conclusiones acerca del fenémeno que estamos
estudiando. En nuestro caso en particular nos interesa saber bajo qué condiciones la en-

fermedad se propagara en la poblacion.

Idealmente, deberiamos encontrar las soluciones analiticas de los mismos. Sin embargo,
esto es practicamente imposible para la mayoria de los modelos no lineales, y en muchos
casos, aun encontrando éstas soluciones, no obtenemos gran informacién. Se puede tam-
bién aproximar por métodos numeéricos, lo cual nos daria un primer panorama de cémo son
estas. Por ultimo, podemos hacer un andlisis cualitativo de los modelos, lo cual nos dira
coémo se comportan las soluciones a largo tiempo. Aunque no sepamos exactamente como

son las soluciones de los modelos, el analisis cualitativo nos permite obtener informaciéon
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relevante acerca del fenémeno que se estd modelando. En un fenémeno fisico, quimico,
biolégico, etc., es natural preguntarse si existen estados estacionarios o de equilibrio, esto

es, estados que no cambian con el tiempo.

Debido a la complejidad de muchos modelos matematicos, en particular de algunos mode-
los epidemiolégicos, con el tiempo se han ido desarrollando y utilizando algunos métodos
especificos para el estudio de la estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema de

ecuaciones diferenciales.

Si nuestro modelo se puede escribir de la forma X’ = AX, con A matriz de n X n, entonces
la estabilidad de los puntos de equilibrio de dicho sistema puede determinarse a través de
los autovalores de la matriz A. Sin embargo, el método que utilizaremos para determinar
la estabilidad de los puntos de equilibro de nuestro modelo se llama Método indirecto de
Lyapunov el cual utiliza la matriz jacobiana de f(X), en donde X’ = f(X), X € R™. Cabe
aclarar que este método se utiliza para estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio

de un sistema no lineal.

En el siguiente apartado se detalla el procedimiento a seguir para el estudio de nuestro

modelo.

Método Indirecto de Lyapunov

Sea X = Xy un punto de equilibrio del sistema no lineal dado por

X' = f(X) = (LX), f2(X), ..., fu(X))
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donde f : 2 — R", con ¥ C R", es continuamente diferenciable y & es un entorno del

origen. Sea la matriz Jacobiana

o on on

O0ry Oxe Oz,

| Ofy Of; Ofs

DIX) = O0ry Oxs Oz,
0f O O,

Ory Oxy Oz

y calculamos los valores propios de Df(FE), en donde E € R" es un punto de equilibrio

del sistema X' = f(X). Sean \; (i = 1,2,...,n) éstos valores propios, entonces se tiene

1. El punto de equilibrio es asintoticamente estable si ®\; < 0, para todo 1.

2. El punto de equilibrio es inestable si ®)\; > 0, para al menos un 1.

Sabemos que para encontrar los valores propios de la matriz D f(FE) debemos resolver la
ecuacion que surje de igualar a cero el determinante |Df(FE) — M|, donde [ es la matriz
identidad de n x n. Es decir, debemos resolver una ecuacion de grado n; ésto se vuelve
una dificultad, ya que no siempre es posible determinar las soluciones de una ecuacion de
grado n, sin embargo, existen métodos que nos permiten determinar qué signo, al menos,
tienen las soluciones de una ecuaciéon de grado n. Uno de esos métodos se llama Método

de Routh-Hiirwitz, el cual se muestra en el siguiente apartado.

Método de Routh-Hiirwitz
Dado el polinomio
P(:C> = a,z" + anflxnil +-4+ar+a a €R, Vi, ayg#0

queremos determinar el nimero de raices positivas que posee. Si alguno de los coeficientes
es cero o negativo habiéndo al menos un coeficiente positivo, entonces hay una raiz positiva

o raices imaginarias con parte real positiva. En caso de ser todos los coeficientes positivos,
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generamos la siguente tabla:

en donde los valores uq, ug, ug, ...

guiente manera:

U

U2

us

Ap—1 " Ap—2 — Qp * Ap-3

Ap—1
Ap—1*Ap—g — Qp * Qp—5

ap—1
Ap—1* Apn—6 — Qp * Ap—7

Ap—1

21

, U1, U2, U3,

U2 us
(%) V3
W2 ws
oo, W, W, Ws, ..

*Qp—3 — Ap—1 * U2

., 21 se

Uy
*Qp—5 — Gp—1 - U3

Ui
v =

Uy
Vo =

Uy
V3 =

Uy
*Ap—7 — Up—1 - Ug

Uy

68

(1.65)

encuentran de la si-

V1 U2 — UL - V2

U1
Uy -U3 — Uy - V3

U1

La evaluacion contintia hasta que todas las restantes son cero. El criterio de Routh-Hiirwitz

establece que el ntimero de raices del polinomio con partes reales positivas es igual al

numero de cambios de signo de los coeficientes de la primera columna del arreglo.

Ejemplo 7. Determine si el polinomio P(z) = z* + 223 + 32 + 42 + 5 tiene raices con

parte real positiva.

Solucién. Generamos la tabla segtin se vio anteriormente.

a1
23| 2
22 |
I‘l U1
ZEO w1

3 5
4 0
Uy U3
vy Vs

Wy W3
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2-3—-4-1 4-1-5-2

5:-2—-0-1 5-(—6)—0-1
Uy = T:5 vy = 0 wy = ( —)6 =95
Uz = 0 Vs = 0 Wy = 0

Tenemos entonces nuestra tabla

S

no

—
@] =) ot =~ w
) =) ja=) @) ot

Por lo tanto, como hay dos cambios de signo en la primera columna concluimos que el

polinomio P(z) tiene dos raices con parte real positiva.

Discretizacion de una ecuacion diferencial.

Sea ' = f(t,r) una ecuacion diferencial. Existen varios métodos para discretizar una
ecuacion diferencial, sin embargo en el siguiente capitulo se utiliza el Método de Fuler el
cual consiste en lo siguiente: se considera Az como el cambio de la variable z en un solo

paso de tiempo t. Entonces Ax = x4 — 1 = f(t, a:t), por tanto x4y = f(t, a:t) + 2.

En el siguiente capitulo se estudiaran modelos aplicados a la biologia y a la epidemiologia
pero seran modelos discretos, y se desarrollaran algunos resultados para el estudio de

puntos de equilibrio de un sistema discreto y sobre la estabilidad de los mismos.

Atun si existen muchos métodos y mucho mejores para discretizar una ecuacion diferencial,
el objetivo principal de este trabajo no es el mostrar procedimientos profundos sobre la
discretizacion de las ecuaciones diferenciales. Solo se pretende el poder comparar que am-
bos métodos, discreto y continuo, son de igual manera aplicables a un modelo matematico,

v que nos llevan a las mismas conclusiones.



Capitulo 2

Teoria Basica sobre Modelos
Matematicos en Biologia y

Epidemiologia

En los capitulos anteriores se ha estudiado y analizado la teoria basica necesaria para com-
prender las ecuaciones diferenciales. Esto nos permitira estudiar el modelaje matematico
que es lo que méas nos interesa para aplicarlo a un modelo especifico elegido. Comenzaremos
estudiando sobre modelos matematicos que se aplican en biologia y en las enfermedades
epidemiologicas; v luego se aplicard lo estudiado a un modelo epidemiolégico especifico:

un modelo para la tuberculosis.

Si se investiga el crecimiento y las interacciones de toda una poblacién, la evolucion de las
secuencias de ADN, la herencia de los caracteres, o la propagacion de las enfermedades, los
sistemas biologicos estan marcados por cambios y la adaptacion. Incluso cuando parecen
ser constantes y estables, a menudo es el resultado de tendencias hacia un equilibrio de los
sistemas en diferentes direcciones. Un gran nimero de interacciones y tendencias de com-

petencia puede hacer que sea dificil ver la totalidad de nuestro escenario inmediatamente.

. Coémo podemos entender sistemas tan complicados como aquellos que surgen de las cien-

cias biologicas? ;Cémo podemos comprobar si nuestro supuesto entendimiendo de los

70
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procesos clave es suficiente para describir como un sistema se comporta? El lenguaje esta
disenado para hacer descripciones precisas, y para describir sistemas complicados que a

menudo requieren de un modelo matemdtico.

En esta parte del trabajo, fijaremos algunos aspectos que utilizan las matematicas para
modelar procesos dindmicos en la biologia. Férmulas simples relacionan, por ejemplo,
la poblacién de una especie en determinado ano. Veremos los resultados que se pueden
obtener de una ecuacion a través del analisis matemaético, y a su vez, la formulacion de una
ecuacion serd contrastada con la observacion biologica. Si bien muchos de los modelos que
se examinaran pueden parecer muy simples, esta simplicidad es un punto muy importante

para estudiar modelos mas complicados.

Comenzaremos enfocandonos en la modelacion de la forma en la que la poblaciéon crece o
decrece conforme pasa el tiempo. Dado que los modelos matematicos son impulsados por
las preguntas, veamos el tipo de preguntas que se pueden considerar: ; Por qué a veces las
poblaciones crecen y otras decrecen? ;Deben las poblaciones crecer a tal punto que éstas
sean insostenibles en tamano y luego decaer? Si no es asi, ;jdeben las poblaciones alcanzar
algin equilibrio? Si un equilibrio existe, ;qué factores son responsables de ellos? jes tal
equilibrio delicado que cualquier interrupcion pueda hacer que termine? ;qué determina

el hecho de que una poblacion dada siga cualesquiera uno de estos cursos?

Para comenzar a abordar estas cuestiones, comenzamos con el modelo matematico mas

simple sobre un cambio de poblacién.

2.1. El modelo Malthusiano.

Supongamos que cultivamos una poblaciéon de algin organismo, digamos moscas, en el
laboratorio. Parece razonable que, en un dia dado, la poblacién pueda cambiar debido a
nuevos nacimientos, ello harfa que la poblacién incremente debido a la adicién de un cierto

factor f de la la misma. Al mismo tiempo, una parte de la poblacién d puede morir.

Aun para una poblaciéon de humanos, este modelo puede aplicarse. Si asumimos que la
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vida para los humanos es de 70 anos, entonces podemos esperar que para una poblacion
grande, aproximadamente 1/70 de la poblacién puede morir cada afo; asi, d = 1/70. Si,
por otra parte, asumimos que se dan cuatro nacimientos por ano por cada cien personas,
tenemos que f = 4/100. Notemos que hemos elegido anos como unidad de tiempo en este

Caso.

Para modelar la poblacién P de nuestro organismo de laboratorio, nos enfocaremos en

AP, el cambio en la poblacién en un solo dia. Asi, es l6gico pensar que
AP =fP—dP=(f—-d)P

Esto nos indica algo simple: dada una poblacion P, digamos P = 500, y la tasa de
fecundidad y mortalidad, digamos f = 0.1 y d = 0.03, podemos predecir el cambio de
la poblacion AP = (0.1 —0.03)500 = 0.07 %500 = 35 en un dia. Asi, al inicio del siguiente
dia la poblacion sera P+ AP = 500 + 35 = 535.

Para hacer la notacion mas simple, introducimos lo siguiente:

Sea

P, = P(t) = tamaiio de la poblacion medida en el dia ¢

asi

AP =Py, — P,

es la diferencia o cambio en la poblacion entre dos dias consecutivos (puede haber lugar a
confusién al utilizar AP ya que no aparece alguna dependencia del tiempo en la simbologia,

aun asi en la practica se suele trabajar asi).

De ahora en adelante, denotaremos a la poblaciéon mediante P;, y no solo por AP. Tenemos

entonces que

Pan=P+AP=P+(f—-d)P=(1+f—d)F,

Sea A = 1+ f — d, entonces nuestro modelo de crecimiento de la poblaciéon se hace mas
simple

P = AR

Los ecologos poblacionales a menudo se refieren a la constante A como la tasa finita de

crecimiento de la poblacion (la palabra “finito” se usa para distinguir este ntumero de
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cualquier tasa instantanea, que incluya una derivada, segin se ve en Calculo).

Para los valores f = 0.1, d = 0.03, y P, = 500, que utilizamos anteriormente, nuestro

modelo seria

Piy1 = 1.07P,, Py =500

La primera ecuacion, que relaciona a P11 vy a F;, es referida como una ecuacion en dife-
rencia y la segunda, dada por Py, es la condicion inicial. Con estas dos ecuaciones, es facil

elaborar una tabla de valores de la poblacion para varios dias. Véase la siguiente tabla:

Dia Poblaciéon
0 500
1 (1.07) % 500 = 535
2 (1.07)% % 500 = 572.45
3 (1.07)% % 500 ~ 612.52
4 (1.07)* % 500 ~ 655.40

Observemos que podemos obtener una formula explicita para P
P, = 500(1.07)"

Para este modelo, podemos ahora facilmente predecir poblaciones en cualquier tiempo

futuro.

Puede parecer extrano llamar a P,;; = (1+ f —d) P, una ecuacion en diferencia, cuando la
diferencia A P no aparece. Sin embargo, las ecuaciones P,y = (1+f—d)P,y AP = (f—d)P
son matematicamente equivalentes, por esa razéon no hay problema al utilizar la misma

frase.

Ejemplo 8. Suponga que un organismo tiene un ciclo de vida muy rigido (el cual puede
aplicarse a un insecto), en el cual, la hembra pone 200 huevos y luego muere. Luego de
que los huevos eclosionan, solo el 3% sobrevive y se convierten en hembras adultas. El
resto muere o son machos. Para escribir una ecuaciéon en diferencia para la poblaciéon de

hembras, escojamos ¢t como medida en generaciones; necesitamos observar que la tasa de
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mortalidad es d = 1 y la fertilidad efectiva sera f = 0.03(200) = 6. Asi, siguiendo el

modelo discutido anteriormente tenemos que nuestro modelo sera

Pt+1:(1+6—1)Pt:>Pt+1:6Pt

= ;Puede esta poblacion crecer o perecer?

Supongamos que F, es la poblacién inicial de hembras. Entonces

P, =6P),, P,=6P, =6*P),, ...,P4 =6"P,

Asi, como F, la poblaciéon ird aumentando con el tiempo, y ésta no perecera nunca.

= Suponga que no sabe la tasa de fecundidad, pero sabe que la poblacion es estable

(no cambia) en el tiempo. ;Cudl debe ser la tasa de fecundidad?

Si la poblacion es estable, entonces ésta no debe crecer ni decrecer, por lo tanto

nuestro modelo debe ser de la forma

Py =P
Es decir, 1 + f — d = 1, lo que nos lleva a que f = d. Por consiguiente, la tasa de

mortalidad debe ser igual a la tasa de fecundidad.

= Si cada hembra pone 200 huevos, ;qué fraccién de ellos debe eclosionar y ser hem-
bras? Puesto que el 3 % de los huevos se convierten en hembras, tendremos (0.03)(200) =

6 hembras.

. Qué es una ecuacién en diferencia?

Ahora que hemos visto una ecuacion en diferencia, podemos intentar dar una definicién:

Definicion 8. Una ecuacion en diferencia es una formula que expresa valores de alguna

cantidad Q) en términos de valores previos de (). Asi, si F/(x) es cualquier funcion, entonces
Q1 = F(Q1)

es llamada una ecuacidn en diferencia.
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Como ejemplo, podemos mencionar el ejemplo anterior, en donde F(z) = Az, que es una

formula sencilla, pero en otras ocasiones, F' serd mas complicado.

En el estudio de las ecuaciones en diferencia, podemos abordar dos cuestiones importantes:

1. ;Cémo podemos encontrar una ecuacion en diferencia apropiada que modele nuestra

situacion?

2. ; Como podemos entender el comportamiento de la ecuacion en diferencia de nuestro

modelo una vez lo hallemos?

Si bien es cierto que estas dos cosas son dificiles de lograr, se puede aprender observando
coémo otras personas utilizan las ecuaciones en diferencia y luego intentar crear nuestros
propios modelos. Con respecto a la comprension de lo que la ecuacion en diferencias nos
puede decir, por lo general, no siempre podremos encontrar una férmula explicita como
sucedid con P, que describe la poblacion de insectos. En lugar de ello, pueden desarrollarse

técnicas cualitativas para obtener informacién, aunque un poco menos precisa del modelo.

La ecuacion en diferencia estudiada en esta seccioén es algunas veces llamada un modelo
exponencial o geométrico, va que el modelo tiene comportamiento exponencial. Cuando
se aplica este modelo a una poblaciéon en particular, se le asocia el nombre de Thomas
Malthus. Los matematicos, sin embargo, tienden a enfocarse en la forma de la ecuacion
P,y = AP, y dicen que el modelo es lineal. Esta terminologia puede causar confusion al
inicio, pero puede ser importante: un modelo lineal produce crecimiento y decrecimiento

exponencial.

2.2. Modelos no lineales.

El modelo Malthusiano predice que la poblacién crece exponencialmente. Sin embargo,
tal predicciéon no puede ser certera para un largo tiempo. Después de todo, las funciones
exponenciales crecen rapidamente y sin limite; y de acuerdo a tal modelo, tarde o temprano
habran mas organismos que el nimero de &tomos en el universo. El modelo estudiado en la

secci6n anterior puede estar pasando por alto un importante factor. Para ser més realistas
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en nuestro modelo, necesitamos reexaminar las suposiciones que fueron consideradas en

ese modelo.

La principal falla es que hemos asumido que las tasas de fecundidad y mortalidad para
nuestra poblacién son las mismas sin importar el tamano de la poblacién. De hecho,
cuando una poblacién crece, parece mas razonable que haya mayor nimero de muertos y
menos fecundidad. Combinando estos factores, podemos decir que, asi como el tamano de
la poblacién crece, la tasa de crecimiento deberia decrecer. Necesitamos, por tanto, una
modificacién en nuestro modelo de modo que la tasa de crecimiento dependa del tamano

de la poblacion; esto es, la tasa de crecimiento debe ser dependiente de la densidad.

= ; Qué factores biologicos pueden ser los causantes de la dependencia de densidad?

= ;Por qué una poblacion grande tiene un decrecimiento en la tasa de mortalidad y/o

decrecimiento en la tasa de nacimiento?

Creando un modelo no lineal.

Para disenar un mejor modelo, es mejor centrarnos en AF/p; el cambio de la poblacion por
individuo, o la tasa de crecimiento per-capita sobre un instante de tiempo. Una vez halla-
mos entendido la tasa de crecimiento per-cépita y encontrado una féormula para describirlo,

podremos obtener una féormula para AP.

Para valores pequenos de P, la tasa de crecimiento per-capita debe ser grande, ya que
podemos imaginar a una pequena poblaciéon con muchos recursos disponibles en su am-
biente, tal que éstos soporten su crecimiento. Sin embargo, para valores grandes de P, el
crecimiento per-capita debe ser mucho mas pequeno, ya que los individuos compiten por
alimento y espacio. Para valores aun mas grandes de P, la tasa de crecimiento per-capita
debe ser negativa, ya que eso significaria que la poblacién debe decaer.

Es razonable entonces asumir que AF/p, como funcién de P, tiene una grafica parecida a

la que se muestra en la figura 2.1.

Es claro que no podemos decir exactamente como luce la grafica de AFP/p sin recolectar
algunos datos. Tal vez la grafica deba ser concava en algin instante. Sin embargo, éste es

un buen intento para crear un mejor modelo.
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I ap/p

Figura 2.1: Tasa de crecimiento per-capita como funcion del ta-

mano poblacional.

Para el modelo Malthusiano AP/p = r, asi la grafica de la tasa de crecimiento per-capita

es una linea horizontal (no hay ni crecimiento ni decrecimiento en 4P/p).

En contraste, la pendiente de recta de la figura 2.1 para un modelo improvisado nos lleva

a la formula AP/p = mP + b, para algain m < 0y b > 0.

AP m P
2 mP +b b<1+bP> r(l K)’ con K /my r=>0

Notemos que K > 0, ya que m < 0.

Ahora, sabemos que P,.; = P, + AP, entonces

P, P,
P=P+Pr(1—-2t)=p(1+r(1-
AR ”( K> t( T( K))

P,
Nuestra ecuaciéon en diferencia es, entonces, P,y; = P (1 +7r (1 — Et)) Este modelo
es generalmente referido como el modelo logistico discreto, aunque, desafortunadamente,

otros modelos también se les conoce por ese nombre.

El pardmetro K y r en nuestro modelo tiene interpretaciones directas en biologia. Primero,
si P < K, entonces AP/P > 0, es decir, con una tasa de crecimiento per-capita, la
poblacion crecera. Por otro lado, si P > K, entonces AP/P < 0, es decir, con una tasa de
crecimiento per-capita la poblacién tendera a decrecer. Al nimero K se le conoce como
capacidad del ambiente, porque representa el niimero maximo de individuos que puede

soportar en un largo periodo.
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Sin embargo, cuando la poblacion es pequena (es decir, mucho mas pequena que K), el
factor 1 — P/K en la tasa de crecimiento per-capita se acerca a 1. Por lo tanto, para valores

pequenos de P, nuestro modelo se aproxima a
_P15+1 ~ (]_ + T)Pt

En otras palabras, r juega el papel de f — d, la tasa de natalidad menos la tasa de
mortalidad, en nuestro modelo lineal que vimos anteriormente. El parametro r simplemente
refleja la manera en que la poblacion puede crecer o decrecer en ausencia de efectos de
la dependencia de la densidad cuando la poblacion es muy inferior a la capacidad. La
terminologia estandar para r es que es la tasa finita de crecimiento intrinseca. “Intrinseca”
se refiere a la ausencia de dependencia de densidad, mientras “finita” se refiere al hecho
que estamos usando intervalos de tiempo de longitud finita, méas bien que el intervalo

infinitesimal de una ecuacion diferencial.

Existen muchas maneras diferentes en las que se puede escribir un modelo logistico, depen-
diendo de si se utiliza AP o P,y y si también puede multiplicarse por diferentes factores.
Un punto clave que nos puede ayudar a reconocer este modelo es que ambos, APy P, 4,
estan expresados como polinomios cuadraticos en términos de P;. Ademaés, estos polino-
mios no tienen término constante. Asi, el modelo logistico es el modelo no lineal mas simple

que podemos obtener.

Iterando el modelo.

Asi como con el modelo lineal, nuestro primer paso para entender este modelo es escoger
algunos valores particulares para los parametros r y K, y para la poblacion inicial Py,
y calcular valores futuros de la poblacién. Por ejemplo, escogiendo K y r de modo que

Py =P (1+0.7(1 —P/10)) y Py = 0.4346, obtenemos la siguiente tabla:
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t P, t P,

0  0.4346 7 7.8792
1 0.7256 8 9.0489
2 1.1967 9 9.6514
3 19341 10 9.8869
4 3.0262 11 9.9652
5  4.5034 12 9.9895
6  6.2362

Si medimos el tamano poblacional en unidades como miles, o millones de individuos,
entonces no hay razoéon para que la poblacion sea entera. Para algunas especies, tales como
los peces de valor comercial, puede ser més apropiado utilizar unidades de masa o peso,

como toneladas, por ejemplo.

Otra razon por la cual valores no enteros de la poblacién no son muy preocupantes, aun
si utilizamos unidades de individuos, es que solamente estamos interesados en intentar
aproximar un tamano poblacional. No esperamos que nuestro modelo nos de prediccio-
nes exactas. Tan largos como sean los nimeros, podemos ignorar partes fraccionarias sin

pérdidas significativas.

En la tabla anterior, vimos que la poblacién se incrementaba hacia la capacidad de la
misma, que era 10, como habiamos esperado. Al inicio este incremento parece suave, luego
aumenta su velocidad y luego vuelve a bajar. Trazando los valores poblacionales, se tiene

la figura 2.2.

Puede observarse que el grafico muestra el patron de forma sigmoide (grafica en forma
parecida a una S) que a menudo aparece en datos de experimentos de laboratorios contro-
lados en los cuales las poblaciones se incrementan en ambientes limitados. Bioloégicamente,
entonces, hemos hecho algunos progresos; tenemos un modelo mas realista que describe el

crecimiento poblacional.

Matemaéticamente, las cosas no son tan agradables. A diferencia del modelo lineal, no hay

formula obvia para P, que surja a partir de nuestra tabla. De hecho, la tinica manera para
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12 next_p = p+.7°p*(1p/10)

Poblacion P

0 5 10 15
Tiempo

Figura 2.2: Valores poblacionales de un modelo no lineal.

obtener el valor de Pjgg parece ser crear una tabla con 100 entradas. Hemos perdido la
facilidad de obtener predicciones futuras de la poblacion.

Esto es algo con lo que simplemente tenemos que aprender a vivir: aunque los modelos
no lineales son a menudo més realistas para utilizar, no podemos obtener generalmente
formulas para las soluciones de las ecuaciones en diferencia no lineales. En lugar de ello,
debemos confiar mas en las técnicas graficas y experimentos numéricos para darnos una

idea del comportamiento del modelo.

2.3. Analizando modelos no lineales.

Asi como el modelo lineal produce crecimiento exponencial, los modelos no lineales (como
el modelo discreto logistico) pueden producir una amplia variedad de comportamientos
complicados.

En esta seccion veremos algunos de los diferentes tipos de comportamientos y desarrolla-

remos algunas herramientas simples para estudiarlos.
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Transitorios, equilibrio, y estabilidad.

Es de mucha ayuda distinguir muchos aspectos del comporamiento de un modelo dina-
mico. Algunas veces encontramos sin tener en cuenta nuestro valor inicial, luego de que
varios intervalos de tiempo hayan transcurrido, el modelo parece tomar cierto patrén. Los
primeros pasos de la iteracion, sin embargo, pueden no indicarnos de lo que pase luego de
un largo tiempo. Por ejemplo, con el modelo logistico discreto Py = P(1+0.7(1 — £t/10))
y muchos valores iniciales F,, las primeras iteraciones del modelo producen cambios im-
portantes relativos en P, conforme se avance hacia 10. Este temprano comportamiento se
le conoce como transitorio, porque al final es reemplazado con un tipo de comportamiento
diferente. No obstante, eso no significa que no sea importante, ya que una poblaciéon en
el mundo real puede experimentar interrupciones que mantienen el comportamiento en

estado transitorio.

Usualmente, lo que nos preocupa mas es el comportamiento a largo tiempo del modelo.
La razon para esto es que a menudo esperamos que el sistema que estamos estudiando
haya sido perturbado lo suficiente por los individuos que han muerto. A menudo (pero no
siempre) el comportamiento a largo plazo es independiente de la poblacion inicial. En el
modelo

Pt-l—l - Pt(]- + 07(1 - Pt/l()))

el comportamiento a largo plazo para varios valores iniciales fue por la poblacion que se
mantenia cerca de K = 10. Note que si P, = 10, entonces P,y = 10, y por lo tanto,
la poblacion nunca cambia. Asi, P, = 10 es un equilibrio (o estado fijo o punto fijo) del

modelo.

Definicién 9. Un wvalor de equilibrio para un modelo P,yy = F(F;) es un valor P* tal
que P* = F(P*). Equivalentemente, para un modelo AP = G(P,), es un valor P* tal que
G(P*) = 0.

Encontrar valores de equilibrio es solo un problema de resolucién de la ecuacién de equi-
librio. Por ejemplo, para el modelo P,y = P(1 + 0.7(1 — P,/10)) queremos encontrar un
P* tal que

P* = P*(1+0.7(1 — P/10));
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resolviendo tenemos:

P* = P*(140.7(1 — P"/10))
P — P*(1+07(1—P/w) = 0
P(1-1-07(1-%"/10)) = 0

P =006 —0.7(1—P/0) =0

P*=006 P*=10

I

El equilibrio puede tener diferentes caracteristicas cualitativas, sin embargo. En nuestro
ejemplo, P* =0 y 10 son dos equilibrios, pero una poblacion cerca de 0 tiende a moverse
lejos de 0, mientras que uno cerca de 10 tiende a moverse hacia 10. Asi, 0 es un equilibrio

estable o repelente, y 10 es un equilibrio estable o atractor.

Asumiendo que nuestro modelo se acerca mucho a nuestra poblacion real, los equilibrios
estables son los Gnicos que tenderemos a observar en la naturaleza. Dado que un sistema
biolégico puede experimentar pequenas perturbacién de nuestro modelo idealizado, aun
si una poblacion esta exactamente en un equilibrio, al menos podemos esperar que los

resultados estén un poco alejados por factores que afectan nuestro modelo.

Si esta acotado por un equilibrio estable, tendera hacia él. Por otro lado, si esta acotado por
un equilibrio inestable, se alejaré de él. Aunque el equilibrio inestable es importante para
entender el modelo como un todo, no son valores de la poblacion que debemos realmente

esperar para observar por largo tiempo en el mundo real.

Linealizacion.

Nuestro préximo objetivo es determinar qué causa que algunos equilibrios sean estables y

otros inestables.

La estabilidad depende en qué pasa cerca de un equilibrio; asi, para enfocar nuestra aten-
cion en las cercanias de P*, consideremos una poblaciéon P, = P* + p;, donde p; es un
nimero muy pequeno que nos dice qué tan lejos esta la poblacion del equilibrio. A p;
se le llama la perturbacion del equilibrio y nos interesa en céomo cambia. Por lo tanto,
calculamos

P1 =P +pip
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y lo utilizamos para encontrar p;.1. Si p;y1 €s mayor que p; en valor absoluto, entonces
sabemos que P, se aleja de P*. Si p;,1 es menor que p;, entonces P, tendera hacia P*.
Siempre y cuando podamos analizar como cambia p; para todos los valores pequenos de p,
estaremos en la capacidad de decidir si el equilibrio es estable o inestable. Una perturbacion
que crece significa inestabilidad, mientras que una disminucion significa estabilidad. En
estos casos estamos ignorando el signo de la perturbacion ya que estamos s6lo considerando
su valor absoluto. Aunque eventualmente es importante entender en qué afecta el signo,

es irrelevante cuando hablamos de estabilidad.
Ejemplo 9. Consideremos nuevamente el modelo P,y = P,(1+0.7(1—":/10)), que sabemos
cuyos equilibrios son P* =0y P* = 10.
= Primero, investigaremos P* = 10. Como se menciond antes, sea P, = 10+ p; v
P11 =10 4 pyq, entonces

104+ py1 = P (140.7(1—#/10))
— (10 + pt)(10+0.7(10)—0.7(10+Pt))/10

= (140.1p)(10+7—7—0.7p;)
= 10— 0.7p, + pr — 0.07p2

Asi, pii1 = 0.3p; —0.07p?2, pero como estamos analizando para valores bien pequenos

de p;, entonces pf es mucho mas pequeno en comparacion con p;, entonces
Pi+1 =~ 0.3p;

Entonces tenemos que p; 1 es mas pequeno que p;, asi concluimos que P* = 10 es

un equilibrio estable del modelo.
= Si P* =0 entonces tenemos Py =0+ pro1 = pro1 v P = py, asi

Pt+1 = Pt+1 = Pt (1 -+ 0.7 (1 — Pt/lO)) = O]-pt<10 + 07(10) — 07pt) = 17pt — 007]9?

De igual manera como se hizo para P* = 10, estamos considerando valores muy
pequenos de p; y por tanto se tiene que pf es mucho mas pequeno en comparacion a

py; por consiguiente podemos prescindir de él, y obtendriamos

Pry1 ~ L.7p,
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asi, tenemos que p;11 > p;. Por lo tanto, el equilibrio P* = 0 es un equilibrio

inestable.

Podemos pensar en el ntimero 0.3 como un factor de estiramiento que nos dice qué tanta

perturbacion existe a partir del equilibrio.

El procedimiento desarrollado en este ejemplo se le conoce como linealizacion del modelo
en el equilibrio, porque primero nos enfocamos en las cercanias del equilibrio mediante
nuestra sustitucion P, = P* + p;,y luego ignoramos los términos de grado mayor que 1
en p;. Lo que queda al final es justamente un modelo lineal que se aproxima al modelo
original. Los modelos lineales, como ya hemos visto, son faciles de entender, porque ellos

producen crecimiento o decrecimiento exponencial.

En general, cuando el factor de estiramiento es mayor que 1 en valor absoluto, el equilibrio

es inestable. Cuando es menor que 1 en valor absoluto, el equilibrio es estable.

Una nota sobre calculo.

En céalculo, el proceso de linealizacién puede parecerse mucho a la aproximacién de la
grafica de una funcion mediante su recta tangente. Para desarrollar aun mas esta idea,

. . . Dt+1 ~
expresemos el factor de estiramiento como la razéon ——, para valores pequenos de p;. Pero
Dt

pt+1:Pt+1—P*:F(Pt)—P*:F(Pt)—F(P*)
Dt Pt—P* Pt—P* f)t—P>‘<

donde P, = F(P,) es la ecuacion que define el modelo. Dado que estamos solo interesados
en valores de P, que sean muy cercanos a P*, ésta ultima expresion se acerca mucho a

o F(R) = F(PT)
P}grzla* P, — P*

Pero este limite es, por definicion, nada mas que F'(P*), la derivada de la funciéon que

define nuestro modelo. A partir de esto, tenemos nuestro siguiente resultado:

Teorema 8. Si un modelo P,y = F(P,) tiene un equilibrio P*, entonces |F'(P*)| > 1
implica que P* es inestable; mientras que |F'(P*)| < 1 implica que P* es estable. Si

|F'(P*)| = 1 entonces esta informacion no es suficiente para determinar la estabilidad.
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Ejemplo 10. Utilizando el mismo modelo Py1 = P,(1 + 0.7(1 — £/10)) tenemos que
F(P)=P(1+0.7(1 — P/10)). Entonces

F'(P)=1+40.7(1—=0.1P) + P(—0.07) = 1+ 0.7 — 0.07P — 0.07P = 1.7 — 0.14P

Asi, F(0) = 1.7y F(10) = 1.7 — 1.4 = 0.3, lo cual corrobora nuestros resultados del

ejemplo anterior.

Note que, en este ejemplo, el valor de F'(10) (y el de F’(0)) que hemos encontrado es
exactamente el mismo valor del factor de estiramiento que encontramos en el ejemplo
anterior. La derivada puede ser interpretada como una medida de qué tanto una funcién

“estira’ los valores relacionados con ella.

El enfoque que no utiliza el cilculo es el més intuitivo y esclarece las ideas mas esencia-
les, probablemente. La debilidad de este método es que sélo funciona para modelos que
contienen féormulas algebraicas simples. Si el modelo tiene, por ejemplo, exponenciales u
otras funciones complicadas, solo el dlgebra puede no funcionar. Asi, cuando las cosas se

vuelvan complicadas, el calculo es una poderosa herramienta para el anélisis.

Cuando linealicemos para determinar estabilidad, es vital que nos enfoquemos sobre un
equilibrio. Es decir, no hay que decidir si un punto es estable o inestable sin antes asegu-
rarnos que es un equilibrio del modelo. Por ejemplo, si tratamos de linealizar a F' en 11

en el ejemplo anterior, podriamos no concluir algo favorable ya que 11 no es un equilibrio.

2.4. Variaciones en el modelo logistico.

En la presentacion del modelo logistico discreto en las secciones anteriores, intentamos
mantener el modelo lo mas simple posible para enfocarnos en las principales ideas. Ahora
que los conceptos de equilibrio y estabilidad han sido tratados, podemos prestar méas

atencion a producir modelos mas realistas.

Cuando consideramos a la grafica de P,y como funcion de P, (ver la figura 2.3), para el
modelo P, = P,(1+r(1—P,/K)), una caracteristica obvia inmediata que no es realista es
el hecho que la parabola cae por debajo del eje horizontal a medida que P; se mueve hacia

infinito. Esto significa que para poblaciones grandes P, se vuelve negativo en el siguiente
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paso. Aunque podemos interpretar una poblacion negativa como extinta, este puede no
ser el comportamiento que pueda estar pasando y ademéas puede no ser el modelo que

queremos describir.

A
| P+

Figura 2.3: Modelo con P;;; < 0 para valores grandes de P;.

Tal vez un modelo méas razonable produzca valores pequenos (pero positivos) de P,y para
valores grandes de P,. Asi, una poblacion que este sobrecargada puede decaer inmedia-
tamente, pero al final alguna parte de la poblacion podria sobrevivir. Gréaficamente, P,

debe depender de P; asi como muestra la figura 2.4.

Figura 2.4: Modelo con P11 > 0.

Una funcién que produce tal grafica es FI(P) = Pe"1=F/K)_E] exponencial en esta formula,
produce el decaimiento conforme nos movamos hacia infinito, mientras que el factor P

provoca que la grafica vaya en aumento cerca del origen.

El modelo P, = P,e"~"/K) es algunas veces llamado el modelo logistico discreto y otras

veces es referido como el modelo Ricker, por haber sido el primero en usarlo. Veamos los
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equilibrios de este modelo:

P* — prer(1-P*/K)
P* _ prer(1-P*/K)  _
P*(1— er(l—P*/K)) - 0
P =0061—eUF/K =0
er-P/K) =1 — r(1-P/K)=0
Pr=06P =K

RN

Por lo tanto, los equilibrios del modelo son P* =0y P* = K.

Es importante darse cuenta que la féormula es la que produce las caracteristicas cualiti-
tativas graficas. Si una extrana formula nos da la impresion de que su grafica es la que

necesitamos, esa es suficiente justificacion para usarla.

Para motivar aun mas el modeo Ricker, regresemos a la grafica del cambio de la poblacion
per-capita AP/ P como funcion de P, el que inicialmente nos motivé a desarrollar el modelo

logistico. Nuestra razon para elegir la formula

era para producir la tendencia inclinada mostrada en la figura ?7.

A

I ap/p

v

\
AN
N

Figura 2.5: Tasa de crecimiento per-capita para el modelo logis-

tico.

..Como podemos mejorar esto?
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Primero, es imposible para la poblacién per-capita ser menor que —1, porque eso signifi-
carfa més de una muerte per-capita. Eso significarfa que nuestra grafica deberia lucir mas

como muestra la figura 2.6.

AP/P

Figura 2.6: Tasa de crecimiento per-cipita para un nuevo modelo.

Como podemos observar, parece que su forma de decrecer se parece mucho al de una
exponencial movida una unidad hacia abajo, eso nos llevaria a pensar en una féormula

como la siguiente

para algunos a,b > 0. Para obtener la forma tradicional del modelo Ricker, hagamos

algunos cambios de variable. Sea b = 7/k y a = €”, entonces el modelo se convierte en
AP
P

= . e—T/KP -1

= er—7/kP—1

— er(l_P/K) i 1
Ahora, recordando que P, ; = P, + AP tenemos:

Pry = P+ AP = P+ P’ — pl = er0=771)

En este caso, K también representa la capacidad de la poblacién.

Volvamos a AP/p y veamos que el término "' ~/%) = 1 cuando P = K. Asi, tenemos que
e"1="/%) < 1 cuando P > K, por lo tanto AP/p < 0; mientras que ¢"*~"/%) > 1 cuando
P < K, por lo tanto AP/p > 0.

Claramente, la curva de AFP/p no tiene porque tener exactamente un decrecimiento expo-

nencial. Para modelar una poblacién con exactitud necesitamos recolectar datos de cémo
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la poblacién en el tiempo t + 1 depende del tamano de la poblaciéon en el tiempo t. En-

tonces, podremos graficar el punto (P, P;1) y buscar una formula que se ajuste a tales

puntos.

Por otro lado, como el modelo Ricker tiene dos parametros, r y K, variAndolos podremos

lograr que la curva se ajuste razonablemente.

Otro modelo de uso frecuente es

AP,

L+ aby)?

Aunque el significado de los nimeros A\, « y § que aparecen en este modelo pueden no estar

claros en términos biolégicos, teniendo tres parametros nos permite tener mas libertad en

la forma de la curva para ajustarlo a los datos.

Veamos como se comportan las graficas para dos diferentes elecciones de valores de los

parametros, y veamos un ejemplo para cada una de ellas.

Pt+1
Iy
Py
B

La primera grafica, que decae sobre el eje ho-
rizontal representa una competencia por re-
cursos entre individuos, donde cada individuo
simplemente obtiene menos recursos si la po-
blacion es grande. Asi, toda la poblacion se
ve afectada cuando ésta es grande. Un largo
valor de P, es tal que nos deja un valor muy
pequeno de P;yq; es decir, entre mas grande

sea P, mas pequeno serd P ;.

La segunda gréfica, que llega a equilibrarse
sobre el eje horizontal representa una con-
tienda, en el cual si la poblacién excede la
capacidad, algunos individuos obtienen todos
los recursos, y otros obtienen nada. Cualquier
valor grande de P, es por tanto, como si nos

conduciera al mismo valor de P;;.
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Estas dos graficas describen drasticamente diferentes dindmicas poblacionales. Claramente
muchas poblaciones muestran comportamientos que combinan ambos aspectos de estos dos
tipos de competencia y también puede ser que sus graficos se encuentren en el medio de

éstas dos.

Comentarios sobre modelos continuos y discretos.

En este capitulo, hemos discutido modelos utilizando ecuaciones en diferencia, los cuales
han sido construidos en tiempos discretos y finitos. Una alternativa es usar ecuaciones
diferenciales, las cuales asumen cambios continuos. Ambas, las ecuaciones en diferencia y
las diferenciales son usadas para modelar a través de la ciencia y en muchas maneras ellos

tienen una teoria paralela.

Las ecuaciones diferenciales son algunas veces mas dociles para soluciones analiticas que las
ecuaciones en diferencia. Por ejemplo, la ecuaciéon logistica tiene una soluciéon explicita.
Antes de que existieran las computadoras, las ecuaciones diferenciales eran las eleccio-
nes primordiales para modelar, ya que se podia obtener mas progresos en entender tales
modelos. Para ciertos campos, tal como la fisiologia (modelando por ejemplo, cuestiones
como el flujo sanguineo a través del corazon) y la fisica, donde las cosas parecen cambiar

continuamente, las ecuaciones diferenciales son las elecciones naturales.

Las ecuaciones en diferencia son mas apropiadas en situaciones en las cuales existen pasos
discretos. Un ejemplo puede ser el modelar poblaciones de insectos, las cuales tienden a
tener historias de vida un poco més rigidas, con estados de desarrollos y tramos de vida
bien definidos. Ahora que las computadoras estan disponibles, las ecuaciones diferenciales

pueden ser estudiadas por medio de experimentos numéricos.

De hecho, dado que para muchos modelos complicados de ecuaciones diferenciales no es
posible resolverlos explicitamente, a menudo se recurre a utilizar computadoras para eje-
cutar simulaciones. Dado que las computadoras trabajan de manera discreta, los modelos
deben primero transformarse a una forma discreta. Esto puede significar el uso de un

enfoque diferente como por ejemplo el método de Euler para aproximar ecuaciones dife-
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renciales. Al final, las ecuaciones en diferencias y las diferenciales son herramientas validas
para investigar sistemas biologicos. Los cursos de calculo y ecuaciones diferenciales son

necesarios para futuros modelajes biologicos.

Aunque conceptualmente las ecuaciones diferenciales son més simples, las ecuaciones en
diferencia muestran comportamientos mas complicados. Por ejemplo, el modelo logisti-
co discreto puede mostrar comportamientos ciclicos o caoticos, pero el modelo logistico
continuo nunca lo hace. Sin embargo, algunos modelos de ecuaciones diferenciales que son

suficientemente complicados pueden también producir comportamientos ciclicos y cadticos.

Modelos Lineales de Poblaciones Estructuradas.

En la secciéon anterior, primero discutimos el modelo lineal cuya ecuacion en diferencia era
P11 = AP, el cual resulta tener crecimiento o decrecimiento exponencial. Luego de haber
criticado este modelo por no ser lo suficientemente realista, buscamos modelos no lineales

que pudiesen resultar con dindmicas un poco complicadas.

Sin embargo, nuestros modelos en el capitulo anterior eran mas simples, ya que consideran
a todos los individuos de una poblaciéon como iguales. En muchas poblaciones hay muchos
subgrupos cuyo vital funcionamiento puede ser muy diferente, hablando de la poblacién
como una totalidad. Por instantes, en los humanos, la tasa de mortalidad para ninos es
mucho méas alta que para ninos més grandes. También, los ninos cuya edad esta anted de
la pubertad no contribuyen a la tasa de natalidad. Aun entre adultos, las tasas de mor-

talidad no son constantes, ya que por ejemplo, tienden a elevarse con las edades avanzadas.

En las poblaciones no humanas, las diferencias pueden ser mas extremas. Los insectos, por
ejemplo, pasan por distintos estados en su vida, tal como huevo, larva, pupa, y adulto.
Las tasas de mortalidad pueden variar grandemente entre estos diferentes estados, y s6lo
los adultos son capaces de reproducirse. También las plantas pueden tener varios estados
de vida, como por ejemplo una semilla dormida, vastagos, sin flores, y con flores. ; Como

puede un modelo matematico tener en cuenta la estructura grupal que nosotros esperamos
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que tenga y que juegue un gran papel en la determinacion del crecimiento o decrecimiento

de manera global de tales poblaciones?

Para crear tales modelos estructurados, nos enfocaremos en los modelos lineales. Aun sin
recurrir a las formulas no lineales, podemos discernir en co6mo las poblaciones con distintos
grupos de edades, o estados de desarrollo, pueden comportarse. Finalmente, vemos que
el comportamiento de estos nuevos modelos lineales es un poco similar al crecimiento o
decrecimiento exponencial del modelo lineal del capitulo anterior, con algunos cambios

importantes e interesantes.

2.5. Modelos Lineales de Interacciones.

Durante un largo rato, nuestra atencion ha estado enfocada en modelar poblaciones sim-
ples. Sin embargo hemos dividido una sola poblacién en subgrupos, tales como por etapas
de edad o de desarrollo, y los hemos tratado como si no fueran afectados por otras especies
o poblaciones con los cuales pueden compartir el medio ambiente. Aunque estos modelos
nos han proporcionado de valiosos puntos de vista de como los tamanos poblacionales

pueden cambiar, ahora nos centraremos en interacciones entre especies o poblaciones.

Muchos de los seres vivientes interactiian con muchos companeros de héabitat. Aprove-
chandose de otras especies, ya sean plantas o animales, es una manera comun de conseguir
energia; muchos organismos estan en riesgo de ser depredados entre ellos mismos. Pero
no todas las importantes interacciones entre animales son tan obvias. Las especies pueden
encontrarse en competencia por recursos limitados, ya sea comida o espacio, asi el creci-
miento de una poblacién es perjudicada por la otra. Reciprocamente, también ocurre que
muhcas especies interactiian de modo que ambos salgan beneficiados. Un ecosistema real
puede tener cientos o miles de poblaciones que interactiian, con interacciones directas o
indirectas entre ellos. ;Cémo podemos entender los efectos de estas interacciones sin que

se pierda la complejidad de todo?

Para comenzar a entender las dinAmicas de las poblaciones que interacttian en tales siste-

mas, comenzaremos enfocandonos en sélo dos poblaciones y en un sélo tipo de interaccion.
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Las preguntas que nos podrian guiar son modificaciones de aquellas que ya nos hemos
preguntado cuando modelamos una sola poblacion. Por ejemplo, jcuales féormulas mate-
méticas pueden modelar una interacciéon tal como la de un depredador y su presa? jpuede
una especie desaparecer, vy si es asi, porqué? ;alcanzan las poblaciones algtin equilibrio,
oscilan o saltan salvajemente? ;puede un sistema de poblaciones que interacttian, mostrar

estabilidad, y si lo hacen, bajo qué circunstancias?

Un modelo simple Depredador - Presa

Imagine dos especies, una de las cuales, el depredador, se alimenta de la otra, la presa. Para
mantener las cosas simples, imaginemos que la interaccién depredador-presa entre estas
especies es el detalle mas importante que determina el tamano poblacional. Un ejemplo de
esto puede ser, liebres y zorros confinados en una isla. Las liebres son la fuente primaria
de alimento para los zorros, y los zorros proveen la principal limitante del crecimiento

desenfrenado de la poblacién de liebres.

Aun para especies que experimentan muchas otras interacciones, el modelo que desarro-
llaremos puede ser visto como un primer paso para entender un factor que contribuye a la

dindmica poblacional.

Sea P, el tamano de la poblacion del presas y ) la poblacion de depredadores en el tiempo

t. Necesitamos escoger ecuaciones

AP = F(P,Q)
AQ = G(P,Q)

que nos den el cambio de poblacién en cada una de las poblaciénes en un paso de tiempo
en término de ambas poblaciones. Pero, jcuéles son las expresiones apropiadas para ambas

ecuaciones?

Primero, es ttil pensar en como dos poblaciones pueden cambiar en la ausencia del otro.
Por ejemplo, es razonable asumir para la presa que si no hay depredadores alrededor, la

poblacién puede describirse mediante el modelo logistico discreto

AP =rP(1 —P/Kk) en ausencia de depredadores
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Si asumimos que la fuente de alimento de los depredadores es la presa, entonces podemos

esperar que la poblacion de depredadores decae en la ausencia de la presa

AQ = —u@) en ausencia de presas

Aqui, v debe ser una constante positiva tal que u < 1, dado que —u nos da la tasa

per-capita de mortalidad.

Para introducir la interaccion de especies, incluiremos términos que contengan el producto
PQ. Este producto tiene muchas caracteristicas cualitativas que lo hacen un buen candida-
to para describir interacciones. Si ambas poblaciones, Py (), son pequenas, asi deberfamos
esperar un pequeno efecto en la intaraccion, entonces P() es pequeno. Si ambos P y () son
grandes, podemos esperar mayores efectos en las interacciones, por tanto PQ) es grande. Si
uno de los dos es pequeno y el otro es grande, entonces el producto P() estarfa en un valor
medio. Més importante, si P o ) se incrementan (al menos uno de ellos), asi podemos
esperar que las interacciones crezcan, entonces P(@) se incrementaria. El producto PQ),
entonces, se comporta mas o menos como nos gustaria que nos diera una descripcion de

la cantidadd de interaccion que podemos esperar entre las poblaciones.

Modelamos las dos poblaciones mediante

AP = rP(1—-"F/k)—sPQ
AQ = —u@ +vPQ

Aqui, s y v, ambos denotan constantes positivas. El término —sP() describe un efecto per-
judicial de la interaccion depredador-presa sobre la presa, mientras que el término vPQ
describe un efecto beneficioso de la interaccion sobre el depredador. No hay razén para
esperar que los valores de s y v tengan el mismo valor, ya que el depredador puede bene-

ficiarse més que la presa, o la presa puede beneficiarse més que el depredador.

El uso de un término como P para modelar interacciones poblacionales es algunas veces
llamado una ley de accion de masas. Una manera de justificar esto es imaginar individuos
moviéndose de manera aleatoria en dos poblaciones de tamanos P y () y mezclandose
homogéneamente. Entonces, en un cierto intervalo de tiempo, podemos esperar que la

oportunidad de que se encuentren dos individuos de diferentes poblaciones puede ser P(Q).
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Una fraccion de estos encuentros puede ser suficientemente significativo para resultar en
kP( depredaciones durante un paso de tiempo. Note que un término de acciéon de masa en
un modelo significa que la ecuacion es no lineal; aunque este es un término de interacciéon

bastante simple, podemos tal vez esperar dindmicas complicadas.

Reescribiendo nuestro modelo depredador-presa en términos de la poblaciéon y de los tér-

minos P, y ); tenemos

Py = P(1+r(1-"/K))—sPQ;
Qiv1 = (1—u)Qr+vhQ;

conr, s, u, v,y K constantes positivas y u < 1.

Con cualquier modelo, obtener ideas precisas de los valores de los parametros a través de
datos recolectados mediante el estudio experimental de las poblaciones puede ser un poco
dificil. Para los valores de las constantes que aparecen en los términos interaccion-especies
es tal vez atin mas dificil de tener una aproximacion intuitiva y que sean apropiados que
para los valores r y K del modelo logistico. Por el momento, es suficiente solo saberlo, tan

largos como sean s y v, mas fuerte es el efecto en la interaccion depredador-presa.

El plano fase.

Para ser mas concretos, consideremos que los parametros tienen como valores

Py = P(1+13(1-PR))—05PQ,
Qi1 = 0.3Q; +1.65,0,

. Cuéles son los medios apropiados para estudiar el comportamiento de estos modelos

bésicos depredador-presa?

La primer cosa por hacer es simplemente tomar algunos valores inciales (P, Q)p), calcular
una lista larga de futuras poblaciones, y graficar la poblaciéon con respecto al tiempo. Por

ejemplo, con (P, Q) = (1.10,0.40), se produce la tabla siguiente
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t P, Q1 t P Qi
0 1.10 0.40 11 0.57 1.44
1 0.74 0.83 12 0.48 1.74
2 0.68 1.22 13 0.39 1.85
3 0.55 1.71 14 0.34 1.70
4 0.40 2.00 15 0.34 1.43
5) 0.31 1.89 16 0.46 1.21
6 0..30 1.51 17 0.46 1.12
7 0.34 1.17 18 0.52 1.16
8 0.44 0.99 19 0.54 1.33
9 0.54 0.99 20 0.50 1.56
10 0.60 1.15

Graficando las poblaciones como funcion del tiempo se produce la figura 2.7.

P*(1 + 1.34(1-P)) - 0.5*P*Q;
gaux = 0.3*Q + L.6*P*Q
. ;

+ Presa

+  Depredador 7

1.5F

Poblaciones

0.5

Figura 2.7: Grafico de un modelo Depredador — Presa.

Aqui vemos que, las poblaciones parecen oscilar pero las oscilaciones también parece que

decrecen en amplitud.

Podriamos volver a hacer este experimento numérico con mas pasos de tiempo y variar
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las poblaciones iniciales y ver que las elecciones mas razonables parecen conducir a un

establecimiento alrededor de (P*,Q*) ~ (0.4, 1.5).

Ahora, podriamos querer producir algin tipo de diagrama de red. Después de todo la red
es muy util para comprender modelos simples no lineales, tales como el modelo logistico
discreto. Esto nos lleva directamente a pensar en la idea de equilibrio y estabilidad. Des-
afortunadamente, con dos valores poblacionales P, y )y, ddndonos dos nuevos valores P;

y Q¢11, podriamos necesitar cuatro dimensiones para graficar dicha gréfica.

En su lugar, introducimos un nuevo tipo de gréafico al cual llamaremos plano fase. An-
tes que grafiquemos P; y (); como funciones de ¢ como en la figura anterior, etiquetamos
nuestros ejes Py ), y colocamos un pequefio punto en el punto que representa a (Fy, Qo).
Luego, colocamos otro pequeno punto en (P;,Qq) y dibujamos una linea desde nuestro
primer punto hacia éste tltimo. Luego, graficamos (Ps, ()2) v lo conectamos con su ante-
rior, y continuamos conectando cada par de puntos consecutivos representando el tamano

poblacional. En el caso de la tltima tabla, esti representada en la figura 2.8.

P*(1 + 1.3*(1-P)) - 0.5*P*Q;
gaux = 0.3*Q + 1.6*P*Q

Especie q
=

o
©
T

0.6

0.41

0.2f

0

L L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Especie P

Figura 2.8: Gréafico del plano fase de un modelo depredador —

presa.

La sucesion de puntos {(Pg, Qk) }ren se le llama poblacidn orbital. Sin embargo, podemos
solo graficar un ndmero finito de puntos en una oOrbita, ya que realmente continda asi.
Puede, sin embargo, alcanzar un punto de equilibrio, en tal caso podriamos necesitaqr

graficar el mismo punto repetidas veces.
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Note que puede haber alguna pérdida de informacion cuando se produce el plano fase.
Por ejemplo, a menos que etiquetemos todos los puntos, no sabremos qué valor de ¢ le
corresponde a cada punto (P, ;) que hemos graficado. Claro estd, que podemos seguir
las lineas que conectan los puntos en una 6rbita, contando los pasos, para darnos una idea
del valor de ¢, pero podriamos aiin necesitar saber de donde comenzar. Es una buena idea
al menos etiquetar el punto cuando ¢t = 0, asi sabriamos la direccion correcta que debemos
seguir en la 6rbita. Dibujando varias 6rbitas en el mismo plano fase, puede obtenerse una

idea del comportamiento del modelo.

Muchas de las orbitas en este grafico, se enrollan hacia adentro, y en sentido contrario a
las agujas del reloj, se acercan a (0.45,1.5). Unas cuantas 6rbitas, como las que comienzan
alrededor de (1.56,0.66) se apartan del grafico. Algunas otras, como las que comienzan
alrededor de (1.35,0.42), dan un paso en direccion a las agujas del reloj antes de caer en
el patron general de la pogresion en el sentido contrario a las agujas del reloj. A pesar
de algunas excepciones, este grafico nos muestra una notable regularidad cualitativa en el
comportamiento del tamano pobalcional a través del tiempo, sin tener en cuenta los valo-
res iniciales. Ciertamente podriamos estar tentados a decir que hay un equilibrio estable
alrededor de (0.45,1.5), dado que la mayoria de las poblaciones parecen estar dibujadas

hacia ese punto.

El hecho de que el modelo depredador-presa a menudo presente repetidas oscilaciones es
intrigante. ;Puede ser posible para una interaccién depredador-presa dar lugar a oscila-
ciones estables que, al menos esas en las figuras, no estén “amortiguadas”™ ;pueden dos

poblaciones en la realidad tener tamanos poblacionales ciclicos sin fin?

Pero antes de entrar en especulaciones, debemos reflexionar en la situacién biologica que
estamos estudiando para asegurarnos de que no estamos siendo enganados. ;Existen de
verdad poblaciones de depredadores y presas que se comporten de una manera oscilatoria,

aunque sea por un corto tiempo?
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Ciertamente, existe una extensa evidencia de que una poblaciéon grande de presas es segui-
da por un crecimiento de depredadores, el cual es seguido por un decrecimiento de presas,
luego, es seguido por un decrecimiento de depredadores. Un ejemplo obvio son los huma-
nos cazadores sobre-explotando sus recursos alimenticios. Pajaros e insectos, asi como los
pares de mamiferos depredador-presa, también muestran tal crecimiento y decrecimiento.
Mas atn, estos ciclos estan “amortiguados” por un equilibrio, o lleva a un exterminio de
la poblacion. Existe una evidencia errénea dada por la naturaleza de oscilaciones a largo
plazo, aunque repetidos experimentos de laboratorio que han sido cuidadosamente contro-

lados han mostrado estas oscilaciones.

Oscilaciones prolongadas de tamano constante podrian requerir un muy delicado balance
que difiere en las poblaciones reales. Mateméaticamente, decimos que tales sistemas son
estructuralmente inestables cuando leves cambios en el modelo causan que las oscilaciones
o se encojan o crezcan. Debido a las complejidades de los sistemas biol6gicos, numerosos
factores quedan fuera de nuestro modelo para evitar regularidades, oscilaciones de tamano

constante para continuar por un tiempo muy corto.

Equilibrios de modelos multipoblacionales.

El plano fase es una buena herramienta para explorar en cémo el comportamiento de un
modelo en particular depende del valor inicial utilizado. A menudo, observamos que una
orbita salta un poco antes de entrar en cierto patron. Asi como para los modelos de una
sola poblacion , llamamos al comportmiento mostrado en los pasos primeros en una 6bita
transitorio. Con frecuencia, en lo que estamos mas interesados son en los equlibrios del

modelo.

Definicién 10. Para un modelo de dos poblaciones dadas por Py = F(P, Q) y Qi1 =
G(P;, Q¢), un equilibrio es un punto (P*,Q*) con P* = F(P*,Q*) y Q* = G(P*,Q*).
Para un modelo dado en la forma AP = f(P,Q) y AQ = g(P,Q), es un punto (P*, Q%)
con F(P*,Q) = 0 y g(P*,Q") = 0.



2.5. MODELOS LINEALES DE INTERACCIONES. 100

Asi, cuando las poblaciones estan en equilibrio, ninguna de las dos poblaciones pueden

cambiar en el futuro.

La solucion para el equilibrio no es tan dificil para nuestro modelo depredador-presa, asi

como para el modelo logistico, sin embargo, hay dos ecuaciones simultdneas que resolver:

P* = P*(1+1.3(1—P*)—05P*Q"
Q" = 0.3Q"+ 1.6P*Q"

Reduzcamos cada ecuacion lo mas que se pueda:

P* = P*(1+13(1— P*)—0.5P*Q"

— 0 = P*—P*(1+13(1—P"))+05PQ"
— 0 = P(1—-(1+13(1—-P%))+0.5Q% (2.1)
— 0 = P*(1-1-13(1—-P")+0.5Q
— 0 = P*(—13+13P"+0.5Q)
Q" = 0.3Q* + 1.6P*Q*
— 0 = *—0.3Q* — 1.6P*Q*
Q" - 0.3Q Q )
— 0 = Q' (1-03-16P
— 0 = Q0.7— L6P")
De (2.1) y (2.2) tenemos nuestro sistema de ecuaciones:
P*(—-1.3+13P*+050*) = 0
( Q) (23

Q*(0.7 — 1.6P*) =0
De (2.3) tenemos:
= Si P* =0 entonces Q* = 0.
= Si Q" =0 entonces P* = 1.

= Si P* = 0.4375 entonces Q* = 1.4625

Asi, tenemos los 3 equilibrios: (0,0), (1,0) y (0.4375,1.4625).

Los dos primeros equilibrios son faciles de entender: Obviamente (0,0) es un equilibrio

que tiene explicacion biologia por si solo; si ambas poblaciones son 0, se quedaran asi.
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El equilibrio (1,0) puede simplemente corresponder a no tener depredadores, por tanto la
presa se mantiene en su capacidad de carga de 1 en el modelo logistico. El tercer equilibrio
es tal vez el més interesante y es el tinico que se observa al trazar las 6rbitas en el plano
fase. Curiosamente, la presencia de predadores parece haber hecho decaer la poblacion de

las presas a un tamano que esta bien abajo de la capacidad de carga.

Escogiendo valores particulares para los pardmetros del modelo ha limitado nuestra per-
cepcion. En lugar de encontrar los equilibrios para una sola eleccion de los pardmetros,
puede ser mas util tener formulas para los equilibrios en términos de los parametros. Para
encontrarlos, volvamos a nuestro modelo depredador-presa (tomando como capacidad de
carga K = 1):

P = P(+r(1-F))—sPQ,

Qi1 = (1—uw)Qr +vPQ;

Los equilibrios son:

Pt = P*(1+r(1—P")) - sP'Q*

— 0 = P P*(1+r(l—PY))+sPQ
— 0 = P(1—(1+r(1—PY))+sQ") 0.
— 0 = P(1-1-r(1-P)+sQ%) '
— 0 = P*(—r+rP*+sQ%
— 0 = P*(r(P*—1)+sQ%
Q= (1—u)Q" +oPQ

— 0 = Q@*"—(1—-uQ*—vPQ* 2.5)

= 0 = Q*(1—-(1—u)—vP

— 0 = Q*(u—vP¥)

Entonces, tenemos;
= Si P* =0 entonces Q* = 0.
= Si Q" =0 entonces P* = 1.

) u
= Si P* = — entonces Q* =
v

w | =

(-3)
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Por lo tanto, tenemos que los equilibrios para nuestro modelo depredador-presa son:

0,0), (1,0), y (5.5 (1-2))

v s (%

Se pueden utilizar estas formulas para ver como cambian los equilibrios si los parametros

se varian.

Suponga que nuestro modelo se aplica a cierto cultivo agricola (la presa) y un insecto que
se la come (el depredador). Para obtener una mejor produccion, una nueva variedad de
cultivo se introduce con un valor mas grande de r. La capacidad de carga no cambia, pero
esperamos que supere al depredador, para que se pueda terminar con una cosecha mayor.
Pero, de acuerdo a nuestro modelo, asumiendo que el sistema entra en equilibrio, puede
causar que P* se mantenga invariable mientras que QQ* se incremente. En otras palabras,

el depredador actualmente se beneficia mientras que la presa gana nada.

Aunque esto puede parecer sorprendente al principio, en una reflexion posterior puede
convencerse que es razonable. Atn si lo encuentra irrazonable o no, de acuerdo a nuestra
observacion de una interaccion real depredador-presa, y por lo tanto decide rechazar nuesto
modelo por ser no aplicable, al menos se ha aprendido algo. Escribiendo matematicamente
nuestras suposiciones sobre la interaccion depredador-presa en la forma de un modelo y
luego analizandolo, fuimos capaces de deducir consecuencias de nuestras suposiciones. Si
estas suposiciones no concuerdan con la poblacién real, entonces necesiamos volver a pen-
sar nuestras hipotesis e intentar ver qué importantes caracteristicas de la situacion real ha

omitido nuestro modelo.

Aun si nuestos objetivos son mas teodricos, y no estamos interesados en predecir precisa-
mente futuras poblaciones, el modelo matematico es una herramienta tanto para expresar
nuestras creencias en cuanto a qué factores influyen en los cambios de poblacién, como
para deducir los efectos de los factores por si solos. Si los efectos deducidos no concuerdan
con las observaciones, hemos descubierto una brecha en nuestro conocimiento. Identifi-
cando tal brecha puede verse como un progreso al intentar producirse un mejor modelo y
comprendiendo las interacciones entre las especies. Claro, podemos analizar el efecto de

variar v y v en el equilibrio, y pensar en las implicaciones biologicas.
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2.6. Modelando enfermedades infecciosas.

A través de la historia, devastadoras epidemias de enfermedades infecciosas han acabado
con grandes porcentajes de la poblacion humana. A mediados del siglo XIV, la Muerte
Negra, una plaga epidémica, mato a més o menos una tercera parte de la poblacién eu-
ropea. Mas recientemente, en 1918, un brote de gripe mat6 a un estimado de 20 millones
de personas, ain mas muertes que en la Primera Guerra Mundial. En nuestros tiempos,
la pandemia del sindrome de inmunodeficiencia adquirida (SIDA) ha traido incalculables
sufrimientos personales y pérdidas sociales. El Centro de Control de Enfermedades (CCE)
estima que, desde 1981 hasta el 2001, aproximadamente 21 millones de personas han muer-
to de SIDA en todo el mundo. Millones de personas de todo el mundo actualmente estan
infectados con el virus del sindrome de inmunodeficiencia humana (VIH) en un 95% de

los paises en desarrollo.

Sin embargo, avances médicos han reducido las consecuencias de algunas enfermedades
infecciosas, previniendo infecciones que es en primer lugar, lo mas preferible. El descubri-
miento de vacunas no s6lo nos da un medio de proteccién como individuos, sino también,
y quizas méas importante desde un punto de vista de salud ptublica, un medio para prevenir

repentinos y extensos brotes.

Una vez que al vacuna ha sido descubierta, ;debe ser usada? jcada individuo en la socie-
dad requiere ser inmunizado para ciertas enfermedades, sin tener en cuenta sus propios
deseos? jun programa de vacunacion vale la pena si el costo de la vacuna es alto o dificil
de administrar? si sélo aquellos que estan en un mayor riesgo a una enfermedad son in-
munizados ;puede ser eso suficiente para prevenir epidemias? si la vacuna implica riesgos
de salud para aquellos que la reciben ;cuando esos riesgos valen la pena? ;cudles grupos,
en términos de edad o interacciones sociales, deben ser el objetivo de los programas de
vacunacion? Preguntas de este tipo no pueden ser contestadas asi por asi. Caracteristi-
cas individuales de enfermedades y las sociedades deben tenerse en cuenta. Sin embargo,
comprender la dindmica de la transmision de las enfermedades es esencial para hacerles

frente, y el modelaje matematico puede jugar un papel aqui.
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Una vez que un modelo ha sido formulado, pueden capturarse las principales caracteristi-
cas del progreso y transmisiéon de una enfermedad en particular en una poblacién, puede
usarse para predecir el efecto de diferentes estrategias para la erradicaciéon o control de
enfermedades. Aunque factores politicos, sociales y econémicos juegan un gran papel en
el establecimiento de politicas de salud, comprender la dindmica de contagios es un paso
importante. La erradicacion mundial de la viruela, a través de un cuidadoso desarrollo de
una campana de vacunacion iniciada por la Organizacion Mundial de la Salud en 1967, es
un ejemplo notable de lo que se puede lograr con un plan bien diseniado. Con el modelado
de enfermedades infecciosas, aunque a menudo inexactos, tienen un enorme potencial para

ayudarnos a mejorar vidas humanas.

Anteriormente, hemos discutido los modelos matematicos mas simples utilizados por bio-
logos para entender las interacciones poblacionales. Ahora hay que desarrollar esas ideas
en el contexto particular de las enfermedades infecciosas. Podriamos enfocarnos en dar

interpretaciones significativas a los pardmetros claves que aparecen

Modelos epidemiolégicos elementales

En el modelaje de la dindmica de una enfermedad, nos enfocamos en la poblaciéon en la
cual ocurre. Los modelos que hemos considerado asumen que /N, el tamano total de la po-
blacién , es constante. I[gnoramos coplicaciones que podrian resultar de nuevos nacimientos
o inmigraciones. Aunque modelos mas complicados pueden considerar estos factores, nues-
tra suposicion es un poco razonable. Por ejemplo, si queremos modelar la propagacion de
la brucelosis en un rebano, durante el plazo de interés de la poblacion de ganado es poco

probable ganar nuevos miembros.

Podemos también asumir que la poblacién bajo estudio estd mezclada de manera homogé-
nea; todos los miembros de la poblacién interactian con otro de su misma condicién. Esto
significa que todos los individuos no infectados enfrentan el mismo reisgo al exponerse a la

enfermedad con aquellos que ya estan infectados. Otra vez, esto puede ser poco razonable:
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en un rebano bovino, podemos esperar que todos los miembros interactiien aproximada-

mente igual con otro.

Para comenzar a formular nuesto modelo, en cada tiempo ¢, dividimos la poblaciéon N en

tres categorias;

S; : la clase susceptible, todos aquellos que pueden coger la enfermedad pero actual-

mente no estan infectados.

I, : la clase infectada, aquellos que estan infectados con la enfermedad y actualmente

son contagiosos.

R; : la clase remowida, aquellos que no pueden obtener la enfermedad, porque ya sea

se hayan recuperado permanentemente, son inmunes por naturaleza, o han muerto.

Note que continuamos contando cualquier muerte en R; ya que es mas conveniente mate-
méaticamente de mantener constante el niimero de individuos. Méas aiin, ya que la poblaciéon

es constante se tiene

S,+1,+R =N

Si le seguimos la pista al tamano de la clase de infectados I; probablemente nos da la
clara indicacién del curso de un brote de una enfermedad tipica. Para que una enfermedad
ocurra, I; debe incrementarse. Un incremento grande en un solo paso representa una
rapida propagacion del brote, mientras que un incremento pequeno indica una propagacion
gradual. Asi, la magnitud del cambio en el nimero de infectados, AI, mide la virulencia
de una epidemia. Podemos esperar una grafica de I, que se eleva, segin la poblacion se
vuelva mas y mas infectada. En el tiempo, sin embargo, se es posible para los individuos
recuperarse, la clase de infectados I; comienza a decrecer en tamafio (es decir Al < 0).

Hasta ese punto, la grafica de I; comienza a decrecer y la epidemia comienza a calmarse.

Note, sin embargo, que hemos asumido que la enfermedad que estamos discutiendo es una
tal que los infectados se recuperan. Dado que eso no es cierto para todas las enfermedades
infecciosas, deberiamos prestar una cuidadosa atencion a tales suposiciones cuando trate-

mos un modelo de enfermedades en particular.
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El Modelo SIR

El modelo epidémico mas simple utiliza las tres clases mencionadas anteriormente. En
este modelo STR, los miembros de una poblaciéon progresan en orden a través de las tres
clases: los suceptibles se mantienen libres de la enfermedad o se convierten en infectados;
los infectados pasan por un periodo de infeccion hasta que son removidos permanentemente
de las garras de la enfermedad; y los individuos removidos no estan en riesgo nunca maés.

Esquematicamente, pensamos en el modelo como el siguiente
S *“ 1 R
E—— I —

Un brote de varicela en una escuela primaria puede describirse buen por un modelo STR.
Los estudiantes que han sido infectados pueden recuperarse y nunca tendran varicela otra
vez, ya que la inmunidad resulta de haber estado infectado. Otros ejemplos de enferme-
dades humanas que se ajustan a la estructura STR, al menos aproximadamente, incluye
las variantes estacionales del virues de la influenza que se desarrollan cada ano. Una vez
que un individuo se ha recuperado de una infeccion, ellos son inmunes a esa variante en

particular de por vida.

La enfermedad se propaga cuando un individuo susceptible entra en contacto con un in-
dividuo infectado y posteriormente se vuelve infectado. Mateméticamente, una medida
razonable del nimero de encuentros entre los individuos susceptibles e infectados, asu-
miendo que estdn mezclados homogéneamente, estd dado por el producto S;[;. Esto es
simplemente el principio de accién de masas utilizado para la interaccién de poblaciones

en el capitulo anterior.

Sin embargo, no todos los contactos entre los individuos saludables y los enfermos re-
sultan en infeccion. Utilizamos «, el coeficiente de transmision, como una medida de la
probabilidad de que un contacto entre un susceptible y un infeccioso resulte en una nue-

va infeccion. Dado que el nimero de susceptibles S; decrece cuando los susceptibles se
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enferman, la ecuacion en diferencia que modela el nimero de susceptibles esta dado por

Sip1 = S — aSil;

Durante un paso de tiempo, la clase infectada crece por la adicion de las nuevas infecciones.
Al mismo tiempo, algunos infectados se recuperan o mueren, y asi progresa al estado
de recuperado de la enfermedad. La tasa de remocion v mide la fraccion de la clase de
infectados que deja de estar infectada, y asi se mueve hacia la clase de removidos, en un
paso de tiempo. Claramente, la clase de removidos incrementa en tamano exactamente en

la misma cantidad que la clase infectada decrece. Esto nos lleva a las ecuaciones

Liyn = Li+aSd — 1
Riyn = R+l

Colectivamente, si acoplamos las tres ecuaciones en diferencia encontradas anteriormente

forman el modelo SIR.

Aunque el modelo ST R puede servirnos como el modelo basico de enfermedades infecciosas,
no es apropiado para muchas enfermedades. La dinamica de la tuberculosis (TB) muestra
sus limitantes. Mucha gente que muestra una reacciéon positiva a la prueba cutanea de la
TB estan infectados de TB, pero no tienen la enfermedad. Un sistema saludable inmune
es capaz de pelear contra la bateria de la TB y mantenerla inactiva. Tal persona no es
contagiosa y puede no desarrollar nunca la enfermedad. Sin embargo, si el sistema inmune
es debilitado y la infeccién no es medicada, una persona infectada puede desarrollar la
tuberculosis y volverse infeccioso. Un modelaje propio de la TB puede requerir al menos

una clase més: aquellos que estan infectados pero no son infecciosos.

Casi todas las enfermedades tienen caracteristicas tinicas que deben ser incorporadas en un
modelo. El arte de crear un buen modelo es decidiendo cuél de éstos son importantes para
capturar las dinamicas correctas y cuales pueden ser omitidas para prevenir que el modelo
se vuelva muy complicado de analizar. Recuerde que nuestro objetivo en el modelaje de
la transmision de las enfermedades es comprender como controlarlos. El modelo STR es
un buen modelo para iniciar y que puede ser redefinido como sea necesario para una

enfermedad en particular.

Debemos remarcar brevemente sobre la elecciéon de los pasos de tiempo en la modelaciéon
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de las enfermedades . Hemos comentado anteriormente que las ecuaciones en diferencia son
particularmente buenas para modelar poblaciones con ciclos de vida muy rigidos. Sin em-
bargo, las enfermedades a menudo no tienen etapas rigidas de desarrollo. Por esa razon, y
a veces por razones de manejabilidad matemaética, las ecuaciones diferenciales son a menu-
do utilizadas en tales modelos. Sin embargo, los principios de modelaje son muy similares
ya sean en las formulaciones en diferencias o en diferenciales. Mas atin, ambos tipos de
modelos son descripciones muy esqueméticos del brote real de la enfermedad, asi debemos
esperar que nuestros resultados sean bastantes solidos a las numerosas inexactitudes que

ellos impliquen, independientemente del enfoque que tomemos.

Con eso dicho, entonces, ;como podemos escoger el tamafio de nuestros pasos de tiempo?
Debemos ciertaamente considerar las particularidades de la enfermedad bajo estudio. Si
una persona suele estar enfermo y contagiado por una semana, entonces un dia como paso
de tiempo puede ser apropiado. Usualmente es mejor usar un paso de tiempo corto en caso

de duda.

Valores de umbral y parametros criticos

Para analizar el modelo STR y hacerse una idea biologica sobre los pardmetros en el

modelo, reescribimos las ecuaciones definidas en la secciéon anterior:

AS = —OéSt[t
Al = OéStIt — "}/[t
AR = ’}/]t

Diremos que una epidemia ocurre si Al > 0 para algin tiempo t (es decir, si en algin
tiempo el nimero de infectados crece). Si AT < 0 para todo el tiempo, entonces el tamano
de la clase infectada no incrementa y no ocurre ningtin brote mayor de la enfermedad.
El primer paso para entender las dindmicas de las enfermedades, entonces, es entender el

signo de AI. Asi, enfocamos nuestra atencion en determinar si

AI = OéSt[t — ’}/[t
= (aS; =)

es positivo, cero o negativo.
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Primero notemos que a partir de esta formula, si I; = 0, entonces Al = 0. Esto no es de
sorprenderse ya que si la poblacion esta libre de enfermedad (es decir, no tiene infectados),
puede mantenerse de esa manera. Después de haber prescindido de este sencillo caso de
entender podemos asumir que I; > 0. Esto significa que Al puede ser positivo, cero o

negativo de acuerdo a como es aS; — . Como a > 0, podemos reformular esto como:

Si Sy > 7/a, entonces Al >0
Si Sy =7/a, entonces Al =0
Si Sy <7/a, entonces Al <0

Notemos que, de nuestras formulas originales tenemos que AS < 0 siempre, asi sabemos
que S; no puede incrementarse. Esto significa que, si So < 7/a, entonces S; < 7/a para todo
t. Asi, si Sy esta por debajo de 7/a, entonces AI < 0 para todo el tiempo, y la enfermedad
decrece en la poblaciéon. Sin embargo, cuando Sy > 7/a, el namero de infecciosos puede
crecer y una epidemia ocurre. Por esta razon, la razon 7/a es un ejemplo de un valor umbral;
la relacion de Sy para 7/a es un factor determinante de la dinamica de la enfermedad. Como
7/a representa la tasa de removidos v relativa al coeficiente de transmision «, la llamamos

la tasa relativa de removidos y estd denotada por
p="/a

Comparando el niimero inicial de susceptibles Sy con el valor umbral p podemos determinar

si una epidemia puede ocurrir.

Un ligero enfoque diferente al mismo comportamiento de umbral requiere reescribir la

ecuacion por Al como

Y

Un analisis similar sobre el signo para A, utilizando la expresion anterior, muestra la im-
portante pregunta de como la cantidad ¢/4S; comparada con 1. Mateméticos epidemiologos
llaman la expresiéon

Ry = 25,
8

el ndmero bdsico de reproduccion de la infeccion. Algunas veces se puede encontrar a este

valor con el nombre de tasa basica de reproducciones o razbén basica de reproducciones,
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aunque, asi es necesario ser cuidadoso acerca de la terminologia cuando leas un texto epi-
demioldgico. Podriamos utilizar el término ndmero bdsico de reproduccion exclusivamente.

Mas importante, si Ro > 1, entonces Al > 0 y una epidemia ocurre.

Consideremos el nimero béasico de reproduccion RO%SO = (aS)h) (%) desde un punto de
vista mas biologico, en orden para entender tanto su nombre e importancia conceptual. En
el modelo STR, el término a.Syly mide el nimero de individuos que se vuelven infecados
en el comienzo de una epidemia. Si dividimos por I obtenemos una medida per-infectiva:
aSy es el nimero de individuos que se convierten en infectados por contacto con un soélo

individuo enfermo durante el paso inicial.

Actualmente, si introducimos un infectado en una poblaciéon totalmente susceptible Sy, este
individuo enfermo puede eventualmente infectar muchos mas que oSy, ya que un infectado
puede mantenerse contagioso por vairios pasos de tiempo. Por ejemplo, suponga que un
nino joven se mantiene contagioso con viruela alrededor de 7 dias. Entonces, utilizando
un paso de tiempo de 1 dia, este nifio podria infectar acerca de («Sy)(7) susceptibles en

el transcurso de una semana.

Mas atn, si el periodo de contagio dura 7 dias, entonces cada dia esperamos aproxima-
damente 1/7 aproximadamente 14 % del ntimero total de infectados se mueva a la clase
infectada I; a la clase removida R;. Como la tasa de removidos v mide la fracciéon de la
clase de infectados que se han curado durante un sélo paso de tiempo, hemos encontrado
una buena estimacion para 7; tomamos v = 1/7 &~ 0.1429. Al mismo tiempo, hemos encon-
trado una buena interpretacion para 1/+; es la duracion promedio del periodo de infeccion.
De hecho, podemos estimar v para enfermedades reales mediante la observacion de los

individuos y determinando el periodo promedio de infeccién 1/y primero.

Hemos progresado al enteder Ry pensando en este ejemplo, pero necesitamos resumir un

poco:
1
Ro = (OéSo) —
v
nimero de nuevos casos derivados de un duracién promedio de
infeccioso por unidad de tiempo la infeccion

Asi, Ry es interpretado como el nimero promedio de infecciones secundarias que pueden

producirse por un infectado en una poblacion totalmente susceptible de tamano Sy.
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Note que, desde este punto de vista, el valor umbral de Ry = 1 tiene un buen sentido
biologico. Si Ry > 1, entonces un caso primario de la enfermedad genera més de un
caso secundario de la enfermedad, el tamano de la clase infectada incrementa, y una
epidemia ocurre. Si Rg = 1, entonces un individuo enfermo produce solo un nuevo caso
de la enfermedad, y no ocurre epidemia; puede no haber crecimiento en el nimero de
infectados. Cuando Ry < 1, la enfermedad se extingue. En resumen, una epidemia ocurre

si y solo si el nimero béasico de reproduccion Ry > 1.

Dado que el niimero basico de reproduccion tiene una interpretacion significativa, los epide-
midlogos intentan encontrar una expresion para R, para cualquier modelo que propongan.
Aunque un modelo complicado, como por ejemplo una enfermedad de transmision sexual,
puede incluir muchos otros parametros, algunas combinaciones de ellos pueden interpretar-
se de manera similar a R(. El nimero basico de reproducciéon juega un rol en las decisiones
de la salud publica, porque un programa de prevencion de la enfermedad puede ser efectivo

para prevenir brotes sélo cuando se garantice que Ry < 1.
Gravedad y duracién de epidemias.

Una vez que sabemos que un modelo predice que una epidemia puede ocurrir, también
queremos tener la capacidad de predecir su severidad. Suponga, para cierta enfermedad,
un infectado es introducido en una poblacion de 500 individuos susceptibles. Asumiremos
que el modelo STR, y utilizando pasos de tiempo de 1 dia es adecuado para describir esta
enfermedad. Suponga, adicionalmente, que datos indican que la probabilidad de que un
individuo sano se vuelve infectado a partir del contacto con un infectado es 1%, una vez

caiga enfermo, un infectado esta contagiado por 10 dias.

Para estos valores de los pardmetros, encontramos que p = 7/a = 01/0.001. Esto significa

que esperamos que
1

1 —_—
p 100
de los susceptibles, o

|
Ry = %So = 50 =0.015 = (0.1)(500) = 5
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individuos se vuelven infectados con la enfermedad como resultado de contacto con la
persona enferma original. Mas atin, como Ry = 5 > 1, podemos esperar que ocurra una
epidemia. De hecho, con tal valor tan grande de Ry podemos esperar a una epidemia un

poco devastadora.

Utilizando una computadora, podemos trazar el curso de una epidemia sobre una serie de

60 dias como en la figura siguiente:
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Figura 2.9: Simulacién del modelo STR, poblacién infectada y

susceptible.

De acuerdo con la grafica, el nimero de infectados tiene un pico en I; ~ 250 en t &~ 21 6 22
dias. Como la mitad de la poblacion esta enferma en este tiempo, esto es una enfermedad

grave, segin lo previsto.

Matemaéticamente, podemos determinar informacion sobre un pico de la epidemia notando
que el maximo numero de infectados ocurre exactamente cuando el signo de Al cambia
de signo positivo a negativo. Esto es, la clase infectada sera mas larga cuando el ntimero
de infectados para de crecer y comienza a decaer. Como ya hemos analizado el signo de
AI, hemos visto nuevamente la importancia de la tasa relativa de removidos como un
valor critico. Cuando S; > p, la clase infectada crece. Una vez S; < p, la epidemia puede
disminuir. Regresando a nuestro ejemplo, calculamos que p = 100. Consecuentemente,
la epidemia comienza a disminuir cuando S; = 100. De hecho podemos verificar nuestro

calculo si observamos nuestro grafico, las cifras de poblaciéon de susceptibles de 100 entre
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Figura 2.10: Simulacién del modelo STR, poblacién recuperada.

los dias 21 y 22 después que la epidemia comienza, e [;, alcanza un pico justo en este
tiempo. Otro fenbmeno interesante puede ser detectado examinando los valores de S; e I;

mediante una tabla que contenga los valores poblacionales para varios valores de ¢.



Capitulo 3

Modelando la Tuberculosis

En capitulos anteriores estudiamos modelos epidemiologicos de manera general, sin enfo-
carnos a ninguna enfermedad en particular. Generalmente, los modelos que describen la
TB no son tan sencillos como quisieramos y un analisis descriptivo se vuelve casi imposible,
teniendo que recurrir al analisis cualitativo, es decir, el anélisis grafico de las ecuaciones

que componen al modelo.

El proceso que sigue una enfermedad epidemiolégica en general es el siguiente:

Una (o mas) persona infectada es introducida en una comunidad de individuos, mas o me-
nos susceptibles a la enfermedad en cuestion. La enfermedad se propaga del afectado hacia
el no afectado por contacto. Cada persona infectada recorre el curso de su enfermedad, y
finalmente es removido del ntmero de aquellos que son enfermos, por recuperaciéon o por
muerte. Las posibilidades de recuperacién o de muerte varian dia con dia durante el curso
de su enfermedad. Las posibilidades de que los afectados puedan transmitir la infecciéon a

los no afectados también depende de la etapa de la enfermedad.

Cuando la epidemia comienza a propagarse, el nimero de miembros no afectados de la
comunidad se reduce. Dado que el curso de una epidemia es corto si lo comparamos con la
vida de un individuo, puede considerarse que la poblacion se mantiene constante, excepto
a las modificaciones por muertes debido a la epidemia en si. En el transcurso del tiempo,

la epidemia puede llegar a su fin.

114
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Uno de los méas importantes problemas en la epidemiologia es determinar si el hecho de
que la epidemia llegue a su fin, se produce sblo cuando no hay individuos susceptibles, o si
la interaccion de los factores varios de infectividad, la recuperacion y la mortalidad pueden
inducir a que termine la epidemia, mientras hayan individuos susceptibles presentes en la

poblacién no afectada.

Muchos de los modelos matematicos que nos permiten describir a las enfermedades infec-
ciosas son de la clase SEIR en el cual la poblacion huésped esta categorizada por estados
de infeccion como susceptibles, expuestos (infectados pero atn no infecciosos), infecciosos
y recuperados. Uno de los principales atributos de estos modelos es que la fuerza de la
infeccion (la tasa a la cual los susceptibles dejan la clase susceptible y se mueven hacia la
clase infectada) es una funcion del nimero de infecciosos en la poblacion en cualquier tiem-
po t y asi, es un término no lineal. Otra transicion, tal como la recuperacion de individuos

infecciosos y muerte, son modelados como términos lineales con coeficientes constantes.

Mientras los modelos matematicos de la TB en la literatura comparten estructuras simi-
lares, hay importantes, si a veces sutiles, diferencias en el modo en que la historia natural
de la enfermedad y el proceso de transicion de la TB son representados. Sugerimos que
algunas de estas diferencias pueden tener efectos sustanciales y nos corresponderia tener

una mayor comprension comparativa de las propiedades de estos modelos.

Dado que la historia natural de la TB es compleja y dificil de reflejar exactamente en un
simple modelo, los modeladores han hecho una diversidad de diferentes opciones simpli-
ficadas. Lo primero trata sobre la evoluciéon de una infeccién latente a una enfermedad
activa. Datos observados sugieren que después de la infeccion el riesgo de evolucionar a la
enfermedad activa es mucho més alto los primeros anos que posteriormente. No es claro
si esto se debe a proteccion innata en algunos individuos (aquellos que han reducido el
riesgo de la evolucion), o si es un riesgo que varia con el tiempo en todos los individuos.
Hay tres maneras en que los modeladores han representado la progresion, las cuales hemos
resumido esquematicamente en la Figura 3.1. El primero, mostrado en la figura 3.1 a) 6

b) es simplemente ignorar las diferentes tasas de progresion y solo representar una clase
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expuesta la cual progresa a una sola tasa a la clase infecciosa. Algunos modelos incluyen
una transferencia directa de alguna fraccion de los susceptibles a la clase infecciosa (a)),

representando escencialmente evolucién inmediata.

y \ !
A ~ A I \ /
~ |
I - - ! | \ I /
\ ! ; \ /
\ ! \ /
N / // N ,
N ) / \ . e
h ~ - - N -
~ — ~N -
R R R
(a) (b) (©

Figura 3.1: Tres esquemas de modelos que muestran diferentes
representaciones de progresiones a partir de los expuestos a la en-

fermedad activa. Las lineas punteadas representan reinfeccion.

El segundo enfoque, es modelar la probabilidad de evolucionar como funcién del tiempo
desde la infeccion. Esto puede hacerse ya sea con estructuras explicitas de edad y madu-
racion (de la infeccion), o mediante la inclusion de periodos variables de incubacién en
una ecuacion diferencial de retraso. Mientras este enfoque representa un mayor reto mate-
maticamente hablando, se quita la necesidad de establecer como parametro la fraccion de
susceptibles que, después de la infeccion, estan “predestinados” a ser “progresores rapidos”,
como se ha hecho en el tercer enfoque. En el segundo enfoque, la clase expuesta en la
figura 3.1b) puede evolucionar a diferentes tasas hacia I dependiendo del tiempo desde la
infeccion.

El tercer enfoque trata explicitamente de representar dos diferentes clases de expuestos: los
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“progresores rapidos” y los “progresores lentos”. Este enfoque esta resumido en la Figura
3.1¢). En estos modelos, los individuos infectados més nuevos son asignados a uno de estos
dos compartimientos y experimentan la correspondiente tasa de evolucién. Los individuos
tipicos pueden moverse del grupo lento al grupo rapido (si una re-infeccion ocurre), y no

al revés.

Otra sutil division entre los modelos de la TB en si, es el de representar la reinfeccion.
Algunos modelos no permiten la reinfeccion, lo cual implica que la infeccién previa confiere
inmunidad completa. Sin embargo, observaciones mas recientes muestran que los indivi-
duos pueden estar infectados con miltiples cepas de la TB (casos con enfermedad activa
con dos cepas han sido observados, asi como individuos con episodios secuenciales de TB
con diferentes cepas cada vez). Algunos modelos permiten la reinfeccion para mover indi-
viduos de las clases recuperadas y expuestas a la clase infecciosa, asi como muestran las
lineas punteadas de la figura 3.1a); algunos permiten la reinfeccion para mover individuos
de las clase expuesta (lineas punteadas en al figura 3.1b) o la clase de progreso rapido
(figura 3.1c)), y otras utilizan representaciones explicitas para multiples cepas, donde la
reinfecciéon mueve individuos de cualquier compartimiento de una cepa a otra, o una com-
binacién. Como se mencioné anteriormente, no hay mucho concenso en cuénta proteccion,
y qué clase de proteccion confiere una infeccion. Algunos autores permiten inmunidad par-
cial mediante la reducciéon de la probabilidad de la reinfeccién con una nueva cepa mientras
otros especifican qué individuos con infecciones anteriores son totalmente susceptibles para

ser infectados, pero con menos probabilidad de progresar a una reinfeccion.

El modelo que se tomé en este trabajo para estudiarlo se muestra en el siguiente apartado,
presentando el modelo y un esquema de como funciona; esta parte del trabajo se desarrolla
de la siguiente forma: en la primera seccién se describe el modelo tedrico sobre la dindmica
de la tuberculosis y los parametros utilizados; en la seccion 2 se desarrolla el calculo
y la justificacién del namero reproductivo basico para el modelo planteado en la seccion
primera; y en la tltima seccion se muestran los resultados de las simulaciones, analizandose

los resultados junto a las conclusiones hechas de acuerdo a los graficos.
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3.1. Un modelo SEIR para la Tuberculosis.

Algo muy importante sobre los modelos epidemiol6gicos y que es necesario aclarar es, que
podemos utilizar el modelo que queramos, siempre y cuando se apegue a la enfermedad, al
ambiente en el que se desarrolla y conforme se vayan considerando las hipotesis, asi iremos

contruyendo nuestro modelo.

Si bien en este capitulo se analizard un modelo para la TB, no significa solo este modelo

se deba utilizar o que éste se apegue muy bien a la enfermedad en general.

En el modelo SEIR asumiremos que la poblacion total estd dividida en cuatro clases

epidemiologicas:

= Susceptibles— S: Representa la cantidad de personas que son susceptibles a la

enfermedad.

= Expuesto o latente — E: es la clase de la poblacién que estan expuestas a la

enfermedad, pero que no son infecciosos o contagiosos.

= Infectado — I: Cantidad de personas infecciosas y capaces de transmitir la enfer-

medad.

= Recuperado o tratado — R: personas que ya han sido tratadas de la enfermedad.

Para enfermedades con periodo de incubacion, tal como la TB, la forma general de un

modelo es como sigue:

(ds 8,81
i W <
dt K N
dE BiSI BEI BRI
E = N (M +k+ T1)E N + N
(3.1)
drl ET
E = ]CE—FBQ —<M+d+7‘2)1
dR rl
\ E = 7"2[+7”1E—,LLR—B§V

en donde:
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A @ es la densidad de la poblacion apta para ser estudiada.
i : es la tasa de mortalidad natural.
d : es la tasa de mortalidad inducida por la TB.
[ : tasa de transmision efectiva, de susceptible a infeccioso.
B : tasa de transmision efectiva, de infeccioso a latente.
[3 : tasa de transmision efectiva, de latente a recuperado.
k : tasa de progresion de la TB activa.
r1,T9 : tasa de tratamiento efectivo para los latentes e infectados, respectivamente.

S, E, I, R : densidad de la poblacion de susceptibles, expuestos, infectados y recu-

perados, respectivamente.

N =5+ FE+ 1+ R : poblaciéon total.

Para una mejor claridad en el modelo, introduciremos nuevas variables. Estas seran:
s(t) = SW/n, e(t) = EW/n, i(t) = IO/Nn y r(t) = BO/N, que representan las fracciones
de la poblacion que son susceptibles, expuestos, infectados y recuperados, respectivamen-
te. Ademas, el namero /N le denominaremos tasa de reclutamiento, que representa la
proporcion de la poblacion que es apta para pertenecer al estudio. Al introducir estas

nuevas variables, obtenemos un nuevo sistema de ecuaciones a partir de (3.1):

de 1 dE
ds 1 dS — = ——
- = .= dt N dt
dt N dt
1 ST
1 ﬁls[ = - ﬁl — (,U +k+ Tl)E—
= —(A—pS- NN
N N _ _BEL BRI
B N N
= AN—pus— pisi

= [fisi— (u+k+r1)e— Paet + PBari
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di 1 dl dr 1 dR
dt N dt dt N dt
1 EI 1 rl
N(kE+B2N —(M+d+r2)l) = N(T21+T1E_MR—53V>
= ke+ Brei — (u+d+r)i = Toi+rie— pur — [ari

Supondremos ademés, que A = u. Tenemos asi, nuestro sistema:

(ds ,
g - Homs— P15t
de ) . .
4 = prsi — (i + k +11)e — Paei + PBari
(3.2)
di . .
T - ke + Paei — (u + d + ra)i
dr e — pr — By
e roi + 116 — pur — PBari

Descripcién de parametros.

Las etiquetas S, E, I, R son utilizados con frecuencia para las clases epidemiologicas. Co-
menzamos suponiendo que tenemos una poblaciéon N, que esta dividida en las cuatro clases
mencionadas anteriormente. Se obtiene la clase de susceptibles S con una tasa de recluta-
miento p (este nimero indica la proporcion de individuos que son aptos para pertenecer
a la clase S). Cuando hay un contacto adecuado de un susceptible con un infectado, la
transmision de la enfermedad ocurre; asi, el susceptible entra a la clase de expuestos E
que son aquellos en periodo de incubacién, pero que atin no son contagiosos. Luego de que
el periodo de incubacion termina, el individuo entra a la clase I de contagiosos (o infeccio-
sos), los cuales son contagiosos en el sentido de que son capaces de transmitir la infeccion.
Cuando el perfiodo de contagio termina, el individuo pasa a la clase R de recuperado, la

cual consiste de aquellos que han adquirido inmunidad.
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Hay que hacer notar que la eleccion de las etiquetas que se incluyan en un modelo de-
pende de las caracteristicas de la enfermedad que se requiere modelar y de los propositos
con el mismo. Iremos construyendo uno de los modelos mas generales de la tuberculosis,

detallando en qué consiste cada variable que interviene.

Esqueméticamente, puede verse como en la figura 3.2.

______
-

ketpi  /p
H H
ptde—»>
Figura 3.2

1. Comenzando con la clase de susceptibles, podemos decir que ésta se ve afectada por
las personas que estamos considerando para el estudio de la enfermedad, utilizando
para esto el valor de p. Las muertes por causas naturales y por aquellos susceptibles
que han sido contagiados por un infeccioso. Podemos preveer entonces que la razon
de cambio de la clase susceptible con respecto al tiempo esta dada por la ecuacion

ds

azu—us—ﬁm

2. La tasa de cambio de la clase expuesta o en periodo de incubacién, depende de las

muertes naturales, de los susceptibles que tuvieron contactos con un contagioso y
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adquirieron la enfermedad, la tasa con la que se propaga la tuberculosis y la tasa de
tratamiento para los que se encuentran en periodo de incubacion.

En los dltimos anos, a pesar de la creacién de vacunas para la prevencion de la
tuberculosis, ya hemos mencionado que esta enfermedad sigue siendo una de las
enfermedades mas mortales a nivel mundial. La propagacion de ésta tiene que ver
mucho con la demografia de cada pais; por ejemplo, para paises donde haya mas
hascinaciéon de personas la probabilidad de que se de una epidemia de tuberculosis
es més alta para aquellos en donde hay menos personas. También, aquellos paises
subdesarrollados por no poseer la capacidad de obtener las vacunas para los trata-
mientos de esta enfermedad, tienden a generar mas casos de tuberculosis que aquellos
paises desarrollados. Esta enfermedad se ha ido desarrollando y ha ido adquiriendo
mas fuerza, tanto que han surgido nuevas cepas (variantes) de la tuberculosis para
las cuales las vacunas ya no hacen efecto.

Un paciente puede, entonces, adquirir méas de un tipo de tuberculosis, y por tanto,
la clase de los expuestos se ve afectada también por la interaccion que tienen con los

infecciosos.

Luego, la ecuacion que me describa la tasa de cambio de ésta clase estaria dada por

de

N = [ist — pe — ke —rie — Paet + [3ri

= [isi— (u+k+r1)e— Poei + Pari

. Por otra parte, la clase de infecciosos (o contagiosos) se ve afectada por las muertes

naturales, las muertes debido a la tuberculosis, por aquellas personas en estado de
latencia y que se volvieron infecciosos y ademas por los infecciosos que estaban en

tratamiento.

Tenemos nuestra ecuacion

&
d—;:ke—i-ﬁzei—(u—i-dJrrg)i

. Por ultimo, la clase de personas recuperadas se ve afectada por aquellas personas

que mueren por causas naturales, por los expuestos e infecciosos que se recuperaron.

Ademés, se considera que una persona que haya adquirido la enfermedad y que se
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haya curado, puede volver a adquirir la bacteria, ya sea la misma u otra modalidad
de la tuberculosis, por tanto, esta clase se ve afectada por la interaccion que tienen
los recuperados con los infecciosos. Es de notar que estas personas recuperadas re-

gresan a la clase expuesta y no a la infecciosa.

La ecuaciéon que me describe la tasa de cambio de esta clase esta dada por

er + rot B3ri
=11+ 1ret — ur — B3re
q 1 2 % 3

Hay que destacar, que el uso de los parametros que ya se han mencionado anteriormente,
y la eleccion de cudles deben intervenir modelo a estudiar depende de las condiciones

demograficas de donde se realice el estudio.

3.2. Analisis del modelo SEIR para la Tuberculosis.

Antes de inicial con el analisis del modelo de la tuberculosis haremos algunas suposicio-
nes. En el modelo, el término (377 me indica que si un paciente infeccioso se recupera éste
puede adquirir nuevamente la bacteria de la tuberculosis, ya sea la misma u otra diferente.
Supondremos que todo aquel paciente que se ha recuperado, adquiere inmunidad, es decir
que [z = 0.

Por otra parte, el término Syei me indica que aquellas personas que estan infectados (pero
no son capaces de transmitir la enfermedad, los de la clase expuesta) pueden adquirir otro
tipo de cepa de tuberculosis ademas de la que ya adquirieron, es decir, mide la interaccion
que hay entre los expuestos y los infecciosos. Supondremos que el que una persona en
estado de incubacién se vuelva infeccioso no depende mas de la interacciéon que tenga con

los infecciosos. Por tanto, 8y = 0.

Supondremos que la poblacién es constante con una tasa de natalidad igual a la tasa
de mortalidad, x4 = 0.00563 (datos tomados de bases de datos encontrados en la web).

Supondremos que todos los que nacen son susceptibles a la enfermedad.
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A partir de esto, obtenemos un modelo simplificado

Ahora, dado que r =1—s —

Consideremos el subconjunto de R3

(ds
dt

de
dt

de
dt

dr
( dt
e—r
(ds
dt

de
dt

di

C dt

= p—Pisi— us

= bGisi— (u+k+nr)e

(3.3)
= ke—(n+d+ry)i
= 1ot + 1€ — pur
es suficiente considerar el sistema sei
= p—pisi— ps
= 515?: — (u—'—]{,’—f—rl)e (34)

= ke—(u+d+ry)i

2 ={(s,e,i) ER} :s+e+i<1}

el cual es compacto, y por tanto, por las proposiciones 2 y 3, y el teorema 3 (existencia y

unicidad) del capitulo 1, las soluciones de (3.4) estan definidas en 2.

El campo vectorial del sistema de ecuaciones es

F(s,e,1)

(i — Prsi — ps, brsi — (p+ k+r)e ke — (u+d+12)i)
(fl(sa evi)a fQ(sveai)afB(S’ eai))

El jacobiano de F' estara dado por

DF(s,e,i) =

on
0s

0%,
0s

o5,
0s

on
Oe

s,
Oe

0%,
Oe

o1,
01

o1,
01

o1y
01

(3.5)
—(p + Bii) 0 —Bs
= Pt —(u+k+r) p1s
0 k —(u+d+1y)
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Necesitamos encontrar ahora los puntos de equilibrio del sistema (3.4). Notemos primero
que si e =i = 0 entonces s = 1. Por tanto, el punto Ey = (1,0,0) es un punto de equilibrio
del modelo; se dice que este punto es un estado libre de la enfermedad ya que hay ausencia

de infectados e infecciosos.

Veamos si existe algtin otro punto de equilibrio, para ello resolvamos el sistema de tres

ecuaciones
p—pisi—ps = 0 [Eq1]
pisi—(u+k+r)e = 0 [Eq 2]
ke —(u+d+r)i = 0 [Eq 3]

Tomemos [Eq 3] y despejemos e:

ke—(p+d+mr)i=0 — e:ka—Haz)i [Eq 4]

Sustituyendo la [Eq 4] en [Eq 2]:

fisi—(n+k+r)e=0

(H+d+m)

— BlSZ—(M‘i‘k—FTl) 1=20

k
. (&&—m+k+hgﬂ+d+mvi:0
= 5182(“+d+r2)kfu+k+rl>, ya que i # 0
. S:(u+d+mXu+k+rﬁ
Bk

SN

-

Bk

en donde Rg =

(u+d+r)(u+k+r)
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Sustituyendo este valor de s en la [Eq 1]:

p—pisi—p- 5 =0

— o= a <R0_1)
_<,U‘|—]€+7"1) RO

_ p(Ro — 1)
— | T it k)R [Eiq 6]

Finalmente, sustituyendo [Eq 6] en [Eq 3]:

p(Ro—1)
(M+l€+T1)R0

k—(u+d+m)i=0

ku(Ro — 1)

— +d+ 1)t =
(,U T2>Z (M + k+ 7”1)730

o kp(Ro —1)
— Z_(M+k+T1)(M+d+T2)R0
- Ki(Ro — 1) 7
(/L‘i‘]{? +T2)' !
(w+k +73)
[ MR =D gy
b1

126
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Por lo tanto, el otro punto de equilibrio estara dado por E; = (s*,e*,i*), donde

1 -1 —1
= e — #(Ro — 1) v MRo—1)

) =
Ro (u+k+7m1)Ro B

bk

. A este estado se le llama estado endémico.
(u+k+r)(p+d+rs)

con Rg =

Recordemos que Ry, el nimero reproductivo bdsico, se define como en nimero promedio
de infecciones secundarias causadas por un infeccioso durante su periodo de infectividad
en una comunidad donde todos son susceptibles. Ry es el parametro mas importante en
Epidemiologia, ya que a través de él se puede conocer el desarrollo de la enfermedad.
Entonces, si Rg < 1, en promedio se produce menos de un caso infeccioso secundario (se
entiende por infeccioso primario al infeccioso que se introdujo en la poblacion susceptible)
en una comunidad donde todos son susceptibles, y por lo tanto la enfermedad no progre-
sara. Si por el contrario, Ry > 1, se produce en promedio més de un infeccioso secundario

y habra un brote epidémico.

Ry es el nimero reproductivo basico para el modelo seir. Para comprobarlo, veamos que

un infeccioso que se introduce a una comunidad donde todos son susceptibles infecta a

A

. individuos durante su periodo infeccioso. De estos nuevos infectados, una frac-
H 1

cibon —————— no sobreviven el periodo de incubacién y se convierten en nuevos infeccio-
A d+1o
sos. El producto de estas dos cantidades es R, esto es, el nimero promedio de infecciones

secundarias.

Para determinar la estabilidad del punto de equilibrio Ey, calculamos los valores propios

de DF(Ej).

—p—=A 0 —p
|DF(Ey) — M| = 0  —(u+k+r)—A B =0
0 k —(u+d+ry)— A

=  —(u+N[((p+Ek+r)+N((p+d+r)+ ) —Bik] =0

Los valores propios son, entonces, Ay = —pu, el cual es claramente negativo, ya que p > 0



3.2. ANALISIS DEL MODELO SEIR PARA LA TUBERCULOSIS. 128

y las soluciones de la ecuacion
Nt Qutk+dtri+r)d+p+k+r)(n+d+r) — k=0
Sea el polinomio
PA) =N+ Qutk+d+ri+r) A+ (p+k+r)(u+d+r) — Bk =aX* +aA +ag

conay=1,a1=2u+k+d+ri+ry)ya=(p+k+r)(p+d+ry) — pik. Es claro que
as, a; > 0 ya que es suma de niimeros positivos. Como ya mencionamos antes, si P(\) tiene
algtin coeficiente negativo o cero en presencia de coeficientes positivos, entonces tendra una

raiz con parte real positiva; y esto nos llevaria a que Ey es un punto inestable. Asi, si

ap <0 (p+k+r)(p+d+ry) —Fk<0

—

= (p+k+r)(p+d+r) < pik

. Bk
(H+k+r)(p+d+r)

— R()Zl

v

1

Si ag > 0, aplicamos el método de Routh-Hiirwitz para determinar bajo qué condiciones

el polinomio P(\) tiene raices con parte real negativa.

)\2 ag Qo
)\1 aq 0
/\O (5% 0

en donde as, ay, ag como se definieron anteriormente, y

al-ao—ag-O
U= ———— = Qo
ax

Por tanto, el polinomio P(\) tiene raices con parte real negativa si ag > 0, y por consi-

guiente, Ey serd un equilibrio asintéticamente estable.

bk

< 1, es decir si
(u+k+r)(u+d+r)

Pero ap > 0si (u+k+m)(p+d+ry) > bk =

Ry < 1 Por lo tanto, tenemos

1. Si Ry > 1, Ey es un equilibrio inestable. Esto quiere decir que todas las soluciones

de nuestro modelo se alejaran de Ej.
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2. Si 'Ry < 1, Ey es un equilibrio asintoticamente estable. Es decir, todas las soluciones

del modelo se acercardn a este punto.
Basandonos en estos resultados podemos hacer unas predicciones.

1. Como Ej es inestable para R > 1 entonces E; debera ser estable (asintoticamente),

v lo cual indicara que habra un brote epidémico.

2. Si Ey es estable, entonces Rg < 1 y el punto E; debera ser inestable, esto nos
indicara que una epidemia no sucede; notemos que las soluciones tiende al punto de
equilibrio libre de la enfermedad, lo cual nos permite afirmar con mas énfasis nuestra

prediccion.

Para comprobar nuestras predicciones, estudiaremos la estabilidad del punto £, siguiendo

el mismo procedimiento que se utilizoé para FEj.

= p(Ro — 1) 0 —A1/Ro
DF(Ey) = MRo—1)  —(u+k+r) B1/Ro
0 k —(p+d+rs)
—1Ro 0 —B1/Ro
= | W(Ro—1) —(u+k+m) #1/Rq
0 k —(u+d+1y)

Asi los valores propios A de DF(E}) deberan satisfacer
—puRo — A 0 —B1/R,

|IDF(Ey) = M| =] w(Ro—1) —(u+k+r)—\ B1/Rg =0
0 k —(u+d+ry) — A
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= —(uRo+A) (((,u—l—k:—i—ﬁ)+/\)((u+d+r2)+/\) —%’5) —
2L ((Ro = 1) = 0

= (LRo+N)((n+k + 7o)+ (2u+k+d+ 11+ 1o)X+ A2—
—(n+k + 7))+ (p+k+rm)(p+d+r)pu(Ro—1) =0

= puRo(p+ it d+7ry) + pRo(2p + k +d + 11 + 1o)X + RN —
ﬁﬂ@iuﬁuﬁﬁmﬁﬂﬁj; Jgugbqwﬁmﬂ?§§+2u+k+d+m+wgv+

—(n+k +ro) A+ p(p+k+r)(p+d+r)(Ro—1) =0

= N+ N +ar+a=0

en donde

az = 1

ag = PRo+2p+k+d+r+7;

a1 = pRoQCu+d+k+ri+rs)

ag = plp+k+r)(p+d+r)(Ro—1)

Debemos analizar entonces las raices del polinomio Q(A\) = A3 +as A+ a3 A +ag. Nuevamen-
te, si hay un coeficiente negativo o cero en presencia de un coeficiente positivo entonces
Q(\) tiene una raiz con parte real positiva, y por tanto, F; sera un equilibrio inestable.

Pero ag < 0 < Ry < 1, lo cual nos permite confirmar la predicciéon hecha en 2.

Si todos los coeficientes son positivos, aplicamos el método de Routh-Hiirwitz.

)\3 as aq
)\2 QAo Qo
/\1 Ur U2
/\O V1 Vg
en donde uy = vy = 0,
a9 - a1 — Qg - as a9 - A1 — Qo ay Uy — ag - U ag-u1—0~a2
az az Uy Uy

Luego, para que F; sea un equilibrio asintoticamente estable, necesitamos que uq, vy > 0.
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Para que v; > 0 se debe tener que Ry > 1, lo que comprueba la prediccion hecha en 1.

Debemos asegurar entonces que u; > 0.

a9 - A1 — Qo
u >0 — — >0
az

peroas >0 = as-a; —ag >0
= as-a; > qg
Veamos si esto es cierto.
ag-a; = (WRo+2u+k+d+r+r)(uRo)2u+d+k+ry+rs)
R4k +d+ri+ 1)+ uRo(2u+k +d+ 1y +12)?

> pRo(2p+k+d+ry+1r)?
pRo(p + k471 + p+ d + 19)?

(
PRo((p+ K +11)? +2(n + k1) (e + d 4 79) + (p+ d +12)?)
HRo(2(p + k +11)(p+ d +12))
HRo(p 4k + 1) (p+d+12)

pRo(pu 4k + 7)) (4 d+re) — p(p +k+r)(p+d+ry)

vV vV VvV

= pp+k+r)(p+d+r)(Ro—1)=ao

Por tanto, tenemos que as - a; > ag siempre, y por tanto, u; > 0.

Tenemos entonces, que nuestras predicciones hechas en 1 y 2 son ciertas. Si Ry < 1 la
poblaciéon se mantiene libre de una epidemia, mientras que si Ry > 1 un brote epidémico

surge.

3.3. Simulacion del Modelo SEIR

En la seccién anterior se hizo un analisis teorico del modelo SEIR para la tuberculosis.
En esta seccion corroboraremos dichos resultados mediante simulaciones del modelo. Las
graficas mostradas en esta seccion mostraran el desarrollo poblacional de las clases Suscep-
tible, Expuesta, Infecciosa y Recuperada con respecto al tiempo. Para una mejor claridad,

las graficas de cada clase se mostraran en planos coordenados diferentes.

Antes de mostrar los resultados graficos, hagamos un anélisis de acuerdo a la logica.
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= Si Ry < 1 se dijo que no se daba una epidemia. Podemos pensar entonces que la
clase susceptible no decrecera tanto, y que la clase expuesta e infecciosa tendera a

decrecer.

= Si Ry > 1, surge una epidemia. Por tanto, la poblacién susceptible decrecera, mien-
tras que la poblacién Expuesta e Infecciosa deberd aumentar en nimero conforme

pase el tiempo.

La clase Recuperada también se incluye, atin si en el andlisis tedrico no se incluy6, en
muchas ocaciones la clase a la que se le presta mas atencion es a la infecciosa ya que ésta

es la que me indica si puede o no, haber una epidemia en determinada poblacion.

Para realizar estas simulaciones se utilizo el programa MATLAB, y la funcién ya definida
en MATLAB para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden llamado
ode45 el cual devuelve la solucién numérica de la ecuacion diferencial que se le indique,
en un intervalo dado, y con condiciones iniciales dadas. Los parametros que utiliza ode45

y la forma en que se introducen se indican a continuacion.
[t, x] = ode45(y, [a, b], x0);

en donde y es la ecuacion diferencial que queremos resolver, en caso de ser una sola
ecuacion, y en caso de ser un sistema de n ecuaciones diferenciales deberé introducirse el
vector columna y = [yl; y2; ...; yn]. [a, b] es el dominio de las soluciones, y x0 es la
condicién inicial, en caso de ser una ecuaciéon diferencial, y en caso de ser un sistema de
ecuaciones diferenciales, debera ser un vector fila [x01, x02, ..., xOn], ode45 asume que
x(a) = xO0.

Primero, definimos el archivo seir _prima.m el cual contiene una funcion que me devuelve
el vector columna que corresponde a las ecuaciones del sistema del modelo. El c6digo esta

dado como sigue:
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function y = seir\_prima(t, x)

\%\%\% lista de pardmetros

mlambda = mu+k+ril;

gama = mutk+r2;

AVAVAVA
y = [mu - mu*xx(1) - betal*x(1)*x(3) ;
betal*x(1)*x(3) - mlambda*x(2) ;
k*x(2) - gama*x(3)
r2*xx(3) + ri1*x(2) - muxx(4)] ;
return

En la lista de parametros, se introducen los datos segin ya se mencionaron cuando se
explico el modelo SEIR para la tuberculosis y x(1), x(2), x(3), x(4) se corresponden

con las variables s, e, 7, del modelo.

Luego de generar nuestro vector que contiene las ecuaciones del sistema que deseamos

resolver, creamos el archivo seir2.m el cual estd estructurado como sigue:
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\% condiciones iniciales

sO = 0.8;
e0 = 0;

i0 = 0.001;
r0 = 0;

\%\%\% resolucién de la ED
[t, x] = ode45(@seir\_prima, [0,1000], [sO, €0, i0, r0]l);

s = plot(t,x(:,1));

grid on

hold all

e = plot(t,x(:,2));

i = plot(t,x(:,3));

r = plot(t,x(:,4));

set(s,’Color’, ’magenta’,’LineWidth’,2); \% se utiliza el color Magenta
para graficar la solucidn para la
poblacidén susceptible

set(e,’Color’,’yellow’, ’LineWidth’,1.5); \% se utiliza el color Amarillo

para graficar la solucidn para la

poblacidn expuesta
set(i,’Color’,’blue’,’LineWidth’,1.5); \% se utiliza el color Azul

para graficar la solucidn para la

poblacidn infecciosa
set(r,’Color’, ’green’,’LineWidth’,1.5); \% se utiliza el color Verde

para graficar la solucidn para la

poblacidn recuperada

grid on

xlabel(’Tiempo’); ylabel(’Poblacién Susceptible’);

Title(’Desarrollo poblacional de la clase Susceptible.’)
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Es de hacer notar, que para una mejor legibilidad de las graficas de las soluciones, cada
una se grafico en un plano coordenado diferente, como se vera en la parte en donde se

muestren las graficas.

Los datos de las tasas que se utilizaron se muestran a un lado de cada grafica, ademaéas
se muestra el valor de R para cada uno de esos datos, asi como s*,e* e ¢*, que son los

valores de equilibrio a los cuales tienden las soluciones.

Analisis de los resultados numéricos.

En esta seccion se muestran las soluciones numéricas del modelo SETR (3.4) mediante la
funcion odedb, la grafica color Magenta corresponde a la clase Susceptible, la grafica color
Amarrillo se corresponde con la clase Expuesta, la gréifica color Azul se corresponde con

la clase Infecciosa, y la grafica color Verde se corresponde con la clase Recuperada.

Las graficas de la figura 3.3, 3.5 y 3.6 tienen un Ry > 1 y podemos observar que la
poblacion Infecciosa crece por un tiempo, sin embargo tiende a decrecer y se estabiliza en
el punto de equilibrio indicado en *. Caso contrario, en las graficas de las figuras 3.4 y

3.7, Ry < 1 la poblacién infecciosa decrece hasta el punto de extinguirse.

Ademas, en 3.4 y 3.7 podemos ver que Ry = 0.00017 y Rog = 0.73, respectivamente. Y
observando las graficas vemos que la poblacion Infecciosa en 3.4 se extingue mucho mas
rapido que en 3.7, lo cual nos permite afirmar que entre menos infecciosos secundarios

genere un infeccioso primario, la enfermedad se extingue atin con mucha mas probabilidad.

Podemos observar ademés, céomo la poblacion susceptible crece, por haber ausencia de la

enfermedad, es decir, no hay muertes debido a la enfermedad.

En 3.5 vemos que Ry = 58.47, es un valor muy grande, que nos indica que un infeccio-
so primario produce en promedio, 58 infectados por dia, un niimero muy alto para una
enfermedad que se propaga facilmente. Viendo la grafica de la poblacién susceptible co-
rrespondiente para este valor de Ry tenemos que la poblaciéon decrece rapidamente en

pocos dias, tendiendo casi a extinguirse la poblaciéon susceptible.

Para Ro = 141 y Ro = 2.69 en 3.3 y 3.6, respectivamente, la clase susceptible decrece

aun si en un tiempo mas prolongado que en 3.5.
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Discretizando el modelo.

En esta parte del trabajo, discretizaremos el modelo SETR y se mostraran 3 graficos, los
cuales corresponderan con las tres primeras simulaciones del modelo continuo. El objetivo
de este apartado es el mostrar que ambos métodos muestran resultados similares, sin llegar

a afirmar que éstos realmente coinciden.

En el capitulo 2 vimos la forma en que se discretiza una ecuaciéon diferencial; aplicare-
mos este método a cada una de las ecuaciones del modelo. Por tanto, nuestro modelo

discretizado es
St+1 = p— Bisiiy — S + Sy
ery1 = Pisey— (k4 r)e+ e
ip1 = kep — (u+d+ra)ic+ 4

Para esta parte, el codigo utilizado (guardado en un archivo seir.m)para generar las

soluciones estd dado como sigue:
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mu = 0.00563;
betal = 0.001;

k = 0.002;

rl =0.1;

r2 = 0.1;

d = 0.001;
mlambda = mu+k+ril;

gama = mu+d+r2;

\%\%\% condiciones iniciales, tomando como poblacidén total N = 1000

s0O = 0.8;
e0 = 0;

i0 = 0.001;
r0 = 0;

S = zeros(1, 1000);
E = zeros(1, 1000);
I = zeros(1, 1000);
R = zeros(1, 1000);

S(1) = s0;
E(1) = e0;
I(1) = 1i0;
R(1) = r0;

for i =2 : 1 : 1500

saux = mu - mu*xsO - betal*s0O*i0 + s0;
eaux = betal*s0xi0 - mlambda*e0 + e0;
iaux = kxe0 - gama*i0 + i0 ;

raux

r2*i0 + ri*e0 - muxr0 + r0 ;

b

137
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s0 = saux;
e0 = eaux;
i0 = iaux;
r0 = raux;
S(i) = s0;
E(i) = e0;
I(i) = 10;
R(i) = ro0;
end
s = plot(S);
e = plot(E);
i = plot(I);
r = plot(R);
grid on

set(s,’Color’, ’magenta’,’LineWidth’,1.5);
set(e,’Color’,’yellow’,’LineWidth’,1.5);
set(i,’Color’,’blue’, ’LineWidth’,1.5);

set(r,’Color’,’green’,’LineWidth’,1.5);

xlabel (’Tiempo’)
ylabel (’Poblacién Susceptible’)

Title(’Desarrollo poblacional de la clase Susceptible.’)

Las graficas obtenidas con este método son muy similares, y pueden observarse en 3.8, 3.9

y 3.10, y se corresponden con 3.3, 3.4 y 3.5, respectivamente.
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Apéndice A

Ecuaciones diferenciales de primer

orden

Esta seccion trata de como resolver de manera analitica las ecuaciones diferenciales de
primer orden. Cabe mencionar que no todas las ecuaciones diferenciales pueden resolverse
analiticamente, pero veremos que si tienen alguna forma en particular, existen métodos
para resolverlas.

La resolucion de ecuaciones diferenciales en términos de funciones analiticas no es inme-
diata, especialmente si no son lineales. En el caso de las ecuaciones de primer orden existen
ciertos tipos especiales de ecuaciones que admiten método sencillos para resolverlas. Dada

una ecuacion diferencial, ésta puede estar expresada en distintas formas:

= Forma general:

F(t,z,2') =0
» Forma normal:
dx
— = f(t
rrARRAUL)

» Forma diferencial:

M(t,x)dt + N(t,z)dx =0

147
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A.1. Ecuaciones separables

Definicién 11. Una ecuacion diferencial de la forma

dx

%:f(t,l’>

es una ecuacion separable o de variables separables si f(t,x) se puede expresar como el

producto de una funcion de t por una funcion de x, es decir

dx
o p(t)q(w)
Método de resolucion.

Para resolver ecuaciones de este tipo, separamos las variables £ y x, cada una en miembros

opuestos de la ecuacion. Suponemos que ¢(x) # 0, y tendremos

integrando en ambos lados, se tiene

/ %x)dx ~ [ pitya

obteniendo asi la solucion implicita F(z) = G(t) + C.

t+ 2
xt

Ejemplo 11. Resolver la ecuacion diferencial x’ =
Solucién. Separando las variables se tiene

vidr = (t + 2)dt
integrando en ambos lados

1 1
/:174dx:/(t+2)dt = 5$5:§t2+2t+0

Despejando la variable dependiente, tenemos

5
z(t) = \5/5752 +10t+ K

con K =5C.
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A.2. Ecuaciones diferenciales exactas

d
Definicién 12. Sea % = f(t,z) una ecuacion diferencial tal que se puede escribir de la

forma

M(t,z)dx + N(t,z)dt =0

con M(t,x) y N(t,z) funciones continuas en un rectdngulo R. Se dice que es eracta si
existe una funcion F(t,x) tal que

OF(t,x)

OF(t,x)
ot

=M(tz) y —5

= N(t,z)

y ademds se verifica
OM(t,z) ON(t,x)
oxr Ot

Método de resolucion

Veremos con un ejemplo en particular la manera de resolver un problema de este tipo.

X

z
Ejemplo 12. Encontrar la solucion de la ecuacion diferencial T = .
l’ J—

Solucién. Reescribamos la ecuacion:

d_x_ L :>:L’—|—(t—x)d—x
dt -t dt

Sean
M(t,z) = «x

N(t,z) = t—=x

Como se cumple que M, = 1 = N,, entonces la ecuacion es exacta. Hacemos
Ut = T
U, = t—=x

De U; = x tenemos que U(t, ) = xt 4+ p(x). De la otra condicién tenemos

1
Up = t47/(@) =t — 2 = pl() = —2 = plz) = —52°

Tenemos entonces que

U(t,x):xt—%xQZC

Como no es posible obtener una expresion explicita de la funcion z(t), la dejamos expresada

tal y como esta.
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Supongamos que dada la ecuacion M (¢, x)dz+ N(t,z)dt = 0 es exacta. Entonces, tenemos

que
OF(t,z)
ot

= M(t,x)

Esto implica que
F(t,z) = / M(t,x)dt = G(t,z) + g(x)

con G(t,z) una primitiva de M (¢, x) respecto de t.

F(t
OF(t z) = N(t, z), entonces +¢'(z) = N(t,z), de donde se
T
tiene que ¢'(x) = N(t,x) — 8Ga(t,:c)

T

Ahora, sabemos que

y por tanto

o) = [@ite) - 250

Resumiendo, tenemos que

F(t,z) = G(t,z) + / (N(t,yc) - %) dx

A.3. Ecuaciones lineales

Una clase de ecuaciones diferenciales que aparecen con frecuencia en las aplicaciones es la
constituida por las ecuaciones lineales. Veremos la forma de resolver este tipo de ecuaciones,

ecuaciones lineales de primer orden.

Definicién 13. Una ecuacion lineal de primer orden es aquella que tiene la forma
a(t)x' + b(t)x = c(t) (A1)
donde a(t),b(t) y c(t) dependen sélamente de t.

Supongamos que a(t),b(t) y c(t) son funciones continuas en un intervalo y que a(t) # 0.

Entonces la ecuacion (A.1) puede llevarse a la forma
'+ P(t)x = Q(¢t) (A.2)

Método de resolucion
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Si P = 0 la ecuacion es separable, cuyo método para resolver este tipo de ecuaciones se
estudi6 anteriormente. Supongamos entonces que P no es la funcién cero. Multiplicamos

ambos lados por

Qﬁ(t) _ efP(t)dt

a esta expresion se le llama factor integrante de la ecuaciéon, y se tiene entonces la

ecuacion equivalente a (A.2)
Pt + ()P = p(t)Q(t) = f PO e POEP(t)g = o POUQ(1)
Notemos que ¢(t)P(t) = ¢'(t), por tanto
P + P07 = o) =  —(e(t)7) = P(HQ(H)
Integrando respecto de t se tiene que
ol = [ ot +C
Por tanto, la solucion general estara dada por

o) = ([ oear+c)

—JP®Wdt 1or tanto, la solucion general seréa

z(t) = e~ S PO (/ e~ JPOLQ()dt + C’)

Ejemplo 13. Hallar la solucion general de la ecuacion o’ + 2tz = 2tet

Solucion. Para esta ecuacion se tiene que P(t) = 2t y Q(t) = 2te™", por tanto el factor

integrante de la ecuacion es ¢(t) = e/ 214 = ¢” Ahora, calculamos

/ e’ (2te™)dt = / 2dt =

Por tanto, la solucion general de la ecuacion diferencial es

z(t)=e (24 C)
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A.4. La ecuacion de Bernoulli

Definicién 14. Se llama ecuacion de Bernoulli a la ecuacion diferencial de primer orden

que se puede expresar en la forma
¥+ P(t)r = Q(t)x" (A.3)
con P(t), Q(t) funciones continuas en un intervalo abierto de R, y n € R.

Método de resolucion

Sin=00n=1,laecuacion (A.3) es una ecuacion lineal.

Supongamos entonces que n # 0, 1. Dividimos la ecuacién por x™, entonces se obtiene la

ecuacion equivalente

7"z + P(t)z' " = Q(t) (A.4)
Sea el cambio de variable
v=a""

De aqui se obtiene que

d d

d_;} =(1—n)zt"t. d—a; — v = (1 —n)z "
Por tanto,

1
— ™
1—n

Haciendo el cambio de variable en (A.4) se tiene

- nx"x_”v/ +Ptv=Q(t) = v+ (1 —n)Pt)v=(1-n)Q(t)

Esta tdltima ecuacién es una ecuaciéon lineal, por tanto, de aqui en adelante, se aplica el

método ya visto para resolver las ecuaciones lineales de primer orden.
Ejemplo 14. Hallar la soluciéon general de la ecuacion de Bernoulli 2/ 4 2 = efy =2

Solucién. Para esta ecuacion de Bernoulli se tiene que n = —2, por tanto, el cambio de

variable es v = 3. Luego,
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Multiplicando toda la ecuaciéon por 2?2 se tiene
v 4 a2t =€
y haciendo el cambio de variable en la ecuacién tenemos

1
§x2x’2v’ +v=e¢ = v +3v=3¢

Esta tltima ecuacién es una ecuacion lineal, asi que la resolvemos como ya aprendimos:

P(t) =3, Q(t) = 3¢'. El factor integrante es ef 34 = ¢3¢

et + 3edty =33 - el
d

E (GStU) — 36415
Stv=3 [ efdt +C

v=-e3 (3 (ie‘“) + C’)
3

3 _ ot C«fSt
T 4e+ e

3
2(t) = ] je' + Ce ¥

R



Apéndice B

Desigualdad de Gronwall y las Iterantes

de Picard.

B.1. Desigualdad de Gronwall.

El lema de Gronwall establece una cota superior para las funciones no negativas que pue-
den acotarse por una funcion lineal de su integral. Este lema es de gran utilidad para

probar la continuidad y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias.

En este trabajo no se demuestra este resultado.

Lema 1. Sean f: I CR — R y zy € [ tales que

OSf(x)SAJrB/m F(d)ds

Ve el y A, B >0 constantes. Entonces

f(2) < APE)
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B.2. Iterantes de Picard.

En algunas ocasiones se vuelve complicado el resolver una ecuacion diferencial, sin em-
bargo existe un método numérico que me permite aproximar la soluciéon de una ecuaciéon

diferencial. Este proceso se conoce como el proceso iterativo de Picard .

Consideramos el problema de valor inicial

(cll_j = f(t, z), x(tg) = o

Se sabe que la solucion a este problema estd dada por

x(t) = xo + /27 f(s,z(s))ds

El proceso iterativo de Picard consiste en construir una sucesion {x,} de funciones que se
aproximen cada vez més a la solucion deseada. El proceso para el calculo de las iterantes

de Picard es como sigue:

1. Sea
2°(t) = g

para cada t.

2. Luego, de forma inductiva formamos

o) = 2 + /x f(s,2'(s))ds

Zo

para ¢ > 1.



Apéndice C

Aprenda sobre la Tuberculosis

C.1. ;Qué es la tuberculosis y como se contagia?

La tuberculosis (TB) es una enfermedad grave causada por bacterias. Se contagia de
persona a persona por medio del aire y usualmente afecta los pulmones. Cuando una
persona que estd enferma de TB tose, estornuda o habla, lanza al aire gérmenes de TB.

Otras personas pueden respirar los gérmenes de TB y algunas se pueden enfermar.

Es poco probable que alguien se contagie la tuberculosis por un contacto breve con personas
enfermas de TB (como por ejemplo en buses). La TB no se contagia por estrechar las

manos, compartir comida o tener relaciones sexuales.

Las personas usualmente se contagian con los gérmenes de TB en sus cuerpos sélo cuando

pasan mucho tiempo cerca de alguien que estd enfermo de TB.

La mayoria de personas no saben que tienen TB hasta que se enferman. Por eso es una
buena idea que las personas que tienen alto riesgo de tener TB se hagan una prueba. Con

el tratamiento y la atencion apropiados, la TB se puede prevenir y curar.

C.2. (Cobémo hace el cuerpo para combatir la TB

Las personas usualmente se contagian con los gérmenes de TB en sus cuerpos sélo cuando

pasan mucho tiempo cerca de alguien que estd enfermo de TB. Adn entonces, el cuerpo

156
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usualmente puede luchar contra los gérmenes.

= TB latente La mayoria de las personas que respiran gérmenes de TB no se enfer-
man. Cuando las defensas del cuerpo de una persona son fuertes, construyen una
barrera alrededor de los gérmenes para que no se pueda multiplicar y perjudicar al
cuerpo. Estas barreras se llaman tubérculos (por tal razon, la TB recibe tal nom-
bre). Una vez los gérmenes quedan atrapados dentro de los tubérculos, disminuyen
y detienen su actividad como si se quedaran dormidos. Eso se llama TB latente
(inactiva). Mientras las defensas del cuerpo permanecen fuertes, las personas con
TB latente no se sienten enfermas y no pueden contagiar sus gérmenes de TB a otros.
Pero si las defensas del cuerpo se debilitan, las personas con TB latente se pueden
enfermar. Los gérmenes de TB se despiertan y empiezan a propagarse. Por eso es
que muchas personas con TB latente toman medicinas para destruir los gérmenes de

la TB.

= TB activa Cuando una persona no puede combatir los gérmenes de la TB, se
enferma. Los gérmenes de la TB se multiplican y hacen mucho dano al cuerpo. Esta
enfermedad se llama TB activa. Las personas con TB activa usualmente tienen los

siguientes sintomas:

e Tos durante mas de 3 semanas.

Sudor intenso en la noche.

Sensacion de cansancio todo el tiempo.

Pérdida del apetito.

Fiebre.

Escalofrios.

Las personas con TB activa deben tomar medicina para destruir los gérmenes y
evitar dano a los pulmones y a otras partes del cuerpo, incluyendo el cerebro, la

columna vertebral y los rinones. Hasta que toman medicina, las personas con TB
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activa en sus pulmones son contagiosas. Pueden contagiar la enfermedad a otros

cuando hablan, tosen o estornudan.

La medicina para la TB se tiene que tomar durante varios meses para que haga su
efecto. Las personas con TB activa se sienten mejor cuando empiezan a tomar la
medicina. Pero los gérmenes de la TB pueden regresar si una persona no toma sus
medicinas durante suficiente tiempo. Si eso sucede, los gérmenes de la TB se pueden

poner més fuerte y son mas dificiles de matar.
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