UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA
ESCUELA DE MATEMATICA

TRABAJO DE GRADUACION

ANALISIS DE LAS ECUACIONES
DE LOTKA- VOLTERRA Y ALGUNAS
DE SUS VARIANTES

PRESENTADO POR:
ARGELIO MENDEZ HERNANDEZ
RHINA VERONICA BARRERA ESCOBAR

PARA OPTAR AL GRADO DE:
LICENCIATURA EN MATEMATICA

SAN SALVADOR, EL SALVADOR, AGOSTO DE 2013



UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR

RECTOR:

Ingeniero Mario Roberto Nieto Lovo
VICE RECTORA ACADEMICA:
Maestra Ana Maria Glower de Alvarado
SECRETARIA GENERAL:
Doctora Ana Leticia de Amaya
FISCAL GENERAL.:

Licenciado Francisco Cruz Letona

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

DECANO:
Master Martin Enrique Guerra Caceres
VICE DECANO:
Licenciado Ramoén Aristides Paz Sanchez
SECRETARIO:

Licenciado Carlos Antonio Quintanilla Aparicio

ESCUELA DE MATEMATICA

DIRECTOR DE LA ESCUELA:
Doctor José Nerys Funes Torres
ASESORES:
Licenciado Mauricio Hernan Lovo

Master Francisco Chicas



ASESORES DEL TRABAJO DE GRADUACION

LICIENCIADO MAURICIO HERNAN LOVO
ESCUELA DE MATEMATICA

MASTER FRANCISCO CHICAS
ESCUELA DE BIOLOGIA



AGRADECIMIENTOS

A Dios Todopoderoso:

Por que dia a dia nos demuestra lo grande que es su amor aun en los mas pequenos

detalles, fortalecer mi corazén e iluminar mi mente.

A mis padres:
Por el amor, el apoyo, la paciencia y los consejos que me permitieron crecer y ser me-

jor cada dia.

A mis hermanas y abuelita:

Por su confianza, que han estado junto a mi y son parte fundamental en mi vida.

Al licenciado Mauricio Lovo y el master Francisco Chicas:

Por su disponibilidad, la paciencia y el impulso en el momento justo.

A mi demas familia y amigos:

Por creer en mi y compartir conmigo los buenos y malos momentos.

RHINA VERONICA BARRERA ESCOBAR



AGRADECIMIENTOS

A Dios Todopoderoso:

Por permitirme alcanzar una meta mas en mi vida.

A mis padres:
Por hacer de mi una mejor persona y apoyarme en el transcurso de los afnos, especial-

mente en mi formacion profesional.

A mis hermanos:
Por estar siempre presente, motivarme y brindarme su confianza para culminar con

éxito esta investigacion.

A mis sobrinos:

Por ser el motivo para seguir adelante.

A mi demas familia y amigos:

Por que de una u otra manera me han llenado de sabiduria para terminar mi tesis.

ARGELIO MENDEZ HERNANDEZ



Resumen

Un modelo matematico es un conjunto de expresiones que caracterizan la evolucion
de las variables de estado o bien de las salidas del sistema para distintas situaciones.
El objetivo fundamental de este trabajo es describir y analizar las ecuaciones de Lotka-

Volterra y tres de sus variantes.
1. Modelo clasico con ajuste logistico.
2. Modelo presas con refugios.
3. Modelo de Leslie.

Este tipo de modelos mateméaticos estudian interacciones de poblaciones de dos espe-
cies en el cual hay depredadores y presas, donde los depredadores dependen funda-
mentalmente de las presas. Cada modelo incluye diferentes parametros poblacionales
que completan dichas ecuaciones y de ellos depende su comportamiento.

Para realizar el estudio de estos modelos se han utilizado conceptos de analisis mate-
matico y la teoria de sistemas dinamicos para analizar los puntos de equilibrio y como
interpretar el concepto de estabilidad en estos puntos.

Ademas hemos apoyado nuestro andlisis con el uso del programa MATLAB, que nos
permitié6 observar las soluciones y sus respectivos campos fase de manera grafica,
concreta y acertada, simulando diferentes situaciones para cada uno de los modelos

descritos.
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INTRODUCCION

En la naturaleza como en el vida encontramos diferentes aplicaciones de situaciones
matématicas, entre ellas, la dinamica de poblaciones, esto nos lleva a estudiar con de-
tenimiento una forma de poder describir como se desarrollan los fenémenos usando
el modelaje matematico. Un modelo de un sistema bioldgico convertido a sistemas de
ecuaciones, pretende describir como el sistema biol6gico se comporta con el transcur-
so del tiempo.

Uno de los modelos mas conocidos y estudiados en matematicas son las ecuaciones
de Lotka-Volterra, creadas por el biofisico Alfred Lotka y el matematico Vito Volterra,
quienes iniciaron sus estudios en el siglo XIX.

Este modelo se analiza a partir del modelo de Malthus que proyecta un crecimiento
exponencial y el modelo logistico que amortigua el crecimiento exponencial con un
término de competicion o de friccion social proporcional al nimero de posibles en-
cuentros entre individuos, esto pretende describir el cambio de una poblacion a lo
largo del tiempo que se considera aislada de los demas, luego se describe el modelo
Depredador-Presa que se refiere a una interaccion de dos especies, pero que igual lo
supone de una forma ideal en donde las dos especies en cuestién estan aisladas de
las demas.

Asi que agregando algunos facotres que intervenien, se realizan tres posibles varian-
tes para el modelo, el primero es el modelo clasico con ajuste l6gistico, el segundo
es el modelo de presas con refugios y el tercero es el modelo de Leslie. Para analizar
cada uno de estos modelos se ha trabajado la teoria basica y fundamental de sistemas
dinamicos. Con la finalidad de complementar este estudio se han realizado algunas si-
mulaciones tedricas de las tres variantes del modelo analizadas, reflejando diferentes

situaciones en el comportamiento de las poblaciones.



Capitulo 1

Introduccion a sistemas dinamicos

1.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales y concep-
to de solucion

Es posible modelar una asombrosa variedad de procesos por medio de sistemas

diferenciales de primer orden de ecuaciones diferenciales que tiene la forma normal:

dl’i
dt

= fi(t, x1,x2,...,xy) 1=1,2,3,...n.

en las variables de estado x4, x», ... z,, y la variable independiente {, que represen-
ta el tiempo. Las derivadas son con respecto al tiempo y se supone que las funciones
de tazas de cambio f; son funciones conocidas de tiempo y estado. Para abreviar, de-
notaremos X(t) = (x1(t), z2(t), ...,z (t)) esto es, el vector cuyas componentes son las
variables dependientes del sistema diferencial, y llamaremos f a la funcién vectorial
(f1,.--, fn), donde cada una de las f; estd definida en un subconjunto abierto U de
R x R™.

Las definiciones, corolarios y teoremas de este capitulo se han obtenido de [1], [2], [3], [4],[5],

[7]



Pueden darse condiciones iniciales a cada una de las variables de estado, asi que

tenemos el problema de valor inicial o problema de Cauchy:

((%( = f(t>$)a

I‘(to) = Zy.

(1.1)

Un conjunto de funciones z;(t), z2(t),...,z,(t) definidas en un intervalo I de ¢ que
contiene a ty que satisface las ecuaciones del problema de valor inicial para toda t en
I se llama Solucion.

Formalmente tenemos que:
Definicion 1.1.1 Una solucion del problema (1.1) es una aplicacién

definida en algun intervalo abierto I C R con valores en R"™ y tal que satisface la

ecuacion diferencial original:

parai=1,2,...,nytel.

Que en notacion verctorial seria:

4o (t)
dt

=f @t ®()

Para asegurar la existencia de solucion es util conocer el Teorema de existenica y
unicidad; que garantiza bajo ciertas condiciones de regularidad sobre la funcion f,

que para cada condicion inicial (to, o) existe una unica solucion local del problema

(1.1).

Teorema 1.1.2 (de existencia y unicidad de solucion) Sea f una funcion continua
en el punto (ty,z9) € U . Entonces, existe un entorno I, del punto t,, suficientemente
pequeno, tal que ahi podemos asegurar la existencia de una solucion, ¢, : I — R",
del problema (1.1) que satisface la condicion incial ¢1(ty) = x¢.

Ademas, si f es de clase C", conr > 1y ¢o : I — R™ es también solucion del



problema (1.1) satisfaciendo la misma condicion inicial ¢2(ty) = xo, entonces ambas

funciones son iguales en los puntos comunes a los entornos I, e I, es decir:
¢1(t) = ¢2(t), tels=1NIs.

Observacion:
Una solucion del problema (1.1), no necesariamente existe para todos los valores de
t; no obstante, siempre existe un intervalo (a,b) C R entorno del punto ¢, tal que es el

mayor entorno de ese punto donde esta definida la solucion, en el sentido que sigue:
Si a es finito = lim;_,,+ |¢(t)| = +o0
Si b es finito = lim;_,- |¢(t)| = +o0

dicha solucion recibira el nombre de solucion maximal.

1.1.1. Orbitas y Trayectorias

Definicion 1.1.3 Sea ¢(t; to, zo) la solucion del problema (1.1), definida en un intervalo

maximal I.
» [ a grafica de la funcion ¢(t;t, zo), es decir, el conjunto de puntos
{(t,z) e R x R" : x = ¢(t;to,x0), t €1}
se llamara, trayectoria de la solucion, y se denota por ~

= Aparecen también los conceptos de semiodrbita positiva y negativa asociadas

al punto xo € R™ definidas como los conjuntos
Ve ={z €R" : z=¢(t;to,x0), t € I,t > to}
Ve =1r €R" 1 x=¢(t;to,v0), t € 1,1 <to}
El concepto de drbita resulta pues inmediato
Yo = {x € R" : = ¢(t;to,x0), t€I,}.

Dicho de otro modo, la drbita viene dada por todos los puntos que la solucién acaba

por recorrer.



Observacion: Hay mucha similitud y correspondencia entre las ideas de trayecto-
ria y Orbita, pero, de acuerdo con la definicién, la 6rbita de un punto dado coincide con
la proyeccion de la trayectoria sobre el espacio determinado por las variables depen-

dientes.

1.1.2. Extremos relativos

Definicion 1.1.4 Si f : R™ — R se dice que f tiene un maximo relativo (respectiva-
mente un minimo relativo) en un punto a si3 e > 0 tal que f (a) > f (z) Vx que verifique
|z — a| < e (respectivamente f (a) < f (x)V z). Sia s un maximo o un minimo relativo

se dice que a es un extremo relativo de f.

Definicion 1.1.5 Sean f : Q — R, una funcidn definida en un abierto Q) C R" ya € Q

tales que f es de clase C? en a. Llamaremos Matriz Hessiana de f en a a la matriz:

62 82 62
QI Y (O RERPLe Y ()
o1 2t L0
Hess (f (a)) _ Ox20x1 (CL) 8:}03 (a) w207y (a)
62 82 62
6In8fﬂ?1 (CL) 8Ingx2 (a) e ﬁ (a)

La matriz Hessiana es una matriz simétrica y es la matriz asociada a la forma cuadra-

tica d* f en la base candnica.

Definicion 1.1.6 Sea H una matriz simétrican x n sean {\;};_, sus autovalores.

Diremos que H es:

» Definida positiva si todos sus autovalores son estrictamente positivos, es decir si

N>0i=1,..,n.

» Definida negativa si todos sus autovalores son estrictamente negativos, es decir,

SiNi<0i=1,...,n.

» Semidefinida positiva si todos sus autovalores son positivos y algunos de ellos

es0, es decir, si\; > 0i=1,...,n y existe al menos un j tal que \; = 0.



= Semidefinida negativa si todos sus autovalores son negativos y alguno de ellos

es0, esdecir, si\; <0i=1,...,n yexiste al menos un j tal que \; = 0.

» |ndefinida si tiene autovalores estrictamente positivos y autovalores estrictamen-

te negativos.

Definicion 1.1.7 Criterio de Sylvester Sea H una matriz simétrican x n y sea A, el
determinante de orden k que forman los elementos de las k primeras columnas de H

(menor principal de orden k). Entonces
1. H es definida positiva si y solo si A, > 0Vk =1,...,n, es decir,

A1 >0,A9 >0,A3>0,...,A, > 0.

2. H es definida negativa si y solo si (—1)* A, > 0Vk =1, ...,n, es decir,
A1 <0,A9>0,A3<0,....,4A, >0.

Dicho de ofra forma: H es definida negativa si y solo si los menores principales

de orden impar son negativos y los de orden par son positivos.

3. Si no se verifica ninguna de las dos anteriores condiciones y det (H) # 0 enton-

ces H es indefinida.

Determinacion de los extremos relativos.
Para la determinacion de los los extremos relativos de una funcién lo primero que hay
que obtener son los puntos criticos, es decir, los puntos que verifican

of
8x¢

(a) =0,Vi

Una vez obtenidos estos puntos se calcula el valor de la matriz hessiana de f en cada

uno de ellos.
Definicion 1.1.8 Entonces:

» SiHess(f (a)) es definida positiva entonces a es un minimo relativo de f.



= SiHess(f (a)) es definida negativa entonces a es un maximo relativo de f.
» SiHess(f (a)) es indefinida entonces a no es un extremo relativo de f.

Si la matriz hessiana es semidefinida no podemos asegurar nada sobre la existencia

0 no de extremo relativo en el punto.



1.2. Sistemas auténomos

Si f(t,xz) no depende explicitamente de ¢, el problema (1.1) se reducira a la expre-

sion:

?Tf :f(&)),

x(to) = xo.

(1.2)

Los sistemas como (1.2) seran llamados sistemas autonomos. En realidad, cualquier
sistema que pueda escribirse como ‘fl—f = f(t,x) se puede convertir facilmente en
un sistema auténomo sin mas que considerar la variable temporal ¢ como una nueva
variable espacial. Bastaria, pues, escribir z,,.1 = t, y el sistema resultaria en forma

auténoma, como:

i = fi(xpy1, 21, xn), i =1,2, .0,

(1.3)
i’n+1 =2x1.

y tener en cuenta que las 6Orbitas de este sistema son las trayectorias del anterior.

1.2.1. Propiedades de las soluciones

El teorema de existencia y unicidad de solucidn, garantiza que dos trayectorias
nunca puedan cortarse, sin embargo las 6rbitas correspondientes si pueden hacerlo.
Logicamente, si en nuestro recorrido sobre cada érbita alcanzamos dos veces el mis-
mo punto, lo hacemos con un determinado desfase temporal y no tiene por que verse
obligada la particula a repetir ese mismo camino de forma periédica una y otra vez, en
dicho punto las trayectorias se cruzarian.

No obstante, una consecuencia importante generada por los sistemas autbnomos es
que particulas que parten del mismo punto, pero con intervalos en tiempo entre ellas,

recorren exactamente la misma érbita.

Teorema 1.2.1 Supongamos condiciones adecuadas de regularidad en la funcion f
del problema (1.2) para asegurar existencia y unicidad de solucion para cada dato ini-

cial (to, o) a partir del teorema (1.1.2).



Si una particula B comienza su movimiento, en un punto xy del espacio, T sequndos
mas tarde de que lo haya hecho una particula A, ambas recorren exactamente el mis-

mo camino pero manteniendo un desfase de T segundos.

Definicidn 1.2.2 Sea ¢(t) una solucion del problema de valores iniciales (1.2).

= Si la funcién ¢(t) = zo para todot € R™, entonces x, serd llamado punto de
equilibrio, o bien punto fijo, estacionario, de reposo, o nodo,... y la funcion ¢(t) =

xo sera la correspondiente solucion de equilibrio.

» Sjla solucion del sistema (1.2) verifica una determinada condicién de periodici-
dad, es decir,

»(0) = ¢(T) = xg para algunT > 0
o(t)=¢(t+T) parat € (0,T)
pero3t e (0,T) tal que ¢(t) # xo,

Diremos que ¢(t) es una solucion periddica de la ecuacion y llamaremos perio-

do de dicha solucion al menor valor T' que verifique la condicion antes expuesta.

La trayectoria asociada a los puntos de equilibrio es una funcién constante.

Estos puntos son las érbitas de las soluciones correspondientes y se encontraran re-
solviendo el sistema f(x) = 0 que nos calcula los puntos de velocidad nula. Si la
solucién es periddica la trayectoria correspondiente se traducirda como una curva que
siempre oscila con la misma amplitud. La érbita asociada es una curva cerrada.
Ademas, si la solucién referida no se ajusta a ninguno de los tipos anteriores siempre
podemos, al menos, asegurar que la aplicacion t — ¢(t) es inyectiva, es decir, las

orbitas nunca se cortan a si mismas.

1.2.2. Sistemas dinidmicos

Llamamos sistema dinamico a una terna (X, T, ¢) que consiste en un espacio de
fases X, un conjunto de tiempos T y un flujo u operador de evolucion

¢ : T x X — X verificando las siguientes propiedades:



1) X es un espacio métrico, T es un subgrupo aditivo de R (es decir, 0 € T' y si

t,s € T entonces t+ s € T'y ¢ es una aplicacion continua).
||) ¢(0,J}0) =xgVayg€e X

M)y é(t,o(s,x0)) =¢(t+s,z0)Vt,ceT,ANxyge X



1.3. Estabilidad en las soluciones

Supongamos que ¢(t; tg, z¢) una solucion del problema de valores iniciales (1.1)

que esta definida para todo ¢ > ¢,

Definiciéon 1.3.1 Diremos que ¢(t; ty, o) es una solucion estable si:

Ve > 036 > 0 tal que, si ‘mg —xo‘ <6, & (t;to,%) existe, estd definida para
t > to y verifica que ’qﬁ (t; to, m;)) — ¢ (t; tg,xo)‘ < e parat > tyg. Si la solucion
no verifica esta condicion se dice que es inestable, es decir, si existe un ¢ > 0
tal que para cada § > 0 es posible encontrar un x/o tal que ]x;) — x()’ < 4, pero
‘gb (tl; to, mg) — ¢ (t1; to,:co)‘ > ¢, para algun t, > t.

Asimismo, diremos que ¢(t;ty, x¢) es asintoticamente estable si es estable y, ade-
més, existe unn > 0 tal que limy_, )qﬁ (t; to, x/0> — ¢ (t; to, xo)‘ = 0 cuando \:cg - mo‘ <

n.
Un concepto de estabilidad de puntos fijos o estabilidad en el sentido de Lyapunov es
el siguiente:

Teorema 1.3.2 .

1. Un punto fijo x( del sistema (1.2) se llamara estable o foco si, para cualquier
entorno N de x, existe N', N C N, tal que cualquier érbita que pase por N'

permanece en N a medida que t aumenta.

Figura 1.1: Punto fijo estable.
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2. Un punto fijo x( del sistema (1.2) se llamara asintoticamente estable o atractor

Si es estable y existe un entorno N de x tal que cualquier drbita que pase por

N se acerca a xo cuando t — oo.

s
G e
(6 s o e e AL A b
e e e AR AR
e p Ty bt
o o fj
e g !
O L L
Gl 4y
/1] ' i/
wtfi1] -
ok Bt Ak
& <
el L el
Fid =22
O &k OR Gk B TR e
A Ll
-1

Figura 1.2: Punto fijo asintoticamente estable.

3. De un punto fijo del sistema (1.2) que no es estable, se dira que es inestable o

repulsor.
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Figura 1.3: Punto fijo inestable.

Resulta l6gico plantearse el analisis de la estabilidad de una solucién de un sistema
auténomo a partir de la estabilidad de la solucidn identicamente nula en un sistema del
tipo:
= = 14
o = @), (1.4)
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en donde x denota un vector n-dimensional cuyas componentes son las n variables de
estado del sistema y f es asimismo una funcién vectorial con n componentes.
Suponiendo que z es la érbita asociada a una solucién estacionaria del sistema (1.4).
Podemos determinar el comportamiento de las 6rbitas alrededor de dicho punto.

Si f es lineal, no hay problema. si no lo es, consideramos en lugar de f(x), la expresion
obtenida al aplicar la férmula de Taylor a dicha funcién en un entorno de z( (suponemos

las condiciones de regularidad suficientes).
f(x) = f(wo) + Df(xo)(x — o) + D* f(wo)(x — 0)* + ...

Para que la aproximacion sea de caracter lineal, truncamos ese desarrollo infinito eli-

minando los términos de orden superior a la unidad.

f(x) = f(zo) + D f(zo)(z — x0)

Como z( es un punto de equilibrio del sistema, f(xzo) = 0y efectuando un cambio
de variables (una traslacién de ejes) para situar el origen del sistema de coordenadas
sobre el punto de equilibrio xy, podemos escribir el sistema lineal:

dx
i D f(xo)x, (1.5)

donde seguimos llamando x al vector de variables de estado una vez realizado el
cambio. Esta ecuacion recibe el nombre de ecuacion variacional. La matriz de este
sistema D f(xo)x no es mas que la matriz de las derivadas de primer orden, matriz

jacobiana, de la funcién f(x), calculada en el punto x.

Teorema 1.3.3 (de Hartman-Grobman) Si, en las condiciones anteriores,

det [Df (z0)] # 0 y Df(z¢)no tiene autovalores con parte imaginaria nula, entonces
existe un homeomorfismo h definido en algtn entorno V de xy y con valores en R",
que transforman las orbitas de la ecuacion (1.4) en las drbitas de (1.5). Este homeo-
morfismo puede ser elegido de forma que conserve el sentido de las drbitas y la para-

metrizacion del tiempo.

Como consecuencia del teorema de Hartman-Grobman, se verifica el siguiente

teorema:
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Teorema 1.3.4 .

1. Sea f € C*. Si xy es un punto de equilibio del sistema (1.2) y,ademas, D f(zo)
es una matriz que no tiene autovalores con parte real nula entonces la solu-
cion ¢(t) = zo de (1.2) es asintéticamente estable (respectivamente inestable)
Si y sdlo si la solucion correspondiente al sistema lineal (1.5) es asintéticamente

estable (respectivamente inestable).

2. Sea f € C'. Si, al menos, uno de los autovalores de la matriz jacobiana D f (zq)
tiene parte real positiva, entonces el punto de equilibrio x, del sistema de ecua-

ciones diferenciales (1.4) es inestable.

El teorema anterior esta enunciado para una dimension arbitraria n, pero resulta mas
sencillo si nos limitamos al caso plano, donde, los autovalores de la matriz de coefi-
cientes quedan determinados a partir de su traza y su determinante.

Es decir, si el sistema es de la forma:

‘Cll—f =ax + by

% =cr+dy

De donde la matriz de coeficientes asociadas seria:

a b
c d

Y el polinomio carécteristico resulta de la ecuacion det (A — A1), es decir:
M —(a+d) A+ (ad —bc) =0

O, lo que es lo mismo, si tr A representa la traza de la matriz y det A su determinante,

entonces: \2 — tr A \ + detA = 0, los autovalores asociados seran:
1
5 (tr A\RA))
, donde A, corresponde al discriminante de esa ecuacion y tiene la expresion:

A = (tr A)? — 4detA.
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De estos resultados se obtiene que los autovalores reales corresponden a matrices
que satisfacen la desigualdad A > 0. Los que possen parte real negativa han de
verificar que tr A < 0. Si det A es negativo , necesariamente los dos autovalores son

reales y con signos opuestos

Corolario 1.3.5 Sitenemos dimension n = 2, una condicion suficiente para asegurar
la estabilidad asintotica de un punto de equilibrio en un sistema auténomo, es que una

matriz jacobiana del sistema tenga traza negativa y determinante positivo.

Un teorema que establece el caracter estable de un punto de equilibrio asociado a una

ecuacion diferencial unidimensional es:

Corolario 1.3.6 (Teorema de estabilidad lineal)
Sean =1y supongamos f € C' y xy un punto de equilibrio de la ecuacién diferencial
i = f(z), esto es, f(zg) = 0. Supongamos también, que f' () # 0. Entonces, el punto

de equilibrio x, es asintéticamente estable si f (x9) < 0 y es inestable si f'(xo) > 0
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1.4. Comportamiento asintético de las soluciones.

En algunas ocasiones es conveniente analizar el comportamiento asintético de las
soluciones, es decir, cuando se estudian las soluciones de un sistema auténomo que
estan definidas para todo t € R (o para todo ¢t € R™) observando su comportamiento
para valores de ¢ proximos a +oo (a —oo, respectivamente) puesto que el sistema nos
ofrece la posibilidad de predecir qué ocurrira cuando pase un intervalo de tiempo con-
veniente.

Los aspéctos asintéticos de una solucion se enmarcan dentro del estudio de los deno-

minados w-/imites asociados a cualquier punto del plano de fases.

Definicidon 1.4.1 Sea @ = f(x) un sistema de ecuaciones diferenciales auténomo va-
lido en alguna region de R y sea z(t) = ¢(t;ty, o) una solucion de la ecuacion que

esta definida para todo t € R.

= E/ conjunto o-limite de x, esta formado por todos los puntos de acumulacion

del conjunto {¢ (t; to, xo) : t <0}, es decir,

a(zg) ={z€R": Ity - —o0/d (t; to,x0) — 2} .

= E/ conjunto w-limite de x, esta formado por todos los puntos de acumulacion

del conjunto {¢ (t; to, xo) : t > 0}, es decir,

w(zg) ={z€R": Ity = +o0/d(t; to,z0) — 2}.

Los puntos de estos conjuntos tienen la propiedad de que cualquier entorno de
ellos es "visitado"por la solucién infinitas veces. Por supuesto, puede producirse, el

vacio.

Definicién 1.4.2 Una region D c R? es positivamente invariante para el flujo asociado

a la ecuacioén (1.4) si, para cualquier dato inicial X, € D, la drbita positiva~™ (Xy) C D.
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Alguna de las propiedades de los conjuntos w-limites:
Proposicion 1.4.1 .
1. Para cualquier punto z de la drbita de x( se verifica que w (z¢) = w (z).

2. Los conjuntos w-limites son cerrados y puden ser descritos como:

w(wo) = () { (i to, ) : 5 > 1}

t>to

3. El conjunto w(x() es invarianate, es decir, es union de orbitas (la orbita de cual-
quier solucion que comience a ser descrita a partir de un punto del conjnto w-

limite, permanece siempre dentro de dicho conjunto).

4. Se puede probar facilmente que w(xy) es un conjunto conexo por arcos, es decir;
dos puntos cualesquiera del conjunto se pueden unir con una linea totalmente

contenida en dicho conjunto.

En el estudio de los conjuntos w-limites en algunas ocasiones es posible determinar

algunas de las propiedades de las soluciones sin necesidad de calcularlas.

1.4.1. Ciclos Limite

Un enunciado fundamental del andlisis matematico es el llamado teorema de la

curva de Jordan.

Teorema 1.4.3 Toda curva ~ cerrada y simple, en el plano, divide a éste en dos con-

juntos conexos disjuntos.

Estos conjuntos suelen denominarse interior y exterior, respectivamente. El enunciado
nos indica que: dos puntos cualesquiera del interior (o del exterior) a la curva pueden
unirse por un arco que no corta a la curva « . Sin embargo, si se pretende un punto del

interior con uno del exterior mediante un arco, necesariamente ese arco corta a ~.
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Definicion 1.4.4 Una orbita cerrada I" sera llamada ciclo limite si hay dos puntos en
R2, uno en el interior de ~ y otro en el exterior, tales que los conjuntos o- limite o w-
limite de las drbitas que construidas a partir de esos puntos coinciden, precisamente,

con la érbita periédica T’

Definicion 1.4.5 Una orbita periédicaT" de un sistema autonomo plano (1.4) es orbi-
talmente estable si para cadae > 0, 36 > 0 tal que d (Xp, T') < ¢ y que verifica que
d(o(t, Xo),I') < €, para cualquiert > 0.

T" se dira orbitalmente inestable si no es orbitalmente estable.

Si el ciclo limite T' verifica la igualdad I' = w(xp) para cada punto zy de un entorno
de T, entonces dieremos que es un atractor periddico. O sea, las 6rbitas se cifien al
ciclo formando espirales que se acercan a él desde ambos lados. Por otra parte, si
las espirales se alejan de él, el ciclo se denomina repulsor. Si las oOrbitas tienden a
acercarse al ciclo por uno de sus lados, pero se ven rechazadas por el otro, el ciclo

recibe el nombre de semiestable.

Teorema 1.4.6 (de Poincaré-Bendixson) En el contexto que ya hemos definido, sea
D € R? una regién positivamente invariante que contiene un ndmero finito de puntos
de equilibrio. Sea X° € D y consideremos w (X°). Entonces se satisface una de las

siguientes condiciones.
1. w (X°) es un punto fijo;
2. w (XO) es una orbita cerrada;

3 w (XO) consiste en un numero finito de puntos de equilibrio x1, xo,...,x, y Orbi-

tasycona(y)=z; yw(y) =,

Para usar el teorema de Poincaré-Bendixson con el objetivo de probar la existencia de
una orbita periddica no trivial en un determinado problema, tenemos que construir un
recinto abierto y acotado D c R?, que no contenga puntos de equilibrio estables, tal
que toda la solucion que comience en D permanezca alli para toda ¢ > 0 (esto es,

un abierto acotado positivamente invariante). Se puede comprobar que para cualquier
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X0 = (20, y0) € D, w (XO) no contiene puntos que pertenezcan a la frontera de D. Co-
mo partimos de que D no contiene puntos de equilibrio, podemos deducir que w (XO)
es necesariamente una 6rbita periddica.

En general la aplicacion de este teorema no es facil, ya que la construccion de un
abierto D con las propiedades descritas no es algo evidente, y ademas, tampoco ase-
gura la existencia del ciclo limite.

A veces, es (til conocer si el sistema considerado tiene o no érbitas periédicas.

Teorema 1.4.7 (Criterio de Bendixson) Sea D un abierto acotado, simplemente co-
nexo. Si div f = % + % es de signo constante y no es identicamente nula en D,
entonces el sistema (1.4) no tiene drbitas periodicas que permanezcan por completo

enD.
Como una generalizacion de este resultado, aparece el criterio de Dulac.

Teorema 1.4.8 (Criterio de Dulac) Sea D C R? un abierto simplemente conexo y

sea B (z, y) una funcion C' (D) que solo toma valores reales. Si la funcion divB f =

8“3;‘ 1) 4 6(gyf 2) es de signo constante y no es idénticamente cero en D, entonces el

sistema (1.4) no tiene 6rbitas periodicas que permanezcan por completo en la region
D

La funcién B se denomina funcién de Dulac. Cuando B (z, y) = 1, este criterio se
reduce al de Bendixson.
Un teorema de tipo geométrico que relaciona las 6érbitas periddicas y los puntos de

equilibrio en una regién del plano, es el siguiente:

Teorema 1.4.9 Sea D una regién de R? donde podemos asegurar la existencia de una
orbita periddica T, tal que la region H que define su interior esta totalmente contenida

en D. Entonces, en H debe existir un punto de equilibrio.
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1.5. Ejemplos de modelos unidimensionales

1.5.1. Modelo de Malthus

El modelo de Malthus se basa en la suposicién de que la especie no posee in-
fluencias externas, de forma que, los Unicos cambios que se producen se deben a los
nacimientos y a las muertes. El término correspondiente al factor de migracion seria

nulo. En esta situacion la ley de crecimiento de la especie viene dada por:
% (t) = axr — bx (1.6)

Donde a representa la taza de natalidad y b representa la tasa de mortalidad.
Esta ecuacién tiene por tnica solucién, bajo la condicién inicial x (0) = xo, la ecuacion
que resulta ser:

z (t) = zoel @Dt

Las diferentes posibilidades vienen descritas en la siguiente figura:

X

Figura 1.4: Comportamiento de las soluciones de acuerdo al modelo de Malthus.

Dependiendo del signo de la diferencia de a — b, asi la funcion de tipo exponencial

evoluciona de forma distinta:
= Sia > b, lagrafica crece indefinidamente hasta infinito,
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= Sia = b, la grafica es constante igual a xq, y

s Sia < b,lagrafica decrece hacia 0.

Por tanto, si la tasa de nacimientos supera a la de defunciones, el tamafno de la
poblacion crece exponencialmente en tiempo, mientras que si la tasa de defunciones
supera a la de nacimientos la poblacién se extingue, tiende a su desaparicion.

El modelo Malthusiano ha sido utilizado como un referente en demografia, pero debe-

mos tener en cuenta lo siguiente:

= El modelo supone que la probabilidad que un individuo se reproduzca o muera

es constante.

= Un crecimiento o decrecimiento exponencial, no resulta realista, pues a medida
que la poblacién aumenta los recursos disminuyen, lo que conlleva a una menor

tasa de crecimiento.

= El crecimiento de cualquier poblacion esta limitada por las restricciones del me-

dio ambiente y la escasez de recursos.

1.5.2. Modelo Logistico

El modelo logistico introduce una regulacion de la densidad, que postula una taza
de crecimiento relativo variable, es aquel en el que la taza decrece linealmente como

funcion de z (¢). La ecuacién que representa esta situaciéon esta dada por:
x .
Z=a—bzr— i=ax— bz’
T

siendo a y b constantes positivas. Este modelo describe un proceso que depende de la
posibilidad de encuentro entre los miembros de la especie, siendo este un factor que
reduce el crecimiento previsto a partir de la tasa de reproduccién.

Si a # 0, la ecuacion queda escrita de una forma mas conveniente. Asi si elegimos
r=ay K = 7 tenemos:

i (t) = ra (1 - ?) (1.7)



Observamos que el segundo miembro es una parabola abierta hacia abajo, que alcan-

za su punto maximo en las coordenadas (4, ™)

K
® y=r(1-3)

Nix ]

Figura 1.5: Parabola que marca el crecimiento absoluto del modelo logistico.

La ecuacién anteriormente descrita suele denominarse como ley de crecimiento

logistico o ecuacion logistica y fue introducida por primera vez por el matematico y
biélogo holandés P. F. Verhulst.
En ella se observa que el crecimiento exponencial dado por el factor rz (¢) , es amor-
tiguado por el término % que, de alguna manera, es un término de competicién o de
friccién social proporcional al nimero de posibles encuentros entre individuos. Podria-
mos decir que r representa la tasa de reproducién potencial en ausencia de elementos
inhibitorios como las limitaciones medioambientales. Al analizar el signo del miembro
derecho de la ecuacién (1.7), una poblacién que inicialmente tiene menos de K in-
dividuos (zp < K) crece indefinidamente pero no llega a alcanzar ese valor (pues en
ese instante z (t) = 0). Andlogamente, si z¢p > K la poblacién decrece indefinidamente
pero nunca alcanza el valor de K. (Obsérvese la figura 1.6)

Recordemos que en el modelo malthusiano las soluciones presentan un compor-
tamiento exponencial en cambio en el modelo logistico son acotadas, tendiendo hacia
K, el nivel de saturacion o capacidad maxima del medio vendra determinada por la

cantidad de elementos, de espacio, de depredadores presentes en el habitat y otras
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y=x(t)

Figura 1.6: Soluciones a la ecuacion logistica

causas. El comportamiento de las soluciones de la ecuacion logistica se puede detallar

encontrando las soluciones con el método de separacion de variables de la siguiente

forma:
dx T
— = —dt
z(K—-—z) K
integrando se obtiene:
Inlz| —Injz — K|=rt+c (1.8)

donde ¢ es una constante arbitraria que quedara determinada a partir de la condicién
inicial z(0) = =z, obtenida experimentalmente, que suele acompanar a la ecuacion
(1.7). La principal dificultad a la que nos enfrentamos a la hora de intentar obtener
una formula explicita que describa el comportamiento de la poblacién en un instante
de tiempo arbitrario ¢ es la presencia de la funcién valor absoluto. En In |z| no ofre-
ce ningun problema ya que estamos suponiendo que, gracias a la interpretacion del
problema, z(t) > 0 para cualquier instante de tiempo. En cambio, vamos a tener que

distinguir dos casos para que In |z — K| esté siempre bien definido.

(N Siz > K, entonces la expresion (1.8) se escribiria como

l v =rt+c
n oy )
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Y, despejando la variable z, obtenemos:

w(t) = — >

1 — et

donde la constante ¢ queda determinada a partir del dato inicial, c = 1 — £

xo "

(n) Siz < K, (1.8) se escribe como

! G I
n K_x =T C,

y las soluciones asociadas

conc:1+%.

Se concluye que, en cualquier caso, las soluciones de la ecuacién logistica se pueden

escribir como:
B Kxpe™
- K 4 1 (ert1)

Las curvas asociadas a las soluciones, dependiendo del valor de =, son las que apa-

x(t) (1.9)

recen en la figura (1.6).
Hay dos soluciones constantes x(¢) = 0 y la z(¢) = K. Las soluciones del tipo (1.9)

normalmente se llaman de crecimiento logistico, curvas logisticas o sigmoides.
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Capitulo 2

Modelos depredador - presa

2.1. Analisis del modelo clasico Lotka - Volterra

Sea z(t) e y(t) el tamafo, densidad de poblaciéon o concentracién de dos especies
existentes que interactuan. En general, el sistema que describe esta situacion corres-

ponderd a uno del tipo:

dx

o f(x7 )

% Y (2.1)
== g(z,y)

donde f y g describen el crecimiento de cada una de las especies y no dependen de
forma explicita del tiempo sino del tamano de la poblacién en un instante determinado

de tiempo.

En el modelo clasico de Lotka-Volterra se considera un habitat en donde coexisten
dos especies que interaccionan entre ellas. La especie z(t) se le llamaré presa y tiene
una fuente de alimentacion por la que no compite la otra especie y(¢), a la que llama-

remos depredador; pero en cambio ésta tiene a z(t) en su dieta. De esta forma, x(¢)

Las hipotesis de los modelos y definiciones de este capitulo se han obtenido de [3], [5], [10]

y [11]
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representa el numero de presas en el instante ¢, mientras que y(t¢) indica la cantidad
de depredadores en ese mismo momento.

Hipo6tesis mas simples del problema depredador presa.

m Las presas, en ausencia de cualquier depredador, evolucionan de una forma
natural siguiendo un modelo continuo unidimensional. En este caso se puede
suponer que las presas tienen una tasa de crecicimiento constante e igual a
a > 0.

7' (t) = az(t)

= Si hay presencia de depredador la tasa de crecimiento percapita tendra una
reduccién en una cantidad proporcional a la poblacién de depredadores en cada

instante.

2'(t) = ax(t) — bx(t)y(t)

= Si no hay presas, los depredadores morirdn con una tasa de mortalidad relativa

constante ¢ > 0.

y'(t) = —cy(t)

= La contribucién de las presas a la tasa de crecimiento relativa de los depradado-

res es proporcional a la cantidad de presas en dicho momento.
y'(t) = —cy(t) + du(t)y(t)

Con base en las hipotesis anteriores el modelo de Lotka - Volterra resulta como el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

dx

— =ax — bxy

d (2.2)
@——c +dx

donde los parametros a, b, ¢, y d son constantes positivas. Estas son las ecuaciones
de Lotka-Volterra, que fueron propuestas por Volterra en el afio 1926 para explicar las
oscilaciones encontradas en el volumen de pesca de ciertas especies de peces en
el mar adriatico. También Lotka habia estudiado estas ecuaciones para explicar las

oscilaciones observadas en cierta reaccidén quimica.
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2.1.1. Analisis del modelo

Buscamos, por tanto, funciones (x(t), y(t)) que sean solucion del sistema de ecua-
ciones (2.2). Obviamente, esta solucién dependera de la cantidad inicial presente de
depredadores y presa, es decir, de (2(0),y(0)). No obstante, estudiando la ecuacién,

podemos obtener ya algunas soluciones particulares de esta.

= Si suponemos que no estan presente individuos de ninguna de las dos especies
involucradas en el modelo, x(t) = y(t) = 0, t € R tendriamos, que la 6rbita de la

solucion trivial se reduce a un solo punto que es el origen.

= Si suponemos que la poblacion de presas se reduce a cero, z(t) = 0, el sistema
ligado al modelo se transforma en una ecuacion lineal y corresponde a un mo-
delo de crecimiento de tipo exponencial decreciente, con lo que y(t) = y(0)e™<,
t € R, siendo y(0) una constante mayor que cero que indica el tamano inicial
de la poblacion de depredadores. La trayectoria solucién sobre el plano de fa-
ses describiria el segmento situado sobre el eje de coordenadas, recorrida con

origen en el punto y(0) y hacia abajo, tendiendo a llegar al origen.

= Si no hay depredadores, y(t) = 0, observamos que la evolucion de la poblacion
de presas se ajustaria a un modelo malthusiano de crecimiento. De este modo
las funciones, z(t) = z(0)e%, y(t) = 0, t € R, son la pareja de soluciones del
sistema diferencial planteado, siendo z(t) > 0 el tamano inicial de la poblacién
de presas. La trayectoria recorrida sobre el plano de fases es una semirrecta
localizada esta vez sobre el eje de abscisas, cuyo origen es el punto z(0), y que

recorre en el sentido positivo de dicho eje.

2.1.2. Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio en este sistema son en las que la variacién de la densidad
de la poblacién es nula. Para calcular los puntos de equilibrios se resuelve el siguiente

sistema no lineal
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ax —bry =0
(2.3)
—cy+dzy =0
Por tanto, los unicos puntos de equilibrio son el O = (0,0) y el P = (3, %).
Analizando el punto O = (0,0) se tiene que
a— by —bx

J(z,y) =
dy —c+dx

Cuya matriz asociada es
0
J(0,0) =
0 —c
Segun la matriz se tienen los autovalores A\; = a > 0y A2 = —c¢ < 0 por lo que el punto
de equilibrio es un nodo inestable en otras palabras es un punto de silla.
Analizando el punto P = (£, ¢) para ello se realiza un cambio de variable

d (2.4)

Esto es para situar el origen de coordenadas en el punto P, y se obtienen las ecuacio-

nes

Z—u = —bgv — buv

t (2.5)
v = d> + duv

dt b

donde ahora se tiene que (0,0) es punto de equilibrio y se tiene

—bv  —b5 —bu 0 —b
= J(0,0) =
dg +dv du dg +dv 0

J(:L'ay) =

Los autovalores de esta matriz se obtienen al resolver el polinomio A\?> 4+ ac = 0y
resulta A = +,/aci por lo que en este caso no se puede aplicar el teorema de Hartman-
Grobman y determinar el tipo de punto, ya que en el sistema linealizado hay un centro.
En cambio, el sistema no lineal puede tener trayectorias que convergen en espiral al

equilibrio o fuera de él, dependiendo de los términos de orden superior.
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2.1.3. Analizando el punto P utilizando una funcién Lyapu-

nov del sistema

Sea E C R™ abierto, f € CY(E) y

d
—=f@)  2(0) = (2.6)
Una solucién de la ecuacion (2.6), es una funcién ¢;(zp) : I C R — R definida en
una vecindad de cero, tal que ¢o(zo) = zo Y %(¢i(z0)) = f(e(z0)).
Si V € CY(E) definimos la derivada de V a lo largo de las soluciones ¢.(x) como,
#V(u(@))li=o =V = DV (2) - f(x).
Sea x( un punto de equilibrio de (2.6) y V € C'(E) tal que:
1. V(zg) =0
2. V(z) >0siz# xo

Cuando V < 0 paratodoz € E6V > 0 paratodo z € E — {zo} decimos que V es una
funcion de Lyapunov para (2.6) en E.

Sea x( un punto de equilibrio de (2.6) y V una funcién de Lyapunov, entonces x, es
estable.

Con la finalidad de construir una funcién de Lyapunov para el sistema de (2.2), propo-

nemos una funcién H como suma de dos funciones

H(z,y) = F(x) + G(y)

Se calculara como debe de ser G y F' de tal manera que H satisfaga las condiciones
sobre la derivada para ser una funcion de Lyapunov.

Calculamos la derivada de H a lo largo del sistema (2.2) se obtiene

d dF dz  dG dy
S Hy - wrar a=dy
FHGO.WO) = T
dF dG
= %(ax — bxy) + d—y(—cy + dxy)
dF dG
= x%(a—by)—l—yd—y(d:r—c)
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Para que las soluciones de (2.2) vivan en las curvas de nivel de H se debe cumplir

4
dt
Al separar las variables = y y se tiene:

(HE(050) =0~ (@ by) + 55 (do =) =0

dF dG

r—
dx dy

= 2.7

de—c by—a (27)

Como z y y son variables independientes la ecuacion (2.7) se tiene, si y solo si
ar 4G

—_— Y
xd;v _ Tdy

= = cte.
dr—c by—a

Como la constante puede ser uno se tiene:

dF
T—
ﬂzl — F=dr—clnx
dr —c
y
dG
yd—
Yy —1 —-G=by—alny
by —a

Por lo que H es de la forma
H(z,y) =dx —clnx+by —alny

y esta definidaparaz >0y y >0
A partir de H buscamos proponer una funcién de Lyapunov, por lo que es necesario

determinar los puntos criticos de H. Como,

OH OH c a
(%) ~00=(4-30-5)

donde se tiene que es el mismo punto critico para el sistema (2.2) P = (4, ¢).
Para demostrar que P es un minimo es suficiente checar que la matriz hessiana de H

en P es definida positiva por definicion.

*f  &f 0

Ar2 2
Hess(f) = ngf %%éfy —  Hess(H) = % a

oxdy Oy y?
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de aqui se tiene

d?

— 0
Hess(H(P))=| ¢ B2

—

Como % > 0y det(Hess(H (P))) > 0, tenemos que H tiene un minimo en P
Sim = H(P)=a+c—cln§—aln}, entonces la funcion V(z,y) = H(x,y) —m es una
funcién de Lyapunov en el primer cuadrante para el sistema (2.2). Por tanto, el punto

de equilibrio P es estable.

30



2.2. Soluciones no estacionarias al modelo Lotka -
Volterra

Para describir el comportamiento vamos a reducir el sistema a una ecuacion en
la que y es una variable que tan solo depende de forma explicita de x. Las curvas
y (t), soluciones de esta ecuacion vendrian asociadas a las 6rbitas del sistema y de su
representacion gréfica.

Se divide la segunda ecuacién del sistema (2.2) por la primera se obtiene la ecuacion

diferencial
dy  y(dz —c)
dr  z(a — by)

esta ecuacién es de variables separables y se puede integrar de forma inmediata ob-
teniendo

by —alogy = dx — clogax + C

Por tanto se puede expresar asi:

a C

yrx
Si se grafica
z = xcyae_(by'i'dm)

se obtiene una superficie tridimensional (ver figura 2.1).

Si se hacen diferentes cortes de esta superficie on valores de z constantes se
obtiene la figura (2.2):
Por tanto, dado unos valores iniciales se calcula la constante C'y la solucion esta sobre
la curva dada por la ecuacion (2.8). Un analisis detallado de las curvas dadas por la
ecuacion (2.8) en el plano (x,y) revela que todas ellas son curvas cerradas alrededor

del punto de equilibrio (P = (§, 7))
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Figura 2.1: Superficie tridimensional asociada al sistema de Lotka-Volterra.

2a1

IE4 3

Figura 2.2: Curvas de nivel donde a, b, c y d son igual a uno.
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En la siguiente figura aparecen algunas de las 6rbitas representadas en el corres-

pondiente plano de fases.

(5]

;//‘_'Hm*\‘\
e, e TR

/

Il
i

n
O e e e

=]

e A SIS

NPTy

o
i

//é_,‘_‘_ﬁ_q__hﬁhhhhmﬁ

]

Figura 2.3: Diagrama de fases del modelo donde a,b, ¢ y d iguales a uno.

Estas orbitas son las asociadas a las curvas que dibujan las soluciones ligadas a de-

terminadas condiciones iniciales.(Ver figura 2.4)

24 T T T T

Presa
— ——Depredadaor |

Figura 2.4: Grafica de las soluciones del sistema de Lotka-Volterra

Hay algunas propiedades importantes que Volterra descubrio:
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1. Lallamada Ley de la periodicidad de Volterra que dice que el cambio de los tama-
nos poblacionales de las dos especies (depredadores y presas) son periodicos,

pero con distinta fase (Ver figura 2.4).

2. La Ley de Conservacion de los promedios, 1o que nos dice es que los promedios
de los tamanos poblacionales de las especies involucradas son independientes

de su tamano inicial.

3. La Ley de la perturbacion de los promedios mas conocida como el principio de
Volterra. Que nos dice que si las poblaciones de ambas especies son destrui-
das a una razo6n proporcional su tamafo poblacional, el promedio de las presas

aumenta, mientras que el de los depredadores disminuye.

Es decir que si sometemos un modelo clasico depredador-presa a algun tipo
de explotacién, como la pesca de arrastre-proporcional al nimero de individuos
presentes, disminuira la tasa de crecimiento tanto de las presas como de los

depredadores.

El principio de Volterra tiene aplicaciones interesantes para los tratamientos con
insecticidas que destruyen tanto al depredador como a la presa. Implica que
la aplicacién de insecticidas en realidad incrementara la poblacion de aquellos

insectos que son mantenidos bajo control por otros insectos depredadores.

Tener en cuenta el Principio de Volterra es crucial para el disefio de plaguicidas,
de modo que focalicen su efecto letal sobre la especie-plaga y minimicen los
dafnos colaterales en los predadores naturales. Esto es algo que se tiene muy
en cuenta en la industria farmacolégica con el concepto de diana terapéutica en
el tratamiento del cancer y otras enfermedades para evitar en lo posible que los

farmacos ocasionen danos colaterales en el sistema inmunologico.
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2.3. Modelo depredador-presa mas general

Una de la caracteristicas que no permite que el modelo de Lotka - Voltera se ajuste
mejor a la realidad es que, en ausencia de depredadores, el nimero de presas crece
indefinidamente como en el modelo de Malthus.

Para generalizar el modelo de Lotka-Volterra es necesario considerar las funciones f
y g del sistema de ecuaciones (2.1), donde se consideran otras hipétesis y se tome en
cuenta la capacidad de soporte maximo del medio como en el crecimiento logistico.

De este modo, un sistema generalizado debe ajustarse a una expresion del tipo:

dx T

ptad 1- 2\ —oF

7 m( K) yF (z,y), 29
W _ By (2,y) |
dt_y 2 'Y

donde la expresion rz(1 — %) es el crecimiento de las presas en ausencia de
depredadores (y), el término —yF; (z,y) como afecta los depredadores al crecimiento
de presas (término de interaccion), y el término yF»(x,y) es la tasa de crecimiento de
las presas. Las funciones F} y F; se pueden elegir dependiendo de las hipotesis que

se hagan.

2.3.1. Analisis de diferentes modelos de depredador presa

mas general.

1. Modelo clasico con ajuste logistico.
En esta parte se considera que existe competencia entre las presas por la limi-
tada cantidad de recursos disponibles y la lucha entre los depredadores por el

limitado numero de presas, por lo que el modelo clasico de Lotka-Volterra queda

asi: J
d—m = az — by — ex?
dt (2.10)
dit/ = —cy + dxy — fy’

donde a, b, c y d son constantes positivas como en el modelo clasico y los térmi-

nos ex? describe la competencia entre las presas y fy? la competencia entre los
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depredadores.

Sihacemosr; =a,r2=¢, K1 =2y Ky = % el modelo (2.10) queda asi:
dz < x )
—=rz(l—— ) —bxy
dt K (2.11)

donde ahora en el modelo clasico de Lotka-Voterra se observa que tiene un
ajuste logistico para cada especie.

Si hacemos b = %1 y d = “22 la misma ecuacion (2.11) resultaria:
1 2

dx < x a1>
=rzl|l————y

dt K, K
2.12
dt 2 Ky K

Adimensionalizando el modelo

Con el objeto de reducir el numero de parametros que aparecen es conveniente
realizar una adimensionalizacién de las ecuaciones. Se debe tener en cuenta
que solo se pueden sumar magnitudes de la misma dimensioén en esta parte uti-
lizamos los corchetes [.] para indicar la dimension de una determinada magnitud.

Se debe tener en cuenta que:

[z] _ yl _
ma] = b g =

también
B ) = 2 = = 1=

[1] [1]

de aqui resulta que:
T=rtu=gYyv= K% donde 7, u y v no tienen dimensién y efectuando los

cambios al modelo (2.12) se tiene:
d—u =u(l—u-— a1 KK
dr Y Ky v

dv T9 as Ky
=251 _
ir 7“1U< +v 7y u>

(2.13)

sip=12B= % yC = % con estos cambios el modelo (2.13) queda asi:

du _ u(l —u — Bv)

dr

a (2.14)
— = —pv(l+v—Cu)

dr
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y de este modo, pasamos de un sistema dependiente de seis pardmetros a otro
que tan solo dependera de tres. Los puntos de equilibrio de este modelo son:
(O)O)’ (170)’ (Ov _1) y (13_+BBC’ 12%10)

Analisis del punto (0,0)

1—-2u— Bv —Bu
J(u,v) =
pCv —p—2pv+ pCu
1 0
J(0,0) =
0 —p

setieneque \y =1 >0y Ay = —p < 0 por lo que el punto (0, 0) es un punto silla.
Analisis del punto (1,0)

Siw=u—-1yz=v

1-2(w+1)— Bz —B(w+1)
J(w,z) =
pCz —p—2pz+ pC(w+1)
-1 -B
J(0,0) =
0 —p(1-0C)

el punto es punto sillasi C > 1
Analisis del punto (X5, =L

1+BC’ T+BC
Para que el punto esté en el primer cuadrante C > 1.
H _ 1+B _ Cc-1
Siw=u-— itBc Y ? =V~ iiBo
B C— B
J(w,z) = 1_2(w+11++B0)_B<Z+1+7310) _B(w+11++BC)
pC(z + 127310) —p—2p(z + 1252*) +pC(w+ 1£L+BBC)
_ __B(+B)
’ —pC(1-C)  p(1-0C)
1+BC 1+BC
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det(J(0,0)) = —prfBCC)—chﬁigg; ‘)
_ _pB(1-0) (2+C(1+B)>
1+ BC 1+ BC
1—C (3BC+C+2
1+BC( 1+ BC )
C—1 (3BC+C+2
( >>o

— B
PP B\ 11BC

por lo que el punto es un atractor asintdéticamente estable.

. Modelo presas con refugios.

Los refugios son cualquier espacio usado por una parte de las presas
para evitar la depredacion y esa fraccion la denotaremos por x,.. Para este
caso consideramos que la cantidad de presas en refugio es proporcional

a los encuentros entre presas y depredadores, esto es:
T, = 0xy

para las presas se considera que tienen un ajuste logistico. Si z, es la
cantidad de presas que consiguen refugio efectivo entonces la cantidad
de presas a las que puede optar el depredador es = — z,. por lo que po-
demos tomar Fi(z,y) = q(x — z,) donde ¢ es la tasa de consumo de
los depredadores. Los depredadores mueren con tasa de mortalidad re-
lativa constante c y la contribucidén de las presas a la tasa de crecimien-
to relativa de los depredadores es proporcional a la cantidad de presas

que no consiguen refugio en dicho momento por lo que se puede tomar

Fy(z,y) = plz — x,) — c.
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El modelo con las hipotesis anteriores es:

(- 5) gy

dy oo | | (2.15)
— = —Zy)—¢C
dt p Yy
Si z, = 0 el modelo queda asi:
dx
- = 1—- =) —
dy . '
—_ = —C
dt pry Y

que tiene como puntos de equilibrio (0,0),(K,0) y (fy, %) este ultimo

esta en el primer cuadrante.
Analisis del punto (0,0)
y_ 2z

J(x,y) = K
by bxr —c¢

—qy 4T

0
0 —c

= J(0,0) =

como A\ =r >0y Ay = —c < 0, entonces el punto es un punto silla.
Analisis del punto (K, 0)

Hacemos el cambio de variable u = x — K y v = y se tiene que

2r(u+K)
r—=—m——quv —qu+K
) = 7 q q( )
pv plu+K)—c
—r —qK
= J(0,0) =

0 pK—c

de aqui se tiene que \; = —r < 0y Ay = pK — ¢ > 0, entonces el punto

es un punto silla.

T c T(pK—C)
Analisis del punto (p, e )
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Hacemos el cambio de variable u =z — £ y v = y — "=

paK
2r(u+7) r(pK—c c
R e e B (Ut
’ - r(ipK—c c
p(UJF%) plu+3)—c
5
= J(0,0) =
r(pK—c) 0
qK

luego tr(J(0,0)) = — 2% < 0y det(J(0,0)) = “Z(pK — ¢) > 0 por lo que

el sistema autonomo es asintéticamente estable en (i, %) Ahora

consideremos =, = dxy con § > 0 es decir, la cantidad de presas en
refugio es proporcional a los encuentros presa-depredador por lo que el

modelo queda asi:

Z—f =rx <1 — %) —qzy(1 —dy)
@ (2.17)
—=(pr (1=0y) =)y

donde:

r: es la tasa de crecimiento per capita de las presas.

K: es la capacidad de soporte o carga del medio ambiente.

q: es la tasa de mortalidad de las presas o consumo de los depredadores.
p: mide la eficacia con que los depredadores convierten en energia lo
consumido para el nacimiento de nuevos depredadores.

c: tasa de mortalidad natural de los depredadores.
Simplificacién del modelo

Utilizando la adimensionalizacién se reducen los parametros del modelo

(2.17). Por lo que de la primera ecuacion del sistema se tiene:

% = [r(1— %)x] = [gz(1 — dy)y]
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de aqui:

?:1
tambien
m:rx i:r =|r
n [H]=>m [r] = 1=1[r][t]
(2] 1 [q]

oo [q][][y] = W [qly] = [r] = [dly) = 1= m[y]

De aqui resulta que 7 = rt, u = % y v = %y donde 7, u y v no tienen
dimensién.

Efectuando los cambios al modelo (2.17) se tiene:

du _ (1—wu—(1- 6fv)uv

dr

dv Kull 57“ (2.18)
E_@ u(l— 5“)—0)0

SIN:(SZ,B:pKyC:#

du
% =(1—u—(1—Nv)v)u (219)
i (B(u(l — Nv) — C)v

Los puntos de equlibrio de este sistema son: (0,0), (1,0) y (ue, “;,;ec) don-

de u, es solucién de la ecuacion
p(u) = —Nu* + Nu* — Cu+C*=0 (2.20)
Analisis del punto (0,0)
1—2u+ Nv?—v —u+ 2Nuv 1 0
J(u,v) = ~ J(0,0) =
Bv — BNv? Bu —2BNuv — BC 0 —BC
setieneque \; =1 >0y Ay = —BC < 0, entonces el punto es un punto

silla.
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Analisis del punto (1,0)

Haciendo el cambio de variable w = v — 1y z = v se tiene que:

1—2w+1)+Nz?—2 —(w+1)+2N(w+ 1)z
J(w,z) =
Bz — BN 2? B(w+1) —2BN(w+ 1)z — BC
—1 —1
= J(0,0) =
0 B-BC
se tieneque \; = -1 <0y A\, = B— BC < 0, entonces el punto es un

punto sillasi C' < 1.
o)

Segun la regla de los signos de Descartes la ecuacion:

Analisis de punto (.,

—Nu? 4 Nu? — Cu+C? = 0 tiene por lo menos una raiz positiva y ninguna
negativa.

Supongamos que F es raiz real del polinomio (2.20) entonces se tiene

que:
Nu3—Nu§jgu702:0 — NU2+(NE—N)U+(NE—N)E+C+ NE3—NuE_QECEfCQ;
pero si E es raiz NE® — NE? + CE — C? = ( se obtiene que N = £i7—5

de aqui C' < E < 1 ya que N>0.

Para las otras raices:
Nu®>+ (NE - N)u+ (NE—-N)E+C =0
sustituyendo N se obtiene:
(E-Cw*—(1-E)E-Cu+CE(1-E)=0

donde las soluciones de esta ecuacién vienen dadas por:

(1—E)E—C)+/0-E)E—-C)E—-E2—C —3EC)
2(E — )

u =

La ecuacion tendra una solucion real si £ — E? —C —3EC < 0, tendra dos
raices reales una con multiplicidad dos si £ — E? — C — 3EC = 0, tambien
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es posible que tenga una raiz pero con multiplicidad tres u; = uy = uz = §
y tendra tres raices reales positivas distintas si ¥ — £? — C — 3EC > 0.
Caso |

Si ~3EC —C— E*+E < 0, entonces el punto de equilibrio es: (£, Z-2),

ahora si hacemos el cambio de variable w = u — E'y z = v — 202E)

s 1—2(w+ E) + N(z + ZUZE)y2 . BU_E)) —(w+E)+2N(w+E)(Z+w)
(w,2) = B(Hw),BN(H@)Q B(w+ B) = 2BN(w + E) (= + 20550
—F —-2C+F
B—- BE —BE+ BC

= J(0,0) =

det(J(0,0)) = B(2E* —3EC +2C — E) > 0yaque si C = E (45) se

3E+1
tiene que det (J(0,0)) = B (Eggﬁ)2> > (0 y ademas:

tr(J(0,0)) = —E — B(E — C) < 0,yaque C < FE de aqui se sabe que el
punto es atractor asintéticamente estable.

Casolll

Si E— E* — C — 3EC = 0 se tendran los puntos de equilibrio (E,3F + 1),
(%, %) y (1,2) donde este dltimo es de multiplicidad tres.
Analisi del punto (£, 3E + 1)

Haciendo el cambio de variable w =u — Ey z =v — (3£ + 1) se tiene:

Jw,2) = 1-2(w+E)+N(E+3E+1)2— (24 E+1) —(w+E)+2N(w+E)(z+3E+1)
T B(z+3E+1) — BN(2 + 3E + 1)? B(w+ E) —2BN(w+ E)(z + 3E + 1)
1-2E+NBE+1)?-3E—1 ~E+2NE(3E + 1)

= J(0,0) =

B(3E+1)— BN(3E+1)2 BE—-2BNE(E+1)— BC

como I — 7~ € 35C =0, entonces € = Hily N = il

. E5E—1
J(07 0) — 3E+1

2
B<1 - E) _ggﬁ
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3
det(J(0,0)) = 3251 - BU-E)E (Zg + D
—4F3B — B(1 — E)(5E? — E)
3E+1
E3B — 6E®B + BE
3E +1
BE(9E? — 6E +1)
3E+1
BE(3E —1)?

= ——>0.
3FE +1

EQ
= —F—-4B
tr(J(0,0)) Vo
—4BE? —3E? - F
SE+1
—(4BE? + 3E* + E)

- 36 +1 <0.

por lo que el punto (E,3E + 1) es asintéticamente estable.

alisi 1-E (E4+1)(3E+1)
Analisis del punto (T T)
Haciendo el cambio de variable w = u — 152 y » = ¢ — EHUBEEL og tigne

el jacobiano:

1—9 (w + %) N (z n (E+131(]SE+1)>2 B (z n (E+131(E3E+1)>

Jw,2) = (E+1)(3E+1) (B+1)(3E+1) ) 2
B (74 EEEH)) _ BN (5 EHEEH)
(w58 2N (w155 (5 4 sl
B (w+ 52) = 2BN (w+ 15E) (2 + 0ED)
_1(1_ gy _10=pp
= J(0,0)= |, 3 ) 1213115;1
IB(1+E) iEE




se tiene que:

det(J(0,0)) — lB(l_E>(1_E2>_lB(l—i-E)(l—E)z

4 3E+1 4 3E+1
1B(1 - E)(1 - E?) _131—E—E2+E3
4 3E+1 4 3E+1
1B(1—-E)1—-E? 1B(1—E)(1—E?)
4 3E+1 4 3E +1
= 0.
y
1 11— E?

1 |- B2
_ _(i—E+B 0
2( - 3E+1><

1—E (E+1)(3E+1) .
por lo que el punto (T, T) es silla nodo.

Analisis del punto (3,2)
Haciendo cambio de variable w =u — 3y z = v — 2

B(z+2) — BN(z +2)? B(w+1)—2BN(w+1)(z+2)

)

2
3
se tiene que det (J(0,0)) = 0y tr(J(0,0)) = — — 2B < 0 por lo que el

J(w.2) = (1—2(w+§)+N(z+2)2_(z+2) —(w+§)+2N(w+§)(z+2)>

(M

= J(0,0) = (
B _

O ©|—=

punto es atractor no hiperbdlico.
Caso lll

Si E - E* - C —3EC > 0 las raices seran positivas y distintas donde:

u = F
 (1-EB)E-C)—/1-E)E—-C)(E—-E>—C-3EC)
= 2(E — O)
 (A-B)(E-C)+/1-E)E-C)E-E2—C—3EC)
= 2(E - C)

y puede ocurrir que u; < up < uz, Us < u; < usz 0 uy < uz < uy, las tres

raices son menor que uno y mayor que C.
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Consideremos la diferencia u; — C' tenemos que:

B 1
2(E-C)

(W=(01-E)E-C)(F-E*-C-3EC)) donde el signo depende del
factor:
F=(1-E—-2C)(E—-C)—+W de manera que F > 0 si:

uy — C (1= EB—20)(E-0)-ViV)

(1—-E-20)(E-C) > VW
(1-E-20)(E-C))?* > W
(1-E-2C(E-C)*-W > 0
4C*(1-CYE-C) > 0

de acasetieneque C < E < 1.
AhoraF<Osi1—E—20§0602%y\/Wnoesrealporloque
U2>C.

Consideremos ahora la diferencia us; — 1, teniendo

uy 1= L (W —(+B)(E-0)

2E-C)

esto sera negativo si:

VW - (1+E)E—-C) < 0
—4FE*(1-C) < 0

por lo que uz < 1y las tres raices pertenecen al intervalo |C| 1].
Para saber la relacién de u; y us consideramos la diferencia

1

= m(@E —1)(E—C) = VW)

Uy — us

y u; < us 0 u; > uz depende de 2E? — 3EC +2C — E lo mismo ocurre con

uy Y ug Si se considera la diferencia

(B3E = 1)(E — C) + VW)

1
ul—u2:2

2AE-C)
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Ahora definimos las regiones:
A ={(E,C)e N\/JEZ2. <C < Es-EyE <3}

3E+1
Ay ={(E,C) e NJE{=2E < C < Ejz5 yE > i}
donde:

A_%ECMNMVN<C<E;%ﬁ}

Se obtiene que:

a) up < Up < ug Si (E,C)GAl
b) U2<U1<U3Si (E,C)GA—(AlLJAQ)

C) U < uz < up Si (E,O)GAQ

s T

Figura 2.5: El grafico describe la situacion del orden de las raices cuando C' > 1222

2-3E°
1-F _ 1
C<EEEyE=1

Los tres puntos de equilibrio estan en el nullcline 1 —u — (1 — Nv)v =0y

u(1 — Nv) — C = 0, donde se obtiene la matriz jacobiana escrita como:

—u (2Nv — 1)u
B(l1—u) —BNuw

J(u,v) =

47



Para el depredador el nulicline se tiene que v = “-¢, entonces para cada

uno de los puntos de quilibrio estan en el primer cuadrante y se tiene que:

—u u—2C
B(l—u) —B(u-C0C)

J(u,v) =

donde: det (J(u,v)) = B (2u? — (3C + 1)u + 2C) y
tr (J(u,v)) = —u—B(u—C) <0

por lo que la naturaleza de los tres puntos de equilibrio depende de la
matriz jacobiana.
Analisis del punto (u;,v;)

(1-FE)

Siu, = Ey v, = 2E se tiene que

det (J(uy,v1)) = B(2E* —3EC +2C — E)

y tr (J(ui,v1)) = —F — B(E — C) < 0 por lo que punto es atractor si
2FE? —3EC +2C — E > 0conelorden u; < uy < ug 6 us < ug < u; y Sera
punto silla si 2E? — 3EC + 2C — E < 0 con el orden uy < u; < us
Andlisis de los puntos (u3, v2) Y (us, v3)

Si se tiene el orden u; < us < ug, entonces 2E%? —3EC +2C — E >0y
uy < 3 por lo que el punto (uz,v2) s punto sillay (us, v3) es un atractor.
Si se tiene el orden u, < uz < g, entonces 2E%? — 3EC +2C — E >0y
uy > 3 por lo que el punto (u3,vs) es punto silla y el punto (us,v2) €s un
atractor.

Si se tiene el orden uy < u; < ugzy 2E% — 3EC + 2C — E < 0 por lo que

los puntos (us,vs) Y (us,v3) Son atractores.

. Modelo de Leslie

En 1945 Leslie plante6 una modificacion del modelo de Lotka-Volterra y
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propuso el modelo descrito por el sistema de ecuaciones diferenciales:

d—x—m( — =) —qay

t K (2.21)
Y- sy -2
dt nx

donde la ecuacion de las presas es de tipo logistico y la interaccion de-
predador presa es lineal (Fi(x,y) = x) y la tasa de crecimiento de los
depredadores se ajusta a una ley logistica donde la capacidad de sopor-
te maximo es dependiente de la cantidad de alimentos (presas).

Los parametros tienen diferentes significados biolégicos.

r: es la tasa de crecimiento percapita de las presas.

K: es la cantidad o soporte del medio ambiente.

q: es la tasa de mortalidad o consumo de los depredadores.

s: es la tasa de crecimiento percapita de los depredadores.

n: es una calidad del alimento que provee nuevos nacimientos de depre-
dadores.

Notemos que el sistema no esta definido para x = 0 y los puntos de equi-

librio para este modelo son (K,0) y (Jﬁw Tﬂ;—K’ﬁJ

Analisis del punto (K, 0)

Haciendo v = =z — K y v = y se tiene:

r—2r(u+ K)—qv —q(u+ K)

J(u,v) = , )
n(u+k)? S n(u+k)
—-r —K
7(0,0) = I
0 S
se tieneque \y = —r < 0y Ay = s < 0 por lo que el punto (K,0) es

inestable y es punto silla, tal y como se observa en la figura 2.6.

sgs = rK rK
Analisis del punto (TWK”, ”T+qKn>

49



ggf T T T == = T = T
e e e e e e m e w m w m e =
OEE Tow T T P M e e e i e
e T R e e e e e e
04k T W e e el e RS R e o sl
0.24/! /?d \ s TR e e ARG e e

-D,2‘HH%‘W“&“‘&H\&\ \ \L //..;
o e ™ e " o e g P T B N kY

‘D-ENMXMM\\\MMXN\Q

Figura 2.6: Diagrama de fases de un punto silla con K=2.

Haciendo u = o — -l y v = y — n 7 se tiene:
rK

J . r—= 2T(U + r+qKn) - q”r—i—qKn q(u + r+qKn)

(ua U) - s(v+nr+qKn)2 6 s(v+nr+qKn)

TL( r+qKn)2 n(u+r-‘:qI§(n)

2
- —rqkK
J(O, 0) — r4+qKn
sn —S

se obtiene que:

r’s srqKn
det(J(0,0)) = r+qKn+r—|—qKn
rs(r+ qKn)
N r+qKn
= rs>0
y 2
r
t’I"(J(0,0)) = —m —s<0

por lo que el punto es un atractor asintéticamente estable.
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Esta situacion se puede observar con mayor precision de forma grafica

en la siguiente figura:
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Figura 2.7: Punto atractor asintoticamente estable.
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Capitulo 3

Programacion y simulacion de los

modelos

3.1. Elementos de MATLAB

MATLAB es un lenguaje de alto rendimiento para la informética técnica. Integra
computacion, visualizacién y programacién en un ambiente facil de utilizar en donde
los problemas y soluciones se expresan en notacién matematica familiar.

Entre sus usos tipicos se hallan:
= La manipulacién de matrices,
= La representacion de datos y funciones,
= La implementacion de algoritmos,
= Modelado, simulacién y desarrollo de prototipos,

» |a creacion de interfaces de usuarios, y

'Para la elaboracion de este capitulo se ha utilizado [6]
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= La comunicacion con programas en otros lenguajes y con otros dispositivos hard-

ware.

El nombre MATLAB es una abreviatura de MATrix LABoratory, es decir, un laboratorio
de matrices. Fue creado por Cleve Moler en 1984, surgiendo la primera version con la
idea de emplear paquetes de subrutinas escritas en FORTRAN en los cursos de alge-
bra lineal y analisis numérico, sin necesidad de escribir programas en dicho lenguaje.
Ha evolucionado a lo largo de los anos con el aporte de muchos ususarios. En ambien-
tes universitarios, es una herrramienta estandar para cursos de iniciacion y perfeccio-
namiento en las matematicas, la ingenieria y la ciencia.

En 2004 se estimaba que era empleado por mas de un millén de personas en ambitos
académicos y empresariales.

Son aplicaciones tipicas el calculo numérico, la realizacién de algoritmos, la resolucién
de problemas con formulacién matricial, la estadistica, la optimizacion, etc. Es de des-
tacar la aplicacion en el estudio, simulacion y disefio de los sistemas dinamicos y de

control.

3.1.1. Funcionamiento

MATLAB es un programa interpréte de comandos. Esto quiere decir que es ca-
paz de procesar de modo secuencial una serie de comandos previamente definidos,
obteniendo de forma inmediata los resultados. Los comandos pueden estar ya defini-
dos en el propio MATLAB y pueden también ser definidos por los usuarios. Para que
MATLAB pueda realizar este proceso el usuario ha de escribir la lista de comandos en
la ventana de comandos, si su numero es reducido o en un fichero de extension .m,
constituyendo entonces un programa.

El método que debe seguirse para procesar los datos en muy simple:

1. El usuario escribe expresiones en la ventana de comandos, o bien en un archivo

de texto apropiado (archivo.m)

2. Tras la orden de ejecucién | ENTER | (o escribir el nombre del fichero), MATLAB

procesa la informacién.
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3. MATLAB escribe los resultados en la ventana de comandos y los graficos (si los

hubiere) en otras ventanas gréficas.

3.1.2. Comandos a utilizar

s PLOT: la funcion plot tiene diferentes formas, dependiendo de los argumentos
de entrada. Si y es un vector, plot (y) produce una gréfica de los elementos de
y contra los indices de los elementos de y. Si se especifican dos vectores como

argumentos, plot (x,y) produce la géafica de y contra x.

s SUBPLOT: esta funcién permite ver multiples graficas en la misma ventana o
imprimirlas en el mismo papel, su sintaxis es: subplot(m, n, p), esto divide la
ventana en una matriz de dimensiones m por n y selecciona el lugar en el que

aparecera la grafica p-ésima .

s ODE45: resuelve ecucaciones diferenciales por el método de Runge-Kuta-Fehlberg
de cuarto y quinto orden. Para ello se necesita convertir primero (si es posible)
las ecuaciones diferenciales de orden n en n ecuaciones diferenciales de primer
orden.

Su sintaxis es: ode45(’funcién’, a, b, inicial), donde ’>funcién’ es una
funcion creada por el usuario en donde describe las ecuaciones diferenciales, a
es el inicio del intervalo de integracién, b es el final del intervalo de integracién
e inicial es la condicion inical, el intervalo de integracién y la condicion inicial

son variables previamente declaradas.

= HOLD: asigna una nueva figura a la gréfica ya existente, si sintaxis es: Hold on,
es decir, con este comando MATLAB no remueve la gréfica existente; agrega los

nuevos datos sobre la gréafica anterior, reescalando si es necesario.

s LENGHT: define la cantidad maxima de elementos que tiene un vector. Su sin-

taxis es length(valor).

= NARGIN: es el nUmero de argumentos de entrada de la funcion.
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ZEROS: genera una matriz de n xn con todos los valores igual a cero. La sintaxis

es: zeros(n).

QUIVER: dibuja los vectores U, V con flechas en los puntos X, Y. Las matrices

X, Y, U, Vdeben tener el mismo tamano. Su sintaxis es: quiver(X, Y, U, V)

AXIS TIGTH: este comando establece los limites de los ejes en funcién de los

datos.

INLINE: sirve para definir el nombre y el orden de los argumentos de la funcion.

Su sintaxis es:nombre= inline (’expresidén matemdtica’, ’argl’, ’arg2’,...’argn’).
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3.2. Simulacién teoérica de los modelos

3.2.1. Modelo clasico con ajuste logistico

En el capitulo anterior consideramos una variacion del modelo de Lotka Volterra
cuando existe competencia entre las presas por la limitada cantidad de recursos dis-
ponible y la lucha entre los depredadores por el limitado nUmero de presas, ajustando

el modelo a las siguientes ecuaciones:

%:aaz—bazy—er
% = —cy +dzy — fy’

Para poder ver las soluciones del modelo, se han creado en MATLAB los siguientes

archivos:

m campovec.m en donde se ha creado una funcién:
function campovec(func,ylval,y2val,t)
if nargin==3
t=0;
end
ni=length(ylval);
n2=length(y2val) ;
ypl=zeros(n2,nl);
yp2=zeros(n2,nl);
for i=1:nil
for j=1:n2
ypv = feval(func,t, [ylval(i);y2val(j)]1);
yp1(j,1) = ypv(1);
yp2(j,1) = ypv(2);
end
end
dist=sqrt (ypl. 2+yp2."2);
quiver(ylval,y2val,ypl./dist,yp2./dist,.6,’r’);
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axis tight;

Esta funcion permite crear un campo vectorial, para poder visualizarla junto con
posibles soluciones, se han utilizado los comandos:

f = inline(’ [a*y (1) -b*xy (1) *y(2) -exy (1) *y(1);-cxy(2)+dxy (1) *y(2) -f*y(2)*y(2)]°,°t?,%y’)
campovec(f,0:1:20,0:1:20)

hold on

for y20=0:10:100

[ts, ys] = ode45(f,[0,100], [40;y20]);

plot(ys(:,1),ys(:,2))

end

hold off

OBSERVACION: Para que las instrucciones sean ejecutadas correcta-
mente se debe colocar en el lugar de las letra el valor correspondiente
a cada parametro. En lo que sigue utilizaremos estas instrucciones para
crear todos los diagramas de fases que se utilizaran, solo se cambiara;
l6gicamente, el argumento de la funciéon inline en donde se colocaran

las respectivas ecuaciones.

lotka1.m en donde se ha definido una funcién:

function yprima = lotkal(t,y)

yprima = [a*xy(1)-b*y(1)*y(2)-exy(1)*y(1);-cxy(2)+dxy(1)*y(2)-f*xy(2)*y(2)];
Observacion: los puntos que aparecen en el codigo anterior se deben ir
cambiando de acuerdo a los valores asignados para cada parametro que
deseamos analizar.
Para poder ver la soluciones de la ecuacién de forma gréfica utilizamos la
siguiente notacion:

[t,y]l= ode45(@lotkal,[1 10],[1/3;4])
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plot(t,y(:,1),t,y(:,2),’- -?)

Aqui invocamos a la funcidén ode 45 con las ecuaciones descritas en el
archivo lotkal.m, el intervalo de integracion es [1, 10] y con la condicién
inicial [, 4], al ejecutar las instrucciones obtenemos la solucién de forma

gréfica.

Para iniciar nuestro analisis debemos comprender el significado de cada uno

de los parametros involucrados en las ecuaciones:

a: representa la tasa de crecimiento constante de las presas.

b: representa la constante de proporcionalidad entre los encuentros de

las dos especies.

c: representa la tasa de mortalidad de los depredadores.

d: representa la razon del beneficio obtenido por los depredadores con el

consumo de presas.

e: representa la tasa de competencia entre las presas.

f: representa la tasa de competencia entre los depredadores.
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= PRIMER CASO

Consideraciones: a=0.5, b=0.02, c=0.03, d=0.5, e=1, f=1 El parametro a
un valor no muy grande, indica que hay un mayor nimero de nacimientos
que de muertes, b es pequefo ya que los encuentros entre las especies
son esporadicos, ¢ es un valor que indica que hay pocas muertes na-
turales de los depredadores, d es un dato que representa la ganancia
obtenida de los depredadores sobre las presas, considerando el valor de
e como 1 se determina que la competencia entre las presas es alta por
que los recursos son limitados y f al ser el valor maximo alcanzado indica
que los recursos de los depredadores son limitados.

Para estos valores se debe cumplir la condicién ad > ec, pues esto ga-
rantiza que el punto de equilibrio quede en el primer cuadrante, ya que
un caso diferente careceria de sentido biologico real.

Con estos parametros se obtiene el diagrama de fases siguiente ( figura
3.2):
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Figura 3.1: Diagrama de fases para el primer caso del modelo clasico con ajuste

logistico.
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Si analizamos las situaciones de la cantidad inicial de miembros de cada

poblacién obtenemos:

1. Cantidad de presas superior a la cantidad de depredadores.
Se ha considerado la condicion inicial (5, 1), obteniendo la gréafica

siguiente (figura 3.2):

Figura 3.2: Soluciones para condicién inicial (5, 1).

Se observa que al existir abundancia de presas la poblacién de de-
predores tiende a aumentar de forma paulatina mientras que las pre-
sas decrecen aceleradamente por lo que los depredadores despues
de encontrar su punto maximo disminuyen dramaticamente hasta

que las dos poblaciones logran estabilizarce.
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2. Cantidad de presas igual a la cantidad de depredadores.
Se ha considerado la condicion inicial (1, 1), obteniendo la gréafica

siguiente (figura 3.3):

Figura 3.3: Soluciones para condicién inicial (1, 1).

Con esta condicion se observan fluctuaciones entre las gréaficas se
inicia con un decrecimiento acelarado, luego crecen hasta lograr su

estabilizacién.

61



3. Cantidad de presas inferior a la cantidad de depredadores.
Se ha considerado la condicion inicial (1, 5), obteniendo la gréafica
siguiente (figura 3.4):

5 . . . T T . . . T
45¢F 1
4F i
I
350 1
|
3H b
|
L1 i
25 '|
|
2F E
i
15F 4 4
%
S
1& |
-
-
naf o
D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 3 5] 7 a 9 10

Figura 3.4: Soluciones para condicion inicial (1, 5).

Al iniciar con una poblacion de presas inferior los depredadores de-
crecen igual que las presas logrando en un momento igualar las po-

blaciones para luego encontrar la estabilidad.
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= SEGUNDO CASO
Consideraciones: a=0.8, b=0.3, ¢=0.03, d=0.5, e=0.2, f=0.1. Los valores
modificados en esta ocasion son: la tasa de natalidad a que se ha incre-
mentado, indicando que hay un crecimiento acelerado de la poblacién de
presas, el parametro b, también en aumento para dar una mayor oportu-
nidad de encuentro entre las dos especies, y los parametros e y f para

disminuir la competencia propia de cada especie.

El diagrama de fases para esta situacion es la siguiente (figura 3.5):
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Figura 3.5: Diagrama de fases para el segundo caso del modelo clésico con ajuste

logistico.
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Cambiando las condiciones iniciales se obtiene:

1. Cantidad de presas superior a la cantidad de depredadores.
Se ha considerado la condicién inicial (1, 5), obteniendo la gréafica

siguiente (figura 3.6):

.
L
RN Y B
I
4F 0 i
!
345 \\ B
I
3 " 4
kY
kS
24 " e B
kS <7 T TT T
2 \M%_f/// =
151 B
1F i
D.SW
D 1 1 1 1
0 =3 10 15 20 25

Figura 3.6: Soluciones para condicion inicial (1, 5).

Al inicio las graficas muestran variadas fluctuaciones pero pasado

un periodo determinado logran estabilizarse.

64



2. Cantidad de presas igual a la cantidad de depredadores.
Se ha considerado la condicion inicial (2, 2), obteniendo la gréafica

siguiente (figura 3.7):

Figura 3.7: Soluciones para condicion inicial (2, 2).

Los depredadores encuentran un maximo y luego disminuyen mien-
tras los depredadores decrecen, hasta que ambas poblaciones en-

cuentran la estabizacion.
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3. Cantidad de presas inferior a la cantidad de depredadores.
Se ha considerado la condicion inicial (5, 1), obteniendo la gréafica

siguiente (figura 3.8):

Figura 3.8: Soluciones para condicion inicial (5, 1).

Se muestran cambios drasticos al inicio pero luego ambas poblacio-

nes logran estabilizarse.
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= TERCER CASO
Consideraciones: a=0.3, b=0.5, ¢=0.03, d=0.5, e=0.5, f=0.5. Se ha su-
puesto una tasa de crecimiento de las presas baja, una cantidad de en-
cuentros del 50 % y tanto la competencia entre las presas como la com-
petencia entre los depredadores de 0.5

Obteniendo el siguiente diagrama de fases (figura 3.9):
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Figura 3.9: Diagrama de fases para el tercer caso del modelo clasico con ajuste

logistico.

Analizando diferentes condiciones iniciales encontramos:
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1. Cantidad de presas superior a la cantidad de depredadores.
Se ha considerado la condicion inicial (1, 10), obteniendo la gréafica
siguiente (figura 3.10):

Figura 3.10: Soluciones para condicion inicial (1, 10).

2. Cantidad de presas igual a la cantidad de depredadores.

Con la condicién inicial (10, 10), se obtiene la siguiente grafica (figura
3.11) :

Figura 3.11: Soluciones para condicion inicial (10, 10).
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3. Cantidad de presas inferior a la cantidad de depredadores.

Si la condicién inicial es (10, 3), obtenemos (figura 3.12):

Figura 3.12: Soluciones para condicion inicial (10, 3).

Al observar los tres graficos se nota que hay un decrecimiento acelerado
de las poblaciones hasta lograr la estabilizacion en valores cercanos a
la extinsién. Solo en el tercer grafico existe un crecimiento minimo de
los depredadores pero luego decrece y se comporta como los gréaficos

anteriores. Superando las presas a la cantidad de depredadores.
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La siguiente tabla resume lo expuesto:

Parametros

b

d

Observacion

Caso 1

0.5

0.02

0.03

0.1

Las dos poblaciones
decrecen hasta estabi-
lizarce y tienen a esta-
bilizarse de tal manera
que el namero de pre-
sas supera a los depre-

dadores.

Caso 2

0.8

0.3

0.03

0.5

0.2

0.1

Las poblaciones se es-
tabilizan pero al ha-
cerlo los depredadores
superan en ndmero a

las presas.

Caso 3

0.3

0.5

0.03

0.5

0.5

0.5

En un intervalo de
tiempo los depredado-
res superan en nimero
a las presas pero lue-
go se estabilizan y las
presas superan en nu-
mero a los depredado-

res.
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3.2.2. Modelo presas con refugios

Otra de las variaciones considerada anteriormente es cuando las presas
evitan la depredacién utilizando cualquier espacio disponible.

Generando las ecuaciones siguientes:

dx T

o= (1) —aw1-y)
dy

b A 1 — —

o (pr (1 —9dy) —c)y

Donde:

= r:es la tasa de crecimiento percapita de las presas.

K: es la capacidad de soporte del medio ambiente.

g: es latasa de consumo de los depredadores o mortalidad de las presas.

p: mide la eficacia con que los depredadores convierten en energia lo

consumido para el nacimiento de nuevos depredadores.

c: es la tasa de mortalidad natural de los depredadores.

d: la proporcién entre las presas en refugio y los encuentros presa-depredador.

De la misma manera como se ha analizado el modelo anterior se han creado
en MATLAB los archivos siguientes:

El archivo lotkaref.m en donde se crea la funcion con las ecuaciones diferen-
ciales antes mencionadas:

function yprima = lotkaref(t,y)

yprima = [r*xy(1)*(1-y(1)/K)-q*xy (1) *y(2)*(1-dxy(2)); (p*xy (1) *(1-d*y(2))-c)*y(2)]1;
Y para obtener las soluciones graficas se debe invocar la funcion con los si-
guientes comandos:

[t,y]= ode45(@lotkaref,[... ...1,[...,...1)
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plot(t,y(:,1),t,y(:,2),7-?)
En donde se colocan el intervalo de integracion deseado y la condicidn inicial

correspondiente.

= PRIMER CASO

Se han tomado en cuenta las consideraciones siguientes: r=0.8, K=10,
q=0.5, p=0.5, c=0.1, d=0.1. Una tasa de crecimiento de las presas bas-
tante alta, una capacidad de soporte del medio suficiente, el consumo de
los depredadores y la eficacia en que este alimento se convierte en ener-
gia igual, mortalidad de los depredadores bastante baja y la capacidad
de las presas de refugiarse baja.

El diagrama de fases para esta situacion se observa a continuacion (figu-
ra 3.13):
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Figura 3.13: Diagrama de fases para el primer caso del modelo presas con refugio.
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Al cambiar las condiciones iniciales se obtiene:

1. Cantidad de presas igual que la cantidad de depredadores y valores
inferiores al soporte del medio.
Se ha considerado como condicion inicial el punto (6, 6) (figura 3.14).

Con esta condicion inicial los depredadores crecen hasta estabilizar-

Figura 3.14: Soluciones para condicion inicial (6, 6).

se y las presas decrecen hasta llegar a un punto minimo luego cre-
cen hasta estabilizarse manteniendo la poblaciéon de presas inferior

a la poblacion de depredadores.
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2. Cantidad de depredadores superior al soporte del medio de las pre-
sas.

Se considera la condicién inicial (4, 15) (figura 3.15).

0 10 20 30 40 a0 60 70 g0 a0 100

Figura 3.15: Soluciones para condicion inicial (4, 15).

Como se puede observar los depredadores decrecen hasta estabili-
zarse en un valor cercano al del soporte del medio de las presas, en
cambio las presas crecen hasta lograr un maximo luego decrecen
hasta estabilizarse en ese momento el niumero de presas es inferior

al numero de depredadores.
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3. Cantidad de presas y depredadores cercanos a cero.

Se considera la condicion incial (2, 4) (figura 3.16).

-~
-
1

Figura 3.16: Soluciones para condicion inicial (2, 4).

En el grafico se observa que las poblaciones fluctuan de tal manera
que se obtiene un largo tiempo para estabilizarse; pero siempre la

cantidad de depredadores supera a la cantidad de presas.
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4. Cantidad de depredadores inferior al soporte del medio de las pre-
sas.
Consideremos como condicion inicial el punto (10, 4). (figura 3.17)

Se observa que los depredadores crecen hasta estabilizarse y las

o 10 20 a0 40 50 &0 70 ao = 100

Figura 3.17: Soluciones para condicion inicial (10, 4).

presas en este caso decrecen hasta alcanzar un minimo luego cre-
cen hasta estabilizarse manteniendo la cantidad de presas inferior

que la de los depredadores.
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= SEGUNDO CASO
Las consideraciones previstas son: r=0.3, K=10, g=0.9, p=0.8, ¢=0.9, d=0.5,
determinando una tasa de crecimiento de las presas muy baja y una tasa
de mortalidad de los depredadores bastante alta a pesar que el beneficio
obtenido y la eficacia del alimento son también valores altos.

El diagrama fase para esta situacion es (figura 3.18):
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Figura 3.18: Diagrama de fases para el segundo caso del modelo presas con refugio.
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Cambiando los valores iniciales obtenemos:

1. Cantidad de presas inferior a la cantidad de depredadores.

La condicion inicial es el punto (1, 3). (figura 3.19)

2aF B

Figura 3.19: Soluciones para condicion inicial (1, 3).

Hay variaciones en el crecimiento y decrecimiento de las poblacio-
nes pero luego se llega a un punto de estabilidad manteniendo la

cantidad de presas superior a la cantidad de depredadores.
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2. Cantidad de presas igual a la cantidad de depredadores.

Tomando como condicién inicial el punto (5, 5). (figura 3.20)

Figura 3.20: Soluciones para condicion inicial (5, 5).

Las presas crecen hasta encontrar un valor maximo para luego de-
crecer pero manteniendose siempre superior a la poblacion de de-
predadores, mientras que los depredadores decrecen inicialmente
de manera acelerada, pero luego se suaviza hasta llegar al equili-

brio.
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3. Cantidad de presas superior a la cantidad de depredadores.
El punto (10, 1) es ahora la condicién inicial seleccionada. (figura

3.21)

Figura 3.21: Soluciones para condicion inicial (10, 1).

La poblacién de los depredadores decrece provocando ciertas varia-
ciones hasta encontrar los puntos de estabilidad, mientras que los
depredadores muestran un leve crecimiento para luego decrecer y

encontrar la estabilidad.
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= TERCER CASO
Las consideraciones previstas son: r=:-, K=10, g=0.025, p=55, c=1, d=1,
observamos una tasa de crecimiento de las presas sumamente baja y una
tasa de mortalidad superior a ésta, una beneficio obtenido mayor que la
tasa de consumo de las presas y una eficacia total de la posibilidad de
encontrar refugio

El diagrama fase para esta situacion es (figura 3.22):
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Figura 3.22: Diagrama de fases para el tercer caso del modelo presas con refugio.

Cambiando las condiciones iniciales tenemos:

1. Cantidad de presas inferior a la cantidad de depredadores.

Como condicion inicial se ha colocado el punto (1, 5) (figura 3.23):
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Figura 3.23: Soluciones para condicion inicial (1, 5).

. Cantidad de presas igual a la cantidad de depredadores.
Los valores iniciales son las coordenadas del punto (0,5, 0,5) (figura
3.24):

258

——

0 i 1 1 1 1 1 1 1
1] 100 200 300 400 500 &OO 7000 8OO =00 1000

Figura 3.24: Soluciones para condicion inicial (0.5, 0.5).
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3. Cantidad de presas superior a la cantidad de depredadores.

El valor inicial es el punto (10, 5) (figura 3.25)

1 1
0 a0 100 1580 200 250 300

Figura 3.25: Soluciones para condicion inicial (10, 5).

En las tres gréficas se observan fluctuaciones propias de acuerdo a
los valores inicales, pero cabe resaltar que a comparacién con los
casos anteriores le lleva al sistema demasiado tiempo para lograr la

estabilizacién.

El siguiente cuadro sintetiza lo expuesto.
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Parédmetros

Observacién

Caso 1

0.8

10

0.5

0.5

0.1

0.1

Los depredadores
siempre decrecen
hasta estabilizarse
y las presas crecen

hasta encontrar la

estabilizacién

Caso 2

0.3

10

0.9

0.8

0.9

0.5

Las dos poblaciones
presas crecen con ten-
dencia a estabilizar-
se mientras que los
deprededores decrecen
hasta llegar casi a la
extincion pero luego
tienden a crecer y es-
tabilizarse se observa
que el ntimero de pre-
sas supera al nimero

de depredadores.

Caso 3

10

0.025

—
»—*l’_‘

Las presan crecen has-
ta llegar a un maximo
luego ambas poblacio-
nes decrecen buscando

la estabilizacion.
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3.2.3. Modelo de Leslie

En este modelo se propone que el crecimiento de las presas y el crecimiento
de los depredadores son de tipo logistico y la interaccion depredador-presa es
lineal.

Las ecuaciones para el modelo son:

dz x
zzrar(l-— ——) —qxy

dt K
d_y:5y<1_i)
dt nx

Donde:

= r: es latasa de crecimiento percapita de las presas.

m K: es la capacidad de soporte del medio ambiente.

m g:es latasade consumo de los depredadores o mortalidad de las presas.
» S: es latasa de crecimiento percapita de los depredadores.

= n: es la calidad del alimento que provee nuevos nacimientos de depreda-

dores.

Para poder resolver el sistema se ha creado el archivo lotkales.m con las
siguientes instrucciones:

function yprima = lotkales(t,y)

yprima = [r*y(1)*(1-y(1)/K)-q*y(1)*y(2)) ;s*y(2)*(1-y(2)/(nxy(1))]1;

Y para observar las soluciones de manera gréfica se invocan las funciones
con los instrucciones siguientes:
[t,y]l= ode45(@lotkales,[... ...1,[...,...1)

plot(t,y(:,1),t,y(:,2),°-")
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Colocando, légicamente, los valores correspondientes a la integraciéon y las

condiciones iniciales.

= PRIMER CASO

Se han tomado en cuenta las consideraciones siguientes: r=0.2, K=100,
g=0.01, s=0.2, n=0.5. En este caso suponemos una tasa de natalidad
de las presas r muy baja, una capacidad de soporte K elevada para las
condiciones iniciales supuestas, una tasa de mortalidad de las presas q
sumamente baja, una tasa de crecimiento de los depredadores r igual
a la tasa de crecimiento de las presas y que la calidad de alimento que
proporcionan las presas n es bastante beneficiosa.

El diagrama fase para esta situacion es (figura 3.26):
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Figura 3.26: Diagrama de fases para el primer caso del modelo de leslie.

Al cambiar las condiciones iniciales se obtiene lo siguiente:

1. Cantidad de presas mayor que la cantidad de depredadores.
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Se ha considerado como condicion inicial el punto (40, 5) (figura
3.27):

Figura 3.27: Soluciones para condicion inicial (40, 5).

2. Cantidad de presas igual a la cantidad de depredadores.

Considerando la condicién unicial (30, 30) (figura 3.28):

Figura 3.28: Soluciones para condicion inicial (30, 30).
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3. Cantidad de presas inferior a la cantidad de depredadores.

Se ha considerado la condicion inicial (5, 40) (figura 3.29):

40 T T T T T T T T T

Figura 3.29: Soluciones para condicion inicial (5, 40).

En el primer y tercer caso el comportamiento es similar, las presas y los
depredadores crecen hasta encontrar un maximo, luego decrecen hasta
obtener los valores de estabilidad. Para el segundo caso, la situacion es lo
contrario, las dos poblaciones decrecen hasta encontrar un minimo luego

crecen suavemente hasta encontrar la estabilidad.
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= SEGUNDO CASO

Consideraciones: r=0.5, K=2, q=0.5, s=0.75 y n=0.8. En este caso se ha
contemplado la posibilidad de valores extremos: una tasa de crecimiento
y de mortalidad de las presas igual, una capacidad de soporte del medio
bastante bajo, en comparacidn con las condiciones inicales que son supe-
riores a este valor y un tasa de crecimiento de los depredadores superior
a la tasa de crecimeinto de las presas obteniendo un beneficio bastan-
te alto. El diagrama de fases es mostrado en la siguiente grafica (figura
3.30):

Figura 3.30: Diagrama de fases para el segundo caso del modelo de leslie.
1. Cantidad de presas superior a la cantidad de depredadores.

Se ha tomado como condicion inicial (5, 1) obteniendo como resul-

tado la siguiente grafica (figura 3.31):
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Figura 3.31: Soluciones para condicion inicial (5, 1).

2. Cantidad de presas inferior a la cantidad de depredadores.
Se ha tomado como condicion inicial (10, 50) obteniendo la gréafica

siguiente como resultado (figura 3.32):
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Figura 3.32: Soluciones para condicion inicial (10, 50).
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3. Cantidad de presas inferior a la cantidad de depredadores.
Se ha tomado como condicién inicial (1, 5) observando la siguiente

grafica (figura 3.33):

Figura 3.33: Soluciones para condicion inicial (1, 5).

Dadas las condiciones supuestas en las tres graficas se observa un de-
crecimiento acelerado de ambas poblaciones hasta llegar casi a su extin-

sién, alcanzado los valores de estabilizacion sumamente bajos.
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= TERCER CASO
Consideraciones: r=0.5, K=50, q=0.3, s=0.25 y n=0.5. En este caso se
propone una tasa de crecimiento superior a la tasa de mortalidad de las
presas, una capacidad de soporte del medio superior a las condiciones
inicales y un tasa de crecimiento de los depredadores inferior a la tasa
de crecimeinto de las presas obteniendo un beneficio bastante alto. El

diagrama fase obtenido es (figura 3.34):
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Figura 3.34: Diagrama de fases para el tercer caso del modelo presas con refugio.

1. Cantidad de presas superior a la cantidad de depredadores.
Se ha tomado como condicién inicial (25, 5) observando la siguiente

grafica (figura 3.35):
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25

Figura 3.35: Soluciones para condicién inicial (25, 5).

2. Cantidad de presas igual a la cantidad de depredadores.
Se ha tomado como condicion inicial (25, 25) observando la siguien-

te grafica (figura 3.36):

25

—T ==

20

Figura 3.36: Soluciones para condicion inicial (25, 25).
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3. Cantidad de presas inferior a la cantidad de depredadores.
Se ha tomado como condicion inicial (1, 15) observando la siguiente

grafica (figura 3.37):

_ = 1

Figura 3.37: Soluciones para condicion inicial (1, 15).

En el primer y segundo se observan fluctuaciones variadas, intersectan-
dose las poblaciones en algunos instantes, para luego encontrar la esta-
bilidad de ambas. Para el terces caso se observa un decrecimiento ace-

lerado, hasta casi llegar a la extinsion.
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El siguiente cuadro resume lo anteriormente expuesto:

Pardmetros

K

Observacién

Caso 1

0.2

100

0.01

0.2

0.5

Las dos poblaciones
tienden a crecer has-
ta llegar a un punto
méximo y luego decre-
cen hasta estabilizar-
se v las presas siempre
superan a los depreda-

dores.

Caso 2

0.5

0.5

0.75

0.8

Ambas  poblaciones
tienden a decrecer
hasta llegar a esta-
bizarse el ndamero
de presas siempre
supera al ndmero de

depredadores.

Caso 3

0.5

20

0.3

0.25

0.5

Las poblaciones fluc-
tuan hasta llegar a

una estabilizacion
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