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Introduccion

El objetivo de este trabajo es dar una introduccion a la geometria hiperbolica, tanto del plano
como del espacio, estudiando los modelos de Poincaré del plano y el espacio. Aprovecharemos la
oportunidad para definir la teorfa de grupos Kleinianos y estudiar principalmente los Grupos Qua-
sifuchsianos los cuales son grupos Kleinianos cuyo conjunto limite esté contenido en una curva de
Jordan invariante. Si el limite del conjunto es igual a la curva de Jordan el grupo Quasifuchsiano se
dice que es de tipo uno, y de lo contrario, se dice que es de tipo dos. Algunos autores utilizan "grupo
Quasifuchsiano” como "grupo Quasifuchsiano del tipo I”, en otras palabras, el limite establecido es
toda la curva de Jordan. Esta terminologia es incompatible con el uso de los términos ” tipo I 7 y ”
tipo IT 7 para grupos Kleinianos: todos los grupos Quasifuchsianos son grupos Kleinianos del tipo
IT (incluso si son grupos Quasifuchsianos de tipo I), ya que sus conjuntos limite son subconjuntos
propios de la esfera de Riemann. El caso especial cuando la curva de Jordan es un circulo o linea
se llama un grupo Fuchsiano, en honor a Lazaro Fuchs.

Un grupo Kleiniano es un grupo discreto de transformaciones de Mébius. Actaa tanto como gru-
po de isometrias del espacio hiperboélico tridimensional como por automorfismos conformes en la
esfera de Riemann, que se puede identificar en el borde del espacio hiperbdlico. La propiedad de ser
discreto implica que el grupo tiene un buen comportamiento en el espacio hiperboélico, en el sentido
que las 6rbitas de los puntos no tienen puntos de acumulacién en el espacio hiperboélico, aunque si
pueden tenerlo en el infinito, es decir, en la esfera de Riemann. El conjunto de puntos de acumula-
cion de cualquier o6rbita es lo que se llama el conjunto limite del grupo Kleiniano. Este conjunto es
vacio solo si el grupo Kleiniano es finito. En otro caso es un cerrado de la esfera invariante por el
grupo. Este cerrado puede ser incluso toda la esfera. Su complementario se llama dominio regular
o de discontinuidad. El cociente del espacio hiperboélico por el grupo Kleiniano es una variedad de
dimension 3 con una estructura hiperbdlica; ademas puede tener cierta singularidad (es lo que se
llama un orbifold). El cociente del dominio de discontinuidad por el grupo Kleiniano es un orbifold
de dimension 2 con una estructura conforme. Una propiedad muy llamativa de los conjuntos limite
es su naturaleza fractal. Esto se advierte en seguida en cuanto uno ve algunos dibujos de conjun-
tos limite. Por otra parte, estos dibujos ilustran propiedades de los grupos Kleinianos y de sus
espacios cocientes. Como objetivo del trabajo presente: dibujar conjuntos limites de ciertos grupos
Kleinianos. A partir de estos dibujos, extraer algunas propiedades de dichos grupos Kleinianos y
de sus espacios cocientes.

En el capitulo I, estudiamos el ingrediente para la construccion fractal, esto es, las transformaciones
de Mobius, donde damos a conocer sus propiedades, clasificacion, asi como también su geometria.
En el capitulo II, introducimos la geometria hiperbolica, estudiando los modelos del semiplano
superior y el modelo del disco de Poincaré, para el caso del plano hiperbélico, definiendo ademés
la métrica para ambos modelos y obteniendo asi diversas propiedades y consecuencias referentes
a las isometrias del plano hiperbdlico, asi como también de las curvas que minimizan la distancia,
esto es las geodésicas. Luego introducimos brevemente la extension del plano hiperboélico al espacio
tridimensional.

Finalmente en el capitulo III, estudiaremos primeramente procesos de construccién de grupos
Kleinianos mediante el proceso de circulos emparejados por transformaciones de M&bius, en donde
obtenemos ejemplos de grupos kleinianos, estos son: Grupos de Schottky, Grupos Fuchsianos y
Grupos Quasifuchsianos, donde haremos méas énfasis en la familia, de los Quasifuchsianos, luego
procedemos con la definicion formal, introduciendo ademas los conceptos de conjunto limite, con-
junto ordinario y regiéon fundamental para un grupo Kleiniano, luego estudiamos un poco sobre la
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topologia de los cocientes del conjunto ordinario con el grupo, donde obtenemos una interesante
relacion con las superficies de Riemann.



Capitulo 1

Transformaciones de Mobius.

En esta parte definiremos la base principal, un ingrediente clave para la construccion fractal.
Una de las ideas fundamentales de Klein era que cualquier grupo de transformaciones puede ser
usado para crear simetria. Clasicamente, pensamos en la simetria en términos de los movimientos
euclideanos de traslacidon, rotacion y reflexion, pero la simetra también se puede crear de las
transformaciones que distorsionan, estiran y giran. En esta parte, se debera aprender sobre una
hermosa clase de transformaciones, llamadas Transformaciones de Mobius, que se extienden y giran
de una manera correcta y controlada. Estas son las transformaciones que generaran todas nuestras
imégenes fractales, y en las que, como en la visién de Klein, todos nuestros cuadros son simétricos,
pero antes definiremos el espacio ambiente, donde nuestras transformaciones van actuar.

1.1. La esfera de Riemann

Definicion 1.1.1. Los puntos del plano complejo junto con oo forman el plano complejo extendido,
denotado por C.

1.1.1. Inversiones y la esfera de Riemann

En esta parte vamos a comprender la transformacion T' que toma un niimero compleo z y lo lleva

1 .
a su inverso —. Si z = r(cosf + isen @), entonces el inverso en coordenadas polares es:
z

% = %(cos(—G) + isen(—0)).

. o 1 . . . 1
Que viene de sustituir z por — haciendo dos operaciones: cambiamos r por — y 6 por —f. Vemos
z r

que la segunda operacion, sustituir & por —f es una conjugaciéon o reflexion compleja en el eje

real. El efecto geométrico de la transformacion — en las rectas de la forma = = ¢, ¢ # 0 nos da la

1 2+ , 1\ 2
r— — == .
2c y 2c

circunferencia



8 CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS.

Mientras que las rectas de la forma y = ¢, ¢ # 0 nos da la circunferencia

2 2
z® + y+l = =
2c 2c

la siguiente figura muestra el efecto de la transformacion —.
z

IS

| ¥

nJd

e

H=

L ¥

QU

=9

1
Figura 1.1: Efecto de la inversion —.
z



CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS. 9

Definicion 1.1.2. Aritmética del infinito:
Sea a un numero finito, entonces definimos:

a+ 00 = 00
a— 00 =00
a-o0=o00; siempre quea # 0

00

— =00

a

a

Z -0

00

a .

g =% a#0

(0.9]

0
los resultados de los cdlculos 0o 4= 00, 0 - 00, 0 Yy son indefinidas.

00

Necesitamos de una transformacion o mapeo que actué entre la esfera y el plano. Este es exac-
tamente el problema de la construccion de un atlas. Un método preferido por los matematicos
es usando numeros complejos vy es llamada la proyeccién estereografica, usada por Ptolemy.
Mediante la proyeccion estereografica, las distancias relativas y areas se ven distorsionadas, pero
los circulos se transforman en circulos y los angulos se mantienen.

1.1.2. Proyeccién estereografica, métrica cordal.

Para asociar cada punto en el plano con uno de S?, usamos la siguiente idea geométrica: se toma
el plano x3 = 0 como el plano complejo C y la linea que proyecta el polo norte e3 = (0,0,1) de la
esfera de Riemann a cualquier otro punto x = (21, 9, x3) en dicha esfera.

Esta linea cruza el plano complejo en un tinico punto, para encontrarlo se parametriza

es+tlx—e;z), telR
y se debe cumplir
les + t(z —e3)] - e3 =0,
1+t(z—es) e3=0,
1
t= )
1-— T3

De donde, el punto asociado a x es

1

1—1’3

T T 3 — 1
o5+ 1 2 3 )

<x_63):€3+(1—$371—ZE3’1—5L’3

I )
= 0]).
(1—11737]_—1'3’ )

Una demostracion geométrica de este hecho se obtiene observando que la proyeccion de x debe
tener la direccion de (x1,23), y por semejanza se obtiene que

M V@t + a3

1 1—1'3

9



10 CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS.

Tal como se indica en la figura 1.2, con base a este analisis, se define la funciéon

U:S? —{es} — C.

€3

Figura 1.2: Proyeccién estereografica.
La cuél es una biyeccion de S — {e3} al plano complejo C.

a) W es inyectiva. Para demostrarlo, construimos la inversa. Obsérvese que si z = U(zy, x9, x3),
como (xq, 19, w3) € S?, se tiene que

e a +izs |t 2?4l 1 — 22 1+ 23
z = | — _= _= _=
1-— T3 (1 — .1'3)2 (1 — 333)2 1-— xT3
y despejando
[2]* — 1
. 1.1
" = CEr (1)
También
21’1
Z+z= ,
1-— T3
y
(z+2)(1—23) 2472 |2]> — 1 z2+Z 2
€Tr1 = — =
! 2 2 122+ 1 2 \|z2+1)"
zZ+Zz
= —. 1.2
"= e (12)
finalmente, como
2il’2
z — =
1-— T3
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se sigue que

z—Z

Ty = —0".
2 (|22 + 1)

(1.3)

Por consiguiente, U es inyectiva, ya que z determina (x, s, x3). Obsérvese también que la

funcion
( 247z z2—Z |z]2—1)
m(z) = . ,
2124+ 17i(|z2+ 1) |22+ 1

es inversa por la izquierda de V.

b) W es sobreyectiva. Para esto, debemos encontrar algin (z1, o, x3) € S—{e3} tal que para todo
z = (y1,y2) € C se debe cumplir V(x, xs,23) = (y1,y2), esto significa que

T1 + 1T

=l + in;
1-— T3
esto significa
T . i) .
1_3:3—% y 1_333—?42
Si y1 = yo = 0 entonces basta tomar x = (0,0, —1).
X x x
Si y; = 0 entonces xy = 0, basta tomar x = | 0, 2 , 3 .
N RN
. T T3
Si yo = 0 entonces x5 = 0, basta tomar x = , 0, .
’ Vas+ai o /o + ad
. .. x1 )
Si y1 ¥ yo son distintos de cero, entonces basta tomar x = , ,0].
Vi + a3 ol + 3

Haciendo corresponder oo con el polo norte es se obtiene una biyeccion de S? en C y el modelo
buscado. A esta biyeccion se le llama La proyeccion estereogrdfica. Geométricamente es evidente
que el hemisferio sur (x3 < 0) corresponde al disco unitario

A ={zeC/|z] <1}

y el hemisferio norte (x3 > 0) al exterior de este disco. En esta presentacion esférica del plano
complejo no hay una interpretacion facil de la suma y el producto, su ventaja radica en que oo no
es un punto distinguido. Convendremos que toda recta pasa por oo. Una propiedad fundamental
de la proyeccion estereogréfica la exhibe el siguiente resultado.

Proposicion 1.1.1. Bajo la proyeccion estereogrdfica, rectas en C y circulos en C se transforman
en circulos en S? y viceversa.

Demostracion. a) Un circulo en S? es la interseccion de un plano con la esfera, por lo que sus
puntos satisfacen una ecuaciéon de la forma

axri + bxrs + cxr3 = d.

11
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Por lo tanto, este circulo es la imagen bajo la proyeccion estereografica de un conjunto cuyos
puntos satisfacen la siguiente ecuaciéon en el plano.

a(z—i_z)—l—b( 2—Z >+C(\z|2—1)_d
|22+ 1 i(|z]2+ 1) z]24+1)

Escribiendo z = x 4+ 1y, se obtiene

2ax + 2by + c(2® +y* — 1) = d(2® + y* + 1),

que es la ecuacion de una recta o un circulo en el plano, dependiendo si d = ¢ o si d # ¢ (al
completar cuadrados no se puede obtener un radio negativo, puesto que se trata de la imagen
de un conjunto no vacio).

Por otro lado, una recta en el plano esta definida por la ecuaciéon
axr + by = c.

Estos puntos bajo la proyeccion estereografica son llevados al conjunto de puntos en la esfera

definidos por la ecuaciéon
T i)
b —
a(1—$3)+ (1—1’3) ¢

axy + bry = (1 — x3),

Los cuales estan contenidos en la interseccion de un plano y la esfera, es decir, se trata de un
circulo. Como 7(o0) = (0,0, 1) satisface dicha ecuacion, este circulo pasa por el polo norte, lo
cual también es evidente a partir de la construccién geométrica. Finalmente, un circulo en el
plano esta definido por las siguientes ecuaciones

2 —af =2,

(z—a)(Z—a) =1

2

| —az —az + |a]* = 1%,

|z
luego usando, 1.1
1+ x3

R 2R(az) = r* — |l

Si a = ay + iay, z = x + iy, entonces N(azZ) = a;x + azy y la imagen del circulo en la esfera
estd definida por las siguientes ecuaciones

1
5 et any) =17~
1
s _ 2a, o 2az B lal?,
1-— ZT3 1-— T3 1-— T3

1+ a3 — 2a171 — 2am3 = (12 — |a]*)(1 — x3).

Se sigue entonces que estos puntos estan en un plano y por lo tanto constituyen un circulo en
la esfera.

12



CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS. 13

Es util obtener, en términos de z y 2/, puntos del plano complejo, una formula de la distancia
entre sus proyecciones en la esfera. Si denotamos éstas por (z1, za, x3) v (2], 25, 2%) se tiene

(z1 — o)) + (g — h)? + (w3 — 24)? = 2 — 2(212) + 207y + 237%).

Asi usando 1.1, 1.2, 1.3
T1Ty + ToZhy + 3Ty

[ 2tz 2+ 2 z2—Z 2 -2 N |22 — 1 |2']> =1
ERNEEES |22+ 1 Iz12+1/) \JZ]?+1 2|2+ 1 |22+ 1
22+ 22+ 2P 2P - AP+

N (L4122 + [='%)

—2(z—2)E =)+ A+ |2)A + |2
(T[22 + []%)

Por consiguiente,

2|z — 2|2
_)\2 AT ) = 2_9(1=
(21— 27)" + (12 — 2%)" + (23 — 73) 1+ 2P+ 7P

4z — 2|
(T4 1z +[27)

Esta nueva formula de distancia en C es particularmente novedosa y ttil por incluir el punto al
infinito. En este caso, si 2’ = oo, se tiene

T12) + Toxy + T3y = Iz =1 1>
|2]2+1
por lo que
1\2 1\2 N2 __ ‘2’2_1 o 4
(01— )+ (o =+ o=ty =2 -2 (P ) =

Estos calculos inducen la métrica buscada en C.
Definicion 1.1.3. Se define la métrica cordal en el plano complejo extendido de la siguiente manera
2|21 — 29|
V14 2121+ |2
2

\/ 1+ ‘21|2,

Como S? es un subespacio métrico de R3, esta distancia define en efecto una métrica en C. El
término cordal proviene de que se miden cuerdas en la esfera

215 22 7£ o0.
dC(zlazQ) =

St Z9 = 00Q.

do (21, 22) = |m(21) — 7(22)].

13



14 CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS.

Proposicion 1.1.2. Las métricas cordal y euclideana inducen la misma topologia en C, es decir,
definen los mismos abiertos en C. Ademds

de(2p,00) —> 0

sty solo si |z, — o0.

Demostracion. Para la primera parte hay que probar que la funcién identidad
[d : CE — (CC

es bicontinua, donde Cg es el plano complejo provisto con la métrica euclideana y Cq, con la
métrica cordal.

Si |z, — 2| = 0, cuando n — oo, entonces |7(z,) — 7(z)| — 0, cuando n — oo, ya que la funciéon =
es continua, los cual prueba que la funcion I; es también continua. Ahora , por la continuidad de
@, si de(zn, 2) — 0, cuando n — oo, entonces |w(z,) —m(z)| = 0y [Y7(2,) — V7 (2)| = |2 —2| — 0,
cuando n — oo. Para la segunda parte, sea z,, n € N, una sucesion en C, tal que |z,| — oo, cuando

n — 00, COMO
2

V1 [2]?

de(zp,00) =

se sigue que deo(z,,00) — 0.
Por otra parte, si dc(z,,00) — 0, cuando n — oo, dado € > 0, existe N, tal que si n > N, se tiene

2 4

\/1:|‘2 < € Yy por lo tanto |Zn| > ——1
+ |2

2
(ya que se puede tomar € < 2). Por lo que, dado M > 0, tomando € tal que

M: 6—2—1,

se obtiene |z,| > M, sin > N,y |z,| — oo. |

1.2. Transformaciones de Mobius.

Recordamos que a las transformaciones de variable compleja de la forma

—_ az+b
T() = cz+d’

donde a,b,c,d € C, ad — bc # 0, se les llama transformaciones de Md&bius. Estas funciones estan
bien definidas en los puntos del plano complejo extendido, donde no se aplica el algebra:

a) Sic=0, se define T(c0) = oo.

14



CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS. 15

_ — d
b) Si ¢ # 0, se define T'(c0) = % y T (——) = oo. Para otros valores ad — bc = k # 0, la

c
transformacion
a b
VE \/E
¢ d

NORI

tiene la misma regla de correspondencia que la transformaciéon original, sin embargo,

a d b ¢
VivE VEVE

De este hecho se sigue que todas las transformaciones de Mébius pueden definirse por matrices de
la forma

(a b), a,b,c,d e C, ad—bc=1.
c d

A este grupo de matrices se le denota por SL(2,C). El centro de este grupo consiste de las matrices
+1,.

Proposicion 1.2.1. Las transformaciones de Mobius complejas son funciones continuas en C con
la métrica cordal.

—d
Demostracion. Se sigue de la proposicion 1.1.2 que basta probar la continuidad en co y en —, si

c
c#0,yen ocosic=0.

) —d .
Ahora, sic# 0y z, - —, cuando n — 00, se tiene que como
c

az, +b  (=d/c)a+b 1
— y
c c z2p — (—d/c)

> 00

entonces
az, +b az, +b

ot d o (=dj))

y por lo tanto

n+b
de (az i ,oo> — 0 cuando n +— oc.
czp +d

Por otra parte, el producto de matrices se corresponde con la composicion de transformaciones

de Mobius, es decir, si
= N _ [a b s (o B
T(Z)_(c d) ' S_<v 5)

entonces la transformacién ST es de Mébius y esta definida por la matriz

a a b\ [ aa+Pec ab+ pd
v oo c d)  \ya+dc vb+dd |’

15



16 CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS.

Esto se sigue ya que Vz € C, salvo por un nimero finito (donde el algebra no se aplica), se tiene

az+b
S(T(2)) — a<cz+d) +/8_04(az+b)+5(02+d) (a4 Be)z 4 ab+ fpd
(T(z) = <az+b) L5  y(az+b)+6(cz+d)  (ya+bc)z+b+6dd’

cz+d

Por lo cual, las transformaciones ST" y la definida por la matriz ST" coinciden en C, excepto, quizé
? ) Y

por un nimero finito de puntos, sin embargo, al ser ambas funciones continuas, son iguales. En

particular, las transformaciones de Mobius son biyecciones, ya que si 1" esté definida por la matriz

a b
T = ( . d) € SL(2,C),

o ——_ )
la transformacion inversa ' estd definida por

(o)

por consiguiente, estas transformaciones forman un grupo, la identidad es la funcién

1z+0

— .
: 0z+1

Con frecuencia es importante distinguir las transformaciones de las matrices que las definen, por
lo que denotaremos las primeras con una barra arriba y las segundas sin barra.

Proposicion 1.2.2. Dos transformaciones de Mdbius

— az+b — a'z+b

T() = cz+d 5(2) = dz+d

son iguales si y solo si existe k € C, tal que
a=ka, b=kt ,c=kd,d=kd.

Demostracion. La condicion de suficiencia es inmediata. Para demostrar la necesidad obsérvese
primero que como 1"y S coinciden en 0 y en oo, se tiene que a = 0, entonces ¢’ = 0, y si b = 0,
entonces b’ = 0. Probamos primero el caso a, b, c,d # 0, se tiene que

—1

T '(oo) = —dfc=—dd, y T '(0)=—bla=—V/d.
Escribiendo
d/d =c/d =X\ b/ =a/d =p,
se sigue que
az+b pad'z4+pb  p(a’z + )
cz+d  ANz+ M ANdz+d)

En particular, al evaluar S y T en la preimagen de 1, se tiene B 1, por lo cual = \.

Los casos en los que algtn coeficiente es cero, son mas sencillos, mostramos dos de ellos.

16



CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS. 17

a) Sib, c=0, evaluando en 1 se tiene a/d =d'/d' y a/d’ = d/d'.

b) Sic=0yb+#0, como el primer caso, b/l = a/a’ = u y para alguna X\, d = A\d’, etcétera.
|

De la proposiciéon anterior se sigue que hay exactamente dos matrices unimodulares que deter-
minan una transformacion de Mébius dada. Esto es, ya que si T es de Mobius y esta definida por

las matrices ; oy
a a
(21). (4 %) esteo,

l=dd —bcd =k*(ad — bc) = k?

. a v a b
k=41, 1.e (c’ d,)—i(c d)‘

Al cociente de SL(2,C) sobre su centro +1,; se le llama su proyectivizacion, este grupo cociente,
denotado por PSL(2,C), es isomorfo al grupo de transformaciones de Mébius complejas.

entonces

Ejemplo 1. Transformaciones de Mdbius:

a) La traslaciones B
T(z)=z+b, beC.

b) Las rotaciones
¢) Las homotecias

d) La transformacion

Se describen ahora las propiedades de conformalidad de estas transformaciones asi como sus sin-
gularidades (polos). Obsérvese que una transformacion de Mobius

— az+b
T(2) —
(2) cz+d

tiene un polo simple en —d/c, si ¢ # 0, y es entera si ¢ = 0.

En general, dada una funciéon holomorfa f definida en una vecindad de oo, se dice que f es
holomorfa en 0o (o que f tiene un polo de orden k en o), si la funcion ¢ definida en una vecindad
de cero por

es holomorfa en cero (o tiene un polo de orden k en cero). Obsérvese que si 0o no es una singularidad
esencial, entonces necesariamente se tiene una de las dos posibilidades antes mencionadas. La

17



18 CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS.

o1 . o .
eleccion — en esta definiciéon no es arbitraria. Por una parte, es una eleccién natural de cartas
z
coordenadas para proveer de estructura de superficie de Riemann a la esfera S?, por otra parte, la

accion z — — en S? estd dada por la rotacion
z

(361,372, 96’3) — (1’1, —Z2, —553)-

Con esta convencion se tiene que si
az+b
Z) =
&)=

es de Mobius y ¢ # 0, entonces f es holomorfa en 0o y tiene un polo simple en —d/c. Para el caso
c =0, f tiene un polo simple en co. Mostramos la primera afirmacion . Cerca de oo

az+b a+b/z

a
f(z)_cz+d_c+d/z—>z

cuando z — o0, y cerca de 0.

a/z+b a+bz a

g(Z): = _>Ev

c/z+d cH+dz

cuando z — 0, por lo que 0 es una singularidad removible de g. Volviendo al contexto general
de una funcion f : C — C meromorfa, se sigue del teorema de Liouville que si f es entera en C,
entonces f es constante. Por otra parte, si f es entera en Cy f tiene un polo en oo, entonces f es
necesariamente un polinomio. Esto es consecuencia del teorema de las desigualdades de Cauchy y el
principio de continuacién analitica. Este hecho tiene una interesante y fundamental consecuencia:
toda funcion meromorfa en la esfera es necesariamente racional. Esto se sigue, ya que si f : C—C
es meromorfa, entonces por compacidad f tiene solamente un nimero finito de polos, y es claro que
al multiplicar a f por un polinomio adecuado, se obtiene una funciéon constante u otro polinomio.
En particular, las inicas biyecciones meromorfas de la esfera son las de Mdbius.

Lema 1.2.1. Cualquier transformacion en PSL(2,C) se puede expresar como la composicion de

traslaciones, rotaciones, homotecias y la transformacion z — —
z

Demostracion. Una transformacion en PSL(2,C) que fija oo es de la forma

IR

2= —z+ -

d d’

es decir, es una composicion de homotecias, rotaciones y traslaciones. Si la funcion de Mobius no
fija 0o, entonces se puede expresar como

a ad ad
az+0b C(cz+d)+b—? a b__
Z = = = -+ ,
cz+d cz+d c cz+d

y es por lo tanto, la composicion de algunas de las transformaciones descritas anteriormente. W

Teorema 1.2.1. Las funciones de Mébius en PSL(2,C) transforman circulos en circulos.

18



CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS. 19

. . 1. . .
Demostracion. Basta probar que la transformacion z — — tiene la propiedad mencionanda, ya que

z
evidentemente las traslaciones, las rotaciones y las homotecias transforman circulos en circulos y
rectas en rectas. Para estas tiltimas, una prueba analitica de este hecho es muy simple, por ejemplo,
si k € C, la funcién z — kz transforma la recta

z=a+bt, a,beC, teR

en la recta
w=kz=ka+ kbt, teR,

y el circulo |z — a| = 7, en el circulo

|kz — ka| = kr.

. . . . 1.
El caso de la traslacion es también trivial. Para demostrar que la transformaciéon z — — tiene la
z
propiedad, usamos la ecuacion general del circulo.

A +y)+ Bz +Cy = D. (1.4)

1
Escribiendo z = x 4+ 1y vy — = u + v, como
z

1
2 + 92’

T —Y 2 2
Uu=-—o5—"—>5, V= —F—""7 u”+v° =
I.2_|_y2 x2+y2 y

sustituyendo en la ecuacion general del circulo obtenemos:

1 U —v
Al —— Bl —— Cl—— | =D
<u2+v2>+ (u2+v2)+ (u2+v2)
—D(u?* +v*) + Bu— Cv = —A,

que es de nuevo la ecuacion de un "circulo”. Esto se sigue, ya que si D # 0, se puede completar
cuadrados y obtener la ecuacion de circulo (no hay radios negativos, y a que se trata de la imagen
de un "circulo” ). Este argumento algebraico no se aplica en 0 y en 0o, si el “circulo” pasa por ellos.
Sin embargo, probar el resultado para estos puntos es muy sencillo, por ejemplo, si se trata de un
circulo por el origen, entonces D = 0 y los puntos de la imagen satisfacen la ecuacion de la recta
Bu — Cv=—A. Como oo es la imagen del 0 y estd en dicha recta, se sigue el argumento. |

Teorema 1.2.2. Dados z1, 29,23 € C distintos Y Wi, Wo, W3 € C también distintos , eriste una
inica transformacion en PSL(2,C) que envia z; en wj, j =1,2,3.

Demostracion. Primero probamos que si T es de Mébius v T y fija 0,1 e oo, entonces T es la

identidad. Sea
az+b

cz+d

con dicha propiedad, como_T(O) =b/dy T(c0) = a/c, se tiene b,c = 0, por lo que T(1) = a/d = 1
y a = d. En consecuencia, T'(z) = z Vz. Ahora, si 21, 29, 23 € C, la transformacion

s = (222) (222),

19
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20 CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS.

obiu nvia zy, 29, 23 en 00, T ivamente. Par r dHrmu n
Es de M&bius y envia 2z, 29, 23 en 1,0, e 0o, respectivamente. Para adaptar esta formula al caso e
que alguno de los puntos sea oo, simplemente se omiten los dos factores donde aparece este punto,
por ejemplo, si z5 = 00, la transformacion

tiene la propiedad deseada. El mismo argumento muestra la existencia de una transformacion de
Mébius S5 que manda wq, wy, w3 en 1,0, e oo ¥ por lo tanto la transformacion

5,'S, € PSL(2,C)

manda z; en wy, j=1,2,3.
La unicidad se sigue ya que si 7'y y T envian z; en w;, j = 1,2, 3, se tiene
SoT151 71 = 8,155, 7!
(Puesto que ambas funciones son la identidad), por lo que T = T. |

Este teorema y los resultados anteriores implican que las transformaciones de Md&bius actuan
transitivamente en la familia de todos los circulos de la esfera de Riemann. Esta ttil y fundamental
propiedad se generaliza también a cualquier dimension.

Corolario 1.2.1. Dados dos "circulos ” A y B en C, existe T € PSL(2,C), tal que T(A) = B, es
decir, este grupo actua transitivamente en los circulos de C

1.3. Clasificacion por conjugacion.

Una primera clasificacion de las transformaciones de Mobius se obtiene al considerar los puntos
fijos en C. Obsérvese primero que si T es de M&bius y no es la identidad, entonces T fija a lo mas
dos puntos. Esto se sigue ya que si T' # 0o, entonces

— az+b_

T(z) = =2 & aztb=c+dz
cz+d

de donde

c?+(d—a)z—b=0
(a —d) £ +/(d—a)? — 4bc
2c

z =

Consideramos el discriminante el cual lo reducimos de la siguiente manera

(d — a)® — 4bc = d* — 2da + a* — 4b(c)
=a>—2ad+d*+4ad —4; yaque ad—bc=1
=(a+d)?—4
=Tr(T(z)) — 4.

20



CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS. 21

Asi tenemos que T tendra un inico punto fijo si la traza de la matriz asociada es +2, y tendré dos
puntos fijoas, si el discriminates es distinto de cero, mas adelante distinguiremos cada uno de los
Casos.

Por otro lado, si oo es un punto fijo, la ecuacién

a b
-2+ ===z

d d

tiene a lo méas una solucion.

Definicién 1.3.1. Sea T de Mébius, tal que fija exactamente un punto en C, entonces a T se
llama parabolica.

Lema 1.3.1. Sean T y @ tmpsformaciones “de Mdbius, entonces T fija a un punto w en C (o
preserva un subconjunto A C C). si y sélo si S =0T ' fija p(A) (o preserva @).

Demostracion.

Tw)=w & pT(w) =pw)= & 7Ty

Proposiciéon 1.3.1. Sea T una transformacion de Mébius. Entonces:

a) SiT es pardbolica, T es conjugada en PSL(2,C) a una traslacion.

b) SiT no es parabélica, T es conjugada en PSL(2,C) a una transformacion de la forma z — az,
a e C.

Demostracion. Sea T parabolica con punto fijo zp y € PSL(2,C) tal que ®(z) = oo, por

ejemplo,
1

Z— 20

P(z2) =

entonces S = 31T % ! fija 0o, y por lo tanto es de la forma

S=az+pf

se sigue del lema anterior que S no tiene otro punto fijo, por lo cual a = 1 (si a # 1, la ecuacion
az + [ = z tendria una solucion finita). Para probar la segunda parte, supongamos que T fija 2

puntos distintos wy, we y que
Z — Wy

Z — W2

(si wy = 00, se toma P(z) = z — wy). Bajo estas hipotesis la funcion

S=pTp !
fija 0 e oo, por lo cual si
— az+b
S =
(2) cz+d’

se tiene b, ¢ = 0. El resultado anterior mustra que cualquier transformacién de Md&bius es con-
jugada a una transformacion canonica. El siguiente resultado examina la conjugacion entre estas
transformaciones candnicas. [

21



22 CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS.

Proposicion 1.3.2. Sean ki, ks complejos no nulos, supdngase también que ki # ko, kyt, entonces
las transformaciones T = kiz y S = koz no son conjugadas en PSL(2,C).

Demostracion. Sila transformacion € PSL(2,C) conjuga Ty S, digamos S = T % ', entonces
se sigue del lema 1.3.1 que P preserva {0, co}.

Si @ fija 0 e oo, entonces P es de la forma z — az €, a € C, por lo que % conmuta con 7,
pero entonces T = S, lo cual contradice las hipotesis. Por otra parte, si $(0) = co y @(c0) = 0,
escribiendo

5(2) az+b
2) = ——
v cz+d’
b
como @(O):C—Zya(oo)zg,se tiene que a, d = 0 y que
c
_ b
90(2)—5-

En este caso P es una involucion, es decir p=p 'y

_ — (b k1b b z
) 5! = R = L = —— = —
oTp (z)—wT(CZ) @(Cz> c<klb) "

1
lo cual contradice que kq e |
2

Ahora podemos obtener una clasificacion de los elementoes de PSL(2,C), en relacion a las
transformaciones candnicas actuando en la esfera de Riemann.

N

Definicion 1.3.2. Sea T € PSL(2,C) tal que T fija exactamente 2 puntos en C, supdngase
también que T es conjugada en PSL(2,C) a la transformacion S(z) = az. Entonces:

a) Sila|=1, aT se llama eliptica.
b) Sia€RY, aT sellama hiperbdlica.

c) Sila|]#1ya¢RY, aT sellama lozodrémica.

1.4. Geometria.

En esta parte vamos a estudiar el efecto geométrico que las transformaciones de M&bius tienen
cuando hacemos composiciones sucesivas a puntos y circulos, los casos trabajados son los siguientes:

1. Consideremos una transformacion de Mobius . Sea x un punto de la esfera de Riemann que
no es un punto fijo de . Encontraremos los puntos de acumulacion de la 6rbita de x.

. A az+b y s
Solucién. Sea x € Cy se p(z) = T una transformacion de Mobius, queremos encontrar
cz

los puntos de acumulacién de la 6rbita de x, la 6rbita de x esta dada por
T ={p(z) 0 7}

22



CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS. 23

vamos a separar los casos en los que ¢(z) sea parbolica, eliptica y loxodromica.
Caso 1.

Supongamos que (z) es una transformacion parabolica, por tanto ¢(z) es conjugada a una
transformacion de la forma ¢(z) = z + 1, y como hemos supuesto que x no es punto fijo de
©(z), por tanto x # oo. Vamos a tomar 7 = (z + 1), por tanto cualquier elemento de 7, lo
podemos pensar como z + n, asi, si n — oo tendremos que el punto de acumulacién de la
orbita seria oco. Por tanto, para una transformaciéon parabolica cualquiera tendremos que el
punto de acumulaciéon de la 6rbita seria su punto fijo.

Caso II.

Supogamos ahora que ¢(z) es eliptica, como ¢ es eliptica, entonces es conjugada a una
transformacion de la forma i) = az; donde |a| = 1; para este caso 7 = (az) y cada elemento
de 7, lo podemos pensar como ™z, donde, si n — o0, |a"| = |a|” — 1. Para este caso

tenemos que una transformacion eliptica no es mas que una rotaciéon de un dngulo 6, donde
a = € asi vamos a considerar tres casos:

a) El angulo 6 = 1, con m un ndimero entero distinto de cero.
m
. _p_ D —
b) El angulo 0 = =7; = € Q con (p,q) = 1.
q9 9

c¢) El angulo 6 = zm; donde x es un niimero irracional.

Para ver como son las orbitas en cada uno de los casos anteriores tomaremos un ejemplo
. s
en cada caso, por ejemplo, vemos que es lo que sucede para o = e donde tenemos que la

transformacion asociada a la enésima composiciéon estaria dada por
SOn(Z) _ 61n7r/4z
donde la imagen de un punto xq + iy, estaria dada por

2 = (xgcos(nm/4) — yosen(mw/4), yo cos(nm/4) + xgsen(nw/4))

la siguiente figura muestra el conjunto de orbitas para § = /4 y tomemos zy = 1

23



24 CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS.

Figura 1.3: Dinamica de la transformacion ¢(z) = e'™/*z .

Por otro lado podemos variar el dangulo y para = 7/3 obtenemos

Figura 1.4: Dinamica de la transformacion ¢(z) = '™/32 .

y mientra que para = 7/6 obtenemos

24
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TRANSFORMACIONES DE MOBIUS.

Figura 1.5: Dinamica de la transformacion ¢(z) = /62 .
finalmente para el dngulo # = xm, con x un numero irracional, en este caso tomaremos
B=V2
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Figura 1.6: Dindmica de la transformacion ¢(z) = V275 .
. , p 1
Asi tenemos que para los casos donde § = 7/m 6 0 = =7 las érbitas se estaran acumulando en los
q
vértices de un 2m - agono 6 un 2q - agono regular, mientras que para un ¢ = xw, con x irracional,
la 6rbitas se estaran acumulando en un circulo.
Caso III.

Finalmente, si ¢(2) es una transformacion loxodromica, entonces ¢(z) es una transformacion
25

conjugada a unatra transformacion del la forma v¢(z) = az; donde |a| # 1, en este caso
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vamos a considerar el grupo 7 = («az), si = es distinto de los puntos fijos, los puntos de
acumulacion de la oérbita serian o™z, ahora, donde el médulo de éste complejo sera 0 si
0 < |a| < 1, por tanto el punto de acumulacion seria 0, en otro caso seria co. Finalmente,
para una transformacion loxodrémica cualquiera, las 6rbitas se estaran acumulando en los
puntos fijos de dicha transformacion.

Otro dato importante que nos interesa es, saber como es la imagen de un circulo mediante
alguna transfromacion de M&bius, lo discutimos a continuacion:

. (Como actiian las transformaciones de Mobius sobre los circulos?

Solucién. Sabemos que la transformaciones Mobius, nos llevan de rectas y circulos a circulos,
y viceversa, en esta parte veremos la forma que tienen las circunferencias, cuando se aplican
sucesivamente transformaciones de Md&bius. Consideremos un caso muy sencillo, que es la
circunferencia centrada en el origen

Consideremos primeramente, que la transformacion p(z) es una transformacion parabolica,
en este caso, podemos trabajar con la dindAmica que le generard la transformacion conjugada
¥(z) = z+ 1, asi composiciones sucesivas de ¥ (z) nos daré como resultado ¢"(z) = z +n, la
cual, desplazara a nuestro circulo centrado en el origen hacia la derecha, asi nuestro nuevo

circulo tendra por ecuacion
2

(z—n)*+y*=r
por otro lado, las rectas de la forma x = K; (K constante) las transformara en rectas de la
forma x = k + n, mientras que las rectas de la forma y = k quedarén fijas.

Por otro lado, supongamos ahora que la transformaciéon es eliptica, asi podemos considerar
el efecto que le hace su tranformacién conjugada, que es una tranformacion de la forma
Y(2) = az = €?z, donde su matriz asociada es,

61'9/2 0
M = ( 0 e—i9/2 > :

Luego, composiciones sucesivas de 1(z), tendran la forma ¢ (z) = e z. Asi, para el complejo
w = u+iv = (cos(nf) + isen(nh))(z + iy) = (cos(nb)x — sen(nh)) + i(y cos(nb) + sen(nd)x)
tenemos

inf

x = ucos(nf) + vsen(nd)

y = vcos(nf) — usen(nb).

Por tanto el circulo C, = {z +iy/2* + y* = r?} queda fijo, mientras que para las rectas
x = k, obtemos la recta

cos(nf)x + sen(nf)y = k

y para las rectas de la forma y = k obtenemos
cos(nf)y — sen(nf)x = k.
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Finalmente, supongamos que la transformacion ¢ es loxodromica, esto es, ¢(z) es una trans-
formacion conjugada a una de la forma ¥ (z) = az, con |a| # 1 sin pérdida de generali-
dad podemos suponer que a = "t por tanto composiciones sucesivas seran de la forma
Y (z) = e por tanto, si lo aplicamos al circulo C, = {(z,y)/2? + y* = r?} obtenemos

w = u+ v = e (cos(nb) + isen(nb))(x + iy)

donde obtenemos que
u =€ cos(nh)x — e sen(nh)y,

v =e"sen(nf)x + ™ cos(nd)y,

por tanto
~ ucos(nt) + vsen(nf)
r= Qern
_ cos(nf)v —sen(nd)u
o Qern
asf L i
r+y =r°= Loz

Luego, el circulo tranformado seria de la forma
u2 4 U2 — 4T262rn — (27,67%)2
o de forma equivalente en el circulo

2?4y = (2re™)?.

1.5. Clasificacién por la traza

Ahora exhibimos una caracterizacion de los elementos de PSL(2,C) en términos de la traza, esta
clasificacion es de gran utilidad, por ejemplo, permite detectar de manera inmediata de qué tipo
es una transformacion de Mobius dada.

Definicién 1.5.1. Sea T una transformacion de Mébius distinta de la identidad.
a) Si T es parabdlica se define su multiplicador como 1.

b) SiT es conjugada a una transformacion de la forma z — kz, k # 0,1 a los nimeros k y z se

les llama los multiplicadores de T.

Se sigue de la clasificacion definida por la conjugacion a formas canénicas que los multiplicadores
estan bien definidos. El grupo de matrices 2 x 2 con entradas complejas y determinante distinto
de 0, se denota por GL(2,C), se define la traza de A € GL(2,C) como la suma de los elementos
diagonales, ésta se denota por Tr(A). Usaremos el siguiente resultado basico del Algebra lineal.

Lema 1.5.1. La traza es invariante bajo conjugacion en GL(2,C).

27



28 CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS.

Demostracidn. Basta probar que Tr(AB) = Tr(BA), A, B € GL(2,C), ya que entonces Tr(ABA™!) =
Tr(A~'AB) = Tr(B). Escribiendo

(z1) (30

AB:<aoz+bﬁ s ) v BA:<aa+5c * )

se tiene

* e+ do * vb + od

por lo que
Tr(AB) = Tr(BA).

La traza de una transformacion de Mobius estd bien definida salvo un signo, puesto que existen
dos matrices unimodulares que la definen. [ |

Definicién 1.5.2. Dada T € PSL(2,C),

— az+b
T(z) =
(2) cz+d’

a+d

vad — be'

Denotaremos la traza de T por 2 (T'). Para muchas aplicaciones es ttil tener formulas explicitas
de las coordenadas de los puntos fijos. Obtenemos ahora una expresiéon en términos de la traza,
para esto consideramos

se define la traza de T como =+

— az+b —
T(z) = —bec=1.T#1
(2) et d’ ad — bc T # 1y

y se tiene los dos casos:
Caso 1: ¢ # 0. En este caso, como
T(z)=zaz+b=(cz+d)z e 2+ (d—a)z—b=0,

los puntos fijos de T estan dados por

a—d=x/(a—d)?+4bc
2c ’
y usando la condicion unimodular, ésta formula se simplifica a

a—d+tVZX?2 -4

2c

caso 2: ¢ = 0. En este caso b
a

T(z) = - -.

(2) dz+ g

Si T es parabolica, oo es el Ginico punto fijo. De otra manera, como
_ a b

T(z)=2z% (——1)22——,

(2) y y

el punto fijo esta dado por
b

d—a
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Teorema 1.5.1. Sea T € PSL(2,C), T # I, entonces

1
k+E+2:‘%2

1 _
donde k, z son los multiplicadores de T y X~ es su traza.

Demostracion. Caso 1: T es parabolica. Como el cuadrado de la traza es invariante bajo
conjugacion, se tiene

2 o 2 1 t o
XT) =tr ( 01 )= 4
y se sigue el resultado.

Caso 2: T no es parabolica. En este caso T es conjugada a una transformacion de la forma
S(z) = kz, la cual esta definida por la matriz

VE 0

S = 0 L | €SLE0C).
VEk

Por lo cual

1
=k+ - +2

%%Tp;%%9=<y%+§%f ;

Para transformaciones con dos puntos fijos finitos ay, s, se tiene una expresion de los multiplica-
dores en términos de estos puntos. Sea

— az+b

T(z) =

ez +4d

con esta propiedad S(z) = kz, donde k es uno de los multiplicadores de Ty

_ 2SS
%@_z—aj
Entonces, B _ B _
S=9Tp " y Sp=09T
Por lo cual _
T(z) — oy pE T
T — Q9 Z — Q9
y evaluando en oo, se tiene
a/c — oy 1 afc—a
| A— - =
a/c— as ko afc—o

Para el caso de una transformacion en PSL(2,C) que fija dos puntos, uno de los cuales es oo, es
decir, de la forma T = az + [, los multiplicadores se encuentra con facilidad, éstos precisamente

a'y —. Lo cual se sigue, ya que con esta notacion el segundo punto fijo esta dado por
a

p

11—«

Y
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30 CAPITULO 1. TRANSFORMACIONES DE MOBIUS.

y conjugando con

se obtiene

S(z)=9Te (2)=pT (Z + 1 f a) -

(como el término constante es cero, no es necesario efectuar mas cuentas). Esta facilidad para
detectar los miltiplicadores de una transformacion que fija oo, permite también clasificarla de
manera inmediata, por ejemplo,

a—1z+5

es eliptica, sin embargo
a—Tz+8+1

es hiperbolica. El siguiente resultado es muy importante, exhibe un criterio, también sencillo, para
clasificar cualquier transformacion en PSL(2C).

Teorema 1.5.2. Sea T € PSL(2,C), T #0 y 2 la traza de T. Entonces

a) T es parabdlica si y solo si X = £2;

b) T es eliptica si y sélo si X € (—2,2);

c¢) T es hiperbolica si y sdlo si 2 € (—o00, —2) U (2, 00);

d) T es lozodrémica si y sélo si 2 ¢ R.

Demostracion. Probamos primero las condiciones de necesidad. EL caso parabdlico ya se probd. Si

T es eliptica, entonces T es conjugada a una transformacion de la forma S(z) = ¢?z, 0 € (0, 27),
la cual esta determinada por la matriz

61'9/2 0

Por lo tanto, + 2 (T) = +2(S) = 4+2cos(/2) € (—2,2). Si T es hiperbolica, entonces T es
conjugada a una transformaciéon definida por la matriz

VE 0
1 € SL(2,C), keR*
() S

VE

por lo cual

23T = 23S = (\/E+%) :k+2+%>4,

puesto que

(\/_—%)2>0.
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Ahora, si T es loxodromica y p?, p # 0, 1,0 € (0,27), es uno de sus multiplicadores, se sigue del
teorema 1.5.1, muestra

p(cos @ +isenf) + %(COS@ —isenf) +2 = 2*T).
Si Z(T) € R, se tendria Z7%(T) € RT y (p—1/p)send = 0, por lo cual senf =0y 6 = 7. Al
tomar la parte real se tiene —(p+1/p) +2 € RT, lo que es una contradiccion, ya que p+1/p > 2.
Para demostrar la suficiencia, obsérvese que si 2 %(T) = 4, se sigue de la primera parte que T’
no es eliptica, ni tampoco hiperbdlica o loxodrémica, por lo que deber ser parabdlica. Los casos
restantes se demuestran de manera similar.

Corolario 1.5.1. Dos transformaciones de Mébius complejas T, S son conjuagadas en PSL(2,C)
sty solo si

2(T) = 2(9)
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Capitulo 2

Geometria Hiperboélica

El plano hiperbélico es un espacio métrico que es muy familiar al plano euclideo, introduciremos
sus propiedades béasicas mediante un proceso analogo a la propiedades del plano euclideo.

2.1. EL plano hiperbélico

Definicién 2.1.1. El plano hiperbolico es un espacio métrico que consiste del semiplano superior
H® = {(z,y) € R*y > 0} = {2 € C;3(2) > 0}

el cual equiparemos con una nueva métrica dpip.

Para definir la métrica dj;,, primeramente definiremos la longitud hiperboélica de una curva ~
parametrizada por la funcién diferenciable

como

lhip

(v) = /a \/x/(t;(;)_y/(t)zdt' )

Utilizando la regla de la cadena, podemos mostrar que la longitud hiperboélica es independiente
de la parametrizaciéon de . La definicion de la longitud hiperboélica también se puede extender a
curvas diferenciables a trozos, tomando la suma de longitudes hiperbélicas de curvas difereciables
a trozos.
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34 CAPITULO 2. GEOMETRIA HIPERBOLICA

-
~
A Y
N\
\\
PC y \

/

) P/ \\‘
'l q Q/ ‘l

P
X
Figura 2.1: Plano hiperbdlico.

La distancia hiperbélica entre dos puntos P y @ es el infimo de las longitudes hiperboélicas de
todas las curvas diferenciables que conectan Py (@) , esto es:

dpip(P, Q) = inf{lpiy(7)/yconecta P y @} (2.2)

Mas adelante veremos que la distancia hiperbolica entre los puntos P’ y ' indicada en la figura
2.1 es la misma distancia hiperbolica de P a (). También veremos que las curvas que conectan
P y @ que minimizan las distancias hiperbdlicas son los arcos de semicircunferencias. Con la
practica, veremos mas confortable la geometria del plano hiperbélico y veremos que tiene muchas
e importantes similitudes con el plano euclideo, pero antes vamos a demostrar que la longitud
hiperbolica dj;, es en realidad una funcién distancia.

Lema 2.1.1. La funcion
dpip - HxH — R

definida por la ecuacion 2.2 es una funcion distancia.
Demostracion. Vamos a verificar las cuatro condiciones de la definicién de funcién distancia.

a) La condicion d;;, > 0 es inmediata debido a la definicion.

b) La condicion
dhip(Q, P) = dpip(P, Q)

también se sigue directamente de la definicion.

¢) Para demostrar la desigualdad triangular, consideramos tres puntos P,Q, R € H?, ahora sea
€ > 0, por definicion de la distancia hiperbolica como el infimo de las longitudes hiperbolicas,

1
existe una curva diferenciable a trozos v que va de P a @ tal que ln;,(7) < dpip(P, Q) + 26

1
una curva diferenciable a trozos 7' que va de @ a R tal que ly;,(7') < dpip(@Q, R) + 26 ahora

combinando éstas dos curvas v y 7/ obtenemos una curva diferenciable a trozos 7" que va de
P a R, donde la longitud es

lhz’p(’Y”) = lhz‘p(’V) + lhz’p(’Y/) < dhip(Pu Q) + dhip(@a R) + €.
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CAPITULO 2. GEOMETRIA HIPERBOLICA 35

CcOomo consecuencia
dhip(Pv R) < dhip(P> Q) + dhip(Qa R) + €.

Puesto que esta propiedad es cierta para todo € > 0, concluimos que dp;,(P, R) < dp;,(P, Q) +
dpip(@Q, R), como querfamos.

Finalmente la nica condicién que tiene una dificultad mayor es que dp;, (P, Q) > 0si P # Q.
Consideremos una curva diferenciable a trozos v que va de P a (), parametrizada por la funcion
diferenciable a trozos

S (a().y() a<t<b,

t
con P = (z(a),y(a)) y @ = (x(b),y(b)), ahora tenemos si v no va hasta el otro extremo, asi
que y(t) < 2y(a) para todo t € [a, b],

o [PV )y (1)
lth(V) _/a y(t) dt
PRy @)? 1
L T @
1
Z mdeuc(Pv Q)

Po otro lado, 7 cruza la recta horizontal L de la ecuacion y = 2y(a). Sea ty el primer valor
de t para el cual esto es cierto; hacemos y(to) = 2y(a) y y(t) < 2y(a) para todo t < to. Asi v/
denota la parte de v correspondiente a los valores de t con a < t < ty. Esta curva 7' conecta
P con el punto (z(ty),y(ty)) € L, asi, ésta longitud euclidea l.,.(7’) es mayor o igual que la
distancia euclidea de P a la recta L, que también es igual a y(a). Ademés

Lhip() = lhip(7) = / O xl(t?j(t—; y’(t)th
TP TSP, _

1
=3
En ambos casos, hemos encontrado que l5;,(7) < C para una constante positiva

, 1 1
C = min {mdeuc(P, Q), 5} > O,

que depende unicamente de P y @ (una vez méas y(a) es la y-coordenada de P), luego tenemos
que dpip(P, Q) > C > 0, por tanto no puede ser 0 si P # (.

2.2. Algunas isometrias del plano hiperbdélico.

El Plano hiperbolico (H?, dp;,) tiene muchas simetrias. Veremos que sus simetrias son como las
del plano euclideo.

35



36 CAPITULO 2. GEOMETRIA HIPERBOLICA

2.2.1. Homotecias y traslaciones horizontales.

Incluiremos las homotecias definidas por ¢(z,y) = (Az.Ax), para algin A > 0, por otro lado, si
la curva diferenciable a trozos ~ estd parametrizada por

t— (z(t),y(t)), a<t<b,
su imagen ¢(7) bajo ¢ esta parametrizada por
t— (Ax(t),\x(t)), a<t<b.

Ademas

Inyp(0(7)) = / \/A%/(t;; (—:)AQy’(t)2 dt

a

_ /” Va2
o y(t)

= lhip(’V)-

Se tiene ¢ establece una correspondencia uno a uno entre las curvas que conectan Py () y las
curvas que conectan p(P) y ¢(Q), esto se sique de la definicion de la métrica hiperbolica que
establece

dhip(2(P), 9(Q)) = dnip(P, Q)

para todo P, @ € H?. Esto demuestra que la homotecia ¢ induce una isometria de (H?, dp;,). La
traslacion horizontal definida por ¢(z,y) = (z + x¢,y) para algin xy € R son las isometrias mas
obvias de (H?, dp;,), al igual que la reflexion ¢(z,y) = (—z,y) através del eje y.

2.2.2. La propiedad homogénea del plano hiperbdlico.

Las isometrias obtenidas por la composicion de homotecias y las traslaciones horizontales son
la que demuestran que el plano hiperboélico es homogéneo. Recordemos que la composiciéon de
dos aplicaciones ¢ : X — X'y ¢ : X' — X" es la aplicacion ¢ o ¢ : X — X" definida por
Yo p(p) = Y(e(P)) para todo P € X. Si ademas, X, X" y X” son espacios métricos, ¢ es una
isometria de (X,d) a (X’,d’), ¢ es una isometria de (X’,d”) a (X”,d"), entonces ¢ o ¢ es una
isometria de (X, d) a (X”,d") ya que

d"( o p(P), v op(Q)) = d" ((p(P)), b(p(P)))
=d'(p(P),p(Q))
= d(P,Q).

Proposicién 2.2.1. El plano hiperbdlico (H?, dy,,) es homogéneo, esto es, para todo P,Q € H?,
existe una isometria ¢ de (H?, dp;,) tal que o(P) = Q.

d
Demostracion. Si P = (a,b) y Q = (¢,d) € H?, con b,d > 0, la homotecia ¢ de radio A = 5 aue

ad
envia P al punto R = (?, d) con la misma y-coordenada d a (). Luego, las traslacion horizontal

P(z,y) = (x 4+ c— %d, y) envia R a Q). La composicion ¢ o ¢ ahora prueba que una isometria que
envia P a Q). ]
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CAPITULO 2. GEOMETRIA HIPERBOLICA 37

Lema 2.2.1. La inversion del disco unitario es una isometria del plano hiperbdlico (H?, dy;,).
Demostracion. Si «y es una curva diferenciable a trozos parametrizada por

t— (z(t),y(t)), a<t<hb,
su imagen (7) bajo la inversion ¢ esta parametrizada por

t— (z1(t),11(t)), a<t<b,

0 (1)
O @ YO T e e
entonces
o (1) = WO = 2()a'(t) — 20(t)y(By' O
' (x(t)? + y(£)2)
y
(o) = WO = =@ (0 — 22ty (@
(x(t)2 +y(t)?)
luego

/(1) +y/(1)?
(@(t)* +y(t)?)*

7y (8)* + (1) =

Asi, se tiene

lhip(9(7)) = / Vi (ty)f A,
/ \/xl 2+ (t dt
a y(

t)
= lhip(”Y)-

esto muestra que la inversion ¢ es una isometria del plano hiperbdlico. [ |

2.3. Curvas minimales en el plano hiperbélico.

En la geometria euclidea, las curvas minimales que conectan dos puntos, son los segmentos entre
dichos puntos. Ahora queremos identificar las curvas que minimizan la distancia entre dos puntos
del plano hiperboélico, comenzaremos con un caso especial.

Lema 2.3.1. Si Py = (zo,%0), P1 = (%o, y1) € H? estdn ubicados sobre la misma recta vertical,
entonces el segqmento [Py, Py] tiene la menor logitud hiperbdlica de todas las curvas diferenciables a
trozos que van de Py a Py. La longitud hiperbolica de cualquier otra curva diferenciable que conecta
Py a Py tiene estrictamente mayor longitud hiperbélica y

Y

dhip(POa Pl) = lhip([P07 Pl]) In "
0
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38 CAPITULO 2. GEOMETRIA HIPERBOLICA

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que y, < y;, parametrizando el segmento
[P[), Pl] por

t— (x0,t), Yo <t< .

entonces

bun([Po, P1)) = | F——dt = it

Yo Yo

ahora, consideramos una curva diferenciable a trozos v que va de Py a P, que esta parametrizada
por

su longitud hiperbolica es

Y eI ORI Ok "y (1)l
lh%p(’V) _/a y(t) dt 2 u y(t) di
") gy
Z/a y(t) dt =1 y a) =1 Yo —lth([POvPI])'

La igualdad en la primera desigualdad requiere que la funciéon z(t) sea constante, mientras que en
la segunda implica que y(t) es creciente. Esto muestra que la curva v es igual al segmento rectilineo
[PU7P1] Si Zhip:lhip([POapl])- .

La siguiente estimacion, es demostrada por el mismo argumento del lema anterior.
Lema 2.3.2. Para cualesquiera dos puntos Py = (zo,v0), P1 = (z1,y1) € H?,

ln£
Yo

dpip(Po, Pr) >

Lema 2.3.3. Para cualquier, P, Q € H? que no esten sobre una misma recta vertical, existe una
isometria del plano hiperbdlico (H?, dy;,) tal que o(P) y o(Q) estdn en la misma recta vertical. En
realidad, el segmento [p(P), p(Q)] es la imagen bajo ¢ del tinico arco circular que conecta P con
Q y estd centrado sobre el eje x.

Demostracion. Como Py @ no estan sobre la misma recta vertical, la perpendicular que biseca la
linea de P y () intersecta el eje x en algin punto R. El punto R equidista de P a ) por la métrica
euclidea, asi, existe un circulo C centrado en R y que pasa atravez P y () que esta centrado sobre
el eje z. El circulo C' intersecta el eje x en dos puntos. Sean ¢; la traslaciéon horizontal que envia
uno de esos puntos a (0,0). Entonces C' = 1(C) es un circulo que pasa atravez del origen y esta
centrado en algin punto (a,0). En particular, la ecuacion del circulo C” en coordenadas polares
es 7 = 2acos(f). Su imagen bajo la inversion o es la curva de coordenadas polares de ecuacion

r = ———, llamaremos a la recta vertical L, donde la ecuacién en coordenadas cartesianas es
2a cos(6)
1

r=—.
2a

38



CAPITULO 2. GEOMETRIA HIPERBOLICA 39

¢2 0 ¢1(P)
b2 0 ¢1(Q) $1(Q)
Cl
¢1(P)
1
<2a, o) (@0)  (00) R

Figura 2.2: Arcos minimales centrados en el eje z.

La composicion s 0 envia C' a la recta vertical L. En particular, esta envia los puntos Py @) a
dos puntos sobre la recta vertical L. Restringiendo ¢, 0 ¢ a puntos en H?, entonces demostramos
que la isometria ¢ = @9 0 (p; cumple con las condiciones del lema. |

El lema 2.3.3 puede extenderse inmediatamente al caso donde P y () estan situados en la misma
recta vertical L por la interpretacién de L como un circulo de radio infinito, donde el centro esta
localizado en el infinito sobre el eje x. Equivalentemente, la recta vertical L de ecuacion = = a
puede ser vista como el limite cuando z tiene a +00 0 a —oo del circulo de radio |z — a| centrado
en el punto (z,0). Con esta convencion, cualesquiera dos puntos P, Q € H? pueden ser conectados
por un tnico arco circular centrado sobre el eje x.

Teorema 2.3.1. Entre todas las curvas que conectan P y Q en H?, los arcos circulares centrados
sobre el eje x (posiblemente un segmento vertical) son las inicas curvas que minimizan la distancia
hiperbdlica.

Demostracion. Si Py () estan sobre la misma recta vertical, esto estd demostrado por el lema
2.3.1. Por otro lado el lema 2.3.3 prueba que una isometria ¢ envia Py @) a dos puntos P’y '
sobre la misma recta vertical L. Por el lema 2.3.1, las curva minimales de P’ a )’ es el segmento
[P’,Q)’']. Como una isometria envia cuvas minimales a curvas minimales, la curva minimal de P a
Q es la imagen del segmento rectilineo [P, Q'] bajo la isometria inversa ¢~ '. Por el segundo hecho
del lema 2.3.3, esta imagen es el arco circular que conecta P a () y esta centrado sobre el eje x. W

En un espacio métrico donde la funcion distancia esta definida tomando el infimo de las longitudes
de arcos de ciertas curvas, como en el plano euclideo y el plano hiperbélico, existe un término
técnico para las “curvas minimales”. Mas precisamente geodésica es una curva v tal que para todo
P € ~ y para todo () € v suficientemente cercano a P, la secciéon de 7 que conecta P a () es la
curva minimal que conecta Py @ (para la longitud de arco considerada). Por ejemplo, sabemos
que las geodésicas en el plano euclideo (R?,d,,.) son los segmentos rectilineos, luego el teorema
2.3.1 muestra que las geodésicas en el plano hiperbolico (H?, dj;,) son los arcos circulares centrados
sobre el eje x.
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40 CAPITULO 2. GEOMETRIA HIPERBOLICA

Definiciéon 2.3.1. Una geodésica completa es una geodésica que no puede extenderse a lo largo de
una geodésica.

Lema 2.3.4. Sea Py = (0,5) y P = (0,y1) dos puntos del semiplano superior derecho L =
{(0,y);y >0} C H del eje y, con y1 > yo y sea g una geodésica hiperbélica completa que pasa
atravez de Py. ver figura 2.5. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

a) Py es el punto de g que estd mds cerca a Py para la distancia hiperbdlica dpy,;

b) g esla geodésica completa gy que es ortogonal a L en el punto Py, equivalentemente ésta es el
semi circulo euclideano de radio yo centrado en (0,0) y conecta (yo,0) a (—yo,0).

Demostracion. Los lemas 2.3.1 y 2.3.2 muestran que para todo punto P = (u, v) sobre la geodésica
9o,

dnip(PL, P) > In22 > 2 = dyp(Pr, Py).
v Yo

Figura 2.3: geodésicas completas

Como una consecuencia, el punto F, estd mas cerca a P, entre todos los puntos de gg. Recipro-
camente, si g es otra geodésica hiperbolica completa que pasa atravez de P, y forma un angulo

b
0 # — con L en Py, queremos encontrar un punto P en g con
2 Y

dhip(Pr, P) < dpip(Pr, Py).

Para P = (u,v) € g, la parametrizacion del segmento rectilineo [P, P| dado, tiene longitud
hiperbolica igual a

v—y12

lhip([P1, P dt
hp ! / y1+tv—y1)
_ +(U—?/1)ly1

= n—.

Y1 — v v
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Ahora hacemos que el punto P = (u,v) varie sobre la geodésica g cerca de Fy. Cuando u = 0,

v
tenemos que v = 1y ¥ Tu cot 6. Derivando la féormula anterior, nos que todavia en u = 0.
U

d 1

—lpin(|P1, P]) = —— cot 6.

Tl (L P]) = = co

En particular, a menos que 6 = g, esta derivada es diferente 0 y existe cerca de Py = (0,yp) un

punto P = (u,v) de g tal que

Anip(Pr, P) < lnip([Pr, P]) < lnip([Pr, o) = dpip([P1, Fo))-

2.4. Todas las isometrias del plano hiperbdlico.

Hasta el momento nos hemos encontrado con tres tipos de isometrias del plano hiperboélico
(H?, dp;p): homotecias, traslaciones horizontales y las inversiones. En esta seccion, describiremos
todas las isometrias de (H?, dy;,). Es conveniente usar niimeros complejos, recordemos

H* = {z € C;3(2) > 0},

Donde la parte imaginario $(z) es la coordenada y de z = x + iy.

En coordenadas complejas, una homotecia es de la forma z +— Az para un nimero A > 0, una

., ) ., z 1
traslacion es de la forma z — z 4+ ¢ con xg € R, y la inversiéon es de la forma z — W = -,
z Z

donde Z = = — iy es el conjugado complejo de z = x + iy y donde |z| = /2% + y? = V2Z es su
modulo. Podemos obtener mas ejemplos de isometrias por composicion de isometrias de esos tipos.
Llamaremos a la composicion ¢ o ¢ de dos mapeos ¢ y ¢ definiendolas por

Vo p(P) =v(p(P)),
y puesto que la composiciéon de dos isometrias es una isometria.

Lema 2.4.1. Todas los mapeos de la forma

az+b

z i d con a,b,c,deR y ad—bc=1 (2.3)
0
zZ+d
z Ci—i_ con a,b,c,de R y ad—bc=1 (2.4)
az+b

son isometrias del plano hiperbolico (H?, dpp).

Demostracion. Estas transformaciones son en realidad transformaciones de Mdbius, que como
mostramos en el capitulo 1, son composiciones de traslaciones, homotecias e inversiones. [ |
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42 CAPITULO 2. GEOMETRIA HIPERBOLICA

Lema 2.4.2. Sea ¢ una isometria del plano hiperbolico (H?, dy;yp) tal que ¢(iy) = iy para todo
y > 0. Entonces p(z) = z para todo z € H? 0 p(2) = —Z para todo z.

Demostracion. Sea L = {iy;y > 0} es el semiplano superior del eje y. Por hipotesis, ¢ fija todo
punto de L. Para todo iy € L, sea g, la inica geodésica hiperbolica completa que pasa atravéz de
iy y es ortogonal a L. Llamaremos, g, es el semicirculo euclideo de radio y centrado en 0 contenido
en H?. Ya que ¢ es una isometria y ¢(iy) = iy es el punto de ¢(g,) = g que estd mas cerca a
©(iy1) = iy;. Usaremos el lema 2.3.4 para demotrar que g = g,. Ciertamente, este hecho caracteriza
la geodésica g, por la propiedad que para cualquier y; > y, el punto 7y es el punto de g, que esta
mas cerca a iy. Como una consecuencia, ya que ¢ es una isometria, ¢(iy) = iy;. El 2.3.4 muestra
entonces que g = gy, asi que p(g,) = gy-

Ahora, si P = u +iv es un punto de g,, esta es su imagen ¢(g,) es uno de los dos puntos de g,
que estan a una distancia dp,,(P,iy) de iy. Uno de esos dos puntos es P, el otro es —u + v por
simetria.

Concluimos que ¢(u + i) = u + v 0o —u + iv para todo u + v € H? (ya que u + v pertenece
a alguna geodésica g,). Ya que ¢ es una isometria, esta es continua. Esto se del hecho de que
@(u+1iv) = u+iv para todo u+iv € H? o p(u+iv) = —u+ v para todo u+iv € H?. Este puede
referirse como (z) = z para todo z € H? o ¢(z) = —Z para todo z € H2. |

Teorema 2.4.1. Las isometrias del plano hiperbdlico (H?, dy;,) son exactamente las aplicaciones
de la forma

az+0b
= R d—bec=1.
©o(2) 1d “n o b,c,d e y ad—bc
0
czZ+d
©o(2) e con a,b,c,d € y ad— bc

Demostracion. En el lema 2.4.1 demostramos que las transformaciondes de M&bius son isometrias
del plano hiperbolico. Reciprocamente, sea ¢ una isometria de H?, y consideremos la parte positiva
L = {iy : y > 0} del eje y. Como L es una geodésica completa de H?, su imagen bajo la isometria
¢ también es una geodésica completa de H?, un semicirculo euclideo delimitado por dos puntos
distintos u, v € RU{oc}. Donde u o v pueden ser co exactamente cuando ¢(L) es una recta vertical.
Ademas, si orientamos L desde 0 hasta oo, requeriremos con menor generalidad la correspondiente
orientacion de (L) que va desde u a v.

Primero, consideramos el caso cuando u y v son diferente de co. La isometria hiperbélica

az —au

¥(z) =

cz —cv
con ay c € R, ac(u —v)=1, u nos lleva a 0, v nos lleva a co. Se sigue de la composicion 1) o ¢
fija los puntos 0 e co. Como consecuencia, la isometria 1) o ¢ envia la geodésica completa L en si
misma y respeta la orientacion. En particular, ¢ o (i) = it para algun ¢ > 0. Reemplazando a por
a/v/t y ¢ por ¢/t en la definicion de ¢, podemos llegar a que v o ¢(i) = i. Entonces 1) o ¢ envia

cada 1y € L a un punto de L que esta a la misma distancia hiperboélica desde ¢ como 7y; enviando
1o respeta la orientacion de L, la unica posibilidad es que ¢ o p(iy) = iy para todo y > 0. Ahora
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aplicando el lemma 2.4.2 concluimos de que ¥ o p(z) = z para todo z 0 ¥ o p(z) = —Z para todo
z. En el primer caso,
1 —cvz + au
Z) = =
plz) = v (z) = 2
donde la formula para la funcion inversa 1)~! es obtenida por la solucion de la ecuacion ¢(2') = —z
para todo z. En el segundo caso
1 cUZ + au
z) = —Z)=——.
plz) = 97(-7) = s

En todo caso ¢(z) es del tipo requerido. Solo falta considerar los casos cuando u o v es infinito.
Los argumentos son idénticos, usando las isometrias

—a
v(z) = cz —cv
con ac =1 cuando u =00 y
az — au
u() = o
con ac = 1 cuando v = o0.
|
. . 2 az+0b
Las isometrias de (H?, dp;,) de la forma ¢(z) = —d con a,b,c,d € Ry ad — bc = 1 son
cz
Z+d
llamadas aplicaciones racionales lineales con coeficientes reales. Las de la forma ¢(z) = Ci—:_ 2
az

con a,b,c,d € Ry ad — bc =1 son aplicaciones racionales antilineales.

2.5. Aplicaciones Lineales y antilineales

En esta parte estableceremos algunas propiedades de aplicaciones racionales lineales y antili-
neales. ya que posteriormente necesitaremos considerar aplicaciones de este tipo con coeficientes
complejos, probaremos esas propiedades en un nivel mayor de generalidad. En el contexto comple-

az+b

cz+d
con coeficientes complejos a, b, c,d € C. Un poco de algebra elemental muestra que ¢ es no cons-

tante exactamente cuando ad — be # 0. Dividiendo todos los coeficientes por uno de las dos raices
++vad — bc, podemos consecuentemente arreglar para que ad — bc = 1 con el cambio del mapeo
w. Sistematicamente requeriremos que los coeficientes a,b,c,d € C satisfaciendo esta condicién
ad — bc = 1.

jo, una transformacién racional es una aplicacion no constante ¢ de la forma p(z) =

. d . .
Hasta el momento el mapeo, ¢ no esta definida en z = —. Sin embargo, esto puede facilmente ser
c
az+b
cz+d

a
P

fijado por la introducciéon a un punto oo en el infinito de C. La aplicacion racional ¢(z) =
con a,b,c,d € Cy ad — be = 1, definimos un mapeo ¢ : C — C por p(—=d/c) =00y p(c0) =

Esta aplicacion es continua por la definiciéon de continuidad en el infinito, y a queremos

lim ¢p(z) =00 y lim ¢(z) = a
c

sy d 2Z—00
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Similarmente, una aplicacién racional antilineal es una aplicacion ¢: C — C de la forma
cz+d 7 c

o(z) = _: 7, con a, b,c,d € Cyad—bc =1, con la convencion de que ¢ <—g> =00y p(co) =—.
az a

2.5.1. Algunas aplicaciones racionales antilineales.

Ya nos hemos encontrado con las homotecias

con A\ un nimero real positivo. Si permitimos coeficientes complejos, podemos considerar las rota-

ciones ,
0 e2z+40
z—=ez=——
Oz +e "2

de &ngulo 0 € R alrededor del origen, las traslaciones

Z+ 2

z—>z—|—z0:02+1

para nimeros complejos arbitrarios zy € C. También vamos a considerar la inversiéon del circulo

unitario
0z+1

zZ+0

. z 1
A —_— = - =
22 =z

Lema 2.5.1. Toda transformacion lineal o antilineal p : C — C es una composicion de homotecias,
translaciones, rotaciones e inversiones del circulo unitario.

Demostracion. La demostracion es idéntica a los argumentos algebraicos utilizados para el caso
lineal, ver 1.2.1. [

Si C' es el circulo de radio R centrado en el punto 2z, € C, la inversion del circulo es la aplicaciéon
antililineal ¢ definido por

z—z
2 0
o(z) —2p=R 5
|z — 2|
o equivalentemente, que
R R2—|z|?
( )_ R R
Y= TS A
R* R

v envia z al punto que esta en el mismo rayo que va desde 2y a z, y estd a una distancia ecuclidea
R?/ deue(z,20) de zo. Esta inversion fija todo punto del circulo C' e intercambia el interior con el
exterior de C. Hay un interesante caso limite de inversiones donde dejamos el centro y el radio del
circulo ir a infinito. Dados ¢ty v 0y € R, sea 2y = te? y R =t — t;. Si hacemos t tender a +oo, el
circulo C' converge a la linea L que pasa atravéz del punto type? y forma un angulo de 6y + 5 con
el eje z. Por otro lado, la inversiéon ¢ a través de C converge al mapeo z — e?9% + 2tye'®, que es
justamente la reflexion a travéz de la linea L. De esta manera, interpretamos la recta L como un
circulo de radio infinito centrado en el infinito, podemos considerar la reflexion euclidea a travez
de L como una inversion a travez de este circulo. Note que toda recta L puede ser obtenida de
esta manera.

T
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2.6. La norma hiperbodlica.

Si ¥ = (a,b) es un vector en R2, su magnitud o norma euclidea es igual a
1V ||ewe = Va2 + b2,

Por ejemplo, si ¥ es la velocidad de una particula que se mueve en el plano euclideo, H7H
describe la rapidez de dicha particula. En el plano hiperbélico, las distancias son medidas de
manera diferente, respecto al plano y en consecuencia también la rapidez. Si 7 es un vector con
base en el punto z € H? C C, su norma hiperbélica es

1
”7th = ||7Heuc-

3(2)

Para justificar esta definicion, sea v una curva en H?, parametrizada por t — z(t), a <t < b. En
particular, el vector tangente de vy en el punto z(¢) es la derivada z'(¢), y que lo hemos considerado
como un vector basado en z(t). Entonces las longitudes euclideanas e hiperbolicas de 7 estan dadas
por formulas muy similares

b
lmmz/nﬂwmw

b
o) = [ 12Ol .

Si ¢ es una aplicacion diferencial y o es un vector con base en el punto P, su imagen ngo(7)
bajo la aplicacion diferencial es un vector con base en ¢(P).

Lema 2.6.1. Si ¢ es una isometria de (H? dpy), entonces | Dayo(0)|lnip = |7 |lnip para todo
vector U con base en zy € HZ.

az+b

Demostracion. Considere el caso donde ¢ es racional lineal p(z) = con a,b,c,d € Ry

cz +
ad — bc = 1. Por la proposicién 77, si o es un vector con base en zp € H?2,

1
Dz 7 euc — 1T 19 7 euc-
1D (Dllwe = 1 I

Por otro lado,

1 — 1 (azo+b az+b
23 = — — = — J—
el = 5 () — ola]) = 5 (220 - 20
. 1 20 —Z_O . 1 o~
© 2dezo +d2 T |ezo + d|2\s(zo).
Ademas,
Dz 7 DT o~ 7 NN\ Dz 7 euc
|| 090( )th %((,D(Zo)) H 090( )”
1
= =7/ 7 euc — 7 ip-
57 Pl = 17l
o . . . cz+d
El argumento es similar para aplicaciones racionales antilineales ¢(z) = — e |
az
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2.7. El modelo del disco para el plano hiperbélico

Ahora vamos a describir un nuevo modelo para el plano hiperboélico, que es otro espacio métrico
(X, d) que es isométrico a (H?, dp;,). Este modelo es algunas veces mas conveniente para procesos
computacionales.

Figura 2.4: Modelo del disco para el plano hiperbélico.

Sea B? es el disco abierto de radio 1 centrado en (0,0) en el plano complejo, la bola By,,. ((0,0),1)
en el plano euclideo (R? d.,.). Para un vector o con base en un punto z € B2, definimos su
B2 — norma de la siguiente manera:

2
"7"32 = H7Heuc

122

donde || 7 ||eue|| es la norma euclidea de V. Entonces, como para el plano euclideo e hiperbolico,
definimos la B2— longitud de una curva diferenciable a trozos v en B? parametrizada por t — z(t),
a <t<b, como

Isa(7) = / /() ged.

Finalmente, dados dos puntos cualesquiera P, Q € B?, definimos su B2-distancia dg2(P, Q) como el

infimo de las longitudes [p2 de las curvas diferenciables a trozos v que conectan P y (). Sea ¢ una
—z+1

aplicacion racional lineal definida por p(z) = . Note que los coeficientes de ¢ no satisfacen

la relacion usual ad — bc = 1. Esto puede arreglarse, dividiendo todos los coeficientes por una de
las raices cuadradas complejas ++/—2i, pero el resultado de la expresion podria ser engorroso.

- - . —z+1 : )
Proposicion 2.7.1. Las transformacion racional p(z) = > induce una isometria de (H?, dy;,)
z+i
a (BQ, dﬂp).
Demostracion. Note que |p(z)| = 1 cuando z € R, asi que ¢ envia R U {oo} al circulo unitario.

Como consecuencia, ¢ envia el semiplano superior H? al interior o el exterior del circulo unitario
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en C U {oco}. Puesto que (i) = 0, concluimos de que ¢(H?) es igual al interior de B? del circulo
unitario. Consideramos la diferencial D,p : C — C de ¢ en z € H2. La proposicon (?7) tenemos:

2

TP |D20(v) [l euc

2
—z+1
z+1
B 4
42— = 2+
B 4
T Gr)E—0) - (—z—i—i)(—?—i)M
2 1

= m!vl = g(z)‘”‘ = [[v][nip-

[1D:p(v)|[g2 =

21
21 (2 +14)?

v

1—

[l

De estos célculos, concluimos que ¢ envia a una curva y en H? a una curva () en B? tal que
g2 (©(7)) = lhip(y). Tomando el infimo de las longitudes de tales curvas, se sigue que dg2(p(P), 9(Q)) =
dnip(P, Q) para todo P, @ € H? En otras palabara, ¢ define una isometria de (H?, dy;) a
(B2, dﬂp). .

En particular, esto demuestra que dg2 es una métrica y no una semi-métrica (equivalentemente
y B

que dg2(P, Q) = 0 tnicamente cuando P = (), que es una propiedad que implicitamente asumimos

anteriormente.

Proposicién 2.7.2. Las geodésicas de (B2, dg2) son los arcos contenidos de los circulos euclideos
y UB

que son ortogonales a S', es decir, la frontera B2, incluyendo las lineas rectas que pasan atravez

del origen.

Demostracion. Ya que ¢ es una isometria de (H?, dy;,) a (B?, dgz2), las geodésicas de (B?, dgz) son
justamente las imagenes bajo ¢ de las geodésicas de (H?, dg2). Como las aplicaciones racionales
lineales envian circulos a circulos y ademas son conformes, el resultado se sigue inmediamente del
hecho que las geodésicas de (H?, d;,) son exactamente arcos euclideos centrados sobre el eje z o
equivalentemente ortogonalmente al eje x. ]

Proposicién 2.7.3. Las isometrias de (B?, dg2) son exactamente las restricciones a B? de todas
las aplicaciones racionales lineales y antilineales de la forma

oz +p B
p(z) = Fora ° p(z) =

Q
|
+
™

=
N}
+
Q

con |a? — |B]? = 1.

Demostracion. Como ¢ es una isometria de (H?, dp;,,) a (B2, dg2), las isometrias de de (B?, dg2) son

exactamente las aplicaciones de la forma ¢ o1 o ¢~! donde 9 es una isometria de (H?, dp;,).
az +b

cz+d
oo 1 (@i —=b+c+di)z+ (—ai—b—c+ di)
POV T Caitbtetdi)z+ (aitb—c+di)

Si ¢ es una aplicacion racional lineal de la forma ¥(z) = con a,b,c,d € Ry ad —bc =1,

entonces
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es de la forma indicada para
1 . .
o= §(a+bz—cz—|—d)
1
y pB= 5(—a+bi+cz'+d)

Reciprocamente, escribiendo a+ 5 =bi+dy a— 8 =a—ci con a, b, c,d € R, cualquier aplicacion

_O[Z—_Fﬁ con |O[|2 — |B|2 = 1 es de la forma @ O w o (,071 para algunos a, b7 ¢, d € R con
Bz +az
ad — bc = 1. .

2.8. El espacio hiperboélico tridimensional.

Ahora vamos aumentar una dimensién en uno, el espacio hiperbolico tridimensional H3. Este
espacio esta definido en completa analogia con el plano hiperbélico. Muchas de las pruebas son
idénticas a las realizadas en dimension 2.

2.8.1. El espacio hiperbdlico tridimensional.

El espacio hiperbolio tridimensional es el espacio métrico que consiste del espacio superior, esto
es:
H? = {(az,y,u) eR%u > O}.

Si v es una curva diferenciable a trozos en H? parametrizado por la funcién vectorial
t— (x(t),y(t),u(t), a<t<b

su longitud hiperbolica es:

lip() = / Ve o? +uy(,g>2 O

Figura 2.5: EL espacio hiperbdlico
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Definicion 2.8.1. La distancia hiperbdlica de P a Q € H? estd definida por

dhip(Pa Q) = inf {lhz‘p(v); ¥ conectaPyQ}

El hecho de que (H?, dpp;,) es un espacio métrico es idéntico a la prueba, para el plano hiperboélico
en el lema 2.1.1. Como en dimensiéon 2, la norma hiperbdlica de un vector o con base el punto
P = (z,y,u) € H? esta definida como

1
¥ i = 17 e

donde || 7 ||eue = Va® + b2 + 2 es la norma euclidea usual de o = (a, b, ¢). El espacio hiperbo-
lico tridimensional admite algunas isometrias un tanto obvias ¢ : H®> — H? que son inmediatas
extensiones de su contraparte, el plano hiperboélico. Entre las cuales tenemos: Las traslaciones
horizontales: definidas por
QO(ZE, Y, U) = (1: + o, Yo, u)
para zg,yo € Ry las homotecias p(z,y,z) = (Ax, \y, Au) para A > 0. Una nueva, pero no muy
diferente tipo de simetria consiste de rotaciones alrededor del eje u, definida por

o(x,y,u) = (rcosh —ysinb, rsinh + y cos b, u)

para 6 € R. Finalmente, en analogia a la inversion del disco unitario, tenemos la inversion atravez
de la esfera unitaria. Este es la aplicacion ¢ : R?* U {oo} — R3 U {co} dada por

P, Y, u) = ) )
x2+y2+u2 ZL’2+y2+U2 x2—|—y2—l—u2
Tenemos que la inversion asi definida envia el semiespacio superior en si mismo.

Lema 2.8.1. Si ¢ : H? — H? es la inversion atravez de la esfera unitaria y si o es un vector con
base en P € H3, entonces su imagen ngp(7) bajo la diferencial de , que es un vector con base

en p(P), es tal que
1Dp () lnip = 11T lnip

como consecuencia, ¢ es una isometria de (H?, dp;,)

Demostracion. Esto es un inmediato arreglo, idéntico al usado en la prueba del lema 2.2.1 para
demostrar que la inversion atravez del circulo unitario es una isometria del plano hiperbolico.

Considere el plano vertical:
H={(z,0,u) € R u>0} C H.

Sustituyendo la letra u por y, este plano superior tiene una identificaciéon natural con el plano
hiperboélico H2. Para esta identificacion la longitud hiperbélica tridimensional de un curva en H?2.
Lo mismo es cierto para la norma hiperbolica || 7/ ||;, de un vector 7/ tangente a H en P € H C H?.
También podemos identificar el plano hiperbolico (H?, d,;,) con el plano superior H C H?, dotamos
con la métrica dy para el cual d,(P,Q) es el infimo de las longitudes hiperbolicas de todas las
curvas que conectan Py () en H.
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Teorema 2.8.1. El espacio hiperbolico (H?,d;,) es homogéneo e isotrdpico. Equivalentemente,
para todo vector ' en el punto Py todo W en Q con |V ||nip = || |lnip, entonces existe una
isometria @ de (H?, dpp) tal que o(P) = Q y Dpp(V) = W

Demostracion. Modificando o, P, & y @ por traslaciones horizontales y rotaciones atravez del
eje u ( que son isometrias de H?, podemos asumir sin pérdida de generalidad que Py @ estan el
semiplano superior H2 ¢ H3 y que ¥ y W son tangentes al semiplano superior. Entonces, como el
plano hiperboélico H? es isotropico por la proposicion 2.2.1, existe una isometria ¢ : H? — H? que
envia P a () y donde la aplicacion diferencial envia U a W. Esta isometria es una composicion
de traslaciones a lo largo del eje x, homotecias e inversion atravez del circulo unitario en el plano.
Extendiendo las inversiones por las inversiones atravez de la esfera unitaria, todos esos factores
se extienden a isometrias de H3, asi ¢ se extiende a una isometria ¢ : H? — H?® que tiene las
propiedades deseadas. [

2.8.2. Isometrias del Espacio hiperbdlico tridimensional

Listaremos todas las isometrias del espacio hiperolico H?, es conveniente identificar el plano zy
con el plano complejo C, de la manera usual.

Lema 2.8.2. Toda aplicacion racional lineal o antilineal de C = C U {o0} se extiende continua-
mente a una aplicacién ¢ : H? UC — H? U C donde la restriccion a H? es una isometria de

(H?, dpinp)-

Demostracion. Sabemos que las aplicaciones lineales o antilineales ¢ : C — C es una composi-
cion de traslaciones, rotaciones, homotecias e inversiones atravez del circulo unitario. Observamos
que todos esos factores extienden transformaciones continuas de H? U C induciendo isometrias de
(H?, dpip)- |

A priori, la extension ¢ de ¢ probada en el lema anterior, depende del cambio de la composicion
de ¢ como una composicion de traslaciones, rotaciones, homotecia e inversiones atravez del circulo
unitario. Para mostrar que este no es el caso, usaremos una simple observacion geométrica.

Lema 2.8.3. La inversion atravez de la esfera unitaria envia cualquier esfera S centrada sobre el
plano xy, posiblemente un plano vértical.

Demostracion. La inversion y la esfera S son cuerpos simétricos con respecto a rotaciones alrededor
de la linea que conecta el origen O con el centro de la esfera S. La propiedad consecuentemente se
sigue del hecho 2-dimensional que la inversion atravez del circulo unitario es una isometria de H?
y ademés envia un circulo centrado sobre el eje x a cualquier otro circulo centrado sobre el eje x
(posiblemente una recta vertical). |

Lema 2.8.4. Las extensiones ¢ : H? — H? de una aplicacion racional lineal o antilineal ¢ C—C
probado para el lema 2.8.2 es independiente de la seleccion.

Demostracion. Si P € H3, arbitrariamente recoge 3 esferas Sy, So y Ss centrados sobre el plano
xy, pasando atravez de P, y suficientemente genéricos ya que P es el (incio punto de insterseccion
deH3051ﬁ52m53.
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Las esferas Sy, S, S5 intersectan el plano xzy C en tres circulos C7, Cy, C5. Luego ¢ envia circulos
C1, Cy, C5 a circulos C1, C4, CY en C. Asi existen esféras tnicas S1, 54,54 centradas sobre el plano
zy que intersectan el plano xy a lo largo de Cf,C%, C4. Por el lema 2.8.3 y de manera similar
para las traslaciones horizontales, rotaciones atravez del eje z y homotecias, la extensiéon de ¢
envia S} a S7, Sy a S5y S3 a S;. Como consecuencia ¢(P) es el tnico punto de interseccion de
H2 N S;NSyN.Ss. |

En particular ¢(P) es independiente de la descomposicion de ¢ como una composicion de tras-
laciones, rotaciones, homotecias e inversiones que son usadas en la demostracion del lema 2.8.2.

Teorema 2.8.2. Toda aplicacion racional lineal o antilineal ¢ : C — C tiene una unica exten-
sion continuaa ¢ : H* UC — H? U C donde su restriccion a H? es una isometria de (H3, dy;,).
Reciprocamente, toda isometria de (H?,d;,) es obtenida de esta manera.

Demostracion. La existencia de la extension se demostrd justamente en el lema 2.8.2 . Recipro-
camente, sea 1) una isometria de (H?, dj;,). Queremos encontrar una aplicacion lineal o antilineal
¢ donde la extension isométrica a H? coincida con 1. Ya que ¢ es una isometria, ésta envia la
geodésica orientada en 0, co a otra geodésica completa de H3, que va de z; a 25 € C. Por algebra
elemental, existe una aplicacion racional lineal ¢ enviando 0 a 21 y 00 a 23. Si ¢ es su extension
isométrica a H?, la isometria 9 o <p—1 ahora envia la geodésica orientada de 0 a co en si misma.
Sustituyendo v por por ¥ o ! de ser necesario, podemos ademas asumir que v envia la geodésica
de 0 a oo en si misma, sin pérdida de generlidad.

Componiendo 1 con una homotecia de ser necesario, podemos asumir que esta fija algunos puntos
de su geodésica. Como 1) es una isometria, esta fija todo punto de la geodésica de 0 a co. Sea g una
geodésica completa contenida en el sesmiplano superior H? C H? y que cruza 0 a oo en algtn punto
Py. Entonces ¢ (g) es una geodésica completa que pasa atravez de Py. Note que H? es la union
de todas las geodésicas completas que van de 0 a oo y g — {FPy}. Ademaés, ¢(H?) es la union de
todas las geodésicas que van de 0 a oo y ¥(g) — {¢(Fo)}, ¥ consecuentemente es el plano superior
vertical euclideo que contiene 0, oo y ¥(g). Componiendo % con una rotaciéon alrededor de 0, oo si
es necesario, podemos ademas asumir que (H?) = H?.

En particular, 1) ahora restringida a una isometria de H?2. Por la clasficacion de isometrias de
(H?, dpip) en el teorema 2.4.1, existe consecuentemente una aplicacion lineal o antilineal , con
coeficientes reales donde la extension isométrica ¢ coincide con 1 sobre H?. Entonces ¢ o ¢ !
es una isometria hiperbolica de H? que fija todo punto de H?. El mismo argumento como en la
demostracion del lema 2.4.1 muestra que ) o ¢! es la aplicacion identidad o la reflexion euclidea
atravez de H?. El lema 2.8.4 muestra la que la extension es tnica. |

En general, usaremos las mismas letras para denotar aplicaciones racionales lineales y antilineales
¢ : C — C, la isometria hiperbolica ¢ : H? — H3, y la aplicacién continua ¢ : H3 UC — HUC
hecho de esas dos aplicaciones. Diremos que ¢ : H3 — H? es la extension isométrica de ¢ : C—C
a una isometria de (H?, dnip) que aunque en un sentido extricto, matematicamente incorrecto( si
la extension actual es (¢ : H? U C - H3U @), es conveniente una terminologia adecuada, para
futuras referencias, indicaremos la siguiente propiedad:

Lema 2.8.5. Sean By, (FPo,7) y Ba,, (P;,7) son dos bolas con el mismo radio v > 0 en (H?, dpp).
Dotando cada bola con la restriccion de la métrica hiperbolica dp;,. Entonces toda isometria ¢ :
Ba,,, (Py,7) = Ba,, (P, r) tiene una dnica extension a una isometria ¢ : H> — H?.
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52 CAPITULO 2. GEOMETRIA HIPERBOLICA

Demostracion. La demostracion se sigue de las lineas del teorema 2.8.2 transportando cada una
por una isometria de H3, de ser necesario, podemos asumir sin pérdida de generalidad que Py est4
sobre la geodésica de 0 a co. Entonces, por los argumentos usados en la prueba del teorema 2.8.2
podemos progresivamente componer ¢ con varias isometrias de (H?, dy;,) se reduce el problema al
caso donde ¢ envia Py a Py, y entonces envia la intersecciéon de dez.p(Po, r) con la geodésica de 0
a oo en si mismo y entonces envia Bq,, (Pp,r) NH?, y entonces fija todo punto de By, (P, 7).

En éstos puntos, la existencia de la extension a una isometria global (equivalentemente, la aplicacion
identidad) de H? es inmediata. La unicidad de la extension es inmediata, una vez que nos damos
cuenta que podemos enviar cada geodésica que va desde Fy en si misma. |
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Capitulo 3

Grupos Kleinianos

En este capitulo desarrollaremos la teoria basica de grupos Kleinianos, que son ciertos grupos de
isometrias del espacio hiperbolico H?, antes de presentar la definicion formal de un grupo Kleiniano
construiremos a detalle algunos ejemplos mediante un proceso de iteracién de nuestra herramienta
fractal "transformaciones de Mobius", donde utilizaremos sus propiedades definidas en el capitulo
1.

3.1. Construccion de grupos Kleinianos.

3.1.1. Circulos emparejados.

Para nuestra primera construcciéon de un grupo Kleiniano vamos a considerar 4 circulos en el
plano, los cuales vamos a enlazarlos mediante dos transformaciones de Mobius, lo cual es posible
debido a que tres puntos determinan un dnico circulo y debido al teorema 1.2.2 siempre podemos
encontrar una transformacion que nos lleve de los puntos zq, 29, 23 a tres puntos wi, ws, w3, asi
podemos tomar 3 puntos de un circulo y 3 del otro, asi de esta forma garantizamos que siempre
es posible encontrar dos transformaciones que convierta un circulo en otro, la siguiente definiciéon
establece las condiciones para dicho emparejamiento.

Definiciéon 3.1.1. Sean Dy y D, dos discos disjuntos acotados por las circunferencias Cx y C,
respectivamente. Una transformacion lozodromica "a” se dice que empareja los discos Dy y Dy si
transforma Cy en C, y el exterior de Dy en D,.

Por otro lado se tiene:

a ) El punto fijo atractor Fiz™(a) de ”a” es interior a D, y el punto fijo repulsor Fiz~(a) de "a”
es interior a D 4.

b ) Potencias sucesivas de "a” encajan el disco D, a un disco més pequeno conteniendo Fiz™(a),
mientras que potencias sucesivas de a~! encogen D4 a un disco mas pequefio conteniendo
Fixz~=(a).

En adelante vamos a considerar la transformacion de Moébius por a y su inversa por A, esto es:

al=A vy Al=ua
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54 CAPITULO 3. GRUPOS KLEINIANOS

Ahora, consideremos dos parejas de discos disjuntos y supongamos que estan emperajados por
las transformaciones a,b y sus respectivas inversas son A, B; la coleccion de todas las posibles
composiciones de las transformaciones a,b, A, B forma un grupo, ya que la composiciéon de dos
transformaciones de Md6bius vuelve a ser una transformacion de Mdbius y también estan sus res-
pectivos inversas.

Definiciéon 3.1.2. Sean Dy, D,, D y Dy cuatro discos disjuntos. Sean a,b las respectivas trans-
formaciones que emparejan los circulos C, con Cy y Cp con Cy respectivamente. Se llama grupo
de Schottky determinado por estos discos al grupo generado por todas las composicones posibles de
ayb.

Definiciéon 3.1.3. Un grupo G se dice libre de rango k si todo elemento de G puede escribirse en
una forma unica como producto finito de k elementos de G incluyendo sus inversos.

Lema 3.1.1. Sean D y D' dos discos disjuntos y a una transformacion de Mébius que transforma
el exterior de D en D’. Entonces a es el loxodrdmica.

Demostracion. Supongamos entonces que la transformacion a(z) lleva el exterior del disco D al
interior del disco D" y supongamos que la transformacion no es loxodromica, asi la transformacion
puede ser parabodlica o eliptica.

A(2)

Figura 3.1: Efecto de la transformacion a(z).

Si la transformacion es parabélica tenemos que su 6rbita es su punto fijo y puesto que la imagen
de un punto exterior a D que llamaremos w va al interior del otro disco D’ y asi potencias sucesivas
de a(z) se iran acumulando en el disco D', ya que es compacto, por otro lado tenemos que el interior
de D’ va al exterior de D y la aplicacion inversa A lleva el exterior de D’ al interior de D, asi
imagenes sucesivas de un punto del exterior de D’ se iran acumulando en el interior de D, asi
tenemos que la 6rbita de dicha transformacion siempre seran dos puntos, uno en el interior de D y
D’ respecitvamente, sin embargo esto no es posible ya que sabemos que los puntos de acumulacién
de una transformaciéon parabdlica es su punto fijo y mientras que en el caso eliptico son los vértices
de un 2n - agono regular o un circulo. Por tanto la tinica posibilidad es que la transformacion sea
loxodrémica. |
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CAPITULO 3. GRUPOS KLEINIANOS 55

Teorema 3.1.1. Un grupo de Schottky (determinado por D,, D4, Dy, Dg ) tiene todos sus ele-
mentos lozodrémicos y es libre de rango 2*

Demostracion. Para demostrar que todos los elementos son loxodrémicos, aplicamos el lema 3.1.1
a las transformaciones a y b que emparejan los discos D4 , D,y Dg, D, respectivamente y puesto
que por el proceso de construccion, cada elemento del grupo es composicion de los generadores a
y b sin elementos de las forma ab~'ba=!. [ |

Los cuatro discos inicicales D,, Dy, D4 v Dp son llamados discos iniciales de Schottky y puesto
que las transformaciones de Mobius siempre mapean circulos a circulos, cuando cualquiera de las
cuatro transformaciones a, b, Ay B es aplicada a cualquiera de los cuatro discos, todas sus imagenes
también seran discos propios que se iran anidando en los respectivos interiores de los discos iniciales
hasta que su radio tienda a cero®. Los puntos que estén en el limite de circulos anidados son los
que llamaremos el conjunto limite del grupo. La siguiente figura muestra la primera aplicacion de
todas las tranformaciones a todos los discos iniciales, donde entenderemos que Cy, = a(Cy).

O Cop Cba
Ab Q Cb
Cha
Ca

Figura 3.2: Aplicacién de cada transformaciéon a cada circulo.

Llamaremos a los cuatro discos iniciales primer nivel, luego aplicamos cada transformacion a los
otros restantes, obteniendo 12 composiciones diferentes : aB, aa, ab,bA, bb, ba, AB, Ab, AA, BA, BB, Ba,
el cual llamaremos segundo nivel, y asi sucesivamente. A la composicién de estos elementos, les
llamaremos palabras.

1'Un grupo de Schottky no es conmmutativo, para ver esto tomamos un punto x fuera de los cuatro discos, ahora
bien, la transformacion ab, lo llevara al disco D, y la transformacion ba lo llevara a D; y puesto que los discos son
disjuntos se tiene que los respectivos puntos también son distintos asi, tenemos que los grupos de Schottky no son
conmutativos.

2El hecho de que los radios de los circulos es aparentemente trivial a partir de las figuras de los conjuntos limites
que veremos méas adelante, sin embargo, no es automatico, aunque no los demostraremos en este trabajo, puede
revisarse algunas ideas de la demostracion en [2].
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56 CAPITULO 3. GRUPOS KLEINIANOS

3.1.2. Codificacién de elementos por medio de arboles.

La idea de la codificacion de nuestras palabras es por medio de una colecciéon de vértices o nodos
conectados por flechas a las que llamaremos aristas, cada nodo tiene un nivel, el nivel que no
tenga elementos serd el de la palabara vacia, el nivel 1 sera el de los cuatro circulos iniciales y
asi sucesivamente. Del nodo inicial salen 4 flechas apuntando a cuatro nodos a, b, A, B , para cada
uno de estos salen 3 flechas apuntando a los nodos del nivel 2, por ejemplo del nodo del nivel 1,
en a salen flechas que van hacia aB, aa, ab, que son las tres posibles palabaras con la letra inicial
a y vamos quitando de una vez las cancelaciones aA 6 Bb, en este caso diremos que las palabras
estaran reducidas. Cada nodo de nivel V es alcanzado por una flecha que llega de un nodo de nivel
N — 1, la siguiente figura muestra el patréon a seguir.

aa

Figura 3.3: Arbol de palabras.
Las imégenes de los discos de Schottky son rotulados en exactamente el mismo sentido que los
nodos sobre la palabra del drbol, mediante la siguiente regla
Dab = CL(Db> = Dab-
Por otro lado, para cualquier palabra de la forma D, ,,..,, se cumplira la siguiente cadena

Dy D Dyizy D D Dyyggeasy,-

3.1.3. Trazando la formacién de Schottky.

Asumiremos que tendremos de entrada dos generadores, estos son a y b con sus respectivos
inversos A y B, estas cuatro matrices seran declaradas como una lista de matrices 2x2, con entradas
complejas. El orden exacto de esta lista no es importante, pero una cosa que siempre necesitaremos
conocer, es cual generador es el inverso, con el fin de poder asegurarse de considerar inicamente
palabras reducidas, los pasos y elementos a considerar son los siguientes:

a) Codficamos los generadores de la siguiente manera: gens[0] = a, gens[l] = b, gens[2] = Ay
gens[3] = B y mediante esta codificacion también podemos codificar los respecitvos inversos :
invl0] = 2, inv[l] = 3, inv[2] =0 e inv[3] = 1.
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b) Tiling plots: Esta funcion trazara “algo” cada vez que vayamos a un nuevo nodo en el grupo.

¢) Lev:
El nivel actual donde estamos.

d) Lev max:
El maximo nivel que deseamos buscar.

e) Group:
Una creciente lista de palabras en el grupo que hemos generado. Esta inicia fuera como un
gran vacio; espacio suficiente para nuestra caja de cogidos.

f) Tag:
Esta es una lista de enteros de exactamente la misma longitud del grupo. Como generamos
palabras en el grupo, guardamos su indice (un entero entre 0 y 3) ya que implementaremos el
Sage Math. Las listas de elementos se comienzan a enumerar desde 0.

g) Num:
Necesitaremos mantener el camino de los niimeros de las palabras enumeradas en cada nivel.
En el presente caso, esto es actualmente 4.3~ pero en casos mas complicados esto puede
ser dificil de determinar.

El algoritmo a implementar recibe el nombre de "BFS"que viene de ” Bread - First - Search”, este
algoritmo buscara en el arbol nivel por nivel, no dejando un nivel hasta que tengamos explorados
toda palabra en el nivel. En este trabajo hemos implementado "Sage Math”, el algoritmo se presenta
en la secciéon de anexos.

3.1.4. Los grupos # - Schottky.

Hay féormulas concretas para otras familias de grupos de Schottky basados en posiciones simétri-
cas de los circulos; las formulas dependeran de un angulo 0 3 que mediré la posicion de los circulos;
los llamaremos grupos 6 — Shocttky, en este caso, los circulos han sido ubicados ortogonalmente
al circulo unitario. El caso particular cuando los cuatro circulos tengan el mismo radio y estén
ubicados de manera simétrica el conjunto limite estard contenido en una circunferencia, a estos
grupos les llamaremos grupos Fuchsianos de Schottky. Tomemos de referencia la siguiente figura:

3Para ésta configuracion el angulo puede variar entre 0 y /2 excepto 6 = /3, ya que en este dngulo los circulos
se van a cortar.
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<

)
(QA
Q

- ,a’
- - -

Figura 3.4: Construccion de circulos ortogonales.

La circunferencia azul en la figura 3.4 es la circunferencia unitaria, para que la circunferencia de
rojo sea ortogonal a la circunferencia unitaria necesitamos que el radio OP sea perpendicular al
radio C'P, asi tenemos que los tridngulos que se determinan O PQ) y PQC' son tridngulos rectangulos
semejantes, por tanto las razones de semejanza son

cos 1 sen 6

senﬁ_r_@

de donde 29 . 2 )
Q_: ey LTS v —cosf =secl — cos@.
cos 6 cos 6 cos 6
Por otro lado
r = tanf

asi la ecuacion de la circunferencia de rojo estaria dada por la siguiente ecuacion
Cy:  (z—sec)®+y* =tan®0

por tanto el resto de circunferencias estarian dadas por las siguientes ecuaciones
Cp: (v+sech)? +y* =tan’0

C,: 2*+ (y—sech)? =tan’0
Cyh: 2%+ (y+sech)?® =tan’ 0

para obtener nuestro grupo tomaremos una transformacion a que empareje C'y y C,, una trans-
formacion b que empareje Cg y . Para encontrar la transformacién b, tomamos 3 puntos de la
circunferencia Cp, los cuales serdn z; = —sect + tan i, zo = —secl —tanf y z3 = tanf — sec#,
de tal forma que la transformaciéon b nos lleve a los puntos w; = secf + tan #i, wy = secf + tan 6
v w3 = secf — tan @ respectivamente, donde los puntos wi,wy v wsz son puntos de la circunfe-
rencia (. Ahora, utilizando el teorema 1.2.2 podemos encontrar transformaciones que nos lleven
de 21,20 y 23 a 1,0, 00 respectivamente, digamos que dicha transformacién sea S;, de la misma
forma, podemos encontrar una transformacion S, que nos lleve de los puntos wy, wy y w3 a 1,0, 0o
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respectivamente, digamos que dicha transformacion sea Ss, asi la transformacion que nos lleve de
los puntos 21, 22, 23 a w1, W, ws respectivamente serd S, ~1S;. Asi tenemos que la aplicacion

— 21 — 23 Z— 2z
s -(5=3) ()

[ z+secl+tand
<z—tan9+sec€)
_ [iz+isect +itand
( z —tan6 + sec )

envia los puntos z1, 29, 23 a 1,0, oo respectivamente.

Por otra lado
5z) = (wl—wg) (z—wz)
w1, — Wa Z — W3
[z —secl —tanb
= —9 .
z —tan6 + secd

Por otro lado, la inversa de la aplicacion Sy(z) es

(%i—%csc&)z—i—%csc@—i—%

— (3 cot8) iz + 5 cot §

SQ(Z) e

finalmente encontramos la composicion S, ~! o S;.

(li—icSCG) iz +isecl +itand
202 2z — tan @ + sec 6
)z +1secl +itand
—(Leotd)iZ Lcotd
(ZCO )Z 2 —tanf + secd ta
(2i — L csch) (iz +isecl + itan) + (5 csch + 1) (= — tand + sec )
s cotd (z+secl + tan ) + 5 cot 6(z — tan § + sec )
csclz + secfcesch — tan

cot 0z + csc
1 1 sen 6

cosO senf  cosO _ csc@z—ircotQ‘
cot 0z + cscl cot 0z + cscl

)—F%CSCQ—F%

csclz +

Por lo tanto la transformacion la podemos escribir como

- 1 1  cos@
" senf cos 1 ’

De manera similar obtenemos que la transformacion a estaria dada por

0 1 1 icosf
~ senf \ —icosf 1 :
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La siguiente figura se obtiene de la corrida del algoritmo BF'S, con 6 = % y se presentan 7 niveles
del arbol de palabras, es decir 4 - 35 — 1 = 2915 circulos.

Figura 3.5: Grupo % - Schottky.

. 7 .. . .
Por otro lado, si el &ngulo ahora es 6 = T obtenemos la siguiente figura, siempre con 7 niveles

e implementado el algoritmo BF'S.
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Figura 3.6: Grupo 2 - Schottky.

Los casos anteriores son ejemplos de grupos Kleinianos, donde para el caso en que los cuatro
circulos tengan el mismo radio y esten ubicados en posiciones simétricas, su conjunto limite estara
contenido en una circunferencia, para el caso que los 4 circulos sean tangentes, el conjunto limite
serd una circunferencia, es decir la curva cerrada simple, mas elemental, en este caso el grupo
Kleiniano es llamado grupo Fuchsiano, en honor a Lazaro Fuchs?*, ahora bien, podemos considerar
més generadores o considerar diferentes formas para los circulos, por ejemplo ;Qué sucede cuando
los circulos son tangentes? pero una pareja de ellos tiene radio diferente, o ;Qué sucede cuando
3 de ellos tienen el mismo radio y siguen siendo tangentes?, bueno en principio lo que podriamos
esperar en el caso de que sean tangente, es que el conjunto limite sea una curva cerrada simple, esto

4Lazarus Fuchs, (1833-1902). Naci6 cerca de un lugar que hoy en dia se conoce como Poznan en Poland, Fuchs
fue un miembro aprendiz del circulo mateméatico de Berlin. Estudi6 sisteméaticamente los sistemas de ecuaciones
diferenciales en el plano complejo, investigando como una solucién podria cambiar cuando hace un circuito alrededor
de una singularidad, cuando un término en la ecuacién toma el co (como por ejemplo 1 en z = 0).
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es, una curva de Jordan; si no son tangentes lo que habria que esperar es que el conjunto limite esté
contenido en una curva de Jordan. En la siguiente seccién abordaremos los casos planteados. Otro
punto importante que debemos de considerar es que estos son nada més algunos casos particulares
de grupos Kleinianos y que no vamos a considerar los casos mas exéticos de grupos Kleinianos,
pero si lo suficientemente interesantes, para describir algunas propiedades.

3.2. Grupos Quasifuchsianos.

En la secciéon anterior, describimos un ejemplo de grupo al que llamamos Fuchsiano, el cual
consistia en un grupo cuyo conjunto limite estaba contenido en un circulo, ahora lo que nos va a
interesar es que el conjunto limite esté contenido en ”algo” que no sea una circunferencia, pero lo
suficientemente cercano a una; al igual que los casos anteriores, vamos a construir algunos ejemplos
v luego entrar con la definiciéon formal.

Definicién 3.2.1. Mediante el proceso de construcion de circulos emparejados, un grupo cuyo
conjunto limite sea una curva de Jordan serd llamado grupo Quasifuchsiano.

Definicion 3.2.2. Al complemento del conjunto limite le llamaremos conjunto ordinario (6 con-
junto regular del grupo).

Por otro lado tendremos que el conjunto limite de un grupo Quasifuchsiano, siempre separa el
conjunto ordinario en dos partes; el "adentro” y el 7 afuera ”.

Definiciéon 3.2.3. Sean, a y b dos transformaciones de Mébius, el conmutador de a y b se define
como abAB.

La palabra abAB es muy especial, ya que si tenemos que ab = ba, entonces

abAB = baAB
=bB
=71

por lo que hasta en cierto sentido, el conmutador mide hasta en qué punto a y b conmutan, por
esta razon es llamado conmutador de a y b.
3.2.1. Requisitos para emparejar discos tangentes.

Ahora la tarea serd que tenemos que emparejar discos, de forma que estos sean tangentes, por

tanto deberemos de ser cuidadosos con los puntos de tangencia si queremos obtener los enlaces
correctos, para esto, vamos a considerar lo siguientes requisitos

1. Un requisito necesario para que el conjunto limite sea una curva; es que los puntos tangentes
sean mapeados de acuerdo a las reglas, con respecto a la figura 3.7
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Cy

Ca

Figura 3.7: Circulos tangentes iniciales.

a(R)=Q b(R)=§8
a(S)=P  bQ)=P

por otro lado, haciendo uso de las transformaciones inversas tenemos las siguientes relaciones

AQ =R B(S)=R
AP)=S  B(P)=4q

2. El conmutador de a y b debe ser parabdlico. Supongamos que el conmutador no fuera para-
bolico, entonces la palabra abAB podria ser eliptica o loxodrémica; supongamos que fuera
loxodromica, entonces la palabra tendria dos puntos fijos, en los cuales tenemos que el punto
P ya lo es, ya que

Esto podria evitar que las iméagenes de los circulos de Schottky se encojan en P. Por tanto la
transformacion debe ser paraboélica. Ahora veamos con un ejemplo que la condicion 2, no se
obtiene inmediatamente de la condiciéon 1, para esto consideramos la siguiente configuracion
de circulos tangentes

Ca: (x4+1)°+(y+2)°"=4
Co: (z—-22+(@y+2)?*=4
Cp: (z+1)0+(y—-1>%*=1
Cy: (—2°+(y+2?2=1
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la configuracion se muestra en la siguiente figura

Cp

Ca

Figura 3.8: Configuraciéon de circulos tangentes.

Ahora para encontrar la transformacion a que empareja Cy vy C, v tomamos 3 puntos de
cada una de ellas y encontramos la transformacion Si, que emparejara los puntos z, 29, 23
de C4 con los puntos 1,0, 0o, los cuales son

2’1:—1

mientras que los puntos de C, wy, wsy, w3 son

wlzi
U)2:2—Z

y debemos encontrar una transformacion S, que nos lleve de wq,ws, w3 a 1,0, 00 respec-

. . . ) =1 =
tivamente, asi la transformacion buscada a estaria dada por S, o S;. Para el caso de la
transformacion b, los puntos de la circunferencia C'g estarian dados por

lei
22:—1
ZgIQi
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mientras que para la circunferencia C}, tomaremos

U)lz—i
wy=1—2

wy =2 — 3i

y de manera similar al caso anterior encontramos la transformaciéon b, las cuales estarian
dadas por

(Fi—23)z+2i+2

1 1 1. il
51— 15)2+t5i— 1o

luego la tranformacion, asociada al conmutador abAB estaria dada por

2443, 10981 4649, | 6583
260 1560 520 780
abAB =
_ 4723, 3111331, 4 1487
1560 260 780 520
) 433 163 . -
donde su traza estaria dada por —Ez ~ 397 lo que significa que la transformaciéon es
loxodrémica, asi vemos que el obtener un conmutador paraboélico es independiente del primer

requisito.

3. Como el conmutador es parabolico, su traza es 2 6 -2 (suponiendo siempre que su deter-
minante es 1), para obtener un grupo Quasifucsiano con conmutador parabolico, Tr(abAB)
siempre debe de ser —2. Més adelante justificaremos el motivo de que la traza del conmutador
tiene que ser —2.

3.2.2. Férmulas para emparejar grupos de Schottky, con circulos tan-
gentes.

En esta parte describiremos el proceso para conseguir nuestros circulos iniciales y transformacio-
nes de Moébius a v b, trabajaremos siempre con dos generadores. Vamos a considerar primeramente
el caso donde cada par de circulos emparejados tienen el mismo radio. Anteriormente los circulos
Cp y C), fueron elegidos de manera que sean ortogonales al circulo unitario, al igual que los circulos
C4 y C,, ahora lo que haremos es considerar los circulos C4 y C, tangentes a un circulo centrado
en el origen de radio k, tal como indica la siguiente figura:
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Ch

CA l Ca
‘ Cp

Figura 3.9: Circulos iniciales tangentes con radios distintos.

Para la configuracion de circulos de la figura anterior, ya encontramos la forma de tanto los
circulos, Cg y C} como la forma de la transformaciéon b. Ahora haremos algo similar, pero con los
discos azules C'4 y Cy, para esto consideremos la siguiente figura:

Figura 3.10: Circulo ortogonal a uno circulo de radio k.

En base a la construccion de la figura 3.10, los tridngulos OPQ y PQC son semejantes y por
tanto obtenemos las siguientes relaciones de semejanza:

k- 0Q  PQ

r PQ QC
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donde
k;_kcos@ ksen®

r ksenf QC

de donde obtenemos
k
— =cotf
,

entonces k =rcotf 6 r = ktan6. Luego

k(1 — cos? 0)

QC =rsenf = ktanfsent =
cos 6

= k(sec — cos@).

Luego las coordenadas del centro de la circunferencia C, serian (0, ksec ), asi

Co: 2°+ (y—ksech)?® = k*tan? 0
Ca: 2°+ (y+ksech)? = k*tan®0
Cy: (z—sech)? +y* =tan’0
Cp: (z+sech)®+y* =tan’0

Ahora veamos la condicién de tangencia para C, y C, esto es, la distancia de los centros de éstas
circunferencias debe ser igual a la suma de los respectivos radios.

Vsec20 + k2sec2f = ktan + tan 0
sec’ 0 + k*sec? 0 = (ktan @ + tan#)?
= k?tan® 0 + 2k tan® f + tan® 6

Asi
k* —2ktan®60 +1 =0

donde k = tan? 6 4 sec fv/tan? @ — 1. Para el emparejamiento entre C, y C'4 tomaremos los puntos
z1 = ksecl + ktanfi

zo = ksecl — ktan6
z3 = ktanf + ksecfi

que estan sobre C, mientras que para C'4 tomaremos

wy = —ksecl + ktanfi
we = —ksecld — ktan6i

w3 = ktanf — ksecBi

Luego obtenemos la transformacion S que transforma wy, ws, w3 en 1,0, 0o respectivamente y So
que transforma zi, 2o, 23 en 1,0, 0o respectivamente las cuales estdn dadas por

se= (o) ((2m) v me=(222) (22)

luego la transformacion buscada seria

S(z) =5, o8,
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Luego la transformacion buscada seria

_csc 0z + ik cot 0
a(z) = icscl

k

+ cot 8

Las siguientes figuras corresponden a 7 niveles del algoritmo BFS

Figura 3.11: Grupo Quasifuchsiano, § = 7/3.
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Figura 3.12: Grupo Quasifuchsiano, § = 57/12.
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3.2.3. Grupos conjugados.

Una nueva forma mas sencilla de construir imagenes por medio de imagenes ya creadas, es
conjugar las que ya tenemos. Recordemos que los medios de conjugacion ven la misma imagen,
pero desde un punto de vista diferente, la imagen que obtenemos después de una transformacion,
esto es una coordenada que cambia en la esfera de Riemann. Al reemplazar una transformaciéon por
una conjugada, modificamos la matriz, pero el comportamiento dindmico sigue siendo el mismo.
Hay dos etapas en la conjugaciéon por una transformacion M, reemplazando todo punto z por
el punto transformado, 2 = M(z) y reemplazar una transformacion 7' por su conjugado T =
MTM~!. Supongamos que queremos conjugar un grupo formado por el emparejamiento de cuatro
circulos tangentes, la imagen de cada uno de los 4 circulos de la configuracion inicial bajo una
transformacion de Mobius M es un circulo; ademas ya que los 4 circulos C,, Cy, Cy v Cp forman
una cadena tangente, la cadena tangente se mantiene para los circulos M(C,), M (Cy), M(Ca) vy
M(Cp). Las coordenadas cambian, ;Como conjugamos el grupo? la respuesta es que debemos
reemplazar toda transformacion g en G por la respectiva transformacion conjugada g = MgM !,
asi los nuevos generadores estarian dados por

a=MaM™" vy b= MbM*

donde el generador a empareja M (Cy) con M(C,), ya que

a(M(Ca)) = MaM ™ (M(Cya)) = Ma(Cy) = M(C,).

Para estos casos vamos a representar M (C,) = C; para indicar que M (C}y) es el circulo de la nueva
cadena, emparejada por los nuevos generadores. Mediante la nueva notacion

Definicion 3.2.4. Dado un grupo G de transformaciones de Mdbius, a todas los elementos de
la forma MgM~—! le llamaremos conjugado del grupo G, para alguna transformacion M € G y
Vg € G lo denotaremos por MGM ™.

Las siguientes figuras corresponden al conjugado de la cadena de tangente de circulos, de la
subseccion 3.1.4
(1—d)z+1

Vamos a conjugar con la transformacion M = "
z i

Y
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Figura 3.13: Grupo conjugado, § = 7/4, M =

71

(1—i)z+1
z+1+4
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(1—i)z+1

Fi 3.14: G jugado, 0 = 7 /6, M = —.
igura rupo conjugado / Jo

(1—i)z+1
24144

Figura 3.15: Grupo conjugado, § = 7/12, M =
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Para el caso de grupos Fuchsianos, estos pueden ser conjugados a un subgrupo del semiplano
superior. La traza de una matriz es invariante mediante conjugacion y la traza de cualquier matriz
del semiplano superior es real. En realidad como veremos en la siguiente seccion, es posible expresar
la traza de cualquier elemento en un grupo con dos generadores como un polinomio en Tra, Trb
y Trab.

3.3. Foérmulas para trazas.

Nuestro buen amigo Félix Klein, descubrié una bella, pero complicada férmula para encontrar
la traza del conmutador, en general, tenemos

Tr(abAB) = (Tra)? 4 (Trb)* + (Trab)? — Tra - Trb - Trab — 2.

Por otro lado, si la traza del conmutador es igual —2, obtenemos otra interesante relacion,
conocida como la identidad de Markov:

(Tra)? + (Trb)*> + (Trab)® = Tra - Trb - Tr ab.

La identidad de Markov®, puede verse como una ecuacién cuadratica en términos de las trazas de
a v b. En otras palabra, Tr ab seria una de las raices de la ecuaciéon

2 —TraTrbz + (Tra)®> + (Trb)> =0
Lema 3.3.1. Sean A, B dos matrices cualesquiera (de cualquier orden). Entonces Tr(AB) =

Tr(BA).

Demostracion. Sean A = (a;;) y B = (b;;) matrices de n x n, con entradas complejas, entonces la
traza de la matriz AB esta dada por

n

Tr(AB) = (Z i aikbki>

i=1 k=1
= Z Z briaix
k=1 i=1
= Tr(BA)
|
El lema anterior nos da como consecuencias:
a) Tr(ABA™')=B.
b) Sea M una matriz de 2 x 2 con determinante 1. Entonces
TTM = TrM™. (3.1)

5 Andréi Andréyevich Markov fue un matemaético ruso conocido por sus trabajos en la teoria de los ntimeros y la
teoria de probabilidades. Markov naci6 en Riazan, Rusia.
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c) Sea M = < Ocl 2 ) con ad — bc =1y N una matriz de 2 x 2, entonces

TrMN + TrtM™'N =
Demostracion. Puesto que
a b
M = ( c d
entonces la inversa de M, esta dada por
M= d
—c
luego
M+M1:<ab)+(d
c d —c

ahora multiplicando por la derecha por la matriz N

MN + M™'N =

TrM - TrN.

)

—b

a

)

_ab ) = (a+d)I =Te(M)I

obtenemos

(Tr M) - N

finalmente obteniendo las trazas a ambos lados tenemos

TeMN +Tr M 'N =

Identidad de Markov.

Tr M - Tr N.

Sean a y b dos transformaciones de Mdbius, entonces

Tr(abAB) = (Tra)* + (Trb)?

Demostracion. Aplicando el lema c) a los pares (a,b), (a,bAB), (Ab, AB) y

las siguientes condiciones

(a,b) :  Tr(ab) + Tr(Ab) = Tr(a) - Tr(b). (3.2)
(a,bAB) :  Tr(abAB) + Tr(AbAB) = Tr(a) - Tr(baB). (3.3)
(Ab,AB): Tr(AbAB) + Tr(B?) = Tr(Ab) - Tr(AB). (3.4)

(B,B): Tr(B?) +Tr(I) = (TrB)* (3.5)

+ (Tr ab)?

—Tra-Trb-Trab— 2.

(B, B) obtenemos

Partimos de la ecuaciéon 3.3 y despejamos la traza del conmutador

— Tr(AbAB)

Tr(baB) = a 'y sustituyendo 3.2,3.4 y 3.5
1(B)) — 2
(Tr(a) - Tr(b)Tr(AB) —

Tr(abAB) = Tr(a) - Tr(baB)
luego despejamos Tr(AbAB) de la ecuacion 3.4 obteniendo
Tr(abAB) = Tr(a) - Tr(baB) — (Tr(Ab) - Tr(AB) — Tr(B?)

= (Tra)® — Tr(Ab) - Tr(AB) + Tr(B?);

— (Tra)? — (Tr(a) - Tr(b) — Tr(ab)) - Tr(AB) + (T
= (Tra)® + (Tr(B))? + Tr(ab) - Tr(AB) —

= (Tra)* + (Te(b))* + (Tr(ab))* — (Tr(a)

74
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3.4. Cuando la traza del conmutador es 2.
En las condiciones de la secciéon 3.2 con los requisitos

1. Emparejamiento adecuado de los puntos de tangencia
a(R)=Q b(R) =25,

a(S)=P bQ)=P

donde la transformacion a empareja los Discos Dy v D, y la transformacion b empareja los
discos Dg y C}.

2. La traza del conmutador debe ser parabdlica.

3. La traza del conmutador debes ser —2.

En esta secciéon demostraremos que la traza del conmutador no puede ser 2, para eso consideremos
el siguiente lema.

Lema 3.4.1. Si Tr(abAB) = 2, entonces a y b tienen un punto fijo comin.

Demostracion. Supongamos que a y b son dos transformaciones de M&bius. Si modificamos el signo
de a, multiplicando por —1 todas sus entradas, también modificamos el signo de las entradas de su
respectiva inversa A, lo cual significa que el conmutador abAB no cambia ya que (—a)™! = —A~!
por tanto

(—a)b((—a)™ B = (=1)ab(—=1)A™'B = (—1)(—1)abAB = abAB.

Supongamos que Tr(abAB) = 2, entonces abAB tiene un tnico punto fijo, que debido a la confi-
guracién inicial, el Gnico punto fijo para el conmutador serfa el punto P, entonces tendriamos que

las transformaciones a y b también dejarian fijo el punto P, ;Cémo podemos chequear esto? Su-
a1z + as

pongamos primeramente que a tienen dos puntos fijos; por conjugacion a = kz y b(z) = T
asz ay

ahora obtenemos la traza de abAB. Vamos a utilizar la formula de Markov.
Tr(abAB) = (Tra)? 4 (Trb)* + (Trab)? — Tra - Trb - Trab — 2

para esto tenemos que las trazas de las matrices a, b y ab son

kE+1
TI'(CL) = W
a1 + ay
Tr(h) = —— 1
r( ) Vvairayg — asas
Tl"(ab) _ kCLl + ay

\/E (611664 - Clza:;)

sustituyendo en la féormula tenemos

5
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2 2 9
Tr(abap) = By o)™ | (o ranl  (rx Do togbe ra)
k aray — azas  k(ayjaq — azas) k(aras — azas)

((k) + 1)2 - 2]{3)(G16L4 — ag(lg) + k(al + CL4)2 + (kal + a4)2 - (l{? + 1)(&1 + a4)(ka1 + CL4)

k(a1a4 — CL36L2)
(k* + 1)(a1aq4 — asas) + 2kayay — k*ayay — ajay

k:(ala4 — &2&3)
—k2asas + 2kayay — asas

k(ayay — asas)

ahora encontramos

Tr(abAB) — 2
Tr(abAB) — 2 = —k?agas + 2kayay — azaz — 2k(a1aq — azas) _ —agaz(k — 1)
k(aiaq — azaz) k(aiaz — azaz)’

Entonces Tr(abAB) = 2 implica que as =0 6 a3 =0 6 k = 1. Analicemos cada caso.

a) Caso ay = 0.
Como az = 0 tenemos que

a1z
b(z) = e
asz + ay
a, —a
tenemos que sus puntos fijos serian z =0y z = ! 1 az # 0 en este caso notamos que tanto
as
a y b tienen z = 0 como punto fijo.
b) Caso az = 0.
a1z +a
Como az = 0 tenemos que b(z) = ——=.
Q4
Suponiendo que ay # 0 tendriamos que oo seria un punto fijo tanto de a y b, por otro lado, el
—a
otro punto fijo seria z = 2
a1 — Ay

¢) Finalmente si k£ = 1 tenemos que a(z) = z, a seria la aplicaciéon identidad, por tanto los puntos
fijos de b también son puntos fijos de a.

Por otro lado si a tiene un tnico punto fijo; por conjugacion se puede representar com a(z) = z+1,
blz + bg

- b32+b4

(11 y_ b b
“=1o0 1 Y U=\ by by )

Normalizando la transformacién b:

. Asf las matrices asociadas son

supongamos como en el caso anterior que b(z)

by by

b— | Vbibs— by V/biby — bobs
bs by

Vbiby —boby  \/biby — bobs
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por tanto la traza del conmutador abAB estaria dado por

201by — b3
bibs — babs
ahora vemos que sucede con Tra(abAB) — 2.
201by — b3
Tra(abAB) — 2 = bbby 2
_ 2bobg — 03 0
b1by — bobs

de donde obtenemos
b2<2b3 - bg) = 0

asi, tenemos que by = 0 y b3 = 0, por tanto la transformacion buscada b(z) estaria dada por

b
b(2) = 25 by by £0
by
la cual pues tiene también a co como punto fijo. |

Ahora bien, tenemos que si la traza del conmutador es 2, las transformaciones a y b tienen un
punto fijo en comin, pero esto no puede ser dados los requisitos de emparejamiento, ya que las
transformaciones nunca tendrian puntos fijos comunes, ya que los puntos fijos atractores estarian
dentro de D, y D, respectivamente.

3.5. Una familia especial de circulos tangentes.

La identidad de Markov, se vuelve de gran utilidad ya que podemos verificar directamente que
para la configuracion de cuatro circulos tangentes, donde los circulos emparejados tienen el mismo
radio cumple que la traza del conmutador de las transformaciones de Mobius tiene traza igual —2.
La configuracién de dichos circulos emparejados se puede generalizar un poco: Vamos a considerar
las siguientes circunferencias, en alucién a la construccion del ejemplo en la seccion 3.1.4

k2

Co: 224 (y—kai/n)* ==
Y1

/{2

Cyu: 22+ (y+ka /)= y_%
1

Cy: (2 —20/y0)* +9° = —
Yo

1

Cp: (z+zo/y0)* +1y* = —

0
donde la transformaciones que emparejan los circulos C'4 con C, y Cpg con C} son

r12 + tkyy
a2 ==
——IZ + T
k
b(z) = oz + Yo
Yoz + Zo

7
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sujetas a las condiciones

zp—ye=1y af—yi=1

La ecuaciones de las circunferencias de la seccion 3.1.4 tienen la misma forma que las circunferencias
anteriores, por ejemplo, la circunferencia

C,: 2°+ (y—sech)?® = tan .

es equivalente a

9 ( sen@)2 1
r+ |y — =

cot 6 cot? 0

en este caso x1 = senf,y; =cosf y k= 1.

Por otro lado también necesitamos que los circulos sean tangentes, para esto las suma de los
radios debe ser igual a la distancia de los centros, tomaremos las circunferencias C, y C} y puesto
que nuestra configuracion es simétrica, bastard con encontrar dicho punto de interseccion. Asi

tenemos:
edee((0) (20)
o Yo ’ n ’ yo’
x? x?
44wl
Yo A
k 1 2 2 2
<— + —) =204 20
Y1 Yo Yo U
k? k 1 2 2
St 4o =20 2T
Y1 Yol Yo Yo 1
k2 2k
-1+ S22 —1) = —
yi ! w0 Yoy
2 2k 2 2 2 2
k‘f‘l:M; vaque xg—l=yy vy zi—-1=uy
finalmente
1 1 1
—k+=] = —. 3.6
2( " ’f) Yol (3.6)

Por otro lado la ecuacion 3.6, permite verificar que la relacion de Markov se satisface. Primero
consideramos las trazas de las transformaciones a, by ab

Tra = 2xg
Trb = 2x,

1
Trab = 2.(170$1 + yoyli <k’ — E)
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sustituyendo en la ecuacion de Markov obtenemos

Tr?a + Tv?b + Tr’ab = Tra - Trb - Trab
4ot + dxi + (22120 + yoyri(k — 1/k))? = daozy (2z0z1 + t1yoi(k — 1/k))

1 2
o) + = i (- 1)

1, 1 1
=Mt e

1 1 1
=K+ -4+-=-1

4 2+4k2

1 2
_Z<k+2+ﬁ)_1

2
1
= — k—i——) —1=——=—1 por 3.6
4 ( k Yoy

Por tanto la condicién del conmutador, también es cierta, esto es, la traza de abAB es —2. Las
siguientes imégenes corresponden a la familia de circunferencias

k2

Co: 24 (y— ko /y1)? = —
2

Cu: 22+ (y + kxl/y1)2 = F
1

Cy: (v —sec)®+y* =tan’0
Cp: (v+sech)? +y* =tan’0.
Donde los circulos Cp y €} estan emparejados por

_csc 0z + cot 0
"~ cotfz + csch

ahora deberemos de encontrar la transformacion

a(z) =

12 + 1kyy
i

k

y ademaés considerar algin valor de k. Si k = 2 tenemos

Hesd)- L
2 k YoY1

de donde obtenemos
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V25 + 16 tan? 4

ASiJ?l: 1—|—y%= 5

, asi los circulos C, y C4 tendran las siguientes ecuaciones

25 4+ 16 tan? 6
2tan6

25
= T cot? 4.

2
25 + 16 tan? 0 25
. 2 — = — 2
C,: x+(y 5 ton 0 ) 4co‘c 0.

Las siguientes figuras representan a nuestra familia especial, para diferentes valores de 6, y 7 niveles
del BFS.

Figura 3.16: Grupo Quasifuchsiano, = /6, k = 2.
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Figura 3.17: Grupo Quasifuchsiano, § = /4, k = 2.

Figura 3.18: Grupo Quasifuchsiano, § = /3, k = 2.
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Figura 3.19: Grupo Quasifuchsiano, § = 127/5, k = 2.

3.6. Degeneraciones.

Consideremos la siguiente configuracion

Ca: 22+ (y+uo)’ =R
Co: 2*+(y—y0)° =R
Cp: (z+m)+y*=r°
Cy: (v —x0)* + 9% =17

Necesitamos encontrar una transformacion a(z) que convierta el circulo C4 en el circulo C, y
una transformacion b(z), que convierta el circulo Cp en el circulo C, para esto vamos a considerar
lo siguiente
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Figura 3.20: Configuracion especial.

los puntos z1, 29, z3 de Cp

Z1 = —xg +ir
29 = —Tg — T
23 = —Xg+T

y los puntos wy, wq, w3 que estan sobre CY

wy = Tg +r
Wy = X — T

w3 = Tg —T.

Ahora, sabemos que la transformacion que lleva z1, 29, 23 a 1,0, 00 es
21 — %3 Z — 29
Si(z) =
Z1 — k9 Z — Z3

Si(2) = z’—.l (z+x0+z’r)

simplificando obtenemos

21 z2+x9—7T

83



84 CAPITULO 3. GRUPOS KLEINIANOS

y su matriz asociada es

&:(@—U @%M%+M>'

2i 2i(xg — 1)

Por otro lado, la transformacion que lleva wq, wo, w3 a 1,0, 00 es

s - () (222)

SQ(Z): Z'—l-.l <z—$0+ir)

21 Z—Xo+T

simplificando obtenemos

y su matriz asociada es

2i —2i(xg — 1)
Finalmente, la transformacion b(z) esta dada por

b(Z) = 32_1 e} Sl~

g - ( (i4+1) —(i+1)(xo — ir) )

Veamos explicitamente la transformacion, para esto vamos a considerar las matrices asociadas,
esto es:

) ( (221) —(z'_;zgxg)ir) >‘1_ < @;1) (i ;iég)ci)xgi—)ir) )

:<m&5g <—24f%—r) @+i2$q;¢r)) ((iil)(j;iiyﬁi;r))

B 1<4m04mﬁ—ﬂ))

C 4ir \ 4 dixg
Zo x% —r?
T T
1 Zo

”
Asi, la transformacion b(z) que lleva zq, 29, 23 a wq, we, w3 respectivamente es

To z2 —r?
—Zz+
_r r
b(z) = T,
roor

Por otro lado, para encontrar la transformacion a(z), que convierta el circulo 22 + (y + yo)? = R?
en el circulo 22 + (y — yo)?> = R?, para esto vamos a considerar los puntos qi, g, g3 de Cx

@ = (—yo + R)i
¢ = (—yo — R)i
q3 = R —yot

84



CAPITULO 3. GRUPOS KLEINIANOS 85

y los puntos pi, p2, p3 que estan sobre C,

p1 = (yo — R)i
P2 = (Yo + R)i
p3 = R+ yot.

Ahora, tenemos que la transformacion
—_— Z J—
P1— D2 Z—Pps
convierte p, p2, p3 en 1,0, co, simplificando nos queda

5= 5 (=)

luego la matriz asociada es

p_( G+1) (yo+ R)(1—1)
Sl_( 2 —2i(R+ yoi) )

Ahora encontramos la transformacion S5(z), que lleva ¢1, ga, g3 a 1,0, 00
q1 — s 2= {2
o= (5=0) (50)
22) a1 — G2 2 =43
simplificando nos queda
1 i
Sé(z):z | z—l—(yo.—l— )i
2i \z+ (yoi — R)

luego la matriz asociada es

, (i—1) (yo+ R)i(i —1)
52:( 2i y2i(y0i—R) )

Finalmente la transformacion a(z) = (S');" 0 S}, la cual transformara qi, g2, g3 en p1, p2, p3 respec-
tivamente. Vamos a encontrar la forma explicita para a(z), haciendo uso de las matrices asociadas

a S1(z) y S5(2), esto es:

a;(@—n<m+mm—n>],<@+n<%+mu—w)
2i 2i(yoi — R) 2i —2i(R + yoi)

1 ( 2i(yot — R)  (yo + R)(1 + 1) ) : ( (@;1) @_05(?&&)@) )

~ det(SY) —2i (i—1)
L[ Ao iy — R?)
MR\ gy
0 (v — R v W-R,
| R R | R R
1w 1, Y%
R Ri R R
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Asi, la transformacion a(z) esta dada por

Por tanto, para la configuracion
Cy: a:2+(y+yo)2=R2
Ca: 2*+(y—w)’ =R
CBi ($+I0)2+y2:7’2
Cy: (v—20)+9° =12

tenemos que las transformaciones que emparejan los circulos Cg con Cy, y Cy con C, son

b(z) = Z o y CL(Z) = i Yo
ror R R

Por otro lado si queremos obtener grupos Quasifucsianos, tenemos que encontrar la condiciéon de
tangencia, para esto consideramos las circunferencias C, y Cj, , asi la condiciéon de tangencia es
d((70,0),(0,90) =7+ R
2, 2 2
25+ 4o = (r+ R)

r=—R+/xi+12.

puesto que r > 0, tomaremos 7 = —R+ y/x2 + y2. Ahora verificaremos que se cumple la condicion
de Markov, para esto consideramos las trazas de las matrices asociadas a las transformaciones a(z),

b(z) y ab(z), esto es

2
Tra(a) = %
2
Tra(b) = 220
,
9 R2 — 2 4 02 — 2)i
Tra(ab) = ::Oéyo . : :Rxo )i,
Luego:
dys  Axf  (2woyo + (R* —r* + af — y3)i)?
2 2 2 _ 2o 0 0~ Y%
Tra®(a) + Tra®(b) + Tra®(ab) = =t + oy y (3.7)
4 2 2 .2 2 2\,
Tra®(a) - Tra®(b) - Tra®(ab) = I%JO < Toyo + (1 12 T yO)Z) (3.8)
r r

ahora restando 3.7 y 3.8, tenemos:

dyar? + 4x3R? — dadyd _(BR- r?+ag —yp)’

r2R2 r2R2
=2(r" + R*)(zg + o) — (20 + )" — (B* —r?)?
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ahora sustituimos la condicion de tangencia, esto es (r + R)? = x2 + 42, ast:

— [(r + R)* =20 + R*)(r + R)? + (R = 1%)?]
= —[(r+ R =20 + R)(r + R)? + (r* + R)? — (r* + R?)? + (R* — 1?)?]
T [((r +R)? — (" + Rz))2 —r* —2rR* - R* + R* — 27*R* + 34}

= — [47“2R2 i 4?"2R2} —0.

Por tanto, se cumple que la diferencia de las expresiones 3.7 v 3.8 es cero, se tiene que se cum-
ple la condicién de Markov, asi los grupos que obtendremos para esta familia seran Quasifuchsianos.

Ejemplos.

Vamos a considerar nuestra configuracion que dependerd de los parametros zg, 4o, 7 v R donde
para el caso en que la configuracion sea tangente, tendremos tnicamente de parametros indepen-

dientes xg,y0 y R, ya que r = —R 4+ \/x3 + 3.

Cy: 2*+W+w)=R
Ca: 2"+ (y—y)* =R’
Cp: (x+$0)2—|—y2:r2

Cy: (v —20)* +9* =12

Caso I: Configuraciéon sin tangencia.
En este caso obtendremos un grupo de Schottky, tomaremos xo =2, r =1, yo = 3, R = 2, Asi los
circulos serfan:

Ch: 2°+(y+3)P2=4
Co: 22+ (y—3)2%=4
Cp: (z+2?%+y°=1
Cy: (x—27+y*=1

donde las transformaciones que emparejan C'4 con C, y Cg con C} son

3 5 .
—2——i
9 92 _22+3
o) =22y b= 2H
2 2

La figura obtenida con el algorimto BFS, 7 niveles es la siguiente
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C2O
Ca9

Figura 3.21: Grupo de Schottky, zg =2,r=1;yo =3, R = 2.

Por otro lado si ahora considereamos yy, = 2.5, obtenemos
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Figura 3.22: Grupo de Schottky, xo = 2,7 =1; yo = 2.5, R = 2.

Caso II. Configuracién tangente.

Ahora vamos a considerar nuestra configuracion de manera que los circulos sean tangente, veamos
un ejemplo en concreto, tomando zo = 2, R = 2, yo = /5, asi r = 1. La configuracion de los
circulos tangentes seria

Cp: (z+22+y =1
Cy: (-2 +y* =1
Ca: 2?4+ (y+V5)> =4
C,: :L'Q—I—(y—\/g)zzél

la transformacion que empareja Cg y Cj es

2z 4+ 3
bz) = 2 4+2°
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Por otro lado, la transformacion que empareja Cy y C, es

luego, las matrices asociadas son

en este caso vamos a obtener un grupo Quasifuchsiano, y para verificarlo, veremos que se cumple
la identidad de Markov, esto es

(Tra)?* + (Trb)?> + (Trab)® = Tra - Trb - Tr ab.

Para nuestro caso particular, tenemos que

Tra:\/g
Trb=4

Trab = 2\/54—@'.

Asi

(Tra)? + (Trb)? + (Trab)®> = 5+ 16 + (2v5 +1)? = 40 + 4v/5i

(Tra) - (Trb) - (Trab) = 4V/5(2V5 + i = 40 + 4V/5i.

La siguiente figura corresponde al caso zo = 2 con yy = v/5 y R = 2 y al utilizar la relacion para
r, obtenemos que r = 1.
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Figura 3.23: Grupo Quasifuchsiano, zo = 2,r = 1; yo = V5, R = 2.

Caso III: Casos extremos.

Un caso muy especial de nuestra configuracion es cuando yy = R, en este caso la configuracion
toma la forma

Ci: 22+@y+RP=FR
C,: 2*+(y—R?=R?
Cg: (v+z)+y?=r?
Cbl (x—x0)2+y2:r2

La transforamcion b(z) continta siendo la misma, sin embargo, la transformacion a(z) se reduce

a
z

2
—+1
R—l—

de dicha configuracion, junto con la condiciéon de tangencia y haciendo variar xy al infinito se
obtiene el famoso Gasket de Apolonio, el cual daremos sus generadores en la siguiente seccion;

a(z) =
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ahora vamos a ver que es lo que sucede con nuestra configuracion cuando hacemos variar a x,
para valores muy grandes. Para z¢o = 3,99 = R = 2 obtenemos:

Figura 3.24: Grupo Quasifuchsiano con un parabdlico extra, xg = 3; yo =
R=2.
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Figura 3.25: Grupo Quasifuchsiano con un parabdlico extra, xg = 4; yo =
R =2.

.

‘W“ 2

y

Figura 3.26: Grupo Quasifucsiano con un parabolico extra, o = 10; yg =
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Figura 3.27: Grupo Quasifuchsiano con un parabdlico extra, xo = 20;
Yo = R=2.

En la figura 3.27 la imagen representada esta entre x € [—4,4] e y € [-5, 5].
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Figura 3.28: Grupo Quasifuchsiano con un parabdlico extra, xg = 10000;
Yo = R=2.

para el caso de la figura 3.28, notamos que las circunferencias C'z y C} parecen rectas y esta-
mos aproximandonos a la figura del Gasket. Ahora, vamos a exagerar atin mas el valr de xg,
considerando zy = 10000000000, obteniendo:
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Figura 3.29: Grupo Quasifuchsiano con un parabolico extra, ¢ = 10000;
Yo = R=2.

Ahora aplicaremos un nuevo algoritmo, el cual dibujara los centros de los circulos de tal manera
que el centro sea una proporciéon del menor de los radios de los 4 circulos iniciales.
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B

Figura 3.30: Puntos limites para el caso zo = 2, 7 = 1; yo = /5, R = 2.
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Figura 3.31: Puntos limites para el caso zg = 4; yo = R = 2.
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q )
1}‘}5'
&,
Figura 3.32: Puntos limites para el caso ¢y = 10; yo = R = 2.
R "y
4y < T
y .,1‘;&‘- A o ?:.vh'
A . A
”ﬁff £ s s ¥
1y s s Ir
4 s

Figura 3.33: Puntos limites para el caso xg = 20; yg = R = 2.
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[ &
qil.i'n a4 & b oab

:II{? q,‘;vp
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4 b

-.111 An A4 IIL

Figura 3.34: Puntos limites para el caso o = 10000; yo = R = 2.
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Figura 3.35: Puntos limites para el caso xo = 100000; yg = R = 2.
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Figura 3.36: Puntos limites para el caso zg = 3; yo = R = 2.
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Figura 3.37:
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103

Puntos limites para el caso zg = 1000; yo = R = 2.
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IV W
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Figura 3.38: Puntos limites para el caso z¢g = 1e10; yg = R = 2.

La idea de hacer tender el zy al infinito nos dar& una configuraciéon mas extrema, la cual nos
dara un grupo con dos parabélicos extras y en particular esta figura es una aproximacion al Gasket
(empaquetamiento de los circulos de Apolonio).

3.7. El Gasket.

En esta parte se presentara un proceso de construccion de circulos tangentes y obtenedremos el
famoso Gasket de Apolinio®, el cual veremos que esté estrechamente relacionado con los conjuntos
limites de grupos de Schottky.

Definicion 3.7.1. Una region entre tres discos tangentes es un “triangulo”, donde sus arcos son
sus respectivos lados, este tipo de triangulo es llamado es un triangulo ideal.

Los vértices de nuestro tridngulo ideal, son los puntos de tangencia. El Gasket se forma por el
hecho de que en cada tridngulo ideal ideal siempre hay un tnico disco inscrito o incirculo que es
tangente a los otros tres circulos. Podemos pensar que el Gasket como una construccion sobre la
esfera.

8 Apolonio, conocido por sus contemporaneos como el gran gedmetra . Vivié en Perga ahora en dia Turquia. Uno
de los gigantes de las matematicas griegas. Fue famoso por sus 8 volimenes y tratados sobre cénicas estudiaron
elipses, hipérbolas y parabolas como seccién de un cono por un plano en varios dngulos. Sus escritos se convirtieron
en textos estdndar en el mundo antiguo. Muchos ahora en dia estdn perdidos y los conocemos s6lo a través de
mencion en otros comentarios, entre ellos trabajos sobre s6lidos regulares, nimeros irracionales y aproximaciones
de 7.
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3.7.1. Generando el Gasket.

Geométricamente el Gasket tiene un bello efecto, pero la verdadera razén de incluirlo en este parte
del trabajo es que es el conjunto limite de un grupo de Schottky que resulta del emparejamiento
de circulos tangentes, con la diferencia que ahora hay tangencias extras entre los cuatro circulos
iniciales.

1. En el prime caso tenemos una cadena de circulos tangentes, donde dos de ellos son tangentes
al eje x.

Figura 3.39: Cadena de circulos tangentes, con dos tangentes al eje x.

2. En el segundo caso tenemos 2 circulos tangentes a dos rectas tangentes en el infinito.

CB C’b

O
>§3
o

C

Ca

Figura 3.40: Circulos tangentes a 2 rectas tangentes en el infinito.

Para el primer caso, donde hay una recta, vamos a considerar el mas particular, donde la circun-
ferncia C'4 es tangente a la recta C, tal como se muestra en la siguiente figura
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Cy

Figura 3.41: Configuracion particular del Gasket.

Los circulos a considerar en el primer caso son:

Co: =0

1\? 1
. 2 — = —
Cyu: w +(y 4> 16

+
Cy: (z+1)72+
Cp: (x—1)>%*+

a1z + as

Donde los circulos Cp y C} son tangentes en —i, asi para encontrar la apliacion a(z) = n
asz Q4

consideramos los puntos z1, 29, 23 en la circunferencia Cy

z1=0
12,
n=—g gl
_ 2.
%= — gt
y los puntos wy, wy, w3 en C,
w; =0
wy = —1
ws =1

necesitamos una transformacion a(z) que haga lo siguiente:

a(z1) = wy
a(zz) = wy
a(z3) = ws
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Asi tendremos a
2

a(0) = =0
0) =2
lo que implica que as = 0, por otro lado necesitamos que a(—% — %z) = —1 de donde obtenemos la
siguiente relacion
— a1 — 2Clli = a3+ 2a3i - 5@4 (39)

por otro lado necesitamos que a(% — %z) =1, de donde obtenemos la siguiente condicion
ap — 2&1i = as — 2a3i + 5@4 (310)
ahora sumando 3.9 y 3.10 obtenemos
—2(11i = asg

finalmente necesitamos que ajay — asaz = 1, lo que significa que ajay = 1, (ya que ay = 0) por
tanto la transformacion a tiene la siguiente forma
a1z + as a1z +0

asz + ay —2a11z + o

tenemos que dicha transformacion depende del pardmetro a;, para este caso tomaremos a; = 1,

obteniendo asi la transformacion ;
a(z)

T 2241

Para encontra la transformacion b(z) que empareje los circulos Cp y C, vamos a considerar los
puntos

2’1:—1

Zgz—i

23:—1—2i
en Cp,y

wlzl

wgz—i

— 2 =z z—z
en Cj y utlizaremos el teorema 1.2.2, donde la aplicacion Si(z) = < ! 3) ( 2> envia los
21 — k9 Z — Z3

puntos z1,22 y 23 a 1,0 y oo respectivamente, dicha transformacion tiene la forma
— 1—2)z+1+1
Sy(2) = (1—1) .
z+14+2

y de manera similar podemos encontrar una transformacion Sy que nos lleve de wq,wy y w3 a 1,0
e oo respectivamente, la transformacion tiene la siguiente forma
— ([M+4+i)z+i-1
Sy = .
z—1+1
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por tanto la transformacion b = S, ' oS, me llevara de los puntos 21, 2, y 23 a los puntos wy, ws, ws
respectivamente, la inversa de la transformacion Ss es

(1—2i)Z + i—1
2

-1 __ 2
S = am
2 2

finalmente la transformacion b tiene la siguiente forma
9 00| = ———F——
—iz+ (1 —1)

2]

b:

Asi, para la configuracion del primer caso

(y+1)?*=1
CB (SL’ — 1)2 (y + 1)2 =1
C(1i)s—i
a(z) = #—1—1 empareja Cy y C,. Por otro lado b(z) = _EZI—M tiene determinante —1,
asi dividiendo por —z tendriamos que
1—1 1
b(z) = %
z+1+1

empareja los circulos Cg y Ch.
Para el segundo caso,la configuracion de circulos es la siguiente:
C,: 224+ (y—27%=1
Ca: 2*°4+9y*=1
Cg: z=-1
Cy: =1

La transformacion b que nos lleva de Cp a €}, es una trasalacion de la forma b(z) = z + 2, por
tanto su matriz asociada seria
1 2
=5 1)

por otro lado, para la transformacion a(z) que empareje las circunferencias

Cu: 2°+9y*=1
Co: 2+ (y—27%=1

Tomaremos los puntos

21:—1
22:1
Zgzi
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en la circunferencia C'4, por otro lado, consideremos los puntos

w3:i

de la circunferencia C,, necesitamos que la transformancion a(z) haga lo siguiente

Asi, obtenemos las siguientes relaciones

—aq + as

—as + a4
. aq + a9
as + ay
ali + as
ast + ay

=2+

IS
—~
.
N—
I
I
~

luego:

a; = 2Z'CL3 — Q4
as = 2ia4 + as
asi la transformacion seria . .
(2ia3 — aq)z + 2iay + as

aszz + ay

a(z) =
donde también necesitamos que el discriminante de la matriz asociada sea 1, por tanto
(2iag — ag)as — az(2iaq +az) =1

de donde obtenemos
a3 +aj = —1

tomando a4 = 0, entonces ag = +7, tomaremos ag = —1, asi la matriz asociada seria

—(2 )

Asi para la segunda configuracion

Obi =1
CBZ =—-1
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22 —1

Donde la transformacion a(z) = empareja los circulos C'y y C, y la transformacién

—iz
b(z) =242

empareja los circulos Cg y C).

El grupo del Gasket es llamado doble ciuspide, algunas veces es llamado cuspide mazimal. Puesto
que en el disco el grupo ira llenandolo con triAngulos ideales, el cual es un grupo de simétrias al
cual llamaremos grupo modular, el cual ha tenido una enorme contribucién en el mundo de las
matematicas. Nos vamos a centrar en el disco

y necesitamos encontrar el subgrupo de todas las tranformaciones en el grupo del Gasket que
mapean el interior en si mismo; éste subgrupo o cualquiera de sus conjugadas es el que llamaremos
grupo modular, las siguientes figuras muestran la configuracion en el disco

\

Figura 3.42: Generadores del grupo modular.

El grupo modular es un nuevo tipo de "grupos de collar"; hecho por el caso omiso de todo el
resto del Gasket y viendo justamente en el disco la accion producidad por a y Bab, donde la
transformacion a empareja C'y con C, y la transformaciéon BAb empareja Cg, con Cg4 ya que

BAb(Cpa) = BAb(B(C,)) = BA(Ca) = B(Ca) = Cpa.

Tal como indica la siguiente figura
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Figura 3.43: Generadores del grupo modular.

Definiciéon 3.7.2. El grupo modular aritmético. El grupo modular aritmético es construido con el
emparejamiento de cuatro circulos de Schottky con puntos de tangencia en —1,0,1 e oo.

Este grupo es conjugado a al grupo modular. La configuraciéon inicial se muestra en la siguiente
figura

Figura 3.44: Generadores del grupo aritmético modular.

La configuracion estaria dada por

Cy: (r+1/2°+y*=1/4
Co: (x—1/22+y*=1/4
Cg: z=-1
Cy: z=1
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Las circunferencias Cp y Cj, estan emparejadas por la traslacion b(z) = z + 2, por tanto su matriz

asociada seria
- 1 2
L0 1)
a1z + as

Para encontrar a(z) = ———, consideraremos los puntos
asz + aq

z1=0
2o = —1
I
23——54—5

en la circunferencia C'4, mientras que en la circunferencia C;, tomamos

’LU1:O
w2:1
1

w3:§+

ahora necesitaremos que la transformacion a(z), haga lo siguiente

N | .

(
a(z1) =
a(zz) = wy
CL(Zg) = W3
por tanto :
a(0) = 0 lo que implica as = 0. Por otro lado
a(-1) =1
a(—=1/2+i/2) =1/2+1i/2
de la condicién a(—1) = 1 obtenemos a; = az — a4, mientras de la condicion a(—1/2 + 1/2) =
1/2 4 i/2 obtenemos
ay(—=1/2+4/2) 1 i
as(—1/2+i/2) +a; 2 2
aq i aq . 1 + ) 1 i 1 i 1
i — = — — - — — — —
2 2 2 2) TM\2 T2
_ O M _:M Y, I, 4,
R R > 2T 2R

de donde obtenemos que a; = a4 y asi ag = a;+ay, pero como ajay = 1, entonces tanto a; = a4 = 1,

+

.2 ’ Z . . z
asi a3 = 2, por tanto la transformacion a(z) seria 1 y su matriz asociada seria
z

:(;(1)).

Al cubriemiento de triangulos ideales por medio de los generadores del grupo modular, le llamare-
mos Teselacion Modular, la cual tiene una bella e interesante relacion entre los nimeros racionales,
esto se debe a que justamente los puntos donde se van acumulando las semicircunferencias sobre
el eje x son niimeros racionales.
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Definiciéon 3.7.3. Un cuadrildtero ideal es una region bdsica de 4 lados, acotada por cuatro arcos
sdlidos.

La Teselacion de Farey surge de la configuracion del grupo modular

-1/1 0/1 1/1

Figura 3.45: Inicio de la Teselacion de Farey.

Para la teselacion de Farey, podemos concluir por simple inspeccion que

1.

2.

3.

Los vértices de los tridngulos ideales acumulados son niimeros racionales —.
q

.rT D . . . , .
Si — y = son dos vértices del mismo arco circular, éstos van a cumplir que ps — rq = *+1.
s q

. T P L - . L, -
Si — < = y son vértices de un arco circular, entonces el tercer vértice de ellos es
s q

S

T ]_3_r+p
q s+q

Esta forma de sumar fracciones es conocida como la suma Farey. Como hemos dicho ante-
riormente, el grupo modular es un nuevo tipo de "grupo de collar 7, éste esta hecho por el
emparejamiento de cuatro circulos tangentes y la tnica diferencia de los grupos de Schottky
que aparecieron en su momento es que ahora no estamos emparejando circulos opuestos
sino, adyacentes. Las condiciones trabajadas anteriormente siguen siendo ciertas todavia,
pero porque estamos emparejando los circulos en un patron diferente, podriamos esperar
que elementos distintos deben ser parabolicos para lograr que las imagenes de los circulos se
encojan, ahora bien, nuestra configuracion va a ser la siguiente
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CB C(b

Figura 3.46: Configuracion inicial para el grupo aritmético.

Donde ademéas debera cumplirse a(P) = Ry b(R) = P los cuatro puntos de tangencia de los
circulos son

S = Fiz(a)
Q = Fix(b)
P = Fix(ba)
R = Fix(ab)

De manera similar a las construcciones anteriores el orden, para los circulos imagenes cerca de S
v @ se van haciendo cada vez mas pequenos, los generadores a y b deben ser parabolicos. Por otra
parte ba también debe de ser parabolico para hacer que los circulos se encojan en P. Notemos
que ab y ba son conjugadas ya que b(ab)B = ba, asi, hablar de que ab o ba es parabdlico es la
misma cosa. Fl dato verdaderamente sorprendente es que todos los grupos con esos 3 elementos
parabolicos automaticamente son conjugados. El arbol para este caso se muestra acontinuacion
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Ab
AB AA

ba aa

bA 1 ‘/ . aB

BB BA

Figura 3.47: Primeros niveles del arbol modular.

En resumen un collar modular es una cadena tangente de 4 circulos emparejados adyacentemente
por transformaciones a y b, donde las transformaciones a, b y ab son todas parabolicas y S = Fix(a),
Q = Fix(b), a(P) = R, b(R) = P asi que P = Fix(ba) y R = Fix(ab). El grupo generado siempre
es conjugado al grupo modular estandar generado por

(1) 0 (32)

3.8. Mas ejemplos de grupos Quasifuchsianos.

En los ejemplos construidos hasta este momento, hemos tenido especial cuidado con los puntos
tangencia y ademads, para obtener grupos Quasifuchsianos debiamos imponer la condiciéon de que
la traza del conmutador fuera —2, sin embargo gracias a la identidad de Markov

(Tra)® + (Trb)* + (Trab) = Tra - Trb - Trab.

Si escogemos éstas matrices a, b y ab tal que cumplan la ecuaciéon de Markov, tendriamos directa-
mente la condicién de que el conmutador sea —2, asi como también, imponiendo las restricciones
que ambas transformaciones tengan matrices asociadas con determinante 1. Asi podriamos apli-
car estas transformaciones a y b a los circulos de Schottky trabajados anteriormente. Hasta este
momento hemos trabajado con grupos donde los generadores tenian traza real, pero no hemos
dicho que puede suceder, si la traza es un nimero complejo, en este caso estamos en condiciones
reciprocas, ahora vamos a dar las trazas de las transformaciones a y b y vamos a encontrar los
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generadores y vamos a utilizar un nuevo algoritmo, el cual a diferencia del BF'S utilizado para los
dibujos de las secciones anteriores, no graficara los discos encadenados, si no los puntos limites,
éste algoritmo recibe el nombre de DF'S (Depth - First - Search), que utiliza una funcion recursiva
para recorrer los drboles de palabras, recibird un ntimero € que permitird conocer si algin circulos
encadenado tiene radio menor que €, el algoritmo se presenta en la seccién de Anexos. El proceso
de encontrar las matrices asociadas a las transformaciones a y b recibe el nombre de Reciproco de
Grandma’s, los pasos son

1. Elegimos dos ntimeros complejos cualesquiera, a los que llamaremos T, y 7.

2. Consideramos una de las soluciones x de la ecuaciéon

o T, L +T>+T2=0

3. Luego de aplicar las condiciones de los determinantes de las matrices asociadas, considerar
directamente la traza de la transformacion ab las entradas para a y b, las cuales estan dadas

por
T, T, T — 2T, + 4i
2 (2T, + 4)cx
a g
(T, T, — 2T}, — 4i)cx T,
2T, — 4 2
T,—2 T,
2 2
b=
T, T,+2i
2 2

4. Por otro lado, la transformaciéon ab esta dada por

Tab Tab -2
2 20
ab =
(Towp + 2)v @
2 2
donde
(T — 2)Ty
«

T Ty Th, — 2T, + 2iTh,

Podemos computar b y ab, ya que a = (ab)B.

Las siguientes figuras corresponden a la configuracién de la seccion 3.6, con la diferencia que
ahora vamos a considerar la forma del recirproco de Grandma’s:
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Figura 3.48: g =3; yo = R =2, T, = 1.64213876 — 0.766588417, T, = 2

Figura 3.49: £ =100; yo=R=2,T, =1, = 1.91 +0.05
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Figura 3.50: 29 = 1e'%; yo=R=2,T, = 1.87 +0.1i, T, = 1.87 — 0.14

3.9. Definicion formal de grupos Kleinianos.

3.9.1. Discontinuidad.

En este momento haremos un recorrido por los fundamentos necesarios para la construccion de
grupos Kleinianos y daremos algunas propiedades de los mismos, puesto que ya en las secciones
anteriores hemos construido algunos ejemplos basicos, la idea sera poder verificar las propiedades
por medio de los dibujos de sus conjuntos limites, asi como también hacer algunos enlaces intere-
santes entre otras ramas de la matemaética, como lo son las superficies de Riemann. Consideremos
un grupo de transformaciones de Mdbius GG y un conjunto X #, éste da lugar a una aplicacion

GxX—X

donde a cada par (g, x) se le asocia g(x), es decir, esta aplicacion es tradicionalmente definida como

la accion del grupo G sobre el conjunto X, donde ademas nos interesa el caso en el que X es un

espacio métrico y donde todos los elementos de G sean isometrias de (X, d); en este caso diremos

que g actua por isometrias sobre (X, d) o que tiene una acciéon isométrica de g sobre (X, d). En el

capitulo 2 se demostro que el espacio (H?, dp;,) es un espacio métrico y ademas sabemos que las
z+b

cz +
esto es una consecuencia directa del teorema 2.4.1.

transformaciones z — con a,b,cydée Ry conad—bc=1 forman un grupo de isometrias,

Definicién 3.9.1. Sea X un espacio métrico” y sea G un grupo de homeomorfismos de X en si

"En esta definicién también X puede ser un espacio topoldgico.
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mismo. Un grupo G actia en un conjunto X, si existe una funcion

w:GxX —>X

tal que p(gagr, x) = p(go, (g1, ) y p(la, ) = .

Diremos que la accion de G en un punto x € X es libremente discontinua, si existe un vecindario
U de x tal que g(U)NU =0, Vg € G # 1. El vecindario U es llamado un buen vecindario de x.

Definiciéon 3.9.2. El conjunto de puntos en los cuales la accion de G es libremente discontinua
es llamado conjunto libre reqular, y es denotado °Q1="Q(G).2

Definicion 3.9.3. Un subconjunto Y C X es G - invariante o invariante bajo G, si g(Y) =Y
para todo g € G.

Definicion 3.9.4. La clase de equivalencia de la accion del grupo G sobre cualquier conjunto Y
se define de la siguiente manera:

r=y siysilosi JgeG gzr)=vy

diremos que x y y son G-equivalentes o equivalentes bajo G.

La topologia usual sobre el espacio
Y/G

es la definida por la proyeccion natural
p:Y =>Y/G
ya que es continua y abierta.

Definicién 3.9.5. Un subgrupo G de transformaciones de Mobius que es libremente discontinuo
en algin punto z € C es llamado un grupo Kleiniano.

En general el conjunto @/G es un espacio complicado, més no asi el conjunto °Q2/G. La siguiente
proposicion establece una propiedad muy interesante del conciente °Q/G.

Proposicion 3.9.1. El cociente °Q/G es un espacio Hausdorff.

Demostracion. Necesitamos demostrar que para dos puntos distintos x e y de °€2, podemos en-
contrar buenos vecindarios de U y V de x e y respectivamente, de tal forma que U NV = 0.
Supongamos que U NV # () y puesto que U y V son abiertos entonces para algtin punto z € U y
x € V podemos encontrar un vecindario lo suficientemente pequeno que lo contenga y si conside-
ramos una sucesion x,, — x, ese vecindario W contendria infinitos puntos de la sucesion que a la
vez estarian en U y en V', por otro lado, como los elementos de G son transformaciones continuas
tenemos que g(z,) — g(x) tanto en g(U) como en g(V') lo cual contradice el hecho de que U y V'
sean buenos vecindarios. |

Proposicion 3.9.2. Todo grupo Kleiniano es numerable.
Demostracion. Revisar |1, para una demostracion. Por otro lado en las secciones anteriores, en

las construcciones de nuestros ejemplos, los elementos de los grupos obtenidos iban obteniendose
a partir de un arbol, por tanto los conjuntos obtenidos también son numerables. [ ]

8Este conjunto tiene relaciéon con el complemento del conjunto limite de un grupo Kleiniano, dada en la definicién
3.2.2.
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3.9.2. Grupos discretos.

Definicién 3.9.6. Sea G < SL(2,C), se dice que G es discreto si no erxiste una sucesion de
matrices distintas, T,, € G, n € N, tal que T,, — T, cuando n — oo, donde T es una matriz de
2 X 2 con entradas complejas.

Proposicion 3.9.3. Sea G un subgrupo no discreto de transformaciones de Mdobius. Entonces
existe una sucesion de elementos distintos de G que convergene a la identidad.

Demostracion. Como G no es discreto, existe una secuencia de elementos {g,,} de G convergen a
algiin elemento g € M. Normalizando G tenemos que g es de la forma z — 2z + 1 o de la forma
z — k*2. En cada caso, podemos verificar que g,,+1 o ¢,.! convergen a la identidad. [

Proposicion 3.9.4. Sea G es un grupo Kleiniano. Entonces G es un subgrupo discreto de M.

Demostracion. Ver [1], para una demostracion. |

~

Corolario 3.9.1. Sea G < SL(2,R) discreto, entonces (°Q2)¢ C R.

3.9.3. Conjuntos limites de grupos Kleinianos.

Definicién 3.9.7. Un punto x es un punto limite para el grupo Kleiniano G st existe un punto
z € °Q, y una sucesion {gn} de elementos distintos de G con g,(z) — x. El conjunto de todos los
puntos limites es llamado conjunto limite y lo denotaremos A = A(G).

Por otro lado, como todo vecindario de un punto de A contiene infinitas traslaciones de algtin
punto, AN °Q = 0.

Teorema 3.9.1. El conjunto limite de un grupo Kleiniano es Cerrado, G - invariante y nada
denso sobre C.

En los ejemplos construidos en las secciones anteriores podemos verificar claramente la primera
afirmacion, ya que los conjuntos limites son circunferencias (para el caso de grupos Fuchsianos) o
porciones de circunferencias (para el caso de grupos de Schottky) o curvas de Jordan mas generales
(para el caso de grupos Quasifuchsianos). En [5] puede encontrarse una demostracion formal.

Teorema 3.9.2. Si A contiene mds de dos puntos, entonces éste es perfecto.
Demostracion. Para una demostracion, ver [5]. |

Un grupo Kleiniano G cuyo conjunto limite consiste de a lo mas dos puntos es llamado grupo
elemental; los otros casos son llamados no elementales; asi los conjuntos limites que dibujamos
anteriormente corresponden a grupos no elementales. La siguiente definicion referente a la acciéon
discontinua es un tanto mas particular a la dada anterioremente, esta vez nos restringimos a un
subconjunto finito del grupo.

Definicién 3.9.8. Diremos que G actia discontinuamente en x € X si existe un vecindario U de
z, tal que g(U)NU = O para todo subconjunto finito de elementos g de G. El conjunto de puntos en
los cuales G actua discontinuamente es llamado el conjunto de discontinuidad o conjunto reqular
y se denotard de ahora en adelante como Q) = Q(G).

Teorema 3.9.3. Para cualquier grupo Kleiniano G , C es la union de A y Q.
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3.10. Dominios fundamentales y topologia de grupos Klei-
nianos.

Ya mencionamos anteriormente que que el cociente /G donde G es un grupo Kleiniano es una
superficie de Riemann, ahora bien, pensar en como dibujar una imagen de superficie asociada a un
grupo Kleiniano podria no ser facil, asi que necesitamos de un dominio donde esto sea posible. Los
conjuntos y dominios fundamentales nos llevan al estudio de las teselaciones del plano hiperboélico
v el espacio hiperbolico tridimensional. En el caso bidimensional es de gran utilidad en la teoria
de los ntumeros, ya hablamos de esto anteriormente del grupo modular aritmético; en el espacio
hiperboélico tridimensional lo es para la topologia de variedades de dimension 3.

3.10.1. Dominios fundamentales.

Dado un grupo discreto GG de isometrias del plano o el espacio hiperboélico, para referirnos al
plano o espacio hiperbélico escribiremos H?3.

Definiciéon 3.10.1. Un domino fundamental para la accion G sobre el plano o el espacio hiperdlico,
es un conjunto abierto ' C H*? que satisface las siguientes condiciones

a) Si F denota la clausura topoldgica de F' en H*3, entonces para elementos arbitrarios g1, g1 € G

tenemos que g1(F) N g2(F) = 0.

b) La union Uyeqg(F), Vg € G es siempre H2.

En particular, si ' es un dominio fundamental, entonces toda traslacion g(F') de éste por un
elemento de G también es un dominio fundamental. El métdo de construccion de un dominio
fundamental para G C Tso(H?*?) se da siempre que tengamos un grupo actuando sobre un espacio
métrico localmente compacto, donde la métrica satisface que dados dos puntos cualesquiera x; y
To existe un tercer punto xz a la misma distancia de ambos puntos 1, z2. Se dice que F' es un
poliedro y es llamado Dominio fundamental de Dirichlet o region Dirichlet para G.

Para la construccién tenemos:

Seleccionamos un punto x, € H?? que nos sea punto fijo por ningtin elemento de G y consideramos
el conjunto F' de esos puntos en H?*? donde la distancia hiperbolica es estrictamente menor que la
distancia a cualquier punto de las G-6rbitas de (. Esto es:

F={z e H*®/dy(z,x0) < dp(z, g(z0)),Vg € G}.

La region F' es convexa en el sentido hiperbélico y su frontera es una coleccién numerable de
caras (n — 1) dimensionales que estan relacionada a pares y quiénes emparejan esas cara son los
generadores del grupo. En general para grupos construidos en este trabajo, el conjunto fundamental
serd siempre el extreior de los circulos que se han emparejado mediante transformaciones de Mdbius.
A continuacién presentamos las regiones fundamentales para los grupos construidos en las secciones
anteriores.

Grupos de Schottky:
Recordemos que los grupos de Schottky se obtuvieron por el emparejamiento de cuatro circulos
inciales disjuntos, ninguno dentro del otro, circulos a los que llamamos C,, C4, Cy y Cy, que estaban
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emparejadas por las transformaciones a y b, donde a emparejaba C'y con C, y b emperajaba Cp

con Cy,.

Figura 3.51: Region fundamental para grupos de Schottky.

Grupos Fuchsianos.

En este caso la region fundamental estard dada por la union de 2 poligonos hiperbdlicos que
resultan del exterior de los cuatro circulos tangentes C,, C4, Cpg, Cy.

Ca

\
\\
~ ”
/ Pal T A g

Figura 3.52: Region fundamental para grupos Fuchsianos.
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Grupos Quasifuchsianos:
Para el caso de grupos Quasifuchsianos tenemos :

Figura 3.53: Regiéon fundamental para grupos Quasifuchsianos.

3.10.2. Relacién entre grupos Kleinianos y Superficies de Riemann.

Clasicamete, los grupos Kleinianos fueron estudiados por su conexiéon con las superficies de Rie-
mann. Actualemente se estudian por su conexiéon entre variedades hiperbolicas tridimensionales,
las cuales han sido estudiadas en gran medida por Thurston entre otros.

Definicién 3.10.2. Una superficie de Riemann S es una variedad compleja 1 - dimensional; esto
es S es un espacio Hausdorff, conexo, donde todo s € S tiene un vecindario U y un homeomorfismo
asociado ¢ : U — C, donde, definimos la composicion de uno de esos homeomorfisomos con el
wmwverso de otro, esto es un holomorfismos. El homeomorfismo 1 es llamado coordenada local en s.
Con el fin de hacer andlis complejo localmente, no distinguiremos entre U y ¢(U); esto es, vamos
a considerar a Y(U) como un vecindario de s.

El siguiente teorema es muy importante para este trabajo ya que de alguna manera establece
una relacion directa de un grupo Kleiniano G con superficies de Riemann.

Teorema 3.10.1. Sea G un grupo Kleiniano entonces S = Q/G es una superficie de Riemann.

Los siguientes teoremas permitiran establecer la superficie de Riemann asociada a los ejemplos
construidos en este trabajo:

Teorema 3.10.2. (Retroseccion de Koebe)®, Se S una superficie de Riemann de género g > 1.
Entonces existe un grupo de Schottky de género g tal que Q(G)/G es holomorficamente equivalente
als.

Para comprender la topologia del espacio /G donde G es un grupo de Schottky, vamos a
considerar la configuracion de circulos emparejados, junto con sus respectivos generadores, los

9Una demostracion de éste teorema puede encontrarse en L. Bears, Automorphic forms for Schottky groups, Adv.
in Math. 16(1975), 332-361.
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cuales los pesaremos en el plano complejo extendido, esto es decir en la esfera de Riemann y pegar
las fronteras de los respectivos discos emparejados, geométricamente:

Figura 3.54: Topologia de un grupo de Schottky.

Después de pegar los circulos tal como indican los respectivos generadores a y b, obtendremos
un 2 toro, en general si tenemos 2n circulos emparejados obtendremos un n toro o una superficie
de género n.

Teorema 3.10.3. Si G es un grupo discreto isomorfo al grupo fundamental de una superficie de
Riemann de género g tal que Q(G) # 0 (es decir, un grupo Kleiniano ) tal que todo elemento de
G, diferenete de la identidad, es loxodromico, entonces A(G) es una curva de Jordan y cada disco
acotado por esta curva es invariante por G (es decir, G es Quasifucsiano)™®

De la misma forma en que hicimos para el caso de grupos de Schottky, consideramos nuestra
configuracion tangente en la esferara de Rimann e identificamos los circulos respectivamente como
indican los generadores, geométricamente:

19La demostraciéon de éste teorema puede encontrarse en B. Maskit, On a class of kleinian groups, Ann. Acad.
Sci. Fenn. Ser. AT Math. 442 (1969),1-8.
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Figura 3.55: Topologia de un grupo Quasifucsiano.

Luego de hacer las respecitvas identifiaciones mediante los generadores, obtenderemos lo que se
conoces como un once-punctured torus gruop, o simplemente un toro con un "pinchazo".
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Para la realizacion de las imagenes de la iteracion de las transformaciones de Mobius, mediante
los circulos emparejados, hemos utilizados 3 algoritmos que han sido ejecutados con el software
matematico libre, Sage Math.

I. Algoritmo BF'S.

El cédigo implimentado para la generacion de las figuras de la seccion 3.1.4

def grafCircunferencia(c,color=None,z=0,rellena=True):
"""c es una tupla formada por dos elementos:
c[0]: Un nimero complejo
c[1]: Un nimero real positivo
win
if color:
return circle((real(c[0]),imag(c[0])),c[1],
rgbcolor=color,fill=rellena,zorder=z)
else:
return circle((real(c[0]),imag(c[0])),c[1])

def mobius_on_point(matriz,punto):
"""matriz: Matriz compleja de 2x2
punto: Numero complejo

num = matriz[0,0]*punto+matriz[0,1]
den = matriz[1,0]*punto+matriz[1,1]
if den ==

return num/(1e-5000)
else:

return num/den

def mobius_on_circle(matriz,circunferencia):
"""matriz: Matriz compleja de 2x2
circunfencial[0]: Nimero complejo
circunfencia[1]: Nimero real positivo
min
conjugada = conjugate(matriz[1,1]/matriz[1,0]+circunferencial0])
if conjugada ==
z = circunferencial0] - circunferenciall]l*circunferencial[1]/1e-5000
else:
z = circunferencial0] - circunferenciall]l*circunferenciall]/conjugada
nuevoCentro = mobius_on_point(matriz, z)
nuevoRadio = abs(nuevoCentro - mobius_on_point(matriz,
circunferencia[0]+circunferencial1]))
return (nuevoCentro, nuevoRadio)

def schottky(generadores, circunferencias, inversos, nivelMax=1):
"""generadores: una lista de 4 matrices complejas de 2x2
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circunferencias: una lista de 4 circunferencias (centro,radio)
inversos: una lista de 4 nimeros enteros
nivelesMax: el numero de niveles que se desea dibujar
(debe ser mayor o igual que 1) """
def definirColor(n):
"n: nivel actual"
return fuegoDoble(n)
def fuegoDoble(n):
azul = 25.0/256, 133.0/256, 255.0/256
rojo = 248.0/256, 7.0/256, 20.0/256
amarillo = 241.0/256, 221.0/256, 49.0/256
niv_2 = nivelMax/2.0
niv = float(nivelMax)
if n/niv < 0.5:
return map(lambda i: azull[il+n*(rojolil-azull[i])/niv_2, range(3))
else:
return map(lambda i: rojo[il+(n-niv_2)*(amarillo[i]-rojo[i])/(niv-niv_2),
range (3))
def escalaGriz(n):
co = 0.9-0.9%n/nivelMax
return (co,co,co)
def fuegol(n):
amarillo = 0.945098039, 0.866666667, 0.074509804
rojo = 0.97254902, 0.02745098, 0.02745098
return map(lambda i: amarillo[il+n*(rojo[i]l-amarillo[i])/nivelMax, range(3))
def fuego2(n):
amarillo = 1.0, 1.0, 0.9804
rojo = 0.97254902, 0.02745098, 0.02745098
return map(lambda i: amarillo[il+n*(rojo[i]l-amarillo[i])/nivelMax, range(3))
def fuego3(n):
azul = 25.0/256, 133.0/256, 255.0/256
rojo = 0.97254902, 0.02745098, 0.02745098
return map(lambda i: azul[i]l+n*(rojol[il-azull[i])/nivelMax, range(3))
def schottky_aux(g,ixgen,n):
""e: Generador actual
ixgen: Indice del generador actual (no puede aplicirsele su inversa)
n: Nivel actual
nwun
graficos = []
for i in range(4):
if i'=inversos[ixgen]:
graficos.append(grafCircunferencia(mobius_on_circle(g,
circunferencias[i]), color=definirColor(n),z=n))
if n>=nivelMax:
#print len(graficos)
return sum(graficos)
for i in range(4):
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if i!=inversos[ixgen]:
graficos.append(schottky_aux(g*generadores[i],i,n+1))
#print len(graficos)
return sum(graficos)

#return sum(map(lambda x: grafCircunferencia(circunferencias([x],
color=definirColor(0),z=0) , range(4)))
return sum(map(lambda x: grafCircunferencia(circunferencias[x],
color=definirColor(0),z=0) + \
schottky_aux(generadores[x],x,1), range(4)))

def theta_schottky(theta,niveles):

P = sec(theta)
r = tan(theta)
Ca = (Ix*P,r)
Cb = (P,r)

CA = (-IxP,r)
CB = (-P,r)

CD = mobius_on_circle(m,CB)

a = matrix([[csc(theta),I*cot(theta)], [-I*cot(theta),csc(theta)l])
b= matrix([[csc(theta),cot(theta)], [cot(theta),csc(theta)]])

A= axx*x-1

B = b*x-1

return schottky([a,b,A,B],[Ca,Cb,CA,CB],[0,1,2,3],niveles)

#theta_schottky(pi/6,1) .show()

#theta_schottky(float(pi/6),7) .show(figsize=[10,10],axes=False)
#theta_schottky(pi/4,7) .show(figsize=[40,40],dpi=200,axes=False)

Por otro lado, modifcando los generadores en la definicion de la funcion theta — Schottky, obte-
nemos las figuras de la seccién 3.5, para diversos valores de 6

def theta_schottky(theta,niveles):

P = sec(theta) #sec(th)

Q = sqrt(25+16*xtan(theta)*tan(theta))/(2xtan(theta))
r = tan(theta)

s = 5/2%cot(theta)

Cb = (P,r)

Ca = (IxQ,s)

CB = (-P,r)

CA = (-IxQ,s)
b = matrix([[csc(theta),cot(theta)], [cot(theta),csc(theta)]])
a = matrix([[sqrt(25+16+tan(theta)*tan(theta))/5,
I*(8*tan(theta)) /5], [-I*(2*tan(theta)) /5,
sqrt (256+16*tan(theta)*tan(theta))/511)
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A akxx-1
B b*xx-1
return schottky([a,b,A,B],[Ca,Cb,CA,CB],[2,3,0,1],niveles)

Para las imégenes de los grupos conjugados de la seccion 3.2.3, para la transformacién — |,
z
0 = /6.

def theta_schottky(theta,niveles):

P = sec(theta)

r = tan(theta)

m = matrix([[0,1],[1,0]])
M = mx*x-1

Ca = (I*P,r)

Cc = mobius_on_circle(m,Ca)
Cb = (P,r)

Cd = mobius_on_circle(m,Cb)
CA = (-IxP,r)

CC = mobius_on_circle(m,CA)
CB = (-P,r)

CD = mobius_on_circle(m,CB)

¢ = mxmatrix([[csc(theta) ,Ixcot(theta)],[-I*cot(theta),csc(theta)]])*M
d = m*matrix([[csc(theta),cot(theta)], [cot(theta),csc(theta)]]l)*M

C = cxx-1

D = d¥*-1

return schottky([d,c,C,D], [Cd,Cc,CC,CD],[3,2,1,0],niveles)

#theta_schottky(pi/6,1) .show()
#theta_schottky(float(pi/6),7) .show(figsize=[10,10],axes=False)
#theta_schottky(pi/4,7) .show(figsize=[40,40],dpi=200,axes=False)

(1—d)z+1

Asi como también para la transformacion -
z+1+1

,para =7/6y 0 = /4.

IT Grafica puntos limites:

El siguiente algorimo, grafica los centros de lso circulos que tienen un radio menor que una porciéon

del menor de los radios de los cuatro circuls iniciales, esto es c-min {rad(C,), rad(Cy), rad(A), rad(Cp)}
donde ¢ = 0.1,0.01,0.001 o incluso mas pequeno.

def circInfinito(x0):
""WEsta funcidén devuelve una circunferencia de radio ’infinito’
y que pasa por x0+0*I
nn
infinito = 1e10
return (infinito+x0+0.0%I,infinito)
def grafCircunferencia(c,color=None,z=0,rellena=True):
"""c es una tupla formada por dos elementos:
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c[0]: Un nimero complejo
c[1]: Un nimero real positivo
min
if color:
return circle((real(c[0]),imag(c[0])),c[1],rgbcolor=color,
fill=rellena,zorder=z)
else:
return circle((real(c[0]),imag(c[0])),c[1])
def mobius_on_point(matriz,punto):
"""matriz: Matriz compleja de 2x2
punto: Numero complejo

num = matriz[0,0]*punto+matriz[0,1]
den = matriz[1,0]*punto+matriz[1,1]
if den ==
return num/(1e-5000)
else:
return num/den
def mobius_on_circle(matriz,circunferencia):
"""matriz: Matriz compleja de 2x2
circunfencial[0]: Nimero complejo
circunfencia[1]: Nimero real positivo

conjugada = conjugate(matriz[1,1]/matriz[1,0]+circunferencial0])
if conjugada ==

z = circunferencial0] - circunferencial[ll*circunferencial[1]/1e-5000
else:

z = circunferencial0] - circunferenciall]*circunferencial[l]/conjugada
nuevoCentro = mobius_on_point(matriz, z)
nuevoRadio = abs(nuevoCentro - mobius_on_point(matriz,
circunferencial[0]+circunferencial1]))
return (nuevoCentro, nuevoRadio)

def schottky_original(generadores, circunferencias, inversos, nivelMax=1):
"""generadores: una lista de 4 matrices complejas de 2x2
circunferencias: una lista de 4 circunferencias (centro,radio)
inversos: una lista de 4 nimeros enteros
nivelesMax: el numero de niveles que se desea dibujar
(debe ser mayor o igual que 1)
min
def schottky_aux(g,ixgen,n):
"""g: Generador actual
ixgen: Indice del generador actual (no puede aplicirsele su inversa)
n: Nivel actual
[LRINT
graficos = []
for i in range(4):

131



132 CAPITULO 3. GRUPOS KLEINIANOS

if i!=inversos[ixgen]:
graficos.append(grafCircunferencia(mobius_on_circle(g,
circunferencias[i]) ,z=n))
if n>=nivelMax:
#print len(graficos)
return sum(graficos)
for i in range(4):
if i'=inversos[ixgen]:
graficos.append(schottky_aux(g*generadores[i],i,n+1))
return sum(graficos)

return sum(map(lambda x: grafCircunferencia(circunferencias[x],z=0) + \
schottky_aux (generadores[x],x,1), range(4)))

def schottky(generadores, circunferencias, inversos, nivelMax, radioMax):
"""generadores: una lista de 4 matrices complejas de 2x2
circunferencias: una lista de 4 circunferencias (centro,radio)
inversos: una lista de 4 numeros enteros
nivelesMax: el numero de niveles que se desea dibujar
(debe ser mayor o igual que 1)
radioMax: Maximo radio de las circunferencias que se dibujarén
(a parte de las generadoras)
min
def schottky_aux(g,ixgen,n):
""e: Generador actual
ixgen: Indice del generador actual (no puede aplicirsele su inversa)
n: Nivel actual
mwun
graficos = []
for i in range(4):
if i!=inversos[ixgen]:
estaCircunferencia = mobius_on_circle(g,circunferencias[i])
if estaCircunferencial[l]<radioMax:
graficos.append(point ((real(estaCircunferencial0]),
imag(estaCircunferencial0]))))
#graficos.append(grafCircunferencia(estaCircunferencia,z=n))
if n>=nivelMax:
return sum(graficos)
for i in range(4):
if i'=inversos[ixgen]:
graficos.append(schottky_aux(g*generadores[i],i,n+1))
return sum(graficos)

return sum(map(lambda x: grafCircunferencia(circunferencias[x],z=0) + \
schottky_aux(generadores[x],x,1), range(4)))
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def theta_schottky(niveles,x0,y0,R):
r = -R+sqrt(x0*x0+y0*y0)

Cb = (x0,r)

Ca = (yO*I,R)

CB = (-x0,r)

CA = (-yOxI,R)

b = matrix([[x0/r, (x0*x0-r*r)/r],[1/r, x0/rll)
B = b*x-1

a = matrix([[y0/R, (R*R-yO*y0) /R*I],[I/R,y0/R]])
A = a*xx-1

return schottky([a,b,A,B],[Ca,Cb,CA,CB],[2,3,0,1],niveles,
0.001*min (map(lambda C: C[1], [Ca,Cb,CA,CB])))

#theta_schottky(pi/4,4) .show()
En la siguiente instruccién, colocamos los pardmetros (nivel, x0, yO, R)
theta_schottky(7,1e10,1.0,1.0) .show(axes=False,xmin=-6, xmax=6, ymin=-4, ymax=4)

III. Version Recursiva:

def mobius_on_point(matriz,punto):
"""matriz: Matriz compleja de 2x2

punto: Numero complejo
min

num = matriz[0,0]*punto+matriz[0,1]
den = matriz[1,0]*punto+matriz[1,1]
if den ==
return num/(1e-5000)
else:
return num/den
def mobius_on_circle(matriz,circunferencia):
"""matriz: Matriz compleja de 2x2
circunfencial[0]: Nimero complejo
circunfencia[1]: Nimero real positivo

if matriz[1,0]==0:
conjugada = conjugate(matriz[1,1]/1e-50000+circunferencial0])

else:

conjugada = conjugate(matriz[1,1]/matriz[1,0]+circunferencial0])
if conjugada == 0:

z = circunferencial[0] - circunferencialll*circunferencial[1]/1e-50000
else:

z = circunferencial0] - circunferenciall]*circunferencial[l]/conjugada
nuevoCentro = mobius_on_point(matriz, z)

nuevoRadio = abs(nuevoCentro - mobius_on_point(matriz, circunferencial[O]+circunferenc

return(nuevoCentro,nuevoRadio)
def Explore_tree(matriz,entero,nivel):
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#global epsilon
global grafico
E=[entero-1,entero,entero+1]
for i in E:
Y= matrizkgens[i%4]
circunf = mobius_on_circle(Y,circ[i%4])
if circunf[1]<epsilon or nivel>200:
newpoint = mobius_on_point(Y,fix[i%4])
grafico = grafico+point([real(circunf[0]),imag(circunf[0])])
else:
Explore_tree(Y,i,nivel+1)

#Inicializando epsilon

epsilon=0.1

grafico=Graphics()

k=[0,1,2,3]

gens = [matrix([[sqrt(2.),I],[-I,111),\
matrix([[sqrt(2.),1]1,[1,sqrt(2.)11),\
matrix([[sqrt(2.),I]1,[-I,1]1])**-1,\
matrix([[sqrt(2.),1]1,[1,sqrt(2.)]1]1)**-1]

circ [(I*¥sqrt(2.),1.),(sqrt(2.),1.),(-I*sqrt(2.),1.),(-sqrt(2.),1.)]

for ¢ in k:

Explore_tree(gens([c],c,1)
grafico.show(aspect_ratio=1)
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